
Chương 1

GIẢI TÍCH TỔ HỢP

1.1. Quy tắc nhân
Các tính chất sau của phép đếm sẽ là nền tảng của tất cả công việc của chúng ta.

Tính chất 1 (Quy tắc nhân)
Giả sử có2 công việc được thực hiện. Nếu công việc1 có thể thực hiện một trongm cách khác nhau và
ứng với mỗi cách thực hiện công việc1, công việc2 cón cách thực hiện khác nhau thì cóm.n cách khác
nhau khi thực hiện hai hai công việc.

Proof: Tính chất cơ bản có thể được chứng minh bằng cách liệt kê tất cả các cách thực hiện có thể
của hai công việc như sau:

(1, 1), (1, 2), . . . , (1, n)
(2, 1), (2, 2), . . . , (2, n)

...
(m, 1), (m, 2), . . . , (m,n)

trong đó, chúng ta nói cách thực hiện là (i, j) nếu công việc 1 thực hiện theo cách thứ i trong m cách
có thể và công việc 2 thực hiện cách thứ j trong n cách. Vì thế tập tất cả các cách có thể thực hiện
bằng mn.

Ví dụ 1.1.1 Một cộng đồng nhỏ có 10 phụ nữ, mỗi người có 3 người con. Chọn một người phụ nữ
và một đứa con của họ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ?

Giải
Ta xem việc chọn người phụ nữ như là công việc 1 và việc chọn con của họ là công việc 2. Khi đó

từ tính chất cơ bản ta có 10.3 = 30 cách chọn khác nhau.
Khi chúng ta có nhiều hơn hai công việc được thực hành, tính chất cơ bản có thể được tổng quát

hoá như sau:

Tính chất 2 (Quy tắc nhân tổng quát)
Giả sử cók công việc được thực hiện. Nếu công việc1 có thể thực hiện trongn1 cách khác nhau và ứng
với mỗi cách thực hiện công việc1, công việc2 cón2 cách thực hiện khác nhau; ứng với mỗi cách thực
hiện hai công việc đầu, cón3 cách khác nhau thực hiện công viêc3, v. . . v .. thì cón1.n2.n3. . . . nk cách
khác nhau thực hiệnk công việc đó.

Ví dụ 1.1.2 Một hội nghị học tập ở một trường đại học bao gồm 3 sinh viên năm thứ nhất, 4 sinh
viên năm thứ 2, 5 sinh viên năm thứ 3 và 2 sinh viên năm cuối. Một tiểu ban gồm 4 người ở trong 4
khoá khác nhau. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tiểu ban khác nhau?
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2 Chương 1. GIẢI TÍCH TỔ HỢP

Giải
Việc chọn một tiểu ban như là việc thực hiện 4 công việc khác nhau. Công việc i là chọn một

sinh viên năm thứ i( i = 1, 2, 3, 4 ). Vì thế, từ tính chất cơ bản tổng quát, chúng ta có 3.4.2.5 = 120
tiểu ban khác nhau có thể lập.

Ví dụ 1.1.3 Số hiệu của bằng lái xe môtô gồm 7 kí tự, trong đó 3 kí tự đầu là các chữ cái và 4 kí tự
sau là các chữ số. Hỏi có thể có bao nhiêu bằng lái xe môtô khác nhau ?

Giải
Áp dụng tính chất cơ bản tổng quát, chúng ta có số bằng lái khác nhau có thể có là:

26.26.26.10.10.10.10 = 175.760.000

Nếu các chữ cái và chữ số trong số hiệu bằng khác nhau thì có bao nhiêu bằng lái khác nhau?

Ví dụ 1.1.4 Một hàm số xác định trên một tập n phần tử và chỉ nhận hai giá trị 0 và 1. Hỏi có thể
lập được bao nhiêu hàm khác nhau.

Giải
Đặt các phần tử là 1, 2, 3, . . . , n. Vì f(i) bằng 1 hoặc 0 cho mỗi i = 1, 2, . . . , n nên ta có 2n hàm

khác nhau có thể lập.

1.2. Hoán vị
Có bao nhiêu cách khác nhau khi sắp xếp có thứ tự 3 kí tự a, b, c? Bằng cách liệt kê trực tiếp

chúng ta thấy có 6 cách, cụ thể là: abc, acb, bac, bca, cab và cba. Mỗi cách sắp xếp như vậy được gọi
là một hoán vị. Vì thế có 6 hoán vị có thể của một tập 3 phần tử. Kết quả này cũng có thể suy ra từ
tính chất cơ bản, vì phần tử thứ nhất trong hoán vị có thể là một trong 3 kí tự, phần tử thứ 2 trong
hoán vị có thể chọn một trong 2 kí tự còn lại và phần tử thứ 3 được chọn từ một phần tử còn lại. Vì
thế, có 3.2.1 = 6 hoán vị có thể.

Chúng ta định nghĩa khái niệm hoán vị một cách tổng quát như sau:

Định nghĩa 1.2.1 Cho n phần tử khác nhau. Một hoán vị của n phần tử là một cách sắp xếp có thứ
tự n phần tử đã cho.

Gọi Pn là số hoán vị khác nhau có thể lập từ n phần tử đã cho. Ta có

Pn = n(n − 1) . . . 2.1 = n!

Ví dụ 1.2.5 Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp vị trí các cầu thủ(thủ môn, tiền vệ phải, trái,. . . ) khác
nhau trong một đội bóng gồm 9 cầu thủ?

Giải
Có 9! = 362880 cách sắp xếp các cầu thủ.

Ví dụ 1.2.6 Một lớp học lý thuyết xác suất gồm 6 nam và 4 nữ. Một kỳ thi được tổ chức, Các sinh
viên được xếp hạng theo kết quả làm bài của họ. Giải sử không có hai sinh viên nào đạt cùng một
điểm.

a) Có thể có bao nhiêu cách xếp hạng khác nhau?
b) Nếu nam được xếp hạng trong nhóm nam và nữ được xếp hạng trong nhóm nữ thì có thể có

bao nhiêu cách xếp hạng khác nhau?
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1.2. Hoán vị 3

Giải
a) Mỗi cách xếp hạng tương ứng với một cách sắp xếp có thứ tự 10 người, chúng ta có câu trả lời

trong phần này là 10! = 3.628.800.
b) Vì có 6! cách xếp hạng khác nhau trong 6 người nam và 4! cách xếp khác nhau trong 4 người

nữ nên áp dụng tính chất cơ bản, chúng ta có 6!.4! = 17.280 cách sắp xếp khác nhau có thể có.

Ví dụ 1.2.7 Cô Nga định đặt 10 cuốn sách lên một cái giá sách. Trong đó có 4 cuốn sách Toán, 3
cuốn Hoá học, 2 cuốn Lịch sử và 1 cuốn Ngoại ngữ. Cô Nga muốn sắp xếp những cuốn sách của cô
các cuốn sách của minh sao cho các cuốn cùng một môn thi kề nhau. Có thể có bao nhiêu cách sắp
xếp 10 cuốn sách khác nhau?

Giải
Có 4!.3!.2!.1! cách sắp xếp sao cho các sách Toán ở đầu hàng sau đó đến các sách Hoá rồi đến

sách Sử và cuối cùng là sách Ngoại ngữ. Tương tự, với mỗi thứ tự cácmôn học, chúng ta có 4!.3!.2!.1!
cách sắp xếp khác nhau. Ở đây có 4! cách sắp xếp thứ tự các môn học nên đáp án của câu hỏi là có
4!.4!.3!.2!.1! = 6912.

Bây giờ chúng ta sẽ xác định số các hoán vị của một tập n phần tử khi mà một số phần tử trong
hoán vị trùng với những phần tử khác. Để đi thẳng vào vấn đề chúng ta quan tâm, hãy xem xét ví dụ
sau:

Ví dụ 1.2.8 Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp các kí tự khác nhau từ các ký tự PEPPER ?

Giải
Trước hết chúng ta chú ý rằng có 6! hoán vị của các ký tự P1E1P2P3E2R khi 3 ký tự Pi và 2 ký

tự Ei được xem là khác nhau. Tuy nhiên chúng ta xem xét một hoán vị bất kì trong những hoán vị
này, chẳng hạn P1P2E1P3E2R. Bây giờ nếu chúng ta hoán vị các ký tự P với nhau và hoán vị các kí
tự E với nhau thì kết quả vẫn sẽ có dạng PPEPER. Đólà 3!.2! hoán vị

P1P2E1P3E2R P1P2E2P3E1R
P1P3E1P2E2R P1P3E2P3E1R
P2P1E1P3E2R P2P1E2P3E1R
P2P3E1P1E2R P2P3E2P1E1R
P3P2E1P1E2R P3P2E2P1E1R
P3P1E1P2E2R P3P1E2P2E1R

có cùng hình thức như PPEPER. Vì vậy, có 6!/(3!.2!) = 60 cách sắp xếp các kí tự khác nhau từ
các ký tự PPEPER.

Các hoán vị trong đó các phần tử được lặp lại như trên được gọi là hoán vị lặp. Chúng ta có định
nghĩa chính xác như sau:

Định nghĩa 1.2.2 Một hoán vị chập lặp là một cách xắp xếp có thứ tự n phần tử không nhất thiết
phân biệt.

Từ ví dụ (1.2.8), chúng ta chỉ ra một cách tổng quát rằng, có

n!

n1!.n2!. . . . nk!

hoán vị lặp khác nhau của n phần tử, trong đó n1 phần tử như nhau, n2 phần tử như nhau,. . . , nk

phần tử như nhau.
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4 Chương 1. GIẢI TÍCH TỔ HỢP

Ví dụ 1.2.9 Một vòng thi đấu cờ vua có 10 đấu thủ. Trong đó có 4 người Nga, 3 người Mỹ, 2 người
Anh và 1 người Brazil. Kết quả vòng thi đấu chỉ ghi các quốc tịch của các đấu thủ theo vị trí mà họ
đạt được. Hỏi có bao nhiêu kết quả có thể?

Giải
Có

10!

4!.3!.2!.1!
= 12600

kết quả có thể.

Ví dụ 1.2.10 Có bao nhiêu tín hiệu khác nhau, trong đó mỗi tính hiệu gồm 9 cờ treo trên một hàng,
được tạo ra từ một tập gồm 4 cờ trắng, 3 cờ đỏ và 2 cờ xanh nếu tất cả các cờ cùng màu là giống hệt
nhau?

Giải
Có

9!

4!.3!.2!
= 1260

tín hiệu khác nhau.

1.3. Tổ hợp
Chúng ta thường quan tâm đến việc xác định số các nhóm khác nhau gồm k phần từ được xây

dựng từ một tổng thể gồm n phần tử. Ví dụ, có bao nhiêu nhóm gồm 3 chữ cái được chọn từ 5 chữ
cái A,B,C,D và E? Để trả lời câu hỏi này ta lý giải như sau: Vì có năm cách chọn phần tử đầu tiên,
4 cách chọn phần tử tiếp theo và 3 cách chọn phần tử cuối cùng. Vì thế có 5.4.3 cách chọn nhóm
gồm 3 phần tử khi thứ tự trong mỗi nhóm được chọn có liên quan. Tuy nhiên, vì mỗi nhóm gồm
3 phần tử, chẳng hạn nhóm gồm ba chữ cái A,B,C sẽ được đếm 6 lần(nghĩa là tất cả các hoán vị
ABC,ACB,BAC,CAB và CBA sẽ được đếm khi thứ tự lựa chọn là quan trọng). Từ đó suy ra
rằng số các nhóm phân biệt gồm 3 chữ cái có thể tạo ra được là

5.4.3

3!
= 10

Mỗi nhóm con gồm 3 phần tử như trên được gọi là một tổ hợp chập 3 của 5 phần tử và số các
nhóm con gồm 3 phần tử được gọi là số các tổ hợp chập 3 của 5. Ta có định nghĩa tổng quát như sau

Định nghĩa 1.3.3 Cho một tập n phần tử. Một tổ hợp chập k của n phần tử(0 6 k 6 n) là một tập
con gồm k phần tử được lấy ra từ tập n phần tử đã cho.

Số các tổ hợp chập k của n phần tử, ký hiệu Ck
n , được xác định bỡi

Ck
n =

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k!

Cần nhấn mạnh rằng trong một tập con gồm k phần tử thì không phân biệt thứ tự của các phần
tử được chọn.

Ví dụ 1.3.11 Một hội nghị gồm 3 người được thành lập từ một nhóm 20 người. Hỏi có thể thành
lập được bao nhiêu hội nghị khác nhau ?

Giải
Có C3

20 = 20.19.18
3.2.1

= 1140 hội nghị khác nhau có thể thành lập.
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1.3. Tổ hợp 5

Ví dụ 1.3.12 Từ một nhóm gồm 5 nữ và 7 nam, hỏi có thể thành lập được bao nhiêu hội nghị khác
nhau gồm 2 nữ và 3 nam? Trong trương hợp có hai người nam hận thù nhau và không chịu tham gia
cùng một hội nghị thì có thể thành lập được bao nhiêu hội nghị ?

Giải
Vì có thể thành lập được C2

5 nhóm gồm 2 phụ nữ và C3
7 nhóm gồm 3 nam nên từ tính chất cơ

bản ta suy ra có thể lập được C2
5 .C

3
7 = 350 hội nghị gồm 2 nữ và 3 nam.

Mặt khác, nếu có hai người đàn ông từ chối tham gia cùng một hội nghị thì khi đó có C0
2C

2
5 cách

chọn nhóm 3 người đàn ông không có hai người hận thù nhau và có C1
2 .C

2
5 cách chọn nhóm 3 người

mỗi nhóm chứa chỉ một trong hai người đàn ông hận thù nhau. Như vậy có C0
2 .C

3
5 + c1

2.C
2
5 = 30

cách chọn nhóm ba người đàn ông không có mặt cả hai người hận thù nhau trong một nhóm. Vì có
C2

5 cách chọn 2 người nữ nên trong trường hợp này có 30.C2
5 = 300 cách thành lập hội nghị.
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Chương 2

PHÉP TÍNH XÁC SUẤT

2.1. PHÉP THỬ VÀ SỰ KIỆN

2.1.1. Phép thử và sự kiện
Định nghĩa 2.1.4 Phép thử là một thí nghiệm có thể lặp lại trong các điều kiện bên ngoài giống hệt
nhau và kết quả là một phân tử không đoán trước được của một tập hợp các định.

Vậy dữ kiện của một phép thử gồm có: - Việc mô tả bộ máy thí nghiệm và việc chỉ dẫn các điều
kiện tiến hành.

- Việc xác định tập hợp các kết quả của thí nghiệm.
Ta xét các ví du sau:

Ví dụ 2.1.13 Ta gieo một đồng tiền đồng chất xuống mặt phẳng và quan sát mặt nào xuất hiện đó là
một phép thử. Phép thử có hai kết quả là đồng tiền xuất hiện mặt sấp( S) hoặc mặt ngữa( N).

Ví dụ 2.1.14 Gieo một con xúc xắc cân xứng và đồng chất trên một mặt phẳng và quan sát mặt nào
xuất hiện là một phép thử. Các kết quả của phép thử là sự xuất hiện một trong 6 mặt của con xúc xắc
mà ta có thể ký hiệu bằng các số trên mặt: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ví dụ 2.1.15 Trong một hộp kín có m bi đỏ, n bi xanh hoàn toàn giống nhau về kích thước, trọng
lượng. Lấy ngẫu nhiên một bi và quan sát xem bi có màu gì là một phép thử. Phép thử có hai kết quả:
bi lấy ra màu xanh và bi lấy ra màu đỏ.

2.1.2. Sự kiện liên kết với phép thử
Sự kiện (hay còn gọi biến cố) là một khái niệm thường gặp trong lý thuyết xác suất. Ta không có

một định nghĩa chặt chẽ khái niệm này. Sự kiện được hiểu như là một sự việc, một hiện tượng nào
đó của cuộc sống tự nhiên và xã hội.

Định nghĩa 2.1.5 Một sự kiện lên kết với một phép thử là sự kiện có thể xảy ra hay không xảy ra
tùy thuộc vào kết quả của phép thử đó.

Sự kiện thường được ký hiệu bằng các chữ cái in hoa A,B,C, . . . .
Một sự kiện xảy ra khi và chỉ khi có một kết quả cụ thể trong số những kết quả của phép thử thì

được gọi là sự kiện cơ bản hay còn gọi là sự kiện sơ cấp. Tập hợp tất cả các sự kiện sơ cấp gọi là
không gian sơ cấp, ký hiệu Ω.

Sự kiện tất yếu là sự kiện luôn xảy ra khi thực hiện phép thử.
Sự kiện bất khả là sự kiện không bao giờ xảy ra khi thực hiện phép thử.
Sự kiện ngâu nhiên là sự kiện có thể xảy ra hoặc không xảy ra khi thực hiện phép thử.
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8 Chương 2. PHÉP TÍNH XÁC SUẤT

Ví dụ 2.1.16 Ta gieo một đồng tiền đồng chất xuống mặt phẳng và quan sát mặt nào xuất hiện. Gọi
N là sự kiện xuất hiện mặt ngữa, S là sự kiện xuất hiện mặt sấp. Ta có S,N là các sự kiện sơ cấp và
không gian sơ cấp là Ω = {S,N}.

Gọi A là sự kiện không xuất hiện mặt nào cả thì A là sự kiện bất khả. Gọi B là sự kiện xuất hiện
mặt nào đó của đồng tiền, B là sự kiện tất yếu.

Ví dụ 2.1.17 Gieo một con xúc xắc cân xứng và đồng chất trên một mặt phẳng và quan sát mặt nào
xuất hiện. Gọi Mi là sự kiện xuất hiện mặt i chấm ( i = 1, . . . , 6 ), Mi là các sự kiện sơ cấp. Không
gian sơ cấp Ω = {M1; M2; M3; M4; M5; M6}.

Gọi A là sự kiện xuất hiện mặt có số chấm là số chẵn. Khi đó A xảy ra khi và chỉ khi M2 hoặc M4

hoặc M6 xảy ra. Ta đồng nhất sự kiện A với tập hợp {M2; M4; M6}. Ta viết

A = {M2; M4; M6} ⊂ Ω

các sự kiện sơ cấp M2; M4; M6 gọi là các sự kiện thuận lợi cho sự kiện A và A xảy ra khi và chỉ
khi một trong các sự kiện sơ cấp thuộc nó xảy ra.

Tương tự, nếu gọi B là sự kiện con xúc xắc xuất hiện mặt có số chấm là số lẽ, C là sự kiện con
xúc xắc xuất hiện mặt có số chấm lớn hơn 4, D là sự kiện tất yếu, E là sự kiện bất khả. Ta có:

B = {M1; M3; M5} C = {M5; M6} D = Ω E = ∅

Như vậy với cách ký hiệu trên ta thấy:
- Mỗi sự kiện tương ứng với một tập hợp con của không gian sơ cấp và ngược lại, một tập con của

Ω xác định duy nhất một sự kiện nào đó. Như vậy, mỗi sự kiện được xem như một tập con của không
gian sơ cấp.

- Nếu sự kiện A ⊂ Ω thì các sự kiện sơ cấp thuộc A gọi là các sự kiện thuận lợi cho sự kiện A .

2.1.3. Các phép toán và quan hệ của các sự kiện
• Tổng: Tổng của hai sự kiện A và B, ký hiệu A + B (hoặc A ∪ B), là một sự kiện xảy ra khi ít

nhất một trong hai sự kiện A,B xảy ra.

• Tích: Tích của hai sự kiện A và B, ký hiệu A.B (hoặc A ∩ B), là một sự kiện xảy ra khi cả A
và B đồng thời xảy ra.

• Hiệu: Hiệu của hai sự kiện A và B, ký hiệu A − B (hay A \ B), là sự kiện xảy ra khi A xảy ra
và B không xảy ra, tức là A − B = A.B.

• Đối lập: Đối lập của A, ký hiệu A, là sự kiện không xảy ra sự kiện A. Ta suy ra A = A và
A + A = Ω: sự kiện tất yếu, A.A = ∅: sự kiện bất khả, Ω = ∅.

• Xung khắc: Hai sự kiện A và B gọi là xung khắc nếu chúng không thể xảy ra, tức A.B = ∅.

• Kéo theo: Sự kiện A gọi là kéo theo sự kiện B, ký hiệu A ⇒ B, nếu sự kiện A xảy ra thì sự
kiện B xảy ra, tức là A ⊂ B.

• Tương đương: Hai sự kiện A và B gọi là tương đương, ký hiệu A = B, nếu sự kiện A xảy ra
thì sự kiện B xảy ra và ngược lại, tức là A ⊂ B và B ⊂ A.

Khi ta xem mỗi sự kiện như là một tập con của không gian sơ cấp Ω thì các phép toán trên các
sự kiện tương ứng với các phép toán về tập hợp mà chúng ta đã quen biết và có thể minh họa chúng
bằng các biểu đồ Ven.
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Ví dụ 2.1.18 Gieo hai đồng tiền cân đối và đồng chất lên mặt phẳng. Gọi:
A = Sự kiện xuất hiện mặt sấp (S) trên đồng tiền thứ 1.

B = Sự kiện xuất hiện mặt ngữa (N ) trên đồng tiền thứ 2.
C = Sự kiện xuất hiện mặt ngữa (N ) trên đồng tiền thứ 1.
D = Sự kiện xuất hiện ít nhất một mặt sấp (S).
E = Sự kiện xuất hiện nhiều nhất một mặt sấp (S).
a) Xác định không gian sơ cấp và biểu diễn các sự kiện trên theo ngôn ngữ tập hợp.

b) Hãy diễn tả các sự kiện sau bằng ngôn ngữ thông thường và ngôn ngữ tập hợp:
A ∪ B,A ∪ C,BC,BD,CE, A,B, D,E,AB ∪ C.

c) Gọi F là sự kiện không xuất hiện mặt ngữa. F tương đương với sự kiện nào.

Giải
a) Ta ký hiệu XY nghĩa là: X là mặt xuất hiện của đồng tiền thứ nhất, Y là mặt xuất hiện của

đồng tiền thứ 2. X,Y nhân hai giá trị là sấp (S) và ngữa (N ). Khi đó ta có không gian sơ cấp là:

Ω = {SS, SN,NN,NS}

A = {SS, SN}, B = {SN,NN}, C = {NN,NS}, D = {SS, SN,NS}, E = {SN,NN,NS}

b) Ta có:
A ∪ B: là sự kiện đồng tiền thứ 1 xuất hiện mặt sấp hoặc đồng tiền thứ hai xuất hiện mặt ngữa.

A ∪ B = {SS, SN,NN}.
A ∪ C : là sự kiện đồng tiền thứ nhất xuất hiện mặt sấp hoặc ngữa. Đây là sự kiện tất yếu,

A ∪ C = Ω.
BC : là sự kiện cả hai đồng tiền xuất hiện mặt ngữa, BC = {NN}.
BD: là sự kiện đồng tiền thứ 1 xuất hiện mặt sấp và đồng tiền thứ hai xuất hiện mặt ngữa.

BD = {SN}.
CE: là sự kiện đồng tiền thứ 1 xuất hiệnmặt ngữa ( chú ýC ⇒ E,CE = C ). CE = {NS,NN}.
Các trường hợp khác làm tương tự, và dành lại như một bài tập.
c) F tương đương với D.

9
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2.2. CÁC ĐỊNH NGHĨA VỀ XÁC SUẤT

2.2.1. Định nghĩa xác suất theo lối cổ điển
Định nghĩa 2.2.6 Xét phép thử với không gian sơ cấp bao gồm n kết quả đồng khả năng. Giả sử sự
kiện A bao gồm m kết quả thuận lợi cho A xảy ra. Khi đó, xác suất của sự kiện( biến cố) A, ký hiệu
P (A), được định nghĩa bằng công thức

P (A) =
m

n
=

Số kết quả thuận lợi cho A xảy ra
Tổng số kết quả của không gian sơ cấp

Ví dụ 2.2.19 Gieo đồng thời hai đồng tiền cân xứng và đồng chất. Tính xác suất để hai đồng xuất
hiện khác nhau?

Giải
Ta có không gian sơ cấp Ω = {(S,N); (S, S); (N,S); (N,N)}. Trong đó,S,N lần lượt ký hiệu

cho sự xuất hiện mặt sấp và sự xuất hiện mặt ngữa và kết quả (S,N) nghĩa là đồng tiền thứ nhất xuất
hiện mặt S và đồng tiền thứ hai xuất hiện mặt N , các ký hiệu khác tương tự.

Gọi A là sự kiện hai mặt đồng tiền xảy ra khác nhau, ta có:

A = {(S,N); (N,S)}

Vậy xác xuất của sự kiện A là: P(A) = 2
4

= 0, 5.

Ví dụ 2.2.20 Một người gọi điện thoại nhưng quên mất hai số cuối của số điện thoại cần gọi mà chỉ
nhớ là hai số đó khác nhau. Tìm xác suất để người đó quay ngẫu nhiên một lần trúng số cần gọi?

Giải
Gọi A là sự kiện người đó quay ngẫu nhiên một lần trúng số cần gọi.
Ta có, mỗi kết quả là một cách gọi 2 số cuối nên không gian sơ cấp có số kết quả: n = A2

10 = 90.
Trong đó số kết quả thuận lợi cho A: m = 1.

Vậy xác suất của sự kiện A : P (A) = 1
90

.

Ví dụ 2.2.21 Một hộp có 7 chính phẩm và 3 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên từ hộp đó 3 sản phẩm. Tìm
xác suất để cả 3 sản phẩm lấy ra là chính phẩm.

Giải
Mỗi kết kết quả là một cách lấy ra 3 sản phẩm khác nhau từ 10 sản phẩm nên không gian sơ cấp

có số kết quả là: n = C3
10 = 120. Số kết quả thuận lợi cho A là số cách lấy ra 3 chính phẩm từ 7 chính

phẩm: m = C3
7 = 35.

Vậy xác suất của sự kiện A là P (A) = 35
120

= 7
24

.
Từ định nghĩa cổ điển của xác suất, ta dễ dàng suy ra được các tính chất sau:

• 0 6 P (A) 6 1;

• P (Ω) = 1; P (∅) = 0;

• Nếu A,B xung khắc (AB = ∅) thì P (A + B) = P (A) + P (B);

• P (A) = 1 − P (A);

• Nếu A ⇒ B thì P (A) 6 P (B).

10
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Định nghĩa cổ điển về xác suất chỉ áp dụng cho các phép thử có hữu hạn kết quả đồng khả năng.
Trong thực tế, có những phép thử có vô số kết quả đồng khả năng. Khi đó, định nghĩa cổ điển về xác
suất không áp dụng được. Để khắc phục hạn chế đó, người ta đưa ra định nghĩa hình học của xác
suất như sau:

Xét một phép thử có vô hạn các kết quả đồng khả năng. Mỗi kết quả của phép thử được biểu
diễn mỗi một điểm trong mặt phẳng( hoặc trong không gian). Giả sử tất cả các kết quả của phép thử
được biểu diễn bỡi một miền hình học G(chẳng hạn đoạn thẳng, một miền mặt cong hoặc một khối
không gian . . . ), Còn tập các kết quả thuận lợi cho sự kiện A bỡi miền con nào đó S ⊂ G. Khi đó

P (A) =
Độ đo S

Độ đo G

Ở đây tùy thuộc vào S và G mà độ đo có thể là độ dài, diện tích hoặc thể tích và luôn giả sử rằng
S và G đều là các tập đo được và độ đo của G khác không.

Ví dụ 2.2.22 Đường dây điện thoại ngầm nối một tổng đài với một trạm dài 1 km. Tính xác suất để
dây đứt tại nơi cách tổng đài không quá 100m.

Giải
Rõ ràng nếu dây điện thoại là đồng chất thì khả năng nó bị đứt tại một điểm bất kỳ là như nhau

nên không gian sơ cấp có thể biểu diễn bằng một đoạn thẳng MN = 1km nối tổng đài với trạm.
Gọi A là sự kiện dây đứt tại nơi cách tổng đài không quá 100m. Sự kiện A được biểu diễn bằng một
đoạn thẳng MK có độ dài 100m. Từ đó P (A) = 100

1000
= 0, 1.

2.2.2. Định nghĩa xác suất theo lối thống kê
Điều kiện đồng khả năng của các kết quả của một phép thử không phải lúc nào cũng được đảm

bảo. Có nhiều hiện tượng xảy ra không theo các yêu cầu của định nghĩa cổ điển, chẳng hạn, tính xác
suất một đứa trẻ sắp sinh là con trai, ngày mai trời mua lúc 5 giờ,. . . . Có một cách khác để xác định
xác suất của một sự kiện như sau:

Xét một phép thử và sự kiện A liên kết với phép thử đó. Giả sử, phép thử được thực hiện n lần
và có m lần xuất hiện sự kiện A. Khi đó m được gọi là tần số xuất hiện của sự kiện A và tỉ số m

n
được

gọi là tần suất xuất hiện sự kiện A. Tương tự, nếu phép thử thực hiện lại lần thứ 2, thứ 3, . . . thì tần
suất xuất hiện sự kiện A tương ứng là m1

n1
và m2

n2
.

Trên cơ sở quan sát lâu dài các thực nghiệm khác nhau, người ta nhận thấy rằng tần suất xuất
hiện một sự kiện có tính ổn định, thay đổi rất ít trong các loạt phép thử khác nhau và thay đổi xung
quanh một hằng số xác định. Sự khác biệt càng ít khi số phép thử càng lớn. Nói cách khác, khi số
phép thử tăng lên vô hạn, tần suất xuất hiện sự kiện A dần đến một số xác định, số đó gọi là xác suất
của sự kiện A

P (A) = lim
n→∞

m

n
Trong thực tế, xác suất của sự kiện A được lấy gần đúng bằng tần suất xuất hiện của sự đó khi số

lần thực hiện phép thử đủ lớn.

2.3. CÁC ĐỊNH LÝ CƠ BẢN VỀ PHÉP TÍNH XÁC SUẤT

2.3.1. Định lý công xác suất
Định lý 2.3.1 Nếu A,B là hai sự kiện xung khắc (nghĩa là A ∩ B = ∅) thì

P (A + B) = P (A) + P (B)

11
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Proof: Tính chất này là một hệ quả của định nghĩa xác suất theo phương pháp tiên đề. Ở đây, đưa
ra chứng minh cho trường hợp phép thử có hữu hạn kết quả đồng khả năng(định nghĩa cổ điển của
xác suất).

Giả sử không gian sơ cấp có n kết quả đồng khả năng. Gọi mA là số kết quả thuận lợi cho sự kiện
A xảy ra, mB là số kết quả thuận lợi cho sự kiện B xảy ra. Vì A và B xung khắc nên không có kết
quả nào thuận lợi cho cả A và B nên số kết quả thuận lợi cho A + B xảy ra là mA + mB . Vì thế ta có

P (A + B) =
mA + mB

n
P (A) =

mA

n
P (B) =

mB

n

Từ đó ta có P (A + B) = P (A) + P (B).

Hệ quả 2.3.1 1. Nếu A,A là hai sự kiện đối lập thì P (A) = 1 − P (A).
2. Nếu A1, A2, . . . , An là n sự kiện đôi một xung khắc thì

P (A1 + A2 + . . . + An) = P (A1) + P (A2) + . . . P (An)

Ví dụ 2.3.23 Một hộp có 6 bi đỏ và 4 bi xanh. Lấy ngâu nhiên ra 3 bi, tính xác suất để
a) 3 bi lấy ra cùng màu.
b) 3 bi lấy ra có ít nhất một bi đỏ.

Giải
a) Gọi A là sự kiện 3 bi lấy ra cùng màu; B là sự kiện 3 bi lấy ra màu xanh và C là sự kiện 3 bi lấy

ra màu đỏ. Ta có A = B + C , hai sự kiện B,C xung khắc nên ta có

P (A) = P (B) + P (C) =
C3

4

C3
10

+
C3

6

C3
10

=
1

30
+

1

6
=

1

5

b) Gọi Ai là sự kiện lấy ra được i bi đỏ (i=1,2,3), gọi D là sự lấy ra ít nhất một bi đỏ. Ta có
D = A1 + A2 + A3, trong đó A1, A2, A3 đôi một xung khắc nên

P (D) = P (A1) + P (A2) + P (A3) =
C1

6 .C
2
4

C3
10

+
C2

6 .C
1
4

C3
10

+
C3

6 .C
0
4

C3
10

=
29

30

Chú ý bài này cũng có thể được giải như sau:P (D) = 1 − P (D) = 1 − C3
4

C3
10

= 29
30

. Ở đây D là sự
kiện 3 viên bi lấy ra màu xanh.

Ví dụ 2.3.24 Một lô hàng gồm 10 sản phẩm, trong đó có 2 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên không hoàn
lại từ lô hàng ra 6 sản phẩm. Tìm xác suất để trong 6 sản phẩm lấy ra có nhiều nhất là 1 phế phẩm?

Giải
Gọi A là sự kiện lấy ra 6 sản phẩm và không có phế phẩm; B là sự kiện lấy ra 6 sản phẩm và có

đúng 1 phế phẩm; C là sự kiện lấy ra 6 sản phẩm và có nhiều nhất là 1 phế phẩm. Ta có C = A + B,
trong đó hai sự kiện A,B xung khắc. Áp dụng công thức cộng, ta có

P (C) = P (A) + P (B) =
C6

8

C6
10

+
C5

8C
1
2

C6
10

=
2

15
+

8

15
=

2

3

Định lý 2.3.2 (Định lý cộng mở rộng) NếuA,B là hai sự kiện bất kỳ liên kết với cùng một phép thử
thì

P (A + B) = P (A) + P (B) − P (AB)

Một cách tổng quát: Nếu A1, A2, . . . , An là các sự kiện liên kết với cùng một phép thử thì

P (∪n
i=1Ai) =

n∑
i=1

P (Ai) −
∑
i<j

P (AiAj) +
∑

i<j<k

P (AiAjAk) + . . . + (−1)n−1P (A1A2 . . . An)

12
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Chẳng hạn khi n = 3, ta có

P (A1 + A2 + A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3)− P (A1A2)− P (A2A3)− P (A1A3) + P (A1A2A3)

Ví dụ 2.3.25 Một lớp có 100 sinh viên, trong đó có 40 sinh viên giỏi ngoại ngữ, 30 sinh viên giỏi tin
hoc, 20 sinh viên giỏi cả ngoại ngữ và tin học. Chọn ngẫu nhiên một sinh viên. Tính xác suất để sinh
viên chọn ra học giỏi ít nhất một môn là ngoại ngữ hoặc tin học?

Giải
Gọi A là sự kiện sinh viên được chọn ra giỏi ngoại ngữ hoặc tin học; B là sự kiện sinh viên chọn

ra giỏi ngoại ngữ; C là sự kiện sinh viên chọn ra giỏi tin học. Ta có A = B +C . Vì B,C không xung
khắc nên áp dụng công thức cộng mở rộng, ta có

P (A) = P (B) + P (C) − P (BC) =
10

1000
+

30

100
− 20

100
=

1

2

2.3.2. Xác suất có điều kiện. Định lý nhân xác suất

Cho A,B là hai sự kiện liên kết với cùng một phép thử. Khi đó, ký hiệu A/B là sự kiện A xảy ra
khi biết sự kiện B đã xảy ra.

Định nghĩa 2.3.7 (Xác suất có điều kiện) Cho A,B là hai sự kiện liên kết với cùng một phép thử
và P (B) > 0. Xác suất có điều kiện của sự kiện A khi biết sự kiện B đã xảy ra, ký hiệu P (A/B),
được xác định như sau

P (A/B) =
P (AB)

P (B)

Ví dụ 2.3.26 Một hộp kín có 2 bi xanh và 1 bi đỏ. Lấy ngẫu nhiên lần lượt 2 viên bi không hoàn lại.
Tìm xác suất để bi lấy ra lần thứ 2 là bi đỏ, biết rằng bi lấy ra lần thứ nhất là bi xanh?

Giải
Ta ký hiệu hai viên bi xanh là 1, 2 và bi đỏ là 3. Khi đó mỗi kết quả đồng khả năng (i, j) với

i ̸= j, i, j = 1, 2, 3 nên không gian sơ cấp là

Ω = {(1, 2); (1, 3); (2, 1); (2, 3); (3, 1); (3, 2)}

Gọi A là sự kiện bi lấy lần 1 là bi xanh; Gọi B là sự kiện bi lấy lần thứ 2 là bi đỏ. Ta có

A = {(1, 2); (1; 3); (2, 1); (2, 3)}; B = {(1, 3); (2, 3)}; A ∩ B = {(1, 3); (2; 3)}

Vậy xác suất để lần 2 lấy được bi đỏ khi biết lần thứ nhất lấy được bi xanh là P (B/A) = P (AB)
P (A)

=
2
6

: 4
6

= 1
2
.

Ví dụ 2.3.27 Có 6 người( gồm 2 nam và 4 nữ) nộp đơn xin việc vào một công ty. Giả sử rằng công
ty chỉ tuyển 2 người và khả năng tuyển mỗi người là như nhau.

a) Tính xác suất để có đúng 2 nữ được chọn?
b) Giả sử có ít nhất một nữ được chọn. Tính xác suất để 2 nữ được chọn?
c) Trong 4 nữ có một người tên Huệ. Tính xác suất để Huệ được chọn khi biết có ít nhất một nữ

được chọn?

13
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Giải
a) Gọi là là sự kiện 2 nữ được chọn. Ta có

P (A) =
C2

4

C2
6

=
2

5

b)GọiB là sự kiện có ít nhấtmột nữ được chọn. Khi đó, sự kiện 2 nữ được chọn khi biết có ít nhất
một nữ được chọn là A/B. Vì sự kiện A xảy ra thì sự kiện B xảy ra, nghĩa là A ⊂ B ⇒ A∩B = A.

Ta có: P (B) =
C2

2

C2
6

= 1
15

suy ra P (B) = 1 − 1
15

= 14
15

.
Vậy xác suất để 2 nữ được chọn khi biết có ít nhất một nữ được chọn là

P (A/B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)

P (B)
=

2

5
:
14

15
=

3

7

c) Gọi C là sự kiện Huệ được chọn. Khi đó sự kiện Huệ được chọn khi biết ít nhất một nữ được
chọn là C/B. Vì C ⊂ B nên C ∩ B = C . Do đó

P (C/B) =
P (CB)

P (B)
=

P (C)

P (B)
=

C1
4

C2
6

:
14

15
=

2

7

Các tính chất:

• P (∅) = P (∅/B) = 0; P (Ω) = P (Ω/B) = 1.

• P ((A ∪ C)/B) = P (A/B) + P (C/B) − P (AC/B)

Đặc biệt: Nếu AC = ∅ thì P ((A ∪ C)/B) = P (A/B) + P (C/B)

• P (A/B) = 1 − P (A/B)

Từ định nghĩa xác suất có điều kiện, ta suy ra được định lý sau(Vì sao?):

Định lý 2.3.3 (Định lý nhân xác suất) Giả sử A,B là hai sự kiện liên kết với cùng một phép thử và
P (A) > 0. Khi đó

P (AB) = P (A).P (B/A)

Ta có một công thức tương tự khi P (B) > 0 là: P (AB) = P (B).P (A/B)
Một cách tổng quát, định lý nhân được phát biểu như sau:
Giả sử n sự kiện A1, A2, . . . , An liên kết với cùng một phép thử và P (A1A2 . . . An−1) > 0. Khi

đó, ta có

P (A1A2 . . . An) = P (A1).P (A2/A1).P (A3/A1A2) . . . P (An/A1A2 . . . An−1)

Ví dụ 2.3.28 Một hộp kín có 2 chính phẩm và 3 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên lân lượt 2 sản phẩm.
Tính xác suất để

a) Hai sản phẩm lấy ra đều là chính phẩm?
b) Hai sản phẩm lấy ra có ít nhất một chính phẩm?

Giải
a) Gọi Ai là sự kiện lấy được chính phẩm lần thứ i(i = 1, 2); A là sự kiện lấy được hai chính

phẩm. Ta có A = A1A2 do đó

P (A) = P (A1).P (A2/A1) =
2

5
.
1

4
=

2

20

14
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b) Gọi B là sự kiện lấy được ít nhất một chính phẩm. Ta có B = A1A2 do đó

P (B) = P (A1).P (A2/A1) =
3

5

2

4
=

6

10

Vậy P (B) = 1 − 6
10

= 7
10

.

Ví dụ 2.3.29 Một thủ kho có một chùm chìa khóa gồm 8 chìa, trong đó chỉ có 3 chìa mở được kho.
Thủ kho lấy ngẫu nhiên tường chìa một cho đến khi mở được kho thì dừng lại. Tính xác suất để:

a) Đến lần thứ 2 thì mở được kho?
b) Mở được kho không quá 3 lần?

Giải
a) Gọi Ai là sự kiện mở được kho lần thứ i(i = 1, 8). ; A là sự kiện đến lần thứ hai thi mở được

khóa. Ta có A = A1A2 và đo đó

P (A) = P (A1)P (A2/A1) =
C1

5

C1
8

.
C1

5 .C
1
3

C1
7

=
5

8
.
3

7
=

15

56

b) Gọi B là sự kiện mở được kho không quá 3 lần. Khi đó B là sự kiện mở được kho ít nhất 4
lần. Ta có B = A1A2A3 nên

P (B) = P (A1).P (A2/A1).P (A3/A1A2) =
5

8
.
4

7
.
3

6
=

5

28

Chú ý rằng ta cũng tính đươc P (B) từ công thức B = A1 ∪ A1A2 ∪ A1A2A3 và các sự kiện
A1, A1A2,và A1A2A3 đôi một xung khắc.

2.3.3. Tính độc lập của các sự kiện
Định nghĩa 2.3.8 Cho hai sự kiện A, B liên kết với cùng một phép thử. Hai sự kiện A,B gọi là độc
lập nếu P (AB) = P (A).P (B)

Nhận xét:

• Nếu P (A) = 0 thì A,B độc lập với mọi sự kiện B trong cùng một phép thử. Vì AB ⊂ A ⇒
P (AB) 6 P (A) = 0 nên P (AB) = P (A).P (B) = 0

• Nếu A,B là hai sự kiện trong cùng một phép thử sao cho P (A) > 0, P (B) > 0 thì A,B độc
lập khi và chỉ khi A,B không xung khắc.

• Nếu A, B là hai sự kiện độc lập và P (A) > 0 thì P (B/A) = P (B). Điều này có nghĩa là sự
kiện A xảy ra không đem lại một thông tin nào cho biết sự kiện B có xảy ra hay không. Tương
tự nếu P (B) > 0.

Định lý 2.3.4 Cho A,B là hai sự kiện liên kết với cùng một phép thử và A, B là hai sự kiện đối lập
của A, B. Khi đó các mệnh đề sau là tương đương

• A, B độc lập;

• A, B độc lập;

• A, B độc lập;

15
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• A, B độc lập.

Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây:

Định nghĩa 2.3.9 Cho n sự kiện A1, A2, . . . , An liên kết với cùng một phép thử.
- Hệ n sự kiện A1, A2, . . . , An gọi là độc lập với nhau từng đôi một nếu P (Ai ∩ Aj) =

P (Ai).P (Aj),∀i, j = 1, n, i ̸= j.
- Hệ n sự kiện A1, A2, . . . , An gọi là độc lập toàn bộ nếu với bất kỳ k sự kiện Ai1 , Ai2 , . . . , Aik

trong n sự kiện đó đều thỏa mãn

P (Ai1Ai2 . . . Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik)

với {i1, i2. . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , n}, 2 6 k 6 n
Đặc biệt khi k = n ta có P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An).

Chú ý rằng tính độc lập toàn bộ thì suy ra độc lập từng đôi nhưng điều ngược lại nói chung không
đúng. Để thấy điều này ta xét ví dụ sau.

Ví dụ 2.3.30 Một hộp có 4 quả cầu gồm 1 cầu xanh, 1 cầu đỏ, 1 cầu trắng và 1 cầu gồm 3 màu trên.
Lấy ngẫu nhiên một quả cầu. Gọi A,B,C là sự kiện lấy ra được quả cầu xanh, đỏ, trắng. Xét tính
độc lập của hệ 3 sự kiện {A,B,C}.

Ta có P (A) = P (B) = P (C) = 1
2
và

P (AB) =
1

4
=

1

2
.
1

2
= P (A).P (B)

P (AC) =
1

4
=

1

2
.
1

2
= P (A).P (C)

P (BC) =
1

4
=

1

2
.
1

2
= P (B).P (C)

P (ABC) =
1

4
̸= P (A).P (B).P (C) =

1

8

Vậy 3 sự kiện A,B,C độc lập từng đôi nhưng không độc lập toàn bộ.

Ví dụ 2.3.31 Một nhà máy có 3 phân xưởng hoạt động độc lập. Xác suất ngừng hoạt động của phân
xưởng thứ nhất, thứ hai và thứ ba trong khoảng thời gian T tương ứng là 0, 1; 0, 2; 0, 3. Tìm xác
suất để trong khoảng thời gian T:

a) Cả 3 phân xưởng đều ngừng hoạt động?
b) Có ít nhất một phân xưởng ngừng hoạt động?
c) Có đúng một phân xưởng ngừng hoạt động?

Giải
a) Gọi Ai là sự kiện phân xưởng i ngường hoạt động trong khoảng thời gian T(i = 1, 2, 3). Theo

giả thiết A1, A2, A3 độc lập toàn bộ và

P (A1) = 0, 1; P (A2) = 0, 2; P (A3) = 0, 3

Gọi A là sự kiện cả 3 phân xưởng ngừng hoạt động trong khoảng thời gian T. Ta có A = A1A2A3

và P (A) = P (A1)P (A2)P (A3) = 0, 1.0, 2.0, 3 = 0, 006.
b) Gọi B là sự kiện có ít nhất một phân xưởng ngừng hoạt động trong khoảng thời gian T. Ta có

B = A1A2A3. Do A1, A2, A3 độc lập toàn bộ nên

P (B) = P (> A1)P (A2)P (A3) = 0, 9.0, 8.0, 7 = 0, 504

16
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Vậy P (B) = 1 − P (B) = 1 − 0, 504 = 0, 496.
Chú ý ta có thể giải câu này từ biểu thức B = A1∪A2∪A3 và áp dụng công thức cộng tổng quát.
c) Gọi C là sự kiện có đúng một phân xưởng ngừng hoạt động trong khoảng thời gian T. Ta có

C = A1A2A3 ∪A1A2A3 ∪A1A2A3 và 3 sự kiện A1A2A3, A1A2A3, A1A2A3 đôi một xung khắc nên

P (C) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3)

Mặt khác, ta cũng có hệ các sự kiện {A1, A2, A3}; {A1, A2, A3}; {A1, A2, A3} độc lập toàn bộ.
Do đó:

P (C) = P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3)

= 0, 1.0, 8.0, 7 + 0, 9.0, 2.0, 7 + 0, 9.0, 8.0, 3 = 0, 398

2.3.4. Công thức xác suất toàn phần và định lý Bayes
Công thức xác suất toàn phần

Định nghĩa 2.3.10 (Hệ sự kiện đầy đủ) Cho n sự kiện A1, A2, . . . , An liên kết với cùng một phép
thử. Hệ n sự kiện A1, A2, . . . , An được gọi là hệ sự kiện đầy đủ nếu

i) Hệ n sự kiện đã cho đôi một xung khắc, tức là Ai ∩ Aj = ∅,∀i, j(i ̸= j);
ii) Hợp tất cả n sự kiện là sự kiện tất yếu, tức là ∪n

i=1Ai = Ω

Ví dụ tập các sự kiện sơ cấp của một phép thử là một hệ sự kiện đầy đủ.

Định lý 2.3.5 Giả sử các sự kiện A1, A2, . . . , An liên kết với cùng một phép thử tạo thành một hệ đầy
đủ các sự kiện sao cho p(Ai) > 0, ∀i = 1, n. Khi đó với mọi sự kiện A ta có

P (A) =
n∑

i=1

P (Ai)P (A/Ai)

Đẳng thức trên được gọi là công thức xác suất toàn phần.

Ví dụ 2.3.32 Có hai hộp giống nhau, hộp I có 6 bi đỏ và 4 bi xanh, hộp II có 8 bi đỏ và 4 bi xanh.
Lấy ngẫu nhiên một hộp rồi từ đó lấy ra 2 viên bi. Tìm xác suất để hai bi lấy ra đều là bi đỏ?

Giải
Gọi Ai(i = 1, 2) là sự kiện hộp thứ i được chọn; Gọi A là sự kiện hai bi lấy ra là bi đỏ.
Ta có, hai sự kiện A1, A2 tạo thành một hệ đầy đủ các sự kiện và P (A1) = P (A2) = 1

2
. Áp dụng

công thức xác suất toàn phần, ta có

P (A) = P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2) =
1

2

C2
6

C2
10

+
1

2

C2
8

C2
12

=
25

66

Ví dụ 2.3.33 Một cửa hàng bán bóng đèn, trong đó có 20% do nhà máy thứ nhất sản xuất, 46% do
nhà máy thứ 2 sản xuất, 34% do nhà máy thứ 3 sản xuất. Biết rằng tỉ lệ bóng đèn bị hỏng của nhà
máy thứ nhất, thứ hai, thứ ba lần lượt là: 3%; 1%; 2%. Một người mua ngẫu nhiên một bóng đèn.
Tính xác suất để bóng đèn người đó mua bị hỏng?

17
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Gọi Ai là sự kiện bóng đèn được sản xuất ở nhà máy thứ i(i = 1, 2, 3). Gọi A là sự kiện người
mua được bóng đèn hỏng.

Ta có các sự kiên A1, A2, A3 tạo thành hệ đầy đủ các sự kiện và

P (A1) = 0, 2; P (A2) = 0, 46; P (A3) = 0, 34

Áp dụng công thức xác suất toàn phần, ta có

P (A) = P (A1).P (A/A1) + P (A2).P (A/A2) + P (A3).P (A/A3)

= 0, 2.0, 03 + 0, 46.0, 01 + 0, 34.0, 02 = 0, 174

Ví dụ 2.3.34 Một hộp có 10 quả bóng tennis, trong đó có 7 quả mới và 3 quả cũ. Lần một lấy ra 2
quả để thi đấu, sau đó bỏ trở lại. Sau đó, lần 2 lấy ra 2 quả để thi đấu. Tính xác suất để hai quả lấy ra
lần thứ 2 là quả bóng mới?

Giải
Gọi Ai là sự kiện 2 bi lấy ra lần 1 có i bi mới. Ta có A0, A1, A2 tạo thành hệ sự kiện đầy đủ và

P (A0) =
C2

3

C2
10

=
1

15
; P (A1) =

C1
7C

1
3

C2
10

=
7

15
; P (A2) =

C2
7

C2
10

=
7

15

Gọi A là sự kiện 2 quả cầu lấy ra lần hai là quả cầu mới. Áp dụng công thức xác suất toàn phần,
ta có

P (A) = P (A0).P (A/A0) + P (A1).P (A/A1) + P (A2).P (A/A2)

=
1

15

C2
7

C2
10

+
7

15

C2
6

C2
10

+
7

15

C2
5

C2
10

=
1

15
.
7

15
+

7

15

1

3
+

7

15

2

9
=

196

675

Định lý Bayes

Định lý 2.3.6 Xét một phép thử. Giả sử A1, A2, . . . , An là hệ đầy đủ các sự kiện và P (Ai) > 0.∀i =
1, n và A là một sự kiện bất kỳ, P (A) > 0. Khi đó

P (Ai/A) =
P (Ai)P (A/Ai)∑n
i=1 P (Ai)P (A/Ai)

Ví dụ 2.3.35 Một nhà máy sản xuất thép tấm gồm 2 phân xưởng sản xuất. Phân xưởng 1 và phân
xưởng 2 sản xuất với lượng sản phẩm là 60% và 40%. Biết tỉ lệ phế phẩm của phân xưởng 1 và 2
tương ứng là 3% và 4%. Lấy ngẫu nhiên một tấm thép của nhà máy thì thấy tấm thép là một phế
phẩm. Tìm xác suất để tấm thép đó do phân xưởng thứ nhất sản xuất?

Giải
Gọi Ai là sự kiện tấm thép lấy ra do phân xưởng thứ i xản xuất(i = 1, 2). A− 1, A2 tạo thành hệ

đầy đủ các sự kiện và
P (A1) = 0, 6; P (A2) = 0, 4

Gọi A là sự kiện tấm thép lấy ra là phế phẩm. Áp dụng công thức xác suất toàn phần, ta có

P (A) = P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2) = 0, 6.0, 03 + 0, 4.0, 04 = 0, 034

Áp dụng công thức Bayes, ta có xác suất để phế phẩm lấy ra do phân xưởng 1 sản xuất là

P (A/A1) =
P (A1)P (A/A1)

P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2)
=

0, 6.0, 03

0, 034
=

9

17

18



2.3. CÁC ĐỊNH LÝ CƠ BẢN VỀ PHÉP TÍNH XÁC SUẤT 19

Ví dụ 2.3.36 Có hai lô hàng: lô I có 50 sản phẩm, trong đó có 20 sản phẩm xấu; lô II có 40 sản phẩm,
trong đó có 15 sản phẩm xấu. Lấy ngẫu nhiên một lô và từ đó lấy ngâu nhiên một sản phẩm.

a) Tính xác suất để sản phẩm lấy ra là sản phẩm tốt?
b) Biết sản phẩm lấy ra là tốt. Tính xác suất để sản phẩm đó thuộc lô II?

Giải
a) Gọi A1, A2 là sự kiện sản phẩm lấy ra o lô I, II. Ta có A1, A2 tạo thành hệ sự kiện đầy đủ và

P (A1) = P (A2) =
1

2

Gọi A là biến cố sản phẩm lấy ra là sản phẩm tốt. Áp dụng công thức xác suất toàn phần, ta có

P (A) = P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2) =
1

2

30

50
+

1

2

25

40
=

49

80

b) Áp dụng công thức Bayes, ta có xác suất để sản phẩn tốt lấy ở lô II là

P (A2/A) =
P (A2)P (A/A2)

P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2)
=

1
2

25
40

49
80

=
25

49

2.3.5. Dãy phép thử độc lập và công thức Bernoulli

Dãy phép thử độc lập - Dãy phép thử Bernoulli Xét một phép thử ε. Thực hiện phép thử n lần và
gọi εi là phép thử thực hiện lần thứ i.

Định nghĩa 2.3.11 Các phép thử ε1, ε2, . . . , εn được gọi là độc lập nếu xác suất xảy ra của các sự
kiện liên kết với phép thử εi nào đó không phụ thuộc vào kết quả của các phép thử khác.

Như vậy, nếu Ai là sự kiện liên kết với phép thử εi(i = 1, n) thì các sự kiện A1, A2, . . . , An là độc
lập toàn bộ.

Định nghĩa 2.3.12 Cho dãy n phép thử độc lập. Trong mỗi phép thử, ta xét sự kiện A và A. Giả sử
xác suất để sự kiện A xảy ra trong mỗi phép thử là không đổi và bằng p(0 < p < 1) và xác suất để
xảy ra biến cố A = 1 − p. Khi đó n phép thử độc lập trên được gọi là n phép thử Bernoulli. Ký hiệu
B(n; p).

Định lý 2.3.7 (Định lý Bernoulli) Thực hiện n phép thử độc lập. Trong mỗi phép thử sự kiện A xảy
ra với xác suất không đổi P (A) = p(0 < p < 1). Khi đó, xác suất để sự kiệnA xảy ra đúng k lần trong
n phép thử đó là

Pn(k) = Ck
npk(1 − p)n−k (k = 0, n)

Hệ quả 2.3.2 Với những giả thiết như trong định lý Bernoulli, xác suất để trong n phép thử sự kiện A
xảy ra ít nhất k1 lần và nhiều nhất k2 lần là

Pn(k1 6 k 6 k2) =

k2∑
i=k1

Ck
npk(1 − p)n−k

19
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Số lần có khả năng xảy ra nhiều nhất

Định nghĩa 2.3.13 Cho n phép thử Bernoulli. Trong mỗi phép thử, xác xuất để sự kiện A xảy ra
P (A) = p và P (A = 1 − p. Số m gọi là số lần xảy ra sự kiện A nhiều nhất nếu

Pn(m) > Pn(k),∀k = 0, n

hay Pn(m) = max{Pn(0), Pn(1), . . . , Pn(n)}

Định lý 2.3.8 Cho n phép thử Bernoulli. Trong mỗi phép thử, xác xuất để sự kiệnA xảy ra P (A) = p
và P (A = 1 − p = q. Gọi m là số lần sự kiện A xảy ra nhiều nhất, ta có

np − q 6 m 6 np + q

Ví dụ 2.3.37 Có 10 sinh viên thi môn xác suất. Khả năng thi đạt của các sinh viên đều như nhau và
bằng 70%.

a) Tìm xác suất để có 8 sinh viên thi đạt?
b) Tìm xác suất để có ít nhât 1 sinh viên thi trượt?
c) Tìm xác suất để có ít nhất 8 sinh viên thi không đạt?
d) Tìm số sinh viên có khả năng thi đạt nhiều nhất trong 10 sinh viên?

Giải
Bài toán tương ứng với một dãy phép thử Bernoulli với n = 8, p = 0, 7. Áp dụng các định lý trên

để giải bài toán.

20



Chương 3

BIẾN NGẪU NHIÊN

3.1. BIẾN NGẪU NHIÊN

3.1.1. Biến ngẫu nhiên
Khái niệm

Biến ngẫu nhiên là một đại lượng có giá trị thực biến đổi phụ thuộc vào kết quả của phép thử
ngẫu nhiên. Ký hiệu biến ngẫu nhiên là X,Y, Z, . . .. Ta có định nghĩa chính xác của biến ngẫu nhiên
như sau:

Định nghĩa 3.1.14 Biến ngẫu nhiên là một ánh xạ từ tập Ω các kết quả của một phép thử vào tập các
số thực R.

Biến ngẫu nhiên có miền giá trị hữu hạn hoặc đếm được gọi là biến ngẫu nhiên rời rạc.
Biến ngẫu nhiên có miền giá trị là một khoảng(hoặc đoạn) gọi là biến ngẫu nhiên liên tục.

biến ngẫu nhiên còn được gọi là đại lượng ngẫu nhiên.

Định nghĩa 3.1.15 (Biến ngẫu nhiên độc lập) Cho X,Y là hai biến ngẫu nhiên liên kết với một
phép thử. X,Y gọi là độc lập nhau nếu ∀x1, x2, y1, y2 ∈ R :

P ((x1 6 X < x2).(y1 6 Y < y2)) = P (x1 6 X < x2).P (y1 6 Y < y2)

Ví dụ 3.1.38 Gieo một con xúc xắc. Gọi X là số chấm xuất hiện của con xúc xắc thì X là một biến
ngẫu nhiên nhận các giá trị có thể là 1, 2, 3, 4, 5, 6.

X là biến ngẫu nhiên rời rạc.

Ví dụ 3.1.39 Xét phép thử là việc đo thời gian sống(tính bằng giờ) của một con transitor. Gọi Y là
thời gian sống của một con transitor thì Y là một biến ngẫu nhiên có miền giá trị là [0; +∞).

Y là biến ngẫu nhiên liên tục.

3.1.2. Hàm phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên
Định nghĩa

Cho X là biến ngẫu nhiên liên kết với phép thử T có không gian sơ cấp là Ω. Hàm số ký hiệu và
xác định như sau

F (x) = P (X < x) Với (X < x) = {ωinΩ : X(ω) < x}

21



22 Chương 3. BIẾN NGẪU NHIÊN

gọi là hàm phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên X .
Hàm phân phối xác suất phản ánh mức độ tập trung xác suất về bên trái của điểm x. Từ các tính

chất của xác suất ta suy ra các tính chất sau của hàm phân phối xác suất.

Tính chất 3
Giả sử F (x) là hàm phân phối xác suất của biến ngẫu nhiênX , ta có:

• ∀x ∈ R : 0 6 F (x) 6 1.

• lim
x→+∞

F (x) = 1; lim
x→−∞

F (x) = 0.

• ∀x1, x2 ∈ R : x1 < x2 ⇒ F (x1) 6 F (x2).

• F (x) liên tục bên trái tại mọi điểm, tức là lim
x→x−

0

F (x) = F (x0).

Hệ quả 3.1.3 • ∀α, β ∈ R : P (α 6 X < β) = F (β) − F (α)

• NếuX là biến ngẫu nhiên liên tục thìF (x) liên tục tạimọi điểm trênR vàP (X = α) = 0, ∀α ∈
R

Bảng phân phối xác suất và hàm mật độ

Bảng phân phối xác suất: Bảng phân phối xác suất dùng để thiết lập luật phân phối xác suất của
biến ngẫu nhiên rời rạc, nó gồm 2 hàng: hàng thứ nhất liệt kê các giá trị có thể x1, x2, . . . , xn của
biến ngẫu nhiên rời rạc X và hàng thứ 2 liệt kê các xác suất tương ứng p1, p2, . . . , pn của các giá trị
có thể đó.

X x1 x2 . . . xn

P p1 p2 . . . pn

Nếu các giá trị của biến ngẫu nhiênX gồmhữuhạn sốx1, x2, . . . , xn thì các sự kiệnX = x1, X =
x2, . . . , X = xn lập thành một hệ đầy đủ các sự kiện. Do đó, ta có

•
∑n

i=1 pi = 1

• F (x) =
∑

xi<x pi,∀x ∈ R.

Ví dụ 3.1.40 Gieo một con xúc xắc đồng chất. Gọi X là số chấm xuất hiện trên mặt của con xúc xắc
thì X là biến ngẫu nhiên rời rạc có bảng phân phối xác suất

X 1 2 3 4 5 6
P 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Khi đó P (2, 5) = p1 + p2 = 1
6

+ 1
6

= 1
3
.

Hàm mật độ

Định nghĩa 3.1.16 Cho biến ngẫu nhiên liên tục X có hàm phân phối xác suất là F (x). Hàm số
f(x) gọi là hàm mật độ của biến ngẫu nhiên liên tục X nếu f(x) > 0,∀x ∈ R, khả tích trên R và

F (x) =
x∫

−∞
f(t)dt.

Tính chất 4
•

+∞∫
−∞

f(t)dt = 1

22
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• nếuF (x) khả vi tại x0 thìF ′(x0) = f(x0). NếuF (x) khả vi trong khoảng(a, b) thì trong khoảng
(a, b) ta có F ′(x) = f(x).

• ∀α, β ∈ R, α < β : P (α 6 X < β) =
β∫
α

f(x)dx.

Ở đây cần nhấn mạnh rằng: hàm phân phối xác suất F (x) được xác định dựa vào bảng phân
phối xác suất nếu X là biến ngẫu nhiên rời rạc và được xác định thông qua hàm mật độ nếu X là
biến ngẫu nhiên liên tục.

Ví dụ 3.1.41 Cho biến ngẫu nhiên rời rạc X có bảng phân phối xác suất

X 0 1 2
P 1

4
1
2

1
4

Tìm hàm phân phối xác suất F (x) của X và vẽ độ thị của nó.

Giải
Nếu x 6 0 thì F (x) = 0
Nếu 0 < x 6 1 thì F (x) = p0 = 1

4

Nếu 1 < x 6 2 thì F (x) = p0 + p1 = 1
4

+ 1
2

= 3
4

Nếu x > 2 thì F (x) = p0 + p1 + p2 = 1
4

+ 1
2

+ 1
4

= 1
Vậy hàm phân phối xác suất của X là

F (x) =


0 nếu x 6 0
1
4

nếu 0 < x 6 1
3
4

nếu 1 < x 6 2

1 nếu x > 2

Ví dụ 3.1.42 Biến ngẫu nhiên X có hàm phân phối xác suất như sau

F (x) =


0 nếu x 6 −1
3
4
x + 3

4
nếu − 1 < x 6 1

3

1 nếu x > 1
3

Tìm xác suất để X nhận giá trị trong khoảng [0, 1
3
)

Giải
Theo tính chất của hàm phân phối xác suất, ta có

P (0 6 X <
1

3
) = F (

1

3
) − F (0) =

3

4

1

3
+

3

4
− 3

4
=

1

4

Ví dụ 3.1.43 Hàm phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên liên tục X có dạng

F (x) =


0 nếu x 6 0

ax2 nếu 0 < x 6 1

1 nếu x > 1

a) Tìm hệ số a?
b) Tìm hàm mật độ xác suất f(x)?
c) Tìm xác suất để X ∈ (0, 25; 0, 75)?
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Giải
a) Vì hàm phân phối F (x) liên tục tại x = 1 tức là lim

x→1+0
F (x) = F (1) ⇒ a = 1.

b) Theo định nghĩa của hàm mật độ xác suất, ta có

f(x) = F ′(x) =


0 nếu x 6 0

2x nếu 0 < x 6 1

0 nếu x > 1

c) P (0, 25 6 X < 0, 75) = F (0, 75) − F (0, 25) = (0, 75)2 − (0, 25)2 = 0, 5

24
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3.2. CÁC THAM SỐ CỦA BIẾN NGẪU NHIÊN

3.2.1. Kỳ vọng toán
Định nghĩa 3.2.17 Giả sử X là một biến ngẫu nhiên. Ta gọi kỳ vọng toán của biến ngẫu nhiên X là
một số, ký hiệu E(X), và được xác định như sau:

• Nếu X là biến ngẫu nhiên rời rạc có bảng phân phối xác suất:

X x1 x2 . . . xn

P p1 p2 . . . pn
hoặc X x1 x2 . . . xn . . .

P p1 p2 . . . pn . . .

với pi = P (X = xi)(i = 1, n)

thì

E(X) =
n∑

i=1

xipi hoặc E(X) =
∞∑
i=1

xipi

• Nếu X là biến ngẫu nhiên liên tục với hàm mật độ f(x) thì

E(X) =

∫ +∞

−∞
x.f(x)dx

(với điều kiện tích phân suy rộng ở vế phải hội tụ tuyệt đối)

Ý nghĩa của kỳ vọng: Kỳ vọng của E(X) đặc trương cho giá trị trung bình của biến ngẫu nhiên X .

Ví dụ 3.2.44 Giả sử X là biến ngẫu nhiên có bảng phân phối xác suất:

X −1 0 1 2
P 0, 1 0, 2 0, 2 0, 5

Ta có E(X) = −1.0, 1 + 0.0, 2 + 1.0, 2 + 2.0, 5 = 1, 1

Ví dụ 3.2.45 Cho X là biến ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ

f(x) =

{
ax2 với 0 6 x 6 1

0 với x /∈ (0; 1)

Tìm hàm mật độ và tính E(X).

Giải
Theo tính chất của hàm mật độ, ta có

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 ⇒ a = 3

Vậy hàm mật độ

f(x) =

{
3x2 với 0 6 x 6 1

0 với x /∈ (0; 1)

Từ đó, ta có:

E(X) =

+∞∫
−∞

xf(x)dx =

0∫
−∞

xf(x)dx +

∫
0

1xf(x)dx +

+∞∫
1

xf(x)dx
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=

1∫
0

x.3x2dx =
3

4

Ví dụ 3.2.46 Theo thống kê được biết tỉ lệ chết của một người ở tuổi trên 30 là 1
1000

. Một công ty
bảo hiểm bán bảo hiểm nhân mạng cho người ở độ tuổi trên 30 với số tiền là 100000 đồng. Công
ty muốn lãi trung bình khi bán một bảo hiểm là như thế là 70000. Hỏi số tiền mà công ty bảo hiểm
phải trả nếu người mua bảo hiểm đó chết là bao nhiêu?

Giải
Gọi a là số tiền mà công ty bảo hiểm phải trả nếu người mua bảo hiểm chết trong năm đó. Gọi X

là số tiền lãi khi bánmột bảo hiểm thì X là biến ngẫu nhiên có thể nhận hai giá trị 100000−a, 100000
và có bảng phân phối là

X 100000 − a 100000
P 1

1000
999
1000

Ta có E(X) = (100000 − a) 1
1000

+ 100000. 999
1000

= 100000 − a
1000

Để tiền lãi trung bình là 70000 khi bán một bảo hiểm thì

E(X) = 100000 − a

1000
= 70000 ⇒ a = 30.000.000

Tính chất 5
• E(c) = 0(c = const)

• E(cX) = cE(X)

• E(X ± Y ) = E(X) ± E(Y )

• NếuX,Y là hai biến ngẫu nhiên độc lập thìE(XY ) = E(X)E(Y )

3.2.2. Phương sai:
Để đo mức độ phân tán của biến ngẫu nhiên X quanh gia trị kỳ vọng E(X), người ta đưa ra khái

niệm phương sai như sau.

Định nghĩa 3.2.18 Giả sử X là một biến ngẫu nhiên có kỳ vọng E(X) = a. Nếu biến ngẫu nhiên
(X − a)2 có kỳ vọng thì giá trị kỳ vọng E[(X − a)2] được gọi là phương sai của biến ngẫu nhiên X .
Ký hiệu D(X).

Ta có: D(X) = E[(X − a)2]

Từ định nghĩa, ta suy ra công thức tính phương sai như sau:
a) Nếu X là biến ngẫu nhiên có bảng phân phối xác suất

X x1 x2 . . . xn

P p1 p2 . . . pn
hoặc X x1 x2 . . . xn . . .

P p1 p2 . . . pn . . .

D(X) =
n∑

i=1

(xi − a)2.pi hoặc D(X) =
∞∑
i=1

(xi − a)2.pi

b) Nếu X là biến ngẫu nhiên liên tục thì

D(X) =

+∞∫
−∞

(x − a)2f(x)dx
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Tính chất 6
Từ định nghĩa của phương sai, ta suy ra được các tính chất sau:

• D(X) = E(X2) − E2(X)

• D(c) = 0(c = const)

• D(cX) = c2D(X)

• NếuX,Y là hai biến ngẫu nhiên độc lập thìD(X ± Y ) = D(X) ± D(Y )

Ví dụ 3.2.47 Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc có bảng phân phối xác suất

X −1 0 1 2
P 0, 1 0, 2 0, 3 0, 4

Tính E(X), D(X)

Giải
Ta có

E(X) = −1.0, 1 + 0.0, 2 + 1.0, 3 + 2.0, 4 = 1

D(X) = (−1 − 1)2.0, 1 + (0 − 1)2.0, 2 + (1 − 1).0, 3 + (2 − 1)2.0, 4 = 1

Ta cũng có thể tính được D(X) từ công thức D(X) = E(X2) − E2(X) trong đó

E(X2) = (−1)2.0, 1 + 02.0, 2 + 12.0, 3 + 22.0, 4 = 2

Vậy E(X) = 1 và D(X) = 1.

3.2.3. Độ lệch chuẩn
Định nghĩa 3.2.19 Giả sử biến ngẫu nhiên có phương sai D(X). Khí đó, biến δ(X) =

√
D(X) gọi

là độ lệch chuẩn của X .

Độ lệch chuẩn là một biến đặc trưng cho tính ổn định của biến ngẫu nhiên X . Trong lĩnh vực
đầu tư, độ lệch chuẩn đặc trưng cho mức độ rủi ro.

3.3. MỘT SỐ BIẾN NGẪU NHIÊN LIÊN TỤC QUAN TRỌNG

3.3.1. Biến chuẩn N(a, δ)

Định nghĩa 3.3.20 Biến ngẫu nhiên liên tục X gọi là chuẩn N(a, δ) nếu hàm mật độ của nó có dạng

f(x) =
1

δ
√

2π
e−

(x−a)2

2δ2 ,∀x ∈ R; a, δ : tham số ; δ > 0

Tính chất 7 (Các tham số đặc trưng)
ChoX là chuẩn N(a, δ), ta có

E(X) = Med(X) = Mod(X) = a; D(X) = δ2; δ(X) = δ
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Cách xác định xác suất của một sự kiện liên kết với biến chuẩn

Định nghĩa 3.3.21 (Hàm Laplace) Hàm laplace là hàm số

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−
t2

2 dt

Định lý 3.3.9 Nếu F (x) là hàm phân phối xác suất của biến chuẩn N(a, δ) thì

F (x) = Φ(
x − a

δ
)

Định lý 3.3.10 Nếu X là biến chuẩn N(a, δ),∀α, β ∈ R, α < β thì

P (α 6 X < β) = Φ(
β − a

δ
) − Φ(

α − a

δ
)

Hệ quả 3.3.4 Nếu X là biến chuẩn N(a, δ), ∀α ∈ R, α > 0 thì

P (| X − a |< α) = 2Φ(
α

δ
)

Các định lý về biến chuẩn

Định lý 3.3.11 Nếu X là biến chuẩn N(a, δ) thì biến ngẫu nhiên cX,X ± c(với c = const) là biến
chuẩn với tham N(ca, | c | δ), N(a ± c, δ).

Định lý 3.3.12 Nếu Xi là các biến chuẩn N(ai, δi), i = 1, n và các Xi, i = 1, n độc lập toàn bộ thì
biến ngẫu nhiên X =

∑n
i=1 Xi là biến chuẩn N(a, δ) với

a = a1 + a2 + . . . + an; δ2 = δ2
1 + δ2

2 + . . . + δ2
n

.

Hệ quả 3.3.5 NếuXi là các biến chuẩnN(a, δ),∀i = 1, n và cácXi, i = 1, n độc lập toàn bộ thì biến
ngẫu nhiên X = 1

n

∑n
i=1 Xi là biến chuẩn N(a, δ√

n
)

Định lý 3.3.13 (Đinh lý Lindebeg- Levi) NếuXi, i = 1, n làn biến ngẫu nhiên độc lập toàn bộ, cùng
phân phối với kỳ vọngE(Xi) = a, phương saiD(Xi) = δ2, i = 1, n thì biến ngẫu nhiênX =

∑n
i=1 Xi

và biến X = 1
n

∑n
i=1 Xi xấp xỉ biến chuẩn N(na,

√
nδ) và N(a, δ√

n
).

Tức là với n khá lớn, ta có

P (X < x) ≈ 1
√

nδ
√

2π

∫ x

−∞
e−

(t−na)2

2nδ2 dt

P (X < x) ≈
√

n

δ
√

2π

∫ x

−∞
e−

(t−a)2n

2δ2 dt

Hệ quả 3.3.6 (Định lý Moivre - Laplace) Nếu Xi, i = 1, n là n biến ngẫu nhiên đơn giản A(a) độc
lập toàn bộ có kỳ vọng E(Xi) = a, D(Xi) = a(1 − a), i = 1, n thì biến ngẫu nhiên X =

∑n
i=1 Xi là

biến nhị thức B(n, a) xấp xỉ biến chuẩn N(na,
√

na(1 − a))
Tức là với n khá lớn, ta có

P (B(n, a) < x) ≈ 1√
na(1 − a).2π

∫ x

−∞
e−

(t−na)2

2na(1−a) dt

hay

P (α 6 B(n, a) < β) ≈ Φ(
α − na

na(1 − a)
) − Φ(

β − na

na(1 − a)
)

với Φ(x) là hàm Laplace.

28



3.3. MỘT SỐ BIẾN NGẪU NHIÊN LIÊN TỤC QUAN TRỌNG 29

3.3.2. Biến khi bình phương χ2
n

Định nghĩa 3.3.22 Cho X1, X2, . . . , Xn là n biến ngẫu nhiên chuẩn N(0, 1) độc lập với nhau. Khi

đó biến ngẫu nhiên X =
n∑

i=1

X2
i được gọi là biến khi bình phương với n bậc tự do. Ký hiệu Kn hoặc

χ2
n.

Định lý 3.3.14 Hàm mật độ f(x) của phân phối khi bình phương χ2
n với n bậc tự do là

f(x) =

0 với x 6 0
1

2
n
2 Γ(n

2
)
e−

x2

2 x
n
2
−1 với x > 0

Tính chất 8 (Các tham số đặc trưng)
ChoX là biến khi bình phươngχ2

n vớin bậc tự do, ta có

E(X) = n; D(X) = 2n

Các định lý về biến χ2
n

Định lý 3.3.15 Nếu X,Y là các biến χ2
n, χ

2
m thì X + Y là biến χ2

n+m.

Định lý 3.3.16 Nếu X là các biến χ2
n thì biến ngẫu nhiên Z = χ2

n−n√
2n

xấp xỉ biến chuẩn N(0, 1) khi n
khá lớn (n > 30).

3.3.3. Biến Student Tn

Định nghĩa 3.3.23 Cho X là biến ngẫu nhiên chuẩn N(0, 1), Y là biến χ2
n với n bậc tự do và X,Y

độc lập. Khi đó, biến ngẫu nhiên X√
Y
n

được gọi là biến Student với n bậc tự do. Ký hiệu Tn = X√
Y
n

.

Định lý 3.3.17 Hàm mật độ f(x) của phân phối Student Tn với n bậc tự do là

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)
√

πn
(1 +

x2

n
)−

n+1
2

Tính chất 9 (Các tham số đặc trưng)
ChoX là biến StudentTn vớin bậc tự do, ta có

E(Tn) = 0; D(Tn) =
n

n − 2

Định lý 3.3.18 Biến Student Tn sẽ xấp xỉ biến chuẩn N(0, 1) khi n khá lớn (n > 30)
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Chương 4

MẪU VÀ CÁC THAM SỐ MẪU

4.1. MẪU VÀ CÁC PHƯƠNG PHÁP XÂY DỰNG MẪU

4.1.1. Tổng thể và mẫu
Định nghĩa 4.1.24 Tập hợp toàn bộ các đối tượng cần nghiên cứu, khảo sát "đặc tính" nào đó của
chúng gọi là tổng thể(hay tập hợp tổng quát hay tập sinh). Ký hiệu tập tổng thể là Ω.

Số phần tử(lực lượng) của Ω gọi là kích thước của tổng thể Ω.

Định nghĩa 4.1.25 Từ tổng thể, ta chọn ngẫu nhiên(theo một cách chọn đã quy định trước) n phần
tử(đối tượng), tập n phần tử được chọn gọi là một mẫu. Khi đó, n gọi là kích thước mẫu

4.1.2. Các phương pháp xây dựng mẫu
Mẫu lặp

Lấy mẫu có lặp là lấy mẫu mà phần tử lấy ra, sau khi đã ghi giá trị đặc trưng, được trả trở lại tổng
thể trộn đều rồi lấy tiếp phần tử khác.(phân phối nhị thức).

Mẫu không lặp

Lấy mẫu không lặp là lấy mẫu mà phần tử lấy ra, sau khi đã ghi giá trị đặc trưng, không trả trở
lại tổng thể mà lấy tiếp phần tử khác.(phân phối siêu bội).

Ta biết rằng, phân phối siêu bội hội tụ về phân phối nhị thức nên khi số phần tử của tổng thể là
N rất lớn so với kích thước mẫu n(N > 100n) thì việc lấy mẫu không lặp lại xem như mẫu có lặp.
Do đó, trong lý thuyết, ta thường nghiên cứu mẫu lặp.

Xây dựng mẫu theo lối điển hình

Ví dụ 4.1.48 Để ước lượng chiều cao trung bình của học sinh lớp 4 tại địa phương A có 20000 học
sinh lớp 4. Trong đó, ở thành phố 7000, ở nông thôn 8000 và ở miền núi 5000 học sinh. Lấy mẫu
2000 học sinh như sau: lấy 700 học sinh ở thành phố, 800 học sinh ở nông thôn và 500 học sinh ở
miền núi. Khi đó mẫu được chọn như trên được xây dựng theo lối điển hình.

Xây dựng mẫu theo lối máy móc

Ví dụ 4.1.49 Để kiểm tra một đoạn đường AB dài 3000m. Bắt đầu từ A cứ cách 30m ta lấy một
mẫu. Khi đó, ta được một mẫu có kích thước n = 100 xây dựng theo lối máy móc.
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4.2. Các phương pháp trình bày số liệu

4.2.1. Mẫu ngẫu nhiên và mẫu thực nghiệm
Ta chọn ngẫu nhiên một phần tử từ tập Ω. Khi đó Ω được xem như là không gian các sự kiện sơ

cấp. Gọi X là biến ngẫu nhiên biểu thị đặc trưng nghiên cứu trên tập Ω(X liên kết với phép thử lấy
ra một phần tử). Ký hiệu ϵ là phép thử lấy ra một phần tử.

Lặp lại phép thử ϵ n lần. Gọi Xi là giá trị đặc trưng của phần tử được lấy ra lần thứ i(i =
1, n. Khi đó các biến X1, X2, . . . , Xn độc lập có cùng quy luật phân phối với X , n biến ngẫu nhiên
(X1, X2, . . . , Xn) gọi là mẫu ngẫu nhiên của X .

Sau khi lấy mẫu, ta có X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn. Bộ n số (x1, x2, . . . , xn) được gọi là
mẫu cụ thể(mẫu thực nghiệm) của X .

Định nghĩa 4.2.26 Ta gọi mẫu ngẫu nhiên kích thức n của biến ngẫu nhiên X là một bộ n thứ tự
(X1, X2, . . . , Xn), trong đó X1, X2, . . . , Xn là n biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối xác suất
với X .

Sau khi đã lấy mẫu, ta có X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn. Bộ n số (x1, x2, . . . , xn) được gọi là
mẫu cụ thể(mẫu thực nghiệm) của X .

4.2.2. Các phương pháp trình bày mẫu
Trình bày một mẫu có ít giá trị khác nhau

Giả sử khi lấy mẫu kích thức n của biến ngẫu nhiên X có mẫu cụ thể với số liệu ban đầu
(x1, x2, . . . , xn) nhưng trong đó chỉ có k giá trị khác nhau: a1 < a2 < . . . < ak

Gọi ni là số lần ai(i = 1, n có trong mẫu thực nghiệm. ni gọi là tần số.
Gọi fi = ni

n
là tần suất của giá trị ai trong mẫu thực nghiệm.

Khi đó, ta có bảng thống kê(Bảng phân phối tần số không chia lớp) sau:

ai a1 a2 . . . ak

ni n1 n2 . . . nk

Ví dụ 4.2.50 Ta lấy mẫu kích thước n = 20, ta có 1, 3, 2, 1, 5, 3, 4, 1, 4, 3, 2, 5, 4, 3, 12, 1, 4, 3, 3
Ta có bảng thống kê

ai 1 2 3 4 5
ni 5 3 6 4 2

Trình bày một mẫu có nhiều giá trị khác nhau

Trong trường hợp lấy mẫu kích thước n có nhiều giá trị khác nhau hoặc do ý nghĩa thực tế mà ta
chia mẫu thành nhiều lớp.

Không có quy tắc chia lớp. Tuy nhiên, theo một số nhà thống kê đề nghị chia lớp như sau:
1) Xác định số lượng lớp k {

1 + log2n 6 k 6 5lgn

6 6 k 6 20

2) Bề rộng của lớp
b =

amax − amin

k

3) Tần số ni của lớp ai−1 − ai là số lần giá trị của mẫu mà ai−1 6 x < ai

fi = ni

n
là tần suất của lớp ai−1 − ai
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4) Giá trị chính giữa(trung tâm) của lớp ai−1 − ai là: a∗
i = ai−1+ai

2

Ta có bảng thống kê(Bảng phân phối tần số chia lớp) như sau:
Lớp[ai, ai) a0 − a1 a1 − a2 . . . ak−1 − ak

ni n1 n2 . . . nk

Chú ý, nếu trong các bảng phân phối tần số thực nghiệm trên ta thay tần số ni bỡi tần suất tương
ứng fi ta được bảng gọi là bảng phân phối tần suất(chia lớp hoặc không chia lớp) thực nghiệm.

Hàm phân phối thực nghiệm

Định nghĩa 4.2.27 Cho X là một biến ngẫu nhiên và lấy mẫu kích thức n của X . Hàm phân phối
thực nghiệm ứng với mẫu được chọn, ký hiệu Fn(x), và được xác định như sau:

+ Nếu mẫu thực nghiệm cho theo bảng không chia lớp (4.2.2.) thì

Fn(x) =
∑
ai<x

ni

n
=



0 Nếu x 6 a1

n1

n
Nếu a1 < x 6 a1

n1+n2

n
Nếu a2 < x 6 a3

. . . . . .
Pk−1

i=1 ni

n
Nếu ak−1 < x 6 ak

1 Nếu x > ak

+ Nếu mẫu thực nghiệm cho theo bảng chia lớp (??) thì

Fn(x) =
∑

ai−1<x

ni

n
=



0 Nếu x 6 a0

n1

n
Nếu a0 < x 6 a1

n1+n2

n
Nếu a1 < x 6 a2

. . . . . .
Pk−1

i=1 ni

n
Nếu ak−2 < x 6 ak−1

1 Nếu x > ak−1

Định lý 4.2.19 Giả sửF (x) là hàm phân phối xác suất củaX vàFn(x) là hàm phân phối thực nghiệm
của X . Khi đó, với n khá lớn Fn(x) ≈ F (x).

Ví dụ 4.2.51 Tìm hàm phân phối thực nghiệm của X biết

a)
ai 1 3 7
ni 2 5 3

; b)
Lớp[ai, ai) 0 − 4 4 − 8 8 − 12
ni 1 5 3

Giải
a) Ta có

F10(x) =
1

10

∑
ni<x

ni =


0 Nếu x 6 1
2
10

Nếu 1 < x 6 3
7
10

Nếu 3 < x 6 5

1 Nếu x > 5

b) Ta có

F9(x) =


0 Nếu x 6 0
1
9

Nếu 0 < x 6 4
2
3

Nếu 4 < x 6 8

1 Nếu x > 8
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4.3. CÁC THAM SỐ ĐẶC TRƯNG CỦA MẪU
Giả sử (X1, X2, . . . , Xn) là mẫu ngẫu nhiên của X và sau khi lấy mẫu ta có mẫu thực nghiệm

(x1, x2, . . . , xn)

4.3.1. Các tham số của mẫu ngẫu nhiên
1. Biến ngẫu nhiên X = 1

n

∑n
i=1 Xi được gọi là trung bình của mẫu ngẫu nhiên

2. Biến ngẫu nhiên δ2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi − X)2 được gọi là phương sai của mẫu ngẫu nhiên

δ2
n−1 = n

n−1
δ2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi−X)2 được gọi là phương sai điều chỉnh củamẫu ngẫu nhiên

δn =
√

δ2
n : Độ lệch chuẩn của mẫu ngẫu nhiên.

δn−1 =
√

δ2
n−1 : Độ lệch chuẩn điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên.

4.3.2. Các tham số của mẫu thực nghiệm
1. Số trung bình của mẫu thực nghiệm:

x =
1

n

n∑
i=1

xi

2. Số phương sai của mẫu thực nghiệm:

δ2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2

3. Số phương sai điều chỉnh mẫu thực nghiệm:

δ2
n−1 =

n

n − 1
δ2
n =

1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x)2

δn =
√

δ2
n : Độ lệch chuẩn của mẫu thực nghiệm.

δn−1 =
√

δ2
n−1 : Độ lệch chuẩn điều chỉnh của mẫu thực nghiệm.

Từ các công thức trên, ta suy ra công thức tính đối với mẫu thực nghiệm có bảng phân phối
không chia lớp và chia lớp như sau:

+ Nếu mẫu thực nghiệm có bảng phân phối tần số không chia lớp dạng

ai a1 a2 . . . ak

ni n1 n2 . . . nk
(

k∑
i=1

ni = n)

thì

x =
1

n

k∑
i=1

niai

δ2
n =

1

n

k∑
i=1

ni(ai − x)2 =
1

n

k∑
i=1

nia
2
i − x2
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+ Nếu mẫu thực nghiệm có bảng phân phối tần số chia lớp

Lớp[ai, ai) a0 − a1 a1 − a2 . . . ak−1 − ak

ni n1 n2 . . . nk
(

k∑
i=1

ni = n)

Đặt a∗
i = ai−1+ai

2
, ta có bảng

a∗
i a∗

1 a∗
2 . . . a∗

k

ni n1 n2 . . . nk

Khi đó

x =
1

n

k∑
i=1

nia
∗
i

δ2
n =

1

n

k∑
i=1

ni(a
∗
i − x)2 =

1

n

k∑
i=1

nia
∗2
i − x2

Ví dụ 4.3.52 Tính x, δ2
n của mẫu trong các trường hợp sau:

a)
ai 1 3 5
ni 3 5 2

; b)
[ai, ai) 0 − 2 2 − 4 4 − 6 6 − 8 8 − 10 10 − 12
ni 5 10 10 5 10 20

Giải
a) Lập bảng tính

ai ni ai.ni nia
2
i

1 3 3 3
3 5 15 45
5 2 10 50∑

n = 10 28 98

Số trung bình mẫu là x = 1
n

∑k
i=1 niai = 1

10
.28 = 2, 8

Số phương sai mẫu δ2
n = 1

n

∑k
i=1 nix

2
i − x2 = 1

10
98 − (2, 8)2 = 1, 96

b) Đặt x∗
i = xi−1+xi

2
, ta có

x∗
i 1 3 5 7 9 11

ni 5 10 10 5 10 20

Lập bảng tính
x∗

i ni x∗
i .ni nix

∗
i
2

1 5 5 5
3 10 30 90
5 10 50 250
7 5 35 245
9 10 90 810
11 20 220 2420∑

n = 60 430 3820

Số trung bình mẫu là x = 1
n

∑k
i=1 nix

∗
i = 1

60
.430 = 43

6

Số phương sai mẫu δ2
n = 1

n

∑k
i=1 nix

∗
i
2 − x2 = 1

60
3820 − (43

6
)2 = 12, 31

35



36 Chương 4. MẪU VÀ CÁC THAM SỐ MẪU

Công thức tính toán Khi tính toán các tham số đặc trương của mẫu thực nghiệm để tránh việc
tính toán các số có giá trị lớn phức tạp, người ta thường sử dụng các tính chất sau

∀x0 ∈ R,∀d ̸= 0,
k∑

i=1

ni = n ta có

x =
1

n

k∑
i=1

niai =
d

n

k∑
i=1

ni
ai − x0

d
+ x0

δ2
n =

1

n

k∑
i=1

ni(ai − x)2 =
d2

n

k∑
i=1

ni(
ai − x0

d
) − (x − x0)

2

Thông thường ta chọn x0 là gia trị tại đó tần số lớn nhất, d là khoảng cách đều(nếu có).

Ví dụ 4.3.53 Tìm x, δ2
n, δn−1 với

xi 3, 94 3, 97 4, 00 4, 03 4, 06
ni 1 7 10 5 2

GiảiTa chọn x0 = 4, 00 = 4, d = 0, 03. Ta có bảng tính:

xi ni
xi−4
0,03

ni
xi−4
0,03

ni(
xi−4
0,03

)2

3, 94 1 −2 −2 4
3, 97 7 −1 −7 7
4, 00 10 0 0 0
4, 03 5 1 5 5
4, 06 2 2 4 8∑

n = 25 0 0 24

Số trung bình mẫu là

x =
d

n

k∑
i=1

ni
ai − x0

d
+ x0 =

0, 03

25
.0 + 4 = 4

Số phương sai mẫu và phương sai điều chỉnh

δ2
n =

d2

n

k∑
i=1

ni(
ai − x0

d
) − (x − x0)

2 =
0, 032

25
.24 − (4 − 4)2 = 0, 000864

δn−1 =

√
n

n − 1
δ2
n =

√
25

24
.0, 000864 = 0, 03

Ví dụ 4.3.54 Tìm x, δ2
n, δn−1 với

[ai−1, ai) 10500 − 10550 10550 − 10600 1060 − 10650 10650 − 10700
ni 15 55 20 10
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Giải
Đặt x∗

i = xi−1+xi

2
, ta có

x∗
i 10525 10575 10625 10675

ni 15 55 20 10

Ta chọn x0 = 10575, d = 50. Ta có bảng tính:

x∗
i ni

x∗
i −10575

50
ni.

x∗
i −10575

50
ni(

x∗
i −10575

50
)2

10525 15 −1 −15 15
10575 55 0 0 0
10625 20 1 20 20
10675 10 2 20 40∑

n = 100 2 25 75

Số trung bình mẫu là

x =
50

100
.25 + 10575 = 10587, 5

Số phương sai mẫu và phương sai điều chỉnh

δ2
n =

502

100
.75 − (10587, 5 − 10575)2 = 1618, 75

δn−1 =

√
n

n − 1
δ2
n =

√
100

99
.1618, 75 ≈ 40, 44
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Chương 5

ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ

5.1. PHƯƠNGPHÁPƯỚCLƯỢNGĐIỂM -HÀMƯỚCLƯỢNG

5.1.1. Phương pháp ước lượng điểm
Giả sử X là biến ngẫu nhiên biểu thị đặc trưng nghiên cứu trên tập Ω, có phân phối xác suất đã

biết nhưng còn phụ thuộc vào tham số θ chưa biết.
Để ước lượng θ, ta lấy mẫu kích thước n. Khi đó, ta có mẫu ngẫu nhiên (X1, X2, . . . , Xn). Sau

khi lấy mẫu, ta được mẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn) với Xi = xi(i = 1, n).
Ứng vớimỗimẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn) ta cómột số θ̂n(x1, x2, . . . , xn)dùng để ước lượng

cho θ. Phương pháp ước lượng đó gọi là phương pháp ước lượng điểm. Vì số θ̂n(x1, x2, . . . , xn) ứng
với một điểm trên đường thẳng số.

Ta gọi U là tập hợp các mẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn) hay nói cách khác U là miền giá trị của
mẫu ngẫu nhiên (X1, X2, . . . , Xn). Khi đó ta có một hàm

θ̂n : U → R, (x1, x2, . . . , xn) 7→ θ̂n(x1, x2, . . . , xn)

Biến ngẫu nhiên θ̂n(x1, x2, . . . , xn) gọi là hàm ước lượng của tham số θ.
Vấn đề là phải tìm hàm θ̂n(x1, x2, . . . , xn) sao cho ước lượng được tốt, tức là ước lượng không

mắc sai số hệ thống và hiệu quả.

5.1.2. Các tiêu chuẩn ước lượng tham số đặc trưng của X

Ước lượng không chệch

Định nghĩa 5.1.28 Hàm ước lượng θ̂n(x1, x2, . . . , xn) của tham số θ được gọi là ước lượng không
chệch của tham số θ nếu E(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) = θ.

Ngược lại nếu E(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) ̸= θ thì ta nói hàm ước lượngθ̂n(x1, x2, . . . , xn) là hàm ước
lượng chệch của θ.

Ước lượng bền vững

Định nghĩa 5.1.29 Hàmước lượng θ̂n(x1, x2, . . . , xn) của tham số θ được gọi là ước lượng bền vững
của tham số θ nếu

∀ϵ > 0 ta có lim
n→+∞

P (| θ̂n − θ |< ϵ) = 1

Định lý 5.1.20 Nếu hàm ước lượng θ̂n(x1, x2, . . . , xn) thỏa mãn
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i) E(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) = θ hay limn→∞ E(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) = θ

ii) limn→∞ D(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) = 0 thì θ̂n(x1, x2, . . . , xn) là ước lượng bền vững của θ.

Ước lượng hiệu quả

Định nghĩa 5.1.30 Ước lượng không chệch θ̂n(x1, x2, . . . , xn) của θ được gọi là ước lượng hiệu
quả nếu với mọi ước lượng không chệch θ̂

′
n(x1, x2, . . . , xn) của θ thì D(θ̂n(x1, x2, . . . , xn)) 6

D(θ̂
′
n(x1, x2, . . . , xn)).

Định nghĩa 5.1.31 Hàm ước lượng θ̂n(x1, x2, . . . , xn) của tham số θ được gọi là ước lượng tốt của
tham số θ nếu nó là ước lượng không chệch, bền vững và hiệu quả của θ

∀ϵ > 0 ta có lim
n→+∞

P (| θ̂n − θ |< ϵ) = 1

5.1.3. Ước lượng của kỳ vọng và phương sai của biến ngẫu nhiên X

Định lý 5.1.21 Cho X là một biến ngẫu nhiên và (x1, x2, . . . , xn) là mẫu ngẫu nhiên của X . Khi đó
a) X = 1

n

∑n
i=1 Xi là ước lượng không chệch, bền vững và hiệu quả của kỳ vọng E(X) của biến

ngẫu nhiên X .
b) Phương sai điều chỉnh δ2

n−1 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X)2 của mẫu ngẫu nhiên là ước lượng không

chệch, bền vững của phương sai D(X) đối với biến ngẫu nhiên X .

Ý nghĩa: - Muốn ước lượng kỳ vọng E(X) ta lấy trung bình mẫu ước lượng cho nó.
- Muốn ước lượng phương sai D(X) ta lấy phương sai mẫu điều chỉnh ước lượng cho nó.
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5.2. ƯỚC LƯỢNG KHOẢNG

5.2.1. Nguyên lý xác suất nhỏ và lớn
Nguyên lý xác suất nhỏ

Với một số α > 0 khá bé và P (A) = α(thông thường 0 < α 6 0, 05) thì trong thực tế ta thừa
nhận sự kiện A không xảy ra trong một lần thực hiện phép thử.

Nguyên lý xác suất lớn

Với một số α > 0 khá bé và P (B) = 1 − α(thông thường 0 < α 6 0, 05) thì trong thực tế ta
thừa nhận sự kiện B luôn xảy ra trong một lần thực hiện phép thử.

5.2.2. Khoảng tin cậy và độ tin cậy
Định nghĩa

Giả sử X là biến ngẫu nhiên biểu thị đặc trưng nghiên cứu trên tập Ω, có phân phối xác suất đã
biết nhưng còn phụ thuộc vào tham số θ chưa biết. Để ước lượng θ ta lấy mẫu kích thức n. Giả sử
(x1, x2, . . . , xn) là mẫu thực nghiệm ứng với mẫu ngẫu nhiên (X1, X2, . . . , Xn) của X . Nếu ta tìm
được hai biến ngẫu nhiên f1(X1, X2, . . . , Xn), f2(X1, X2, . . . , Xn) sao cho

P [f1(X1, X2, . . . , Xn) < θ < f2(X1, X2, . . . , Xn)] = γ

,trong đó γ = 1 − α cho trước và gần bằng 1(thông thường 0 < α 6 0, 05), thì khoảng số thực
(f1(X1, X2, . . . , Xn), f2(X1, X2, . . . , Xn)) hay f1(X1, X2, . . . , Xn) < θ < f2(X1, X2, . . . , Xn) gọi
là khoảng tin cậy của tham số θ với độ tin cậy γ.

Trong trường hợp khoảng tin cậy đối xứng có dạng

(g(X1, X2, . . . , Xn) − ϵ, g(X1, X2, . . . , Xn) + ϵ)

Khi đó ϵ được gọi là độ chính xác hay sai số ước lượng.
Cần chú ý rằng, cùng một độ tin cậy γ ta có thể tìm được nhiều khoảng tin cậy khác nhau của

tham số θ. Khoảng tin cậy nào có độ dài ngắn nhất thì xem khoảng tin cậy đó là tốt nhất. Trong thực
hành, ta chỉ tìm khoảng tin cậy tốt nhất.

Nhận xét

Từ định nghĩa trên, nếu ta chọn α = 1% ⇒ γ = 99% và

P [f1(X1, X2, . . . , Xn) < θ < f2(X1, X2, . . . , Xn)] = γ

Điều này nói lên rằng xác suất để lấy ra một mẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn) mà
f1(x1, x2, . . . , xn) < θ < f2(x1, x2, . . . , xn) là 99%

Như vậy nếu ta lấy ra một mẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn). Ta có khoảng tin cậy cụ thể

f1(x1, x2, . . . , xn) < θ < f2(x1, x2, . . . , xn)

và theo nguyên lý xác suất lớn, ta luôn thừa nhận tham số θ thỏa mãn

f1(x1, x2, . . . , xn) < θ < f2(x1, x2, . . . , xn)
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5.2.3. Khoảng tin cậy cho kỳ vọng E(X) = µ với X v N(µ, δ)

X là đại lượng ngẫu nhiên biểu thị đặc trưng nghiên cứu trên tập Ω cơ phân phối chuẩn với kỳ
vọng E(X) = µ chưa biết. Để ước lượng µ, ta lấy mẫu ngẫu nhiên kích thước n. Ta có mẫu ngẫu
nhiên (X1, X2, . . . , Xn) và mẫu thực nghiệm tương ứng (x1, x2, . . . , xn). Ta tính số trung bình mẫu
x. Tùy theo độ lệch chuẩn δ đã biết hay chưa mà tính độ lệch chuẩn mẫu điều chỉnh δ2

n−1. Với độ tin
cậy γ = 1 − α, ta có

Khoảng tin cậy đối xứng E(X) = µ là (x − ϵ, x + ϵ) hay x − ϵ < µ < x + ϵ.
Để ước lượng E(X) = µ ta lấy số trung bình mẫu x ước lượng cho nó. Khi đó

P (x − ϵ < µ < x + ϵ) = γ ⇔ P (| X − µ |< ϵ) = γ

Trường hợp độ lệch chuẩn δ đã biết Khi đó ϵ =
δ√
n

Φ−1
(γ

2

)
Trường hợp độ lệch chuẩn δ chưa biết Tính số δ2

n−1. Ta có

P (| X − µ |< ϵ) = 1 − α ⇔ P

(
| X − µ

δn−1

√
n |< ϵ

√
n

δn−1

)
= γ

⇔ ϵ =
δn−1√

n
.t(n − 1; 1 − γ)

Vì
X − µ

δn−1

√
n có phân phối Student với n − 1 bậc tự do.

Chú ý rằng, khi n > 30:
X − µ

δn−1

√
n có phân phối xấp xỉ phân phối chuẩn N(0, 1) nên t(n −

1; 1 − γ) ≈ Φ−1
(γ

2

)
.

Ví dụ 5.2.55 Để ước lượng độ cứng trung bình của một loại bi bằng thép, người ta lấy ra 25 bi để
kiểm tra. Tính được độ cứng trung bình x = 10, với độ tin cậy 99%. Hãy tìm khoảng tin cậy đối
xứng của độ cứng trung bình của viên bi thép đó. Biết rằng độ cứng của viên bi có phân phối chuẩn
N(µ, δ2) trong hai trường hợp:

a) Độ lệch chuẩn δ = 1
b) Độ lệch chuẩn chưa biết và từ mẫu thực nghiệm tính được δn−1 = 1, 2

Giải
Gọi X là độ cứng của viên bi bằng thép thì X là đại lượng ngẫu nhiên có phân phối chuẩn. Khi

đó kỳ vọng E(X) = µ là độ cứng trung bình của một viên bi.
a) Ta có n = 25, x = 10, δ = 1, độ tin cậy γ = 99%

Tra bảng phân vị chuẩn, ta có Φ−1
(γ

2

)
= 2, 567.

Từ đó, ta có ϵ =
δ√
n

Φ−1
(γ

2

)
=

1√
25

2, 567 ≈ 0, 515

Vậy khoảng tin cậy đối xứng của độ cứng trung bình µ là

(x − ϵ, x + ϵ) = (9, 485; 10, 515) hay 9, 485 < µ < 10, 515

b) Ta có n = 25, x = 10, δn−1 = 1, 2, độ tin cậy γ = 99%
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Tra bảng phân vị Student vớin−1 = 24 bậc tự do, mức phân vị 1−γ = 0, 05, ta có t(24; 0, 05) =
2, 797 nên

ϵ =
δn−1√

n
t(n − 1; 1 − γ) =

1, 2

5
2, 797 ≈ 0, 67

Vậy khoảng tin cậy đối xứng của độ cứng trung bình µ là

(x − ϵ, x + ϵ) = (9, 33; 10, 67) hay 9, 33 < µ < 10, 67

Ví dụ 5.2.56 Để ước lượng hao phí xăng của một loại ôtô chạy trên đoạn đường AB, người ta theo
dõi 100 chuyến xe và tính được x = 10 lít, δn−1 = 0, 5 lít, với độ tin cậy 95%. Giả sử xằng biến ngẫu
nhiên X chỉ lượng xăng hao phí của một loại ôtô trên trên đoạn AB có phân phối chuẩn. Hãy ước
lượng khoảng tin cậy đối xứng của của mức hao phí xăng trung bình µ?

Giải
a) Ta có n = 100, x = 10, độ tin cậy γ = 95%. Tra bảng phân vị chuẩn, ta có Φ−1

(
γ
2

)
=

Φ−1
(

95%
2

)
= 1, 96.

Từ đó, ta có ϵ =
δ√
n

Φ−1
(γ

2

)
=

0, 05√
100

1, 96 ≈ 0, 1

Vậy khoảng tin cậy đối xứng của độ cứng trung bình µ là

(x − ϵ, x + ϵ) = (9, 9; 10, 1) hay 9, 9 < µ < 10, 1

5.2.4. Ước lượng tỉ lệ phần trăm hay xác suất
Giả sử A là một sự kiện liên kết với một phép thử. Muốn biết xác suất xảy ra biến cố A hay

p = P (A), ta lặp lại phép thử n lần(lấy mẫu có lặp kích thước n).
Gọi Xi là số lần xảy ra sự kiện A ở phép thử thứ i(i = 1, n) thì X1, X2, . . . , Xn là các đại lượng

ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối

Xi 0 1
P 1 − p p

(i = 1, n)

Khi đó X = 1
n

∑n
i=1 Xi = Fn(A)

Ta có E(X) = p
Bài toán ước lượng xác suất chính là bài toán ước lượng kỳ vọng E(X) = p.
Khi n khá lớn:X = 1

n

∑n
i=1 Xi = Fn(A) có phân phối xấp xỉ phân phối chuẩn N(p, p(1 − p)).

Ước lượng tỉ lệ

Giả sử tổng thể Ω có N phần tử, trong đó có M phần tử mang đặc tính A. Do không điều tra
toàn bộ nên ta không biết tỉ lệ p = M

N
. Phép thử lấy ra một phần tử. Gọi C là sự kiện phần tử lấy ra

mang đạc tính A. Khi đó P (C) = M
N

= p.
Suy ra bài toán ước lượng tỉ lệ chính là bài toán ước lượng xác suất.
Để ước lượng tỉ lệ p, ta lấy mẫu kích thước n, ta tính được tỉ lệ fn và với độ tin cậy γ = 1− α, ta

có:

Khoảng tin cậy cho tỉ lệ p là (fn − ϵ, fn + ϵ) ϵ được xác định như sau:
Với n > 50 : nfn > 5 và n(1 − fn) > 5. Ta có

ϵ =

√
fn(1 − fn)√

n
.Φ−1

(γ

2

)
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Ví dụ 5.2.57 Để ước lượng tỉ lệ gạch loại 2 của một nhà máy, người ta lấy ra 10000 viên và thấy có
300 viên gạch loại 2. Với độ tin cậy 99%

a) Hãy ước lượng tỉ lệ gạch loại 2?
b) Cần lấy thêm ít nhất bao nhiêu gạch nữa để tỉ lệ gạch loại 2 toàn bộ so với tỉ lệ mẫu có sai số

không vượt quá 0, 001. Giả thiết lấy tỉ lệ mẫu fn thay cho tỉ lệ mẫu của mẫu cần thêm.

Giải
Gọi p là tỉ lệ gạch loại 2 của nhà máy.
Ta có n = 10000, tỉ lệ mẫu fn = 300

10000
= 0, 03

Độ tin cậy γ = 1 − α = 99%
a)

ϵ =

√
fn(1 − fn)√

n
.Φ−1

(γ

2

)
=

√
0, 03.0, 07√

10000
.2, 576 ≈ 0, 0044

Vậy khoảng ước lượng đối xứng của tỉ lệ là

fn − ϵ < p < fn + ϵ ⇔ 0, 03 − 0, 0044 < p < 0, 03 + 0, 0044

hay 0, 0256 < p < 0, 0344
b) Gọi N là số gạch cần lấy thêm n = N + 10000
Tỉ lệ mẫu fn = 0, 03 và độ tin cậy γ = 0, 99, ta có Φ−1

(
γ
2

)
= 2, 576

Theo giả thiết ϵ 6 0, 001 ⇒

ϵ =

√
fn(1 − fn)√

n
Φ−1

(γ

2

)
=

√
0, 03.0, 07√

n
.2, 576 6 0, 001 ⇒ n > 193101, 18

suy ra nmin = 193102. Số gạch cần lấy thêm ít nhất là N = 193102 − 10000 = 193102

Ví dụ 5.2.58 Để ước lượng cá trong hồ, người ta bắt 1000 con làm dấu rồi thả lại. Sau đó lại bắt 900
con thấy có 90 con làm dấu. Hãy ước lượng số lượng cá trong hồ với độ tin cậy 95%

Giải
Gọi N là số cá trong hồ.
Gọi p là tỉ lệ cá làm dấu trong hồ, ta có p = 1000

N

Ta ước lượng p. Ta có n = 900, tỉ lệ mẫu fn = 90
900

= 0, 1
Độ tin cậy γ = 1 − α = 95%
Tra bảng phân vị chuẩn, ta có Φ−1

(
γ
2

)
= 1, 96

ϵ =

√
fn(1 − fn)√

n
Φ−1

(γ

2

)
=

√
0, 1.0, 9√

900
.1, 96 ≈ 0, 0196

Suy ra fn − ϵ < p < fn + ϵ ⇒ 0, 0804 < 1000
N

< 0, 1196
Vậy số cá trong hồ là 8362 6 N 6 12437

5.2.5. Ước lượng phương sai D(X) với X v N(µ, δ)

Giả sửX là biến ngẫu nhiên biểu thị đặc trưng nghiên cứu trên tậpΩ có phân phối chuẩnD(X) =
δ2 chưa biết. Để ước lượngD(X) ta lấymẫu kích thước n, ta đượcmẫu ngẫu nhiên (X1, X2, . . . , Xn)
và mẫu thực nghiệm (x1, x2, . . . , xn).

Ta có Xi v N(µ, δ2) ⇒ Xi−µ
δ

v N(0, 1). Do đó:∑n
i=1 (Xi−µ

δ
)2 =

ns2
0

δ2 có phân phối khi bình phương với (n − 1) bậc tự do.
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Trong đó

δ2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2; x =
1

n

n∑
i=1

xi

Ta xét các trường hợp sau:

Với kỳ vọng E(X) = µ đã biết

Tính sn = 1
n

∑n
i=1(xi − µ)2

Tra bảng phân vị khi bình phương với n bậc tự do ứng với các mức phân vị α
2
, 1 − α

2
ta có

χ2
α
2
(n), χ2

1−α
2
(n)

Khi đó, khoảng tin cậy của phương sai

ns2
n

χ2
1−α

2
(n)

< δ2 <
ns2

n

χ2
α
2
(n)

Với kỳ vọng E(X) = µ chưa biết

Tính

x =
1

n

n∑
i=1

xi; δ2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2

Tra bảng phân vị khi bình phương với (n − 1) bậc tự do ứng với các mức phân vị α
2
, 1 − α

2
ta có

χ2
α
2
(n − 1), χ2

1−α
2
(n − 1)

Khi đó, khoảng tin cậy của phương sai D(X) = δ2

nδ2
n

χ2
1−α

2
(n − 1)

< δ2 <
nδ2

n

χ2
α
2
(n − 1)

Chú ý: Khi n > 30 ta có

χ2
α
2
(n) ≈ 1

2
(
√

2n − 1 − U1−α
2
)2

χ2
1−α

2
(n) ≈ 1

2
(
√

2n − 1 + U1−α
2
)2

với U1+α
2
là phân vị chuẩn mức 1−α

2
của N(0, 1).

Ví dụ 5.2.59 Tuổi thọ X của một van điện có phân phối chuẩn. Ta lấy ra 10 van điện tính được
phương sai mẫu δ2

1 = 0, 8. Với độ tin cậy 95% hãy ước lượng phương sai D(X)?

GiảiTa có n = 10 và kỳ vọng chưa biết. Độ tin cậy γ = 1 − α = 95% ⇒ α = 0, 05
Tra bảng phân vị khi bình phương với n − 1 = 10 − 1 = 9 bậc tự do ứng với các mức phân vị

α
2

= 0, 025, 1 − α
2

= 0, 975 ta có χ2
0,025(9) = 2, 7, χ2

0,975(9) = 19
nδ2

n

χ2
α
2

(n−1)
= 10.0,8

2,7
= 2, 96

nδ2
n

χ2
1−α

2
(n−1)

= 10.0,8
19

= 0, 42

Vậy khoảng tin cậy của phương sai D(X) = δ2

0, 42 < δ2 < 2, 96
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PHỤ LỤC
1. Hàm Laplace: Φ(x) = 1√

2π

∫ x

0
e−

t2

2 dt (x > 0)

Chú ý: Với x < 0 thì Φ(x) = −Φ(−x)



4. Bảng phân vị Student: P (X < tn,α) = α



Bµi tËp

C©u 1. Tung 3 con xóc x¾c. TÝnh x¸c suÊt ®Ó

1. cã duy nhÊt mét mÆt chia hÕt cho 3.

2. Tæng sè chÊm 3 mÆt b»ng 15.

3. Cã Ýt nhÊt mét mÆt mét chÊm xuÊt hiÖn.

C©u 2. Cã 3 ngêi lªn 6 toa tµu trong ®ã cã hai ngêi tªn A vµ B. TÝnh x¸c suÊt ®Ó

1. mçi ngêi ngåi mét toa kh¸c nhau?

2. Hai ngêi A, B ngåi cïng mét toa?

3. cã ®óng mét ngêi ngåi ë toa thø 2?

C©u 3. Mét hép cã 5 bi ®á, 4 bi xanh vµ 6 bi tr¾ng. LÊy ngÉu nhiªn lÇn lît ra 2 bi. TÝnh

x¸c suÊt c¸c sù kiÖn sau trong hai trêng hîp cã hoµn l¹i vµ kh«ng hoµn l¹i.

1. C¶ hai bi lÊy ra ®Òu mµu ®á.

2. Hai bi lÊy ra cïng mµu.

3. Hai bi lÊy ra kh¸c mµu.

C©u 4. Mét hép cã m bi ®á vµ 5 bi xanh. LÇn 1 lÊy ngÉu nhiªn 2 bi (kh«ng hoµn l¹i). Sau

®ã, lÇn 2 lÊy ngÉu nhiªn 3 bi. TÝnh x¸c suÊt

a) LÇn 1 lÊy ®îc hai bi cïng mµu ?

b) C¶ hai lÇn ®Òu lÊy ®îc toµn bi xanh ?

c) LÇn 2 lÊy ®îc hai bi xanh ?

d) Gi¶ sö lÇn 2 lÊy ®îc 2 bi xanh. TÝnh x¸c suÊt ®Ó lÇn 1 lÊy ®îc hai bi xanh ?

C©u 5. Chon ngÉu nhiªn hai ®iÓm x, y ∈ (0, 1). TÝnh x¸c suÊt ®Ó chän ®îc hai ®iÓm cã

tæng x + y 6 1 vµ xy 6
2

9
.

C©u 6. Trªn ®o¹n th¼ng OM cã ®é dµi m > 0, ta lÊy ngÉu nhiªn hai ®iÓm B vµ C víi

OB = x, OC = y. TÝnh x¸c suÊt ®Ó lÊy ®îc hai ®iÓm B, C sao cho BC <
m

2
?

C©u 7. Trong 20 s¶n phÈm cã 5 phÕ phÈm. Ta bá vµo 3 c¸i hép mçi hép 5 s¶n phÈm. TÝnh

x¸c suÊt ®Ó

1. ë hép 1 chØ cã mét phÕ phÈm?

2. C¸c hép ®Òu cã phÕ phÈm?

3. C¸c phÕ phÈm ®Òu ë hép 1.



C©u 8. §Ò c¬ng «n thi cã 12 c©u lý thuyÕt vµ 30 c©u bµi tËp. Mét ®Ò thi gåm 2 c©u lý

thuyÕt vµ 4 c©u bµi tËp. Mét häc sinh chØ häc 6 c©u lý thuyÕt vµ 10 c©u bµi tËp. TÝnh x¸c

suÊt ®Ó häc sinh ®ã

1. kh«ng lµm ®îc 2 c©u lý thuyÕt?

2. chØ lµm ®îc mét c©u lý thuyÕt vµ 2 c©u bµi tËp hoÆc lµm ®îc 2 c©u lý thuyÕt vµ mét

bµi tËp?

3. Häc sinh kh«ng ph¶i thi l¹i? BiÕt häc sinh kh«ng thi l¹i nÕu lµm ®îc Ýt nhÊt mét c©u

lý thuyÕt vµ 2 c©u bµi tËp hoÆc lµm ®îc 2 c©u lý thuyÕt vµ mét bµi tËp.

C©u 9. Trong thµnh phè A, tØ lÖ ngêi tèt nghiÖp ®¹i häc lµ 0.3 vµ tØ lÖ ngêi tèt nghiÖp phæ

th«ng lµ 0.35. Trong sè ngêi ®· tèt nghiÖp ®¹i häc cã 60% ngêi cã xe m¸y; trong sè ngêi

tèt nghiÖp phæ th«ng cã 40% ngêi cã xe m¸y; trong sè ngêi cha tèt nghiÖp phæ th«ng cã

10% ngêi cã xe m¸y. Chän ngÉu nhiªn mét ngêi d©n thµnh phè A. TÝnh x¸c suÊt ®Ó

1. ngêi chän ra cã xe m¸y?

2. BiÕt ngêi chän ra cã xe m¸y. Hái kh¶ n¨ng ngêi nµy thuéc nhãm ngêi nµo nhiÒu

nhÊt?

C©u 10. Cã hai thïng hµng, thïng I chøa 4 chÝnh phÈm vµ 5 phÕ phÈm; thïng II chøa 6

chÝnh phÈm vµ 1 phÕ phÈm. LÊy ngÉu nhiªn 3 s¶n phÈm ë thïng I råi bá vµo thïng 2. Sau

®ã lÊy ngÉu nhiªn 2 s¶n phÈm tõ thïng II. TÝnh x¸c suÊt ®Ó hai s¶n phÈm lÊy ra cuèi cïng

1. ®Òu tèt?

2. §Òu tèt vµ ®Òu lµ cña thïng I?

C©u 11. B¾n 3 viªn ®¹n ®éc lËp nhau vµo mét môc tiªu. X¸c suÊt tróng môc tiªu cña tõng
viªn ®¹n lÇn lît lµ 0.7, 0.8 vµ 0.9. BiÕt r»ng nÕu chØ 1 viªn ®¹n tróng hoÆc 2 viªn tróng

th× môc tiªu bÞ ph¸ hñy víi x¸c suÊt t¬ng tøng lµ 0.4 vµ 0.6; cßn nÕu tróng c¶ 3 viªn th×

môc tiªu bÞ ph¸ hñy. TÝnh x¸c suÊt ®Ó môc tiªu bÞ ph¸ hñy?

C©u 12. Mét ngêi trong tói cã hai bao diªm, mçi bao cã 30 que. Mçi lÇn hót thuèc ngêi

®ã lÊy ngÉu nhiªn mét bao vµ dïng mÊt mét que ë bao ®ã. TÝnh x¸c suÊt ®Ó

1. Mçi bao cßn l¹i ®óng 10 que?

2. Mét bao hÕt diªm cßn bao kia cßn l¹i 10 que?

C©u 13. X¸c suÊt b¾n tróng môc tiªu cña mét x¹ thñ lµ kh«ng ®æi vµ b»ng 0.6. X¹ thñ b¾n

3 viªn vµo môc tiªu. Gäi X lµ sè viªn ®¹n b¾n tróng.

1. LËp b¶ng ph©n phèi x¸c suÊt vµ hµm ph©n phèi x¸c suÊt cña X?

2. TÝnh c¸c tham sè ®Æc trng cña X?



3. TÝnh x¸c suÊt ®Ó x¹ thñ ph¸ hñy ®îc môc tiªu. BiÕt r»ng môc tiªu bÞ ph¸ hñy nÕu

b¾n tróng Ýt nhÊt 2 viªn.

C©u 14. Cã hai hép, hép I cã 4 bi ®á, 6 bi xanh; hép II cã 3 bi ®á 5 bi xanh. LÊy ngÉu nhiªn
2 bi ë hép I råi bá vµo hép II. Sau ®ã tõ hép II lÊy ngÉu nhiªn 2 bi. Gäi X, Y lÇn lît lµ sè

bi ®á lÊy ra ë hép I vµ hép II.

1. LËp b¶ng ph©n phèi x¸c suÊt cña X vµ Y ?

2. LËp b¶ng ph©n phèi x¸c suÊt cña X ± Y, X.Y ?

C©u 15. Cho biÕn ngÉu nhiªn X cã hµm ph©n phèi x¸c suÊt

F (x) =



















0, x 6 0

a. sin 2x, x ∈ (0, π

4
)

0, x > π

4

1. X¸c ®inh a vµ hµm mËt ®é x¸c suÊt f(x)?

2. TÝnh c¸c tham sè ®Æc trng cña X?

3. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong ba lÇn thùc hiÖn phÐp thö vÒ X cã 2 lÇn X nhËn gi¸ trÞ trong

kho¶ng (0,π
8
)?

C©u 16. Cho biÕn ngÉu nhiªn X cã hµm mËt ®é x¸c suÊt

f(x) =







ax2, x ∈ (0, 2]

0, x /∈ (0, 2]

a) X¸c ®Þnh a vµ hµm ph©n phèi F (x) ?

b) TÝnh E(X), D(X) ?

c) TÝnh P (1 < X < 9) ?

C©u 17. §é dµi X cña chi tiÕt m¸y lµ N(5cm, 0.81cm). TÜnh x¸c suÊt ®Ó lÊy ®îc mét

chi tiÕt m¸y cã chiÒu dµi trong kho¶ng (4cm, 7cm)?

C©u 18. ChiÒu cao Y cña nam giíi trëng thµnh lµ N(160cm, δcm). BiÕt r»ng P (|X −

160| < 2) = 0.2569, t×m δ vµ tÝnh x¸c suÊt ®Ó lÊy ngÉu nhiªn 4 nam th× cã Ýt nhÊt mét

ngêi cã chiÒu cao trong kho¶ng 158 cm ®Õn 162 cm?


