Chuong 1
GIAI TiCH TO HOP

1.1. Quy tic nhan
Cac tinh chit sau ctia phép dém sé la nén tang cua tat ca cong viéc cua ching ta.

Tinh chit 1 (Quy tiac nhan)

Gia st ¢ 2 cong viéc dugc thuc hién. Néu cong viét co thé thuc hién mot trongn cach khac nhau va
ting v6i moi cach thuc hién cong viéd, cong viéc2 cdn cach thuc hién khac nhau thi cém.n cach khac
nhau khi thuc hién hai hai cong viéc.

Proof: Tinh chét co ban c6 thé dugc chiing minh bang cach liét ké tit ca cac cach thuc hién c6 thé
cua hai céng viéc nhu sau:

(1,1), (1,2), , (1,n)
(2,1), (2,2), . (2,n)
(m; 1), (m,2), ..., (m,n)

trong do, chung ta noi cach thuc hién 1a (7, j) néu cong viéc 1 thuc hién theo cach thi i trong m cach
c6 thé va cong viéc 2 thuc hién cach thi j trong n cach. Vi thé tap tat ca cac cach co6 thé thuc hién
bang mn.

Vidu 1.1.1 Mot cdng dong nho c6 10 phu nii, méi ngudi c¢é 3 ngudi con. Chon mot ngudi phu ni
va mot dia con ctia ho. Hoi cé bao nhiéu cach chon ?

Giai

Ta xem viéc chon ngudi phu ni nhu la cong viéc 1 va viéc chon con ctia ho 1a cong viéc 2. Khi do
ti tinh chat co ban ta ¢4 10.3 = 30 cach chon khac nhau.

Khi ching ta c6 nhiéu hon hai cong viéc dugc thuc hanh, tinh chit co ban cé thé dugc tong quat
hoa nhu sau:

Tinh chat 2 (Quy tac nhan téng quat)

Gia sti c6 k cong viéc dugc thuc hién. Néu cong viét co thé thuc hién trongn, cach khac nhau va ting
v6i moéi cach thuc hién céng viéd, cong viéc2 cd ny cach thuc hién khac nhau; ting v6i méi cach thuc
hién hai cong viéc dau, cons cach khac nhau thuc hién cong viéd, v...v .. thi cény.ny.ng. ... ny cach
khac nhau thyc hiénk cong viéc do.

Vidu 1.1.2 M6t hdi nghi hoc tdp & mot truong dai hoc bao gom 3 sinh vién nam thid nhét, 4 sinh
vién nam tht 2, 5 sinh vién nam thd 3 va 2 sinh vién ndm cudi. Mot ti€u ban gém 4 ngudi & trong 4
khod khac nhau. Hoi c¢6 thé 14p dugc bao nhiéu ti€u ban khac nhau?
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2 Chuong 1. GIAI TICH TO HQP

Giai

Viéc chon mot ti€u ban nhu 1a viéc thuc hién 4 cong viéc khac nhau. Cong viéc 7 1a chon mot
sinh vién nam tha i(é = 1,2, 3,4 ). Vi thé, ti tinh chit co ban t6ng quat, ching ta c6 3.4.2.5 = 120
tiéu ban khac nhau c6 thé lap.

Vidu 1.1.3 S6 hiéu ctia biang ldi xe m6t6d gébm 7 ki ty, trong do6 3 ki tu dau la cac chii cdi va 4 ki ty
sau la cac chii s6. Hoi c6 thé c6 bao nhiéu bang lai xe motd khac nhau ?

Giai

Ap dung tinh chit co bdn téng quat, ching ta cé s6 bing lai khac nhau cé thé coé la:
26.26.26.10.10.10.10 = 175.760.000

Néu céc chit cdi va chii s6 trong s6 hiéu bang khac nhau thi c6 bao nhiéu bang 1ai khac nhau?

Vidu 1.1.4 Mot ham s6 xdc dinh trén mdt tap n phén t va chi nhén hai gia tri 0 va 1. Hoi c6 thé
lap dugc bao nhiéu ham khac nhau.

Giai
bitcacphantilal,2,3,...,n. Vi f(i) bang 1 hodc 0 chomdii = 1,2,...,n nén ta co 2" ham
khac nhau c6 thé 1ap.

1.2. Hoanvi

C6 bao nhiéu cach khac nhau khi sap xép c6 thi tu 3 ki tu a, b, ¢? Bang cach liét ké truc tiép
ching ta thay c6 6 cach, cu théla: abc, ach, bac, bea, cab va cba. M6i cach sap xép nhu vay dugc goi
la mot hodn vi. Vi thé ¢ 6 hoan vi c6 thé ctia mot tdp 3 phan tu. Két qua nay ciing c6 thé suy ra tu
tinh chét co ban, vi phén t thd nhét trong hoan vi c6 thé 1a mét trong 3 ki ty, phén ti thi 2 trong
hodn vi c6 thé chon mot trong 2 ki ty con lai va phén ti thi 3 duge chon tit mét phan ti con lai. Vi
thé, ¢6 3.2.1 = 6 hoén vi ¢ thé.

Chung ta dinh nghia khdi niém hodn vi mét cach téng quat nhu sau:

Pinh nghia 1.2.1 Cho n phan tt khic nhau. Mt hodn vi cia n phén tl 1a mot cach sap xép co thi
tu n phan tt da cho.
Goi P, 1a s6 hoan vi khac nhau c6 thé 1ap titi n phén tt da cho. Ta c6

P,=nn-1)...21=n!

Vidu 1.2.5 Hoi ¢6 bao nhiéu cach sap xép vi tri cac ciu tht(tha mon, tién vé phai, trai,...) khac
nhau trong mot doi bong gom 9 cau thu?

Giai
C6 9! = 362880 cach sap x€p cac cau thu.

Vidu 1.2.6 Mot 16p hoc ly thuyét xdc sudt gom 6 nam va 4 ni. Mot ky thi dugc 8 chtic, Cac sinh
vién dugc xép hang theo két qua lam bai ctia ho. Giai st khong c6 hai sinh vién nao dat cing mot
diém.

a) C6 thé€ c6 bao nhiéu cach xép hang khac nhau?

b) Néu nam dugc xép hang trong nhém nam va nii dugc xép hang trong nhém nii thi c6 thé c6
bao nhiéu cach xép hang khac nhau?



1.2. Hoan vi 3

Giai

a) Moi cach x€p hang tuong ting v6i mdt cach sap xép ¢ thi tu 10 ngudi, chiing ta ¢ ciu tra 1o
trong phan nay la 10! = 3.628.800.

b) Vi c6 6! cach xép hang khac nhau trong 6 ngudi nam va 4! cach x€p khac nhau trong 4 ngudi
nil nén ap dung tinh chat co ban, chung ta c6 6!.4! = 17.280 cach sap x€p khac nhau c6 thé co.

Vidu 1.2.7 C6 Nga dinh ddt 10 cudn sach 1én mdt cai gia sach. Trong d6 c6 4 cudn sach Toan, 3
cudn Hoa hoc, 2 cudn Lich st va 1 cuén Ngoai ngii. C6 Nga muon sap xép nhiing cudn sach cua co
cac cudn sach ctia minh sao cho cac cuén cung mot mon thi ké nhau. Cé thé cé bao nhiéu cach sap
x€p 10 cudn sach khac nhau?

Giai

Co6 41.31.21.1! cach sap x€p sao cho cac sach Toan & ddu hang sau d6 dén cac sach Hoa roi dén
sach Sti va cu6i cung la sach Ngoai ngii. Tuong tu, v6i moi thit tu cac mon hoc, ching ta c6 4!.3!.2!.1!
cach sip xép khic nhau. O day c6 4! cach sip xép thit ty cdc mon hoc nén dap an ctia cau hoi la ¢6
41.41.31.21.11 = 6912.

Bay gid ching ta sé xac dinh s6 cac hoan vi ctia mot tdp n phan ti khi ma mot s6 phén ti trong
hodn vi tring v6i nhiing phan ti khic. D€ di thing vao vin dé ching ta quan tAm, hay xem xét vi du
sau:

Vidu 1.2.8 Hoi c6 bao nhiéu cach sap xép cac ki tu khac nhau tti cacky tu PEPPER?

Giai

Trudc hét ching ta chu y rang c6 6! hoan vi ctia cac ky tu P, By P, Ps Ey R khi 3 ky tu P, va 2 ky
tu F; dugc xem la khac nhau. Tuy nhién ching ta xem xét mdt hodn vi bat ki trong nhiing hoan vi
nay, chidng han P, P, Ey Py Es R. By gio néu ching ta hodn vi cdc ky tu P vdi nhau va hodn vi cac ki
tu £ v6i nhau thi két qua van sé c6 dang PPEPER. Déla 3!.2! hoan vi

P, PyE\PsEsR PPyEysPELR
P,PE,P,EsR P,PyEsP3F\R
PP E\PsEsR - PP EsP3ELR
P P3E\PLE,R PoP3ERPLELR
PyPE\PEsR PyPEsP,FyR
PP, E\P,EsR  PyP,EsP,F\R

c6 cung hinh thiic nhu PPEPER. Vi vay, ¢6 6!/(3!.2!) = 60 cach sip xép cac ki tu khic nhau tu
cackytu PPEPER.

Cac hoan vi trong dé cac phan tt dugc lap lai nhu trén dugc goi la hoan vi ldp. Ching ta c6 dinh
nghia chinh xac nhu sau:

Pinh nghia 1.2.2 Mot hoan vi chép lap 1a mot cach xap xép co thi tu n phan ti khong nhét thiét
phan biét.

Tu vi du (1.2.8), ching ta chi ra mét cach tdng quat rang, c6

n!

nil.ngl. .. ny!

hoan vi lap khac nhau ctia n phén tt, trong dé n, phan ti nhu nhau, n, phan ti nhu nhau,..., ng
phan tt nhu nhau.
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Vidu 1.2.9 Mot vong thi ddu ¢ vua c6 10 ddu thu. Trong d6 cé 4 ngudi Nga, 3 ngusi My, 2 nguasi
Anh va 1 ngudi Brazil. Két qua vong thi ddu chi ghi cac qudc tich ctia cac dau thu theo vi tri ma ho
dat dugc. Hoi c6 bao nhiéu két qua c6 thé?

Giai
Co
o 12600
41312111
két qua c6 thé.

Vidu 1.2.10 C6 bao nhiéu tin hiéu khac nhau, trong d6 mai tinh hiéu gém 9 c6 treo trén mot hang,
dugc tao ra tli mot tdp gom 4 cd trang, 3 cd do va 2 cd xanh néu tit ca cac cd cing mau la giong hét
nhau?

Giai

Co o

g 1200

tin hiéu khac nhau.

1.3. To hgp

Chung ta thuong quan tdm dén viéc xac dinh s6 cac nhom khac nhau gom £ phan tii dugc xay
dung tit mot tong thé gébm n phan ti. Vi dy, ¢6 bao nhiéu nhém gém 3 chii cai duge chon tii 5 chi
cai A, B, C, D va E? D€ tra 16i cdu hoi nay ta ly giai nhu sau: Vi ¢6 nam cach chon phan ti dau tién,
4 cach chon phan tt tiép theo va 3 cach chon phan ti cudi cung. Vi thé c6 5.4.3 cach chon nhém
gom 3 phan tt khi thi ty trong modi nhom dugc chon ¢6 lién quan. Tuy nhién, vi méi nhém gém
3 phén td, chang han nhom gom ba chit cai A, B, C' sé dugc dém 6 1an(nghia 1a tit c& cdc hodn vi
ABC,ACB, BAC,CAB va CBA sé dugc dém khi tht tu lya chon la quan trong). Tu d6 suy ra
rang s6 cac nhom phén biét gém 3 chii cai c6 thé tao ra dugc la

5.4.3
T 10

Mobi nhém con goém 3 phéan tu nhu trén dugc goi la mot t6 hgp chip 3 cta 5 phan tu va s6 cac
nhom con gém 3 phén tt dugc goi la s6 cac t6 hgp chép 3 ctia 5. Ta ¢6 dinh nghia tdng quat nhu sau

Dinh nghia 1.3.3 Cho mot tdp n phan ti. Mot t6 hgp chép k ctia n phan ti(0 < k£ < n) 1a mot thp
con gdbm k phan t dugc ldy ra tii tap n phan tu da cho.
S6 cac t6 hop chap k cua n phan tu, ky hiéu C,'f , dugc xdc dinh bai

nn—1)...(n—k+1)
k!

Ck =

Cén nhan manh rang trong mot tdp con gém k phén tu thi khong phan biét thi tu cta cac phan
tt dugc chon.

Vidu 1.3.11 M4t hdi nghi gom 3 ngudi dugce thanh 14p tii mot nhém 20 ngudi. Hoi cd thé thanh
l4p dugc bao nhiéu hoi nghi khac nhau ?
Giai

C6C3, = 203;.12?'118 = 1140 hoi nghi khac nhau c6 thé thanh lap.
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1.3. T6 hop 5

Vidu 1.3.12 Tt mot nhém gém 5 ni va 7 nam, hoi cé thé thanh 14p dugc bao nhiéu hdi nghi khac
nhau gom 2 nii va 3 nam? Trong truong hop cé hai ngu6i nam han tht nhau va khong chiu tham gia
cung mot hoi nghi thi c6 thé thanh 14p dugc bao nhiéu hdi nghi ?

Giai

Vi c6 thé thanh lap dugc C2 nhém gém 2 phu ni va C2 nhom gdm 3 nam nén ti tinh chdt co
bdn ta suy ra c6 thé 1ap dugc C2.C% = 350 hoi nghi gém 2 nii va 3 nam.

Mit khdc, néu c6 hai ngudi dan 6ng tit chéi tham gia cling mot hoi nghi thi khi dé c6 C9C? cach
chon nhém 3 ngudi dan 6ng khong c6 hai ngudi han thi nhau va c6 C.C?2 cach chon nhém 3 ngusi
mdi nhém chia chi mot trong hai ngudi dan 6ng han thu nhau. Nhu vay ¢6 C5.C2 + c}.C2 = 30
cach chon nhom ba ngudi dan 6ng khong cé mat ca hai ngudi han thu nhau trong mét nhém. Vi c6
C?2 cach chon 2 ngudi ni nén trong trudng hop nay c6 30.C2 = 300 cach thanh lap hoi nghi.
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Chuong 2

PHEP TINH XAC SUAT

2.1. PHEP THU VA SU KIEN

2.1.1. Phép thu va su kién

Dinh nghia 2.1.4 Phép thu la mot thi nghiém c6 thé ldp lai trong cac diéu kién bén ngoai giong hét
nhau va két qua la mot phén ti khong doan trudc duge ctia mot tap hop cac dinh.

Vay di kién ctia mot phép thii gom cé: - Viéc mo ta bo may thi nghiém va viéc chi dan cac diéu
kién tién hanh.

- Viéc xac dinh tap hop cac két qua ctia thi nghiém.

Ta xét cac vi du sau:

Vidu 2.1.13 Ta gieo mét dong tién dong chit xuéng mit phdng va quan sat mit ndo xudt hién do 1a
mot phép thi. Phép tht c¢6 hai két qua 1a dong tién xuat hién mat sap( S) hoac mat ngiia( N).

Vidu 2.1.14 Gieo mdt con xuc xic cin xting va dong chét trén mot mit phing va quan sat mit nao
xudt hién la mot phép thii. Cac két qua ctia phép thii 1a sy xuat hién mdt trong 6 mdt ctia con xtic xac
ma ta c6 thé ky hiéu bang cic s6 trén mat: 1,2, 3,4, 5, 6.

Vidu 2.1.15 Trong moét hop kin c¢é m bi do, n bi xanh hoan toan giéng nhau vé kich thudc, trong
lugng. Lay ngau nhién mdt bi va quan sat xem bi c6 mau gi la mot phép thti. Phép thu c6 hai két qua:
bi ldy ra mau xanh va bi ldy ra mau do.

2.1.2. Su kién lién két v6i phép thu

Su kién (hay con goi bién c¢6) 1a mdt khai niém thuong gap trong ly thuyét xac sudt. Ta khong c6
mot dinh nghia chit ché khai niém nay. Su kién dugc hiéu nhu 13 mot sy viéc, mdt hién tugng nao
dé clia cudc song tu nhién va xa hoi.

Dinh nghia 2.1.5 MJt su kién 1én két véi mot phép thu 1 su kién c6 thé xay ra hay khong xay ra
tuy thudc vao két qua ctia phép thu do.

Su kién thuong dugc ky hiéu bang cac chii caiinhoa A, B, C, . ...

Mot sy kién xay ra khi va chi khi c6 mdt két qua cu thé trong s6 nhiing két qua ctia phép thi thi
dugc goi 1a su kién co ban hay con goi la su kién so cap. Tap hop tit ca cac su kién so cdp goi la
khong gian so cap, ky hiéu €.

Su kién tat yéu la sy kién luon xay ra khi thyc hién phép thu.

Su kién bat kha 1a sy kién khong bao gio xay ra khi thuc hién phép thu.

Su kién ngau nhién 1 sy kién c6 thé xay ra hodc khong xay ra khi thuc hién phép thu.
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8 Chuong 2. PHEP TINH XAC SUAT

Vidu 2.1.16 Tagieo modt dong tién dong chit xuéng mit phing va quan sat mdt nao xudt hién. Goi
N la sy kién xudt hién mat ngiia, S 1a su kién xudt hién mat sdp. Ta c6 S, N 1a cac su kién so cip va
khong gian so cdp la 2 = {S, N}.

Goi A la sy kién khong xuat hién mat nao ca thi A la sy kién bat kha. Goi B la sy kién xudt hi¢n
mdt nao do6 cta dong tién, B la su kién tat yéu.

Vidu 2.1.17 Gieo mdt con xdc xdc cin xting va dong chit trén mot mit phing va quan st mit nao
xudt hién. Goi M; la sy kién xudt hién mat i cham (7 = 1,...,6 ), M; la cac su kién so cip. Khong
gian so Cé.(p Q= {Ml, My; Ms; My, Ms; MG}

Goi A la su kién xudt hién mdt c6 s6 chdm 1a s6 chan. Khi dé A xay ra khi va chi khi M5 hoac M,
hodc Mg xdy ra. Ta dong nhét su kién A véi tap hop {Ma; My; Mg} Taviét

cac sy kién so cap My; M,; Mg goila cac sy kién thuan lgi cho sy kién A va A xay ra khi va chi
khi mot trong cac su kién so cap thudc no xay ra.

Tuong ty, néu goi B la sy kién con xtc xdc xuit hién mat c6 s6 chdm 1a s6 1€, C'1a sy kién con
xuc xac xudt hién mat ¢ s6 chdm 16n hon 4, D 1a su kién tat yéu, E' 1a sy kién bat kha. Ta co:

B={My; My; M}  C={Ms; M} D=Q E=0

Nhu vay véi cach ky hiéu trén ta thay:

- Méi su kién tuong ting véi mot tdp hgp con ctia khong gian s cdp va ngugc lai, mot tdp con cua
Q xdc dinh duy nhdt mgt sy kién nao dé. Nhu vay, méi sy kién dugc xem nhu mot tdp con ctia khong
gian so cdp.

- Néu su kién A C ) thi cdc sy kién sd cdp thudc A goi la cdc su kién thudn Igi cho sy kién A .

2.1.3. Cac phép toan va quan hé cua cac su kién

e Tdng: Tdng clia hai sy kién A va B, ky hiéu A 4+ B (hodc A U B), 1a mét sy kién xay ra khi it
nhat mot trong hai sy kién A, B xay ra.

e Tich: Tich cta hai sy kién A va B, ky hiéu A.B (hoac A N B), la mot sy kién xay ra khi ca A
va B dong thai xay ra.

e Hiéu: Hiéu ctia hai sy kién A va B, ky hiéu A — B (hay A\ B), la sy kién xdy ra khi A xay ra
va B khong xay ra, tiicla A — B = A.B.

e Ddi lap: Dé6i lap cla A, ky hiéu A, 13 sy kién khong xdy ra sy kién A. Ta suy ra A=Ava
A+ A = Q:sukién tit yéu, A. A = (): sy kién bat kha, Q = 0.

e Xung khic: Hai sy kién A va B goi 1a xung khidc néu ching khong thé xay ra, tic A.B = (.

e Kéo theo: Su kién A goi la kéo theo su kién B, ky hiéu A = B, néu su kién A xay ra thi su
kién B xay ra, tiicla A C B.

e Tuong duong: Hai su kién A va B goi la tuong duong, ky hiéu A = B, néu su kién A xay ra
thi sy kién B xay ra va ngugc lai, tticla A C Bva B C A.

Khi ta xem mdi sy kién nhu la mét tip con ctia khdng gian so cdp (2 thi cac phép todn trén cic
su kién tuong ting véi cac phép toan vé tap hgp ma ching ta da quen biét va ¢ thé€ minh hoa ching
bang cac biéu d6 Ven.
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Vidu 2.1.18 Gieo hai dong tién can d6i va dong chét 1én mat phang. Goi:
A = Sy kién xudt hién mat sdp (5) trén dong tién thu 1.
B = Su kién xuat hién mat ngtia (V) trén dong tién th 2.
C' = Su kién xuit hién mat ngia (V) trén dong tién thi 1.
D = Sy kién xudt hién it nhat mdt mat sap (5).
E = Sy kién xuit hién nhiéu nhat mét mat sap (.5).
a) Xac dinh khong gian so cdp va biéu dién cac su kién trén theo ngén ngii tap hop.

b) Héy dién td cdc sy kién sau bang ngon ngit thong thudng va ngén ngii tap hop:
AUB,AuUC,BC,BD,CE,A,B,D,E,ABUC.

¢) Goi F'la sy kién khong xuat hién mat ngtia. F' tuong duong véi su kién nao.

Giai

a) Ta ky hiéu XY nghia la: X la mat xudt hién ctia dong tién thti nhédt, Y la mat xudt hién cua
dong tién tht 2. X, Y nhén hai gia tri1a sap (5) va ngtia (/V). Khi d6 ta c6 khong gian so cap la:

Q = {SS,SN,NN, NS}

A={88,SN},B={SN,NN},C = {NN,NS},D = {SS,SN,NS}, E = {SN,NN, NS}

b) Ta co:

AU B: la su kién dong tién thu 1 xuét hién mat sdp hodc dong tién thi hai xuat hién mat ngiia.
AUB ={SS,SN,NN}.

A U C: 1a su kién dong tién thi nhat xudt hién mat sap hodc ngtia. Day la su kién tat yéu,
AUuC = .

BC' 1a sy kién ca hai dong tién xudt hién mit ngtia, BC = {NN}.

BD: la su kién dong tién tht 1 xudt hién mat sdp va dong tién thu hai xudt hién mat ngtia.
BD = {SN}.

C'E: lasykién dong tién thi 1 xudt hién matngtia (chuyC = E,CE =C).CE = {NS,NN}.

Cac truong hgp khac lam tuong ty, va danh lai nhu mot bai tap.

¢) F' tuong duong véi D.
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2.2. CAC DPINH NGHIA VE XAC SUAT

2.2.1. Dinh nghia xac suit theo 16i ¢4 dién

Dinh nghia 2.2.6 Xét phép thii véi khong gian so cap bao gom n két qua dong kha ning. Gia st su
kién A bao gobm m két qua thudn lgi cho A xay ra. Khi d6, xac suit ctia sy kién( bién c6) A, ky hiéu
P(A), dugc dinh nghia bang cong thic

m SO két qua thuan lgi cho A xdy ra

P(A)=—=
(4) n  Tong s6 két qua cua khong gian so cap

Vidu 2.2.19 Gieo dong thoi hai dong tién cin xting va dong chét. Tinh xdc sudt d€ hai dong xuit
hién khac nhau?

Giai

Ta c6 khong gian so cdp 2 = {(S, N); (S,S); (N,S); (N, N)}. Trong d6,S, N 1an lugt ky hiéu
cho su xuét hién mit sdp va sy xudt hién mit ngiia va két qua (.S, V) nghia la déng tién thi nhit xuit
hién mat S va dong tién thi hai xuat hién mat NV, cac ky hiéu khac tuong tu.

Goi A 1a sy kién hai mat dong tién xay ra khac nhau, ta cé:

A= {(S,N); (N, )}
Viy xac xudt ctia sy kién A la: P(A) = % =0,5.

Vidu 2.2.20 Mot ngudi goi dién thoai nhung quén mat hai s6 cudi ctia s6 dién thoai can goi ma chi
nhd 1a hai s6 d6 khac nhau. Tim xac sudt d€ ngudi d6 quay ngau nhién mot l4an trang s6 can goi?

Giai

Goi A 1a su kién ngudi d6 quay ngau nhién mét lan tring s6 can goi.

Ta c6, mdi két qué 1a mot cach goi 2 s6 cudi nén khong gian so cép c6 s6 két qua: n = A, = 90.
Trong d6 s6 két qua thuan lgi cho A: m = 1.

Vay xac sudt cha su kién A : P(A) = 91—0.
Vidu 2.2.21 Mt hop c6 7 chinh phdm va 3 phé phdm. Lay ngau nhién tt hop d6 3 san phdm. Tim
xac sudt d€ ca 3 san phdm ldy ra la chinh phdm.

Giai

Moi két két qua la mot cach 1ay ra 3 san phdm khac nhau tii 10 san phdm nén khong gian so cap
c6 s6 két quala: n = C3, = 120. S6 két qua thuan lgi cho A 13 s6 cach 14y ra 3 chinh phdm tii 7 chinh
phim: m = C3 = 35.

Vay xéc sudt cia sy kién Ala P(A) = & = L.

Tu dinh nghia ¢ dién ctia xac sudt, ta dé dang suy ra dugc cac tinh chat sau:

e 0K PA) KL

e P(Q) =1; P(0) =0

e Néu A, B xung khic (AB = 0)) thi P(A + B) = P(A) + P(B);
o P(A)=1— P(A);

e Néu A = Bthi P(A) < P(B).

10



2.3. CAC PINH LY CO BAN VE PHEP TINH XAC SUAT 11

Dinh nghia c6 dién vé xac suit chi ap dung cho cac phép thti c6 hitu han két qua dong kha ning.
Trong thuc té, c6 nhiing phép thii c6 vo s két qua dong kha nidng. Khi d6, dinh nghia ¢6 dién vé xac
sudt khong ap dung dugc. D€ khac phuc han ché do, nguoi ta dua ra dinh nghia hinh hoc ctia xac
suat nhu sau:

Xét mot phép thii ¢6 vo han cac két qua dong kha nang. Moi két qua ctia phép thti dugc biéu
dién m6i mot diém trong mdt phang( hodc trong khong gian). Gia st tat ca cac két qua ctia phép thi
dugc biéu dién bdi mot mién hinh hoc G(ching han doan thing, mot mién mit cong hodc mot khéi
khong gian ...), Con tap cac két qua thuén lgi cho su kién A bdi mién con nao d6 S C G. Khi do6

bodo S

P(A) = P6 do G

0] day tuy thudc vao S va G ma d6 do c6 thé1a do dai, dién tich hodc thé tich va luon gia st ring
S va G déu la cac tap do dugc va do do ctia G khac khong.

Vi du 2.2.22 Dudng day dién thoai ngdm néi moét tong dai véi mot tram dai 1 km. Tinh xdc suit dé
day dtt tai noi cach téng dai khong qua 100m.

Giai

R6 rang néu day dién thoai la dong chét thi kha nang né bi dut tai mot diém bat ky la nhu nhau
nén khong gian so cip co thé biéu dién bing mot doan thing M N = 1km ndi téng dai véi tram.
Goi A 1a sy kién day dtit tai noi cach tong dai khong qua 100m. Sy kién A dugc biéu dién bang mot

doan thing M K c6 do dai 100m. Tit d6 P(A) = o =0, 1.

2.2.2. Dinh nghia xac suit theo 16i thong ké

biéu kién dong kha nang ctia cac két qua ctia mdt phép tht khong phai lic nao ciing duge dam
bao. C6 nhiéu hién tugng xay ra khong theo cdc yéu ciu ctia dinh nghia c6 dién, chdng han, tinh x4c
sudt mot dda tré sap sinh la con trai, ngay mai tréi mua lac 5 gid,.... Cé mot cach khac dé€ xac dinh
X4c sudt ctia mot sy kién nhu sau:

Xét mot phép thii va su kién A lién két v6i phép thi do. Gia st, phép thi dugc thuc hién n lan
va c6 m lan xuat hién sy kién A. Khi dé m dugc g01 la tdn s6 xudt hién cua sy kién A va ti s6 = dugc
goi la tdn sudt xudt hién sy kién A. Tlio’ng tuf néu phép thi thuc hién lai lan tht 2, tha 3, . ..thi tin
sudt xudt hién sy kién A tuong ting la 7= va 72

Trén co s& quan sat lau dai cac thuc nghlem khéc nhau, ngudi ta nhén thay rang tan sudt xudt
hién mot sy kién c6 tinh 6n dinh, thay ddi rat it trong cac loat phép thtt khac nhau va thay déi xung
quanh mot hang s6 xdc dinh. Su khac biét cang it khi s6 phép thi cang l6n. Noi cach khac, khi s6
phép thi tang 1én vo han, tan sudt xut hién sy kién A dan dén mdt s6 xac dinh, s6 dé goi 1a xac suat
cua sy kién A

P(A) = lim

n—oo M
Trong thuc té, xac sudt cua sy kién A dugc 14y gin ding bang tan suit xudt hién cta sy do6 khi s6
14n thyc hién phép thi du l6n.

2.3. CACPDINH LY CO BAN VE PHEP TINH XAC SUAT

2.3.1. Dinh ly cong xac suat
Dinh ly 2.3.1 Néu A, B la hai sy kién xung khdc (nghiala AN B = () thi
P(A+ B)=P(A)+ P(B)

11



12 Chuong 2. PHEP TINH XAC SUAT

Proof: Tinh chit nay 1a mot hé qua ctia dinh nghia xdc suit theo phuong phap tién dé. O day, dua
ra chling minh cho truong hgp phép thii ¢6 hitu han két qua dong kha nang(dinh nghia c6 dién cta
X4c suat).

Gia st khong gian so cap c6 n két qua dong kha nang. Goi m 4 la s6 két qua thudn 1gi cho su kién
A xay ra, mp la s6 két qua thuén lgi cho sy kién B xay ra. Vi A va B xung khic nén khong cé két
qua nao thuén lgi cho cd A va B nén s6 két qua thuédn lgi cho A+ B xadyralamy +mpg. Vithéta co
ma mp

mA¥MmE - pgy 4 pg) =18

n n n

Tiu détaco P(A+ B) = P(A) + P(B).

P(A+B) =

Hé qua 2.3.1 1. Néu A, A la hai sy kién doi lap thi P(A) = 1 — P(A).
2. Néu Ay, Ay, ..., Ay, lan su kién doi mot xung khdc thi

P(A1+As+...+ A,) = P(A) + P(Ay) +... P(A,)

Vidu 2.3.23 Mot hop c6 6 bi do va 4 bi xanh. Lay ngau nhién ra 3 bi, tinh xac sudt dé

a) 3 bi ldy ra cing mau.

b) 3 bi lay ra c6 it nhat mot bi do.

Giai

a) Goi A la su kién 3 bi ldy ra cing mau; B la su kién 3 bi ldy ra mau xanh va C'1a sy kién 3 bi ldy
ra mau do. Tacd A = B + C, hai sy kién B, C xung khic nén ta c6
S e B U U

P(A) = P(B) + P(C)

0, Cr T30 6 5
b) Goi A; la sy kién lay ra dugc i bi do (i=1,2,3), goi D la sy ldy ra it nhat mot bi do. Ta co
D = A; + Ay + As, trong d6 Ay, Ay, A3 d6i mot xung khac nén

ctc? c:or Cc3.0v 29
P(D) = P(A,) + P(Ay) + P(A) = -84 4 —6 ~4 6- 74 _ 27
(D) (A1) (42) (4s) 3, 3, 3, 30

Cht ¥ bai nay ciing c6 thé dugc gidi nhu saw:P(D) =1 — P(D) = 1 — g—; =2 GdayDlasy
10

kién 3 vién bi 14y ra mau xanh.

Vi du 2.3.24 Mot 16 hang gdém 10 san phdm, trong d6 c6 2 phé phdm. Liy ngau nhién khong hoan
lai tt 16 hang ra 6 san phdm. Tim xac suit dé trong 6 san phdm l4y ra c6 nhiéu nhatla 1 phé phdm?
Giai
Goi A la sy kién 14y ra 6 san phdm va khong cé phé phidm; B 1a su kién ldy ra 6 san phdm va c6
dung 1 phé phim; C' la sy kién 14y ra 6 san phdm va c6 nhiéu nhétla 1 phé phdm. Tac6 C = A+ B,
trong d¢ hai sy kién A, B xung khic. Ap dung cong thiic cong, ta co
N R
Sy Cy 15 1503
Pinh 1y 2.3.2 (Pinh ly cdng mé rdng) Néu A, B la hai sy kién bdt ky lién két véi ciing mot phép thu
thi

P(C)=P(A)+ P(B)

P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(AB)
Mot cdch tong quat: Néu Ay, As, ..., A, la cdc su kién lién két vdi ciing mot phép thii thi
P(UL A) =Y P(A) =Y PAA)+ > PAAA) +.. + ()" 'P(A414y ... A,)
i=1 1<J 1<j<k

12



2.3. CAC PINH LY CO BAN VE PHEP TINH XAC SUAT 13

Chéng han khin = 3, ta c6
P<A1 + A2 + Ag) - P(Al) + P(AQ) + P(Ag) - P(AlAQ) - P<A2A3) - P(AlAg) + P(AlAQAg)

Vidu 2.3.25 Mot 16p c6 100 sinh vién, trong d6 c6 40 sinh vién gidi ngoai ngti, 30 sinh vién gidi tin
hoc, 20 sinh vién gioi cd ngoai ngii va tin hoc. Chon ngau nhién mot sinh vién. Tinh x4c sudt dé sinh
vién chon ra hoc gioi it nhat mot mon 1a ngoai ngi hodc tin hoc?

Giai
Goi A la sy kién sinh vién dugc chon ra gioi ngoai ngii hodc tin hoc; B 1a su kién sinh vién chon
ra gioi ngoai ngii; C' la su kién sinh vién chon ra gidi tin hoc. Tacéo A = B+ C. Vi B, C' khong xung
khéc nén 4p dung cong thiic cong mé rong, ta co
10 30 20

P(A) = P(B)+ PIO) = P(BO) = 1555 T 160 ~ 100 ~ %

2.3.2. Xac sudt c6 diéu kién. Pinh ly nhan xac suit

Cho A, B la hai sy kién lién két v6i cing mot phép thi. Khi d6, ky hiéu A/ B la su kién A xay ra
khi biét sy kién B da xay ra.

binh nghia 2.3.7 (Xac suit c6 diéu kién) Cho A, B la hai su kién lién két v6i cing mot phép thi
va P(B) > 0. Xac sudt c6 diéu kién ctia su kién A khi biét sy kién B da xay ra, ky hiéu P(A/B),
duoc xac dinh nhu sau
P(AB)

P(B)

P(A/B) =

Vidu 2.3.26 Mot hop kin c6 2 bi xanh va 1 bi d6. Lay ngau nhién lan lugt 2 vién bi khong hoan lai.
Tim xdc sudt d€ bi lay ra lan tha 2 1a bi do, biét rang bi 1dy ra lan tha nhat la bi xanh?

Giai
Ta ky hiéu hai vién bi xanh 1a 1,2 va bi d6 1a 3. Khi d6 méi két qua dong kha ning (7, j) véi
i # j3,1,7 = 1,2,3 nén khong gian so cdp la

Q={(1,2); (1,3); (2,1); (2,3); (3,1); (3,2)}
Goi A la sy kién bi lay 1an 1 1a bi xanh; Goi B 1a su kién bi ldy lan thi 2 la bi do. Ta c6

A=1{(1,2); (1; 3); (2,1); (2,3)}; B ={(1,3); (2,3)}; ANB={(1,3); (2; 3)}

Vidu 2.3.27 C6 6 ngudi( gdbm 2 nam va 4 nii) ndp don xin viéc vao mot cong ty. Gia st rdng cong
ty chi tuyén 2 ngudi va kha nang tuyén mdi ngudi la nhu nhau.

a) Tinh xdc sudt d€ c6 dung 2 nit dugc chon?

b) Gia st co it nhat mdt nit dugc chon. Tinh xdc sudt d€ 2 nit dugc chon?

c) Trong 4 nii c6 mdt ngudi tén Hué. Tinh xac sudt dé Hué dugc chon khi biét c6 it nhat mot ni
duogc chon?

13



14 Chuong 2. PHEP TINH XAC SUAT

Giai
a) Goi la 1a sy kién 2 nt dugc chon. Ta cé

_G

P(A) = 5 =

2
5

b) Goi B la su kién cé it nhat mot nt dugc chon. Khi do, su kién 2 nit dugc chon khi biét ¢6 it nhat
mot ni dugc chon la A/B. Vi su kién A xay ra thi sy kién B xay ra, nghiala A C B= AN B = A.

Ta c6: P(E) = g—% = %suyraP(B) :1—% = %_
6

Vay xac sudt d€ 2 nit dugc chon khi biét c6 it nhdt mét nit dugc chon la
P(AB) P(A) 2 14 3

PAIB) =55 ~PB) "5 15 7

¢) Goi C'la sy kién Hué duoc chon. Khi d6 su kién Hué dugc chon khi biét it nhit mdt ni dugce
chonlaC/B.ViC C Bnén C'N B = C. Do d6
P(CB) P(C) C} 142

POIB) = "pB) “FB) 2 15 7

Cac tinh chat:
e P())=P(D/B) = 0; P(Q)=P(Q/B)=1.

e P(AUC)/B) = P(A/B) + P(C/B) — P(AC/B)
Dic biét: Néu AC = 0 thi P((AU C)/B) = P(A/B) + P(C/B)

e P(A/B)=1- P(A/B)
Tt dinh nghia xdc suét c6 diéu kién, ta suy ra dugc dinh ly sau(Vi sao?):

Dinh 1y 2.3.3 (Pinh ly nhan xac suat) Gid st A, B la hai sy kién lién két véi cung mot phép thit va
P(A) > 0. Khi dé
P(AB) = P(A).P(B/A)

Ta c6 mdt cong thuc tuong tu khi P(B) > 0la: P(AB) = P(B).P(A/B)

Mot cach tong quat, dinh ly nhan dugc phat biéu nhu sau:

Gia sti n sy kién Ay, A, ..., A, lién két v6i cing mot phép thii va P(A1As. .. A,—1) > 0. Khi
do, ta co

P(A1As ... Ay) = P(A)).P(As/A1).P(As /A1 As) ... P(An /A1 Ay ... An_y)

Vidu 2.3.28 Mot hop kin ¢é 2 chinh phdm va 3 phé phdm. Liy ngau nhién lan lugt 2 san phdm.
Tinh xac suit dé

a) Hai san pham l4y ra déu la chinh phdm?

b) Hai san phdm l4y ra c6 it nhat mot chinh phdm?

Giai

a) Goi A; 1a su kién 14y dugc chinh phdm 14n tha i(: = 1,2); A 1a sy kién 14y dugc hai chinh
phdm. Tacé A = A1 Ay do do

P(A) = P(A1).P(Az /A1) =

o] Do
A
DO
o

14



2.3. CAC PINH LY CO BAN VE PHEP TINH XAC SUAT 15

b) Goi B la su kién 14y dugc it nhat mot chinh phdm. Ta c6 B=A;A,do do

VayP(B)=1- 3% = T,

Vidu 2.3.29 Mot thu kho c6 mot chum chia khda gom 8 chia, trong d6 chi c6 3 chia mé dugc kho.
Thu kho lay ngau nhién tuong chia mot cho dén khi mé dugc kho thi diing lai. Tinh xac suat dé:

a) Dén lan thi 2 thi mé dugc kho?

b) M& dugc kho khong qua 3 14n?

Giai

a) Goi A; 1a sy kién mé dugc kho 1an thd i(7 = 1,8). ; A la sy kién dén lan thi hai thi mé dugc
khéa. Taco A = A; A, vado d6

_ G5 GGy

P(4) = P(A)P(4/ ) = G =

b) Goi B 1a su kién mé dugc kho khong qué 3 1an. Khi d6 B la sy kién mé dugc kho it nhat 4
lan. Tacé B = A; A3 Az nén

P(B) = P(Ay).P(A3/ 7). P(A3 /A As) = g.;g -3

Chu ¥ ring ta cling tinh dioc P(B) tli cong thic B = A; U A1 Ay U Ay Ay As va céac sy kién
Al, A1A2,Vé A1A2A3 doi m(f)t xung khic.
2.3.3. Tinh ddc lap cua cac su kién
Dinh nghia 2.3.8 Cho hai sy kién A, B lién két v6i cung mot phép thi. Hai su kién A, B goi la doc
lap néu P(AB) = P(A).P(B)
Nhan xét:

e Néu P(A) = 0thi A, B doc lap v6i moi su kién B trong cing mot phép thi. Vi AB C A =
P(AB) < P(A) =0nén P(AB) = P(A).P(B) =0

e Néu A, B la hai sy kién trong cting mét phép thii sao cho P(A) > 0, P(B) > 0thi A, B doc
1ap khi va chi khi A, B khong xung khac.

e Néu A, B 1a hai su kién doc lap va P(A) > 0 thi P(B/A) = P(B). Diéu nay c6 nghia la su
kién A xay ra khong dem lai mot thong tin nao cho biét sy kién B c6 xay ra hay khong. Tuong
tu néu P(B) > 0.

Dinh 1y 2.3.4 Cho A, B la hai sy kién lién két vdi ciing mot phép thit va A, B la hai sy kién doi lap
cua A, B. Khi d6 cdc ménh dé sau la tuong duong

o A, B doc lap;
o A, B doc lap;
o A, Bdoclap;
15



16 Chuong 2. PHEP TINH XAC SUAT

o A B dbc lap.
Mot cach tng quat, ta c6 dinh nghia sau day:

Pinh nghia 2.3.9 Cho n sy kién Ay, Ao, ..., A, lién két v6i cung mdt phép thi.

- Hé n sy kién Ay, Ay, ..., A, goi la doc 1ap v6i nhau tiing d6i moét néu P(A; N A;) =
P(A;).P(A}), Vi, j = Tm,i #

- Hé n sy kién Ay, Ao, ..., A, goila doc lap toan bo néu véi bat ky £ su kién A;,, Ay, ..., A;,
trong n su kién d6 déu thoa man

11

i )JP(Aiy) ... P(Ayy)
Vé’l{ll,lg,lk} C {1,2,...,77,},2 < kén

Chu y rang tinh ddc l4p toan bo thi suy ra doc lap tiing d6i nhung diéu ngugc lai néi chung khong
dung. D€ thdy diéu nay ta xét vi du sau.

Vidu 2.3.30 Mot hdp c6 4 qua cdu gébm 1 ciu xanh, 1 cdu dd, 1 cdu trang va 1 cau gobm 3 mau trén.
Lay ngiu nhién mot qua cdu. Goi A, B, C' la sy kién ldy ra dugc qua ciu xanh, dd, trang. Xét tinh
doc lap caa hé 3 sukién {A, B, C'}.

Tacé P(A) = P(B) = P(C) = 1 va

2

P(AB) = = 5.5 = P(A).P(B)

P(AC) =+ = o5 = P(A).P(C)

P(BC) = | = 5.5 = P(B).P(C)
P(ABC) = # P(A).P(B).P(C) = |

Vay 3 su kién A, B, C' doc lap tling doi nhung khong doc 14p toan bo.

Vidu 2.3.31 Mot nha may c6 3 phan xudng hoat dong doc lap. Xac sudt ngling hoat dong ctia phén
xuong thd nhat, thi hai va thi ba trong khoang thoi gian T tuong ting1a 0, 1; 0,2; 0,3. Tim xac
sudt d€ trong khoang thai gian T:

a) Ca 3 phan xudng déu ngting hoat dong?

b) C¢ it nhat mot phan xudng ngling hoat dong?

c) C6 dung moét phan xudng ngting hoat dong?

Giai

a) Goi A; 1a sy kién phan xudng ¢ nguong hoat dong trong khoang thoi gian T(¢ = 1, 2, 3). Theo
gia thiét A;, Ay, A5 doc lap toan bd va

Goi A la su kién ca 3 phan xudng ngling hoat dong trong khoang thdigian T. Tacd A = A; As A3
va P(A) = P(A,)P(Ay)P(A3) =0,1.0,2.0,3 = 0, 006.

b) Goi B 1a su kién c¢ it nhat mot phan xudng ngling hoat dong trong khoang thoi gian T. Ta c6
B = A AyA;. Do Ay, Ay, A3 doc lap toan bo nén

P(B) = P(> A,)P(A,)P(A3) = 0,9.0,8.0,7 = 0,504
16
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Vay P(B) =1— P(B) =1— 10,504 = 0, 496.

Chu y ta c6 thé giai cau nay tii biéu thiic B = A; U Ay U A3 va ap dung cong thiic cong tong quat.

c) Goi C'la su kién c6 ding mdt phan xudng ngting hoat dong trong khoang thai gian T. Ta c6
C = A1AyA3 UA Ay AsU A Ay Az va 3 sukién A Ay As, Ay Ay As, Ay Ay A3 ddi mot xung khic nén

P(C) = P(A1A3A3) + P(A1 A2 A3) + P(A1 A2 A3)

Mit khdc, ta cing c6 hé cdc su kién {A;, Ay, A3}; {A1, Ag, As}; {A1, Ay, A3} doc lap toan bo.
Do dé:

P(C) = P(A1)P(A2) P(A3) + P(A1) P(A2) P(As) + P(A1) P(A) P(A;)

=0,1.0,8.0,7+0,9.0,2.0,7+0,9.0,8.0,3 = 0,398

2.3.4. Cong thiic xac suit toan phan va dinh ly Bayes

Cong thuic xac suat toan phan

Dinh nghia 2.3.10 (Hé su kién day da) Cho n sy kién A, As, ..., A, lién két v6i cuing mot phép
tht. Hé n sy kién Ay, Ao, ..., A, dugc goi la hé sy kién day du néu

i) Hé n sy kién da cho doi mot xung khéc, ticla A; N A; = 0,Vi, (i # j)s

ii) Hop tat ca n su kién la sy kién tat yéu, ticla U | A; = Q

Vi du tap cac sy kién so cap ctia mot phép thii la mot hé su kién day du.

binh 1y 2.3.5 Gid sii cdc su kién Ay, Ao, ..., A, lién két vdi cung mot phép thii tao thanh mot hé ddy
dii cdc sy kién sao cho p(A;) > 0,Vi = 1,n. Khi dé vdi moi sy kién A ta cé

P(A) = P(A)P(A/4)

Ding thiic trén dugc goi la cong thiic xac sudt toan phan.

Vidu 2.3.32 C6 hai hop giong nhau, hop I c6 6 bi do va 4 bi xanh, hop II ¢ 8 bi do va 4 bi xanh.
Lay ngau nhién mot hop roi ti d6 1dy ra 2 vién bi. Tim xdc suét dé€ hai bi 14y ra déu la bi do?

Giai

Goi A;(i = 1,2) 1a sy kién hop thi i dugc chon; Goi A 1a sy kién hai bi 14y ra 1a bi do.

Ta ¢, hai sy kién A;, As tao thanh mot hé ddy du cac sy kiénva P(A,) = P(Ay) = % Ap dung
cong thtic xdc suét toan phan, ta cd

1C3 103 25
P(A) = P(A1)P(AJA)) + P(A)P(AJAs) = - + 5 =5 = —
(4) = PUADP(A/AL) + P(A)P(AJAs) = 5 o8 + 5o =
Vi du 2.3.33 Mot ctia hang ban bong dén, trong d6 c6 20% do nha mdy thi nhit san xuat, 46% do
nha may thd 2 san xudt, 34% do nha mdy thi 3 san xudt. Biét rang ti 1é bong dén bi hong ctia nha
mdy thi nhat, thi hai, thd ba 1an luot la: 3%; 1%; 2%. Mot ngudi mua ngau nhién mot bong deén.
Tinh xac suit d€ bong dén ngudi d6 mua bi hong?

17



18 Chuong 2. PHEP TINH XAC SUAT

Goi A; 1a su kién bong dén dugc san xuit & nha mdy tha i(i = 1,2, 3). Goi A la sy kién nguoi
mua dugc bong den hdng.
Ta c6 cac sy kién A;, Ay, A; tao thanh hé day du cac sy kién va

P(A;)=0,2; P(A;) =0,46; P(A3)=0,34
Ap dung cong thiic xac suit toan phan, ta co

P(A) = P(A1).P(A/A1) + P(As).P(A/Az) + P(A3).P(A/As3)

=0,2.0,03 + 0,46.0,01 + 0,34.0,02 = 0, 174

Vidu 2.3.34 Mot hop c6 10 qua bdéng tennis, trong dé c6 7 qua méi va 3 qua cii. Lan mot lay ra 2
qua dé thi d4u, sau do6 bo trd lai. Sau do, 14n 2 1ay ra 2 qua dé€ thi ddu. Tinh xdc sudt d€ hai qua lay ra
lan tht 2 la qua bong mai?

Giai

Goi A; la sy kién 2 bilady ralan 1 c6 ¢ bi méi. Ta cé Ay, A1, A, tao thanh hé sy kién day da va
:Cg_l.PA I _cr T

Pib) =g =15 P ="g =157 P =g =35

Goi A 1 sy kién 2 qua cAu 1y ra l4n hai 12 qua cAu mdéi. Ap dung cong thiic xdc suét toan phin,
ta co
P(A) = P(A).P(A/Ag) + P(A1).P(A/A1) + P(A;).P(A/As)

Lcz Tk T 17

1 72 196
- 15C%, 1503,  15C% 1515

7
T 159 675

Ly
53
Dinh ly Bayes

Pinh ly 2.3.6 Xét mot phép thir. Gid sii Ay, As, ..., A, la hé ddy di cdc sy kién va P(A;) > 0.Vi =
1,nva A la mot su kién bdt ky, P(A) > 0. Khi dé

_ P(A)P(A/A)
PAJA) = S5 p a0 P(ay Ay

Vidu 2.3.35 Mot nha may san xudt thép tdim gom 2 phan xudng san xudt. Phin xudng 1 va phan
xudng 2 san xuit véi lugng san phdm 1a 60% va 40%. Biét ti 16 phé phdm cua phén xudng 1 va 2
tuong ting 1a 3% va 4%. Ldy ngau nhién mot tdm thép ctia nha may thi thdy tdm thép la mot phé
phdm. Tim xdc sudt d€ tdm thép dé do phan xudng thi nhét san xuat?

Giai

Goi A; 1a sy kién tdm thép 1ay ra do phén xudng thi ¢ xan xudt(i = 1,2). A — 1, A, tao thanh hé
day du cac sy kién va

P(Ay) =0,6; P(Ay) =0,4
Goi A 1 sy kién tdm thép ldy ra la phé phdm. Ap dung cong thiic xac suét toan phan, ta c6
P(A) = P(A,)P(A/A;) + P(A2)P(A/As) = 0,6.0,03 + 0,4.0,04 = 0,034
Ap dung cong thiic Bayes, ta c6 xac suit d€ phé phdm 14y ra do phan xudng 1 san xuit la

P(A))P(AJA) 0,6.0,03 9
P(A)P(AJA)) + P(A)P(AJAy) — 0,034 17

P(A/Ay) =

18
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Vidu 2.3.36 Co haild hang: 16 I ¢6 50 san phdm, trong d6 ¢6 20 san phdm x4u; 16 II c6 40 san phdm,
trong do6 ¢ 15 san phdm xdu. Liy ngiu nhién mot 16 va tu d6 1dy ngdu nhién mot san phdm.

a) Tinh xac suat d€ san phdm lay ra la san pham tot?

b) Biét san phdm ldy ra 1 t6t. Tinh xac suat d€ san phdm d6 thudc 16 112

Giai
a) Goi A, Ay la su kién san phdm ldyra 016 I, II. Ta c6 Ay, A, tao thanh hé sy kién day du va

P(A) = P(42) = 5

Goi A 1a bién c6 san phdm 14y ra la san phdm t6t. Ap dung cong thiic x4c sudt toan phén, ta cé

P(A) = PA)P(A/A) + PUA)P(A/A) = L 20+ 220 = O

b) Ap dung cong thiic Bayes, ta c6 xac sust d€ san phan t6t 1dy ¢ 16 11 1a

P(A2)P(A/As) 510 _ 25
P(A2/4) = P(A)P(A/A) + P(A))P(AJAy) — 8~ 49

2.3.5. Day phép thu doc lap va cong thiic Bernoulli

Day phép thi ddc lap - Day phép thi Bernoulli  Xét mot phép tht €. Thuc hién phép thti n 14n va
goi €; 1a phép tht thuc hién lan thi «.

Pinh nghia 2.3.11 Cac phép thii €1, €9, ..., &, dugc goi la doc 1ap néu xac suit xay ra cua cac su
kién lién két v6i phép thii €; nao d6 khong phu thudc vao két qua cua cac phép tht khac.

Nhu vay, néu A; 1a sy kién lién két v6i phép thii e;(i = 1,n) thicidc sy kién Ay, Ay, ..., A, 1a doc
lap toan bo.

Pinh nghia 2.3.12 Cho diy n phép thit doc lap. Trong mdi phép thi, ta xét su kién A va A. Gia st
xdc sudt dé sy kién A xdy ra trong méi phép thii 1a khong déi va bang p(0 < p < 1) va xdc sudt dé
xay ra bién c6 A = 1 — p. Khi dé n phép tht doc lap trén dugc goi la n phép thi Bernoulli. Ky hié¢u
B(n; p).

Pinh ly 2.3.7 (Pinh ly Bernoulli) Thuc hién n phép thi doc lap. Trong mdi phép thii sy kién A xdy
ra vdi xdc sudt khong doi P(A) = p(0 < p < 1). Khi d6, xdc sudt dé€ sy kién A xdy ra ding k ldn trong
n phép thii do la

Pu(k) = Cp*(1=p)"™"  (k=0,n)

Hé qua 2.3.2 Vi nhiing gid thiét nhu trong dinh ly Bernoulli, xdc sudt dé trong n phép thii su kién A
xdy ra it nhdt ky ldn va nhiéu nhdt ks ldn la

ko
Pu(ky <k <ko) =Y Crp*(1—p)"*

i=k1

19
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$6 14n c6 kha nang xay ra nhiéu nhit

binh nghia 2.3.13 Cho n phép thti Bernoulli. Trong mdi phép tht, xac xudt d€ su kién A xay ra

P(A) =pva P(A=1—p.S6m goilasd lan xdy ra sy kién A nhiéu nhit néu
hay P,(m) = max{P,(0), P,(1),..., P.,(n)}

DPinh ly 2.3.8 Cho n phép thit Bernoulli. Trong moi phép thii, xdc xudt dé su kién A xdyra P(A) = p

va P(A=1—p=q. Goimlasé lan sy kién A xdy ra nhiéu nhdt, ta c6
np—q<msnp+q

Vidu 2.3.37 C6 10 sinh vién thi mén xac sudt. Kha nang thi dat ctia cac sinh vién déu nhu nhau va
bang 70%.

a) Tim x4c suét dé€ c6 8 sinh vién thi dat?

b) Tim x4c suat dé€ co it nhat 1 sinh vién thi trugt?

¢) Tim xac sudt dé c¢ it nhat 8 sinh vién thi khong dat?

d) Tim s6 sinh vién c6 kha ning thi dat nhiéu nhat trong 10 sinh vién?

Giai

Bai todn tuong ing véi mot diy phép thit Bernoulli véin = 8,p = 0, 7. Ap dung cic dinh ly trén
dé giai bai toan.

20



Chuong 3

BIEN NGAU NHIEN

3.1. BIEN NGAU NHIEN

3.1.1. Bién ngau nhién
Khai niém

Bién ngau nhién 1a mot dai lugng c6 gia tri thuc bién d6i phu thudc vao két qua ctia phép thu
ngau nhién. Ky hiéu bién ngau nhiénla X, Y, Z, .. .. Ta c6 dinh nghia chinh xac ctia bién ngau nhién
nhu sau:

DPinh nghia 3.1.14 Bién ngau nhién 1a mét anh xa t tap € cac két qua ctia mot phép thu vao tap cac
sO thuc R.

Bién ngau nhién c¢6 mién gia tri hitu han hodc dém dugc goi la bién ngau nhién roi rac.

Bién ngau nhién c6 mién gia tri la mot khoang(hodc doan) goi la bién ngau nhién lién tuc.

bién ngau nhién con dugc goi la dai lugng ngau nhién.

Dinh nghia 3.1.15 (Bién ngau nhién doc lap) Cho X, Y Ia hai bién ngau nhién lién két v6i mot
phép tht. X, Y goila doc lap nhau néu vV, x0, 41,92 € R :

P((l’l g X < xg).(yl < Y < y2>> = P(l’l < X < LCQ)P(Z/l < Y < y2)

Vi du 3.1.38 Gieo m6t con xuc xdc. Goi X la s6 chdm xudt hién ctia con xdc xic thi X 1a mot bién
ngau nhién nhan cac gid tri c6 théla 1,2, 3,4, 5, 6.
X la bién ngau nhién roi rac.

Vi du 3.1.39 Xét phép thti 1a viéc do thoi gian song(tinh bang gi¢) ctia mot con transitor. Goi Y la
thdi gian s6ng ctia mot con transitor thi Y 1a mdt bién ngau nhién c6 mién gid trila [0; +00).
Y 1a bién ngau nhién lién tuc.

3.1.2. Ham phan phoi xac suit ciia bién ngau nhién

Dinh nghia

Cho X la bién ngau nhién lién két v6i phép thi 7" c6 khong gian so cdp 1a 2. Ham s6 ky hiéu va
xac dinh nhu sau

F(z)=P(X <2)V6i (X <z) ={winQ : X(w) <z}
21



22 Chuong 3. BIEN NGAU NHIEN

goi la ham phan phdi xdc sudt ctia bién ngau nhién X.
Ham phan phdi xac sudt phan anh mtic d¢ tp trung xac sudt vé bén trai ctia di€ém x. Tu cac tinh
chat ctia xac sudt ta suy ra cac tinh chét sau ciia ham phéan phoi xac sut.

Tinh chat 3
Gia st F'(x) 1a ham phéan phoéi xdc sudt ctia bién ngau nhién X, ta co:

e VzeR:0< F(x) < 1.
o lim F(x)=1; lim F(x)=0.

r——400 Tr——00
o V1,20 E R 1y < k9 = F(x1) < F(x9).

e F(x)lién tuc bén trdi tai moi diém, tic 1a lim F(z) = F(zo).

Ty

Hé qua 3.1.3 e Vo, e R:Pla< X <p)=F () — F(a)

o Néu X la bién ngdu nhién lién tuc thi F'(x) lién tuc tai moi diém trén R va P(X = a) = 0,Va €
R

Bang phan phoi xac suat va ham mat do

Bang phén phdi xac suat: Bang phén phdi xac sudt dung d€ thiét 14p luat phan phdi xac suit cta

bién ngau nhién roi rac, né gdém 2 hang: hang thd nhat liét ké cac gid tri ¢é thé x, z9, ..., z, cla
bién ngau nhién rdi rac X va hang thi 2 liét ké cac xac sudt tuong ung py, po, . . ., P, cla cac gia tri
c6 thé dé.
X ‘ T1 Tog ... Tp
P ‘ pP1 P2 ... Dn
Néu cac gia tri ctia bién ngau nhién X gom httuhansé zq, o, ..., x, thicacsykién X =z, X =
T, ..., X = x, lap thanh mdt h¢ day du cac su kién. Do do, ta c6
o Yiupi=1

o F(x)=>, .V ER,

Vidu 3.1.40 Gieo mét con xuc xdc dong chat. Goi X la s6 chdm xudt hién trén mat ctia con xdc xac
thi X 13 bién ngau nhién rdi rac c6 bang phén phdi xac suét

X[1 23456
I 1T 1 1 1 1
Pl 5556 6 ¢

Ham mat do

binh nghia 3.1.16 Cho bién ngau nhién lién tuc X c6 ham phéan phéi xdc suédt la F'(z). Ham s6
f(z) goila hAm mét d) cta bién ngdu nhién lién tuc X néu f(z) > 0,Vx € R, kha tich trén R va

Fa)= [ [,

Tinh chjt 4
o [ ft)dt=1

22



3.1. BIEN NGAU NHIEN 23

e néu F'(z)khavitai g thi F'(zg) = f(20). Néu F(x) kha vi trong khoang(a, b) thi trong khoang
(a,b)tacd F'(z) = f(x).
B
o Vo, eR,a<B:Pla<X <) =] f(z)dx.
O day cin nh4n manh ring: ham phan phéi xdc suit F(x) dugc xac dinh dya vao bang phan
phoi xac sudt néu X la bién ngau nhién rdi rac va dugc xac dinh thong qua ham mat do néu X la
bién ngau nhién lién tuc.

Vi du 3.1.41 Cho bién ngau nhién r¢i rac X c6 bang phan phoi xdc suit

X|lo 1 2
T 1 1
Pl: 3 1

Tim ham phén phdi xc sudt F'(z) ctia X va vé do thi ctia no.
Giai
Néuz < 0thi F(z) =0
Néu0 <z < 1thi F(z) =py = 1

Néul<z<2thiF(z)=py+p=5+3=3
Néuz >2thi F(z) =po+p+po=3+35+3=1
Vay ham phan phéi xac sudt cua X 1a
0 néuxr<0
1
7 néul<z<l1
Fla)=1{3 u T <
7 néul<x<2
1 néuz>2

Vi du 3.1.42 Bién ngau nhién X cé ham phan phoi xac sudt nhu sau

0 néux < —1
Flr)=q3z+32 néu—-l<z<i
1 néuz > i
Tim xdc sudt dé X nhan gid trj trong khodng [0, 1)
Giai
Theo tinh chét ctia ham phan phoi xac sudt, ta c6
1 1 31 3 3 1
POSX<2)=F(E)—FO0)=°-4+°>-2==<
( 3) (3) (0) 43 * 4 4 4

Vi du 3.1.43 Ham phén phoi xdc sut ctia bién ngau nhién lién tuc X c6 dang

0 néuxr <0
F(z)=<ar? néul<z<l1
1 néux > 1

a) Tim hé s6 a?
b) Tim ham méat d6 xac sudt f(x)?
¢) Tim xdc sudt d€ X € (0,25; 0,75)?

23



24 Chuong 3. BIEN NGAU NHIEN

Giai
a) Vi ham phan phéi F'(z) lién tuc tai 2 = 1 tlc1a hrlllo Flz)=F1)=a=1.
b) Theo dinh nghia ciia ham méat d6 xac suét, ta c6

0 néuz <0
flx)=F'(z)=¢2r néul0<az<1

0 néuzx > 1

) P(0,25 < X < 0,75) = F(0,75) — F(0,25) = (0,75)2 — (0,25)2 = 0,5

24
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3.2. CAC THAM SO CUA BIEN NGAU NHIEN

3.2.1. Ky vong toan

Pinh nghia 3.2.17 Gia stt X la mdt bién ngau nhién. Ta goi ky vong todn ctia bién ngau nhién X la
mot 6, ky hiéu F(X), va dugc xdc dinh nhu sau:

e Néu X la bién ngau nhién roi rac c6 bang phan phéi xac suit:

X‘xl To Tn hoiic X‘xl To ... Tnp
Plpi p2 ... pn = Plp p2 ... pa

i=1

i=1
e Néu X la bién ngdu nhién lién tuc v6i ham méat do f(z) thi
“+o00

E(X) —/_ x.f(z)dx

(v6i diéu kién tich phan suy rong & vé€ phai hoi tu tuyét doi)
Y nghia chaky vong: Ky vong ctia £(X) dic truong cho gia tri trung binh cfia bién ngau nhién X.
Vi du 3.2.44 Gia st X la bién ngdu nhién c6 bang phan phéi xac suit:

X[-1 0 1 2
P 10,1 0,2 0,2 0,5

Tacd E(X)=—-1.0,1+0.0,2+1.0,24+20,5=1,1

Vi du 3.2.45 Cho X la bién ngau nhién lién tuc c6 ham méat d6

ar? voi0<r <1
fla) = .. ,
0 voiz ¢ (0; 1)

Tim ham mat d6 va tinh F(X).

Giai
+oo

Theo tinh chdt cia ham mat do,tacé [ f(z)dz =1=a =3
Vay ham mat d )

3z v6i0<r <1

flz) = . _

0 voiz ¢ (0; 1)

Tu do, ta co:
+o0 0 +00
E(X) = / zf(z)dr = / zf(x)dx —i—/le(x)dm + / xf(zr)dx
—00 —00 0 1

25



26 Chuong 3. BIEN NGAU NHIEN

1

3
_ 2 — =z
—/:1:.3:15 dz 1

0

Viduy 3.2.46 Theo thong ké dugc biét ti 1é chét ciia mot ngudi & tudi trén 30 1a 1555, Mot cong ty
bao hiém ban bao hiém nhén mang cho ngudi ¢ do tudi trén 30 véi s6 tién la 100000 dong. Cong
ty muon lai trung binh khi ban mdt bao hiém la nhu thé la 70000. Hoi s6 tién ma cong ty bao hiém
phai trd néu ngudi mua bao hiém do chét 1a bao nhiéu?

Giai

Goi a 14 s6 tién ma cong ty bao hiém phai tra néu ngudi mua bao hiém chét trong nam do. Goi X
1a s6 tién 1ai khi ban mdt bao hiém thi X 1a bién ngau nhién c6 thé nhén hai gia tri 100000 —a, 100000
va c¢6 bang phan phoi la

X | 100000 — a 100000

J s 999
1000 1000
Ta c6 E(X) = (100000 — a) 1555 + 100000.55% = 100000 — 185

Dé€ tién lai trung binh 1a 70000 khi ban mdt bao hiém thi

E(X) = 100000 — ﬁ — 70000 = a = 30.000.000

Tinh chit 5
e E(c) =0(c = const)

e F(cX)=cE(X)
e F(X+Y)=EX)+EY)
e Néu X, Y la hai bién ngdu nhién doc lap thi E(XY) = E(X)E(Y)

3.2.2. Phuong sai:

Dé do mic do phén tdn cta bién ngdu nhién X quanh gia tri ky vong F(X), ngudi ta dua ra khai
niém phuong sai nhu sau.

Pinh nghia 3.2.18 Gia st X la mot bién ngau nhién c6 ky vong E(X) = a. Néu bién ngau nhién
(X — a)? c6 ky vong thi gié tri ky vong F[(X — a)?] dugc goi 1a phuong sai ctia bién ngiu nhién X.
Ky hiéu D(X).

Tacéd: D(X) = E[(X — a)?]

Tu dinh nghia, ta suy ra cong thtic tinh phuong sai nhu sau:
a) Néu X la bién ngiu nhién cé bang phan phdi xac suit

X‘a:l Ty Tn hoécX‘xl To ... Tp
Plpi po» .o pn  Plp p2 - pa
D(X) = Z(% —a)?.p; hoic D(X) = Z(xz —a)?.p;
i=1 i=1
b) Néu X la bién ngau nhién lién tuc thi
+o0
D(X) = / (z — a)2f(x)da
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Tinh chat 6
Tt dinh nghia ctia phuong sai, ta suy ra dugc cac tinh chat sau:

e D(X)=FE(X? - E*X)

e D(c) = 0(c = const)

e D(cX)=cD(X)

e Néu X, Y la hai bién ngiu nhién doclap thiD(X +Y) = D(X) £ D(Y)
Vi du 3.2.47 Cho X la bién ngau nhién r6i rac ¢6 bang phan phoi xac sudt

X[-1 0 1 2
P 10,1 0,2 0,3 0,4

Tinh E(X), D(X)
Giai
Ta cé
E(X)=-1.0,140.0,2+10,3+20,4=1

D(X)=(-1-1%0,14+(0—-1)20,2+ (1 —1)0,3+ (2—-1)20,4 =1
Ta cing c6 thé tinh dugc D(X) tit cong thic D(X) = E(X?) — E*(X) trong d6
B(X?) = (-1)%0,1+0%0,2 +1%.0,3 + 22.0,4 = 2

Vay E(X) =1va D(X) = 1.

3.2.3. Doléch chuin

Pinh nghia 3.2.19 Gia st bién ngiu nhién c6 phuong sai D(X). Khi do, bién 6(X) = \/D(X) goi
la d6 1éch chuin ctia X.

Do léch chuin la mot bién ddc trung cho tinh 6n dinh ctia bién ngau nhién X. Trong linh vuc
dau tu, d¢ 1éch chuén dic trung cho muc do rui ro.

3.3. MOT SO BIEN NGAU NHIEN LIEN TUC QUAN TRONG

3.3.1. Bién chudn N(q,?)
binh nghia 3.3.20 Bién ngiu nhién lién tuc X goila chuén N(a, §) néu ham mat d6 ctia n6 c6 dang

1 (z—a)® ,
= e 262),V£L‘€R; a,0 : thams6; 0 >0
oV 2m

Tinh chit 7 (Cac tham s6 dac trung)
Cho X la chuén N(a, ), ta co

()

E(X)=Med(X) = Mod(X) = a; D(X) =6 6(X)=6

27
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Cach xac dinh xac suit ciia mot sy kién lién két véi bién chuin
Dinh nghia 3.3.21 (Ham Laplace) Ham laplace 1a ham s6

1 r 2
(I)(l‘) = E/O G_Tdt

Pinh ly 3.3.9 Néu F(x) la ham phdn phdi xdc sudt ctia bién chudn N (a, d) thi

r—a

Py = 2" =)
Pinh ly 3.3.10 Néu X la bién chudn N(a, ), Vo, € R,a < 3 thi
06—a a—a

Pla<x <g) =o' a0
Hé qua 3.3.4 Néu X la bién chudn N (a,0),Va € R,a > 0 thi

P X —al|<a)= 2@(%)

Cac dinh ly vé bién chuin

Pinh ly 3.3.11 Néu X la bién chudn N(a, ) thi bién ngau nhién cX, X + c(véi c = const) la bién
chudn véi tham N (ca,| ¢ | 0), N(a £ ¢,0).
Pinh 1y 3.3.12 Néu X; la cdc bién chudn N(a;,0;),i = 1,n va cdc X;,1 = 1,n doc lap toan bo thi
bién ngdu nhien X = """ | X, la bién chudn N(a, ) vdi

a=ay+as+ ...+ ay; =0 +04.. .+

Hé qua 3.3.5 Néu X; la cdc bién chudn N (a,),Vi = 1,nva cdc X;,1 = 1, n doc ldp toan b thi bién
ngdu nhién X = 13" | X la bién chudn N (a, =)

B

Dinh ly 3.3.13 (Pinh ly Lindebeg- Levi) Néu X;,i = 1,n lan bién ngdu nhién doclap toan b9, cung
phan phéivéi ky vong E(X;) = a, phuongsai D(X;) = 62,1 = 1, n thi bién ngdu nhien X = > | X,

va bien X = L3 | X, xdp xi bién chudn N (na, vnd) va N(a, \f)
Tiic la véi n kha I6n, ta c6
_ (= na)2
P X < / 2n62 t
J— t—a 2
P(X < 2) ~ Y0 —SE

N

H¢ qua 3.3.6 (Dinh ly Moivre - Laplace) Néu X;,i = 1,n la n bién ngdu nhién don gidn A(a) déc
lap toan bo cé ky vong E(X;) = a, D(X;) = a(l — a),i = 1,n thi bién ngdu nhién X = > | X, la
bién nhj thiic B(n, a) xdp xi bién chudn N (na, \/na(l — a))

Ttic la vdi n kha Ion, ta c6

tna

P(B(n \/m/ e 2na(1 “>dt
hay
P(a < B(n,a) < B) ~ @(nj(ziu;)) _ @(nf(lu;))

v6i ®(x) la ham Laplace.
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3.3.2. Bién khi binh phuong y2
Pinh nghia 3.3.22 Cho X, X», ..., X,, 12 n bién ngau nhién chudn N (0, 1) doc lap véi nhau. Khi
d6 bién ngiu nhién X = >~ X? dugc goi 1a bién khi binh phuong véi n bac ty do. Ky hiéu K, hodc
i=1
2
Xn-

Pinh 1y 3.3.14 Ham mat do f(x) ctia phan phdi khi binh phuong x> véin bac ty do la

0 voix <0

e zx2” véix > 0

Tinh chit 8 (Cac tham s6 dac trung)
Cho X 1a bién khi binh phuongy? véin bac ty do, ta ¢6

E(X)=mn; D(X) =2n
Cac dinh ly vé bién 2
Pinhly 3.3.15 Néu X,Y la cdc bién X2, x2, thi X + Y la bién x2 ...

Pinh 1y 3.3.16 Néu X la cdc bién x? thi bién ngdu nhién Z = X’%ﬁ xdp xi bién chudn N (0, 1) khin
khd I6n (n > 30).

3.3.3. Bién Student 7T,
Pinh nghia 3.3.23 Cho X 1a bién ngau nhién chudn N(0, 1), Y la bién x?2 véin bac tu dova X,V
doc lap. Khi dé, bién ngiu nhién —— dugc goi la bién Student vé6i n bac tu do. Ky hiéu T), = —%

Pinh ly 3.3.17 Ham mdt dj f(x) ctia phdn phdi Student T,, vdi n bdc tu do la

F(n_+1) 22 a1
f@) = cr=(1+ )"
['(5)y/mn n
Tinh chit 9 (Cac tham s6 dac trung)
Cho X la bién Student 7;, vGin bac tu do, ta ¢

DPinh ly 3.3.18 Bién Student T,, sé xdp xi bién chudn N (0, 1) khi n khd I6n (n > 30)

29
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Chuong 4

MAU VA CAC THAM SO MAU

4.1. MAU VA CAC PHUONG PHAP XAY DUNG MAU

4.1.1. Tong thé va mau

Dinh nghia 4.1.24 Tép hgp toan bo cac doi tugng can nghién ctu, khao sat "ddc tinh" nao dé cta
ching goi 1a tong thé(hay tap hop tong quat hay tap sinh). Ky hiéu tap tong thé la 2.
S6 phan tt(luc lugng) cua € goi la kich thude ctia tong thé ().

binh nghia 4.1.25 Tu tong thé, ta chon ngau nhién(theo mot cach chon da quy dinh truéc) n phan
tu(doi tugng), tap n phan tu dugc chon goi 1a mot mau. Khi do, n goi 1a kich thudc mau

4.1.2. Cac phuong phap xay dung mau
Mau lap
L&y mau c6 ldp 1a 1dy mau ma phén ti 14y ra, sau khi da ghi gia tri dic trung, dugc tra tré lai tong
thé tron déu roi ldy ti€p phan tt khac.(phan phdi nhi thiic).
Mau khong lap

Ldy mau khong 1dp la 14y mau ma phan ti 14y ra, sau khi da ghi gia tri ddc trung, khong tra tré
lai tong thé ma l4y tiép phan tt khac.(phan phdi siéu boi).

Ta biét rang, phan phdi siéu boi hoi tu vé phan phoi nhi thic nén khi s6 phan ti cta tong thé 1a
N rat 16n so véi kich thuGe mau n(N > 100n) thi viéc ldy mau khong lap lai xem nhu méu c6 lap.
Do do, trong ly thuyét, ta thuong nghién ctiu mau lip.

X4y dung mau theo 16i dién hinh

Vi du 4.1.48 D€ udc lugng chiéu cao trung binh ctia hoc sinh 16p 4 tai dia phuong A c6 20000 hoc
sinh 16p 4. Trong do, & thanh phd 7000, & ndong thon 8000 va & mién nui 5000 hoc sinh. Liy mau
2000 hoc sinh nhu sau: 1ay 700 hoc sinh & thanh phd, 800 hoc sinh & néng thon va 500 hoc sinh &
mién ndi. Khi d6 mau dugc chon nhu trén dugc xay dung theo 16i dién hinh.

X4y dung mau theo 16i may méc

Vidu 4.1.49 D€ kiém tra mét doan dudng AB dai 3000m. Bat dau tii A cd cach 30m ta ldy mot
mau. Khi d6, ta dugc mot mau cé kich thuée n = 100 x4y dung theo 16i may moc.
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4.2. Cac phuong phap trinh bay s6 liéu

4.2.1. Mau ngau nhién va mau thuc nghiém

Ta chon ngau nhién mot phan tu tu tap 2. Khi do 2 dugc xem nhu la khong gian cac sy kién so
cdp. Goi X la bién ngau nhién biéu thi dic trung nghién ctiu trén tap Q(X lién két v6i phép thu lay
ra moét phan tt). Ky hiéu e 1a phép thii ldy ra mot phan ta.

Lap lai phép thti € n 14n. Goi X; 1a gia tri dic trung cta phan ti dugc ldy ra 14n thit i(i =
1,n. Khi d6 cdc bién Xy, Xs, ..., X,, doc lap c6 cling quy luat phan phéi v6i X, n bién ngiu nhién
(X1, Xa, ..., X,) goila miu ngdu nhién cta X.

Sau khi 18y mau, ta c6 X, = 21, Xy = 29,..., X,, = x,. BOn s6 (21,29, ..., 2,) dugc goi 1a
mau cu thé(mau thuc nghiém) ctua X.

binh nghia 4.2.26 Ta goi mau ngau nhién kich thtic n cta bién ngau nhién X 1a mot bo n thu tu
(X1, Xa, ..., Xp), trong d6 X1, Xo, ..., X, 1anbién ngdu nhién doc 1ap cé cung phan phéi xac sudt
véi X.

Sau khi da 1dy mau, ta c6 X; = z1, Xy = x9,..., X, = 2,,. BOn 86 (21, 29, ..., x,) dugc goi 1a
mau cy thé(mau thuc nghiém) cua X.

4.2.2. Cac phuong phap trinh bay mau
Trinh bay mdt mau ¢ it gia tri khac nhau

Gia st khi ldy mau kich thtic n cta bién ngau nhién X cé mau cu thé véi s6 liéu ban dau
(21,22, ..., x,) nhung trong d6 chi c6 k gid tri khic nhau: a; < ap < ... < ag

Goi n; 1a s614n a;(i = 1,n c6 trong mau thyc nghiém. n; goi 1a tin s6.

Goi f; = ™ la tin sudt cla gia tri a; trong mau thyc nghiém.

Khi dé, ta c6 bang thong ké(Bang phan phoi tan s6 khong chia 16p) sau:

ai‘al s ... Q4
ni‘nl Nog ... Nk

Vidu 4.2.50 Taldy mau kich thuécn =20,tac61,3,2,1,5,3,4,1,4,3,2,5,4,3,12,1,4,3,3
Ta c6 bang thong ké

a; 1 2

3 4 5
6 4 2

Trinh bay mét mau c6 nhiéu gia tri khac nhau

Trong trudng hop 14y mau kich thudc n c6 nhiéu gia tri khdc nhau hodc do y nghia thyc té ma ta
chia mau thanh nhiéu 16p.

Khong c6 quy tic chia I6p. Tuy nhién, theo mot s6 nha thong ké dé nghi chia 16p nhu sau:
1) Xac dinh s6 lugng 16p

14 logon < k < blgn

6 <k<20
2) Bé rong cua l6p

b — Umaz — Gmin
k

3) Tan s6 n; ctialép a;—1 — a; la s 1an gid tri chtamaumaa;, 1 < x < @;
fi = “* latan sudt ctalép a;—1 — a;
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4.2. Cac phuong phép trinh bay s6 liéu 33

a;—1+a;

4) Gid tri chinh gitta(trung tam) cta 16p a; 1 — a; 1a: aj = ==

Ta c6 bang thong ké(Bang phan phdi tan s6 chia 16p) nhu sau:
Lépla;, a;) ‘ ag—a; a,—as ... Q1 — Qg
n; ‘ s %) Ce N

Chu y, néu trong cac bang phan phoi tin s6 thuc nghiém trén ta thay tan s6 n; boi tan suit tuong
ung f; ta dugc bang goi 1a bang phan phoi tan suét(chia 16p hoac khong chia 16p) thuc nghiém.

Ham phan phéi thuc nghiém

Pinh nghia 4.2.27 Cho X la mét bién ngau nhién va lay mau kich thic n ctia X. Ham phén phdi
thuc nghiém ting v6i mau dugc chon, ky hiéu F,, (), va dugc xdc dinh nhu sau:
+ Néu mau thuc nghiém cho theo bang khong chia 16p (4.2.2.) thi

0 Néuzx < aq
o Néua, <z < ag
nit+n X
P B n; % Néuay, < x < ag
n(z) = o
a; <x Zkiln !
== Néuay 1 <z < ag
1 Néuz > ay

+ Néu mau thuc nghiém cho theo bang chia I6p (??) thi

0 Néu z < ag
o Néuayg <z < ag
ni+n A

7 B ni 1n2 Néua; <z < ay

n(z) = w
2, SR
Ton "

Limi i Néua,_o < < ap_q
1 Néux > ap_,

Pinh 1y 4.2.19 Gid sii F'(z) la ham phan phdi xdc sudt cia X va F,, () la ham phan phdi thuc nghiém
cua X. Khi dé, v6in khd I6n F,(z) =~ F(z).

Vidu4.2.51 Tim ham phén phoi thuc nghiém cua X biét

) a; |1 3 7 ) Lopla;, a;) |0—4 4—8 8—12
ni |2 5 3’ n; 1 5 3

Giai
a) Taco
0 Néuzx<l1
1 2 Néul<z<3
Fw(mbﬁ%”’: % Néu3 <z <5
Z Néuzx > 5
b) Ta c6
0 Néuz<0
Fo(z) = é Nciu0<:1:<4
3 Néu4d < x <8
1 Néuzx>38
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4.3. CACTHAM SO PAC TRUNG CUA MAU

Gia sti (X1, Xo, ..., X,,) la miu ngau nhién ctia X va sau khi 14y mau ta c¢6 mau thuc nghiém

(x1,29,...,Tp)

4.3.1. Cac tham s0 cia mau ngau nhién
1. Bién ngdu nhién X = 1 ™" X, dugc goi la trung binh ctia miu ngiu nhién
2. Bién ngdunhién §2 = 1 3" (X; — X)? duoc goi la phuong sai clia mdu ngdu nhién

02 = -2-62 = L3 (X, — X)? dugc goi la phuong sai diéu chinh ctia mau ngdu nhién

n—1"n
On = /02 : D léch chuén cia mau ngau nhién.
0n_1 = /02, : D léch chudn diéu chinh ctia mau ngau nhién.

4.3.2. Cactham s6 ciia mau thuc nghiém

1. S8 trung binh cta mau thuc nghiém:

=1

3. SO phuong sai diéu chinh mau thuc nghiém:

n = 1/02 : Do léch chudn ctia mau thyc nghiém.

n-1 = +/02_; : D0 léch chudn diéu chinh ctia mau thyc nghiém.

Tu cac cong thic trén, ta suy ra cong thic tinh d6i véi mau thuc nghiém c6 bang phan phoi

khong chia 16p va chia 16p nhu sau:
+ Néu mau thuc nghiém cé bang phan phdi tan s6 khong chia 16p dang

k
a; ‘ a; Qo ... Qg (Zn—n)
n; ‘ nt mneg ... Ng P !

thi

S|

T =

k
E nia;
i=1

k k
1 1
62 == E ni(a; —T)* = — E nia; — T°
n n <
=1 =1
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+ Néu mau thuc nghiém cé bang phéan phéi tin s6 chia 16p

Loplai, a;) | ap—a1 a1 —ay ... ap_1— onA—n)
;=

n; ‘ st T . N '

Dit a; = “=1™" ta c6 bang

* * *
a; ‘ a; G ay
n; | ni ne ny,

Khi do

Enla—x Enll

Vidu 4.3.52 Tinh 7, §2 clia méu trong cic truong hgp sau:

0) a; |1 3 5-b) [ai,ai)\O—Q 2—4 4—-6 6—8 8—10 10—12
n; |3 5 2’ n; | 5 10 10 5 10 20
Giai
a) Lap bang tinh
a; n; a;.n; | nga?
1 3 3 3

3] 5 15 | 45
51 2 10 | 50
S n=10] 28 | 98

S6 trung binh mdula 7 = 1 Zf i = 15.28 = 2,8
$6 phuong sai mdu 62 = L 3% na? —f =98 —(2,8) =1,96
b) bitzf = mi%m,ta céd

*

2|1 3 5 7 9 11

n; |5 10 10 5 10 20

Lap bang tinh
1 5 5 5
3 10 30 90
b} 10 50 | 250
7 5 35 | 245
9 10 90 | 810
11 20 220 | 2420
Y [n=60| 430 | 3820

S6 trung binh maula 7 = % Zle nx; = %.430 = %3
$6 phuong sai mau 62 = L 3% nar? — 72 = 13820 — (£)2 = 12,31
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Cong thuc tinh toan Khi tinh todn cic tham s6 déc truong ctia mau thuc nghiém d€ tranh viéc
tinh todn cac s6 c6 gia tri 16n phtic tap, ngudi ta thudng st dung cac tinh chit sau

k
Vg € R,Vd;«éO,Zni =ntacod

=1

52:—Zni(ai—f)2:djini(ai_%)—(f—xof
o4 n ‘= d

Thong thuong ta chon x la gia tri tai d6 tan s6 16n nhat, d la khoang cach déu(néu co).

Vidu 4.3.53 Tim Z, 62, 6,,_1 v6i

Y Yn?

z; [ 3,94 3,97 4,00 4,03 4,06
n;] 17 10 5 2

GiaiTa chon 2y = 4,00 = 4,d = 0, 03. Ta c6 bang tinh:

| o 5 [t [nGR)
3,94 1 —2 | =2 4
3,97 7 —1 -7 7
4,00 10 0 0 0
4,03 15) 1 5 5%
4,06 2 2 4 8
> In=25] 0 0 24

S6 trung binh mau la

- 0,032
62 =3 n(BT ) (@) = 57 —24 = (4= 4)* = 0000864

= " 2 = % =
On—1 — 15n \/ 24.0,000864 0,03

Vidu4.3.54 Tim Z, 62, 0,,_1 v6i

yn?

[ai—1, a;) | 10500 — 10550 10550 — 10600 1060 — 10650 10650 — 10700
n; | 15 55 20 10
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Giai
Dit 2} = =11 ta c6

x| 10525 10575 10625 10675
n;| 15 55 20 10

Ta chon z¢ = 10575, d = 50. Ta c6 bang tinh:

" Z7 10575 2710575 271057512
Li i 50 LA ATy (=)
10525 15 -1 —15 15
10575 55 0 0 0
10625 20 1 20 20
10675 10 2 20 40
S [n=100] 2 25 75
S6 trung binh mau la
50
T = ——.25+ 10575 = 10587,5
T 0T ’
S6 phuong sai mau va phuong sai diéu chinh
2 _ 507 2
0, = m.75 — (10587,5 — 10575)" = 1618, 75

_ e 100 e g 40, 44
ot = | = ,/99.68,75 0,
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Chuong 5
UOC LUONG THAM SO

5.1. PHUONG PHAP UOGC LUQONG DIEM - HAM UGC LUONG

5.1.1. Phuong phap uéc lugng diém

Gia st X la bién ngau nhién biéu thi dac trung nghién ctu trén tip 2, c6 phan phdi xac sudt da
biét nhung con phu thudc vao tham s6 6 chua biét.

Dé udc lugng 0, ta ldy mau kich thudc n. Khi do, ta c6 mau ngau nhién (X, X, ..., X,,). Sau
khi 14y mdu, ta dugc mau thyc nghiém (71, 2o, ..., 7,) v6i X; = 2;(i = 1,n).

Ung véi méi miu thyc nghiém (1, zs, . . ., z,,) tacd mot s 0, (x1, 2o, . . . , x,) ding dé udc luong
cho 6. Phuong phép udc lugng d6 goi la phuong phap udc lugng diém. Vi s 0, (1, s, . . . , &) ting
vGi mot diém trén dudng thang sé.

Ta goi U 1a tp hgp cdc mau thuc nghiém (24, xo, . . ., ,,) hay n6i cach khac U la mién gid tri cha
mau ngau nhién (X, Xo, ..., X,,). Khi d6 ta c6 mot ham

~ ~

O, : U — R, (x1,29,...,2,) — Op(x1,29,...,2,)
Bién ngu nhién én(wl, Tg,...,Z,) goila ham udc lugng ctia tham s6 6.

Van dé 1a phai tim ham én(xl, Tg,...,T,) sao cho udc lugng dugc tot, tic 1a udc lugng khong
mac sai s6 hé thong va hiéu qua.

5.1.2. Cac tiéu chudn uéc lugng tham sd dac trung cta X
Uéc lugng khong chéch

binh nghia 5.1.28 Ham udc lugng én(atl, Tg,...,T,) cta tham s6 0 dugc goi 1a ubc lugng khong
chéch ctia tham 6 0 néu E(0,, (71, 22, ..., 3,)) = 0. A
Ngugc lai néu E(0,,(x1,x2, ..., x,)) # 0 thi ta n6i ham u6e lugngh,, (1, xo, . . ., z,,) 1a ham uéc

lugng chéch cua 6.

Uéc lugng bén viing

Pinh nghia 5.1.29 Ham udclugng én(xl, Tg,...,Z,) ctatham s6 0 dugc goi la udc lugng bén viing
ctia tham s6 6 néu
Ve>0tacd lim P(]0,—0|<e)=1

n—-+o0o

Pinh ly 5.1.20 Néu ham udc lugng én(xl, T, ..., x,) théa man
39
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A

i) B0 (21,72, ..., 20)) = 0 hay limy, oo B(0,(21, 72, ..., 2,)) = 0
i) limy, 0o D(0n (21, 22, ..., 2,)) = 0 thi 0,,(21, 29, . . ., x,) 14 tic lugng bén viing ctia 6.

Uéc lugng hiéu qua

Pinh nghia 5.1.30 Udc lugng khong chéch én(xl, To,...,T,) cla 0 dugc goi 1a ubc lugng hiéu
qua néu véi moi u6c lugng khong chéch 0 (zy, o, ..., 2,) clia 0 thi D(0,(zy,29,...,2,)) <
DO (21,29, ..., 2,)).

Pinh nghia 5.1.31 Ham udc lugng 0, (z1, 22, . . ., x,) cta tham s6 0 dudc goi la udc lugng t6t cia
tham s6 0 néu né 1a udc lugng khong chéch, bén viing va hiéu qua ctia ¢

Ve >0tacé lim P(| 0, —0|<e) =1

n—-+00

5.1.3. UGc lugng caa ky vong va phuong sai cia bién ngau nhién X

Pinh 1y 5.1.21 Cho X la mét bién ngau nhién va (v, xa, . . ., x,) la mdu ngdu nhién ctia X. Khi dé
a) X = 15" | X; la uéc lugng khong chéch, bén viing va hiéu qua ciia ky vong E(X) ciia bién
ngau nhién X.
b) Phuong sai diéu chinh 62_, = =37 (X; — X)? clha mdu ngdu nhién la vdc higng khong
chéch, bén viing cia phuong sai D(X') déi vdi bién ngdu nhién X.

Y nghia: - Mu6n udc lugng ky vong E(X) ta ldy trung binh mau udc ligng cho né.
- Muén udc lugng phuong sai D(X) ta ldy phuong sai mau diéu chinh uéc lugng cho no.
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5.2. UOC LUONG KHOANG

5.2.1. Nguyén ly xac suit nho va lén
Nguyén ly xac suit nho
V6i mot s6 v > 0 khd bé va P(A) = a(thong thudng 0 < « < 0, 05) thi trong thuc té ta thiia
nhén sy kién A khong xay ra trong mot 1an thuc hién phép thi.
Nguyén ly xac suit 16n

V6i mot s6 o« > 0 kha bé va P(B) = 1 — a(thong thudng 0 < « < 0, 05) thi trong thuc té ta
thtia nhan sy kién B luon xay ra trong mot 1an thuc hién phép thd.

5.2.2. Khoang tin ciy va d¢ tin cay
Dinh nghia

Gia stt X 1a bién ngau nhién biéu thi dic trung nghién ctu trén tap €2, c6 phan phéi xac suit da
biét nhung con phu thudc vao tham s6 6 chua biét. D€ udc lugng 6 ta ldy mau kich thic n. Gia su
(1,29, ..., x,)la mau thuc nghiém ng v6i mau ngau nhién (X;, Xo, ..., X,,) cta X. Néu ta tim
dugc hai bién ngiu nhién f1 (X1, X, ..., X,), fo(X1, X, ..., X},) sao cho

P[fl(Xl,Xg,. .. ,Xn) <0< fg(Xl,XQ, R ,Xn)] =7

,trong d6 v = 1 — « cho trudc va gin bang 1(thdéng thudong 0 < a < 0,05), thi khoang s6 thuc
(i(X1, Xy, .., X0), fo( X0, X, o0, X)) hay f1( X, X, X)) <0 < fo( X, X, ..., XG,) goi
la khoang tin cay ctia tham s6 0 v6i do tin cay 1.

Trong trudng hop khoang tin cdy doi xting c6 dang

(g(Xl,XQ, e ,Xn) — E,Q(Xl,XQ, e ,Xn) + 6)

Khi d6 e dugc goi la do chinh xac hay sai s6 udc lugng.

Can chd y rang, cing mot d6 tin cdy vy ta c6 thé tim dugc nhiéu khoang tin cay khac nhau cta
tham s6 6. Khoang tin ciy nao c6 do dai ngan nhat thi xem khoang tin cay do la t6t nhat. Trong thuc
hanh, ta chi tim khodang tin cay t6t nhat.

Nhan xét

T dinh nghia trén, néu ta chon o = 1% = v = 99% va

P[fl(XlaXQa"’7Xn) <0<f2(X1aX27"'7XTZ)] =7

Diéu nay ndi lén ring xdc sudt d€ ldy ra mot mau thuc nghiém (xy,z9,...,2,) ma
fl(fﬁl,ﬂfg, . ,ZL’n) <0< fg(llfl,a?g, . ,ZL‘n) 14 99%
Nhu vay néu ta ldy ra mot mau thuc nghiém (xy, 2o, . .., x,,). Ta c6 khoang tin cay cu thé

fl(.flfl,mg, R ,l’n) <0< f2($1,$2, R ,J}n)
va theo nguyén ly xdc suét 16n, ta luon thiia nhan tham s6 6 thoa man

fl(xl,.l’g, .. ,.Tn) <0< f2($1,$2, .. ,l’n)
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5.2.3. Khoang tin cdy cho ky vong E(X) = uvéi X «~ N(u,0)

X 1a dai lugng ngau nhién biéu thi dic trung nghién ctu trén tap 2 co phan phdi chuin véi ky
vong E(X) = p chua biét. D& u6c lugng 1, ta 14y mau ngdu nhién kich thudc n. Ta c6 mau ngau
nhién (X1, Xy, ..., X,,) va mau thuc nghiém tuong Gng (xy, xs, . .., x,,). Ta tinh s6 trung binh mau
Z. Tuy theo d¢ 1éch chudn § da biét hay chua ma tinh d9 1éch chuin méu diéu chinh 62 _,. Vi d9 tin
cdyy=1—-a,tacod

Khoang tin cay d6i xting F(X) = pla (T — ¢, T+ €)hayT —e < p < T + e

Dbé udc lugng (X ) = p taldy s6 trung binh mau 7 udc lugng cho nd. Khi dé

PZ—e<u<T+e)=7P(|X—pul<e)=x

5
Trudng hop d6 léch chudn o dabidt  Khi d6 e = ﬁqu (%)

Truong hgp d6 1éch chudn 6 chwa biét Tinh s6 52 ;. Tacé

_ X — e/n
PUX - ulco=1-asp (15 il ) =

tn—1;1—7)

X — y
a v/n ¢6 phan phéi Student véi n — 1 béc ty do.

n—1

Vi

'u\/ﬁ c6 phan phoéi xdp xi phan phdi chudn N(0,1) nén t(n —

n—1

Chu y rang, khin > 30:

: ~a-1(7
L 1-n)~® <§>
Vidu 5.2.55 D€ udc lugng d6 cling trung binh ctia mot loai bi bang thép, ngudi ta 14y ra 25 bi dé
kiém tra. Tinh dugc d¢ ciing trung binh 7 = 10, v6i do tin cdy 99%. Hay tim khodng tin cay d6i
xting ctia do cling trung binh ctia vién bi thép d6. Biét rang d¢ ciing ctia vién bi ¢ phan phoi chuin
N (u,6?%) trong hai trudng hop:

a) Do léch chudnd =1
b) D¢ 1éch chuén chua biét va tii mau thuc nghiém tinh dugc §,,1 = 1,2

Giai

Goi X la d6 cting cuia vién bi bang thép thi X 1a dai lugng ngau nhién c¢6 phan phéi chudn. Khi
do ky vong F(X) = 1113 d6 cling trung binh ctia mét vién bi.

a) Tacon =257 =10,0 = 1,do tin cay v = 99%

Tra bang phén vi chudn, ta c6 ! <%) = 2,567.

5 |
Tit d6, ta c6 € — ——P~! <1) — 2567~ 0,515
n

vn 2/ V25
Vay khoang tin cdy doéi xing ctia do cling trung binh p la
(T —€e,T+¢€) = (9,485; 10,515) hay 9,485 < u < 10,515
b) Tacén = 25,7 = 10,0, = 1,2, do tin cdy v = 99%
42
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Trabang phan vi Student véin—1 = 24 bac ty do, miic phanvi 1 —~ = 0,05, tac6 ¢(24; 0,05) =
2,797 nén

(5n71

N4D

Vay khoang tin cdy doi xting ctia do cling trung binh p la

€ =

1,2
Hn—1; 1—7) = —=2,797 = 0,67

(T—e,T+e€) =(9,33; 10,67) hay 9,33 < p < 10,67

Vidu 5.2.56 D€ udc lugng hao phi xang cia mdt loai 6t6 chay trén doan dudng AB, ngudi ta theo
doi 100 chuyén xe va tinh duge T = 101it, 6,1 = 0, 5 1it, v6i do tin cay 95%. Gia st xdng bién ngiu
nhién X chi lugng xdng hao phi ctia mdt loai 6t6 trén trén doan AB c6 phén phéi chuidn. Hay udc
lugng khoang tin cdy déi xting clia cia muic hao phi xdng trung binh 12

Giai

a) Tacon = 100,7 = 10, d9 tin cdy v = 95%. Tra bang phan vi chuén, ta c6 ®~* (%) =

—1(95%) _
o~ (B£) =1,96. 5 oS
Ny . -1 (7 )
Tudé, tacde = —=P! <—) =—/—1,9~0,1
vn 2/ /100

Vay khoang tin ciy déi xing ctia do cling trung binh p la

(T—€,T4+¢€) =(9,9; 10,1) hay 9,9 < u < 10,1

5.2.4. Uéc lugng ti1é phan tram hay xdc sudt
Gia stt A 1a mot su kién lién két véi mot phép thu. Muon biét xac sudt xay ra bién c¢6 A hay
p = P(A), taldp lai phép thii n 1an(1dy mau c6 lap kich thuéce n).
Goi X; 12 s6 14n xdy ra sy kién A & phép tht thi i(i = 1, n) thi X, X», ..., X,, [a cdc dai lugng
ngau nhién doc lap c6 cung phan phoi
Xi| 0 1
[1—p p

(i=1n)

Khido X =137 X, = F,(A)
Tacé E(X) =p
Bai todn udc lugng xac sudt chinh 13 bai todn udc lugng ky vong F(X) = p.

Khin khé16n:X = L 3" X, = F,(A) c6 phan phéi xdp xi phan phéi chudn N (p, p(1 — p)).

U6c lugng ti 1é

Gia st tong thé (2 c6 N phan tu, trong d6 c6 M phén ti mang dic tinh A. Do khong diéu tra
toan bo nén ta khong biét ti1¢ p = 2L Phép thu 14y ra mot phan tti. Goi C' 1a sy kién phan ti 14y ra
mang dac tinh A. Khidé P(C) = & = p.

Suy ra bai toan udc lugng ti 1é chinh la bai toan uéc lugng xac suat.

Dé udc lugng ti 1¢ p, ta 14y mau kich thudc n, ta tinh dugc tilé f,, vavéidotincayy =1 — o, ta
co:

Khoang tin cdy cho tilé pla (f,, — ¢, f,, + €) € dugc xdc dinh nhu sau:
Véin > 50 :nf, >bvan(l — f,) > 5. Tacd

\/fn(;ﬁ— fn>_q)_1 (g)

€ =

43
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Vidu 5.2.57 D€ udc lugng ti 1é gach loai 2 ctia mot nha may, ngudi ta 14y ra 10000 vién va thdy c6
300 vién gach loai 2. V&i d0 tin cay 99%

a) Hay udc lugng ti 1é gach loai 2?2

b) Cén l4y thém it nhit bao nhiéu gach niia d€ ti 1¢ gach loai 2 toan bo so véi ti 1é mau c6 sai s6
khong vugt qua 0, 001. Gia thiét ldy ti 1é mau f,, thay cho ti 1é mau ciia mau cin thém.

Giai

Goi pla tilé gach loai 2 ciia nha may.

L P1A o x _ 300 _
Ta c6 n = 10000, ti 1¢ mau f,, = 3555 = 0,03
botincdyy=1—a = 99%

a)
n 1 - n - ? “
VR oo (2)- VO.03.0,07 ) w26 ~ 0, 0044
NG 2 /10000

Vay khoang udc lugng doi xting cua ti 1é la

fo—€e<p< fatee0,03—0,0044 < p < 0,03+ 0,0044

hay 0, 0256 < p < 0,0344

b) Goi N la s6 gach can lay thém n = N + 10000

Tilé mau f, = 0,03 va do tincay y = 0,99, tacé 7' (1) = 2,576
Theo gia thiét e < 0,001 =

/f (1 — Vi .
Ja( fn>q)71 (Z) _ Mg) 576 < 0,001 = n > 193101, 18
vn 2 NG

suy ra n,,;,; = 193102. S6 gach can 1y thém it nhatla N = 193102 — 10000 = 193102

Vidu 5.2.58 D€ udc lugng ca trong hod, ngudi ta bat 1000 con lam dadu réi tha lai. Sau do lai bat 900
con thdy ¢6 90 con lam d4u. Hay udc lugng s6 lugng ca trong ho véi d6 tin cay 95%

Giai

Goi N la s6 ca trong ho.

Goi p la ti 1é ca lam ddu trong ho, ta co p = &]\?0

Ta udc lugng p. Ta cé6 n = 900, ti 1é mau f,, = % =0,1

botincayy=1—a = 95%

Tra bang phan vi chuédn, tac6 @' (1) = 1,96

VI = fa) ooy - VO T0,9 0
Ve 1 (5) = 196 = 0,019

Suyra f, —e <p < f,+€=>0,0804 < 1% <0,1196
Vay s6 ca trong ho 1a 8362 < N < 12437

5.2.5. Udclugng phuong sai D(X) véi X « N(u,0)

Gié sti X 12 bién ngiu nhién biéu thi dic trung nghién ctiu trén tap 2 c6 phan phdi chudn D(X) =
62 chua biét. Dé udc lugng D(X) taldy miu kich thudc n, ta dugc mau ngadu nhién (X, Xy, ..., X,
va mau thuc nghiém (21, xo, . .., 2,).

Tacd X; -~ N(p,0%) = Xz~ N(0,1). Do dé:

Yoy (Xi(s_“)2 = %8 c6 phan phéi khi binh phuong véi (n — 1) béc tu do.
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Trong do

S

S
I
S|
3

1 _
o - > (xi—7)%

Ta xét cac truong hop sau:

.
Il
—
-
Il
—

Vé6iky vong F(X) = 1 da biét

Tinh s, = L 37 (a, — p)?

Tra bang phan vi khi binh phuong véi n bac tu do ting v6i cdc miic phan vi §,1 — 5 ta c6
X3 (). x2 s (n)

Khi d6, khoang tin ciy cta phuong sai

Véiky vong F(X) = u chua biét
Tinh

S

:%ixi; 5721:%2(:@-—5)2
i=1

i=1
Tra bang phan vi khi binh phuong vé6i (n — 1) bac tu do ting véi cic muc phanvi §,1 — § ta co
(0= 1) g (n—1)
Khi d6, khodng tin cdy ctia phuong sai D(X) = §2

no? P no?
-0 " S m-
Chuy: Khin > 30tacé
1
XZ% (n) ~ 5(\/271 —1-U—g)’

1
g ) & L (VT4 Uy g
v6i Uy o 1a phan vi chudn mic ;o cua N(0,1).

Vidu 5.2.59 Tubi tho X clia mot van dién c6 phan phoi chudn. Ta ldy ra 10 van dién tinh dugc
phuong sai mau 67 = 0, 8. Vi d0 tin cay 95% hay udc lugng phuong sai D(X)?

GiaiTa c6 n = 10 va ky vong chua biét. Do tincayy =1 —a = 95% = a = 0,05
Tra bang phén vi khi binh phuong véin — 1 = 10 — 1 = 9 bac tu do ting v6i cac muc phén vi
5 =20,025,1-5 =0,975tacod X(2),025(9) =2,7, X3,975(9> =19

né2  _ 10.0,8 __
x4 (n—1) — 2,7 2’96
2
no2 _10.0,8 _
Xf_%(n—m - 19 0,42

Vay khodng tin cay clia phuong sai D(X) = §2

0,42 < §% < 2,96
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PHU LUC
(z > 0)

1. Ham Laplace: ®(z) = \/%7 Iy e dt
Chity: Véiz < 0 thi d(z) = —B(—z)

% 0 1 2 3 4 5 B 7 g 3

0.0 [ 0.0000G( .00399( .00798| .01197( 01585 .01994| .02392| 02790| 03188 03536
0.1 03983 .04380( .04776| .05172( .05567| 05962 .06356( 06748) .07142) 07535
0.2 07926 .08317( .08706| .09095( 09483 09871 10257| 10642) 11026 11409
0.3 11791 12172| 12552) 128300 13307 13883| 14058 14431 14803 15173
0.4 15542) 15910| 16276| 166400 17003) A7364| 17724 18082 18439 18793
0.5 19146) 19497 19847 20194| 20540 Z20884| 21226| 21566 21904 22240
0.6 22575 22907 23237| 23565 Z3891| 24215| 24537| 24857 25175 25480
0.7 20804 26115 26424\ 26730( Z7035| 27337| 27637 27935 28230 2854
0.4 28814 29103) 29389| 29673| 29955 30234| 30511 30Vas| 31057 31327
0.9 84| 31859 32121| 32381( 3263%( 32894| 53147| 33398 33646 338
1.0 34134 54375( 34614) 34849( 35083 35314| 35543| 35765| 35993 36214
11 J6433| 36650( 36864| 37076| 37286 37493| 57698| .37900) 381000 _382%
1.2 38493| 38686| .38877| .390B5( 39251 39435 39617| 39798| 39973 4047
13 403200 40490) A0B53| 40824( 40985 41149 41308| 41466 41621 41774
14 41924 42073 42220| 42364| 42507 42647\ 42785 42922 43056 43189
1.5 43319) 43448 43574| 43699 43822) 43943| 44062| 44179 44295 44408
1.6 44520| A4630| A4738| 44845 44950| 48053| 45184| 453254| 45357 45449
1.7 45543 45637 45728| 45815| 45807 459594| 46080| 46164| 46246| 46327
1.8 46407| 46485) 4B562| 46G38| 46712| 46784| 46856| 46926 46995 47062
1.9 A7128) AT193) A7257| AT320( 47381 A7441| 47500| 47558 A4ATe15| 47670
2.0 A7725) ATTTE| AT331| ATBOZ| AT932| 47982| 48030| 48077 48124 48169
2.1 48214 48257 48300| 48341 48382) 48422\ 48461 48500 48537 48574
2.2 45610) 4ab45| 48679| 48713| 46745) 48776| 48609 46840 48870 48839
2.3 45925) 40956) 48983 49010( 49036) 49061| 49086) 49111 49134 49158
24 49180) 49202) 49224| 49245| 49266) 49286| 49305 49324 49343 49381
25 49379 49396) 49413| 49430( 49446) 49461 49477 49492 49506 49520
2.6 49534 49547 49560| 49573| 49585 4950G| 49609 49621 49632 49643
27 49653| 49664 A9674| A49683| 49693 49702| 49711 49720 49728 49736
2.1 49744 A9752) A9T7G0| A9767( 49774 A9781| 48785 49795 49801 49807
2.4 49813) 49819 49825 49831| 49836) 49541| 49546) 49851 49856 49361
3.0 045865 31| 49303 3.2 4993 33| 49952 34| 49966
35 49977 36| 49954 3.7 49989 3.8 49993 39| 49995
4.0 49897 41| 49998 42| 49999 4.3 49999 44| 49999
4.5 4993966

5.0 [ 4999997




4. Bang phan vi Student: P(X < 1t,,) = «

[
n 0.9 0.95 0:975 0.99 (.995 (.9995
1 3.078 6.314 12.706 31821 63.656| 636.578
2 1.886 2.920 4.303 6965 9.925 31.600
3 1.638 2.353 3.182 4. 541 5.841 12.924
4 1.533 2.132 2776 3.747 4 604 8.610
5 1.476 2.015 25118 3.365 4.032 6869
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5959
7 1415 1.895 2365 2.998 3.499 5408
B 1:397 1.860 2306 2.896 3.355 5041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 1.372 1.812 2.228 2. 764 3.169 4 587
11 1.363 1.796 2.21 2.718 3.106 4 437
12 1.356 1.782 247D 2.681 3.055 4.318
13 1.350 1.771 2160 2.650 3.012 421
14 1.345 1.761 2145 2624 2977 4.140
15 1.341 1.753 2131 2.602 2.947 4073
16 1.337 1.746 2120 2.583 2921 4015
17 1.333 1.740 2110 2.667 2898 3.965
18 1.330 1.734 21 2. 552 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2539 2861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2528 2.845 3.850
21 1:323 1.721 2.080 2518 2.831 3815
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 1319 1.714 2063 2.500 2.807 3.768
24 1.318 1.1 2064 2492 2797 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 1.335 1.706 2.056 2479 2779 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2473 2771 3.689
28 1:313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
25 1341 1.699 2.045 2462 2.756 3.660
x 1.282 1.645 1.960 2326 2676 3.2




Bai tap
Cau 1. Tung 3 con xuc xic. Tinh xac suit dé
1. ¢6 duy nhat mot mit chia hét cho 3.
2. Tong s6 cham 3 mat bang 15.
3. C6 it nhat mot miat mot chAm xuat hién.
Cau 2. C6 3 ngudi 1én 6 toa tau trong d6 c6 hai ngudi tén A va B. Tinh xac suat dé
1. méi ngudi ngdi mot toa khac nhau?
2. Hai ngudi A, B ngoi cung mot toa?
3. c6 ding mot ngudi ngdi & toa thi 2?

CAu 3. Mot hop c6 5 bi do, 4 bi xanh va 6 bi tring. LAy ngiu nhién lan lugt ra 2 bi. Tinh

xac suat cac su kién sau trong hai truong hop cé hoan lai va khéng hoan lai.
1. Ca hai bi lay ra déu mau do.
2. Hai bi ldy ra cung mau.
3. Hai bi 1dy ra khac mau.

CAu 4. Mot hop c¢6 m bi d6 va 5 bi xanh. Lan 1 14y ngau nhién 2 bi (khéng hoan lai). Sau

do, 1an 2 14y ngiu nhién 3 bi. Tinh xac suat

a) Lan 1 1ay dugc hai bi cing mau ?

b) Ca hai lan déu 14y dugc toan bi xanh ?

c) Lan 2 1ay dugc hai bi xanh ?

d) Gia st 1an 2 1ay dugc 2 bi xanh. Tinh xac suat dé 1an 1 14y duge hai bi xanh ?
Cau 5. Chon ngau nhién hai diém =,y € (0, 1). Tinh xac suit dé chon dugc hai diém cé
téngm—l—y <1lvazy <§.
Cau 6. Trén doan thing OM c6 dd dai m > 0, ta 14y ngiu nhién hai diém B va C véi
OB = x,0C = y. Tinh xac suat dé 1dy dugc hai diém B, C sao cho Bé;zz
CAu 7. Trong 20 san phiam c6 5 ph& phiam. Ta b6 vao 3 cai hop mbi hop 5 san pham. Tinh
xac suat dé

1. 6 hop 1 chi c6 mot phé pham?

2. Cac hop déu c6 phé& pham?

3. Cac phé& pham déu & hop 1.



CAu 8. Pé cuong 6n thi c6 12 cau 1y thuyét va 30 cau bai tap. Mot dé thi gom 2 cau ly
thuyé&t va 4 cau bai tdp. Mot hoc sinh chi hoc 6 cau ly thuyét va 10 cau bai tap. Tinh xac
sudt dé hoc sinh dé

1. khéng lam dugc 2 cau ly thuyé&t?

2. chi lam dugc mot ciu ly thuyét va 2 cau bai tap hodc lam duge 2 cAu ly thuyét va mot
bai tap?

3. Hoc sinh khéng phai thi lai? Bié€t hoc sinh khong thi lai néu lam dudc it nhit mét cau
ly thuyét va 2 cAu bai tap hoidc lam dudc 2 cau ly thuyét va mot bai tap.

CAu 9. Trong thanh phé A, ti 1é ngudi t6t nghiép dai hoc 1a 0.3 va ti 1& ngudi tot nghiép pho

thong la 0.35. Trong s6 ngudi da tot nghiép dai hoc c6 60% ngudi c6 xe may; trong s6 nguasi
tot nghiép pho thong c6 40% ngudi cé6 xe may; trong s6 ngudi chua t6t nghiép phé théng coé
10% ngudi c6 xe may. Chon ngau nhién mét ngusi dan thanh phé A. Tinh xac suat dé

1. nguoi chon ra c6 xe may?

2. Biét ngudi chon ra cé6 xe may. Hoéi kha ning ngudi nay thudéc nhém ngudi nio nhiéu
nhat?

Cau 10. C6 hai thung hang, thung I chita 4 chinh pham va 5 ph&€ phiam; thung II chia 6
chinh phidm va 1 ph&€ pham. LAy ngAu nhién 3 san phdm & thung I réi b6 vao thung 2. Sau

d6 14y ngau nhién 2 san pham tit thung II. Tinh xac suit d€ hai san phim lay ra cudi cung
1. déu t6t?
2. Péu t6t va déu la cua thung I?

CAu 11. Bin 3 vién dan doc 1ap nhau vao mot muc tiéu. Xac suit tring muc tiéu cla titng
vién dan lan lugt 1a 0.7,0.8 va 0.9. Biét rang néu chi 1 vién dan trang hoic 2 vién trang
thi muc tiéu bi pha huy vé6i xac suat tuong tirng 1la 0.4 va 0.6; con néu trang ca 3 vién thi

muc tiéu bi pha huy. Tinh xac suat dé muc tiéu bi pha huy?

CAu 12. Mot ngudi trong ti c6 hai bao diém, méi bao cé 30 que. Méi l1an hat thuéc ngudi

dé 14y ngiu nhién mot bao va diing mat mot que & bao dé. Tinh xac suidt dé
1. Méi bao con lai dang 10 que?
2. Mot bao hét diém con bao kia con lai 10 que?

CAu 13. Xac suit bin trang muc tiéu ctia mot xa tha 1a khong d6i va bang 0.6. Xa thd bian

3 vién vao muc tiéu. Goi X 1a s6 vién dan ban trang.
1. Lap bang phan phéi xac suit va ham phan phdéi xac suat caa X7

2. Tinh cac tham s6 dic trung cta X7



3. Tinh xac suat dé xa thu pha hiy dudc muc tiéu. Biét rang muc tiéu bi pha hay néu

ban trang it nhat 2 vién.

CAu 14. C6 hai hop, hop I c6 4 bi d6, 6 bi xanh; hop II c6 3 bi d6 5 bi xanh. LAy ngau nhién
2 bi ¢ hop I roi bo vao hop IL. Sau d6 tit hop II 14y ngau nhién 2 bi. Goi X, Y lan lugt 1a s6
bi d6 14y ra 6 hop I va hop I1.

1. Lap bang phan phéi xac suit cia X va Y?

2. Lap bang phan phéi xac suat cia X + Y, X.Y?
Cau 15. Cho bién ngiu nhién X c¢6 ham phan phdi xac suat

0, <0
F(z) = {a.sin2x, =€ (0,7
0, x> 7

1. Xac dinh a va ham mat d xac suit f(x)?

2. Tinh cac tham sé dic trung cua X?

3. Tinh xac suit dé trong ba 1an thuc hién phép thi vé X c6 2 1an X nhan gia tri trong
khoang (05)?

CAu 16. Cho bié€n ngau nhién X c6 ham mat do xac suit

az?, x € (0,2]

T®=1,  s¢02

a) Xac dinh a va ham phan phéi F(z) ?
b) Tinh E(X), D(X) ?
¢) Tinh P(1 < X < 9) ?

Cau 17. Db dai X cta chi tiét may 1a N(5¢m, 0.81cm). Tinh xac suit dé 18y duge mot

chi tiét may c6 chiéu dai trong khoang (4cm, 7cm)?

Cau 18. Chiéu cao Y cthia nam giéi truéng thanh 1a N (160cm, dcm). Biét rang P(| X —
160| < 2) = 0.2569, tim § va tinh xac suit dé 14y ngiu nhién 4 nam thi cé it nhat mot

ngudi c6 chiéu cao trong khoang 158 cm dén 162 cm?



