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Chöông 1

Chuaån treân tröôøng

1.1 Caùc khaùi nieäm cô baûn

Ñònh nghóa 1.1.1. Cho F laø moät tröôøng, aùnh xaï |.| : F → R ñöôïc goïi laø chuaån treân F neáu
noù thoûa maõn ba tính chaát sau:

i. |x| ≥ 0; ∀x ∈ F vaø |x| = 0 ⇔ x = 0

ii. |xy| = |x||y|; ∀x, y ∈ F

iii. |x + y| ≤ |x| + |y|; ∀x, y ∈ F

Ví duï.

1. Laáy F = Q, R, C ; vôùi giaù trò tuyeät ñoái thoâng thöôøng laø chuaån.

2. Laáy F laø tröôøng tuøy yù, ∀x ∈ F , ta ñònh nghóa

|x| =

{
1 neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån taàm thöôøng.

Tính chaát.

1. |1| = 1

2. |x−1| = 1
|x| ; ∀x 6= 0

3. Neáu F laø tröôøng höõu haïn thì treân F coù duy nhaát moät chuaån laø chuaån taàm thöôøng.
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1.1.1 Chuaån töông ñöông

Cho F laø tröôøng; |.| laø chuaån treân F . Khi ñoù, chuaån |.| caûm sinh ra meâtric d(x, y) = |x− y|.
Toâpoâ sinh bôûi meâtric naøy ñöôïc goïi laø toâpoâ caûm sinh bôûi chuaån |.|.

Ñònh nghóa 1.1.2. Cho hai chuaån |.|1, |.|2 treân tröôøng F . Ta noùi |.|1 vaø |.|2 laø töông ñöông
vôùi nhau khi vaø chæ khi toâpoâ caûm sinh bôûi hai chuaån naøy laø truøng nhau.

Kyù hieäu |.|1 ∼ |.|2

Ñònh lyù 1.1.1 (Caùc ñieàu kieän töông ñöông cuûa chuaån). Cho F laø tröôøng; vôùi |.|1, |.|2 laø
hai chuaån treân F , caùc khaúng ñònh sau töông ñöông

1. |x|1 < 1 ⇔ |x|2 < 1; ∀x ∈ F .

2. |x|1 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≤ 1; ∀x ∈ F .

3. Toàn taïi c > 0 sao cho |x|1 = |x|c2; ∀x ∈ F

4. Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|1 ⇔ daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån
|.|2.

5. |.|1 ∼ |.|2

Chöùng minh.

1. ⇒ 2. Vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0; ta coù |x|1 > 1 ⇔ |1/x|1 < 1 ⇔ |1/x|2 < 1 ⇔ |x|2 > 1. Do ñoù
|x|1 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≤ 1; ∀x ∈ F, x 6= 0, vôùi x = 0 hieån nhieân.

2. ⇒ 1. Vôùi x = 0 hieån nhieân.
Vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0; ta coù |x|1 ≥ 1 ⇔ |1/x|1 ≤ 1 ⇔ |1/x|2 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≥ 1. Do ñoù
|x|1 < 1 ⇔ |x|2 < 1; ∀x ∈ F, x 6= 0

1. ⇒ 3. • Neáu chuaån |.|1 laø chuaån taàm thöôøng thì chuaån |.|2 cuõng laø chuaån taàm thöôøng.
Thaät vaäy, vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0 ta coù |x|1 = 1.
Neáu |x|2 > 1 thì |1/x|2 < 1 ⇒ |1/x|1 < 1 (maâu thuaãn)
Neáu |x|2 < 1 thì |x|1 < 1 (maâu thuaãn)
Do ñoù |x|2 = 1 hay |.|2 laø chuaån taàm thöôøng. Vaäy |.|1 ≡ |.|2

• Neáu |.|1 khoâng laø chuaån taàm thöôøng thì toàn taïi x0 ∈ F sao cho |x0|1 > 1, do
ñoù |x0|2 > 1. Ñaët a = |x0|1 vaø b = |x0|2. Khi ñoù, ∀x ∈ F, x 6= 0 ta vieát
|x|1 = ay, y = loga |x|1. Ta seõ chöùng minh |x|2 = by . Thaät vaäy, laáy m

n
> y ta coù

|x|1 = ay < a
m
n = |x0|

m
n
1 ⇒ |xn|1 < |xm

0 |1

⇒ |xn/xm
0 |1 < 1 ⇒ |xn/xm

0 |2 < 1 ⇒ |x|2 < b
m
n
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cho m
n
→ y ta ñöôïc |x|2 ≤ by .

Töông töï neáu laáy y > m
n
, thì ta ñöôïc |x|2 ≥ by .

Vaäy |x|2 = by . Do ñoù

|x|1 = ay = (by)logb a = |x|c2; vôùi c = logb a > 0

Vôùi x = 0 hieån nhieân ñaúng thöùc treân cuõng thoûa maõn.

3. ⇒ 4. Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|1 khi vaø chæ khi

|xn − xm|1 → 0 khi m,n → ∞

⇔ |xn − xm|1/c
1 → 0 khi m,n → ∞ vôùi c > 0

⇔ |xn − xm|2 → 0 khi m,n → ∞

⇔ Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|2 .

4. ⇒ 1. Giaû söû |x|1 < 1 ta caàn chöùng minh |x|2 < 1. Töø giaû thieát |x|1 < 1 ta suy ra xn → 0 ñoái
vôùi chuaån |.|1. Do ñoù {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi |.|1 hay {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi
|.|2. Ñieàu naøy coù nghóa laø (xn+1 − xn) → 0 ñoái vôùi chuaån |.|2 hay xn(x − 1) → 0 ñoái
vôùi chuaån |.|2. Do ñoù |xn|2|1− x|2 → 0. Maø |1− x|2 6= 0 suy ra |xn|2 → 0 hay |x|2 < 1.

3. ⇒ 5. Goïi τ1, τ2 laàn löôït laø toâpoâ ñöôïc caûm sinh töø chuaån |.|1, |.|2. Laáy A ∈ τ1, ∀x ∈ A thì toàn
taïi B1(x, r) ⊂ A. Khi ñoù

y ∈ B1(x, r) ⇔ |y − x|1 < r ⇔ |y − x|1/c
1 < r1/c

⇔ |y − x|2 < r1/c ⇔ y ∈ B2(x, r1/c) ⇔ B1(x, r) = B2(x, r1/c)

Ñieàu naøy coù nghóa laø toàn taïi B2(x, r1/c) ⊂ A. Do ñoù A ∈ τ2.
Vaäy τ1 ≡ τ2

5. ⇒ 1. Giaû söû |x|1 < 1 suy ra |xn|1 → 0. Do |.|1 ∼ |.|2 neân |xn|2 → 0. Suy ra |x|2 < 1

1.2 Chuaån phi Archimedean

Ñònh nghóa 1.2.1. Cho F laø tröôøng vaø |.| laø chuaån treân F . Khi ñoù chuaån |.| ñöôïc goïi laø
chuaån phi Archimedean neáu noù thoûa maõn theâm ñieàu kieän

iii’. |x + y| ≤ max{|x|, |y|}; ∀x, y ∈ F

Ví duï.

1. Chuaån taàm thöôøng treân tröôøng F laø chuaån phi Archimedean.
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2. Neáu F laø tröôøng höõu haïn thì moïi chuaån treân F ñeàu laø chuaån taàm thöôøng. Do ñoù,
moïi chuaån treân tröôøng höõu haïn F ñeàu laø phi Archimedean.

3. Cho p laø soá nguyeân toá. Khi ñoù ∀x ∈ Q, x 6= 0 ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng

x = pa m

n
; vôùi a,m, n ∈ Z; n 6= 0; (m, p) = 1, (n, p) = 1

Kyù hieäu a = ordp(x)
Qui öôùc ordp(0) = ∞

Boå ñeà 1.2.1. Cho p laø soá nguyeân toá. Khi ñoù ∀x, y ∈ Q ta coù

i. ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y)

ii. ordp(x + y) ≥ min{ordp(x), ordp(y)}

Laáy ρ ∈ (0, 1). Khi ñoù chuaån |.| : Q → R xaùc ñònh bôûi

|x| =

{
ρordp(x) neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån phi Archimedean treân Q
Laáy ρ1, ρ2 ∈ (0, 1) vaø goïi |.|1, |.|2 töông öùng laø hai chuaån ñöôïc xaùc ñònh theo ρ1, ρ2.
Khi ñoù |.|1 ∼ |.|2. Thaät vaäy ∀x ∈ Q, x 6= 0

|x|1 = ρ
ordp(x)
1 = (ρ

ordp(x)
2 )logρ2ρ1 = |x|c2; vôùi c = logρ2ρ1 > 0

Laáy ρ = 1
p
, ta coù chuaån |.|p : Q → R xaùc ñònh bôûi

|x|p =

{
p−ordp(x) neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån phi Archimedean treân Q. Ta hay goïi laø chuaån p-adic treân Q.

Ñònh lyù 1.2.1 (Caùc ñieàu kieän cuûa chuaån phi Archimedean). Cho F laø tröôøng vôùi e laø phaàn
töû ñôn vò vaø |.| laø chuaån treân F . Caùc ñieàu kieän sau ñaây laø töông ñöông.

1. Chuaån |.| laø chuaån phi Archimedean.

2. |2| ≤ 1, vôùi 2 = 2.e = e + e.

3. |n| ≤ 1, vôùi n = n.e = e + e + · · · + e︸ ︷︷ ︸
n

4. Taäp N = {n = n.e | n ∈ N} bò chaën.
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Chöùng minh.

1. ⇒ 2. Ta coù |2| = |e + e| ≤ max{|e|, |e|} = 1

2. ⇒ 3. Neáu n ∈ N thì n = a0 + a12 + · · · + as2
s .

Trong ñoù ai ∈ {0, 1}, ∀i = 0, 1, . . . , s; as = 1.
Suy ra |ai| ≤ 1, ∀i = 0, 1, . . . , s. Do ñoù

|n| = |a0 + a12 + · · · + as2
s| ≤ |a0| + |a1||2| + · · · + |as||2s|

≤ 1 + 1 + · · · + 1 = s + 1

Maët khaùc, ta coù
2s ≤ n < 2s+1

Suy ra
s + 1 ≤ log2 n + 1

Do ñoù
|n| ≤ log2 n + 1

Khi ñoù, vôùi moïi soá nguyeân döông k, ta coù

|nk| ≤ log2 nk + 1 = k log2 n + 1 ≤ k(log2 n + 1)

Suy ra
|n| ≤ k1/k(log2 n + 1)1/k

Cho k → ∞, ta seõ coù |n| ≤ 1

3. ⇒ 4. Hieån nhieân.

4. ⇒ 1. Giaû söû taäp N bò chaën, toàn taïi a ∈ R sao cho |n| ≤ a; ∀n ∈ N . Khi ñoù

|x + y|n = |(x + y)n| = |
n∑

k=0

Ck
nxkyn−k|

≤
n∑

k=0

|Ck
n||x|k|y|n−k ≤

n∑

k=0

a|x|k|y|n−k

≤ (n + 1)a(max{|x|, |y|})n

Suy ra
|x + y| ≤ n

√
n + 1 n

√
amax{|x|, |y|}

Cho n → ∞ thì n
√

n + 1 n
√

a → 1. Do ñoù

|x + y| ≤ max{|x|, |y|}

Vaäy |.| laø chuaån phi Archimedean.



Ñaëng Tuaán Hieäp - Giaûi tích p-adic 8

1.2.1 Tính chaát cô baûn cuûa chuaån phi Archimedean

Meänh ñeà 1.2.1 (Nguyeân lyù tam giaùc caân). Cho |.| laø chuaån phi Archimedean treân tröôøng F .
Neáu |x| 6= |y| thì |x + y| = max{|x|, |y|}.

Chöùng minh. Khoâng maát tính toång quaùt, ta giaû söû |x| > |y|. Khi ñoù, ta coù

|x| = |x + y − y| ≤ max{|x + y|, |y|} ≤ max{|x|, |y|} = |x|

Suy ra
|x| = max{|x + y|, |y|}

Maø |x| > |y| neân |x| = |x + y|. Vaäy |x + y| = max{|x|, |y|}.

Meänh ñeà 1.2.2. Cho |.| laø chuaån phi Archimedean treân tröôøng F . Neáu daõy {xn} → x 6= 0 thì
toàn taïi n0 ∈ N sao cho |xn| = |x|, ∀n ≥ n0

Chöùng minh. Vì x 6= 0 neân |x| > 0 vaø do {xn} → x neân toàn taïi n0 ∈ N sao cho |xn − x| <
|x|; ∀n ≥ n0. theo nguyeân lyù tam giaùc caân, ta coù |xn| = |xn − x + x| = max{|xn − x|, |x|} =
|x|; ∀n ≥ n0

1.3 Chuaån treân Q
Ñònh lyù 1.3.1 (Ñònh lyù Ostrowski). Moïi chuaån khoâng taàm thöôøng |.| treân Q ñeàu töông ñöông
vôùi chuaån giaù trò tuyeät ñoái thoâng thöôøng hoaëc chuaån |.|p, vôùi p laø soá nguyeân toá naøo ñoù.

Chöùng minh.

1. Neáu |2| > 1 thì |.| laø chuaån Archimedean.
Laáy n ∈ N, giaû söû n = a0 + a12 + · · · + as2

s , trong ñoù ai ∈ {0; 1} vaø 2s ≤ n < 2s+1;
|2| = 2a, a = log2 |2|. Ta coù

|n| ≤ |a0| + |a1||2| + · · · + |as||2|s ≤ 1 + 2a + · · · + 2as ≤ 2asC ≤ naC

Suy ra
|nk| ≤ nkaC ⇒ |n| ≤ naC1/k

Cho k → ∞ ta ñöôïc |n| ≤ na

Maët khaùc, do 2s ≤ n < 2s+1 neân ta coù

|2s+1| = |n + 2s+1 − n| ≤ |n| + |2s+1 − n|

Suy ra
|n| ≥ |2s+1| − |2s+1 − n| ≥ 2(s+1)a − (2s+1 − n)a ≥ 2(s+1)a − 2sa

Do ñoù
|n| ≥ 2(s+1)aC ′ ≥ naC ′
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Suy ra
|nk| ≥ nkaC ′ ⇒ |n| ≥ naC ′1/k

Cho k → ∞ ta ñöôïc |n| ≥ na. Vaäy |n| = na; ∀n ∈ N.
Do ñoù |x| = |x|a; ∀x ∈ Q

2. Neáu |2| ≤ 1 thì |.| laø chuaån phi Archimedean.
Töø giaû thieát |2| ≤ 1 ta coù |n| ≤ 1; ∀x ∈ N. Do ñoù |.| laø chuaån khoâng taàm thöôøng neân
toàn taïi n ∈ N∗ sao cho |n| < 1. Goïi p 6= 0 laø soá töï nhieân beù nhaát thoûa maõn |p| < 1.
Khi ñoù p laø soá nguyeân toá. Laáy q 6= p laø soá nguyeân toá, ta seõ chöùng minh |q| = 1. Giaû
söû |q| < 1, vì (pk, qk) = 1 neân toàn taïi u, v ∈ Z sao cho upk + vqk = 1. Ta coù

1 = |1| = |upk + vqk| ≤ |u||pk| + |v||qk| ≤ |pk| + |qk|

Cho k → ∞ ta ñöôïc 1 ≤ 0 (voâ lyù). Vaäy |q| = 1.
Laáy n ∈ N, giaû söû n = pmpm1

1 pm2
2 . . . pmi

i . ta coù

|n| = |p|m =
[
( 1

p

)log 1
p
|p|

]m =
(

1
p

)m log 1
p
|p|

=
(

1
pm

)C
= |n|Cp

trong ñoù C = log 1
p
|p|. Do ñoù |x| = |x|Cp ; ∀x ∈ Q

1.4 Xaây döïng tröôøng soá p-adic Qp

Töø ñònh lyù Oxtropski, ta thaáy moät chuaån khoâng taàm thöôøng treân Q laø giaù trò tuyeät ñoái
thoâng thöôøng |.|, hoaëc laø chuaån phi Archimedean |.|p. Maët khaùc, ta bieát raèng laøm ñaày ñuû
Q theo |.| ta thu ñöôïc tröôøng soá thöïc R. Do ñoù neáu ta laøm ñaày ñuû Q theo |.|p ta cuõng seõ thu
ñöôïc tröôøng môùi maø ta goïi laø tröôøng caùc soá p-adic Qp. Cuï theå caùch xaây döïng nhö sau:
Kyù hieäu S laø taäp taát caû caùc daõy Cauchy höõu tyû theo chuaån |.|p. Treân S ta xaùc ñònh moät
quan heä töông ñöông nhö sau:

{xn} ∼ {yn} ⇔ lim
n→∞

|xn − yn|p = 0

Ta goïi Qp laø taäp hôïp taát caû caùc lôùp töông ñöông theo quan heä treân vaø ta trang bò cho Qp

hai pheùp toaùn coäng vaø nhaân nhö sau:

• Pheùp coäng
{xn} + {yn} = {xn + yn}

Phaàn töû khoâng laø 0 = {0}
Phaàn töû ñoái cuûa x = {xn} laø −x = {−xn}.
Ta coù (Qp,+) laø moät nhoùm Abel.
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• Pheùp nhaân
{xn}.{yn} = {xn.yn}

Phaàn töû ñôn vò laø 1 = {1}
Phaàn töû nghòch ñaûo: Ta coù nhaän xeùt raèng baát kyø moät lôùp khaùc khoâng 0 6= x = {xn} cuûa
Qp ñeàu coù moät ñaïi dieän laø daõy Cauchy maø moïi phaàn töû ñeàu khaùc khoâng. Thaät vaäy, neáu
xi = 0 ta coù theå thay xi bôûi x′

i = pi. Vaäy neáu x ∈ Qp, x 6= 0 thì x = {xn}, xn 6= 0, ∀n.
Khi ñoù 1

x
= { 1

xn
} laø phaàn töû nghòch ñaûo cuûa x trong Qp.

Ta coù (Q∗
p, .) laø moät nhoùm Abel.

Do ñoù, ta coù theå chöùng minh (Qp,+, .) laø moät tröôøng, tröôøng naøy ñöôïc goïi laø tröôøng soá
p-adic Qp. Tröôøng Q coù theå ñöôïc xem nhö laø tröôøng con cuûa Qp nhôø ñoàng caáu nhuùng

i : Q → Qp; x 7→ {x}

1.4.1 Chuaån treân Qp

Ñònh nghóa 1.4.1. Chuaån treân Qp ñöôïc xaùc ñònh nhö sau:

x ∈ Qp, x = {xn}; |x|p = lim
n→∞

|xn|p

Caùch ñònh nghóa nhö vaäy laø hôïp lyù vaø thöïc söï cho ta moät chuaån treân Qp. Ta coù theå
thaáy roõ ñöôïc ñieàu naøy qua nhöõng lyù luaän sau ñaây.

1. limn→∞ |xn|p luoân luoân toàn taïi.
Neáu x = 0 thì |xn|p → 0.
Neáu x 6= 0 thì vôùi ε > 0 naøo ñoù vaø vôùi N ∈ N toàn taïi iN > N sao cho

|xiN |p > ε (1.1)

Khi ñoù vôùi N ñuû lôùn ta coù

|xi − xi′|p < ε; ∀i, i′ > N

Choïn i′ = iN ta ñöôïc
|xi − xiN |p < ε; ∀i > N (1.2)

Töø (1.1) vaø (1.2), aùp duïng nguyeân lyù tam giaùc caân ta ñöôïc

|xi|p = |xiN |p; ∀i > N

Suy ra
lim

n→∞
|xn|p = |xiN |p
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2. Chuaån |x|p khoâng phuï thuoäc vaøo caùch choïn phaàn töû ñaïi dieän.
Giaû söû x = {xn} = {x′

n}, khi ñoù {xn} ∼ {x′
n}, suy ra

lim
n→∞

|xn − x′
n|p = 0

Maët khaùc, ta coù |xn − x′
n|p ≥ ||xn|p − |x′

n|p|. Do ñoù

lim
n→∞

||xn|p − |x′
n|p| = 0

Suy ra
lim

n→∞
|xn|p = lim

n→∞
|x′

n|p

Chuù yù. Khi tieán haønh laøm ñaày ñuû Q ñeå thu ñöôïc R thì taäp giaù trò cuûa chuaån |.| taêng leân
ñeán taäp hôïp taát caû caùc soá thöïc khoâng aâm. Nhöng khi laøm ñaày ñuû Q ñeå thu ñöôïc Qp thì taäp
giaù trò cuûa chuaån |.|p vaãn giöõ nguyeân laø {pn|n ∈ Z} ∪ {0}.

1.4.2 Ñoàng dö trong Qp

Vôùi a, b ∈ Qp, ta noùi a ≡ b (mod pn) ⇔ |a− b|p ≤ p−n .
Neáu a, b ∈ Z thì ñònh nghóa ñoàng dö trong Qp seõ truøng vôùi ñònh nghóa ñoàng dö thoâng
thöôøng treân taäp hôïp soá nguyeân Z.

1.4.3 Soá nguyeân p-adic

Taäp hôïp Zp = {a ∈ Qp : |a|p ≤ 1} cuøng vôùi pheùp coäng vaø pheùp nhaân trong Qp laäp thaønh
moät vaønh. Vaønh naøy ñöôïc goïi laø vaønh caùc soá nguyeân p-adic.
Taäp hôïp taát caû caùc phaàn töû khaû nghòch cuûa vaønh Zp laø

Z∗
p = {x ∈ Zp : 1/x ∈ Zp} = {x ∈ Zp : |x|p = 1}

Caùc phaàn töû cuûa Z∗
p coøn ñöôïc goïi laø caùc ñôn vò p-adic.

1.5 Bieåu dieãn p-adic cuûa soá x trong Qp

Ta ñaõ bieát raèng, neáu x ∈ Qp thì ta coù theå vieát x = {xn} vôùi {xn} laø daõy Cauchy naøo ñoù
trong Q. Tuy nhieân neáu x laø moät soá nguyeân p-adic thì ta coù theå choïn ñaïi dieän {xn} thoûa
maõn moät soá ñieàu kieän ñaëc bieät naøo ñoù. Tröôùc heát, ta caàn tôùi caùc boå ñeà sau ñaây.

Boå ñeà 1.5.1. Neáu x = {xn} ∈ Qp thì limn→∞ xn = x
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Chöùng minh. Ta coù x − xn = {(xi − xn)i}. Do ñoù

|x − xn|p = lim
i→∞

|xi − xn|p

Vì {xn} laø daõy Cauchy trong Q neân vôùi moïi ε > 0 toàn taïi N ∈ N sao cho ∀i, i′ > N ta coù
|xi − x′

i|p < ε. Choïn n > N , khi ñoù ∀i > N ta coù |xi − xn|p < ε. Do ñoù

|x− xn|p ≤ ε; ∀n > N

Vaäy
lim

n→∞
xn = x

Boå ñeà 1.5.2. Neáu x ∈ Q vaø |x|p ≤ 1 thì ∀i ∈ N, toàn taïi a ∈ Z sao cho |a − x|p ≤ p−i. Hôn
nöõa, soá a coù theå choïn trong taäp {0, 1, . . . , pi − 1}

Chöùng minh. Giaû söû x = m
n
∈ Q, (m,n) = 1. Do |x|p ≤ 1 neân (n, p) = 1 ⇒ (n, pi) = 1, do

ñoù toàn taïi u, v ∈ Z sao cho un + vpi = 1. Ñaët b = mu ∈ Z, khi ñoù

|b− x|p = |x|p|nu − 1|p ≤ |nu − 1|p = |vpi|p ≤ p−i

Ñaët b = piq + a trong ñoù 0 ≤ a ≤ pi − 1. Khi ñoù

|a− x|p = |b − x − piq|p ≤ max{|b− x|p, |piq|p} ≤ p−i

Ñònh lyù 1.5.1. Vôùi moãi a ∈ Zp coù duy nhaát moät ñaïi dieän laø daõy Cauchy caùc soá nguyeân {ai}
thoûa maõn

1. 0 ≤ ai ≤ pi − 1; ∀i = 1, 2, . . .

2. ai ≡ ai+1 (mod pi)

Chöùng minh.

• Söï toàn taïi:
Giaû söû daõy Cauchy {ci} laø daõy ñaïi dieän baát kyø cuûa a. Ta phaûi tìm moät daõy Cauchy
goàm caùc soá nguyeân {ai} töông ñöông vôùi {ci} vaø thoûa hai ñieàu kieän cuûa ñònh lyù.
Do {ci} laø daõy Cauchy neân vôùi moãi soá j = 1, 2, . . . toàn taïi moät soá N(j) ∈ N sao cho

|ci − ci′|p ≤ p−j ; ∀i, i′ ≥ N(j)

Khi ñoù ∀j = 1, 2, . . . vaø ∀i′ ≥ N(j) ta coù

|cN(j)|p = |ci′ + cN(j) − ci′|p ≤ max{|ci′|p, |cN(j) − ci′|p} ≤ max{|ci′|p, p−j}
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Vì |ci′|p → |a|p ≤ 1 khi i′ → ∞ neân ta coù

|cN(j)|p ≤ 1; ∀j = 1, 2, . . .

AÙp duïng boå ñeà (1.5.2) ta tìm ñöôïc daõy soá nguyeân {aj} thoûa maõn
{

0 ≤ aj < pj

|aj − cN(j)|p ≤ p−j

Ta chöùng minh {aj} laø daõy caàn tìm:

|aj+1 − aj|p = |aj+1 − cN(j+1) + cN(j+1) − cN(j) − (aj − cN(j))|p

≤ max{|aj+1 − cN(j+1)|p, |cN(j+1) − cN(j)|p, |aj − cN(j)|p}
≤ max{p−(j+1), p−j , p−j} = p−j

Suy ra {aj} laø daõy Cauchy vaø aj ≡ aj+1 (mod pj)
Laáy j baát kyø, khi ñoù ta coù

|aj − cj|p = |aj − cN(j) + cN(j) − cj|p

≤ max{|aj − cN(j)|p, |cN(j) − cj|p}
≤ max{p−j , p−j} = p−j

Do ñoù |aj − cj|p → 0 khi j → ∞ hay {aj} ∼ {cj}

• Söï duy nhaát:
Neáu {a′

i} laø moät daõy soá nguyeân khaùc thoûa hai ñieàu kieän cuûa ñònh lyù thì toàn taïi i0 ∈ N
naøo ñoù sao cho ai0 6= a′

i0
.

Vì 0 ≤ ai0, a
′
i0

< pi0 neân ai0 6≡ a′
i0

(mod pi0) ⇒ |ai0 − a′
i0
|p > p−i0 .

Neáu i ≥ i0 thì |ai − ai0|p ≤ p−i0 vaø |a′
i − a′

i0
|p ≤ p−i0 . Do ñoù theo nguyeân lyù tam giaùc

caân ta coù |ai − ai′|p = |ai0 − a′
i0
|p > p−i0 ; ∀i ≥ i0.

Suy ra {ai} � {a′
i}

Vôùi caùc soá nguyeân {ai} thoûa maõn caùc ñieàu kieän trong ñònh lyù (1.5.1), ta coù theå vieát

a1 = b0

a2 = b0 + b1p
a3 = b0 + b1p + b2p

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai = b0 + b1p + · · · + bi−1p

i−1

trong ñoù 0 ≤ bi ≤ p − 1 vôùi i = 0, 1, 2, . . .. Khi ñoù vôùi moãi a ∈ Zp ta coù

a = {b0 + b1p + · · · + bi−1pi−1}
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Theo boå ñeà (1.5.1), ta coù theå vieát a döôùi daïng

a = b0 + b1p + · · · + bnp
n + · · ·

Coâng thöùc naøy ñöôïc goïi laø bieåu dieãn p-adic cuûa a trong Zp.
Neáu x ∈ Qp baát kyø, |x|p = pm vôùi m ∈ Z thì ta seõ nhaân x vôùi moät soá pm sao cho soá x′ = xpm

thoûa maõn |x′|p = 1. Sau ñoù aùp duïng ñònh lyù (1.5.1), ta seõ choïn ñöôïc moät daõy {bi} sao cho
b0 6= 0, 0 ≤ bi ≤ p − 1 vaø ta coù

x′ = b0 + b1p + · · · + bnp
n + · · · =

∞∑

i=0

bip
i

Suy ra bieåu dieãn cuûa x seõ coù daïng

x =
x′

pm
= b0p

−m + b1p
−m+1 + · · · + bnp−m+n + · · ·

Ñaët ci = bi+m,∀i = −m, . . . , 0, 1, . . ., khi ñoù c−m 6= 0 vaø ta seõ coù

x = c−mp−m + c−m+1p
−m+1 + · · · + c−m+np−m+n + · · · =

∞∑

i=−m

cip
i

Trong ñoù m ∈ Z, c−m 6= 0, 0 ≤ ci ≤ p − 1 sao cho |x|p = pm . Coâng thöùc naøy ñöôïc goïi laø
coâng thöùc bieåu dieãn p-adic cuûa x trong Qp.

1.6 Boå ñeà Hensel

Caùc pheùp toaùn soá hoïc thoâng thöôøng nhö: coäng, tröø, nhaân vaø chia trong Qp ñöôïc thöïc hieän
moät caùch deã daøng. Tuy nhieân, vieäc khai caên cuûa moät soá nguyeân vaø vieäc tìm nghieäm cuûa
moät phöông trình naøo ñoù trong Qp noi chung laø vaán ñeà khoâng phaûi luùc naøo chuùng ta cuõng
thöïc hieän ñöôïc. Boå ñeà Hensel vaø boå ñeà Hensel môû roäng ñöôïc trình baøy döôùi ñaây seõ giuùp
chuùng ta giaûi quyeát moät phaàn naøo veà vaán ñeà noùi treân.

Ñònh lyù 1.6.1 (Boå ñeà Hensel). Cho F (x) = c0 + c1x + · · · + cnx
n ∈ Zp[x] coù ñaïo haøm

F ′(x) = c1 + 2c2x + · · · + ncnxn−1 ∈ Zp[x]. Giaû söû coù a0 ∈ Zp thoûa F (a0) ≡ 0 (mod p) vaø
F ′(a0) 6≡ 0 (mod p). Khi ñoù toàn taïi duy nhaát a ∈ Zp sao cho F (a) = 0 vaø a ≡ a0 (mod p).

Ñònh lyù 1.6.2 (Boå ñeà Hensel môû roäng). Cho F (x) = c0 + c1x + · · · + cnxn ∈ Zp[x] coù
ñaïo haøm F ′(x) = c1 + 2c2x + · · · + ncnxn−1 ∈ Zp[x]. Giaû söû coù a0 ∈ Zp thoûa F (a0) ≡ 0
(mod p2m+1), F ′(a0) ≡ 0 (mod pm) vaø F ′(a0) 6≡ 0 (mod pm+1). Khi ñoù toàn taïi duy nhaát
a ∈ Zp sao cho F (a) = 0 vaø a ≡ a0 (mod pm+1).

Chöùng minh.
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1.7 Nhoùm giaù trò vaø tröôøng thaëng dö cuûa Qp

1.8 Moät soá tính chaát toâpoâ cuûa Qp

Vì Toâpoâ trong Qp laø toâpoâ caûm sinh bôûi chuaån phi Archimedean neân noù coù nhieàu tính chaát
khaùc laï so vôùi toâpoâ thoâng thöôøng.

Ñònh nghóa 1.8.1.

• Hình caàu môû taâm a baùn kính r laø taäp hôïp

B(a, r) = {x ∈ Qp : |x− a|p < r}

• Hình caàu ñoùng taâm a baùn kính r laø taäp hôïp

B[a, r] = {x ∈ Qp : |x − a|p ≤ r}

• Maët caàu taâm a baùn kính r laø taäp hôïp

D(a, r) = {x ∈ Qp : |x − a|p = r}

Töø ñònh nghóa naøy ta thaáy Zp laø hình caàu môû taâm 0 baùn kính 1 vaø Z∗
p laø maët caàu taâm 0

baùn kính 1.

Meänh ñeà 1.8.1.

1. Moïi hình caàu, maët caàu trong Qp ñeàu laø nhöõng taäp vöøa ñoùng, vöøa môû.

2. Hai hình caàu baát kyø trong Qp hoaëc loàng nhau hoaëc rôøi nhau.

3. Moïi hình caàu, maët caàu trong Qp ñeàu coù voâ soá taâm. Moïi hình caàu ñeàu coù voâ soá baùn kính.

4. Qp chæ coù moät soá ñeám ñöôïc caùc hình caàu vaø maët caàu.

Chöùng minh.

1.

2.

3.

4.

Ta ñaõ bieát vaønh soá nguyeân p-adic Zp chính laø hình caàu môû B(0, 1) neân Zp laø taäp môû.
Hôn theá nöõa, ta coøn coù meänh ñeà.
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Meänh ñeà 1.8.2. Zp laø taäp compact.

Chöùng minh. Laáy {xn} laø moät daõy trong Zp. Ta seõ xaây döïng moät daõy con {xnk
} hoäi tuï

trong Zp. Xeùt caùc khai trieån p−adic:

x1 = x10 + x11p + · · · + x1kp
k + · · ·

x2 = x20 + x21p + · · · + x2kp
k + · · ·

...

xn = xn0 + xn1p + · · · + xnkp
k + · · ·

...

Do x10, x20, . . . , xn0, . . . goàm voâ haïn caùc phaàn töû nhöng chæ nhaän caùc giaù trò trong taäp höõu
haïn {0, 1, . . . , p− 1} neân toàn taïi taäp K0 goàm voâ haïn caùc phaàn töû cuûa daõy {xn} sao cho chöõ
soá ñaàu tieân trong khai trieån p−adic cuûa moãi phaàn töû thuoäc K0 ñeàu baèng nhau vaø baèng b0.
Töông töï, K1 ⊂ K0: taäp voâ haïn caùc phaàn töû cuûa daõy {xn} sao cho chöõ soá thöù hai trong khai
trieån p−adic cuûa moãi phaàn töû thuoäc K1 ñeàu baèng nhau vaø baèng b1. Cöù theá, tieáp tuïc quaù
trình treân ta xaây döïng ñöôïc moät daõy caùc taäp voâ haïn loàng nhau:

K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · ·

Trong ñoù Kn laø taäp con voâ haïn caùc phaàn töû cuûa daõy {xn} sao cho trong khai trieån p−adic
cuûa moãi phaàn töû thuoäc Kn chöõ soá ñaàu tieân ñeàu baèng b0, chöõ soá thöù hai ñeàu baèng b1, . . . ,
chöõ soá thöù n + 1 ñeàu baèng bn.
Laáy xn0 ∈ K0, xn1 ∈ K1, . . . , xni ∈ Ki, . . . (n0 < n1 < · · · < ni < · · · ).
Ñaët a = b0 + b1p + · · · + bip

i + · · · ∈ Zp. Ta coù |xni − a|p ≤ p−i−1 .
Cho i → ∞ ta ñöôïc daõy con {xni} hoäi tuï veà a ∈ Zp.
Vaäy Zp laø taäp compact.

Nhaän xeùt. Nhö vaäy, chuùng ta ñaõ chöùng minh ñöôïc Zp laø taäp compact, ñieàu naøy coù nghóa
laø B(0, 1) laø taäp compact. Do ñoù vôùi moïi a ∈ Qp thì a + Zp laø laân caän compact cuûa a trong
Qp. Vì vaäy, Qp laø taäp compact ñòa phöông.

1.8.1 Khoaûng trong Qp

1.9 Baøi taäp chöông 1



Chöông 2

Xaây döïng tröôøng soá phöùc p-adic Cp

2.1 Chuaån treân khoâng gian vectô

2.2 Tröôøng Qp

2.3 Caùc tính chaát cô baûn cuûa Cp

1. Cp ñaày ñuû.

2. Cp laø tröôøng ñoùng ñaïi soá.

Chöùng minh. Ñaàu tieân, ta seõ chöùng minh boå ñeà sau ñaây.

Boå ñeà 2.3.1. Laáy g(x) = xn +bn−1x
n−1 + · · ·+b0 ∈ Qp[x]. Khi ñoù, neáu β laø moät nghieäm

cuûa g(x) thì |β|p ≤ c = max{1, |bi|p}

Chöùng minh. Giaû söû β laø nghieäm cuûa g(x) vaø |β|p > c (*)
Ta coù

βn + bn−1β
n−1 + · · · + b0 = 0

⇒ β = −bn−1 −
bn−2

β
− · · · − b0

βn−1

⇒ |β|p ≤ max
0≤i≤n−1

{|bn−i−1

βi
|p} ≤ max

0≤i≤n−1
{|bn−i−1|p} (do |βi|p > 1)

≤ c (maâu thuaãn vôùi (*))

Vaäy |β|p ≤ c

17
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Laáy f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ Cp[x], vôùi ai ∈ Cp. Ta seõ chöùng minh f(x) coù

nghieäm trong Cp.
Vôùi moãi i = 0, 1, . . . , n − 1; laáy {aij}j laø daõy phaàn töû cuûa Qp hoäi tuï veà ai. Ñaët

gj(x) = xn + an−1,jx
n−1 + · · · + a1,jx + a0,j ;∀j

Laáy rij laø nghieäm cuûa gj(x) trong Qp (i = 1, 2, . . . , n). Ta coù

gj+1(x) = Πn
i=1(x − ri,j+1)

Vôùi moïi j , ta ñaët Aj = max1≤i≤n{1, |aij|n}. Do aij → ai khi j → ∞ neân an
ij → an

i khi
j → ∞. Do ñoù |aij|n bò chaën khi j → ∞, suy ra Aj bò chaën khi j → ∞, toàn taïi A sao
cho Aj < A ,∀j .
Theo boå ñeà 2.3.1, ta ñöôïc max1≤i≤n{1, |rij|n} < A

3. Cp laø khoâng gian vectô voâ haïn chieàu treân Qp

4. Nhoùm giaù trò |C∗
p| = {pr : r ∈ Q} ≤ (R+, .)

5. Tröôøng thaëng dö cuûa Cp laø bao ñoùng ñaïi soá cuûa Fp = Zp/pZp

6. Cp laø khoâng gian khaû ly.

7. Cp khoâng compact ñòa phöông.

Chöùng minh. Vôùi m ∈ N, (m, p) = 1, ta kí hieäu

m
√

1 = {z ∈ Cp : zm = 1}

Deã daøng thaáy, z ∈ m
√

1 ⇔ zm = 1. Suy ra |z|mp = 1 ⇒ |z|p = 1

Boå ñeà 2.3.2. Vôùi m ∈ N, (m, p) = 1, z ∈ m
√

1, z 6= 1 thì |z − 1|p = 1

Chöùng minh. Ta coù |z−1|p ≤ max{|z|p, |1|p} = 1. Giaû söû |z−1|p < 1. Ñaët a = z−1 6= 0
thì 0 6= |a|p < 1 vaø z = a + 1. Khi ñoù

1 = zm = (1 + a)m = 1 + C1
ma + · · · + Cm−1

m am−1 + am

Suy ra
C1

ma + · · · + Cm−1
m am−1 + am = 0

⇒ a(C1
m + · · · + Cm−1

m am−2 + am−1) = 0

⇒ |a|p|m + · · · + Cm−1
m am−2 + am−1|p = 0
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Ta laïi coù (m, p) = 1 neân |m|p = 1 vaø do |a|p < 1 neân ta cuõng coù |C i
mai−1|p =

|C i
m|p|a|i−1

p ≤ |a|p < 1 , ∀i = 2, . . . ,m. Do ñoù, ta phaûi coù

|m + · · · + Cm−1
m am−2 + am−1|p = 1

Suy ra |a|p = 0 ⇒ a = 0 ⇒ z = 1. Ta gaëp söï maâu thuaãn.
Vaäy |z − 1|p = 1

Baây giôø, ta seõ ñi chöùng minh Cp khoâng compact ñòa phöông. Ñaët

I =
⋃

(m,p)=1

m
√

1

Khi ñoù, I laø moät taäp hôïp voâ haïn caùc phaàn töû naèm treân maët caàu ñôn vò. Laáy {zi}i∈N ⊂ I
laø moät daõy baát kyø goàm caùc phaàn töû phaân bieät thuoäc I . Ta seõ chöùng minh {zi}i∈N
khoâng coù daõy con hoäi tuï. Thaät vaäy, vôùi zi 6= zj baát kyø, giaû söû zi ∈ m

√
1, zj ∈ n

√
1. Khi

ñoù, ta coù

(| zi

zj
|p)mn =

|zi|mn
p

|zj|mn
p

= 1

Suy ra
zi

zj
∈ mn

√
1 ,

zi

zj
6= 1

Do ñoù, theo boå ñeà treân, ta seõ coù

|zi − zj|p = |zj|p|
zi

zj

− 1|p = 1

Suy ra moïi daõy con cuûa {zi}i∈N ñeàu khoâng hoäi tuï. Do ñoù quaû caàu ñôn vò laø khoâng
compact, hay moïi quaû caàu trong Cp ñeàu khoâng compact. Vaäy Cp khoâng compact ñòa
phöông.

8. Cp coù löïc löôïng continum, nhöng soá hình caàu trong Cp laø ñeám ñöôïc.

2.4 Baøi taäp chöông 2

1. Goïi C+
p = {z ∈ Cp : |z − 1|p < 1} laø taäp hôïp caùc phaàn töû döông cuûa Cp. Chöùng minh

caùc khaúng ñònh sau laø töông ñöông

(a) a ∈ C+
p

(b) limn→∞ apn
= 1

(c) ap ∈ C+
p
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Giaûi. (a) ⇒ (b)
Laáy a ∈ C+

p , ñaët c = max{|a − 1|p, 1/p}, khi ñoù 0 < c < 1. Ta seõ chöùng minh baèng
quy naïp khaúng ñònh sau |apn − 1|p ≤ cn+1 .
Vôùi n = 0, ta coù |a− 1|p ≤ c, ñieàu naøy luoân ñuùng do caùch xaùc ñònh c.
Giaû söû, ta ñaõ coù |apn − 1|p ≤ cn+1 .
Ta caàn chöùng minh |apn+1 − 1|p ≤ cn+2 .
Ñaët b = apn − 1, suy ra |b|p ≤ cn+1 ≤ c. Khi ñoù

|apn+2 − 1|p = |(apn

)p − 1|p = |(b + 1)p − 1|p

= |bp + C1
pb

p−1 + · · · + Cp−1
p b|p

= |b|p|bp−1 + C1
pb

p−2 + · · · + Cp−1
p |p

Vì |b|p ≤ cn+1 ≤ c neân |Ck
pbp−k−1|p = |Ck

p |p|bp−k−1|p ≤ |bp−k−1|p ≤ cp−k−1 ≤ c ;∀k =
0, 1, . . . , p − 2 vaø |Cp−1

p |p = |p|p = 1/p ≤ c. Do ñoù

|bp−1 + C1
pbp−2 + · · · + Cp−1

p |p ≤ c

Suy ra
|apn+1 − 1|p ≤ cn+2

Vaäy ta ñaõ chöùng minh ñöôïc |apn − 1|p ≤ cn+1 , vôùi 0 < c < 1. Do ñoù

lim
n→∞

|apn − 1|p = 0 ⇒ lim
n→∞

apn

= 1

(b) ⇒ (a)
Giaû söû limn→∞ apn

= 1 ⇒ ∃n : |apn − 1|p < 1. Ñaët x = a − 1, ta caàn chöùng minh
|x|p < 1. Giaû söû |x|p ≥ 1, ta coù

1 > |(x + 1)pn − 1|p = |xpn

+ C1
pnxpn−1 + · · · + Cpn−1

pn x|p

Vì |x|p ≥ 1 neân vôùi moïi k = 1, 2, . . . , pn − 1, ta coù

|Ck
pnxpn−k|p = |Ck

pn|p|xpn−k|p < |x|pn−k
p ≤ |x|pn

p

Theo nguyeân lyù tam giaùc caân ta phaûi coù

1 > |xpn

+ C1
pnxpn−1 + · · · + Cpn−1

pn x|p = |x|pn

p ≥ 1

Suy ra 1 > 1 (voâ lyù)
Ta ñaõ chöùng minh ñöôïc (a) ⇔ (b)
Maët khaùc, ta laïi coù

a ∈ C+
p ⇔ lim

n→∞
apn

= 1 ⇔ lim
n→∞

apn+1

= 1

⇔ lim
n→∞

(ap)pn

= 1 ⇔ ap ∈ C+
p

Vaäy ta cuõng coù ñöôïc (a) ⇔ (c)



Chöông 3

Haøm giaûi tích p-adic

3.1 Chuoãi luõy thöøa

Chuoãi
∑∞

n=0 an hoäi tuï khi vaø chæ khi daõy Sn =
∑n

i=0 ai hoäi tuï ⇔ {Sn} laø daõy Cauchy
⇔ Sn − Sn−1 = an → 0.
Chuoãi

∑∞
n=0 anz

n , an ∈ Cp goïi laø chuoãi luõy thöøa (1).
Baùn kính hoäi tuï cuûa chuoãi (1) laø

r =
1

limn→∞ sup |an|1/n
p

1. ∀z ∈ Cp, |z|p < r : chuoãi (1) hoäi tuï.

2. ∀z ∈ Cp, |z|p > r : chuoãi (1) phaân kyøï.

3. ∀z ∈ Cp, |z|p = r : chuoãi (1) hoäi tuï neáu anr
n → 0, chuoãi (1) phaân kyø neáu anr

n 6→ 0.

3.2 Haøm giaûi tích

Goïi D = D(0, r) = {z ∈ Cp : |z|p < r}. Haøm f : D → Cp goïi laø haøm giaûi tích treân D neáu
f(z) bieåu dieãn ñöôïc döôùi daïng chuoãi luõy thöøa hoäi tuï, töùc laø

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n

hoäi tuï trong D = D(0, r).

Ví duï.

1.

log(1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n+1zn

n

21
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Baùn kính hoäi tuï:

r =
1

limn→∞ sup |1/n|1/n
p

= lim
n→∞

n

√
|n|p

Ta coù n = pordpnm , (m, p) = 1 ⇒ |n|p = p−ordpn ≤ 1. Do ñoù

1

n
= p−ordpn 1

m
≤ |n|p = p−ordpn ≤ 1

Suy ra
1

n
√

n
≤ n

√
|n|p ≤ 1

Chuyeån qua giôùi haïn ta ñöôïc:

r = lim
n→∞

n

√
|n|p = 1

Xeùt |z|p = 1:
Ta coù |1/n|p 6→ 0 vì toàn taïi daõy con {nk}, (nk, p) = 1.
Khi ñoù |1/nk|p = 1 6→ 0. Vaäy chuoãi khoâng hoäi tuï neáu |z|p = 1.
Keát luaän: log(1 + z) : D(0, 1) −→ Cp

z 7−→
∞∑

n=1

(−1)n+1zn

n

laø haøm giaûi tích treân D(0, 1).

2.

ez =

∞∑

n=0

zn

n!

Baùn kính hoäi tuï:

r =
1

limn→∞ sup |1/n!|1/n
p

= lim
n→∞

n

√
|n!|p

Ta coù
ordp(n!) =

n − Sn

p − 1
, Sn = a0 + a1 + · · · + as

trong ñoù a0, a1, . . . , as laø caùc chöõ soá cuûa n trong khai trieån p−adic n = a0 +a1p+ · · ·+
asp

s , 0 ≤ ai ≤ p − 1, as 6= 0. Ta coù

Sn = a0 + a1 + · · · + as ≤ (p − 1)(s + 1) ≤ (p − 1)(logp n + 1)

Do ñoù
n − (p − 1)(logp n + 1)

n(p − 1)
≤ ordp(n!)

n
≤ 1

p − 1
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Chuyeån qua giôùi haïn ta ñöôïc:

lim
n→∞

ordp(n!)

n
=

1

p − 1

Suy ra

r = lim
n→∞

n

√
|n!|p = p− limn→∞

ordp(n!)

n = p
1

1−p

Xeùt |z|p = p
1

1−p : ta caàn kieåm tra p
n

1−p

n!
→ 0 ⇔ |p

n
1−p

n!
|p → 0

⇔ n

p − 1
− n − Sn

p − 1
→ ∞ ⇔ Sn

p − 1
→ ∞

Theá nhöng, ta coù vôùi nk = pk thì Snk
= 1 6→ ∞. Vaäy chuoãi phaân kyø.

Keát luaän: ez : D(0, p
1

1−p ) −→ Cp

z 7−→
∞∑

n=0

zn

n!

laø haøm giaûi tích treân D(0, p
1

1−p ).

3.3 Vaønh caùc haøm giaûi tích

3.3.1 Caùc ñònh nghóa

• Vaønh caùc ña thöùc:

Cp[z] = {f =

n∑

i=0

aiz
i : ai ∈ Cp}

• Vaønh caùc chuoãi luõy thöøa hình thöùc:

Cp[[z]] = {f =
∞∑

n=0

anz
n : an ∈ Cp}

Caùc pheùp toaùn:
Cho

f =

∞∑

n=0

anz
n ; g =

∞∑

n=0

bnz
n

– Pheùp coäng:

f + g =
∞∑

n=0

(an + bn)z
n
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– Pheùp nhaân:

fg =
∞∑

n=0

cnzn

trong ñoù
cn =

∑

i+j=n

aibj

Ta coù Cp[[z]] vôùi hai pheùp toaùn coäng vaø nhaân ñöôïc ñònh nghóa ôû treân laäp thaønh moät
vaønh.

• Cho r > 0 (r ∈ R), ta ñònh nghóa:

Ar(Cp) = {f =
∞∑

n=0

anz
n ∈ Cp[[z]] : |an|prn → 0}

Ta deã daøng kieåm tra ñöôïc Ar(Cp) laø vaønh con cuûa vaønh Cp[[z]].

• Neáu f(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n + · · · ∈ Ar(Cp) thì |an|prn → 0 khi n → ∞. Ñaët

µ(r, f) = max
n

|an|prn : haïng töû toái ñaïi cuûa f

ν(r, f) = max{n : |an|prn = µ(r, f)}

Ta coù µ(r, f), ν(r, f) laø caùc haøm taêng ñoái vôùi r. Thaät vaäy, giaû söû r1 ≤ r2

* µ(r1, f) = |an0|prn0
1 ≤ |an0 |prn0

2 ≤ µ(r2, f)

* Giaû söû ν(r1, f) = n1, ν(r2, f) = n2. Ta coù

|an2|prn2
2 ≥ |an1 |prn1

2 vaø |an2|prn2
1 ≤ |an1 |prn1

1

Suy ra
(r2/r1)

n2 ≥ (r2/r1)
n1 ⇒ n2 ≥ n1

3.3.2 Ñònh lyù

Cho r > 0, µ(r,−) laø chuaån phi Archimedean treân vaønh Ar(Cp), töùc laø:

1. µ(r, f) ≥ 0 vaø µ(r, f) = 0 ⇔ f = 0.

2. µ(r, fg) = µ(r, f).µ(r, g).

3. µ(r, f + g) ≤ max{µ(r, f);µ(r, g)}.
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Chöùng minh. 1. vaø 3. Hieån nhieân ñuùng suy ra töø ñònh nghóa cuûa µ(r, f).
Ta chöùng minh 2.
Laáy baát kyø f, g ∈ Ar(Cp), khi ñoù

f =
∞∑

n=0

anz
n ; g =

∞∑

n=0

bnz
n ; fg =

∞∑

n=0

cnzn

trong ñoù
cn =

∑

i+j=n

aibj ⇒ |cn|p ≤ max
i+j=n

|ai|p|bj|p

Do ñoù
µ(r, fg) = max

n
|cn|prn ≤ max

n
max
i+j=n

{|ai|p|bj|prn}

= max
n

max
i+j=n

{|ai|pri.|bj|prj} ≤ µ(r, f).µ(r, g)

Ngöôïc laïi, goïi

i0 = min{i : |ai|pri = µ(r, f)} ; j0 = min{j : |bj|prj = µ(r, g)}

Vôùi moïi i, j ta coù
|ai|pri ≤ |ai0|pri0 ; |bj|prj ≤ |bj0|prj0

Neáu i < i0 vaø j < j0 thì ta coù

|ai|pri < |ai0|pri0 ; |bj|prj < |bj0|prj0

Ñaët n = i0 + j0, ta coù

|ai0|p = r−i0µ(r, f) ; |bj0|p = r−j0µ(r, g)

Suy ra
|ai0bj0 |p = r−nµ(r, f)µ(r, g)

Neáu (i, j) 6= (i0, j0) vaø i + j = n thì i < i0 hoaëc j < j0. Khi ñoù

|aibj|p < r−nµ(r, f)µ(r, g)

Do ñoù

|cn|p = |
∑

i+j=n

aibj|p = |ai0bj0 +
∑

i+j=n,i 6=i0

aibj|p = |ai0bj0|p = r−nµ(r, f)µ(r, g)

Suy ra
µ(r, f)µ(r, g) = |cn|prn ≤ µ(r, fg)
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3.3.3 Caùc tính chaát

1. Ar(Cp) ñaày ñuû ñoái vôùi chuaån µ(r,−).

Chöùng minh. Laáy {fi} laø daõy Cauchy trong Ar(Cp).

fi = a0i + a1iz + · · · + aniz
n + · · · ∈ Ar(Cp)

Khi ñoù µ(r, fi − fj) → 0 khi i, j → ∞

∀ε > 0,∃N : ∀i, j ≥ N : µ(r, fi − fj) < ε

⇔ max
n

|ani − anj|prn < ε ;∀i, j ≥ N

Vôùi moãi n, ta coù
|ani − anj |p <

ε

rn
;∀i, j ≥ N

Suy ra, vôùi moãi n, daõy {ani}i laø daõy Cauchy trong Cp. Do Cp laø ñaày ñuû neân daõy {ani}i

hoäi tuï trong Cp. Do ñoù, vôùi moãi n, ta ñaët

an = lim
i→∞

ani

f = a0 + a1z + · · · + anzn + · · ·
Ta seõ chöùng minh f ∈ Ar(Cp) vaø fi → f khi i → ∞. Thaät vaäy, ta coù

∀ε > 0,∃N : max
n

|ani − anj |prn < ε ;∀i, j ≥ N

Cho j → ∞, ta ñöôïc
max

n
|ani − an|prn ≤ ε ;∀i ≥ N

Suy ra
µ(r, fi − f) = max

n
|ani − an|prn → 0

Do ñoù
f = lim

i→∞
fi

Ta coù
∀ε > 0,∃N : max

n
|an − ani|prn ≤ ε ;∀i ≥ N

Choïn i0 > N , do fi0 ∈ Ar(Cp) neân ∃M : |ani0|prn < ε ;∀n ≥ M .
Khi ñoù, ∀n ≥ M , ta coù

|an|prn = |an − ani0 + ani0|prn ≤ max{|an − ani0|prn, |ani0|prn} ≤ ε

Suy ra
lim

n→∞
anr

n = 0

Do ñoù
f ∈ Ar(Cp)
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2. Cp[z] truø maät trong Ar(Cp).

Chöùng minh. Laáy f = a0 + a1z + · · · + anz
n + · · · ∈ Ar(Cp). Khi ñoù

fn = a0 + a1z + · · · + anz
n ∈ Cp[z]

Ta seõ chöùng minh fn → f theo chuaån µ(r,−). Thaät vaäy, do f ∈ Ar(Cp) neân |ai|pri → 0
khi i → ∞. Töùc laø, ta coù

∀ε > 0,∃N : |ai|pri < ε ;∀i ≥ N

Khi ñoù, ∀n ≥ N , ta coù
µ(r, f − fn) = max

i≥n
|ai|pri < ε

Do ñoù
lim

n→∞
µ(r, f − fn) = 0

3.4 Ñònh lyù chuaån bò Weierstrass

3.5 Ña giaùc Newton

3.6 Haøm phaân hình p-adic

3.7 Baøi taäp chöông 3

1. Cho f laø haøm giaûi tích treân Cp, f khoâng coù khoâng ñieåm trong Cp. Chöùng minh raèng
f laø haèng soá.

Giaûi. AÙp duïng ñònh lyù Weierstrass, ta coù:

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n ; an ∈ Cp

laø haøm giaûi tích treân Cp thì soá khoâng ñieåm cuûa f(z) trong hình caàu |z|p ≤ r laø ν(r, f).
Trôû laïi baøi toaùn, giaû söû f laø haøm giaûi tích treân Cp vaø f khoâng coù khoâng ñieåm trong
Cp. Ta seõ chöùng minh f laø haèng soá, giaû söû ngöôïc laïi f khoâng laø haèng soá, töùc laø toàn taïi
soá nguyeân döông k sao cho ak 6= 0. Khi ñoù ta luoân choïn ñöôïc r sao cho |ak|prk > |a0|p.
Suy ra ν(r, f) > 0, nghóa laø f coù khoâng ñieåm trong Cp, traùi giaû thieát.
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2. Cho f laø haøm giaûi tích treân Cp, f coù höõu haïn khoâng ñieåm trong Cp. Chöùng minh
raèng f laø ña thöùc.

Giaûi. Giaû söû f laø haøm giaûi tích treân Cp vaø f chæ coù ñuùng k khoâng ñieåm laø z1, . . . , zk .
Ta seõ chöùng minh f laø ña thöùc baäc k.
Ñaët r0 = max{|z1|p, . . . , |zk|p}. Khi ñoù, theo ñònh lyù Weierstrass, ta coù ν(r, f) = k vôùi
moïi r ≥ r0. Ta seõ chöùng minh an = 0 , ∀n > k.
Thaät vaäy, giaû söû ngöôïc laïi toàn taïi n > k sao cho an 6= 0. Khi ñoù, ta luoân choïn ñöôïc
r ≥ r0 ñuû lôùn ñeå |an|prn > |ai|pri , ∀i = 0, 1, . . . , k. Suy ra ν(r, f) > k, maâu thuaãn vì
ν(r, f) = k.
Hôn nöõa, do f coù ñuùng k khoâng ñieåm neân ak 6= 0.
Vaäy f laø ña thöùc baäc k.

3. Cho f(z) =
∑

aiz
i ∈ Zp[[z]] hoäi tuï trong B[0, 1] vaø coù ít nhaát hai heä soá ai, aj khoâng

chia heát cho p. Chöùng minh raèng f coù nghieäm trong B[0, 1].

Giaûi. Theo ñònh lyù Weierstrass, ta chæ caàn chöùng minh ν(1, f) > 0.
Vì an ∈ Zp neân |an|p ≤ 1. Theo giaû thieát, ta coù toàn taïi n0 > 0 sao cho |an0|p = 1. Do
ñoù

µ(1, f) = max
n

{|an|p} = 1

Khi ñoù
ν(1, f) = max{n : |an|p = 1} ≥ n0 > 0

4. Ñaët E = {z ∈ Cp : |z|p < p
1

1−p}: laø mieàn xaùc ñònh cuûa haøm soá muõ ez . Chöùng minh
raèng:

(a) ez laø ñaúng meâtric töø E ñeán 1 + E .

(b) ex+y = ex + ey

(c) log[(1 + x)(1 + y)] = log(1 + x) + log(1 + y)

(d) log(1 + z) laø ñaúng meâtric töø 1 + E ñeán E .

(e) log : B(1, 1) → Cp laø toaøn aùnh.

(f) Taäp hôïp caùc khoâng ñieåm cuûa log(1 + z) laø
⋃

n

(
pn√

1 − 1)

Giaûi.

(a) Chöùng minh ez laø ñaúng meâtric töø E vaøo 1 + E
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Nhaän xeùt. Neáu x1, . . . , xn−1 ∈ E thì |x1...xn−1

n!
|p ≤ 1. Thaät vaäy:

ordp(
x1 . . . xn−1

n!
) >

n − 1

p − 1
− ordp(n!)

=
n − 1

p − 1
− n − Sn

p − 1
=

Sn − 1

p − 1
≥ 0

Suy ra, neáu x1, . . . , xn ∈ E thì x1...xn

n!
∈ E , vì :

|x1 . . . xn

n!
|p = |x1 . . . xn−1

n!
|p|xn|p ≤ |xn|p < p

1
1−p



Chöông 4

Lyù thuyeát Nevanlinna
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