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LÔØI NOÙI ÑAÀU 
 

 Giaùo trình “ Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn “ coù noäi dung tieáp sau giaùo 
trình “Caáu truùc döõ lieäu vaø thuaät toaùn 1” vaø “ Toaùn cao caáp A4”, trình baøy trong 3 
tín chæ lyù thuyeát vaø 1 tín chæ thöïc haønh cho caùc sinh vieân ngaønh Toaùn – Tin hoïc vaø 
Coâng ngheä thoâng tin. Troïng taâm chính cuûa giaùo trình : 

- Trình baøy moät soá phöông phaùp thieát keá thuaät toaùn thoâng duïng. 

- Tìm hieåu cô sôû phaân tích ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn. 

 Noäi dung giaùo trình goàm 6 chöông : 

CHÖÔNG 1 : GIÔÙI THIEÄU  THIEÁT KEÁ VAØ ÑAÙNH GIAÙ THUAÄT TOAÙN. 

 Chöông naøy giôùi thieäu khaùi nieäm tröïc quan cuûa thuaät toaùn, ngoân ngöõ moâ taû 
thuaät toaùn, phaân tích thuaät toaùn, caûi tieán thuaät toaùn. 

CHÖÔNG 2 :  PHÖÔNG PHAÙP CHIA ÑEÅ TRÒ 

 Chöông naøy trình baøy kyõ thuaät thieát keá chia ñeå trò, moâ hình thuû tuïc thöôøng söû 
duïng vaø caùc baøi toaùn minh hoïa nhö : baøi toaùn MinMax, thuaät toaùn Strassen veà nhaân 
ma traän, thuaät toaùn troän tröïc tieáp, . . . 

CHÖÔNG 3 : PHÖÔNG PHAÙP QUAY LUI 

 Giôùi thieäu moâ hình ñeä quy quay lui vaø caùc baøi toaùn minh hoïa nhö : baøi toaùn  
“ ngöïa ñi tuaàn”, baøi toaùn “ taùm haäu “, caùc baøi toaùn toå hôïp, caùc thuaät toaùn tìm kieám 
treân ñoà thò DFS, BFS. . . 

CHÖÔNG 4 : PHÖÔNG PHAÙP NHAÙNH CAÄN 

 Chöông naøy moâ taû kyõ thuaät ñaùnh giaù nhaùnh caän trong quaù trình quay lui ñeå 
tìm lôøi giaûi toái öu cuûa baøi toaùn. Caùc baøi toaùn duøng ñeå minh hoïa nhö baøi toaùn “ 
Ngöôøi du lòch “, baøi toaùn “ chieác tuùi xaùch “. 

CHÖÔNG 5 : PHÖÔNG PHAÙP THAM LAM 

 Giôùi thieäu phöông phaùp tìm kieám nhanh lôøi giaûi chaáp nhaän ñöôïc (vaø coù theå 
laø toái öu) cuûa baøi toaùn toái öu. Caùc baøi toaùn minh hoïa nhö : baøi toaùn “ Ngöôøi du 
lòch”,  thuaät toaùn Dijkstra tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät ñænh ñeán caùc ñænh coøn laïi 
cuûa ñoà thò, baøi toaùn “ chieác tuùi xaùch “, . .  

CHÖÔNG 6 : PHÖÔNG PHAÙP QUY HOAÏCH ÑOÄNG  

  Chöông naøy moâ taû yù töôûng, caùc thao taùc chính söû duïng trong thuaät toaùn quy 
hoaïch ñoäng. Caùc baøi toaùn minh hoïa nhö thuaät toaùn Floyd tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát 
giöõa caùc caëp ñænh cuûa moät ñôn ñoà thò, baøi toaùn nhaân toå hôïp caùc ma traän, caây nhò 
phaân tìm kieám toái öu ... 
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  Vì trình ñoä ngöôøi bieân soaïn coù haïn neân taäp giaùo trình  khoâng traùnh 
khoûi nhieàu khieám khuyeát, chuùng toâi raát mong söï goùp yù cuûa caùc baïn ñoàng nghieäp vaø 
sinh vieân. 

  Cuoái cuøng, chuùng toâi caûm ôn söï ñoäng vieân, giuùp ñôõ nhieät thaønh cuûa 
caùc baïn ñoàng nghieäp trong khoa Toaùn-Tin hoïc ñeå taäp giaùo trình naøy ñöôïc hoaøn 
thaønh. 

 
Ñaølaït, ngaøy 10 thaùng 11 naêm 2002 

               TRAÀN TUAÁN MINH 
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CHÖÔNG 1 : GIÔÙI THIEÄU THIEÁT KEÁ, ÑAÙNH GIAÙ THUAÄT 
TOAÙN 

 
 Thuaät ngöõ thuaät toaùn  (Algorithm ) laø töø vieát taét cuûa teân moät nhaø toaùn hoïc ôû 
theá kyû  IX : Abu Ja’fa Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi . Ñaàu tieân, thuaät toaùn 
ñöôïc hieåu nhö laø caùc quy taéc thöïc hieän caùc pheùp toaùn soá hoïc vôùi caùc con soá ñöôïc 
vieát trong heä thaäp phaân. Cuøng vôùi söï phaùt trieân cuûa maùy tính , khaùi nieäm thuaät toaùn 
ñöôïc hieåu theo nghóa roäng hôn. Moät ñònh nghóa  hình thöùc  veà thuaät toaùn ñöôïc nhaø 
toaùn hoïc ngöôøi Anh laø Alanh Turing ñöa ra vaøo naêm 1936 thoâng qua maùy Turing. 
Coù theå noùi lyù thuyeát thuaät toaùn ñöôïc hình thaønh töø ñoù.  

Lyù thuyeát thuaät toaùn quan taâm ñeán nhöõng vaán ñeà sau : 
 1. Giaûi ñöôïc baèng thuaät toaùn : Lôùp baøi toaùn naøo giaûi ñöôïc baèng thuaät toaùn, 
lôùp baøi toaùn khoâng giaûi ñöôïc baèng thuaät toaùn. 
 2. Toái öu hoùa thuaät toaùn : Thay nhöõng thuaät toaùn chöa toát baèng nhöõng thuaät 
toaùn toát hôn. 
 3. Trieån khai thuaät toaùn : Xaây döïng nhöõng ngoân ngöõ thöïc hieän treân maùy tính 
ñeå maõ hoùa thuaät toaùn. 
 Höôùng nghieân cöùu thöù 2 thuoäc phaïm vi cuûa lónh vöïc phaân tích  thuaät  
toaùn : Ñaùnh löôïng möùc ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn ; coøn höôùng thöù  ba thöôøng ñöôïc 
xeáp vaøo khoa hoïc laäp trình. 
 Chöông ñaàu tieân cuûa giaùo trình seõ giôùi thieäu thuaät toaùn theo nghóa tröïc quan 
vaø   moät soá khaùi nieäm  môû ñaàu veà phaân tích vaø thieát keá thuaät toaùn. 

I. Ñònh nghóa tröïc quan veà Thuaät toaùn 

1. Ñònh nghóa  
           Thuaät toaùn laø moät daõy höõu haïn caùc thao taùc ñöôïc boá trí theo moät trình töï xaùc  
ñònh, ñöôïc ñeà  ra tröôùc, nhaèm giaûi quyeát moät baøi toaùn nhaát ñònh.  
 - Thao taùc , hay  coøn goïi laø  taùc vuï, pheùp toaùn ( Operation ) hay leänh 
(Command), chæ thò (Instruction)...laø moät  haønh ñoäng caàn ñöôïc thöïc hieän bôûi cô cheá 
thöïc hieän thuaät toaùn.  
   Moãi thao taùc bieán ñoåi  baøi toaùn  töø moät  traïng thaùi  tröôùc (hay traïng thaùi 
nhaäp) sang traïng thaùi sau (hay traïng  thaùi xuaát).Thöïc  teá moãi thao taùc thöôøng söû 
duïng moät soá ñoái töôïng  trong traïng thaùi nhaäp (caùc ñoái töôïng nhaäp )vaø saûn sinh ra 
caùc ñoái töôïng môùi trong  traïng thaùi xuaát (caùc ñoái töôïng xuaát). Quan heä giöõa 2 traïng 
thaùi xuaát vaø nhaäp cho thaáy taùc ñoäng cuûa thao taùc. Daõy caùc thao taùc cuûa thuaät toaùn 
noái tieáp nhau nhaèm bieán ñoåi baøi toaùn töø traïng thaùi ban ñaàu ñeán traïng thaùi keát quaû.  
            Moãi thao taùc coù theå phaân tích  thaønh caùc  thao taùc ñôn giaûn hôn. 
         - Trình töï thöïc hieän caùc thao taùc  phaûi ñöôïc xaùc ñònh roõ raøng trong thuaät 
toaùn. Cuøng moät taäp hôïp thao taùc nhöng xeáp ñaët  theo trình  töï khaùc nhau seõ cho keát 
quaû khaùc nhau.  
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2. Caùc ñaëc tröng cô baûn cuûa thuaät toaùn  

a) Tính xaùc ñònh  
           Caùc thao taùc, caùc ñoái töôïng, phöông tieän trong thuaät toaùn phaûi  coù yù nghóa  
roõ  raøng, khoâng ñöôïc gaây nhaàm laãn. Noùi caùch khaùc, hai cô cheá hoaït ñoäng khaùc nhau 
(ngöôøi hoaëc maùy...) cuøng thöïc hieän moät thuaät toaùn, söû duïng caùc ñoái  töôïng, phöông 
tieän  nhaäp phaûi cho cuøng moät keát quaû.  

b) Tính döøng (hay höõu haïn) 
Ñoøi hoûi thuaät toaùn phaûi döøng vaø cho keát quaû sau moät soá höõu haïn caùc böôùc . 

c) Tính ñuùng cuûa thuaät toaùn  
 Thuaät toaùn ñuùng laø thuaät toaùn cho keát quaû thoûa maõn ñaëc taû thuaät toaùn vôùi 
moïi tröôøng hôïp cuûa caùc ñoái töôïng, phöông tieän nhaäp.  
          Thuaät toaùn  sai  khi sai trong (ít nhaát ) moät tröôøng hôïp.      

d) Tính phoå duïng  
          Thuaät toaùn ñeå  giaûi moät  lôùp baøi toaùn goàm nhieàu baøi toaùn cuï theå, lôùp ñoù ñöôïc 
xaùc ñònh bôûi ñaëc taû. Dó nhieân coù lôùp baøi toaùn chæ goàm 1 baøi. Thuaät toaùn khi  ñoù seõ 
khoâng caàn  söû duïng ñoái töôïng, phöông tieän nhaäp naøo caû.  

3. Ñaëc taû thuaät  toaùn  
          Moãi thuaät toaùn nhaèm giaûi quyeát moät lôùp caùc baøi toaùn cuï theå.  
         Moãi laàn thöïc hieän thuaät toaùn caàn phaûi  cung caáp  cho cô  cheá thöïc hieän moät 
soá ñoái töôïng hay phöông tieän caàn thieát naøo ñoù. Caùc  ñoái töôïng hay phöông tieän naøy 
phaân bieät baøi toaùn  cuï theå  trong lôùp  baøi toaùn  maø thuaät toaùn giaûi quyeát.  
         Laøm sao ñònh roõ lôùp baøi toaùn maø moät thuaät toaùn giaûi quyeát? Ñoù laø ñaëc taû 
thuaät toaùn. Ñaëc taû thuaät toaùn caàn chæ ra caùc ñaëc ñieåm sau :  
       1. Caùc ñoái töôïng vaø phöông tieän cuûa thuaät toaùn caàn söû duïng (nhaäp).  
       2. Ñieàu kieän raøng buoäc (neáu coù) treân caùc ñoái töôïng vaø phöông tieän ñoù.  
         3. Caùc saûn phaåm ,keát quaû (xuaát).  
       4. Caùc yeâu caàu treân saûn  phaåm, keát  quaû. Thöôøng  xuaát hieän  döôùi daïng quan 
heä giöõa keát quaû vaø caùc ñoái töôïng, phöông tieän söû duïng.  
 
 
 
                          INPUT        OUTPUT 

THUAÄT 
TOAÙN 

 
 

II. Caùc daïng dieãn ñaït thuaät toaùn 
 Thuaät toaùn coù theå dieãn ñaït döôùi nhieàu hình thöùc, chaúng haïn döôùi daïng löu 
ñoà, daïng ngoân ngöõ töï nhieân, daïng maõ giaû hoaëc  moät ngoân ngöõ laäp trình naøo ñoù . 
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1. Daïng löu ñoà ( sô ñoà khoái )  
Duøng caùc hình veõ ( coù qui öôùc ) ñeå dieãn ñaït thuaät toaùn .Löu ñoà cho hình aûnh 

tröïc quan vaø toång theå  cuûa thuaät toaùn ,cho neân thöôøng ñöôïc söû duïng. 

2. Daïng ngoân ngöõ töï nhieân 
 Thuaät toaùn coù theå trình baøy döôùi daïng ngoân ngöõ töï nhieân theo trình töï caùc 
böôùc thöïc hieän trong thuaät toaùn . 

3. Ngoân ngöõ laäp trình. 
 Duøng caáu truùc leänh, döõ lieäu cuûa moät ngoân ngöõ laäp trình naøo ñoù ñeå moâ taû. 

4. Daïng maõ giaû  
 Thuaät toaùn trình baøy trong daïng vaên baûn baêng ngoân ngöõ töï nhieân tuy deã hieåu 
nhöng khoù caøi ñaët. Duøng moät ngöõ laäp trình naøo ñoù ñeå dieãn taû thì phöùc taïp, khoù hieåu. 
Thoâng thöôøng thuaät toaùn cuõng ñöôïc trao ñoåi  döôùi daïng vaên baûn - tuy khoâng raøng 
buoäc nhieàu vaøo cuù phaùp xaùc ñònh nhö caùc ngoân ngöõ laäp trình, nhöng cuõng tuaân theo 
moät soá quy öôùc ban ñaàu - Ta goïi daïng naøy laø maõ giaû. Tuøy theo vieäc ñònh höôùng caøi 
ñaët thuaät toaùn theo ngoân ngöõ laäp trình naøo ta dieãn ñaït thuaät toaùn gaàn vôùi ngoân ngöõ 
aáy. Trong phaàn naøy ta trình baøy moät soá quy öôùc cuûa ngoân ngöõ maõ giaû trong daïng 
gaàn C/C++. 

a) Kyù töï  
 - Boä chöõ caùi : 26 chöõ caùi. 
 - 10 chöõ soá thaäp phaân. 
 - Caùc daáu pheùp toaùn soá hoïc. 
 - Caùc daáu pheùp toaùn quan heä. 
     .    .    . 

b) Caùc töø : Gheùp caùc kyù töï chöõ, soá, daáu gaïch döôùi ( _ ).  
  Caùc töø sau xem nhö laø caùc töø khoùa : 
  if, else, case, for, while , do while ... 

c) Caùc pheùp toaùn soá hoïc vaø logic 
- Caùc pheùp toaùn soá hoïc  : +, -, *, /, %. 
- Caùc pheùp toaùn Logic  :  &&, ||, ! cuûa C/C++. 
 

d) Bieåu thöùc vaø thöù töï öu tieân caùc pheùp toaùn trong bieåu thöùc (Nhö C/C++). 

e) Caùc caâu leänh  
 1. Leänh gaùn :   
   x = Bieåu thöùc; 
 2. Leänh gheùp ( Khoái leänh ) : 

[ 
 A1 ; 
 . . . 
 An; 
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} 
 3. Caáu truùc reõ nhaùnh : 
 
if  (C) 
 A 
 

if  (C) 
 A 
else 
 B 

 
 Trong ñoù C laø bieåu thöùc logic, A vaø B laø caùc khoái leänh. 
 4. Caáu truùc choïn :  
  
 
Maõ giaû 
Switch(Bt) 
 Case C1   :   A1; 
 Case C2   :   A2; 
 . . . . . . 
 Case Cn   :   An 
 [default :    An+1;] 
Trong ñoù : 
-   bt : Bieåu thöùc nguyeân. 
- Ci laø caùc giaù trò nguyeân ñoâi moät khaùc 
nhau. 
-  Ai laø nhoùm leänh. 
 
 
 

 
 
          C1   1 
 
          0 
  
           C2    1 
 
          0 
            
          Cn       1 
  
         0 
 
 
 

 5. Laëp vôùi kieåm tra ñieàu kieän tröôùc (While). 
 
Maõ giaû : 
While  C   
                 A; 
 
 
 

 
 
                                     C               0 
             
      1 
 
 
 
 
 
 
 

A1

A2

An

An+1 

bt

A 
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6. Laëp vôùi kieåm tra ñieàu kieän sau (do .. while). 
Maõ giaû : 
do   
 A; 
while (C);                  
 
  

 
                                                  
      
 
          1   C     0 
 

A 

 
 7. Laëp vôùi soá laàn laëp xaùc ñònh  
 
Maõ giaû :
For (bt1;bt2;bt3) 
 A 
Trong ñoù : 
- bt1 : Khôûi ñaàu giaù trò bieán ñieàu khieån. 
- bt2 : Bieåu thöùc ñieàu kieän, xaùc ñònh ñieàu 
kieän laëp. 
- bt3 : Khôûi ñaàu laïi bieán ñieàu khieån 
- A laø khoái leänh. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
     0 
    bt2   
 
                             
     1  
  
      
 
 
 

bt1 

A 

bt3      

 8. Caâu leänh vaøo ra : 
  Ñoïc  :  scanf(danh_saùch_bieán); 
  Vieát  :  printf(Danh_saùch_bieán); 
 9. Caâu leänh baùt ñaàu vaø keát thuùc : 
  { 
      . . . 
  }  
 10. Haøm (Function): 
   Type teân_haøm (Danh saùch caùc type vaø ñoái) 
   { 

      . . . 
   } 
 11. Lôøi goïi haøm : 
   teân_haøm (Danh saùch caùc tham soá thöïc); 
  12. Caâu leänh  return 
  return (bt) : Gaùn giaù trò bieåu thöùc  bt cho haøm. 

III. Thieát keá thuaät toaùn 
 Thuaät toaùn ñöôïc thieát keá moät caùch coù caáu truùc, coâng cuï chuû yeáu laø :  
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1. Modul hoùa vaø thieát keá töø treân xuoáng (Top-Dow) 
 Caùc baøi toaùn giaûi ñöôïc treân maùy tính  ngaøy caøng phöùc taïp vaø ña daïng. Caùc 
thuaät toaùn giaûi chuùng  ngaøy caøng coù quy moâ lôùn ñoøi hoûi nhieàu thôøi gian vaø coâng söùc 
cuûa nhieàu ngöôøi. Tuy nhieân  coâng vieäc seõ ñôn giaûn hôn neáu nhö ta chia baøi toaùn ra 
thaønh caùc baøi toaùn nhoû. Ñieàu ñoù cuõng coù nghóa laø neáu coi baøi toaùn laø modul chính 
thì caàn chia thaønh caùc modul con. Ñeán löôït mình caùc modul con laïi phaân raõ thaønh 
caùc modul con thích hôïp... 
 Nhö vaäy vieäc toå chöùc lôøi giaûi theå hieän theo moät caáu truùc phaân caáp : 
 
 

A 
  
 

A1 A2 A3 
 
 

A1 A3 A3 A3 
     . . .        .  .  .  .  .  . 

A1

 
  Chieán thuaät giaûi baøi toaùn nhö vaäy laø “chia ñeå trò”, theå hieän chieán thuaät ñoù ta 
duøng thieát keá töø treân xuoáng. Ñoù laø caùch nhìn nhaän vaán ñeà moät caùch toång quaùt, ñeà 
caäp ñeán caùc coâng vieäc chính, sau ñoù môùi boå sung daån caùc chi tieát. 

2. Phöông phaùp laøm mòn daàn (hay tinh cheá töøng böôùc ) 
 Laø phöông phaùp thieát keá phaûn aùnh tinh thaàn modul hoùa vaø thieát keá töø treân 
xuoáng. 
 Ñaàu tieân thuaät toaùn ñöôïc trình baøy döôùi daïng ngoân ngöõ töï nhieân theå hieän yù 
chính coâng vieäc. Caùc böôùc sau seõ chi tieát hoùa daàn töông öùng vôùi caùc coâng vieäc nhoû 
hôn. Ñoù laø caùc böôùc laøm mòn daàn ñaëc taû thuaät toaùn vaø höôùng veà ngoân ngöõ laäp trình 
maø ta döï ñònh caøi ñaët. 
 Quaù trình thieát keá vaø phaùt trieån thuaät toaùn seõ theå hieän daàn töø ngoân ngöõ töï 
nhieân, sang ngoân ngöõ maõ giaû roài ñeán ngoân ngöõ laäp trình, vaø ñi töø möùc “laøm caùi gì 
“ñeán “laøm nhö theá naøo”. 
Ví duï : 

Baøi toaùn naén teân . 
 Moät teân coù theå coù moät hay nhieøu töø, caùc töø taùch bieät bôûi ít nhaát 1 daáu caùch 
(khoaûng traéng, tab, ..). Töø laø moät daõy caùc kyù töï khaùc daáu caùch. 
 Vieäc naén teân thöïc hieän theo caùc quy caùch : 
(i) Khöû caùc daáu caùch ôû ñaàu vaø cuoái cuûa teân (caû hoï vaø teân ñöôïc goïi taét laø teân ). 
(ii) Khöû bôùt caùc daáu caùch ôû giöõa caùc töø, chæ ñeå laïi moät daáu caùch. 
(iii) Caùc chöõ caùi ñaàu töø ñöôïc vieát hoa, ngoøai ra moïi chöõ caùi coøn laïi ñöôïc vieát 
thöôøng. 
  Chöông trình ñöôïc phaùt thaûo bôûi : 
Möùc 0 : 
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 Naén  x thaønh  x theo caùc quy taéc (i-iii). 
 
Möùc 1 : 
 Do teân ñöôïc taïo bôûi caùc töø , neân naén teân thì ta phaûi naén caùc töø. Ta naén töøng 
töø trong teân cho ñeán heát caùc töø. YÙ töôûng ôû muùc 1 ñöôïc laøm mòn hôn nhö sau : 
 Khi (coøn töø w trong x) ta thöïc hieän 
  Naén laïi töø w trong x; 
  Ñaët moät daáu caùch neáu caàn; 
 
Möùc 2 : 
 Ta chi tieát hôn thao taùc :”Ñaët moät daáu caùch neáu caàn”. 
 Roõ raøng daáu caùch noái chæ ñaët sau moãi töø, tröø töø cuoái cuøng. Nhö vaäy sau khi 
xöû lyù xong töø cuoái thì ta khoâng ñaët daáu caùch. Vaäy ta coù theå vieát : 
  Khi (coøn töø w trong x) ta thöïc hieän 
  Naén laïi töø w trong x; 
  Neáu w chöa phaûi laø töø cuoái trong  x thì  
   Ñaët moät daáu caùch sau w; 
  
Möùc 3 : 
 Ñeå xöû lyù döõ lieäu ñöôïc roõ raøng, taïm thôøi ta coi teân ñích laø y vaø teân nguoàn laø  
x. 
 y = töø roång; 
 Khi (coøn töø w trong x) ta thöïc hieän 
  Naén laïi töø w trong x; 
  Gheùp w vaøo sau y; 
  Neáu w chöa phaûi laø töø cuoái trong  x thì  
   Gheùp daáu caùch vaøo sau y; 
 
Möùc 4 : 
 Ta cuï theå hoùa theá naøo laø 1 töø . 
 Deã thaáy laø moät töø  w cuûa  x laø moät daõy kyù töï khoâng chöùa daáu caùch vaø ñöôïc 
chaën ñaàu vaø cuoái bôûi  daáu caùch hoaëc töø roång. 
 Coù theå  nhaän daïng ñöôïc  töø  w trong x baèng thao taùc ñôn giaûn sau ñaây : 
a) Vöôït daõy daáu caùch ñeå ñeán ñaàu töø. 
b) Vöôït daõy kyù töï khaùc daáu caùch ñeå ñeán heát töø. 

Ta chuù yù raèng tín hieäu keát thuùc cuûa x laø kyù töï NULL. Ta coù theå vieát haøm naén 
teân nhö sau : 
void Nanten(char x[])  
{  

char y[max];  
  int i;  
  y[0] = '\0';  
   // Vöôït daõy daáu caùch bieân traùi  
  i = 0;  

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 15 - 
  

 

  while (x[i] == cach )  
    i++;  

//Cho keát quaû : x[i] laø ñaàu 1 töø hay laø x[i]  =  NULL  
  while (x[i] != NULL)   // Tröôøng hôïp x[i] ñaàu 1 töø   
   {  
     ghepkt(Hoa(x[i]),y);  // Kyù töï ñaàu laø Hoa   
     i++;  //Sang thaân töø hoaëc rôi vaøo keát  
     while ((x[i] != cach )&& (x[i] != NULL))   // Thaân 1 töø  
      {    // Xöû lyù thaân töø   
        ghepkt(Thuong(x[i]),y); // Trong thaân töø, KT vieát thöôøng 
        i++;  
      }  
       // Xöû lyù xong 1 töø, tìm ñeán töø tieáp theo  
     while (x[i] == cach)  
       i++;  // Vöôït daáu caùch sau 1 töø  
     if (x[i] != NULL) // Töø vöøa xöû lyù chöa phaûi laø töø cuoái  
       ghepkt(cach,y);  
   }  
  strcpy( y,x);  
 }  
 
Möùc 5 :  
 Ta vieát theâm caùc haøm : 
 Hoa(char  x)  : Ñoåi kyù töï thöôøng thaønh Hoa;  
 Thuong(char x): Ñoåi kyù töï hoa thaønh thöôøng. 
 ghepkt (char ch, char y[ ]); Gheùp kyù töï ch vaøo cuoái xaâu y, löu tröû laïi vaøo y. 
 Nhaän xeùt raèng  khoaûng caùch     d  =  | ‘A’ - ‘a’|  ( = 32) chính laø ñoä leäch boä 
chöõ hoa ñeán chöõ thöôøng.  
 Vaäy neáu ch laø chöõ thöôøng thì   ch -d  seõ laø maõ cuûa töø hoa töông öùng, vaø 
ngöôïc laïi, neáu ch laø chöõ hoa thì   ch + d  seõ laø maõ cuûa töø thöôøng töông öùng. Töø ñoù 
suy ra caùch caøi ñaët caùc haøm Hoa() vaø Thuong(). 
 Coøn haøm gheùp(), Chæ caàn xaùc ñònh cuoái cuûa y, sau ñoù cheùp ch vaøo cuoái cuûa y 
laø xong. 

3. Moät soá phöông phaùp thieát keá 
 Treân cô sôû lyù thuyeát maùy Turing, ta chia ñöôïc caùc baøi toaùn thaønh 2 lôùp 
khoâng giao nhau :  Lôùp giaûi ñöôïc baèng thuaät toaùn , vaø lôùp khoâng giaûi ñöôïc baèng 
thuaät toaùn. 
 Ñoái vôùi lôùp caùc baøi toaùn giaûi ñöôïc baèng thuaät toaùn, döïa vaøo caùc ñaëc tröng 
cuûa quaù trình thieát keá cuûa thuaät toaùn, ta coù theå chæ ra moät soá caùc phöông phaùp thieát 
keá thuaät toaùn cô baûn sau ñaây : 
a) Phöông phaùp chia ñeå tri. ( Divide-and-Conquer method ). 
 YÙ töôûng laø : Chia döõ lieäu thaønh töøng mieàn ñuû nhoû, giaûi baøi toaùn treân caùc 
mieàn ñaõ chia roài toång hôïp keát quaû laïi . 
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 Chaúng haïn nhö thuaät toaùn  Quicksort. 
 
b) Phöông phaùp quay lui ( BackTracking  method ). 
 Tìm kieám theo öu tieân.  
 Ñoái vôùi moãi böôùc thuaät toaùn, öu tieân theo ñoä roäng hay chieàu saâu ñeå tìm 
kieám. 
 Chaúng haïn  thuaät toaùn  giaûi baøi toaùn 8 haäu. 
c) Phöông phaùp tham lam ( Greedy Method ). 
 YÙ töôûng laø : Xaùc ñònh traät töï xöû lyù ñeå coù lôïi nhaát, Saép xeáp döõ lieäu theo traät töï 
ñoù, roài xöû lyù döõ lieäu theo traät töï ñaõ neâu. Coâng söùc boû ra laø tìm ra traät töï ñoù. 
 Chaúng haïn  thuaät toaùn  tìm caây bao truøm nhoû nhaát (Shortest spanning 
Trees). 
 
d) Phöông phaùp Quy hoaïch ñoäng (Dynamic Programming method). 

Phöông phaùp quy hoaïch ñoäng döïa vaøo  moät nguyeân lyù, goïi laø nguyeân lyù toái 
öu  cuûa  Bellman : 
 “ Neáu lôøi giaûi cuûa baøi toaùn laø toái öu thì lôøi giaûi cuûa caùc baøi toaùn con cuõng toái 
öu ”.  
 Phöông phaùp naøy toå chöùc tìm kieám lôøi giaûi theo kieåu töø döôùi leân. Xuaát phaùt 
töø caùc baøi toaùn con nhoû vaø ñôn giaûn nhaát, toå hôïp caùc lôøi giaûi cuûa chuùng ñeå coù lôøi 
giaûi cuûa baøi toaùn con lôùn hôn...vaø cöù nhö theá cuoái cuøng ñöôïc lôøi giaûi cuûa baøi toaùn 
ban ñaàu.  

Chaúng haïn thuaät toaùn  “chieác tuùi xaùch” (Knapsack). 
 
e) Phöông phaùp nhaùnh caän ( branch-and-bound method ). 
 YÙ töôûng laø : Trong quaù trình tìm kieám lôøi giaûi, ta phaân hoaïch taäp caùc phöông 
aùn cuûa baøi toaùn ra thaønh hai hay nhieàu taäp con ñöôïc bieåu dieãn nhö laø caùc nuùt cuûa 
caây tìm kieám vaø coá gaêng baèng pheùp ñaùnh giaù caän cho caùc nuùt, tìm caùch loaïi boû caùc 
nhaùnh cuûa caây maø ta bieát chaéc khoâng chöa phöông aùn toái öu. 
 Chaúng haïn thuaät toaùn  giaûi baøi toaùn ngöôøi du lòch. 

  .  .   . 
  Ta coù theå minh hoïa bôûi hình veõ sau : 
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IV. Phaân tích thuaät toaùn 
 Khi xaây döïng ñöôïc thuaät toaùn ñeå giaûi baøi toaùn thì coù haèng loaït vaán ñeà ñöôïc 
ñaët 
 
cuûa baøi toaùn hay khoâng ? 

 tính hay khoâng ? 

haân tích ñaùnh giaù thôøi gian chaïy cuûa 

ra ñeå phaân tích. Thöôøng laø caùc vaán ñeà sau : 
- Yeâu caàu veà tính ñuùng ñaén cuûa thuaät toaùn, thuaät toaùn coù cho lôøi giaûi ñuùng 

 - Tính ñôn giaûn cuûa thuaät toaùn. Thöôøng ta mong muoán coù ñöôïc moät thuaät 
toaùn ñôn giaûn, deã hieåu, deã laäp trình. Ñaëc bieät laø nhöõng thuaät toaùn chæ duøng moät vaøi 
laàn ta caàn coi troïng tính chaát naøy, vì coâng söùc vaø thôøi gian boû ra ñeå xaây döïng thuaät 
toaùn thöôøng lôùn hôn raát nhieàu so vôùi thôøi gian thöïc hieän noù. 
 - Yeâu caàu veà khoâng gian : thuaät toaùn ñöôïc xaây döïng coù phuø hôïp vôùi boä nhôù 
cuûa maùy
 - Yeâu caàu veà thôøi gian : Thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn coù nhanh khoâng ? 
Moät baøi toaùn thöôøng coù nhieàu thuaät toaùn ñeå giaûi, cho neân yeâu caàu moät thuaät toaùn 
daãn nhanh ñeán keát quaû laø moät ñoøi hoûi ñöông nhieân. 
  . . . . . . . 
 Trong phaàn naøy ta quan taâm chuû yeáu ñeán toác ñoä cuûa thuaät toaùn. Ta cuõng löu 
yù raèng thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn vaø dung löôïng boä nhôù nhieàu khi khoâng caân ñoái 
ñöôïc ñeå coù moät giaûi phaùp troïn veïn. Chaúng haïn, thuaät toaùn saép xeáp noäi seõ coù thôøi 
gian chaïy nhanh hôn vì döõ lieäu ñöôïc löu tröû trong boä nhôù trong, vaø do ñoù khoâng phuø 
hôïp trong tröôøng hôïp kích thöôùc döõ lieäu lôùn. Ngöôïc laïi, caùc thuaät toaùn saép xeáp 
ngoaøi phuø hôïp vôùi kích thöôùc döõ lieäu lôùn vì döõ lieäu ñöôïc löu tröû chính ôû caùc thieát bò 
ngoaøi, nhöng khi ñoù toác ñoä laïi chaäm hôn. 

aùc böôùc trong quaù trình p1. C
thuaät toaùn 

Böôùc p aân tíc  thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn laø quan 
âm ñe kích t öôùc d nhö döõ lieäu nhaäp cuûa thuaät toaùn vaø quyeát 

 -  ñaàu tieân trong vieäc h h
ta án h öõ lieäu, seõ ñöôïc duøng 
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ñònh phaân tích naøo laø thích hôïp. Ta coù theå xem thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn laø moät 
aøm theo kích thöôùc cuûa döõ lieäu nhaäp. Neáu goïi n laø kích thöôùc cuûa döõ lieäu nhaäp thì 

thôøi gia höïc h   T cuûa thuaät toaùn ñöôïc bieåu dieãn nhö moät haøm theo n, kyù hieäu laø 
: T(n). 

- Böôùc thöù hai trong vieäc phaân tích ñaùnh giaù thôøi gian chaïy cuûa moät thuaät 
toaùn laø nhaân ra caùc thao taùc tröøu töôïng cuûa thuaät toaùn ñeå taùch bieät söï phaân tích vaø 
söï caøi ñaët. Bôûi vì ta bieát raèng toác ñoä xöû lyù cuûa maùy tính vaø caùc boä dòch cuûa caùc ngoân 

öï xaùc ñònh caàn bao nhieâu micro giaây chaïy treân moät maùy tính cuï 
ôïc xaùc ñònh bôûi tính chaát cuûa thuaät toaùn, coøn yeùu toá thöù hai 
naêng cuûa maùy tính. Ñieàu naøy cho ta thaáy raèng  T(n) khoâng 

ùch toát hôn laø bieåu dieãn theo soá caùc chæ 
thò t
Ví d

h
n t ieän

 

ngöõ laäp trình caáp cao ñeàu aûnh höôûng ñeán thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn, nhöng 
nhöõng yeáu toá naøy aûnh höôûng khoâng ñoàng ñeàu vôùi caùc loïai maùy treân ñoù caøi ñaët thuaät 
toaùn, vì vaäy khoâng theå döïa vaøo chuùng ñeå ñaùnh giaù thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn. 
Chaúng haïn ta taùch bieät söï xem xeùt coù bao nhieâu pheùp toaùn so saùnh trong moät thuaät 
toaùn saép xeáp khoûi s
theå. Yeáu toá thöù nhaát dö
ñöôïc xaùc ñònh bôûi tính 
theå ñöôïc bieåu dieãn baèng giaây, phuùt...ñöôïc; ca

rong thuaät toaùn.  
uï : 

 Xeùt  : 
  for(i = 1; i < n; i++)   (1) 

)    for(j = 1; j < n; j++)  (2
 Kyù hieäu  : T(n)   laø thôøi gian thöïc hieän caâu leänh  (2) : 
 

1 1 2 3 ……. . . n-1 
(2) n n n  n 

 
nnT )( += nnn

naln

)1(
)1(

−=+
−
43421 L
)

 

 - Böôùc thöù ba trong vieäc phaân tích ñaùnh giaù thôøi gian chaïy cuûa moät thuaät 
ët toaùn hoïc vôùi muïc ñích tìm ra caùc giaù trò trung bình vaø 

tröôøng hôïp xaáu nhaát cho moãi ñaïi löôïng cô baûn. Chaúng haïn, khi saép xeáp moät daõy caùc 
phaàn töû, thôøi gian chaïy to eån nhieân coøn phuï thuoäc vaøo tính chaát cuûa 

nhö : 
* Daõy c
* Daõy 

 cuûa daõy coù thöù töï ngaãu nhieân. 

2. 

toaùn laø söï phaân tích veà ma

cuûa thuaät aùn hi
döõ lieäu nhaäp 

où thöù töï thuaän. 
coù thöù töï ngöôïc. 

* Caùc soá haïng

Caùc kyù hieäu  tieäm caän 
a) Kyù hieäu O lôùn (big – oh) : 
Ñònh nghóa : 
 Cho haøm f : N* ⎯⎯→ N*  . Ta ñònh nghóa : 
 O(f(n)) = {t : N* ⎯⎯→ N*  | ∃ c∈ R+ , ∃n0 ∈ N,  ∀ n ≥ n0 , t(n)  ≤  cf(n)} 

∈ ⇔  ∃ ∈ ∃n0 ∈ ∀ ≥ 0 ≤  cf(n) . 

 O(f(n)) goïi laø caáp cuûa  f(n). 
Vôùi    t : N* ⎯⎯→ N*

 t(n)  O(f(n))   c  R+ ,   N,   n  n , t(n)  
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Nhaän xeùt : 
a) t(n) ∈ O(t(n)) 

) t(n) t(n)  ≤  cf(n) .  b ∈ O(f(n))  ⇒  ∃ c∈ R+ , ∀ n ∈ N , 
Caùc tính chaát : 
Tính chaát 1 : 

 f : N* ⎯⎯→Vôùi moïi haøm  N*  : 

∈• )2(2 )( nnf O

⇒   f(n) ∈ O(h(n)).   

Tín h
  O(g(n)) ⇔   g(n) ∈ O(f(n))   vaø   f(n) ∈ O(g(n)).   

n) ∉ O(f(n)). 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈•

⇒∈
)()(

)()(
22 nOnf

nOnf    

Tính chaát 2: 
a) f(n) ∈ O(g(n))    vaø   g(n) ∈ O(h(n))   
b) g(n) ∈ O(h(n))  ⇒   O(g(n))  ⊆   O(h(n)). 
aát 3: h c
a) O(f(n))  =
b) O(f( ) ⊂  O(g(n)) ⇔   f(n) ∈ O(g(n))   vaø   g(n) 

Tính chaát 4: 

 a) lim ( )
( )n

f n
g n→∞

 =  c ≠ 0   ⇔   O(f(n))  =  O(g(n))   

 b) lim ( )f n  =   0   ⇒   O(f(n)) 
( )n g n→∞

⊂  O(g(n))  = O(g(n)± f(n))   

Ví duï : 
 - Haøm  f(n)  =  2n5 + 3n3 + 6n2 + 2 coù caáp  O(n5 ) vì : 

lim
n n→∞

= ≠2 05 . 

 - Haøm  f(n)  =   2

n n n+ + +2 3 65 3 2 2

n   laø  O(n! ) vì : 

    lim
!n

n

n→∞
=

2 0 . 

- Haøm   2n+1 ∈ O(2n ) . 
b)

N ⎯⎯→ N*  , Ta coù : 

 : 

 Kyù hieäu  Ω : 
Kyù hieäu naøy duøng ñeå chæ chaën döôùi cuûa thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn  

Ta ñònh nghóa : 
 Ω (f(n))  =  {t : N ⎯⎯→ N* | ∃ c∈ R+ , ∃n0 ∈ N,  ∀ n ≥ n0 , t(n)  ≥  cf(n)} 
Tính chaát 6: 
 Cho   f, g : 

  f(n) ∈ O(g(n))   ⇔   g(n) ∈ Ω (f(n)). 
c) Kyù hieäu  θ : 

Ñònh nghóa  
(n))   =  O(f(n)) ∩ Ω (f(n)). 

ính ch át 7:
θ(f

T a  
  θ (g(n))   ⇔ ,d∈ n0 ∈ N,  ∀ n ≥ n0 ≤  f(n) ≤ (n) . 

3. ät soá  l  caùc aät toa

f(n) ∈  ∃ c  R+ , ∃ , cg(n)   dg

Mo ôùp thu ùn 
 àu heát c thuaät ùn ñöôïc iôùi thieä ng giaùo h naøy tieäm  tôùi moät 
trong caùc haøm sau : 

Ha aùc toa   g u tro  trìn  caän
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  1 : Neáu át caû c  chæ th  chöông trình ñeàu ñöôïc thöïc hieän chæ moät vaøi 
laàn vaø ta noùi thôøi gian cha uûa no aèng so
 Logn hi th gian c uûa c  trìn gari ïy 

uoäc l n trong caùc chöông trình maø giaûi 1 baøi toùan lôùn baèng caùch 
chuyeån ät haèng soá naøo 

eán tính. 

iaûi 
g 1 caùch ñoäc laäp, sau ñoù toå hôïp caùc lôøi giaûi. 

) . 2  :  
: 

n \ Haøm 2n

(1)  ta aùc ò cuûa
ïy c ù laø h á. 

(2) : K ôøi haïy c höông h laø Lo t. Thôøi gian cha
th oaïi naøy xuaát hieä

 noù thaønh 1 baøi toaùn nhoû hôn, baèng caùch caét boû kích thöôùc mo
ñoù. Cô soá Logarit coù theå laøm thay ñoåi haèng soá ñoù nhöng khoâng nhieàu. 
 (3)  n : Khi thôøi gian chaïy cuûa chöông trình laø tuy
 (4)  nLogn : Thôøi gian chaïy thuoäc loaïi naøy xuaát hieän trong caùc chöông trình 
maø giaûi 1 baøi toaùn lôùn baèng caùch chuyeån noù thaønh caùc baøi toaùn nhoû hôn, keù ñeán g
quyeát chuùn
 (5)  n2 : Thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn laø baäc 2, thöôøng laø xöû lyù caùc caëp phaàn 
töû döõ lieäu (coù theå laø 2 voøng laëp loàng nhau). Tröôøng hôïp naøy chæ coù yù nghóa thöïc teá 
khi baøi toaùn nhoû.  
 (6)  n3 : Moät thuaät toaùn xöû lyù boä ba caùc phaàn töû döõ lieäu (coù theå laø 3 voøng laëp 
loàng nhau) coù thôøi gian chaïy baäc 3. Tröôøng hôïp naøy chæ coù yù nghóa thöïc teá khi baøi 
toaùn nhoû. 

n (7
  Sau ñaây laø caùc giaù trò xaáp xæ cuûa caùc haøm treân 

n lg n Nlgn n2 n3

1 1 0 0 1 1 2 
2 2 1 2 4 8 4 
4 n 2 8 16 64 16 
8 8 3 24 64 512 256 

16 16 4 64 256 4096 65536 
3 160 32768 2.147.483.648 2 32 5 1024 

 Deã thaáy raèng :   
O(1) ⊂ O(lg n) ⊂ O(n) ⊂ O(nlgn) ⊂ O

 Caùc haøm loaïi : 2n, n!, nn thöôøng ñöôïc goïi laø caùc haøm loaïi muõ. thuaät toaùn vôùi 
øi gian chaïy coù caáp haøm loaïi muõ thì toác ñoä 

Caùc haøm n, Log ïi ña 
thöùc. Thuaät toaùn vôùi thôøi gian chaïy coù caáp haøm ña thöùc thöôøng chaáp nhaän ñöôïc.  

i chu  
ñaùnh giaù ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 

 theå c uï theå. Giaû söû thuaät toaùn 1 ñoøi hoûi thôøi 
n laø ia  lôùn thì 

uaät to aùn 2. Nhöng 
n thu  toaùn ïn, vôùi  C1 = 200,  toaùn 1 
øi hoûi ôøi gia g khi ñoù thuaät toaù
 duï  :

röïc tieáp (Straight Se ection) : SSS 
],. . .,x[n]. 

(n2 ) ⊂ O(n3 ) ⊂ O(2n ). 

thô raát chaäm.  
  loaïi : n3, n2, nLog2 n, 2 n  thöôøng ñöôïc goïi laø caùc haøm loa

Gh ù :
 Caùc haèng soá bò boû qua trong bieåu thöùc 
coù où yù nghóa quan troïng trong öùng duïng c
gia C1n, coøn thuaät toaùn 2 ñoøi hoûi thôøi g n laø C2n2. Dó nhieân laø vôùi n ñuû
th aùn 1 nhanh hôn  thuaät to vôùi n nhoû thì coù theå thuaät toaùn 1 nhanh 
hô aät  2. Chaúng ha

n
C2 = 10, vaø vôùi  n = 5, thì thuaät

ño
í

th n 1000, tro n 2 chæ coù 250. 
V  
 Thuaät toaùn Choïn t l
  Saép xeáp taêng daàn daõy caùc khoùa  :  x[1],x[2
YÙ töôûng : 
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 - Böôùc  i  choïn phaàn töû nhoû nhaát cuûa
töû nhoû nhaát naøy cho x[i]. 

 daõy  x[i],x[i+1],. . .,x[n], ñoåi choã phaàn 

 - Laëp thao taùc naøy vôùi i = 1..n-1. 
Thuaät toaùn : 
1 for (i =1;i <= n-1;i++)   
 {  
2  k = i;  Khôûi ñoäng chæ soá cuûa giaù trò nhoû nhaát :  (k 

= = i) 
3  a = x[i];  Laáy ra g iaù trò cuûa phaàn töû thöù  i 
4  for (j=i+1;j <= n; j++) Tìm phaàn töû nhoû nhaát trong maûng 

x[i]...x[n] 
5   if (x[ j] < a)  
   {  
6  a = x[j];    
7    k = j; Giöõ vò trí cuûa phaàn töû nhoû nhaát 
 a laø giaù trò nhoû nhaát  (Khi ñoù : x[k] = = a)   } 
8  x[k] = x[i]; Ñoåi vò trí cuûa phaàn töû nhoû nhaát  
9  x[i]  =  a; Cho phaàn töû a vò trí thöù i. 
 }  
Ñoä phöùc taïp thuaät toaùn:  
        Leänh (1) thöïc hieän n laàn, (Laàn n ñeå thoaùt khoûi for). 
        Moãi leänh (2), (3), (8), (9) thöïc hieän n-1 laàn.  

        Leänh (4) thöïc hieän n + (n-1) +...+2 =   n n( )+
−

1
2

1  laàn.  

n n( )−1        Leänh (5) thöïc hieän A = (n-1)+(n-2)+...+1 =   
2

  laàn. // So saùnh 

• Xeùt tröôøng hôïp xaáu nhaát : 
 Töùc laø leänh  (5)  luoân thoûa ñieàu kieän, töông öùng daõy coù thöù töï ngöôïc laïi, 

 n n( )−1
2

         Moãi leänh (6), (7) thöïc hieän  laàn.  

o ñoù :  

 )  
• Xeùt tröôøng h
  Töùc laø g öùng daõy coù thöù töï  thuaän, 

) vaø ) khoâ ù : 
         T(n) = n   + 5n - 5 ∈ θ (n2 ).  

ch thuaät toaùn ñeä qui.

D
 T(n) = n + 4(n-1) + n(n+1)/2 - 1 + 3n(n-1)/2  
                      = 2n2  + 4n - 5   ≤  6n2 .  

2          T(n)  ∈ θ (n
ôïp toát nhaát  
leänh (5) luoân khoâng thoûa ñieàu kieän, töôn

(6 (7 ng thöïc hieän laàn naøo. Ta co
2 

4. Phaân tí  
 Phaàn lôùn caùc thuaät toaùn  ñeàu döïa treân söï phaân raõ ñeä qui moät baøi toaùn lôùn 
thaønh caùc baøi toaùn nhoû, roài duøng lôøi giaûi caùc baøi toaùn nhoû ñeå giaûi baøi toaùn ban ñaàu. 
Thôøi gian chaïy cuûa thuaät toaùn nhö theá ñöôïc xaùc ñònh bôûi kích thöôùc vaø soá löôïng caùc 
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b ùn con vaø giaù phaûi traûaøi toa  cuûa söï phaân raõ. Neân caùc thuaät toaùn ñeä qui coù thôøi gian 
ôøi gian chaïy cho caùc döõ lieäu nhaäp coù kíc

naøy ñöôïc dieãn dòch thaønh moät coâng thöùc toaùn hoïc goïi laø coâng thöùc truy hoài. Do ñoù, 
aïp cu thöôøng phaûi giaûi caùc phöông trình truy hoài. Coù 

, ta nghieân cöùu caùc caùch thöôøng duøng sau.  
A. Phöông phaùp thay theá 

chaïy phuï thuoäc vaøo th h thöôùc nhoû hôn, ñieàu 

ñeå tính
nhieàu caùch giaûi

 ñoä phöùc t ûa thuaät toaùn, ta 

: 

öùc thöôøng gaëp sau ñaây ñöôïc giaûi baèng phöông phaùp thay theá : 

eät qua döõ lieäu nhaäp ñeå boû bôùt 1 phaàn töû . 
  TN =   TN-1 + N   

N-2 + (N-1) +N   
      =  TN-23+ +(N-2) + (N-1) +N  =  .  .  . 

        =  1 + 2 +  .  .  .  + N   

      =  

 Döïa vaøo daïng truy hoài cuûa phöông trình ñeå tính ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
döïc vaøo caùc kích thuôùc döõ lieäu nhoû hôn. 
 Moät soá coâng th
Coâng thöùc 1:   

⎩
⎨
⎧

=
≥+

= −

1;1
2;1

N
NNT

T N
N  

 
 Coâng thöùc naøy thöôøng duøng cho caùc chöông trình ñeä qui maø coù voøng laëp 
duy

      =  T

2
)1( +NN . 

Coâng thöùc 2:   

⎪
⎨=

;0
2

N
TN

⎩ = 1
huaät toaùn ñeä qui maø taïi moãi böôùc chia 

   

⎪⎧ ≥+ 2;1 NTN
 

 Coâng thöùc naøy thöôøng duøng cho caùc t
döõ lieäu nhaäp thaønh 2 phaàn . 
 Giaû söû  N = 2n , coù : 

.222
1122

nnTnTnT ==+−=+−= L  

TN   =  log2 N . Suy ra :  
Coâng thöùc 3:   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≥+

=
2;

2

NNT
T

N
 

= 1;0 N
N

 Coâng thöùc naøy thöôøng duøng cho caùc thuaät toaùn ñeä qui maø taïi moãi böôùc thöïc 
hieän, chia ñoâi döõ lieäu nhaäp nhöng coù kieåm tra moãi phaàn töû cuûa döõ lieäu nhaäp. 

   .2NNNNNTN ≅+++= L
842

    

Coâng thöùc 4:   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≥+ 2;12 NTN
=

1;0
2

N
TN  
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 Coâng thöùc naøy thöôøng duøng  cho caùc thuaät toaùn theo phöông phaùp chia ñeå 

ò. tr

  
n

n
TTT nnn −1

22
 

nn

nTT n

==++=+
−

=

+= −

L11
2 2

1
2 12

22 1

222

n 22 =⇒
 

ình truy hoài

n

−
−2

nnT

NNLogTN 2=⇒

 
B. Duøng phöông trình ñaëc tröng ñeå giaûi phöông tr  : 
B1) Phöông trình truy hoài tuyeán tính thuaàn nhaát vôùi caùc heä soá khoâng ñoåi : 
 Xeùt phöông trình daïng :  

0110 =+++ −− knknn tatata L              (1) 
 Trong ñoá caùc  knnniti −−= ,,1,, aø caùc aån soá. 

               (2) 

=

−
−

−

0

0

1
1

1 kk
k

kn

aXaX L
 

X = 0 hieån nhieân laø nghieäm cuûa (2), nhöng ta quan taâm ñeán nghieäm cuûa 
höông trình : 

                (3) 
 Phöông trình (3) goïi laø phöông trình ñaëc tröng baäc k cuûa phöông trình truy 

TH1 : Taát caû caùc nghieäm cuûa (3 ) ñeàu laø nghieäm ñôn. 
aû söû raèng  laø caùc nghieäm ñôn cuûa (3), thì ta coù theå kieåm tra 

ñöôïc   , vôùi  c1, c2, …, ck  laø caùc haèng xaùc ñònh 

laø nghieäm cuûa (3). 

eùp cuûa (3). 
 Vôùi n > k, xeùt ña thöùc p baäc n : 

1 XpXXXknaX knkn
k

n −−− =−++L  
 Vì u laø nghieäm keùp cuûa (3), neân toàn taïi ña thöùc  r thoûa : 
  2 XruX −  

=−++− −− kn
k

n knaun L  

n a (1). 

 lL

 Ñaët  t   =  Xn , ta ñöa (1) veà daïng :  n 

0)( 1
1

10 =++++ −
−−

kk
kkkn aXaXaXaX L

  

⎢⎣ +0
k aXa

⎢
⎡

⇔
X

=+++

 
 
p

0)( 1
1

10 =++++= −
−

kk
kk aXaXaXaXp L  

hoài (1) . 

Gi  kXXX ,,, 21 L

∑
=

=
k

i

n
iin Xct

1
töø k ñieàu kieän ban ñaàu 

TH2 : Phöông trình (3 ) coù nghieäm boäi. 
 - Giaû söû u laø nghieäm k

)1()( 10 nanXaXq n −+= ))'(()(

)(Xp = )()(
Khi ñoù : 0)]'()([)( 2 =−= − XruXXXXq kn  
Do ñoù :  +n uanua 0)()1( 1

10

Töùc laø :  t  = nun cuõng laø nghieäm cuû
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 - Toång quaùt, neáu u laø nghieäm boäi m cuûa (3) thì : 
n n, n2un, . . ., nm-1un  cuõng laø nghieäm cuûa (1) 

i ñoù toå hôïp tuyeán tính cuûa c  nghieäm naøy vaø caùc nghieäm khaùc cuûa 
rình ñaëc öng (3) seõ laø nghieäm cuûa (1). 

0)2(8)1(6)( nTnTn
 

 
ìn : 

tn = u , nu
 Kh aùc
phöông t tr
Ví duï 1 :  

⎪
⎧T =−+−−

⎪
⎩ = 2)1(T
⎨ = 1)0(T

 
Xeùt phöông tr h  0)2(8)1(6)( =−+−− nTnTnT  
Ñaët :  Xn  = T(n)   

=  
Coù caùc nghieäm :  2  = 4 
Vaäy
Do :

0

212211 =+⇒=+⇒= ccXcXc  

Ta coù :  086 21 =+− −− nnn XXX  
Phöông trình ñaëc tröng :  62 +− XX 08

X1  = 2,  X
  :    XcXcnT 2211)( +=  
 

nn

 111)0( 212211 =+⇒=+⇒= ccXcXc  0T

 )1(T 24222

Vaäy coù :            
⎩
⎨ =+ 242 21 cc

 
⎧ =+ 121 cc

⇒ .0,1 21 == cc  

Ví duï 2 : 

⎪
⎪ =

−−
0;0

(8)1(5
n

nTnT

⎪⎩2
⎪ = 1;1 n⎨

⎧

=

≥−+−

=

2;

3);3(4)2

)(

n

nnT

nT  

  Ta coù phöông trình : 
0)3(4)2(8)1(5)( =−−−+−− nTnTnTnT  

Phöông trình ñaëc tröng töông öùng laø :   
0485 23 =−+− XXX  

⇔       0)2)(1( 2 =−− XX  
Vaäy ta coù caùc nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng : 1 (ñôn), 2 (keùp) 

=++
2
122 321

21

ccc  

uy ra :

Neân nghieäm chung laø :  nnn ncccnT 221)( 321 ++=  
Döïa vaøo caùc ñieàu kieän ñaàu, ta coù : 

⎧ =+ 0cc

⎪
⎩ =++ 84 321 ccc

⎪
⎨

2
1;2;2 3S   21

1

−==−= ccc  

aäy :   1 −− −nn  V 2)( = +nnT 22
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B2) Phö ng trì  hoài tuyeán tính khoâng th
öông ta n +++ − L

ôùi  b l  thöùc baäc d theo n. 
ieán ño veà da

í duï : 
3=  

Ta coù :  
=− +

−  3 cho (1) nhaân do ;363)3( 1
1

n
nn tt : 

 

öôïc daïng thuaàn nhaát : 

ô nh truy uaàn nhaát vôùi caùc heä soá khoâng ñoåi : 
 Ph  trình daïng : 0ta n )(npbta n

knk =−   11

V aø haèng soá, p laø ña
 B åi ïng thuaàn nhaát. 
V  
  nn tt 2 1− −

n

⎢
⎢
⎣

⎡ =− +
+ ;32)2( 1

1
n

nn tt : 

cuûa veá 2 

Laáy (2) – (3), ñ
065 11 =+− −+ nnn ttt   

5. Caùc pheùp toaùn treân caùc kyù hieäu tieäm caän  
a) Pheùp toaùn coäng : 

θ (g(n)) 

 θ( f(n)) + θ (g(n)) = ax(f(n),g(n)) 
- Ñaëc bieät , Neáu  c laø haèng soá , thì : 

(f(n)) (g(n))
Ñaëc

 ñaùnh giaù thôøi gian thöïc hieän cuûa thuaät toaùn, ta chæ caàn 

  Saép taêng daàn caùc phaàn töø cuûa daõy soá x. 

 θ( f(n)) + θ (g(n))  =  Max(θ( f(n)) , 
Nhaän xeùt : 
- θ( f(n) + g(n))  =  θ (M

 θ( cf(n))   =  θ( f(n)) 
b) Pheùp toaùn nhaân : 
 θ θ   =  θ(f(n)g(n))    

 bieät :  
 θ( f(n)2 )  =  (θ(f(n))2    
c) Pheùp toaùn tích cöïc : 
 Ñoù laø leänh trong thuaät toaùn maø thôøi gian thöïc hieän noù khoâng ít hôn thôøi gian 
thöïc hieän caùc leänh khaùc. Khi
quan taâm ñeán caùc böôùc thöïc hieän cuûa pheùp toaùn naøy.  
Ví duï :

Duøng thuaät toaùn cheøn tröïc tieáp SIS  (straight insertion Sort): 
YÙ töôûng : 
 ÔÛ böôùc i , giaû söû daõy : x[1],..., x[i] ñaõ coù thöù töï. Tìm vò trí thích hôïp cuûa phaàn 
töû x[i+1] ñeå cheøn noù vaøo daõy x[1],..., x[i], keát quaû laø ta coù daõy x[1],..., x[i+1] coù thöù 
töï. Thöïc hieän  thao taùc treân vôùi  i = 1,2,,..., n-1.  
Thuaät toaùn : 
 
 for (i =1; i<= n-1; i++)  
  { 
  a = x[i+1];   bieán taïm a nhaän giaù trò cuûa x[i+1] 
  x[0] = a;  
  j = i; Chuaån bò cho a tieán veà traùi (khôûi ñoäng j 
  While (a < x[j]) a coøn < x[j], a coøn tieán veà traùi 
  {  
   x[ j+1] = x[ j]; dôøi giaù trò veà phaûi 

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 26 - 
  

 

   j = j-1;   Chuaån bò cho a tieán tieáp veà traùi  
  } a ≥ x[j] 
   x[j+1] = a;  Cheøn x[i+1] vaøo vò trí thích hôïp  - laø sau 

x[j]. 
 }  
  

Coù theå xem pheùp toaùn tích cöïc ôû ñaây laø : a< x[j]; 
Trong tröôøng hôïp xaáu nhaát, töông öùng daõy giaûm daàn. Soá laàn thöïc hieän cuûa 

pheùp toaùn naøy laø :  

   2  ⋅ ⋅ ⋅ + n = 1
2

)1 + (
−

+nn  . 

  Vaäy  :  T(n)  ∈ θ (n2). 

Trong tröôøng hôïp toát nhaát, töông öùng daõy taêng daàn.Soá laàn thöïc hieän cuûa 
pheùp toaùn naøy laø : n - 1 

Vaäy  :  T(n)  ∈ θ (n). 

6. Phaân tích tröôøng hôïp trung bình

 
 

   

 
 Ta bieát raèng thôøi gian thöïc hieän thuaät toaùn khoâng phaûi chæ phuï thuoäc vaøo 

ích thöôùc döõ lieäu maø coøn phuï thuoäc vaøo tình traïng döõ lieäu nhaäp nöõa. Chaúng haïn, 

c l
õn khaû naêng toát nhaát  hoaëc xaáu nhaát cuûa thuaät 

 Baây giôø ta phaân tích trong tröôøng hôïp ngaãu nhieân, töùc laø ñaùnh giaù ñoä phöùc 
øi g thöïc hieän thuaät oa  . 

 Vieäc ñaùnh giaù trung bình thöôøng khoù vaø phöùc taïp ñoøi hoûi nhöõng coâng cuï 
toaùn hoïc tinh vi, hôn nöõa vieäc tính trung bình coù theå coù nhieàu caùch quan nieäm khaùc 
nhau.ÔÛ ñaây, vieäc ñaùnh giaù ñoä phöùc taïp thuaät toaùn trong tröôøng hôïp trung bình ta 
döïa treân cô sôû lyù thuyeát xaùc suaát ( rôøi raïc ) .  
 

í duï 

k
khi xeáp taêng daàn moät daõy caùc soá nguyeân, thì caùc soá ñaõ coù saün thöù töï taêng daàn, hoaëc 
ngöôï aïi, hoaëc ngaãu nhieân. 
 Phaàn treân ta ñaõ xeùt trong nhö g 
toaùn . 

taïp trung bình thô ian  t ùn

V  : 

rí coù theå cheøn 
x[i+1]. 

ûa moãi vò trí ñöôïc x[i+1] cheøn vaøo laø ñoàng ñeàu. Töùc laø xaùc 

Xeùt thuaät toaùn cheøn tröïc tieáp . 
 Xeùt böôùc thöù  i cuûa voøng laëp. Danh saùch coù  i phaàn töû ñaõ ñöôïc saép. Phaàn töû 
x[i+1] coù theå cheøn vaøo  i-1  khe giöõa caùc x[j], j ∈ {1, i} vaø theâm 2 vò trí  ñaàu cuoái 
nöõa  (Cheøn tröôùc x[1] vaø cheøn sau x[i] ), toång coäng laø coù  i+1  vò t

 Giaû söû khaû naêng cu

suaát cuûa moãi vò trí ñöôïc x[i+1] cheøn vaøo laø  
1+i

 . 

 Goïi X

1

i  laø bieán ngaãu nhieân  chæ  soá löôïng caùc pheùp toaùn so saùnh caàn thieát ñeå  
x[i+1] cheøn vaøo vò trí thích hôïp cuûa noù trong moãi böôùc. Ta coù : 
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  X1   X2    Xi       

i+1 i  3 2 1 Vò trí 
(Töø phaûi sang traùi) 

I i ... 3 2 1 Xi

1
1
+i

 
1

1  
+i 1

1  ... 
+i 1

1
+i

 
1

1  p 
+i

 

  
11

1131
121

11)(
+

+
+

⋅++
+

+
+

+
+

= iiiiiiXE L  
1 ii

12

12
)1(

1
1

))1(21(
1

1
++−+++

+
= iii

i
L

  

+
+=

+
+

+
⋅=

ii
i

iii  

 
 Neáu  goïi Y laø bieán ngaãu nhieân xaùc ñònh bôûi toång caùc so saùnh trong saép xeáp 
thì : 
      Y     =    X1

Ta coù : 

   E(Y)   = 

+i

i

 + X  +2  ⋅ ⋅ ⋅ +Xn-1  

∑
−

=

E
1n

1i
)( iX  =  ∑∑

−− 11 nn ii  ∑∑
−

=

−

= +
−+=

1

1

1

1
)

1
11(

2
1 n

i

n

i i
i  

== +
+

11 12 ii i

n

n

nnn
−+

−
⋅= ∑1)1(1

i i

Hnn
−+=

32
=

44

22 1  

 

 Trong ñoù  : ∑=
n

H 1   ≤  lgn + 1 ; ( H
=

n ic baäc  n .) 

 
i i1

Neân giaù trò trung bình cuûa caùc pheùp toaùn so saùnh trong thuaät toaùn töông 

ñöông vôùi 

n  laø soá Harmon

n2
, Vaäy ñoä phöùc taïp trung bình cuûa thuaät toaùn laø  θ (n2

4
 ). 

V. Toái öu thuaät toaùn 
 Tieán trình toång quaùt cuûa vieäc taïo ra caùc söûa ñoåi ngaøy caøng tieán boä hôn cho 
moät thuaät toaùn ñeå sinh ra moät phieân baûn khaùc chaïy nhanh hôn ñöôïc goïi laø toái öu 
thuaät toaùn. Khi toái öu moät thuaät toaùn ta thöôøng döïa vaøo moät nguyeân lyù, ñoù laø 
nguyeân lyù Profile : “ Tìm ñieåm maát thôøi gian nhieàu nhaát cuûa thuaät toaùn “. 
 Moät soá kyõ thuaät sau thöôøng duøng ñeå toái öu thuaät toaùn : 
1. Kyõ thuaät toái öu caùc voøng laëp  
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 Ñaây laø ñieåm quan taâm ñaàu tieân khi caûi tieán thuaät toaùn, vì voøng laëp laø caâu 
änh thöôøng laøm taêng ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn. Vieäc caûi tieán taäp trung vaøo : 

- 
-  trong moät böôùc laëp ñeå giaûm soá löôïng caùc böôùc laëp. 

ùch caùc leänh khoâng phuï thuoäc vaøo chæ soá laëp ra khoûi voøng laëp. 

:

le
Coá gaéng giaûm caùc voøng laëp loàng nhau. 
Taêng soá leänh thöïc hieän

- Ta
. . . 

Ví duï 1  
thuaät toaùn tính giaù trò  cuûa  ex  theo coâng thöùc gaàn ñuùng :   

  

 Xeùt 
x
i

x x x
n

i

i

n

! !≥
∑ = + + + + +

0

2
1

2
L L   

!
huaät t aùn 1 :T o { Tính töøng soá haïng roài coäng laïi.} 

In ,put  x n 

∑Ouput S = 
n ix
=

; i<= n;i++)  
{ 

p = 1; 

 S = S + p; 

Ta thaáy noù thöïc hieän ñöôïc :  1+2+. . .+n = 

i i1 !
. 

Moâ taû : 
S = 1; 
for(  i = 1

 for (j:= 1; j <= i ;j++ )  
  p = p*x/j; 

}  
 Ta coù theå coi pheùp toaùn tích cöïc ôû ñaây laø pheùp  p := p*x/j . 

n n( )+ 1
2

  laàn. 

)  ∈ θ (n2 ). 
 
 Neân  T(n

Thuaät toaùn 2 :  
 Ta xem xeùt voøng laëp trong coù caàn thieát hay khoâng ? 

g laëp trong ñöôïc duøng ñeå tính 
!i

xi

 Nhaän xeùt raèng  voøn ,  nhöng moãi soá haïng 

ong to g, soá å ñöôïc tính döïa vaøo soá haïng tröôùc :  tr ån haïng sau coù the
x
⋅= ;

2!1!2
xx 2

;L  

nnn − )!1(!
xxx
⋅=

nnn −1

 
!i

xi

 Neân voøng laëp trong coù theå boû ñi vì coù theå tính theo coâng thöùc treân. Vaäy  

u :  thuaät toaùn coù theå vieát laïi nhö sa
S = 1; 
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p = 1; 
for(  i = 1; i<= n;i++)  
{ 

p = p*x/i;  //
!i

xi

 

 S = S + p; 
} 

 
 Chaúng haïn  coù theå coi pheùp toaùn tích cöïc ôû ñaây laø pheùp  p := p*x/i . 

θ (n).  Do ñoù  : T(n)  ∈ 
Ví duï 2 : 
 Ta xeùt thuaät toaùn nhaân 2 ma traän vuoâng caáp n.  

1 : 
put a,b ∈

Nh
 +
  
 
 
  n; k++) 
    c[i][j] 

 
Theo TT1, moãi laàn ta chæ tính 1 phaàn töû c[i][j] trong voøng laëp theo k. Giôø ta 

trong tröôøng hôïp n chaün, tính moät laàn 4 giaù trò : 

[i][j]    c[i][j+1] 
[i+1][j]   c[i+1][j+1] 

c[i][j]    c[i][jj] 
c[ii][j]    c[ii][jj] 

T2 : 
han2(a,b,c) ≡ 

i = 1; 
while (i < n) 
{ 
 ii = i+1; 
 j = 1; 
 while ( j < n ) 
 { 
  jj = j+1; 
  c[i][j] = 0; 
  c[i][jj] = 0; 

TT
In )(nMatN  
Output c∈ )(nMat  N

an1(a,b,c) ≡ 
 for(i =1; i<=n; i+ ) 

1; j <= n; j++) for(j = 
{  

  c[i][j] = 0; 
  for (k = 1; k <=

+= a[i][k]*b[k][j]; 
}   

 

 
caûi tieán, 
 
c
c
  
T
N
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   c[ii][j] = 0; 
  c[ii][jj] = 0; 
  k = 1; 
  while (k < n) 
  { 
   kk = k+1; 

  c[i][j] = c[i][j] + a[i][k]*b[k][j] + a[i][kk]*b[kk][j]; 

c[ii][j] = c[ii][j]+a[ii][k b[kk][j]; 
   c[ii][jj] = c[ii][j a[ii] b[k][jj] + 

 k = k+2; 

 j + 2; 

i = i + 2; 

hi  n cha böôùc nhaûy

Toái  vie eõ nhaùnh

 
 
 
 
 
  
    c[i][jj] = c[i][jj]+a[i][k]*b[k][jj] + a[i][kk]*b[kk][jj]; 
    ]*b[k][j] + a[ii][kk]*
 j]+ [k]*
a[ii][kk]*b[kk][jj]; 
   
   } 
   j =
  } 
  
 } 
} 
  Giaû t eát ün vì ta duøng  2 
 
2.  öu äc r   

- ái vô keát hôïp baèng eùp toaùn &&, neân vieát theo thöù töï xaùc 
át sa aûm daàn : 

... && An

aùc su c  Ai giaûm daàn . 
- ái vô eåu thöùc logic keát hôïp baèng pheùp toaùn ||, neân vieát theo thöù töï xaùc 

aát ñuùng giaûm daàn : 
A1 || A2 ||... || An

Ño ùi bieåu thöùc logic ph
sua i gi

A1 && A2 &&
X aát sai cuûa caù

Ño ùi bi
su

Xaùc suaát ñuùng cuûa caùc  Ai giaûm daàn : 
  . . . 

BAØI TAÄP  
 
Baøi  1 : 
  cuûa caùc thuaät toaùn sau  : 

 

 

 

höùc taïp
 

gt (n) ≡ 
 if (n == 0 || n == 1) 
  return 1; 
 else 
  return (n * gt(n-1)) ; 
 

 
 

 
 
 

Tra
Xaùc ñònh ñoä p

r = m%n; 
while(r) 
{ 
 m = n; 
 n = r; 

r = m%n;  
Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 } 
return n 
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aøi  2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
B : 

c thuaät toaùn sau trong tröôøng hôïp toát nhaát, xaáu nhaát : 

   Min = a[i];  
   Csmin = i ;  
   Max = a[n-i+1];  
   Csmax = n-i+1;  
   for (j = i ;j <= n-i+1; j++)  
   {  
        if (a[j] < Min)  
        {  
             Min = a[j];  
             csmin = j ;  
        }  
     if (a[j] > Max)  
        {  
            Max = a[j];  
            csmax = j;  
        }  
   } 

        Hoaùn vò   a[i]  vaø  a[csmin]; 
        if (csmax != i)  
            Hoaùn vò a[csmax] vaø a[n-
I+1];  
   }  
   else  
   {  
        Hoaùn vò  a[csmax]  vaø  a[n-
I+1];  
        Hoaùn vò  a[i]  vaø  a[csmin];  
   }  
} 

 Tính ñoä phöùc taïp cuûa caù
for (i = 1; i <= n/2; i++)  
{  

 if (csmin == n-i+1)  
   {  

Baøi 3 : 
 Tính thôøi gian thöïc hieän trung bình cuûa caùc pheùp toaùn so saùnh trong caùc 
thuaät toaùn : 

1. Ñoåi choã tröïc tieáp. 
2. Choïn tröïc tieáp. 

 
Baøi 4 : 

Xaùc ñònh T(n) , vôùi : 
 

Fib(n) ≡ 
if ( n < 2 ) 

return 2; 
else 

return Fib(n-1)+Fib(n-2); 

 Fibo(n) ≡ 
i = 1; j = 0; 
for( k =1 → n) 
{ 
 j = i + j; 

 

 
 i = j – i; 
} 
return j; 
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1. ⎪⎨
⎧

=
>=−−−

1)0(
1,0)2(48)1(3)(

T
nnTnTnT

 
⎪
⎩

 

= 2)1(T

2. 
⎪⎩ = 1)1(

2
T

 

 
⎧ −+−= ),2()1()( nnTnTnT

⎪
⎨
⎧ > 1),nn

. ⎪⎨

>
0(

1
T

. ⎪⎨
⎧ >+

0(
1;1)1

T
n

 
Baøi  5

+= (4)( TnnT

3
⎪
⎩ =

=
1)1(
1)

T
 

 

 

−= (2)( nTnT
4

⎪
⎩ =

=
1)1(
0)

T
  

 :  
 Caûi tieán thuaät øng phöông phaùp tìm kieám 
nhò phaân  ñeå xaùc ñònh  ñaõ coù thöù töï  a1,…, ai-1 . 
 Thuaät toaùn ca ò phaân. Haõy thieát keá, caøi ñaët vaø ñaùnh giaù 
ñoä phöùc taïp thôøi gian
 
Baøi 6

 toaùn cheøn tröïc tieáp baèng caùch : Du
 vò trí caàn cheøn cuûa ai  trong daõy con
ûi tieán goïi laø cheøn nh
 cuûa thuaät toaùn. 

 : 
 Tìm caùc  ví du  baèng caùch naøo ñoù ), soá laàn 
thöïc hieän cuûa thuaät toaùn giaû tieäm caän, hoaëc veà tæ leä  ...) 

ï veà caùc thuaät toaùn maø khi caûi tieán (
m ñaùng keå ( veà ñoä phöùc taïp 
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CHÖÔN PG 2 : HÖÔNG PHAÙP CHIA ÑEÅ TRÒ 
                                         (Divide - and - conquer) 

I. Môû ñaàu  

1. YÙ töôûng  
Coù leõ q äng raõi nhaát laø kyõ thuaät thieát keá “Chia ñeå trò” . 

Noù phaân raõ baøi toaùn kích thöôùc n thaønh caùc baøi toaùn con nhoû hôn maø vieäc tìm lôøi 
giaûi cu laø cuøn aøi toaùn ñaõ cho ñöôïc xaây döïng töø lôøi 
giaûi cu
 hính cuûa phöông phaùp naøy laø : chia döõ lieäu 
thaønh töøng mieàn ñuû nhoû, giaûi baøi toaùn treân caùc mieàn ñaõ chia roài toång hôïp keát quaû 
laïi. 

2. Moâ hình

uan troïng vaø aùp duïng ro

ûa chuùng g moät caùch. Lôøi giaûi cuûa b
caùc bûa aøi toaùn con naøy . 

Ta coù theå noùi vaén taét yù töôûng c

 
    D& (ℜ) -  laø mieàn döõ lieäu - laø haøm theå hieän caùch giaûi baøi 
toaùn th o phöô g pha  chia 

void D&C(ℜ) 

ℜi

aû; 
 } 
} 

huaät thieát keá “ Chia ñeå trò “ . 

 nhò phaân.

Neáu goïi C Vôùi ℜ
e n ùp ñeå trò thì ta coù theå vieát : 

{ 
 If (ℜ ñuû nhoû)  
  giaûi baøi toaùn; 
 Else 
 { 
  Chia  ℜ thaønh ℜ1 , …,ℜm ; 
  for (i = 1; i <=m; i++) 
   D&C( ); 
  Toång hôïp keát qu

 Sau ñaây laø caùc minh hoïa kyõ t

II. Thuaät toaùn tìm kieám  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn  
haàn töû ñ Cho maûng n p aõ ñöôïc saép  taêng daàn vaø moät phaàn töû  x. Tìm x coù 

ong m Neáu coù x trong maûng thì cho keát quaû laø 1, ngöôïc laïi cho 

 kieám nhò phaân . 

tr aûng hay khoâng ? 
keát quaû  0. 

oaùn tìm Giaûi baèng thuaät t

2. YÙ töôûng  
 Chia ñoâi maûng , moãi laàn so saùnh phaàn töû giöõa vôùi x, neáu phaàn töû  x nhoû hôn 

 laáy nöûa traùi, ngöôïc laïi thì laáy nöûa phaûi. 

3. Moâ taû thuaät toaùn 

thì

 
Input   : a[1..n] 
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Output  : ⎨
⎧ ∈ ax;1

 
⎩ ∉ ax;0

Moâ taû  :  
Tknp(a, x, Ñaàu, Cuoái)  ≡ 

If (Ñaàu > Cuoái) 

     Giöõa = (Ñaàu + cuoái) / 2;  
 If (x == a[Giöõa])  
  retu   1; 
 e
              if (x > a[Giöõa])  

        else  

thôøi gian cuûa thuaät toaùn 

 return  0 ; {daõy troáng}  
Else  
{  
        

rn
lse 

   Tknp(a, x, Giöõa + 1, Cuoái) ; 
      
   Tknp(a, x, Ñaàu, Giöõa - 1) ; 
} 

4. Ñoä phöùc taïp  
nhaát : töông öùng vôùi söï tìm ñöôïc x trong laàn so saùnh ñaàu 

  ( x naèm ôû vò trí giöõa maûng ). 
. 

) Tröôøng hôïp xaáu nhaát : Ñoä phöùc taïp  laø  O(lg n).  
) laø ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn , thì sau khi kieåm tra 

ñieàu kieän ( x == a[giöõa]) vaø sai thì goïi ñeä qui thuaät toaùn naøy vôùi döõ lieäu giaûm nöûa, 
neân thoûa maõn coâng thöùc truy hoài : 
 (n) =  ≥ 2 vaø  T[1] = 0. 

5. 

a) Tröôøng hôïp toát 
tieân, töùc laø  :  a[Giöõa]  == a[n/2] == x

Ta coù : Ttoát (n)  =  O(1)
 b
 Thaät vaäy, Neáu goïi T(n

 T 1 + T[n/2] ; n

Caøi ñaët 
int tknp(int a[max],int x,int l, int r) 
{ 
 
  ( l > ) 
 eturn 
 
 
 
 
 
 
} 
 

int mid; 
if r 
 r 0; 
m l+id = ( r)/2; 
if ( x == a[mid] ) 
 return 1; 
if ( x > a[mid] ) 
 r tknp(a,x,mid+1,r); eturn 
return tknp(a,x,l,mid-1); 
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III. Baøi toaùn MinMax 

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
 Tìm giaù trò in M , Max trong ñoaïn a[l..r] cuûa maûng a[1..n]. 

2. YÙ töôûng  
 Taïi moãi böôùc, chia ñoâi ñoaïn caàn tìm roài tìm Min, Max cuûa töøng ñoaïn, sau ñoù 

ång hô  laïi  k t quaû.
coù 1 phaàn töû thì  Min = Max vaø baèng phaàn töû ñoù. 

Minh hoïa : 
 

6 7 8 

to ïp eá  
 Neáu ñoaïn chia chæ 

 i 1 2 3 4 5 
 a[i] 10 1 5 0 9 3 15 19 
 
 Min, Max trong ñoaïn a[2..7] cuûa maûng a[1..7] .  
Kyù hieäu : 
 ax)  cho Min vaø  Max trong ñoaïn a[l..r]. 

Cho   Min = 0 vaø  Max = 15 trong ñoaïn  a[2..7] 

3. Thuaät toaùn 

Tìm giaù trò 

MinMax(a,l,r,Min,M
MinMax(a,2,7,Min,Max) 

 
Input     :   a[l..r], ( l ≤ r ) 
Output     Mi

Moâ taû :
MinMa

 r) 

{ 
  MinMax(a,l, (l+r) / 2, Min1, Max1);   
  MinMax(a,(l+r) /2 + 1, r , Min2, Max2); 

in2)  

   Max = Max1 
Else   

; 

 

  : n  = Min (a[l],..,a[r]), 
       Max = Max (a[l],..,a[r]). 
 
x(a,l, r, Min, Max)  ≡ 
 if (l ==
 { 
  Min  = a[l]; 
  Max = a[l]; 
 } 
 Else 
 

  If (Min1 < M
   Min = Min1; 
  Else   
   Min = Min2; 
  If (Max1 > Max2)  

  
   Max = Max2
 } 
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4. Ñoä phöùc taïp thuaät toaùn  
Goïi T(n) laø soá pheùp toaùn so saùnh caàn thöïc hieän. Khi ñoù ta coù :  

   
⎪
⎩ =1;0 n

⎪
>+ 2;2)2( nnT

 

1k

 

⎧ +)2(nT

⎨ == 2;1)( nnT

 Vôùi  n  = 2k , thì : 

∑− +==++=+=
1

1222 2)2(2)2/(222)2/(22)(
i

ik TnTnTnT L  
−

=

          2
21=i

 Vaäy T(n) ∈ O(n). 

5. Caøi ñaët

322222 11 −=−−=− −+ nkkki . 1−
k

= ∑

 
void MinMax(int a[.], int  l, int  r, int &Min, int &Max ) 

ax1,Max2; 

 = a[l]; 

,(l+r)/2 , Min1, Max1); 
MinMax(a,(l+r) /2 + 1,r, Min2, Max2); 
if (Min1 < Min2)  
 Min = Min1; 

if (Max1 > Max2)  
x1; 

x2; 
 

. Th aät to   Q

{ 
in2,M int Min1,M

if (l == r ) 
{ 
 Min
 Max= a[l]; 
} 
else 
{ 

MinMax(a,l 
 
 
 
 else   

 Min = Min2;  
 
  Max = Ma

lse    e
  Max = Ma
}

} 

IV u aùn uickSort 
 D hu aùn Quiuøng t aät to ckSort (QS) ñeå saép xeáp caùc giaù trò trong moät maûng caùc 

heo oät th töï, ch aïn  taêng daàn. 
höông aùp QuickSort (hay coøn goïi laø phaân ñoaïn) laø moät caûi tieán cuûa 

öông aùp saép xeáp ñoåi choã tröïc tieáp, do C.A.R. Hoare ñeà xuaát. 

soá t  m öù aúng h
 P  ph
ph  ph
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1. YÙ töôûng  
 Choïn ngaãu nhieân moät phaàn töû  x.  

 töø  beân traùi ( theo chæ soá i ) trong khi coøn  ai <  x. 
Duyeät daõy töø beân phaûi ( theo chæ soá j ) trong khi coøn aj >  x.   

öa vöôït qua nhau. 

, ...,j   (Daõy 
m

         ah  =
 ø saép xeáp baèng phaân hoaïch).   

Duyeät  daõy

Ñoåi choã ai  vaø aj  neáu hai phía ch
. . . tieáp tuïc quùa trình duyeät vaø ñoåi choã nhö treân trong khi hai phía coøn chöa 

vöôït qua nhau ( töùc laø coøn  coù i ≤  j).  
 
 Keát quûa phaân hoaïch daõy thaønh 3 phaàn :  •

         ak  ≤  x  vôùi  k = 1 con thaáp);  
         a   ≥ x  vôùi  m = i, ...,n   (Daõy con cao);  

 x   vôùi  h  = j+1,...,i - 1.  
(Vì theá phöông phaùp naøy coøn goïi la

               ak         am

           x 
 Tieáp tuïc phaân hoaïch cho phaàn traùi (daõy con thaáp nhoû hôn x), cho phaàn phaûi ( 
lôùn hôn x) . . . cho ñeán khi caùc phaân hoaïch chæ coøn laïi moät phaàn töû, laø saép xeáp xong. 
Thuaät toaùn theå hieän yù töôûng ñeä qui vaø caùch thieát keá chia ñeå trò.  

2. Moâ taû thuaät toaùn 
- Thuaät toaùn QuickSort 

uickSort (a,n) ≡ 
QS(a,1,n) ; 

Moâ taû : 

 i = l;  

a[(l+r)/2];  // Choïn phaàn töû giöõa  

while (a[i] < x )  

    while (a[j]  > x)  
      j--;  

  if (i <= j)  
     {  
       ñoåichoã a[i] vaø a[j];  
     i++;  

Input     :   a[1..n] 
Output  :    a[1..n] khoâng giaûm. 
Moâ taû thuaät toaùn : 
Q

- Thuaät toaùn phaân hoaïch 
Input     :   a[1..n],l,r; 
Output  :    a[l..r] taêng daàn 

QS(a,l,r) ≡ 

  j = r;  
  x = 
  do  
  {  
    
      i++;  
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    j--;     
     }  

  j);   

3. 

  }  
while (i <= 

  if (l < j)  
QS(a,l,j);  

  if (r  > i )  
QS(a,i,r);  

Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
 • Ñieàu toát nhaát coù theå xaûy ra trong  QuickSort laø moãi giai ñoaïn phaân hoaïch 
phaân chia maûng thaønh 2 nöûa. Ñieàu naøy khieán cho soá laàn so saùnh caàn thieát cuûa 
QuickSort  thoûa maõn coâng thuùc truy hoài “chia ñeå trò “ sau ñaây : 
 
   nTT nn +=

2

2 ≅    nLg n. 

2

2 nT  : P

n   : Ph

chia seõ chia  n  phaàn töû thaønh  n-1 phaàn töû traùi vaø 1 phaàn töû phaûi. Keát quaû 
ø caàn tôùi  n pheùp chia ( thay cho lgn), vaø nhö theá ñoä phöùc taïp seõ laø  T(n) = O(n2 ).  

uaät toaùn  QuickSort  
khoâng coù hieäu

• Trong tröôøng hôïp trung bình :   
 

hí toån saép xeáp 2 maûng con. 

í toån kieåm tra moãi phaàn töû. 
 • Tröôøng hôïp xaáu nhaát  öùng cho vieäc choïn phaàn töû x laïi coù giaù trò lôùn nhaát 
hoaëc nhoû nhaát trong daõy. Giaû söû phaàn töû lôùn nhaát ñöôïc choïn ( phaàn töû x ), khi ñoù 
moãi böôùc 
la
 Trong tröôøng hôïp daõy nhaäp vaøo ñaõ coù thöù töï (thuaän hay ngöôïc), phaàn töû lôùn 
nhaát ñöôïc choïn seõ naèm ôû caùc bieân ( phaûi hoaëc traùi), cho neân th

 quaû. 
 

Coâng thöùc truy hoài  ñeå tính soá laàn so saùnh maø QuickSort caàn ñeå hoaùn vò 
ngaãu nhieân n phaàn töû laø : 

)(1 )1(
1

1∑
≤≤

−− knk T ; Vôùi  n ≥ 2; C0 = C1 = 1. 

 Giaù trò  n+1 b  töû phaân hoaïch vôùi moãi phaàn töû 
coøn laïi, toång coøn laïi k coù theå laø phaàn töû phaân hoaïch 

vôùi xaùc suaát  

++=n n
nT +T

nk

ao haøm chi phí so saùnh phaàn
mang yù nghóa laø moãi phaàn töû  

1
k

 vaø sau ñoù coøn laïi caùc maûng con coù kích thöôùc  k-1 vaø  n-k. 

   ∑ −++= kn TnT 11
=

 

eùp toaùn sau cho caû 2 veá : Nhaân cho  n  vaø tröø cho  
(n-1)Cn-1 : 

n2

kn 1

  Thöïc hieän lieân tieáp caùc ph
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Nhö vaäy, Ñoä phöùc taïp trung bình laø  O(nlnn) 

 ma traän

 

V. Thuaät toaùn nhaân  Strassen nhaân 2  

1. Baøi toaùn  
 Cho 2 ma traän vuoâng a, b caáp n, n laø luyõ thöøa 2. 

raän vuoâng caáp n.  Duøng thuaät toaùn  Strassen nhaân 2 ma t

2. Moâ taû 
ÖÙng duïng thieát keá chia ñeå trò, moãi ma traän  A, B, C  ta chia thaønh 4 ma traän 

 ma traän con ñoù : 

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡ 121112111211 BBAACC

  

ùch chia ñeû trò naøy daãn ñeán coâng 
 laø keát quaû  naøy cho lôøi giaûi  T(n) 

∈ θ
 

 ma 
oäng tröø voâ höôùng theo coâng thöùc truy hoài : 

/2) + 18(n/2)2 ∈ O(nlg7) = O(n2.81). 

con vaø bieåu dieãn tích 2 ma traän AxB = C theo caùc

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎣⎥

⎥
⎦⎢

⎢
⎣

=
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ 222122212221 BBAACC

Trong ñoù : 
 C11  =  A11B11   +  A12B21

 C12  =  A11B12   +  A12B22

 C21  =  A21B11   +  A22B21

 C22  =  A21B12   +  A22B22

 Neáu theo caùch nhaân thoâng thöôøng, thì ca
2thöc truy hoài :  T(n) = 8T(n/2) + θ(n  ). Ñaùng tieác

 (n3 ). 

 Nhöng theo khaùm phaù cuûa Strasen, chæ caàn 7 pheùp nhaân ñeä qui n/2 x n/2
traän vaø θ(n2 ) pheùp c

T(n) = 7T(n
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vaø 18 pheùp coäng (tröø) caùc soâ. Ñeå tính : 

⎦⎢⎣⎥⎦ 222122 bba

 Ñaàu tieân tính 7 tích :  

m2  =  (a11  + a22 ) (b11 + b22 ) 

 b22 ) 

- sau ñ

c22  =  m2 – m3 + m5 – m7

 

if ( n == 2 ) 

else 

; 
; 

12,c21,c22,n); 

1,n/2); 

1,n/2); 

21,n/2); 

  strass(a21,b12,d1,n/2); 

Cuï theå, ñeå nhaân 2 ma traän vuoâng caáp 2 , theo Strassen  chæ caàn 7 pheùp nhaân 

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ 1211

21

1211

2221

1211 bb

a

aa

cc

cc
  

-
m1  =  (a12  - a22 ) (b21 + b22 ) 

m3  =  (a11  - a21 ) (b11 + b12 ) 
m4  =  (a11  + a12 ) b22  
m5  =  a11 (b12 –
m6  =  a22 (b21 – b11 ) 
m7  =  (a21  + a22 ) b11  

où tính  cij theo coâng thöùc : 
c11  =  m1 + m2 – m4 + m6

c12  =  m4 + m5

c21  =  m6 + m7  

 
 Thuaät toaùn coù theå vieát nhö sau : 
strass(a, b, c, n)≡ 
 
  nhan2(a,b,c); 
 
 { 
  tach(a,a11,a12,a21,a22,n)
  tach(b,b11,b12,b21,b22,n)
  tach(c,c11,c
 
  strass(a11,b11,d
  strass(a12,b21,d2,n/2); 
  cong(d1,d2,c11,n/2); 
 
  strass(a11,b12,d1,n/2); 
  strass(a12,b22,d2,n/2); 
  cong(d1,d2,c12,n/2); 
 
  strass(a21,b11,d
  strass(a22,b21,d2,n/2); 
  cong(d1,d2,c
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  strass(a22,b22,d2,n/2); 
cong(d1,d2,c22,n/2); 

,c12,c21,c22,c,n); 

I. Baøi toaùn hoaùn  ñoåi  2 phaàn trong 1 daõy

  
 
  Hop(c11

} 

V  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
 a[1..n] l

aûng vôùi phaàn
aø moät maûng goàm  n phaàn töû. Ta caàn chuyeån m phaàn töû ñaàu tieân cuûa 
 coøn laïi cuûa maûng ( n-m phaân töû) maø khoâng duøng moät maûng phuï . 

Chaúng ïn, v   n = 8 [8] = ( 2, 3, 4  6, 7, 8
eáu m = 3, thì eát qu  laø :  ( 4 5, 6, 7,  1, 2, 3

m
  ha

 k
ôùi 
aû

, a
, 

1, 
 8,

, 5,
) 

) 
N
Neáu m = 5, thì keát quaû laø :  ( 6, 7, 8, 1, 2, 3, 4, 5) 

laø :  ( , 6, 7, 8, 1, 2, 3, 4) Neáu m = 4, thì keát quaû 5

2. YÙ töôûng 
* Neáu  m = n – : H ùn ñoåi c  phaàn cuûa 2  maûng ù ñoä da aèng n  : 

 Neáu  m ≠ n – m : 
- 
- Neáu  m < n – m : hoaùn  ñoåi  m phaàn töû ñaàu vôùi m phaân töû cuoái cuûa phaàn coøn 

laïi. Sau ñoù trong maûng  a[1..n-m] ta chæ caàn hoaùn  ñoåi  m phaàn töû ñaàu vôùi 
phaàn coøn laïi. 

- Neáu m > n – m  : hoaùn  ñoåi  n-m  phaàn töû ñaàu tieân vôùi n-m phaàn töû cuûa phaàn 
n] ta hoaùn  ñoåi  n-m phaàn töû cuoái maûng 

vôùi caùc phaàn töû cuûa phaàn ñaàu. 

Nhö vaäy, baèng caùch aùp duïng phöông phaùp chia ñeå trò, ta chia baøi toaùn thaønh 
baøi to ùn con  

- Baøi toaùn thöù nhaát laø hoaùn  ñoåi  hai  maûng  con coù ñoä daøi baèng nhau, cuï theå laø 
 töû ñaàu vaø cuoái cuûa maûng cho nhau baèng caùch ñoåi choã 

töøng caëp phaàn töû töông öùng.  
- Baøi toaùn thöù hai cuøng daïng vôùi baøi toaùn ñaõ cho  nhöng kích thöôùc nhoû hôn, 

neân coù theå goïi thuaät toaùn ñeä qui ñeå giaûi vaø quaù trình goïi ñeä qui seõ döøng khi 
ñaït tôùi söï hoaùn  ñoåi 2 phaàn coù ñoä daøi baèng nhau 

aäy m  choát uûa thu ïc hieän  thao taùc hoaùn ñoåi 2 nhoùm phaàn töû, 
ng khi soá löôïng phaàn töû cuûa 2 nhoùm cong khaùc nhau. Neân ta 

õ thay thuaät toaùn  ñeä qui baèng thuaät toaùn laëp. 

3. Thuaät toaùn

 m oa aùc töû nöûa  co øi b hau
*

Neáu  m = n – m :  

sau. Sau ñoù trong maûng  a[n-m+1 . . 

 

2 a  : 

hoaùn  ñoåi  nöûa soá phaàn

V aáu  c aät toaùn laø thö
laëp laïi thao taùc naøy  tro
se

 
 ñaàu cuûa maûng vôùi phaàn coøn laïi. 

Input     :   a[1..n], m. (m 
Output  :    a[1..n] vôùi tính chaát m phaàn töû ñaàu maûng a ( maûng nhaäp ) naèm cuoái  

aûng  

// Hoaùn  ñoåi m phaàn töû
≤n) 

m
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   keát quaû, n-m phaàn  töû cuoái maûng nhaäp naèm ôû ñaàu maûng keát 
quaû. 
Moâ taû thuaät toaùn : 
Transpose(a,n,m)  ≡ 

 i = m; j = n-m; m = m+1; 
 Khi ( i  

   Exchange(a,m-i,m,j); 
    i = i – j; 

  Ngöôïc laïi  
{ 

  j = j – i; 
 Exchange(a,m-i,m+j,i); 
} 
ge(a,m-i,m,i); 

 
 ≠ j) 

 Neáu ( i > j)   
   { 
 

   } 
 
   
  
   
   
  Exchan
* Thuaät toaùn exchange : 
input  a, 

i,j, //vò trí 
m á öû caàn ho; // So phaàn t aùn ñoåi 

p = 0 → m-1 

n = 8, a[8] = ( 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) , m = 3. 

1 2 3 4 5 6 7 8  

output a 
Moâ taû : 
Exchange(a,i,j,m)   ≡ 
   Vôùi moïi 
    Ñoåichoã (a[i+p], a[j+p]); 
 
Minh hoïa : 
 
- Maûng nhaäp : 
 
 
 
     Hoaùn ñoåi    
- Exchange(a,1,6,3)   
   

4 5 1 2 3   6 7 8 
 
  

 

            Hoaùn ñoåi 
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- ange(a,1,4,2)    Exch

 
 

4 5 8 6 7 1 2 3  
 
     
 

1 2 3  

          Hoaùn ñoåi 

- Exchange(a,3,5,1)  
 
 4 5 7 6 8 
 
 
        Hoaùn ñoåi 

 4 5 6 7 8 1 2 3  

- Exchange(a,3,4,1)  
 

 
- Keát thuùc thuaät toaùn. 

4. Ñoä phöùc taïp thuaät toaùn  
 Kí hieäu : T(i, j) laø soá phaàn töû caàn ñoåi choã ñeå hoaùn ñoåi daõy i phaàn töû vaø daõy j 

àn töû,  coù co  thöùc y hoài u : 

>−+
=

=
 i   

j i  neáu  
j i  neáu 

);(
);,(

;
),(

iT
jjiTj

i
jiT  

T(i,j)  =  i + j – UCLN(i,j) 
UCLN( öôùc chun  nhaát cuûa     

5. Caøi ña

pha  ta âng  tru  sa
 

⎪
⎩ +i

⎪
⎨

⎧

<−, ji j neáu

 
⇒ 

 i,j) laø g lôùn i, j. 
 

ët 
void Transpose(day a,int n,int m) 
{

int i, j; 
i = m; 
j = n-m; 
m = m+1; 
while ( i != j ) 

j) 

  Exchan
  i = i - j; 
 } 

 
 
 
 
 
 
  if(i > 

 {  
 ge(a,m-i,m,j); 
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  else 
 { 
  j = j - i; 
  Exchange(a,m-i,m+j,i)
 } 
Exchange(a,m-i,m,i); 

 

void Exchange(day a, int i, int j, int m) 
{ 

[j+k]); 

roän  hai ñöôøng tröïc tieáp

 
 
 ; 
 
 
}
//************************* 

 for (int k = 0; k <= m-1; k++) 
  doicho(a[i+k], a
} 

VII. T  

1. Baøi toaùn  
 

2. 

Saép taêng daàn daõy caùc soá baèng thuaät toaùn troän hai ñöôøng tröïc tieáp. 

YÙ töôûng 
 

öôùc la
 giai ñoaïn : 

phaàn töû töø daõy F vaøo caùc daõy trung gian F1, F2 

 ) 
oä p phaàn töû trong daõy F1 vôùi p phaàn töû trong F2, keát quaû troän 

öôïc ñ hi chöa heát daõy F1 vaø chöa heát daõy F2.   
oøn ñöôïc thöïc hieän  trong khi p  coøn ≤  soá caùc phaàn töû cuûa F .  

g baèng 1.  
 phaân boá vaø troän ), soá phaàn töû p seõ khôûi ñoäng 

laø daõy duøng saép thöù töï , F coù noäi dung nhö sau : 
2 3 1 1 

Thuaät toaùn saép xeáp kieåu troän hai ñöôøng tröïc tieáp ñöôïc thöïc hieän theo nhieàu 
ëp : b

 * Moãi böôùc laëp bao goàm hai 
Giai ñoaïn 1 :( Phaân boá) 

Phaân boá luaân phieân töøng p 
trong khi chöa heát daõy F.   
Giai ñoaïn 2 :( Troän

Troän töøng b
ñ öa vaøo F, trong k

ôùc laëp c * Caùc bö
 Böôùc ñaàu tieân p ñöôïc khôûi ñoän

oät laàn Moãi böôùc laëp sau( sau  m
ïi laø : = p * la p 2 .  

Minh hoïa :  
Giaû söû F  

F 9 2 1 1 5 8 1 2 9 6 7 4 6 7 2
0 1 

 
 Ñaàu tieân ta phaân boá luaân phieân töøng phaàn töû cuûa daõy nguoàn F vaøo caùc daõy 
trung gian F1 , F2.  
• Trong laàn phaân boá ñaàu tieân ,ta coù : 
F1 1 9 7 6 21 3 1 90 1 5 
F2 2 1 8 2 6 4 7 2 1  
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 Ta thöïc hieän troän hai ñöôøng töøng phaàn töû ôû F1 vôùi töøng phaàn töû ôûû F2; Keát 
öôïc ghi vaøo F. 

2-90 1-1 5-8 1-2 6-9 4-7 6-7 2-21 1-3 1 

quaû troän ñ
 
F 
 
• Sang laàn thöù 2: 

1 1-3 F 2-90 5-8 6-9 6-7 
F2 1-1 1-2 4-7 2-21 1 
 
F 1-1 –2-90 1-2-5-8 4-6-7-9 2-6-7-21 1-1-3 
 
• Sang laàn thöù 3 : 
F1 1-1 –2-90 4-6-7-9 1-1-3 
F2 1-2-5-8 2-6-7-21  
 
F 1-1-1-2-2-5-8 -90 2-4-6-6-7-7-9-21 1-1-3 
 
• Sang laàn thöù 4 : 
F1 1-1-1-2-2-5-8-90 1-1-3 
F2 2-4-6-6-7-7-9-21  
 
F 1-1-1-2-2-2-4-5-6-6-7-7-8-9-21-90 1-1-3 
• Sa
 

ng 

 1-1-1-2-2-2-4-5-6-6-7-7-8-9-21-90 

laàn thöù 5 : 

F1
F2 1-1-3 
 

 F 1-1-1-1-1-2-2-2-3-4-5-6-6-7-7-8-9-21-90 
 
 Khi ñoù F ñöôïc saép thöù töï . 

3. Thieát keá 
* Thuaät toaùn troän 2 ñöôøng tröïc tieáp : 
input  F[1..n]; // daõy caàn saép 

ïc saép 
oâ taû: 
 1; 

 hieän : 
 

aùc daõy trung gian F1, F2 

 p phaàn töû  trong daõy F1 vôùi p phaàn töû   trong daõy F2, keát quaû 
õy F1 vaø chöa heát daõy F2; 

Output  F ñaõ ñöô
M
p =
Trong khi (p <= n) ta thöïc
{

- Phaân boá luaân phieân töøng  p phaàn töû töø daõy F vaøo c
trong khi chöa heát daõy F.   
-Troän töøng caëp
ghi vaøo F, trong khi chöa heát da
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 - Khôûi ñoäng laïi p  : p = p*2; 

eå vieát thaønh haøm : 
F,n,F1 F2 laø n toaøn cuïc 

 treân 2 thao taùc : 
aân phieân p phaàn töû  töø daõy F vaøo caùc daõy trung gian 

àn töû trong F1, vaø p phaàn töû trong F2, keát quaû löu 
a heát daõy F1 vaø chöa heát daõy F2; 

  
hieân  p  phaàn töû  töø daõy F vaøo caùc daõy trung gian F1, F2 cho 

án heát

Input  F
Output

ieän   
 

Ñoïc töøng p phaàn töû trong F vaø cheùp luaân phieân vaøo F1, F2; 

 töï ñoäng vieäc cheùp luaân phieân vaøo F1 vaø F2. 
a thöïc

 phaàn töû cuûa F vaøo F1 tröôùc. 
au mo

} 
Moâ taû treân coù th
// , caùc bieá
void mergesort () 
{ 
 p = 1; 
 while ( p <= n ) 
 { 
  distribution (p); 
  merge(p); 
  p = p * 2; 
 } 
} 
 Nhö vaäy, thuaät toaùn chuû yeáu ñöôïc xaây döïng
- distribution (p)  : Phaân boá lu
F1, F2 trong khi chöa heát daõy F. 
- merge(p) : Troän töøng caëp p pha
tröû vaøo F, trong khi chö

a) Thuaät toaùn phaân boá
Phaân boá luaân p
 daõy F.  ñe

a1) Thieát keá : 
; 

 F1,F2; 
Moâ taû  
 Thöïc h

{ 
  

  }
 Trong khi ( chöa heát daõy F); 
 
 Trong moâ taû treân, coù 2 thao taùc con caàn phaûi löu yù : 
T ùchao ta  1 : 
 Laøm theá naøo ñeå xöû lyù moät caùch
T  hieän baèng caùch :  Duøng moät khoaù k, vôùi   k ∈ {1,2} vaø quy ñònh  : 
 Neáu  k = 1 thì cheùp vaøo F1; 
 Neáu  k = 2 thì cheùp vaøo F2; 

Giaû söû ñaàu tieân cho k = 1 ñeå quyeát ñònh cheùp p
S ãi laàn cheùp xong p phaàn töû, ta chæ caàn  khôûi ñoäng laïi giaù trò k = 3-k . 
Thao taùc 2 : 
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 Ñoïc p phaàn töû cuûa F cheùp vaøo F1 nhö theá naøo ? Ta ñoïc töøng phaàn töû cuûa F 
vaø cheùp phaàn töû ñoù vaøo F1; Vieäc ñoïc cheùp töøng phaàn töû naøy coøn ñöôïc thöïc  hieän 
trong khi chöa ñuû p phaàn töû vaø chöa heát daõy F. 

Vaäy thao taùc phaân boá coù theå moâ taû chi tieát nhö sau : 
do  
{ 
 i = 1; 
 while ( i <= p && chöa heát daõy F ) 

  
  

 cheùp vaøo F1; 

   cheùp vaøo F2; 
 
 
 
} 

ile ( chöa heát daõy F); 

Thao taùc phaân boá caøi ñaët thaønh moät haøm nhö sau : 
oaøn cuïc. 

t p) 
 

, l = 1; 

 l <= n) 

[h1] = F[l]; 

 

+; 
 } 

 { 
Ñoïc  phaàn töû thöù  i trong F; 
if ( k == 1) 

  
  else 

 i++; 
} 
k = 3-k; 

wh
 
 
//F, F1, F2, n, h1,h2 laø caùc bieán t
void  distribute(in
{
 int i, k=1
 h1 = 0; h2 = 0; 
 do 
 { 
  i  = 1; 
  while( i<=p &&
  { 
   if(k==1) 
   { 
    h1++; 
    F1
   } 
   else 
   { 
    h2++; 
    F2[h2] = F[l];
   } 
   i++; 
   l+
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} 

p phaàn töû trong F1 vaø p phaàn töû trong F2. 
p phaàn töû trong F2, keát quaû löu tröû vaøo 

F, trong khi chöa heát  F1 vaø F2. 
a1) Thi

Input F1, F2; 
Output
Moâ taû :

Trong khi ( chöa heát daõy  F1 vaø chöa heát daõy F2 ) 
 { 

caëp  p phaàn töû cuûa F1 vaø cuûa  F2 vaøo F; 

  daõy  F1) 
öû coøn laïi cuûa  F1 vaøo  F; 

 daõy  F2) 
eùp caùc phaàn töû coøn laïi cuûa  F2 vaøo  F; 

hæ roõ coâng vieäc troän töøng caëp  p phaàn töû cuûa F1 vaø cuûa  F2 vaøo F 
ù laø : 

(*)  : oïc tö g F1, trong F2, so saùnh giaù trò cuûa chuùng, giaù trò  naøo 
öông öùng vaøo F. Neáu laø phaàn töû cuûa F1 thì ñoïc tieáp 1 

göôïc laïi thì ñoïc tieáp 1 phaàn töû cuûa F2 
( ** ) taùc treân coøn ñöôïc thöïc hieän trong khi : chöa ñoïc ñuû p phaàn töû trong F1 
ø chöa ñoïc ñuû p phaàn töû trong F2 vaø chöa heát daõy  F1 vaø chöa heát daõy  F2;  

- Voøng laëp (**) döøng khi ñaõ ñoïc ñuû p phaàn töû trong F1, hoaëc ñaõ ñoïc ñuû p phaàn töû 
trong F2, hoaëc heát daõy  F1 hoaëc heát daõy  F2

) 

 k = 3-k; 
 } 
while(l <= n); 

b) Thuaät toaùn troän töøng boä  
T øng boä p phaàn töû trong F1, vaø roän tö

eát keá : 

 F; 
  

 

  Troän töøng 
 } 
 Trong khi (chöa heát
  cheùp caùc phaàn t
 Trong khi (chöa heát 
  ch
 

- Ta caàn c
hoaït ñoäng nhö theá naøo ? Ño
-  Ñ øng phaàn töû tron
nhoû hôn thì cheùp phaàn töû t
phaàn töû cuûa F1; n
-  :Thao 
va

;  Vaø khi ñoù ta caàn xöû lyù caùc tröôøng hôïp 
sau : 
 Trong tröôøng hôïp chöa heát daõy  F1 vaø chöa heát daõy  F2 : 

Neáu chöa ñuû p phaàn töû trong F1, thì ñoïc vaø cheùp caùc phaàn töû cuûa F1 
vaøo F cho ñuû p; Töông töï nhö vaäy cho F2. 

a2) Caøi ñaët : 
/*  F,F1,F2,n,h1,h2  laø caùc bieán toaøn cuïc. 

Ta duøng caùc bieán : 
- r1 : ñeám caùc phaàn töû ñoïc ñöôïc trong daõy F1. 
- r2 : ñeám caùc phaàn tö ñoïc ñöôïc trong daõy F2 . 
- i1 : duyeät daõy F1 
- i2 = 1 duyeät daõy F2 

*/ 
void  merge(int p
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{ 
 int t, i1 = 1,i2 = 1,r1,r2; 
 int h = 0; 
 while(i1 <= h1 && i2 <= h2) 

   { 
    h++; 

= F1[i1]; 
r1++; 

 } 
 

 h++; 
2[i2]; 

  
 } 

  b[h] =  b1[i1]; 
  i1++; 
  } 
  while(i2 <= h2 && r2 <= p) 
  { 

; 

 i2++; 

 
} 

 h++; 
b[h] =  b1[i1]; 

 { 
  r1=r2=1; 
  while((r1 <= p) && (r2 <=p ) && i1 <= h1 && i2 <= h2) 
  { 
   if(F1[i1] <= F2[i2]) 

    F[h] 
    
    i1++; 
  
   else
   { 
   
    F[h] = F
    r2++; 
    i2++; 

 } 
 
 

  while(i1 <= h1 && r1 <= p) 
  { 
  h++; 

  h++
  b[h] =  b2[i2]; 
 
  } 

  while(i1 <= h1) 
  { 
 
  
  i1++; 
  } 
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h++; 

 i2++; 
 } 

 = h; 
 

 while(i2 <= h2) 
 { 

  
  b[h] =  b2[i2]; 
 
 
 n
}

4. Ñoä phöùc taïp thuaät toaùn  
Ta nhaän xeùt raèng, trong phöông phaùp saép xeáp baèng troän hai ñöôøng tröïc tieáp, 

soá löôïng caùc böôùc sao cheùp caùc phaàn töû töø daõy naøy sang daõy kia coøn lôùn hôn soá 

(n). 
 n mo b c ù ) ta  q e ö 2  i ò ø t án rìn  

i p  n â ta lg b ùc ñ caáp ô i  c p c  ô g ha  
aøy l (n )

Mo h ôïïc åm ûa h g pha aép áp a  k u ä a ö øng trö  
eáp ø chi hí ho oân i  q ù ùn: n ñoø oû n c v g ô n phaàn töû, 
aáp ñ âi so ôùi höô  ph  ân th ôøng o ñ h n h   æ h hô  k  
 tha  taùc eân aùc eäp. 

Ma kh , p öôn ph p  ép eáp k  tr  h  ñ øn r ti  c t n öô  
ieåm uan tro g n õa la où ï g ôùi aïn soá löôïng caùc giaù trò coá ñònh laø 1,2,4,..,2
ong où 2 n.  Nhö vaäy ta luoân luoân phaûøi duyeät qua k a vaø troän. Neáu 
ho pheùp soá löôïng caùc phaàn töû trong moät laàn troän coù kích thöôùc khaùc thì soá caùc böôùc 

coù theå giaûm ñi vaø trong tröôøng hôïp naøy vieäc saép xeáp coù khaû naêng keát thuùc sôùùm. 

BAØI TAÄP 

löôïng caùc böôùc so saùnh giöõa caùc phaàn töû : Vì öùng vôùùi moät laàn so saùnh thì coù moät 
thao taùc sao cheùp, nhöng neáu moät daõy naøo ñoù xöû lyù caïn (heát daõy) thì phaàn ñuoâi cuûa 
daõy  coøn laïi ñöôïc sao cheùp maø khoâng öùng vôùi moät pheùp so saùnh naøo. Vì theá, ñoái vôùi 
phöông phaùp naøy, ta choïn pheùp sao cheùp laøm caên cöù ñaùnh giaù thôøi gian thöïc hieän 
cuûa thuaät toaùn. 
 Trong moãi laàn phaân boá vaø troän thì toaøn boä n phaàn töû ñöôïc duyeät qua, so saùnh 
vaø cheùp vaøo daõy ñích (output). Nhö vaäy thôøi gian chi phí cho moãi böôùc coù caáp laø 
O
 Vì tro g ãi böôùc ( öôù  thö k giaûi uy át ñ ôïc k = p g aù tr  va ie  t h
döøng kh  ≥ ,nen  coù n öô , do où  th øi g an hi hí ho phö n p ùp
n aø O lgn

n
. 

 ät ö ñie  cu  p öôn  ùp s  xe  b èng ieå  tron h i ñ ô  ïc
ti la  p  c  kh

g
g g

ùp
an

o
ua
 

lô où i h i cu g aáp uøn  nh ù 2
g o  v p n a th g ö . D où p öô g p aùp naøy ch thíc  ïp hi
ta o  tr  c  t
 ët aùc h g aù sa x ieåu oän ai öô g t öïc eáp où moä h ïc

kñ  q
 ñ

 
k < 

ïn ö ø n tö i h , 
 böôùc chitr

c

 
  

Baøi  1 : ( Nhaân caùc soá lôùn ) 
  Kyõ thuaät chia ñeå trò nhaân 2 soá nguyeân döông x, y döôõi daïng chuoãi : 
Nhan(x,y) ≡ 
 if( l(x), l(y) <= 4) 
  Nhaân 2 soá nguyeân nguyeân kieåu  long; 
 else 
  Giaû söû l(x) = l(y) = n; 
  Taùch x thaønh 2 chuoãi con : a(Nöûa traùi), b (nöûa phaûi) 
  Taùch y thaønh 2 chuoãi con : c(Nöûa traùi), d (nöûa phaûi) 
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Kq = nhan(a,c)*10n + nhan(a,d)*10n/2 + nhan (b,c)*10n/2 + nhan(b,d); 
 
Baøi 2 : 
 
 ø y laø 2 soá nguyeân n bit. Kyõ thuaät “ chia ñeå trò “ cho pheùp nhaân 
xy laø taùch x, y ra 2 soá nguyeân  n/2 bit : 

b   

Thuaät toaùn nhaân  2 soá nguyeân  n bit. 
Giaû söû  x va

 
  x  a 
   n/2 bit traùi n/2 bit phaûi   
  y  c d   
 
vaø  tính theo coâng thöùc : 
 

Baøi 

x*y  =  a*c*2n  +  ( (a-b)*(d-c) + a*c + b*d)*2n/2  + b*d 
Ghi chuù : 

- Taùch bit : Copy caùc bit. 
- Nhaân 2n cho a : Dòch chuyeån traùi a n bit. 

 
3 : 

 Cho x, s, n ∈ Z+.  Giaû söû   sxn ≤ , tính n x . 
 
Baøi 4 : 
 Saép taêng daàn moät daõy x caùc soá, baèng thuaät toaùn troän töï nhieân : 
Trong k i 

-  ñöôøng ch ïy cuûa x1, x2 , löu tröû vaøo x; 
Ghi chuù : 
 Ñöôøng a
nhaát. 
 
Baøi  5

h (soá ñöôøng chaïy cuûa x > 1) 
- Taùch luaân phieân töøng ñöôøng chaïy cuûa x vaøo caùc daõy trung gian x1, x2; 

Troän töøng caëp a

ch ïy trong x  laø caùc daõy con coù thöù töï ( taêng daàn) coù chieàu daøi lôùn 

 : 
 Laäp lòch th  Trong 1 
ñôït thi ñaáu , moãi ñoäi ñaáu 1 traän. Ñaáu trong n-1 ñôït. 
 

äi thì ta coù moät caëp ñaáu ñôn giaûn. 

haøng 3 coät ) phaûi cho vaøo caùc ñoäi coù soá thöù töï cao (töø 5 ñeán 8) ngöôïc vôùi caùc soá 
khaùc.Lòch con naøy ta  caùch coäng 4 cho moãi soá nguyeân cuûa goùc traùi treân . 
Baây giôø ta ñaõ laøm ñô laïi laø caùc ñoäi coù soá thaáp ñaáu 
vôùi caùc ñoäi coù soá cao oäi 5-8 töông 
öùng töø ñôït thöù 4 vaø ho  8 trong caùc ñôït tieáp theo. 
 

 i ñaáu voøng troøn 1 löôït cho n ñoäi boùng ñaù, n laø luyõ thöøa 2. 

Kyõ thuaät chia ñeå trò xaây döïng lòch cho moät nöûa soá ñoäi . Lòch naøy ñöôïc laäp 
neân do aùp duïng ñeä qui cuûa thuaät toaùn baèng caùch tìm lòch cho moät nöûa soá ñoäi ... khi 
chæ coøn 2 ño
 Caùc ñoäi ñöôïc ñaùnh soá töø 1 ñeán  n. Giaû söû coù 8 ñoäi . Lòch thi ñaáu cho 4 ñoäi töø 
1 ñeán 4 laáp ñaày goùc traùi treân ( 4 haøng  3 coät) coi nhö ñaõ laäp xong. Goùc traùi döôùi ( 4 

ïo ra baèng
n giaûn baøi toaùn. Taát caû phaàn coøn 
. Ñieàu ñoù deã hieåu laø caùc ñoäi töø 1-4 ñaáu vôùi caùc ñ
aùn vò theo chu kyø 5 ñeán
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 ñôït 1  ñôït 1 2 3  ñ 7    
ñoäi 1 2 → 1  6 7 8    

ôït 1 2 3 4 5 6 
2 3 4 ñoäi 1 2 3 4 5

2 1  2  5    1 4 3 → 2 1 4 3 6 7 8 
   3 2 7 8 5 6    4 1 2  3 4 1  

    4   3 2 1  4 3 2 1 8 5 6 7  
       5      6 7 8 1 4 3 2  
        6 5 8 7 2 1 4 3     

       7 8 5 6 3 2 1 4      
        8 7 6 5 4 3 2 1     
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CHÖÔNG 3 : PHÖÔNG PHAÙP QUAY LUI  

I. Môû ñaàu

                     (Back Tracking) 
 

 
1. YÙ töôûng

 Neùt ñaëc tröng  cuûa phöông phaùp quay 
cuøng cuûa  baøi toaùn ho

Taïi moãi böôùc, eáu coù oät löïa choïn än laïi löïa choïn 
naøy vaø tieán haønh caùc h 
hôïp  thì laøm laïi böôùc ình thöû caùc löïa 
choïn coøn laïi. 

Haønh ñoäng na aùp naøy 
goïi laø quay lui. 

Ñieåm quan troïng cuûa thuaät toaùn laø phaûi ghi nhôù taïi moãi böôùc ñi qua ñeå traùnh 
truøng laëp khi quay lui. Deã thaáy laø caùc thoâng tin naøy caàn ñöôïc löu tröû vaøo moät ngaên 
xeáp, ne

hình

lui laø caùc böôùc höôùng tôùi lôøi giaûi cuoái 
aøn toaøn ñöôïc laøm thöû.  
 n  m  ñöôïc chaáp nhaän thì ghi nha

hoâng coù löïa choïn naøo thícböôùc thöû tieáp theo. Coøn ngöôïc laïi k
 tröôùc, xoaù boû söï ghi nhaän vaø quay veà chu tr

øy ñöôïc goïi laø quay lui, thuaät toaùn theå hieän phöông ph

ân thuaät toaùn theå hieän yù thieát keá moät caùch ñeä quy. 

2. Moâ  
 i öôøng bieåu dieãn baèng moät vec tô  goàm n thaønh phaàn  
x = (x1 n naøo ñoù.  Ñeå chæ ra lôøi giaûi x, ta phaûi xaây 
döïng d  c
Taïi mo ö

caùc thaønh phaàn x1,.., xi-1 

- Xaây döïng thaønh phaàn x  baèng caùch laàn löôït thöû taát caû caùc khaû naêng maø xi 

cuûa baøi toaùn ñeå hoå trôï cho böôùc quay lui. Neáu i = n thì ta coù ñöôïc 
, nguôïc laïi thì tieán haønh böôùc i+1 ñeå xaùc ñònh xi+1 . 

 thì ta luø  

 

 
Try(i) ≡ 
 for ( j = 1 → k) 
  If ( xi chaáp nhaän ñöôïc khaû naêng j) 
  { 
   Xaùc ñònh xi theo khaû naêng j; 

Lờ  giải của baøi toaùn th
,.., x  ) phaûi thoûa maõn caùc ñieàu kieän

aàn aùc thaønh phaàn lôøi giaûi x  . i

ãi b ôùc i :  
- Ñaõ xaây döïng xong 
 i

coù theå choïn : 
• Neáu moät khaû naêng j naøo ñoù phuø hôïp cho xi thì  xaùc ñònh xi  theo 

khaû naêng j. Thöôøng phaûi coù theâm thao taùc ghi nhaän traïng thaùi môùi 

moät lôøi giaûi
• Neáu khoâng coù moät khaû naêng naøo chaáp nh ôïaän ñö c cho xi i

laïi böôùc tröôùc (böôùc 1-1) ñeå xaùc ñònh laïi thaønh phaàn xi-1. 

Ñeå ñôn giaûn, ta giaû ñònh caùc khaû naêng choïn löïa cho caùc xi taïi moãi böôùc laø 
nhö nhau, do ñoù ta phaûi coù theâm moät thao taùc kieåm tra khaû naêng j naøo laø chaáp nhaän 
ñöôïc cho xi .

 Moâ hình cuûa phöông phaùp quay lui coù theå vieát baèng thuû tuïc sau, vôùi n laø soá 
böôùc caàn phaûi thöïc hieän, k laø soá khaû naêng maø xi coù theå choïn löïa. 
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   if( i < n) 
    Try(i+1); 
   else
    Ghi nhaän nghieäm; 
  Traû ïi tra  tha uõ c o baøi

gh äm baèn ö g ph ùp qu y lui où th huy  ve ìm k eân c ây

ùc uùt con ûa go  (thu  mö  1) la ùc k aû na  coù eå ch  x1

 Giaû söû xi-1 laømoät  nuùt ôû möùc thöù i-  laø caùc k aû 
naêng maø xi coù theå choïn, moät khi ñaõ tìm ñöôïc caùc thaønh phaàn x1,.., xi-1. 

Nhö vaäy, moãi nuùt x
naèm tre

       x      Möùc 3 
      . 
      . 

.  .  .  .  .   . 
aø caùc minh hoaï veà kyõ thuaät thieát keá quay lui. 

I. Ba toaùn àn

  Ghi nhaän traïng thaùi môùi; 

 

  la ïng ùi c h  toaùn;  
} 

Ghi chuù : 
 
khoâng gian caùc traïng thaùi, vôùi caây ñöôïc xaây döïïng töøng möc nhö sau : 

Tìm n ie g ph ôn a a  c eå c eån à t ieám tr a  

- Ca n cu ác oäc ùc ø ca h êng  th oïn cho . 

- 1, khi ñoù caùc nuùt con cuûa xi-1 h

i cuûa caây bieåu dieãn moät lôøi giaûi boä phaän, ñoù laø caùc nuùt 
ác ñeán nuùt ñoù. ân ñöôøng ñi töø go

Ta coù theå noùi vieäc tìm kieám nghieäm baèng phöông phaùp quay lui chính laø tìm 
kieám theo chieàu saâu treân caây khoâng gian caùc traïng thaùi. 

 
      Goác 
 
            x1     Möùc 1 
 
 
 
       x2     Möùc 2 
 
 
 

              
       3

  
  

Sau ñaây l

I øi  Ngöïa ñi tua  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn  
 Cho baøn côø coù  n x n oâ . Moät con ngöïa ñöôïc pheùp ñi theo  luaät  côø vua,  ñaàu 

où) cuûa ngöïa – Ñoù laø ngöïa ñi qua 
ua ñuùng moät laàn . 

tieân ñöôïc ñaët ôû oâ coù toïa ñoä x0 , y0 .  
Vaán ñeà laø haõy chæ ra caùc haønh trình (neáu c

taát caû caùc oâ cuûa baøn côø, moãi oâ ñi q
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2. Thieát keá thuaät toaùn 
 Caùch giaûi quyeát roõ raøng laø xeùt xem coù theå thöïc hieän moät nöôùc ñi keá nöõa hay 

If ( xi chaáp nhaän ñöôïc khaû naêng k) 
 { 

h xi theo khaû naêng k; 
i nhaän traïng thaùi môùi; 

 i < n2 ) 
    Try(i+1); 

    Ghi nhaän nghieäm; 
  Tr û laïi tr h ch  t aùn;  

} 

eå m û ch át th toa , ta aûi q nh h m û d ieäu aùc o 
, ño  

Bi  dieã øn c
 Caùc khaû naêng choï löïa cho xi

- Caùch thöùc xaùc ñònh xi theo j. 

- Ghi nhaän nghieäm. 

* Ta seõ bieåu dieãn baøn côø baèng 1 ma traän vuoâng caáp n :   int h[n][n]; 
 
daáu oâ ñaõ ñöô yeån cuûa con 

  OÂ   <x,y>   ngöïa chöa ñi qua;   
Â   <x >   ngöïa ñaõ ñi qua ôû böôùc thöù  i (1 ≤ i ≤ n2 ).

où chính laø caùc nöôùc ñi cuûa ngöïa maø xi coù theå 

oä baét ñaàu  <x,y>  nhö trong hình veõ, coù taát caû  8  oâ  <u,v> maø 
 ñeán 7 nhö hình sau : 

 

 

khoâng. Sô ñoà ñaàu tieân coù theå phaùt thaûo nhö sau : 
Try(i) ≡ 
 for ( j = 1 → k) 
  
 
   Xaùc ñòn
   Gh
   if(

   else 

 a aïng t aùi cuõ o baøi o

 
Ñ oâ ta i tie uaät ùn ph ui ñò  caùc oâ ta öõ l vaø c  tha

taùc ù laø :
- eåu n ba ôø . 
-  ? 

- Caùch thöùc gi nhaän traïng thaùi môùi, traû veà traïng thaùi cuõ. 

.   .   . 

Sôû dó  theå hieän moãi oâ côø baèng 1 soá nguyeân thay cho giaù trò boole (ñeå ñaùnh 
ïc ñi qua chöa) laø vì ta muoán laàn doø theo quaù trình di chu

ngöïa.  
Ta  qui öôùc nhö sau : 

h[x][y] = 0  ≡
h[x][y] = i   ≡  O ,y
  

 
* Caùc khaû naêng chonï löïa cho xi ? Ñ
chaáp nhaän ñöôïc. 

Vôùi caëp toïa ñ
con ngöïa coù theå ñi ñeán. Giaû söû chuùng  ñöôïc ñaùnh soá töø  0

 
 
 
 

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 56 - 
  

 

  1 2 3 4 5    Toïa  Toïa ñoä  
ñoä 

(a,b) 
(a,b) 

  (  3  -2,-1)    4 1  (-2,1)   

  (-1,-2)   5    2 2  (-1,2)   

  3        haøng x 
→ 

  

  (1,-2)   6    1 4  (1,2)   

  (2,-1)    7  0  5  (2,1)   

    
co

 
 

  ↑        
yät

( 8 böôùc ñi coù theå coù cuûa co  n ïa 
Moät phöông phaùp ñôn giaûn ñeå coù ñöôïc  u, v töø x, y laø ta duøng 2 maûng  a vaø b  

u tröû caù veà toïa oä . eáu a d øng moät chæ soá  k ñeå ñaùnh soá  “böôùc ñi keá ” 
ì chi tie  ñoù ñöô theå hieä bô : u  x a[k ; v  y  b[ ];

n gö ) 

lö c sai bieät ñ N  t u
th át ïc n ûi  = + ]  =  + k  7,0=k  . 

öô  bi  d ãn ö keát hôïp cuûa caùc ñieàu 

 
nghóa l
* Ñeå ghi nhaän nöôùc ñi hôïp leä ôû böôùc i, ta gaùn  h[u][v] = i; vaø ñeå huûy moät nöôùc ñi thì 
a gaùn 

áu coù <x,y> sao cho h<x,y> = 0 thì ñoù 

n cô
 x, y;//Toaï ñoä xuaát phaùt ôû böôùc i 
Output h; 
Moâ taû : 
Try(i,  x, y) ≡ 
 
 
  
  
  
 
   h[u][v] 
 
 
 
    xuat_h(); // In ma traän h 
  

Ñieàu kieän “chaáp nhaän ñöôïc” coù theå 
kieän :  

ñ ïc eåu ie nh

OÂ môùi phaûi thuoäc baøn côø (1 ≤  u  ≤  n  vaø   1 ≤  v  ≤  n) vaø chöa ñi qua oâ ñoù,
aø h[u,v] = 0;  

t
 * Ma traän h ghi nhaän keát quaû nghieäm. Ne

 h[u][v] = 0. 

khoâng phaûi laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn , coøn ngöôïc laø h chöùa ñöôøng ñi cuûa ngöïa. 
 Vaäy thuaät toaùn coù theå moâ taû nhö sau : 
Input  n, //Kích thöôùc baø ø 

for(k = 0; k <= 7; k++) 
{ 

u  = x + a[k]; 
v  = y + b[k]; 
if (1 <= u ,v <= n &&h[u][v] == 0) 

 { 
= i; 

  if (i < n*n) 
   Try(i+1,u,v); 
  else 

 }
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  h[u][v] = 0; 
 

tuïc ñeä qui ñöôïc khôûi ñoäng baèng moät leänh goïi caùc toïa ñoä ñaàu x0, y0 laø 
tham soá. OÂ xuaát phaùt coù trò 1, coøn caùc oâ khaùc ñöôïc ñaùnh daáu coøn troáng. 

 H[x0 ][y0 ]  = 1; 
Try(2,x , y ); 

Caùc maûng a vaø b coù theå khôûi ñaàu nhö sau : 
,-2,-2,-1,1,2}; 

 

á keát quaû cho töø thuaät toaùn treân : 

n 5 x 1 y   n=6 x=2 y=3   

} 
 Thuû tuïc naøy xuaát taát caû caùc lôøi giaûi, neáu coù.  
 Thuû 

 
  

int a[8]= {2,1,-1
int b[8]= {1,2,2,1,-1,-2,-2,-1};

 
 * Caùc lôøi giaûi sau laø moät so
 
 = = =1   
1 6 15 10 21   36 17 6 29 8 11 
14   16 9 20 5   19 30 1 10 5 28 
19     2 7 22 11 16 35 18 7 12 9 
8 13 24 17 4   23 20 31 2 27 4 
25 18 3 12 23   34 15 22 25 32 13 
       21 24 33 14 3 26 
 
 * Vôùi n = 5, caùc toïa ñoä xuaát phaùt sau khoâng coù lôøi giaûi : (2,3), (3,2)... 

III. Baøi toaùn 8 haäu  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
TAÙM   QUAÂN  HAÄU  ÑÖÔÏC  ÑAËT  LEÂN BAØN CÔØ VUA 

sao cho chuùng khoâng aên ñöôïc nhau . 
 toaùn naøy laø moät ví duï noåi tieáng veà vieäc duøng caùc phöông phaùp thöû vaø sai 

vaø phö
 Baøi

ông phaùp quay lui.  

2. Thieát keá thuaät toaùn   
 Maáu choát cuûa thuaät toaùn roõ raøng laø xeùt xem coù th
nhö theá naøo. Theo luaät côø vua, moät quaân haäu coù theå aên caù

eå ñaët quaân haäu tieáp theo 
c quaân khaùc neáu naèm treân 

cuøng 1 ñöôøng, ñöôøng naøy coù theå laø : 
 
 
 a toïa ñoä vò trí cuûa haäu). 

coät j.  
 : 

Chæ quaân haäu thöù  i : naèm ôû haøng i. 

- Haøng, 
- Coät, 
- Caùc ñöôøng cheùo (ñi qu
Suy ra raèng moãi haøng chæ coù theå chöùa 1 vaø chæ 1 quaân haäu. Neân vieäc choïn vò 

trí cho quaân haäu thöù  i coù theå giôùi haïn ñöôïc ôû haøng thöù  i. Nhö theá tham soá i trôû 
thaønh chæ haøng, vaø quaù trình choïn vò trí cho quaân haäu tieán haønh treân toaøn giaù trò coù 
theå coù cuûa caùc 
Ta quy öôùc

x[i]         // 
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x[i]  = j   // quaân haäu thöù  i  ñaët ôû coät j;     
eå qua ân haøng i) chaáp nhaän coät j thì coät j  vaø 2 ñöôøng cheùo qua oâ 

i,j> ph ûi coøn troáng ( töùc laø khoâng coù quaân haäu khaùc chieám lónh) 
öu yù r ng tro cheùo :  
Ñöôøn  ngöôïc (vuoâng goùc vôùi ñöôøng cheùo chính) : taát caû caùc oâ ñeàu coù 

öôøng cheùo thuaän (song song vôùi ñöôøng cheùo chính) : goàm taát caû caùc oâ 
,j)  maø coù hieäu caùc toïa ñoä  (i-j) laø haèng soá. 

     Coät j      Ñöôøng cheùo (i + j) 
   

Ñ ân haäu i (tre
< a

L aè ng 2 ñöôøng 
- g cheùo

toång 2 toïa ñoä i vaø j laø haèng;  
- Ñ

(i
 

 
           
 Ñöôøng cheùo             
 (i – j)             

              
              

 Haøng      i         
              

              
  
 Do ñoù ta seõ choïn caùc maûng Boole 1 chieàu eå bieåu dieãn ùc traïng  ñ ca thaùi naøy : 

a[j]    =  1  : Coù nghóa laø khoâng coù quaân haäu naøo ôû coät. 
coù quaân haäu naøo ôû ñöôøng cheùo ngöôïc (i+j) .  
coù quaân haäu naøo ôû ñöôøng cheùo thuaän (i- j) . 

 
Vì : 
 1 ≤  16     Vaø   -7 ≤  i - j  ≤  7. 
Neân

      c[15]; 
 

øn troáng nöõa 
heùo töông öùng cuõng khoâng coøn 

c[ i - j ] = 0;//troáng nöõa . 
 

  laø : 
c ñöôøng cheùo töông öùng trôû thaønh troáng 

 j ]      =   1; 

   1; 

b[i+j] =  1  : Coù nghóa laø khoâng 
c[i -j] =  1  : Coù nghóa laø khoâng 

≤  i,j  ≤  8  ⇒  2  ≤  i+j  
 ta coù theå khai baùo : 

int  x[8], 
      a[8], 
      b[15], 

Vôùi caùc döõ lieäu ñaõ cho, thì leänh ñaët quaân haäu seõ theå hieän bôûi :  
x[ i ] =  j; // ñaët quaân haäu thöù  i treân coät j. 
a[ j ] =  0;//Khi ñaët haäu taïi coät j , thì coät j khoâng co
b[ i+ j ] = 0;//Caùc ñöôøng c

Coøn leänh Dôøi quaân haäu
//Laøm cho haøng i vaø caù
  a[
  b[ i+ j ]  =   1; 
  c[ i - j ]  =
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Coøn ñieàu kieän an toaøn laø oâ coù toïa ñoä  ( i, j )  naèm ôû haøng vaø caùc ñöôøng cheùo 

g trò True). Do ñoù, coù theå ñöôïc theå hieän bôûi bieåu 

y(i) ≡ 
  

  for (j = 1; j <= 8; j++)  
i-j])  

   
    
    
    ;  
  

   
    

ình traïng ban ñaàu coøn troáng cho haøng 
[j],  

j, ñeå tìm lôøi giaûi khaùc */  
;  

chöa bò chieám  (ñöôïc theå hieän baèn
thöùc logic : 

a[ji ] && b[ i + j ] &&  c[ i - j ]  
 
Tr
{

    if (a[j] && b[i+j] && c[
 {  
  x[i]   =  j;   
  a[j]   =  0;  
  b[i+j] = 0

    c[i-j] =   0; 
      if (i < 8 )  
     try (i+1);    

  else  
    Xuaát(x);  
 /* Sau khi in 1 lôøi giaûi xong,traû laïi t
a

ôøng cheùo i+j vaø ñöôøng cheùo  i- ñö
a[ j ]   = 1
b[i+j] =  1;  
c[i-j] =    1;  

}  
}  
 
 Ghi chuù : 

Thuaät toaùn naøy tìm ñöôïc taát caû 92 lô
ø vì thuaät toaùn khoâng ghi nhaän tính ñoái xöùng. 

øi giaûi. Thöïc ra laø chæ coù  12  lôøi giaûi 

n

khaùc nhau thaät söï, ñoù la

IV. Baøi toaùn lieät keâ caùc daõy nhò phaân ñoä daøi  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn  
Lieät keâ caùc daõy coù chieàu daøi  n  döôùi daïng x1x2...xn , trong ñoù  xi ∈ { 0,1 }. 

2. Thieát keá thuaät toaùn 
Ta coù theå söû duïng sô ñoà tìm taát caû caùc lôøi giaûi cuûa baøi toaùn.Haøm Try(i) xaùc 

ñònh xi  1. Caùc giaù trò naøy maëc nhieân 
ñöôïc c ieän gì. Neân Haøm try(i) coù theå 
vieát nhö sau : 
Try ( i) ≡  
  for (j = 0; j <= 1; j++)  

, trong ñoù x   chæ coù 1 trong 2 giaù trò laø 0 hayi

haáp nhaän maø khoâng caàn phaûi thoaû maõn ñieàu k
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 = j;   
  n )  
   

Caây kh aùi cuûa baøi toaùn coù theå moâ taû bôûi : 

         0  
 
 
 
      
 
 
         000   0 10         011   100       101  110         111 
 

V. Ba

{  
 x[i]   
 if (i <

    Try (i+1);  
     else  
   Xuaát(x);  

}  
 

oâng gian caùc traïng th
 
    0  1 
 

        0  1        1  

   0               1           0 1  0         1        0 1 

       01    0

øi toaùn lieät keâ caùc hoaùn vò 

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
Lieät keâ caùc hoaùn vò cuûa  n soá nguyeân döông ñaàu tieân. 

2. Thieát keá thuaät toaùn 
i i j ≠ 

i

hôù j ñaõ ñöôïc söû duïng ha  chöa khi quay lui. Ñeå laøm ñieàu naøy ta duøng moät daõy caùc 
bieán logic b  vôùi quy öôùc :  

 Ta bieåu dieãn caùc hoaùn vò döôùi daïng  a1 ... an  ;
j. Vôùi moïi  i, a  chaáp nhaän giaù trò j neáu  j  chöa ñöôïc söû duïng, vaø vì vaäy ta caàn ghi 

 a  ∈{1,..,n} vaø  a  ≠ a  neáu  i 

n y
j

⎩
⎨
⎧

==∀
laïi. ngöôïc neáu

duïng söû chöaj  neáu 
;0
;1

:,1 jbnj  

hôù cho bj ( bj = 0) vaø phaûi traû laïi traïng thaùi 
moät hoaùn vò. 

át nhö sau : 
ry( i)

   a[i] = j; 

Sau khi gaùn j cho  ai , ta caàn ghi n
cuõ cho bj ( bj = True) khi thöïc hieän vieäc in xong 
 Ta chuù yù raèng daõy caùc bieán  bj seõ ñöôïc khôûi ñoäng baèng 1 
 Thuaät toaùn coù theå vie
T ≡ 
{ 
 for ( j = 1; j <= n; j++) 
  if ( b[j]) 
  { 
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   b[j] = 0; // Ghi nhaän traïng thaùi môùi    

 Try(i+1); 
else 
 Xuaát(); 

e; // Traû laïi traïng thaùi cuõ  

 

I. B i toaùn lieät keâ caùc toå hôïp

   if (i < n) 
   
   
   
   b[j] = Tru
  } 
}
 

V aø  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
Lieät keâ caùc toå hôïp chaëp k trong n phaàn töû. 

2. Thieát keá thuaät toaùn 
 Ta seõ bieåu dieãn toå hôïp döôùi daïng x1...xk ;  Trong ñoù : 

≤ x1 < x2 < . . < xk  ≤ n. 

aùc bieán booole ñeå ghi nhôù nöõa. 

 <= n ; j++) 
 <= n - k + i ) 

{ 

uaát(x); 

eân ñoà thò

  1 
 Ta nhaän xeùt raèng vôùi moïi j ∈ {1,..n}: 

x  chaáp nhaän j  ⇔   j ∈ { c +1, . ., n-k+i}. i i-1

 Caùc giaù trò j thoûa ñieàu kieän treân maëc nhieân ñöôïc chaáp nhaän, neân ta khoâng 
caàn duøng c
 Thuaät toaùn coù theå vieát nhö sau : 
Try( i) ≡ 
 for ( j = 1; j
  if( x[i-1] + 1 <= j

   x[i] = j; 
   if (i < k) 

Try(i+1); 
   else 
    X
  } 

VII. Baøi toaùn tìm kieám ñöôøng ñi tr  

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
  G = (V, U) laø ñôn ñoà thò (coù höôùng hoaëc voâ höôùng). V = {1,. ., n} laø taäp caùc 
ñænh, U laø taäp caïnh (cung).  V át caû caùc ñöôøng ñi töø s ñeán t. 
 Caùc thuaät toaùn tìm kie

Thuật toaùn DFS  : Tìm  saâu.  
Thuật toaùn BFS  : Tìm  roäng.  

ôùi s, t ∈ V, tìm ta
ám cô baûn : 
 kieám theo chieàu
 kieám theo chieàu
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2. Thuaät toaùn DFS ( Depth First Search) 

a)  YÙ tö
 Thuaät toaùn DFS tieán haø

ôûng 
nh tìm kieám trong ñoà thò theo chieàu saâu. Thuaät toaùn  

thöïc hieän vieäc  thaêm taát caû caùc ñænh coù the öø  ñænh  s cho 
öôùc. Ñænh ñöôïc thaêm caøng muoän seõ caøng sôùm ñöôïc duyeät xong (cô cheá LIFO – 

a Tröôùc). Neân thuaät toaùn coù theå toå chöùc baèng moät thuû tuïc ñeä quy quay 
lui. 

aät toaùn 

chaáp nhaän ñöôïc) 

Ghi nhaän noù; 
 t)    
DFS(u); 

else 
 In ñöôøng ñi; 
boû vieäc ghi nhaän; 

 

aøi ñaët 

 

 

 

t[u] = 1 , u ñaõ ñöôïc thaêm. 
 thaêm. 

Maûng Daxet[] luùc ñaàu khôûi ñoäng baèng 0 taát caû. 
 ieàu kieän chaáp nhaän ñöôïc cho ñænh u chính laø u keà vôùi v (avu = 1) vaø u chöa 
ñöôïc thaêm ( Daxet[u] = 0). 
 eå ghi nhaän caùc ñænh trong ñöôøng ñi, ta duøng moät maûng moät chieàu Truoc[ ], 
vôùi qui öôùc : 
 ruoc[u] = v  ⇔  v laø ñænh ñöùng tröôùc ñænh u, vaø u keà vôùi v 
 a khôûi ñoäng maûng Truoc[ ]  baèng 0 taát caû.  
 huaät toaùn coù theå vieát  laïi nhö sau : 

å ñaït ñöôïc  cho tôùi ñænh t  t
tr
Vaøo Sau R

b) Moâ taû thu
Input  G = (V,U), s, t 
Output  Taát caû caùc ñöôøng ñi töø s ñeán t (neáu coù). 
DFS ( int  s)  ≡ 

for ( u = 1; u <= n; u++) 
{ 
            if  (
             { 

  
  if  (u ≠

   
       
  
  
 } 
} 

c) C
Ta caàn moâ taû döõ lieäu ñoà thò vaø caùc meänh ñeà ñöôïc phaùt bieåu trong moâ hình. 
Ma traän seõ ñöôïc bieåu dieãn baèng ma traän keà : 

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Uji
Uji

aij ),(;0
),(;1

 

Ghi nhaän ñænh ñöôïc thaêm ñeå traùnh truøng laëp khi quay lui baèng caùch ñaùnh 
daáu. Ta söõ duïng moät maûng moät chieàu Daxet[]  vôùi qui öôùc : 
 Daxe
 Daxet[u] = 0 , u chöa ñöôïc

Ñ

Ñ

T
T
T
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Input  G = (aij)nxn , s, t 
utput  Taát caû caùc ñöôøng ñi töø s ñeán t (neáu coù). 
oid DFS( s) ≡ 

int u; 
daxet[s] = 1; 
for( u = 1;u <= n; u++) 
{ 
 if( a[s][u] && !daxet[u]) 
 { 
  Truoc[u] = s; 
  if ( u == t ) 

 else 
 DFS(u); 

 daxet[u] = 0; 
} 

 
 

 

ôùi ñoà traän keà :  

  0  0 
  0  1  0 

O
v
 
 
 
 
 
 
 
 
    Xuat_duongdi(); 
  
   
  
  
 } 

Maûng  truoc[ ] löu tröû caùc ñænh treân ñöôøng ñi,  
 Neáu keát thuùc thuaät toaùn, Daxet[t] = 0  ( Truoc[t] = 0 ) thì khoâng coù ñöôøng ñi 
töø s ñeán t. 
 Trong tröôøng hôïp toàn taïi ñöôøng ñi, xuaát ñöôøng ñi chính laø xuaát maûng Truoc[ 
]. Thao taùc naøy coù theå vieát nhö sau : 
Xuat_duongdi()≡ 
 cout<<t<<"<--"; 
 j = t; 
 while ( truoc[j] != s) 

{ 
  cout<<truoc[j]<<"<--"; 
  j = truoc[j]; 
 } 
 cout<<s<<endl; 
 
V  thò coù höôùng cho bôûi ma 

7 
0  0  0  1  0  1  1 
0  0  1  1  0
0  1  0  1
1  0  1  0  0  0  0 
0  0  0  0  1  1  0 
1  0  0  0  1  0  0 
1  0  0  1  0  0  0 

 
Keát quaû :  
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s = 1, t = 4 s = 2, t = 5 
4  ←  1 
4  ←  7  ←  1 

5  ←  6  ←  1  ←  4  ←  3  ←  2 
5  ←  6  ←  3  ←  2 
5  ←  6  ←  1  ←  4  ←  2 
5  ←  6  ←  3  ←  4  ←  2 

 

3.  Thuật toaùn BFS ( Breadth First Search) 

a) YÙ töôûng  
 uaät aùn  

öïc hieän vieäc  thaêm taát caû caùc ñænh coù theå ñaït ñöôïc  cho tôùi ñænh t  töø  ñænh  s cho 
tröôùc theo töøng möùc keà. Ñænh ñöôïc thaêm caøng sôùm thì seõ caøng sôùm ñöôïc duyeät xong 

á FIFO – Vaøo Tröôùc Ra Tröôùc).  

öôùc 0 :
öôùc 1 :

Thuaät toaùn BFS tieán haønh tìm kieám treân ñoà thò theo chieàu roäng. Th to
th

(cô che

b) Moâ taû thuaät toaùn 
Input  G = (V,E), 
 s, t ∈ V;  
Output  

Ñöôøng ñi töø s ñeán t. 
Moâ taû : 

- B  }.{0 sA =  
- B  }.),(:\{ 01 ExsAVxA ∈∈=  
- Böôùc 2 : }.),(,:][\{ 1102 ExyAyAAVxA ∈∈∃∪∈=  
- 

- … 
ät trong hai tröôøng hôïp sau xaûy ra : 

- 
 t, vaø ñoù laø 

.  
Trong tröôøng hôïp naøy, ta xaùc ñònh ñöôïc caùc ñænh treân ñöôøng ñi  baèng caùch 

caùc ñænh tröôùc t trong töøng caùc taäp tröôùc cho ñeán khi gaëp s. 

 

 

. . . 

- Böôùc i : U
1

1 }(,:\{
−

− ∈∈∃∈=
i

iki AyAVxA Ex)y, . 
0=k

Thuaät toaùn coù khoâng quaù n böôùc laëp; mo
Neáu vôùi  moïi i, t ∉ Ai : khoâng coù ñöôøng  ñi töø s ñeán t; 

-    Ngöôïc laïi, t ∈ A(m) vôùi m naøo ñoù. Khi ñoù toàn taïi ñöôøng ñi töø s tôùi
moät ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán t

quay ngöôïc laïi töø t ñeán 
Minh hoaï : 

Cho ñôn ñoà thò coù höôùng : 
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát tìm ñöôïc laø  4 ←  6  ←  5  ←  1  , coù chieàu daøi laø 3.  

ôïc bieåu dieãn baèng ma traän keà  a=  (auv)nxn   
∈

=
;),(;1 Evu

a  

 maûng . Thuaät toaùn ñöôïc caøi ñaët nhö sau : 

queue[cuoiQ] = s; 
axet[s] = 1; 

 for ( j = 1; j <= n; j++) 
 if( a[u][j] == 1 && !Daxet[j] ) 

1 
6

 

 
 
 
 
 
 Tìm ñöôøng ñi töø ñænh (1) ñeán ñænh (4) : 
A(0)  =  {1}; 
A(1)  =  {2,3,5} 
A(2)  =  {6} 
A(3)  =  {4} 
 

c) Caøi ñaët 
Trong thuaät toaùn BFS, ñænh ñöôïc thaêm caøng sôùm seõ caøng sôùm trôû thaønh 

duyeät xong, neân caùc ñænh ñöôïc thaêm seõ ñöôïc löu tröû trong haøng ñôïi queue. Moät 
ñænh seõ trôû thaønh duyeät xong ngay sau khi ta xeùt xong taát caû caùc ñænh keà  cuûa noù .  

axet[ ] ñeå ñaùnh daáu caùc ñænh ñöôïc thaêm, maûng Ta duøng moät maûng logic D
naøy ñöôïc khôûi ñoäng baèng  0 taát caû ñeå chæ raèng luùc ñaàu chöa ñænh naøo ñöôïc thaêm.  

Moät maûng  truoc[ ] ñeå löu tröû caùc ñænh naèm treân ñöôøng ñi ngaén nhaát caàn tìm 
(neáu coù), vôùi yù nghóa Truoc[i] laø ñænh ñöùng tröôùc ñænh i trong ñöôøng ñi. Maûng 
Truoc[ ] ñöôïc khôûi ñoäng baèng 0 taát caû ñeå chæ raèng luùc ñaàu chöa coù ñænh naøo. 

 Ñoà thò   G ñö

trong ñoù  : 
⎩ ∉ ;),(;0 Evuuv

 Haøng ñôïi  queue ta caøi ñaët baèng

⎨
⎧

BFS(s) ≡ 
 int u, j, dauQ = 1, cuoiQ = 1; 
 
 D
 while ( dauQ <= cuoiQ) 
 { 
  u = queue[dauQ]; 
  dauQ++; 
 
  
   { 
    cuoiQ++; 

2 5

3 4

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 66 - 
  

 

    queue[cuoiQ] = j; 
    Daxet[j] = 1; 
    Truoc[j] = u; 
   } 

aáy moãi laàn goïi DFS(s), BFS(s) thì moïi ñænh cuøng thaønh phaàn 
g vôùi s  seõ ñöôïc thaêm, neân sau khi thöïc hieän haøm treân thì  :  

  p2 = Truoc[p1]  ←  … ←  s .  

BAØI TAÄP

 } 
 
Nhaän xeùt : 

Ta coù theå th
lieân thoân

• Truoc[t] == 0  : coù nghæa laø khoâng toàn taïi ñöôøng ñi töø s ñeán t,  
• Ngöôïc laïi, coù ñöôøng ñi töø s  ñeán t. Khi ñoù lôøi giaûi ñöôïc cho bôûi : 
  t  ←  p1 = Truoc[t]  ←

 

 
Baøi 1: 

Caøi ñaët caùc thuaät toaùn : 
1. Lieät keâ taát caû caùc daõy nhò phaân ñoä daøi n. 
2. Lieät keâ taát caû caùc hoaùn vò cuûa n soá nguyeân döông ñaàu tieân. 
3. Lieät keâ taát caû caùc toå hôïp chaëp k trong taäp goàm n soá nguyen döông ñaàu tieân. 

aøi toaùn ngöïa ñi tuaàn. 
øi toaùn n haäu. 

aøi 2 

4. Giaûi b
5. Giaûi ba
6. DFS. 
7. BFS. 
 
B : 

c soá ñoâi moät khaùc nhau. 

. L ät a a. 
 
Baøi

 Cho daõy a = (a , a1 2, . . ., an ) goàm caù
1. Lieät keâ taát caû caùc hoaùn vò cuûa  daõy n  phaàn töû cuûa a. 
2 keâ taát caû caùc toå hôïp chaëp k trong taäp goàm n phaàn töû cuûie

 3 : 
 Giaû söû oå khoùa coù n coâng taéc. Moãi coâng taéc coù moät trong 2 traïng thaùi “ñoùng” 
hay “môû”. Khoùa môû ñöôïc neáu coù ít nhaát [n/2] coâng taéc coù traïng thaùi môû. 
 Lieät keâ taát caû caùc caùch môû khoùa. 
 
Baøi 4 ( Ngöïa ñi tuaàn ). 
 Cho baøn côø n x n oâ. Moät con ngöïa ñöôïc pheùp ñi theo luaät côø vua.  

Tìm haønh trình cuûa ngöïa, baét ñaàu töø oâ <x0, y0 > ñi qua taát caû caùc oâ cuûa baøn 
côø, moãi oâ ñuùng moät laàn. 

Lieät keâ taát caû caùc haønh trình.  
 
Baøi 5 : 
 Cho baøn côø n x n oâ. Moät con ngöïa ñöôïc pheùp ñi theo luaät côø vua.  
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Tìm 1 >, moãi oâ 
trong haønh trình ngöïa ñ
1. Lieät keâ taát caû caùc ha

 trình ngaén nhaát ( coù soá oâ trong haønh trình ít nhaát ) 

Baøi 

 haønh trình cuûa ngöïa, baét ñaàu töø oâ <x0, y0 > , oâ keát thuùc   <x1, y
i qua ñuùng moät laàn. 
ønh trình.  

2. Chæ ra haønh
 

6 ( Ngöïa ñi tuaàn ). 
 Cho baøn côø n x n oâ. Moät con ngöïa ñöôïc pheùp ñi theo luaät côø töôùng.  

Tìm haønh trình cuûa ngöïa, baét ñaàu töø oâ <x0, y0 > ñi qua taát caû caùc oâ cuûa baøn 
côø, moãi oâ ñuùng moät laàn. 

Lieät keâ taát caû caùc haønh trình.  
 
Baøi 7 : 
 Moät ngöôøi du lòch muoán tham quan n thaønh phoá T1, T2, . ., Tn . Xuaát phaùt töø 
moät thaønh phoá naøo ñoù, ngöôøi du lòch muoán ñi qua taát caû caùc thaønh phoá coøn laïi, moãi 

á Tj thoûa yeâu caàu baøi toaùn (neáu 
coù) sao cho coù chi phí ít nhaát. 
 

aøi 8 

thaønh phoá ñi qua ñuùng moät laàn roài quay trôû laïi thaønh phoá xuaát phaùt. 
 Goïi Cij laø chi phí ñi töø thaønh phoá  Ti ñeán thaønh phoá Tj . 
1. Lieät keâ taát caû caùc haønh trình ñi töø thaønh phoá  Ti ñeán thaønh phoá Tj thoûa yeâu caàu 
baøi toaùn vaø chi phí töông öùng. 
2. Chæ ra haønh trình ñi töø thaønh phoá  Ti ñeán thaønh pho

B : 
 aáp n, caùc phaàn töû cuûa ma traän laø caùc soá töï nhieân. 
Ta noùi ro  ma traän laø moät ï caét xuaát phaùt töø moät 

ùi, reõ 

o tröôùc : 
1. Tìm

2. Tìm aäp thaønh moät 
daõy soá khoâng giaûm. 

aøi 9

Cho moät ma traän vuoâng c
ñöôøng ñi t ng  ñöôøng gaáp khuùc khoâng tö

oâ naøo ñoù cuûa ma traän, sau ñoù coù theå ñi theo caùc höôùng : leân treân, xuoáng döô
traùi, reõ phaûi. Ñoä daøi cuûa ñöôøng ñi laø soá oâ naèm trong ñöôøng ñi. 
 Vôùi oâ xuaát phaùt ch

 moät ñöôøng ñi daøi nhaát trong ma traän, theo nghóa coù nhieàu oâ nhaát trong ñöôøng 
ñi. 

 ñöôøng ñi daøi nhaát trong ma traän sao cho caùc oâ treân ñöôøng ñi l

 
B  : 

oân coù troïng soá, trong ñoù  V= {1,.., n} 

. 

 Cho  G = (V,E) laø moät ñôn ñoà thò, kh g 
laø taäp ñænh, E laø taäp caïnh ( hay cung). 
1. Xaùc ñònh soá thaønh phaàn lieân thoâng cuûa G
2. Xuaát caùc ñænh naèm trong trong moãi thaønh phaàn lieân thoâng. 
 
Baøi 10 : 
 mo  maûnh ñaát hình vuoâng, ta chia thaønh  n x n oâ, moãi oâ ta ghi moät soá laø 
0 hoaëc

Treân ät
 1. OÂ mang soá 0 ta ñaøo ao, mang soá 1 ta troàng coû. Hai oâ troàng coû coù caïnh lieàn 

nhau  ñöôïc xem laø cuøng naèm trong boàn coû. Haõy xaùc ñònh dieän tích cuûa boàn coû lôùn 
nhaát ( theo nghóa coù soá oâ nhieàu nhaát ). 
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Baøi 11 : 
 Cho 3 kyù töï A, B, C vaø n laø moät soá nguyeân döông. 

. Lieät oãi taïo ra töø 3 kyù töï treân, vôùi chieàu daøi n. 
ø 3 kyù töï treân, vôùi chieàu daøi n, thoûa ñieàu kieän 

eân tieáp naøo gioáng nhau. 
á kyù töï B laø ít nhaát. 

1 keâ taát caû caùc chu
2. Lieät keâ taát caû caùc chuoãi taïo ra tö
khoâng coù 2 chuoãi con li
3. Chæ ra chuoãi thoûa (1) , (2) vaø sao cho so
 
Baøi 12 : 
 G  A *  phaàn töû. Cho S ∈ N*. iaû söû  ⊂ N , coù n

⎭
⎬
⎫ Xaùc ñònh :  

⎩
⎨= xD ,( 1 L
⎧ x, =∀∈=∈ ∑

=

niAaaxSN i

n

i
ii

n
n ,1,;:)

1
 

Baøi 13 : 
 Cho n xaâu kyù töï khaùc roång a1, a2, . .,an , vaø moät xaâu kyù töï S. Tìm caùch bieåu 

âu ai coù theå khoâng xuaát hieän 
 nhieàu laàn. 

 Lieät keâ taát caû 
  

aøi 14

dieãn S qua caùc xaâu  ai, döôùi daïng gheùp xaâu, moãi xa
trong S, hoaëc xuaát hieän trong S

caùch caùch bieåu dieãn. 

B  : 

Baøi 15

Coù n ñoà vaät, moãi vật  i  ñaëc tröng bôûi troïng löôïng Wi vaø giaù trò söû duïng Vi, 
vôùi moïi i ∈ {1,..,n}. 
 Caàn choïn caùc vaät naøy ñaët vaøo moät chieác tuùi xaùch coù giôùi haïn troïng löôïng m, 
sao cho toång giaù trò söû duïng caùc vaät ñöôïc choïn laø lôùn nhaát. 
 

 : 
ay trong maïng giao thoâng haøng khoâng. 

  moät haõng haøng khoâng, giaû söû  moãi 
tuyeán bay xaùc ñònh bôûi caùc thaønh phaàn : 

øng bay coù chieàu daøi ngaén nhaát. 

 Xeùt baøi toaùn tìm ñöôøng b
Trong cô sôû döõ lieäu caùc tuyeán bay cuûa

 - Thaønh phoá xuaát phaùt. 
 - Thaønh phoá ñích. 
 - Chieàu daøi ñöôøng bay 
 Vôùi thaønh phoá xuaát phaùt vaø thaønh phoá ñich cho tröôùc. 

1. Lieät keâ taát caû caùc ñöôøng bay. 
2. Chæ ra ñöô
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CHÖÔNG 4: PHÖÔNG PHAÙP NHAÙNH CAÄN 
                 (Branch And Bound) 

aàuI. Môû ñ  

1. YÙ töôûng 
 Phöông phaùp quay lui, veùt caïn coù theå giaûi caùc baøi toaùn toái öu, baèng caùch löïa 

 trong taát caû caùc lôøi giaûi tìm ñöôïc. Nhöng nhieàu baøi toaùn 
hoâng  neân aùp duïng phöông phaùp phaùp quay lui khoù 

thuaät. Cho neân ta caàn phaûi caûi tieán thuaät toaùn 
 caûi tieán, trong ñoù 

cuûa phöông phaùp quay lui, duøng ñeå 
nhö sau : 
ng aùn maãu ( coù theå xem laø lôøi 

ù giaù nhoû nhaát taïi thôøi ñieåm ñoù ). Ñaùnh giaù nhaùnh 
a
 xaây döïng coù theå toát hôn phöông aùn maãu 

oïn ôùng khaùc. 

choïn phöông aùn toái öu
k gian caùc lôøi giaûi laø quaù lôùn,
ñ ûo ôøi gian cuõng nhö kyõ aûm ba  veà th
quay lui ñeå haïn cheá bôùt vieäc duyeät caùc phöông aùn. Coù nhieàu caùch
coù phöông phaùp nhaùnh caän.  
 Phöông phaùp nhaùnh caän laø moät caûi tieán 
tìm lôøi giaûi toái öu cuûa baøi toaùn. YÙ töôûng chính cuûa noù 
 Trong quaù trình duyeät ta luoân giöõ laïi moät phöô
giaûi toái öu cuïc boä – chaúng haïn co
caän laø phöông phaùp tính giaù cuûa phöông ùn ngay trong quaù trình xaây döïng caùc 
thaønh phaàn cuûa phöông aùn theo höôùng ñang
hay khoâng. Neáu khoâng ta löïa ch  theo hö

2. Moâ hình 
 Giaû söû aøi toaù

Tìm Min{f(x) : x ∈ D};   

=1i

 b n toái öu  cho laø :  

Vôùi  X = ( ) ⎬
⎫

⎨
⎧

∈= ∏ )(:,, xPAaaa
n

inL ; niAi ,1; =∀∞<
⎩

1
⎭

. P laø moät tính 

haát trec ∏ân  
n

. 
=

 :x = (x1,...,xn) 
 quaù trình lieät keâ the  phöông phaùp quay lui, ta xaây döïng daàn caùc 

oä 

i
iA

1

 Nghieäm cuûa baøi toaùn neáu coù seõ ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng
  Trong o
thaønh phaàn cuûa nghieäm.  

Moät boä phaän  i  thaønh  phaàn  (x1, .., xi) seõ goïi laø moät lôøi giaûi (phöông aùn) b
phaän caáp i. Ta goïi Xi laø taäp caùc lôøi giaûi boä phaän caáp i, ni ,1=∀ .  

Ñaùnh giaù caän laø tìm moät haøm g xaùc ñònh treân  caùc Xi sao cho : 
},1,,),,(:)({),,( 11 iiaxXaaaafMinxxg =∀=∈=≤ LL  

  hôn giaù trò cuûa 
caùc phöông aùn môû roäng töø  lôøi giaûi boä phaän 
 au khi tìm ñöôïc haøm ñaùnh giaù caän g, ta duøng g ñeå giaûm bôùt chi phí duyeät 
caùc phöông aùn theo phöông phaùp quay lui. 
 höông aùn maãu), coøn f* laø giaù trò toát 
nha
 

iini

Baát ñaúng thöùc naøy coù nghóa laø giaù trò  ),,( xxg L khoâng lôùn1 i

),,( xx L . 1 i

S

Giaû söû  x* laø lôøi giaûi toát nhaát hieän coù (p
át töông öùng  f* = f(x*). 

Neáu ),,( 1 ixxg L  > f* thì : 

f*  < },1,,),,(:)({),,( 11 XaaaafMinxxg ini ∈=≤ LL iiax i =∀=  

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 70 - 
  

 

Neân chaéc raèng caùc lôøi giaûi môû roäng töø  seõ khoâng toát hôn  phöông 
aùn maãu ieån lôøi giaûi boä phaän ñeå tìm 
lôøi giaûi øi to . 

aïi thaønh  thuû tuïc  nhaùnh caän nhö sau : 

 
 
 

 Ghi nhaän traïng thaùi môùi; 
(i == n) 

haät lôøi giaûi toái öu ; 
se 

; 

kieám theo chieàu saâu treân caây 
ù moät ñieàu laø khi tìm ñöôïc xi 

 ta caét boû caùc nhaùnh con töø xi  ñi xuoáng, maø 

ùnh giaù caän nhö theá naøo ? 

),,( 1 ixx L

, do ñoù coù theå boû ñi khoâng caàn phaùt tr  ),,( 1 ixx L

 toái öu cuûa ba aùn
 Thuû tuïc quay lui söûa l
Try (i) ≡ 
 for (j = 1  → n) 

 if( Chaáp nhaän ñöôïc ) 
 { 
  Xaùc ñònh xi theo j; 

  
   if
    Caäp n
   el
   { 
    Xaùc ñònh caän ),,( 1 ixxg L

    if( ),,( xxg L  ≤ f* ) 1 i

     Try (i+1); 
   } 

 // Traû baøi toaùn veà traïng thaùi cuõ 
} 

 
 Thöïc chaát cuûa phöông phaùp nhaùnh caän laø tìm 
lieät keâ lôøi giaûi nhö phöông phaùp quay lui, chæ khaùc co
maø ñaùnh giaù caän ),,( xxg > f* thì1 iL

quay leân ngay cha cuûa noù laø xi-1.  
 ña Vaán ñeà laø xaùc ñònh haøm

I øi  d hI. Ba toaùn nguôøi u lòc  

1. Baøi toaùn  
 Moät nguôøi du lòch muoán tham quan n thaønh phoá T1,.., Tn . Xuaát phaùt töø moät 

aønh oá naøo ñoù, n ua taát caû caùc thaønh phoá coøn laïi, moãi 
ïi thaønh phoá xuaát phaùt. 

í ñi töø thaønh phoá Ti ñeán Tj . Haõy tìm moät haønh trình thoûa yeâu 
 sao cho chi phí laø nhoû nhaát. 

2. YÙ töôûng

th ph  göôøi du lòch muoán ñi q
thaønh phoá ñi qua ñuùng 1 laàn  roái quay trôû la
 Goïi Cij laø chi ph
caàu baøi toaùn

 
 hoaùn vò cuûa {1,.., n} thì moät aønh trình thoû yeâu caàu baøi toaùn coù 

π(1) → π(2) →   …  →  Tπ(n) . 
 Neân coù taát caû n! haønh trình nhö theá. 
 Neáu ta coá ñònh moät thaønh phoá xuaát phaùt, chaúng haïn T1, thì coù (n-1)! haønh 

ình. 
aøi toaùn chuyeån veà daïng :  

 Goïi π laø moät h
daïng :  T     T

tr
B

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 71 - 
  

 

Tìm  Min{f(a2,.., an ) : (a2,.., an ) laø hoaùn vò cuûa {2,..,n}}. 
ôùi V  1,,,11 1322

),,(
nnn aaaaaan CCCCaaf ++++=

−
LL  

 Caùch giaûi baøi toaùn seõ keát hôïp ñaùnh giaù nhaùnh caän trong quaù trình lieät keâ 
höông aùn cuûa thuaät toaùn quay lui. 

3. Thieát keá 

p

 
put   C = (Cij ) 
utput  - x* = (x1,...,xn)   // Haønh trình toái öu 

 - f*  = f(x*)  // Giaù trò toái öu 
ry (i) ≡ 

for (j = 1  → n) 
 if( Chaáp nhaän ñöôïc ) 

i

  Ghi nhaän traïng thaùi môùi; 
  if(i == n) 
   Caäp nhaät lôøi giaûi toái öu; 
  else 
  { 
   Xaùc ñònh caä ; 
   ≤ f* ) 
    Try (i+1); 

 } 
 // Traû baøi toaùn veà traïng thaùi cuõ 
} 

• Neáu ta coá ñònh xuaát phaùt tö ø T1,  ta duyeät voøng laëp töø  j = 2. 
• Ñaùnh giaù nhaùnh caän : 

Ñaët :  CMin = Min{Cij : i, j ∈ {1,..,n}  
 øo böôùc i ta tìm ñöôïc lôøi giaû boä phaän caáp i laø (x1,..,xi ), töùc laø ñaõ ñi 

g T1 → T2  →  . . . →Ti ,  töông öùng vôùi chi phí : 
Si =  

haønh trình boä phaän naøy thaønh moät haønh trình ñaày ñuû, ta coøn 
haûi ñi nöõa, goàm n-i thaønh phoá coøn laïi vaø ñoaïn quay laïi T1. 

-i+1 ñoaïn coøn laïi khoâng nhoû hôn CMin, neân haøm 
 ñònh nhö sau : 

In
O
 
T
 
 
  { 
   Xaùc ñònh x  theo j; 
 
 
 
 
 
 n ),,( 1 ixxg L

if( ),,( 1 ixxg L   
 

Giaû söû va
qua  ñoaïn ñöôøn
 

ii xxxxx CCC
13221 −

+++ L  

 Ñeåâ phaùt trieån 
p  qua n-i+1 ñoaïn ñöôøng 
 Do chi phí moãi moät trong n
ñaùnh giaù caän coù theå xaùc
 CMinSxxg ii )1(),,( 1 in+−+=L  

haønh phoá Tj chöa ñi qua. 
ãn traïng thaøi naøy 

ñöñaõ 
 

i

• Ñieàu kieän chaáp nhaän ñöôïc cuûa j laø t
Ta duøng moät maûng logic  Daxet[] ñeå bieåu die

 
⎪
⎨= T

jDaxet
;0

][ ⎪⎧ quañiôïcjT;1

⎩  j qua ñi ñöôïc  chöa

Maûng Daxet[ ] phaûi ñöôïc baèng 0 taát caû. 
h gaùn :  x  = j • Xaùc ñònh xi theo j baèng caâu leän
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Caäp nhaät traïng thaùi môùi : Daxet[j] = 1. 
Caäp nhaät laïi chi phí sau khi tìm ñöôïc xi : S = S+ C

ii xx 1−
 

vöøa tìm ñöôïc : 

 

for (j = 2 → n) 

{ 
  x[i] = j; 

Daxet[j] = 1; 

 //Cap nhat toi uu 

ong = S + C[x[n]][x[1]]; 
 < f*) 

* = Tong; 
 } 

  else 
   { 

 S + (n-i+1)*Cmin; //Danh gia can 
    if ( g < f*) 
     Try(i+1); 

Min

⎢

⎢
⎡

∞
∞

∞
∞

=
12726
4169
202243
1518143

C  

• Caäp nhaät lôøi giaûi toái öu : 
Tính chi phí haønh trình 
Tong = S + C ; 1nx

eáu (T ng < f ) thì   N o *
  Lgtu = x; 
  f* = Tong; 

haùi  : Daxet[j] = 0. • Thao taùc huyû boû traïng t
Traû laïi chi phí cuõ : S = S- 

ii xxC
1−

 

Thuû tuïc nhaùnh caän vieát laïi nhö sau :
Try(i)≡ 
  
  if(!Daxet[j]) 
  
 
   
   S = S + C[x[i-1]][x[i]]; 
   if(i==n)
   { 
    T
    if(Tong
    { 
     Lgtu = x; 
     f
   
   } 
 

    g =

   } 
   S = S - C[x[i-1]][x[i]]; 
   Daxet[j] = 0; 
  } 

h hoïa : 

Ma traän chi phí  :   ⎢
⎢
17

⎥
⎥

⎢
⎢
⎣ ∞511159

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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(1) 
 f*=∞ 

 

 
(1,3) 

S=14; g=22 
(1,4) 

S=18; g = 26 
(1,5) 

S=15;g=23 
 
 S=

 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 

 

4. Caøi ñaët 
void Try(int i) 

 int j, Tong, g; 

{ 

   
 
   
   
 

{ 

 for (j = 2; j <=
  if(!Dax
  
   

  

  

S  

S  

 

Caäp nhaät : 
f* = 35 + 9 = 44 
Haønh trình TU môùi     
1→2→3→4→5    
                          

Traàn Tuaán Minh    
(1,2) 
3; g = 11
S=  S=  

(1,2,3) 

=7; g = 13
Sưu t

  
 

= j; 
Daxet[j]

if(i==n) 
{ 

 n; j++) 
et[j]) 

x[i] 

S = S + C

 T

S

   

            
(1,2,4) 
25; g = 31
ầm bởi: www.daih

  
  

 

//Cap nhat h

= 1; 
[x[i-1]][x[i]]; 

ong = S + C[x[n]]

 

 

Caäp nhaät : 
f* = 16 + 6 = 

rình môHaønh t
               1→2
 

                          
(1,2,5) 
23; g = 29
 Caét caùc nhaùnh naøy 
g   ≥  f*  (=22) :  
  (1,2,3,4) 
=23; g = 27
 (1,2,3,5) 
=11; g = 15
(1,2,3,4,5) 
S=  3735; g =
(1,2,3,5,4) 
S=16; g = 18
oc.com.vn 

anh trinh toi uu 

[x[1]]; 

22 
ùi :  
→3→5→4                     
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    if(Tong < Gttu) 
   { 

 
 
    } 
  
 
   {
  
    if < Gttu) 
 
 
 ][x[i]]; 
 axet[
 
} 
 g caùc ieán : 

 2 thanh pho 

  Daxet[i] = 0; 
) 

for(j = 1; j <= n; j++) 
(Cmin>C[i][j]) 

Cmin = C[i][j]; 
i uu  f* 

nh
 

 xaùc

 
    Gan(Httu,x,n); 
    Gttu = Tong; 

 } 
  else 

 
  g = S + (n-i+1)*Cmin; //Danh gia can 

( g 
    Try(i+1); 
  } 
  S = S - C[x[i-1]
  D j] = 0; 
 } 

Khôûi ñoän  b  
void Init() 
{ 
 int i, j; 
 Cmin = VC;//Chi phi nho nhat giua
 for(i = 1; i <= n; i++) 

 for(i = 1; i <= n; i++
  
   if
    

C;//Gia tri to Gttu = V
 S = 0;    

[1] =  x 1; // Xuat phat tu di  1 
}

I aø n caùi tuùi hII. B i toaù  

1. Baøi toaùn 
 Coù n loaïi ñoà vaät, moãi loaïi coù soá löôïng khoâng haïn cheá. Ñoà vaät loaïi i, ñaëc 

i, vôùi moïi i ∈ {1,..,n}. 
hieác tuùi xaùch coù giôùi haïn troïng löôïng m, 

tröng bôûi troïng löôïng Wi vaø giaù trò söû duïng V
 Caàn choïn caùc vaät naøy ñaët vaøo moät c
sao cho toång giaù trò söû duïng caùc vaät ñöôïc choïn laø lôùn nhaát. 

2. YÙ töôûng 

 Ñaët  :  ⎨
⎧

== uD
⎭
⎬≤∈ ∑ ⎫

⎩ =

uu
n

n

aø : D:

mwNu
i

iin
1

1 :),,( L  

v  +Rf  →
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  ∑=
n

uuf ),,() La ; Duu n ∈),,( 1 L  nuu1 ,,( L
=i

iin vu
1

1

 Baøi toaùn chieác tuùi xaùch chuyeån veà baøi toaùn sau : 
) = { }Duuf ∈:)(  Tìm x* ∈ D : f* = f(x*

Cho neân ta seõ keát hôïp ñaùnh giaù nhaùnh caän trong quaù trình lieät keâ caùc lôøi giaûi 
 phaùp quay lui. 

3. Thieát keá thuaät toaùn

theo phöông

 
Moâ hình ban ñaàu coù theå söû duïng nhö sau : 

ry(i) ≡ 
 r(j = 1 → ) 
  if(Chaáp nhaän ñöôïc) 
  { 

 Xaùc ñònh xi theo j; 
  Ghi nhaän traïng thaùi môùi; 

   if(i==n) 
    Caäp nhaät lôøi giaûi toái öu; 
   else 
   { 
    Xaùc ñònh caän treân g; 
    if( g(x1,..., xi) ≤ f*) 
     Try(i+1); 
   } 
   Traû laïi traïng thaùi cuõ cho baøi toaùn; 

} 
• Caùch choïn vaät : 

Xeùt maûng ñôn giaù : 

 
T

fo  t

  
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

n

w
v

w
vDg ,,

1

1 L  

Ta choïn vaät theo ñôn giaù giaûm daàn. 
Khoâng maát tính toûng quaùt, ta giaû söû caùc loaïi vaät cho theo thöù töï giaûm daàn 

cuûa ñôn giaù. 
• Ñaùnh giaù caän treân : 

Giaû söû  ñaõ tìm ñöôïc lôøi giaûi boä phaän :  ( )ixx ,,1 L . Khi ñoù : 

- Giaù trò cuûa tuùi xaùch thu ñöôïc :   S =  = S + xjvj. 

- Töông öùng vôùi troïng löôïng caùc vaät ñaõ ñöôïc xeáp vaøo chieác tuùi :  

TL=  = TL + xiwi . 

- Do ñoù, giôùi haïn troïng löôïng cuûa chieác tuùi coøn laïi laø :  m – TL = m - 

Ta coù :  

∑
=

i

j
jj vx

1

∑
=

i

j
jj wx

1

∑
=

i

j
jj wx

1
. 
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{ }

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤+

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤+

==∀=∈=

+
+

+=+=

+=+=

∑∑

∑∑

1
1

11

11

1

*:

:

,1,;),,(:)(

i

i
ii

n

ij
jj

n

ij
jj

i

n

ij
jj

n

ij
jj

jjn

w
m

vSmwuvuMaxS

mwuvuSMax

ijxuDuuuufMax L

 

Do ñoù, caän treân cho caùc lôøi giaûi boä phaän caáp i coù theå xaùc ñònh  bôûi : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+
+

1
11 *,,

i

i
ii w

m
vSxxg L  

• Theo bieåu thöùc xaùc ñònh caän treân g, caùc giaù trò coù theå chaáp ñöôïc cho xj+1 laø : 

t = 0 →  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+1i

i

w
m  

 
• Thao taùc ghi nhaän traïng thaùi môùi khi xaùc ñònh ñöôïc xi chaúng qua laø caäp nhaät 

laïi giaù trò thu ñöôïc  vaø giôùi haïn troïng löôïng môùi cuûa chieác tuùi : 
S  =  S + xivi

T =  = T + xiwi . 
• Vì vaäy, thao taùc traû laïi traïng thaùi cuõ cho baøi toaùn  :  

S  =  S – xivi

T  =  T - xiwi . 
• Caäp nhaät lôøi giaûi toái öu :  

Khi tìm ñöôïc moät lôøi giaûi, ta so saùnh lôøi giaûi naøy vôùi lôøi giaûi maø ta coi laø toát 
nhaát vaøo thôøi ñieåm hieän taïi ñeå choïn lôøi giaûi toái öu. 

• Caùc khôûi taïo giaù trò ban ñaàu : 
- x* = 0 ;   //Lôøi giaûi toái öu cuûa baøi toaùn 
- f* = f(x*) = 0; // Giaù trò toái öu 
- S = 0;  //Giaù trò thu ñöôïc töøng böôùc cuûa chieác tuùi. 
- TL = ;  //Troïng löôïng xeáp vaøo chieác tuùi töøng böôùc. 

 Ta vieát laïi thuû tuïc nhaùnh caän treân : 
Input   m, 
  v (v1, . . ., vn) : vi ∈ R,∀i; 

=(w1,..., wn ) : wi ∈ R,∀i; 
tput  x* = (x1,..., xn) : xi ∈ N,∀i; 

=
  w
Ou

  f* = f(x*)= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀∈≤∑∑
==

niNumwuvuMax i

n

i
ii

n

i
ii ,1,,:

11
 

ry(i)≡

+ wi*
vi*xi;   

T  
 t = (m-TL)/wi ; 
 for (j = t; j >=0 ; j--) 
 { 
  x  = j; i

  TL = TL xi ;   
  S  = S  + 
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  if(i==n) //Cap nhat toi uu 

 = x; 
f* = S; 

 
; //Danh gia can 

 ( g > f*) 
+1); 

L = TL – wi*xi; 
 S  = S  - vi*xi; 

 

2 3 4 
5 3 2 4 
10 5 3 6 

  { 
   if(S > f*) 
   { 
    x*
    
   } 
  } 
  else 
  {
   g = S + vi+1*(m-TL)/wi+1

   if
    Try(i
  } 
  T
 
 } 
Minh hoïa :
 
 
 
 

i 1 
w 
v 

         m = 8 
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4. Caøi ñaët 
void Try(int i) 
{ 
 int j, t, g; 
 t = (int)((m-Tl)/w[i]); 
 for (j = t; j >=0 ; j--) 
 { 
  x[i] = j; 
  Tl = Tl + w[i]*x[i]; //Trong luong thu duoc 
  S  = S  + v[i]*x[i]; //Gia tri thu duoc 
  if(i==n) //Cap nhat toi uu 
  { 

Goác 
f* = 0 

(1)  (0) 

 x

S = 10; 
TL = 5; 
g = 15; 

S = 0 ; 
TL = 0 ; 
g = 10; 

  

1=1             x1=0

(1,1) 
S = 15; 
TL = 8; 
g = 15; 
  

(1,0) 
S = 10; 
TL = 5; 
g = 13; 
  

(1,1,0) 
S = 15; 
TL = 8; 
g = 15; 
  

(1,1,0,0) 
S = 15; 
TL = 8;  

x2=1              x2 =0

 x3 =0 

 x4 =0 

 Caét 2 nhaùnh naøy vì : 
   g < f* 

Lôøi giaûi toái öu : 
x* = (1,1,0,0) 
f* = 15 
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   if(S > Gttu) 
   { 
    Gan(); 

  Gttu = S; 
   } 
  }

Try(i+1); 
 
 

  x[i] = 0; 
 } 
 

 

BA

  

 
  else 
  { 
   g = S + v[i+1]*(m-Tl)/w[i+1]; //Danh gia can 
   if ( g > Gttu) 
    

 } 
 Tl = Tl - w[i]*x[i]; 

  S  = S  - v[i]*x[i]; 
 } 
} 
//************* 
void Init() 
{ 
 for (int i = 1; i <= n; i++) 
 { 
  Patu[i] = 0; 

S = 0; 
 
 Tl = 0; 

Gttu = 0; 

 
}

ØI TAÄP 
 
Baøi 1 :  

Coù n ñoà vaät, moãi vật  i  ñaëc tröng bôûi troïng löôïng wi vaø giaù trò söû duïng vi, vôùi 

 caùc vaät naøy ñaët vaøo moät chieác tuùi xaùch coù giôùi haïn troïng löôïng m, 
ò söû duïng caùc vaät ñöôïc choïn laø lôùn nhaát. 

moïi i ∈ {1,..,n}. 
 Caàn choïn
sao cho toång giaù tr
 
Baøi 2 : 
 Cho 3 kyù töï A, B, C vaø n laø moät soá nguyeân döông. 

ra töø 3 kyù töï treân, vôùi chieàu daøi n, thoûa ñieàu kieän 
u vaø sao cho soá kyù töï B laø ít nhaát. 

Xaùc ñònh chuoãi thoûa taïo 
khoâng coù 2 chuoãi con lieân tieáp naøo gioáng nha
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Baøi 3 : 
Tìm lôøi giaûi toái öu baøi toaùn : 

≤+++

→++

xxxx

Maxxx

4321

432

84235

63

 
⎪
⎩ ∈ Nxxxx 4321 ,,,

Baøi 4

⎪
⎨

⎧ + xx 510

 : 
  Giaû söû coù n coâng vieäc vaø n thôï. Chi phí traû cho ngöôøi thôï i ñeå laøm coâng vieäc 

o cho toång chi phí laø nhoû nhaát. 
j laø  Cij . Moãi coâng vieäc chæ do moät thôï thöïc hieän vaø ngöôïc laïi. 
 Tìm caùch thueâ caùc thôï laøm vieäc sa

Traàn Tuaán Minh                                                                  Khoa Toaùn-Tin 



Sưu tầm bởi: www.daihoc.com.vn 

 

Thieát keá vaø ñaùnh giaù thuaät toaùn                                            - 81 - 
  

 

CHÖÔNG 5: PHÖÔNG PHAÙP THAM LAM 
                                    (The greedy method) 

I. Môû ñaàu 

1. YÙ töôûng 
 Phöông phaùp tham lam laø kyõ thuaät thieát keá thöôøng ñöôïc duøng ñeå giaûi caùc baøi 

u cho baøi 
øi  toaùn  ñöôïc boå sung daàn töøng böôùc töø  lôøi giaûi 

øi toaùn ?  
öôïc aèng p öông haùp tham lam thöôøng chæ laø chaáp nhaän 

on S cuûa 
. Vôùi moät taäp con S ñöôïc choïn ra thoûa maõn caùc yeâu caàu cuûa baøi toaùn, ta goïi laø moät 
ghieäm i áp nha  ñöôïc vôùi 

nghieäm chaáp nhaän ñöôïc maø taïi ñoù haøm muïc tieâu ñaït 

Ñaëc tröng tham lam cuûa phöông phaùp theå hieän bôûi : trong moãi böôùc vieäc xöû 
oát coù theå  xaûy 

toaùn toái öu. Phöông phaùp ñöôïc tieán haønh trong nhieàu böôùc. Taïi moãi böôùc, theo moät 
choïn löïa naøo ñoù ( xaùc ñònh bằng moät haøm choïn), seõ tìm moät lôøi giaûi toái ö
toaùn nhoû töông öùng. Lôøi giaûi cuûa ba
cuûa caùc baøi toaùn con. 

Lôøi giaûi  ñöôïc xaây döïng nhö theá coù chaéc laø lôøi giaûi toái öu cuûa ba
Caùc lôøi giaûi tìm ñ  b h p

ñöôïc theo ñieàu kieän naøo ñoù, chöa chaéc laø toái öu. 
 Cho tröôùc moät taäp A goàm  n ñoái töôïng, ta caàn phaûi choïn moät taäp c
A
n  chaáp nhaän ñöôïc . Moät haøm muïc t eâu gaén moãi nghieäm cha än
moät giaù trò. Nghieäm toái öu laø 
giaù trò nhoû nhaát ( lôùn nhaát). 
 
lí seõ tuaân theo moät söï choïn löïa tröôùc, khoâng keå ñeán tình traïng khoâng t
ra khi thöïc hieän  löïa choïn  luùc ñaàu. 

2. Moâ hình 
Choïn S töø taäp taäp A .  

 Choïn haàn tö toát nhaát cuûa A gaùn va  x : x  Choïn

- Neáu S∪ {x} thoûa maõn yeáu caàu baøi toaùn thì  

greedy (A,n) ≡ 
 S = ∅; 
 

 = A-{x} 
  if( S∪ {x} chaáp nhaän  ñöôïc ) 
   S = S∪ {x}; 

Tính chaát tham lam  cuûa thuaät toaùn ñònh höôùng bôûi haøm Choïn. 
- Khôûi ñoäng S = ∅; 
 Trong khi A ≠ ∅: -

 -  p û  øo  =  (A) ; 
- Caäp nhaät caùc ñoái töôïng ñeå choïn : A = A-{x};  

 
Caäp nhaät lôøi giaûi :  S = S∪ {x}; 

où theå caøi ñaët nhö sau : Thuû tuïc thuaät toaùn tham lam c
input A[1..n] 
output  S //lôøi giaûi; 

while ( A ≠ ∅) 
 { 
  x= Choïn(A); 
  A

 } 
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return S; 

I. Ba toaùn öôø

 

I øi  ng i du lòch 

1.  toB aùnaøi  
 Moät nguôøi lòch muoán tham quan n thaønh phoá

ôøi du
du  T ,.., T  . Xuaát phaùt töø moä 1 n t 

aønh p hoá coøn laïi, moãi 
aønh p

ij  tìm moät haønh trình thoûa yeâu 

2. YÙ töôûng

th hoá naøo ñoù, ngö  lòch muoán ñi qua taát caû caùc thaønh p
ái quay trôû laïi thaønh phoá xuaát phaùt. th hoá ñi qua ñuùng 1 laàn  ro

C Goïi  laø chi phí ñi töø thaønh phoá Ti ñeán Tj . Haõy
caàu baøi toaùn sao cho chi phí laø nhoû nhaát. 

 
haát trong moät ñôn ñoà thò coù 

 
toaùn tham lam cho baøi toaùn laø choïn thaønh phoá coù chi phí nhoû nhaát tính 

a qua. 

3. Thuaät toaùn

 Ñaây l ø baøi toaùn tìm chu trình coù troïng soá nhoû na
höôùng coù troïng soá.
 Thuaät 
töø thaønh phoá hieän thôøi ñeán caùc thaønh phoá chö

 
put  

aønh trình toái öu, 
 

 

hoû nhaát tính töø TP v ñeán  

aäp nhaät lôøi giaûi 
vw ; //Caäp nhaät chi phí 

C = 

⎦

⎢
⎢

03235

21042      

 

In C= (Cij) 
output  TOUR //H

COST;//Chi phí töông öùng
Moâ taû : 
TOUR  := 0; COST := 0; v := u; // Khôûi taïo
∀k := 1 → n  ://Thaêm taát caû caùc thaønh phoá  

// Choïn caïnh keá ) 
 - Choïn <v, w> laø ñoaïn noái 2 thaønh phoá coù chi phí n
caùc thaønh phoá chöa qua. 
 - TOUR := TOUR + <v, w>; //C
 - COST := COST + C
// Chuyeán ñi hoaøn thaønh  
TOUR := TOUR + <v, u>; 
COST := COST + Cvu ; 
Minh hoạ  : 

 

⎥
⎥

⎢
⎢
⎣

30147

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢ 34401

⎤⎡ 57210
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           2 
 
 

   1 
 

     2 
 

      2 
        

  3 
 

    2 
        5        3 

      
    3 

<

  
,<4,1>} 

1. TOUR  := 0; COST := 0; u := 1;       1  
  ⇒ w = 2;      1 

2. TOUR := <1,2>; COST := 1; u := 2; 
          

 ⇒ w = 5;      1 
      

           5  3 
 3. TOUR := {<1,2>, <2,5>} 
     COST  := 4; u := 5; 
             1 
  ⇒ w = 3;                   1 
     

    5  3 
 
 4. TOUR := {<1,2>, <2,5>,<5,3>}              2  
     COST  := 6; u := 3; 
           

             1 
  ⇒ w = 4;      1 

       
    
 
          2 
         
 

        4         1    
 
 

OUR := {<1,2>, 2,5>,<5,3>,<3,4>} 5. T
      COST := 7; u = 1; 

 
TOUR := {<1,2>, <2,5>,<5,3>,<3,4>
COST := 14 

4. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
 Thao taùc choïn ñænh thích hôïp trong n ñænh ñöôïc toå chöùc baèng moät voøng laëp 

øng laëp loàng nhau, neân   
n2). 

5. Caøi ña

ñeå duyeät. Neân chi phí cho thuaät toaùn  xaùc ñònh bôûi 2 vo
T(n) ∈  O(

ët 
int GTS (mat a, int n, int TOUR[max], int Ddau) 
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{ 

 

int daxet[max]; //Danh dau cac dinh da duoc su dung 
(k = 1; k <= n; k++) 

duoc xet 
 COST tri COST == 0 

u n d g 
 1 

 
 

= VC; 
 for (k = 1; k <= n; k++) 

 if(mini > a[v][k]) 
    { 
 

 

ñi ngaén nhaát trong ñoà thò coù 

 int  v, //Dinh dang xet 
  k, //Duyet qua n dinh de chon 

 w; //Dinh duoc chon trong moi buoc 
 int mini; //Chon min cac canh(cung) trong moi buoc 
 int COST; //Trong so nho nhat cua chu trinh 
 
 for
  daxet[k] = 0; //Chua dinh nao 

= 0; //Luc dau, gia 
 
 int i; // Bien dem, dem tim d inh thi dun
 v = Ddau; //Chon dinh xuat phat la
 i = 1; 

TOUR[i] = v; //Dua v vao chu trinh 
 daxet[v] = 1; //Dinh v da duoc xet
 
 while(i < n) 
 { 
  mini 
 
   if(!daxet[k]) 
   

    mini = a[v][k]; 
     w = k; 
    } 

 v = w;  
  i++; 

 TOUR[i] = v;  
  daxet[v] = 1; 
  COST += mini; 

  }
 COST += a[v][Ddau]; 

return COST;  
}

I h oaùn  DII. T uaät t ijkstra -Tìm ñöôøng 
t  sroïng oá  

1. Baøi toaùn 
  (voâ höôùng hoaëc coù höôùng) coù troïng 

,  
V =  {1

 Cho G = (V,E)  laø ñôn ñoà thò lieân thoâng
soá 

,.., n} laø taäp caùc ñænh , E laø taäp caùc caïnh (cung).  
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Cho s0 ∈ E. Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát ñi töø s0  ñeán caùc ñænh coøn laïi. 
reân baèng thuaät toaùn Dijkstra . 

2. 

 Giaûi baøi toaùn t

YÙ töôûng 
Th ouaät t aùn Dijkstra cho pheùp tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät ñænh s ñeán caùc 

 soá ) töông öùng. 
töï ñænh coù chieàu daøi ñeán s  theo 

 moãi ñænh caùc nhaõn taïm thôøi. 
àu daøi ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s 

ôùc laëp, maø ôû moãi böôùc laëp 
chính thöùc. Neáu nhaõn cuûa moät ñænh naøo ñoù trôû 

thaønh c ñi  töø s ñeán 
ñænh ñoù. 

3. 

ñænh coøn laïi cuûa ñoà thò vaø chieàu daøi  (troïng
Phöông phaùp cuûa thuaät toaùn laø xaùc ñònh tuaàn 

thöù töï taêng daàn. 
Thuaät toaùn ñöôïc xaây döïng treân cô sôû gaùn cho

Nhaõn taïm thôøi cuûa caùc ñænh cho bieát caän treân cuûa chie
ñeán ñænh ñoù. Nhaõn  cuûa caùc ñænh seõ bieán ñoåi trong caùc bö
seõ coù moät nhaõn taïm thôøi trôû thaønh 

hính thöùc thì ñoù cuõng chính laø chieàu daøi ngaén nhaát cuûa ñöôøng 

Moâ taû thuaät toaùn 
Kyù hieäu :  

* L(v) ñeå chæ nhaõn cuûa ñænh v, töùc laø caän treân cuûa chieàu daøi ñöôøng ñi ngaén 

 s0  ñeán v. 

án n-1 ñænh 
oøn laïi

input   
Output : d(s ,v
Moâ taû 
 Khôûi ñoäng : 

õn chính thöùc 

S = {s0};  // s  coù Nhaõn  chính thöùc 
 1: 

 - T  thô ), v∉
 s0

   L(v) = Min{L(v), L(s0) + m(s0,v)};  
-  ∉ S vaø keà vôùi  sao cho : 
  ) = Min{L(v) : ∀v ∉  };  

(Khi ñoù :  d(s0,s1 ) = L(s1) 
// S = { 1 } ; s1 où nhaõn hính t ùc 

2
- Tính laïi nhaõn taïm thôøi L(v), v∉ S :  

áu v keà vôùi s1 thì  

nhaát töø s0 ñeán v.  
* d(s  ,v) : chieàu daøi ñöôøng ñi ngaén 0 nhaát töø 
* m(s0 ,v) laø troïng soá cuûa cung (caïnh) (s,v).  

 Thuaät toaùn Dijkstra tìm chieàu daøi ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh s ñe
c  ñ oâ taû nhö sau : öôïc m

 : G, s0

), ∀v ≠ s  ; 0 0

: 
•
 L(v) = ∞ , ∀v ≠ s0;  //Nhaõn taïm thôøi 
 S = ∅;   //Taäp löu tröû caùc ñænh coù nha
•  0 :   Böôùc

d(s0 ,s0 ) = L(s0) = 0;  
 0 

• Böôùc
ính  laïi nhaõn taïm

Neáu v keà vôùi
øi L(v  S :  

 thì  

  Tìm s1  s0

 L(s1

 
 S,

  ) 
 - S = S ∪ {s1}; s0, s  c  c hö
• Böôùc : 
 

Ne
   L(v) = Min{L(v), L(s1) + m(s1,v)};  
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 - Tìm s2 ∉ S vaø keà vô o cho : 
  L(s ∀v ∉ S};  
  d(s,s2 ) = L(s2) ); //0 = d(s0,s1) ≤ d( 0,s2) 

 Neáu L(s2) = Min{L(sj), L(sj) + m(sj,s2)} thì  ñöôøng ñi töø s ñeán s2 ñi qua ñænh 
j laø ng

2 0 1 2 2

i-1 i-1

 j, j = 

ùi s1 hoaëc s0 sa
2 ) = Min{L(v) : 

 ( Khi ñoù : s

s aén nhaát, vaø sj laø ñænh ñöùng keà tröôùc s2. 
 - S = S ∪ {s }; // S = {s , s , s  } ; //s  coù nhaõn chính thöùc 
  . . . 
• Böôùc i: 
 - Tính laïi nhaõn taïm thôøi L(v), v∉ S :  

Neáu v keà vôùi si-1 thì  
   L(v) = Min{L(v), L(s ) + m(s ,v)};  

- Tìm si ∉ S vaø keà vôùi  s 1,0 −i  sao cho : 
    
  ( d(s,si = d(s,s1) ≤ d(s,s2) ≤  . . ≤ d(s,si) 

Neá (
qua ñænh sj

 - S = S ∪ {si}; i }; //si coù nhaõn chính thöùc 
 Thu
 Khi thuaät toaùn d(s0,s0) ≤ d(s0,s1) ≤ d(s0,s2) ≤  . . ≤ d(s0,sn-

  ñeán t, thì thuaät toaùn döøng khi coù t ∈ S.

lam cuûa thuaät toaùn Dijkstra laø taïi moãi böôùc, choïn si ∉ S vaø si 

L(si ) = Min{L(v) : ∀v ∉ S };
 ) = L(si) ); //0 

u L si) = Min{L(sj), L(sj) + m(sj,si)} thì  ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán si ñi 
, vaø sj laø ñænh ñöùng keà tröôùc si. 

 // S = {s0,s1,..,s
aät toaùn döøng khi i = n-1; 

 keát thuùc, ta coù : 0 = 
1) 
 
 Neáu chæ tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s0

  
 
Tính chaát tham 

laø ñænh  keà vôùi sj, vôùi j = 1,0 −i  sao cho L(si ) = Min{L(v) : ∀v ∉ S }. 
Minh hoaï : Xeùt ñoà thò  coù höôùng  G : 
 
 

20 
 

          45  

h s = 1 ñeán caùc ñænh coøn laïi : 

   10    80 
 
   90 
          
           15     18           40      
         36 
 
           10                     30    4   15  

4

5 2

       15 
             4 
                 20 
 
   

6 
  10 

3

1 

  
Ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñæn
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Böôùc 0 : 
 L(s ) = ∞; ∀s 

d(1,1) = L(1) = 0;  

vaø keà vôùi 1 laø 2,3,5 : 
(2) = Min{ L(2), L(1)+m(1,2)} = 20. 

L(1)+m(1,3)} = 15. 
m(1,5)} = 80. 

eà vôùi 1 laø 4,6 : 

Tìm s ∉ S v keà vô
 S} = 15. 

ong taát caû caùc 

S = S  {3}; // S = {1,3} 
2 : 

 Caùc ñ nh ∉ S
m(3,2)} = Min{ 20, 15+4}   = 19. 

∞, 15+10}  = 25. 

ôùc 1. 
 hoaëc 3  sao cho :L(s1 ) = Min{L(v) : ∀v ∉ S };  

 19. 
i : 1 → 3→ 2  laø ngaén nhaát trong taát caû caùc 

 L(2) = 19. 
S = S

Chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát 
töø ñænh s (=1) ñeán caùc ñænh khaùc : tsnn[] 

S = {1}; 
Böôùc 1 :  
 - Tính  nhaõn taïm thôøi L(v), v∉ S :  
  * Caùc ñænh ∉ S  
  L

 L(3) = Min{ L(3), 
  L(5) = Min{ L(5), L(1)+
  * Caùc ñænh ∉ S  vaø khoâng k
  L(4) = L(6) = ∞. 

- 1 aø ùi 1 sao cho :L(s1 ) = Min{L(v) : ∀v ∉ S };  
L(3) = Min{L(v) : ∀v ∉

 Ñöôøng ñi töø 1 ñeán 3 xaùc ñònh bôûi : 1 → 3  laø ngaén nhaát tr
ñöôøng ñi töø 1 ñeán caùc ñænh khaùc  vaø  d(1,3) = L(3) = 15. 
 -  ∪
Böôùc 
 - Tính  nhaõn taïm thôøi L(v), v∉ S :  
  * æ   vaø keà vôùi 3 laø 2,6 : 
  L(2) = Min{ L(2), L(3)+
  L(6) = Min{ L(6), L(3)+m(3,6)} = Min{ 

 L(4) = ∞. 
L(5) = 80 //Ñaõ tính ôû bö

- Tìm s2 ∉ S vaø keà vôùi 1
L(2) = Min{L(v) : ∀v ∉ S} = Min{ L(2), L(3)+m(3,2)} =

 Ñöôøng ñi töø 1 ñeán 2 xaùc ñònh bôû
ñöôøng ñi töø 1 ñeán caùc ñænh j ≠ 3  vaø  : d(1,2) =
 -  ∪ {2}; // S = {1,3,2} 
. . . töông töï, ta coù keát quaû tính toaùn sau ñaây : 
 

 
Ñöôøng ñi ngaén 

 
ñeán 

1 2 3 4 5 6 

Böôùc 
laëp 

nhaát laø ñöôøng ñi ñænh 
töø ñænh 1  

Böôùc1 1→ 3 3 - 20 15 ∞ 80 ∞ 
Böôùc2 1→3→ 2 2 - 19 -    25 
Böôùc3 1→3→ 6 6 - - -  29 25 
Böôùc4 1→3→ 6→4 4 - - - 29   - 
Böôùc5 1→3→ 2→5 5 - - - - 29 - 
 

4. Caøi ñaët 
 - Ta bieåu dieãn  ñôn ñoà thò coù höôùng G  baèng ma traän caùc troïng soá cuûa caïnh : 
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a= (auv)nxn ;  

trong ñoù :            
⎩
⎨
⎧

∉∞

∈
=

;),(;

;),();,(

Evu

Evuvusngtr
auv

cuûaoáoï
 

 
, kyù hieäu laø 

[ ]. 

ñöa vaøo taäp S  thì ta gaùn  Daxet[k] 
=  1; vaø khi ñoù L[k]  laø nhaõn chính thöùc cuûa k ( chæ chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi nhoû nhaát 

Daxet[i] = 0, ∀i. 

h nhaõn taïm thôøi  ) baèng  ∞ . 
L[i] = ∞; i ≠ s. 

 ø ñænh vöøa ñöa ñöôïc vaøo S, Daxet[Dht] = 1 
), caùc ñænh  i chöa ñöôïc xeùt seõ ñöôïc ñaùnh nhaõn laïi nhö sau : 

 
  Dht 
(ñoù laø ñ

 ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán t, vôùi t ∈ S , ta duøng 
maûng m  i. 

Inpu
ngaén nhaát töø s ñeán caùc ñænh coøn laïi 

ùng 

{ 
 øn t taïi moãi böôùc 
 
 

Daxet[i] = 0; 

- Duøng maûng 1 chieàu ñeå löu tröû caùc nhaõn taïm thôøi cuûa caùc ñænh
L

- Duøng maûng 1 chieàu Daxet[ ] caùc giaù trò logic ñeå ñaùnh daáu caùc ñænh ñaõ ñöôïc 
ñöa vaøo taäp S ( goàm caùc ñænh coù nhaõn chính thöùc ):   

Moãi böôùc,  neáu xaùc ñònh ñöôïc ñænh  k  ñeå 

cuûa ñöôøng töø  s ñeán k) . 
-  Khôûi ñoäng döõ lieäu :  

o Khôûi ñoäng Daxet[] laø roång : 

o Khôûi ñoäng caän treân chieàu daøi  cuûa ñöôøng ñi  ngaén nhaát töø s ñeán ñænh 
khaùc ( ñaùn

o Khôûi ñoäng troïng soá nhoû nhaát ñöôøng ñi töø  s ñeán s baèng  0. 
L[s] = 0;//d(s,s) = 0 

- Giaû söû taïi moãi böôùc, ( vôùi  Dht la

 Neáu  (L[i] + m(Dht,i) ) < L[i])  thì : 
 L[i] = L[Dht] + m(Dht,i); 
Vaø trong tröôøng hôïp naøy, ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán  i  seõ ñi qua ñænh
ænh keà tröôùc i) 

 - Ñeå löu tröû caùc ñænh treân
oät chieàu Ddnn[ ], vôùi tính chaát Ddnn[i] laø ñænh tröôùc ñænh

 
Thuaät toaùn ñöôïc caøi ñaët baèng haøm sau : 

t  a[n][n], s 
Output  - Xuaát ra maøn hình ñöôøng ñi 

- Chieàu daøi töông ö
 
void dijkstra( int s) 

int Ddnn[max]; // Chöùa g ñi ngaén nhaát töø s ñeán ñænh 
int i,k,Dht,Min; 

 ñöô

int Daxet[max]; //Ñaùnh daáu caùc ñænh ñaõ ñöa vaøo S 
 int L[max];  
 for ( i = 1; i <= n; i++) 
 
 

{ 
 

  L[i] = VC; 
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 } 
 //Dua dinh s vao tap dinh S da xet 

Daxet[s] = 1; 

 
int h = 1; //ñeám moãi böôùc : cho ñuû n-1 böôùc 

hile ( = n-1) 
{ 

= 
 for ( i = 1; i <= n; i++) 
  if(!Daxet[i]) 
  { 

 
 { 

    L[i] = L[dht] + a[dht][i] ; 
 dht; 

    //gan dinh hien tai la dinh truoc dinh i tren lo 
inh 

   } 
   if(L[i] < Min) // Chon ñænh k 
   { 

in = L[i]; 
    k = i; 

    } 
   } 
 ng ñi ngaén nhaát töø s ñeán k : Ddnn[] 
  xuatdd(s,k,Ddnn); 

 cout<< ng so 
 dht = k;//
 Daxet[dht] = 1; a nut k vao t da xet 
 h++; 
} 

 
****************** *******
oid xuatdd(int s, int k,  Ddnn[m
 

 int 
 Duong di ngan nhat tu "<<s<<" den "<<k<<" la : "; 

  cout<<i<<"<--"; 
  i = Ddnn[i]; 
 } 

 
L[s] = 0; 

 Dht = s;
 
 w h<
 
  Min VC; 
 
 
 

   if ( L[dht] + a[dht][i] < L[i] ) //Tính laïi nhaõn 
   
 
     Ddnn[i] =
 
tr
 
 
 
     M
 

// Taïi böôùc h : tìm ñöôïc ñöôø

 "\nTro : "<<L[k]; 
  Khoi dong lai Dht 
 //Du  tap nu
 
 
}
// **  
v  int ax]) 
{

i; 
cout<<"\n

 i = k; 
 while(i != s) 
 { 
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 cout<<s; 
} 
 

5. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
 Thuaät toaùn moâ taû bôûi 2 voøng laëp loàng n 2hau, neân  T(n) ∈  O(n ). 
 
IV. Thuaät toaùn Prim – Tìm caây bao truøm nhoû nhaát (Minimal Spanning 
Tree)  

1. Baøi toaùn 
 G = (V,E)  laø ñôn ñoà thò voâ höôùng lieân thoâng, coù troïng soá .  

V = {1,..,n}laø taäp caùc ñænh. E laø taäp caùc caïnh (edge). 
 Moät caây T goïi laø caây bao truøm cuûa G neáu T laø ñoà thò con cuûa G vaø chöùa moïi 
ñænh cuûa G.  
         Vaán ñeà  laø tìm  caây bao truøm coù troïng soá nhoû nhaát : MST  (Minimal 

anning Tree ) cuûa G.  

giaûi baøi toaùn treân laø caùc thuaät toaùn Prim vaø Kruscal. 
äu thuaät toaùn Prim 

Sp
 
 Caùc thuaät toaùn cô baûn 
Trong phaàn naøy, ta giôùi thie

2. YÙ töôûng 
 T oaùn  Prim xaây döïng mo

ænh cu
huaät t ät ñoà thò con T cuûa G nhö sau:  
aàu tie ûa G ñaët vaøo T.  

ieän trong khi T chöa chöùa heát caùc ñænh cuûa G : 
où troïng soá nhoû nhaát noái  1 ñænh  trong T  vôùi 1 ñænh 

ính th a Prim laø taïi moãi böôùc theâm vaøo T moät caïnh coù 
ät ñænh goaøi T.  

3. oâ taû huaät 

Ñ ân choïn tuyø yù 1 ñ
Q nh sau coøn thöïc huaù trì
Moãi böôùc, tìm moät caïnh c

øy vaøo T.  ngoaøi T. Theâm caïnh na
Keát thuùc thuaät toaùn Prim cho ta moät MST cuûa ñoà thò G.  

 T am lam cuûa thuaät to ùn 
troïng soá nhoû nhaát noái moät ñænh trong T vaø mo  n

M  t toaùn 
nput   G = (V,E) 
Output T = (V, .) laø  MST 
Moâ taû : 

- Goïi  U laø taäp con cuûa  V. 
- on roång. 

 ñænh  1  ñaët vaøo  T. 
- 

ìm ca hoû nhaát, vôùi  u ∈U vaø v ∉ U. Theâm  ñænh v 

lôøi giaûi toái öu. 

Khôûi ñoäng T = (U,.)  = ∅;  //Ñoà thò c
- Khôûi ñoäng  U  =  {1};  // Choïn

Trong khi ( U ≠ V ) 
T ïnh  (u,v) coù troïng soá n

naøy vaøo  U. Theâm  (u,v) vaøo T . 
Lôøi giaûi cuûa baøi toaùn laø 

 
 Minh hoïa : 
  Xeùt ñoà thò sau :  
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         1   2 

 
    5          6 

 
 

 

thò treân :  

                 

            2           3           3 

 
             

 ñoäng cuûa thu  toaùn : 

 Bö Caùc

1 2 3 

     4           6    4 
  
 
          3  8 

        4             7      3 

4 5 6

 
7 

AÙp duïng thuaät toaùn Prim,baét ñaàu töø  ñænh 1,ta  xaây döïng  daàn 1 MST cuûa ñoà 

 
4 4 1

2

4

5

7

6

 
  
 
 

 3 
 

 
 
Hoaït aät
 

ôùc  caïnh choïn Taäp U   

3

 0 - {1} 
 1 (2,1 {1,2

 
 ) }  

 2 (3,2) {1,2,3}   
 3 (4,1) {1,2,3,4}  
 4 (5,4) {1,2,3,4,5}  
 5 (7,4) {1,2,3,4,5,7}  
 6 (6,7) {1,2,3,4,5,7,6}  
 

4. Caøi ñaët 
 Ñeå tieán haønh caøi ñaët thuaät toaùn, ta caàn moâ taû döõ lieäu  . 
 Ñoà thò raän keà cuûa noù :  
     c =  (c[i][j])nxn . 

coù troïng soá  coù theå bieåu dieãn bôûi 1 ma t
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 Khi tìm caïnh coù troïng soá nhoû nhaát 
taïi moãi böôùc, ta seõ 

noái 1 ñænh trong U vaø moät ñænh ngoaøi U 

aûng lowcost ñeå tìm ñænh closest[k] ∈ U  sao cho 
lo

loses  vaø lowcost ,vaø coù  k ñaõ theâm vaøo  U. 
hi ma ñænh k cho caây bao truøm, ta cho lowcost[k] = ∞, laø moät giaù 

vaäy ñænh naøy seõ 

 

  Closest[i] = 1;   
 

{   
cost[2];   

ost[j] < Min )   

 Min = Lowcost[j]; 
; 

sest[k];  
 

g l
r ( j=2; j<=n; j++)   

c[k][ j] < lowcost[j]) && (lowcost[j] < ∞)) 
  { 
   lowcost[j] = c[k][j]; 

    closest[j] = k; 
   } 

duøng  2 maûng ñeå löu tröû : 
- Maûng  closest [ ] : // == U 
 Vôùi  i ∈ V\U  thì  closest[i] ∈ U laø  ñænh keà gaàn i nhaát.  
- Maûng  lowcost[i] cho troïng soá cuûa caïnh  (i, closest[i]) . 
 Taïi moãi böôùc, ta duyeät m
troïng soá (k,closest[k]) = wcost[k] laø nhoû nhaát. Khi tìm ñöôïc, Ta in caïnh 
(c t[k], k), caäp nhaät vaøo caùc maûng closest 
K ø ta tìm ñöôïc moät 
trò raát lôùn, lôùn hôn baát kyø troïng soá cuûa caïnh naøo cuûa ñoà thò, nhö 
khoâng ñöôïc keùo daøi trong U. 
void Prim (Mat c) 
{ 
 double Lowcost[MAX];  
 int Closest[MAX];   
 int i,j,k,Min; 

for (i=2;i<=n;i++) 
 { 
  Lowcost[i] = c[1][i];  

} 
 for (i=2;i<=n;i++) 
 
  Min = Low
  k = 2;   
  for ( j=3; j<=n; j++) // Choïn k   
   if (Lowc
   { 
   
    k = j
   } 
   cout<<endl<<k<<clo
  lowcost[k] = ∞;  
  // Khôûi ñoän aïi Closest[], Lowcost[] 
  fo
   if ( (
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 } 
} 

5. Ñoä phöùc taïp thuaät toaùn 
 Ta coù theå thaáy laø Ñoä phöùc taïp trong thuaät toaùn  Prim laø  O(n2 ). 

V. Baøi toaùn ghi caùc baøi haùt 

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
 C øi haùt, dung löôïng h aëc
  a = (a  , a  , . . . , a  ). 

où n ba o  chieàu daøi phaùt ñöôïc ghi trong maûng : 

ø phaùt tuaàn töï. 

=j i i
k

a
1 1

;  laø dung löôïng baøi haùt thöù   . 

 Tìm  b ∈ Σ  sao cho  D(b) = Min{ D(k) : k ∈ Σ } 
Minh hoïa : 
 Vôùi  n = 3;  a = (5,10, 3). 
 

i 1 2 3 Soá hieäu baøi haùt 

1 2 n

 - Taàn suaát phaùt laø nhö nhau, tìm va
- Goïi  Σ laø taäp hôïp caùc hoaùn vò treân taäp {1,..,n}. 
Vôùi  K = (k , k  , . . ., k  )   , ta ñaët : 1 2 n ∈ Σ

n j
  ∑ ∑=KD )(

= i
k

a ki  

a[i] 5 10 3 Dung löôïng 
 

b 1k
a  

21 kaka +  
321 kakaka ++  D(b) 

(1,2,3) 5 5+10 = 15 5+10+3 = 18 38 
(1,3,2) 5 5+3 = 8 5+3+10 = 18 31 
(2 5 10+5+3 = 18 43 ,1,3) 10 10+5 = 1
(2 10+3 = 13 10+3+5 = 18 41 ,3,1) 10 
(3,1,2) 3 3+5 = 8 3+5+10 = 18 29 
(3,2,1) 3 3+10 = 13 3+10+5 = 18 34 

  
 Ta coù :  D(b)  = d((3,1,2))  =  Min{ D(k) : k ∈ Σ }. 

oät caùch ñôn giaûn ñeå tìm lôøi giaûi treân laø veùt caïn caùc hoaùn vò, nhöng khi ñoù 
xaùc ñònh tröôùc moät traät töï vaø xöû lyù döõ lieäu theo 

. Thieát keá

 M
chi phí thôøi gian laø quaù lôùn. Ta seõ 
traät töï naøy.  

2  
1 2 n

= (k1,..,  , 
∈  }; 

Input : (a , a , . . ., a ) 
Output : Hoaùn vò b kn) 

min = D(b)  =  Min {D(K) : K  Σ
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T nhaän xeùt raèng D(b) ñaït min neáu  jTa coù 
1

; ∑
=

=
j

i ika ∀ ∈j n1..   ñaït min . 

k
a ñöôïc choïn vaøo laø giaù trò nhoû nhaát cuûa daõy 

 tröôøng hôïp naøy laø caùc  Tj  ñöôïc 
 choïn trong moãi böôùc theâm vaøo 

 ñoù, lôøi giaûi tìm ñöôïc seõ laø lôøi giaûi toái öu. Thuaät toaùn 
 : 

 ≡ 
i] = i,∀i; min = 0;t = 0; 

arc in(a,n,i); // a[j] = min{a[i],..a[n]}; 
  - [i] ↔ b[j]; // Ñoåi choã 
  - [i] ↔ a[j]; 
  aäp nhaät laïi g rò  min; 

t = t + a
   min = min + t; 
 rn min; 

hö taïp cuûa th ät toaùn 

Vaø  Tj  ñaït Min neáu  trong moãi böôùc i, 
i

con coøn laïi cuûa a . 
Ñònh höôùng cho thuaät toaùn tham lam trong

tính theo traät töï taêng daàn cuûa a, phaàn töû ai ñöôïc
chính laø min cuûa {a ,..,a }. Khii n

tham lam coù the
record_greedy(a

å moâ taû nhö sau
,b,n)

* Khôûi ñoäng b[ 
 * for (i = 1 → n) 
     - Choïn  j  =  m

b
 a

- C iaù t
   [i]; 

* retu

3. Ñoä p ùc ua  
 aät toaùn choïn min ñöôïc söû duïng chính laø choïn tröïc tieáp, Ta d

höùc taïp cuûa thuaät toaùn trong caùc tröôøng hôïp laø O(n2). 
Thu eã thaáy ñoä 

p

4. Caøi ñaët 
int record_greedy(int a[max],int b[max],int n) 
{ 
 
 int 

 b[i] = i; 
+) 

; // Chính xaùc laïi b taïi moãi böôùc 
oicho(a[i],a[j]);    

[  
Chính xaùc daàn min trong moãi böôùc 

n; 
 

int i,t= 0,min = 0; 
j,k,x; 

 for ( i = 1; i <= n; i++) // Khôûi ñoäng  b 
 
 for (i = 1;i <=n; i+
 { 
  j  =  arcmin(a,n,i); 
  Doich(b[i],b[j])
  D
  t += a i]; 
  min += t; // 
 } 
 return mi
}
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V øi  chieác tuùi xaùcI. Ba  toaùn h (Knapsack) 

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 
 Coù n vaät, moãi  vaät i , i∈{1,..,n}  ñöôïc ñaëc tröng bôûi  troïng löôïng wi (kg)  vaø 

haû naêng mang  m kg. Giaû söû  wi, vi, m ∈ 
,  

áp vaøo ba loâ sao cho ba loâ thu ñöôïc coù giaù trò nhaát. 
uûa n vaät coù theå bieåu dieãn bôûi maûng : 

 w = ( w1, w2, . . , wn ); 
Vaø giaù trò töông öùng cuûa caùc vaät : 

  v = ( v1, v2 ,. . .,vn ); 
[ ], vôùi qui öôùc : 

giaù trò vi (US). Coù moät chieác tuùi xaùch coù k
N* 
∀i ∈ {1,..,n}. 
Haõy choïn vaät xe
 Caùc troïng löôïng  wi c
 
 

 Caùc vaät choïn ñöôïc ñöôïc löu tröû trong maûng ε
  ε[i] = 1 ⇔ Vaät i ñöôïc choïn. 
 Baøi toaùn trôû thaønh :  

⎪
⎩

=∀∈ nii ,1};1,0{ε⎪

⎪ =i 1

2. 

⎪
⎧

→∑ v
n

ii maxε

⎪
⎨ ≤∑

=

mw
i

ii
1
ε

⎪ n

  

Thieát keá thuaät toaùn  
 Thuaät toaùn tham lam cho baøi toaùn  choïn vaät coù giaù trò giaûm daàn  (theo ñôn 

iaù ). 

utput

, n, m) ≡ 

g
Input  
 w = ( w1, w2, . . . ,wn ); // Troïng löôïng  
 v = ( v1, v2 ,. . .,vn ); // Giaù trò   
 m = Söùc chöùa chieác ba loâ.  
O  
 ε[1..n] ; // Ñaùnh daáu caùc vaät ñöôïc choïn 
 Vmax  : Giaù trò lôùn nhaát cuûa ba loâ. 
Moâ taû : 
Knap_Greedy(w,v,Chon
 * Khôûi ñoäng b[i] = i, ∀i  = n,1 ;  //Löu tröû chæ soâ laøm cho maûng ñôn giaù giaûm 
daàn. 
 ε ∀* Khôûi ñoäng [i]  = 0, i  = n,1 Khôûi ñoäng Vmax = 0;   ;  

 * Tính ñôn giaù  : 
iv
iw

id =   ; },..,1{ ni∈∀  

* for (i = 1; i <= n && m > 0 ; i++) 
{ 

     - Choïn  j = arcmax(d,n,i); // d[j] = Max{d[i],..,d[n]}; 
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  - b[i] ↔ b[j] ; 
 - // Caäp nhaät laïi  Vmax, Chon[ ], m;  
  if (m > w[b[i]])   
  { 
   Vmax += v[b[i]]; 
   ε[b[i] = 1; 
   m  -= w[b[i]]; 
  } 
 -  d[i] ↔ d[j] ; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 } 

* return max; 
Minh hoïa : 
 Vôùi  n = 4; m = 17  

i 1 2 3  4  
w[i] 8 10 9 5  
v[i] 8 12 10 4  

Ñôn giaù d[i] 1 6/5 10/9 4/5  
Vaät choïn   
theo thuaät 
to

x  x Ttl : 15/17 
Vmax = 16 

aùn ε[i] 
Phöông aùn 

u 
x  x  Ttl : 17 

Vmax = 18 toái ö
 

3. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
 Thuaät toaùn choïn Max ñöôïc söû duïng chính laø choïn tröïc tieáp, neân ñoä phöùc taïp 
cuûa thu

4. Caøi ñaët

aät toaùn trong caùc tröôøng hôïp laø O(n2). 

 
X_GREEDY(long w[],long v[],int C[],int n,long m) 

ble d[max]; // Mang don gia 

 b[i]   = i; 
C[i] = 0; 

 j = arcmax(d,n,i); 
 dcn(b[i],b[j]); //Ñoåi choã 

long  MA
{ 
 int  i,j,k,b[max]; 
 long Vmax = 0; 
 dou
 for (i = 1; i <= n; i++) 
 { 
 
  
  d[i] = (double)w[i]/v[i]; 
 } 
 for(i = 1; i <= n && m > 0; i++) 
 { 
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  if (m > w[b[i]]) 

   Vmax += v[b[i]]; 
   C[b[i]] = 1; 
   m -= w[b[i]]; 
  } 
  dct(d[i],d[j]); //Ñoåi choã 
 } 
 return Vmax; 

 

  { 

} 

VII. Phöông phaùp tham lam vaø Heuristic 
  Trong khi thieát keá giaûi caùc baøi toaùn ta coù theå coá thöû theo moïi phöông aùn ñeå 

iaûi toái öu. Nhöng khoâng phaûi luùc naøo cuõng ñöôïc nhö vaäy, vì coù raát nhieàu 

ng phaûi laø toái öu ) goïi laø thuaät toaùn 

 ôïc theå hieän trong phöông phaùp tham lam. Ta 
coá gaùn cho moät traät töï naøo ñoù traät töï ñaõ cho. 
  ñoà thò “ sau : 
 oâ m
 thò sao cho khoâng coù 2 
ñænh keà naøo cuøng moät maøu.  
 ong nhieàu thaäp kyû nay, noù thuoäc 
vaøo moät lôùp khaù roäng baøi toaùn, ñöôïc goïi laø “ baøi toaùn N-P ñaày ñuû “, maø ñoái vôùi 

yeáu thuoäc loaïi “coá heát moïi khaû naêng”. 
i phöông aùn, ñeå coù theå ñi tôùi moät lôøi giaûi 

m naøy laø khoâng theå. Moät lôøi giaûi “toát” coù 
ñöôïc töø thuaät toaùn Heuristic laø caùch tieáp caän cuûa ta cho tröôøng hôïp naøy. 
 Thuaät toaùn Heuristic hôïp lyù cho baøi toaùn toâ maøu ñoà thò ñöôïc theå hieän bôûi 
caùch thieát keá tham lam : 
   - Ta coá toâ maøu cho caùc ñænh, tröôùc heát baèng moät maøu, khoâng theå ñöôïc nöõa 
môùi duøng tôùi maøu thöù hai, thöù ba . . . 

Thuaät toaùn ñöôïc moâ taû nhö sau : 
 1. Choïn moät ñænh chöa ñöôïc toâ maøu, vaø toâ noù baèng  maøu môùi. 
 2. Tìm trong caùc ñænh chöa ñöôïc toâ maøu, vôùi moãi ñænh ñoù xaùc ñònh xem coù 
phaûi laø ñænh keà cuûa 1 ñænh ñaõ ñöôïc toâ maøu môùi chöa. Neáu chöa thì toâ ñænh ñoù baèng  
maøu môùi.  
 
 

tìm lôøi g
tröôøng hôïp toån phí raát nhieàu thôøi gian. Neân thay vì tìm lôøi giaûi toái öu, ta tìm moät lôøi 
giaûi toát theo nghóa : 
 - Noù ñaùp öùng ñöôïc yeâu caàu, trong moät thôøi gian maø thöïc teá chaáp nhaän ñöôïc. 

Moät thuaät toaùn “toát” nhö vaäy ( khoâ
Heuristic. 

Thuaät toaùn Heuristic thöôøng ñö
 roài xöû lyù theo 

Ta xeùt baøi toaùn “ Toâ maøu
“ T aøu cho moät ñoà thò vôùi soá maøu ít nhaát coù theå.” 
Toâ maøu cho ñoà thò laø gaùn maøu cho moãi ñænh cuûa ñoà 

Baøi toaùn toâ maøu ñoà thò ñöôïc nghieân cöùu tr

chuùng thì nhöõng lôøi giaûi hieän coù chuû 
 Neáu ñoà thò nhoû ta coù theå coá thöû moï
toái öu. Nhöng vôùi ñoà thò lôùn thì caùch laø
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minh h
 

haïn ñoû. 

- Toâ ño

oïa : 

 
 

4

 
 
 
 
 
- Toâ xanh cho ñænh (1), theo thöù töï ñoù toâ xanh cho (2). 
- Khi ñoù, (3) vaø (4) phaûi toâ khaùc maøu, chaúng 
- Khi ñoù , (5] laïi phaûi toâ moät maøu thöù 3, chaúng haïn vaøng. 
 Caùch tieáp caän naøy theå hieän roõ yù tham lam. Noù thöïc hieän toâ maøu moät ñænh 
naøo ñoù maø noù coù theå toâ ñöôïc, khoâng heà chuù yù ñeán tình huoáng baát lôïi coù theå xaûy ra 
(khi theo traät töï ñaõ xaùc ñònh tröôùc). 
 Caân nhaéc hôn, vôùi ñoà thò treân ta chæ caàn 2 maøu ñeå toâ, chaúng haïn : 
- Toâ xanh cho (1), (3) vaø (4). 

û cho (2) vaø(5). 
 

BAØI TAÄP 
 
Baøi 1 : 
  Cho moät löôùi hình vuoâng caáp n, moãi oâ ñöôïc gaùn vôùi moät soá töï nhieân.  

e traùi, reõ phaûi ( 4 oâ keà caïnh ).  
caùc oâ ñi qua laø 

Taïi moät oâ coù theå di chuyeån ñeán oâ khaùc theo caùc höôùng : leân treân, xuoáng 
döôùi, r õ 

Tìm ñöôøng ñi  töø oâ ñaàu tieân (1,1) ñeán oâ ( m, m) sao cho toång 
nhoû nhaát. ( 1  ≤ m ≤ n ). 
 
Baøi 2 :  
  Cho n thieát bò  (pi )1≤ i ≤ n  vaø  m coâng vieäc  (wi )1≤ i ≤ m . 

 

 Caùc thieát bò coù theå laøm vieäc ñoàng thôøi  vaø laøm vieäc naøo cuõng ñöôïc. Moãi vieäc 
ñaõ laøm ôû thieát bò naøo thì laøm ñeán cuøng. Thôøi gian laøm coâng vieäc  wi laø  ti , i ∈ 
{1,..,m}.  
 Caàn xaây döïng moät lòch bieåu laø thöù töï thöïc hieän caùc coâng vieäc sao cho toång 
thôøi gian hoaøn thaønh laø nhanh nhaát . 

Baøi  3 :   
 âng vieäc (wi )1≤ i ≤ m töông öùng thôøi gian thöïc hieän (ti )1≤ i ≤ m vaø taäp 
aùc t

oá 

 
 

Cho  m  co
hiec át bò  cuøng chöùc naêng . 

 Vôùi thôøi gian  T0  cho tröôùc coá ñònh, ñeå hoaøn thaønh m coâng vieäc thì caàn b
trí caùc coâng vieäc treân caùc thieát bò sao cho soá thieát bò ñaït min. 

1 5

3

2
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Baøi  4 : 
 Giaûi baøi toaùn : 

⎪
⎪ =∀≤≤ nii ,1;10 ε
⎪

⎩

=i
ii

1
 

Baøi  5 

⎪
⎪
⎪

⎨ ≤∑
=

mw
n

i
ii

1

ε

⎧
→∑ v

n

maxε

: 
Coù n loaïi ñoà vaät, moãi loaïi coù soá löôïng khoâng haïn cheá. Ñoà vaät loaïi i, ñaëc 

tröng bôûi troïng löôïng wi vaø giaù trò söû duïng vi, vôùi moïi i ∈ {1,..,n}. 
 vaät naøy ñaët vaøo moät chieác tuùi xaùch coù giôùi haïn troïng löôïng m,  Caàn choïn caùc

sao cho toång giaù trò söû duïng caùc vaät ñöôïc choïn laø lôùn nhaát. 
 
Baøi  6 :  
 Cho  G = (V,E) laø moät ñôn ñoà thò lieân thoâng .V = {1,.., n} laø taäp caùc ñænh, E 

nhaát  
 = (V,T) theo töøng böôùc  : 

 theo thöù töï khoâng giaûm. 
- 
- Trong khi ( | T | < n – 1) 

á nhoû nhaát trong E; 
 E = E \ {e}; 

if ( T ∪ {e} khoâng chöùa chu trình ) 
 T = T ∪ {e}; 

 

laø taäp caùc caïnh. Thuaät toaùn  Kruscal xaây döïng taäp caïnh T cuûa caây bao truøm nhoû 

H
- Saép E

Khôûi ñaàu  T = ∅; 

{ 
 Choïn e laø caïnh coù troïng so

 
 
}

Baøi 7 : 
 Caøi ñaët thuaät toaùn toâ maøu ñoà thò. 
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CHÖÔNG 6 : PHÖÔNG PHAÙP QUY HOAÏCH ÑOÄNG 

 phaùp toång quaùt

                  (Dynamic Programming) 
    

I. Phöông  
 

 phöông phaùp quy hoïach ñoäng  laïi caøng taän 
: K át caàn phaûi giaûi baøi toaùn con naøo, ta giaûi  taát 

aøy ( ñeå khoûi phaûi tính toaùn laïi ) nhaèm 

höông p  toå eåu töø döôùi leân (bottom 
p). Xu át phaùt töø caùc baøi to ôn giaûn nhaát, toå hôïp caùc lôøi giaûi cuûa 

n...vaø cöù nhö theá ñeå tìm lôøi giaûi cuûa baøi 

oïach ñoäng ñeå giaûi quyeát vaán ñeà, ta coù theå 

baøi toaùn con coù theå raát lôùn khoâng  chaáp nhaän 
ïc . 

át hô  lôøi g ûi cuû aùc b toaù on c g ch ra 
ø  gia ûa b oaùn ùn hô

eå gi uy höõn öô hôïp hö v , phö g p  qu oaïc oäng ïa 
aøo m ngu  ly oïi ngu  lyù toái öu (The principle of optimality) cuûa 
ellm : 

“ Neáu lôøi giaûi cuûa baøi toaùn laø toái öu thì lôøi giaûi cuûa caùc baøi toaùn con cuõng toái 
. 

ong uaät ùn qu oaï äng thöôøn duøng ùc th  taùc
Xaây g m aøm uy h h ñ g ( hoaëc phöông trình quy hoaïch ñoäng ). 
Laäp b g lö ïi c iaù cuûa . 
Truy aát lô aûi u c

 . . . 
á baøi toaùn coù theå duøng quy hoaïch ñoäng 

ûi qu át m caùc ieäu . N g v án ñeà naøy ñeàu lieân quan ñeán baøi toaùn tìm 
höôn ùn to  ñ höïc  m coân  vieäc naøo ñoù, vaø chuùng coù chung moät tính 
haát la aùp a át n ch
aønh ät ph ron oät øi toa ôùn. 

Th aät t ùn  F yd ìm ôøn  ñi ngaén nhaát g õa c  caëp ñænh

 Ñoái vôùi nhieàu thuaät toaùn, phöông phaùp chia ñeå trò thöôøng ñoùng vai troø chuû
ñaïo trong vieäc thieát keá thuaät toaùn. Trong

uïng phöông phaùp naøy  hi khoâng bied
caû caùc baøi toaùn con  vaø löu tröû nhöõng lôøi giaûi n

 ba toaùn l n.söû duïng laïi chuùng ñeå giaûi øi ôùn hô  
phaù øy ôøi giaûi theo kiP  na chöùc tìm kieám l

a   aùn con nhoû vaø ñu
chuùng ñeå coù lôøi giaûi cuûa baøi toaùn con lôùn hô
toaùn ban ñaàu. 

duïng phöông phaùp quy h Khi söû 
gaëp 2 khoù khaên sau : 

1. Soá löôïng lôøi giaûi cuûa caùc 
ñöô  

2. Khoâng phaûi luùc naøo söï ke ïp ia a c aøi n c uõn o 
lôi ûi cu aøi t

aûi q
 lô n.  

 Ñ eát n g tr øng  n aäy ôn haùp y h h ñ  dö
v oät yeân ù, g laø yeân
B an 
 
öu ”  
 Tr  th toa y h ch ño  g  ca ao   : 
- döïn oät h  q oaïc oän
- aûn u la aùc g trò  haøm
-  xu øi gi toái ö uûa baøi toaùn töø baûng löu. 
 
 Trong chöông naøy ta giôùi thieäu moät so
gia ye oät h h quaû höõn a
p g a ái öu eå t hieän oät g
c ø ñ ùn to haát o moät baøi toaùn con vaãn ñöôïc duy trì khi baøi toaùn ñoù trôû 
th mo aàn t g m  ba ùn l  

II. u oa lo   -T  ñö g iö aùc  

1. øi t n Ba oaù  
ho G V, aø m ôn thò où höô  coù ïng s V = ,..,n aø taä

aùc ñæn  E la  ca ng ìm g  ngaén nhaát giöõa caùc caëp ñænh cuûa ñoà thò . 
 C  = ( E) l

ùc cu
oät ñ  ñoà 

ñöôøn
 c ùng tro oá.  {1 } l p 

c h. ø taäp . T ñi
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2. YÙ töôûng  
 Thuaät toaùn Floyd ñöôïc thieát keá theo phöông phaùp quy hoaïch ñoäng. Nguyeân 

 naøy laø : lyù toái öu ñöôïc vaän duïng cho baøi toaùn
 “ Neáu  k laø ñænh naèm treân ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán j thì ñoaïn ñöôøng töø i 
ñeán k vaø töø k ñeán j cuõng phaûi ngaén nhaát. “ 

3. Thieát keá 
 Ñoà thò  ñöôïc bieåu dieãn bôûi ma traän keà caùc troïng soá cuûa cung : a = (aij )nxn . 

∀i,j ∈ {1,..,n} : 

 : 
 Ma tr aát giöõa caùc caëp ñænh : d = (dij)  

øng ñi ngaén nhaát töø  i ñeán j. 
Ma tr  xaùc n cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán j : p = (pij) 

gaén nhaát töø i ñeán j coù ñi qua ñænh trung gian pij hay khoâng ? 
  j  khoâng  coù ñi qua ñænh trung gian pij. 

  ñeán  j  ñi qua ñænh trung gian pij. 

 bieát chieàu daøi nhoû nhaát cuûa ñöôøng ñi töø i ñeán 
. 

 ngaén nhaát töø i ñeán j coù ñi qua 

ij = 0;   

ñænh  i, j : Coù/khoâng moät ñöôøng ñi töø i ñeán j ñi qua ñænh 
ø coù troïng soá nhoû hôn böôùc 0 ? Troïng soá cuûa ñöôøng ñi ñoù laø : 

0
1j  } 

thì  p ij = 1, töùc laø ñöôøng ñi töông öùng ñi  qua ñænh 1. 

 moãi caëp ñænh  i, j : Coù/khoâng moät ñöôøng ñi töø i ñeán j  ñi qua ñænh 
ôn böôùc 1? Troïng soá cuûa ñöôøng ñi ñoù laø : 
 +  d1

2j  } 
 = 2  : töùc laø ñöôøng ñi töông öùng ñi  qua ñænh  2. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉∞
=

∈
=

Ej)(i,;
ji 0;

Ej) (i, j);(i, soá Troïng

ija  

 Ta kyù hieäu
- aän troïng soá ñöôøng ñi ngaén nh
 dij  :  Troïng soá cuûa ñöô
- aän ñònh caùc ñænh trung gia
 pij   :  ñöôøng ñi n
 pij   = 0;  ñöôøng ñi ngaén nhaát töø  i  ñeán

pij   ≠ 0;  ñöôøng ñi ngaén nhaát töø  i
 
- ÔÛ böôùc k : 

- Kyù hieäu  ma traän d laø  dk  cho
j 

- Kyù hieäu  ma traän  p laø pk cho bieát ñöôøng ñi
ñænh trung gian thuoäc  taäp ñænh {1,..,k}. 
 
Input a 
Output d,p; 
Moâ taû : 
Böôùc 0 : 
 - Khôûi ñoäng  d : d = a ; (= d0 ) 
 - Khôûi ñoäng  p :  p
 
Böôùc 1 : 
 Kieåm tra moãi caëp 
trung gian 1, ma

d1
ij  = Min{ d0

ij , d0
i1 +  d

Neáu d1
ij  = d0

i1 +  d0
1j  1

 
Böôùc 2 : 
 Kieåm tra
trung gian 2, maø coù troïng soá nhoû h

d2
ij  = Min{ d1

ij , d1
i2

Neáu  d2
ij = d1

i2 +d1
2j  thì p2

ij
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   . . . 
Cöù tieáp tuïc nhö vaäy, thuaät toaùn keát thuùc sau böôùc n, ma traän  d xaùc ñònh 

troïng soá ñöôøng ñi ngaén nhaát giöõa 2 ñænh baát kyø i, j. Ma traän  p cho bieát ñöôøng ñi 
ngaén nhaát töø i ñeán j coù ñi qua ñænh trung gian  pij . 

Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát giöõa caùc caëp ñænh cuûa ñoà thò : 

 

 
Hoaït ñoäng cuûa thuaät toaùn  Floyd : 
 

2 3 4 

 

Minh hoaï : 
 
 
     15 1 

          
    5    50             15               5 
          5             30 
 
      
     15 

4

2 3

 

b1  1 2 3 4    1 
d1 1 0 5 ∞ ∞  p1 1 0 0 0 0 
 2 50 0 15 5   2 0 0 0 0 
 3 30 35 0 15   3 0 1 0 0 
 15 20 5 0   0 1 0 0 4  4
 
b2  1 2 3 4 2 3 4    1 
d2 1 0 0 2 2 5 20 10  p2 1 0 
 2 50 0 0 0  0 15 5   2 0 
 3 30 35 0 15   3 0 1 0 0 
 4 15 20 5 0   4 0 1 0 0 
 
b3 2 3 4    1 2 3 4  1 
d 0 5 20 10  p 1 0 0 2 2 3 31 
 2 45 0 15 5   2 3 0 0 0 
 3 1 0 30 35 0 15   3 0  0 
 4 15 20 5 0   4 0 1 0 0 
 
b4 3 4  1 2 3 4    1 2 
d4 =  1 0 5 15 10  p  = 1 0 0 4 2 4

d 2 20 0 10 5  p 2 4 0 4 0 
 3 30 35 0 15   3 0 1 0 0 
 0 1 0 0 4 15 20 5 0   4 
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  ma traän d, ta chæ ra khoaûng caùch ñöôøng ñi ngaén nhaát töø i ñeán j, 

 nhaát töø 1 ñeán 3 coù khoaûng caùch laø 15. 
13 

= 4, ñö
át töø ñænh 1 ñeán ñænh  2 khoâng ñi qua ñænh trung gian naøo ( p12 = 0).  

 4 → 3. 

4. 

Caên cöù vaøo
vaø döïa vaøo p coù theå xaùc ñònh caùc ñænh naèm treân ñöôøng ñi ngaén nhaát naøy. 
 Chaúng haïn, vôùi i  = 1, j = 3. 
 Theo d, d13 = 15. Neân ñöôøng ñi ngaén
 Theo p, ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán  ñænh 3 ñi qua ñænh trung gian p

ôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán ñænh 4 ñi qua ñænh trung gian p14 = 2, ñöôøng 
ñi ngaén nha
 Vaäy ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh  1 ñeán ñænh  3 laø :  1 → 2 →

Caøi ñaët 
void floyd() 
{ 
 int i, j, k; 
 // Khoi dong ma tran d va p 
 for (i = 1; i<= n; i++) 

for (j = 1; j<= n; j++) 
  { 
   d[i][j] = a[i][j]; 

 
       d[i][j] = d[i][k] + d[k][j]; 
       p  k; 
      } 
 Haøm xuat ñöôøng ñi ngaén nhaát töõ x ñeán y caøi ñaët nhö sau : 
void xuatdd(int x, int y
{ 
 int r; 
 if ( p[x][y] == 0) 
 { 
  cout<<y<<"  
  return; 
 } 
 else 

{ 

  xuatdd(r,y); 

  

   p[i][j] = 0; 
  } 
 for (k = 1; k <= n; k++)  // Tính ma traän d vaø p ôû böôùc laëp k 

  for (i = 1; i <= n; i++) 
   if ( d[i][k] > 0 && d[i][k] < vc ) 
    for (j = 1; j<= n; j++) 
     if ( d[k][j] > 0 && d[k][j] < vc ) 
      if (d[i][k] + d[k][j] < d[i][j] ) 
      {

[i][j] =

) 

 -> ";

 
  r = p[x][y]; 
  xuatdd(x,r); 
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 } 
} 

5. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
). 

ieàu ma traän

 T(n)  ∈ O(n3

 

III. Nhaân toå hôïp nh  

1. Baøi toaùn  
 Xeùt tích caùc ma traän :  A  = A ...  A  , vôùi giaû thieát pheùp nhaân coù nghóa . 

än, caùc ma traän Ai coù theå nhoùm laïi theo 
A khoâng ñoåi. Tuy nhieân coù söï khaùc bieät 

à chi í khi ay ño aùc ma traän Ai.Ta löu yù raèng tích 2 ma traän caáp 
 p l ø m×n×p. 

o cho coù chi phí ít nhaát. 
ôùi caùc kích thöôùc  töông öùng : 

 

         30×1            1×40          40×10          10×25 
  
Nhaân caùc ma traän treân vôùi caùc thöù töï sau : 
 

Thöù töï Chi phí 

1× × n

 Do tính keát hôïp cuûa pheùp nhaân ma tra
nhieàu caùch khaùc nhau, maø ma traän keát quaû 
ve ph  th åi caùc toå hôïp c
(m×n) vaø (n×p) seõ coù chi hí a
 Vaán ñeà laø tìm trình töï thöïc hieân caùc ma traän sa

Cho caùc ma traän, v

 A × B × C × D 
 

((AB)C)D 30×1×40   + 30×40×10  +  30×10×25   =   20700 
(A(B(CD)) 40×10×25 + 1×40×25    +  30×1×25     =   11750 
(AB   30×40×25   =   41200 )(CD) 30×1×40   + 40×10×25  +
A((BC)D) 1×40×10   + 1×10×25    +  30×1×25     =   1400 
 
 Coù theå thaáy chi phí cho pheùp nhaân caùc ma traän phuï thuoäc vaøo caùch toå hôïp 
caùc ma traän . 

2. YÙ töôûng  
 Ta giaûi baøi toaùn baèng caùch tieáp caän töø döôùi leân. Ta seõ tính toaùn vaø löu tröû lôøi 

eå traùnh tính toaùn laïi cho baøi toaùn lôùn hôn.  
a traän, caùc boä 3 ma traän . . . 

heå tính theo caùc caùch : (A×B)×C  hoaëc 
×(B× ). 

ính  A×B×C laø chi phí tính ñöôïc töø  2 phaàn  :  
q1 = A×B ( chi phí naøy ñaõ tính vaø ñöôïc 

ôïc löu tröû)  
o saùnh 2 phaà oû hôn. . . 

giaûi toái öu cho töøng phaàn nhoû ñ
Tröôùc heát laø cho caùc boä 2 m
Chaúng haïn, ñeå tính A×B×C ta coù t

A C
Neân chi phí ñeå t
Phaàn moät  laø chi phí kq1×C, vôùi  k

löu tröû)  
Phaàn hai  laø chi phí   A × kq2, vôùi  kq2 = B×C ( chi phí naøy ñaõ ñö
S  n treân vaø löu tröû chi phí nh
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3. Thieát keá 
 Maáu choát laø tính chi phí nhaân boä caùc ma traän : Ai×...×Aj , vôùi  1≤ i < j ≤ n, 
trong ñoù caùc boä nhoû hôn ñaõ ñöôïc tính vaø löu tröû keát quaû. 

aän  : 
k+1×...×Aj) 

.,Aj  seõ baèng toång  : Chi phí ñeå nhaân 

×...×Aj (= kq2), vaø chi phí kq1×kq2. 
Neáu goïi  Mij  laø chi phí nhoû nhaát ñeå nhaân boä caùc ma traän Ai×...×Aj ,1≤ i < j ≤ 

, thì:  
 Mik  laø chi phí nhoû nhaát ñeå nhaân boä caùc ma traän Ai×...×Ak 

 M  laø chi phí nhoû nhaát ñeå nhaân boä caùc ma traän Ak+1×...×Aj

 ×dk vaø kq2  coù côõ  dk ×dj , neân chi phí ñeå nhaân 
1×kq2  laø d d d

 Vôùi moät caùch toå hôïp  caùc ma tr
  A ×...×A    =  (A ×...×A ) × (Ai j i k

Chi phí ñeå nhaân caùc ma traän Ai,..
A ×...×A   i k

( = kq1), chi phí ñeå nhaân  Ak+1

 
n
*
* k+1,j 

 Vì ma traän kq1 côõ di-1

kq i-1 k j. 

Vaäy ta coù : 
{ }

⎪⎩M
⎪
⎨
⎧ +=

−≤≤ 1 ikjkiij MMinM

=

≤<≤+ −+

0

1;1,1

ii

jkijk njidddM
 

å xem M laø ma traän tam giaùc treân : (Mij)1≤i<j≤n . Ta caàn tính vaø laøm 
ho ñeán khi xaùc ñònh ñöôïc M1n . Ñöôøng cheùo chính 

a tính baûng doïc theo caùc ñöôøng cheùo baét ñaàu töø 
chính vaø thay ñoåi veà höôùng goùc phaûi treân. 

eå nhaân daõy caùc ma traän ( theo nghóa chi phí 
ñöôïc toå hôïp toát nhaát , ta duøng bieán  k ñeå löu tröû thöù 

ij = k, vôùi  

 Ta coù the
ñaày caùc phaàn töû cuûa ma traän naøy c
baèng 0 taát caû. 
Tính Mij , ta caàn bieát Mik , Mk+1,j . T
ñöôøng cheùo keá treân ñöôøng cheùo 
 Ta muoán bieát thöù töï toát nhaát ñ
nhoû nhaát). Moãi laàn ta xaùc ñònh 
töï  naøy. Ñoù laø O  ñaït min. 

          j 

jkijkik dddMM 1,1 −+ ++

  
    
 0          
     0         
i           
           
           
           
           
       

M1n

    
           

Mij

          0
 ( Baûng tính Mij ) 

ij

 
 Caùc M
 Caùc ch

 ta löu tröû trong maûng 2 chieàu M.  
æ soá k ñeå xaùc ñònh ñöôïc  Mij ta löu tröû trong maûng 2 chieàu O.  
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 Kích th
coù di-1 haøng , d
Input    d  = (d0

+) 

  + j = i + diag; 

öôùc cuûa caùc ma traän ta löu tröû trong  maûng 1 chieàu d : Ai laø ma traän 
i  coät. Thuaät toaùn coù theå vieát nhö sau : 
,d1,...,dn) ; 

Output   M = (Mij) , 
 O  = (Oij); 
Moâ taû :  
MO(d,n,O,M) ≡ 
 int i, j, k, diag; 
 * for (i = 1; i <= n; i+
  M[i][i] = 0; 
 * for (diag = 1; diag <= n-1; diag++) 
  for (i = 1; i <= n - diag; i++) 
  
   + { };1,11 jkijkikjkiij dddMMMinM −+−≤≤

++=  

   + O[i][j] = k; // vôùi Mij ñaït min 
 * return m[1][n]; 
 
 Keát quaû cuûa thuaät toaùn, vôùi d0 = 30; d1 = 1; d2 = 40; d3 = 10; d4 = 25  : 
 

⎦−− 0
100000

1400

⎦
⎢
⎣ −−−−

−−− 3

4. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢

−−
−

=
6504000

M    ;   ⎥
⎢
⎢ −−

=
32

O  
⎥
⎤

⎢
⎡ 70012000

⎥
⎤

⎢
⎡− 111

⎥
⎥

⎣−

 

 
 T(n) ∈ O(n3) 
 

5. Caøi ñaët  
long MO(int d[max],int n, mat O, mat M) 
{ 

i++) 
 M[i][i] = 0; 

 
  j = i + diag; 

 int i, j, k, diag,min,csm; 
 for (i = 1; i <= n; 
 
 for (diag = 1; diag <= n-1; diag++) 
  for (i = 1; i <= n - diag; i++) 
  {
 
   csm = i; 
   min = M[i][i]+M[i+1][j]+d[i-1]*d[i]*d[j]; 
   for (k= i; k <= j - 1;k++) 
    if (min > (M[i][k]+M[k+1][j]+d[i-1]*d[k]*d[j] )) 
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    { 
     min =  M[i][k]+M[k+1][j]+d[i-1]*d[k]*d[j]; 

   M[i][j] min; 
   O[i][j] csm; 

else 
{ 
 k = O[i][j]; 
 cout<<'('; 
 MOS(i,k,O); 
 cout<<'*'; 
 MOS (k+1,j,O); 

} 

al Binary Search Tree)

     csm =  k; 
    } 

= 
= 

  } 
 return M[1][n]; 
} 
 
 Haøm xuaát trình töï toå hôïp caùc ma traän : 
 
void MOS(int i, int j, mat O) 
{ 
 int k; 
 if (i == j) 
  cout<<'A'<<i; 
 
 
 
 
 
 
 
  cout<<')'; 
 
} 
 

IV. Caây nhò phaân tìm kieám toái öu  (Optim  
 Ta thöôøng toå chöùc caây nhò phaân tìm kieám treân giaû thieát laø caùc khoùa tìm kieám 
coù ñoàng khaû naêng veã truy xuaát. Tuy nhieân coù nhöõng tröôøng hôïp maø ta coù thoâng tin 
veà xaùc suaát truy xuaát caùc khoùa. Chaêng haïn quaù trình phaân tích cuûa trình bieân dòch 
ñeå xaùc ñònh xem moät töø  coù phaûi laø töø khoùa hay khoâng ? Trong tröôøng hôïp naøy, vieäc 
thoáng keâ haøng traêm chöông trình (ñöôïc bieân dòch) coù theå cho thoâng tin khaù chính 
xaùc veà taàn soá xuaát hieän töông ñoái cuûa caùc khoùa. 
 
 Giaû söû trong caây nhò phaân tìm  kieám, xaùc suaát truy xuaát cuûa khoùa  Ki  laø pi : 
  P{X = Ki } =  pi. 

Baây giôø ta muoán toå chöùc caây nhò phaân tìm kieám sao cho toång soá caùc 

 döïa vaøi khaùi nieäm 

böôùc tìm kieám laø nhoû nhaát. Chi phí tìm kieám ñaëc tröng bôûi soá löôïng 
caùc pheùp toaùn so saùnh caàn thieát khi tìm kieám treân caây, neân ta phaûi 
chuù yù ñeán ñoä daøi ñöôøng ñi treân caây. ÔÛ ñaây ta cuõng
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naøy, nhöng phaûi thay ñoåi chuùt ít ñeå phaûn aùnh ñöôïc tính chaát cuûa caây 
hò pha  tìm k ám ba  giôø : vô caùc kh ø xaùc suaát tìm kieám 
ùn h  ûi ôn  öùn  v ùi ñ ô  ñ  ng én n.  

m  s dö g maø ta goïi laø troïng soá, 
où ø x ùc a cuûa k oùa naøy trong tìm kieám. Töø ñaây daãn tôùi khaùi nieäm ñoä daøi ñöôøng 
i c ù t ïn so uûa c  ( ei hte a h ee   

 Ñ ä øi ñö øng i tro ) ù ïn  s ång ñoä daøi ñöôøng ñi coù 
troïng soá öùng vôùi moãi nuùt treân caây”.  
 Ñoù chính laø giaù trò : 

    P  =    

 Vôùi pi laø xaùc suaát ñeå khoùa  Ki xuaát hieän. hi laø möùc cuûa nuùt töông öùng  Ki . 
 
 Muïc ñích cuûa baøi toaùn ta muoán ñaët ra laø : Cöïc tieåu hoùa ñoä daøi ñöôøng ñi coù 
troïng soá vôùi phaân phoái xaùc suaát cho tröôùc. Noùi caùch khaùc, Xaùc ñònh caây nhò phaân 
tìm kieám sao cho P coù giaù trò nhoû nhaát. 
 Moät caùch töï nhieân ta coù theå thay xaùc suaát truy xuaát cuûa caùc khoùa baèng taàn 
suaát cuûa caùc khoùa, baøi toaùn  coù theå phaùt bieåu laïi nhö sau : 

1. Phaùt bieåu baøi toaùn 

n ân ie ây Ñoái ùi oùa ma
lô ôn pha  tö g g ô ö øng i a hô

 Muoán theá, ta gaén cho moãi khoùa ( nuùt ) oät oá ôn
ñ la a su át h  
ñ o ro g á c aây W g d p t tr ):
 “ o da ô  ñ  ( ng co tro g oá cuûa caây laø to

p hi i
i

n

=
∑

1
  

 
 Cho tröôùc taäp caùc khoùa Ki , i n∈1, , sao cho  :  K1 < K2 < ⋅ ⋅ ⋅ < Kn . 
 Xaùc ñònh caây nhò phaân tìm kieám vôùi taäp caùc khoùa treân sao cho bieåu thöùc   P 
sau ñaây  coù giaù trò nhoû nhaát  :   

   

 Trong ñoù : 
 • hi laø möùc cuûa nuùt trong thöù  i; 

∑
=

=
n

i
ii haP

1
 

i n∈1, . 
  • ai laø taàn suaát xuaát hieän cuûa khoùa ki ; i n∈1, .   
 Caây nhò phaân tìm kieám thoûa maõn yeâu caàu naøy goïi laø caây nhò phaân tìm kieám 
toái öu. 

2. YÙ töôûng 
 Ngöôøi ta chöùng minh ñöôïc raèng  soá löôïng caùc caây nhò phaân tìm kieám  n nuùt  
coù daïng khaùc nhau, laø : 
 

  1
1

4
2 3

2
n

C
n

n
n

n

+
≅

⋅π

 ; (Khi  n khaù lôùn ). 

 
 Do ñoù vieäc choïn caây nhò phaân tìm kieám toái öu baèng caùch löïa choïn trong caùc 
caây ñoù moät caây coù ñoä daøi ñöôøng ñi coù troïng soá nhoû nhaát, laø khoù thöïc hieän khi  n lôùn. 
Ta coù theå aùp duïng phöông phaùp qui hoaïch ñoäng cho baøi toaùn naøy, vì ta coù theå söû 
duïng ñöôïc nguyeân lyù toái öu. Ñoù laø vì caây toái öu coù tính chaát ñaùng chuù yù sau ñaây : 
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Moät caây laø toái öu thì caùc caây con cuõng laø toái öu. Tính chaát naøy gôïi leân moät thuaät 
toaùn : 
 Xuaát phaùt töø töøng nuùt ñöôïc xem nhö caây con nhoû nhaát, tìm moät caùch coù heä 
thoáng caùc caây  lôùn hôn . Nhö theá caây lôùn leân “ töø laù tôùi goác “. 

3. Thieát keá thuaät toaùn 
  Caùch tieáp caän quy hoaïch ñoäng ñeå giaûi quyeát baøi toaùn naøy laø tìm nghieäm toái 
öu theo caùch phaùt trieån caây lôùn leân töø laù tôùi goác, töùc laø tìm kieám phöông aùn toái öu 
xaây döïng caây con goàm caùc khoùa Ki,..., Kj vaø löu tröû laïi ñaùp aùn.  
 Neáu goïi Kk laø goác cuûa caây  Tij  töông öùng vôùi caùc khoùa lieàn nhau Ki,..., Kj thì 
caùc nuùt Ki,..., Kk-1 phaûi naèm treân caây con traùi vaø  caùc nuùt  Kk+1,..., Kj phaûi naèm treân 
caây con phaûi, vaø ta phaûi saép toái öu cho 2 caây con naøy. Vì ta khoâng bieát phaûi choïn 
nuùt naøo laøm goác cho toát nhaát neân ta phaûi choïn thöû taát caû caùc nuùt vaø cöïc tieåu hoùa  caùc 
caùch choïn naøy. 
 Ta coù theå thaáy ñoä daøi ñöôøng ñi coù troïng soá cuûa caây Tij seõ baèng toång ñoä daøi 
ñöôøng ñi coù troïng soá cuûa 2 caây con Ti,k-1 vaø Tk+1,j vaø soá laàn moät pheùp tìm kieám 
duyeät qua caùc nuùt töø laù ñeán goác ( ñoù chính laø ñoä daøi ñöôøng ñi coù troïng soá cuûa caây 
Tij). 
 
 
 
 
 
 
    k-1 
 
Ñaët : 
 Mij  = Ñoä daøi ñöôøng ñi coù troïng soá cuûa caây nhò phaân  tìm kieám toái öu  
                         töông öùng vôùi caùc khoùa  Ki <...< Kj , vôùi 1 ≤ i ≤  j ≤ n . 
 Khi ñoù Mij ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc : 

 

 
 Ta tính Mij  baèng caùch laäp baûng nhö thuaät toaùn nhaân toå hôïp nhieàu ma traän. 
Ñeå giöõ veát khoùa ñöôïc choïn laøm goác trong moãi böôùc ta duøng moät baûng (ma traän ) 
root; root[i][j] laø khoùa choïn laøm goác cuûa caây con chöùa Ki,..., Kj. 

Kk 

Ki,...,K    Kk+1,...,Kj

{ }
.

;    

    

,11,

,11,

1
,1

1

1,

iii

j

iq
qjkkijki

j

iq
qjkkijki

k

j

kq
qjk

k

iq
qkijkiij

aM

aMMMin

aMMMin

aaMaMMinM

=

<++=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++++=

∑

∑

∑∑

=
+−≤≤

=
+−≤≤

+=
+

−

=
−≤≤

j.  i  vôùi  
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          Mij 

    1 0 a1       
    j  

   
    2  0 a2        i 
       0 a3        
        0        
                
                   
                
            0    
             0 an  
    n+1            0  
     0 1 2       n  
 
 Thuaät toaùn coù theå moâ taû nhö sau 
input  a[1..n], //chöùa taàn suaát caùc khoùa 
 n; //soá khoùa 
output root[][]// baûng caùc khoùa cuûa caây nhò phaân tìm kieám toái öu. 
 minOBST;//troïng soá cuûa caây nhò phaân tìm kieám toái öu. 
obst(a, n, root, M) ≡ 
 double m[][]; 
 * for (i=1→n) //Khôûi ñoäng 
 { 
  M[i][i] = p[i]; 
  M[i][i-1] = 0; 
  root[i][i] = i; 
 } 
 M[n+1][n] = 0; 
  
 * for (diag = 1→n-1) 
  for (i=1 → n-diag) 
  { 
   j = i + diag; 

   ; 

   root[i][j] = k;//Chæ soá giaù trò nhoû nhaát m[i][jï] 
  } 

* minOBSST = M[1][n];  
* return  minOBSST; 

4. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn

∑
=≤≤

+++−=
j

iqjki
qajkMkiMMinjiM ][])][1[]1][[(]][[

 
 T(n) ∈ O(n3) 
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5. Caøi ñaët 
double obst(double a[max],int n, mat root, mat M) 
{ 
 int i, j, k, diag,csm; 
 double min; 
 for (i = 1; i <= n; i++) 
 { 
  M[i][i] = p[i]; 
  M[i][i-1] = 0; 
  root[i][i] = i; 
 } 
 M[n+1][n] = 0; 
 for (diag = 1; diag <= n-1; diag++) 
  for (i = 1; i <= n - diag; i++) 
  { 
   j = i + diag; 
   csm = i; 
   min = M[i][i-1] + M[i+1][j]; 
   for (k= i; k <= j; k++) 
    if ( min > (M[i][k-1]+M[k+1][j]) ) 
    { 
     min =  M[i][k-1]+M[k+1][j]; 
     csm =  k; 
    } 
   root[i][j] = csm; 
   for (int q = i; q <= j; q++) 
    min += a[q]; 
   M[i][j] = min; 
  } 
 return M[1][n]; 
} 

V. Daõy chung daøi nhaát cuûa 2 daõy soá 

1. Baøi toaùn 
 Cho caùc daõy soá nguyeân : a = (a1,…, am ), b = (b1, …, bn ) . 
 Tìm moät daõy daøi nhaát c nhaän ñöôïc töø a  vaø b nhö sau : trong a xoùa ñi moät soá 
phaàn töû,  trong b xoùa ñi moät soá phaàn töû ( caùc phaàn töû bò xoùa ñi trong a vaø b khoâng 
nhaát thieát laø truøng chæ soá ). 
 Ta noùi c laø daõy con chung daøi nhaát nhaän ñöôïc töø  a vaø b. 
 
Ví duï : 
 Vôùi caùc daõy a, b cho nhö sau : 
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i 1 2 3 4 5 6 7 
a 3 5 1 3 5 5 3 
b 1 5 3 5 3 1  

 
 Daõy con chung daøi nhaát c laø : 
 

i 1 2 3 4 5 6 7 
 1 5 5 3       
c 1 3 5 3    
 5 3 5 3    

 

2. YÙ töôûng 
 ∀i ∈{1, …,m}, ∀j ∈{1, …,n}, neáu ta goïi Lij laø ñoä daøi cuûa daõy con daøi nhaát 
cuûa a[1…i] vaø b[1…j] thì khi ñoù Lmn chính laø ñoä daøi cuûa daõy con daøi nhaát cuûa a vaø 
b. 

Vaäy ta caàn tính caùc Lij .  
Moät caùch tieáp caän töï nhieân cuûa thuaät toaùn laø töø döôùi leân. Lôøi giaûi toái öu cuûa 

caùc daõy coù ñoä daøi ngaén hôn seõ ñôïc tính toaùn vaø löu tröû laïi ñeå söû duïng laïi vieäc xeùt 
caùc daõy coù ñoä daøi daøi hôn.  

3. Thuaät toaùn 
Maáu choát cuûa thuaät toaùn laø tính caùc Lij . 

• Ñaàu tieân ta xeùt trong tröôøng hôïp daõy a coù 1 phaàn töû, hoaëc daõy b coù 1 phaàn 
töû. 

 
Deã thaáy laø: 

 Töông töï : 

  
• Toång quaùt, vôùi i >1, j > 1 : 

Xeùt 2 tröôøng hôïp sau : 
TH1 : ai = bj . 
 Suy ra raèng  Lij = Li-1,j-1 + 1; 
 
TH1 : ai ≠ bj . 
 * Neáu ai ∈ b[1…j] thì roõ raøng laø ai ∈ b[1…j-1], neân  : Lij = Li,j-1 . 
 * Neáu bj ∈ a[1…i] thì roõ raøng laø bj ∈ a[1…i-1], neân  :  Lij = Li-1,j . 
  Vaäy ta coù : 

⎩
⎨
⎧

=
laïi Ngöôïc1;

j]b[1 trong coù khoâng  Neáu L1
1

;0 a
L j  

⎩
⎨
⎧

=
laïi Ngöôïc1;

i]a[1 trong coù khoâng b Neáu L1
1

;0
iL  

 },,{ 1,1,11, xLLLMaxL jijijiij += −−−−  
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 trong ñoù : 

 
 Ta coù theå  xem L laø moät   m

⎩
⎨
⎧ =

=
laïi Ngöôïc 

  Neáu 

;0

;1 ji ba
x  

×n  ma traän : (Lij)mxn.Ta tính vaø laøm ñaày caùc 
phaàn töû cuûa ma traän naøycoù theå  xem 
 Tính Lij, caàn phaûi bieát  . Ta tính caùc phaàn töû cuûa ma traän 

L töø goùc beân traùi laàn löôït theo caùc ñöôøng cheùo song song vôùi ñöông cheùo ngöôïc 
 
 

... n  

1, −jiL , jiL ,1− , 1,1 −− jiL

 1 2 3  j  
1          
2          
3          
          
.          
.     X     
.          
m         X  
          
          

 
 
 
 
 
 

 

 

          

 
 
 
 
 
 
  Lij 

 
  Lmn

 

 
Input a,b,m,n 
Output L 
Qhd(a,m,b,n,L) ≡ 
  for (i = 1; i <= m;i++) 
  if(b1 ∈ a[1..i]) 
   Li1 = 1; 
  else 
   L  = 0; 

  if( a1 ∈ b[1..j]) 
   L[1][j] = 1; 
  else 
   L[1][j] = 0; 
 for (i =2; i <= m; i++) 
  for(j = 2; j <= n; j++) 
   + if(a[i] == b[j]) 
    x = 1; 
     else 
    x = 0; 
   +

          i 

 

i1

 for (j = 1; j <= n;j++) 

 },,{ 1,1,11, xLLLMaxL jijijiij += −−−− ; 
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 return Lmn ; 
 
Ghi chuù : 
 Ñeå tìm daõy c töø ma traän L, ta xuaát phaùt töø oâ Lmn . 
 Giaû söû ñang ôû oâ Lij , vaø caàn xaùc ñònh ci . (1 ≤  i ≤ Lmn ). 
 Neáu ai = bj thì  ci  = ai  , coøn ngöôïc laïi  thì  Lij = Li,j-1 hoaëc Lij = Li-1,j . 
 Neáu  Lij = Li,j-1 ta ñi ñeán oâ  Li,j-1, coøn neáu Lij = Li-1,j thì ñi ñeán oâ  Li-1,j  
 
Minh hoïa : 
 Vôùi döõ lieäu a, b nhö treân, ta coù : 
  

 ;  c = ( 1, 5, 5, 3) 

 

4. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn

( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==
×

443321
333221
333221
332211
322111
222110
111100

67ijLL

 
 T(n) ∈ O(n2 ). 
 

5. Caøi ñaët 
 int Bt_Dcnd(int a[MAX], int m, int b[MAX], int n, int L[MAX][MAX]) 
{ 
 int i, j, x; 
 for (i = 1; i <= m;i++) 
  if( Thuoc(a,i,b[1] )) 
   L[i][1] = 1; 
  else 
   L[i][1] = 0; 
 for (j = 1; j <= n;j++) 
  if( Thuoc(b,j,a[1] )) 
   L[1][j] = 1; 
  else 
   L[1][j] = 0; 
 for (i =2; i <= m; i++) 
  for(j = 2; j <= n; j++) 
  { 
   if(a[i] == b[j]) 
    x = 1; 
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   else 
    x = 0; 
   L[i][j] = Max(L[i][j-1], L[i-1][j], L[i-1][j-1]+ x); 
  } 
 int k = L[m][n]; 
 return k; 
} 
//******************* 
void Dcdn(int a[MAX],int b[MAX],int m,int n,int L[MAX][MAX],int c[MAX], int 
&l) 
{ 
 int i = m, j = n; 
 l = 0; 
 while ( i > 0 && j > 0) 
 { 
  if( a[i] == b[j]) 
  { 
   l++; 
   c[l] = a[i]; 
   i--; j--; 
  } 
  else 
   if(L[i][j] ==L[i][j-1]) 
    j--; 
   else 
    i--; 
 } 
 for(i = 1; i <= l/2; i++) 
  Hv(c[i], c[l-i+1]);//Ñoåi choã. 
} 

VI. Baøi toaùn ngöôøi du lòch 
 Baøi toaùn ngöôøi du lòch ta ñaõ giaûi baèng caùc phöông phaùp : 

- Tham lam : Lôøi giaûi tìm ñöôïc khoâng chaéc toái öu. 
- Nhaùnh caän : Lôøi giaûi tìm ñöôïc toái öu. 

Trong phaàn naøy, ta tieáp caän caùch giaûi baûi toaùn naøy baèng phöông phaùp quy 
hoaïch ñoäng.  
 n thaønh phoá ñöôïc ñaùnh soá töø 1 ñeán n.  Ñöôøng ñi töø thaønh phoá i ñeán thaønh phoá 
j xem nhö laø cung ñi töø ñænh i ñeán ñænh j cuûa ñôn ñoà thò coù höôùng. Chi phí ñi töø i ñeán 
j laø troïng soá m(i,j) cuûa cung (i,j). 
 Vaäy baøi toaùn nguôøi du lòch coù theå xem laø tìm moät chu trình xuaát phaùt töø ñænh 
i naøo ñoù cuûa ñôn ñoà thò coù höôùng coù troïng soá G=(V,E), ñi qua moãi ñænh ñuùng 1 laàn 
sao cho coù troïng soá nhoû nhaát. 
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1. YÙ töôûng 
  Giaû söû coù moät chu trình thoûa yeâu caàu baøi toaùn vaø baét ñaàu töø ñænh 1 veà ñænh 1. 
Khi ñoù chu trình naøy bao goàm cung (1,k), vôùi k ∈ V\{1}, vaø ñöôøng ñi töø k ñeán 1, ñi 
qua moãi ñænh coøn laïi thuoäc V\{1,k}, moãi ñænh ñuùng 1 laàn. 
 Neáu chu trình naøy coù troïng soá nhoû nhaát ( toái öu ), thì theo nguyeân lyù toái öu 
ñöôøng ñi töø k ñeán 1 cuõng coù troïng soá nhoû nhaát ( toái öu ). 

2. Thieát keá thuaät toaùn 
 Bieåu dieãn G baèng ma traän keà :   ( )

nnijCC
∗

= , vôùi : 

 

 
 Xeùt taäp S ⊂ V\{1} vaø  i ∈ (V\{1})\S. Ta goïi : 

d(i,S)  =  Troïng soá cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát ñi töø  ñænh  i ñeán  ñænh 1  
           ñi qua moãi ñænh trong S ñuùng 1 laàn. 

Vaäy vôùi 2 ≤ i ≤ n  : 
- Neáu S = ∅, roõ raøng laø : 
 d(i, ∅) = ;  
- Neáu S ≠ ∅  : 
 

Khi ñoù, troïng soá cuûa chu trình ngaén nhaát ñi töø 1 ñeán 1 seõ laø : 
 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉∞
=

∈>
=

Eji
ji

Ejijim
Cij

),(;
;0

),(;0),(
 

1iC

{ }}){\,(),( kSkdCMinSid ikSk
+=

∈
 

{ }}),1{\,(})1{\,1( 12
kVkdCMinVd knk

+=
≤≤

 

 
 Ñeå tính   ta caàn coù , vôùi 2 ≤ k ≤ n. 
 Toång quaùt, ta caàn tính  caùc , S ⊂ V\{1} vaø  i ∈ (V\{1})\S . 
 
 Ñaàu tieân ta tính vaø löu tröû  d(i, ∅) ; d(i, S) vôùi S  chæ coù 1 phaàn töû ; d(i, S) 
vôùi S coù 2 phaàn töû , . . .cho ñeán khi tính ñöôïc caùc  vôùi  2 ≤ k ≤ n. 
 
Input    :  C 
Output   :  
Moâ taû: 
Böôùc 0 : 

- Khôûi taïo : d(i, ∅) = ; 2 ≤ i ≤ n  
Böôùc 1 : 
 - Vôùi  S ⊂ V\{1} vaø ⎜S⎜= 1;  ∀ i ≠ 1 vaø i ∉ S : 

})1{\,1( Vd }),1{\,( kVkd
),( Sid

}),1{\,( kVkd

})1{\,1( Vd  

1iC

{ }}){\,(),( kSkdCMinSid ikSk
+=

∈
 

 .  
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 . 
Böôùc n-2 : 
 - Vôùi  S ⊂ V\{1} vaø ⎜S⎜= n-2;  ∀ i ≠ 1 vaø i ∉ S : 

{ }}){\,(),( kSkdCMinSid ikSk
+=

∈
 

Böôùc n-1 : 
{ }}),1{\,(})1{\,1( 12

kVkdCMinVd knk
+=

≤≤
 

 
Minh hoïa :                                                                         5                                
 Xeùt ñoà thò sau : 

      
 

                                                                                                       12                     
                                                                                                                             13
* Khi S = ∅ :                     8 

d(2, ∅) =  = 5 
d(3, ∅) =  = 6 
d(4, ∅) =  = 8 

 
* Khi S laø taäp chæ coù 1 phaàn töû  ≠ 1vaø  i ∈ (V\{1})\S 

d(2,{3}) = + d(3, ∅) = +  = 15 
d(2,{4}) = + d(4, ∅) = 18 
d(3,{2}) = + d(2, ∅) = 18 
d(3,{4}) = + d(4, ∅) = 20 
d(4,{2}) = + d(2, ∅) = 13 
d(4,{3}) = + d(3, ∅) = 15 

 
* Khi S laø taäp coù 2 phaàn töû  ≠ 1 vaø  i ∈ (V\{1})\S 

d(2,{3,4}) = Min{ + d(3, {4}), + d(4,{3})} = 25 
d(3,{2,4}) = Min{ + d(2, {4}), + d(4,{2})} = 25 
d(4,{2,3}) = Min{ + d(2, {3}), + d(3,{2})} = 23 

 
* Cuoái cuøng ta coù: 

d(1,{2,3,4})  = Min{ + d(2, {3,4}), + d(3,{2,4}),, + d(4,{2,3})}  
= Min{10+25, 15+25, 20+23} 
= Min{35, 40, 43} = 35. 

 

                                                                                                10                             

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
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2015100

C            6      15       9              20      8     10                             

 
          9 
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Caùch tìm caùc ñænh naèm treân chu trình coù troïng soá nhoû nhaát töông öùng nhö sau : 
- Goïi  J(i,S) laø ñænh laøm cho { }}){\,( kSkdCMin ikSk

+
∈

 ñaït min. 

 Ta coù : 
 J(1,{2,3,4})  =  2 
 J(2,{3, 4})  =  4 
 J(4, {3})  =  3 
Vaäy chu trình ngaén nhaát laø :  1 → 2 → 4 → 3 → 1 

3. Ñoä phöùc taïp cuûa thuaät toaùn 
 Ta xeùt thôøi gian thöïc hieän  T(n) cuûa d(i,S) : 

- i coù n-1  löïa choïn. 
- ∀i=2,..,n : Soá caùc taäp S coù k phaàn töû  khaùc  1,i  laø  

Do ñoù : 

Maët khaùc khi tính d(i,S) vôùi S goàm k phaàn töû, ta caàn thöïc hieän k-1 pheùp so 
saùnh ñeå xaùc ñònh  min. Neân thôøi gian thöïc hieän cuûa thuaät toaùn laø 
 

BAØI TAÄP

k
nC 2− . 

2
2

0
2 2)1()1()( −

−

=
− −=−= ∑ n

n

k

k
n nCnnT  

nn 22 . 

 
 
Baøi 1 :   
 Cho moät baûng chöõ nhaät m haøng, n coät. Moãi  oâ cuûa baûng chöùa moät soá nguyeân 
döông. Haõy tìm moät ñöôøng ñi töø coät  1  ñeán coät m, ñi qua ñuùng  m  oâ sao cho toång 
giaù trò caùc oâ laø nhoû nhaát.    
 
Baøi 2 :   
 Cho moät daõy soá nguyeân  a1, a2, . .,an . Haõy xoùa moät soá löôïng ít nhaát caùc soá 
trong daõy sao cho daõy coøn laïi ( vaãn giöõ nguyeân thöù töï ) laø moät daõy khoâng giaûm. 
 
Baøi 3 : 

Cho n loaïi tieàn xu töông öùng vôùi caùc giaù trò  k1,k2,..,kn  xu. Caàn ñoåi T ñoàng 
(tieàn giaáy)  ra tieàn  xu sao cho soá xu caàn duøng laø ít nhaát. Cho 1 ñoàng baèng 100 xu. 
 
Baøi 4 :   

Cho n loaïi ñoà vaät, moãi loaïi coù soá löôïng khoâng haïn cheá. Trong moãi loaïi, caùc 
ñoà vaät coù troïng löôïng nhö nhau vaø coù giaù trò nhö nhau.  

Vôùi moïi  i ∈ {1,..,n}, ñoà vaät loaïi thöù  i  coù troïng löôïng laø  wi vaø giaù trò laø  pi . 
Coù moät chieác tuùi xaùch vôùi giôùi haïn troïng löôïng laø  m.  
Caàn choïn caùc vaät töø n loaïi ñoà vaät treân ñeå ñaët vaøo chieác tuùi xaùch sao cho thu 

ñöôïc chieác tuùi xaùch coù giaù trò nhaát. 
 
Baøi 5 : 
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 Caøi ñaët haøm Ackerman : 
 

 
Baøi 6
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Baøi 7 : 
 Tính caùc soá Catalan : 

Baøi 8 

*
1

1
;)()()( NninTiTnT

n

i
∈−= ∑

−

=

 

: 
 Cho a laø moät daõy caùc soá nguyeân döông. 
 Tìm trong a moät daõy con giaûm daàn daøi nhaát. 
Baøi 9 : 
 Caøi ñaët haøm : 

f(x,k)   =    Soá caùch phaân tích x thaønh toång caùc soá nguyeân toá  
                maø moãi soá nguyeân toá xuaát hieän trong toång khoâng quaù k laàn. 
 
Baøi 10 : 
 Coù n ngöôøi xeáp haøng mua veù xe. Trong haøng, ta ñaùnh soá theo thöù töï töø 1 ñeán 
n. Thôøi gian baùn veù cho ngöôøi thöù  i laø ti. Moãi ngöôøi caàn mua 1 veù nhöng coù theå 
ñöôïc mua toái ña 2 veù. Moät ngöôøi coù theå mua hoä cho ngöôøi  ñöùng sau mình. Ngöôøi 
thöù  i mua veù hoä cho ngöôøi thöù  i+1 thì thôøi gian mua veù cho 2 ngöôøi laø ri. 
 Xaùc ñònh phöông aùn sao cho n ngöôøi ñeàu coù veù vôùi thôøi gian  ít nhaát. 
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PHUÏ LUÏC 
 
 Döõ lieäu söû duïng trong caùc thuaät toaùn ñöôïc trình baøy trong giaùo trình thöôøng 
ñöôïc löu tröû trong caùc maûng 1 chieàu, maûng 2 chieàu vuoâng. Ñeå traùnh vieäc nhaäp lieäu 
nhieàu laàn laøm maát thôøi gian trong khi thöïc haønh, ñoàng thôøi chuaån bò tröôùc döõ lieäu ñeå 
kieåm tra keát quaû thuaät toaùn, caùc döõ lieäu ñaàu vaøo seõ ñöôïc toå chöùc vaø löu tröû trong 
caùc teäp vaên baûn. Trong chöông trình theå hieän thuaät toaùn, chæ caàn vieát theâm moät haøm 
chuyeån döõ lieäu töø teäp vaøo maûng. 
I. Maûng 1 chieàu : 
1. Ñònh daïng : 
- Doøng 1 :  n 
 ( laø moät soá nguyeân döông, chæ kích thöôùc söû duïng cuûa maûng ) 
- Doøng 2 : 
  Caùc soá chæ caùc phaàn töû cuûa maûng. Hai soá taùch bieät baèng 1 khoaûng traéng. 
2. Soaïn thaûo teäp döõ lieäu  : 
 Coù theå söû duïng caùc phaàn meàm soaïn thaûo vaên baûn trong cheá ñoä khoâng ñònh 
daïng, nhö NC, NOTEPAD, hoaëc caøi ñaët thaønh moät haøm rieâng thöïc hieän vieäc nhaäp 
lieäu töø baøn phím roài ghi vaøo teäp. 
3. Haøm chuyeån döõ lieäu töø teäp vaên baûn vaøo maûng 1 chieàu : 
//Ñoïc döõ lieäu töø teäp f, roài ghi vaøo daõy a. 
void Tep_Day(char *f, Day a, int &n) 
{ 
  ifstream in(f); 
 if(!in) 
 { 
  cout<<"\nKhong mo duoc tep "<<f; 
  getch(); 
  exit(1) ; 
 } 
 in>>n; 
 for( int i = 1; i <= n; i++) 
  in>>a[i]; 
 in.close(); 
} 
 
II. Maûng 2 chieàu vuoâng (ma traän vuoâng): 
1. Ñònh daïng : 
- Doøng 1 :  n 
 ( laø moät soá nguyeân döông, chæ kích thöôùc cuûa ma traän vuoâng) 
- n doøng tieáp theo, moãi doøng n  soá . 
  Caùc soá chæ caùc phaàn töû cuûa ma traän . Hai soá taùch bieät baèng 1 khoaûng traéng. 
2. Soaïn thaûo teäp döõ lieäu  : 
  Nhö maûng 1 chieàu. 
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3. Haøm chuyeån döõ lieäu töø teäp vaên baûn vaøo ma traän vuoâng. 
//Ñoïc döõ lieäu töø teäp f, roài ghi vaøo ma traän  a. 
void Tep_Mat(char *f, mat a, int &n) 
{ 
 ifstream in(f); 
 if(!in) 
 { 
  cout<<"\nKhong mo duoc tep "<<f; 
  getch(); 
  exit(1) ; 
 } 
  in>>n ; 
 int i, j; 
 for(i = 1; i <= n; i++) 
  for(j = 1; j <= n; j++) 
   in>>a[i][j]; 
 in.close(); 
} 
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