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Giới thiệu môn học 
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2 GIỚI THIỆU MÔN HỌC 
 

1. GIỚI THIỆU CHUNG: 

Toán cao cấp A1 là học phần đầu tiên của chương trình toán dành cho sinh 
viên các nhóm ngành thuộc khối kỹ thuật. Để học tốt môn Toán cao cấp theo 
phương thức Đào tạo từ xa, bên cạnh các học liệu: sách, giáo trình in, băng đĩa 
hình,..., sách hướng dẫn cho người học toán cao cấp là rất cần thiết. Tập sách 
hướng dẫn này được biên soạn là nhằm mục đích trên. Tập sách được biên soạn 
theo chương trình qui định năm 2001 của Bộ Giáo dục Đào tạo và theo đề 
cương chương trình được Học viện Công nghệ BC-VT thông qua năm 2004. 

Sách hướng dẫn học toán cao cấp A1 bám sát các giáo trình của các trường 
đại học kỹ thuật, giáo trình dành cho hệ chính qui của Học viện Công nghệ BC-
VT biên soạn năm 2001 và kinh nghiệm giảng dạy nhiều năm của tác giả. 
Chính vì thế, tài liệu này có thể dùng để học tập và tham khảo cho sinh viên của 
tất cả các trường, các ngành đại học và cao đẳng. 

Cách trình bày trong sách thích hợp cho người tự học, đặc biệt phục vụ đắc 
lực trong công tác đào tạo từ xa. Trước khi nghiên cứu các nội dung chi tiết, 
người đọc nên xem phần hướng dẫn của mỗi chương để thấy được mục đích, 
yêu cầu chính của chương đó. Trong mỗi chương, mỗi nội dung, người đọc có 
thể tự đọc và hiểu được cặn kẽ thông qua cách diễn đạt và chứng minh rõ ràng. 
Sau các chương, người đọc phải tự trả lời được các câu hỏi ôn tập. Nhờ các ví 
dụ minh hoạ được đưa ra từ đơn giản đến phức tạp, người đọc có thể coi đó là 
bài tập mẫu để tự giải các bài tập có trong tài liệu. Người đọc có thể tự kiểm tra, 
đánh giá kiến thức, khả năng thu nhận dựa vào phần hướng dẫn và đáp số được 
cung cấp ở những trang cuối sách.  

Cũng cần nhấn mạnh rằng, nội dung chính của toán cao cấp là phép tính vi 
phân và phép tính tích phân mà nền tảng của nó là phép tính giới hạn của hàm 
số. Chính vì thế chúng tôi trình bày khá tỉ mỉ hai chương đầu của tài liệu để 
người học tự đọc cũng có thể có được các kiến thức vững vàng để đọc tiếp các 
chương sau. Trong quá trình tự đọc và học qua mạng, tuỳ theo khả năng tiếp 
thu, học viên có thể chỉ cần nhớ các định lý và bỏ qua phần chứng minh của nó.  
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Nhân đây tác giả cũng lưu ý rằng ở bậc trung học phổ thông của nước ta, 
chương trình toán cũng đã bao hàm các kiến thức về vi, tích phân. Tuy nhiên 
các nội dung đó chỉ mang tính chất giới thiệu do lượng thời gian hạn chế, do 
cấu tạo chương trình. Vì thế nếu không tự đọc một cách nghiêm túc các định 
nghĩa, định lý cũng sẽ vẫn chỉ nắm được một cách hời hợt và như vậy rất gặp 
khó khăn trong việc giải các bài tập toán cao cấp. 

 Sách gồm 5 chương tương ứng với học phần gồm 60 đến 75 tiết: 

 Chương I: Giới hạn của dãy số. 

 Chương II: Hàm số một biến số. 

 Chương III: Phép tính vi phân hàm số một biến số. 

 Chương IV: Phép tính tích phân. 

 Chương V: Lý thuyết chuỗi 

2. MỤC ĐÍCH MÔN HỌC 

Học phần này sẽ cung cấp các kiến thức về phép tính vi, tích phân của hàm 
số một biến, số thực và phép tính vi phân của hàm nhiều biến số. Nội dung của 
học phần tuân thủ theo quy định về học phần Toán cao cấp A1 của Bộ GD-ĐT 
dành cho các Trường thuộc khối ngành công nghệ.  

3. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU MÔN HỌC 

Để học tốt môn học này, sinh viên cần lưu ý những vấn đề sau : 

1- Thu thập đầy đủ các tài liệu : 

◊ Bài giảng: Toán cao cấp A1.Vũ Gia Tê, Nguyễn Phi Nga, Học viện 
Công nghệ BCVT, 2005.  

◊ Sách hướng dẫn học tập và bài tập: Toán cao cấp A1. Vũ Gia Tê, 
Nguyễn Phi Nga, Học viện Công nghệ BCVT, 2005.  

◊ Bài giảng điện tử: Toán cao cấp A1. Học viện Công nghệ BCVT, 
2005. 

Nếu có điều kiện, sinh viên nên tham khảo thêm: Các tài liệu tham khảo 
trong mục Tài liệu tham khảo ở cuối cuốn sách này. 
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2- Đặt ra mục tiêu, thời hạn cho bản thân: 

 Đặt ra mục các mục tiêu tạm thời và thời hạn cho bản thân, và cố gắng 
thực hiện chúng 

Cùng với lịch học, lịch hướng dẫn của Học viện của môn học cũng như 
các môn học khác, sinh viên nên tự đặt ra cho mình một kế hoạch học tập cho 
riêng mình. Lịch học này mô tả về các tuần học (tự học) trong một kỳ học và 
đánh dấu số lượng công việc cần làm. Đánh dấu các ngày khi sinh viên phải thi 
sát hạch, nộp các bài luận, bài kiểm tra, liên hệ với giảng viên. 

 Xây dựng các mục tiêu trong chương trình nghiên cứu 

Biết rõ thời gian nghiên cứu khi mới bắt đầu nghiên cứu và thử thực hiện, 
cố định những thời gian đó hàng tuần. Suy nghĩ về thời lượng thời gian nghiên 
cứu để  “Tiết kiệm thời gian”. “Nếu bạn mất quá nhiều thì giờ nghiên cứu”, bạn 
nên xem lại kế hoạch thời gian của mình. 

3- Nghiên cứu và nắm những kiến thức đề cốt lõi: 

Sinh viên nên đọc qua sách hướng dẫn học tập trước khi nghiên cứu bài 
giảng môn học và các tài liệu tham khảo khác. Nên nhớ rằng việc học thông qua 
đọc tài liệu là một việc đơn giản nhất so với việc truy cập mạng Internet hay sử 
dụng các hình thức học tập khác. 

Hãy sử dụng thói quen sử dụng bút đánh dấu dòng (highline maker) để 
đánh dấu các đề mục và những nội dung, công thức quan trọng trong tài liệu. 

4- Tham gia đầy đủ các buổi hướng dẫn học tập: 

Thông qua các buổi hướng dẫn học tập này, giảng viên sẽ giúp sinh viên 
nắm được những nội dung tổng thể của môn học và giải đáp thắc mắc; đồng 
thời sinh viên cũng có thể trao đổi, thảo luận của những sinh viên khác cùng 
lớp. Thời gian bố trí cho các buổi hướng dẫn không nhiều, do đó đừng bỏ qua 
những buổi hướng dẫn đã được lên kế hoạch.  

5- Chủ động liên hệ với bạn học và giảng viên: 

Cách đơn giản nhất là tham dự các diễn đàn học tập trên mạng Internet.  
Hệ thống quản lý học tập (LMS) cung cấp môi trường học tập trong suốt         
24 giờ/ngày và 7 ngày/tuần. Nếu không có điều kiện truy nhập Internet, sinh 
viên cần chủ động sử dụng hãy sử dụng dịch vụ bưu chính và các phương thức 
truyền thông khác (điện thoại, fax,...) để trao đổi thông tin học tập. 
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6- Tự ghi chép lại những ý chính: 

Nếu chỉ đọc không thì rất khó cho việc ghi nhớ. Việc ghi chép lại chính là 
một hoạt động tái hiện kiến thức, kinh nghiệm cho thấy nó giúp ích rất nhiều 
cho việc hình thành thói quen tự học và tư duy nghiên cứu.  

7- Trả lời các câu hỏi ôn tập sau mỗi chương, bài. 

Cuối mỗi chương, sinh viên cần tự trả lời tất cả các câu hỏi. Hãy cố gắng 
vạch ra những ý trả lời chính, từng bước phát triển thành câu trả lời hoàn thiện. 

Đối với các bài tập, sinh viên nên tự giải trước khi tham khảo hướng dẫn, 
đáp án. Đừng ngại ngần trong việc liên hệ với các bạn học và giảng viên để 
nhận được sự trợ giúp. 

Nên nhớ thói quen đọc và ghi chép là chìa khoá cho sự thành công của 
việc tự học! 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

1.   

2.  CHƯƠNG I: GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ  
 

1.1 MỤC ĐÍCH 

Trong nhiều vấn đề lý thuyết cũng như thực tế, người ta phải xét những đại 
lượng mà trong quá trình biến thiên đại lượng đó lấy những giá trị rất gần đến 
một hằng số a nào đấy. Trong quá trình này, ta gọi đại lượng đang xét là dần 
đến a hay có giới hạn là a. Như vậy đại lượng có giới hạn là a có thể đạt được 
giá trị a và cũng có thể không bao giờ đạt được giá trị a, điều này trong quá 
trình tìm giới hạn không cần quan tâm đến.  

Ví dụ: 
1. Gọi x là biên độ của một con lắc tắt dần. Rõ ràng trong quá trình dao 

động, biên độ của nó giảm dần tới 0 và thực tế sau khoảng thời gian xác định 
con lắc dừng lại, ta nói rằng x có giới hạn là 0 trong quá trình thời gian trôi đi.  

2. Xét dãy số (un) có dạng 
1+

=
n

nun . Quá trình n tăng lên mãi thì un tăng 

dần về số rất gần 1. Nói rằng dãy số có giới hạn là 1 khi n  tăng lên vô cùng. 
       Giới hạn là một khái niệm khó của toán học. Khái niệm giới hạn được cho 
bởi từ “gần”, để mô tả định tính. Còn định nghĩa chính xác của nó cho bởi cụm 
từ “ bé hơn ε ” hoặc “lớn hơn  M” để mô tả định lượng sẽ được giới thiệu trong 
chương này. Khi đã hiểu được khái niệm giới hạn thì sẽ dễ dàng hiểu được các 
khái niệm đạo hàm, tích phân. Bởi vì các phép toán đó đều xuất phát từ phép 
tính giới hạn. 

Trong mục thứ nhất cần hiểu được vai trò thực sự của số vô tỉ. Nhờ tính 
chất đầy của tập số thực mà người ta có thể biểu diễn tập số thực trên trục số - 
gọi là trục thực và nói rằng tất cả các số thực lấp đầy trục số. Nói khác đi có sự 
tương ứng 1-1 giữa các số thực và các điểm trên trục số. Cũng nên nhận xét 
được tập Q không có tính đầy. Học viên cần nắm chắc khái niệm trị tuyệt đối 
của một số thực và các phép tính về nó. 

Trong mục thứ hai cần hiểu được vai trò của số phức về mặt lý thuyết cũng 
như ứng dụng sau này trong kỹ thuật. Thực chất một số phức z là một tương 
ứng  1-1 với cặp có thứ tự các số thực (x,y). Cần phải nắm vững khái niệm 
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modul và acgumen của số phức và các dạng biểu diễn số phức: dạng đại số, 
dạng lượng giác, dạng hàm mũ. Từ đó có thể làm thông thạo các phép tính trên 
tập C, đặc biệt dùng công thức Moivre trong các ứng dụng vào lượng giác. 

Trong mục thứ ba cần nắm vững khái niệm hội tụ, có giới hạn và phân kỳ 
của dãy số. Nắm vững các tính chất: bị chặn, không bị chặn, đơn điệu của dãy 
số. Nhờ vào các tính chất này mà thiết lập được các điều kiện cần, điều kiện đủ 
để dãy số có giới hạn. Khái niệm dãy con của một dãy số cũng là một khái niệm 
khó. Người học phải đọc kỹ định nghĩa và cố gắng hình dung để hiểu rõ khái 
niệm này. Đôi khi sự hội tụ hay phân kỳ của một dãy số có thể nhận biết nhờ 
vào tính chất của vài dãy con. Đặc biệt phải nắm được khái niệm hai dãy kề 
nhau để từ đó có khái niệm về các đoạn lồng nhau được dùng trong chứng minh 
định lý Bolzano-Weierstrass. 

1.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 
1.2.1  Số thực 

a. Các tính chất cơ bản của tập số thực. 
Tất cả các số hữu tỉ và số vô tỉ tạo thành tập hợp số thực. 
Kí hiệu tập số thực là R. Tập số vô tỉ là R\Q. 

 Tính chất 1: Tập R là một truờng giao hoán với hai phép cộng và nhân: (R, 
+ , .). 

 1.     RbaRbaRba ∈∈+∈∀ .,,,

 2. )().(),()(,,, bcacbacbacbaRcba =++=++∈∀     

 3. baababbaRba =+=+∈∀ ,,,  
 4. R có phần tử trung hoà đối với phép cộng là 0 và đối với phép nhân là 1 
    aaaRa =+=+∈∀ 00,  
                  =    = a  1.a a.1

 5. Phân phối đối với phép cộng 
    acabcbaRcba +=+∈∀ )(,,,  
                     cabaacb +=+ )(  
 6. Tồn tại phần tử đối của phép cộng 
    0)(),(, =−+−∃∈∀ aaaRa  
    Tồn tại phần tử nghịch đảo của phép nhân 
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     1.,},0{\, 11** =∃=∈∀ −− aaaRRRa

 Tính chất 2: Tập R được xếp thứ tự toàn phần và đóng kín đối với các 
số thực dương. 

 1. hoặc baRba <∈∀ ,, ba =  hoặc  ba >

 2.       
bcacbaRcRba
cbcabaRcba

≤⇒≤∈∈∀
+≤+⇒≤∈∀

+ ,,,
,,,  

 3. +++ ∈∈+∈∀ RabRbaRba ,,,  
 Tính chất 3: Tập R là đầy theo nghĩa sau đây: Mọi tập con X không 
rỗng của R bị chặn trên trong R đều có một cận trên đúng thuộc R và 
mọi tập con không rỗng X của R bị chặn dưới trong R đều có một cận 
dưới đúng thuộc R. 

b. Tập số thực mở rộng 
Người ta thêm vào tập số thực R hai phần tử kí hiệu là  và . Tập số 

thực mở rộng kí hiệu là 
∞− ∞+

R và { }+∞∞−∪= ,RR , các phép toán + và ., quan hệ thứ tự 
được định nghĩa như sau: 

1.        Rx∈∀
−∞=+−∞=−∞+
+∞=++∞=+∞+

xx
xx

)()(
)()(  

2.                 
−∞=−∞+−∞
+∞=+∞++∞

)()(
)()(  

3.   { }0,, ** >∈=∈∀ ++ xRxRRx

             
−∞=−∞=−∞
+∞=+∞=+∞

xx
xx

)()(
)()(  

      { }0,, ** <∈=∈∀ −− xRxRRx

                       
+∞=−∞=−∞
−∞=+∞=+∞

xx
xx

)()(
)()(  

4.  
−∞=+∞−∞=−∞+∞
+∞=−∞−∞=+∞+∞

))(())((
))(())((  

5.          Rx∈∀
+∞≤∞+
−∞≤∞−

+∞<<∞− x
 

c. Các khoảng số thực 
  Cho  và .Trong R có chín loại khoảng sau đây: Rba ∈, ba ≤
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      [ ]  được gọi là đoạn hay khoảng đóng bị chặn { bxaRxba ≤≤∈= ;, }

}

}

}

      được gọi là khoảng nửa đóng hoặc nửa mở            [ ) { }
( ] { bxaRxba

bxaRxba
≤<∈=
<≤∈=

;,
;,

      được gọi là các khoảng mở 

[ ) { }
( ] { }
( ) {
( ) { }
( ) { axRxa

xaRxa
bxaRxba

axRxa
xaRxa

<∈=∞−
<∈=+∞
<<∈=

≤∈=∞−
≤∈=+∞

;,
;,

;,
;,

;,

  Các số thực a,b gọi là các mút của khoảng. 

d. Giá trị tuyệt đối của số thực 
 Định nghĩa: Giá trị tuyệt đối của số thực x, kí hiệu x  là một số thực 
không âm xác định như sau 

                         

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤−

≥
=

0

0

xkhix

xkhix
x  

 Tính chất 
1. ),(, xxMaxxRx −=∈∀  

2. 00 =⇔= xx  

3. 

 

nn

n

i
i

n

i
in

xxRx

xxRxxxxNn

yxxyRyx

=∈∀

=∈∀∈∀

=∈∀

∏∏
==

,

,,,,,,

,,

11
321

* K  

4. 
xx

Rx 11,* =∈∀  

5.   
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

   
∑∑
==

≤∈∀∈∀

+≤+∈∀

n

i
i

n

i
in xxRxxxNn

yxyxRyx

11
21

* ,,,,,

,,

K

 

6. 

    

( )

( )yxyxyxMin

yxyxyxMaxRyx

−−+=

−++=∈∀

2
1),(

2
1),(,,

 

7. yxyxRyx −≤−∈∀ ,,  

e. Khoảng cách thông thường trong R 
 Định nghĩa: Khoảng cách trong R là ánh xạ 

                      ( ) yxyx
RRRd

−

→×

a,
:

 

  Đó là hình ảnh trực quan về khoảng cách giữa 2 điểm x và y trên đường 
thẳng trục số thực R. 

 Tính chất 
1.   ( ) yxyxd =⇔= 0,

2.  ( ) ( )xydyxdRyx ,,,, =∈∀

3.  ( ) ( ) ( zydyxdzxdRzyx ,,,,,, +≤∈∀ )

4. ( ) ( ) ( )zydzxdyxdRzyx ,,,,,, ≤−∈∀  

1.2.2  Số phức 
a. Định nghĩa:  
Cho ,một số biểu diễn dưới dạng z=x+iy,trong đó  gọi là 

một số phức.Tập các số phức kí hiệu là C. 
( ) 2, Ryx ∈ 12 −=i

   Gọi x là phần thực của z, kí hiệu Rez =x 
          y là phần ảo của z,kí hiệu là Imz =y 
   Gọi môđun của z,kí hiệu z  xác định bởi số thực không âm 

                         022 ≥=+= ryxz  

 11



Chương 1: Giới hạn của dãy số 

  Gọi Acgumen của z ,kí hiệu Argz xác định bởi số thực                               

                         Argz=
⎩
⎨
⎧

=∈∈
z
xRR θθθ cos;;  và  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=
z
yθsin  ,    với 0≠z  

Như vậy Acgumen của z sai khác nhau Zkk ∈,2π  và Arg0 không xác định. 
Vậy số phức z có các dạng viết: 

1. z =x+iy gọi là dạng chính tắc hay dạng đại số của số phức z . 
2. z = ( )θθ sincos ir +  gọi là dạng lượng giác của số phức z. 

b. Các phép toán trên tập C 
 Phép so sánh bằng nhau 

      ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇔+=+∈∀

'

'
''4'' ,,,,

yy
xx

iyxiyxRyxyx

 Phép lấy liên hợp 
  Cho  ,liên hợp của z,kí hiệu Ciyxz ∈+= z  cho bởi iyxz −=  
 Phép lấy số phức đối 

   Cho z=x+iy∈C,số phức đối của z, kí hiệu –z (đọc là trừ z ) được xác định: 
                                   -z = -x-iy 

 Phép cộng 
   Cho z = x+iy,z’= x’+iy’,tổng của z và z’,kí hiệu z+z’ xác định như sau: 
                                   z+z’=(x+x’)+i(y+y’) 

 Phép nhân 
   Cho z=x+iy và z’=x’+iy’,tích của z và z’,kí hiệu z.z’ xác định như sau: 
                                   z.z’=(xx’-yy’) + i(xy’+x’y) 

 Phép trừ và phép chia 
   Là các phép tính ngược của phép cộng và phép nhân 

                                  
"'."

'

)'('

zzzz
z
z

zzzz

=⇔=

−+=−
   

 Phép luỹ thừa,công thức Moavrờ ( Moivre) 
  Cho ( ) Zkirz ∈∀+= ,sincos θθ  
  Gọi  là luỹ thừa bậc k của z. Bằng qui nạp ,dễ chứng minh được kz

                             ( )θθ kikrz kk sincos +=
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 Phép khai căn bậc n của . *Cz∈

  Cho . Gọi  là căn bậc n của z, kí hiệu ( )θθ sincos,* irzNn +=∈ *C∈ς n z ,xác 
định như sau:                 zn =ς

  Nếu gọi ςρ =  và Φ = Argς  thì  hay là 
⎩
⎨
⎧

+=Φ
=

πθ
ρ

kn
rn

2
nr
1

=ρ  và 

Φ=
n

kπθ 2+  với  1,...,2,1,0 −= nk . 

  Vậy số z có đúng n căn bậc n,  đó là các số phức có dạng: 
                       

         1,...,2,1,02sin2cos
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

= nk
n

ki
n

kr n πθπθς  

c. Áp dụng số phức vào lượng giác 
 Khai triển θθθ tgnnn ,sin,cos  

 Cho .Áp dụng công thức Moivre và công thức nhị thức Newton *, NnR ∈∈θ

               ( ) ∑
=

−=+=+
n

k

kkknk
n

n iCinin
0

sin.cossincossincos θθθθθθ

  1.  θncos  biểu diễn dưới dạng một đa thức của θcos ,gọi đó là công 
thức Chebyshev  loại 1. 

  2.  θnsin  bằng tích của θsin với một đa thức của θcos ,gọi là đa thức 
Chebyshev  loại 2. 

  3.  
L

L

−+−
+−

===
θθ

θθ

θ
θ
θ
θ

θ
θθ 4422

331

1
cos
cos
cos
sin

cos
sin

tgCtgC
tgCtgC

n

n

n
ntgn

nn

nn

n

n
 

 Tuyến tính hoá  θθθθ qppp sin.cos,sin,cos

 Cho 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

+=+=
⇒=∈∈

ω
ωωωθ

ω
ωωωθ

ωθ θ

1sin2

1cos2
,, *

i
eNpR i  

Vậy   
p

pp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ω
ωθ 1cos2  và ( )

p
ppi ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ω
ωθ 1sin2  

Sử dụng công thức nhị thức Newton và xét các trường hợp sau đây: 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 a. Trường hợp  *,2 Nmmp ∈=

       

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=

+++−+=

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∑
−

=

−−

−

−
−

1

0
22

)12(2

2
1

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos
2
12cos

2cos2`)1(2cos22cos2

11cos2

m

k

k
m

m
m

mm

m
m

m
mm

m
mm

m
mm

mmm

kmCC

CCmCm

CC

θθ

θθθ
ω

ω
ω

ωθ

L

L

  

      

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

−
−=

−++−−=

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

∑
−

=

−−

−
−

1

0
22

)12(2

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos)1(
2
)1(12sin

)1()1(2cos22cos2

)1(11sin)1(2

m

k

k
m

km
m

m
mmm

m
m

m
m

m
m

m
m

m
mm

mmmm

kmCC

CmCm

CC

θθ

θθ
ω

ω
ω

ωθ

L

L

 

b.Trường hợp  Nmmp ∈+= ,12

∑
=

+
−+

++

+−
−

++
+++

−+=

++−++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

m

k

k
m

mm

m
mm

m
mm

m
mm

mmm

kmC

CmCm

CC

0
12

212

12
1

12

1212
121

1212
121212

)212cos(2cos

cos2)12cos(2)12cos(2

111cos2

θθ

θθθ

ω
ω

ω
ω

ω
ωθ

L

L

 

( ) θθ

θθθ
ω

ω
ω

ωθ

)212sin()1(12sin

sin)1(2)12sin(.2)12sin(2

11sin)1(2

12
0

212

12
1

12

12
21

1212
121212

kmC

CimCimi

Ci

k
m

m

k

kmmm

m
m

m
m

m
m

mm
mmmm

−+−−=

−++−−+=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

+
=

−+

++

−
−+

++
+++

∑

L

L

 

Để tuyến tính hoá θθ qp sin.cos  trước hết tuyến tính hoá từng thừa số 
, sau đó thực hiện phép nhân rồi cùng tuyến tính hoá các số hạng 

thu được. 
θθ qp sin,cos

1.2.3  Dãy số thực 
a. Các khái niệm cơ bản của dãy số thực 

 Định nghĩa  
Một dãy số thực là một ánh xạ từ N vào R,kí hiệu: 

RNu →:  
hay đơn giản nhất,kí hiệu (un) 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Với xác định, gọi là số phần tử thứ nNnn ∈= 0 0nu 0 của dãy,un thường là một 
biểu thức phụ thuộc vào n gọi là phần tử tổng quát của dãy,chẳng hạn cho các 

dãy sau đây:   ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− +

n
n

nn
11,1,)1(),1( 1  

 Sự hội tụ, sự phân kì của dãy số  
1. Dãy (un) hội tụ về Ra∈  nếu 
       εε <−⇒>∈∀∈∃>∀ aunnNnNn n00 ,,,0  

    Kí hiệu , rõ ràng (uaunn
=

∞→
lim n-a) hội tụ về 0. 

2. Dãy (un) hội tụ nếu có số Ra∈  để aunn
=

∞→
lim  

3. Dãy (un) phân kì nếu nó không hội tụ,nghĩa là: 
        εε ≥−>∈∃∈∀>∃∈∀ aunnNnNnRa n,,,,0, 00  

4. Dãy (un) nhận +∞ làm giới hạn nếu 
       AunnNnA n >⇒>∀∈∃>∀ 00 ,,0  

  Kí hiệu , đôi khi nói rằng (u+∞=
∞→ nn

ulim n) tiến tới +∞  

5. Dãy (un) nhận  -∞  làm giới hạn nếu 
      BunnNnB n <⇒>∀∈∃<∀ 00 ,0   .    

  Kí hiệu  −∞=
∞→ nn

ulim

  Dãy có giới hạn là +∞ hoặc -∞ cũng gọi là phân kỳ.  
 Dãy số bị chặn 

1. Nói rằng (un) bị chặn trên bởi số RA∈  nếu   AuNn n ≤∈∀ ,   . 

2. Nói rằng (un) bị chặn dưới bởi số RB ∈  nếu  BuNn n ≥∈∀ ,   . 

3. Nói rằng (un) là dãy bị chặn nếu tồn tại +∈ RM  sao cho  MuNn n ≤∈∀ , . 

b. Tính chất của dãy hội tụ 
 Tính duy nhất của giới hạn 

Định lí: Dãy (un) hội tụ về a thì a là duy nhất  
 Tính bị chặn 

1. Dãy (un) hội tụ thì bị chặn trong R. 
2. Dãy (un) tiến đến +∞ thì bị chặn dưới. 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

3. Dãy (un) tiến đến -∞ thì bị chặn trên. 
 Tính chất đại số của dãy hội tụ 

 1. auau nnnn
=⇒=

∞→∞→
limlim . 

 2. 0lim0lim =⇔=
∞→∞→ nnnn

uu . 

 3.  bavubvau nnnnnnn
+=+⇒==

∞→∞→∞→
)(limlim,lim . 

 4. auau nnnn
λλ =⇒=

∞→∞→
limlim  . 

 5.  (v,0lim =
∞→ nn

u n) bị chặn 0)(lim =⇒
∞→ nnn

vu . 

 6. abvubvau nnnnnnn
=⇒==

∞→∞→∞→
)(limlim,lim . 

 7. 
b
a

v
ubvau

n

n

nnnnn
=⇒≠==

∞→∞→∞→
lim0lim,lim . 

 Tính chất về thứ tự và nguyên lý kẹp 
1.  Giả sử  .Khi đó ),(lim balunn

∈=
∞→

buannn n <<⇒>∀∃ 00 ,  

2. Giả sử  và lunn
=

∞→
lim 00 ,, nnn >∀∃  có bua n ≤≤  khi đó  bla ≤≤

3.  Giả sử 3 dãy (un),(vn),(wn) thoả mãn: 
         nnn wvunnn ≤≤⇒>∀∃ 00 , và awu nnnn

==
∞→∞→

limlim  

       Khi đó  avnn
=

∞→
lim

4.  Giả sử 0nn >∀  mà nn vu ≤  và +∞=
∞→ nn

ulim .Khi đó  +∞=
∞→ nn

vlim

c. Tính  đơn điệu của dãy số 
 Dãy đơn điệu  

 1. Dãy (un) tăng nếu 1, +≤∈∀ nn uuNn , 

    Dãy (un) tăng ngặt nếu 1, +<∈∀ nn uuNn . 

 2. Dãy (un) giảm nếu  1, +≥∈∀ nn uuNn , 

    Dãy (un)  giảm ngặt nếu 1, +>∈∀ nn uuNn  . 

 3. Dãy (un ) đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. 
    Dãy (un ) đơn điệu ngặt nếu nó tăng  ngặt hoặc giảm ngặt 
Định lí 1: 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 1. Mọi dãy tăng và bị chặn trên thì hội tụ. 
 2. Mọi dãy giảm và chặn dưới thì hội tụ. 

Định lí 2:  
 1. Dãy (un) tăng và không bị chặn trên thì dần đến . ∞+

 2. Dãy (un) giảm và không bị chặn dưới  thì dần đến . ∞−

 Dãy kề nhau 
Hai dãy (un),(vn) gọi là kề nhau khi và chỉ khi (un) tăng (vn) giảm và  

 0)(lim =−
∞→ nnn

uv

Định lí: Hai dãy kề nhau thì hội tụ và có chung một giới hạn l, ngoài ra 
               nnnn vvluuNn <≤≤≤∈∀ ++ 11,  

Hệ quả: (Định lí về các đoạn lồng nhau) 
Cho hai dãy (an),(bn) thoả mãn : [ ] [ nnnnnn bababaNn ,,,, 11 ⊂ ]≤∈∀ ++  và 

 0)(lim =−
∞→ nnn

ab

Khi đó tồn tại duy nhất số  sao cho l [ ] { }lba
Nn

nn =
∈
I ,  

d. Dãy con 
Cho (un),từ các số hạng của nó lập một dãy mới với n)(

knu 1 < n2 < ...< 
nk < .... 

Gọi  là một dãy con của (u)(
knu n).Chẳng hạn: 

       (u2n) và (u2n+1) là các dãy con của (un) 
       ( )2n

u  là các dãy con của (un) 

       không phải là dãy con của (u)( 2 nn
u

− n) vì số hạng u0 xuất hiện 2 lần 
ứng với n=0,n=1 

Định lí : Nếu (un) hội tụ về Ra∈  thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ 
về a 

Hệ quả: Để (un) hội tụ đến  điều kiện cần và đủ là hai dãy con (ul 2n) 
và (u2n+1) đều hội đến . l

Định lí : (Định lí Bônzanô – Vâyơxtrase),(Bolzano -Weierstrass): Từ 
mọi dãy (un) bị chặn đều có thể lấy ra một dãy con hội tụ 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

1.3 CÂU HỎI ÔN TẬP 
Câu 1. Số thực là gì? Nêu các tính chất của số thực. 
Câu 2. Số hữu tỉ có tính đầy không? Cho ví dụ minh hoạ. 
Câu 3. Trục số là gì? Định nghĩa các loại khoảng số thực. 
Câu 4. Trị tuyệt đối của số thực là gì? Nêu các tính chất của nó. 
Câu 5. Số phức là gì? Tại sao trục hoành và trục tung có tên gọi là trục 

thực và trục ảo. 
Câu 6. Nêu các dạng số phức. 
Câu 7. Nêu các phép tính số phức. 
Câu 8. Phép khai căn số phức khác với phép khai căn số thực ở chỗ nào? 
Câu 9. Dãy số thực là gì? 
Câu 10. Định nghĩa sự hội tụ của dãy số thực. Từ đó có thể định nghĩa về sự 

hội tụ của  dãy số phức? 
Câu 11. Thế nào là dãy số bị chặn? 
Câu 12. Thế nào là dãy số đơn điệu? 
Câu 13. Dãy số hội tụ thì bị chặn có đúng không? Ngược lại dãy bị chặn có 

hội tụ không? Tại sao? 
Câu 14. Các dãy không hội tụ có tính chất đại số giống như các dãy hội tụ 

không? 
Câu 15. Nêu điều kiện để một dãy đơn điệu hội tụ. 
Câu 16. Thế nào là hai dãy kề nhau? Thế nào là các đoạn lồng nhau? Nêu 

các tính chất  của chúng. 
Câu 17. Thế nào là một dãy con? Nếu dãy phân kỳ thì các dãy con của nó có 

phân kỳ không? 
Câu 18. Phát biểu định lý Bolzano-Weierstrass. Nếu dãy không bị chặn thì 

có thể lấy ra  một dãy con của nó hội tụ được không? 

1.4 BÀI TẬP CHƯƠNG I 
SỐ THỰC: 

Câu 1. Chứng minh rằng 3  là số vô tỉ. 
Câu 2. Giải các phương trình sau với 3R)z,y,x( ∈ . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

  a)   3x2 + y2 +z2 =2x(y + z).  b)   3x2 + 4y2 +18z2 - 4xy - 12xz = 0  .   

Câu 3. Tìm cận trên đúng,cận dưới đúng (nếu tồn tại) của tập E sau đây 

trên R         }   ,)1(1{ *2 Nnn
n

E
n

∈−
−+

= . 

Câu 4. Bằng định nghĩa  hãy chứng minh sự hội tụ của các dãy cho bởi số 
hạng tổng quát tương ứng và tìm giới hạn của chúng 

   a)   
1+

=
n

nun  .    b)  
1n4

1nu n +
+

= . 

   c)   
13

2

+
=

n
nun .    d)  

n

n

n 4
)3(3u −+

= . 

Câu 5. Tìm giới hạn của các dãy cho bởi số hạng tổng quát dưới đây 
   a)  12 −−= nnxn  .  b)  n)an(nx n −+= . 

   c)  3 3
n n1nx −+= .    d)  33 n1n −+ .  

Câu 6. Chứng minh sự hội tụ và xác định giới hạn của các dãy sau cho bởi 
số hạng tổng quát  tương ứng    

   a)   ∑
= +

n

k kk1 )1(
1   .   b)  

∑

∑

=

=

+

+

n

k

n

k

k

k

0

0

)32(

)13(
.     c)  n nsin3 + . 

Câu 7. Cho  và  b3R)c,b,a( ∈ 2 - 4ac < 0 , (un), (vn) là hai dãy số thực thoả 
mãn điều kiện: 

                               (au
∞→n

lim n
2 + bunvn + cvn

2 ) = 0 

      Chứng minh 0limlim ==
∞→∞→ nnnn

vu .. 

Câu 8. Cho dãy (xn) với xn = xn-1 + 
1nx

1

−

 , x0 = 1 

   a)  Chứng minh (xn) không có giới hạn hữu hạn. 
   b)  Chứng minh . +∞=

∞→ nn
xlim

Câu 9. Cho dãy (xn) với 
n

n
n b

a
x =  trong đó  an = 2an-1 + 3bn-1,   bn = an-1 + 

2bn-1 , a0 > 0,      b0 > 0     
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

   a)  Chứng tỏ rằng an >0,  bn >0   Nn∈∀ . 
   b)  Biểu diễn xn+1 qua xn.

   c)  Tính xn+1 - xn và chứng tỏ rằng (xn) đơn điệu. Hãy tìm x
∞→n

lim n

Câu 10. Chứng tỏ rằng các dãy sau có giới hạn hữu hạn 

   a)  
22n n

1
2
11x +++= L .    b)  

!n
1

!2
1x n ++= L . 

Câu 11. Chứng tỏ các dãy sau có giới hạn là +∞  

   a)  
n

1
2

11x n +++= L .  

  b)  
n

1nlog
2
3log

1
2logx aaan

+
+++= L  ,  a>1. 

Câu 12. Tìm giới hạn của dãy sau: 

   a)  1
x

2x
1n

n +=
−

,   x0 = 1 . 

   b)  1nn x1x −+= , x0 = 3 . 

   c)  xn(3 + xn-1) + 1 = 0,  x0 = 1. 

   d)  1nn xax −+=   (n > 1),  x1 = a  , a >0. 

   e)  
2

xx
x 1nn

1n
−

+

+
= ,   x1 = 0, x2 = 1. 

   f)  
2

x
2
1x

2
1n

n
−+= ,   x1 = 

2
1 . 

   g)  
1n

2
1n

n x2
x5

x
−

−+
= ,  x1 > 5. 

Câu 13. Chứng minh rằng một dãy đơn điệu có giới hạn nếu nó có một dãy 
con có giới hạn. 

Câu 14. Chứng minh rằng nếu ba dãy con (x2n), (x2n+1) và (x3n) hội tụ thì dãy 
(xn) hội tụ. 

        Có thể thay số 2 bởi số tự nhiên k >2 được không?. 

Câu 15. Nếu (hữu hạn hay vô hạn).Có thể nói gì về ax n →
n

1n

n x
x

lim +

∞→
. 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

SỐ PHỨC 
Câu 1. Cho E,F,G,H , xác định bởi các hệ thức sau: 2R⊂

          E:        
22

22

yx
xyx
+

=− .      F:    3
yx

yxy2
22
=

+
+ . 

          G:        x3 - 3xy2 +3y = 1.   H:    3x2y - 3x -y3 =0. 
       Chứng minh E ∩ F = G ∩H. 

Câu 2. Có tồn tại (  để thoả mãn các điều kiện dưới  đây không? 2
21 C)z,z ∈

       z1 + z2 =1 ,  z1
2 + z2

2 = 2 ,  z1
3 + z2

3 = 3. 
Câu 3. Tìm tất cả các  sao cho 3),,( Czyx ∈

   
xzzxzyyyzxx

zyx

⎩
⎨
⎧

+−=+−=+− 2)1(2)1(2)1(
 ,,  Khác nhau từng đôi một 

Câu 4. Giải hệ phương trình với ẩn 3C)z,y,x( ∈  
                     xy = z ,  yz = x ,  zx = y. 

Câu 5. Cho ánh xạ   f:      thoả mãn CC →

             
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

∈∀

=∈∀

=
+=+

)'().()'(
)f(z'f(z))z'f(z

  ,)',(

)(,

2

zfzfzzf
Czz

xxfRx

        Chứng minh [
          Cz   )(
          Cz   )(

∈∀=
∈∀=

zzf
zzf  

Câu 6. Giải phương trình với ẩn số   z C∈  
   2z + 6 i23z +=  

Câu 7. Xác định tập các số phức Cz∈  sao cho  z = r0 z   ,  r0 R∈  
Câu 8. Với (a,b,c)   thoả  mãn  3C∈ 1ccbbaa ===  và a+b+c = 0. Chứng 

minh a3 = b3 =c3 
Câu 9. Chứng minh 2C)'z,z( ∈∀  

     a.     )'zz(2'zz'zz 2222
+=−++   (Hằng đẳng thức hình bình hành). 

     b.     )'z1)(z1('zz1'zz 2222
++=−++ . 

     c.     )'z1)(z1('zz1'zz 2222
−−=−−− . 

     d.     )'zizi'zizi'zz'zz(
4
1'zz

2222
−−++−−+= . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Câu 10. Cho *Nn∈ , (z1,...,zn) nC∈ .Chứng minh  ∑∑
==

=
n

k
k

n

k
k zz

11
  khi và chỉ 

khi , Cu∈∃ nkuR k
n

n ,1,.z  ,),...,( k1 ==∈∃ + ααα  

Câu 11. Chứng minh 2C)b,a( ∈∀  

     a.     )b1)(a1(ba 222
++≤+ .  Khi nào xảy ra đẳng thức? 

     b.    abbabababa −+≥− )(2    

Câu 12. Cho a,b,c,d  khác nhau từng đôi một sao cho C∈
cb
ad

−
−  và  

ac
bd

−
−  là 

những số thuần ảo. Chứng minh rằng 
ba
cd

−
−  cũng thuần ảo. 

Câu 13. Xác định tập hợp các điểm M có toạ vị z thoả mãn điều kiện: 
    a.    1z2z −= . 

    b.    iR
iz

z 2

∈
+

. 

Câu 14. Tính    2zzSup 3

1z
+−

=
 

Câu 15. Với Ra∈ ,ẩn (x,y) . Tìm nghiệm của hệ 2R∈

    
⎩
⎨
⎧

=++++
=++++
0)yasin()xasin(asin
0)yacos()xacos(acos

 

Câu 16. Giải các phương trình sau trên trường số phức: 
   a.   z2 - 2zcosθ  +1 = 0  ,  R∈θ . 
   b.   z3 - (1- 2i)z2 + (1-i)z -2i = 0, biết rằng phương trình có một nghiệm 

thuần ảo. 
Câu 17. Giải các phương trình với ẩn số (x,y,z) 3C∈  

   a.                           b.          
⎩
⎨
⎧

=+−

=−+

399)yx)(yx(
819)yx)(yx(

33

33

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

2

2

2

xz
zy
yx

Câu 18. Chứng minh với  R∈α

   a.     
α
α

α
α

itgn1
itgn1)

itg1
itg1( n

−
+

=
−
+ . 

   b.      zm + z-m = 2cosm    nếu  α αcos2
z
1z =+ . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Câu 19. Cho (n,x) RN* ×∈ , tính    S = ∑ . 
=

n

0k

3 kxcos

Câu 20. Với )2(),( ZRNxn π−×∈  tính các tổng: 

   a.      .                    b.      . ∑
−=

=
n

nk

ikx
n e)x(A ∑

=

=
n

0k
kn )x(A)x(B

1.5 HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ BÀI TẬP CHƯƠNG I 
SỐ THỰC 

Câu 2. Rút gọn về  dạng toàn phương bằng phương pháp Gauss 
  a.    (0,0,0). 

  b.    ( 3z, z
2
3 ,z) , z  hoặc (6t, 3t, 2t) ,tR∈ R∈ . 

Câu 3. Không tồn tại InfE ,    SupE = -1 = MaxE 

Câu 4. a)    1;  b)    
4
1  ;  c)    0 ;  d)    0 

Câu 5. a)   
2
1 ;  b)   

2
a  ;  c)    0 ;  d)    0 

Câu 6. a)    1;  b)   
2
3  ;  c)     1 ;            

Câu 7. Hãy biểu diễn tam thức dưới dạng chính tắc, sau đó sử dụng nguyên 
lý kẹp. 

Câu 8. a)  Dùng phương pháp phản chứng. 
       b)  Chứng minh (xn) tăng và không bị chặn trên. 

Câu 9. a)  Dùng qui nạp.                   b)  xn = 
2x
3x2

n

n

+
+  

       c)    xn+1 - xn = 2x
)x3)(x3(

n

nn

+
+−  

           Bằng qui nạp chứng minh: 

*  Nếu x0 < 3   thì (xn) tăng và  xn < 3   n∀ . Qua giới hạn sẽ có  xn 3→     

*  Nếu x0 > 3   thì (xn) giảm và xn > 3   n∀ . Qua giới hạn sẽ có  xn 3→

*  Nếu x0 = 3  thì  xn = 3  n∀ . 

       Tóm lại  3xlim nn
=

∞→
 không phụ thuộc x0,tức là không phụ thuộc a0,b0. 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Câu 10.  

a)   Rõ ràng xn < xn+1 và xn < 1n   >∀<−=
−

+++ ,2
n
12

n)1n(
1

2.1
11 L  

b)   Tương tự a) 
Câu 11. a)   xn > n     

       b)   xn =  )1n(log a +

Câu 12.  
a)   Rõ ràng xn >1 *Nn∈∀ , ta có biểu diễn    

                   xn = 1
x2

x

2n

2n +
+ −

−        và         xn+1 - 2 = n,
2x
2x

1n

1n ∀
+
−

−

−   

   Suy ra :  (x2n) tăng và bị chặn trên bởi số 2.  
                           (x2n+1) giảm và bị chặn dưới bởi số 2. 
                   Lý luận sẽ nhận được 2xlim nn

=
∞→

 

b)    Qui nạp sẽ nhận được dãy (xn) đơn điệu giảm và bị chặn dưới bởi số 0, 
suy ra   

   , ta có a0axlim nn
≥=

∞→

2 = 1+ a )51(
2
1a +=⇒  

c)     Bằng qui nạp chứng minh được 1n  ,0)53(
2
1

≥∀<<−− nx  ngoài ra  

         xn+1 - xn = )3)(3( 1

1

nn

nn

xx
xx
++

−

−

−  

          Vậy (xn) đơn điệu giảm và bị chặn dưới do đó 

)53(
2
1axlim nn

−−==
∞→

 

d)      Bằng qui nạp chứng minh xn < xn+1 và xn < 1+a   n∀  

              Đặt 
2

4a11b              ,lim ++
==

∞→
bxnn

 

e)    x2 = 2
xx 01 + ,  x3 = 2

xx 12 + ,... 

              x2 - x1 = 
2
1 (x0 - x1),   x3 - x2 = 2

1 (x1 - x2), ... 

              Bằng qui nạp chứng minh  xk - xk-1 = 2k   ,
2

)1( 2
122 ≥

−
− −

−
k

k xx  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

              Cộng liên tiếp  xn - x1 = (x2 -x1)[ ]
2

)1(...
2
1

2
11 2

2

2 −

−−
+++− n

n

 

            = 
3
2 (x2 - x1) - (-1)n-2

2n
12

2.3
xx
−

−

           xn = 
2n

122n12

2.3
xx

)1(
3

xx2
−

− −
−−

−  

                     
3
2lim =

∞→ nn
x  

f)     Rõ ràng xn > 0  , bằng qui nạp chứng minh được (xn∀ n) đơn điệu tăng 
và  

        xn< 1          n∀ ==
∞→

axnn
lim

22
1 2a
+  

    g)      xn = n    ,5)5(
2
1

1
1

∀≥+ −
−

n
n

x
x

. Suy ra xn > xn+1. Vậy tồn tại a =  và 

suy ra                 a = 

nn
x

∞→
lim

5 . 
SỐ PHỨC 

Câu 1. Đặt z = x + iy,  (x,y) 2R∈  

         (x,y)  x⇔∩∈ FE 2 - y2 + i(2xy + i
yx

x
yx

y 3) 2222 +
+

=
+

i
z

z 312 +=⇔  

    HGyx
yxyx
yxyx

∩∈⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=+−
⇔ ),(

033
133

32

23

Câu 2. Không 
Câu 3. Không tồn tại. 

 

Câu 4.  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−
⇒===

=−

             )1,1,1(
(-1,1,-1)(1,-1,-1),

     (1,1,1)(0,0,0),
              ,,

0)1(

yzxxyzzxy

xyzxyz

Câu 5. Xét (f(i))2 = f(i2) = f(-1) =-1  f(i) = ⇒ ε i       }1{±=ε  
        Xét (x,y) ,f(x+iy) = f(x) +f(iy) = f(x) + f(i)f(y) = x + iy 2R∈ ε

        Kiểm tra f(z) = z hoặc f(z) = z  thoả mãn. 

Câu 6. z = i
2
1

8
3
−  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Câu 7. z  iRR ∪∈

Câu 8. )(01110 2 cbaa
abc

abcabc
cba

cba +−=⇒=
++

=++⇒=++ = bc 

                             abca 3 =⇒
       Do tính đối xứng suy ra a3 = b3 = c3

Câu 9. Áp dụng:  thì Cz∈∀ zzz 2
=  và các tính chất của phép lấy liên hợp. 

Câu 10. Qui nạp theo n. 
Câu 11. a)  Xét (1+ 222222 11)1)( babababababa −=−−+=+−+  

           001 ≠⇔=− aba  và b = 2a
a  

      b)  a = 0 hoặc b =0 đúng 

           Xét :  Đặt u = 0,0 ≠≠ ba
b
bv,

a
a −

= . Bất đẳng thức đã cho tương 

đương với  

                             vuv
ba

b
u

ba
a

+≥
+

+
+ 2

1  

           Kí hiệu )(
2
1d    ),(

2
1m      )1,0( uvvu

ba
a

−=+=∈
+

=λ  

            
          Vậy qui về mdm ≥−+ )21( λ  

         Chú ý rằng   Re(m 0))vuvu(
4
1Re()d =−=  vì 1vu 22

==  

Câu 12. Ta có  )cb)(ad(
cb

1
cb
ad

2 −−
−

=
−
−  thuần ảo )cb)(ad( −−⇒ thuần 

ảo. 
         Mặt khác ta có số thuần ảo   s = ( b )acca)(cbbc)(baa −−−  
                                                          = ))(())(())(( bacdacbdcbad −−+−−+−−  
          Suy ra điều phải chứng minh. 

Câu 13. a)  Đường tròn tâm )
3
4,0(  và bán kính 

3
2  

        b)  Biểu diễn  2

22 )(
iz

izz
iz

z
+

−
=

+
  ,  Re(z2( z  -i))=x(x2 + y2 + 2y) 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

         Trục Oy và đường tròn tâm (0,-1) bán kính 1 bỏ đi điểm (0,-1) 
Câu 14. 13  

Câu 15.  
⎩
⎨
⎧

=+
=++

0sinsin
0coscos1

yx
yx

            (x,y) = Znmnm ∈++± ,    ),2
3

2,2
3

2( ππππ
m  

Câu 16. a)   z =  θie ±

            b)  Gọi z = ix là nghiệm thuần ảo x = 1  ⇒
                        z3 + (1-2i)z2 + (1 - i)z - 2i = (z -i).[z2+(1-i)z + 2] 
                        z1 = i, z2,3 = })4171(4171{

2
1 i+±+−−−    

Câu 17. a)  Đưa về tương đương với  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=+−

189))((
1029))((

222

222

yxyx
yxyx

            Đặt   88 3=⇒
⎩
⎨
⎧

+=
−=

u
yxv
yxu

 (5,2), (-2 )i5,i2(),i2,i5(),5,2(),2,5(),i5,i2(),i2,i5(),5, ωωωωωωωω −−−−−−−  

            trong đó  =ω
2
i1e 8

i2 +
=

π

  

       b)   Suy ra  x = y2 = z4 = x8  ⇒  x = 0, x7 = 1 

              (0,0,0), (  k = ),,, 24
kkk ωωω 6,0 , 7

2 π

ω
ik

k e=  

Câu 19. cos3kx = 
4
1 (cos3kx + 3coskx) 

       *   thì  S = n Z2x π∈

       *   thì  S = Z2x π∉ }4

2
xsin

2
x)1n(sin

2
nxcos3

2
x3sin

2
x)1n(3sin

2
nx3{cos

4
1

−

+

+

+

 

Câu 20. An(x) = -1 +

2
sin

2
)1(sin

2
cos21cos2

0 x

xn
nxkx

n

k

+

+−=∑
=

 

        Biến đổi tiếp   An(x) = 

2
sin

)
2
1sin(

x

xn +
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

                                 Bn(x) = ∑
=

+
n

k
xk

x 0
)

2
1sin(

2
sin

1  =

2

2
sin

2
1sin

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

x

n
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Chương 2: Hàm số một biến số 

CHƯƠNG II: HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

2.1 MỤC ĐÍCH 

Mọi vật xung quanh ta đều biến đổi theo thời gian. Chúng  ta có thể nhận thấy 
điều đó qua sự chuyển động cơ học của các vật thể: ô tô, máy bay; sự thay đổi của 
các đại lượng vật lý: nhiệt độ, tốc độ, gia tốc; sự biến động kinh tế trong một xã 
hội: Giá cổ phiếu, lãi suất tiết kiệm,.... Tất cả các loại hình đó được gán một tên 
chung là đại lượng hay hàm số, nó phụ thuộc vào đối số nào đó, chẳng hạn là thời 
gian. Xem xét hàm số tức là quan tâm đến giá trị, tính chất và biến thiên của nó. 
Việc đó đặt ra như một nhu cầu khách quan của con người và xã hội.  

Trong mục thứ nhất của chương này, người đọc cần nắm vững hàm số và 
ký hiệu hàm số. Lưu ý rằng ánh xạ f hay “quy luật” nêu trong định nghĩa có tính 
tổng quát, không nhất thiết phải là một công thức giải tích trên khoảng xác định 
của nó. Nó có thể biểu thị bằng nhiều công thức trong các khoảng con của tập 
xác định hoặc bằng số hoặc bằng đồ thị. Nắm vững các tính chất của hàm số là 
điều vô cùng quan trọng. Chẳng hạn nếu hàm chẵn hoặc lẻ trên khoảng (-a,a) thì 
chỉ cần xét trên khoảng (0,a), hàm tuần hoàn chu kỳ T, chỉ cần xét trên khoảng 

)
2

,
2

( TT
−  là có thể biết toàn cảnh của hàm số đó. Tính chất này của hàm số sẽ 

còn được xem xét ở các chương tiếp theo. Những hàm số thông dụng là các 
hàm số sơ cấp cơ bản, là hàm hữu tỉ luôn luôn được sử dụng trong các chương 
sau. Phải lưu ý đến tập giá trị của các hàm ngược của các hàm lượng giác. Khi 
xem xét các hàm sơ cấp cơ bản là phải phác thảo được đồ thị của chúng, có như 
thế chúng ta mới thấy được đặc tính của hàm số, đặc biệt đặc tính của hàm số ở 
lân cận x=0 và lân cận vô cùng (những điểm khá xa gốc toạ độ). 

Trong mục thứ hai khái niệm giới hạn của hàm số là bao hàm khái niệm 
giới hạn của dãy số thể hiện qua định nghĩa của nó, đặc biệt qua định lý về mối 
liên hệ với dãy số. Nhớ lại rằng giới hạn là một khái niệm khó nên các tính chất 
của hàm có giới hạn, các điều kiện cần, các điều kiện đủ phải hiểu chính xác. 
Ngoài ra cũng cần phải lưu ý khái niệm giới hạn một phía bởi vì các hàm 
thường được cho không phải luôn luôn dưới dạng sơ cấp. Tất cả các khái niệm 
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trên người học phải minh hoạ được bằng đồ thị. Cuối cùng là các giới hạn đáng 
nhớ, chúng được coi là các giới hạn đi cùng với chúng ta suốt quá trình học tập. 

Trong mục thứ ba lớp các vô cùng bé, vô cùng lớn được đề cập một cách 
tự nhiên, bởi vì chúng có mối liên hệ trực tiếp với hàm số có giới hạn. Hơn nữa 
trong các tính toán thường hay gặp các đại lượng này. Cần nắm được các so 
sánh vô cùng bé, vô cùng lớn bởi vì nó rất có ích trong quá trình khử các dạng 
bất định, trong quá trình đánh giá, tính gần đúng và đặc biệt là cách mô tả sau 
này. Biết các vô cùng bé hoặc vô cùng lớn tương đương thực sự đã có kỹ năng 
kỹ xảo giải các bài tập sau này. 

Cuối cùng trong mục thứ tư chúng ta đề cập đến một lớp hàm số đặc biệt 
quan trọng bởi vì nó luôn luôn xuất hiện trong toán cao cấp A1, A3: Hàm số liên 
tục. Việc mô tả hình học hàm số liên tục tại x0, liên tục một phía tại x0, liên tục 
trên khoảng (a,b), trên đoạn [a,b] ,... là việc làm vô cùng cần thiết. Nó phản ánh 
sự hiểu thấu đáo về tính liên tục, tính gián đoạn của hàm số. Cũng nhờ tính chất 

liên tục của hàm số mà có thể khử được các dạng bất định đặc biệt : 
x

xa )1(log + , 

x
a x 1− , . Khi đề cập đến hàm liên tục trên một đoạn kín là phải nghĩ 

ngay đến tính trù mật, tính đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của nó, tính liên 
tục đều. Những tính chất này làm cơ sở cho bài toán tìm giá trị bé nhất, lớn 
nhất, tìm nghiệm gần đúng của phương trình đại số hay tính khả tích của nó.  

)()]([ xvxu

2.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 
2.2.1  Các khái niệm cơ bản về hàm số 

a. Các định nghĩa cơ bản  

 Định nghĩa hàm số 

Cho X là tập không rỗng của R. Một ánh xạ  từ  X vào R gọi là một 

hàm số một biến số                                    

f

)(
:

xfx

RXf

a    

→

X gọi là tập xác định của ,   gọi là tập giá trị của . Đôi khi ký 
hiệu                         

f )(Xf f

Xxxfy ∈=   ),(   x gọi là đối số, y gọi là hàm số. 

 Hàm chẵn, lẻ 

Cho X đối xứng với 0 tức là  XxXx ∈−∈∀ ,      
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Hàm số (x) chẵn khi và chỉ khi  f )()( xfxf −=  . 

Hàm số (x) lẻ khi và chỉ khi  f ).()( xfxf −−=  

 Hàm số tuần hoàn 

Hàm số (x) gọi là tuần hoàn trên X nếu tồn tại  sao cho f *
+∈Rτ Xx∈∀  

thì                x+τ X∈  và (x+f τ )= (x). f

Số T dương bé nhất trong các số τ  gọi là chu kì của hàm số tuần hoàn 
f(x). 

 Hàm số đơn điệu 

Cho (x) với   f .Xx∈

1. Nói rằng (x) tăng nếu   f )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≤⇒≤∈∀ . 

      và (x) tăng ngặt nếu   f )()(,, 212121 xfxfxxXxx <⇒<∈∀ . 

2. Nói rằng (x) giảm nếu  f )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≥⇒≤∈∀ . 

      và (x) giảm ngặt nếu     f )()(,, 212121 xfxfxxXxx >⇒<∈∀  .  

3. Nói rằng (x) đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. f

Nói rằng (x) đơn điệu ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt. f

 Hàm số bị chặn 

1. Hàm số (x) bị chặn trên trong X nếu tồn tại số A sao cho :                
  .    

f

AxfXx ≤∈∀ )(,

2. Hàm số (x) bị chặn dưới trong X nếu tồn tại số B sao cho: f

BxfXx ≥∈∀ )(,                                                                                            
3. Hàm số (x) bị chặn trong X nếu tồn tại các số A,B sao cho: f

                      AxfBXx ≤≤∈∀ )(, . 

 Hàm số hợp 

Cho :  và g:   với  gọi ánh xạ f RX → RY → YXf ⊂)(

                         
))((

:0

xfgx

RXfg

a         

→

Hay y = g( (x)) là hàm số hợp của hai hàm  và g. f f
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Định lí:  
Nếu  bị chặn trên thì  +  cũng bị chặn trên và RXgf →:, f g

                      )()())()(( xgSupxfSupxgxfSup
XXX

+≤+  

1. Nếu  bị chặn trên và không âm thì .  bị chặn trên và RXgf →:, f g

                      )().())().(( xgSupxfSupxgxfSup
XXX

≤  

2. Nếu  bị chặn trên và RXf →: *R∈λ  thì fλ bị chặn trên đồng thời 
                      )()(. xfSupxfSup

XX
λλ =  

3. Để  bị chặn dưới, điều kiện cần và đủ là -  bị chặn trên và 
khi đó           

RXf →: f

))(()( xfSupxfInf
XX

−−=  

 Hàm số ngược 
Cho song ánh   RYXYXf ⊂→ ,,:      

Ánh xạ ngược            gọi là hàm số ngược của  XYf →− :1 f

                                               )(1 yfxy −=a

Thông thường đối số kí hiệu là x, hàm số kí hiệu là y, vậy hàm ngược 
của là hàm số . Vì thế trên cùng mặt phẳng toạ độ 0xy, đồ 
thị của hai hàm số  và là đối xứng nhau qua đường phân giác của góc 
phần tư thứ I và III. 

)(xfy = )(1 xfy −=

f 1−f

b. Các hàm số thông dụng 
 Hàm luỹ thừa 

Cho R∈α . Hàm luỹ thừa với số mũ α  ,được kí hiệu là , là ánh xạ từ 
 vào R, xác định như sau     

αP
*
+R

α
α xxPRx =∈∀ + )(,*

Nếu  0>α , coi rằng 0)0( =αP       Nếu  0=α , coi rằng  1)0(0 =P

 Hàm mũ cơ số a 
Xét . Hàm mũ cơ số a, kí hiệu là , là ánh xạ từ R vào 

, xác định như sau:    
}1{\*

+∈ Ra xaexp
*
+R .exp, x

a axRx =∈∀           

 Hàm lôgarit cơ số a 
Xét . Hàm lôgarit cơ số a, kí hiệu là  , là ánh xạ ngược 

với ánh xạ , như vậy  
}1{\*

+∈ Ra alog

aexp y
a axxyRRyx =⇔=×∈∀ + log,),( *         
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Tính chất của hàm số lôgarit 

1. 01log =a  

2.          ,, *
+∈∀ Ryx

yx
y
x

yxxy

aaa

aaa

logglolog

logloglog

−=

+=
 

      xxR aa loglog αα α =∈∀             

3.   xaxRba abb log.loglog,, * =∈∀ +     

4.  xxRx a

a

loglog, 1
* −=∈∀ +          

 Các hàm số lượng giác 

Các hàm số lượng giác: sinx, cosx, tgx, cotgx đã được xét kỹ trong 
chương trình phổ thông trung học. Dưới đây chúng ta chỉ nhắc lại một số 
tính chất cơ bản của chúng.  

Tính chất: 

- sinx xác định trên R, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì T = 2π và bị 
chặn:                               Rxx ∈∀≤≤− ,1sin1  

- cosx xác định trên R, là hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì T = 2π và 
bị chặn:                          Rxx ∈∀≤≤− ,1cos1  

- tgx xác định trên R\{ Zkk ∈+ ,
2

ππ }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu 

kỳ π=T  và nhận giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

- cotgx xác định trên R\{ Zkk ∈,π }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ 
π=T  và nhận giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

 Các hàm số lượng giác ngược  

- Hàm arcsin là ánh xạ ngược của sin: [ 1,1
2

,
2

−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

ππ ]     

Kí hiệu là arcsin: [ ]  . ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−→−

2
,

2
1,1 ππ     

Vậy ta có: [ ] yxxyyx sinarcsin         , 
2

,
2

,1,1 =⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈∀−∈∀

ππ    
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- Hàm arccos là ánh xạ ngược của [ ] [ ]1,1,0:cos −→π  kí hiệu: 

              [ ] [ ]π,01,1:arccos →−       
[ ] [ ] yxxyyx cosarccos,,0,1,1                              =⇔=∈∀−∈∀ π      

- Hàm actang là ánh xạ ngược của ,
2

,
2

: Rtg →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

ππ  kí hiệu: 

             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−→

2
,

2
: ππRarctg  

  Vậy ta có tgyxarctgxyyRx =⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈∀∈∀       

2
,

2
, ππ  

- Hàm accôtang là ánh xạ ngược của  cotg R→),0(: π  kí hiệu: 

              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→

2
,0:cot πRgarc  

    Vậy ta có    gyxgxarcyyRx cotcot     
2

,0, =⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀∈∀

π  

Người ta gọi  hàm số luỹ thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, các hàm 
số lượng giác và các hàm số lượng giác ngược là các hàm số sơ cấp cơ bản. 

 Các hàm hypebôlic thuận      

- Hàm sinhypebôlic là ánh xạ  xác định như sau: RRsh →:

                        )(, xx eeshxRx −−=∈∀
2

1
          

- Hàm côsinhypebôlic là ánh xạ  xác định như sau: RRch →:

                        )(, xx eechxRx −+=∈∀
2

1
          

- Hàm tanghypebôlic là ánh xạ    xác định như sau: RRth →:

                        
1
1, 2

2

+
−

==∈∀ x

x

e
e

chx
shxthxRx             

- Hàm cotanghypebôlic là ánh xạ   xác định như sau: ,:coth * RR →

                        
1
11coth, 2

2
*

−
+

===∈∀
x

x

e
e

thxshx
chx

xRx         

Tính chất: 

- Shx,thx,cothx  là các hàm số lẻ còn chx là chẵn và  0, >∈∀ chxRx
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-  các hàm hypebôlic thoả mãn công thức sau đây: ,,,,, Rqpbax ∈∀

+ 11 2

2

2

2
22 =−⇒=−

b
y

a
xHyperbonxshxch    biểu diễn tham số sẽ là: 

                           
⎩
⎨
⎧

∈=
=

Rtbshty

achtx

      

+ chashbchbshabashshbshachbchabach ..)(;..)( +=++=+                  

    chashbchbshabashshbshachbchabach ..)(;..)( −=−−=−                  

     
thbtha
thbthabath

thbtha
thbthabath

.1
)(;

.1
)(

−
−

=−
+

+
=+                            

+ .  ashachashachach 2222 21122 +=−=+=

     . chashaash .22 =

 

     
ath

tha
ath 21

22
+

= .    

     )12(
2
1);12(

2
1 22 −=+= achashachach    . 

+ 
22

2 qp
ch

qp
chchqchp

−+
=+  

  

22
2

22
2

22
2

qp
sh

qp
chshqshp

qp
ch

qp
shshqshp

qp
sh

qp
shchqchp

−+
=−

−+
=+

−+
=−

 

 Các hàm hypebôlic ngược 

1. Hàm Acsinhypebôlic là ánh xạ ngược của   kí hiệu: ,: RRsh →

              haylà  RRArgsh →: shyxArgshxyRyx =⇔=∈∀ ,),( 2

2. Hàm Accôsinhypebôlic là ánh xạ ngược của  , kí hiệu: [ +∞→ ,1: Rch ]

              tức là [ ) ,,1: +→+∞ RArgch [ ) chyxArgchxyRyx =⇔=∈∀+∞∈∀ + ,,,1  

3. Hàm Actanghypebôlic là ánh xạ ngược của kí hiệu: ),1,1(: −→Rth

               tức là ,)1,1(: RArgth →− thyxArgthxyRyx =⇔=∈∀−∈∀ ,),1,1(     
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4. Hàm Accôtanghypebôlic là ánh xạ ngược của [ ],1,1\:coth * −→ RR kí 
hiệu:              tức là  [ ] ,1,1\:coth *RRArg →−

[ ] yxxArgyRyRx cothcoth,,1,1\                   * =⇔=∈∀−∈∀  

 Đa thức, hàm hữu tỉ. 
1. Ánh xạ P:     được gọi là đa thức khi và chỉ khi tồn tại RX → Nn∈  

và            sao cho   1
10 ),...,,( +∈ n

n Raaa  ∑
=

=∈∀
n

i

i
i xaxPXx

0
)(         , 

    Nếu , gọi n là bậc của đa thức, kí hiệu degP(x)=n 0≠na

2. Ánh xạ :     được gọi là hàm hữu tỉ khi và chỉ khi tồn tại hai 
đa thức  

f RX →

   P,Q:     sao cho RX →
)(
)()(,0)(,
xQ
xP

xfxQXx =≠∈∀        

   Gọi  
)(
)()(
xQ
xP

xf =  là hàm hữu tỉ thực sự khi và chỉ khi: 

degP(x)<degQ(x) 
3. Hàm hữu tỉ tối giản là các phân thức có dạng: 

                   
kax

A
)( −

hoặc  
kqpxx

CBx
)( 2 ++

+  

    Trong đó  *Nk ∈ , là các số thực và <0 CBAqpa ,,,,, qp 42 −

    Dưới đây ta đưa ra các định lí được chứng minh trong lí thuyết đại số 
Định lí 1:  Mọi đa thức bậc n với các hệ số thực đều có thể phân tích 

ra thừa số trong dạng:  ml
mm

k
l

k
n qxpxqxpxxxaxP ββαα )...()()...()()( 2

11
2

1
11 ++++−−=

Trong đó ),1( lii = α  là các nghiệm thực bội  của đa thức còn ik

Rqp jjj ∈β,,  

với  và mj ,...,2,1= mjqpnk jj

m

j
j

l

i
i ,1;042 2

11

=<−=+ ∑∑
==

          ,  β  

Định lí 2: Mọi hàm hữu tỉ thực sự đều có thể phân tích thành tổng hữu 
hạn các hàm hữu tỉ tối giản. 
c. Hàm số sơ cấp 
   Định nghĩa: Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số 

hữu hạn các phép tính cộng, trừ, nhân, chia và các phép lấy hàm hợp đối với 
các hàm số sơ cấp cơ bản và các hằng số. 
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2.2.2  Giới hạn của hàm số 

a. Khái niệm về giới hạn 

 Định nghĩa giới hạn 

    Ta gọi −δ lân cận của điểm Ra∈  là tập ),()( δδδ +−=Ω aaa  

    Gọi A- lân cận của ∞+  là tập ),()( +∞=+∞Ω AA  với A>0 và khá lớn. 

    Gọi B- lân cận của ∞−  là tập ),()( BB −−∞=−∞Ω  với B>0 và khá lớn. 

    Cho f  xác định ở lân cận điểm a  (có thể không xác định tại a). 

1. Nói rằng  có giới hạn là f l  khi x dần đến a (gọi tắt: có giới hạn là 
tại a) nếu                   l { } εε ηη <−⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ lxfaaxXa )(\)(,)(,0  

2. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại a nếu 

                  { } AxfaaxXaA >⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ )(\)(,)(,0 ηη . 

3. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại a nếu f−  có giới hạn là  tại a. ∞+

4. Nói rằng  có giới hạn là f l  tại ∞+  nếu 

                  εε <−⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ lxfxX AA )()(,)(,0 . 

5. Nói rằng  có giới hạn là f l  tại ∞−  nếu 

                  εε <−⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ lxfxX BB )()(,)(,0 . 

6. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại ∞+  nếu 

                  AxfxXA MM >⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

7. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại ∞+  nếu và chỉ nếu  có giới hạn 
là  tại . 

f−

∞+ ∞+

8. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại  nếu    
                

∞−

AxfxXA MM >⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

9. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại ∞−  khi và chỉ khi  có giới hạn 
là   tại  Khi có giới hạn là  tại a hoặc tại 

f−

∞+ ∞− )(xf l ∞±  nói rằng  có 
giới hạn hữu hạn tại a hoặc tại 

)(xf

∞± . Ngược lại có giới hạn là )(xf ∞± , nói 
rằng nó có giới hạn vô hạn. 
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 Định nghĩa giới hạn một phía. 

1. Nói rằng  có giới hạn trái tại a là  nếu f 1l

              .)(0,),)((0,0 1 εηηε η <−⇒<−<∀⊂Ω∃>∃>∀ lxfxaxXa  

2. Nói rằng  có giới hạn phải tại a là  nếu f 2l

              .)(0,,0,0 2 εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx      

    Kí hiệu  có giới hạn là l  tại a thường là: f

                  hoặc     lxf
ax

=
→

)(lim lxf
ax

⎯⎯ →⎯ →)(  

    Tương tự có các kí hiệu: 
              −∞+∞=−∞+∞=

±∞→→
,,lim;,)(lim lxf

xax
       

    Kí hiệu  có giới hạn trái tại a là , thường dùng   f 1l

( ) 1)(lim lafxf
ax

== −

→ −
 

    Tương tự      ( ) 2)(lim lafxf
ax

== +

→ +
 

    Hệ quả:  Điều kiện cần và đủ để  lxf
ax

=
→

)(lim  là  .)()( lafaf == +−

b. Tính chất của hàm có giới hạn. 

 Sự liên hệ với dãy số  

Định lí:  Để  có giới hạn là  tại a điều kiện cần và đủ là mọi 
dãy  trong  X hội tụ về a thì 

)(xf l

( )nu luf nn
=

∞→
)(lim  

 Tính duy nhất của giới hạn      

Định lí: Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì  là duy nhất. l

 Tính bị chặn  

Định lí: Nếu lxf
ax

=
→

)(lim  thì bị chặn trong một lân cận của a. )(xf

 Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 

Định lí 1: Cho  lxf
ax

=
→

)(lim . Khi đó: 

1. Nếu  lc <  thì trong lân cận đủ bé của   )(: xfca <  

2. Nếu  dl <  thì trong lân cận đủ bé của   dxfa <)(:  
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3. Nếu  dlc <<  thì trong lân cận đủ bé của   dxfa << )(: c  

Định lí 2:  Cho ,)(lim lxf
ax

=
→

 khi đó 

1. Nếu  trong lân cận của a thì )(xfc ≤ lc ≤  

2. Nếu  trong lân cận của a thì dxf ≤)( dl ≤  

3. Nếu  trong lân cận của a thì dxfc ≤≤ )( dlc ≤≤  

Định lí 3: Nguyên lí kẹp: Cho ba hàm số  thoả mãn: 
 trên X; 

hgf ,,

)()()( xhxgxf ≤≤ lxhxf
axax

==
→→

)(lim)(lim    Khi đó      lxg
ax

=
→

)(lim

Định lí 4: Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf ≤  và  thì: +∞=
→

)(lim xf
ax

                                 +∞=
→

)(lim xg
ax

 

 Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 
Định lí 1 (Trường hợp giới hạn hữu hạn): 

1. lxflxf axax ⎯⎯→⎯⇒⎯⎯→⎯ →→ )()(  

2. 0)(0)( ⎯⎯→⎯⇔⎯⎯→⎯ →→ axax xfxf  

3. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 212 )()()( llxgxflxg axax +⎯⎯ →⎯+⇒⎯⎯ →⎯ →→  

4. R       ∈⎯⎯→⎯⇒⎯⎯ →⎯ →→ λλλ ,)(.)( lxflxf
axax

 

5. 0)( ⎯⎯ →⎯ →ax
xf  và  bị chặn trong lân cận của )(xg

0)().( ⎯⎯ →⎯⇒ →ax
xgxfa  

6. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 212 .)().()( llxgxflxg axax ⎯⎯ →⎯⇒⎯⎯ →⎯ →→  

7. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 
2

1
2 )(

)(0)(
l
l

xg
xf

lxg axax ⎯⎯ →⎯⇒≠⎯⎯ →⎯ →→  

Định lí 2 (Trường hợp giới hạn vô hạn): 
1. Nếu  +∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  và  trong lân cận của a thì mxg ≥)(

+∞⎯⎯→⎯+ →axxgxf )()(  

2. Nếu  +∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  và  trong lân cận của a thì 0)( >≥ mxg

+∞⎯⎯→⎯ →axxgxf )().(  

 Giới hạn của hàm hợp 
Cho   và  RYgRXf →→       :   ,      : YXf ⊂)(   
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Định lí:  Nếu   bxf ax⎯⎯→⎯ →)(  và lyg by⎯⎯ →⎯ →)(  thì lxfg ax⎯⎯→⎯ →))((  

 Giới hạn của hàm đơn điệu 

Định lí 1:   Cho RbaRbaf ∈→ ,     ,),(   :  hoặc Rba ∈,  và là hàm tăng. 

1. Nếu  bị chặn trên thì  f )()(lim
),(

xfSupxf
babx

=
−→

 

2. Nếu  không bị chặn trên thì f +∞=
−→

)(lim xf
bx

 

Định lí 2: Nếu  xác địn tại a và tăng ở lân cận của a thì luôn tồn tại 
một giới hạn trái và một giới hạn phải hữu hạn tại a và: 

)(xf

                      )(lim)()(lim xfafxf
axax +− →→

≤≤  

c. Các giới hạn đáng nhớ  

a. 1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

       

b. e
xx

x

x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞→+∞→

11lim11lim   

c. −∞=+∞=
+→+∞→

xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

          

d. Sự tồn tại giới hạn của các hàm sơ cấp 

Định lí:  Hàm số sơ cấp xác định tại  thì 0x )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

    

2.2.3  Đại lượng vô cùng bé (VCB) và đại lượng vô cùng lớn (VCL) 

a. Đại lượng VCB 

 Định nghĩa: Ánh xạ RX →     :α , gọi là đại lượng VCB tại a nếu như 
0)( ⎯⎯→⎯ →axxα , a có thể là ∞+  hoặc -∞  

 Hệ quả: Để tồn tại lxf
ax

=
→

)(lim  điều kiện cần và đủ là hàm số 

lxfx −= )()(α  là VCB tại a. 

 Tính chất đại số của VCB: Dựa vào tính chất đại số của hàm có giới 
hạn, nhận được tính chất đại số của các VCB sau đây: 

1. Nếu nixi ,...,2,1),( =α  là các VCB tại  thì tổng  , tích   

cũng   là VCB tại a 

a ∑
=

n

i
i x

1
)(α ∏

=

n

i
i x

1

)(α
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2. Nếu )(xα  là VCB tại a,  bị chặn trong lân cận của a thì )(xf )().( xfxα  
là VCB tại a. 

 So sánh các VCB: Cho )(),( xx βα  là các VCB tại a. 

1. Nếu 0⎯⎯ →⎯ →axβ
α  thì nói rằng α  là VCB cấp  cao hơn β  tại a, kí hiệu  

)(βα o=  tại a, cũng nói rằng β  là VCB cấp thấp hơn α  tại a. 

2. Nếu 0≠⎯⎯→⎯ → caxβ
α  thì nói rằng βα ,  là các VCB ngang cấp tại a. Đặc 

biệt thì nói rằng 1=c βα ,  là các VCB tương đương tại a. Khi đó kí hiệu 
βα ~  tại a. Rõ ràng nếu βα ,  ngang cấp tại a thì βα c~  tại a. 
3. Nếu  thì nói rằng )( ko αγ = γ  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB 

α  tại a 
4. Nếu  thì nói rằng 0)(c      ~ ≠kcαγ γ  là VCB có cấp k so với VCB α  

tại a 

Hệ quả 1: Nếu 11 ~,~ ββαγ  tại a thì 
1

1limlim
β
α

β
α

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu )(βα o=  tại a thì ββα ~+  tại a . 
Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao: Nếu  là VCB cấp thấp nhất 

trong số các VCB  
*α

( )mii ,1   , =α   và  là VCB cấp thấp nhất trong số các 
VCB  

*β

( )nii ,1   , =β   tại a . Khi đó: 

                           *

*

1

1 limlim
β
α

β

α

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

b. Đại lượng VCL 
 Định nghĩa: Ánh xạ A:  gọi là đại lượngVCL tại a nếu như RX →

+∞⎯⎯→⎯ →axxA )(  hoặc  (a có thể là ∞− ∞+  hoặc ∞− ). 

Hệ quả: Để  là VCL tại a thì cần và đủ là )(xA
)(

1)(
xA

x =α  là VCB tại a. 

 Tính chất của VCL 
1. Nếu  là các VCL cùng dấu nixAi ,...,2,1),( = ( )∞+  hay  tại a thì 

tổng        là VCL mang dấu đó tại a. 

( ∞− )

∑
=

n

i
i xA

1

)(    
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    Nếu  là các VCL tại a thì tích  là VCL tại a nixBi ,...,2,1),( = ∏
=

n

i
i xB

1

)(

2. Nếu  là VCL tại a và  giữ nguyên dấu tại a và lân cận của 
nó thì  là VCL tại a. 

)(xA )(xf

)().(    xfxA

 So sánh các VCL 

Cho  là các VCL tại a )(),( xBxA

1.  Nếu ∞⎯⎯→⎯ →axxB
xA
)(
)(  thì nói rằng  là VCL cấp cao hơn  tại a, 

hay 

)(xA )(xB

B  là VCL có cấp thấp hơn A  tại a 

2.  Nếu 0
)(
)(

≠⎯⎯ →⎯ → c
xB
xA

ax  thì nói rằng  là VCL ngang cấp tại a. BA,

Đặc biệt 1=c  thì nói rằng  là các VCL tương đương tại a, kí hiệu BA,

BA ~  tại a. 

Hệ quả 1: Nếu  tại a thì 11 ~,~ BBAA
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

xB
xA

xB
xA

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu  làVCL cấp cao hơn tại a thì )(xA )(xB ABA ~+ . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ cácVCL cấp thấp: Nếu  là các CVL cấp 
cao nhất trong số các VCL  

*A

mixAi ,...,2,1),( =  và *B  là VCL cấp cao nhất trong 
số các VCL  tại a thì ta có njxBj ,...,2,1),( =

                                     
)(
)(lim

)(

)(
lim *

*

1

1

xB
xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

2.2.4  Sự liên tục của hàm số 

a. Các khái niệm cơ bản 

 Hàm liên tục tại một điểm 

Cho  và . Nói rằng  liên tục tại a nếu RXf →     : Xa∈ )(xf

                                 )()(lim afxf
ax

=
→

   hay  )lim()(lim xfxf
axax →→

=  

Tức là εηηε <−⇒<−∀>∃>∀ )()(           :,0,0 afxfaxx  
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 Hàm liên tục một phía tại a 

Cho  Nói rằng hàm  liên tục bên trái tại a nếu .,     : XaRXf ∈→ f

                                   )()()(lim afafxf
ax

== −

→ −

Hàm  liên tục bên phải tại a nếu f

                                  )()()(lim afafxf
ax

== +

→ +

Hệ quả: Để hàm  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: )(xf

                                   )()()( afafaf == +−

 Hàm liên tục trên một khoảng 

1. Hàm  liên tục tại mọi điểm )(xf Xx∈  thì nói rằng nó liên tục trên 
tập X . 

2. Hàm  liên tục trên khoảng mở (a,b) và liên tục trái tại b,liên tục 
phải tại a nói rằng nó liên tục trên [a,b] 

)(xf

 Hàm liên tục từng khúc 

Hàm  [ ] .,       ,,       : RbaRbaf ∈→  

Nói rằng hàm  liên tục từng khúc trên f [ ]ba,  khi và chỉ khi  và 
 sao cho 

*Nn∈∃

( ) [ ] 1
10 ,,...,, +∈ n

n baaaa baaaa n =<<<= ...10  và  liên tục trên tất cả các 
khoảng mở 

f

( ) 1,...,1,0,, 1 −=+ niaa ii  và có giới hạn phải hữu hạn tại , có giới 
hạn trái hữu hạn tại  

ia

1+ia

 Điểm gián đoạn của hàm số 

1. Nếu  không liên tục  tại a, nói rằng  có điểm gián đoạn tại )(xf )(xf

ax = . 

2. Nếu a là điểm gián đoạn và  là các số hữu hạn thì gọi )(),( +− afaf

ax = là điểm gián đoạn loại 1 của hàm số và gọi  là bước 
nhảy của tại a. 

)()()( −+ −= afafahf

)(xf

Hệ quả: Nếu  tăng (giảm) ở lân cận điểm a khi đó  liên tục tại a 
khi và chỉ khi . Điều này suy ra từ định lí 2 của hàm số đơn điệu. 

)(xf )(xf

0)( =ahf

3. Nếu a là điểm gián đoạn của  và không phải là điểm gián đoạn 
loại 1 thì nói rằng  có điểm gián đoạn loại 2 tại 

)(xf

)(xf ax = . 
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b. Các phép toán đại số của hàm liên tục 

Định lí 1: Cho RXaRXgf ∈∈→ λ,          ,      :,  

1. Nếu  liên tục tại a thì )(xf )(xf  liên tục tại a. 

2. Nếu  cùng liên tục tại a thì )(),( xgxf )()( xgxf +  liên tục tại a. 

3. Nếu  liên tục tại a thì )(xf )(xfλ  liên tục tại a. 

4. Nếu  liên tục tại a thì  liên tục tại a. )(),( xgxf )().( xgxf

5. Nếu  liên tục tại a và)(),( xgxf 0)( ≠xg  thì 
)(
)(

xg
xf  liên tục tại a. 

Định lí 2:  Cho RYgXaRXf →∈→        :                      ,;      :  và  
Nếu liên tục tại a và  liên tục tại 

.)( YXf ⊂

)(xf )( yg )(afb =  thì hàm hợp  liên 
tục tại a. 

))(( xfg

Định lý 3: Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax =  thì liên tục tại a. 

c. Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

    Cho  là liên tục, [ ] Rbaf →,:      ba < . 

 Tính trù mật của hàm số liên tục 

Định lí 1: Nếu  liên tục trên )(xf [ ]ba,  và  thì tồn tại 
 để 

0)().( <bfaf

( bac ,∈ ) 0)( =cf  

Định lí 2: Nếu  liên tục trên )(xf [ ]ba,  khi đó  nhận giá trị trung 
gian giữa  và  nghĩa là: 

)(xf

)(af )(bf

                          [ ] [ ] γγ =∈∃∈∀ )(,,,)(),( cfbacbfaf  

 Tính bị chặn của hàm số liên tục 

Định lí 3: Hàm số  liên tục trên )(xf [ ]ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất trên  nghĩa là: [ ba, ]

              [ ] [ ]baxbaxx Mm ,,,, ∈∀∈∃          có )()()( Mm xfxfxf ≤≤  

Hệ quả:   Nếu  liên tục thì  [ ] Rbaf →,:     [ ]( ) [ ] RMmbaf ⊂= ,,  

                 Trong đó 
[ ] [ ]

)(),(
,,

xfSupMxfInfm
baba

==            
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Chương 2: Hàm số một biến số 

d. Tính liên tục đều 

 A. Định nghĩa: Cho . Nói rằng  liên tục đều trên RXf →    : f X  nếu 

               ( ) εηηε <−⇒<−∈∀>∃>∀ )"()'("':",',0,0 2 xfxfxxXxx        

 Hệ quả: Nếu  liên tục đều trên )(xf X  thì liên tục trên X . 

 Định lí Hâyne (Heine) 

   Nếu liên tục trên đoạn đóng )(xf [ ]ba, , Rba ∈,  thì liên tục đều trên [ ]ba, . 

2.3 CÂU HỎI ÔN TẬP 

Câu 1. Nêu các định nghĩa về hàm số chẵn, lẻ, tuần hoàn.Các hàm số tuần 
hoàn và đồng thời là chẵn; lẻ có tồn tại không? Cho ví dụ. 

Câu 2. Thế nào là hàm số đơn điệu trong khoảng (a,b)? 

Câu 3. Thế nào là hàm số bị chặn trong khoảng (a,b)? 

Câu 4. Thế nào là hàm số hợp? 

Câu 5. Thế nào là hàm số sơ cấp? 

Câu 6. Định nghĩa giới hạn của hàm số. 

Câu 7. Nêu các tính chất của hàm có giới hạn. Hàm số bị chặn trong lân 
cận điểm a thì có giới hạn tại a không? 

Câu 8. Nêu các phép tính về hàm số có giới hạn hữu hạn. Trong trường 
hợp hàm số không có giới hạn hữu hạn, các phép tính đó còn đúng không? 

Câu 9. Chứng minh các giới hạn 
e

xx
x x

xx
=+=

∞→→
)11(lim,1sinlim

0 . 

Câu 10. Thế nào là một VCB? Một hằng số bé bao nhiêu thì được coi là 
VCB? Vì sao? 

Câu 11. Nêu các tính chất đại số của VCB. 

Câu 12. Tổng vô hạn các VBC có phải là vô cùng bé không? 

Câu 13. So sánh các VCB: ngang cấp, tương đương, cấp cao hơn. 

Câu 14. Thế nào là một VCL? Một hằng số lớn bao nhiêu thì có thể được 
xem là VCL? Tại sao? 

Câu 15. Nêu mối quan hệ giữa VCB và VCL. 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Câu 16. Nêu mối quan hệ giữa VCB và hàm có giới hạn. 

Câu 17. Định nghĩa hàm liên tục tại một điểm x0, (a,b), [a,b]. 

Câu 18. Nêu các tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn kín. Tính chất 
đó còn đúng không nếu đoạn không kín? 

Câu 19. Nêu các phép toán đại số về hàm liên tục. 

2.4 BÀI TẬP CHƯƠNG II 

Câu 1. Cho hàm số   )Arccos(lgx)( =xf . Tính  )10(),1(),
10
1( fff . 

Câu 2. Tìm miền xác định và miền giá trị của các hàm số: 

           a. ,               b.  22)( xxf −=
1

1)(
2 +

=
x

xg , 

           c.  xxxh −= 2)( ,           d.  xxk −= 2)(  . 

Câu 3. Xét xem hàm số có chẵn hoặc lẻ không và phác hoạ đồ thị của nó. 

a.  xxf =)( ,                 b.   12)( 2 +−= xxxg , 

c.   
24

1)(
x

xh
−

−= ,       d.   2)( −+= xxxk . 

Câu 4. Xét xem hàm số nào tuần hoàn và tìm chu kì của nó 

a.  ,          b.   , xxf 3sin10)( = xxg 2sin)( =

c.   tgxxh =)( ,               d.    xxk sin)( = . 

Câu 5. Tìm hàm ngược của các hàm số sau: 

a.  32 += xy ,                   b.    , 0,12 <−= xxy

c. 3 31 xy −= ,                  c.    
2

lg xy = . 

Câu 6. Cho  sao cho RRgf →     :,

            { }{ } 0)()()()(,),( 2 =−−∈∀ ygxgyfxfRyx  

     Chứng minh rằng có ít nhất một trong hai ánh xạ là ánh xạ hằng. 

Câu 7. Tìm tất cả các ánh xạ  sao cho: RRf →     :

a.  xxfxfRx sin)1()(       , 2 =−∈∀

 45



Chương 2: Hàm số một biến số 

b.  1)1()(       , 3 +=−+∈∀ xxfxxfRx

c.  )()()(         ,),( 222 yfxfyxfRyx +=+∈∀

d.  )3(2)()(,),( 222 yxyyxfyxfRyx +=−−+∈∀           

e. 
2
1).().(2).().(,),,( 3 ≥−+∈∀ zyfxfzxfyxfRzyx         

Câu 8. Giải phương trình 
                                   +∈=+ Rxxx              ,5441018

Câu 9. Cho   sao cho  RRf →      :

              
⎩
⎨
⎧

 ngÆt mgi¶    

t¨ng          

)))(((
))((

xfff
xff

     Chứng minh  giảm ngặt )(xf

gi¶m ngÆt 

Câu 10. Tìm các giới hạn  

  a. ( )
( )103

202

2 1612
2lim
+−

−−
→ xx

xx
x

                         b. 
1

...lim
2

1 −
−+++

→ x
nxxx n

x
 

  c. 
12
12lim 50

100

1 +−
+−

→ xx
xx

x
                               d. ( )

2

1

)(
)(lim

ax
axnaax nnn

ax −
−−− −

→
 

Câu 11. Tìm các giới hạn  

  a. 
1

lim
+
++

+∞→ x
xxx

x
                          b. 

12
lim

43

+
++

+∞→ x
xxx

x
 

Câu 12. Tìm các giới hạn  

  a. 
x

xx nm

x

βα +−+
→

11
lim

0
                        b. 

x
xx nm

x

11.1
lim

0

−++
→

βα  

Câu 13. Tìm các giới hạn  

  a. 
ax

ax
ax −

−
→

sinsinlim                                 b. 30

sin11
lim

x
xtgx

x

+−+
→

 

  c. 
x

xxx
x cos1

3cos.2cos.cos1lim
0 −
−

→
                   d. 

x
xx

x 2

3

0 sin
coscoslim −

→
 

Câu 14. Tìm các giới hạn  

  a. 
45

2lim 24 +−
−

→ xx
x

x
                                 b. xxx

x
−−+

+∞→

3 23 1lim  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Câu 15. Tìm các giới hạn  

  a. 
x

x

x xx
xx −

+∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
+− 1

2

2
2

12
13lim                           b. 

1
1

2

2

1
1lim

+
−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
− x

x

x x
x  

  c. ( )x
x

x
1

0
21lim −

→
                                      d. ( )x

x
x

1

0
coslim

→
 

  e. ( )tgx

x
xsinlim

2
π

→

                                       f. [ ]xx
x

lnsin)1ln(sinlim −+
+∞→

 

  g. 
xx

ee xx

x βα

βα

sinsin
lim

0 −
−

→
                              h. ( ) 0lim 12 >− +

∞→
xxxn nn

n
             

   i.                                    j. ( ) xg

x
x

2cot2

0
1lim +

→

x

x x
tgx sin

1

0 sin1
1lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

→
 

  k. ( )
( )x

x

x e
e

2

3

3ln
2lnlim
+
+

∞→
 

Câu 16. Tìm các giới hạn sau 

  a. 
x

x
x

1coslim
0→

                                       b.  
sin dÊu nn

xsin...sinsinlim
∞→

  c. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→ x
x

x

1lim
0

                                            d. [ ])(sinlim 2 xnSgn
n

π
∞→

 

Câu 17. Xét sự liên tục của các hàm số sau: 

  a. xxf =)(                                            b. ( )( )
⎩
⎨
⎧

=
≠−−

=
2,

224
)(

2

xA
xxx

xf
           

           

  c. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∈≠
=

00

,01sin
)(

*

x

Nnx
x

x
xf

n

                      

                  d.  
⎩
⎨
⎧

=
                0

         sin
)(

x
xf

π

e.                          f.  
⎩
⎨
⎧

=
     
      1

)(
x

xf       
    

       
)(

2

2

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

x

x
xf

với x hữu tỉ 

với x vô tỉ 

với x hữu tỉ 

với x vô tỉ 

với x hữu tỉ 

với x vô tỉ 

Câu 18. Chứng minh rằng nếu các hàm  và  liên tục thì các hàm )(xf )(xg

                        { }
{ })(),(max)(

)(),(min)(
xgxfx

xgxfx
=ψ
=ϕ

     cũng là hàm liên tục   
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Câu 19. Xét tính liên tục của hàm hợp  và  nếu ))(( xgf ))(( xfg

a.  và  Sgnxxf =)( 21)( xxg +=

b.  và Sgnxxf =)( [ ]xxxg −+= 1)(  

Câu 20. Tìm tất cả các hàm  thoả mãn: )(xf

a. liên tục tại  và 0=x Rx∈∀  có )()3( xfxf =  

b. liên tục tại  và 0=x Rx∈∀  có ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

= 21
)(

x
xfxf  

c. liên tục tại  và 1=x Rx∈∀  có  )()( 2xfxf −=

Câu 21. Hàm  liên tục trên )(xf [ ]1,0  và chỉ nhận giá trị hữu tỉ và
2
1

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f .   

Hãy tính       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
2f  

Câu 22. Cho  và  là hai hàm số liên tục trên )(xf )(xg [ ]ba, và  tại 
mọi 

)()( xgxf =

x  là  hữu tỉ. Chứng minh )()( xgxf =  trên [ ]ba,  

Câu 23. Chứng minh rằng mỗi phương trình đại số bậc lẻ có ít nhất một 
nghiệm thực 

Câu 24. *Chứng minh hàm số 
x

xf 1)( =  liên tục trên  (0,1) nhưng không liên 

tục đều trên (0,1) 

Câu 25. *Chứng minh rằng hàm số  

                                 
x

xf π
= sin)(  

     liên tục và bị chặn trên   (0,1) nhưng không liên tục đều trên (0,1) 

Câu 26. *Chứng minh hàm số  liên tục và bị chặn trên R nhưng 
không liên tục đều trên R 

2)( Sinxxf =

Câu 27. *Chứng minh rằng nếu  liên tục trên )(xf [ )+∞,a  và tồn tại giới hạn 
hữu hạn                                  cxf

x
=

+∞→
)(lim  thì 

a.  bị chặn trên )(xf [ )∞,a . 

b.  liên tục đều trên )(xf [ )+∞,a  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Câu 28. *Chứng minh rằng hàm số  

                                  
x

x
xf

sin
)( =  

a. liên tục đều trên mỗi khoảng )1,0(),0,1(−  

b. không liên tục đều trên { }0\)1,1(−  

Câu 29. *Chứng minh rằng nếu hàm  đơn điệu bị chặn và liên tục trên 
 thì liên tục đều trên    

)(xf

( ba, ) ),( ba

Câu 30. *Cho  là hàm số tăng và liên tục trên )(xf [ ]ba, ,thoả mãn điều kiện  

     bbfaaf ≤≥ )(,)( . Lấy [ ]bax ,1 ∈  và xác định dãy số  với 
 

)( nx
1),(1 ≥=+ nxfx nn     

     Chứng minh rằng tồn tại  và  *lim xxnn
=

∞→

**)( xxf =

Câu 31. *Cho  là các ánh xạ liên tục của gf , [ ]1,0  lên chính . Chứng minh 
rằng tồn tại  để có  

[ ]1,0

[ 1,00 ∈x ] ))(())(( 00 xgfxfg =  

Câu 32. *Tồn tại hay không hàm liên tục  thỏa mãn RRf →     :

                              
⎩
⎨
⎧

∈∈
∈∈

=
QRxQh

QxQRv
xf

x

x

\
\

)(
   víi          

       víi

Câu 33. *Cho R∈λ  và  Rbagf →),(:,     

Chứng minh rằng: 

a. Nếu  liên tục đều thì f f  liên tục đều. 

b. Nếu  liên tục đều thì gf , gf +λ  liên tục đều. 

c. Nếu  liên tục đều và f 0>∃c  sao cho ( baxcxf ,,)( )∈∀≥  thì 
f
1  liên tục 

đều. 

d. Nếu  liên tục đều và tồn tại hàm hợp  thì  liên tục đều. gf , fg0 fg0

2.5 HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ BÀI TẬP CHƯƠNG II 

Câu 1. 1.  0;
2

;ππ  

Câu 2. 2.  a. .R       b.  R ,      c. ( ]∪∞− 0; [ )+∞;1 ,    d.  ( ]2;∞−  
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Câu 3. a. Hàm chẵn, b. Hàm không chẵn, không lẻ, c. Hàm chẵn,   d. Hàm 
không chẵn, không lẻ. 

Câu 4. a. Tuần hoàn, ,
3

2π
=T  b. Tuần hoàn, ,π=T   

c. Tuần hoàn, π=T ,  d. Không tuần hoàn. 

Câu 5. a. ),3(
2
1

−= xy   b. 1+−= xy ,  c. 3 31 xy −= ,   d.  . xy 10.2=

Câu 6. Giả sử tồn tại ( ) 2, Rba ∈  sao cho  rõ ràng 
. 

)()( bfaf ≠

Rxagxgbgag ∈∀=⇒=  )()()()(

Câu 7. a.   φ  ,                                           

     b.  , 1)( 2 +−= xxxf

     c.  ,     (thay liên tiếp   0)( =xf       , 00 == yx   

                                                   
) 

    , 

yyyx
yyx

=−=

==

,
0

2     

   d.  constccxxf =+=            .)( 3

        (Qui về   ( ) 332 )()(,, YXYfXfRYX −=−∈∀

   e.   
2
1)( =xf:S§ , 

          Cho   
2
1)1(1 =⇒=== fzyx    

                  

.
2
1)(1

2
1)(0,0

2
1)0(1,0

≥⇒==

≤⇒==

=⇒===

xfzy

yfzx

fzyx

 

Câu 8. 2=x  . 

Câu 10. a. 
10

2
3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ;          b. 

2
)1( +nn ;          c. 

24
12 ;          d. 2

2
)1( −− nann        

Câu 11. a.  1;                b.  
2
2      
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Câu 12. a.  nm
βα

−
;        b.  nm

βα
+

 .     

Câu 13. a.   ;          b. acos 4
1

 ;                 c.  14 ;           d. 12
1

−
    

Câu 14. a.  12
1

 ;              b. 3
1

 

Câu 15. a. 0 ;                 b.1 ;                  c. ;             d. 2−e 2
1

−
e  

       

      e. 1 ;                 f. 0 ;                  g. 1 ;               h.     xln

       

      i. e ;                   j. 1 ;                 k. 
2
3            

 

Câu 16. a. 0 ;                  b. 0 ;                 

 c.   1 nếu x  vô tỉ. 0 nếu x  hữu tỉ và thuộc Z, không có giới hạn với x còn lại. 

Câu 17. a. liên tục trên R ;        

b. liên tục trên R với A=4,  liên tục trên R\{ }2  với A≠ 4; 

      c. liên tục trên  R  ;                     d. liên tục trên Z; 

      e. liên tục tại x=1  ;                     f. liên tục tại x =0. 

Câu 19. a.                    liên tục trên  R 1))(( =xgf

           liên tục trên  R\
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
01
02

))((
x
x

xfg
           

          { }0  

      b.                    liên tục trên  R 1))(( =xgf

                             liên tục trên  R 1))(( =xfg

      

      Chú ý:     [ ] 10 <≤+= rrxx     ,  

Câu 20. a. Nn      ∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n
xfxf

3
)(  (Bằng qui nạp) 

           Rxconstcxf ∈∀==   )(
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    b.  Rxconstccf ∈∀==   )(

        Chứng minh   
                    ))(()( xfxf nϕ=  

                    )()( 1−= nn x ϕϕϕ    trong đó  21 1
)(

x
xx
+

=ϕ  

    c. Rxxf ∈∀=        . 0)(  

          xét    0)0()0()0(0 2 =⇒−== fffx        

          xét  0)()1()(0 2
1

=⇒⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=> xfxfxfx nn        

          Do  chẵn suy ra )(xf Rxxf ∈∀=       0)( . 

Câu 21. 
2
1

2
2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
f      

Câu 32. φ . 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 
 

CHƯƠNG III: PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 
 

3.1 MỤC ĐÍCH 
Phép tính vi phân của hàm một biến số gắn liền với phép tính đạo hàm của 

hàm số. Khái niệm đạo hàm là một trong những tư tưởng quan trọng nhất của 
giải tích. Trong chương 2, chúng ta đã đặt vấn đề xem xét hàm số, nhưng vấn 
đề cốt lõi của hàm số là tốc độ biến thiên của nó chưa được xét đến. Nhờ vào 
khái niệm đạo hàm người ta có thể khảo sát toàn diện một đại lượng biến thiên. 
Khái niệm đạo hàm gắn liền với các đại lượng vật lý: vận tốc tại thời điểm t của 
một vật chuyển động, nhiệt dung của vật thể ở nhiệt độ to, cường độ dòng 
điện,v.v...; gắn liền với các hiện tượng hoá học: tốc độ phản ứng hoá học ở thời 
điểm t; gắn liền với các bài toán kinh tế xã hội: vấn đề tăng trưởng kinh tế, 
phương án tối ưu trong giao thông, trong sản xuất kinh doanh, v.v.... 

Trong mục thứ nhất của chương này cần phải nắm vững định nghĩa hàm số 
khả vi thể hiện qua việc tính đạo hàm của hàm số. Thực chất tính đạo hàm 
chính là việc khử dạng bất định 

0
0 . Phải nắm chắc quy trình tính đạo hàm theo 

định nghĩa. Lưu ý đến khái niệm đạo hàm một phía, các điều kiện cần, điều kiện 
cần và đủ để hàm khả vi. Bên cạnh đó cần nắm được ý nghĩa hình học, cơ học 
của đạo hàm, các phép tính đại số của hàm có đạo hàm, điều này cũng đã đề cập 
ở chương trình phổ thông trung học. Cần phải nắm vững ý nghĩa và công dụng 
phép tính đạo hàm của hàm hợp, hàm ngược, phép tính đạo hàm lôgarit. Nếu 
thuộc các phép tính trên và các công thức đạo hàm của các hàm thông dụng thì 
mọi bài toán tính đạo hàm đều có thể làm nhanh và không nhầm lẫn. 

Trong mục thứ hai vi phân của hàm số là biểu hiện định lượng của hàm số 
khả vi, cụ thể là phần chính bậc nhất của số gia hàm số. Chính vì thế người ta 
đã định nghĩa tính khả vi nhờ vào sự tồn tại đạo hàm. Điều này khác hẳn so với 
hàm số nhiều biến số được xem xét sau này. Đặc biệt công thức gần đúng của 
số gia hàm số hay được áp dụng vào các bài toán thực tiễn. 

Trong mục thứ ba cần nắm vững các phép tính về đạo hàm và vi phân cấp 
cao, đặc biệt công thức đạo hàm cấp cao của một tích (công thức Leibniz). Phải 
thuộc công thức tính các đạo hàm cấp cao của các hàm sơ cấp cơ bản: 

, xxe x cos,sin,
bax +

1  bởi vì sau này thường xuyên dùng đến các kết quả đó. 
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Trong mục thứ tư trước hết cần hiểu kỹ về điều kiện cần của cực trị khi 
hàm số khả vi. Các định lý về giá trị trung bình được hiểu theo nghĩa sau đây : 
với những điều kiện nhất định của hàm số f(x) thì trong khoảng hở (a,b) tồn tại 
điểmξ  nào đó, kéo theo giá trị )(' ξf , giá trị này có tính chất đặc biệt gọi chung 
là giá trị trung bình. Đặc điểm của các định lý này là không chỉ rõ được số 
lượng điểmξ , cũng như giá trị cụ thể của nó. Khi học các định lý này nên đưa ra 
các phản ví dụ để thấy rằng chỉ cần thiếu một trong các giả thiết của định lý là 
kết luận không còn đúng nữa. Mỗi định lý đều có thể minh hoạ hình học để 
kiểm tra lại kiến thức về tính chất của hàm số: hàm số liên tục, hàm số khả vi. 
Phân biệt công thức số gia hữu hạn và công thức số gia của hàm số biểu diễn 
nhờ vào vi phân của hàm số. 

Trong mục thứ năm những ứng dụng trực tiếp các định lý về giá trị trung 
bình và đạo hàm cấp cao được đưa ra. Trước hết cần phân biệt các khái niệm: đa 
thức Taylor, công thức Taylor của hàm số tại lân cận x0 . Phải nhớ và biết cách 
vận dụng công thức Maclaurin của các hàm thông dụng khi giải các bài toán tính 
gần đúng. Cuối cùng công thức L’Hospital cho ta điều kiện đủ để khử các dạng 
bất định 

0
0  hoặc 

∞
∞ , và đương nhiên các dạng bất định khác  sau khi 

dùng phương pháp lôgarit. Chính vì thế quy tắc này không phải là vạn năng. 

00 ,1,0 ∞∞

Trong mục thứ sáu những ứng dụng của hàm số khả vi, đặc biệt hàm khả vi 
bậc cao được trình bày. Lưu ý rằng bản thân tính đơn điệu hay cực trị của hàm 
số được mô tả không bắt buộc hàm số phải khả vi. Điều này học sinh thường 
hay nhầm lẫn. Tuy nhiên nhận biết các tính chất của hàm số sẽ đơn giản rất 
nhiều khi biết rằng hàm số khả vi. 

Trong mục thứ bảy người học phải phân biệt được khái niệm cực đại, cực 
tiểu với khái niệm giá trị lớn nhất, giá trị bé nhất của hàm số. Cần nhớ là hàm 
số không bị chặn dưới (chặn trên) thì không có giá trị bé nhất (lớn nhất). Ngoài 
ra hàm bị chặn thì chưa chắc có được giá trị bé nhất và lớn nhất. Chính vì thế 
tính liên tục trên một đoạn kín [a,b] là điều quan trọng. Nắm được các bước để 
tìm giá trị lớn nhất, giá trị bé nhất, các giá trị đó thường đạt được ở biên. 
Trường hợp tập xác định không phải đoạn kín phải để ý đến giá trị của nó ở sát 
biên mới giải quyết được bài toán. Cần ý thức được rằng bài toán tìm giá trị bé 
nhất, giá trị lớn nhất có một vai trò rất lớn trong thực tế. 

Trong mục thứ tám khái niệm hàm lồi, lõm được đưa ra một cách chính 
xác nhờ vào bất đẳng thức toán học liên quan đến giá trị hàm số. Tuy nhiên khi 
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hàm khả vi, thì điều kiện nhận biết đơn giản hơn nhiều. Đặc biệt hàm khả vi 
đến cấp hai thì chỉ để ý đến tính đổi dấu của đạo hàm cấp hai mà thôi. Người 
học chú ý đến điều kiện đủ để tìm điểm uốn khi hàm khả vi đến cấp hai.  

Trong mục thứ chín cho chúng ta cách tìm tiệm cận của đường cong. Nên 
nhớ rằng không thể có cùng tiệm cận ngang và tiệm cận xiên ở cùng một phía. 
Để nhận biết tiệm cận đứng phải đi tìm các cực điểm của hàm số. Để học tốt 
phần này phải nắm chắc cách khử các dạng bất định ∞−∞

∞
∞ , . 

Trong mục cuối cùng người học phải nắm vững sơ đồ tổng quát để khảo 
sát và vẽ đồ thị hàm số. Đây là dịp vận dụng và tự kiểm tra các kiến thức đã học 
ở phần trên. 

3.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

3.2.1  Đạo hàm 

a. Đạo hàm tại một điểm 

  Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  

Cho . Nói rằng  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn 

hữu hạn                 

XRfXhaXa ∈∈+∈ ,, f

h
afhaf

h

)()(lim
0

−+
→  

Giới hạn này thường kí hiệu hay )(' af )(a
dx
df

 gọi là đạo hàm của  tại 
a. 

f

Tỉ số x
af

h
afhaf

Δ
Δ )()()(

=
−+

 gọi là tỉ số của các số gia hàm số và số gia 
đối số. 

  Định nghĩa đạo hàm một phía 

1.    Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng  khả vi phải tại a nếu tồn tại giới 

hạn hữu hạn                      

f

h
afhaf

h

)()(lim
0

−+
+→  

     Giới hạn này kí hiệu là , gọi là đạo hàm phải của tại a. )(' af p f

2.    Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng  khả vi trái tại a nếu tồn tại giới 

hạn hữu hạn                      

f

h
afhaf

h

)()(lim
0

−+
−→  
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    Giới hạn này kí hiệu là , gọi là đạo hàm trái của tại a. )(' aft f

b. Các phép tính đại số của các hàm khả vi tại một điểm 

  Định lí 1: Cho  và f g  khả vi tại a khi đó  

1.      khả vi tại a và gf + )(')(')()'( agafagf +=+  

2.     fR λλ ,∈∀ khả vi tại a và )('.)()'( afaf λλ =  

3.      khả vi tại a và gf . )(').()().(')()'.( agafagafagf +=  

4.     Nếu  thì 0)( ≠ag g
f

 khả vi tại a và )(
)(').()().(')( 2

'

ag
agafagafa

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

  Định lí 2: (Đạo hàm của hàm hợp). Cho RYgRXfXa →→∈ :,:,        với 
. Nếu  khả vi tại a và g khả vi tại  thì hàm hợp  khả vi 

tại a và                                   

YXf ⊂)( f )(af gof

( ) ).('.)(')()'( afafgagof =

  Định lí 3: (Đạo hàm của hàm ngược). Giả sử   đơn điệu ngặt 
và liên tục trên X khả vi tại 

RXf →:

Xa∈  và 0)(' ≠af . Khi đó hàm ngược của 

là  khả vi tại và f RXff →− )(:1 )(af
( ) ( )

)('
1)('1

af
aff =−

 

c. Đạo hàm trên một khoảng (ánh xạ đạo hàm)             

 Định nghĩa: Cho  khả vi tại mỗi điểm 
XRf ∈ Rbax ⊆∈ ),(  

Kí hiệu ánh xạ                        Rbaf →),(:'

                                )(' xfx a

là ánh xạ đạo hàm hay đạo hàm của  trên (a,b) thường kí hiệu 

 hay 

)(xf

)(' xf ),(),( baxx
dx
df

∈∀
. Cũng nói rằng  khả vi trên  )(xf Xba ⊆),(

 Các tính chất 

Định lí 1: Cho  khả vi trên RXgf →:, X , (tức là ) khi đó. Xba =),(

1.   gf +  khả vi trên X  và '')'( gfgf +=+  

2.   fR λλ ,∈∀ khả vi trên X  và ')'( ff λλ =  

3.    khả vi trên gf . X  và '')'.( fggfgf +=  
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4.    trên 0)( ≠xg X  thì g
f

 khả vi trên X  và 
2

'
''

g
fggf

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

Định lí 2: Cho  và . Nếu khả vi trên 
XRf ∈ YRg ∈ f X  và g khả vi trên  

 thì  khả vi trên )(Xf gof X  và  ')'()'( fofggof =  

Định lí 3: Cho  đơn điệu ngặt trên 
XRf ∈ X , khả vi trên X  và 

 trên 0)(' ≠xf X  khi đó  khả vi trên  và   
1−f )(Xf '

1)'( 1

f
f =−

 
3.2.2  Vi phân của hàm số 

a. Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho khả vi tại fRf X ,∈ Xa∈ . Vi phân của  tại a kí hiệu  xác 
định bởi công thức                     

f )(adf

    hafadf ).(')( = với Rh∈    

Vậy  là một hàm tuyến tính của h )(adf

Xét hàm số  trên xxf =)( R , Rxxf ∈∀= ,1)('  vậy hdx .1=  

Từ đó cũng thường kí hiệu dxafadf ).(')( =  

Định lí : Nếu  và khả vi tại 
XRgf ∈, Xa∈  thì 

1.         )()())(( adgadfagfd +=+  

2.         )())(( adfafd λλ =  với R∈λ  

3.         )()()()())(.( adfagadgafagfd +=  

4.         
( ))()()()(

)(
1)( 2 adgafadfag

ag
a

g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 khi  0)( ≠ag

b. Vi phân trên một khoảng 

Cho  khả vi trên . Vi phân của hàm số trên  được 
xác định theo công thức 

XRf ∈ Xba ⊆),( ),( ba

hxfxdf ).(')( =  với ),( bax ∈ . 
Tương tự như định lí trên, ta nhận được định lí sau đây. 

Định lí: Nếu  khả vi trên  thì trên khoảng đó cũng thoả mãn 
các hê thức sau. 

gf , ),( ba

1.    )()())(( xdgxdfxgfd +=+

2.   )())(( xdfxfd λλ =  
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3.   )()()()())(.( xdfxgxdgxfxgfd +=  

4.   
( ))()()()(

)(
1)( 2 xdgxfxdfxg

xg
x

g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 khi 0)( ≠xg  

3.2.3  Đạo hàm và vi phân cấp cao 

a. Đạo hàm cấp cao 

  Định nghĩa 

1.     Cho khả vi trên f X , nếu khả vi tại )(' xf Xa∈  thì nói rằng  có 
đạo hàm cấp 2 tại a và kí hiệu đạo hàm đó là . Tương tự  đạo hàm 
cấp n của  tại a, kí hiệu là  chính là đạo hàm của hàm 

 tại a. 

f

)(" af

)(xf )()( af n

)()1( xf n−

2.     Nói rằng  khả vi đến cấp n (hay n lần) trên )(xf X  khi và chỉ khi 
tồn tại  trên )()( xf n

X ,  trong đó  là đạo hàm của  *Nn∈ )()( xf n )()1( xf n−

3.     Nói rằng  khả vi vô hạn lần trên )(xf X  khi và chỉ khi  khả vi 
n lần trên 

)(xf

X , Nn∈∀ . Sau đây thường kí hiệu   )()()0( xfxf =

  Định lí 

Cho  khả vi n lần trên 
XRgfNnR ∈∈∈ ,,, *   λ X , khi đó trên X  có các hệ 

thức sau đây : 

1.    ( ) )()()( nnn gfgf +=+

2.    ( ) )()( nn ff λλ =

3.   gọi là công thức Leibnitz 
( ) ∑

=

−=
n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()(

4.    trên 0)( ≠xg X  thì g
f

 khả vi n lần trên X  

b. Vi phân cấp cao 

  Định nghĩa 

1.  Nếu  khả vi đến cấp n tại f Xa∈  thì biểu thức  gọi là vi 
phân cấp n tại a kí hiệu là . Vậy là  hay 

 

nn haf ).()(

)(afd n nnn hafafd )()( )(=
nnn dxafafd )()( )(=
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2.  Nếu  khả vi đến cấp n trên f X  thì vi phân cấp n của trên f

X  được kí hiệu là  và xác định theo công thức sau Xxxfd n ∈),(

                              
nnnnn dxxfhxfxfdXx )()()(, )()( ==∈∀    

  Định lí: Nếu  khả vi đến cấp n trên gf , X  thì khi đó  

1.   gdfdgfd nnn +=+ )(

2.  Với  fdfdR nn λλλ =∈ )(,   

3.   
∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gdfdCgfd
0

.).(

4.  Nếu  thì 0)( ≠xg g
f

 có vi phân đến cấp n. 

c. Lớp của một hàm 

  Định nghĩa 

1.  Cho Nn∈ , Ta nói  thuộc lớp  (kí hiệu ) trên f nC nCf ∈ X nếu 
 khả vi n lần trên f X  và  liên tục trên 

)(nf X . 

2.  Nói rằng  trên 
∞∈Cf X  nếu  khả vi vô hạn lần trên f X . 

3.  Nói rằng  trên 
0Cf ∈ X  nếu  liên tục trên f X . 

  Định lí 

Định lí 1: Nếu  trên 
nCgf ∈, X  thì  

1.    trên 
nCgf ∈+ )( X  

2.    trên 
nCf ∈λ RX ∈λ,  

3.    trên 
nCfg ∈ X  

4.   
nC

g
f
∈

 trên X  khi Xxxg ∈∀≠      0)(  

Định lí 2: Cho  và . Nếu  và 
XRf ∈ YXfRg Y ⊂∈ )(,    f g  thuộc lớp 

 thì  trên nC nCgof ∈ X  
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3.2.4  Các định lý về giá trị trung bình 

a. Định lí Phéc ma (Fermat) 

  Điểm cực trị của hàm số 

Cho . Gọi hàm số đạt cực trị địa phương tại  khi và chỉ khi 
tồn tại 

XRf ∈ Xa∈
Xa ⊂)(δΩ , để )(ax δΩ∈∀  thoả mãn 0)()( ≥− afxf  hoặc 0)()( ≤− afxf  

Trường hợp thứ nhất xảy ra nói rằng đạt cực tiểu địa phương tại a, 
trường hợp sau nói rằng  đạt cực đại địa phương tại a. 

f

f

Nếu chỉ có  hoặc 0)()( >− afxf 0)()( <− afxf  nói rằng hàm số đạt cực 
trị địa phương ngặt tại a. 

  Định lí Fermat 

Định lí: Nếu  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì 
 

)(xf

0)(' =af

b. Định lí Rôn (Rolle) 

  Định lí: Cho  thoả mãn. 
[ ]baRf ,∈

1.           liên tục trên [a,b] f

2.           khả vi trên (a,b) f

)()( bfaf =  khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho 0)(' =cf  

c. Định lí số gia hữu hạn. (định lí Lagơrăng (Lagrange)) 

  Định lí: Cho  thoả mãn: 
[ ]baRf ,∈

1.   Liên tục trên [a,b] 

2.   Khả vi trên (a,b), khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho  

                        )(')()()( cfabafbf −=−  

d. Định lí số gia hữu hạn suy rộng (Định lí Côsi(Cauchy)) 

  Định lí: Cho  thoả mãn: 
[ ]baRgf ,, ∈

1.    liên tục trên [a,b] gf ,

2.    khả vi trên (a,b) gf ,

3.   ),(0)(' baxxg ∈∀≠    .  

 60 



Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Khi đó tồn tại  sao cho ),( bac∈ )('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

 

3.2.5  Ứng dụng các định lý về giá trị trung bình 

a Công thức Taylo(Taylor), công thức Maclôranh(McLaurin) 

  Định nghĩa 

1.   Cho hàm khả vi đến cấp (n+1) tại f Xa∈  tức là  tại lân cận 
của a và có đạo hàm  cấp n+1 tại a. Gọi đa thức  với  thoả 
mãn điều kiện  

nCf ∈

)(xPn nxPn ≤)(deg

                     nkafaP kk
n ,0)()( )()( ==             

là đa thức Taylor của  tại lân cận điểm a, hay là phần chính qui 
của khai  triển hữu hạn bậc n tại a của  

)(xf

)(xf

2.   Nếu a = 0 thì  gọi là đa thức McLaurin của  )(xPn )(xf

  Định lí 

Nếu  là đa thức Taylor của  tại lân cận của a thì nó là duy 

nhất và có dạng  

)(xPn )(xf

n
n

n ax
n

afaxafafxP )(
!

)(...)(
!1

)(')()(
)(

−++−+=
 

  Công thức Taylor 

Cho  là đa thức Taylor của  tại lân cận của a )(xPn )(xf

1.   Gọi  là phần dư  Taylor bậc n tại a của  )()()( xPxfxr nn −= )(xf

2.   Gọi công thức  

 
∑
=

+
+

−
+

−+
+−=

n

k

n
n

k
k

ax
n

axafax
k

afxf
0

1
)1()(

)(
)!1(

))(()(
!

)()( θ

 là công thức Taylor 
bậc n , hay khai triển hữu hạn bậc n hàm  tại lân cận của a )(xf

3.   Gọi công thức  
∑
=

+
+

+
+=

n

k

n
n

k
k

x
n

xfx
k

fxf
0

1
)1()(

)!1(
)(

!
)0()( θ

 là công thức 
McLaurin bậc n,  hay khai triển hữu hạn bậc n của  tại lân cận của 0.  )(xf

  Công thức McLaurin của các hàm thường dùng 

1.     . Rxexf x ∈∀=    ,)(
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Ta thấy  trên 
∞∈Cf R  và  Nkf k ∈∀=    1)0()(

Suy ra 
)(0

!0

n
n

k

k
x x

k
xe += ∑

=  

2.       
∞∈∈∀= CfRxxxf         ,,sin)(

      ⎩
⎨
⎧

+=−

=
==⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12,)1(
20

2
sin)0(

2
sin)( )()(

mk
mkkfkxxf

m
kk

   

         , ππ

  

                    
∑
=

+
+

+
+

−=
n

m

n
m

m x
m
xx

0

22
12

)(0
)!12(

)1(sin
 

     Tương tự  
∑
=

++−=
n

m

n
m

m x
m

xx
0

12
2

)(0
)!2(

)1(cos
. 

3.      , XxRxxf ∈∈+=     ,,)1()( αα
X  phụ thuộc α . Với x  ở lân cận của 0 

thì  
∞∈Cf

      
kk xkxf −++−−= αααα )1)(1)...(1()()(

      )1)...(1()0()( +−−= kf k ααα

     Suy ra  
∑
=

+
+−−

+=+
n

k

nk xx
k

kx
1

)(0
!

)1)...(1(1)1( αααα

. 

4.     , ở lân cận 0 thì  )1ln()( xxf += ∞∈Cf

     
!.)1()0(

)1(
!)1()( )1(

1
)1( nf

x
nxf nn

n
nn −=⇒

+
−= +

+
+

 

     
)(0)1(...

2
)1ln( 1

2
n

n
n x

n
xxxx +−++−=+ −

 

5.      Rxarctgxxf ∈∀=   ,)(

         ⎩
⎨
⎧

+=−−

=
=∈

−
∞

12,)!22()1(
20

)0(,
1

)(

mkm
mk

fCf
m

k

   nÕu

        nÕu                    
  

     Vậy 
)(0

12
)1(...

53
212

153
mm

m

xx
m

xxxarctgx +
−

−
+++−= −

−

 

6.      ở lân cận của 0. 
∞∈= Cftgxxf     ,)(
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Ta biểu diễn 

 

)(0
3

!4!2
1

!5!3
cos
sin 3

3

42

53

xxx
xx

xxx

x
xtgx ++=

+−

+−
==

 
b. Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

     Cho  thoả mãn các điều kiện sau: 
XRgfXa ∈∈ ,,  

1.       liên tục tại a và khả vi ở lân cận { }aa \)(δΩ  

2.       { }aaxxg \)(0)(' δΩ∈∀≠            

3.       
l

xg
xf

ax
=

→ )('
)('lim

  

Khi đó  
l

agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim

. 

3.2.6  Sự biến thiên của hàm số 

a. Tính đơn điệu của hàm khả vi 

  Định lí 1: Cho  thỏa mãn: 
[ ]baRf ,∈

1.       f  liên tục trên đoạn [a,b] 

2.       f  khả vi trên khoảng (a,b) 

3.        khi đó f(x) không đổi trên [a,b] ),(,0)(' baxxf ∈∀=

  Định lí 2:  Cho f  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b). Để f  tăng trên 
[a,b] thì cần và đủ là ),(,0)(' baxxf ∈∀≥  

  Định lí 3: Cho f  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b). Để f  tăng ngặt 
trên [a,b], điều kiện cần và đủ là  

   a.  ),(,0)(' baxxf ∈∀≥

   b.  Tập }0)('),,({ =∈ xfbax  không chứa bất kỳ một khoảng có phần 
trong không rỗng nào. 

b. Điều kiện hàm số đạt cực trị 

  Định lí 1:  Cho  . Nếu tồn tại lân cận 
XRf ∈ Xa ⊂Ω )(δ  và  trên 0)(' ≥xf

),( aa δ−  và  trên 0)(' ≤xf ),( aa δ+  thì f  có một cực đại tại a. 
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  Định lí 2: Cho  tại lân cận 
nCf ∈ )(aδΩ  và thỏa mãn điều kiện: 

               0)(,0)(...)(' )()1( ≠=== − afafaf nn

Khi đó:         

a.           Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu 
, đạt cực đại nếu . 0)()( >af n 0)()( <af n

b.          Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

3.2.7  Bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị bé nhất 

  Bài toán:  Cho hàm số  xác định trên tập )(xf X . Tìm giá trị bé nhất 
(GTBN) , giá trị lớn nhất (GTLN) của hàm số trên tập đó. 

  Nói rằng hàm  đạt GTBN là m tại )(xf Xx ∈1  khi và chỉ khi : 
Xxxfxfm ∈∀≤=     ),()( 1  

  Nói rằng hàm  đạt GTLN là M tại )(xf Xx ∈2  khi và chỉ khi:   
XxxfxfM ∈∀≥=     ),()( 2  

a. Hàm liên tục trên đoạn kín [a,b] 

Theo tính chất liên tục của hàm số trên một đoạn kín bao giờ cũng tồn 
tại m,M. Theo định lý Fermat nếu hàm khả vi tại x0 và đạt cực trị tại đó thì 
f’(x0)=0. Vì cực trị có tính địa phương nên các điểm tại đó hàm đạt GTBN, 
GTLN chỉ có thể là hoặc các điểm tại đó hàm số không khả vi hoặc các 
điểm làm đạo hàm triệt tiêu hoặc các điểm a,b. Từ đó các quy tắc tìm m, M 
tương ứng x1, x2 như sau: 

  Tìm các giá trị f(a), f(b). 

  Tìm các giá trị của hàm số tại các điểm hàm số không khả vi. 

  Tìm giá trị của hàm số tại các điểm làm triệt tiêu đạo hàm f’(x). 

  So sánh các giá trị tìm được ở trên để tìm ra giá trị bé nhất, đó là 
m, tìm ra giá trị lớn nhất, đó là M. 

b. Hàm liên tục trên khoảng mở, khoảng vô hạn 

Trong trường hợp này, thay vì tính f(a), f(b), ta tìm giới hạn của hàm số 
khi x dần tới a, dần đến b, hoặc dần đến∞ . Tuy nhiên phải xem xét hàm số có 
đạt được giới hạn này không. Các bước tiếp theo thực hiệm như mục trên. 
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3.2.8  Hàm lồi 
a. Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

  Định nghĩa 

1.  Ánh xạ   được gọi là lồi nếu RXf →:

    )()1()())1((],1,0[,, 212121 xfxfxxfXxx λλλλλ −+≤−+∈∀∈∀  
     Nói rằng  f  là lõm khi và chỉ khi –f  là lồi. 

   2.  Cho . Giả sử 
XRf ∈ ],[],[ cbbaX ∪=  mà f  lồi (lõm) trên [a,b], f  

lõm (lồi) trên [b,c] . Khi đó điểm U(b,f(b)) gọi là điểm uốn của đồ thị Cf  
của hàm số. Như vậy điểm uốn là điểm phân biệt giữa các cung lồi và cung 
lõm của đồ thị hàm số. 

Định lí 1:  Để f  là lồi trên X  điều kiện cần và đủ là Xa∈∀ , tỷ số gia tại 
a của f  tăng trên , tức là  }{\ aX

                       ax
afxfxa −

−
=

)()()(τ
 tăng trên . }{\ aX

 Định lí 2 : ( Bất đẳng thức Jensen) 

    Nếu  lồi ,  sao cho 

 thì sẽ có   

XRf ∈ ]1,0[,...,,;,...,,, 2121
* ∈∈∈ nn XxxxNn λλλ

∑
=

=
n

k
k

1
1λ ∑∑

==

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

k
kk

n

k
kk xfxf

11

)(λλ

b. Điều kiện hàm lồi 
  Định lí 1: Giả sử f  là lồi trên X  khi đó f  khả vi phải và trái tại mọi 
điểm trong của X  và Xcba ∈∀ ,,  sao cho a<b<c, ta có 

            bc
bfcfbfbf

ab
afbf

pt −
−

≤≤≤
−
− )()()(')(')()(

 

  Định lí 2: Cho  khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  
tăng trên X  

XRf ∈

3.2.9  Tiệm cận của đường cong 
a. Khái niệm chung về tiệm cận:  
Đường thẳng (Δ ) được gọi là tiệm cận của đường cong Cf  nếu như khoảng 

cách δ  từ một điểm  đến (fCyxM ∈),( Δ ) dần đến 0 khi   (Tức là M 
chạy ra vô cùng trên đường cong C

+∞→+ 22 yx

f).  
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b. Phân loại và cách tìm tiệm cận 

  Tiệm cận đứng (Tiệm cận song song với trục tung):  

Đường x=a  là tiệm cận đứng của đường cong )(xfy =  khi và chỉ khi 

                                                   
∞=

→
)(lim xf

ax  

Giới hạn trên có thể bao hàm cả trường hợp , 
. Ứng với từng trường hợp sẽ nhận được tiệm cận đứng ở phía 

trên hoặc phía dưới, bên phải hoặc bên trái đường cong C

−∞→→→ +− yaxax ,,
+∞→y

f. Số a chính là 
cực điểm của hàm số.  

  Tiệm cận ngang (Tiệm cận song song với trục hoành) 

  Đường y=b là tiệm cận ngang của đường cong )(xfy =  khi và chỉ khi 

                                          
bxf

x
=

∞→
)(lim

 

  Tuỳ theo −∞→x  hay +∞→x  ta có tiệm cận ngang bên trái hay bên phải. 

  Tiệm cận xiên (Tiệm cận không song song với các trục toạ độ) 

    Đường βα += xy , 0≠α  là tiệm cận xiên của đường cong 

 khi và chỉ khi                 )(xfy = [ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=

∞→

∞→

βα

α

xxf
x
xf

x

x

)(lim

)(lim

 

   Tuỳ theo −∞→x  hay +∞→x  ta có tiệm cận xiên bên trái hay bên phải. 

   Rõ ràng về phía nào đó khi đã có tiệm cận ngang y=b thì không thể 

có tiệm cận xiên bởi vì khi đó 
0)(lim =

∞→ x
xf

x  và ngược lại. 

3.2.10  Bài toán khảo sát hàm số 

  Sơ đồ tổng thể để khảo sát hàm số gồm các bước dưới đây 

1.   Tìm miền xác định f  (nếu như chưa cho) và các tính chất đặc biệt của 
hàm số như: chẵn, lẻ, tuần hoàn (nếu có) 

2.   Xét sự biến thiên của hàm số:  Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số. 

3.   Tìm cực trị (nếu có) 

4.   Xét tính lồi, lõm của hàm số, điểm uốn (nếu có) 

5.   Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số (nếu có) 
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6.   Lập bảng biến thiên 
7.   Vẽ đồ thị 

3.3 CÂU HỎI ÔN TẬP 
Câu 1. Định nghĩa hàm số khả vi tại điểm x0, khả vi trong khoảng (a,b), 

khả vi trong đoạn [a,b], khả vi trong khoảng ),( ∞a . 
Câu 2. Đạo hàm của hàm số tại x0  là gì? Vi phân của hàm số tại x0 là gì? 
Câu 3. Nêu ý nghĩa hình học của đạo hàm tại điểm x0. 
Câu 4. Điểm tại đó mà đạo hàm hai phía khác nhau thì tương ứng đồ thị có 

tiếp tuyến không? 
Câu 5. Điểm tại đó có đạo hàm là vô cùng thì tương ứng tiếp tuyến của đồ 

thị có tính chất gì? 
Câu 6. Vì sao nói rằng điều kiện liên tục của hàm số chỉ là điều kiện cần 

chứ không phải là điều kiện đủ của hàm khả vi? 
Câu 7. Nêu các tính chất đại số của hàm khả vi. Các tính chất đó còn đúng 

không đối với các hàm không khả vi? 
Câu 8. Nêu công thức tính gần đúng số gia của hàm số nhờ vào vi phân của 

hàm số. Độ chính xác trong phép tính đó phụ thuộc vào đại lượng nào? 
Câu 9. Định nghĩa đạo hàm cấp cao của hàm số tại điểm x0 
Câu 10.  Định nghĩa vi phân cấp cao của hàm số tại điểm x0 
Câu 11.  Hiểu thế nào là tính bất biến của vi phân cấp 1? 
Câu 12.  Viết công thức tính đạo hàm cấp cao của tích hai hàm số. 
Câu 13.  Định nghĩa cực trị của hàm số. Tại sao nói rằng cực trị có tính chất 

địa phương? 
Câu 14.  Phát biểu định lý Fermat. Vì sao nói rằng đó là điều kiện cần của 

hàm khả vi? Ý nghĩa của định lý Fermat? 
Câu 15.  Phát biểu và nêu ý nghĩa hình học của định lý Rolle. Nếu một 

trong các điều kiện của định lý Rolle không thoả mãn thì có tồn tại giá trị 
trung bình không? 

Câu 16.  Phát biểu và nêu ý nghĩa hình học của định lý Largrange. Nếu một 
trong các điều kiện của định lý Largrange không thoả mãn thì có tồn tại giá trị 
trung bình không? 
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Câu 17.  Phát biểu định lý Cauchy. Chứng tỏ công thức Cauchy là tổng quát 
nhất về giá trị trung bình. 

Câu 18.  Tại sao nói công thức Largrange là công thức số gia hữu hạn?  

Câu 19.  Phần dư Taylor của hàm số f(x) có phải là một đa thức của x 
không? Tại sao? 

Câu 20.  Nêu ý nghĩa của công thức Taylor, công thức McLaurin. 

Câu 21.  Nêu các điều kiện đủ của cực trị.  

Câu 22.  Nêu các điều kiện nhận biết hàm số tăng, giảm trên một khoảng. 

Câu 23.  Định nghĩa hàm lồi, hàm lõm. Mô tả hình học. 

Câu 24.  Nêu cách tìm điểm uốn, khoảng lồi, khoảng lõm của đường cong. 

Câu 25.  Nêu quy tắc L’Hospital . Cho ví dụ chứng tỏ rằng quy tắc đó không 
mô tả điều kiện cần của sự tồn tại giới hạn. 

Câu 26.  Trình bày cách tìm tiệm cận của đường cong. 

Câu 27.  Trình bày sơ đồ tổng quát khảo sát và vẽ đồ thị hàm số. 

3.4 BÀI TẬP CHƯƠNG III 

Câu 1. Dùng định nghĩa hãy tính các đạo hàm các hàm số 

 a. 12)( += xxf  

 b. 
x

xxf 1)( +=  

 c. 
x

xxf +
=

1)(  

 d. xxf =)(  

Câu 2. Tính các đạo hàm của các hàm số 

 a.  32 )1()1( +−= xxy   b.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

−

1,1
1,

22

x
e

xex
y

x

              

     
 

 c.  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∈≠
=

0,0

,0,1sin *

x

Nnx
x

x
y

n

             
 d.  xxy .=  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Câu 3. Chứng tỏ rằng nếu f (x) khả vi tại x=a thì 

 )(')()()(.lim aafaf
ax

xafafx
ax

−=
−
−

→
 

Câu 4. Chứng minh rằng hàm số )()( xaxxf ϕ−=  trong đó )(xϕ  là hàm số 
liên tục và 0)( ≠aϕ  không khả vi tại x=a. 

Câu 5. Tính các đạo hàm fp’(0) và ft’(0) của các hàm số sau đây: 

 a. 2sin)( xxf =    b. 22

22
arcsin)(

xa
xaxf

+
−

=  

 c.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠

+=

0,0

0,

1)(
1

x

x

e

x

xf x

         

 x d. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

∈≠=
−

0,0

,0,1
)(

2

1

x

Nnxe
xxf

x
n

            
 

Câu 6. Tính đạo hàm của các hàm số: 

 a.  
2

ln xtgy =    b.  )1ln( 2 ++= xxy  

 c.  xey
1sin2

=     d.  4

2

1
2arcsin

x
xy
+

=  

 e.  
3

3
11 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=
x

y    f.  21
2

2
1

x
xarctgy

−
=  

 g.  
1ln
1lnln

+
−

=
xx
xxy    h.  

22

1

xax
y

−
=  

 i.  
4

2

1
ln

ax

xy
−

=    k.  5)4cos1(
1

x
y

+
=  

 l.  
x
xy

+
−

=
1
1cos2    m.  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

x
xtgy 11  

 n.  
x
xy

+
−

=
1
1arcsin   o.  xy 532 logloglog=  

Câu 7. Tính đạo hàm sau bằng phương pháp đạo hàm lôga: 

 a.      b.   
2xxy = xxy cos)(sin=

 c.  
5 2

43

)3(

2)1(

−

−+
=

x

xxy   d.  
x

x
xy ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
1
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 e.     f.  xxy sin2 )1( += 3
22

2

)1(
)1(

−
+

=
x

xxy  

 g.  xxy
1

=     h.   22 xxy xx−=

 i.  )1ln( −−= xxx
e
xy x

x
  k.  xy x sinlogcos=  

Câu 8. Tính vi phân của hàm số 

 a.  
2

ln
2
1

sin2
cos

2
xtg

x
xy −=   

 b.  Cho . Tính 12)( 3 +−= xxxf )1(),1( dffΔ    )0( >a

 c.  Với 2ax <<  chứng minh  
a
xaxa

2
2 +≈+    )0( >a

 d.  Với nax <<  chứng minh  1−+≈+ n
n n

na
xaxa  

       Áp dụng tính  10 1010 3 24210 −=  

 e.  x
x

xy 6
2
13 2

1

++=  tại 1=x  và 2,0=dx  

Câu 9. Tính đạo hàm của  của các hàm cho theo tham số: 
  a.  ,   

'xy

ϕ3cosax = ϕ3sinby =

 b.  ,  )1ln( 2tx += arctgtty −=  

 c.  
1

1
2

3

−
+

=
t

tx ,   y=
12 −t

t  

 d.  ,  )sin( ttax −= )cos1( tay −=  

Câu 10. Tính   

 a.  )2(
)(

963
3 xxx

xd
d

−−  b.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
x

xd
d sin

)( 2   c.  
)(cos
)(sin

xd
xd  

Câu 11. Chứng minh các hệ thức sau: 

 a.       với  '1'. 3 yyx +=
tt

y
t

tx 2
2
3,1

33 +=
+

=  

 b.  ''1 2 yyy =+   với  
2

2

2 1
,11ln

1

1

t

ty
t

t

t
x

+
=

++
−

+
=  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 c.        với  2'.2'. yxyy =
t

ty
t

tx ln23,ln1
2

+
=

+
=  

Câu 12. Chứng minh các hệ thức sau: 

a. Cho 
x

xf
−

=
1

1ln)( . Chứng minh   )!1()0()( −= nf n

b. Cho a
x

exxf
−

= 2)( . Chứng minh 2
)( )1.(.)1()0( −

−−
= n

n
n

a
nnf  

c. Cho . Chứng minh nxxf =)( n
n

n
fff 2

!
)1(...

!1
)1(')1(

)(
=+++  

Câu 13. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số: 

 a.     b.  xxy −+= 22 )ln( baxy +=  

 c.  
dcx
baxy

+
+

=    c.  xy =  

 e.  xxy n .=    f.  
x
xy +

=
1  

Câu 14. Tính các đạo hàm cấp cao sau: 

 a.   ,   tính yxxy sin)1( 2 += (20) 

 b.  
x

ey
x

=   ,   tính  y(10) 

 c.   ,   tính  yxey x sin.= (n)

 d.   ,  tính  ybxaxy sin.sin= (n)

 e.  
x

xy
−
+

=
1

1  ,   tính  y(100)

 f*.  
3 1 x

xy
+

=  ,   tính y(n)

 g*.  ,   tính y)sin( cbxey ax += (n)  

Câu 15. Chứng minh hàm số  thỏa mãn: xey arcsinα=

   Nnynxynyx nnn ∈=+−+−− ++ ,0)()12()1( )(22)1()2(2 α

Câu 16. Chứng minh hàm số  thỏa mãn xexy αα −−−= .)1(

   *)1()()1( ,0)()1( Nnynyxnyx nnn ∈=−+−− −+ αα
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Câu 17. Chứng minh hàm số xn exy
1

1−=  thỏa mãn x
n

n
n e

x
y

1

1
)( )1(

+
−

=   

Câu 18. Chứng minh đa thức Lơgiăng (Legendre) [ ] ,...2,1,0,)1(
!2

1)(
)(2 =−= mx

m
xP

mm
mm  

thỏa mãn phương trình  0)1('2")1( 2 =++−− mmm PmmxPPx

Câu 19. Chứng minh đa thức Trêbưsép- Hécmít ( Chebyshev – Hermite):            

                                   
       thỏa mãn phương trình:  

,...2,1,0,)()1()( )(22

=−−= meexH mxxm
m

02'2" =+− mmm mHxHH  

Câu 20. Áp dụng đạo hàm tính các tổng sau: 

 a.   12 ...321 −++++= n
n nxxxA

 b.   22 )1(....4.3.3.22.1 −−++++= n
n xnnxxB

 c.   122222 ...321 −++++= n
n xnxxC

Câu 21. Chứng minh rằng phương trình   không có quá 
2 nghiệm thực với n chẵn, không có quá 3 nghiệm thực với n lẻ. 

*,0 Nnqpxxn ∈=++

Câu 22. Chứng minh rằng m∀  phương trình  không thể có 2 
nghiệm khác nhau trong [0,1]. 

033 =+− mxx

Câu 23. Chứng tỏ rằng phương trình f’(x)=0 có 3 nghiệm thực biết rằng          
                                )3)(2)(1()( +++= xxxxxf  

Câu 24. Chứng minh rằng số nghiệm của phương trình f(x)=0 không nhiều 
hơn quá 1 đơn vị của số nghiệm của phương trình f’(x)=0 

Câu 25. Cho f(x) khả vi trên [a,b] và có đạo hàm đến cấp hai trên (a,b). 
Chứng minh rằng  có thể tìm được ít nhất số ),( bax∈∀ ),( baCx ∈  sao cho 

  )("
2

))(()()()()()( xCfbxaxax
ab

afbfafxf −−
=−

−
−

−−  

Câu 26. a. Không cần tìm đạo hàm của hàm số . Hãy cho 
biết số nghiệm của phương trình f’(x)=0 và chỉ ra các khoảng chứa nghiệm đó. 

)4)(1()( 22 −−= xxxf

 b.  Cho  với   chứng tỏ rằng f’(x)=0 có nghiệm 
trong khoảng (0,1). 

nm xxxf )1(1)( −+= *, Nnm ∈
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Câu 27. Cho hàm f(x) liên tục trên [a,b], khả vi trong (a,b). Chứng tỏ rằng 

nếu áp dụng định lí Rolle cho hàm số:  
1)(
1)(
1)(

)(
afa
bfb
xfx

xF =          sẽ  nhận 

được định lí Lagrange 

Câu 28. Chứng minh các bất đẳng thức sau đây: 

  a. )0(,ln ab
b

ba
b
a

a
ba

≤<
−

≤≤
−  

 b.  )
2

0(,
coscos 22

παβ
α
βαβα

β
βα

<≤<
−

≤−≤
− tgtg  

 c.   Nnabbanababanb nnnn ∈<−≤−≤− −− ),(),()( 11

 d. baarctgbarctga −≤−  

Câu 29. a. Tìm các hằng số a,b để tồn tại giới hạn hữu hạn của f(x) khi 0→x  

   
x
b

x
a

xx
xf −−−= 233

1
sin

1)(  

 b.  Tìm hằng số k để tồn tại giới hạn hữu hạn của hàm f(x)  khi 0→x  

   )(arcsin1)(
2

kx
x

xxf +
−

=  

Câu 30. Dùng qui tắc L’Hospital tìm các giới hạn sau: 

 a.  x

x

x ex
xe
+∞→

2
lim  b.  

x

x
x sin1

1lim
1 π
−

2

−
→

  c.  
)ln(

)ln(lim axax ee
ax

−
−

→
 

 d.  
)1ln(

2lim
1 x

xtg

x −−→

π

 e.  
x

x
x sinln21

lnlim
0 ++→

  f.  
xg

x
x

2
cot

lim
0 π

π

→
 

Câu 31. Tìm các giới hạn sau: 

 a.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1
11lim

0 xx ex
   b.  )1ln(.lnlim

1
−

→
xx

x
 

 c.  100
1

0

2lim −−

→
xe x

x
   d.  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−→ qpx x
q

x
p

11
lim

1
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 e. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

−→ )1(3
1

)1(2
1lim

31 xxx
 f.  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ xgxx cos2cot
lim

2

ππ
π

 

Câu 32. Tìm các giới hạn sau: 

 a.    b.  x

x
x ln

0
)1(lim +

→

x

x
tgx cos2)(lim

π
→

2

 c.  xx

x
ex

1
2

0
)(lim +

→
 

 d.  
2

1

0
lim x

x x
tgx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
  e.  )1ln(

1

0
lim −

→

xe
x

x   f.  
2

1

0 ln
lnlim

x

x

x

x bxb
axa
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

→
 

Câu 33. Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của các hàm số sau: 

  a.  )1( xxy +=   b.  xxy ln=   c.  2
3

2 )1( −= xy  

 d.  
x

ey
x

=    e.  )0(,2 >−= axaxxy  

Câu 34. Tìm cực trị các hàm số sau: 

 a.  )1(2 xxxy −=   b.  )2( += xxy  c.  3
2

3
2

)2( −+= xxy  

 d.  2

2x

xey
−

=    e.  
x

xy ln1 +
=  f.  

3
cos3

2
cos2 xxy +=  

 g.  2sin xy =   h.  arctgxxy −+= 21ln  

Câu 35. Chứng minh các đẳng thức sau: 

 a.  
21

arcsin
x

xarctgx
+

=  

 b.  
21

arcsin
x

xarctgx
−

=  

Câu 36. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

 a.    ,2sin xtgxx ≥+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx  

 b.  2

2
11cos xx −> ,  0>∀x  

 c.  
β
β

α
α tgtg
< ,  

2
0 πβα <<<  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 d.  ,   xex +>1 0≠∀x  

 e.  xxxx ≤+≤− )1ln(
2

2
, 0≥∀x  

 f.  xxxx ≤≤− sin
6

3
, 0≥∀x    

 g.  
3

3xxtgx +> ,  
2

0 π
<< x  

 h.  ,132
x

x −>   1>∀x  

 i.    )1ln(.2 2xarctgxx +≥ x∀  

 k.  ,
1

)1(2ln
+
−

>
x
xx   1>∀x  

 l.   ,
1

)1ln(
x

arctgxx
+

>+  0>∀x   

Câu 37. Chứng minh tính duy nhất nghiệm của các phương trình sau: 

 a.   0cossin2 =++ xxx

 b.  ,012
3
2 23 =+− xx  0≤x  

 c.    ,xxx cba =+ cbca <<<< 0,0  

 d.  
2

sin22 xaax +
+= ,  a∀

 e.   ,0cossin 323 =++ aaxx a∀

Câu 38. Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất của các hàm số: 

  a.  ,
1
1

2

2

xx
xxy

++
+−

=   10 ≤≤ x  

 b.  ,
1

22

x
b

x
ay

−
+=   0,0,10 >><< bax  

 c.    ,2 2xtgtgxy −=
2

0 π
<≤ x  

 d.  ,
1
1

x
xarctgy

+
−

=   10 ≤≤ x  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Câu 39. Tìm các tiệm cận của các đường cong 

 a.    b.  xxy ln+=
x

xy sin
=   c.   xexy −= 2

 d.  
9

2
2

2

+
+−=

x

xxy  e.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
exy 1ln  f.  1

2

+= xxey  

Câu 40. Xét tính lồi lõm và tìm điểm uốn của hàm số: 

  a.  
122

3

+
=

x
xy   b.   xexy )1( 2+=

 c.  5 2)( bxay −−=  d.  )0(ln >= a
x
a

x
ay       

Câu 41. Khảo sát hàm số sau: 

  a.   b.  
2

)2( 2 xexy −+=
x
xy ln

=   c.  4
14
xx

y +=  

 d.  
xx

y
cossin

1
+

=  e.  
x

x
y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11   f. xey x −=
1

 

3.5 HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ BÀI TẬP CHƯƠNG III 

Câu 1. a. 
12

1)(/

+
=

x
xf ,  b. 

2
/ 11)(

x
xf −= ,   

c. 
2
32

/

2

11)(

x
x

xf −−= ,  d. 0,
2

1)(/ ≠= x
x

xf  

Câu 2. a. )15(1)1( 2/ −+−= xxxy              b. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤−
=

−

1,0

1,)1(2
22

/

x

xexx
y

x

    

c.
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≥≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

0,0

2,0,1cos1sin2
/

x

nx
xx

nxx
y

n

     d.  xy 2/ =  

Câu 5. a.  ,         b.  1)0(,1)0( // −== tp ff
a

f
a

f tp
2)0(,2)0( // =−=  

      c. ,              d.        1)0(,0)0( // == tp ff 0)0(/ =f
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Câu 6. a.  
x

y
sin

1/ =             b. ,
1

1
2

/

+
=

x
y               c. ,2sin1 1sin

2
/

2

x
e

x
y x−=     

       d.  ,
1

4
4

/

x
xy

+
=         e.  ,111 2

3
/ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−=
xxx

y       f.   ,
1

1
2

/

+
=

x
y  

       g.  ,
1ln
)1(ln2

22
/

−
+

=
xx

xy             h. ,
)2( 32

/

xax

axy
−

−
=     

       i.   ,2
5

/

axx
y

−
=                   k.  ,

)4cos1(
4sin20

6
/

x
xy

+
=       

       l. ,
)1(

1
12sin

2
/

xx
x
x

y
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

=             m. ,
111cos2

1

22

2
/

⎟
⎞

⎜
⎛ ++⎟

⎞
⎜
⎛ +

−
=

xtgxx

xy

⎠⎝⎠⎝ xx

   

      n. ,
)1(2)1(

1/

xxx
y

−+
=      o.  

5ln.3ln.2ln)(loglog.log
1

535

/

xxx
y =  

Câu 7. a.  .  )1ln2(1/ 2

+= + xxy x

b. ,sinlnsin
sin
cos)(sin

2
cos/

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= xx

nx
xxy x   

c.  
5 2

422
/

)3(

2)1(.
)3)(2(20

36130257

−

−+
−−
+−

=
x

xx
xx
xxy  

     d.  .
1

ln
1

1
1

/ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

x
x

xx
xy

x

 

     e.  .)1ln(cos
1

sin2)1( 2
2

sin2/
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
+= xx

x
xxxy x   

     f.   3
22

2

4

24
/ .

)1(
)1(

)1(3
16

−
+

−
++

=
x

xx
xx

xxy      

    g.   .ln1
2

/

x
xyy −

=           
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

    h.    )ln122(ln/ x
x

yy −−+=         

    i.    ).1(lnln1 1/ −= + xxx
e

y x
x

   

    k.    ).sinlncosln(cot
cosln
1

2
/ xtgxxgx

x
y +=    

Câu 8. a.   .
sin 2 x

dxdy −=       b.    ,)()(3)1( 32 xxxf Δ+Δ+Δ=Δ xdf Δ=)1( . 

           d. ...9955,11010 3 ≈                              e.   .3466,0)1( =dy  

Câu 9. a.   ,/ ϕtg
a
byx −=                                b.   ,

2
/ ty x =  

          c.   ,
)32(

1
2

2
/

ttt
ty x
−+

+
=                      d.   .

2
cot/ tgyx =  

Câu 10. a.                     b.   ,341 63 xx −− ,sincos
2

1
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
xx

x
       

         c.   .cot gx−  

Câu 13. a.   [ ] ,2ln2)1(2)( nxnxny −−+=         b.   ,
)(

)!1()1( 1)(
n

n
nn

bax
any

+
−

−= −       

c.   ,
)(

))((!
1

1
)(

+

−

+
−−

= n

n
n

dcx
cbcadny           d.   ,

2

!)!32()1(
12

1
)(

−

− −−
=

nn

n
n

x

ny    

            e. ,
2

!)!12()( xny n
n +
=        f.   ).12(

2

!)!32()1(

2
12

1
)( +−

−−
=
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Câu 14.  
a.       

b.   

.cos40sin)379( 2)20( xxxxy −−=

∑
=
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d. .
2

)(cos)(
2

)(cos)(
2
1)(

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
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⎨
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Câu 26. a.   ),1;2(1 −−∈x     ),1;1(2 −∈x      ).2;1(3 ∈x  b.   )1()0( ff =  

Câu 29. a.  ,
2
1;0 == ba                             b.   .0=k  

Câu 30. a.   0,    b.   ∞ ,    c.   1,    d.   ,∞     e. ,
2
1     f.   .

2

2π  

Câu 31. a.   ,
2
1     b.   0,    c.   0,    d.   ,

2
qp −     e.   ,

12
1    f.   –1 

Câu 32. a.   1,      b.   1,    c.     d.   3e 3
1

e             e. e          f.   
)ln(ln

2
1 22 ba

e
−

   

Câu 33. a.  Tăng  không có cực trị. 

        b.  Tăng 

),0[ +∞

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

e
1,0 , giảm ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞,1
e

, xCĐ 
e
1

=  . 

        c.  Giảm  ( ],1;−∞−   tăng  [ )+∞;1 .   
        d.   Giảm  ( )   tăng ( ,1;0,0;∞− ) [ )+∞;1 ,   1=CTx . 

        e.   Giảm  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ aa;
4
3 ,  tăng  ,

4
3;0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ a    .

4
3

D axC =  

Câu 34. a.   min     max),0;0( .
7
4

7
6;

49
22 33 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

         b.   min     max  
         c.   min 

),0;0( ).1;1(−

),4;0( 3    min ),4;2( 3          max  ).2;1(
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         d.   min ,1;1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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e
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⎜
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⎛
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⎤
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⎟
⎠
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⎜
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          g.  min       max),0;0( .1;
2
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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          h.  min .
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⎠
⎞

⎜
⎝
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Câu 38.  a.  ,
3
1

=m   .1=M    b.    c.  .)( 2bam += .1=M   d.     ,0=m .
4
π

=M  

Câu 39. a.   .0=x       b.    0=y  .      c.    =y  0.  

          d.      ,2−=y ).1(2 −= xy     e.   ,1
e

x −=    .1
e

x +y =     

          f.  x=0, y=x 

Câu 40. a.   { }6;0 ±=Ux                            b.   { }.3;1 −−=Ux  

         c.    .φ                                                d.    .2
3

aexU =   
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3.   
4.   

5.  CHƯƠNG IV: PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 
 

4.1 MỤC ĐÍCH 

Phép tính tích phân là phép tính cơ bản thứ hai của toán cao cấp. Đây là 
phép tính ngược của phép tính vi phân. Chính vì thế để tính tích phân nhanh 
chóng, chính xác cần thông thạo phép tính đạo hàm của hàm số.  

Trong mục thứ nhất của chương này cần nắm vững định nghĩa tích phân 
xác định. Bản chất của nó là phép tính giới hạn của một dãy số được tạo ra theo 
một nguyên tắc nhất định (lập tổng tích phân) từ hàm số f(x) xác định trên đoạn 
[a,b]. Sau khi hiểu được lớp các hàm khả tích sẽ thấy rõ khái niệm tích phân xác 
định học ở phổ thông trung học chỉ là một trường hợp riêng của khái niệm tích 
phân xác định được trình bày ở mục này. Cụ thể là công thức Newton-Leibnitz 
chỉ được áp dụng khi hàm dưới dấu tích phân liên tục trên đoạn [a,b]. Người 
học phải nắm được điều kiện cần của hàm khả tích để sau này phân biệt với tích 
phân suy rộng. Bên cạnh đó phải biết vận dụng các tính chất của tích phân xác 
định bởi vì nhờ có tính chất này và các tích phân cơ bản mà ta có thể tính được 
các tích phân phức tạp hơn. Cần hiểu được nguyên hàm của hàm số là gì và 
phân biệt tích phân xác định với tích phân bất định. 

Trong mục thứ hai cần nắm vững hai phương pháp cơ bản để tính tích phân 
xác định: Phương pháp tích phân từng phần và phương pháp đổi biến số. Cần 
hiểu rằng phần lớn các tích phân chỉ được tính bằng một phương pháp duy nhất. 
Do đó trước hết phải phân loại sau đó mới đi vào tính toán. Nắm chắc các điều 
kiện đối với hàm số khi thực hiện phép đổi biến số. Lưu ý rằng khi thực hiện 
phép đổi biến số thì cận của tích phân cũng biến đổi theo.  

Mục thứ ba trình bày phương pháp tính tích phân bất định. Ngoài hai 
phương pháp cơ bản cần phải thuộc cách đổi biến thích hợp cho từng trường 
hợp: hàm hữu tỉ, hàm hữu tỉ lượng giác, hàm vô tỉ,.... 

Mục thứ tư gồm các ứng dụng mang tính chất hình học của tích phân xác 
định: diện tích hình phẳng, thể tích vật thể, độ dài cung. Phải chú ý đến tính 
chất biên của các hình rồi mới áp dụng các công thức tính thích hợp: trong hệ 
tọa độ đề các, tọa độ cực. Sau này còn được biết nhiều ứng dụng rộng rãi của 
tích phân xác định. 
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Trong mục thứ năm người học phải hiểu rõ tích phân suy rộng, ý nghĩa 
hình học của nó. Phân biệt sự khác nhau giữa tích phân suy rộng và tích phân 
xác định. Nắm vững khái niệm hội tụ, phân kỳ của tích phân suy rộng. Khi sử 
dụng tiêu chuẩn hội tụ của lớp hàm giữ nguyên dấu cần phải dùng đến phép so 
sánh các vô cùng bé, vô cùng lớn. Cần nắm vững khái niệm hội tụ tuyệt đối, 
bán hội tụ của tích phân suy rộng, bởi vì các nội dung trên sẽ gặp ở trong 
chương tiếp theo. Cũng cần nhớ rằng rất nhiều vấn đề kỹ thuật gắn liền với việc 
tính các tích phân suy rộng. 

4.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 
4.2.1  Khái niệm về tích phân xác định 

a. Định nghĩa tích phân xác định 

Cho   [ ] baRbaf <→   ,,:

1. Ta gọi một họ hữu hạn các điểm , )( ix ni ,0=  sao cho  

           bxxxxa nn =<<<<= −110 ...       

     là một phân hoạch (hay một cách chia) đoạn [ ]ba,  và gọi ini
xMax Δλ

10 −≤≤
= , 

trong đó   1,01 −=−= + nixxx iii  , Δ  là bước của phân hoạch đã chọn. Tập phân 
hoạch là  )( n℘

2. Ta gọi một cách chọn ứng với phân hoạch là một cách lấy n điểm  iξ , 
sao cho [ ] 1,0, 1 −=∈ + nixx iii  , ξ  

3. Ta gọi số thực là tổng Riơman (Riemann) của hàm 

ứng với một phân hoạch và một cách chọn.Rõ ràng với  sẽ có dãy 
vô hạn tổng Riemann 

∑
−

=

=
1

0
)(

n

i
ii xf Δξσ

f [ ]baRf ,∈

σ       Kí hiệu là )( nσ . 

4. Nếu 0→λ  mà In →σ  hữu hạn ( không phụ thuộc vào cách chia đoạn 
[a,b] và cách chọn các điểm iξ  ứng với cách chia đó ) thì I  gọi là tích phân 

xác định của  trên , Kí hiệu là  , khi đó nói rằng  khả tích trên 

                                    Như vậy      

f [ ba, ]

]

∫
b

a

dxxf )( f

[ ba, ∑∫
−

=
→

=
1

00
)(lim)(

n

i
ii

b

a

xfdxxf Δξ
λ
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b . Điều kiện tồn tại 

 Điều kiện cần 

Định lí: Nếu khả tích trên [a,b] thì bị chặn trên [a,b] f f

 Các tổng Đácbu (Darboux) 

Cho  và phân hoạch xác định [ ] Rbaf →,: )( ix ),0( ni =  

Đặt  
[ ] [ ]

1,0
11 ,,

−===
++

nifSupMfInfm
iiii xx

i
xx

i     ,  , . 

Ta gọi là các tổng Darboux dưới và trên, hay tổng 

tích phân dưới và tổng tích phân trên của ứng với một phân hoạch xác định. 

   ,  ∑∑
−

=

−

=

==
1

0

1

0

n

i
ii

n

i
ii xMSxms ΔΔ

f

Vì rằng  [ ]1,)( +∈∀≤≤ iiiiii xxMfm ξξ    ,   nên Ss ≤≤ σ . 

Một phân hoạch đã định thì là hằng số, tổng Riemann phụ thuộc vào Ss,

[ ] 1,0, 1 −=∈ + nixx iii       ξ . Chứng tỏ các tổng Darboux là cận dưới đúng và cận 
trên đúng của σ   

Hệ quả 1: Nếu thêm vào điểm chia mới thì  tăng và  giảm. s S

Hệ quả 2: Mọi tổng Darboux dưới không vượt quá một tổng Darboux 
trên. 

 Điều kiện cần và đủ để hàm khả tích 

Định lí: Để cho hàm khả tích trên [a,b] điều kiện cần và đủ là f

                           0)(lim
0

=−
→

sS
λ

              

c. Lớp các hàm khả tích. 

 Định lí 1: Nếu liên tục trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó )(xf

 Định lí 2: Nếu đơn điệu và bị chặn trên [a,b] thì khả tích trên đoạn 
đó. 

)(xf

 Hệ quả: Nếu liên tục từng khúc trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó. 
Dưới đây ta đưa ra các định lí và sẽ không chứng minh, về một lớp hàm 
khả tích, lớp hàm này chứa tất cả các lớp hàm đã xét ở trên 

)(xf

 Định lí 3: Nếu bị chặn trên [a,b] và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn thì 
     khả tích trên [a,b] 

)(xf

)(xf
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 Định lí 4: Nếu khả tích trên [a,b] thì )(xf )()(.,)( constkxfkxf =     cũng khả 
tích trên [a,b]. 

 Định lí 5: Nếu  khả tích trên [a,b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng 
khả tích trên [a,b] 

gf ,

 Định lí 6: Nếu khả tích trên [a,b] thì khả tích trên mọi đoạn f [ ] [ ]ba,, ⊂βα .      
Ngược lại nếu [a,b] được tách ra thành một số đoạn và trên mỗi đoạn đó 
hàm khả tích thì  khả tích trên [a,b]. f

d. Các tính chất của tích phân xác định 

 Tính chất 

Cho khả tích trên [a,b] và a<b, gf , λ  là hằng số. 

1.  với ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ),( bac∈  

2.  ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ

3.  ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

4. Nếu trên [a,b] thì    0)( ≥xf 0)( ≥∫
b

a

dxxf

5. Nếu  thì   [ baxxgxf ,),()( ∈∀≥ ] ∫ ∫≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

6. Nếu  trên [a,b], liên tục tại 0≥f f [ ]bax ,0 ∈  và  thì  0)( 0 >xf ∫ >
b

a

dxxf 0)(

7. ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

8. Nếu [ ]baxMxfm ,,)( ∈∀≤≤  thì   )()()( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫

 Định lí tổng quát về giá trị trung bình 
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Định lí: Cho khả tích trên [a,b], a<b, hoặc  trên [a,b] 

và . Khi đó tồn tại

gf , 0)( ≥xg 0)( ≤xg

Mxfm ≤≤ )( [ ]Mm,∈μ  để cho .  ∫∫ =
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()().( μ

Nếu thêm điều kiện liên tục thì tồn tại )(xf [ ]bac ,∈  sao cho  

                       ∫∫ =
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().(

 Bất đẳng thức Côsi-Svác( Cauchy-Schwarz) đối với tích phân 

Định lí: Nếu liên tục từng khúc trên [a,b] thì khi đó gf ,

                     . ∫∫∫ ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)()().( 22

2

e. Công thức Niutơn-Lépnít (Newton-Leibnitz). 

 Hàm tích phân của cận trên 

Cho khả tích trên [a,b]. Lấy cố định, )(xf 0x [ ]bax ,0 ∈ . Cho khi đó 
theo định lí 6 thì hàm khả tích trên 

[ bax ,∈ ]
)(xf [ ]xx ,0  với x  tuỳ ý trong [a,b]. Hàm số 

                                       ∫=
x

x

dttfx
0

)()(φ

gọi là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm  theo cận 
trên  

)(xf

Định lí 1:  )(xφ là hàm liên tục trên [a,b] 

Định lí 2: Nếu  liên tục trên [a,b] thì )(xf )(xφ  khả vi trên [a,b] và có      

                                 [ ]   baxxfx ,,)()(' ∈∀=φ .   

Hệ quả: Nếu )(),( xx βα  khả vi trên  liên tục trên )(, xfX X  và 

[ ] XxXxx ∈∀⊂   )(),( βα  thì   khả vi trên ∫=
)(

)(

)()(
x

x

dttfxG
β

α

X  và  

                ( ) ( ) )(')()(')()(' xxfxxfxG ααββ −=     

 Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 

Cho . Gọi  là một nguyên hàm của  trên RXFf →:, F f X  nếu khả vi 
trên 

F

X  và ta có  . XxxfxF ∈∀=   ,  )()('
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Định lí: Nếu  liên tục trên )(xf X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu 
 là một nguyên hàm thì tập hợp các nguyên hàm của  là 

 
)(xF f

{ }RCCxF ∈+   ,  )(

 Công thức Newton-Leibnitz. 
Định lí:  Nếu liên tục trên [a,b] có một nguyên hàm là  trên 

[a,b] thì                                                                    

)(xf )(xF

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫

Đại lượng  được kí hiệu )()( aFbF − b
axF )(  gọi là biến phân từ  a  đến b 

của . )(xF

4.2.2  Hai phương pháp cơ bản tính tích phân xác định 
a. Phép đổi biến 
 Định lý 1:  Nếu     R→],[: βαϕ       thuộc lớp C1 trên ],[ βα  

                                          thuộc lớp CRbaf →],[: 0 trên [a,b] 

                        và       ].,[]),([ ba⊂βαϕ  Khi đó: 

                                       ∫∫ =
)(

)(

' )().()).((
βϕ

αϕ

β

α

ϕϕ dxxfdtttf

 Định lý 2:  Nếu    R→],[: βαϕ  với ϕ  đơn điệu và thuộc lớp C1 trên ],[ βα  

                                            Rbaf →],[: f ∈C0 trên [a,b] 

     với )(xt ϕ=  mà  trên 0,)()( Cgdttgdxxf ∈= )](),([ ba ϕϕ . Khi đó:     

                                          ∫ ∫=
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(
ϕ

ϕ

 b. Phép tích phân từng phần 
 Định lý:  Nếu   và   Rbavu →],[:, ∈vu, C1 trên [a,b] thì: 

                      ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('     

4.2.3  Phương pháp tính tích phân bất định 
Ta đã biết rằng   trên CxFdxxf +=∫ )()( X  Trong đó là một nguyên hàm 

của  trên 
)(xF

)(xf X  và C là hằng số tuỳ ý. 
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a. Tính chất cơ bản của tích phân bất  định. 
Cho  có nguyên hàm, gf , R∈λ   

1. ( )  dxxfdxxfdxfdxxf )()(   ,  )()(
'

== ∫∫
2. ( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

3.  ∫∫ = dxxfdxxf )()(. λλ

4. Nếu  có một nguyên hàm là  thì )(xf )(xF ( ) )(')( xuxuf  có một nguyên 
hàm là  nếu , tức là   ( )(xuF ) 1Cu ∈

      ( ) ( ) CxuFdxxuxufCxFdxxf +=⇒+= ∫∫ )()(')()()(   

b. Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định 
 Phương pháp tích phân từng phần 

Cho  trên 1, Cvu ∈ X  khi đó  

            trên ∫∫ −= )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu X      

 Phương pháp đổi biến số 
Đặt )(tx ϕ= , với ϕ  đơn điệu và  trên Y  khi đó  1C∈ϕ

                  [ ]
)(1)(')()( xtdtttfdxxf −=∫∫ =

ϕ
ϕϕ                               

Đặt )(xt ψ=  khi đó dttgdxxf )()( =  

                  )()()( xtdttgdxxf ψ=∫∫ =                                        

c. Cách tính tích phân bất định của các hàm số hữu tỉ 
 Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất 

                ∫ ∈
−

= Ra
ax

dxI n   ,  
)(

 

  Nếu  thì  1=n Cax
ax

dx
+−=

−∫ ln  

                      Với  khi xét constC = ax <  hoặc ax >  

Nếu   thì  { }1\*Nn∈ C
axnax

dx
nn +

−−
−=

− −∫ 1)(
1.

1
1

)(
 

 Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai 
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∫ ∈
++

+
= Rcbadx

cbxax
xI n ,,

)( 2 ,,  ,  μλμλ  và  *2 ,04 Nnacb ∈<−

Nếu 0=λ                                                                                      

                    ∫ ++
= ncbxax

dxI
)( 2μ  

     Biến đổi  acbbax
a

cbxax 421
4

2
2

2 −=Δ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Δ−
+

+
Δ

−=++  ,  

     Thực hiện đổi biến  
Δ−
+

=
baxt 2  

     Suy ra  ∫ +
Δ−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
−= n

n

t
dt

a
aI

)1(2
4

2μ  

     Dẫn đến tính    ∫ +
= nn t

dttJ
)1(

)( 2  bằng phương pháp truy toán. 

     Trước hết  ∫ +=
+

= Carctgt
t

dttJ 21 1
)(  

     Tích phân từng phần sẽ có  

                      ∫ ++
+

+
= 12

2

2 )1(
2

)1(
)( nnn t

dttn
t
ttJ  

                      )(2
)1( 12 +−+

+
= nnnn JJn

t
tJ  

                      nnn t
tJnnJ

)1(
)12(2 21 +

+−=+  

Nếu .0≠λ           

             ∫ ++

+
= dx

cbxax

aax

a
I n)(

22

2 2
λ
μ

λ
                                                           

               ∫∫ ++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

= nn cbxax
dxba

a
dx

cbxax
bax

a )(
2

2)(
2

2 22 λ
μλλ  

     Tích phân thứ nhất tính được nhờ phép đổi biến    cbxaxu ++= 2

              C
cbxaxnu

dudx
cbxax

bax
nnn +

++−
==

++
+

−∫∫ 122 )(
1  

1
1

)(
2  

     Tích phân thứ hai tính theo  đã trình bày ở trên. nJ
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d. Tính nguyên hàm các phân thức hữu tỉ đối với một số hàm thông dụng 

 Hàm hữu tỉ đối với sin và côsin 

1. Trường hợp tổng quát. 

Xét    trong đó ∫ dxxxR )cos,(sin R  là ‘’phân thức hữu tỉ hai biến’’ 

Thực hiện phép đổi biến: 
2
xtgt = . Khi đó  

22

2

2 1
2

1
1cos

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
−

=
+

=     ,      ,    

Khi đó đưa về dạng  ∫ dt
tQ
tP
)(
)(   

Tuy nhiên bậc của  và  thường là cao, làm cho quá trình tính 
toán rất nặng nhọc. Sau đây ta xét một số trường hợp đặc biệt, với cách đổi 
biến thích hợp sẽ tính toán dễ dàng hơn. 

)(tP )(tQ

2. Trường hợp đặc biệt thứ nhất. 

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  hoặc  tgxt = gxt cot=  

• Nếu )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến   xt sin=

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt cos=  

3. Trường hợp đặc biệt thứ hai. 

Khi  ZnmxxxxR nm ∈= ,cos.sin)cos,(sin    ,  

• Nếu  lẻ thì đổi biến m xt cos=  

• Nếu  lẻ thì đổi biến n xt sin=  

• Nếu  chẵn và không cùng dương thì đổi biến  nm, tgxt =

• Nếu  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính 
nguyên hàm. 

nm,

 Hàm hữu tỉ đối với  và  shx chx

Vì đạo hàm của các hàm  và  tương tự như các hàm  và shx chx xsin xcos , 
mà  có phép đổi biến tương ứng là ∫ dxxxR )cos,(sin
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tgxtxtxtxtgt ====   ,    ,    ,  sincos
2

, cho nên ∫ dxchxshxR ),(  có phép đổi biến 

tương ứng là thxtshxtchxtxtht ====   ,    ,    ,  
2

 

 Hàm hữu tỉ đối với  Re x ∈αα   ,

Xét  , trong đó  là hàm hữu tỉ. Thực hiện phép đổi biến 
, Khi đó  

∫= dxefI x )( α )(xf

dxedtet xx αα α==   ,  

        dt
t
tfI ∫=
)(1

α
  

 Hàm hữu tỉ đối với x và n

dcx
bax

+
+  

Xét  ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

= dx
dcx
baxxRI n,   trong đó  là hàm hữu tỉ của hai biến ),( yxR yx,  

Với  n

dcx
baxy

+
+

=   thoả mãn điều kiện  bcad ≠  

Thực hiện phép đổi sang biến  thì  y

        dy
cya

bcadnyy
cya

bdyRdxyxR n

n

n

n

2

1

)(
)(,),(

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−

 

                       dyyf )(=

Trong đó  là hàm hữu tỉ của y. )( yf

4.2.4  Một số ứng dụng của tích phân xác định 

a. Tính diện tích hình phẳng 

 Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Đềcác(Descartes) 

Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 xfyxfybabxax ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó  liên tục từng khúc 
trên [a,b]. Gọi diện tích của miền phẳng D là S. Theo ý nghĩa hình học của 
tích phân xác định, nhận được công thức tính S như sau: 

21, ff

                        ∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 21  

Tương tự, nếu D giới hạn bởi các đường: 
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)()()( 21 ygxygxdcdycy ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó  liên tục từng khúc 
trên [c,d] thì  

21, gg

                       ∫ −=
d

c

dyygygS )()( 21                 

 Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 

                                    
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

10 ttt ≤≤  

     Khi đó             ∫=
β

α

dttxtyS )().( ,      

 Nếu miền phẳng D giới hạn bởi đường cong có phương trình cho dưới 
dạng toạ độ cực. 

                            βϕαϕ ≤≤=       ,       )(rr  

     Liên hệ giữa toạ độ Descartes và toạ độ cực là: 

                             
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕϕ
ϕϕ

sin)(
cos)(

ry
rx

      Khi đó           ϕϕ drS ∫= )(
2
1 2           

b. Tính độ dài đường cong phẳng 

 Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc   

     Giả sử đường cong 
∩

AB  cho bởi phương trình  
                         ( ) ( ))(,)(,)( bfbBafaAxfy    ,       ,    =  

     Trong đó  trên 1Cf ∈ [ ] )(, baba <    ,     

     Nếu gọi l  là độ dài cung 
∩

AB  thì l  được tính theo công thức 

                dxxfl
b

a
∫ += )('1 2                    

 Phương trình cho trong dạng tham số                              

                       10)(
)(

ttt
ty
tx

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

     ,      
ψ
ϕ
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          trên [      1, C∈ψϕ ]10 ,tt

                 dtttl
t

t
∫ +=
1

0

)(')(' 22 ψϕ                                          

 Phương trình cho trong dạng toạ độ cực 
          βϕαϕ ≤≤=    ,    )(rr  

                ∫ +=
β

α

ϕϕϕ drrl )()( 2,2                                             

c. Tính thể tích vật thể 
 Công thức tổng quát 

Giả sử vật thể (V ) nằm giữa hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox, các 
mặt phẳng này có phương trình là ax = và babx <=    ,   . Các thiết diện của 
vật thể (V ) vuông góc với trục Ox nằm trên mặt phẳng có phương trình  

 có diện tích tương ứng . Khi đó thể tích của vật thể 

(V), kí hiệu là V, tính theo công thức                            

[ baxxx ,00 ∈=    ,   ] )( 0xS

∫=
b

a

dxxSV )(

 Công thức tính cho vật thể tròn xoay 
Vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong 

giới hạn bởi các đường: 0)( =<== ybabxax    ,      ,      ,     và [ ]baxxfy ,0)( ∈≥=    ,     
quay xung quanh trục Ox (xem hình 4.8). Cụ thể hơn, phần không gian             
bị  chiếm chỗ do hình thang cong quay xung quanh trục Ox gọi là vật thể 
tròn xoay. 

Như vậy các thiết diện vuông góc với trục Ox là các hình tròn. Diện tích 
của thiết diện nằm trên mặt phẳng 0xx =  sẽ là  . Từ đó nhận được 

công thức tính:                                                                             

)(. 0
2 xfπ

∫=
b

a

dxxfV )(2π

d. Tính diện tích mặt tròn xoay 
Mặt tròn xoay là một mặt cong được tạo thành do một cung cong BA

)  
quay xung quanh trục Ox tạo ra. Cụ thể hơn: Phần không gian bị chiếm chỗ 
do cung BA

) quay xung quanh trục Ox gọi là mặt tròn xoay. Gọi S là diện tích 
của mặt tròn xoay, dưới đây chúng ta sẽ đưa ra các công thức tính. 

Cung 
∩

AB cho bởi phương trình bxaxfy ≤≤≥=   ,  0)(  
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                    ∫ +=
b

a

dxxfxfS )('1)(2 2π                                     

Cung 
∩

AB cho bởi phương trình tham số  

                        ,     
⎩
⎨
⎧

≥=
=

0)(
)(
tyy
txx

10 ttt ≤≤  

                    ∫ +=
1

0

)(')(')(2 22
t

t

dttytxtyS π                                        

Cung  
∩

AB cho bởi phương trình trong hệ toạ độ cực  
                     βϕαϕ ≤≤=     ,    )(rr  

                     ∫ +=
β

α

ϕϕϕϕϕπ drrrS )(')(sin)(2 22                              

4.2.5  Tích phân suy rộng 

a. Tích phân suy rộng với cận vô hạn 

 Định nghĩa 

1. Cho  [ ) RaRaf ∈→+∞   ,  ,: , khả tích trên  [ ] aAAa >∀  ,  , . 

    Tích phân suy rộng của  với cận  f ∞+  được kí hiệu là:  ∫
+∞

a

dxxf )(

    Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ về số  ∫
+∞

a

dxxf )( RI ∈  nếu 

                    kí hiệu   Idxxf
A

a
A

=∫+∞→
)(lim Idxxf

a

=∫
+∞

)(

Nếu I  không tồn tại hoặc ∞=I , thì nói rằng tích phân suy rộng 

 phân kỳ. ∫
+∞

a

dxxf )(

2. Cho  ( ] RaRaf ∈→∞−   ,  ,: , khả tích trên [ ] aBaB <∀  ,   ,  

    Tích phân suy rộng của  với cận f ∞− , kí hiệu là  . ∫
∞−

a

dxxf )(

    Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ về số  nếu ∫
∞−

a

dxxf )( RJ ∈
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                    ∫∫
∞−

−∞→
==

aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim

Nếu  không tồn tại hoặc J ∞=J , thì nói rằng tích phân suy rộng 

phân kỳ. ∫
∞−

a

dxxf )(

3. Cho   khả tích trên RRf →: [ ] RBABA ∈∀ ,,   ,  . Tích phân suy rộng 

của với các cận vô hạn, kí hiệu là:  . f ∫
+∞

∞−

dxxf )(

Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ khi và chỉ khi các tích 

phân suy rộng   và  cùng hội tụ,  

∫
+∞

∞−

dxxf )(

∫
∞−

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )( Ra∈∀ . Trong trường hợp 

này kí hiệu   Radxxfdxxfdxxf
a

a

∈∀+= ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

  ,  )()()(

    Rõ ràng nếu  liên tục trên tập xác định của nó, và có nguyên hàm 
 thì có thể dùng kí hiệu Newton-Leibnitz như sau: 

f

)(xF

                   ∞+

+∞→

+∞

=−=∫ aA
a

xFaFAFdxxf )()()(lim)(  

                   a

B

a

xFBFaFdxxf ∞−−∞→
∞−

=−=∫ )()(lim)()(    

                   ∞+
∞−−∞→+∞→

+∞

∞−

=−=∫ )()(lim)(lim)( xFBFAFdxxf
BA

       

 Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 

Sau đây ta xét trường hợp tích phân suy rộng   với . ∫
∞

a

dxxf )( 0)( ≥xf

Các trường hợp tích phân suy rộng khác với  giữ nguyên dấu, 
chúng ta có thể suy diễn tương tự để nhận được các kết quả tương ứng. 

)(xf

Đặt         ∫=
A

a

dxxfA )()(φ

Vì  trên  [ , chứng tỏ 0)( ≥xf )+∞,a )(Aφ  đơn điệu tăng trên . Từ định 
lí về giới hạn của hàm đơn điệu  suy ra: 

[ )+∞,a
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Định lí 1:  Cho hàm số và khả tích trên 0)( ≥xf [ ] aAAa >∀   ,   ,  để tích 

phân suy rộng  hội tụ, điều kiện cần và đủ là tồn tại ∫
+∞

a

dxxf )( RL ∈  sao cho 

ALA ∀≤   ,  )(φ   

Định lí 2:  Cho các hàm số  khả tích trên  và  
 khi đó  

)(),( xgxf [ ] aAAa >∀  ,  ,

abxxgxf >≥∀≤≤   ,  )()(0

Nếu   hội tụ thì   hội tụ. ∫
+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

Nếu   phân kỳ thì   phân kỳ ∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxg )(

Định lí 3:  Cho các hàm số  không âm và khả tích trên 
. Khi đó: 

)(),( xgxf

[ ] aAAa >∀  ,  ,

1. Nếu *

)(
)(lim ++∞→

∈= Rll
xg
xf

x
   ,    thì các tích phân suy rộng   và  ∫

+∞

a

dxxf )(

     cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. ∫
+∞

a

dxxg )(

2. Nếu  0
)(
)(lim =

+∞→ xg
xf

x
 và  hội tụ thì   hội tụ  ∫

+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

3. Nếu  +∞=
+∞→ )(

)(lim
xg
xf

x
 và  phân kỳ thì   phân kỳ  ∫

+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

Hệ quả 1:  Giả sử với x  đủ lớn hàm số có dạng: )(xf

                 0)(0)()( ≥>= xhk
x
xhxf k    ,      ,   . Khi đó  

    Nếu  và 1>k +∞<≤≤ ch0  thì  hội tụ. ∫
+∞

a

dxxf )(

    Nếu  và  thì   phân kỳ 1≤k 0)( >≥ cxh ∫
+∞

a

dxxf )(

    Trong đó c  là hằng số. 
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Hệ quả 2:  Nếu  và là VCB cấp k so với VCB  0)( ≥xf
x
1  tại ∞+  thì 

 hội tụ khi  và phân kỳ khi ∫
+∞

a

dxxf )( 1>k 1≤k  

    Hệ quả 1 được suy ra trực tiếp từ định lí 2 và ví dụ 1d. 
    Hệ quả 2 được suy ra trực tiếp từ định lí 3 và ví dụ 1d. 

Định lí 4:  Để tích phân suy rộng  hội tụ, điều kiện cần và đủ là: ∫
+∞

a

dxxf )(

                 εφφε <−⇒>∀>∀>∃>∀ )()'('0 000 AAAAAAaA   ,    ,    ,   

    Hay       ε<∫
'

)(
A

A

dxxf  

    Dựa vào tính chất của tích phân xác định 

                  ∫∫ ≤
''

)()(
A

A

A

A

dxxfdxxf  

    Ta nhận được hệ quả sau đây 

Hệ quả 3:  Nếu  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ thì   hội tụ. ∫
+∞

a

dxxf )(

 Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng 

1. Nói rằng tích phân suy rộng  hội tụ tuyệt đối nếu tích phân 

suy rộng  

∫
+∞

a

dxxf )(

∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ. 

2. Nói rằng tích phân suy rộng  bán hội tụ nếu  hội tụ 

và 

∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )(

∫
+∞

a

dxxf )(  phân kỳ. 

Định lí 5:  Nếu tích phân suy rộng  hội tụ tuyệt đối và hàm số 

 bị chặn trên 

∫
+∞

a

dxxf )(

)(xg [ )+∞,a  thì  hội tụ tuyệt đối  ∫
+∞

a

dxxgxf )()(

b. Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm 
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 Định nghĩa 
1. Cho  . Nói rằng Rbaf →}{x\),(: o ),(0 bax ∈  là cực điểm của  nếu 

. Hàm số có cực điểm tại  hoặc b nếu  hoặc  
f

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

a ∞=+ )(af ∞=− )(bf

2. Cho [ ) ∞=→ − )(,: bfRbaf   ,  , khả tích trên [ ] 0, >∀− εε   ,  ba  đủ bé. ích 

phân suy rộng của  trên [ , kí hiệu . Nói rằng tích phân suy rộng 

hội tụ về 

f ]ba, ∫
b

a

dxxf )(

RI ∈  nếu                     , kí hiệu   Idxxf
b

a

=∫
−

→

ε

ε
)(lim

0 ∫=
b

a

dxxfI )(

Nếu không tồn tại giới hạn hữu hạn (không có I  hoặc ∞=I ) thì nói rằng 

tích phân suy rộng  phân kỳ. ∫
b

a

dxxf )(

3.  Cho   khả tích trên ∞=→ + )(],(: afRbaf   ,  ],[ ba ε+                                             

     Nói rằng tích phân suy rộng  hội tụ về  nếu  ∫
b

a

dxxf )( J

                      (hữu hạn). Jdxxf
b

a

=∫
+

→
ε

ε
)(lim

0

     Nếu không tồn tại  nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. J

4.  Cho , [ ] R}{x\,: o →baf ),( baxo ∈  là cực điểm của  f

     Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ khi và chỉ khi các tích 

phân suy rộng  và  cùng hội tụ, Khi đó kí hiệu: 

∫
b

a

dxxf )(

∫
0

)(
x

a

dxxf ∫
b

x

dxxf
0

)(

                     ∫∫∫ +=
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(

 Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 

Chúng ta giới hạn trường hợp  giữ nguyên dấu trên . Giả sử      
 trên [  và  

)(xf ),( ba

0)( ≥xf )ba, ∞=− )(bf

     Đặt   ∫
−

=
ε

εφ
b

a

dxxf )()(
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Rõ ràng )(εφ  là hàm số giảm ở lân cận bên phải của điểm 0. Từ định lí 
về giới hạn của hàm đơn điệu, chúng ta nhận được định lí sau đây: 

Định lí:  Để tich phân suy rộng  hội tụ, điều kiện cần và đủ là ∫
b

a

dxxf )(

)(εφ  bị chặn ở lân cận bên phải điểm 0=ε , tức là 0)( >∀≤ εεφ   ,  L  

4.3 CÂU HỎI ÔN TẬP 

Câu 1. Nêu định nghĩa tích phân xác định và ý nghĩa hình học của nó. 

Câu 2. Điều kiện cần của hàm khả tích là gì? 

Câu 3. Trình bày lớp các hàm khả tích. 

Câu 4. Nêu các tính chất của tích phân xác định. 

Câu 5. Phát biểu định lí tổng quát về giá trị trung bình của tích phân xác định. 

Câu 6. Tích phân theo cận trên là gì và tính chất của nó 

Câu 7. Thế nào là nguyên hàm của hàm số? Nêu tính chất của nguyên hàm. 

Câu 8. Thế nào là tích phân bất định của hàm số? Nêu tính chất của nó. 

Câu 9. Nêu công thức Newton-Leibnitz. Ý nghĩa của nó. 

Câu 10. Trình bày hai phương pháp cơ bản tính tích phân xác định. 

Câu 11. Trình bày hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định. 

Câu 12. Viết công thức tính diện tích hình phẳng nhờ vào tích phân xác định. 

Câu 13. Viết công thức tính độ dài cung nhờ vào tích phân xác định. 

Câu 14. Viết công thức tính thể tích vật thể, giải thích công thức đó. 

Câu 15. Viết công thức tính diện tích mặt tròn xoay. 

Câu 16. Tích phân suy rộng với cận vô hạn là gì? Thế nào là sự hội tụ của nó? 

Câu 17. Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là gì? 
Khi nào tích phân đó hội tụ? 

Câu 18. Phát biểu các tiêu chuẩn hội tụ trong trường hợp hàm dưới dấu tích 
phân giữ nguyên dấu. 

Câu 19. Thế nào là sự hội tụ tuyệt đối, sự bán hội tụ của tích phân suy rộng? 
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4.4 BÀI TẬP CHƯƠNG IV 

Câu 1. Biến đổi về các tích phân đơn giản để tính các tích phân sau: 

a.  ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−

dx
x

aa
x

x
3

1    b.  ∫ +
dx

x
x

2

4

1
 

c.     d.  ∫ dxba xx βα . ∫ −+− bxax
dx  

e.  ∫
−110

4

x
dxx    f.  ∫

+ dx
x

xln1  

g.  ∫
−+

+ dx
xx

x
12

23
3

2

   h.  ∫ + )ln1(cos2 xx
dx  

i.  ∫
−

− dx
x

xx
21

arcsin2   j.  ∫ +
− dx

x
x

1
1  

k.  ∫
−+ 22 )1( xx

dx    l.  ∫
−

+ dx
x

xx
2

2

91
)3(arccos  

m.  ∫ − 94 2x
dx     n. ∫ ++ 544 2 xx

dx  

o.  ∫ −+ dxxx 223    p.  ∫ +− dxxx 133 2  

q.  ∫
++ 344 2 xx

dx    r.  ∫
−+ 2968 xx

dx  

Câu 2. Dùng phương pháp đổi biến để tính các tích phân sau: 

a.  ∫ − dxxx 52     b.  ∫ +  dxxx 1025 )21(

c.  ∫
+ 21 xx

dx     d.  ∫
−12xx

dx  

e.  ∫ − )1( xx
dx     f.  ∫ )ln(ln.ln xxx

dx  

g.  ∫
++ 53)2( 22 xx

xdx    h.  ∫ −
dxxx

x

49
6  

Câu 3. Dùng phương pháp tích phân từng phần: 

a.  ∫ dxxarctg   b.  ∫ dxx 2)(arcsin   c.  ∫ xshxdx  

d.    e.  ∫ dxx 2)(ln dx
x

x
∫ 2sin

   f.  ∫ +
dx

x
x

1
arcsin  
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g.    h.  ∫ dxx)cos(ln ∫ dx
x

x
2

ln    i.  ∫ dx
x
xx

3sin
cos  

j.  ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dx

x
x 2ln   k.  ∫ −

+ dx
x
xx

1
1ln   l.  ∫ − dxxarctg 12  

m. ∫
+

++
2

2

1
)1ln(

x
dxxxx  n.  ∫ +

dx
x

x
22

2

)1(
  o.  ∫ + 222 )( xa

dx  

p.  ∫
+

dx
x

xearctgx

2
3

2 )1(
  q.  ∫ dx

x
x

2sin
)ln(sin   r.  ∫ −

dx
x

x

2
2

arcsin
 

Câu 4. Tính tích phân các phân thức hữu tỉ: 

a.  ∫ +
dx

ax
x

22

4

    b.  ∫ ++
++ dx

xx
xx

)1()1(
123

22

2

 

c.  ∫ ++ 22 )22( xx
xdx     d.  ∫ +

− dx
x
x

1
1

4

2

 

e.  ∫ ++
+ dx

xx
x

224

2

)1(
1    f.  ∫ +

dx
x

dx
14  

g.  ∫ + 210 )1(xx
dx     h.  ∫ +

+ dx
x
x

1
1

6

4

 

Câu 5. Tích phân các hàm vô tỉ: 

a.  ∫
+12xx

dx     b.  ∫ >
−

0   ,    
)(4 3

a
xax

xdx  

c.  ∫ +++ 11 xx
dx    d.  ∫

−+3 42 )1()1( xx
dx  

e.  ∫
++ dx

x
xx 222

   f.  dx
x
x

∫ +
−

1
1  

Câu 6. Tích phân các hàm lượng giác: 

a.  ∫ 3 2sin.cos xx
dx     b.  ∫ dx

x
tgx
2sin

 

c.  ∫
2

cos
2

sin 3 xx
dx     d.  ∫ 3 tgx

dx  
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e.  ∫ +
dx

xx
x
cos2sin

sin2

   f.  ∫ +
dx

xx
x

44 cossin
2cos  

g.  ∫ + 222 )cos2(sin xx
dx    h.  ∫ ++ )sin()sin( bxax

dx  

i.  ∫ − ax
dx

sinsin
    j.  ∫ +

dx
xx

sxx
cossin

cossin  

k. ∫ + x
xdx

2sin2
sin  

Câu 7. Tích phân các hàm Hyperbolic: 
a.      b.  ∫ xdx2coth ∫ xdxshxshshx 3.2.  

c.  ∫ + dxchx 1     d.  ∫
+ dx

xch
shx

2

21  

Câu 8. Tính các tích phân sau: 

a.  ∫ dxxx      b.  ∫ dxxf )(   biết  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−

>+
=

1  ,   1

1  ,  1
)(

3

xx

xx
xf   

c.  ( )∫ dxx,1max     d.  { }∫ −−+ dxxx 11  

e.   ∫ bxdxshax cos.

Câu 9. Tìm công thức truy toán các tích phân sau: 

a.   tính   b.  n
n Ixdx =∫ ln 2I ∫ = n

n Jxdxsin  tính  5J

c.   tính   d  n
n Kxdx =∫cos 7K ∫ =

− nn L
ax

dx
)( 22  

Câu 10. Tìm hàm  nếu biết: )(xf

a. 2
3 1)1('

x
xf =+     b.  

⎩
⎨
⎧

+∞<<
≤<

=
xx
x

xf
1   khi     

10   khi      1
)(ln'

c.  và xxf 42 cos)(sin' = 0)0( =f  

Câu 11. Tính các tích phân sau bằng định nghĩa: 

a. ∫ <<
b

a

ba
x
dx )0(   ,   2    b.  )1 , 0(   ,   −≠<<∫ mbadxx

b

a

m
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c. ∫
2

0

sin

π

xdx      d.    )0(   ,   
1

0

>∫ adxax

e. )0(   ,   ln ba
x
xb

a

<<∫  

Câu 12. Sử dụng công thức Newton-Leibniz tính các tích phân sau: 

a.  ∫
− +

2

3 4
dx

x
x      b.  ∫ −

2

0

1 dxx  

c.  )0,(   
sincos

2

0
2222 ≠

+∫ ba
xbxa

dx
π

 d.  ∫
−

<<
+−

1

1
2 )0(   ,   

1cos2
πα

xxx
dx  

e.  ∫
−

−

2
1

2
1

21 x
dx     f.  ) , 0(   ,   

2

0
22

1

Nna
xa

dxx
n a

n

n

∈>
−

∫
−

 

Câu 13. Tính các tích phân sau bằng phép đổi biến: 

a.  ∫ +

π

0
2cos21

sin
x

xdxx    b.  ∫ −
2ln

0

1dxex   c.  ∫ −

1

0 )1(
arcsin dx

xx
x

 

d.  ∫
+

3

0 2
5

2 )3( x

dx    e.  ∫ +
+1

2
1

4

2

1
1 dx

x
x    f.  ∫

−+

a

xax
dx

0
22

 

g.  ∫
++

3
1

0
22 1)12( xx

dx   h.  ∫ −+

1

0

dx
ee

e
xx

x

  i.  ∫ +

3

0 1
arcsin dx

x
x   

j.  ∫ −

2

0

a

dx
xa

x    k. ∫ +
+3

4

2

2

)1(
1

π

π

dx
tgx

xtg  

Câu 14. Chứng minh các đẳng thức sau: 

a. ∫ ∫ >
+

=
+

1
1

1
22 )0(   ,   

11x

x

x
t

dt
t

dt   b. ∫∫ =
+

+
+

gx

e

tgx

e

tt
dt

t
tdt cot

1
2

1
2 1

)1(1
 

c. 
4

arccosarcsin
22 cos

0

sin

0

π
=+ ∫∫

xx

dttdtt  
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Câu 15. Tính các tích phân sau bằng phương pháp tích phân từng phần: 

a.  ∫
2

1

)cos(ln

π

e

dxx     b.  ∫
e

e

dxx
1

ln  

c.  ∫
3

0
2cos

sin
π

dx
x
xx     d.  ∫

3

4

2sin

π

π x
xdx  

Câu 16. Tính các tích phân sau: 

a. )1(                sincos
2

0

>= ∫ nnxdxxA n
n

π

 b. ∫ >=
2

0

)1(                coscos

π

nnxdxxB n
n     

c.   d. ∫ >=
e

n
n nxdxC

1

)1(                            ln ∫
+

=
π

0 cos
)12cos( dx

x
xnDn  

e.   f.  ∫ += −
π

0

1 )1cos(sin xdxnxE n
n ∫=

π

0
, cossin xdxxI nm
nm

g.  ∫ −=
1

0
, )1( dxxxJ nm
nm

Câu 17. Chứng minh rằng: 

a. *
2

0

    ,    0)2cos(cos Nnxdxnxn ∈=+∫

π

 b. *
2

0

   ,   
1

1)2sin(cos Nn
n

xdxnxn ∈
+

=+∫

π

 

Câu 18. Tính các tích phân sau bằng cách sử dụng hỗn hợp các phương pháp: 

a.  ∫ +

5 2

0
35

9

)1( x
dxx    b.  ∫

+

4 2

0 5
2

8

15

)1( x

dxx   c.  ∫ +
3

0

25 1 dxxx  

d.  ∫
4

0
3cos

sin
π

dx
x
xx    e.  ∫ +

2

0 3cos2

π

x
dx   f.  ∫ +

−5ln

0 3
1 dx

e
ee

x

xx

 

g.  ∫
+++

2

0
3)1(1 xx

dx   h.  ∫ −
16

1

1dxxarctg    

i.  ∫ +

2

0
2222 sincos

cossin
π

xbxa
xdxx   j. ∫ +

+1

0
21

)1ln( dx
x

x  
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Câu 19. So sánh các tích phân sau: 

a.     và      ∫ −=
1

0
1

2

dxeI x ∫ −=
1

0
2 dxeI x

b.     và    ∫ −=
π

0

2
1 cos

2

xdxeJ x ∫ −=
π

π

2
2

2 cos
2

xdxeJ x

c.  ∫
−

=
1

0
21

1
sin dx

x
xK    và   ∫

−
=

1

0
22

1
cos dx

x
xK  

Câu 20. Chứng minh các bất đẳng thức: 

a. ∫ ≥∈<
−

<
2
1

0
2

)1  ,  (       
612

1 nNn
x

dx
n

π    b. 93,0
1

78,0
1

0
4
<

+
< ∫ x

dx  

c. )1  ,  (      
)1(2

1
)1(2

1 4

0

>∈
−

<<
+ ∫ nNn

n
xdxtg

n
n

π

 d.
2
1sin

4
3 3

6

<< ∫

π

π

dx
x

x  

Câu 21. Tìm các giới hạn sau: 

a. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++
∞→ 222

1...21lim
n

n
nnn

 b. 
n
nn

n

!lim
∞→

 

c. ∑
=

∞→ −

n

kn kn1
224

1lim   d.  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+
++

+
+

+
+

∞→ )1(3
...

63
13lim

nn
n

n
n

n
n

nn
 

e. ( )n
nn

+++
∞→

...211lim
3

 f. ∑
=

∞→
+

n

kn

n
kn 1 cos2

1sinlim π
π  

Câu 22. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong trong hệ toạ 
độ Descartes vuông góc. 

a.      và    22 xxy −= 0=+ yx   b.    ,   xy 2= 2=y    và     0=x

c.   d. 0   ,   )( 2222 >−= axaxy
xa

xy
−

=
2

3
2   và    0   ,   2 >= aax

e. xey x sin−=    và    f. 0   ,   0 ≥= xy 0=x   và    )1(2 −= yyx

g. 12

2

2

2

=+
b
y

a
x   và   12

2

2

2

=+
a
y

b
x  
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Câu 23. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cho bởi phương 
trình tham số. 

a.    32 3    ,   3 ttytx −==

b. 2223
2

3
2

   ,   sin   ,   cos bact
b
cyt

a
cx −===  

c. )2sinsin2(   ,   )2coscos2( ttayttax −=−=  

Câu 24. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cho trong toạ độ cực. 

a.   b.  ϕ2cos22 ar = 122 =+ϕr

c. ϕ5cosar =   d. 
2

   ,   
4

   ,   
cos1

πϕπϕ
ϕ

==
−

=
pr  

Câu 25. Tính độ dài đường cong cho bởi phương trình. 

a. 
2

0   ,   cosln π
<≤≤= axxy    b. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−==

=

2223
2

3
2

    ,    sin

cos

bact
b
cy

t
a
cx

 

c.   d. 
⎩
⎨
⎧

≤≤−=
+=

π20     ,     )cos(sin
)sin(cos

ttttay
tttax

50     ,     ≤≤= rrϕ  

e. 
2

     ,      
cos1

πϕ
ϕ

<
+

=
pr  

Câu 26. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt cong. 

a. 0cb,,a,   ,   0   ,      ,   12

2

2

2

>===+ zx
a
cz

b
y

a
x  

b.  0     ,        ,   2222222 >=+=++ aayxazyx

c.  0,    ,        ,    )( 222 >=+−= baaxyxxabz

Câu 27. Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo ra khi quay các miền phẳng 
giới hạn bởi các đường sau đây xung quanh trục tương ứng. 

a.  ax
a
xby ≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0    ,   

3
2

   quanh trục Ox 
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d.    quanh đường  4     ,     2 == yxy 2=x  

Câu 28. Tính diện tích mặt tròn xoay khi quay cung đường cong quanh trục 
tương ứng. 
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Câu 32. Xét sự hội tụ hay phân kì của các tích phân sau 
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4.5 HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ BÀI TẬP CHƯƠNG IV 
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3.   
4.   

5.  CHƯƠNG V: LÝ THUYẾT CHUỖI 
 

5.1 MỤC ĐÍCH 
Bài toán tính giá trị gần đúng của một hàm số tại điểm x1 gần với điểm x0 

mà giá trị f(x0) đã biết rất hay gặp trong thực tế: bài toán lập biểu đồ, bài toán 
nội suy,.... Việc tính toán trở nên đơn giản nhờ các phép tính cơ bản +, -, ., / và 
luỹ thừa khi đã khai triển hàm số thành chuỗi Taylor. Việc biểu diễn một tín 
hiệu phức tạp thành các tín hiệu đơn giản hoặc các sóng phức tạp thành các 
sóng đơn giản chính là nhờ vào việc khai triển một hàm số thành chuỗi Fourier. 
Để có được cơ sở giải thích cho các bài toán dạng trên cần nắm vững các nội 
dung của lý thuyết chuỗi.  

 Trong mục thứ nhất cần nắm vững các khái niệm: hội tụ, phân kì của chuỗi 
số. Luôn luôn ghi nhớ điều kiện cần của sự hội tụ để nhận biết về khả năng phân 
kì của chuỗi số. Khi xem xét các tính chất của chuỗi số hội tụ phải nghĩ ngay 
xem các chuỗi phân kì có tính chất đó không. Điều này hoàn toàn giống như các 
dãy số hội tụ, các hàm liên tục, các hàm khả vi,....Phải nhận biết số hạng tổng 
quát của chuỗi số để phân loại được các đặc tính của chuỗi số: chuỗi số dương, 
chuỗi số đan dấu hay chuỗi số có dấu bất kì để từ đó sử dụng các tiêu chuẩn thích 
hợp để kết luận về sự hội tụ của nó. Đối với chuỗi số dương khi dùng tiêu chuẩn 
so sánh phải luôn dùng đến chuỗi Riemann. Bên cạnh đó phải nắm vững các tiêu 
chuẩn D’Alembert, tiêu chuẩn Cauchy, tiêu chuẩn tích phân Cauchy-McLaurin 
để xem xét sự hội tụ, phân kì của chuỗi số dương. Đối với chuỗi đan dấu, có định 
lí Leibnitz, định lí cho ta điều kiện đủ để nhận biết sự hội tụ của nó. Định lí này 
đóng vai trò rất quan trọng trong việc đánh giá sai số của nhiều bài toán tính gần 
đúng. Trong định lí này, điều kiện dãy số (an) đơn điệu giảm là rất quan trọng, 
nhiều sinh viên hay bỏ qua điều kiện này. Khi xem xét chuỗi số có số hạng mang 
dấu bất kì trước hết nên xét sự hội tụ tuyệt đối của nó vì khi đó có thể lợi dụng 
được các tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi số dương.  

 Trong mục thứ hai cần nắm vững khái niệm miền hội tụ của chuỗi hàm vì 
bài toán tìm miền hội tụ của chuỗi hàm là một trong các bài toán cơ bản. Khái 
niệm hội tụ đều của chuỗi hàm là khái niệm rất khó cũng như khái niệm liên tục 
của hàm số. Chính vì thế phải đọc kĩ và hiểu chính xác khái niệm này. Nhờ vào 
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sự hội tụ đều của chuỗi hàm mà có thể thực hiện được các phép tính giống như 
các phép tính về tổng hữu hạn. Điều kiện đủ để nhận biết chuỗi hàm hội tụ đều 
hay sử dụng là tiêu chuẩn Weierstrass. 

 Trong mục thứ ba cần nắm vững tính chất đặc biệt về miền hội tụ của 
chuỗi luỹ thừa thông qua định lí Abel. Chính vì thế phải thuộc qui tắc tìm bán 
kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa. Cần lưu ý cách tìm bán kính hội tụ của chuỗi luỹ 
thừa cách. Biết cách áp dụng các tính chất của luỹ thừa: phép tính đạo hàm, 
phép tính tích phân có thể tính được tổng của một số chuỗi hàm. Khai triển 
Taylor tại lân cận x0 hoặc khai triển Maclaurin thực chất là cách biểu diễn hàm 
số thành chuỗi luỹ thừa. Ý nghĩa thật rõ ràng: một hàm số được biểu diễn qua 
một đa thức có bậc vô hạn, việc tính giá trị gần đúng của nó thông qua các phép 
tính +, -, ., /, luỹ thừa. Tuy nhiên phải lưu ý đến điều kiện đủ để hàm số khai 
triển thành chuỗi luỹ thừa. Cần nhớ khai triển các hàm số thông dụng thành 
chuỗi McLaurin để từ đó nhờ vào phép đổi biến thích hợp có thể giải quyết các 
bài toán khai triển thành chuỗi Taylor tại lân cận x0 mà không phải tính đạo 
hàm. Chú ý rằng cũng nhờ vào khai triển Taylor mà có thể tính được tổng của 
một số chuỗi số. 

 Trong mục thứ tư cần nắm vững công thức tính các hệ số Fourier của hàm 
số f(x). Nắm vững các dạng chuỗi Fourier: dạng chuỗi lượng giác và dạng 
phức. Nắm vững các dạng chuỗi Fourier khi hàm số có tính chất đặc biệt: hàm 
chẵn, hàm lẻ, hàm tuần hoàn với chu kỳ T. Bên cạnh đó biết cách biểu diễn hàm 
số đã cho theo các hàm sin hoặc cosin. Phải chú ý đến định lí Dirichlet - điều 
kiện đủ khai triển hàm thành chuỗi Fourier và vận dụng định lí đó để tính tổng 
của một chuỗi số. 

5.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

5.2.1  Chuỗi số 

a. Các khái niệm chung 

 Định nghĩa chuỗi số và sự hội tụ của chuỗi số 

1. Cho dãy số thực Raa nn ∈  ,  )(  với mọi             n

Gọi ......21 ++++ naaa  là một chuỗi số thực  

Kí hiệu chuỗi số trên là         (1) ∑
∞

=1k
ka
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Số thực  với  xác định gọi là số hạng thứ  của chuỗi, với  
không xác định gọi là số hạng tổng quát của chuỗi .Sau đây là một vài 
chuỗi số dạng đặc biệt : 

ka k k k

...1)1(...
3
1

2
111)1( 1

1

1 +−+−+−=− −
∞

=

−∑ nn
n

n

n    có số hạng tổng quát là 
n

n 1)1( 1−−  

...)1(...1111)1( 1

1

1 +−++−+−=− −
∞

=

−∑ n

n

n  

...
2
1...

8
1

4
1

2
11

2
1

0
++++++=∑

∞

=
k

k
k   gọi là chuỗi cấp số nhân có công bội là 

2
1 . 

...1...
2
111

1

++++=∑
∞

= nnn

   gọi là chuỗi điều hoà . 

...1...
3
1

2
111

1

+++++=∑
∞

=
αααα nnn

  gọi là chuỗi Riemann với tham số α . 

2. Cho chuỗi số (1). Gọi tổng riêng thứ n của chuỗi (1) là  

                                         ∑
=

=
n

i
in aS

1

     Nếu   (hữu hạn) thì nói rằng chuỗi số (1) hội tụ và có tổng 

là S, khi đó kí hiệu    . Nếu không xảy ra điều trên nói rằng chuỗi 

(1)      phân kì . 

SSnn
=

∞→
lim

Sa
i

i =∑
∞

=1

3. Nếu chuỗi (1) hội tụ về S thì gọi nn SSR −=  là phần dư thứ n của chuỗi.  
Theo trên suy ra: Để chuỗi (1) hội tụ về S thì cần và đủ là phần dư  hội 
tụ về 0. 

nR

 Điều kiện hội tụ của chuỗi số 

Từ điều kiện Cauchy cho dãy số hội tụ  suy ra. 

Định lí 1:   Để chuỗi số (1) hội tụ thì cần và đủ là  

                   *
00 ,  ,    ,    :  ,  0 Npnpnnn ∈∀>∀∃>∀ε

              ε<+++⇒ ++ pnnn aaa ...1  
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Từ định nghĩa về sự hội tụ của chuỗi số suy ra: 
Định lí 2:   Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ là số hạng tổng quát  

dần đến 0 khi     
na

   :∞→n 0lim =
∞→ nn

a

 Tính chất của chuỗi số hội tụ 
1. Tính chất hội tụ hay phân kì của chuỗi số vẫn giữ nguyên khi thay đổi 

hữu hạn số hạng đầu tiên của chuỗi .  

2.  Nếu chuỗi (1) hội tụ về S thì chuỗi  ∑  hội tụ về  
∞

=1i
iaλ Sλ                

Thật vậy nếu gọi tổng riêng thứ  n  của (5.1) là   thì nS

                                  n

n

i
i

n

i
i Saa λλλ == ∑∑

== 11

                                  Sa
i

i λλ =∑
∞

=1

3.  Nếu các chuỗi    và   hội tụ tương ứng về A và B thì chuỗi                    ∑
∞

=1i
ia ∑

∞

=1i
ib

     hội tụ về A+B.                                                                                     ∑
∞

=

+
1

)(
i

ii ba

    Thật vậy        ∑ ∑∑
= ==

+=+
n

i

n

i
i

n

i
iii baba

1 11

)(

    Qua giới hạn sẽ có   BAba
i

ii +=+∑
∞

=1

)(

b. Chuỗi số dương 

Sau đây xét chuỗi số  ∑  với  các kết quả sẽ được chuyển sang 

cho chuỗi số    với  

∞

=1i
ia *

+∈ Rai

∑
∞

=1i
ia −∈ *Rai

 Điều kiện hội tụ của chuỗi số dương  
Định lí:  Chuỗi số dương hội tụ khi và chỉ khi dãy tổng riêng của nó bị 

chặn trên.    NnMSn ∈∀≤    ,   

 Các tiêu chuẩn về sự hội tụ : 
1. Các định lí so sánh. 

Cho 2 chuỗi số dương    (a)   và    (b) ∑
∞

=1i
ia ∑

∞

=1i
ib
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Định lí 1:  Giả sử   *
00   ,    ,  Nnnnba nn ∈≥∀≤

Khi đó: Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ . 

             Nếu chuỗi (a) phân kì thì chuỗi (b) phân kì . 

Định lí 2:  Giả sử  k
b
a

n

n

n
=

∞→
lim  

Khi đó: Nếu  hai chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ hoặc cùng 
phân kì 

+∞<< k0

             Nếu  và chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ. 0=k

             Nếu  và chuỗi (b) phân kì thì chuỗi (a) phân kì . ∞=k

2. Các tiêu chuẩn hội tụ . 

Tiêu chuẩn Đalămbe (D’Alembert). 

Gọi  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +

n

n
n a

aD 1)(  là dãy D’Alembert       

Nếu tồn tại số  sao cho *
+∈ Rq 1<≤ qDn  thì chuỗi hội tụ  

Nếu   thì chuỗi phân kì  1≥nD

Định lí:  Giả sử  DDnn
=

∞→
lim   khi đó: 

Nếu  thì chuỗi phân kì    1>D

         thì chuỗi hội tụ  1<D

         thì chưa thể kết luận được. 1=D

Tiêu chuẩn Côsi (Cauchy). 

Gọi  ( )n
nn aC =)(   là dãy Cauchy       

Nếu tồn tại số    sao cho *
+∈ Rq 1<≤ qCn  thì chuỗi số hội tụ  

Nếu   thì chuỗi số phân kì . 1≥nC

Định lí:  Giả sử  CCnn
=

∞→
lim   khi đó 

Nếu   thì chuỗi phân kì  1>C

          thì chuỗi hội tụ  1<C

          thì chưa thể kết luận được. 1=C
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Tiêu chuẩn tích phân Cauchy-McLaurin. 

Giả sử   dương và liên tục trên )(xf [ )+∞,1  thoả mãn các điều kiện. 

                   
⎩
⎨
⎧

=∀=
∞→

    , 
  
,...2,1)(

)(
nanf

xxf

n

 khi0  vÒmgi¶  

Khi đó chuỗi   hội tụ hay phân kì cùng với sự hội tụ hay phân 

kì của tích phân         

∑
∞

=1n
na

∫
+∞

1

)( dxxf

c. Chuỗi đan dấu 
 Định nghĩa chuỗi đan dấu 

Chuỗi số có dạng  ∑  trong đó  
∞

=

+−
1

1)1(
k

k
k a kak ∀>   ,  0      (2) 

hoặc   trong đó  ∑
∞

=

−
1

)1(
k

k
k a kak ∀>   ,  0    gọi là chuỗi đan dấu. 

Chẳng hạn   ∑ ∑
∞

=

∞

=

−
+

−
0 1

2

)1(
1

1.)1(
n n

n
n

nn
    ,     là các chuỗi đan dấu 

 Điều kiện hội tụ của chuỗi đan dấu 

Định lí Leibnitz. 

Cho chuỗi (2) nếu dãy thoả mãn các điều kiện : )( na

-    Dãy  đơn điệu giảm:   )( na Nnaa nn ∈∀> +   ,  1  

-  0lim =
∞→ nn

a

Thì chuỗi (2) hội tụ về tổng S và  1aS <  

d. Chuỗi có số hạng mang dấu bất kì 
 Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ 

Cho chuỗi số bất kì      (a) Raa i
i

i ∈∑
∞

=

   ,   
1

Lập chuỗi số dương ∑
∞

=1i
ia                  (b) 

1. Nếu chuỗi (a) hội tụ và chuỗi (b) phân kì thì nói  rằng chuỗi (a) bán 
hội tụ 
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2. Nếu chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ thì nói rằng chuỗi (a) hội tụ tuyệt đối. 
Định lí:   Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) cũng hội tụ . 

 Một số tính chất của chuỗi bán hội tụ và hội tụ tuyệt đối 
1. Nếu chuỗi đã cho là bán hội tụ thì có thể lấy số  tuỳ ý (hữu hạn 

hoặc vô hạn) để sao cho khi thay đổi vị trí các số hạng được chuỗi mới hội tụ 
về . Nói cách khác, trong trường hợp này tính chất giao hoán , tính chất 
kết hợp không còn đúng đối với tổng vô hạn. 

*S

*S

2. Nếu chuỗi đã cho hội tụ về S và là hội tụ tuyệt đối thì chuỗi mới 
nhận được  bằng cách thay đổi vị trí các số hạng hoặc bằng cách nhóm một 
số hữu hạn các số hạng lại cũng hội tụ về S và cũng là hội tụ tuyệt đối. Nói 
cách khác trong trường hợp này tính chất giao hoán và kết hợp được giữ 
nguyên đối với chuỗi vô hạn  

3. Cho hai chuỗi số                                                                  ∑∑
∞

=

∞

= 11
      

i
i

i
i ba vµ

Lập bảng số         ...     ...             1131211 babababa k

                              ...     ...             2232221 babababa k

                              ......................................... 
                              ...     ...             jkjjj babababa 321

     Lập dãy số     với )( nu ...12212111   ,    ,  babaubau +==  

                            với )( nv ...  ,    ,  1222212111 bababavbav ++==  

     Các chuỗi   gọi là chuỗi tích của hai chuỗi đã cho. ∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n vu       vµ

     Nếu hai chuỗi đã cho hội tụ tương ứng về   và là hội tụ tuyệt 
đối thì  các chuỗi tích của chúng hội tụ về  và là hội tụ tuyệt đối.  

21 SS   ,  

21  . SS

5.2.2  Chuỗi hàm 
a. Các khái niệm chung về chuỗi hàm 
 Định nghĩa chuỗi hàm 

Cho dãy hàm thực  ( ) ),()( baxxfn ∈  ,   , 

gọi          (3)   ∑
∞

=

=++++
1

21 )(...)(...)()(
k

kn xfxfxfxf

là một chuỗi hàm xác định trên (a,b). 
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 Miền hội tụ của chuỗi hàm 

1. Điểm  ),(0 bax ∈  là điểm hội tụ của chuỗi hàm nếu chuỗi số  

hội tụ . 

∑
∞

=1
0 )(

n
n xf

2. Tập X  các điểm hội tụ của chuỗi hàm gọi là miền hội tụ của chuỗi hàm. 

3. Hàm số  gọi là tổng riêng thứ  n chuỗi hàm. 

Chuỗi hàm gọi là hội tụ về 

∑
=

∈=
n

k
kn baxxfxS

1

),(    )()( víi

XxxS ∈    víi)( nếu XxxSxSn
n

∈∀=
∞→

),()(lim . Trong 

trường hợp này kí hiệu   ∑
∞

=

∈=
1

)()(
n

n XxxSxf   ,  

4. Nếu chuỗi hàm  ∑
∞

=1

)(
n

n xf  hội tụ trên tập  X  thì nói rằng chuỗi hàm  

 hội tụ tuyệt đối trên tập ∑
∞

=1

)(
n

n xf X .  

b. Sự hội tụ đều của chuỗi hàm 
 Định nghĩa  

1. Dãy hàm ( ))(xfn  được gọi là hội tụ đều về hàm trên tập X nếu như )(xf

                 0>∀ε ,   )(0 εn∃ ,   ε<−⇒>∀ )()(0 xfxfnn n ,   Xx∈∀

 2.Chuỗi hàm (3) được gọi là hội tụ đều về hàm trên )(xS X  nếu dãy 
tổng riêng của nó hội tụ đều về trên )(xS X . 

Nghĩa là:  XxxSxSnnn n ∈∀<−⇒>∀∃>∀    ,      ,       ,   εεε )()()(0 00   

Vậy nếu chuỗi hội tụ đều về  thì phần dư   sẽ hội 
tụ đều về 0, tức là: 

)(xS )()()( xSxSxR nn −=

                 XxxRnnn n ∈∀<⇒>∀∃>∀    ,      ,      ,   εεε )()(0 00     

Trong trường hợp chuỗi hội tụ đều về hàm  trên (a,b) thường kí hiệu )(xS

                   ),()()(
1

baxxSxf
n

n ∈⇒∑
∞

=

   ,   

 Các tiêu chuẩn về sự hội tụ đều của chuỗi hàm 
1. Tiêu chuẩn Cauchy. 
Định lí:  Giả sử  (  là dãy tổng riêng của chuỗi hàm. Để chuỗi 

hàm hội tụ đều trên tập 
))(xSn

X  điều kiện cần và đủ là: 
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           NpnnNn ∈∀>∀∈∃>∀    ,      ,      ,   00 )(0 εε       

       XxxSxS npn ∈∀<−⇒ +    ,   ε)()(  

2. Tiêu chuẩn Weierstrass. 

Định lí:  Giả sử các số hạng của chuỗi hàm thoả mãn bất đẳng thức  
                          Xxaxf nn ∈∀≤    ,   )(         

và chuỗi số  hội tụ . Khi đó chuỗi hàm   hội tụ tuyệt đối và 

đều trên tập  

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1
)(

n
n xf

X  

 Các tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều 

Định lí 1:   Cho chuỗi hàm (3), các hàm số  liên tục 
trên tập 

,...)2,1()( =ixfi    ,   

X  và hội tụ đều về  trên )(xS X  thì  liên tục trên )(xS X  

Định lí 2:  Cho chuỗi hàm (3) hội tụ đều về  trên [  và các hàm 
 liên tục trên 

)(xS ]ba,

,...)2,1()( =ixfi    ,   [ ]ba,  thì  

                           ∑∫∫
∞

=

=
1

)()(
i

b

a
i

b

a

dxxfdxxS

Định lí 3:  Nếu chuỗi hàm (2) hội tụ về hàm  trên tập  )(xS X  và các 
hàm  thoả mãn: )(xfi

    +   liên tục trên  )(' xfi ,...2,1=∀iX   ,  

    +   hội tụ đều về  trên ∑
∞

=1
)('

i
i xf )(xR X  

    Khi đó         XxxfxRxS
i

i ∈== ∑
∞

=

   ,   
1

)(')()('

5.2.3  Chuỗi lũy thừa 

a. Các khái niệm chung về chuỗi luỹ thừa 

 Định nghĩa chuỗi luỹ thừa 

Một chuỗi hàm có dạng       (4) iRaxa i
i

i
i ∀∈∑

∞

=

   ,      ,   
0

                             hoặc    là hằng số      aaxa
i

i
i    ,   ∑

∞

=

−
0

)(
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Gọi là một chuỗi luỹ thừa. Trong chuỗi luỹ thừa trên   là các hằng số 
 gọi là các hệ số của chuỗi luỹ thừa. 

ia

,...)2,1( =i

 Tính chất hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

Định lí Aben (Abel) 

Nếu chỗi luỹ thừa  (4) hội tụ tại 00 ≠= xx  thì hội tụ tuyệt đối tại 
mọi điểm x  thoả mãn  0xx <  

Nếu chuỗi luỹ thừa (4) phân kì tại 1xx =  thì phân kì tại mọi điểm 
x  thoả mãn 1xx >  

 Bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

Định lí 1:  Đối với chuỗi luỹ thừa (4) luôn tồn tại số  để chuỗi 
hội tụ tuyệt đối trong khoảng 

0≥R
),( RR− , phân kì trong các khoảng 

. Số ),(),,( +∞−−∞ RR R  thoả mãn điều kiện trên gọi là bán kính hội tụ của 
chuỗi (5.16). 

Định lí 2:  (Qui tắc tìm bán kính hội tụ). 

Nếu          ρρ ==
∞→

+

∞→
n

nn
n

n

n
a

a
a limlim 1     hoÆc  ,     

thì           

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=∞

∞=

+∞<<

=

0
0

01

ρ
ρ

ρ
ρ

      

       

     

nÕu
nÕu

nÕu

R       

0=R  nghĩa là chuỗi luỹ thừa chỉ hội tụ tại 0=x  

∞=R  nghĩa là chỗi luỹ thừa hội tụ tại mọi x  

 Tính chất của chuỗi luỹ thừa 

Giả sử chuỗi luỹ thừa (4) có bán kính hội tụ   và [  là đoạn tuỳ 
ý chứa trong khoảng . 

0>R ]ba,

),( RR−

Tính chất 1.  Chuỗi luỹ thừa hội tụ đều trên [ ]ba, . 

Tính chất 2.  Chuỗi luỹ thừa hội tụ đều về hàm  , liên tục trên 
 

)(xS

),( RR−

 125



Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

Tính chất 3.  Bất kì   trong khoảng 21, xx ),( RR−  luôn có  

                            ∫ ∑ ∫∑
∞

=

∞

=

=
2

1

2

1
00

x

x n

x

x

n
n

n

n
n dxxadxxa

Đặc biệt         thì ),( RRx −∈∀ ∑∫∑
∞

=

+
∞

= +
=

0

1

0 0 1n

nn
x

n

n
n x

n
adxxa     

Tính chất 4.    luôn có         ),( RRx −∈∀ ∑∑
∞

=

−
∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

1

1
'

0 n

n
n

n

n
n xnaxa

b. Khai triển một hàm số thành chuỗi luỹ thừa 

 Khái niệm về chuỗi Taylor của hàm số  ở lân cận  )(xf 0x

Giả sử hàm số  tại lân cận điểm . Chuỗi luỹ thừa có dạng       ∞∈Cxf )( 0x

                          ...)(
!

)(...)(
!1

)(')( 0
0

)(

0
0

0 +−++−+ n
n

xx
n

xfxxxfxf   

     được gọi là chuỗi Taylor của  ở lân cận điểm  )(xf 0x

Giả sử hàm số  tại lân cận điểm 0. Chuõi luỹ thừa biểu diễn 

trong dạng    

∞∈Cxf )(

....
!

)0(....
!1

)0(')0(
)(

++++ n
n

x
n

fxff     

 được gọi là chuỗi McLaurin của hàm số . Đó chính là chuỗi 
Taylor của  ở lân cận của 

)(xf

)(xf 0=x  

Định lí:  Nếu biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ thừa ở lân cận của 
: 

)(xf

0x

                   ...)(...)()( 0010 +−++−+= n
n xxaxxaaxf

              Thì chuỗi đó là chuỗi Taylor của  ở lân cận của . )(xf 0x

 Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Taylor 

Định lí 1:  Cho  ở lân cận ∞∈Cxf )( 0xx = , để hàm  f(x) khai triển được 
thành chuỗi Taylor ở lân cận của x0 thì cần và đủ là phần dư Taylor  
dần đến không khi   

)(xrn

∞→n

Định lí 2: Nếu  ở lân cận của ∞∈Cxf )( 0xx =  và trong lân cận đó có 
NkMxf k ∈∀≤    ,   )()(  thì khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận . )(xf 0x
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5.2.4  Chuỗi Phuriê (Fourier) 

a. Các khái niệm  chung 

 Chuỗi lượng giác 

Chuỗi hàm có dạng       ∑
∞

=

++
1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa    (5) 

trong đó   ,...2,10 =nbaa nn  ,  ,  ,  là các hằng số , được gọi là một chuỗi 
lượng giác. 

 Điều kiện hội tụ của chuỗi lượng giác 

Định lí 1: Nếu các chuỗi số   hội tụ tuyệt đối thì chuỗi 

lượng giác (5) hội tụ tuyệt đối và đều trên tập 

∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n ba    ,   

R . 

Định lí 2:   Nếu các dãy số   đơn điệu giảm và hội tụ về 0 khi 
 thì chuỗi lượng giác (5) hội tụ trên tập  

)()( nn ba   ,  

∞→n { }ZmmRX ∈=   ,  π2\  

 Chuỗi Fourier 

Cho hàm số   khả tích trên )(xf [ ]ππ ,− , chuỗi lượng giác có dạng  

             ∑
∞

=

++
1

0 sincos
2 k

kk kxbkxaa     (6) 

trong đó  ∫∫∫
−−−

===
π

π

π

π

π

π πππ
kxdxxfbkxdxxfadxxfa kk sin)(1cos)(1)(1

0   ,    ,  , 

 ,...2,1=k

được gọi là chuỗi Fourier của hàm số , các hằng số tính theo công 
thức trên gọi là các hệ số Fourier của hàm số . 

)(xf

)(xf

 Chuỗi Fourier trong dạng phức 

Chuỗi Fourier có dạng 

              ∑
∞

=

−
−++

1
0

k

ikx
k

ikx
k ececc

hay        với ∑
+∞

−∞=k

ikx
kec ,... 3 , 2 , 10   ,   )(1

±±±== ∫
−

− kdxexfc ikx
k

π

ππ
 

      

gọi là chuỗi Fourier của hàm trong dạng phức. )(xf
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 Hàm số khai triển thành chuỗi Fourier 

Nếu trong [ ]ππ ,−  chuỗi Fourier (6) hội tụ về chính hàm số  thì nói 
rằng hàm số  khai triển được thành chuỗi Fourier trên  [ ]

)(xf

)(xf ππ ,− . 

Định lí:   Nếu  biểu diễn thành chuỗi lượng giác (5) trên [ ])(xf ππ ,−  và 

các chuỗi số  hội tụ tuyệt đối thì chuỗi đó chính là chuỗi Fourier 

của . 

∑∑
∞

=

∞

= 11 i
i

i
i ba   ,  

)(xf

b. Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Fourier 

 Định lí Đirichlê (Dirichlet):   Nếu  tuần hoàn với chu kỳ )(xf π2 , đơn 
điệu từng khúc và bị chặn trên [ ]ππ ,−  thì chuỗi Fourier của hàm số   
hội tụ về  tổng  trên tập 

)(xf

)(xS R . Tổng  có tính chất: )(xS

                             [ ] RxxfxfxS ∈∀++−=    ,   )0()0(
2
1)(    

5.3 CÂU HỎI ÔN TẬP 

Câu 1. Định nghĩa chuỗi số, sự hội tụ, phân kì của chuỗi số. 

Câu 2. Phát biểu chứng minh điều kiện cần của chuỗi số hội tụ. 

Câu 3. Phát biểu các tính chất của chuỗi số hội tụ. Các tính chất đó còn 
đúng không nếu các chuỗi số phân kì? 

Câu 4. Định nghĩa chuỗi số dương. Phát biểu điều kiện cần và đủ để chuỗi 
số dương hội tụ. 

Câu 5. Phát biểu các định lí so sánh để nhận dạng sự hội tụ của chuỗi             
số dương. 

Câu 6. Phát biểu tiêu chuẩn D’Alembert về sự hội tụ của chuỗi số dương. 

Câu 7. Phát biểu tiêu chuẩn Cauchy về sự hội tụ của chuỗi số dương. 

Câu 8. Phát biểu tiêu chuẩn tích phân Cauchy-McLaurin về sự hội tụ của 
chuỗi số dương. 

Câu 9. Định nghĩa chuỗi số đan dấu. Phát biểu điều kiện đủ cho chuỗi đan 
dấu hội tụ. 

Câu 10. Định nghĩa sự hội tụ tuyệt đối, sự bán hội tụ của chuỗi số. 

Câu 11. Định nghĩa chuỗi hàm. Miền hội tụ của chuỗi hàm là gì? 
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Câu 12. Định nghĩa sự hội tụ đều của chuỗi hàm.  

Câu 13. Phát biểu tiêu chuẩn Weierstrass về sự hội tụ đều của chuỗi hàm. 

Câu 14. Phát biểu các tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều. 

Câu 15. Định nghĩa chuỗi luỹ thừa. Phát biểu định lí Abel. 

Câu 16. Bán kính hội tụ chuỗi luỹ thừa là gì? 

Câu 17. Nêu qui tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

Câu 18. Nêu các tính chất của chuỗi luỹ thừa. 

Câu 19. Định nghĩa chuỗi Taylor ở lân cận của x0 của hàm số f(x). Định 
nghĩa chuỗi McLaurin của hàm số f(x). 

Câu 20. Thế nào là hàm số khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận của  x0. 

Câu 21. Nêu điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) khai triển được thành chuỗi 
Taylor ở lân cận của  x0. 

Câu 22. Phát biểu điều kiện đủ để hàm f(x) khai triển được thành chuỗi 
Taylor ở lân cận x0. 

Câu 23. Viết khai triển McLaurin các hàm số thường dùng. 

Câu 24. Định nghĩa chuỗi Fourier của hàm số f(x). 

Câu 25. Phát biểu điều kiện đủ để hàm số khai triển được thành chuỗi Fourier. 

Câu 26. Viết chuỗi Fourier trong dạng phức. 

Câu 27. Viết khai triển thành chuỗi Fourier của hàm số bất kì. 

Câu 28. Viết khai triển theo các hàm số sin của hàm số f(x). Điều kiện để có 
khai triển đó? 

Câu 29. Viết khai triển theo các hàm số cosin của hàm số f(x). Điều kiện để 
có khai triển đó? 

Câu 30. Có một hay nhiều chuỗi Fourier của một hàm số cho trước trên 
khoảng (a,b)  

5.4  BÀI TẬP CHƯƠNG V  

Câu 1. Cho chuỗi số   biết rằng chuỗi số  hội tụ và chuỗi số     

phân kỳ. Chứng minh chuỗi số đã cho phân kỳ. 

∑
∞

=1k
ka ∑

∞

=1
2

p
pa

∑
∞

=
+

0
12

p
pa
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Câu 2. Chứng minh rằng các chuỗi số có số hạng tổng quát sau đây hội tụ 
và hãy tìm tổng của chúng 

a.   
)12)(12(

1
+−

=
nn

an                                 b.   
nn

an +
= 2

1     

c.    22 )1(
12

+
+

=
nn
nan                                          d .  

)1(
12)1( 1

+
+

−= +

nn
na n

n  

Câu 3. Xét sự hội tụ của các chuỗi số có số hạng tổng quát sau đây: 

a.   nnnan −+= 2      b.   
12

2

+
−

=
n

nnarctgan      c.   
33

2
3 ++
+

=
n

na n

n

n   

d.   )11ln( 2n
tgan +=     e.   

nn
nn

an ln3
)2(

2 +
+

=         f.   0,cos2
>

+
= ααn

nan   

g.   
)

11
1(

2nn
n na

++−
=          h.   2

)
)1

( n
n n

na
+

=           i.    n

n
a

n

n 2

2

2
=  

j.    
nn

a
nn )1(

1
−+

=     k.    ∫ +
=

2

0
22

2

cos
cos

π

dx
xn

xan    l. ∫
+

+
++

=
1

2
1

4 1

n

n

n
xx

dxa  

m.   ∫
−

=
n

n
n

xx

dxa
2

22
5

sin
   o.       ∫

∞
−

o

x dxe
n

Câu 4. Cho chuỗi số dương  hội tụ. Chứng minh rằng chuỗi số  

 cũng hội tụ   

∑
∞

=1k
ka

∑
∞

=

>
1

1,
k

ka αα

Câu 5. Cho hai chuỗi số dương và tồn tại số tự nhiên  sao cho 

 thoả mãn   

∑∑
∞

=

∞

= 11
,

n
n

n
n ba 0n

0nn ≥∨
n

n

n

n

b
b

a
a 11 ++ ≤  .  Chứng minh rằng nếu chuỗi  hội tụ thì chuỗi 

thứ nhất hội tụ . 

∑
∞

=1n
nb

Câu 6. Xét sự hội tụ của các chuỗi có số hạng tổng quát sau đây: 

   a.  
n

na nn +
=

2

2

        b.   n

n

na
3

2

2
3

=          c.   
!

)!ln(
n
nan =     

     d.  ∏
=

=
n

k
kn na

1 2
1sin!     e.    nn n

na )2...(4.2
=      f.   

12 +
=

n
aa

n

n  ,  a>o 
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     g.   nn
n n

na ln)
12
)1(

−
+

=    h.   n
n n

arctga )1(=       i.    n

n

n n
na

)(ln

ln

=  

Câu 7. Xét sự hội tụ của các chuỗi có số hạng tổng quát sau đây: 

     a.   )1sin1()1(
nn

tga n
n −−=          b.   n

n n
na −−= )

ln
1(  

     c.    1sin( 4 += nan π )                    d.   
2

)1()1(
2

1

++
+−

=
−

nn
na

n

n  

     e.    
nn

a
n

n ln
)1(

−
−

=                              f.    )1(sin n
n

an += π   

     g.    
n

na
n

n +
−+

=
1

)1(1                        h.    n

n

n n
na
)(ln

)1( 2−
=       

Câu 8. Chứng minh rằng chuỗi hàm∑
∞

=
− +

+

1
1 )

2
12(

2
1

n

n
n x

x hội tụ đều trên đoạn [-,1].    

Câu 9. Chứng minh rằng chuỗi hàm ∑
∞

=

+
−

1
2

2

)1(
n

n

n
nx  hội tụ đều trên đoạn [a,b]   

nhưng không hội tụ tuyệt đối trên đoạn đó. 

Câu 10. Chứng minh rằng chuỗi hàm  hội tụ đều trên [a,+ ) với a>0 

nhưng không hội tụ đều trên [o,+

∑
∞

=

−

1n

nxne ∞

∞ ). 

Câu 11. Cho chuỗi hàm  ∑
∞

= +1 1
1

n
nx
   

a. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm. 

b. Xét sự liên tục của tổng S(x).  

c. Xét sự khả vi của tổng S(x). 
Câu 12. Tìm miền hội tụ đều của các chuỗi hàm 

     a.   ∑
∞

=

−

1

2

n

xnxen       b.   ∑  
∞

=

− −
1

)1(
n

nxn

Câu 13. Chứng minh rằng hàm số  f(x) =∑
∞

= +1 )(
1

n xnn
 xác định, liên tục, khả vi 

trên  [o,+∞ ] 
Câu 14. Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau: 

      a.           b.    nxxu n
n ln)( = n

n nxxu )()( =
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      c.   
n
xxu

n
n

n
1)1()( =−=  d.   

n
xxu

n

n
)4()( −

=      e. n
n

n x
n

nxu 2)2(
12

1)( −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=  

       f.   
!
)5()(

n
xxu

n

n =           g.   
!

)1()( 1

n
xxu

n
n

n
−−=     h. o

n
xxu

n

n >= αα ,)(  

Câu 15. Tìm miền hội tụ và tính tổng các chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng 
quát sau: 

       a.    ,    b.    1,)13()( 3 ≥+= nxnxu n
n onxxu nnn

n ≥+= ,)32()(

       c.   on
n
x

n
nnxu

n

n ≥
+

−+
= ,

!3
13)(

2

,   d.     onoaxchnaxu n
n ≥>= ,,.)(

       e.      on
n

xxu
nn

n ≥
−

=
−+

,)1()(
11

 

Câu 16. Khai triển thành chuỗi Taylor của các hàm số sau: 

a. f(x) = 
x
1 tại lân cận điểm x=3. 

b. f(x) =  tại lân cận điểm x=-1. 1−xe

c. f(x) = sinx  tại lân cận điểm x=2.  

Câu 17. Khai triển thành chuỗi Maclảuin các hàm số sau: 
a.   f(x) = chx ,       b.   f(x) =  ,   xex2

c.  f(x) =   ,       d.  f(x) =  x2sin xex cos

e.   f(x) = ,     f.   f(x) = )65ln( 2 +− xx
23

1
2 +− xx

 

g.   f(x) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
+

0 khi                    2

0 xkhi       
1
1ln1

x
x
x

x      h.   f(x) =  ∫
x

dtt
0

2cos

Câu 18. Cho hai chuỗi luỹ thừa  có bán kính hội tụ tưng ứng là 

  

∑∑
∞

=

∞

= 11

,
n

n
n

n

n
n xbxa

21, RR

a. Chứng minh rằng nếu tồn tại Nn ∈0  sao cho 0, nnba nn ≥∀≤ thi . 21 RR ≥

b.  Chứng minh rằng nếu nn ba ~ khi ∞→n thì 21 RR = .  

Câu 19. Tìm bán kính hội tụ của các chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau: 

a.  n
n x

nsh
chnxu 2)( =   ,                b.   n

n x
n

xu )11arccos()( 2−=    ,   
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c. n
n xnnxu )1cos()( 2 ++= π   d. nnn

n xnnxu )1()( −+= ,      

e. n
n x

n
arctgxu ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+=

4
)11()( 2

π  

Câu 20. Tính các số sau với độ chính xác là  410−

       a.  e  ,   b.   5 1,1   ,   c.   ln (1,04)   ,   d.   cos  018

Câu 21. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) lẻ, tuần hoàn với chu kỳ 
2π  và  f(x) = x−π    với  0<x<π .  

Câu 22. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) chẵn, tuần hoàn với chu 

kỳ 2π  và  f(x) = 
π
x21−  với  0<x<π . Từ đó hãy tính tổng   ∑

∞

= +0
2)12(

1
n n

. 

Câu 23. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số: 

                                              f(x) = 2

2

1
π
x

−    với   - ππ << x  

        Từ đó tính tổng     ∑
∞

=1
2

1
n n

 ,     ∑
∞

=

−

1
2

)1(
n

n

n
 

Câu 24. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số: 

                                               f(x) =  
2

sin x    với  -π <x<π .   

Câu 25. Khai triển hàm số   

                                       f(x) =
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<<

<<

πππ

π

x

x

2
      nÕu

2
   x0       nÕu

2

 

       thành chuỗi theo các hàm 

                                   a.   sin nx,    n N∈  

                                   b.   cos nx,   n N∈  

       Từ  đó tính tổng  ∑
∞

= +1
2)12(

1
n n

   . 

Câu 26. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số 

                                        f(x) =    với  -1<x<1. xe
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5.5 HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ BÀI TẬP CHƯƠNG V 

Câu 2. a.  
2
1  ;    b.  1  ;    c.  1  ;   d.  1 

Câu 3. a.  Phân kỳ ;   b.  Phân kỳ ;   c.  Hội tụ ;   d.  Hội tụ ;   e.  Phân kỳ ;    

      f.   Hội tụ  khi  1>α , Phân kỳ khi 1≤α  ;   g.  Phân kỳ ;   h.  Hội tụ ; 
      i.   Hội tụ ;   j.   Phân kỳ ;   k.  Hội tụ ;   l.  Hội tụ ;   m.   Hội tụ ;   
      n.  Phân kỳ. 

Câu 6. a.  Hội tụ ;   b.  Hội tụ ;   c.  Hội tụ ;   d.  Hội tụ ;   e.  Hội tụ ;    

f.   Hội tụ  khi a , Phân kỳ  khi a>1 ;   g.  Hội tụ ;   h.  Hội tụ ; 
      i.   Hội tụ . 

1≤

Câu 7. a.  Hội tụ tuyệt đối ;   b.  Hội tụ tuyêt đối ;   c.  Hội tụ tuyệt đối. 

      d.  Hội tụ ;  e.  Hội tụ ;  f.  Hội tụ ;  g.  Phân kỳ ;  h. Hội tụ tuyệt đối. 

Câu 11. a.  1>x  ;   b.  Liên tục với  1>x  ;   c.  Khả vi với  1>x  

Câu 12. a.   ;   b.  [a, +  ,  a>0 . +R )∞

Câu 14. a.   -1< x <1 ;   b. {   c. }0 11 ≤<− x   d. 3 5<≤ x  ;    

 e.  2- 222 +<< x  ;        f.  - ∞<<∞ x  ;    g. ∞<<∞ x  
 h.   1− x≤ <1 với  1≤α ,- 11 ≤≤ x  với 1>α   

Câu 15. a.   1
)1(

4
23

63

<
−
−

= x     víi
x

xxS  ;     b.    
3
1

31
1

21
1

<
−

+
−

= x     víi
xx

S  

        c.    
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠−+−−

=−
=

0x      khi

0x     khi

2)22(1
3
1

2
3 xxe

x
xe

S
xx

      

        d.    ae
xchax

xchaS −<
−+

−
= x      víi

21
1

2  

        e.     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<≠
+

=
=

 1x1-  vµ  0x       khi

0x       khi

x
xS )1ln(

1
 

Câu 16. a.     ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
0 3

3)1(
3
1

n

n
n x  ;        b.      ∑

∞

=

− +

0

2

!
)1(

n

n

n
xe   

        c.        sin2 ∑ ∑
∞

=

∞

=

+

+
−

−+
−

−
0 0

122

)!12(
)2()1(2cos

)!2(
)2()1(

n n

n
n

n
n

n
x

n
x  
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Câu 17. a.   f (x) = ∑
∞

=0

2

)!2(n

n

n
x  , x R∈    ;            b.  f (x) = ∑

∞

=

+

0

2

!n

n

n
x  , x R∈  

         c.   f (x) = ∑
∞

=

−

1

212

)!2(
2

n

nn

n
x , x R∈  ;           d.  f (x) = n

n
n

x)
2

11( 1
0

+

∞

=
∑ − , 1<x  

         e.   f (x) = ln6 - ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 3
1

2
11

n

n
nn x

n
, 2<x ; f.  f (x) =∑

∞

=

+

+
−

0

14

)14()!2(
)1(

n

n
n

nn
x  

         g.  f (x) = 2∑
∞

= +0

2

12n

n

n
x  ,  1<x  ;    h.  f (x) = ∑

∞

=0 4
cos

!
)2(

n

n
n

xn
n

π , x R∈  

Câu 19. a.  R=1;  b.  R=1;  c.  R=1;  d.  R=1;  e.  R=2. 

Câu 20. a.  1,6488;   b.  1,0192;   c.  0,392;   d.  0,9511. 

Câu 21. f (x) = 2∑
∞

=1

sin
k k

kx  ,  x πn2≠ , n Z∈ . 

Câu 22. f (x) = ∑
∞

= +
+

0
22 )12(
)12cos(8

n n
xn

π
,  x R∈  ;     ∑

∞

=

=
+0

2

2 8)12(
1

n n
π     

Câu 23. f (x) = ∑
∞

=

−−
1

22

cos)1(4
3
2

n

n

n
nx

π
 ,  ∑

∞

=

=
1

2

2 6
1

n n
π  ;  ∑

∞

=

−=
−

1

2

2 12
)1(

n

n

n
π  

Câu 24. f (x) = ∑
∞

=

+

−
−

1
2

1

14
sin)1(

n

n

n
nxn  ,  x 0≠  

Câu 25. a.  f (x) = - xm
mmm

mx
m

m

m

)12sin(
)12(2)12(

)1(22sin
2
1

0
2

1

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+
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+ ∑∑
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        b.  f (x) = ∑
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+++

−
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2)12(
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8
3

m m
xmxm

π
π  
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Câu 26. ∑
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+=
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