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Loi ndéi dau

Trong thuc té d€ miéu t4 mot s6 tinh huéng nguoi ta thuomg biéu thi bang mot hinh
dnh gom cic diém (céc dinh) - bidu dién céc thwe thé - va vé cic doan thing ndi cap
cac dinh biéu dién méi quan hé gitta chiing. Nhirng hinh nhw thé thuong goi la cic do
thi. Muc dich cia gido trinh nay cung cap nhitng kién thitc co ban dé nghién citu céc
do thi. Cac do thi xuat hién trong nhiéu linh vire véi cde tén goi khac nhau: “cdu tric”
trong cong trinh xay dung, “mach” trong dién tit, “lwoc do quan hé”, “cau tric truyén
thong”, “céu tric t6 chitc” trong xa hoi va kinh té, “cau tric phan ti” trong hod hoc,

van van.

Do nhtirng ttng dung rong rai cia né trong nhiéu linh vire, ¢6 rat nhiéu nghién ciru
xung quanh ly thuyét do thi trong nhirng nam gan day; mot nhan t6 chi yéu gép phan
thic day su phét trien d6 1a xuat hién cdc may tinh lém cé thé thue hién nhieu phép
toan véi toc do rat nhanh. Viée biéu dién truc tiép va chi tiét cdc hé thong thuec té,
ching han cdc mang truyén thong, da dwa dén nhitng do thi ¢ kich thuée 16m va viéc
phan tich thanh cong hé théng phu thuoc rat nhiéu vao cdc thuat toan “tot” cling nhw
khd nang cia mdy tinh. Theo d6, gido trinh nay sé tap trung vao viéc phét trién va

trinh bay cdc thuat todn dé phan tich céc do thi.

Cac phuong phap phan tich va thiét ké cdc thuat todn trong gido trinh cho phép
sinh vién ¢6 thé viét dé dang cdc chwong trinh minh hoa. Gido trinh dwoc bién soan

cho céc doi twong la sinh vién Toan-Tin va Tin hoc.

.z N ~ ~ N . [N 3 N x N N
Gido trinh sit dung ngoén ngtt C dé minh hoa, tuy nhién cé thé dé dang chuyén

A% s A ~ s N ’ . oA ’ A . 7 N ~
doi sang céc ngdn ngtr khac; va do dé, sinh vién can c¢é mot s6 kién thite vé ngon ngir

C. Ngoai ra, hau hét cic chirong trinh thao tac trén cau tric dir liéu nhw danh sich lién



két, nén doi hdi sinh vién phdi c6 nhitng ky nang lap trinh tot.

Gido trinh bao gom bdy chwong va mot phan phu luc véi nhitng noi dung chinh

nhu sau:

e Chuwong thit nhat trinh bay nhirng khéi niém can ban vé do thi.

e Chuong 2 trinh bay nhitng s6 co ban cda d6 thi. Y nghia thuc tién cda cdc s6

nay.
e Chuwong 3 tim hiéu bai toan tim dwong di ngan nhat.

e Chuong 4 dé cap dén khéi niém ve cay. Ung dung cia cay Huffman trong nén dit

liéu. Ngoai ra xay dung cdc thuat toidn tim cay bao trim nhd nhat.

e Bai toan Euler va bai todn Hamilton va nhitng md& rong cia ching sé duwgce ndi

dén trong Chuwong 5.
e Chwong 6 nghién citu cac tinh chat phang cia do thi; va cudi cling

N N s NG s A ~ .
e Chuwong 7 tim hiéu cdc bai todn trén mang van tai.

Ngoai ra, phan phu luc trinh bay cdc cau tric dir liéu va nhirng thd tuc can thiét

d¢€ don gidn hod céc doan chwong trinh minh hoa céc thuat toan dwoc trinh bay.

Gido trinh dugc bién soan Ian dau tién nén khong tranh khdi khé nhiéu thiéu sét.

T4c gid mong c6 nhirng déng gbp tir ban doc.

T6i xin cdm on nhing gitip d& da nhan dwoc tir nhieu ngudi ma khong thé liét

ké hét, dic biét 1a cic ban sinh vién, trong qué trinh bién soan gido trinh nay.

Da Lat, ngay 17 thang 4 nam 2009
PHAM Tién Son



Chuong 1

Pai cwong vé do6 thi

1.1 DBinh nghia va cac khai niém

1.1.1 D6 thi ¢6 huéng

D6 thi ¢6 hudng G = (V, E) gom mot tap V' céc phan tit goi la dinh (hay mit) va mot
tap E céc cung sao cho mdi cung e € E twong tng véi mot cap cic dinh dwoc sip
thit tw. Néu cé ding mot cung e twong ting céc dinh dwoc sap thit tw (a,b), ta sé viét
e:=(a,b).

Ching ta sé gid sit cdc dinh dwge dédnh s6 13 vy, vg, . . ., v, hay gidn tién, 1,2,...,n,

trong dé n = #V 1a s6 cic dinh cia do thi.

Néu e 1a mot cung twong ing cdp cdc dinh dwge sap thit tu v; va v; thi dinh v;
goi la goc va dinh v; goi 14 ngon; cung e goi la lién thudc hai dinh v; va v;. Ching ta
sé thuong ky hiéu m = #E 1a s6 cung cia do thi G. Céc cung thuong dwoc danh so 1a

€1,€2,...,Em.

~ ’ N s e A s . ’ N N N
Mot céch hinh hoc, cdc dinh duwoc biéu dién bdi cdc diém, va cung e duoc biéu

o X . ~ ~ ~ N N N
dién béi mot mui tén tir diem v; dén diem v;.
Mot cung cé goc trung véi ngon goi 1a khuyén.
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Néu ¢6 nhiéu hon mot cung véi goc tai v; va ngon tai v; thi G goi la da do thi
va cdc cung twong 1tng goi 1a song song. Pon do thi c6 huémg la d6 thi khong khuyén

trong d6 hai dinh bat ky v; va v; ¢ nhiéu nhat mot cung noi ching.

Vi du 1.1.1. D6 thi trong Hinh 1.1 ¢6 cung eg la khuyén; cdc cung eq va eg 1a song

song do cung twong ting cap dinh vz va vy. Cung es lién thudc cdc dinh vy va vs.

€4

V2 €3 U3

4
€9
€1 €2 €6 €r
€5
U1 Y5
€s

Hinh 1.1: Vi du cia do thi ¢6 hudéng.

1.1.2 D06 thi va 4nh xa da tri

Véi moi z € V, ky hiéu I'(z) 1a tap céc dinh y € V sao cho ton tai cung véi goc 1a dinh
x va ngon la dinh y. Khi d6 ta ¢6 mot anh xa da tri I': V — 2z + I'(z). Ky hieu I'~!

la anh xa (da tri) ngugc cda T

Néu G la don d6 thi, thi do thi nay hoan toan dwgc xdc dinh bédi tap V' va dnh
xa da tri I tir V vao 2V; trong trwomg hop nay ta cé thé ky hieu G = (V, ).

Vi du 1.1.2. Néu x6a cung eg trong Hinh 1.1 ta nhan duge don do thi ¢6 huéng va

do d6 c6 thé bicu dién bdi dnh xa da tri T :
L(v1) = {va}, T(ve) = {vi,v3}, T(vs) ={va,v5}, T(va) ={vs}, T(vs) = {v1,vs}.
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1.1.3 D6 thi vo huéng

Khi nghién cttu mot s6 tinh chat cia cdc do thi, ta thay rang ching khong phu thuoc
vao huwéng cia cic cung, titc 1a khong can phan biét sy khac nhau gitta cdc diém bat
dau va két thic. Diéu nay don gidn 14 moi khi c6 it nhdt mot cung gitra hai dinh ta

khong quan tam dén thit tu cia ching.

V&1 moi cung, tike 1a moi cap ¢d thit tu (v;,v;) ta cho twong ting cap khong cé thit
tu (vi,v;) goi la cdc canh. Tuong dwong, ta ndi rang canh 1a mot cung ma hwéng da
bi bd quén. Vé hinh hoc, canh (v;,v;) dwrge biéu dién béi cdc doan thing (hodc cong)

N N s’ ~ N N N . o A9 ’ . N
va khoéng ¢é mui tén lién thudc hai diém twong ting hai dinh v; va v;.

Nghién citu céc tinh chdt vo hudng cia do thi G = (V, E) dua vé khdo sét tap E
13 tap cdc canh, tirc 14, mot tap hiru han cdc phan tit ma moi phan tit 14 mot cap hai
dinh phan biét hay dong nhat cia V.

Da d6 thj vo hudng 1a do thi ma cé thé ¢é nhieu hon mot canh lién thudc hai dinh.

Do thi goi 1a don néu né khong c¢é khuyeén va hai dinh bat ky c¢é nhiéu nhat mot

canh lién thuoc ching.

Vidu 1.1.3. Hinh 1.2 14 d6 thi v6 huéng ¢6 5 dinh va 9 canh. Canh e; song song véi

canh ey. Canh eg la khuyén.

1.1.4 Céac dinh nghia

Hai cung, hoac hai canh goi 13 ké nhau néu ching c6 it nhat mot dinh chung. Chéng
han, hai canh e; va e3 trong Hinh 1.2 1& ké nhau. Hai dinh v; va v; goi 1a ké nhau néu
ton tai canh hodc cung ey, lién thuoc ching. Vi du trong Hinh 1.2 hai dinh vy va v 1a

ké nhau (lién thuoc béi canh e3), nhung dinh vy va vs khong ké nhau.
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€4

V2 €3 U3
4
€9
€1 €2 €g (&
€5
U1 U5
€s

Hinh 1.2: D6 thi vo huéng twong ing do6 thi trong Hinh 1.1.

Baéc ngoai cia dinh v € V, ky hiéu df,(v) (hay d*(v) néu khong sg nham 1an) 1a s6 céc
cung c6 dinh v 14 géc. Béc trong cia dinh v € V, ky hiéu dg(v) (hay d~(v) néu khong

s¢ nham lan) 1a s6 cdc cung ¢ dinh v 1a ngon.
Chéng han, d6 thi ¢6 huwéng trong Hinh 1.1 ¢6 d* (vg) = 2,d ™ (vq) = 1.

oA N 3 N s A~ NG s Y N s A s
Hién nhién rang, tong cdc bac ngoai cia cdc dinh bang tong cdc bac trong cia céc

dinh v& bang tong s6 cung cia do thi G, tic 14

Néu G 1a d6 thi vo huéng, bac cia dinh v € V| ky hiéu dg(v) (hay d(v) néu khong
s¢ nham lan) 1a s6 céc canh lién thuoc dinh v véi khuyén dwge dém hai lan. Vi du do
thi v6 huéng trong Hinh 1.2 ¢6 d(v2) = 3,d(vs) = 5.

12



Céac cung (canh) lién thudc tap A C V. D8i chu trinh

Gid sit A C V. Ky hiéu wt(A) 1a tap tat cd céc cung c¢é dinh goc thude A va dinh ngon
thuoc A¢:=V \ A, va w™(A) la tap tat cd cdc cung c¢é dinh ngon thudc A va dinh gdc
thuoc A¢. Dat

Tap céc cung hoac canh ¢é dang w(A) goi 1a doi chu trinh cia do thi.

Do thi cé trong s6

DO thi ¢6 trong s6 néu trén moi cung (hodc canh) e € E ¢6 twong ing mot sé thue w(e)

goi 1a trong lrong cia cung e.

D6 thi doi xitng

Do thi ¢6 hudng goi la déi xitng néu ¢6 bao nhiéu cung dang (v;,v;) thi cing c¢é bay

nhiéu cung dang (v, v;).

P06 thi phdn dsi xing

Do thi c6 huéng goi 1a phdn do6i xitng néu c6 cung dang (v, v;) thi khong c¢é cung dang

(vj,v5).

Db thi day dd

Do thi vo huéng goi 1a day du néu hai dinh bat ky v; va v; ton tai mot canh dang

(vi,v;). Don d6 thi vo huéng day dd n dinh dugce ky hiéu 1a K.

13



D6 thi con

Gid st A C V. Do thi con dugce sinh bdi tap A 1a do thi G4 := (A, E4) trong d6 cédc
dinh 1a cdc phan tit cia tap A va céc cung trong F4 1a cic cung cia G ma hai dinh né

lién thuoc thuoc tap A.

Néu G 1 do thi bicu dién bdn do giao théng cia nwée Viet Nam thi do thi biéu
dién bdn do6 giao thong cia thanh pho Da Lat 1a mot do thi con.
P06 thi bo phan
Xét @ thi G = (V, E) vA U C E. Db thi b phan sinh bdi tap U 13 d5 thi véi tap dinh
V' va céc cung thuoe U (cdc cung cia E \ U bi xdéa khéi G).
D06 thi con bo phan

Xét do thi G = (V, E) vi A C V,U C E. Do thi con bé phan sinh béi tap A va U 1a do
thi bo phan cia G4 sinh béi U.

1.2 Ma tran bi€u dién do thi

1.2.1 Ma tran lién thuéc dinh-cung

Ma tran lién thuéc dinh-cung cia do6 thi G = (V,E) la ma tran A = (a;;),i =
1,2,...,n,5 = 1,2,...,m, v6i cdc phan tit 0,1 va —1, trong dé moéi cot bicu dién
mot cung va moéi hang biéu dién mot dinh. Néu e = (v;,v;) € E thi tat cd cac phin tit

cia cot k bang khong ngoai trir

Qi — 1, Ak = —1.

14



a &
€4
€3
€2
d €5 c
Hinh 1.3:

Vi du 1.2.1. Ma tran lién thuoc dinh-cung cia do thi trong Hinh 1.3 la

€1 €2 €3 €4 €5
+1 +1 0 0 0
—1 0 +1 +1
0 -1 -1 0 +1
0 0 0 —1 -1

Q. 6 o 2

Nhéc lai rdng, ma tran vuong goi 1a unimodular néu dinh thitc cila né bang 1 hoac
—1. Ma tran A cap m X n goi 1a unimodular hoan toan néu tit cd cdc ma tran vuong

con khong suy bién cia A la unimodular.

Ménh dé 1.2.2. Ma trin lién thudc dinh-cung cia do thi G = (V, E) la unimodular

hoan toan.

Chitng minh. Chi y rang ma tran lién thuoc dinh-cung cia do thi G = (V, E) chita
ding hai phan ti khéc khong trén moi cot, mot bang 1 va mot bang —1. Do dé ta cé
thé chitng minh theo quy nap nhiwr sau: Hién nhién, tdt cd cic ma tran vuong con khong
suy bién cdp 1 cia A 1a modular; gid sit khing dinh ding cho moi ma tran con khong

suy bién cap (k —1).

Xét ma tran vuong con A’ cap k cia A. Néu moi cot ciia A’ chira ding hai phan
tit khac khong thi det(A’) = 0 (that vay, tong tat cd cdc hang cia A’ 1a vector khong,

15



a &
€4
€3
€2
El €5 c
Hinh 1.4:

do d6 céc hang 1a doc lap tuyén tinh). Néu ton tai mot cot cia A’ khong ¢é phan tik
khdc khong thi det(A’) = 0. Cudi cling, néu ton tai cot j cia A’ sao cho ¢6 ding mot
phan tit khéc khong a;; (bang 1, hay —1) thi det(A’) = +det(A”), trong d6 A” 1a ma
tran vuong cap (k — 1) nhan dwoc tir A’ bang cich x6a hang i va cot j. Theo gid thiét

quy nap, det(A’) bang 1, —1 hay 0 va do dé ménh dé duwgc chitng minh. N

1.2.2 Ma tran lién thuéc dinh-canh

Xét do thi vo huéng G = (V, E). Ma tran lién thudc dinh-canh cia do thi G 1a ma tran
A= (ay),i=1,2,...,n,j =1,2,...,m, véi cac phan tit 0 va 1, trong d6 mdi cot bicu
dién mot canh va moéi hang bicu dién mot dinh; ngoai ra, néu canh e lién thudc hai

dinh v; va v; thi tat cd cdc phan ti cda cot k bang khong ngoai trir
ax =1, a;,=1

Vi du 1.2.3. Ma tran lién thudc dinh-canh cia do thi trong Hinh 1.4 1&

_ = O O

O = O =
O = = O
_ O = O

QL 6O o 2
S O = =

Tréi véi ma tran lién thuoc dinh-cung, néi chung ma tran lién thudc dinh-canh

16



khong unimodular hoan toan. Ching han, trong vi du trén, ma tran con

[ QN S
— O
— = O

c6 dinh thitc bang —2.

Do thi vo hwémg G = (V, E) goi la hai phan néu cé thé phan hoach tap cic dinh
V' thanh hai tap con roi nhau V4 va V4, sao cho d6i v6éi moi canh (v, v;) € E thi hoac

v; € Vi,v; € V5 hoac vy € Vi, v; € Va.
Vi du 1.2.4. Dé kiém tra do thi K3 trong Hinh 1.5 14 hai phan.

a

c d e

Hinh 1.5: D6 thi hai phan K .

Ménh dé 1.2.5. Ma tran lién thuoc dinh-canh cia do thi vé hudng G = (V, E) la

unimodular hoan toan néu va chi néu G la do thi hai phan.

Chitng minh. Diéu kién dd. Gid sit G 1a do thi hai phan. Ta sé chiing minh theo quy
nap rang moi ma tran vuéng con B cia ma tran lién thuoc dinh-canh cé dinh thitc
det(B) = 0,1 hoac —1. biéu nay ding véi cdc ma tran vuong con cip 1; gid st khang

dinh ding vGi cdc ma tran vuong con cap (k — 1). Xét ma tran vudng con B cép k.

Néu moi cot B cia B chita ding hai phin tit bang 1 thi

ZBiZZBi>

i€l i€l

trong d6 I, va I, 1a cdc tap chi s twong timg hai phan hoach cia tap cdc dinh V' va B;

14 vector hang cida B. Céc vector hang phu thuoc tuyén tinh, nén det(B) = 0.
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Nguge lai, néu ton tai cot c6 ding mot phan tit bang 1, chdng han b;; = 1, thi

bang quy nap ta cé
det(B) = +det(C) (=0,1 hoac —1,
trong d6 C' la ma tran nhan duoc tir B bang cich x6a hang i va cot j.

Diéu kién cin. Dé dang chitng minh rdng ma tran lién thudc dinh-canh cia do thi 1a
mot chu trinh d6 dai 1é (tike 14 86 canh trén chu trinh 14 18-xem Phéan 1.3) ¢6 dinh thitc
bang +2. Do d6 G khéng chita chu trinh do dai 1é va vi vay né 1a hai phan theo bo de

sau. <

Bo dé 1.2.6. Do thi v6 hudng G la hai phin néu va chi néu G khong chita chu trinh

cé dé dai Ié.

Chitng minh. Diéu kién can. Do V dwgc phan hoach thanh V; va Vs :
V=WhuV, VinlV=»0
Gid thiét ton tai mot chu trinh cé do dai 18
p={Vi; Vigs - - . Viyy Viy }

va khong mét tinh tong quét, 1dy v;, € V4. Do G 13 hai phan, nén hai dinh lién tiép trén
chu trinh g phéi ¢6 mot dinh thuoe Vi va dinh kia thuoc Va. Do d6 vy, € Vo, vy, € Vi, ...,
va tong quat, v;, € Vi néu k 1é va v;, € Vo néu k chan. Ma chu trinh p ¢6 do dai 18 nén

v;, € V4 va bdi vay v;, € V5. Diéu nay mau thuan véi V3NV, = 0.
Diéu kién dd. Khong mat tinh tong quat gid thiét do thi G lién thong. Gid sit khong
ton tai chu trinh c6 do dai 1é.

(13

Chon dinh bat ky, chdng han v; v gdn nhan cho né 1a “ 4 7. Sau dé lap lai cac

phép toan sau:

Chon dinh da dwgce gdn nhan v; va gén nhan nguge v6i nhan cda v; cho tat cd

cac dinh ké véi dinh v;.
Tiép tuc qué trinh nay cho dén khi xdy ra mot trong hai truong hop:

18



(a) Tat cd cdc dinh da dugce gan nhan va hai dinh bat ky ké nhau ¢6 nhan khdc nhau

(mot mang dau + va mot mang ddu —); hodc

(b) Ton tai dinh, ching han v;,, dwgc gén hai nhan khdc nhau.

Trong Truong hop (a), dat V4 1a tap tit cd cdc dinh dugce gén nhan “+7 va V4 1a tap

(13

tat cd cdc dinh duwgc gdn nhan “—”. Do tat cd cdc canh lién thuoc gitra cdc cap dinh

c6 nhan khdc nhau nén do thi G 1 hai phan.

Trong Truong hop (b), dinh v;, duge gén nhan “4+” doc theo mot day chuyeén py

w_»

nao do, v4i cac dinh dwgc gan nhan “+7 va xen ké nhau xudt phdt tir v; va két

(13

thic tai v;,. Twong tu, dinh v;, duge gdn nhan “—” doc theo mot day chuyén us nao

w_»

dé, véi cac dinh dwge gdn nhan “+7 va xen ké nhau xuat phéat tir v; va két thic
tai vj,. Nhung nhw thé chu trinh di doc theo gy tit dinh v; dén dinh v;, sau d6 di ngugc
lai doc theo g vé lai v; ¢6 do dai 18. Diéu nay mau thuan véi gid thiét, va do dé khong

thé xdy ra Treong hop (b). Dinh 1y dirgc chitng minh. q

1.2.3 Ma tran ke

Gid sit G = (V, F) 1a do thi sao cho ¢6 nhiéu nhat mot cung lién thude hai dinh bat ky
v; v v;. Ma tran ké hay ma tran lién thuoc dinh-dinh 1a ma tran vuong A = (a;;) cap

n X n véi cac phan tir 0 hoac 1:

1 néu (v;,v;) € E,
ij 1= p :
0 néu nguoc lai.

Vi du 1.2.7. D6 thi G trong Hinh 1.6 ¢6 ma tran ké la

I

—~

)

SN—

Il
o O =) = O
— = =
— = O = =
o O =) = O
o O =) = O

Tt dinh nghia, dé dang suy ra
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Hinh 1.6:

Tinh chat 1.2.8. Gid st A = (a;j)nxn ld ma tran ké cia do thi vo hudng G. Khi doé

(a) a; =1 néu va chi néu G ¢ khuyén tai dinh i.
(b) A la ma tran déi ming.

(c) Néu G khong khuyén (va khéong cé canh song song) thi bac ciia mot dinh bing sé

cdc 56 1 trong hang hay cot twong #ng.

(d) Hodn vi cdc hang va cdc cot twong ing twong duong vdéi viéc ddnh sé lai cde dinh.
Tuy nhién can chi 1 rang, cdc hang va cdc cot can dwoc sip zép theo cung mot
thit tw. Do do néu hai hang thay doi thi hai cot twong wng cing can phdi thay

A7
doi.

Trong truomg hop do thi vo hwdng, ma tran ke cia don do thi cling c6 thé duwoc
dinh nghia bang cdch xem moéi canh (v;, v;) twong tmg hai cung (v;, v;) va (vj, v;). Trong

truomg hop nay, ma tran ke 13 déi xitng.

1.2.4 Céc céu tric dir liéu bidu dién d6 thi

D& mo td mot do thi, ta cé thé sit dung mot s6 cach bicu dién khac nhau. Véi quan
diém lap trinh, néi chung céc bicu dién nay khong twong dwong theo khia canh hiéu

qud cda thuat todn.

s . ’ o A0 « X 3 ’ A~ ~ s X
Cé hai céch biéu dien chinh: Thit nhit, sit dung ma tran ké hodac cidc dan xudt

cia nd; thit hai, sit dung ma tran lién thudc hoic cdc dan xuat cia nd.
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St dung ma tran keé

Chiing ta biét rang cdc ma tran ké cho phép miéu td cdc do thi khong cé canh (cung)
song song. Véi cach bidu dién do thi qua ma tran ke, ta thay s lwong thong tin, gom
céc bit 0 va 1, can lwu trir 14 n?. Céc bit ¢6 thé dwoc két hop trong céc tir. Ky hiéu w
1a do dai cda tir (tike 14 s6 cdce bit trong mot tir mdy tinh). Khi dé moi hang cia ma
tran ké c6 thé dwoc viét nhw mot day n bit trong [n/w] tit 1. Do dé s6 cac tir dé lwu

trit ma tran ké la n[n/w].

Ma tran ké cia do thi vo hwémg 1a doi xitng, nén ta chi can lwu trit mta tam gidc
trén cia né, va do d6 chi can n(n — 1)/2 bit. Tuy nhién, v4i cdch lwu triv nay, sé tang

do phite tap va thoi gian tinh todn trong mot s6 bai todn.

Trong truong hop cdc ma tran thwa (m < n? véi do thi ¢6 hudng; m < sn(n+1)
dci v6i do thi vo hiedmg) céch bidu dién nay 14 lang phi. Do dé ta sé tim cach biéu dién

chi cédc phan tir khiac khong.

Vi muc dich nay ta sé sit dung mot mdng danh sdch ké cho do thi ¢ hwdéng. Do
thi c6 huéng durge bicu dién béi mot mang cac con tré V_out[1], V_out[2], ...,V _out[n],
trong dé moi con tré twong ing véi mot dinh trong do thi ¢ hwéng. Moi phan it cia
mang V _out[i] chi dén mot nidt dau leu trit muc dr liéu cda nit twong ting dinh v; va
chita mot con trdé chi dén mot danh sach lién két cia cdc dinh ké (dinh dwge néi véi v;

theo hudng tir v; ra). Moi niit ké ¢6 hai trueong:
1. Truong s6 nguyén: luu trir s6 hiéu cia dinh ke; va
2. Truong lién két chi dén nit ké tiép trong danh sach ké nay.
Céch biéu dién méang danh sich ké V _out|] cda do thi c6 huéng trong Hinh 1.7

dwgc cho twong ttng trong Hinh 1.8 (gid sit cdc muc dur liéu twong ing cdc dinh theo
thit tw 1a A, B,C, D, E, F).

Thay vi con trd chi dén mot danh sich céc dinh tir v; di ra trong V _out[i], ta trd

dén danh sich cdc dinh di dén v; v do d6 ¢ thé lwu trir do thi thong qua méng céc

Ky hiéu [z] 1a s6 nguyén nhé nhit khong bé hon z.
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U1 V2

Ve
U3

Vs V4
Hinh 1.7:

Nut dau

V_out[ll—= A | o Uy

Us | e—— NULL

V_out[2—= B

U1

U3 | e—— NULL

V_out[3]— C | U3 | e——— NULL
V_outfd|—= D | o V2 | e U3 | e——= NULL
V_out[5|— E | o V3| e V6 | e—+— NULL
V_out[bl— F | U1 | e——= NULL

Hinh 1.8: Danh sdch ké V _out|[] twong ting do thi trong Hinh 1.7.
danh sdch ké V_in[i]. Hinh 1.9 minh hoa mdng cdc danh sich ké V_in][] cda d6 thi ¢6
huéng trong Hinh 1.7.

bé ¥ rang, cdc s6 trong mit ké cia V_out[] (twong tmg, V _in[]) 14 nhing chi s6
cOt (twong ing, hang) trong ma tran ké cia do thi ma & d6 sd 1 xudt hién. Ngoai ra,

trong trueong hop do thi vo hudng, hai danh sich ké nay 1a trung nhau.

Khi do thi cé trong s6, tirc 1a néu moi cung hodc canh e € F ¢é mot trong lwong
w(e), ta chi cAn mé& rong cau tric cida moéi mit trong danh séch ké bang cach thém mot

truomg luu trir trong lwong cia cung.
Céch bicu dién bang danh sich ké cia do thi c6 huéng cé thé duwoc cai diat trong
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ngon ngit 1ap trinh C véi céc khai bdo trong thw vien Graph.h (xem Phu luc A). D&
xay dyng mang cdc danh sach ké V _out[] va V_in[] cho mot do thi, ta ¢ thé sit dung
cac thd tuc MakeV _out() va MakeV_in() twong ing.

Nt dau
V_in[l] A e v2 | e V6 | e—+— NULL
V_in[2] B| e Vg | e——— NULL
V _in[3] C | e V2| U3 | e Vg | Vs | e———> NULL
V_inl4] D | e v1 | e4——— NULL
V_in[5] E| e U1 | e—+— NULL
Vinl6] —| F | o vs | e NULL

Hinh 1.9: Danh sdch ké V _in[] twong tng do thi trong Hinh 1.7.

St dung cdc ma tran lién thuéc dinh-cung hodc dinh-canh

Ma tran lién thuoc dinh-cung hodc dinh-canh cho phép ching ta moé td day di ciu tric
cia mot da do thi khong cé khuyén. Tuy nhién, do chi ¢6 hai phan tit khdc khong trong

moi cot, nén c¢é thé bicu dién thong tin & dang thich hop hon.

Chiing ta dinh nghia hai mdng tuyén tinh «] va ([ chiéu m trong dé véi moi
cung hodc canh e, k = 1,2,...,m, céc gid tri afk] va B[k] la cdc chi s6 cda cdc dinh
ma ey, lién thuoe. Trong trueong hop ¢6 hwdng, ching ta quyét dinh a[k] 1a dinh goc va

B[k] 1a dinh ngon cia cung ey.

s s Y /. z.. ~ ’ N - X N ~ ’ N ~
Chi ¥ rang, trai véi ma tran ké, cdch biéu dién nay cling cé thé dac trung cho

céc da do thi cé khuyén.
Chéang han, da do thi cia Hinh 1.10 trong dé céc cung dwoc danh s6, ta nhan
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U1

€5
€1 €3 ex
€g es
U3
€7
Hinh 1.10:

dwoc

Bl3|1]3[1|1|2]3]2

Trong trueomg hop do thi ¢é trong s0, ta chi can thém mot mdng w(] kich thude m
lru trir trong lwgng cda moi canh hodc cung véi twong tng mot-mot cac mang «of] va

All-

Vé cach khéc bicu dién hiéu qud hon cia do thi vo hwéng st dung danh sich céc

canh xem [43].

. LN A o~ ’ N o X
MS4i lién hé gitra cdc bi€u dién

Dé dang thay rang ton tai cdc thuat toan da thitc dé€ chuyén doi gitta céc kicu dir liéu

trén do thi. Hinh 1.11 minh hoa cic khd nang cé thé cé.

D¢ chuyén doi gitra céc kiéu di liéu, can cdc chwong trinh thire hién diéu nay (bai
tap). Cac biéu dién nay cé thé cdi bién cho phi hop véi yéu cau. Ching han, do thi
c¢6 trong s6 c6 thé dugce bidu dién bdi mot ma tran trong lugng (con goi la ma tran chi
phi hay khodng cédch) cap n x n trong d6 phan tit (4, j) bang trong lirong cia canh hay

cung (v;,vj). Tuy nhién, can chd y rang, tinh hiéu qud cda nhiéu van dé phu thudc vao
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Ma tran ké dwoc két theo hang

| |

O(n?) O(m)
Ma tran ké dang twomg minh Ma tran ké duoc két theo cot
O(mn) O(m)

Ma tran lién thuéc dinh-cung Ma tran lién thuéc dinh-cung
hodc ma tran lién thudc dinh-canh hodc ma tran lién thude dinh-canh
dang tuwomg minh dang két theo hang

O(mn) O(m)

| |

Ma tran lién thuéc dinh-cung
hoac ma tran lién thudc dinh-canh
dang két theo cot

Hinh 1.11: M&i lién hé va do phitc tap tinh toan khi chuyén déi gitra céc bidu dién khéc
nhau trong do thi.

N o X . ’ [N s 7 ~ [N A s ’ B
biéu dién cia do thi. Do dd, viéc chon lira cic cau tric dir lieu mot cdch thich hop 1a

quan trong.
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1.3 Lién thong

1.3.1 DAy chuyén va chu trinh

Gid st v, vy, 14 cdc dinh cda d6 thi vo huéng G := (V, E). Day chuyén u tir vy dén vy,
do dai k 1a mot day xen ké (k + 1) dinh va k canh bat dau tir vy va két thiic tai vy,

Hoi= {U0> €1, V1, €2, V2, ...,Vk_1, €k, 'Uk},

trong d6 canh e; lien thudc céc dinh v;_; va v;,i = 1,2, ..., k. D& gidn tién, ta thwong

viét
wi={ey, e, ... e}
Day chuyén duwoc goi la don gidn (twong ting, so cap) néu né khong di hai lan
qua ciing mdt canh (twong ting, dinh).

Chu trinh 14 mot day chuyeén trong dé dinh dau trung véi dinh cudi. Chu trinh
qua moi canh diung mot 1an goi 1a don gidn. Chu trinh 1a so cap néu né di qua moi

dinh ding mot lan trir dinh dau tién hai lan (mot Ian ldc xuat phat va mot lic trd ve).

b6 thi trong Hinh 1.12 c6
(a> €1, b7 €2, C, €3, d7 €4, b)
14 day chuyeén tir dinh a dén dinh b c6 do dai bon. Céc chu trinh sau 1a so cip

(ba €2, ¢, 63>d7 64>b)> va (ba €5, f7 677676696)‘

Trong truomg hop do thi khong ¢6 canh song song (titc 1a hai dinh ¢é nhiéu nhat

mot canh lién thude chiing), dé don gidn day chuyén p dwoc viét lai

n = {’U(], V1,0V, ... ,’Uk}.
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€1 b €9

a e o C
€4 3
€5 €6 d
fe= e es *9
Hinh 1.12:

1.3.2 DPuwong di va mach

Gid sit vg, vg 1a cdc dinh cda do thi c6 huéng G := (V, E). Puong di p tir v dén vy, do
dai k 13 mot day xen ké (k + 1) dinh va k cung bat dau tir vy va két thic tai vy,

w = {vg, e1,v1, 2,09, ..., Vg_1, €k, Uk},

’ oA A s N . N . oA s N
trong dé cung e; lién thuoc cic dinh v;_y va v;, 7 = 1,2,... k. D& gidn tién, ta c6 thé

ky hiéu duong di p la {e1,ea, ..., ex}.

Do d6 trong Hinh 1.13 day cac cung

M1 = {66,65>69768764}
po = {ei1, €6, 5,69}
ps = {ei, e, €3, €9, €10, €6, €4}

la cac dwong di.

buong di 14 don gidn néu khong chira cung ndo qué mot lan. Suy ra cdc duong
di p1, po 1a don gidn, nhung duong di pz khong don gidn do né sit dung cung eg hai

lan.

buong di 1a so cap néu khong di qua dinh nao qué mot lan. Khi d6 duomg di -y
14 so cdp nhung céc duong di j; va us 1a khong so caAp. Hién nhién, duong di so cap
la don gidn nhung ngwoc lai khong nhat thiét ding. Chang han, chid v rang duong di
g1 1a don gidn nhung khong so cidp, duong di ps vira don gidn va vira so ciap, duong

di pu3 khong don gidn ciing khong so cap.
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Chi ¥ rang, khai niém day chuyen la ban sao khong cé huéng cia duong di va

ap dung cho cac do thi ma khong dé ¥ dén huwéng ciia cic cung.

(%

Us
Hinh 1.13:

Duong di ciing ¢6 thé dwoc biéu dién béi day cic dinh ma ching di qua trong
truomg hop khong c¢6 cung song song (tirc hai cung c¢6 cling goc va cing ngon). Do dé,

N . ’ A N o X . ~
dwong di ju; c6 thé bicu dién béi day dinh {vs, vs, vy, v3, vs, V6 }.

Mach 1a mot duong di {e1,es,...,ex} trong d6 dinh goc cia cung e; trung véi

dinh ngon cia cung ex. Do d6 dwong di {es, eg, €19, €6} trong Hinh 1.13 14 mach.

1.3.3 D6 thi lién thong

Do thi vo hudng goi 1a lién thong néu tat cd cdc cap dinh v; va v; ton tai day chuyén
tir v; dén v;. Quan hé v;Rv; néu va chi néu v; = v; hoac ton tai mot day chuyén noi

hai dinh v; va v; 14 quan hé tuong duong (phén xa, ddi xitng va bic cau).

L6p tuwong duwong trén V' xdc dinh bdi quan hé twong dwong R phan hoach tap
V thanh céc tap con rdi nhau Vi, Va, ..., V,. SG p goi 1a s6 thanh phan lién thong cia do
thi. Theo dinh nghia, do thi lien thong néu va chi néu s6 thanh phan lién thong bang
mot. Cde do thi con Gy, Ge, ..., G, sinh bdi cde tap con Vi, Va, ..., V, goi la céc thanh
phan lién thong cia do6 thi. Moi thanh phan lién thong 14 mot do thi lién thong.
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Hinh 1.14 minh hoa d6 thi ¢6 ba thanh phan lién thong.

U1 Us U3

V2 V4 (Vs Vg Vg

Hinh 1.14: D06 thi cé ba thanh phén lién thong.

Nhéan xét 1.3.1. Do thi vo huéng G ¢6 p thanh phan lién thong Gy, G, . .., Gp néu va

A ’ N .
chi néu ma tran ké A cia G c6 thé viét & dang

0 Ay -+ 0
0 0 - A,

trong d6 A;,1 =1,2,...,p, 1a ma tran ké cda thanh phan lién thong G;.

Ta cting ¢6 nhan xét twong tuw doi v4i ma tran lién thuoc dinh canh.

X4c dinh s6 thanh phan lién thong cia do thi 1a mot trong nhirng bai todn co ban
cia Iy thuyét do thi v cé nhieu tmg dung trong thuc tién; ching han, x4c dinh tinh

lién thong cia mach dién, mang dién thoai, v.v.

Chiing ta sé trinh bay mot s6 thuat todn c6 thoi gian O(m) gidi bai todn nay vi

n6 cho phép tim 101 gidi cila mot s6 bai todn khéc.

Bat dau véi dinh ndo dé cia do thi, ching ta liét ké cdc dinh theo thit tuw cia
thuat toan tim kiém theo chiéu sau, titc 1a ching ta di, dau tién, xa nhat c¢é thé dwoc
trén do thi ma khong tao thanh chu trinh, va sau dé tré vé vi tri ré nhanh gan day
nhat ma ching ta da bd qua, va tiép tuc cho dén khi tré vé dinh xuit phat. Do dé tap

céc dinh bat gap sé tao thanh thanh phin lien thong dau tién.
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Néu tat cd cdc dinh cia do thi dwge duyét thi do thi lién thong; nguwoc lai, chiing
ta khdi dau lai thid tuc trén véi mot dinh méi chwa dwoc viéng tham; do d6 ta xay

dung dwge thanh phan lién thong thit hai, va van van.

Thuat toan dwdi day trinh bay giai doan dau tién, titc 1a tim thanh phan lién
thong chita mot dinh da cho-néu thanh phan nay chita tit cd cidc dinh cida do thi thi
do thi lién thong.

Ky hiéu num(4) 14 s6 hiéu cda dinh v; trong qua trinh tim kiém. Néu ta bat dau
bang dinh s thi dit num(s) = 1. Ky hiéu P(4) 14 dinh ding lién truée dinh v; trong

cay c¢6 goc (xem Chuong 4) dwoc xay dung trong qué trinh thuwe hién thuat toén.

Xét do thi dwge bidu dién bdi dnh xa da tri I'. Dat df 1a s6 cac dinh ke dinh
v; o df = #(vy). V&iméi k=1,2,...,n, ky hieu Iy(v;) 1a dinh thit & trong tap I'(v;).

D¢ thire hién tim kiém trén do thi, tai moi buwéce ciia thuat todn ching ta dat n(4)
14 chl s6 cia dinh dwgce viéng tham cudi cing tir dinh v;. Khéi dau véi n(i) = 0,1 =
1,2,...,n.

Duéi day 1a thuat todn (dang khong dé qui) cda Trémaux dwa ra nam 1882 va

sau d6 duwgce Tarjan cdi tién [53].

Thuéat todn Trémaux-Tarjan tim thanh phan lién théng chia dinh s.

1. [Khéi tao] Dat P(i) = 0,d; := #I'(v;) va n(i) = 0 v&éi moi dinh vy, i = 1,2,...,n;
k=0, num(s) =1, P(s) = s (tuy y, khac khong), i = s.

2. [Buéc lap] Trong khi (n(i) # d(i)) hoac (i # s) thuc hién

e Néu n(i) = d(i) dat i = P(i) (Ian ngugc);

e nguoc lai, dat n(i) = n(i) + 1 (viéng tham dinh ké tiép trong I'(v;)), va
J =T (vi). Néu P(j) = 0 thi gan P(j) = i,i = j,k = k+ 1, num(i) = k.

Két thic thuat todn, néu k = n thi do thi lién thong; nguoc lai thanh phan lién thong

chita dinh s gom k& dinh ma num(z) nhan cdc gid tri tir 1 dén k.
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Vi du 1.3.2. Xét do thi trong Hinh 1.15. Cdc dinh sé dugce viéng tham theo thi tu

1,4,2,3 va 5. Qué trinh tim kiém c6 thé bicu dién thanh cay c6 goc (dinh goc la v;)

Us
(N Y ® U2
U3
Hinh 1.15:
trong Hinh 1.16.
Us
5!
V1 e ,U4. ® U2
1 2% 3
AN
\\
\\ 4
U3
Hinh 1.16:

Thuét todn tim ki€m theo chiéu sau

1. Tham dinh xudt phat s.
2. V&i moi dinh w ké v6i v (¢6 hudng tir v dén w) 1lam céc bude sau:

Néu w chwra dwoc tham, 4p dung thuat todn tim kiém theo chiéu sau véi w nhw
14 dinh xuat phét.
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Trong céch tim kiém theo chiéu sau, ta di theo duong tir dinh xuit phat cho dén
khi dat dén mot dinh cé tat cd cdc dinh ké né da dwoc viéng tham. Sau dé ta quay
lai dinh cudi cing vira duwgce tham doc theo dudmg nay sao cho cdc dinh ké véi né (c6
huréng tir né di ra trong trieong hop do thi cé huwéng) ¢ thé tham dwoc. DE ¢ thé
quay trd lai, ta luu trit cdc dinh doc theo dwong nay trong mot ngan xép. Néu thi tuc
duoc viét dang dé quy thi ngan xép nay duwoc bdo tri mot cach tu dong; trong truromg

hop nguoc lai, can mot mang ddnh dau cdc dinh da dwoc viéng tham.

Thuét todn tim ki€m theo chiéu rong

Trong thuat todn nay, chiing ta tham cdc dinh theo tirng mitc mot, va khi tham mot
dinh & mitc nao dé, ta phdi liru trit né dé cé thé trd lai khi di hét mot mike, vi vay cé
thé tham céc dinh ké cida né. Thuét todn tim kiém theo chiéu rong duéi day ding mot

hang doi theo cdch nay.

1. Tham dinh xudt ph4t.
2. Khéi dong mot hang doi chi chita dinh xudt phét.
3. Trong khi hang doi khong rong lam céc buéde sau:

Lay moét dinh v tir hang doi.
Véi tat cd cdc dinh w ké véi v, lam cdc bude sau:
Néu (w chwa dwge tham) thi:
Tham w.

Thém w vao hang doi.

Céc thuat toan tim kiém theo chiéu rong va tim kiém theo chiéu sau 1a rdt co ban
cho nhiéu thuét todn khic dé€ xi ly do thi. Vi du, dé duyét mot do thi, ta ¢é thé &p
dung nhiéu lan mot trong cdc cdch néi trén, chon cic dinh xuat phat méi néu can thiét,

cho dén khi tat cd cdc dinh duwge tham.
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1.3.4 Cau, k—lién théng

Diém khép ciia do thi 1d mot dinh ma xdéa né sé tang sd thanh phan lién thong; ciu
14 canh ma xéa né ciing c6 dnh hwéng twong tw. Do thi trong Hinh 1.15 ¢6 mot diem

khép 1a dinh vy va hai cau la cdc canh (vy,v4) va (vy,vs).

Vi du 1.3.3. Trong mot do thi khong ¢6 chu trinh, cdc dinh khong phdi la dinh treo,
titc dinh c6 bac > 2, 1a diém khép. Nguwoc lai, do thi cé chu trinh Hamilton (xem Phin
5.3) khong cé diém khép.

Vi du 1.3.4. [Mang thong tin] Gid sit V' 1a tap hop nhitng nguoi thuoc mot to chirc
nao dé; ta dat (a,b) € E néu nguoi a va b ¢é thé bdo tin véi nhau. Nhitng nguoi lién
lac 14 nhitng diém khép. Nhitng nguoi dé 1a nhitng mat xich quan trong, vi méat ho sé

phd v& tinh thong nhat va sir lién két cia to chite.

Pinh ly 1.3.5. Gid s G = (V,E) la do thi lién théng. Khi dé dinh v € V la diém
khép néu va chi néu ton tai hai dinh a va b sao cho moi ddy chuyén néi a véi b déu di

qua v.

Chitng minh. Diéu kién can. Néu do thi con sinh bdi tap hop V' \ {v} khong lién thong
thi né chita it nhat hai thanh phan C va C’; gid stt a 1a4 mot dinh nao dé cda C va b la
mot dinh nao d6 cia C’. Trong do thi lién thong ban dau G moi day chuyeén bat ky ndi

a véi b déu phdi di qua v.

biéu kién dud. Néu mot day chuyén bat ky noi a v4i b déu di qua v thi do thi con sinh
ra b&i V' \ {v} khong thé lién thong; bdi vay dinh v 1a diem khép. q

Ta cé thé dinh nghia: do thi n dinh (n > 3) la 2—lién thong hay do thi khong
tach dugc néu va chi néu né lién thong va khong cé diém khép. Céc do thi con 2—lién
thong cuc dai cia G tao thanh mot phan hoach cia G, va goi 1a cdc thanh phan 2—lién

thong cia G.

Dé tim céc diém khép va cdc thanh phan 2—lién thong ta ¢ thé st dung thuat

toan tim kiém theo chiéu sau.
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Véi moi dinh v;, xét tap D(i) cdc dinh diing lién trudge dinh v; trong cay T xdc

dinh bédi thuat todn tim kiém theo chiéu sau. Khi d6, véi moi dinh v; € D(7) ta ¢

[(j) = min (num(k))

kel"(vj)

14 86 nhd nhat duge gén cho dinh ké véi dinh v; trong G. Bay gio ta dinh nghia mot
chi s6 mai

inf(i) :== min 1(5).
inf (i) min (7)

’ N ’ N . N ’ s
Do d6 chi s6 nay twong ting cuc tiéu cia num(z) va s6 nhd nhat dwge gén cho cdc
dinh ma cé thé dén duwoc bang ding mot canh tir mot trong cac hau dué cia v; trong

cay T

Do d6, trong Vi du 1.3.2 (Hinh 1.16), dinh vy ¢6 diing mot dinh trude lién ke 1a
dinh vy, va do d6 inf(2) = num(4) = 2.

Chi y rang inf(i) < num(i) vi khéi dau tir tién béi clia v; n6 6 thé trd vé v;.

Hon nita, dé dang chi ra rang, néu inf(i) = num(s) thi dinh v; 14 di€m khép ciia
do thi. Ngoai ra, cdc dinh bat gap khi duyét trd lai dinh v; tao thanh mot thanh phin
2—lién thong.

Thuat todn dwdi day trinh bay phirong phap xéc dinh céc diem khép cia do thi
lién thong xuat phat tir dinh s.

Thuat toan Tarjan tim di€m khép cda d6 thi lién théng

1. [Khéi tao] Bat P(i) = 0,d = #I(v;),n(i) = 0 vi inf(i) = oo véi moi dinh

vi,i=1,2,....,n; k=0, num(s) =1, P(s) = 5,1 = s.
2. [Buéc lap] Trong khi (n(i) # d(i)) hoac (i # s) thuc hién
e Néun(i) =d(i) dat
q = inf(7),7 = P(i),inf(¢) = min(q, inf(7)).

Néu inf(7) =num(i) thi v; 14 diém khép (va ta cé thé xdc dinh thanh phin
2—lién thong).
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e Nguoc lai, titc 1a n(i) # d(i) (viéng tham dinh ké tiép trong I'(v;))
Néu j = P(i) thi gan n(i) = n(i) + 1,7 = Lnp)(9).
Néu P(j) = 0 thi gén
inf(i) = min(inf(7), num(i)), P(j) = i,i = j, k = k + 1,num(i) = k.

Nguoc lai néu P(j) # 0 gan inf(i) = min(inf(7), num(y)).

Dé dang ki€m tra véi vi du trude, dinh vy 14 diém khép. Chd ¥ rang cé thé xéc

dinh thanh phan 2—lién thong bang céch stta doi Bude 2 trong Thuat todn Tarjan.

Ménh dé 1.3.6. Thoi gian thwe hién cde thudat todn Trémauz-Tarjan va Tarjan ld

O(m).
Chitng minh. Bai tap. <

Thiét dién A cia do thi lién thong G = (E,V) 1a tap con A C V sao cho do thi
con Gy 4 nhan dugce tr G bang cich x6a cac dinh trong A (va céc canh lién thude no)

khong lién thong.

Do thi goi 1& k—lién thong néu va chi néu né lién thong, c¢é s6 dinh n > k + 1, va

khong chita mot thiét dién ¢é lue lwong (k — 1).

Céac d6 thi con k—lién thong cuc dai cia G tao thanh mot phan hoach cia G va

goi 1a cdc thanh phan k—lién thong.

Céc thanh phan 3—lién thong cia do thi ¢ thé nhan dwoc trong thoi gian O(m)

bang thuét todn twong tw cda Tarjan.

Da do thi lién thong G goi 1& k—canh lién thong néu né van con lién thong khi

x6a di it hon k canh.

Do d6, da do thi la 2—lién thong néu va chi néu né lién thong va khong chita cau.
Bing céch stta doi lai thuat todn Tarjan, ta c6 thé xéc dinh cdc cau trong thoi gian
O(m). Xét tinh 2—canh lién thong ¢ nhiéu tng dung trong thyce té: mang dién, dién

thoai, v.v., phdi 2—canh lién thong!
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1.3.5 D6 thi lién thong manh

D6 thi ¢6 hudng goi 1a lién thong manh néu tat cd céc cap dinh v; va v; ton tai duwong

di tr v; dén v;.

Xét quan hé v;Rv; néu va chi néu hoac v; = v; hodc ton tai dwong di tir dinh v;
dén dinh v; va duong di tir dinh v; dén dinh v;. Dé thiy day 1a quan hé tuong duong

(phdn xa, ddi xitng va bac cau).

L6p tuwong duong trén V xdc dinh bdi quan hé twong dwong R phan hoach tap
V' thanh cdc tap con rdi nhau Vi, Va, ..., V. S8 p goi 1a s6 thanh phan lién thong manh
cda do6 thi. Cdc do thi con Gy, Gy, ..., Gy sinh béi cdc tap con Vi, Vs, ...V, goi la céc
thanh phan lién thong manh cia G. Theo dinh nghia, do thi lién thong manh néu va

chi néu s6 thanh phan lién thong manh bang mot.

Nhan xét rang, thanh phan lién thong manh C; chita dinh v; dwoc cho béi

C=T,nT,"
va tir d6 suy ra mot thuat todn rdt don gidn thoi gian da thite O(m) duwa trén thuat

s N . . A N ’ N s PNAURY
todn tim kiém theo chiéu sau ma c6 thé sit dung né dé tim C;.

Do d6 tinh lién thong manh dé dang kiém tra. Chi can xét khi nao C; = V. (Hay

gidi bai todn nay bing ma tran).

Néu mat khéc, chiing ta muon tim tat cd cdc thanh phan lién thong manh, ta sé

stt dung Thuat toan Tarjan.

Thét vay ta sé chitng minh rang, thuat toan Tarjan ap dung véi cédc do thi cé

hwémg, cho phép tim cdc thanh phan lién thong manh.

Chiing ta khéi dau véi thuat todn tim kiém theo chiéu sau, nhur trong cdc thuat

toan tim kiém theo chiéu sau va Tarjan. Vé&i moi dinh v; xét mot chi s6 méi 1a s6 nhd
N ’ N ’ b ~ \ ~ A A

nhat cia chi s6 dinh ma cé thé dén né bang chi mot cung tir mot hau dué cia v; trong

cay gia phd. Chi s6 m&i nay duge ky hiéu 1a inf(7).

Nhan xét rang ching ta luén luon c6 inf(i) < num(i). Dé dang chi ra rang khi

chiing ta trd lai trong cay gia phd, thi mot dinh ma xdy ra dang thitc inf(i) = num(i) sé
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phan hoach do thi thanh it nhdt hai thanh phan lién thong manh, va mot trong ching

twong tmg tap cac dinh ma da dwoc viéng tham trude khi téi dinh v;.
b6 thi trong Hinh 1.17 ¢6 ba thanh phan lién thong manh:

Cl = {a>b7 C, d>6}> CG = {97 f}> C8 = {h'}

Hinh 1.17:

Ching ta st dung thuat ngtt do thi thu gon dé bicu dién do thi G qua quan hé
lién thong manh G, := G/R. Do d6 céc dinh cda G, 1a céc thanh phan lién thong manh
cda G va ton tai cung gitta hai dinh C; va C; néu va chi néu ton tai it nhat mot cung
gitta mot dinh cia C; va C; trong G. Hién nhién do thi G, khong c6 mach. Hinh 1.18 1a
do thi thu gon cia do thi c¢6 hwéng trong Hinh 1.17. Nghién citu céc thanh phan lién
thong manh va tim do thi thu gon 1a nhitng bai toan thic tién quan trong; chang han
trong moi lién hé véi xich Markov, trong phan tich cau tric cia mot hé thong (xem

[30]). Phan tiép theo ching ta sé dé cap thém vé van deé nay.

1.4 Pham vi va lién thong manh

Ta biét rang hé théng truyen thong cia mot t6 chite ¢6 thé xem nhw mot do thi trong
dé moi ngudi twrong ing mot dinh va cic kénh truyén thong twong tng cdc cung. Cau

héi dat ra la trong hé thong nay, thong tin tir v; ¢6 thé dén dwogc v; khong? Tic 1a ¢6
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Co

C1 Cs
Hinh 1.18:

ton tai duomg di tt v; dén v;? Néu dudmg di dé ton tai ta ndéi v; thuée pham vi cia
v;. Chuing ta ciing quan tam dén c6 dudmg di tt v; dén v; véi s6 cung han ché khong?
Muc dich cida phan nay 1a thdo ludn mot vai khéi niém co ban lién quan dén céc tinh

chit pham vi va lién thong manh cia cdc do thi va gidi thiéu mot s6 thuat toan co sé.
Theo thuit ngr cia do thi biéu dién cho mot t6 chite, phan nay khdo sét mot s6
cau hdi:
1. S8 nguoi it nhat ma moéi nguoi trong to chire ¢é thé lien lac dwoc bang bao nhiéu?
2. S6 nguoi nhiéu nhat ¢é thé lién lac dwoc véi nhau bang bao nhiéu?

3. Hai bai toan trén c6 quan hé gi v4i nhau?

1.4.1 Ma tran pham vi

Ma tran pham vi R = (r;;) dinh nghia nhu sau:

{ 1 néu ton tai dudmg di tit dinh v; dén dinh v;,
Tij i=

0 néu nguoc lai.

Tap R(v;) céc dinh cda d6 thi G ¢ the dén duge tir dinh v; gom cdc dinh v; sao
cho phéan tit r;; bang 1. Theo dinh nghia, tdt cd cdc phan tit trén duomg chéo cia ma

tran pham vi bang 1.

Do I'(v;) 1a tap céc dinh cé thé dén dugec tit v; theo mot duwong di c6 do dai 1 nén

tap ['(I'(v;)) = I'*(v;) gom nhitng dinh c¢6 thé dén dwgc tir v; theo mot duwong di cé do
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dai 2. Twong tir, I'?(v;) 1a tap nhitng dinh cé thé dén dwoc tir v; theo mot duwong di c6
do dai p. Do vay, tap céc dinh cé thé dén dwoc tir v; 13
R(’UZ) = {’UZ} U Fl (’UZ) U Fz(’l}i) U---.

Nhung do do6 thi dwoc xét 1a hiru han va moi dwong di déu chira mot duwong di con so
cap trong dd, nén ton tai p sao cho

R(’UZ) = {’UZ} U Fl(’l}i) U Fz(’l}i) y---u Fp(’l}i). (11)
Suy ra tap pham vi R(v;) c6 thé nhan dwoc tir Phwong trinh (1.1) bang cich thue hién
cdc phép todn hop tir trai sang phai cho dén khi tap hién hanh khong tang kich thuée
trong lan lap ké tiép. SO cac phép toan hop phu thudc vao do thi, mac du hién nhién

rang p < n — 1, trong d6 n 14 s6 dinh cia do thi.

Vay ma tran pham vi ¢6 thé dirgc xay dung nhw sau. Tim tap R(v;) v6i méi dinh
v; theo trén. Dat r;; = 1 néu v; € R(v;), va r;; = 0 néu nguoc lai.
Ma tran dat duoc @) = (g;;) dinh nghia nhur sau:
{ 1 néu ton tai dudmg di tit dinh v; dén dinh v;,
Qij =

0 néu nguoc lai.
Tt dinh nghia ta c6 Q = RL.

Ky hiéu Q(v;) 1a tap cac dinh cé thé dén dwogc dinh v;. Tiwrong tir nhir trén ta ciing
c6
Q) = {vyUT o) UL % (vy) U---UTP(vy), (1.2)
trong d6 T—2(v;) = T 1T (wy)), .. ..
Vi du 1.4.1. Xét do thi G trong Hinh 1.19. Ma tran ké cda G la

V1 V2 V3 Vg Vs Vg Uy

nvnw/fO0 1 0 0 1 0 O
vl O 1 0 1 0 0 0
vs] O 0 O 1 0 O O
A= | 0 0 0 0 1 0 0
vs] O 0 O O 1 0 O
vl O 0 1 0 0 0 1
vz\0 0 0 1 0 1 O



U1

Ve

U3
U7

Us

Hinh 1.19:

Céc tap pham vi cé thé xac dinh tir Phwong trinh (1.1) nhwr sau

R(v1) = {vi} U{ve,v5} U{vg, vy, 05} U{ve,v4,v5}
= {v1,v9, 04,05},

R(ve) = {vo} U{ve,v4} U{vg, vy, 05} U{ve,v4,v5}
= {v9,v4, 05},

R(vs) = {vs}U{va} U{vs} U {vs}
= {vs,v4,05},

R(ve) = {va} U{vs}U{vs}
= {vs, 05},

R(vs) = {uvs}U{vs}
= {'U5}>

R(vs) = {ve} U{vs,vr} U {vg, v6} U {vs,vs, v7} U {vy, vs, v6}
= {’U37'U47'U57,U67'U7}7
R('U7) = {’U7} U {'U47 ’UG} U {'U37 Us, ’U7} U {'U47 Us, ’UG}

= {’U37'U47'U57,U67'U7}-
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Do dé ma tran pham vi cé dang

Vi Vg2 V3 Vg4 Vs Vg Uy

vv/f1 1 0 1 1 0 O
w0 1 0 1 1 0 0
vs] O 0 1 1 1 0 O
R= vl 0 0 0 1 1 0 0
vs|] O 0 0 O 1 0 0
w| O 0 1 1 1 1 1
vw\0 O 1 1 1 1 1

Chan chd ¥ rang, do R va Q 1a cdc ma tran Bool, méi hang cia ching c¢é thé luu
dang mot hoac hon mot tir (word). Viée tim céc ma tran nay la mot tinh toan dom gidn

do chi dua vao cc phép todn logic.

Tir dinh nghia, R(v;) N Q(v;) 1a tap cdc dinh vg ma ¢b it nhat mot dwong di tir
v; dén v; qua dinh vy, Cdc dinh nay goi la c¢ét yéu. Tat cd cdc dinh v, ¢ R(v;) N Q(v;)
goi 1& khong cot yéu hay du thira do bd ching di khong dnh hwdng dén cdc duong di

tir v; dén v;.

Céc ma tran R va @ dinh nghia trén 1a tuyét doi theo nghia so cdc cung trén
dwomg di tlr v; dén v; khong bi han ché. Mt khéc ta cling ¢ thé dinh nghia twong tur
c4dc ma tran nay véi s cung trén duomg di khong vieot qud mot s6 cho trudge. Véi mé

rong nay ta cing cé thé tinh dwoc cédc ma tran han ché theo lwoc do trén.

D6 thi dugc goi 1a bac cau néu ton tai cac cung (v;,v;) va (vj, vx) thi cling ton tai
cung (v;, vy). Bao déng bac ciu cia do thi G = (V, E) 1a do thi Gy = (V, E U E') trong
d6 E' 1a céc cung duwoc thém vao it nhat dé do thi Gy c6 tinh bac cau. Dé dang ching

minh rang ma tran ké cida do thi Gy. chinh 13 ma tran pham vi R va bang

A+ A4+ A, (p<n-—1),

trong d6 A 1a ma tran ké cia G. (Tai sao?)
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1.4.2 Tim cdc thanh phan lién théng manh

Thanh phan lién thong manh dinh nghia trong phan trude 1a do thi con lién thong manh
16n nhat trong G. Vi véi do thi lién thong manh, véi moi cap dinh v;, v;, ludn luon ton
tai mot dwong di tir dinh v; dén dinh v; va nguge lai, nén ton tai duy nhidt mot thanh
phan lién thong manh chita mot dinh cho trude va v; sé xudt hién trong tap cdc dinh
cia mot va chi mot thanh phan lién thong manh. Khéng dinh nay la hién nhién (tai

sao?).

Néu dinh v; duwoc coi vira la xuat phat vira 1a két thiic thi tap cdc dinh cot yéu
twong ing v4i hai dinh trung nhau nay (tite 1a tap cac dinh thudc mach nao dé chira
v;) xéc dinh béi R(v;) NQ(v;). VA tat cd céc dinh cdt yéu nay cé thé dén tir v; va ngugc
lai nén ching ciing c6 thé dén dwoc céc dinh khéc trong tap nay va nguwoc lai. Hon
nita, dé thay rang tap R(v;) N Q(v;) xéc dinh cdc dinh cida thanh phin lién thong manh

duy nhét twong ng véi dinh v;.

Néu ta loai cdc dinh nay khéi do thi G = (V,T') thi ¢é thé 4p dung tim thanh
phéan lién thong manh trén do thi con nhan dwge G’ véi tap dinh V' \ (R(v;) N Q(v;)).
Qué trinh nay lap lai cho dén khi tat cd cidc thanh phan lién thong manh dwoc tim.
Két thiic ta cé do thi G dwgce phan hoach thanh cdc thanh phan lién thong manh.

Vi du 1.4.2. Xét do thi trong Hinh 1.20. Ching ta hay tim thanh phéan lién thong

manh chita dinh v;.
T cédc phuong trinh (1.1) va (1.2) ta ¢6

R('Ul) = {'Ula V3, V4, Us, Ve, U7, Us, V9, 'Ul(]}

va
Q(,Ul) = {'Ula V2, U3, Us, 'UG}-

Do d6 thanh phan lién thong manh chita dinh v; 14 d6 thi con

(R(v1) N Q(v1)) = ({v1,v2,v5, v6}).

Twong tu, thanh phan lién thong manh chita dinh vg 14 d6 thi con ({vs, v10}), chita
dinh v7 1& d6 thi con ({v4, v7,v9}), chita dinh vy; 1a do thi con ({v11, v12, v13}), va chita
dinh v3 1& d6 thi con ({v3}). D6 thi thu gon G, dwgce cho trong Hinh 1.21.
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U1 Ve V10 V11

V13

V2 Us Ug V12

V9
U3 U7

(%

Hinh 1.20: Db thi G.

Céc phép toan dwoc miéu td trén dé tim cdc thanh phan lién théng manh cia
mo6t do thi cling ¢6 thé sit dung truc tiép ddi véi cde ma tran R va Q dinh nghia phin
trirée. Do dé néu ta ky hieu R ® Q c6 nghia 1 ma tran nhan dwoc tir R va () bing
cdch nhan céc phan ti twong tmg thi phan tit (R ® Q);; = ri;j¢;; bang 1 néu ton tai
duomg di tir v; dén v; va bang 0 trong trwong hop ngugce lai. Do dé hai dinh thude
cung mot thanh phén lién thong manh néu va chi néu cdc hang (hoac cot) twong ting
bang nhau. Céac dinh ma hang twong ing chita mot phan tit 1 & cot v; tao thanh tap
dinh cda thanh phan lién thong manh chita v;. Hién nhién rang c¢é thé bién déi ma tran
R ® Q bang phép hoan vi cdc hang va cdc cot sao cho ma tran thu dwoc c¢é dang khéoi
chéo; moi ma tran con chéo twong tmg v4i mot thanh phan lién thong manh cda G va

c6 cac phan tit bang 1, cdc phan ti khac bang 0. Véi vi du trén, ma tran R ® Q duoc
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vy = {v1,v9,v5, 6} vy = {vs,v10}

vy = {v11, v12, v13}

,U>5k = {,U3} 'Uék = {'U4>'U7>,U9}

Hinh 1.21: D6 thi thu gon G,.

sap xép lai ¢6 dang

V1 V2 Vs Vg Vg Vig V4 U7 Vg V11 V12 Vi3 U3
U1
V2

Us

— = =
— =

— = =
— = =

(%3
Vg 1 1
V10 1 1

RRQ = v, 1 1 1

Vg 1 1 1

11 1 1 1
V12 1 1 1
V13 1 1 1

(%] 1

1.4.3 Co sé&

Tap B cac dinh c6 thé dén dwoc moi dinh cia do thi va nhd nhit theo nghia khéng c¢é

tap con thue sy nao cia né ¢é tinh chat nay goi la co sd. Do dé néu ta viét R(B) la
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tap pham vi cia B :
R(B) = Uy,esR(vi),

thi B 1a co s& néu va chi néu

1. B(V)=V;va
2. v6i moi tap con S C B thi R(S) # V.
Diéu kién thit hai twong dwong véi dieu kién v; ¢ R(v;) v6i hai dinh phéan biét v, v; € B;

titc 14 mot dinh thuoe B khong thé dén duwoc tir mot dinh khéc trong B. Dieu nay ¢

thé chitng minh nhw sau:

Do v6i hai tap con H va H' C H ta ¢6 R(H') C R(H) nén diéu kién R(S) # V
v6i moi S C B twong dwong véi R(B \ {v;}) # V véi moi v; € B. N6i céch khic,
R(v;) ¢ R(B\ {vj}). Nhung diéu kién nay thda man néu va chi néu v; ¢ R(B \ {v;}),

titc 1a v; ¢ R(v;) v6i moi v, v; € B.

Vay, co s& la mot tap B cac dinh thda man hai diéu kién sau:

’ , N N N , N
1. tat cd cdc dinh cia G ¢6 thé dén dwoc tir dinh nao dé cia B; va

2. khong dinh nao trong B ¢é thé dén duoc tir mot dinh thude B.

T hai diéu kién nay ta suy ra

Ménh dé 1.4.3. (a) Khong ton tai hai dinh trong co sé B sao cho ching thudc cing

mot thanh phan lién thong manh cia G.

(b) Do thi khéng mach cé duy nhdt mét co sd gom tap cdc dinh cé bac trong bang

khong.
Chitng minh. Suy truc tiép tir dinh nghia. <

Theo ménh dé trén va do do thi thu gon G, cia do thi G khong ¢ mach nén tap

co s& B, cia G, 1a tap céc dinh c¢é bac trong bang khong. Céc tap co s& cia G ¢6 thé

45



xac dinh dira vao B,. Cu thé 1a néu B, = {S1, s, ..., Sk}, trong dé k 14 s6 céc tap dinh
S; trong co s& B, cia Gy, thi B la tap dang {vi,, vi,, ..., v, } Véivg, € 85,5 = 1,2,... k.
Vi du 1.4.4. VGi do thi trong Hinh 1.20, d6 thi thu gon trong Hinh 1.21. Co s& cia
do thi nay 1a {v},v:} do v} va vZ 1a hai dinh duy nhét cida G ¢é béac trong bang khong.

Suy ra cdc tap co s& cda G la {vs, v11}, {vs, v12} va {vs, v13.}

Déi ngau véi khai niém co s& ¢6 thé dinh nghia theo thuat ngit cia céc tap hop
Q(v;) nhu sau.

Déi co sd 1a tap B céc dinh cda do thi G = (V,T') théa man

Q(B) = U Qvi) =V,

v, €EB
VS C B,Q(S) # V.
Tirc 14 B 1a tap nhé nhat cdc dinh cé thé dén duwoc tir cdc dinh khic. Céc tinh chat
cia B twong tuw véi cla B trong dé cac khai niém vé huéng dwoc thay bang ban sao

nguoc lai.

Do vay, ddi co s& cia do thi thu gon G, 1a tap cac dinh cia G, cé bac ngoai bang
khong, va tir dé ta c6 thé nhan dwoc d6i co sé cia G twong tw nhw da thuwc hién &

trén.

Trong vi du cda d6 thi G' trong Hinh 1.20, do thi thu gon G, chi chita mot dinh
v 6 bac ngodi bang khong. Do dé ddi co sé cia G, 14 {vi} va bdi vay ddi co s& cia

G la {vs}, {vr} va {vg}.

Ap dung trong ciu tric t& chirc

. N - X 7 ~ N 7 N ’ A
Néu do thi biéu dién ciu tric dnh huwdng cia mot to chitc thi cdc phan tit cia mot
thanh phan lién thong manh cia G ¢é dnh hudng va chitc nang ngang nhau. Mot co s&
s N o A9 N N N . ’ N ~ . s A
cia G c6 thé hieu 1a mot “lién minh” ¢6 s6 nguoi it nhat nhung lanh dao moi cd nhan

trong to chitc.

N N ’ N - X ’ N [N N N 7 7 .
Trén tap cdc dinh biéu dién cdc thanh vién cia cing to chite, ta xét do thi G’

dwge xay dung dé bicu dién céc kénh truyén thong sao cho ton tai cung (vi, v;) néu v;
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c¢6 thé giao tiép véi v;. Do thi G’ di nhién ¢ lién quan véi G. S ngudi it nhat ma biét
hoac c¢é thé nhan tat cd céc suw kién ve t6 chitc tao thanh mot déi co s& cda G. Ta ¢
thé néi rang mot lien minh hiéu qud dé lanh dao t6 chitc 1a tap H nhitng nguoi thda
man:

H = B(G)U B(G"),
trong dé B(G) va B(G') 1a mot trong cac co s& va cac déi co sé cia G va G’ tirong

ing dwoc chon sao cho #H nhd nhat.

Ké tiép xét co sd luy thira 1a tap céc dinh B, C V sao cho

R(Bp) =V, Q(Bp) = Bp>
R(S)#V, VScC B,

bieu kién thit hai nghia 1a chi nhitng ngudi bén trong B, méi ¢é thé cé dnh
huwéng dén ngudi khéc ciing trong B, va c6 thé thay bang diéu kién twong dwong:
R(V '\ B,) N B, = . biéu kién nay chi ra rang néu mot dinh trong thanh phan lién
thong manh cida G thude B, thi moi dinh khdc trong cting thanh phén lién thong manh
ndy cing thuoc B,. Do tap co s& cla G, 1a tap cdc dinh cé bac trong bing khong nén
tap co s& luy thira cia G chinh 1a

B,= |J s

S;eB*

Chang han do thi trong Hinh 1.20 ¢6 co s& liy thira 1a {vs, vi1, v19, v13}. Can chi
¥ rang, néu do thi nay twong ttng mot t6 chire thi vs ¢ thé xem 1a ngwoi lanh dao cao

nhat cda cdc nhém vf, v va v3.

1.5 Dang cdu cia cic do thi

Ta da biét rang cliing mot do thi ¢ thé dwoc bicu dién bang nhiéu hinh vé khac nhau.
Viéc nhan biét dwroc trong trirdng hop nao hai hinh vé biéu dién cling mot do thi, trong

treong hop nao biéu dién hai do thi khac nhau, 14 mot van de khong don gidn.

R6 rang 13 hai hinh cho truée biéu dién cting mot do thi chi khi cdc diéu kién sau

day duwoc thda man:
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1. S6 dinh bang nhau;
2. S6 canh bang nhau;

3. S6 dinh cling bac bang nhau.

b6 1a nhitng diéu kién can: hai hinh khong thda man mot trong céc diéu kién dé
thi khong biéu dién cting moét do thi. Nhung ching cling khong phdi 1a diéu kien du
(hay cho vi du). Hién nhién rang
Pinh ly 1.5.1. Diéu kién cin va did dé hai hinh biéu dién cung mot do thi la ton tai
mot twong tng mot-mot lén gitta cdc dinh cia hat hinh sao cho néu hai dinh cia hinh
nay dwoc noi bot mot canh thi hai dinh twong wng cia hinh kia cing duoc noi vdi

nhau bo'i mot canh va nguoc lai.

N N A N A~ . N N N ’ oA s 2 ’
Viéc tim mot tiéu chuan don gidn va hiéu qud dé phét hién tinh dang cdu cda céc

do thi van 1a bai todn mé cia ly thuyét do thi va dang con duwoc tiép tuc nghién ciru.

1.5.1 1-dang ciu

Do thi ¢6 céc diem khép gom it nhat hai do thi con khong cé diém khép. Moi do thi
con lién thong 16n nhéat khong c¢é diém khép goi 14 khéi. D6 thi trong Hinh 1.22 ¢ nam
khéi (va ba diém khép a, b va ¢). Chi ¥ rang do thi lién thong khong ¢é diém khép chi

c6 mot khoi.

Hinh 1.22:

So sanh do thi khong lién thong trong Hinh 1.23 va do thi trong Hinh 1.22. Hién

nhién hai do thi nay khong ding cau (ching cé s6 dinh khac nhau); nhung ching cé
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méi lién heé 1a céc khdi trong Hinh 1.22 ddng cau véi céc thanh phan cia do thi trong
Hinh 1.23. Céc do thi nay goi 1a 1-ding cau. Chinh x4c hon:

Dinh nghia 1.5.2. Hai do thi Gy va G goi 1a 1—dang cdu néu chiing tré thanh dang

cdu v6i nhau sau khi 4p dung mot so lan phép toan sau:

Phép todn 1. “Téch” mot diém khép thanh hai dinh d€ tao thanh hai do thi con
khong c¢é diém khép roi nhau.

a1 bl

as b C1 Co

a2

Hinh 1.23:

Tir dinh nghia suy ra rang hai do thi khong c¢é diém khép 1a 1-déng cdu néu va

7 2
chi néu chiing dang cau.

biéu gi sé xdy ra khi ta ndi hai thanh phan cdia Hinh 1.23 bang cich “d4n” hai
dinh (chdng han x va y)? Ching ta nhan dwgc do thi trong Hinh 1.24.

Hién nhién céc do thi trong Hinh 1.24 14 1—ding cau véi do thi trong Hinh 1.23.
Vi céc khéi cda do thi trong Hinh 1.24 ddng cau véi cde khéi cia do thi trong Hinh
1.22, nén hai do thi nay 1a 1-ding cdu. Do dé ba d6 thi trong cic Hinh 1.22, 1.23 va

1.24 14 do6i mot 1—dang cau.
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xry a2

b

Hinh 1.24:

1.5.2 2-dang ciu

Trong phan trén ching ta da tong quat héa khai niém dang cdu bang khéi niém 1—dang
cau. Céc do thi dang cdu thi 1—ding cau nhung nguroc lai khong ding. Su tong quat

héa rat hitu ich trong viéc nghién ciru cdc do thi cé didm khép.
Chiing ta con c6 thé mé rong khéi niém nay cho céc do thi 2—lién thong nhw sau.

Trong do6 thi 2—lién thong G xét hai dinh z va y ma x6a ching (va céc canh lién
thudc chiing) thi do thi mat tinh lién thong. N6i céch khiac, G gom mot do thi con gy
va phan bu cda né g, sao cho g; va g c6 dung hai dinh chung: z va y. Gid sit rang

ching ta thuc hién phép todn sau trén G:

Phép todn 2. “Téach” dinh x thanh z; va x5 va dinh y thanh 1y, va y3 sao cho ta
thu duwoc tir G hai thanh phan g; va g;. Gid sit cdc dinh z; va y; thudc thanh phan g;
va To VA o thudc g;. Bay gior n6i hai do thi g; va g bang cdch hop nhat dinh z; véi
dinh y, va dinh x5 v6i dinh y;. (Hién nhién cdc canh ma lién thuoc véi 2 hodc y trong

G di cing véi g hoac g, khong dnh hwdng dén do thi thu dwge & budce cudi).

Hai do thi goi 14 2—ddng cau néu ching trd thanh dang cau sau Phép todn 1 hoac
Phép todn 2, hodc cd hai phép todn sau mot s6 lan thwe hién. Hinh 1.25 chi ra hai do
thi trong Hinh 1.25(a) va (d) 1a 2—dang cdu. Chi ¥ rang trong Hinh 1.25(a), bac cia
dinh x bang bon, con trong Hinh 1.25(d) khéng c¢é dinh nao bac bon.

Tur dinh nghia, suy ra 1—dang cau la 2—dang cdu, nhung ngwoc lai chwa chéc
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qn
qn
J D
Yy Y1 Y2
(a) (b)
X1 i)
]
qn
q
D D
Y1 Y2
(c) (d)
Hinh 1.25:

ding. Tuy nhién, v6i cdc do thi k—lién thong véi k£ > 3 thi ba khéi niém dang céau,

1—dang cau va 2—dang ciu 1a nhw nhau (tai sao?).

Twong tng chu trinh

Hai do thi G; va Gy goi la cho mot twong ting chu trinh néu ching thdéa diéu kién sau:
Ton tai twrong tng mot-mot gitra cdc canh cia G va Gy va mot twong tng gitta cdc
chu trinh cia G; va Gy sao cho mot chu trinh trong Gy duoc tao bdi céc canh cia Gy
¢6 mot chu trinh twong ing trong G duoc tao bdi cdc canh twong ing trong Ga, va

ngwoc lai. Tir dinh nghia suy ra céc do thi didng cau cé twong tng chu trinh.

Vi trong do thi c6 diem khép G, moi chu trinh thuoée mot khéi nao d6, nén méi
chu trinh trong G van twong ing cdc canh cia né khi thire hién Phép todn 1 trén G.

Do d6, cac do thi 1—dang cau cé tinh chat twong ng chu trinh.
Twong twr, xét chu trinh p trong do thi G sau khi thie hién Phép toan 2 trén G.
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Véi chu trinh p, ta ¢6 ba treong hop xdy ra:

1. C4c canh thudc 4 nam hoan toan trong g;; hodc
2. Céc canh thuoc © ndm hoan toan trong g;; hoac
3. Céc canh thudc p nam trong cd hai do thi con g; va §;; va trong trirdong hop nay

i phai chita cd hai dinh z va y.

Trong cdc Truong hop 1 va 2, chu trinh g khong dnh hudng qua Phép todn 2. Trong
Truong hop 3, 1 van gom cdc canh cii, ngoai trir day chuyén gitra cdc dinh x va y trong
g1 (thudc chu trinh p) bi “ddo nguwgce lai”. Do dd, moi chu trinh sau Phép todn 2 van
gom chinh nhitng canh cii. Suy ra cdc do thi 2—dang cau ciing cé tinh chat twong tng

chu trinh.

Dinh ly 1.5.3. Hai do thi la 2—ddng cdu néu va chi’ néu ching cé twong ing chu

trinh.

Chitng minh. Diéu kién du suy tir cdc ly luan trén. Chitng minh diéu kién can khé hon

va c6 thé xem [55]. q

Nhrr sé thay sau, cdc khai niém 2—dang cdu va twong tmg chu trinh déng vai tro

quan trong khi nghién cttu déi ngau cia céc do thi phang.

1.6 Céc dd thi dic biét

Phan nay gidi thiéu mot so do thi dic biét thuong gip trong cdc mo hinh thue té. Céc
do thi nay dwoc quan tdm nhiéu vi:

e Tir phét biéu mot s6 bai todn;

e T céc tinh chat dac biét cia ching;

e Phuc vu cho mot s6 thuat todn.
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1.6.1 D6 thi khéng c6 mach
Day 1a d6 thi thwong gap nhat khi bicu dién cdc quan hé thit tu bo phan trén céc phan
ti: véi mot quan hé thit ty < trén tap V, xét do thi G = (V, F) trong d6

('UZ',’Uj) el & i< 7.

Cédc bai todn luéng trén mang van tdi xét cdc do thi nay (cling xem céc bai toan 1ap
lich trong [30]).

1.6.2 Do thi phang

D6 thi vo huwéng G goi 1a phang néu c¢é thé bidu dién trén mot mat phang R? véi céc
dinh twong ting cdc di€m phan biét trén R? va cdc duwong cong khong tu cit tirong tmg
céc canh sao cho hai duwomg cong bat ky khong cat nhau ngoai trir tai cidc dinh chung.

Céc do thi phang sé dwroc nghién citu trong Chirong 6.

Vidu 1.6.1. Db thi trong Hinh 1.26(a) 1a phing vi chiing ta c¢6 thé vé lai nhw trong
Hinh 1.26(b).

(a) (b)

Hinh 1.26: D6 thi (a) dwgc bicu dién lai trong hinh (b) la phing.

53



o4



Chuong 2

Céac sb co bdn cda do thi

2.1 Chu so

Kh&i niém ma ching ta sé dé cap & day khong phu thudc vao su dinh hudng: ta sé néi
ve canh chit khong phai cung. D& tong quét xét da do thi vo huéng G := (V, E) c6 n
dinh, m canh va p thanh phan lién thong. Dat

p(G) = n—p,
v(G) == m—p(G)=m—n+p.

Ta goi v(G) 1a chu s6 cia do thi G.

Vidu 2.1.1. D6 thi v6 huéng G trong hinh 2.1 ¢6 n =5 dinh, m = 7 canh va p = 1

thanh phan lién thong nén cé chu s6 bang
vG)=m—-n+p=7-5+1=3.
Dinh ly 2.1.2. Cho da do thi vo hudng G = (V, E). Gid si G' la do thi nhin dvoc

tir G bang cdch néi hai dinh a va b cia G bdi mét canh mdi; néu a va b tring nhau

hodc cd thé’ néi véi nhau boi moét day chuyén cia G thi
p(G") = p(G), v(G)=v(G)+1;
trong truong hop nguoc lai

p(G) =p(G)+ 1, v(G)=v(G).
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U1

V4 V2

U3
Hinh 2.1:
Chitng minh. Theo cich xay dung, da do thi G’ ¢6 n’ = n dinh, m’ = m + 1 canh va
gid stt G’ ¢6 p’ thanh phan lién thong.
Néu a = b hoac ¢ mot day chuyén néi a véi b. Khi d6 phép bién doi G thanh G
khong thay doi s6 thanh phan lién thong, tic 1a p = p'. Do dé

p(G') = n'—p =n—p=pG),
v(G') = m'—p(G)=v(G)+ 1

Nguoc lai, néu a # b va khong ton tai day chuyén ndéi a va b, thi do céch xdc dinh
G' tacop =p—1. Suyra

p(G) = n'—p=n—-(p-1)=n—-p+1=pG)+1,
v(G) = m —p(G")=(m+1)—(p(G) +1) =m—p(G) =v(G).

Hé qud 2.1.3. p(G) >0 va v(G) > 0.

Chitng minh. Thét vay, xuat phét tir do thi thanh lap bang cac dinh cia da do thi vo
huéng G, dinh no c6 lap véi dinh kia, ta xay dung G’ dan dan tirng canh mot; khéi
dau ta c6 p = 0, = 0; m6i khi thém mot canh, thi hoac p tang va lic d6 v khong doi,
hodc v tang va lic dé p khong doi. Nhur vay, trong qué trinh xay dung do thi G’, céc

s6 p va v chi ¢6 thé tang. <

D€ ¢6 thé van dung nhirng két qud phong phi cia dai s6 vector trong viéc nghién
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cttu, nguoi ta thuwomg dat twong ing moi chu trinh trong G véi mot vector theo cdch

sau day.

Moi canh cia da do thi G déu dwoc dinh hwéng mot cdch tuy ¥; néu chu trinh g
di qua canh ey, ry lan thuan huéng va s; lan nguoc hudng thi ta dét ¢, = r, — sg (néu

ex 14 mot khuyén thi ta luén qui wée s, = 0). Vector m chiéu

(Cl, Coy.. .y Cm)

goi 1a vector chu trinh tirong tng v6i p va ky hiéu 1a ji (hay 13 g néu khong thé gy ra

nham lan).

Céc chu trinh u, ¢/, ¢, ... goi la doc lap néu céc vector chu trinh twong tng doc
lap tuyén tinh. Chud y rang, dinh nghia nay khong phu thudc vao hwéng gin cho céc

canh.

Dinh ly 2.1.4. Chu 56 v(GQ) cia G = (V, E) biang s6 cuc dai cdc chu trinh déc lap.

Chitng minh. Tién hanh nhu trong Hé qud 2.1.3: dau tién ta lay do thi vo huwdng khong
c6 canh véi tap cac dinh 1a V. Sau d6 ta xay dung da do thi G’ bang cach thém ting
canh mot vao. Theo Pinh 1y 2.1.2, chu s6 sé tang mot don vi néu canh thém vao 1ap ra

céc chu trinh méi, chu s6 khong thay doi trong triromg hop ngwoc lai.

Gid s, trude khi thém canh e ta da c6 mot co sé gom cdc chu trinh doc

1ap: 1, pto, i3, . . . ; va sau khi thém canh e;, xudt hién thém cdc chu trinh so cdp maéi
Y,72, ..., nao d6. Hién nhién 4, khong thé biéu dién tuyén tinh qua hé cic chu trinh

p; (Vi cdc vector tuong timg cdc chu trinh g, ¢6 thanh phan thit k& bang khong, trong
khi vector twong ting chu trinh 7; ¢6 thanh phan thit k& khéc khong). Méat khic cdc
vector g, s, . . . ¢6 thé bidu dién tuyén tinh qua 1, g1, 2, fis, - . .. Tém lai méi khi chu
s6 tang mot don vi thi s6 cue dai cdc chu trinh doc 1ap tuyén tinh cing tidng lén mot

don vi. Dinh Iy dwoc chitng minh. <

Tt két qud nay, dé dang suy ra:
Hé quad 2.1.5. (a) Da do thi vo hudng G khong cd chu trinh néu va chd néu v(G) = 0.
(b) Da do thi vé6 hudng G ¢d ding mot chu trinh néu va chi’ néu v(G) = 1.
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Dinh ly 2.1.6. Trong do thi ¢ hudng lién théng manh, chu s6 bang s6 cwc dai cdc

mach doc lap tuyén tinh.

Chitng minh. That vay, xét do thi vo hudng lap bdi cdc cung khic nhau cia G (moi
cung twong tng mot cap canh) va mot chu trinh so cdp p; ta phan hoach tap cac dinh
trén chu trinh nay thanh: tap S cdc dinh ¢6 mot cung tGi né va mot cung ra khéi né,

tap S’ cdc dinh ¢6 hai cung cda p ra khdi né va tap S” cac dinh c¢6 hai cung cia p di téi

né. Visé céc cung di ra bang s6 céc cung di t&i nén #5" = #S5”; gid st vy, vh, ..., v, 1a
cac phan tit cda S’ va vy, vy, ..., v} 1a cédc phan tit cda S”.

Trén chu trinh p, cdc phan ti cda S’ va cia S” xen ké nhau va ta gid sit ring
sau dinh v} thi dinh dau tién bat gip (khong thuoe S) 1a v)';

: cudi cung, néu pp 1a mot
duomg di gap dinh z trude dinh y thi ta ky hiéu polz, y] la dwong di bo phan cia pg tir
x dén y. Vi do thi lién thong manh nén ton tai mach gy di qua v}, va v} va ding cdc
cung cda p d& di tir v],; dén v/. Chu trinh g 1a mot t6 hop tuyén tinh cida cdc mach vi

ta c6 thé viét

poo= plvsor] = vy, o]+ plog, va] £ -
= plor, vi] + pu[of, vo] + plvg, vg] + pafvg, va] 4 - = (A p -

A . N N N , ’ . /. ’
Vay moi chu trinh so cdp déu 14 to hop tuyén tinh cia cidc mach, doi véi cde chu

trinh bat ky dieu dé cling ding (vi né 1a t6 hop tuyén tinh cia cdc chu trinh so cap).

Trong R™, cdc mach lap thanh mot co s cia khong gian vector con sinh bdi céc
chu trinh, va theo Pinh 1y 2.1.4 thi co s& nay cé s6 chiéu la v(G). Vay sé cuc dai cdc

mach doc lap tuyén tinh bang v(G). <q

2.2 Sac s

Gid sit ching ta c6 mot do thi vo hwéng G véi n dinh va can t6 mau cde dinh sao cho
hai dinh ké nhau c¢6 mau khac nhau. Hién nhién 14 c6 thé dung n mau dé to6 céc dinh
dé, nhung nhw thé van dé dit ra lai khong mang tinh thue tién. Thé thi s6 mau toi
thiéu doi héi 1a bao nhiéu? Day chinh 1a bai todn t6 mau. Khi cdc dinh dwoc to, ching

ta c6 thé nhém ching vao céc tap khac nhau-mot tap gom cac dinh dwoc t6 mau do,
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mot tap cdc dinh dwoc t6 mau xanh, van van. DAy chinh 1a bai todn phan hoach. Bai
toan t6 mau va phan hoach di nhién c6 thé xét trén cac canh cia do thi. Trong triwong

hop do thi phang tham chi ¢é thé quan tam dén viéc to6 mau céc dién.
Trong phian nay ta chi xét cdc do thi vo hudng lién thong.

Pinh nghia 2.2.1. Cho truéc mot s6 nguyén p, ta néi rang do thi G' 14 p—sdc néu
bang p mau khac nhau ta ¢ thé t6 mau cac dinh, sao cho hai dinh ké nhau khéng ciing
mot mau. S6 p nhé nhat, ma doi véi s6 dé G 1a p—sic goi 1a sdc s6 cia do thi G va ky
hiéu 1a v(G).

Vi du 2.2.2. Hinh 2.2 minh hoa ba cch t6 mau khac nhau cda do thi. Dé dang kiém

tra rang do thi nay 13 2—sdc.

T T T
b b b
g Y g Y T T
D r b
(a) (b) (c)
Hinh 2.2:

Vidu 2.2.3. Bdn do dia Iy. Ta vé trén mat phang mot bdn do. Goi V' 14 tap hop cdc
nuGe, dat (4,7) € E néu ciac nude i va j ¢6 bién gidi chung. Do thi G = (V, E) d6i xing
va 6 tinh chat rat dac biét 1a: c6 thé vé né lén mat phang ma khong cé hai canh nao
cat nhau (trir tai cdc dinh chung); néi cdch khac, G 1a do thj phdng. Nguoi ta da biét
rang sic s6 cia moi do thi phdng déu nhdé hon hodc bang bon (Pinh 1y 6.4.7). Nhw vay
bang bén mau ciing dd dé t6 mau ban do phang sao cho hai nuwée ké nhau khong ciing

mot mau.
Tt dinh nghia dé dang suy ra

1. Mot do thi chi c6 cdc dinh co lap 1a 1—séc.
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2. Mot do thi ¢ mot hodc hai canh (khong phdi 14 mot khuyeén) c6 sic s6 it nhat

bang hai.

3. Do thi day dd n dinh K, 14 n—sac.

4. Db thi 1a mot chu trinh don gidn véin dinh, n > 3, 14 2—séc néu n chan va 3—sic
néu n 18.

5. Hién nhién, moi do6 thi 2—sac 1a hai phan do ching ta c6 thé phan hoach tap céc
dinh V thanh hai tap con theo mau duwogc to trén cdc dinh. Twong tw, do thi hai
phan 13 2—sic, v&i mot triromg hop ngoai 1é tam thwomg: do thi ¢é it nhat hai

dinh c6 1ap va khong c6é canh 1a hai phan nhung 1a 1—séc.

Dinh nghia 2.2.4. Ta goi sac I6p cia do thi G 14 s6 nguyén ¢ c6 céc tinh chat sau:

1. C6 thé diing ¢ mau khic nhau d€ t6 mau céc canh cia G sao cho hai canh ké nhau

¢6 mau khac nhau;

2. Diéu nay khéng thé lam dwoc véi (¢ — 1) mau.

Vi du 2.2.5. D6 thi G trong hinh 2.2 ¢6 sic 16p bing 4.

Nhan xét rang sic lép cia d6 thi G = (V, E) chinh 1a sdc s6 cia do thi G’ =
(V' E') dugc xdc dinh nhu sau: moi dinh cia G’ twong tng mot canh cda G; canh

¢/ = (v}, vy) € E' néu céc canh e; va ey (twong ing véi hai dinh v}, v5) ké nhau.

Nhuw vay bai todn sic 16p dua vé bai todn sic s6. Dudi day 1a mot vai két qud co
bdn vé sic s0.
Pinh ly 2.2.6. [Konig] Do thi v6 hudng G la 2—sdc néu va chi néu nd khong cd chu

trinh ¢d do dai Ié.

Chitng minh. Diéu kién can. Néu do thi G 14 2—séc, thi tat nhién G khong chita chu
trinh c6 do dai 1é, vi cdc dinh cia mot chu trinh loai nhw vay khong thé t6 bang hai

mau theo nhur quy téc da chi ra & trén.

bDiéu kién di. Gid sit do thi G khong cé chu trinh ¢6 do dai 18, ta chitng minh né 1a
2—séc. Khong gidm tong quét coi G 1a lién thong. Ta sé t6 mau dan cdc dinh cia G

theo quy tac sau:
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e t0 mau xanh cho mdt dinh a nao do;

e néu mot dinh x nao dé da dwoc to xanh, thi ta to dd tat cd cdc dinh ké véi nd;

néu dinh y da dwoc t6 dd, thi ta to xanh tat cd cdc dinh ké véi y.

Vi d@6 thi G lién thong, nén sém hay muodn thi moi dinh cda né déu dwoc t6 mau hét,
va mot dinh = khong thé cling mot lic dwoc t6 xanh va t6 dé, vi nhu vay thi = va a sé

cung nam trén mot chu trinh cé do dai 18. Vay do thi G 1a 2—sac. <
Chu ¥ rang tinh chat do6 thi G khong cé chu trinh véi do dai 18 twong dwong véi
tinh chat G khong c6 chu trinh so cap véi do dai 1é. That vay gid sit ¢ mot chu trinh

w={vo,v1,...,0, =1p}
c6 do dai p 18. Moi khi gap hai dinh v; va vy véi j < k < p va v; = vy, ta phan chia u
thanh hai chu trinh bo phan p = {vj,..., vk} va po = {vo, ..., vj, vk, ..., v0}; hon nira
mot trong hai chu trinh cé do dai 1é (vi néu khong nhir thé thi u sé c¢6 do dai chan). Ta
thdy rang néu tiép tuc phan chia chu trinh ; theo cdch dé cho dén khi con cé thé lam
dwoc, thi moi lan van con dwge mot chu trinh cé do dai 18; vi cudi cing moi chu trinh

déu 14 so cap, nén xdy ra mau thuan; va ta cé diéu can chitng minh.

Dinh 1y sau day cho ta biét can trén cia sac so.
Dinh ly 2.2.7. Ky hiéu dyax la bic cuc dai cia cdc dinh trong G. Khi dé

Y(G) <1+ diax-

Chitng minh. Bai tap. <

Brooks [9] da chitng minh rang néu G 14 d6 thi khong day du, ¢é dyax dinh thi
Y(G) < diax-
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2.2.1 Céach tim sic so

Xét do thi G = (V,T') c¢6 n dinh va m canh; muén tim sac s6 cia né ta c6 thé ding mot
phwrong phdp thue nghiém rat don gidn, 4p dung truc tiép dwoc, nhung khong phdi lic
nao ciing ¢é hiéu qud hoac ¢6 thé dung phwong phap gidi tich, né cho ta mot 1o gidi hé

thong, nhung ndéi chung can mdy tinh dién ti.

Phuong phap thuc nghiém

Bang céch t6 mau tiy y dung cdc mau 1,2, ...,p va tim céch loai ddn mot mau ndo dé
(goi la “mau tG¢i han”) trong cdc mau &y. Mudn vay, ta xét dinh v ¢6 mau t¢i han dé va
cée thanh phan lién thong €7, €%, ... cia d6 thi con sinh ra bdi hai mau khong t6i han
j va k. Ta ¢6 thé 1ap tite thay mau cda dinh v néu cde tap hop CI* NI (v), CIFNT(v), . ..
khong phdi 13 hai mau: 14y riéng ré mo6i thanh phan C/* ma véi thanh phan dé thi cac
dinh cia C7* NT'(v) c¢6 mau j, hoan vi trong cdc thanh phan dé cdc mau j va k (khong
thay doi mau ciia céc dinh khéac), cudi ciing t6 dinh v mau j (lic nay dinh v khong ke

vGi dinh nao ¢6 mau j).

Phuong phap gidi tich

Kiém tra bang céich gidi tich xem do thi G ¢6 thé dwoc t6 bang p mau dwoc khong.
Phwong phadp d6 nhw sau: V&i moi céch t6 bang p mau, ta cho twong ng véi mot hé

théng cdc s6 z;5,i=1,2,...,n;5 = 1,2,...,p, duwoc xéc dinh nhu sau:

1  néu dinh ¢ c6 mau j,
XTij =
’ 0 trong truong hop nguoc lai.

Dit

{ 1 néu canh e; lién thuoe dinh v;,
i =

0 trong trrong hop nguoc lai.
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Lidc d6 bai todn trd thanh tim cdc sé nguyén x;; sao cho:

Lij 2 0,
Pwg < 1 i=12...n,
S Tikteg < 1, j=1,2....myqg=1,2,...,p.

Ta c6 hé bat dang thitc tuyén tinh. Dé rang thay rang hé dé thich hop véi céc
phirong phap thong thwong ciia quy hoach nguyén va do dé c¢é thé dung phwong phép

cia Gomory (dua trén phwong phap don hinh ciia Dantzig) dé gidi.

2.3 S6 6n dinh trong

Vi do thi G = (V,T') cho trude ta thuong quan tam dén tap con cia V' ¢é nhirng tinh
chat ndo d6. Ching han, tim mot tip con S C V ¢ s6 phan tit 16n nhat sao cho do
thi con sinh bdi S la day di? Hodac tim tap con cic dinh cia do thi G ¢é s6 phan tit
nhiéu nhét sao cho hai dinh trong d6 khong ké nhau. Mot bai todn khéc 1a tim tap con

S cia V' ¢6 s6 phan tit it nhat sao cho moi dinh thuéc V' \ S ké v4i mot dinh trong S.

Céc s6 va céc tap con twong ing loi gidi cdc bai todn trén cho nhirng tinh chat
quan trong cia do thi va cé nhiéu ing dung truce tiép trong bai todn 1ap lich, phan tich
cluster, phan loai s6, xit ly song song trén mdy tinh, vi tr{ thuan loi va thay thé cic

thanh phan dién tit, v.v.

Pinh nghia 2.3.1. Xét do thi vo huéng G := (V,T'); tap hop S C V duoc goi la tap
hop én dinh trong néu hai dinh bat ky cdia S déu khong ké nhau; néi cach khac, véi
moi cap dinh a,b € S thi b ¢ I'(a).

Ky hiéu S 1a ho céc tap 6n dinh trong cida do thi G. Khi dé

1. Tap tréng @ thuoc S.

2. NéuS e SvaAcSthi AeS. Néicach khéc, tap con cia mot tap 6n dinh

trong ciing 1a mot tap on dinh trong.
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Tap 6n dinh trong 13 cuc dai néu thém mot dinh bat ky vao né thi sé khong con 6n

dinh trong ntra. Dai lwong
a(G) :=max{#S | S € S}
dwoc goi 14 s6 6n dinh trong cia G.

Vi du 2.3.2. Xét do thi G trong Hinh 2.3. Tap céc dinh {v7,vs, v2} 14 6n dinh trong
nhung khong cure dai; tap {vr, vs, vo, vs} 12 6n dinh trong cuc dai. Céc tap {vi,vs, v7}
va {vy,v6} cling 1a tap on dinh trong cuc dai va do dé, néi chung cé thé cé nhieu tap

on dinh trong cuwrc dai. Ho cac tap on dinh trong cuc dai cia do thi nay 1a
{U7>U8>U2>U5}7{U1>U3>U7}7{U4>U6}>{U3>U6}>{U1>U5>U7}7{U1>U4}7{U37U77U8}'

Suy ra a(G) = 4.

U1 V2 V3
] Vg V4
Ug
U7 Us
Hinh 2.3:

Vi du 2.3.3. [Gauss] Bai todn tdm con hau. Trén ban co c¢6 thé bd tri tdm con hau,
sao cho khong c¢é con nao chém dwoc con nao khong? Bai todn noi tiéng nay dwra vé
tim mot tap hop 6n dinh trong cure dai cia do thi vo huéng cé 64 dinh (1a céc 6 trén
ban cv), trong dé y € I'(x) néu cdc 6 x va y nam trén cing mot hang, mot cot hay mot
duomg chéo. Thuc té, khé khan lai 1ém hon 1& khi ngudi ta méi thoat nhin: hic dau
Gauss tudng cé 76 101 gidi, con t& bdo vé co & Berlin “Schachzeitung” nam 1854 chi méi
dwua ra 40 1oi gidi thé co do cdc nha ham co tim ra. Sy that thi c¢6 92 loi gidi nhw 12

so do dudi day:

(72631485)  (61528374)  (58417263)
(35841726)  (46152837)  (57263148)
(16837425)  (57263184)  (48157263)
(51468273)  (42751863)  (35281746)
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MOobi so d6 trén twong tmg véi mot hodn vi, va tit mot so do ta suy ra tdm 1oi gidi khéc
nhau: ba 1o gidi bang céch quay 90°,180° va 270°; céc 1o gidi khac suy ra bang cach
déi xitng moi so d6 nhan duge qua duong chéo chinh; hodn vi cudi cuing (35281746)

chi ¢é bon 101 gidi vi so do twong ing sé tring véi chinh né sau khi quay 180°.
Vi du 2.3.4. Bé cia mot do thi G 1a tap hgp C' C V sao cho

aceCbeC suyra bel(a).

Néu V' 1a mot tap hop nguoi, va b € I'(a) chi sy dong tinh gitta a va b, thi thuong
yéu cau tim beé cuc dai, nghia 1a hoi c¢é s6 ngudi tham gia nhiéu nhat. Xét do thi
G’ := (V,I") xéc dinh nhu sau:

bé¢'(a).

Bai todn quy ve tim mot tap hop on dinh trong cuc dai cia do thi (V,IV).

~ N 9 ~
néu va chi néu

beTl(d)

Vi du 2.3.5. Bai todn vé cdc c6 gdi 1a ddi twong cda nhiéu cong trinh todn hoc, ¢6

thé phat biéu nhwr sau: mot ky tiic x4 nudi dudng 15 ¢o géi, ky hiéu 1a
a? b? C? d? 67 f7g7 h72.7j7 k? l7m7n7 0.

Hang ngay céc c6 di dao choi thanh tirng bo ba, ¢6 thé dwa céc ¢o di choi trong bdy

ngay lién sao cho khong cé hai ¢6 nao ciing di trong mot bo ba qué mot Iin dwoc khong?

Véi nhirng nhan xét vé déi xitng, Cayley da tim ra loi gidi nhu sau:

Chi Nhat | Thit Hai | Thit Ba | Tht Tw | Thit Nam | Thit Sdu | Thit Bdy
afk abe alm ado agn ahj act
bgl cno bef bik bdj bmn bho
chm dfl deh cyl cek cdg dkm
din ghk gio egm fmo fei eln
ejo igm 7kn fhn hil klo fgj

NG s s ~ /. N . /. A NG ’ s . ~ A . . N
Bai todn vé cdc co gai cing loai véi mot bai todn thit hai cting noi tiéng goi 1a

bai toan bo tro: véi 15 ¢o gai c6 thé 1an lwot 14p 35 bo ba khac nhau sao cho khéong ¢
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hai ¢6 nao cling trong moét b ba qua mot 1an khong? DéE gidi bai todn b tro, chi can
lap do thi G cé cac dinh 1a 455 bo ba cé thé cé, hai bo ba duwoc xem 1a ké nhau néu
ching c¢é chung hai c¢o6 gai: khi dé can tim mot tap hop on dinh trong cwe dai. Ta cé
a(G) < 35 vi mot ¢o gai chi ¢ mat nhiéu nhédt 1a trong 7 bd ba khdc nhau, nén tat cd
6 15 x 7 x 3 = 35 bo la nhiéu nhdt; vi vy moi tdp hop 6n dinh trong ¢ 35 bo ba déu

la cuc dai.

D& xét xem mot 1o gidi nao dé cia bai todn bo trg cé cho 1o gidi cia bai toan ve
cic co gai khong, ta 1lap do thi G’ c¢6 cdc dinh 1a 35 bo ba cho nghiém cia bai todn bo
trg, hai bo ba dwrge xem 14 ké nhau néu c6 chung mot co gai; néu sic s6 v(G') > 7 thi
phdi chon tap hop khdc gom cdc bo ba cho nghiém cia bai todn bo tro. Dé dang kiém
tra rang ton tai nhirng loi gidi cia bai todn bé tro khong dan dén 1oi gidi ciia bai todn
vé cdc co géi.

Nhén xét 2.3.6. (a) Sic s6 (G) va s6 on dinh trong a(G) lién hé véi nhau bang bat

dang thirc
v(G) x a(G) > n.

That vay, c6 thé phan hoach V thanh v := v(G) tap hop 6n dinh trong, lap bdi

cac dinh cing mau va twong ting chita ny,ng, ..., n, dinh. Vay ta c6

n=ni+ns+---+ny, <a(G)+a(G)+- -+ a(G) =7(G).a(G).

(b) Ta cé thé héi: phdi chang madi lién hé gitta hai khai niém 1a chwa chat ché. Phai
chang c6 thé tim sac s bang cich: triwée hét diung mau (1) dé t6 tap on dinh trong
crc dai S;. Roi diing mau (2) dé t6 tap on dinh trong cuc dai Sy cia do thi con sinh ra
béi cac dinh cia V' \ i, sau dé dung mau (3) d€ t6 tap hop 6n dinh trong curc dai cia
do thi con con lai, v.v. Thue ra khong phdi nhw vay. D6 thi trén Hinh 2.4 (cé sic s6
bang 4) chitng té diéu dé: cac dinh ké véi céc dinh a,b, ¢ va d 1ap thanh tap 6n dinh
trong cuc dai duy nhit, néu ta to ching ciing mot mau thi ta phdi ding ba mau chi dé

to cac dinh a, b, ¢, d, nhung 16 rang dieu dé khong thé lam duoc.

Vi du 2.3.7. [Shannon| Bai todn vé dung lugng thong tin cia mét tap hop tin hiéu.
Xét truomg hop rat don gidn 14 médy phét c6 thé truyén di nam tin hiéu: a,b, ¢, d, e; &
mdy thu, moi tin hiéu c6 thé cho hai cdch hiéu khac nhau: tin hiéu a cé thé hicu la p
hay ¢, tin hiéu b cé thé hicu la ¢ hay r,... (Hinh 2.5 (a)).
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a d
Hinh 2.4:
a

a p
b q . b
c r
d s
e t R ..

Hinh 2.5:

SG cuc dai cdc tin hiéu ma ta c6 thé sit dung 1a bao nhiéu dé cho & méy thu khong
xdy ra nham lan gitta cdc tin hiéu dwoc sit dung. Bai todn quy ve tim mot tap on dinh
trong cwe dai S cda do thi G (Hinh 2.5(b)), trong d6 hai dinh 14 ké nhau néu ching
bi¢u thi hai tin hiéu cé thé 1an 16n véi nhau & méy thu, ta sé 1ay S = {a, ¢}, va ro rang
a(G) = 2. Thay cho céc tin hiéu mot chit céi, ta c6 thé ding cdc “tit” gom hai chit
cdi v4i diéu kién 1a céc tir nay khong gay ra lam lan & mdy thu. Véi cdc chir cdi a va
c (céc chit céi nay khong thé l1an 16n nhau) ta lap ma: aa, ac, ca, cc; nhw vay ta dwoc
[a(G)]? = 4 tir. Nhung ta con c6 thé 1ap ma phong phit hon: aa, be, ce, db, ed. (Dé dang

ki¢m tra rang hai tir bat ky trong céc tir nay khong thé 1an 16n véi nhau & méy thu).
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Tim tat cd cic tap on dinh trong cuc dai

Phuong phdp suy luan sau (khong hiéu qud déi véi cde do thi lém) tim tat cd cdc tap
on dinh trong cuc dai dua trén dai s6 Boole. Ta xem moi dinh cia do thi twong tng
véi mot bién Boole. Ky hiéu x + y, zy va 2’ 14 cdc phép toan tuyén, hoi va phi dinh

cia cdc bién Boole x,y.

Véi do thi G cho trude, ta can tim mot tap con cuc dai cdc dinh khong ké nhau
trong (. Bifu dién moi canh (z,y) bang mot tich Boole zy va sau d6 l1ay tong cia tat

cd céc tich nay ta duwoc biéu thite Boole

Y= Z xy.

(z,y)EE
K& tiép bicu dién phi dinh ¢’ dang tong cia céc tich Boole
o =hH+fat+ fr

Mot tap céc dinh la on dinh trong cure dai néu va chi néu ¢ = 0, nghia la ¢’ = 1; hay
twong dwong c¢é {t nhat mot f; = 1; titc 14 néu moi dinh xudt hién trong f; (& dang
phi dinh) dwgc loai ra khéi tap dinh cia G. Do dé mdi f; sé cho twong tng mot tap
on dinh trong cuwc dai va do d6é phwong phép nay cho ta tat cd céc tap on dinh trong

cuc dai. Chang han xét do thi trong Hinh 2.6 ta cé
p=ab+bc+bd+be+ce+de+ef+eg+ fg.
o = (a' + V) + )V +d) + ) +e)d + &) e + f)e + ) +9)
Rit gon va dua vé dang tong cda cac tich ta dwoc
o =bef +beg +dddef +adddeg +bddfg.

Bay gio néu loai bd khéi tap dinh cia G cdc dinh xuat hién trong bat ky mot trong
nam s6 hang cia tong, ta sé thu dwoc mot tap 6n dinh trong cuc dai. Céc tap on dinh

trong cuc dai twong tng la
{a,c.d,g}, A{a,c.d, f}, {b.g}, {bf} va {ae}
Va do d6 s6 6n dinh trong cia do thi nay bang 4.
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Hinh 2.6:

2.4 S6& 6n dinh ngoai

Dinh nghia 2.4.1. Cho do thi G := (V,T'). Tap hgp con T cdc dinh cia V 1a tap
6n dinh ngoai néu moi dinh khéng thuoe T ké véi ft nhdt mot dinh trong T tike 1a
TNT(v)# 0 véi moi dinh v ¢ T.

Ky hiéu 7 13 ho cac tap hop 6n dinh ngoai cia do thi G thi:

1. VeT.

2 TeTvaTCAthiAeT.

Ta dinh nghia s6 on dinh ngoai cia do thi G 1a s6
B(G) :=min{#T | T € T}.

Tap 6n dinh ngoai cuc tiéu 1a tap 6n dinh ngoai sao cho bé di mot dinh thi khong con

A . N ~
on dinh ngoai ntra.

Vi du 2.4.2. Xét do thi G trong Hinh 2.6. Céc tap {b, g} va {a,b,c,d, f} 1a 6n dinh
ngoai. Céac tap {b,e} va {a,c,d, f} 1a 6n dinh ngoai cuc ticu. Dé thiy 5(G) = 2.

Vi du 2.4.3. Véi do thi trong Hinh 2.7, tap 6n dinh ngoai cue tidu chita s6 nhé nhat
cac phan tit 1a {vy,v4} va do d6 B(G) = 2.

Bai todn ta xét & day la xay dung mot tap hop 6n dinh ngoai véi s6 phan ti it
nhat.
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Vg V2

Us U3

(%

Hinh 2.7:

Vi du 2.4.4. Bai todn vé nhing ngudi ditng gdc. Trong mot trai giam & thanh pho
N, mdi nha giam cé mot tram gac doc lap, nhung nguwoi ding gic, chdng han & nha
giam vy, ciing ¢6 thé nhin thdy nhitng gi x4y ra & cdc nha giam vs, vg, vs, v, nhitng nha
giam nay thong véi nha giam v; béi mot hanh lang thing nhwr ta thdy trén Hinh 2.8.
Héi s6 ngueoi ding géc can thiét it nhat 14 bao nhiéu dé quan sit dirgc moi nha giam?
Ta phdi tim s6 6n dinh ngoai cia d6 thi vo huwéng trong Hinh 2.8, déi véi so do rat

don gidn nay thi s6 6n dinh ngoai 1a 2.

Ve

Us

’U'1 V9

Hinh 2.8:

Vidu 2.4.5. Vj trf ciia cdc “tam” dé phi mét viing. Cé nhiéu linh viee lién quan dén

bai toan nay:
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1. Vi trf cida cdc mdy phat T.V. hay radio truyén dén mot s vi tri cho trude.
2. Vi tif cia céc tram gac d€ gidm sat mot ving.

N I N ’ N N A N
3. Tram lam viéc cia ngudoi ban hang dé phuc vu mot ving,.

Gid st rang mot viing-cho béi hinh vuéng 16n trong Hinh 2.9-dwoc phan hoach thanh
16 ving nhd hon. Gid sit mot tram gic dwoc dat trong mot ving nhd cé thé gidm sat
khong chi hinh vuong né dat ma con nhirng hinh vuong ¢6 chung bién véi né. Cau héi
dat ra 1 s t6i thiéu céc tram géc va vi trf cia ching sao cho c¢é thé diéu khién toan

b6 ving. Néu ta bicu dién mo6i viing nhé bdi mot dinh va mot canh lién thuéc hai dinh

13 114 |15 | 16

Hinh 2.9:

néu hai viing twong tng c6 chung mot bién (hay vé hinh!). Bai todn dira vé tim tap on
dinh ngoai ¢6 s6 phan tit nhd nhat-1a 3(G). Trong vi du nay, 5(G) = 4 va céc tram gdc
can dat tai céc vi trf {3,5,12,14} hoac tai {2,9,15, 8}.

Vi du 2.4.6. Bai todn vé 5 con hdu. Trén ban c¢& quoc té can bd tri bao nhiéu con
hau d€ cho moi 6 trén ban ¢ déu bi it nhat moét con hau khong ché. Bai todn nay dua
ve tim mot tap hop 6n dinh ngoai curc tidu cho do thi cé 64 dinh (1a cdc 6 cia ban cd),
trong dé hai dinh ké nhau néu va chi néu céc 6 twrong tng nam trén cling mot hang,

mot cot hoac cing mot duwong chéo.
S6 on dinh 14 4+5 ddi véi cdce con hau, ching han véi hai céch sip xép:
(37 3)7 (47 6)7 (57 4)7 (67 2)7 (77 5)

va

(5,1),(8,3),(4,4),(3,6),(7,8),
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trong dé (4, §) 1a vi trf ciia con hau & hang i va cot j. Cing dé thdy s6 6n dinh la: 48
doi véi cde con thap; +12 doi véi cde con ma; +8 ddi véi cac con dién.

Vi du 2.4.7. Bai todn vé sdu cdi dia do. Trd choi sau day rdat quen thude déi véi
nhitng nguwoi wa thich hoi chg Phédp: Trén ban dit mot cdi dia 1ém mau trang (ban kinh
1), hay tim cdch phi hoan toan dia d6 bdi sdu dia con dd (bdn kinh r < 1) lan lwot

dat trén ban, va khi da dat roi thi khong dwoc xé dich nira. Hdi ban kinh » nhdé nhat

bang bao nhiéu dé c6 thé gidi duwoc?

Bai todn dira vé tim mot tap on dinh ngoai curc tiéu 7' cho “do thi vo han” (V, E),
trong d6 V 1a tap hop cdc diém cia dia trang, va hai dinh ké nhau néu khodng cach

gitta hai di€m twong tng nhé hon hodc bang 7.

Tt dinh nghia dé dang suy ra

1. Tap gom ding mot dinh trong do thi day dd K, 1a tap on dinh ngoai cuc tiéu.

2. Moi tap on dinh ngoai chita it nhat mot tap on dinh ngoai cue ticu.

3. Mot do thi ¢6 thé c6 nhieu tap on dinh ngoai cuc tidu véi kich thuwde khic nhau.

4. Tap on dinh ngoai cuc ticu cé thé hoic khong la on dinh trong.

5. Moi tap 6n dinh trong cuc dai 1a tap on dinh ngoai. That vay, néu trai lai thi cé
it nhdt mot dinh khong nam trong tip nay va cing khong ké véi mot dinh bat
ky trong d6. Mot dinh nhir thé ¢ thé thém vao ma khong phd v tinh on dinh

trong va do dé mau thuan véi tinh cue dai cia nd.

6. Mot tap on dinh trong c6 tinh 6n dinh ngoai chi néu né 1a tap on dinh trong cuc
dai.

7. Véi moi do thi G bat dang thitc sau luon théa
B(G) < a(G).
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N ’ ~ A . N N
Tim cac tap 6n dinh ngoai cyuc tiéu

Twong tu céch xédc dinh tap on dinh trong cuc dai, ta ¢ thé dung dai s6 Boole dé xéc

dinh céc tap 6n dinh ngoai cuc tiéu cia do thi G.

Dé kiém tra dinh v; ta cin ldy hodc dinh v; hoic mot dinh ké véi né. Tap nhéd
nhat cdc dinh thda man diéu kién nay 1a tap can tim. Do d6, v4i moi dinh v; trong G
chiing ta xét tich Boole cia cic tong (vi, +vi, +- - +v;,) trong d6 v;,, viy, . . ., v, 12 céc

dinh ké véi dinh v; va d 1a bac cia no:

0= H(Uz'l + v, + o 4 vyy).
v, eV
Khi 6 viét duéi dang tong cia céc tich, moéi sé hang trong dé sé twong ing véi mot tap
on dinh ngoai cuc tiéu. Ching ta minh hoa thuét todn nay sit dung do thi trong Hinh
2.6. Ta co

0= (a+b)(b+ct+d+e+a)(c+b+e)(d+bte)le+btct+d+f+9)(f+et+g)(g+e+f).

Theo luat hap thu (z + y)z = z ta suy ra

0 = (a+b)(c+b+e)d+b+e)f+e+g)
= ae+be+bf 4+ bg + acdf + acdg.

Mobi s6 hang trong sdu bicu thitc nay twong 1tng mot tap on dinh ngoai t6i thicu. Hién
nhién §(G) = 2.

D¢ xédc dinh mot tap hop on dinh trong cuc dai, hay mot tap hop 6n dinh ngoai
cuc tiéu, ta c6 thé xét lan lwot moi tap hop con T cida V' va kiém tra xem né cé thda
man cdc dieéu kién da deé ra hay khong. Tat nhién phwong phdp loai dan nay néi chung
khong dung dwoc. Nguoi ta can phdi dira ra cdc thuat todan. Chang han, khi gidi quyét
bai todn vé tdm con hau, néu dung phwong phép loai dan cin khodng 10 gir d€ tinh
toan, trong khi dé néu c6 mot thuat todn tot, ching ta chi can ba phit 1a thira di;
ngodi ra can chd y rang: néu ta da dat dwoc viéc xép 8 con hau trén ban co, thi mot
lap luan rat don gidn chi cho ta ro rang khong thé lam tang s6 con hau lén dwoc nita
trong truomg hop tong quat hon, ciing can c¢6 mot tiéu chuan don gidn dé nhan biét
mét tap hop 6n dinh trong cuc dai hay khong, va chi ¢6 thuit toan da dwoc suy nghi

k¥ m&i cé thé gitip ta biét dieu dé (xem [4]).
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2.5 Phu

Tap g cdc canh dwoc goi 14 phi cia do thi G = (V,T') néu moi dinh bat ky thude V

lién thudc véi it nhat mot canh trong g.
Vi du 2.5.1. (a) Cay bao trum trong do thi vo hudéng lién thong 1a mot phad.
(b) Chu trinh Hamilton (néu né ton tai) trong do6 thi 1a mot phid.

Vidu 2.5.2. Trong trai giam cia thanh phd N, so do vé kem theo day, moi ngudi gac
& hanh lang (a,b) phdi gidm s&t hai gian a va b 1a hai dau cia hanh lang; hdi s6 nguoi
gac it nhat 1a bao nhiéu dé moéi gian ft nhat c6 mot nguoi gidm sat? Bai todn nay dua
ve tim phi cue tidu cia mot do thi. Trén do thi Hinh 2.12, phi nhd nhat c6 nam dinh,

vay nam nguoi gac la dud.

Hinh 2.10:

Trong mot do thi, cé thé c¢é nhiéu phi, van de & day la can nghién ciru phd ma
c6 mot vai tinh chat dic biét ndo dé nhu cay bao trim hay chu trinh Hamnilton. Ta
sé nghién ctru phd t6i thiéu: 1a phd ma néu bd di mot canh thi sé pha iy thudc tinh

phi cida né.

Tt dinh nghia dé dang suy ra

1. Ton tai phi trong mot do thi néu va chi néu do thi khéng cé dinh co 1ap.

2. Mot phid cda do thi n dinh ¢6 {t nhat [n/2] canh (ky hiéu [z] 14 s6 nguyén 1é6m

nhit khong vueot qud ).
3. Moi canh treo trong do thi nam trong phu cia do thi.
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(a) (b) (c) (d)

Hinh 2.11: Céc d6 thi hinh sao.

4. Moi phi déu chira phi téi thicu.

5. Téap céc canh ¢ 1a mot phid néu va chi néu, véi moi dinh v € V ta ¢6 dag(v) <
da(v) — 1, trong d6 G \ ¢ 1a do6 thi G x6a di cdc canh thudc g.

6. Phi t6i thiéu khong chira chu trinh. Do vay moi phi t6i thidu cia do thi n dinh
khong chita hon (n — 1) canh.

7. Mot do thi, néi chung, c6 nhiéu phi t6i thidu, va chiing ¢é thé cé kich thuée khéc
nhau (gom s6 cdc canh khac nhau). SO céc canh trong mot phi téi thidu cé c&

nhd nhat dwgc goi 1a s6 phii cia do thi.

Dinh 1y 2.5.3. Phi g ciia mét do thi la t6i thicu néu va chi néu g khong chita cdc

day chuyén cé dé dai lén hon hodc bang ba.

Chitng minh. Diéu kién cin. Gid stt ¢ 14 phu t6i thi€u cia G ma chita mot day chuyeén
c¢6 do dai ba la

w = {1, e1,v9, €9, 03, €3, 04}
Trong g bd canh e thi ta van thu dwge mot phi cia G, diéu nay mau thuan véi tinh

. o A0
toi thieu cda g.

biéu kién dui. Nguoc lai, néu g khong chita mot day chuyeén nao c¢é do dai 1ém hon hodc
bang ba thi cdc thanh phan cia né phdi cé mot trong cdc dang “hinh sao” nhw trong
Hinh 2.11. Hién nhién néu xéa bat ky mot canh cida do thi hinh sao thi sé c6 it nhat

mot dinh khong lién thudce véi canh con lai ciia g. Vay g 1a phi t6i thidu. q

Vidu 2.5.4. Gid stt do thi trong Hinh 2.12 bi¢u dién ban do giao thong ctia mot thanh

phd. Moi dinh 1 mot mit giao thong thuomg xdy ra tac nghén va moi canh twong tmg
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mot dai 16 noi hai niit giao thong. Can dat cdc doi tuan tra trén cdc dai 10 sao cho cé
the giam sit tat cd cdc nit giao thong. Van de dat ra la sé toi thiéu cic doi tuan tra
14 bao nhiéu? Cau trd 1oi chinh 1 tim phu t6i thi€u véi s6 phan tit it nhat cida do thi.

Dé kiém tra hai tap sau 1a phd t6i thiéu:

{(a,d), (b,e), (¢, f), (f,4), (g, ), (K, 1)}

{(a,0),(b,d), (b,e), (¢, f), (f,9), (f,4), (h, 1)}

Do cé 11 dinh va mo6i canh phd nhiéu nhat hai dinh nén khong thé phd do thi it hon

sau canh.

[ J
~

Hinh 2.12:

Cuc ti€u héa ham Boole
Mot phan quan trong trong viéc thiét ké cadc mach s6 1a cire tieu héa ham Boole truée
khi thiét ké né. Gid sit ta mudn xay dung mach logic cho béi ham Boole bén bién

flx,y,z,w) = wa'y2 + w2’y + wa'yz + w'ry + wayz + wryz + wa'y'2 .

Chiing ta hay bicu dién mo6i mot trong bdy thanh phin cda f bdi mot dinh va mot
canh lién thudc hai dinh néu va chi néu hai thanh phan chi khidc nhau ding mot bién.

Do thi twong ing ham f cho trong Hinh 2.13.
Mot canh lién thudc hai dinh twong tmg mot thanh phan véi ba bién.
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w'ryz

€3 €4

w'z'y'Z e er wryz
!0 / / -
w'r'yz w'ryz
Yy e b6 Yy
€1
!0
w'r'yz
wl,/ylzl
Hinh 2.13:
/
w'yz
TyYz
[ J [ J
a,:/ylzl
w'yz
Hinh 2.14:

Mot phi t6i thiéu cia do thi cho ta mot don gidn héa ham Boole f, véi cliing chite

nang nhu f nhung thiét ké sit dung it cong logic hon.

Céac canh treo e; va ey can thudc moi phi cia do thi. Bdi vay cdc thanh phan
N N ~ N . N ~ N ~ N
x'y'2" va xyz 1a khong thé klnt dwoce. Hai canh es va eg (hoac eq va es, hodc ez va es)

sé phu cac dinh con lai. Do d6 ta cé thé viét lai

i

f=a"y2 +ayz +w'ys +w'yz.

Biéu thitc nay lai c¢6 thé biéu dién bdi do thi trong Hinh 2.14.

Céc thanh phan 2'y'2’ v zyz khong thé phid béi mot canh do dé khong thé cuc
tiéu thém véi ching. Ngoai ra ¢6 mot canh phi hai dinh con lai w'yz va w'yz’. Do dé

biéu thitc Boole t6i thicu 1a

i

f =2y 4+ xyz +u'y.
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2.6 Nhan cda do thi

2.6.1 Céc dinh ly vé ton tai va duy nhat

Xét d6 thi G := (V,T). Ta néi tap hop S C V la nhan cia do thi G néu S la tap on

dinh trong va ngoai cia G titc 14 néu

1. Néuv e Sthil'(v)NsS =0; va

2. Néuwv ¢ S thiT'(v) NS # 0.

biéu kién (1) suy ra ring nhan S khong c¢é khuyén; dieu kién (2) suy ra nhan S chita

moi dinh v € V ¢6 I'(v) = (J; ngoai ra, ro rang tap trong @) khong phai 1a nhan.

Vidu 2.6.1. [Von Neumann-Morgenstern] Khai niém nhan dau tién dwgc dwa vao ly

thuyét tro choi véi tén goi la “loi gidi”.

Gid st c¢6 n dau thid, ky hiéu la (1), (2),...,(n), ho c¢6 thé thda thuan véi nhau
dé chon tinh thé v trong tap hop V; néu ddu thi (i) ung tinh thé a hon tinh thé b thi
ta viét a > b. Hién nhién > 1 quan hé tién thit tu toan phan'. Vi nhitng su thich tng
cia céc ¢4 nhan > c6 thé khong phu hop nhau nén ta phdi dwa thém khéi niém thich
ttng hiéu qud > . Néu tinh hudng a dwogc thich ting hiéu qud hon tinh huéng b (ky hiéu
a = b) thi nghia la: c6 mot tap ddu thid, do cho rang @ hon b nén ho c6 thé cho quan
di€m ciia minh thing thé; néu ngoai ra lai ¢ b > ¢ thi ¢ mot tap cac dau thi cé khi
ning lam cho tinh hudng b thing thé; nhung vi tap hop thit hai khong bat buoc phdi
triing véi tap hop thit nhat nén cé thé khong bat budc a = ¢ : quan hé > khong cé tinh

bac cau?!

Bay gitr xét do thi G = (V,T) trong d6 I'(z) 1a tap céc tinh hudng dwgce thich img
hiéu qud hon z. Goi S 1a nhan (néu c¢d) cia d6 thi. Von Neumann va Morgenstern dé

nghi chi han ché tro choi véi cde phan tit cda S théi. Sw 6n dinh trong cia S bifu thi

'Quan hé > trén tap V 1a tién thit tu toan phin néu né thda man: tinh phdn xa, tinh bic ciu va
hai phan tit bat ky a,b € V thi hodc a = b hodc b = a.
2Thuét ngir thich tng hiéu qud do G. T. Guilbaud dwra ra trong [40]; Von Neumann v Morgenstern

lai diing danh tir 4p ddo. Vé céc cach phat biéu toan hoc khac cia su thich ttng hiéu qud, xem [5].

78



rang: khong cé mot tinh hudng nao cia S dwoc thich tmg hiéu qud hon mot tinh huéng
khéc x; s 6n dinh ngoai ciia S bicu thi rang: moi tinh huéng = khong thudc S khong
duoc thich tng hiéu qud hon mot tinh hudng nao dé cia S, do dé tinh huéng x 1ap titc

dwoc loai trir.

Vi du 2.6.2. Khong phdi moi do thi déu ¢6 nhan. Néu do6 thi ¢6 nhan Sy thi cdc s6

on dinh cida né thda man dieu kién:
(@) = max#5 > #5 > min = §(G)
Do thi trong Hinh 2.15 khong ¢é nhan vi
a(G) =1<2=0(G).

Trai lai, do thi trong Hinh 2.16 ¢6 hai nhan 1& S" = {b,d} va S” = {a, c}.

C

Hinh 2.15:

Bay gio ta dwa ra tiéu chuan dé nhan biét mot do thi cé nhan hay khong, va nhan

c6 duy nhat khong?

Hinh 2.16:
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Dinh ly 2.6.3. Néu S la nhan cia do thi (V,T) thi S la tdp hop cuc dai trong ho S

cdc tap on dinh trong; tiéc la

AeS,SCA = A=5S.

Chatng minh. That vay, gid st nguoc lai ton tai tdp on dinh trong A chita nhan S va
A # 8. Khi dé ton tai a € A sao cho a # S; tir d6 suy ra I'(a)NS # (. Vay T'(a)NA # 0,

mau thuan véi A € S. <

Dinh 1y 2.6.4. Trong do thi doi ming khong khuyén, moi tap hop cuc dai cia ho S

cdc tap hop on dinh trong déu la nhin

Chitng minh. Gid sit S 1a tap hop cuc dai trong S, ta phdi chitng minh rang moi dinh
a ¢ S déu thda man I'(a) N S # (. That vay, néu I'(a) NS # () véi dinh a € S thi tap
A = SU{a} on dinh trong (vi a ¢ I'(a), dong thoi S C A, A # S, mau thuan véi gid
thiét S 1a tap 6n dinh trong cuc dai. <

Hé qud 2.6.5. Moi do thi doi zitng khong khuyén déu cd nhan.

Chitng minh. That vay, 1ap do thi phu (S,T') ¢6 cac dinh 1a céc tap on dinh trong cia
do thi doi xitng da cho, va S € I'¢ néu va chi néu S’ C S. D6 thi phu 1a cdm ing, vay
theo B6 dé Zorn, ton tai dinh S € S khong ¢6 dong déi nén S 1a tap 6n dinh trong cuc
dai va theo Dinh 1y 2.6.4 S 1& nhan cda do thi da cho. <

Trong do thi doi xttng khong khuyén, qud trinh tim nhan 1& nhw sau:

Lay mot dinh bat ky vg va dat So = {vo}; sau d6 1dy mot dinh vy ¢ T'(Sp) va dat
S1 = So U {v1}; tiép theo lay vo ¢ T'(S1) va dat Sy = S; U {ve}; va van van. Vi do thi
httu han nén sém hay muon ta sé duge I'(Sk) = V, va vi Sk la tap hop cuc dai cda S

nén noé la nhan.

Pinh 1y 2.6.6. Ditu kién cin va did dé tip S la nhan la ham ddc trung cia nd

1 néuzels,
ps(x) = p .
0 néu nguoc lai,
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thoa man hé thitc

ps(x) =1 — max pg(y).
yel'(z)

NéuT'(z) =0 thi ta quy wdc

max =0.
Jnax vs(y)

Chatng minh. Diéu kién cin. Gid sit S 1a nhan. Do tinh 6n dinh trong nén ¢g(z) = 1
suy ra x € S va do dé

- 0.
Jnax ©s(y)

Mit khéc, do tinh 6n dinh ngoai nén ¢g(z) = 0 suy ra = ¢ S va do d6

max =1.
Jnax vs(y)

Tir d6 suy ra hé thitc da phat bicu.

Diéu kién dd. Gid st pg(z) 1a ham dac trung cia mot tap hop S nao d6. Néu hé thire

cia dinh 1y thda man thi ta cé

1. z € S suy ra ¢g(z) = 1 nén maxyer) ¢s(y) = 0. Vay I'(z) NS = 0.

2. x ¢ S suy ra pg(r) = 0 nén maxyerq) ¢s(y) = 1. Vay I'(z) N S # 0.

Do dé S 1a nhan. q

Pinh ly 2.6.7. [Richardson] Néu do thi hitu han khong ¢d mach véi dg dai Ié, thi nd
cd nhdn (nhung khong nhdt thiét duy nhdt).

Chitng minh. Xem, chdng han [4]. q

2.6.2 Tro choi Nim

Gitra hai ddu thi ma ching ta ky hi¢u la (A) va (B) ¢6 mot do thi (V,T') cho phép xdc

dinh mot tro choi nao dé, trong trd choi &y moi thé 1a mot dinh cida do6 thi; dinh khéi
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dau vy duwoc chon bang cich rit tham, va cic dau thu lan lwot di: dau tien dau thid
(A) chon dinh v; trong tap hop I'(vg); sau d6 (B) chon dinh vy trong tap I'(vp); tiép
theo (A) lai chon dinh vz trong tap '(vs),. ... Néu mot dau thi chon duge dinh vy, ma
['(vg) = 0 thi vdn dé két thiic; ddu thi nao chon dwge dinh cudi cling thi thang cudc
va dau thu kia thua. Hién nhién do ta chi xét do thi hitu han nén cudc choi sé két thic

sau mot so hiru han bude.

D& ky niém mot tro choi tiéu khién quen thudc ma Nim da tong quat hod, ta goi
tro choi vira mo td 1a tro choi Nim va ky hiéu 1a (V,T') cing nhu do thi xdc dinh nd.
Bai toan dat ra la phat hién cdc thé thing; nghia la cdc dinh cia do thi ma ta phdi
chon dé bdo ddm chic thing mac du ddi phwong chong trd ra sao. Két qud chi yéu

nhu sau:

Dinh ly 2.6.8. Néu do thi ¢é nhin S va néu mét déi thi da chon mot dinh trong

nhan S, thi viéc chon nay bdo ddm cho anh ta thing hodc hoa.

Chitng minh. That vay, néu dau thi (A) chon dinh v; € S thi hodc I'(v1) = 0 lic d6
anh ta thing; hodc ddi phwong budc phdi chon mot dinh vy trong V'\ S, do d6 dén ot
minh, ddu thd (A) lai c6 thé chon mot dinh vs € S va cit nhir thé mai. Néu dén mot
lic nao dé, mot trong cdc dau thid thang bang cach chon mot dinh vy ma I'(vg) = () thi

ta c6 vp € S. Vay ddu thd thang nhat dinh phdi 14 (A). Ta c6 diéu phdi chirng minh. <

Mot phuwong phép co ban dé choi tot 1a tim ham Grundy (néu né ton tai) (xem
[4]) va tir d6 suy ra nhan cida d6 thi da cho. Ban doc quan tam vé cdc trd choi trén do
thi c6 thé xem [4] (Chwong 6).
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Chuong 3
Cac bai toan vé dudong di

Trong cdc ing dung thuc t€, ta can tim dwomg di (néu cd) gitta hai dinh cia do thi.
Dac biét, bai toan tim dwomg di ngan nhat gitra hai dinh cia mot do thi cé ¥ nghia to
16n. Cé thé dan vé bai todn nhwr vay tir nhiéu bai todn thuc té. Vi du, bai todn tim
hanh trinh tiét kiém nhat (theo tiéu chuan khodng céch, thoi gian hodc chi phi) trén
mot badn do giao thong; bai toan chon phwong phap tiét kiém nhat dé dira mot hé dong
lue tir trang thai nay sang trang théi khdc v.v... Hién nay c6 rat nhiéu phwong phép

dura trén 1y thuyét do thi to ra 1a cidc phwong phép c¢6 hiéu qud nhat.

Chwong nay trinh bay cac thuat toan tim duwomg di ngdn nhat trén do thi cé trong

3.1 Duong di gitra hai dinh

3.1.1 Duong di gitra hai dinh

Trong nhiéu trudmg hop, ching ta can trd loi cau héi: Ton tai duong di p tir dinh s
dén dinh t cda do thi ¢6 hudng G := (V, E)? Néu c¢6, hay chi ra cdch di cia duong di
L.
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Loi gidi cia bai toan nay khd don gidn: ching ta chi can 4p dung thuat todn tim
kiém theo chiéu rong (hodc chiéu sau) trén do thi ¢ huéng G nhu sau. Gan moi dinh
cida G mot chi s6. Bang phwong phép lap, dan din ta sé cho méi dinh v mot chi s6 nao
d6 bang do dai duwong di ngan nhat (s6 cung it nhit) tir s t&i v. Pdnh dau dinh s bang
chi s6 0. Néu cac dinh dwrge danh dau bang chi s6 m 1ap thanh mot tap hop P(m) da
biét, thi ta ddnh dau chi s6 (m + 1) cho moi dinh cida tap hop:

P(m + 1) := {v; chwa dwgc danh dau | ton tai v; € P(m) véi (v;,v,) € E}.
Thuat todn dirng khi khong thé danh ddu dwoc nita. C6 hai trwomg hop xdy ra:
1. Dinh t dwge ddnh dau, chdng han t € P(m) véi m nao dé, thi ta xét cdc dinh
v1, U, ..., sa0 cho
vy € Plm—1),v3 € P(m—2),...,v, € P(0).
Khi d6 p :={s = v, Um_1, ..., v1, t} la dwdmg di phdi tim.
2. Dinh ¢t khong dwoc ddnh dau. Trong trudng hop nay, ta két luan khong ton tai
duwong di tir s dén t.
Theo cach xay dung cia thuat todn, dé dang chirng minh rang

Ménh dé 3.1.1. Néu do thi duoc xdc dinh bdi day lién tiép cdc dinh, thi thudt todn
cd thoi gian O(m).

Vidu 3.1.2. Xét do thi G trong Hinh 3.1. Gid stt s = vy vat = vg. Ap dung thuat tosn
trén ta cé céac dinh vy, v, . .., vg duge ddnh dau theo thit tu twong ting 14 0,1,1,2,2, 3.

Suy ra ton tai dwong di tir dinh v; dén dinh vg, chdng han

U1, VU2, V4, Ug.

3.1.2 DO thi lién théng manh

Nhéc lai 1a d6 thi c6 huémg G goi 1a lién thong manh néu hai dinh s va t tiy y cda G

luén luén ton tai mot duomg di tir s dén t. Hién nhién rang
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V2 (%

V1 Ve

U3 Us

Hinh 3.1:

Dinh ly 3.1.3. Cho G = (V,E) la do thi ¢ hudng, va v € V. Khi dé G lién thong
manh néu va ch? néu moi cdp dinh a,b € V, ton tai mot dwong di tir a dén v va mot

dwong di tir v dén b.

~ ~ ’ N . . ~ ’ N ~ ’ ’ . A
Dura trén thuat todn tim kiém theo chiéu sau, ta c6 thé mo td cach xdc dinh mot

do6 thi c6 huéng c6 lién thong manh hay khong thong qua dinh 1y sau:

Dinh Iy 3.1.4. Cho G = (V, E) la d5 thi ¢ hudng, va v € V. Ki hiéu G' = (V, E')
la do thi cé hwdng nhin duoc te G bang cdch ddo hudng maoi cung trong E. Khi dé
G la lién thong manh néu va chi néu thudat todn tim kiém theo chiéu sau trén do thi cd
hwéng G, khdi dau tie v, dat duoc moi dinh cia G va thudt todn tim kiém theo chiéu

sau trén do thi cé hudng G, khdi dau tur v, dat duoc moi dinh cia G'.

Dinh nghia 3.1.5. D6 thi vo huéng G goi l1a dugc dinh hudng manh néu cé thé dinh
huéng trén cdc canh cida G sao cho d6 thi ¢6 hudng twong tmg nhan duwgce 14 lién thong

manh.

binh 1y sau cho ching ta mot dic trung cda do thi vo huéng dwoc dinh huwéng
manh. Ta néi cau trong do thi vo hwéng lién thong 1a mot canh ma bd di thi do thi sé

mat tinh lién thong.

Dinh ly 3.1.6. Do thi v6 hudéng G duwoc dinh hudng manh néu va chi néu nd lién
thong va khong cé cau.

Chitng minh. Bai tap. <
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Dua trén thuit todn tim kiém theo chiéu sau, ta ¢é thé dinh hwéng céc canh cia
do thi vo huéng duwoc dinh hwéng manh nhw sau. Liy mot dinh bat ky trong do thi
vo huéng G lam dinh khéi dau va thue hién thuat todn tim kiém theo chiéu sau. Vi
do thi vo hwéng 1a lien thong, két qud cia viéc tim kiém nay cho ta mot cay bao trium?
T = (V,, Ey), trong d6 V,, = {v1,vq,...,v,} 1a cdc dinh cida G. Néu e = (v;,v;) 1a mot
canh trong cay bao trum 7, ta dinh huéng né tir dinh c¢6 chi s6 nhd hon dén dinh cé
chi 86 16m hon. Tic la néu ¢ < j, dinh huéng canh e tir v; dén v, va néu j < i thi
dinh hwéng canh e tir v; dén v;. Néu canh e = (v;,v;) cda G khong thudc cay 7T, thi ta
dinh huéng canh nay tir dinh c6 chi s6 1ém hon dén dinh c6 chi s6 nhé hon. Tic 14 néu

i > j, dinh huéng canh e tir v; dén vj, va néu j > i thi dinh hwéng canh e tir v; dén v;.

Hinh 3.2 minh hoa d6 thi v6 huéng va cach dinh hudng né.

(a) (b)

Hinh 3.2: (a) D6 thi vo huéng G. (b) Do thi G dwgc dinh huwdng.

3.2 Duong di ngin nhit gitra hai dinh

Cho do thi ¢6 huéng G = (V, E) ¢6 trong s6: moi cung e € F twong ting mot s6 thure
w(e). Bai toan dat ra la tim duwomg di g tir mot dinh xuéat phat s € V' dén mot dinh
cudi la t € V sao cho tong céc trong lirong trén dwong di

> wiew)

eLEM

12 nhé nhat.

!'Kh4i niém nay sé dwoc trinh bay trong Phan 4.5.
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Gid st V := {v1,v2,...,v,}. Ta chi can xét G la don do thi. Xét ma trdn trong
lwgng W := (wij)i j=12,.» dinh nghia nhw sau: véi moi cap dinh v; va vj,i # j, néu
ton tai cung e c6 goc la v; va ngon 1a v; thi dat w;; := w(e); nguoc lai, dat w;; = +oo;

cuoi cung, dat wy; = 0.

C4c phan tit wij,4,j = 1,...,n, cia ma tran trong lrong c6 thé dwong, am hoic
bang khong. Mot dieu kién duy nhat dat ra 1a do thi ¢6 huéng G khong chira cidc mach
(0 véi tong trong lrong trén mach p Am. Vi rang, néu cé mot mach p nhwr vay va v 13
mot dinh nao d6 cda né, thi xuat phét tir nit s ta di dén dinh v, va sau dé di vong
quanh mach g mot sé du 1ém lan réi méi dén ¢ ta sé thu duge mot duong di cé trong

lrong di nhé. Vi vay, trong trueong hop nay, duong di ngan nhat 1a khong ton tai.

Nhan xét rang, néu ma tran trong lwong W thda méan

1 néu (v;,v;) € E,

0 néu nguoc lai,

thi duwomg di ngdn nhat tir s dén t dwoc xdc dinh bang thuat todn tim kiém theo chieu

rong nhuw da trinh bay trong phan trude.

Trude tién ching ta xét thuét toan Dijkstra, don gidn va rat hiéu qud, dé gidi bai
toan dat ra trong truomg hop ma tran trong lwong W cé céc phan tit khong am. Sau

do6 phét trien né de gidi quyét bai todn trong truomg hop tong quat.

3.2.1 Truong hop ma tran trong luong khong am

Thuat todn Dijkstra [20] tim duwomng di ngan nhit tir dinh s dén dinh ¢ trong do thi cé
huéng c6 trong lrong khong am. Phwong phap nay dwa trén viéc gan cac nhan tam
thoi cho cac dinh: Nhan cia dinh v;, ky hiéu L(v;), 1a mot can trén cda do dai duong
di ngan nhat tir s dén v;. Céac nhan nay sau dé tiép tuc dwoc gidm bét bdi mot thid
tuc lap va tai moi buée 1ap c¢é ding mot nhan tam thoi tréd thanh nhan c¢6 dinh. Khi
dinh v; dwoc gén nhan c6 dinh thi khong thé gidm L(v;); s6 nay chinh 1a do dai dwong

di ngan nhat tir s dén v;.
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Thuéat toan Dijkstra (w;; > 0)

1. [Khdi tao] Dat

~
0 neu v; = s,
L(’UZ) = . )
+00 néu nguwoc lai.

véi moi v; € V. Danh ddu dinh s ¢6 nhan c¢6 dinh, cdc dinh khdc cé nhan tam
thoi. Dat ¢ = s.

2. [Cap nhat] V&i moi v; € I'(e) sao cho v; ¢6 nhan tam thoi dat

L(v;) := min{L(v;), L(c) + w(c, v;) };

3. Tim dinh v+ ¢6 nhan tam thoi sao cho

L(v;+) :== min{L(v;) < 400 | v; ¢6 nhan tam thoi}.

4. D4dnh dau dinh v;- ¢6 nhan c¢6 dinh va dat ¢ := v;-.
5. (a) (Néu tim duong di tir s dén t) Néu v; = t thi thuat todn dirng, L(t) 1a duong
di ngan nhat tir s dén ¢; ngwoc lai, chuyén sang Bude 2.

(b) (Néu tim tat cd cac duong di xuat phat tir s) Néu khéng thé gan nhan cd
dinh cho dinh v;+ trong Bugce 4 thi thuat toan ding; gia tri L(v;) cda dinh v; ¢6
nhan ¢6 dinh cho ta do dai duomg di ngan nhat tir s dén v;. Nguwoc lai chuyén

sang Budce 2.

Vi du 3.2.1. Xét db thi ¢6 huéng c6 trong s6 G = (V, E) cho trong Hinh 3.3. Ap
dung thuat todn Dijkstra tim dwong di ngan nhat tir dinh s := v; dén dinh ¢ := vg ta

c6 duong di ngdn nhat tir v; dén vg 13

(v1, va, V3, Vg)
véi 46 dai Ta 5.
Dinh ly 3.2.2. Thudt todn Dijkstra cho ta dwong di ngan nhdt ti s dént (néu cd).
Chitng minh. Truwée hét chi ¥ rang cdc dinh khong dwoc gan nhan c6 dinh sé khong
ton tai duwomg di tir s dén né (nhitng dfnh nay c6 nhan L bang oo).
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V2 2 U3

2 4 1
2 3
V1 V4 Us %
4
3 7
1 6

Vg 5 U7

Hinh 3.3:

Gid st L(v;) cda cdc dinh ¢6 nhan ¢d dinh & buée nao dé 1a do dai duwong di ngan
nhat tir s dén v;. Ky hiéu S; 1a tap tat cd cdc dinh nay va S, 1a tap cdc dinh cé nhan
tam thoi. Cudi Bude 2 cia moéi [an lap, nhan tam thoi L(v;) 1a do dai duomg di ngén
nhdt p; tir s dén v; qua cac dinh trong tap Si. (Vi trong moi lan 1ap chi ¢6 mot dinh

dwogce dwa vao S nén cap nhat lai L(v;) chi xdy ra trong Buée 2).

Xét duomng di ngan nhat tir s dén v;- khong hoan toan di qua cac dinh cda S; ma
chita {t nhat mot dinh thude Ss va gid st v; € Sy 1a dinh dau tién nhw vay trén duong
di nay. Do w;; khong am, doan duwong di tir v; dén v phdi c6 dd dai A khong am sao
cho L(v;) < L(vi<) — A < L(v;+). Tuy nhién diéu ndy méau thuan véi khang dinh rang
L(v;) c6 nhan tam thoi nhé nhét, va do d6 cdc dinh trén dwomg di ngdn nhat dén v

thude Sy va do d6 L(v;+) la do dai cida duong di nay.

Vi S; khéi tao 1a {s} va trong moi buée lap, dinh v;- dwoc thém vao Si, nén bang
qui nap, L(v;) 1a do dai duomg di ngan nhat tir s dén v; véi moi dinh v; € S;. Do dé
thuat todn cho 1o gidi toi wu. <
Meénh dé 3.2.3. Thudt todn Digkstra doi hdi thoi gian O(n?). Néu do thy thua va

dvuoc zdc dinh boi day lién tiép cde dinh, thi thoi gian lon nhdt dé thuc hién thudt

toan la O(mlogn).

Chitng minh. Trong truomg hop do thi lién thong manh day dd n dinh va can tim
dwong di ngdn nhat tir s dén moi dinh khéc, thuit todn cin n(n — 1)/2 phép cong va
so sanh trong Buéc 2 va n(n — 1)/2 phép so sanh khéc trong Bude 3. Ngoai ra, cac

Buéce 2 va 3 can xéc dinh cde dinh dwge gén nhan tam thoi nén can thém n(n — 1)/2
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phép so sanh. Céc sd nay cing la can trén cho s6 cic phép todn can thiét d€ tim dwong
di ngédn nhat tir s dén ¢, va that vay, cic gid tri nay dat dwoc khi ¢ 14 dinh cudi ciing

duwoc gan nhan ¢ dinh. <

Khi Thuét toan Dijkstra két thic, cac duwomg di ngdn nhat dwoc xéc dinh bang dé
qui theo Phuong trinh (3.1) dw6i day. Do d6 néu v} la dinh trude dinh v; trong dudmg

di ngdn nh&t tir s dén v; thi véi moi dinh v; cho truwée, dinh v} cé thé 14y 1a dinh ma

L(v;) = L(v)) + w(v},v;). (3.1)

Néu ton tai duy nhdt dwong di ngdn nhit tir s dén v; thi cdc cung (v}, v;) trén
dwong di ngdn nhat tao thanh mot cay c6 huémg (xem Chwong 4) véi goe 1a dinh s.
Néu c6 nhiéu hon mot dwong di ngan nhat tir s dén bat ky mot dinh khéc, thi Phwong

trinh 3.1 sé duwge thda man bdi hon mot dinh khéc v} véi v; nao do.

Thi tuc sau minh hoa thuat todn Dijkstra. Trong thi tuc nay, mdng Mark|]
dugce sit dung dé ddnh ddu cdc dinh c6 nhan tam thoi hay c6 dinh: Mark[i] = FALSE
néu dinh v; ¢6 nhan tam thoi; nguoc lai bang TRUE. Gid tri Label[i] twong ng nhan
L(v;) va Pred|i], sau khi két thic thuat todn, 1a dinh lién truée dinh v; trong dudmg
di ngan nhat tir s dén v;. Néu ton tai dwong di ngan nhat tir s dén ¢, thi thd tuc

PathTwoVertex() sé in ra thong tin cia duwong di nay.

void Dijkstra(byte Start, byte Terminal)
{
byte i, Current;
AdjPointer Tempt;
Path Pred;
int Label [MAXVERTICES], NewLabel, Min;
Boolean Mark [MAXVERTICES] ;

for(i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
Mark[i] = FALSE;
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Pred[i] = O;
Label[i] = +Infty;

}
Mark[Start] = TRUE;
Pred[Start] = 0;

Label[Start] = 0;

Current = Start;

while (Mark[Terminal] == FALSE)
{
Tempt = V_out [Current]->Next;
while (Tempt != NULL)

{
if (Mark[Tempt->Vertex] == FALSE)
{
NewLabel = Label [Current] + Tempt->Length;
if (NewLabel < Label[Tempt->Vertex])
{
Label [Tempt->Vertex] = NewLabel;
Pred[Tempt->Vertex] = Current;
}
}
Tempt = Tempt->Next;
}
Min = +Infty;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
if ((Mark[i] == FALSE) && (Label[i] < Min))
{

Min = Labell[il;

Current = i;
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if (Min == +Infty)

{
printf ("Khong ton tai duong di tu %d", Start);
printf (" den %d", Terminal);
return;

}

Mark [Current] = TRUE;

printf ("Ton tai duong di tu %d", Start);
printf (" den %d", Terminal);

printf ("\nDuong di qua cac dinh:");
printf("\n % 4 " , Start);
PathTwoVertex(Pred, Start, Terminal);

printf ("\nDo dai la: %d ", Label[Terminall]);

3.2.2 Truong hop ma tran trong luong tuy y

Thuat toan Dijkstra chi 4p dung trong truomg hop ma tran trong lwgng W khong am.
Tuy nhién, nhiéu bai todn thuc té, W 1a ma tran chi phi, cho nén nhttng cung mang lai
loi nhuan phadi ¢6 chi phi am. Trong truwdmg hop nay, phwong phdp cho dudi day tim
duwong di ngdn nhat tir s dén tat cd cdc dinh khdc. Day ciing 1a phwong phép lap va
dua trén céch danh nhéan, trong dé cudi bude lap thit k cdc nhan bicu dién gid tri do
dai cida cdc duomg di ngdn nhat (tir s dén tit cd cdc dinh khac) ¢ s6 cung khong virot
qué (k+1). Thuat todn nay dwa ra lan dau tién béi Ford [26] vao gitta nam 1950. Sau

d6 duwge Moore [45] va Bellman [3] cdi tién nhu sau.

Thuéat toan Ford, Moore, Bellman

Ky hiéu L*(v;) 1a nhan cda dinh v; & cudi lan lap thit (k + 1).

92



1. [Khéi tao] Bat S =T'(s),k = 1; va

0 néu v; = s,
L'(v;) =< w(s,v;) néu v; # s,0; € I(s),
+00 néu nguoc lai.

2. [Cap nhat nhan] Vi méi v; € I'(S), v; # s, thay doi nhan cia né theo quy téc:

LF ™ (v) := min[LF (vy), mi:rpl{Lk(vj) + w(vj,v;)}, (3.2)

vi€l;
trong d6 T; :=I'1(v;) N'S. Tap S chita tat cd cdc dinh v; sao cho dwomg di ngén
nhdt (hién hanh) tir s dén v; ¢6 s6 cung la k.

Tap T; chita tat cd cdc dinh v; sao cho duomng di ngédn nhét tir s dén v; ¢6 s6 cung
la k (tie 1a v; € S) va két thic bang cung (v;,v;). Chi ¥ rdng, néu v; € [(S) thi
dwong di ngdn nhat tir s dén v; khong thé c¢é s6 cung 1 (k4 1) va ta khong thay

doi nhan cda dinh nay:
LM (v;) := LF(v;),  véi moi v; & T(S).

3. [Kiém tra két thic] (a) Néu k < n — 1 va L¥(v;) = L¥(v;), véi moi v; € V, thi
thuat toan dirng; nhan cda dinh v; cho ta do dai dwomg di ngan nhat tir s dén v;.
(b) Néu k < n — 1 va LF (v;) # L*(v;), v6i v; nao dé, thi chuyén sang Budc 4.
(c) Néu k =n — 1 va L*(v;) # L*(v;), v6i v; ndo d6, thi do thi G ¢6 mach véi
do dai &m. Thuat todn két thic.

4. [Cap nhat S| Dat

S = {w; | LF™(v;) # LF(vy)}.
(Tap S bay gio chita tit cd cdc dinh ma duwong di ngdn nhat tir s dén né cé s6

cung la (k +1)).

5. Thay k bdi (k+ 1) va lap lai Buée 2.

Khi thuét todn két thic va do thi khéng c6 mach do dai am, ching ta cé thé tim
tit cd cdc dwomg di (néu ton tai) ngdn nhat tir s dén tat cd cac dinh khéc. Hon nita

cac duong di c¢6 thé nhan dwoc truc tiép néu, trong phép cong vao cdc nhan LF(v;) &

93



Phwrong trinh 3.2, ta thém mot nhan P*(v;) lwu trit thong tin moi dinh trong sudt qué
trinh tinh toan, trong dé P*(v;) 1a dinh ké truée dinh v; trén duomng di ngdn nhat tir s
dén v; & bude lap thit k. Ta c6 thé khéi tao
Pl(u;) = { s néu v; € I'(s),

0 néu nguoc lai.
Nhan P*(v;) dwoc cap nhat theo Phirong trinh 3.2 trong Bude 2 sao cho PFl(v;) =
P%(v;) néu gia tri nhd nhat dat dwge & phan tit dau tién trong dau ngoidc cia Phwong
trinh 3.2; hodc P**1(v;) = v; néu nguge lai. Néu ky hi¢u P(v;) 1a vector duge xay dung
tlr cdc nhan P khi két thic thuat toan, thi dwong di ngan nhat tir s dén v; nhan dwoc
theo thit tu nguoc:

s,..., P>(vy), P*(v;), P(v;),v;,

trong d6 P?(v;) ¢6 nghia 1a P(P(v;)), . ...

Doan chwong trinh sau minh hoa thuat toan da trinh bay.

void Ford_Moore_Bellman(byte Start)
{
byte i, k, Terminal,;
AdjPointer Temptl, Tempt2;
Path 0l1dPred, NewPred;
int 0ldLabel [MAXVERTICES], NewLabel [MAXVERTICES], Min;
Boolean Done, Mark[MAXVERTICES];

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{

Mark[i] = FALSE;

01dPred[i] = 0;

OldLabel[i] = +Infty;

0ldLabel[Start] = O;
Temptl = V_out [Start]->Next;
while (Temptl != NULL)
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Mark [Tempt1->Vertex] = TRUE;
if (Temptl->Vertex != Start)
{
01dPred[Tempt1->Vertex] = Start;
0ldLabel [Temptl->Vertex] = Temptl->Length;
}
Temptl = Temptl->Next;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
NewPred[i] = 01dPredl[i];
NewLabel[i] = 0ldLabell[i];

for (k = 1; k < NumVertices; k++)
{
printf("\n ");
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
if (Mark[i] == TRUE)
{
Temptl = V_out[i]->Next;
while (Temptl != NULL)
{
NewPred[Tempt1->Vertex] = Temptl->Vertex;
Min = 0ldLabel [Temptl->Vertex];
Tempt2 = V_in[Temptl->Vertex]->Next;
while (Tempt2 != NULL)
{
if (Mark[Tempt2->Vertex] == TRUE)

{
if ((0ldLabel [Tempt2->Vertex] + Tempt2->Length) < Min)
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NewPred[Temptl->Vertex] = Tempt2->Vertex;
Min = 0ldLabel[Tempt2->Vertex] + Tempt2->Length;

}
Tempt2 = Tempt2->Next;
}
NewLabel [Tempt1->Vertex] = Min;

Temptl = Temptl->Next;

}
}
}
Done = TRUE;
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
if (0ldLabel[i] != NewLabel[il)
{
Done = FALSE;
break;
}
}

if (Done == TRUE)
{
for (Terminal = 1; Terminal <= NumVertices; Terminal++)
if (0ldLabel[Terminal] < +Infty)
{
printf("\n ");
printf("Ton tai duong di tu %d", Start);
printf (" den %d", Terminal);
printf ("\n Duong di qua cac dinh:");
printf(" % d " , Start);
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PathTwoVertex(0ldPred, Start, Terminal);
i = Terminal;
printf (" Do dai la: %d ", 0ldLabel[Terminall);
printf("\n ");
getch();
}
else
{
printf("\n ");
printf ("Khong ton tai duong di tu %d", Start);
printf (" den %d", Terminal);
}

return;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

if (OldLabell[i] != NewLabel[i])

{
Mark[i] = TRUE;
01dPred[i] = NewPred[i];
0ldLabel[i] = NewLabell[i];

}

else Mark[i] = FALSE;

}

printf ("\n Ton tai mach co do dai am");

D& chitng minh thuat todn tim dwoc cho 101 gidi t6i wu ciia bai toan can st dung
nguyén 1y t6i wu cia quy hoach dong va tir nhan xét 14 néu khong c¢6 duwong di toi wu
qua k cung thi sé khong c¢6 duong di t6i wu qua (k + 1) cung. Chung ta khong trinh

bay chitng minh dé; ban doc quan tam cé thé xem [6].
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D6 thi ¢6 huéng c6 trong s6 &m nhung khong cé6 mach do dai am

Trong truomg hop do thi cé hudéng cé trong s6 tuy ¥ nhung khong c¢é mach cé do dai
am thi thuat todn Moore-Bellman-d’Usopo tim dwong di ngan nhat tir s dén ¢ trinh
bay dudi day sé hiéu qud hon.

Nhan cida moi dinh v; € V' 1a cap (P(v;), L(v;)). Két thic thuat toan, L(t) 1a do
dai cda duwong di ngdn nhat tir s dén ¢ va vector P cho ta thong tin cia dwomg di nay.

1. [Khdi tao] Dat
L(v) = { +00 néu v; # 8,
0 neu wv; = s,

va

Plos) = { —1 néu v; % 8,

0 neu v;

|
w

Khdi tao Stack chf ¢6 mot phan tit 1a s.
2. [Buéce lap] Trong khi Stack khac NULL

{
1y ra phan tit v; & dau Stack;
v6i moi dinh v; € V sao cho v; € I'(v;),
{
néu [L(v;) + w(v;,v;) < L(v;)] thi gén
{
L(v;) = L(vi) 4+ w(vi, v;);
P(v;) = vi;
néu dinh v; chwa bao gi & trong Stack thi chen v; vao cudi Stack;
ngugc lai, néu v; da timg & trong Stack, nhung hién tai khong ¢é

trong d6 thi cheén v; vao dau cda Stack.
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3.3 Duong di ngan nhit gitra tit cd ciac cap dinh

Gid st can phdi tim dwong di ngan nhit gitta hai dinh tiy ¥. Ro rang ta cé thé gidi
bai todn nay bang cich sit dung n lan thuat todn mo td & phan truwdc, ma trong moi
lan thwe hién, ta sé chon s lan lwot 1a cdc dinh cia do thi. Trong truwdmg hop do thi
day dd c6 ma tran trong lrong khong am, s6 phép tinh can thiét ti 16 véi n?; trai lai

véi ma tran trong lwong tong quét, s6 phép tinh ti 16 véi n?.

Trong phin nay ching ta sé trinh bay hai thuat todn dé gidi bai todn tim duomg
di ngan nhat gitta tat cd cic cap dinh. Hai phwong phap nay cé thé ap dung cho céc
ma tran trong lirong tong quét va chi doi héi s6 phép tinh ti 16 véi n3. Véi truong hop
ma tran trong lrgng khong am, ndi chung, cac phwong phap nay sé nhanh hon 50%

cdch 4p dung thuat todn Dijkstra n Ian.

3.3.1 Thuat todn Hedetniemi (truwomg hop ma tran trong lwong

khoéng am)

Mot trong nhirng muc dich cia céc thuét todn tim duwong di ngdn nhat 1a xac dinh tat
cd cac do dai cia cdc duwong di ngan nhat cé thé cé trong mot do thi cé trong hrong

tai cliing mot thoi diem.

Thuat toan dwoc xay dung trén co s mot cdch tinh méi lay thira cda cdc ma

tran, ma ching ta s& goi 1a téng ma tran Hedetniemi (xem [2]).

Xét d6 thi c6 hudmg cé trong lwong G = (V,T') véi tap cde dinh V = {vy,vq, ..., v,}

va ma tran trong lwong khong am W := [w;;] cap n X n.
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Chang han, d6 thi trong Hinh 3.4 c6 ma tran trong lirong

0 30 oo 30 c0o o0 oo oo 40
30 0 25 40 c0o 00 0 o0 0
oo 25 0 50 oo oo 00 00 00
30 40 50 0 30 20 oo oo o0
W=l o0 o0 30 0 oo 25 oo o0
oo oo oo 20 co 0 20 oo 20
o0 oo oo oo 25 20 0 25 o0
o0 o0 oo oo oo oo 25 0 20
40 oo oo oo oo 20 oo 20 O
Us
25 30
Vg 50
U7 U3
20 20
Ve
25 30 A0 25
20
vs 20 v 40 vr 30 v
Hinh 3.4:

Ching ta gi¢i thiéu mot phép todn méi trén cdc ma tran goi la tong ma tran

Hedetniemi.

Dinh nghia 3.3.1. Gid sit A 13 ma tran cAp m x n va B 1a ma tran cap n x p. Tong
ma tran Hedetniemi cia hai ma tran A va B la ma tran C cdp m X p, ky hiéu A @ B,

x4c dinh béi:

Cij = min{aﬂ + blj, Ao + bgj, ey Qi T+ bm}
01 2 0 3 4
Vidu 3.3.2. Timtong matran A@BnéuAd= |2 0 3|vaB=|5 0 4
5 6 0 310
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Ta ¢6

01 2 0 3 4 01 2
APB=1|2 0 3|®|5 0 4]|=12 0 3
5 6 0 310 3 10
Chang han, phan ti cp3 xéc dinh béi
co3 =min{2+4,0+4,3+0} =3.
0 1 oo 1 0 o0
Vidu 3.3.3. Timtongmatran A@BnéuAd=|1 0 4 |vaB=]|1 0 4
oo 4 0 oo 4 0
Ta cé
0 1 o~ 1 0 o0 1 0 5
AeB=]1 0 4|1 0 4]=110 4
oo 4 0 oo 4 0 5 4 0

Chang han, phan t1it ¢;3 xdc dinh bdi

co3 = min{0 + 00,1 + 4,00+ 0} = 5.

Bay gio 4p dung tong ma tran Hedetniemi vao viéc tim dwong di ngan nhéat. Xét
vi du trong Hinh 3.4. Dat

wt o= W,
Wk = Wla W néu k> 2.

Khi d6

30 0 25 40 70 60
55 25 0 50 80 70
30 40 50 0 30 20
60 70 80 30 0 45 25
50 60 70 20 45 0 20 40 20

70

8
8

5 3
8
8

40

g 8
8

W2

60
40

50 40 25 0 20
40 oo 20 40 20 O

8
8

3 3
8
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(2)] :

Chiing ta hay xét cdch xdc dinh mot phan ti cia ma tran W? = [w,;

wiy = min{0 + 00,30 + 25,00 + 0,30 + 50, 00 + 00, 00 + 00, 50 + 00, 50 + 00, 40 + 00}

= 55.

Cht ¥ rang gia tri 55 la tong cia 30, do dai cia dwong di ngan nhat véi s6 cung mot
tir dinh v; dén dinh vy, va cida 25, Ao dai cia cung noi dinh vy va dinh v3. Do d6 wg)
la do dai cia duwong di ngdn nhét tir v; dén v véi s6 cung nhiéu nhat hai. Suy ra W2
cho ta thong tin cia tat cd cic do dai dwong di ngdn nhat gitra hai dinh cé s6 cung

nhiéu nhat hai.

Twong tu, W3 cho ta thong tin cda tat cd cac do dai duwomg di ngdn nhat gitra
hai dinh c6 s6 cung nhiéu nhat ba, va van van. Do do thi ¢ n dinh nén c¢6 nhiéu nhat

(n — 1) cung trén duwong di ngdn nhat gitta hai dinh. Vay

Dinh 1y 3.3.4. Trong do thi ¢d trong s khong am n dinh, phan t hang i cot j cia

ma tran Hedetniemi W™ la dé dai cia dwong di ngdn nhdt gita dinh v; va v;.

Véi do thi trong Hinh 3.4 ¢ chin dinh, ta cé

0 30 55 30 60 50 70 60 40
30 0 25 40 70 60 8 90 70
55 25 0 50 80 70 90 110 90
30 40 50 0 30 20 40 60 40
W8=160 70 80 30 0 45 25 50 65
50 60 70 20 45 0 20 40 20
70 80 90 40 25 20 0 25 40
60 90 110 60 50 40 25 0 20
40 70 90 40 65 20 40 20 O

Do d6, duwong di ngdn nhat tr v; dén vy c¢6 do dai 70.

bieu 1y thd nhat trong vi du nay 1a W* = W?#. That vay, dang thitc suy truc tiép
tir do thi trong Hinh 3.4: moi duong di ngdn nhat di qua nhieu nhat bon cung. Bdi
vay do dai cia duomg di ngdn nhat duoc xdc dinh bdi ma tran W* thay vi phéi tinh

dén W8, Téng quét ta cb
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Dinh 1y 3.3.5. Trong do thi ¢d trong so khong am n dinh, néu ma tran Hedetniems
Wk £ Wk con Wk = WEHL thi W* biéu thi tap cdc d6 dai cia cdc duwong di ngdn

nhdt, va s6 cung trén moi dwong di ngdn nhat khong vuot qud k.

Do dé, thuat todn nay cé thé dirng & bude lap thit k < (n —1). Dwéi day la doan

chwong trinh minh hoa tinh ma tran luy thira cia ma tran trong lwong W.

void Hetdetniemi ()

{

int i, j, k, t;
int 01d[MAXVERTICES] [MAXVERTICES], New[MAXVERTICES] [MAXVERTICES];
Boolean Flag;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)

for (j = 1; j <= NumVertices; j++) 01d[i]l[j] = w[il[j];

for (k = 1; k < NumVertices; k++)
{
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
{
New[i] [j] = 01d[i][1] + w[11[j];
for (t = 2; t <= NumVertices; t++)
New[i] [j] = min(New[i][j], 01d[i] [t] + wlt]l[j1);

Flag = TRUE;
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
{
if (New[i][j]1 '= 01d[i] (D)
{
Flag = FALSE;
01d[i] [j] = Newl[il [j];
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if (Flag == TRUE) break;

X4c dinh duong di ngin nhit

Dé& x4c dinh dwong di ngadn nhat gitta tat cd céc cap dinh ta can thong tin khong nhitng
cia ma tran cudi cting ma con cia cdc ma tran triede dé. Chang han, véi do thi trong
Hinh 3.4, ta c¢6

0 30 55 30 60 50 70 60 40

30 0 25 40 70 60 80 90 70
55 25 0 50 80 70 90 oo 90
30 40 50 0 30 20 40 60 40
60 70 80 30 0 45 25 50 65
50 60 70 20 45 0 20 40 20
70 80 90 40 25 20 0 25 40
60 90 oo 60 50 40 25 0 20
40 70 90 40 65 20 40 20 O

W3

Bay gio ta tim duomg di ngdn nhat tir v; dén vy (A6 dai 70). Ta ¢

wﬁ) = ’LUS? D Wk

vGi k nao d6. Nhung céc phan ti wﬁ? tao thanh vector hang
(0,30, 55, 30, 60, 50, 70, 60, 40)
va cac phan tit wyr tao thanh vector cot

(00, 00, 00, 00, 25, 20, 0, 25, 00).

V1 gié tri nhé nhat dat dwoc tai k = 6 ing véi 70 = 50 + 20 (va k = 7) nén duwong di
ngan nhat tir v; dén v sé di qua nhieu nhat ba cung tir v; dén vg va két thic véi cung

do dai 20 tir vg dén vr. (That ra, do gid tri nhd nhdt cung dat dugce tai k = 7 (ing v6i
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70 + 0) nén ton tai dwong di ngan nhit tir v; dén v, v6i tong s6 cung di qua khong

vueot qué ba).

Tiép dén ta tim cung trude khi dén dinh vg. Chi ¥ ring wfé) = 70 — 20 = 50. Céc

phan tit wie tao thanh vector cot
(00, 00, 00, 20, 00, 0, 20, 00, 20).

Lan nay gid tri nhé nhat dat tai k = 4 (ttng véi 50 = 30 + 20) nén dwong di ngdn nhat
do dai 50 tir vy dén vg két thuic véi cung (vg, vg) do dai 20. Cudi cling, cdc phan ti wyg
tao thanh vector cot

(30,40, 50, 0, 30, 20, 50, 50, 00),

va gid tri nhé nhat dat tai K = 1 hoac k = 4 (ing v&i 30 + 0 hodc 0 + 30) nén ton tai
cung do dai 30 tir v; dén vy. Vay duwong di ngan nhat tir v; dén vy 14 vy, vy, vg, v7 (Chc
cung c¢6 do dai 30, 20, 20).

Do d6 thuat toan Hedetniemi cho mot minh hoa hinh hoc céch xac dinh dwong di
ngan nhat tai moéi budce lap va sit dung céc ma tran W* c6 thé phuc hoi dwoc dwong
di ngan nhat. Nhu vay, ching ta cin thém mot ma tran P lwu trir thong tin cia céc
duomg di ngdn nhat. Ma tran nady sé dwoc cidp nhat trong moi bude lap khi tinh Wk
tir WF=L. Chi tiét cda viéc cap nhat ma tran P danh cho ngudi doc (cting xem thuat

toan Floyd dudi day).

3.3.2 Thuat toan Floyd (trwong hop ma tran trong luwong tuy
¥)
Thuat todn dudi day duge dwa ra lan dau tién bdi Floyd [25] va sau d6 dwge Murchland
46] cdi tién.
Thuéat toan Floyd
1. [Khéi tao] Dat k := 0.
2. k:=k+1.
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3. [Budc lap] V6i moi i # k sao cho wy, # oo va véi moi j # k sao cho wy; # oo,
thire hién phép gan

w;j = min{w;;, (Wi + W) }- (3.3)

4. [Diéu kién két thic] (a) Néu ton tai chi s6 ¢ sao cho wy; < 0 thi ton tai mach véi

do dai am chita dinh v;. Bai todn vo nghiém; thuat todan ding.

(b) Néuw;; > 0 véimoii =1,2,...,n, vi k = n, bai todn ¢6 101 gidi: ma tran w;;

cho d¢ dai duong di ngdn nhat tir v; dén v;. Thuat todn dimg.

(c) Néu wy > 0 véi moi i = 1,2,...,n, nhung k < n, chuyén sang Buéc 2.

Chiing minh tinh ding dén cda thuat todn Floyd 14 hoan toan don gidn [35], [25]
va danh cho ngudi doc. Phép todn co ban cda Phwong trinh 3.3 trong thuat todn nay
goi 1& phép todn bo ba va c6 nhiéu ing dung trong nhirng bai todn twong tir bai todn
tim dwong di ngdn nhat (xem [14], [30]).

Théng tin vé cidc duomg di ngan nhat c¢é thé nhan dwoc dong thoi cling véi céc
do dai duomg di ngan nhat bang cach sit dung quan hé dé qui twong tw Phwong trinh
3.2: sit dung co ché ciia Hu [35] d€ lwru git thong tin cdc duwong di ngan nhédt cing véi
do dai cda né. Cu thé 1a dwa vao ma tran vuong cap n : P := [0;;]; va bién doi né dong
thoi véi viée bién d6i ma tran W. Phan tit 6;; cda ma tran P sé chi ra dinh di truée v;
trong duomg di ngan nhét tir v; dén v;; & bude dau tién ta gén cho ma tran P céc gid

tri dau la 6;; := v; véi moi dinh v; va v;.

Cung véi viée bién doi ma tran W theo Phwrong trinh 3.3 trong Buée 3, ta bién

do6i P theo quy tac

~

b . O néu (wi + wi;) < wij,

ij = .
0y néu nguoc lai.

Két thic thuat toan, ma tran P thu dwoc sé giip cho ta viéc tim cédc duong di ngan

nhat. Chang han dwong di ngédn nhat gitra hai dinh v; va v; 1a
Viy Upy + « s Uy Ug,y Vg Vg
trong d6 v, = 6,5, v5 = bin, vy = big, ..., cho dén khi v; = 6;,.
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Vi du 3.3.6. Xét db thi ¢6 huéng c6 trong s6 G = (V, E) cho trong Hinh 3.3. Ap
dung thuat toan Floyd tim dwong di ngan nhat gitra tat cd cac ciap dinh ta cé ma tran

duomg di ngan nhat 1a

0 6 6
+00 2 4 5 10
400 +o0 0 400 3 H4oo 10

Wo— +00 400 +oo 0 4 3 8§ 14
400 400 40 +o0 0 400 T 13
+00 400 +oo +oo 4oo 0 5 11
+o00 +00 +00 +00 +00 +00

+o00 +00 400 +o0 +00 400 Fo0

va ma tran cho thong tin cia duong di:

0~ O U W N
0 1 O U W N
0 -1 O Ul R W NN
0 -1 O Ul R W NN
0 -1 O Ul R W NN
0~ O U W
0 1 O Ul OD D
00~ g W W w

Vi du 3.3.7. Xét do thi ¢6 hudng c6 trong s6 G = (V, E) cho trong Hinh 3.5. Ta ¢6

1 V2 -2 U3 —1
V1 e ! 7 ® Us
1 4
V4
Hinh 3.5:
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ma tran trong lirong

0 1 400 400 +o00
+oo 0 -2 400 +o00o
W=1]+00 400 0 4 —1
400 1 400 0 +o0

+o00 +oo0 400 +oo 0

Ap dung thuit todn Floyd tim duwong di ngdn nhét gitta tat cd céc cap dinh ta ¢ ma

tran dwong di

o 1 -1 3 2

400 0 -2 2 =3
Wht=]400 5 0 4 -1
400 1 -1 0 =2

400 400 400 400 0

va ma tran cho thong tin cia duong di:

s

I
(1 BRSO JUR NG R
[ B S N
Tt N W NN
Gl = W W W
ot W W W w

Vi du 3.3.8. Xét do thi ¢6 hudng c6 trong s6 G = (V, E) cho trong Hinh 3.6. Ta ¢6

U3

(%

Hinh 3.6:
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ma tran trong lirong
0 1 400 +4o0
+oo 0 3 4
2 400 0 o0
-6 +oo +oo 0

W:

Ap dung thuat toan Floyd tim duomg di ngén nhat gitta tit cd cac cap dinh ta c6

ma tran duomg di sau lan lip thit 2 1a

0 1 4 5
+oo 0 3 4

W? =
2 3 0 7
-6 -5 -2 -1
Vi W2, = —1 < 0 nén ton tai mach c¢6 do dai am qua dinh vy.

Nhan xét 3.3.9. Néu tat cd cdc gia tri wy; dwoc khéi tao bang oo (thay cho bang 0)
lic xuat phat thuat todn, thi cc gid tri cudi cing cda w;; 1a do dai cia mach ngan nhat
xudt phat tir dinh v;. Ngoai ra ciing ¢6 thé dé dang xdc dinh mach c6 do dai am khi

wy < 0 dwa vao ma tran dwong di P.

Thi tuc Floyd() sau minh hoa thuat toan da trinh bay.

void Floyd()
{
byte i, j, k;
AdjPointer Tempt;
byte Pred [MAXVERTICES] [MAXVERTICES];
int Weight [MAXVERTICES] [MAXVERTICES], NewLabel;
byte Start, Terminal;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)

{
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Weight [i] [j] = +INFTY;
Pred[i] [j] = i;

}

Weight[i] [i] = O;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
Tempt = V_out[i]->Next;
while (Tempt != NULL)
{
Weight [i] [Tempt->Vertex] = (long)Tempt->Length;
Tempt = Tempt->Next;

for (k = 1; k <= NumVertices; k++)
{
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
if ((4 '= k) && (Weight[i][k] < +INFTY))
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
if ((j '= k) && (Weight[k][j] < +INFTY))
{
NewLabel = Weight[i] [k] + Weight[k][j];
if (Weight[il[j] > NewLabel)
{
Weight[i] [j] = NewLabel;
Pred[i] [j] = Pred[k][j];

}
if (Weight[i][i] < 0)
{

printf ("Ton tai mach do dai am qua dinh %d", i);
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printf (" %6d ", Weight[i][i]);

return;

// Vi du minh hoa
Start = 1;

Terminal = 3;

if (Weight[Start] [Terminal] < +INFTY)

{
printf("Ton tai duong di tu %d", Start);
printf (" den %d", Terminal);
printf ("\nDuong di qua cac dinh:");

i = Terminal;
while (i != Start)
{
printf("%3d ", i);
i = Pred[Start] [i];
}
printf("%3d ", Start);
printf ("\nTrong luong la %3d ", Weight[Start] [Terminall);
}
else

printf ("\n Khong ton tai duong di tu %d den %d", Start, Terminal);
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3.4 Phat hién mach cé d6 dai am

Vén dé phét hién cdc mach c¢6 do dai am trong mot do thi tong quit 14 quan trong
khong nhirng trong chinh bai toan tim dwomg di ngdn nhat ma con 14 mot bude co ban
trong nhttng thuat todn khdc (xem Phéan 3.4.1 va [14]).

Ta biét rang Thuat toan Floyd tim dwong di ngan nhét gitta céc cip dinh cé the
phét hién cdc mach do dai am trong do thi. Hon nita, néu do thi chita mot dinh s ma cé
thé dén tat cd cdc dinh khac tir d6, thi ¢ thé 4p dung Thuit toan Ford-Moore-Bellman
(tim tat cd cic dwong di ngan nhat xudt phat tir dinh s) dé phét hién cdc mach c6
do dai am nhwr da thuc hién trong Bude 3 cia phin nay. Néu ton tai dinh khong thé
dén dwoc tir s (chdng han, khi G 1a do thi vo huéng khong lién thong) thi Thuat todn
Ford-Moore-Bellman sé két thiic va chi céc dinh c6 thé dén dwoc tir s ¢6 nhan hitu han,
céc dinh khéc khong dén dwoc tir s 6 nhan bang co. Trong triromg hop nay cé thé ton
tai cac mach c6 do dai am trong thanh phan lién thong khong chita s va khong duwoc
phét hién. Tuy nhién, nhiéu tng dung cin kiém tra c6 mach do dai am hay khong, do
thi duoc xét ¢6 dinh s dén dwogce tat cd cdc dinh khéc, va do d6 véi nhimg treong hop
nhir vay, d€ xac dinh su ton tai ciia mach do dai am, Thuét toan Ford-Moore-Bellman

sé cho phép tinh todn hiéu quda hon Thuat todn Floyd.

Céc nguyén tac két thic ciia Thuat toin Ford-Moore-Bellman dwoc trinh bay dé
tinh toan it nhat cidc dwomg di ngan nhat tir s khi khong c¢6 mach do dai am. Céc

A < N s N . .« A N s oA A NEEEN ,
nguyén tac nay cé thé cdi bién dé phat hién mach do dai am sém hon nhu sau.

Sau khi gdn lai nhan cda dinh v; tir mot dinh v;- theo Phwong trinh 3.2 ta kiém
tra dinh v; c6 thuoc dwong di ngan nhat hién hanh (ma cé thé suy tir cdc nhan hién
hanh 6) tir s dén v;« hay khong. Néu ding, thi dinh v;+ da dwoc gdn nhan thong
qua v; va dieu nay dan dén LF(v;) + w(v«,v;) < LF(v;); do d6 mot phan cda dwong
di ngan nhét hién hanh tir v; dén v;« cong thém cung (vj«,v;) sé tao thanh mach c6
do dai am va thuat todn két thic. Néu mat khéc, nhan cia dinh v; hoac khong thay
déi bdi Phwong trinh 3.2, hodc nhan nhan méi tir mot dinh v nhung v; khéng thude
dudmg di ngdn nhat tir s dén v;«, thi thuat todn tiép tuc Bude 3 nhu trude. Can chi
y rdng, cdi tién trén chinh 1 gidm nhitng duw thira khong cin thiét trong Thuat todn

Ford-Moore-Bellman, do mot mach ¢6 do dai am dwoc xac dinh ngay khi né duwoc tao
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ra va khong can doi két thic thi tuc.

3.4.1 Mach t6i wu trong d6 thi c6 hai trong luwgng

Mot van dé ndy sinh trong nhiéu linh vuc lién quan dén mot do thi 6 huéng ma moi
cung (v;, v;) dugc gan hai trong lwong: w;; va b;;. Bai toan la tim mot mach ® ma cuc

o A0 - . N oA
tieu (hoac cue dai) ham muc tiéu

Z(vi,vj)e? ww
(vi,vj)eI) )

Chang han, xét hanh trinh cia mot con tau hay mot may bay trén mang giao
thong va gid stt rang w;; 14 “lgi nhuan” va b, 1a “thoi gian” can thiét dé di chuyén trén
cung (v;,v;). Bai todn dat ra 1a tim hanh trinh d€ t6i da lgi nhuan véi thoi gian nhé
nhat.

Céc van dé khéc c6 thé phat biéu dang bai todn tim cdc mach t6i wu trong do thi
¢ hai trong Iwong: Lap lich dé tinh todn song song, t6i wu da muc tiéu trong xit 1y

cong nghiép.

Bai todn tim mét mach @ trong do thi ¢é hai trong lwong dé cuwe tiéu ham muc
tiéu z(®) c6 thé gidi quyét nho thuat todn phat hién cédc mach c6 do dai Am nhu sau.
Gid st rang céc trong lwong w;; va by 1a cdc s6 thuc tuy y (dwong, am hodc bang
khong) nhung thda man rang budc Z(ij)eq) b;j > 0, véi moi mach @ trong G. (Trong
hau hét cdc tinh huéng, ching han cdc van dé néu trén, w;; € R nhung b;; > 0 véi moi
ivaj).

Chiing ta chon mot gid tri thit 2% ddi vi ham muc tiéu z(®) va xét do thi cé trong
lwong

Wi = wij — 2 bij.

Véi ma tran trong lugng wf; mdi, xét bai toan dwong di ngdn nhét trén G. C6 ba

truomg hop xdy ra:
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Truong hop A. Ton tai mach c¢6 do dai am &~ sao cho

Z wfj<0.

(vi,vj ) cdb—

Truong hop B. Khong ton tai mach cé do dai am va

Z wfj>0

(vi,vj)eb

v&i moi mach @.

Truong hop C. Ton tai mach ¢6 d6 dai bang khong (nhung khéng ¢é mach do dai am);

Z wfj:()

(vi,vj)GqDO

tic la

v4i mach ®° nao doé.

Trong Truomg hop A ching ta cé thé néi rang z* (gia tri cuc tiéu cia z) nhd hon 2% vi
D wh= ) wg=F Y, by <0
(vi,vj)eb* (vi,vj)eb* (vi,vj)eb*

’ N ’
chi c6é thé ding néu
> ot
(vi,vj)ed—1 g
J ; < Zk
Z(vi,vj)eb*l ij

N N oA Y
ma hién nhién chi ra rang z* < 2.

Twong tu, trong Triromg hop B ta ¢é thé néi rang z* > 2*; va trong Trurong hop
C thi z* = 2~

Do d6 thuat toan tim kiém nhi phan dé gidi quyét bai todn nhw sau: Khéi dau
véi gid tri thit 2% néu né qua 16n (tike 14 Truomg hop A) thit véi 22 < 2! néu né qua
nhéd (titc 14 Treomg hop B) thit v6i 22 > 2. Khi da c6 cdc can trén va dudi (z, va z
tirong ttng) ta c6 thé xdc dinh z* bang cich thit 2* = (z, + 2)/2 va thay z, bang z*
néu xdy ra Truomg hop A, hodc thay z bang 2% néu xdy ra Truomg hop B. Do s6 céc
phép thit t11é véi 1/n, trong d6 0 < n < 1 14 sai s6 cho trude, va do moi lan thit (xdc
dinh mach d6 dai &m hodc tinh todn ma tran trong lwong) doi hdi n® phép todn, nén

tim nghiém cda bai todn trén doi héi O[n®log 1/n] phép toan.
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Chuong 4

Cay

4.1 MdS dau

Cay 1a mot do thi ¢6 nhing tinh chat ddc biét va cé nhiéu tng dung.

Trong chwong nay, trude hét sé nghién citu cay Huffiman va nhing tng dung cia
né trong viéc nén dir liéu. Ké tiép chiing ta xét trinh bay cdc thuat todn tim cay bao
triim, cdy bao trim cé trong lwong nhé nhat khi cdc canh cia do thi dwoc gin véi
céc chi phi (trong lwgng). Cay bao trum nhd nhét cia do thi ¢6 nhiéu ing dung trong
nhtng trueong hop cde duong dan (6ng dan ga, day dan trong mang dién, v.v) duoc st
dung dé€ ndi n diém v&i nhau theo cach t6t nhat: tong khodng cach cia cdc dwong dan
14 nhd nhit. Néu n diém dwoc ndi véi nhau trén mot mat phang, ta cé thé biéu dién
bdi mot do thi day did trong dé céc chi phi canh 1a khodng céch gitra hai diém twong
ttng. Khi dé cay bao trum véi trong lwong nhé nhat sé cho mang giao thong véi chi
phi 1t nhat. Néu c¢6 thé néi thém ngoai n diém cho phép, ta c6 thé tham chi xay dung
dwoc mang véi chi phi ré hon va xéc dinh né chinh 1a gidi quyét bai todn Steiner. Bai

toan sau nay sé dwoc dé cap & phan cudi chwong.

Dinh nghia 4.1.1. Céc dinh nghia sau cia cay (vo6 hwéng) 1a twong dwong:

1. D06 thi lién thong c¢6 n dinh va (n — 1) canh.
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2. Do thi lién thong khong cé chu trinh.
3. D6 thi ma moi cap dinh dwoc néi véi nhau bédi mot va chi mot day chuyén so
cap.

4. D6 thi lién thong va khi bt mot canh bat ky thi mat tinh lién thong.

Hinh 4.1 minh hoa cay c¢6 bdy dinh va sdu canh.

V2

U3
U1 (%
Us

Ve

U7

Hinh 4.1: Mot vi du vé cay.

Khéi niém vé cay nhr mot thue thé cia todn hoc dwoc dwa ra lan dau tién bdi
Kirchhoff [37] khi lién hé v&i dinh nghia cdc mach co bdn dwge sit dung trong phan tich
cac mang dién. Khodng 10 nam sau d6, mot cdch doc lap, Cayley [11] da phat hién lai
céc cay va nhirng tinh chat cia né khi nghién cttu cdc tinh chat hdéa hoc cia céc chat

dong phan cia hydrocarbon.
Cay c¢6 goc (con goi la cay gia phd) duge dinh nghia twong tw nhw sau:

Dinh nghia 4.1.2. Cay ¢6 goc T 1la do thi ¢6 huéng khong mach ma moi dinh, ngoai
trit mot dinh (chdng han v;), ¢6 bac trong bang mot: bac trong cia dinh vy (goi 14 goc
cia cay) bang khong; néi cdch khac, moi dinh v € T ton tai duy nhat mot dwong di tir

goc dén v.

Hinh 4.2 minh hoa mot do thi la cay cé goc véi dinh vy 1a goe. Tir dinh nghia suy
ra rang cay c6 goc n dinh ¢ (n — 1) cung va la do thi lién thong (khi bé qua hwéng

trén cac cung).
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V12 V13

Hinh 4.2: Mot vi du vé cay cé gdc.

Can chi ¥ rang, c6 thé dinh huéng trén mot cay (vo huéng) sao cho do thi thu
dwoc 14 cay cb goc: Ta chi can chon mot dinh tly ¥, chdng han v;, lam goc va dinh
hwémg cdc cung theo day chuyén tir v; dén cic dinh treo. Nguwoc lai, néu bé qua céc

huwémg trén cay cé goc ta thu dwoc mot cay.

A . N s X N N A o A9 . A N ’
Cay gia phd ma trong dé moi ngudi dan ong biéu thi mot dinh va cdc cung duoc
vé tir cac cha dén cdc con cia ho 1a mot vi du quen thudc cia cay cé goc, goc cia cay

14 nguoi dau tién trong dong ho ma cé thé xac dinh dwoc.

4.2 Cay Huffman

Tién trinh gdn day cac bit cho cdc ky hiéu goi la ma hda. Trong phan niy ching ta mot

td4 mot thuat todn ma hda rat quen thuodc-thuat todn ma héa Huffman.

4.2.1 Céc bo ma “t5t”

Khi ta néi vé ma hod cé nghia 1a gan day cdc bit cho cic phan tit cia mot bang chir

cdi. Tap cdc chuoi nhi phan goi 1a bo ma va cic phan tit cia chiing goi 1a tir ma. Mot
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béng chir cai 1a mot tap hop céc ky hiéu, goi 1a cac ky tu. Chang han, bang chir céi sit
dung trong hau hét cic sach (tiéng Anh) gom 26 ky tuw thuong, 26 ky tu hoa, va cdc
dau ngat cau (nhw dau phay). Ma ASCII (viét tat cia céc chir cai dau tién cia chudi
American Standard Code for Information Interchange cia ky tur A 1a 01000001, cia ky
tuw a 13 01100001 va ky tu , 1a 0011010. Chd ¥ rang trong ma ASCII s6 cac bit sit dung
dé€ biéu dién cac ky tw 1a bang nhau. Ma nhw vay goi 1a ma c¢é dé dai c6 dinh. Néu ta
muon gidm s6 cac bit doi hdi dé€ bicu dién céc thong béo khéc nhau, ta cin céc chudi
bit bidu dién ky tir c6 do dai (néi chung) khong bang nhau. Néu bicu dién céc bit dai
hon cho cdc k¥ tu thuong xuyén xudt hién va nguroc lai, ching ta c¢é thé, vé trung binh,
gidm s6 bit biéu dién céc ky hiéu. Chang han, ma Morse [31] sit dung cic tir ma ngan
hon cho cdc ky tu xuat hién thwong xuyén: ma cia cia a 1a -—, cida e la -, trong khi

clazlh——-o  gla——— jla-———.

Tuy nhién d6 dai trung binh ciia ma khong phdi 1a tiéu chuan quan trong khi thiét
ké mot bo ma “tot”. Xét vi du sau. Gid sit bdng chir cii gom bon ky tw aq, as, as, as
v6i cde xde sudt xudt hién twong tng 1& P(a1) = 3, P(a2) = 1, P(as) = g, P(as) = 3.
Entropy cda ma nguon nay 1a 1.75 bit/ky hiéu (xem [31] d€ c6 khai niém vé entropy).

Xét cdc bo ma trong nguodn nay cho bdi bang sau

Céc ky tu MaC,  MaC, MaC;  Mac,
a 1 1 1 1

a 1 0 01 10

a 0 11 001 100

s 01 00 000 1000

D6 dai trung binh 1.125 1.125 1.75 1.875

Do dai trung binh [ cia moi ma xdc dinh bdi
1
=Y P(a;)n(a;) (bit/ky hiéu),
i—1
trong d6 n(a;) 1a s6 cdc bit cda tir ma a;.

Dura trén do dai trung binh, ma C; 1a t6t nhat. Tuy nhién, cdc ma can phdi cé

~ A . N A ’ N o A0 ~ N N PPN ~
kha nang truyén thong tin sao cho nguwdi nhan cé thé hiéu dwoc ro rang. Hién nhién ma
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C} khong c6 tinh chat nay do cd hai ky hiéu a; va ay déu duwoc gan 1a 1 nén khi nhan
dwrge thong tin 1a 1, nguoi nhan khong thé phan biét dé 1a ky hiéu a; hay as. Chiing

ta muén moi ky hiéu dwoc gan duy nhat mot tir ma.

Ma Cy ¢é cac ky tu duoc gdn céc chuoi bit khdc nhau cho cdc ky tw. Tuy nhién,
gid sit ma hoéa day asaia; dwoc 011 va giti di chuoi bit nay. Nguoi nhan chuoi 011 cé
mot sO cach gidi ma: asaja; hodc asas. Diéu nay cé nghia 1a mot day dwoc ma héa véi
bo ma C, thi day nay cé thé dwoc gidi ma khong trung véi thong bdo ban dau. Noi
chung, day khong phdi 1a diéu chiing ta mong muon khi thiét ké cdc bo ma. Ching ta
muon cé tinh chat gidi ma duy nhat; titc la moi day cdc tir ma chi ¢ duy nhat mot

cach gidi ma. C6 thé ching minh cdc ma Cs va Cy thda man tinh chét nay.

Mic du viéc kiém tra tinh duy nhat khi gidi ma 1a khé, ta c¢6 thé chirng minh tinh
chat nay cho bo ma Cs dua trén thudc tinh cia béo ma: khong c¢6 tir ma nao trong ma
O3 1a “tién t6” cda tir ma khéc. Bo ma nhu vay goi 1a ma tién t6. Mot cach don gidn
dé kiém tra mot bo ma cé phdi 1a tien t6 hay khong ta vé cdy nhi phan (mdi dinh c6
bac < 2) twong tng véi bo ma. Cay dwge vé xudt phéat tir mot mit don (mit goc) va
moi nit trong cé bac ngoai nhd hon hoac bang hai. Mot trong hai nhanh con twong
trng bit 1 va nhanh con lai twong ng bit 0. D& thuat tién, ta quy wée nhanh con bén
phdi twong 1tng 0 va nhanh con bén trai twong timg 1. Theo cdch nay, cdc cay nhi phan
tirong g cdc ma Cy, C3 va Cy cho trong Hinh 4.3. (D& don gidn, ta sé khéng vé céc

mui tén trong céc cay nhi phan).

a0
as\ 0

as\ 0

as Qg

Ma Cy Ma Cs Ma Cy

Qg

Hinh 4.3:
Chd y rang ngoai nit gdc, cay nhi phan cé hai loai nit: céc niit 4 c6 bac ngoai
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bang khong; va cac nit trong cé bac ngoai khiac khong. Trong bo ma tién to, céc tir
ma chi twong ing cic nit 14. Ma Cy khong phdi 14 ma tién to do ton tai tir ma twong
trng nit trong. Duyét cay tir goc dén céc nit 14 cho ta bicu dién chudi bit tiwrong tng
ky hiéu. Moi nhanh déng gép mot bit vao tir ma cia né: bit 1 cho nhdnh tréi va bit 0

cho nhanh phai.

Ma tién t6 luon ludn duwge gidi ma duy nhit nhung ngirgce lai khong ding (ching
han ma C4). Tuy nhién c6 thé chitng minh rang bo ma c6 thé gidi ma duy nhat tirong
dwrong véi ma tien t6 theo nghia: s6 trung binh cdc bit bidu dién cdc ky hiéu bang

nhau.

4.2.2 Ma Huffman

Ma Huffman 1a ma tién t0 va téi wu véi cdc xdc xudt cho trwde. Phuwong phép xay

dung ma Huffman dwa trén hai quan sat sau:

1. Trong mdt bo ma t6i wu, cdc ky hiéu xuat hién thuong xuyén (cé xéc suat hay

tan s6 xudt hién 16mn) sé ¢é cde tir ma ngan hon céc ky hiéu it xudt hién.

2. Trong mot bo ma tot wu, hai ky hiéu xuat hién it nhit sé c¢é céc tir ma cing do
dai.

Dé& xay dung ma Huffman, ching ta cé thé biéu dién qua cay nhi phan ma céc nit
14 twong ing cdc ky hiéu. Duyét cay nhi phan sé cho ta céc tir ma cia bo ma: xuat
phét tir mit géc va di dén céc nit 14, thém bit 1 vao tir ma moi lan qua nhdnh trai va
bit 0 mdi lan qua nhanh phdi. Vi cay trong Hinh 4.4, ta ¢ bicu dién céc ky tu qua

cdc tir ma nhu sau:

Ky tu Ma hoéa

A 1

0 00
R 010
S 0110
T 0111
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Hinh 4.4:

Dé gidi ma mot chuoi bit, chiing ta bat dau tir géc va di chuyén doc theo cay cho
dén khi gap ky tu: di theo nhdnh trdi néu dé 1a bit 1, ngugce lai di theo nhdnh phdi.
Chéng han, chudi bit

01010111

twong ng tit RAT. Vi mot cay xdc dinh ma Huffman nhw Hinh 4.4, chuoi bit bat ky
duoc gidi ma duy nhat mac du cdce ky tur twong ing véi nhitng chudi bit ¢6 do dai thay

A%
doi.

Huffman da chi ra thuat todn xay dung ma Huffman tir bang cdc tin s6 xuat hién

cia cdc ky tu nhu sau:

Thuat toan xay dung ma Huffman
Xét chuoi can ma héa s tir n ky tw véi n > 2.

1. Xay dung day tan s6 f;,i = 1,2,...,n, xuit hién cia cic ky tu trong chuoi s.
2. Néun =2 (gid stt f1 < fo), xuat cay nhu trong Hinh 4.5 va ding.

3. Gid sit f va f’ 1a hai tan s6 nhd nhat va f < f’. Tao mot danh sdch tan s6 méi
bang cich thay f va f’ bdi f + f'. Goi thuat todn nay st dung danh sach tan so
méi dé tao cay T”. Thay dinh dwoc gan nhan f + f/ d€ nhan dwoc cay T trong
Hinh 4.6. Xuat 7.
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fi f2
Hinh 4.5:
1 0
f f
Hinh 4.6:
Vi du 4.2.1. Cho bdng tan s
Ky tu tan s6
A 2
B 3
C 7
D 8
1) 12

Khi d6 cay Huffman twong ing cho trong Hinh 4.7.

Hinh 4.7:
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4.3 Liét ké cay

Nam 1857, nha todn hoc ngudi Anh, A. Caylay (doc lap véi G. Kirchoff) da kham pha
cac cay khi c6 gang liet ké tat cd cdc chat dong phan cia hydrocarbon. Céc phan ti
hydrocarbon dwoc cdu tao tir cdc nguyeén tit hydrogen va carbon, trong dé moi nguyén
tit carbon c6 thé lién két héa hoc véi bon nguyeén ti khac va moi nguyén ti hydrogen cé
thé lien két héa hoc véi mot nguyén i khac. Mot hydrocarbon bdo hoa 1a hydrocarbon
chita s6 cuc dai cdc nguyén tit hydrogen (véi sé cdc nguyén tir carbon cho trude).
A. Caylay da chirng minh rang, néu hydrocarbon bdo hoa cé k nguyén ti carbon thi
né can cé 2k + 2 nguyén tit hydrogen va do dé c¢é cong thirc héa hoc Cy Hopyo. Ong da
dung d6 thi lién thong dé bicu dién cau tric cia mot phan tit hydrocarbon CyHops
cédc dinh 1 cdc nguyén tit carbon va hydrogen; cdc canh twong ting cdc lién két héa
hoc gitra cédc nguyén tit. Trong truomg hop nay, mot nguyén tit carbon twong ttng véi
mot dinh bac bon va mot nguyén tir hydrogen twong tmg véi mot dinh bac mot (dinh
treo). Tong s6 cac dinh trong do thi twong ng nhiwr vy la: n =k + (2k +2) = 3k + 2;

va tong s6 cic canh la:
L.
5 (tong cac bac) = (4k + 2k +2)/2 =3k + 1.
D6 thi nay lién thong va ¢é s6 canh {t hon s6 dinh 14 1 nén né 1a mot cay. Nhu

vay van dé dém cac cau tric dong phan cia mot hydrocarbon dira vé bai todn dém céc

cay (di nhién c¢é cung céc tinh chat xdc dinh).

Cau héi dau tién cda Cayley dat ra nhu sau: S6 cdc cdy khdc nhau c6 thé xay

dung tir n dinh (hay nhan) khdc nhau la bao nhiéu?
Néu n = 4, thi ching ta c¢6 16 cay (tai sao?).

D& trd 1oi cau héi trén, ta xét do thi ma mo6i dinh cé mot tén hay nhan duy nhét
(titc 1& khong cé hai dinh mang cting mot nhan) dwoc goi 1a do thi duoc gdn nhan
(labeled graph).

Két qud sau lan dau tién dwoc dwa ra va chitng minh béi Cayley. Sau dé nhiéu

chitng minh khdc cting dwoc cong bé. Chitng minh sau day cia H. Priifer nam 1918.

Pinh 1y 4.3.1. (A. Cayley) S¢ cdc cay dvgc gdn nhan n dinh (n > 2) la n"~?; tic la
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50 cde cdy bao trim cia do thi day dd K, la n" 2.

Chitng minh. Gid st V = {1,2,...,n}. V&i moi cay bao trum 7' cda do thi K, ta thiét
lap twong tmg mot-mot véi vector a = (ag, as, . . ., ay_2), trong dé céc s6 nguyén a; thda

man 1 < a; < n, nhu sau:

+ Ky hiéu b; 14 dinh treo dau tién (cé chi s6 nhd nhét) trong tap dwoce sip thit
tu V sao cho e; = (ag,b1) 1a canh treo cia T twong ting (ton tai do moi cay c¢é it nhat

mot dinh treo). Loai canh ey va dinh b ra khéi cay T ta dwgc cay Ty méi.

+ Ky hiéu by 14 dinh treo dau tién (cé chi s6 nhd nhét) trong tap dwoce sip thit
tu V sao cho ey = (a9, by) 1a canh treo twong ting trong cay 7; (ton tai do moi cay cé

{t nhdt mot dinh treo). Loai canh ey va dinh by ra khéi cay T} ta dwoc cay Tp mdi.

+ Lap lai theo quy nap cho dén khi loai canh e,,_s = (a,_2, b,,_2) ta dugc cay gom

ding mot canh e,,_1 = (a,_1,b,_1) n6i hai dinh con lai.

Khi d6 vector a = (ay,ay,...,a,_2) € V"2 duwgc xac dinh duy nhat béi cay T
va vGi hai cay khdc nhau T va T’, ta c¢6 twong tng hai vector khac nhau. Moi dinh a;

xudt hién d(a;) + 1 lan trong vector a.
Nguoc lai, véi moi vector a € V"2, ta cé thé xay dung mot cay 7 nhw sau:

+ L&y dinh dau tién (c6 chi s6 nhd nhat) b; € V ma khong xuat hién trong thanh
phan cia vector a. Ldy phan tit dau tién a; trong vector a; dat canh e; = (ay, by). Loai

a; khdi vector a va dinh by ra khdéi tap V.

+ Tiép tuc lap lai theo thi tuc trén véi cdc s6 con lai, cudi cing ta sé thu duwgc

cay 1.
Nhéan xét rang #V = n" 2. Dinh ly dwoc chitng minh. <
Vi du 4.3.2. Xéc dinh vector do dai nam twong ng cay bao trum trong Hinh 4.8.

Chd y rang v; 1a dinh treo véi chi s6 nhé nhat va v, lien thude véi v, do dé a; = 2.
X6ba canh (v1,v2). PO thi con lai ¢ ve 1a dinh treo véi chi s6 nhd nhét; do d6 ay = 3.

X6da canh (vg,v3) va lap lai tién trinh trén ta cé vector twong ing cay la (2,3, 4,3, 6).
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U1
(o V2

Ve U3

Vs V4
Hinh 4.8:
Vi du 4.3.3. Tim cay bao trum cia K7 twong tng vector (7,2,1,2,1).

Loi gidi cho trong Hinh 4.9. That vay, bat dau véi danh sdch {1,2,3,4,5,6,7}.
S6 3 1a s6 nhd nhat trong danh sdch nhung khong thuoc vector a := (7,2,1,2,1) va 7
14 s6 dau tién trong vector a. Bang cach ndi, ta c6 canh (v, v7). Loai b 3 ra khéi danh
sdch va 7 ra khéi vector a ta ¢ danh sach va vector @ méi twong timg la {1,2,4,5,6,7}
va a = (2,1,2,1). S6 4 14 s6 nhd nhat trong danh sdch nhung khong thudc vector a va
2 14 s6 dau tién trong vector a. Bang cich ndi, ta cé canh (vy,v9). Lap lai thi tuc trén

cho dén khi ta c6 canh cudi cung (vy, vy).

U1
(o V2
Ve U3
Us (%
Hinh 4.9:

Vi du 4.3.4. Cé bao nhiéu cach d€ xay dung mang dién v6i 12 niit néi tat cd cdc nit

stt dung s6 day dan it nhat c¢é thé.

Chiing ta xay dung do thi con cia K5 nhir sau: moi mit tiwrong tmg véi mot dinh
va moi day dan twong tng cac canh. Do thi 7" bicu dién mang dién véi 12 nit ndi tat
cd céc nut st dung s6 day dan it nhat phai 1a do thi lién thong khéng chu trinh. Vi vay
T 1a cay bao trum cia Kis. Theo Dinh 1y 4.3.1, c¢6 12! cay bao trum cia K. Do dé

c6 1210 cach dé xay dung mang dién.
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Nhan xét 4.3.5. Dinh 1y 4.3.1 khong cho ta chinh xdc sé cdc chdt dong phan cia

N A s A 2’ Y
CrHopy 1. DE han ché vé bac cda cdc dinh, ta nhan xét rang:

(a) Vi céc dinh bi€u dién hydrogen la cdc dinh treo, ching sé két hop véi céc
nguyeén tit carbon theo cing mot cdch va do d6 khong déng gép vao hién twong dong

phan. Vi vay ta khong can quan tam dén cdc dinh hydrogen.

(b) Suy ra cay biéu dién CyHaq dwa vé cay cé k dinh, méi dinh bi¢u dién mot
nguyén tir carbon. Véi cay nay ta khong phan biét cdc dinh, va do dé né 1a cay khong

duogc gan nhan.

Vay véi butane CyHyg chi ¢6 hai cay khéc nhau (hay vé ching). (Trong héa hoc,

ta biét rang c¢6 chinh xdc hai loai buttane khac nhau la: n-buttan va isobuttane).

Viéc phan biét gitra do6 thi dwoc gdn nhan va do thi khong dugc gdn nhan 1a rat
quan trong trong bai todn dém s6 cdc do thi khdc nhau. Bai todn liét ké cic cay khong
dwoc gan nhan lién quan dén mot s khai niém khdc va virgt ra pham vi cia gido trinh,

ban doc quan tam c6 thé xem tai liéu dan [19)].

4.4 Cay nhi phan

“Cay nhi phan” (binary tree) 14 mot trong nhirng 16p quan trong nhat cia cay cé goc.
Moi dinh trong cay nhi phan ¢é nhiéu nhat hai con (xem Hinh 4.10). Hon ntra, moi
dinh con dwoc ky hiéu hoac 1a “con trai” hoac 1a “con phdi”. Khi vé cay nhi phan, dinh

con trai duwgc vé bén tréi va dinh con phdi dwgc vé bén phai.

Dinh nghia 4.4.1. Cay nhi phan 1a mot cay c¢6 goc trong dé6 moi dinh hodc khong ¢
con, hodc ¢6 mot con, hodc ¢é hai con. Néu dinh ¢6 mot con, thi con nay dwoc xem 1a
con trai hoac con phdi; néu mot dinh cé hai con, thi mot con bén trai va mot con bén

phai.

Vi du 4.4.2. Trong cay nhi phan Hinh 4.10, dinh b 1a con trai cia a va dinh ¢ la con
phdi cda a. Pinh d 1a con phdi cia b; dinh b khong ¢é con trdi. Pinh e 1a con tréi cda

¢; dinh ¢ khong ¢6 con phai.
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Hinh 4.10:

Vidu 4.4.3. Mot cay xéac dinh bdi ma Huffman 13 cAy nhi phan. Chang han, véi cay
Huffman trong Hinh 4.4, di chuyén tir mot dinh dén dinh con bén trai twong ng sit
dung bit 1 va di chuyén tir mot dinh dén dinh con bén phdi twong tng st dung bit 0.

Cay nhi phan day di 14 cay nhi phan ma moi dinh hoac c¢é hai con hoac khong cé
con.
Pinh ly 4.4.4. Néu T la cay nhi phan day dd véi i dinh trong thi T ¢d i+ 1 dinh

treo va cé tat cd 2i + 1 dinh.

Chitng minh. Tap cdc dinh cida T gom nhirng dinh 1a cdc dinh con (mot vai dinh 1a
cha) va nhirng dinh khong phdi 14 dinh con. Ton tai duy nhat mot dinh khong phai 1a
con-dinh géc. Do c¢é ¢ dinh trong va moi dinh c¢6 hai con nén ton tai 2¢ dinh con. Vay

s6 cac dinh cia T 1 27 + 1 va s6 cdc dinh treo bang

(2i4+1)—i=i+1.

Pinh ly 4.4.5. Néu T la cay nhi phin ¢é dé cao h va t dinh treo thi
logt < h. (4.1)
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Chitng minh. Ta sé chitng minh quy nap theo h bat dang thirc twong dwong:
t <2t (4.2)
Néu h = 0 thi cay T gom mot dinh; suy ra t = 1. Do dé (4.2) ding.
Gid st khang dinh ding véi moi cay nhi phan c6 do cao nhdé hon h. Gid st T 13
cay nhi phan cé do cao h > 0 v4i ¢t dinh treo. Xét truong hop dinh goc cia T' chi ¢

mot con. Néu ta khit goc va canh lién thudc véi goc thi ta dwoc cay nhi phan ¢6 do cao

h — 1 va ciing s6 dinh treo nhw 7. Theo quy nap, t < 27! < 2" va do vay (4.2) ding.
Bay gio gid sit géc cia T ¢6 hai con 1a vy va ve. Ky hiéu Tj,¢ = 1,2, 1a cay con
véi gbe tai v; va gid stt T; c¢6 do cao h; va t; dinh treo. Theo gid thiét quy nap
t; < 2M, i=1,2. (4.3)
Nhan xét ring cdc dinh treo cia T gom cdc mit 14 cda Ty va Ty. Do d6
t =t + L. (4.4)
Tw (4.3) va (4.4) ta cé
t=t1+ty <2M 4202 < oMl g okl ok
<q

Vi du 4.4.6. Cay nhi phan trong Hinh 4.11 ¢6 dd cao h = 3 va s6 cédc nit 1414 ¢ = 8.
Trong truong hop nay, (4.1) tré thanh ding thirc.

Gid sit ta c6 mot tap S ma céc phan tit cia né dwoc sap thit tw. Chang han, néu
S C R véi thit tu thong thuong; néu S 1a cde chudi ky tu, ta ¢ thé sit dung thi tu
tir dién. Cay nhi phan dwoc sit dung rat nhiéu trong tin hoc nham liru trit cdc phan
tit cda mot tap dwoc sap thit tuw. Gid st tai moi dinh v ta lwu trit dir liéu d(v). Khi dé
néu v 1a con tréi (hodc con phdi) cia w thi sé ¢c6 mot mdi quan hé thit tu gitta d(v) va

d(w).

Dinh nghia 4.4.7. Cay tim kiém nhj phan (binary seach tree) la mot cay nhi phan
trong dé ditr liéu lien két véi moi dinh. Dir lieu dwoc sap xép sao cho véi moi dinh v
dtr liéu trong cay con bén trai cia v nhd hon dir liéu trong v; va moi dir liéu trong cay

con bén phdi cia v 16n hon dr liéu trong v.
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Hinh 4.11:

Vidu 4.4.8. Chudi S

OLD PROGRAMMERS NEVER DIE
THEY JUST LOSE THEIR MEMORIES

c6 thé dat trong mot cay tim kiém nhi phan nhw Hinh 4.12.

OLD
/\
NEVER PROGRAMMERS

/\ \
DIE JUST THEY

\ /

LOSE THEIR
\
MEMORIES
Hinh 4.12:

Néi chung, c¢é nhiéu cach dat di liéu vao cay tim kiém nhi phan. Hinh 4.13 minh
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hoa cay nhi phan khéc lwu trit céc tit trong chudi S.

NEVER
/\
JUST PROGRAMMERS
/\ /\
DIE LOSE OLD THEIR
\ \
MEMORIES THEY
Hinh 4.13:

Duéi day la thuat todn xay dung cay tim kiém nhi phan.

4.4.1 Thuat todn xay dung cay tim ki€ém nhi phan

Nhap: Day cac tir phan biét: S.
Xuat: Cay tim kiém nhi phan 7.
1. [Xay dung nit goc] Gid sit w 1a tir dau tién trong day S. Néu S = (0, dat T la cay

khong dinh va canh va dirng; nguoc lai, thiét lap T 1a cay ¢é diing mot dinh (1a

goc) va luu trir w trong goc.
2. [Lay ky tu tiép] Gid sit w 1a ky tu ké tiép trong S. Néu khong ton tai, ding.
3. [Bat dau tim kiém dé lwu tri vi tri] Gid st v 1a géc cia 7.

4. [Két thic?] Néu w nhd hon tir trong v va v khong ¢6 ciy con bén trai thi thém

N /. N N N N s ’ N z
dinh con bén trdi vao v va luu w vao cay con trai sau dé chuyén sang Bude 2.
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Néu w 16n hon tir trong v va v khong c¢6 cay con bén phai, thém dinh con bén

. N N N ’ N ’
phdi vao v va luu w vao sau dé chuyén sang Bude 2.

5. [Tiép tuc tim] Néu w nhd hon tir trong v dat v 1a con bén trai cia v va chuyén
sang Budc 4. Néu w 16n hon tir trong v dat v 14 con bén phéi cda v va chuyén

sang Budc 4.

Cay tim kiém nhi phan rat tién loi trong viéc tim kiém dw liéu. Tikc 14 néu cho
dit litu D ta cé thé xéc dinh vi trf cia né D trong cAy tim kiém nhi phan (néu cé).
D€ x4c dinh dit liéu D trong cdy tim kiém nhi phan, ching ta bat dau tir goc. Sau dé
ta lap lai tién trinh so sdnh D véi dit liéu tai nit hién hanh. Néu D bang di liéu tai
mit hién hanh, titc da tim thay D va thuat todn dirng. Néu D nhd hon (twong ting,
16n hon) dit lidu tai mit hién hanh v ta di chuyén xuéng niit con bén trai (twong tng,
bén phdi) cia v va lap lai qué trinh nay. Tai thoi diem nao dé, ta khong thé di chuyén

dwoc ntra thi két luan D khong cé trong cay.

Thoi gian tim kiém dir liéu trong cay tim kiém nhi phan 1a t6i da khi dir liéu
khong nam trong cay va theo dé ta cé day chuyen dai nhat tir nit goc. Do dé thoi gian
t61 da dé tim kiém ti 1é v6i chieu cao cia cay. Hé qud 1a do cao cia cay tim kiém nhi
phan cang nhé thi thoi gian tim kiém cang it. C6 nhieu céch dé cuyc tidu héa do cao

cia cay (xem [9]).

D¢ phan tich truwong hop xau nhét trong cay tim kiém nhi phan 7' (c6 n dinh, t
dinh treo va do cao h) ta goi 7% 14 cay nhi phan diy di nhan dwoc tit T bang cdch
thém céc mit con bén trdi va bén phdi (néu can). Chang han, Hinh 4.14 14 ciy nhi phan
day dud tir cay T trong Hinh 4.12. Céc dinh thém vao dwoc ddnh dau *. Viéc tim kiém
khong thanh cong trong T twong ttng dén cdc dinh ddnh ddu * trong T*. Theo Dinh 1y
4.4.5, logt < h. Nhung theo cich xay dung, cay nhi phan day ddi T* c¢6 n dinh trong va
t dinh treo, nén theo Dinh 1y 4.4.4, t = n + 1. Do dé trong trudmg hop xau nhat thoi
gian tim kiém it nhat 1a logt = log(n + 1). Dé dang thay rang néu do cao cia T t6i

thicu thi truonmg hop xdu nhat thoi gian tim kiém bang [log(n + 1)].
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Hinh 4.14:

4.5 Cay bao trum

Chiing ta da nghién citu riéng biét cic tinh chat cia mot cay, trong muc nay ching ta
sé nghién citu cay khi gdn né nhirr mot do thi con cia mot do thi khac. Ching ta biét
rang cho do thi c6 m canh, cé thé xay dung dwroc 2™ do thi con khac nhau; 16 rang 13
trong so dé c¢é mot vai do thi con 14 mot cay. Ching ta quan tam dén mot loai cay dac
biét: “cay bao trum”. Khéi niém ciy bao trtum lan diu tién dwoc sit dung va phét trién
Iy thuyét vé cay béi nha vat Iy nguoi Ditc Kirchoff ndm 1847. Kirchoff da sit dung cay
bao triim nham gidi hé cdc phwong trinh tuyén tinh dé xéc dinh cuomg do dong dién

trong moi nhanh va xung quanh mach cia mot mang dién.
Vi du 4.5.1. D6 thi trong Hinh 4.15(a) ¢6 cay bao trum trong Hinh 4.15(b).

Dinh nghia 4.5.2. Cay T duwgc goi la cay bao triun cia do6 thi lién thong G néu T la

do thi con cia G va T chita tat cd cdc dinh cia G.

Dinh ly 4.5.3. Do thi G = (V, E) ¢6 do thi bo phan la mot cay néu va chi néu G lién
thong. Néi cdch khdc, cho trudéc mot do thi lién thong va ¢ n dinh, bao gio ta cing cd
thé’ bd di mot s6 canh cia G dé duwoc mét cay chita tdt cd cdc dinh cia G (cdy cé n
dinh,).
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Hinh 4.15:

Chitng minh. Diéu kién can. Néu G lién thong thi ta thit tim xem c6 canh nao ma khi
x6a di khong lam cho d6 thi mat tinh lién thong khong. Néu khong cé mot canh nio
nhu vay thi G 14 mot cay; néu c¢6 mot canh nhu vay thi xéa né di, va ta lai di tim mot
canh méi dé€ xda... Cho téi khi khong thé xéa mot canh ndo duwoc nita thi ta cé mot

cay ma tap hop céc dinh cia né ding bang V.

bDiéu kién dd. Gid sit a,b 1a hai dinh trong G va do dé thudc cay bao truim T cda G.
Khi dé ton tai day chuyén p trong T tit @ dén b. Suy ra u cting thuoc G. Vay G lién
thong. <

Ching ta sé sit dung thuat todn tim kiém theo chiéu rong d€ xay dung cay bao

trum cda do thi lién thong.

4.5.1 Thuéat toan tim kiém theo chiéu rong xic dinh cay bao
trum
Trong thuat toan nay, S ky hiéu la mot day.
Nhéap: Do thi lién thong G := (V, E) véi cde dinh duge ddnh s6 thit tu
V1, V2, ..., Up.
Xudt: Cay bao trum 7.
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1. [Khéi tao] Dat S := [v1] va T 1a d6 thi gom dinh v; va khong c¢6 canh. Ky hiéu v;
14 dinh goc.

2. [Thém canh] V&i moi 2 € S, theo thit tw, thém canh (x,y) € E va dinh y (theo
thit tur) vao T néu T'U (z, y) khong tao thanh chu trinh. Néu khong ¢6 canh nhw

vay, dirng. T la cay bao trum.
3. [Céap nhat S] Thay S bdi con (trong T) ciia S theo thir tiy. Chuyén sang Buéc 2.

Dé tim cay bao trum cia do thi lién thong ta con cé thé dung thuat toan tim kiém

theo chiéu sau (con goi 1a quay lui) nhu sau:

4.5.2 Thuat todn tim ki€m theo chiéu sdu xic dinh cay bao
trum
Nhéap: Do thi lién thong G := (V, E) véi cde dinh duge ddnh s6 thit tu
V1,U2y...,Un.
Xudt: Cay bao trum 7.
1. [Khéi tao] Dat w := vy va T 1a d6 thi gom dinh v; va khong ¢6 canh. Ky hiéu vy
14 dinh goc.

2. [Thém canh] Chon canh (w,vy) vGi chi 86 k& nhd nhédt sao cho viéc thém canh nay
vao T khong tao ra chu trinh. Néu khong ton tai, chuyén sang Bude 3. Nguoc

lai, thém canh (w,v;) va dinh vy, vao T; dat w := vy va chuyén sang Buéde 2.
3. [Két thuc?] Néu w = vy, thuat todn ding, T' 14 cay bao trum.

4. [Quay lui] Dat x 1a cha cia w (trong T); gdn w := x va chuyén sang Buéde 2.

Vi du 4.5.4. Do thi trong Hinh 4.16(a) ¢ cdc cay bao trum, Hinh 4.16(b) va 4.16(c),

duoc xay dung theo cdc thuat toan tim kiém theo chiéu rong va chiéu sau twong tng.
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Hinh 4.16: (a) Do thi G. (b) Cay bao trum sinh bdi thuat todn tim kiém theo chiéu

rong. (¢) Cay bao trum sinh bdi thuat todn tim kiém theo chiéu sau.
4.5.3 Tim cay bao trum dua trén hai mdng tuyén tinh

D¢ cai dat cdc thuat todn tim kiém theo chiéu rong va chiéu sau trén do thi lién thong
G tim cay bao trim 7T ta cé thé dung cdu tric dir liéu ma tran ké hay cdi bién, mang
cdc danh sach ke V_out[]. Tuy nhién, trong triwomg hop do thi dwge bicu dién bdi hai
mang tuyén tinh a va 3 thi cich tiép can sau sé hiéu qua hon. Ngoai ra, phwong phap
sau nay cung cho ta mot “rirng” (tap cac cay bao trum) chita (n — p) canh trong truong
hop d6 thi ¢é p > 1 thanh phan lién thong. Hién nhién, véi nhitng thuat toin xay dung
cay bao trim ta c6 thé kiém tra do thi c6 lién thong hay khong, va néu né khong lién
thong thi ¢6 thé xac dinh cdc thanh phan lién thong. Néu mat khac, do thi cé trong s6
thi ching ta c6 thé tim cay bao triim c6 tong trong liong nhdé nhat (xem Phan 4.6).
Hon nita ching ta cing ¢6 thé xay dung hé cdc chu trinh doc 1ap dua trén cay bao trum
cia do thi nhu trong Phan 4.5.4.

Xét do thi vo huéng G khong cé khuyén n dinh va m canh. Céc dinh duoc gn
nhan vy, v, ..., v,, va do thi xdc dinh bdi hai mdng tuyén tinh «, 3, trong dé «; va

Bi,i=1,2,...,m, la cdc dinh duoc lién thudc bdi canh e;.

X ’ - A s A /. N N N s .
Moi buée lap cida thuat todn, mot canh mdéi duwoc dwa vao kiém tra dé xac dinh
céc dinh cia canh d6 6 xuat hién trong cay nao dé (da dwgce thiét lap & budce trude;

buée dau tién ching ta chuwa cé cay bao trium nao). O budce thit i,1 < i < m, khi kiém
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tra canh (o, 3;) ¢6 nam trueong hop xdy ra:

1. Néu cd hai dinh khong nam trong bat cit mot cay nao da dwoc xay dung & (i —1)
bude trude, khi dé cac dinh oy, 8; dwoc gan s6 thanh phan lién thong 14 s6 ¢, sau

do tang c lén mot don vi.

2. Néu «; thudc cay T; con f; thuoe cay Ty (j,k = 1,...,c va j < k), canh thit i
dwroc sit dung dé néi hai cay nay; do dé, moi dinh trong cay T} dwoc gén 1a s6

thanh phan lién thong cda ;. Gid tri ¢ gidm mot don vi.

3. Néu cd hai dinh cling nam trong mot cdy, thi canh (o, 3;) cling véi mot s6 canh

khéc cda cay sé tao thanh mot chu trinh va do d6 khong xit 1y truwdmg hop nay.

4. Néu dinh «; thuoe cay T; con f3; khong thude cay nao, khi dé canh (o, 3;) duge

thém vao cay 7T bang cdch gén s6 thanh phan lién thong cda 7} cho dinh ;.

5. Néu dinh §; thuoc cay Ty con a; khong thude cay nao, khi d6 canh (o, §;) dugc

thém vao cay T}, bang céch gén s6 thanh phan lién thong cia 7T}, cho dinh ay.

Dé thure hién viéc kiém tra céc dinh cudi cda mot canh dwoc khdo sét c6 xuat hién
trong cay nao khong, ching ta xay dung mot mang tuyén tinh n phan tit Vertex[]. Khi
mot canh (v;,v;) nam trong cay thit ¢ thi cdc phan ti thit ¢ va j cda méng nay duge

dat 1 c.

Trong cic qué trinh xit 1 ké sau, khi mot canh khic (o, 3;) dwge duwra vao kiém
tra, ching ta chi can ki€m tra cdc phan tit thit a; va 3; trong méang Vertex[] c6 khac 0
khong. Phan tit thit ¢ trong méng Vertex[] bang 0 chi ra rang dinh thit ¢ nay khong
nam trong bat cit cdy ndo. Két thic chwong trinh, mdng Vertex|] cho ching ta biét cic
thanh phan lién thong cia do thi G.

Nhan xét rang, cay khong chi dwoc mo td bdi tap cdc dinh. Bdi vay, ching ta
can c6 mot mang céc canh dé xuat dir lieu. Dat mdng nay 1a Edge[]. Néu canh thit i
nam trong cay thit ¢, ta c6 Edgelk] = ¢; nguge lai, né dwge dat bang 0. Tat cd cdc
phan tit 0 trong mang nay twong tng véi cde khuyén co lap (tire 1a cdc canh khong
nam trong bat cit cAy bao triim hay rimg nao). Mdng nay cling véi cdc mdng o va [,

xdc dinh duy nhét cay bao trum (hodc rirmg) dwgce sinh bdi thuat todn nay.
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Trong thuéat todn nay, vong lap chinh thuc hién m lan. Thoi gian doi héi d€ kiém
tra céc dinh cé xuat hién trong ciy hay khong 13 hang so-khong phu thuoc vao n va m.
Do dé thoi gian thuwe hién thuat toan ti 1é véi m!. Trong truong hop m > n, ta cé thé
gidm thoi gian thire hién bang céch lru trit mot bién dém s6 cdc canh dwoc dit vao
cay. Khi bién nay dat gid tri (n — 1) chwong trinh sé két thiic (néu do thi lién thong;

s . o A9 .
trdi lai ta can kiém tra moi canh).

Thu tuc sau minh hoa thuat todn tim cay bao trum dua trén hai mang tuyén tinh

af] va 3] :

void SpanningTree()
{
byte i, j, Tempt, Count = O;
byte Vertex [MAXVERTICES], Edge[MAXEDGES];

for (j = 1; j <= NumVertices; j++) Vertex[j] = O;

for (i = 1; i <= NumEdges; i++) Edgel[i] = 0;

for (i = 1; i <= NumEdges; i++)
{
if (Vertex[alphal[il] == 0)
{
if (Vertex[betal[il] == 0)
{
Count++;
Edge[i] = Count;
Vertex[alpha[i]] = Count;
Vertex[betal[i]] = Count;
}
else
{
Edge[i] = Vertex[betalil];

!Thoi gian doi héi d€ tron hai cAy T; va T; duge thyc hién trong ngon ngit C khong phu thude vao

n. Tuy nhién, c¢6 nhitng thuat todn tron rat hiéu qud cho phép thwrc hién tién trinh nay.
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Vertex[alphal[il] = Vertex[betal[il];

}
else
{
if (Vertex[betal[il]] == 0)
{
Edge[i] = Vertex[alphalil];
Vertex[betal[il] = Vertex[alphalil];
}
else
{

if (Vertex[alphal[il] < Vertex[betali]])
{
Edge[i]
Tempt

Vertex[alphalil];
Vertex[betalil];

for (j = 1; j <= NumEdges; j++)

{
if (Edge[j] == Tempt)
{
Edge[j] = Vertex[alphal[il];
Vertex[alphal[jl] = Vertex[alphalil];
Vertex[betal[jl] = Vertex[alphalil];
}
}

}
else if (Vertex[alpha[i]] > Vertex[betalill)
{
Edge[i]
Tempt

Vertex[betalil];
Vertex[alphalil];

for (j = 1; j <= NumEdges; j++)
{
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3

if (Edgel[j] == Tempt)

{
Edge[j] = Vertex[betalil];
Vertex[alpha[jl] = Vertex[betal[il];
Vertex[betal[jl] = Vertex[betalil];
}

else Tempt = O;

if (Tempt == Count)

{

3

Count--;

else if (Tempt > 0)

{

for (j = 1; j <= NumEdges; j++)
{
if (Edgel[j] == Count)

{
Edge[j] = Tempt;
Vertex[alphal[jl] = Tempt;
Vertex[betal[jl] = Tempt;
}
}
Count--;

printf("So thanh phan lien thong la %d", Count);
for (j = 1; j <= Count; j++)

{
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printf("\n Cay bao trum thu %d gom cac canh:", j);
for (i = 1; i <= NumEdges; i++)
if (Edgeli] == j) printf("\n %d %d ", alphali], betalil);

4.5.4 Thuéat todn tim tat cd cdc cay bao trum

Viéc phan tich cdc mach dién vé co ban c6 thé dwa ve bai todn tim tit cd cdc cay bao
tram cda do thi (xem [19]). Do tam quan trong cda nd, ¢6 nhiéu thuat toén khdc nhau
gidi quyét bai toan nay. Mot trong nhitng phwong phap 1a hoén ddi céc chu trinh nhur
sau: Xuat phat tir mot cAy bao triim 7' nao d6. Véi moi canh khong nam trén cay 7,
khi thém vao cay nay sé tao ra duy nhat mot chu trinh. Xda bé mot canh bat ky trong

chu trinh nay sé cho ta mot cay bao trum mdéi.

Do s6 céc cay bao trium 1a rat 16n tham chi cd véi nhirng do6 thi nhd, tinh hiéu qud
cia nhitng thuat toan gidi quyét bai todn rat quan trong (xem [14]). Mot tong quan
cia cdc phwong phap nay 1a mot luan an tién s cia Chase [12]. Chase da chi ra rang
thuét todn dwa ra béi Minty c6 hiéu qud nhat: lién tiép thu gon do thi bang cdc phép
toan xda mot canh va hop nhit cdc dinh dau cudi cda né. T céc cay bao triim cia céc
do thi thu gon (ma nhd hon rit nhiéu) ta cé thé dung duwoc tit cd cic cdy bao trim
cia do thi ban dau. D& bdo ddm thuat toan két thic, cdc do thi cé kich thuée dudi
mot nguwong cho triede sé khong dwoc thu gon thém; thay vao dé la cac cay bao trum

cia ching dwoc suy ra.

4.5.5 Heé co sd cida céc chu trinh déc lap

Xét do thi vo huéng G c6 n dinh, m canh, p thanh phan lién thong. Ta biét rang chu
s6 v(G) =m —n + p la s cuc dai cdc chu trinh doc lap. Phan dudi day ta xay dung
thuat todn tim hé co s& cia céc chu trinh doc lap duwa trén cay bao trum cda do thi.
Khong gidm tong quat, cé thé gid thiét do thi G lién thoéng, vi trong truwdomg hop trai
lai, thi ta xét tirng thanh phin lién théng. Y tudng & day la
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1. Xay dung cay bao trum 7' := (V, Ep).

2. Gid st eq,ea,. .., €m_nt1 1a cic canh cia F nhung khong thudc cay T. Khi thém
mot canh bat ky trong céc canh nay, ching han canh ey, vao cay T ta duwroc mot va
chi mot chu trinh p. Céc chu trinh gy, po, . . ., fim—ns1 1& doc 1ap vi moi chu trinh
chita mot canh khong thude cdc chu trinh kia; mét khac ta c6 (m —n+1) = v(G)

chu trinh nhur vay, nén ta da xdc dinh dwoc hé co s& cia cdc chu trinh doc 1ap.

Nhu vay bai todn dwa vé tim cdc chu trinh gy, khi thém canh e, vao cay T. Trong
khi ki€m tra canh e, = (ag, %) trong Thuat toan 4.5.3, néu dieu kién 3 ding (tic 13
cd hai dinh oy va (B xuat hién trong cung cay T;) thi thay cho viéc loai b canh nay
ching ta can tim céc canh trong T; ma tao thanh day chuyeén gitra hai dinh oy va fGy.
Déay chuyén nay cing véi canh (ag, 8;) tao thanh mot chu trinh co bdn. Van dé chinh &
day 1a tim day chuyén nay. C6 nhiéu phwong phép hiéu qud gidi quyét bai todn, trong

s6 d6 thuat todn cda Paton [50] 1a hiéu qud nhét.

Thuat todn Paton tim hé co s& cda cdc chu trinh doc lap

Chiing ta cling sé kiém tra mdi canh ¢6 tao thanh chu trinh véi nhitng canh trong cay
duoc xay dung trong qud trinh thire hién thuat todan, nhung thay viéc 12y cdc canh theo
thit tu tiy ¥ (nhw trong Thuat toan 4.5.3), ta chon mot dinh z va kiém tra cdc canh
lién thuoc véi né. (Dinh z 1a dinh vira diwgce thém vao cay). Dé don gidn, ta sé sit dung
ma tran ké A biéu dién d6 thi. Ky hiéu 7 13 tap hién hanh cdc dinh trong cay duoc
xay dung & budc nao dé va W 1 tap cac dinh chwra dwge kiém tra (tirc 1a nhitng dinh

thuoc T hoéc khong nhung c6 it nhat mot canh lién thudc véi né chwa dwoc kiém tra).
Chiing ta khéi dau thuat todn bang cdch dat T = {v;} vA W = V. Dinh v, sé 1a
goc cia cay. Sau qué trinh khéi tao, thuce hién cic bude sau:
1. Néu TNW = thuat todn dung.
2. NeuTNW # ) chon dinh z € TNW.

o A0 Y s 7 X N A 7 . ’ A ’ N
3. Kiém tra z bang cich xét mdi canh lién thuoc v4i né. Néu khong cé canh ndo,

khit z tir W va chuyén sang Bude 1. Nguoc lai, gid sit ton tai dinh p € V sao cho

141



(z,p) € E.

4. Néu p € T tim chu trinh so cdp gom canh (z, p) va mot day chuyén (duy nhét) tir

z dén p trong cay dang duwroc xay dung. Xéa canh (z,p) va chuyén sang Buéce 3.

5. Néu p ¢ T thém canh (z, p) vao cay va dinh p vao T. X6a canh (z,p) va chuyén

sang Budce 3.

Nhu da dé cap, van dé co ban 1a Buge 5. Ching ta phdi tim day chuyeén tir z dén

p nhwr thé ndo? Phan tich dudi day trd 161 cau hdi nay.

Chiing ta stt dung mot ngan xép (stack) TW = T'NW dé luwu trit cac dinh trong
cay nhung chuwa dwoc kiém tra. Dinh dwoc thém gin day nhit vao cay sé dwoc cheén
vao dau ngan xép. Dinh dwoc kiém tra duwgc lay ra khéi tir ngan xép. Ta sit dung thém
hai méng tuyén tinh do dai n: mdng ([j] 1& khodng céch tit goc v; dén dinh v; trong
cay bao trum; va Pred[j] 1a dinh v; sao cho canh (v;,v;) la mot canh trong cay véi v;
gan goc hon v;. N6i céch khdce, Pred[j] 1a dinh lién trude dinh v; trong day chuyén ti
vy dén v;. Nhan [[j] = —1 néu va chi néu dinh v; khong thudc tap 7. Khdi tao [[1] =0

val[j]=—1véimoi j =2,3,...,n.

Trong Buée 5, khi xét dinh 2z va canh (z, p) dwoc tim thay véi p € T. DE xéc dinh
chu trinh co bdn sinh bdi canh (z,p) ching ta lan theo day chuyén tir z dén p trong
cay bang cdch tim lién ti€p cdc “tién béi” Pred|z], Pred[Pred[z]],. .. cho dén khi ching
ta bat gap Pred[p]-tién béi cia p. Néi cdch khdc, nhwr chi ra trong Hinh 4.17, chu trinh

co bdn duoc tao ra la

z, Pred|z], Pred[Pred[z]], ..., Pred[p], p, 2.

Chu ¥ riang tien boi Pred[k] cida moi dinh k € T 1a mot dinh ma hodc da dwgc
kiem tra hoac dang dwoc kiém tra. Téc 1a, néu k € T NW thi

Pred[k] ¢ W nhung Pred[k] € T.
Thi tuc FundamentalCircuits() dwdi day minh hoa cdc buge da trinh bay & treén.

void FundamentalCircuits(byte Start, byte *xA, byte NumVertices)
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Goc

(Binh thude T chira dwrge kiém tra)

(Céc dinh da dwogc kiém tra)

PRED(PRED(2))

PRED(2)

(Pinh chwa dwgc kiém tra)

Hinh 4.17: Xay dung chu trinh co ban.
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Path Pred;

byte i, z, p, nu_G = 0;
Boolean Sum;
AdjPointer TW;

int T[MAXVERTICES];

for (i = 1; i <= NumVertices; i++) T[i] = -1;

T[Start] = 0;

Create (&TW) ;
Push(&TW, Start);

while (!'Empty(TW))
{
Pop (&TW, &z);

printf("\n z = %d", z);
getch();

for (p = 1; p <= NumVertices; )
if (A[z][p] > 0)

{

printf (", p = %d", p);

if (T[p] == -1)

{
printf (": not in T (-> T)");
Push (&TW, p);
Pred[p] = z;
T [p] = 0;

}

else

{
printf (": in T(%d: ", ++nu_G);
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i= z;
while (i '= Pred([pl)
{
printf ("%d->", i);
i = Pred[i];
}
printf ("%d->%d->%d)", Pred[p], p, z);
}
getch();
Alz] [pl--;
Alp] [z]--;
}

else p++;

Thoi gian thue hién cia thuat todn bi chan trén bdi n” trong d6 gid tri thuc

v € [2,3] phu thudc vao cau tric cda do thi cing nhuw cdch ddnh nhan cdc dinh [50].

Mac du d€ don gidn ching ta da gid st G lién thong, tuy nhién thuat toan cé thé
dé dang cdi bién cho truong hop tong quat. Dau tién, thuit todn sé tao ra tat cd céc
chu trinh co ban trong thanh phan lién thong chita dinh xuat phat v;. Sau d6 ta chon
dinh y ma I[y] = —1 v bat dau véi y 1a gbe cda ciy bao trum thit hai. Thuat toan lap

lai cho dén khi tat cd cdc dinh dwge gadn nhan [ khac —1.

4.6 Cay bao trum tdi thi€u

Pinh nghia 4.6.1. Gid sit G 14 do thi ¢ trong s6. Cay bao trum t6i thiéu cia G 1a

mot cay bao trim cia G vGi trong lwong nhd nhét.

Bai toan nay rat hay gap trong thong tin lién lac va trong cic nganh khéc. Chang

han ta dat cau héi nhw sau: do dai day dién ngin nhat can thiét dé€ néi n thanh phd da
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dinh 1& bao nhiéu? Khi dé coi cdc thanh phé 1a cdc dinh cda do thi va w(a, b) 1a khodng
cach tinh bang km gitta cdc thanh phd a va b. Mang day dién can phdi lién thong, va
vi do dai day dién can ngin nhat nén né khong cé chu trinh: vy mang dé 1a mot cay.
O day ta can tim mot cay “t6i thieu” cé thé dugc va la mot do thi bo phan cia do thi
diy du c6 n dinh. Mot tng dung gidn tiép: bai todn tim cay bao trim t6i thidu la buée
trung gian trong viéc tim 1o1 gidi cida bai todn ngudi du lich-mot bai todn thwdomg xudt

hién trong thurc té.

Can chi ¥ rang, cay bao trum t6i thidu cia do thi khong lién quan dén cay sinh
bdi tat cd cic day chuyen ngan nhat tir mot dinh cho truée. Do d6, do thi trong Hinh
4.18(a), véi cde sO trén cdc canh twong ing cdc trong lwong canh, cay sinh ra bdi duong
di ngdn nhat tir dinh cho truwée, chdng han vy, trong Hinh 4.18(b); ngugc lai, ciy bao
triim t6i thiéu cho trong Hinh 4.18(c).

V1 U1
V4 V2 V4 V2
Us Us
U3 U3

(a) (b) ()

Hinh 4.18: (a) Do thi G. (b) Cay sinh béi dudmg di ngan nhét xudt phét tir vy. (¢) Cay

bao triim nhd nhat.

Tim cay bao trum t6i thi€u 13 mot trong nhitng bai toan cda 1y thuyét do thi cé
thé gidi quyét triet dé. Do dé, dat T; va T; la hai cay con duwoc tao ra trong qud trinh
xdy dung cdy bao trum t6i thidu. Néu T duoc sit dung dé bicu dién tap cdc dinh cia

ciy con thi A, c6 thé dinh nghia la khodng céch ngan nhat tir moét dinh trong T; dén
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mot dinh trong T;; tice la

A;j := min[min {w(v;, v,)}], i # 7. (4.5)

v; €T v €Ty

Khi d6, dé dang ching minh rang lap lai phép todn sau sé cho ta ciy bao trum

t61 thieu:

Phép toan I. Véi cay con T nao dé, tim cay con T sao cho Ay = ming, [Ayl, va
dat (vs,v,+) la canh twong tng gia tri Ay« trong (4.5) dat dwgc. Khi dé (vs, vj+)
thudc cay bao trum tdi thi€u va ¢6 thé duwoc thém vao véi céc canh khac trong

qué trinh lap d€ tao ra cay bao trum tdi thiéu.

That vay, gid sit cdc canh trong céc cay con & budce k nao dé thude cay bao trium
t6i thidu T;, & bude cudi cing. Gid st canh (v, v;+) dwge chon nhuw trén khong thude
cay bao trum téi thiéu T},. Theo dinh nghia, cay con T, & buéc cudi cing dwoc néi
véi cay con khéc nao dé bang canh (v;,v;) trong dé v; € Ty va v; ¢ Ty va ngoai ra Ty
phdi chita trong cay bao triim t6i thiéu 7,,. X6a canh (v;, v;) khéi cay Ty, s& cho ta hai
thanh phan lién thong va thay né béi canh (vs, vj+) sé tao mot cay méi c6 trong lwong
nhd hon trong lwong cay T, mau thuan. Vay, véi nhitng gid thiét trén, ta cé thé thém
canh (vs,v;-) d€ tao thanh cdy (chita trong ciy bao triim t6i thiéu) & buéc k va tiép
tuc véi buée (k + 1). Ciing can chi ¥ rang, phwong phap trén khong phu thuoc vao
cay Ts duge chon. Hon nita, do budc khdi tao (tike 1a trude khi bat cit canh nao dugce
chon) gid thiét 1a khong ton tai (va do d6 ding) nén lap lai thuat todn trén cudi cuing

~ A N . o A0
sé tao ra cay bao trum téi thiéu.

Hau hét cdc phwong phép tim cay bao trum t6i thiéu déu dua trén nhing truomg
hop dac biét cda thd tuc trén. Pau tién, trong s6 d6 1a phwong phdp cda Kruskal [39]

nhu sau.

4.6.1 Thuat toan Kruskal

Y tudng cia thuat todn Kruskal tim ciy bao trium trong do6 thi lién thong cé trong so

G nhu sau: Khéi tao v4i do thi T' gom tat cd cdc dinh cia G va khong cé canh. Tai
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moi buée lap ching ta thém mot canh cé trong lwong nhd nhdt 1én cady 7' ma khong
tao thanh chu trinh trong 7. Thuat toan dirng khi 7" ¢6 (n — 1) canh.

1. [Khéi tao] Gid sit T 14 do6 thi gom n dinh va khong c¢6 canh.

2. [Sap xép] Sap xép thit tu cdc canh cia do thi G theo thit tuw trong lwong téng

dan.

3. [Thém canh] Thém canh (b&t diu tir canh diu tién) trong danh sich cdc canh
dwoc sdp xép vao cay T sao cho khong tao thanh chu trinh trong 7' khi thém.

(Canh dugce thém vao goi la chap nhan dugc).

4. [Két thiic] Néu T ¢6 (n—1) canh thi thuat toan dirmg; 7' 14 cAy bao trum t6i thiéu.

Thuat todn nay thém vao cay 7' nhing canh c6 trong lwong nhé nhat chap nhan
duoc hon 13 thém canh gitta mot cay con cia T, chang han T, va mot cay con nao khéac
(nhw chi ra trong Phép todn I). Hién nhién canh dwgc chon cé trong lirong nhé nhét
gitta mot cay con nao dé va bat ky cay con khac, nén nguyeén téc chon cia thuat toan
Kruskal 14 mot trueomg hop dac biét ciia Phép toan I. Tuy nhién cé thé xdy ra triwong
hop canh e duwoc kiém tra d€ thém vao lién thudc gitta hai dinh cia cling mot cay con
va do d6 né sé tao ra mot chu trinh néu thém vao; titc 1a canh e 14 khong chap nhan
dwoc. Vi vay, trong Bude 3, cac canh can duwoc kiém tra tinh chap nhan cda né truée
khi thém vao 7. Tién trinh kiém tra nay cé thé thue hién hiéu qud bang cach st dung
thuat todn xay dung cay bao trum dua trén hai mang tuyén tinh nhw da trinh bay
trong Phan 4.5.3.

Vidu 4.6.2. Xét do thi trong Hinh 4.19(a). S&p xép cdc canh theo trong lwgng tang

dan (sit dung hai mdng tuyén tinh a va 3) ta duge

k 112131456 |7[8]9
clalelalcl|lal|lb|c|d

p dlc| flel|flb|d]|el]f
Tronglwugng | 1 | 2 | 2 | 3 |3 | 4|5 |66
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Céc canh (khong tao thanh chu trinh) dugce thém vao cay T theo thi tuw la

(¢;d), (a,c), (e, f), (a,€), (a,b).

T la cay bao trium nhd nhat ¢é trong lwong 12 (Hinh 4.19(b)).

a 4 b a 4 b
3 2 1 o 3 2 1
c d c ;l
6 3 6
e 2 ¥ e 9 f

Hinh 4.19:

B6 dé 4.6.3. Néu K,, = (V,E) la do thi day di, va néu tat cdc cdc trong hrong ciia

cdc canh khdc nhau thi ton tai duy nhdt mét cay bao trum t6i thiéu T = (V, Er).

Chitng minh. Ky hiéu Ej := {ey, e, ..., ex} la tap cac canh dwoc thém vao cay T trong
Thuat todn 4.6.1 & bude lap thit k,1 < k < n — 1. Hién nhién theo cach xay dung, T

14 do6 thi ¢6 (n — 1) canh va khong ¢6 chu trinh nén 7' 1& cay bao trum cia K.

Gid st 7" = (V, Ep+) 1a cay bao triim t6i thiéu, ta chitng minh Ep = E,_;. That
vay, gid sit nguoc lai ton tai chi s6 & nhd nhit sao cho canh e khong thuoc Eps. Khi
dé6 theo tinh chat cia cay, ton tai mot va chi mot chu trinh p trong 7" U {e}. Trén chu
trinh nay ¢6 mot canh eg ma e ¢ E,_1, vi néu ngugce lai ton tai mot chu trinh, 1a p,
trong cay T—mau thuan. Néu dat Erv := (Ep U{ex}) \ {eo}) thi do thi T := (V, Ep»)

khong ¢6 chu trinh va ¢é (n — 1) canh nén né la mot cay.
Mat khac Ex—1 U{eg} C Erv nén Ej_y U{eg} khong chita chu trinh. Suy ra
w(ep) > w(eg).

Nhung cay 7" nhan dwoc tir cay 17" bang cach thay canh ey thanh canh ej, nén W (T") <
W(T"). Mau thuan vi 7" 14 cAy bao trtum t&i thiéu. q
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Dinh ly 4.6.4. Thudt todn Kruskal la ding; tiéc la, két thic thudt todn T la cdy bao

\ . - A7
tram toi thiéu.

Chatng minh. That vay trude hét ta thu xép d€ moi canh déu cé do dai khac nhau;

chang han néu w(e;) = w(ey) = - -+ = w(es) thi thwe hién phép bién doi:
w(er) = w(e) +e,
w(ea) = wlez) + €,
wles) = wles)+¢€,

trong dé e 14 s6 dwong did bé sao cho khong lam ddo 1on thit tr vé quan hé gitta trong

luong cia cdc canh.

Hon nita, ta ciing c6 thé thém cdc canh f véi trong lwong dd 1ém w(f) >
> e w(e) va khéc nhau sao cho d6 thi nhan duwoc K,, = (V, E') la day du.

Theo B6 dé 4.6.3 ton tai duy nhat mot cay bao triim t6i thicu T trong do thi K.
Mat khac, moi cay bao trum cia do6 thi G ¢6 trong luong khong vuot qué Y- . w(e)
va moi cay bao triim cia G cling la cay bao trum cia K,,. Suy ra 7' la ciy bao trum toi

oA
thiéu cia G.

Nhéan xét rang, c6 thé ding phwong phap doi ngau: loai dan céc canh cé trong
lwrong 16n nhat cia d6 thi ma khong lam mat tinh lién thong cia né cho dén khi khong

N . ~
thé loai canh dwoc nira.

Do phitc tap tinh todn cia thuat todn Kruskal phu thudc vao Bude 2: do thi cé
m canh can m log, m phép toan dé thirc hién sap xép mang theo trong lrong tang dan.
Tuy nhién, néi chung, ta khong can duyét toan bd mdng vi cay bao trium t6i thieu gom
(n — 1) canh chdp nhan dwoc nén chi can kiém tra r < m phan tit dau tién cia mdng.
Do d6 ta c6 thé cdi tién thuat todn nay dé tiang toc do thue hién (xem [14], [36]).

Mic du ¢é nhitng cdi tién, nhung thuat toan Kruskal chi thich hop véi nhimg
do thi twong doi thwa. Vé&i nhitng do thi khéc, ching han do thi day dd cé s6 canh
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m = n(n — 1)/2, Prim [49] va Dijkstra [20] d& dua ra nhtrng thuat todn khac dua trén

viéc dac biét hda hiéu qud hon Phép todn 1.

4.6.2 Thuat toan Prim

Thuat todn nay xay dung cay T bang cach lién tiép thém céc canh cé trong lwong nhd
nhat lién thudoc mot dinh trong cay dang dwgc hinh thanh va mot dinh khong thudc
cay nay cho dén khi nhan duwgc cay bao trum t6i thidu. Trong moi buée lap, qué trinh

thém canh nay sé bdo ddm khong tao thanh chu trinh trong 7.

Ching ta minh hoa thuét todn bang cich st dung “ma tran trong lwong” W =

(Wij)nxn, trong dé

0 néu i = 7,
Wi = § 400 néu khong ton tai canh (v;, v;),

w(vi,v;)  néu ton tai canh (v;, v;).

Khdéi dau tir dinh v; va néi né dén mot dinh ké gan nhét (tite 1a dinh ma ¢é phan
tit nhd nhat trong hang thit nhat trong ma tran W), gid st 1a vg,. Bay gio khdo sat vy
va v nhur mot do thi con, va ndi do thi con nay véi mot dinh ké véi né va gan nhat
(titc 1& dinh khdc v va vy ma ¢é phan tir nhd nhédt trong tat cd cidc phan tit cia hang
thit nhét va thit k& trong W). Gid sit dinh méi 1a v;. Ké tiép, xem cay vdi cac dinh
v1, U, v; nhr mot do thi con, va tiép tuc xit 1y cho dén khi tat cd n dinh dugc noi bdi
(n — 1) canh.

Tong quét ta cé thuat toan duwoc trinh bay nhu sau:

1. [Khéi tao] Gid sit T' 14 d6 thi chi ¢6 mot dinh v va khong ¢6 canh.
2. [Két thic] Néu T c6 (n—1) canh thi thuat toan dirng; 7' 1a cAy bao trum t6i thiéu.

3. [Thém canh] Trong s6 tat cd cdc canh e khong thuoce cay T ma lién thuoe véi mot
dinh a trong T' va mot dinh b khong thude cay T, chon canh ¢é trong lwong nhd
nh&t va thém né (va dinh khéng thudc 7' ma né lién thuoc) vao cay 7. Chuyén

sang Budce 2.
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Vi du 4.6.5. Ap dung Thuat toén Prim cho db thi trong Hinh 4.20(a) v6i dinh xudt

phét 1& v, ta c¢6 cic canh dwoc lan lwot thém vao cay T theo thit tu 1a

(’Ul, ’U5), (’Ul, ’U4), (’U4, ’Ug), (’Ug, ’Ug), (’Ug, 'UG).

Cay bao trum nhd nhét ¢ trong lwong 12 (Hinh 4.20(b)).

Hinh 4.20: (a) Do thi G. (b) Cay bao trum nhd nhéit cia G sinh béi Thuat todn Prim.

Thuat todn Prim 1&4 mot vi du cda thuat todn tham lam (greedy algorithm). Thuat
toan tham lam 1& thuat todn chon Iira t6i wu tai moi buée 1ap ma khong quan tam dén
st chon lrra & bude trude. C6 thé néi nguyén 1y nay 1a “thuc hién t6t nhat vé mat dia
phwong”. Trong thuit todn Prim, vi ching ta muén tim cdy bao trim t6i thi€u nén tai
moi bude 1dp ching ta thém mot canh ¢é trong lwgng nhd nhdt (néu viée thém khong
tao thanh chu trinh).

T6i wru héa tai moi bude lap khong nhat thiét cho 1o gidi t61 wu cida bai todn goc.
Tinh ding dan cia thuit toan Prim sé dwoc chitng minh trong Dinh 1y 4.6.6. Mot vi du
cia thuat todn tham lam nhung khong dwa dén 1o gidi toi wu nhu sau: xét “thuat todn
tim dwong di ngan nhat” trong dé, moi buwde lap ching ta chon canh cé trong lwong
nhé nhat (ma khong tao thanh chu trinh khi thém vao) lién thuoc véi dinh dwge thém
vao gan day nhat. Néu ta 4p dung thuat todn nay véi do thi c6 huéng trong Hinh 4.21
dé tim duong di ngan nhédt tir v; dén vy, ching ta sé chon cung (v1,vs) va sau dé cung

(vs,v4). Tuy nhién, day khong phai 14 dwong di ngan nhat tir vy dén vy.
Dinh 1y sau chirng minh tinh ding dan cia thuat toan Prim.
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U3

Hinh 4.21:

Dinh ly 4.6.6. Thudt todn Prim la ding; tic la, két thic thudt todn T la cdy bao

\ . . A7
tram toi thiéu.

Chitng minh. Trong chitng minh nay ching ta sé dac trung cay bdi mdng cic canh cia

no.

Theo céch xay dung, két thic Thuat todn Prim, T' 1a do thi con lién thong khong

chu trinh cda d6 thi G va chita tat cd cdc dinh cia G; do dé T' 14 cay bao trum cia G.

D€ chira T 1a cay bao trum t6i thiéu, ching ta ching minh bang quy nap rang &
budce thit k cia Thuat toan Prim, T duwoc chita trong mot cay bao trium t6i thiéu. Va
do dé6, két thiic thuat toan 7" 1a cay bao trum téi thidu. Ky hiéu T} 1a cay duoc tao ra

& buéde lap thir k.

Néu k = 1 thi T} gom mot dinh va do dé dwgc chita trong moi cay bao triim toi
thiéu. Khang dinh ding.

Gid st ring & bude thit (k — 1) cda Thuat todn Prim, ciy Ty_; chita trong cay
bao trum t6i thieu 7”. Ky hiéu Vi_; 1a tap cic dinh cia Ty_;. Theo Thuét todn Prim,
canh e = (v;,v;) ¢6 trong lwgng nhd nhit véi v; € Viy va v; ¢ Vi—y duge thém vao
Ty_1 d€ tao ra Ty. Néu e € T' thi T}, chira trong cay bao triim t6i thicu 7. Néu e ¢ T"
thi 7" U {e} chita mot chu trinh p. Chon canh (v,,v,) # e trén chu trinh g sao cho
Uy € Vo1 va vy ¢ Vi_y. Ta c6

w(z,y) = w(i,j).

Suy ra do thi 77 := [T" U {e}] — {(vs,vy)} ¢6 trong lwgng nhd hon hodc bang trong
lrong cida 77. VI T7 1a cay bao trum nén 77 1a cay bao trium t6i thicu. Do dé ta cé

diéu can chitng minh. <
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Thuét todn Prim cin kiém tra O(n?) canh trong truomg hop xau nhat (bai tap)
dé€ x4c dinh cay bao trium t6i thiéu trong do thi n dinh. Ching ta cé thé chi ra Thuat
toan 4.6.3 dudi day chi can kiém tra O(n?) canh trong trwomg hop xau nhat. Vi K, ¢é

n? canh nén thuat todn sau hiéu qud homn.

Thd tuc Prim() duwdi day tim cdy bao trim nhd nhat xuat phdt tir dinh Start
theo thuat toan Prim. Do thi dwgc biéu dién bdi mang cic danh sich ke V _out[]. Cay

bao trim nhd nhat dwge lwu trit trong hai mang tuyén tinh alphal] va betal].

void Prim(byte Start)
{
AdjPointer Tempt;
unsigned int Min, Sum = O;
byte i, k;
byte alpha[MAXVERTICES], beta[MAXVERTICES], Weight [MAXVERTICES];
Boolean Mark [MAXVERTICES] ;

for (1 = 1; i <= NumVertices; i++) Mark[i] = FALSE;
Mark[Start] TRUE;

for (k = 1; k < NumVertices; k++)

{
Min = +INFTY;
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
if (Mark[i] == TRUE)
{

Tempt = V_out[i]->Next;
while (Tempt != NULL)
{
if (Mark[Tempt->Vertex] == FALSE)
if (Min > Tempt->Length)
{
Min = Tempt->Length;
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alphalk] = 1i;
beta[k] = Tempt->Vertex;
Weight [k] = Tempt->Length;

}
Tempt = Tempt->Next;
}
}
}
Mark [betal[k]] = TRUE;

printf("\n Canh thu %d = (%d, %d) co trong luong = %d");
printf (k, alphalk], betalk], Weight[k]);
Sum += Weight [k];

}

printf ("\n Trong luong cua cay bao trum nho nhat la %d ", Sum);

4.6.3 Thuat toan Dijkstra-Kevin-Whitney

Thuat todn duwdi day cda Dijkstra [20], Kevin va Whitney [41] tim cay bao trum tdi

thidu trong do thi lién thong cé trong s6 hiéu qud hon phuwong phap cia Prim.

Y tudng ciia thuat todn la gan mdi dinh v; ¢ T, mét nhan (g, 5;), trong d6 &
bude nao dé «; la dinh thudce Ty gan véi dinh v; nhat va §; 1a do dai canh (o, v;). Tai
moi budce trong sudt qué trinh thye hién thuat todn, mot dinh méi, ching han v, véi
gid tri §; nhd nhdt dwgc thém cling véi canh (o, vj+) vao cay Ts. Vi cay Ty duge thém
dinh vj+ nén cdc nhan (oj, 8;) cda cdc dinh v; ¢ Ty can dwoc cap nhat lai (néu, ching
han, w(vj, v;+) nhé hon nhan trude dé F;), va tién trinh duge xit 1y tiép tuc. Thi tuc
gan nhan nay twong tu véi thd tuc gdn nhan cia thuat todn Dijkstra tim dwong di

ngan nhat.
Thuat todn nhw sau:

1. [Khéi tao] Pat Ty := {s}, trong d6 s la dinh duwgce chon tuy ¥, va Ag = 0. (A 1a
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tap céc canh cda cay bao trum nhd nhat dwge tao ra trong qud trinh lap).
2. [Gén nhan] Véi moi dinh v; ¢ Ty tim dinh a; € T sao cho
w(aj,vy) = min{w(v;, v;) | v; € Ts} = B;

va gan nhan cda dinh v; 1a (aj, ;).

Néu khong ton tai dinh «;, tite 1a I'(v;) N Ty = 0 thi dat nhan cda v; 1a (0, +00).

3. [Thém canh] Chon dinh v;« sao cho

Bj» =min{F; | v; ¢ T}.

Cap nhat Ty := T, U {v;-}, Ay := A, U {(aj-,v;+)}.

Néu #7, = n thuat todn dirng; céc canh trong A, cho cay bao triim nhd nhat.

Nguoc lai, chuyén sang Buée 4.

4. [Cap nhat nhan] Véi moi v; ¢ T, va v; € I'(v;+) cap nhat cac nhan nhw sau:

Néu B; > w(vj-,v;) thi dit 8; = w(vj«, v;), @; = vj-. Chuyén sang Budc 3.

Thi tuc Dijkstra_Kenvin_ Whitney() duéi day tim cay bao trum nhd nhat xuat
phat tir dinh Start. Do thi duwrge biéu dién bédi mang cdc danh sdch ke V _out[]. Cay bao

trium nhd nhat dwge leu trit trong hai méng tuyén tinh alphal] va betal)].

void Dijkstra_Kenvin_Whitney(byte Start)
{
byte i, Current, jstart;
AdjPointer Tempt;
Path Pred;
int Label [MAXVERTICES], Min, Sum = O;
byte alpha[MAXEDGES], beta[MAXEDGES], Weight [MAXEDGES], NumEdges = 0;
Boolean Mark [MAXVERTICES] ;

for(i = 1; i <= NumVertices; i++) Mark[i] = FALSE;
Mark[Start] = TRUE;
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while (NumEdges < NumVertices - 1)
{
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
if (Mark[i] == FALSE)
{
Current = 0;
Label[i] = +INFTY;
Tempt = V_out[i]->Next;
while (Tempt != NULL)
{
if (Mark[Tempt->Vertex] == TRUE)
if (Label[i] > Tempt->Length)
{
Current = Tempt->Vertex;
Label[i] = Tempt->Length;
}
Tempt
}
Pred[i]

Tempt->Next;

Current;

Min = +INFTY;
jstart = 0;
for (i = 1; i <= NumVertices; i++)
if (Mark[i] == FALSE)
if (Min > Labell[il)

{
jstart = 1i;
Min = Labellil;
}
Mark[jstart] = TRUE;
NumEdges++;

alpha[NumEdges] = Pred[jstart];
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beta[NumEdges] = jstart;
Weight [NumEdges] = Label[jstart];
Sum += Weight [NumEdges] ;

Tempt = V_out[jstart]->Next;
while(Tempt != NULL)
{
if (Mark[i] == FALSE);
if (Label[Tempt->Vertex] > Tempt->Length)

{
Pred[Tempt->Vertex] = jstart;
Label [Tempt->Vertex] = Tempt->Length;
}
Tempt = Tempt->Next;
}

}
printf ("\n Cay bao trum nho nhat:");

for (i = 1; i <= NumEdges; i++)

{
printf("\n Canh thu %d = (%d, %d), trong luong = %d");
printf (i, alphalil, betalil, Weight[il);

printf ("\n Ttrong luong cua cay bao trum nho nhat la %d ", Sum);

4.7 Bai toan Steiner

Trong phan truée ching ta da xét bai todn tim cay bao triim nhd nhat. Mot bai todn
c6 lién quan dén viéc tim cay bao trum nhdé nhdt nhung khé hon nhiéu 14 “bai todn

Steiner trén cdc do thi” [21]. Trong bai todn Steiner, cay bao trium nhd nhat 7' doi hdi
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di qua mot tap con P C V cho truéce cia do thi G. Céc dinh khéc (thuoc V' \ P) c6 thé
thuoc hoic khong thudc cay véi dieu kién cue ti€u trong lwong cia cay 7. Do dé, bai
toan Steiner trén do thi twong dwong véi tim cay bao triim nhd nhéit trong do thi con
G =WV T"YcdaGv6i PCV' CV.

That ra, bai todn Steiner duwoc phéat biéu & dang nguyén thiy 1a mot bai todn hinh
hoc [15], trong d6 tap P céc diém trén mat phang dwoc ndi véi nhau bang cic doan
thang sao cho tong do dai cic doan thang dwoc vé 1a nhé nhat. Néu gid thiét hai doan
thang chi cé thé cat nhau tai cdc dinh cia P thi bai todn trd thanh tim cay bao triim
nhd nhat cda do thi twong duwong c6 #P dinh v4i ma tran trong lwong xdc dinh béi ma
tran khodng céch gitta céc diém thudc tap P. Tuy nhién, khi cdc “dinh nhan tao” khac
(goi 1 cdc diém Steiner) dugc tao thém trén mit phang thi trong lwong cia cay bao
triim nhd nhat twong ng tap dinh méi P’ O P sé c¢6 thé gidm di. Chang han, xét bon
diém trong Hinh 4.22(a) véi cAy bao trim nhd nhat 7'; tuy nhién khi thém hai diém
mai s; va so ta duwge cay bao trim nhd nhat méi 77 qua sdu dinh ¢ trong lwong nhd
hon cay T (xem Hinh 4.22(b)). Do dé trong bai todn Steiner géc, nhieu diém Steiner
dwoc thém vao trong mat phang dé tao ra cay bao triim nhd nhat qua nhitng dinh cho
trude P. Két qud dwoc do thi goi 1a cay Steiner nhd nhat.

f: 3 (4.4) Ps
Py Py

120°

S1 S92
A Céc difm Py
Steiner

120°

(a) (b)
Hinh 4.22: (a) Cay bao trim nhd nhat cé trong lrgng bang 10.123. (b) Cay Steiner
nhd nhat cé trong lwrong 9.196.
Cé6 rat nhiéu cong trinh nghién citu xung quanh bai todn Steiner trén mat phing
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Euclide, va nhiéu tinh chit cia ciy Steiner nhd nhat dwgc phat hién. Trong s6 dé, céc

tinh chdt sau 1a quan trong nhat (ching minh cdc tinh chdt nay cé thé xem [28]):

1. Déi véi diém Steiner s; cé bac d(s;) = 3. Bang hinh hoc dé dang chi ra rang géc
lién thude gitra céc diém Steiner bac ba bang 120°, va ¢6 ding ba canh lién thudc
véi diém Steiner s;. Do d6 diém nay la “tAm” (tdm Steiner) cia “tam gidc 40"
ma ba dinh cda tam gidc khdc nhau dwoc ndi v4i dinh s; trong cay bao Steiner

nhd nhat.

Mot s6 diém tao thanh céc dinh cia tam gidc nay cé thé 1a céc diém Steiner khéc.
Chang han, trong Hinh 4.22, diém Steiner s, 1a tam Steiner cia tam gidc do véi

cac dfnh la Pg,P4 va S1.

2. Véi dinh P, € P nao d6 ma d(P;) < 3. Néu d(P;) = 3 thi géc gitra hai canh bét
ky trong ba canh lién thuoc véi P bang 120°, va d(P;) = 2 thi géc gitta hai canh

lién thuoc P; 1é6n hon hodc bang 120°.

3. S6 k cac diém Steiner trong cay bao trim nhd nhét Steiner thda rang buoc 0 <
k<n—2 trong d6 n = #P.

Mac dit ¢6 nhieu c6 gang trong viéc gidi quyét bai todn Steiner trén mat phang
Euclide, nhung ching ta chi mgi thu dwge nhirng két qud rat han ché (trong truomg
hop #P < 10). Véi nhitng bai toan ¢ kich thudce 16n ta can dung cdc phwong phdp

heuristics.

Mot dang khéc cda bai todn Steiner sit dung khodng cdch ban co thay cho khodng
cach Euclide. Bai todn nay dwgc xét lan dau tién bdi Hanan [32] va ¢6 lién quan véi
céc duong dan dwoc in trén cdc bang mach dién tit. Nhac lai rang, khodng cach ban

¢ cia hai di€m (21, 1) va (29, %2) trong mat phang R? xdc dinh bdi
dio = |x1 — Ta| + |11 — 2.

7. ’ B PN N s N ’ . S ~ 7. ’ \ >
Véi cac dieu kién nay, c6 thé chirng minh rang néu ké mot lwdi cdc duwong thing nam
N , . s N ~ N N I NG ’ . 3 N s
ngang va ditng di qua cdc diém cia tap P thi loi gidi cda bai todn Steiner ¢6 the xdc

. S s . , s N . A N s . N s N
dinh bang cach xem vi trf cdc diém Steiner thudc vao cdc giao diem cda ludi nay.
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Hinh 4.23: (a) Cay bao triim nhd nhét c6 trong lwgng bang 18. (b) Cay Steiner nhé

nhét cé trong lwong bang 15 (x = céc diém Steiner).

Do d6, néu do thi G dwoc xac dinh béi tap dinh V 1a céc giao diém cda ludi va
mot canh lién thuoc hai dinh twong tng doan thang thudc lwéi néi hai giao diém. Khi
dé bai todn Steiner trén mat phang véi khodng céch ban co tré thanh bai todn Steiner
trén do thi htru han G. Hinh 4.23(b) minh hoa vi du cia cay Steiner nhé nhat trong bai
toan Steiner 6 diém véi khodng cdch ban co va Hinh 4.23(a) 1a cAy bao trum nhé nhat

cia do thi xdc dinh bdi 6 diém (d€ don gidn luwdi khong dwoc vé ra).

Bai todn Steiner trén do thi vo huwéng tong quéat dwoc nghién ciru béi nhiéu téc
gid va da c6 nhirng thuat toan (khong hiéu qud vé mat tinh toan) gidi quyét ching. Tuy
nhién (nhw trong trirdmg hgp bai todn Steiner véi khodng cdch Euclide), kich thude 16n
nhat cia mot bai todn Steiner trén do thi cé thé gidi trén mdy tinh dién tit véi thoi
gian cho phép van khong vuot qua 10 dinh (trong P). Néi céch khéc, bai todn Steiner

A . ~ s N N NG ’ JaR B e 9.
trén do thi cting c¢6 thé xem 1a bai toan chwra cé loi gidi.
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Chuong 5

Bai toan Euler va bai toan Hamilton

Ly thuyét do thi phat trién bat nguon tir nhitng bai todn ¢ dién, trong s6 dé bai todn
Euler (tim hanh trinh di qua moi canh ding mot lan) va bai todn Hamilton (tim hanh

trinh di qua moi dinh ding mot lan) déng vai tro quan trong.

Hai bai todn nay cé lién quan dén nhing tng dung: cdc bai todn tim hanh trinh
tot nhat (nguoi dua thu Trung Hoa, ngudi chao hang), tir dong héa thiét ké bing may

tinh, lap lich, van van.

Mac dit hai bai todn nay dwoc phéat bidu rat giong nhau, nhung mic d6 khé trong

viée gidi quyét ching la rdt khac nhau.

Chiing ta sé chitng minh rang trong do thi vo hwéng, ton tai thuat toan da thitc
tim hanh trinh Euler va bai todn ngudi dwa thw Trung Hoa cé thé dwra vé tim cap ghép
hoan hdo ¢6 trong lugng nhd nhit (xem Phan 7.5). Céc thuat todn nay sé dwgc trinh

bay trong cdc Phan 5.1 va 5.2.

Mat khéc, van dé ton tai chu trinh hay mach Hamilton 14 nhirng bai toan khong
da thitc khong dwgc dé cap ¢ day. Ban doc quan tam cé thé xem, chdng han [30].
Chung ta chi trinh bay trong Phan 5.3 nhing két qud chinh lién quan dén su ton tai
cia céc chu trinh hay mach Hamilton. Khi c¢é diéu kién, cdc chitng minh cé tinh kién

thiét thuat todn hodc cé thé dé xuit nhirng phirong phéap heuristic.
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5.1 Bai toan Euler

Pinh nghia 5.1.1. Gid sit G = (V, F) 1la do6 thi vo huéng (don hoac da do thi). Day
chuyén Euler 1a day chuyén chita tit cd cdc canh cia do thi, moi canh diing mot 1an.

Chu trinh Euler 1a day chuyén Euler ma dinh dau tring v4i dinh cudi.

Vidu 5.1.2. (Bai todn Euler) Cdch day khodng ba tram ndm, nhiéu ngudi dan thanh
phd Kénigsberg ciia nrée Nga (sau nay 1a thanh phé Kaliningrat) da timg thic mac
van dé nhu sau: Thanh phé c6 song Pregel chdy qua, gitra song ¢ cu lao Kneiphof,
va c¢6 7 chiée cau bac qua song nhir trén Hinh 5.1(a); ¢é thé di dao qua khip cic ciu
nhung moi cau chi di mot 1an thoi khong? Néu ta coi moi khu vire a, b, ¢, d cia thanh
pho nhur mot dinh, moi cau qua lai hai khu virc nhr mot canh ndéi hai dinh, thi bdn do
thanh phd Konigsberg 13 mot do thi (Hinh 5.1(b)). Thac méc cia ngudi dan thanh phd
chinh la: ¢ thé vé dwoc do thi bang mot nét biit lien hay khong? Néi cdch khéc: ton
tai chu trinh Euler?

Nha todn hoc L. Euler (1707-1783) la ngudi dau tién da chitng minh bai todn
khong c6 1o gidi (nam 1736, xem [22], [23]), va vi vay bai todn thuong dwgc goi la bai

toan Euler vé cdc cau & Konigsberg.

(a) (b)

Hinh 5.1: (a) Bdn d6 cia thanh phd Konigsberg. (b) D6 thi twong duwong.

Vi du 5.1.3. C6 thé vé do thi vo huéng trén Hinh 5.2(a) ma khong nhac bit khéi

mét gidy va khong vé mot canh nao qud hai lan khéng? Sau khi thit nhiéu céch ve, du
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khong 6 kinh nghiém ban doc ciing ¢6 thé két luan rang bai toan dé khong thé gidi
dwogc. Tréi lai, d6 thi vo hwéng & Hinh 5.2(b) c¢6 thé vé bang mot nét. Tai sao?

b e a d

(a) (b)
Hinh 5.2:

Dinh ly 5.1.4. [Euler] Da do thi vo hwdng lién thong G = (V, E) ¢é day chuyén Euler

néu va chi néu sé cdc dinh bac Ié bang 0 hodc 2.

Chatng minh. Truéc hét chi ¥ rang do thi khong lién thong khong thé chita day chuyen

hodac chu trinh Euler.

Bay gi¢r ta chitng minh diéu kién can. Néu p 1a day chuyén Euler, thi chi c6 hai
dinh dau va cudi c6 bac 18. Néu ngoai ra, hai dinh nay tring nhau (chu trinh Euler)
thi khong c¢6 dinh bac 1é.

K& tiép ta chitng minh diéu kién dd bang quy nap theo s§ canh m cia G. Hién
nhién dinh 1y ding néu m = 1. Gid st dinh 1y ding cho moi do6 thi lién théng m canh.
Néu G ¢6 hai dinh bac 18, gid sit cdc dinh nay 14 a va b (néu tdt cd cdc dinh cia G ¢6
bac chan, chon dinh a bat ky va ldy b = a). Ky hiéu p la day chuyén ma ta di trén do
thi G xudt phat tir a theo hudng tuy ¥, di qua moi canh ding mot lan. Néu tai thoi
diém nao dé ta & dinh z # b nghia la ta da sit dung mét s6 18 canh lién thuoc véi = nén
c6 thé di theo canh khéc chwra dwoc sit dung. Néu ta khong thé di dwoc nita, nghia la
dang & dinh b. Néu tat cd cic canh da dwoc sit dung, p 1a mot day chuyén Euler va
dinh 1y ding. Trong trudmg hop nguoc lai, do thi con G’ dwoc xdc dinh bdi cac canh
chua dwoc st dung chi ¢6 nhitng dinh bac chan. Ky hiéu G, G, ..., G, 1a céc thanh
phan lién thong cda G’ chita {t nhat mot canh. Khi d6 cde do thi G ¢6 s6 canh {t hon
m va do dé theo gid thiét quy nap, chiing chita mot chu trinh Euler ;. Vi G lién thong,
day chuyeén p c¢6 chung v6i cde do thi G, ..., G cac dinh theo thit tu iy, s, .. ., .
Khi d6 hanh trinh: xudt phat tir a di trén u den dinh i1, di doc theo chu trinh gy tir 4y
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ve 11, di trén p dén dinh i, di doc theo chu trinh po tir 75 Ve i, va van van, 1a mot day

chuyén Euler xuat phdt tir a va két thic tai b. Dinh 1y dwgc chitng minh. N

Do thi thda cdc dieu kién cia Dinh 1y Euler goi 1a do thi Euler.

5.1.1 Thuat toan tim day chuyén Euler

Céach chirng minh Dinh 1y Euler 5.1.4 cho ta mot thuat todn xay dung day chuyén Euler
trong mot do thi Euler.

1. Xay dung mot day chuyéen don gidn p xudt phét tir s.

2. Néu tat cd cic canh cia G da duwgce sit dung thi dirng va ta cé p 1a day chuyeén

Euler. Nguoc lai sang Budce 3.

3. Ky hiéu G 1a do thi con cia G gom céc canh chwa dwgc sit dung. Chon dinh ¢
cia G; nam trén day chuyen p. Xay dung chu trinh don gidn p; trong do thi Gy
xuat phéat tir dinh c.

4. Mé rong day chuyén p biang cdch gidn thém chu trinh gy tai dinh ¢ (tie 1a day

céc canh cda p; duge chén vao day céc canh cida p).
5. Thay G béi Gy va lap lai buéce 2.
Vi du 5.1.5. D6 thi trong Hinh 5.3 ¢6 mot chu trinh Euler
(Ul, €1, V2, €2, U3, €3, U2, €4, U3, €15, U4, €14, Us, €13, V4, €12, Vg, €11,

Us, €16, U3, €17, U7, €10, Vs, €9, Us, €8, U7, €5, U1, €7, U, €6, 'Ul)-

Mot day chuyén hay chu trinh Euler c6 thé dwoc xéc dinh bdi mot danh sach cé
thit tu cdc dinh cia G chita trong né. Chéng han, ta c6 thé sit dung cdu tric danh
sach lien két kiéu AdjPointer dé danh ddu céc dinh lién tiép trén day chuyén, trong

dé Vertex 1a s6 hiéu dinh trén day chuyén; va con tré Next chi nit ké tiép chita so
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€2

V2 €3 U3
€4
€1
€16 €15
€17
U7 €14
U1 €5 Vs ¢ Vg
€13
€6 €10
€s €11 €12
€7
Us €o Ve

Hinh 5.3: Mot vi du vé do thi Euler.

hiéu cida dinh ke Vertex trén day chuyén. Dé thay rang, danh sach nay cé s6 nit bang
(m+1).

Gid st do thi G dwge cho bdi mang cdc danh sach ké V _out]] (¢ trong sd), trong
d6 véi moi dinh v; € V) V_out[i] 1a danh sach cdc dinh lién thude dinh v; va trueomg do
dai Length & nit thit j (twong ing dinh v;) 1a s6 canh lién thudce véi dinh v;. Trong qué
trinh thye hién thuat todn, moi khi di qua canh (v;,v;) nao dé, ta gidm do dai Length

mot don vi & mit thit j trong danh séch V _out[i] d€ danh ddu canh da dwoc sit dung.

Vi méi canh cda do thi dwoc kiém tra nhieu nhat hai Ian nén do phitc tap cia
thuat toan la O(m).

Doan chwong trinh sau minh hoa thuat toan tim chu trinh Euler.

#include "d:\phamts\graph\ctrinh\Graph.h"
byte A[MAXVERTICES] [MAXVERTICES];

byte NumVertices;

byte Convert (ArrayOfPointer V_out)
{
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byte i, j, Count = 0;
byte Degree [MAXVERTICES];
AdjPointer Tempt;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)

for (j = 1; j <= NumVertices; j++) A[i][j] = 0;

for(i = 1; i <= NumVertices; i++)
{
Tempt = V_out[i]->Next;
while (Tempt != NULL)
{
A[i] [Tempt->Vertex] ++;
A[Tempt->Vertex] [i]++;
Tempt = Tempt->Next;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
Degree[i] = 0;
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
{
A[i1[3]1 = A[i1[3] / 2;
printf("%d ", A[i]1[j1);
Degree[i] += A[i][j];

Degree[i] += A[i][i];
if ((Degreeli] % 2) == 1) Count++;
printf ("%5d \n", Degreel[il);

}

return Count;
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void FindCycle(AdjPointer *Cycle, byte Start)

{
byte i, j;

(¥Cycle) = NULL;
Push(Cycle, Start);

i = Start;
do
{
for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
if (A[i][j] > 0) break;

Alil [3]--;
A1 [i]--;
Push(Cycle, j);
1=17;

}

while (i !'= Start);

AdjPointer FindJointVertex(AdjPointer Cycle)

{
AdjPointer ¢ = Cycle;
byte j;

while (c->Next != NULL)
{

for (j = 1; j <= NumVertices; j++)
if (Alc->Vertex] [j] > 0) return(c);

c = c—>Next;
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return(NULL) ;

void Connect(AdjPointer *mu, AdjPointer c)

{
AdjPointer Last;
byte Item;

Pop(mu, &Item);

Last = *mu;

while (Last->Next != NULL) Last = Last->Next;

Last->Next = c->Next;

c—>Next = *mu;

void DisplayCycle(AdjPointer Cycle)
{
AdjPointer Tempt = Cycle;

while (Tempt != NULL)

{
printf ("%d -->", Tempt->Vertex);
Tempt = Tempt->Next;

}

printf ("NULL\n");

void main()

{
ArrayOfPointer V_out;
AdjPointer EulerCycle, c, mu;
byte Start;
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clrscr();
MakeV_out ("d:\\phamts\\graph\\ctrinh\\Euler2.txt",
V_out, &NumVertices, FALSE);

DisplayI(V_out, NumVertices, FALSE);

if ((Start = Convert(V_out)) != 0)

{
printf (" \n khong ton tai chu trinh Euler ");
getch();

}

else

{
printf (" \n ton tai chu trinh Euler \n ");
getch();

Start = 1;
FindCycle(&EulerCycle, Start);
printf (" \n 0ld Cycle");
DisplayCycle(EulerCycle) ;
getch();

while ((c = FindJointVertex(EulerCycle)) != NULL)

{
printf (" \n Joint Vertex J%d ", c->Vertex);

FindCycle(&mu, c->Vertex);
printf(" \n mu Cycle ");
DisplayCycle(mu) ;

Connect (&mu, &c);

printf (" \n New Cycle");
DisplayCycle(EulerCycle);

171



getch();
}
PopHeadPtr (NumVertices, V_out);

5.2 Bai toan nguoi duwa thu Trung Hoa

Xét do thi vo hudng lién thong G := (V, E) ¢6 trong s6 (tirc 1a moi canh e € E ta gdn

mot s6 w(e) goi la trong luong cia canh e).

Bai toan ngudoi dwa thu Trung Hoa (khong dwoc dinh huwéng) phat biéu rang tim
mot day chuyén gitra hai dinh cho truwée a,b € V stt dung moi canh cia G it nhat mot

lan va c6 do dai nhd nhat (xem [44]).

Nhiéu bai todn vé hanh trinh (ngudi duwa thw, nguoi giao stra, nguoi chao hang,
v.v) c¢6 thé phét bieu & dang nay. Trong trwong hop do thi cé hudng, trong dé moi
cung cia G can duoc sit dung it nhat mot lan, bai todn cé thé dwra ve bai todn ludng

vGi chi phi nhé nhdt (bai tap).

Tir day vé sau ching ta chi xét do thi vo huéng. Khéng mat tinh tong quét cé
thé gid thiét dinh xudt phat a va dinh két thiic b trén day chuyén la tring nhau. Trong
triromg hop ngwoc lai, ta chi cin thém mot canh (a, b) véi do dai bang khong. Véi moi
chu trinh ¢6 d6 dai nhé nhat trén do thi méi nay, ton tai mot day chuyén trén G cé

cing do dai va do dé 1a nhd nhat.

Néu G 1a do thi Euler thi ton tai mot chu trinh Euler di qua moi canh diing mot

lan va vi vay 14 mot nghiém t6i wu ciia bai todn.

Néi chung, G khong phdi 1a d6 thi Euler, nén ton tai mot so cdc dinh bac 18. Ky
hiéu V; 1a tap céc dinh cda G cé bac 1é. Dé thay rang s6 phin ti cia tap Vi 1a mot s6
chan. Khi dé bai todn nguoi dwa the Trung Hoa dwra vé viéc thém mot s6 canh vao G
d€ tré thanh do thi Euler va cung lic, cuce tiéu hda tong cac trong lwong cia cdc canh

duoc thém vao.
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Ching ta khong thém mot canh €’ = (v;, v;) trir khi da ton tai mot canh e = (v;, v;)

trong G va gan trong lwong cia canh €' 1a w(e’) := w(e). Canh €’ goi 14 bdn sao cia e.

Xét mot 1o gidi toi wu cia bai toan va dat £’ 1a tap cdc canh dugc thém vao G.
Ky hiéu G' = (V, E + E’) 1a d6 thi Euler nhan dwoc.

Bo dé 5.2.1. Gid s v; la mét dinh bic 1€ trong G. Khi dd tip E' chita mét ddy

chuyén so cap néi dinh v; véi mot dinh v; # v; ¢d bac Ié trong G.

Chitng minh. Vi moi dinh v, € V4 ta ¢6 dg(vg) = 1 (mod 2) va de (vi) = 0 (mod 2);
ngoai ra, theo cdch xay dung de (vy) > dg(vg). Do A6 ton tai it nhat mot canh ey € E’

lién thuoc dinh v;.

Ky hiéu v;; 1& dinh khdc v; ma canh e; lién thuoc. Néu dg(v;;) = 1 (mod 2)
thi b6 dé dwge chimg minh véi v; = v;,. Nguge lai, néu dg(v;,) = 0 (mod 2) thi
der(viy) > dg(vi,) + 2 va ton tai canh ey € E'es # ey, lién thuoe dinh v, . Ky hiéu v;,
13 dinh khéc v;, ma canh e lién thude. Néu dg(vs,) = 1 (mod 2) thi b dé dwoc chimg
minh véi v; = v;,. Nguoe lai, ton tai canh e3 € E', e5 # ey, lién thudce dinh vj,, va van

van.
Do dé ta xay dung duwoc mot day chuyén so cap dai nhat cé thé
(’UZ', €1,V5,€2,Viy, ..., Ep, 'Uip)-
Néu dg(vi,) = 1 (mod 2) thi bo dé dwgc ching minh véi v; = v;,. Nguogc lai, ton tai
canh e,y1 € ' e, # epp1, lién thuoc dinh v;, va v, . Trong truong hop nay, ton tai
chi s6 ¢,1 < ¢ < p, sao cho v;, =v;,,, va ta c6 mot chu trinh xuat hién. Loai bd tat cd

cdc canh trong chu trinh nay ta duwgc mot do thi con G” cia G’ sao cho né van la do

thi Euler va hon ntra
dG” ('Uk) Z dg('l/k),

vGéi moi dinh vy, € V.

Lap lai cich xay dung déy chuyén trén, xuat phat tir dinh v;, chi s dung cic

canh cda G”.

Do s6 céc canh trong E’ 14 hitu han, nén sau mot s6 hiru han buéce ta dwge mot

dinh v;, sao cho dg(v;,) = 1 (mod 2) va bs dé duge chitng minh véi v; = v;,. N
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A . \ \ . ~ , VN “ A A7 A \
Bo dé 5.2.2. Gid st v; va v; la hai dinh thda man cdc diéu kién cia Bo dé 5.2.1 va

ky hiéu day chuyén twong #ng la

W= e )

trong do ej, € E',k = 1,2,...,p. Cdc canh €, ¢e,,... e, la cdc ban sao cia cdc canh
e1,e,...,e, trong G va zét dday chuyén pu := {eq,eq, ..., ey} trong G. Khi dé p la ddy

chuyén (trong G) cd trong lugng nhd nhat néi dinh v; véi dinh v;.

Chitng minh. Néu ton tai mot day chuyén i = {é,és,...,&,} noi dinh v; véi dinh v;
trong G' ¢6 do dai nhé hon thi bang cédch loai céc canh €f, ey, ..., e khéi G' va thém
s — — — — — — A A . 7 . s A7
cdc bédn sao €}, ey, ..., e, clia €y, e, ...,¢6, ta nhan dwgc mot do thi Euler méi c6 tong

trong lwong nhd hon, mau thuan. q

Bay gior xét do thi day dd (V) trén tap cdc dinh V; trong dé cdc canh thém
vao (v;,v;) ¢6 trong lwong w;; bang do dai cia day chuyén nhd nhét trong G gitta hai
dinh v; va v;. Khi dé moi canh cida K(V]) twong ting véi mot day chuyén trong G. Vi
w(e) > 0 véi moi canh e € E nén w;; c6 thé dwge xdc dinh bing thuat todn tim duong
di ngan nhét, ching han Floyd (xem 3.3.2) hay Dantzig [16].

Pinh 1y 5.2.3. Ton tai twong ng mot-mot gitca loi gidi t0i wu cia bai todn nguoi
duwa the Trung Hoa véi mot cap ghép hoan hdo c¢é trong lwong nhd nhdt trong do thi
K(W).

Chitng minh. Xét mot 1oi gidi toi wu cda bai todn ngudi dwa thw Trung Hoa va dat E’
la tap cdc canh thém vao G. Theo BS dé 5.2.1 ta c6 thé thiét lap twong ing véi moi
dinh v; € V1 v6i mot dinh v; € V; bang mot day chuyén so cdp p;; ma céc canh thude
E'. Theo B6 deé 5.2.2, u;; c6 d6 dai nhd nhit. Trong do thi K(V1) cac day chuyen pu;;
twong ing canh (v;,v;). Do d6 tat cd cdc dinh cda Vi dwge két hop, hai véi hai, va
cac canh (v, v;) twong ttng day chuyén pu;; cia G, tao thanh mot cap ghép hoan hdo
K cia do thi (V7). (Trong do thi day di véi s6 chan dinh luon luén ton tai mot cap
ghép hoan hdo; xem Phan 7.5). Vi trong lwong cia cip ghép hoan hdo K bang tong
cdc trong lwong cia cdc canh cia E’ nén 1oi gidi cia bai toan ngudi dwa thu Trung Hoa
14 t01 wru néu va chi néu K 1a mot cdp ghép hoan hdo véi trong lwong nhé nhat. Ta ¢

diéu phdi chitng minh. <
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Do dé nghiém cia bai todn nguoi duwa thue Trung Hoa dira vé bai todn tim mot cap
ghép hoan hdo cé trong lirong nhd nhat cda do thi day dd K,,. Viéc xdc dinh nghiém
cia bai todn sau 1& mot thuat todn khd phite tap va do dé sé khong duwoc trinh bay &
day. Ban doc quan tam cé thé tham khdo cac tai liéu [14], [30].

Nhan xét 5.2.4. Néu ton tai canh e trong G sao cho w(e) < 0 thi bai todn khong ¢
nghiém t&i wu: That vay, bang cdch thém mot tap E’ hitu han cac bdn sao cia céc canh
cia G ta cé thé thém canh e mot s6 chan Ian di 16m, va do dé nhan dwoc mot do thi
Euler véi do dai nhéd tuy y. Vay gid thiét cic canh cé trong lwong khong am 14 khong
mét tinh tong quat dé loai trir truomg hop tam thuwong nay.

Vidu 5.2.5. Xét do thi trong Hinh 5.4 v4i cdc s6 trén cdc canh 1a trong lwong canh.

Ta can tim mot chu trinh qua moi canh it nhat mot lan va ¢6 dd dai nhd nhat.

(%3 3 V2
4 1 2
V1 3 2 V3
U7
2 4 5
7
Vs V4

Hinh 5.4: Db thi G.

Tong cac trong lwong cic canh cia G bang 31. Vi G khong 13 do thi Euler nén

do dai cda chu trinh can tim sé 1é6n hon 31.

Tap cdc dinh bac 18 1a Vi = {vy,v9, v3,v4}. Theo thuat todn tim dwong di ngan
nhdt (xem Chuwong 3), ta tim tat cd cdc day chuyén c6 do dai nhd nhat gitta cic cap

dinh cda V; trong G. Ta nhan dwoc ma tran do dai dwong di ngan nhat:

V1 V2 V3 U4

v 0 4 5 7
vl 4 0 2 5
vs| 5 2 0 3
vu\7 5 3 0
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Tiép dén ta xay dung do thi day dui (V1) trong d6 trong lwong canh (v;,v;) 1a

do dai cida day chuyén ngén nhit gitta v; va v; (xem Hinh 5.5).

U1 4 V2
7 2
) )

3
V4 V3

Hinh 5.5: Do thi diy dd K£(14).

Cap ghép hoan hdo véi trong lwong nhd nhét trén (V) gom céc canh (v, vs)
va (vs3,v4) (trong lwong bing 4 + 3 = 7). Cdc day chuyeén twong tmg 1a {v1, v, v2} va

{vs,v4}.

Nghiém t6i wu cia bai todn nhan dwoc bang cich thém vao d6 thi ban dau céc
canh (v1,v7), (v7,v2) va (v3,v4). D6 thi G’ nhan dugc 1a do thi Euler (Hinh 5.6).

Ve V2

V1 U3
U7

Vs V4

Hinh 5.6: Do thi Euler G’ nhan dwoc tir G bang cach thém céc canh twong ng cac day

chuyén nhd nhat gitra 1 va 2 va gitra 3 va 4.
Cudi cing ta chi can tim mot chu trinh Euler trong G, chdng han

{'Uﬁa V2, V3, U7, VU2, U7, U1, VU7, U4, Us, U1, ’UG}

14 chu trinh c¢6 d6 dai 31 + 7 = 38 1a nghiém t6i wu can tim.
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5.3 Bai toan Hamilton

Gid st G := (V, E) la do thi lién thong (hay lién thong manh trong truomg hop cé

hwéng) c¢é n dinh.

Pinh nghia 5.3.1. Day chuyeén (hay duomg di) di qua tat cd cdc dinh cia do thi G,

moi dinh mot 1an, goi 1a day chuyén Hamilton (hay duong di Hamilton).

Theo dinh nghia, day chuyén (hay duwong di Hamilton) 1a so cép, va ¢6 do dai
(n—1).

Chu trinh (hay mach) Hamilton 1& mot chu trinh (hay mach) di qua tat cd céc
dinh cda do thi G, mdi dinh ding mot lan. Dé thay rang, chu trinh Hamilton 1a chu
trinh so cap c6 do dai n. Ta néi rang, G 1a d6 thi Hamilton néu né chita mot chu trinh
Hamilton (trong truwong hop vo huéng) hoac mot mach Hamilton (trong truong hop cé

hudng).

Vidu 5.3.2. Nam 1859, nha todn hoc Hamilton (1805-1865) nguoi Ailen da cho ban
mot do choi doc ddo, phan chinh 1& mot khoi nhi dién déu (khoi da dién ¢6 12 mét
ngii gidc déu va 20 dinh, moéi dinh c6 3 canh) lam bang go. O mdi dinh ¢6 ghi tén
mot thanh phé 16m: Beruych, Qudng chau, Deli, Frangfua, v.v... C4ch choi 13 tim mot
dudomg di doc theo cdc canh cia thap nhi dién déu va qua moi dinh (thanh phd) vira
ding mot lan. Mudn tro choi dwoc hdp dan hon c¢é thé quy dinh triwde trinh tu qua
mo6t vai thanh phd diu tién, va dé gitp nhé dé dang cdc thanh phd da di qua, & mdi
dinh cida khéi thap nhi dién déu ¢6 déng mét chiée dinh mi to, quanh dé c¢é thé quan
soi day nhé dé chi doan duong da di qua. Ve sau dé don gidn, Hamilton da thay khdi
thap nhi dién deu bang moét hinh phang. Bai todn dwoc phat biéu dwdi dang do thi
nhur sau. Ta biét rang hinh thap nhi dién déu cé 12 mat, 30 canh, 20 dinh; mo6i mét
14 mot ngi gide déu, moi dinh 14 dau miit cda 3 canh. Cac dinh va cdc canh cia hinh
thap nhi dién déu lap thanh mot do thi nhw Hinh 5.7. Bai toan dét ra la hay tim mot
chu trinh Hamilton cia do thi G.

Vidu 5.3.3. p:=(a,b,c,d,e, f,g,a)1a mot chu trinh Hamilton trong do thi vo hudng
cia Hinh 5.8.

Vi du 5.3.4. Céc do6 thi vo huéng trong Hinh 5.9 khong chita chu trinh Hamilton.
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Hinh 5.7: Hanh trinh xung quanh thé gigi (khoi thap nhi dién déu) cia Hamilton.

a b

f d .
g e

Hinh 5.8:

Vi du 5.3.5. (Bai todn ngudi chao hang). Mot ngudi chao hang viéng tham n khéch
hang vy, vs, ..., v,, xuidt phat tir thanh phd vy va sau d6 tréd vé vi trf xuat phat. Anh
ta biét khodng céch dy; tir vg dén tat cd cdc khéch hang v; va khodng cdch d;; gitta hai
khach hang v; va v; (dat d;; = dj;).

Ngudi chao hang cin di dén cdc khach hang cia minh theo thi tw ndo dé tong
quang duong di 1a nhdé nhat? Néi cach khic can tim mot chu trinh Hamilton véi do dai
nhd nhat trén do thi day dud cé trong s6 duwoc xay dung tir tap cdc dinh vg, v, va, . . ., Up,
va trong lwgng canh (v;,v;) 1 d;;. Vé cée thudt todn gidi bai todn nay c6 thé xem, ching
han [30].

Trong truwomg hop dinh cudi v,y khic dinh xudt phdt vy, bai todn dwa vé tim

day chuyén Hamilton tir vy dén v,,q ¢6 tong d6 dai nhd nhit. Bang céch bién doi mot
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Hinh 5.9:

céch thich hop trén do thi, ta ¢6 thé dwa ve bai toan tim chu trinh Hamilton cé tong

d6 dai nhé nht.

Vi du 5.3.6. (Bai todn lap lich). Trong mot s6 bai todn lap lich, ta can tim mot thi
tu thue hién n tién trinh cho trude (hai tién trinh khong dwge thye hién cling mot ic)
va théa man nhing rang budc nhat dinh; bang cach xay dung do thi G trong dé tap
céc dinh cia G twong ing véi tap cde tién trinh va mot cung lién thuoc hai dinh v; va
vj néu tién trinh ¢ dwge thye hién truede tién trinh 7, bai todn dwa vé tim mot duong

di Hamilton trong G.

Vi du 5.3.7. (Lap lich va bai todn ngudi chao hang trén do thi ¢6 hudng). Trong
thue t6 ta thwomg 1ap ké hoach ma méi cung (v;,v;), bidu dién mot rang bude nao dé,
gan véi mot s6 thure ¢;; 14 khodng thoi gian it nhit cé thé bat dau thire hién cong viéc

thit j khi cong viéc thit 7 da tién hanh.

Thoi gian nhd nhat dé thie hién tat cd cac tién trinh dwoc xdc dinh bang cdch
tim mot duwong di Hamilton c¢é do dai nhd nhéat trén do thi 6 hwéng. Day chinh 1a bai
toan ngudi chio hang trén do thi ¢6 hudng. Ve thuit todn gidi bai todn nay cé thé

xem, ching han [30].

Bai todn nguoi chao hang trén do thi vo hwéng hoic cé hwéng thwong gap trong
cuoc séng va c6 nhiéu tng dung: lap thoi khéa bicu, lap lich, lap dat hé thong dién,

tong hop cdc mach logic tuan tu, v.v.

N . N ’ , N N ’ N N N N ’ .
Ngoai ra, nhiéu bai todn cé thé dwa vé bai todn nguoi chao hang: bai todn nhieu

nguwdi chdo hang, mot vai bai toan tim duwong di ngdn nhat véi dieu kién qua tat cd
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céc dinh (hay cung) cia mot tap cho trude chi mot lan, cdc chu trinh (hay mach) Euler

c6 chi phi nhd nhat.

. . s N Y N s N N N A . , ’
Cudi cung, ta cé thé chi ra rang, bai todn ngudi chao hang trén do thi cé huéng

c6 the dwa vé truomg hop do thi vo huwéng.

Trai v4i bai toan nguwoi dwa thr Trung Hoa, ngoai trir nhirng truwong hop dac biét,
ngudi ta chrra tim dwoc mot thuat toan da thite d€ gidi bai todn ngudi chao hang. Céc

thuat todn hiéu qud nhat sit dung cdc phwong phdp nhanh va can [30].

Dinh nghia 5.3.8. Mot chu trinh (twong tng, mach) di qua tat cd cdc dinh, moi dinh
it nhat mot lan, goi 1a chu trinh (twong tng, mach) tién Hamilton. D6 thi G chita mot
chu trinh hay mach nhw viy goi 1a do thi tién Hamilton. Dé thdy rang, diéu kién can
va dd dé G 1a do thi tien Hamilton 1a G lién thong (lién thong manh).

Tim kiém mot chu trinh (hay mach) Hamilton ¢6 dd dai nhé nhat trén do thi c6
trong s6 dwa vé bai todn xdc dinh chu trinh (hay mach) trong do6 thi day di G’ nhan
dugc tap cdc dinh cda G va trong lwgng trén canh (cung) (v;,v;) cda G’ bang do dai

cia day chuyén (dwdmg di) ngdn nhat tir v; dén v; trong G.

Nhiéu dang bai todn ngudi chao hang chinh 1a céc bai toan tien Hamilton, va dé
gidi ching trirge hét ta cin tim ma tran twong ting céc diy chuyén (dwong di) ngin
nhat.

Cudi ciing nhan xét rang, ton tai mot trirong hop ma bai todn chu trinh tien
Hamilton ¢6 do dai nhd nhit c¢é thé duwa vé bai todn nguoi dwa thu Trung Hoa; dieu
nay xdy ra khi G 1& do6 thi doi ngau' cida don do thi vo hwéng G* nao d6 va khi do dai
cda céc canh (v;,v;) ¢6 dang a; + a;. Trong tredmg hop nay, bai todn tim chu trinh tién
Hamilton trong G chinh la bai todn nguoi dwa thu Trung Hoa trong G* véi do dai canh

e; cia G* 1a a;.

Nhén xét twong tu cho bai todn tim mach tién Hamilton ¢6 do dai nhd nhat trong

truomg hop do thi c6 huwéng G 1a do thi doi ngau cia da do thi cé huwdng nao do.

P06 thi v6 hwéng G* 1a do thi d6i ngau cia G = (V, E) néu mdi dinh cda G* twong ting véi mot
canh e € E va hai dinh trong G* ké nhau néu hai canh twong tng ké nhau. Do thi ¢6 hwéng G* 14 d6
thi d6i ngadu cia G = (V, E) néu mdi dinh e* cia G* twong ting v4i mot cung e € E va ton tai cung

(e, e5) trong G* néu dinh ngon cia cung e; 14 dinh gdc cia cung es.
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5.3.1 CA4c diéu kién can d& ton tai chu trinh Hamilton
Hién nhién rang, mot dieu kién cin dé ton tai chu trinh Hamilton la G 2-lién thong.
Tuy nhién, day khong phdi dieu kién di.

Hinh 5.10 1a mot vi du d6 thi 2-lién thong khong chira chu trinh Hamilton (hon

nita, c6 thé chi ra rang, dé 1a do thi c6 s6 dinh it nhat théa man tinh chit nay).

Hinh 5.10: D6 thi 2-lién thong cé s6 dinh it nhat khong c¢6 chu trinh Hamilton.

Do thi vo huéng Petersen (Hinh 5.11) 1a vi du khdc khong ¢6 chu trinh Hamilton.
bay 1a do thi chinh quy 3-lién thong nhd nhat cé tat cd ciac dinh bac ba. Nhiéu phdn

vi du vé bai todn Hamilton dugc xay dung tir do thi Petersen.

Hinh 5.11: D6 thi Petersen.

C6 nhiéu diéu kién can khdc (xem [30], [14]) nhung khong ¢6 mot diéu kién can

va dd vé sy ton tai chu trinh (mach) Hamiton.
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Do d6 ching ta sé tap trung mot so diéu kién dd dan dén cdc phwong phdp cé

tinh xay dung chu trinh Hamilton.

5.3.2 Céc dieu kién did d& ton tai chu trinh Hamilton

Ménh dé 5.3.9. K, la do thi Hamilton.
Chitng minh. Hién nhién. <

Xét d6 thi vo huéng n dinh G := (V, E). Gid sit s va t 1a hai dinh khong ké nhau
sao cho
dg(s) + dg(t) > n.
Ky hiéu G + (s,t) 1a do thi nhan dwoc tir G bang cich thém canh (s, ¢). Khi d6
Ménh dé 5.3.10. Néu G + (s,t) la do thi Hamilton thi G la do thi Hamilton. Ta ndi

tinh chdt nay la 6n dinh Hamilton qua phép bién d6i G — G + (s, ).

Chitng minh. Gid st G + (s,t) chita chu trinh Hamilton g = (v1,v9,...,v,). Néu u
khong di qua canh (s, t) thi G'1a Hamilton. Ngwoc lai, G chita mot day chuyén Hamilton
©\ (s,t) n6i s va t. (Khong mét tinh tong quét, cé thé gid thiét s = vy, t = v,).

Ta chitng minh rang ton tai it nhat mot chi s6 4,3 < i < n, sao cho s ké véi v; va

t k\é véi Vi—1.
That vay, xét cdc tap con cia tap Y := {vs, v4, ..., 051} :
A = Hv | (s,v;) € Evad<i<n-—1},

B = {'UZ'|(t,'l}i_l)EEVé?)SZ.Sn—l}.

Vi s va t khong ké nhau trong G nén
#A—l-#B:dg(S)—l—dg(t)—an—Q
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va nhan xét rang #Y = n — 3 suy ra ton tai
wEANB (3<i<n—1).

Do dé, thém céc canh (s,v;) va (¢,v;—1) va xéa canh (v;,v;_1) ta duwge mot chu trinh

Hamilton trong G (xem Hinh 5.12), va ménh dé dugc chitng minh. <

V2 U3

Vi—1 t=uv, Vi—1

(%
Hinh 5.12:

Gid sit G 1a don do6 thi n dinh va k 14 s6 nguyén thda 1 < k < n. Xét thd tuc dé
quy sau: Xuat phét tir G, thém céc canh ndi cdc dinh khong ke nhau ma téng céc bac
cia chiing 16mn hon hodc bang k. (S6 phép todn doi hdi trong thid tuc nay ti 1& véi nt).
Vi cdc bac khong gidm, do thi nhan dwoc khong phu thude vao thit tu cdc canh dwoc
thém. Do thi nay (chita G) goi 1a k—bao ddéng cia G va ky hiéu la [G]g. Véi k = n, tir
Meénh deé 5.3.10 suy ra

Pinh ly 5.3.11. [8] G la do thi Hamilton néu va chi néu [G), la do thi Hamilton.
Trong triromg hop tong quat, tim chu trinh Hamilton trong [G], khong phdi lic

nao ciing dé hon trong G. Tuy nhién, véi nhitng truwong hop dac biét, ching han khi
[G],, 1a d6 thi day di K, ta ¢ thé dé dang xay dung chu trinh Hamilton trong [G],, :

Pinh ly 5.3.12. Dieu kién di dé’ G la do thi Hamilton la [G], = K,.

C6 thé chi ra rang hau hét céc diéu kien di da biét (dwoc liét ké dudi day) lién
quan dén bac cida G suy ra [G], = K, va la hé qud cda Pinh 1y 5.3.12.

Gid st G 1a don d0 thi lién thong n dinh.
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Hé qud 5.3.13. [Ore] [47] Néu dg(v;) + da(v;) > n véi moi (vi,v;) ¢ E thi G la do
the Hamilton.

Hé qud 5.3.14. [Dirac| [17] Néu dg(v;) > 2

2 vdi moi dinh v; € V thi G la do thi

Hamilton.
Hé qud 5.3.15. [Pésa] [51] Néu cdc dinh cia G dugc ddanh s6 thw tw sao cho
da(v1) < dg(ve) <--- < dg(vp)

va néu
Vk:1§k<g:>dg(vk)>k:,

thi G la do thi Hamilton.
Hé qud 5.3.16. [Bondy| [7] Gid si cdc dinh cia G dwge ddnh so thu tw sao cho
dg(v) < dg(vg) < -+ < dg(vy).
Néu diéu kién sau ding:
P <q, da(vp) < p,da(vg) < q—1= da(vp) +da(vg) = n,
thi G la do thi Hamilton.

Hé qud 5.3.17. [Chvétal] /18] Néu cdic dinh cia G dugc ddnh so thu tw sao cho
da(v1) < dg(ve) <--- < dg(vy)

va néu
dg('l}k) < k< g = dg('l}n_k) >n— k

thi G la do thi Hamilton.

Hé qud 5.3.18. [Las Vergnas| [42] [30] Néu cdc dinh cia G dugc ddnh sé thw tu

V1, V2, ..., Un $GO cho

1<kk>n-—j
(vj,vr) ¢ E = da(vj) + da(ve) > n
da(vi) < Jyda(vg) <k -1

thi G la do thi Hamilton.
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Cédc chiing minh. Chitng minh cda Hé qud 5.3.13 suy truce tiép tir cdch xay dung [G],:
tat cd cac canh (v;,v;) ¢ E c6 thé dwge thém va do d6 [G), = K,,. Hé qud 5.3.14 suy
truce tiép tir Hé qud 5.3.13.

Hon nita, dé dang thay rang, do thi thda man céc diéu kién cia Hé qud 5.3.15,

5.3.16 hay 5.3.17 cuing thda man céc gid thiét cia Hé qud 5.3.18.

Dé chitng minh Hé qud 5.3.18, ta sé st dung két qud sau cho diéu kién dd dé

G, = K.

Dinh ly 5.3.19. [8] Néu cdc dinh cia G dugc ddnh sé thu tu vi,vs, ..., v, sao cho

3

1<

(vi,v;) ¢ E

de(v;)) <i+k—n = dg(vi) + da(vj) = k
de(vj)) <j+k—n-—1

14+7>2n—k }

thi k—bao déng cia G la do thi day du K,.

Hé qud 5.3.18 suy truc tiép tir Dinh 1y 5.3.19 véi k = n. Hé qud 5.3.18 1 tong
quat nhat cia tat cd cac diéu kién da biét cé lién quan dén bac cia do thi. Tuy nhién,
diéu kién di cda Dinh 1y 5.3.12 14 téng quat hon: do thi trong Hinh 5.13 ¢6 [Gls = K

nhung khong ton tai cdch ddnh s6 cdc dinh cia G thda cic diéu kién cia Hé qud 5.3.18.

Hinh 5.13: Véi do thi nay, [G]s = K nhung khong thé ap dung Hé qud 5.3.18.
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5.3.3 CA4c diéu kién dd d€ ton tai mach Hamilton

Trong truong hop do thi cé huwéng, c6 mot sé cac dieu kién did bdo ddm sur ton tai cda

mach Hamilton. Két qud tong quét nhat la:

Dinh ly 5.3.20. [Meyniel, 1973] Gid s G = (V, E) la do thi ¢é hudng n dinh lién

thong manh khong khuyén sao cho
(vi,vj) ¢ E va (vj,v;) ¢ E = dg(v;) + da(v;) > 2n — 1.

Khi do G chita mot mach Hamilton.

Chiing ta sé dwa ra chitng minh ¢6 tinh kién thiét dinh ly nay (theo Minoux, 1977)
va mot thuat toan c6 do phirc tap O(n*) dé tim mach Hamilton. Chitng minh dua trén
phuwong phdp (khong kién thiét) cia Bondy va Thmassen (1977). Trudce hét, ching ta

can mot s6 khéi niém.
Gid st S C V. Véi méi v; € V (c6 thé v; € S), ky hiéu dg(4) 1 86 cdc cung ndi
(theo hudng bat ky) dinh v; véi tap con S. Vi G khong ¢6 khuyén nén ta luon luon c6

v; €S = 55(’&) < 2#5—2.

Véi S 1a tap con thuce su cia V ta goi S—bo hanh 1a mot duong di ma cdc dinh dau va
cudi (khong nhat thiét phan biét) thudc S va cde dinh trung gian 14 phan biét va tao
thanh mot tap con khdc trong cia tap V' \ S. Mot S—duong di 1a mot S—bd hanh ma

’ oA N . ’
cac diem dau va cuoi khac nhau.

s’ A~
Ta cé bo dé sau:

Bo dé 5.3.21. Gid s 1 = (vo,v1,...,v,) la dwong di so cdp cia G, S la tdp cdc dinh
cia nd va ditv € V\ S. Néu khong ton tai hai dinh lién tiép v, va vgy (0 <k <p—1)
cia p sao cho (v, v) € E vd (v,v541) € E thi

55('&1) < #S‘l‘ 1.

Chitng minh. Xét céc tap con cia S\ {v,} :
A= {vie S\{uvp} | (v;,v) € E}
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va
A= {vi € S\{vp} | (v,vi1) € E}.
Theo gid thiét, ANB=0va #(AUB) <#S—1(dowv, ¢ A v, ¢ B). Vay

Ss(v) < #A+#B+2=4#(AUB) — #(ANB)+2 < #S +1,

diéu phdi chitng minh. <
Bay gio ching ta chirng minh Dinh ly 5.3.20.

Chitng minh cia Dinh Iy 5.8.20. Xét d6 thi G thda man céc diéu kién cda dinh 1y.
(1) Vi G lién thong manh nén ton tai mot mach do dai it nhat hai.

Ta néi mach p trong G 1a tua cuc dai néu véi moi dinh v ¢ p khong ton tai hai

dinh vy va vy lién tiép trén mach p sao cho
(vg,v) €U va  (vgyr,v) € U.
Hién nhién rang dé kiém tra mot mach cé phdi tua cuc dai hay khong, hoac dé
phat hién mot mach do dai 16n hon 1 ta can thue hién O(n?) phép toan so cap.

Do dé, thuat todn xay dung mot mach twra cuc dai trong G bat dau tir mot mach

tly ¥ doi héi O(n?) phép todn so cép.

Gid st p 1a mach twa cue dai, va ky hiéu S 1a tap cdc dinh cdia né. Néu S =V
ta dirng: p 1 mach Hamilton. Nguoc lai, ta sé chi ra rang cé thé mé rong mach p dé
nhan duwge mot mach p’ ¢6 do dai 16m hon, va do dé, theo quy nap, ta sé c6 mot mach

Hamilton.
(2) Chiing ta chitng minh ton tai mot S—duwong di trong G.

Bang phdn chimg, gid sit khong ton tai S—dwong di. Vi G lién thong manh, ton

tai it nhat mot S—bo hanh P ma cdc dinh dau cudi cda né la v € S.

bit R 14 tap cdc dinh thudc P va khac v; dat T 14 tap cdc dinh cida G khong thudc
S UR.
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Theo gid thiét khong ton tai S—dwong di nén khong ton tai dinh thuoc R va ké
véi mot dinh trong S\ {v}.

Do d6 véi moi dinh v; € R va dinh v; € S\ {v} ta ¢é
dr(v;)) <2#R—2, 0gr(v;) =0,
ds(v;) <2, ds(v;) < 24#S —2.
Hon nita ta can cé
dr(v;) + dr(v;) < 2#T.
(Néu khong, ton tai it nhdt mot duwong di do dai 2 hoac gitta v; va v, hodc gitta v; va

v;; duomg di nay (c6 mot phan nam trén P) tao thanh mot S—duomg di).

C6 thé chitng minh rang cdc dinh v; va v; 1a hai dinh khong ké nhau sao cho

5('[1@) + 5(’Uj) = 55('&%) + 53(%) + 5T('Ui) + 55('&1j) + 53(’%’) + 5T(’Uj)
< 2A#R+H#S+#T)—2=2n—2,

mau thuan véi gid thiét.

(3) Vi ton tai {t nhat mot S—duwong di, ta sé tim mot S—dwong di P xuat phat tir x
va két thic tai y sao cho do dai cia dwong di con p(z,y) tir x dén y trén g 1a nhd nhat

(theo s6 cdc cung).

V&i mot dinh o € S cho trude, ching ta cé the sit dung thut toan tim kiém theo
chiéu rong trén do thi G' nhw da trinh bay trong Chwong 3. Phuwong phép nay doi héi
O(m) phép toan so cap. Do d6 thuat toan tim mot S—dwong di P va6i tinh chdt doi

héi can nhiéu nhat O(mn) phép todn so cap.

Ky hiéu R la tap cdc dinh trung gian cia P, va S; 1a tap céc dinh trung gian trén

dwong di p(x,y) cia p.

Néu S = 0 thi thay cung (z,y) bdi S—duomg di P va ching ta nhan duwgce mot
mach i’ ¢6 d6 dai 1ém hon hodc bang (#S + 1).

(4) Ké tiép ta gid sit S; # 0, va dat Sy := S\ S; va T 1a tap céc dinh cida G khong
thuoc R va S.

Chiing ta xay dung mot dwong di so cap twa cuc dai @ gitta y va o ma tap céc

dinh cda né 14 S’ thda man S’ C S va Sy C S’ bang phwong phdp lap nhu sau:
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1. Khéi tao véi Q := u(x,y), S’ ;== S, 5" := 5.

2. Tim dinh s € §” sao cho (k,s) € U va (s,l) € U v6i hai dinh k va [ lién tiép trén
Q. (Nhan xét rang, diéu nay doi hdi nhiéu nhidt O(n) phép todn so cap). Néu
khong ton tai dinh s nhw vay (hoac 1a S” = () thi dimg: duomng di Q 1a tua cuc

dai (hoac cuc dai).

3. Gid sit ton tai dinh s thi chen né vao gitta hai dinh k va [ d€ nhan dwoc mot dwong
di méi Q' ¢6 dd dai 16n hon dwong di triege dé mot. Thay S” bdi S"U{s}, S” bdi
S"\ {s},@Q béi Q' va lap lai Bude 2.

Chu y ring, s6 phép toan can thirc hién trong thuat todn nay khong vwot qui
O(n?).

Ta sé chi ra rang, két thic thuat toan thi S” = 0.

That vay, gid sit nguwoc lai S” # (0.

Theo cdch xay dung cia P, cdc dinh cia R khong ké véi mot dinh cida S; (vi néu
nguoc lai, ta cé thé tim mot S—duwong di ma céc dinh dau cudi cia né gin p hon P).

Do d6, v6i moi dinh v; € R va moi dinh v; € S ta ¢
0r(v;) = s, (vi) = 0.

Mat khéc, vi p 1a mach tirra cie dai, dinh v; thda man cac gid thiét cia B de 5.3.21

v6i duong di con p(z,y) sao cho
552 (’UZ) S #52 + 1.

Chon v; € S” C S;. Theo cich xay dung cda @, ap dung lai B& dé 5.3.21 v6i dinh v;
va duong di @), ta duoc
55”('Uj) S #Sl + 1.

Mat khdc, ta can ¢6 (nhw da chitng minh trong Phan (2))
5T('Ui) + 5T(’Uj) < 2#T
(nguroc lai, ta ¢6 thé tim mot S—dwong di ma cdc dinh dau cudi cia né gan p hon P).
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Cudi cung, ta luon luén cé
55// ('Uj) < 2#5" - 2, va 53(’1%) < Q#R — 2.

Suy ra
5(’111) + 5(’Uj) S Q#R + #52 + 2#5// + #Sl -2

va

#S0 < #S5 = 6(v;) +6(vj) < 2n —2
v6i hai dinh khong ké nhau v; va v;, mau thuan véi gid thiét.

Vay S” = 0 va tir duong di Q véi S—duong di P ta c6 thé xay dung mot mach
w6 do dai > #S + 1.

(5) Trong tat cd céc trwomg hop (tham khdo cdc Phan (3) va (4) trén) khi #5 < n ta
c6 thé tim (nhieu nhat O(mn + n3) phép todn so cdp) mot mach u/ c6 do dai 1ém hon
mach cii 1. Trueée khi 1ap lai thuat todn, ta cin kiém tra / cé phdi 1a mach tua cue dai.
(Néu khong phai, xay dung mot mach twa cuwc dai p” tir p/-doi héi nhiéu nhat O(n?)

phép todn so cép).

Sau nhiéu nhit (n — 1) lan ldp mé rong mach, thuat todn cho chiing ta mot mach
Hamilton cda do thi G. Dinh 1y 5.3.20 dwoc chitng minh bang thuat toan kién thiét

cach xay dung mach Hamilton v&i do phitc tap thuat todn 14 O(n?). <

5.4 Ma Gray

Khdo st sir hoat dong cia mot dong ho do. Cé nhirng vi trf ma tai d6 mot vai chir so
can phdi thay doi dong thoi. Do giéi han cia bo phan co khi, céc thay doi nay khong
hoan toan dong thoi. Do dé, s6 ghi tai cdc vi trf nay cé thé xdy ra 16i. Chang han,
trong qué trinh thay déi tir 36999 dén 37000, s6 ghi trén dong ho do cé thé 1a 36000
hodc 1a 37999; va tham chi néu ching ta gid st rang céc chir s6 thay doi tuan tw tir

phdi sang trai, thi gid tri 36000 van c6 thé xudt hién trén dong ho do.

D¢ loai trir 16 loai nay, chiing ta cin sip xép céc s6 theo thit twr (khc véi thit tur

thong thirong) sao cho chi ¢6 mot chit s§ thay doi tai moi bude. Néu diéu dé thue hién
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dwoc, thi cdc 101 chi cé thé xdy ra khi cdc thao tdc cia mdy bi tré, va nhiéu nhat 1a

mot 16i. Trong trwong hop bicu dién nhi phan, moét day nhir vay dwoc goi la ma Gray.

Xét do thi vo huéng Q,, := (V, E), trong d6 moi dinh twong ting v4i mot vector
n chiéu trong B"; hai dinh ké nhau néu hai vector twong tng chi khdc nhau ding mot
vi tri. (Chd ¥ rang do thi vo huéng nay cé 2" dinh ma chiing ta viét nhw bidu dién nhi

phan cia céc s6 nguyén tir 0 dén 2" — 1).

Dinh ly 5.4.1. Do thi vé6 hudng Q,,n > 2, chita chu trinh Hamilton.

Chatng minh. dinh ly bang quy nap.
+ Véin = 2: ta c¢6 chu trinh Hamilton {00, 01,11, 10,00}.

+ Gid sit dinh 1y ding dén n: D6 thi Q,, ¢6 chu trinh Hamilton (vg, vy, ..., vx), v6i
k=2"—1.

Khi do
O'U(], 0'[11, ey O'Uk_g, O'Uk_l, 1'Uk_1, 1'Uk_2, 1'[11, 1'[10, O'U(]

la chu trinh Hamilton trong @,,+1. <

Chu trinh Hamilton trong Q,, cho ta ma Gray. Dac biét, ching ta c6 thé “ma héa”
va “gidi ma” bo ma nay. That vay ta cé thé tinh s6 hang thit N, 2" > N, trong bo ma

Gray, va vi trf (bi¢u dién nhi phan) cia N trong bo ma.
Pinh ly 5.4.2. Gid st v, 17 5 ...70 la biéu dién nhi phin cia N, va
Yi =T+ x4 (mod 2),i=0,1,....,n—1 (x, = 0).

NEU Yp—1Yn_a . ..yo la bicu dién nhi phan cia M thi sé ¢ vi tri thet N trong ma Gray
la M.

Nguoc lai dat Yp—1Yn—z - - . Yo la bi€u dién nhi phan cia M. Gid si x; la s6 cdc s6
mot trong tap {Yn—1, Yn—2, .-, Y+ (mod 2); va dit Ty 1Tp_s ... To la biéu dién nhi phan
cia N. Khi d6 s6 M zudt hién ¢ vi tri thit N trong ma Gray.

Chitng minh. Bai tap. <
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Chuong 6

Do thi phang

Chiing ta da nghién citu cdc tinh chdt cia cdc do thi con, chdng han, cdc day chuyen,
chu trinh va céc cay bao trim trong mot do thi da cho. Trong chwong nay, ching ta sé

nghién citu toan bo do thi G véi cau héi sau: khi nao G 1a phang?

Chwong nay bat dau véi hai vi du ve do thi Kuratowski déng vai tro trung tam
trong viéc kiém tra tinh phang cda do thi. K& tiép la cédc tinh chat cia do thi phang,
ching han dinh 1y Euler va gid thuyét bon mau néi tiéng “moi do thi phang 1a 4—sic”
(phat bicu nam 1850 va dwgc chitng minh nam 1976). Ching ta ciing tim hiéu tiéu
chuén can va did d€ do thi 1a phang-Dinh 1y Kuratowski. Cuéi cung la déi ngau hinh

hoc cda do thi phing.

6.1 Dinh nghia va cac vi du

Nhéc lai rang do thi G dwoc goi 1a phang néu ton tai mot phép bicu dién G 1én mot
méit phang sao cho hai canh bat ky cda do thi khong cat nhau ngoai trir tai dinh cia
chiing. Céc do thi ma cé thé bién doi cho tring nhau bang phép bién dang co dan lién
tuc trén mat phing thi khong coi 1a nhitng d6 thi phdng khic nhau. Theo dinh nghia,
do thi trong Hinh 6.1 13 phang.
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Hinh 6.1: Vi du ve do thi phing.

Vi du 6.1.1. (Bai todn ba bi¢t thu va ba nha mdy). Co6 ba biét thu a,b,c va ba
nha may: mot nha mdy nude d, mot nha méy hoi dot e va mot nha mdy dién f. Moi
biét thw ndi véi cdc nha may bang nhitng 6ng dan nwée, 6ng dan hoi va duomg day
dién. Vay cé thé vé trén mat phang ba biét thu va ba nha may va tat cd cdc duong
van chuyén sao cho khong c¢é hai duwomg nao cat nhau & mot diém khac cdc dau miit
cda ching hay khong? Ta ¢6 mo hinh héa bdi do thi hai phan Kj3: Céc dinh cda do
thi twong tng cdc nha va cdc nha mdy (xem Hinh 6.2); mot canh lién thuoc hai dinh
twong tng nét vé tir nha dén nha mdy. Bai todn dwa vé ki€m tra tinh phing cia do

thi Kuratowski K3 3. Bang thirc nghiém cé thé chi ra rang do thi nay khéng phing.

a b c

d e f

Hinh 6.2: D6 thi Kuratowski K3 3.

Vi du 6.1.2. Cing bang thuc nghiém, cé thé chimg té do thi day di Ks (xem Hinh
6.3) 14 khong phang.
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Hinh 6.3: Do thi Kuratowski K.
Ve tinh khong phing cia cdc do thi K33 va K5 sé duge gidi thich trong nhitng
phan sau. Chi y rang cdc do thi K5 va K33 ¢6 nhirng tinh chat:
1. C4 hai 1a khong phang;
2. Néu xéa mot canh hodc mot dinh cda do thi thi sé nhan dwgc mot do thi phing.

3. K5 1a d6 thi khong phing cé s6 dinh {t nhat; K33 14 do thi khong phéng cé s6

canh it nhat.

6.2 Céac biéu dién khic nhau ciia mét d6 thi phing

Truée hét ta cb két qud sau.

Pinh ly 6.2.1. [Fary] Moi don do thi phing cd thé biéu dién trén mot mdt phdng sao

cho cdc canh la cdc doan thdng va ching ch? cdt nhau tai cde dinh chung.

Chitng minh. Chimg minh cia dinh ly nay khd phitc tap va khong déng gép nhiéu
trong viéc hiéu tinh phing cia do thi. Ban doc quan tam cé thé xem [24]. Chang han,
do thi trong Hinh 6.1 ¢6 thé vé lai chi st dung céc doan thing nhw trong Hinh 6.4.
Trong dinh 1y nay, do thi can phdi don vi céc khuyén hodc mot trong hai canh song

song khong thé vé bdi cic doan thing. <
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Hinh 6.4:
Dién

Ky hiéu R(G) la do thi phang G dwogc bidu dién trén mat phing. Céc ving lién thong
(theo to po cia mit phing R?) cia tap R? \ R(G) goi 1a céc dién. Mot dién 1 mot
ving cia mét phang duwoc gidi han bdi cdc canh goi 1a bién; hai dién goi 14 ké nhau néu

cac duomg bién cia ching ¢6 {t nhdt mot canh chung.

N6i chung, bién cia dién gom cdc chu trinh don gidn véi cdc canh roi nhau, cdc
canh treo (canh ¢6 mot dinh bac mot), hodac cdc canh noi hai chu trinh. Dién phia ngoai,
goi la dién vo han, luon luon ton tai mot chu trinh 14 duwong bién chita bén trong né céc

canh khdc; d6 1a chu tuyén cia dién vo han.

Vi du 6.2.2. Bdn do dia Iy 1a do thi t6 po phdng khong cé cau; do thi dé cé tinh
chit dac biét 1a: bac cida moi dinh > 3. Mot dién ¢6 thé ke v4i dién khéce & nhiéu canh.
Trén Hinh 6.5 ta chi ¥ rang céc dién d va ¢ khong ke nhau méac du ching c6 mot dinh

chung; a la dién vo han.

N o X A ~
Biéu dién trén mat cau

Dé& tranh phan biét gitta cdc dién hitu han va dién vo han, ching ta thwong bicu dién
céc do thi phang trén mat cau S? C R? dwa vao phép chiéu noi tir S? léen R?. Ky hiéu
S 1a diém tiép xic cida mat cau véi mat phang, va N 1a diém thudc mat cau sao cho
NS vuong géc véi mat phang. Véi méi diem P € 8%, P # N, duong thang NP cat

mat phang R? tai ding mot diém Q. Nhu vay ta c¢é twong dng mot-mot tir mit cau
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Hinh 6.5:

(bé di di€m N) 1én mat phang.

Theo cach xay dung nay, hién nhién rang do thi la phdng néu va chi néu cé the
bicu dién né trén mot méit ciu sao cho cdc canh cia né khong cat nhau ngoai cdc dinh
chung. Do d¢, theo Dinh ly 6.2.1 ta c6

Dinh ly 6.2.3. Mot do thi cé thé biéu dién trén mdt ciu sao cho cdc canh khéong tu

< \ s s A7 - A7 . M A -~ M
cat néu va chi néu nd cé thé biéu dien phdang trén mdat phdang.

Mot do thi phang dwoc biéu dién trén méit ciu sé phan chia mat cau thanh nhiéu
ving khac nhau. Mo6i viing trén mét cau 13 mieén giéi noi, dién vo han trén mat phang
dwoc dnh xa thanh viing trén mat ciu chita diém cuc bac N. Hién nhién rang, bang
phép quay thich hop qud cau ching ta c6 thé dnh xa mot ving bat ky thanh dién vo

han trén mét phing. Tir d6 ta nhan dwoc:
Dinh ly 6.2.4. Mot do thi phdang cé thé biéu dién trén mot mat phing sao cho dién

bat ki cho trudce la dién vo han.

Méi lién quan céc ving trén mét ciu cho phép ching ta thay rang khong cé su
phan biét thuc su gitta dién vo han va cdc dién hitu han trén mat phang. Do dé, khi

néi vé cdc ving trong mot biéu dién cia do thi phing trén mat phang, ching ta xét
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¢ dién vo han. Ngoai ra, do khong c¢é su khac nhau ¢St yéu gitta cdc phép biéu dién
do thi trén mot mat phang hay méat ciu (mat phang cé thé xem la mét cau bé di mot
diém), thuat ngit “biéu dién phang” cia mot do thi thwomg dwoc sit dung dé bao ham

cac phép bicu dién trén mat ciu ciing nhw trén mat phang.

Bi€u dién trén mat phang va tinh lién théng

Trong mot do thi khong lién thong, viée biéu dién méi thanh phan trén mat phing cé
thé duoc khdo sat mot cach doc lap. Do dé, do thi 14 phing néu va chi néu céc thanh
phan lién thong cda né 1a phing. Twong tu, trong mot do thi tach dwgce (tire 1—-lién
thong) viéc bicu dién moi khdi (tirc 1a do thi con khong tach dwoc cuwe dai) trén mét
phéng c6 thé duoc khdo sat doc lap. Do d6 mot do thi tach duwoc 1a phang néu va chi

néu moi khéi 13 phang.
Vay, ki€m tra tinh phing cia do thi chi can xét déi véi do thi khong tach duoc.

Mot do thi phang khong tach dwoc cé thé bieu dién duy nhat 1én mot mat cau
khong? Trude khi trd 1oi cau hédi nay, ching ta can gidi thich ¥ nghia cda tir “bicu dién
duy nhat”. Hai biéu dién cia mot do thi phang 1a giéng nhau néu ching cé thé lam
tring nhau bang phép quay mat ciu nay thanh méit ciu kia va c6 thé bién dang cac
ving (khong di chuyén dinh bang qua canh). Néu tit cd céc phép biéu dién 1én mot
mat cau la tring nhau thi ta néi do thi c¢é duy nhat mét phép bi¢u dién. Dinh 1y duwéi
day cho chiing ta chinh x4c cau trd 1oi khi nao thi mot do thi diroc biéu dién duy nhat

trén mot mat cau.
Pinh 1y 6.2.5. [Whitney] Phép bi¢u dién lén mdt ciu cia méi do thi phdng 3—lién
thong la duy nhat.

Chitng minh. Xem [54]. q

Dinh 1y nay déng mot vai trdo quan trong trong viéc xdc dinh xem mot do thi ¢
phéng hay khong: Véi céc do thi 3—lién thong, néu c6 thé biéu dién trén mot méit cau

thi phép biéu dién nay la duy nhat.
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6.3 C4c tinh chit cia do thi phing

Phan nay liét ké nghién citu mot s6 tinh chat co ban cda do thi phdng. Trude hét ta cé

Dinh ly 6.3.1. [Berge| Trong mét do thi té po phing, cdc chu tuyén cia dién hitu han

tao thanh mot hé co so cdc chu trinh doc lap.

Chatng minh. Ching ta sé chitng minh bang quy nap theo s6 dién f cia do thi G.

Hién nhién dinh 1y ding khi G ¢6 mot hoac hai dién hitu han. Gid st dinh Iy
ding cho moi do thi phang c6 s6 dién hiru han 13 (f — 1); ta chitng minh dinh 1y ding

cho moi do thi phang cé f dién hiru han.

That vay, gid sit khong phdi tat cd cdc chu tuyén déu la cdc chu trinh khong giao
nhau (theo nghia la c6 canh chung) vi véi trueomg hop dé thi dinh 1y 14 hién nhién. Khi
dé ta cé thé bé bét mot canh e nao dé cida G va duwge do thi G’ ¢6 (f — 1) dién hitu
han ma cdc chu tuyén cia né theo gid thiét quy nap lap thanh mot co s& gom céac chu
trinh doc lap. Khi trd lai canh e, ta ¢c6 mot dién hitu han méi ma chu tuyén 1a mot chu
trinh khong phu thuoc vao céc chu trinh truée (vi né chita mot canh khong thude vao
mot chu trinh nao trong s cac chu trinh &y). Do bo sung mot canh khong thé lam tang
chu s6 1én qué mot don vi, nén s6 dién hiru han cda d6 thi G qud la x4c dinh mot co

s& gom cac chu trinh doc lap. <
Hé qud 6.3.2. [Euler, 1752] Gid sié G la do thi té po phdang lién thong n dinh, m canh
vi f dién. Khi d6

f=m-—-n-+2

Chitng minh. That vay, s6 cdc dién hiru han bang chu s6 v(G), nén

f=viG)+1=(m—-n+1)+1=m-—-n+2.

Cing c6 thé chirmg minh céch khéc nhu sau.

Nhan xét rang chi cin chitng minh cho mot don do thi, vi viéc thém mot khuyén

hodc thém mot canh song song chi don gidn la tang s6 dién va s6 canh cia do thi lén
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mot don vi. Ching ta ciing c6 thé x6a tat cd cdc dinh treo va cdc canh lién thudc né.

Néu thém (hodc bét) mot canh va mot dinh thi hiéu s6 (m — n) khong doi.

Vi moéi don do thi phing c¢é thé biéu dién trén mat phang sao cho méi canh 1a
mot doan thang (Pinh Iy 6.2.1), nén mot do thi phang cé thé dwoc vé trén mat phang
sao cho cdc dién la céc da gide. Ky hiéu f 1a s6 dién va k, 1a sd cdce dién ¢6 p canh. Vi

moi canh thudc bién cda ding hai da gidc, nén
3k + Aky + Bks + - - + rk, = 2m,
trong dé k, 14 sO cdc da gidc véi s6 canh cuc dai.
Mat khac
ks +ky+ -+ k= [

Tong tat cd céc gée tai mdi dinh trong da gide twong tmg do thi 1a 2nm. Nhac lai rang
tong tat cd cic géc trong mot da gidc p canh 1a (p — 2)7 va tong tat cd cdc géc ngoai
1a (p+ 2)w. Do dé

2nt = B3—=2)mhks+ (4 —2)wky+ -+ (r — 2)wk, + 47
= (2m —2f)m + 4.

Tur cac dang thitc trén, ta suy ra
2(m — f)m + 47 = 2nm.
Vay f=m —n + 2. <

Vi du 6.3.3. [Euler] Ta xét trong khong gian ba chiéu mot da dién 16i ¢6 n dinh, m
canh va f dién. Hién nhién ta cé thé vé né trén mot mat ciu sao cho hai canh bat ky
khong cat nhau tai nhitng diem khéc cdc dau mit. Sau dé tién hanh phép chiéu noi véi
tam & gitta mot trong cdc dién. Ta dwoc mot bicu dién cia da dién trén mét phing.

Vi do thi 1a phang nén ta cé hé thitc co ban sau day cia céc da dién 16i:
n—m+ f=2.

Hé qua 6.3.4. Trong mot don do thi phdng, lién thong cé f dién, n dinh, m canh

(m > 2), cde bdt ddng thitc sau luén nghiém ding

{2m > 3f,

n—6 > m.
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Chitng minh. Moi dién c6 bién it nhat 14 ba canh, moi canh 14 chung cia chinh x4c hai
dién, do dé
2m > 3f.

Thay thé f = m — n + 2 trong cong thitc Euler, ta c¢é bat dang thitc thit hai. <

Chiing ta lwu y rang bat dang thitc thit hai chi 1a mot dieu kién cin ma khong dd
vé tinh phang cia mot do thi. N6i cach khac, moi don d6 thi phang cin phdi thda man
céc dieéu kién nay, nhung dieu nguwoc lai 1a khong ding. Chang han do thi Kuratowski
K3 3 thda

MN—6=36—-6=12>m=09.

Nhung

Vidu 6.3.5. Do thi K33 khong phang. D& chitng minh chiing ta cin chi ra rang trong
do thi nay khong ton tai dién ma bién cda né c¢6 sé canh nhé hon 5. That vay, néu do
thi 1a phang thi 2m > 4f.

Theo cong thirc Euler
2m > 4(m —n + 2).

Vay
2.9 >4(9 — 6+ 2).

Hay 18 > 20! Mau thuin. Do d6 do thi K33 khong phing.

Vi du 6.3.6. Do thi diy dd c6 nam dinh Kj 1a khong phing. That vay, néu ngugc
lai thl K5 sé co

f=m—-n+2=10-5+2=7

dién. Chu tuyén cia moi dién déu cé it nhat ba canh. Néu lap don do thi lién thudc

dién-canh, thi s6 canh mot mat < 2m va mat khac lai > 3f. Tt d6
20 = 2m > 3f = 21.
Vo 1y, vay K5 1a khong phang.

Hé qud 6.3.7. Moi bdn do dia ly ¢ it nhdt mot dién ma so canh cia chu tuyén nho

hon hodc bang 5.
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Chitng minh. That vay, trong bdn do dia ly, moi dinh 14 dau mut cida it nhat 3 canh;
néu lap don do thi lién thuoc dinh-canh thi sé canh mot mat < 2m, mat khéc lai > 3n,
vay n < 2m/3. Néu gid thiét rang maoi dién c6 chu tuyén gom it nhat 6 canh va néu lap
don d6 thi lién thudc dién-canh, thi sé canh cia né, mot mat < 2m, mét khac lai > 6f.
Vay f < 2m/6. Ta luon luon cé thé gid thiét 1a do thi lién thong (néu khong thi chimg

minh hé qud cho tirng thanh phan), va do dé cé thé viét
2=n—m+f<2m/3—m+m/3=0.
Dieu d6 khong thé xdy ra. N

Hé qua 6.3.8. Gid st G la don do thi phdang lién thong. Khi d6 ton tai dinh v € V
sao cho d(v) < 5.

Chitng minh. That vay, trong do thi G, moi dién dwoc bao it nhit bdi ba canh khéc
nhau; néu lap do thi H lién thuoc dién-canh (tikc 1a do thi gom tap X cic diém dung
d€ bifu thi cdc dién, tap hop Y céc diém dung dé€ bicu thi cdc canh va céc canh néi
difm z € X véi y € Y néu dién x lién thudce canh %) thi s6 canh ciia do thi H, mot mat
< 2m, mat khdc lai > 3f, vay f < 2m/3. Néu moi dinh la dau miit it nhat cda 6 canh,
thi cling bang cach nhw vay ta thu dwge n < 2m/6, nghia 13 (theo cong thitec Euler)

2=n—m+f<m/3—m+2m/3=0.

Vo 1! 4

6.4 Phat hién tinh phang

Viéc x4c dinh do thi G 1a phang hay khong 14 mot bai toan quan trong, chidng han trong
héa hoc: & dé nhieu chdt héa hoc ma cong thitc cau tao cia né cé thé bicu dién nhw
mot do thi phang; va trd 1oi cau hdi nay bang céch c6 ging thit vé né lén mot miét
phing ré rang khong phdi 1a mot cau trd 1oi tot. Ve thuat todn thoi gian O(n) kiém
tra mot do thi ¢6 phang hay khong, va néu phang thi biéu dién né nhir thé nao cé thé
xem [34], [18].

202



Ciing c6 mot thuat toan [33] thoi gian O(nlogn) dé kiém tra tinh ding cau cia
hai do thi phang. Bai toan nay cting thwomg ndy sinh trong héa hoc khi chiing ta muén

nghién citu cdc phan tit.

Céc tiéu chuan don gidn va hiéu qud sau cho phép phét hién tinh phing cia do
thi.

Phép rit gon co sdé

1. Do do thi la phang néu va chi néu céc thanh phan lién thong cda né la phing,
ching ta chi can xét mot thanh phan lién thong cia nd. Cung vay, mot do thi cé
di€m khép 14 phang néu va chi néu céc khéi cia né 1a phang. Vi vay déi véi mot

do thi G cho trude, xdc dinh
G ={G1,Gs,...,G},

trong d6 G;,1 = 1,2,...,k, la cdc do thi con khong tdch duge cia do thi G. Roi

thi ching ta chi can kiém tra tinh phing cia moéi G;.
2. Do viéc thém hay xéa cdc khuyén khong lam mat tinh phing, ta xdéa cic khuyén.

3. Tat cd cac canh song song ciing khong dnh hwdng trong viéc xét tinh phing, vi

vay xéa tat cd cic canh song song trir mot canh con lai.

4. Loai bd tit cd cdc dinh bac hai va coi hai canh néi véi dinh dé 1a mot (dieu nay
khong dnh hirdng dén tinh phing cda do thi). Néi cach khac thure hién “mit gon

chuoi”.

Lap lai cdc Bude 3 va 4 cho dén khi ta duwoc mot do thi don gidn nhat cho phép

x4c dinh dé dang tinh phing cia né.

D6i véi mot do thi lien thong khong c¢é diém khép Gj, sau khi 4p dung cdc Bude

3 va 4 ta sé dwoc mot do thi H; ¢ cac diac trung:

Dinh ly 6.4.1. Do thi H; c¢é mdt trong ba dang

1. Mot canh don; hodc la
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2. Mot do thi day du cé bon dinh; hodc la

3. Mot don do thi khong tdch dwoc c¢é s6 dinh n > 5 va sé canh m > 7.

Chitng minh. Dinh 1y ¢é thé dwoc chiing minh bang cach khdo sét tat cd cac do thi lien

thong khong téch dwoc véi s6 canh nhé hon hodc bang sau. <

Ap dung dinh 1y, ching ta thiy ring tat cd cdc do thi H; roi vao loai 1 hodc 2 1a

phang, do d6 khéng can kiém tra thém.

Tt nhirng diéu néu trén, ching ta can nghién citu cdc don do thi lién thong khong
tach dwoc v6i it nhat ndm dinh, v moi dinh cé bac 1ém hon hodc biang ba. K& dén,
chiing ta can kiém tra bat dang thitc m < 3n — 6. Néu bat ding thitc khong thda man,
thi H; khong phang. Nguoc lai, ching ta kiém tra thém bang cach 4p dung dinh Iy

Kuratowski dudi day. Trude hét ta can dinh nghia sau.

Pinh nghia 6.4.2. (a) Trong mot do thi, hai canh dwoc goi 1a trong mot chudi, néu

ching ¢6 diing mot dinh chung bac hai.

(b) Hai d6 thi dwoc goi 1a dong phéi néu do thi nay cé thé nhan dwoc tir do thi kia
bang cach tao thém céc canh trong chudi (tirc 1a chén thém cdc dinh bac hai) hay hop

nhat céc canh trong chuoi.

Vidu 6.4.3. C4c do thi G; va Gy trong Hinh 6.6 1a dong phoi, do c6 thé dwa vé cling
do thi G-

G, Go G’

Hinh 6.6:
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Hién nhién rang do thi 14 phang néu va chi néu moi do thi dong phéi véi né la
phdng. Hon nita, quan hé R trén tap cac do thi xdc dinh bédi G1RGs néu va chi néu

G1 va G5 dong phoi 1a quan hé twong dwong.

Dinh ly 6.4.4. [Kuratowski, 1930] Do thi G la phang néu va chi néu G khong chita

do thi con dong phoi véi hodc Ks hodc Ks 3.

Chitng minh. Diéu kién cin. R6 rang, vi G khong thé bidu dién trén méit phing sao
cho céc canh cia ching khong cat nhau ngoai trir tai cic dinh chung cia ching néu né

chita d6 thi con dong phoi véi Ky hoac Kj 3.

biéu kién dd. Xem [4]. <q

Vidu 6.4.5. Bing céch dp dung Pinh ly Kuratowski ta c6 do thi trong Hinh 6.7 khong
phidng. That vay, trudc hét xéa cdc canh (a,b), (e, f) va (g, h); sau dé “rmit gon” cdc
chuéi (a, g), (g,d) va (f, h), (h,c) d€ dwoc cadc canh méi (a, d) va (f, c). Do thi thu dwoc
la K33. Suy ra G chita mot do thi con dong phoi véi Kz 3 va do d6 khong phang.

a

Hinh 6.7:

Viéc kiém tra tinh phang dwa vao Dinh ly Kuratowski 1a khé déi véi cdc do thi
16n (chdng han, don do thi khong tach dwoc c6 25 dinh va bac cia méi dinh > 3). C6
mot s6 tinh chat khéac dac trung cho céc do thi phang. Mot trong nhirng dac trung dé

sé dugc xét trong phan ké tiép.
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Dinh 1y 6.4.6. Moi do thi phing déu 5—sdc.

Chitng minh. Hién nhién dinh 1y ding cho cdc do thi phdng c¢6 s6 dinh < 5. Gid st
khéng dinh ding cho moi do thi phing cé (n — 1) dinh. Ta sé chitng minh dinh 1y ciing
ding cho nhitng do thi phing c6 n dinh.

That vay, theo Hé qud 6.3.8, trong G ton tai dinh v ¢6 bac < 5. D6 thi con nhan
duoc tir G bang cich x6a dinh v va cac canh lién thuoc né 1a 5—séic; ta to céc dinh
cia né bang nam mau «, 3,7, 6, €. Ta ¢6 thé t6 mau dinh v, trir khi né ké véi nam dinh

mang nam mau khac nhau.

Trong truong hop do6, gid sit a,b,c,d, e 1a nam dinh ké véi v (theo thit tw vong
quanh v) va gid st a, 3,7, 0, € 1a cdc mau twong tng. Ky hiéu G, g 1a d6 thi con sinh

bdi tap hop céc dinh ¢6 mau « hay 3, v.v. C6 hai truomg hop xdy ra:

1. Néu a va ¢ khong thuoc nhirng thanh phan cda d6 thi G, thi trong thanh phan
chita a ta t6 mau ~ cho cdc dinh ¢6 mau o va nguoc lai. Cach t6 mau mdi cho
G 14 chdp nhan dwoc, va dinh v bay gio dwoc bao quanh bédi cdc dinh cé mau

~ ’ A A ’ b N
v, 3,7,0,€ nén c6 the t6 né6 bang mau a.

2. Néu a va ¢ thudc cing mot thanh phan cia do thi G, thi cdc dinh b va d khong
thé néi véi nhau trong do thi G s (vi néu ngugec lai, G chita do thi Kj). Khi hoan
vi cAc mau 3 va § trong thanh phan cia do thi Ggs (chita dinh b) ta c6 thé t6

mau [ cho dinh v duoc.
Dinh ly dwoc chirng minh. <

Tuy nhién, ta con c¢6 thé lam tot hon:

Pinh ly 6.4.7. [Gid thuyét bon mau] Sdc s6 ciia moi do thi phang bang bon.
Chitng minh. Xem [1]. q

. N PPN PPN A A% o~ N
Gid thuyét bon mau xudt hién lan dau tién trong cudc trao doi gitra Morgan va

ngudi hoc tro cia éng vao nam 1850. Sau dé, Morgan da dé cap bai todn nay véi
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Hamilton trong mot bitc thw viét ngay 23 thdng 10 nam 1852. Két qud 1a rat nhiéu
“chitng minh” cting nhw cdc “phdn vi du” va céc gid thuyét khéic cé lién quan xuat hién
(d€ c6 thém nhirng thong tin chi tiét, xem [48]). Tuy nhién, phdi dén nam 1976, hai
nha todn hoc nguoi My 1a Appel va Haken (xem [1]), sit dung hang ngan gior trén may

tinh dién tit, da chitng minh tinh ding dan cida gid thuyét bén mau.

6.4.1 Kiém tra tinh phing

Viéc xac dinh mot do thi cé phing hay khong 1a mot bai todn c¢é ¥ nghia. Nhw da chi
ra, cac dac trung cia Kuratowski va Whitney cho phép kiém tra tinh phing cia do thi.
Tuy nhién cdc dac trung nay khoéng phtt hop khi thuc hién trén may tinh do khé thé
hién bang chwong trinh; ngoai ra néu do thi 1a phang thi cic két qud nay khong chi ra
phwong phap vé né nhir thé ndo. Nguoi ta biét rang [52], néu sit dung tiéu chuan cia
Kuratowski dé kiém tra tinh phang cia do thi n dinh (n > 5) thi thoi gian thiwe hién it
nhédt 1a O(n®).

Cé mot s6 thuat toan kiém tra tinh phang cia do thi (xem [52] dé c6 tong quan
ve cdc két qud nay). Hau hét cdc phuwong phép nay ap dung cdch “xay dung bdn do”:
Dau tién, chon mot do thi con phang g cia G va biéu dién né trén mat phang. (Trong
hau hét cdce thuat todn, g 14 mot chu trinh). Sau d6 thém céc canh vao do thi g sao cho
né khong cat cdc canh khdc (ngoai trir tai cdc dinh chung). Néu ching ta thanh cong

khi bidu dién lai thi do thi G 1a phang; ngwoc lai két luan G khéng phang.

Khé khan chinh cia mot thuat todn nhw vay & cho trong nhirng giai doan trude
dé, viéc thém cac canh vao ¢ tir nhirng khd nang c6 thé khong dé ¥ dén cac giai doan
sau nay. Mot cach dat canh & budc ndo dé ¢é thé din dén khong thé dat canh &
buée sau, mac di do thi da cho 1a phdng. Ching han, trong Hinh 6.8(a), gid sit ta
bat du véi do thi con g 1a chu trinh {vy, ve, v3, vy, vs,v1}. Sau d6 ta thém cdc canh
(v1,v4), (v4,v6), (v3,v6) va (v1,v6) sao cho do thi thu dwoc van phang. Hién nhién 1a
canh (vy,vs) khong thé dat dwoc! Tir d6 ta cho rang do thi khong phdng. Tuy nhién,
d6 thi nay cé thé bidu dién phang nhw trong Hinh 6.8(b).

bay chinh la mot tré ngai cia phwong phdp xay dung ban do; va ta can mot so

thid tuc khdc gidi quyét.
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(a) (b)

Hinh 6.8: Hai cach biéu dién cda cting mot do thi.

Nhuw da biét, mot do thi, néi chung, c6 thé thu gon thanh do thi nhé hon dé€ don
gidn héa tién trinh kiém tra. Céc bwéc thu gon khong dnh hudng dén tinh phing (hodc

khong phang) cda do thi.
1. Kiém tra tinh lién thong cia do thi. Néu do thi khong lién thong, xét tirng thanh
phan lién thong.
2. Xéa céc khuyeén, va thay tat cd cdc canh song song béi ding mot canh.

3. Xéa cdc dinh bac hai va hop nhat hai canh lién thudc dinh nay. Lap lai cdc Bude
2 va 3 cho dén khi khong thé mit gon thém.

4. Ap dung Thuat todn Tremaux-Tarjan d€ phan hoach d6 thi thanh cdc thanh phin
khong tach duoec .

5. Vé&i moi thanh phan khong tach dwoc, thie hién phép thu gon sit dung cdc Bude
3 va 2 cho dén khi khong thé thu gon thém.

6. V&i moi thanh phan khong tach dwoc c6 n dinh, m canh, kiém tra céc bat dang
thitc
n>5 m>9, m<3n—6.
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Néu céc rang budc nay khong théa man, thuat todn két thic; nguwoc lai kiém tra
thanh phan khong tach dwoc khac. Moi d6 thi cé n < 5 hoac m < 9 1a phang, va
moi don do thi c6 m > 3n — 6 khong phang.

Mobi d6 thi khong tach dwoc c6 thé tach thanh cdc thanh phan 3—lién thong. St

dung két qué cda Tutte [54]: PO thi la phing néu va chi néu tat cd cdc thanh phan

3—lién théng cia né 1a phang. Tuy nhién, phirong phap nay khong hiéu qud bang thuat

toan cia Hopcroft va Tarjan sau day.

Thuat toan Hopcroft-Tarjan

Thuat todn kiém tra tinh phang cia do thi rat phitc tap. Do dé ching ta sé chi trinh

bay nhitng dac trung cot yéu. D& hiéu thuat todn chinh, xét thi tuc phan ra sau ap

dung cho cdc don do thi khong tdch duwoc G ¢6 n dinh va m canh.

Phan ra chu trinh-day chuyén:
. Tim chu trinh g trong G. Gan g = p. Géan nhan cdc dinh va cdc canh cia g la
v1,V2,..., Va €1, €s,..., trong ing. Dat ¢ = 1.

. Néu c6 mot canh nao cida G chwra ¢6 nhan thi tim mot day chuyén p; bat dau va
két thiic tai cdc dinh dwge gdn nhan nhung day chuyén nay chi gom nhimg canh
chrra dwoc gan nhan. Luwu trir p;. Néu tat cd cac canh da dwoc gan nhan, chuyén

sang Bude 4.

. bat g = gUp;; vai =i+ 1. Gan nhan cdc canh va cdc dinh chwa dwoc gan nhan

trong g va chuyén sang Budce 2.

. Xudt g va cac day chuyén i, o, . . ., fte. Ding.

(6 thé chitng minh ring [52] thi tuc trén sé phan ra don do thi khong tach dwge

G thanh mot chu trinh vi e = m — n day chuyén. Vi chu trinh ¢6 thé xem 1a két néi

cia hai day chuyén khong c¢6 chung canh, nén G dwoc phan ra thanh m — n + 2 day

chuyén. Can chd y rang, mic du phan ra trén 1a khong duy nhdt, nhung s6 céc day
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chuyén dwoc phan ra tir G 1a hing s6. Chang han, Hinh 6.8, xét hai phan ra sau thanh
mot chu trinh va bon (10 — 6 = 4) day chuyén:

{'Ub V2, V3, V4, Us, 'Ul}> {('Ub 'U4)}> {('U2> 'U5)}> {('U4> 'UG)> ('Ub 'UG)}> {('U3> 'UG)}a

va
{'Ub V2, U3, U4, Us, 'Ul}> {('U4> 'UG)> ('U3> 'UG)}> {('Ub 'UG)}> {('Ub 'U4)}> {('U2> 'U5)}'
Trong qué trinh phan ra chu trinh-day chuyén, ching ta c¢é thé biéu dién chu trinh
p trén mat phang, va tiép tuc thém cic day chuyén méi g, pio, . . ., khi ching dwoc sinh

ra. Mot day chuyén p; méi hoac sé phan chia mot dién dang ton tai thanh hai dién mai
hoac sé khién cho g U p; khong phing khi thém né vao g. Do ching ta thém tiiy ¥, nén
c6 thé xdy ra tinh trang nhuw trong Hinh 6.8. D¢ gidi quyét khé khan nay, ta cé thé

hoac

1. Tiép tuc thém cac day chuyen cho dén khi khong thé thirc hién dwoc nita. Sau
dé trd lai tim kiém chon lira cdch bidu dién khéc (titc 1a ding phwong phap Ian

nguoc) thay cho qua trinh trudge dé; hoac la

2. Tiép tuc tim cdc day chuyén khéc nhau nhung khong dat ching vao p, cho dén
khi tim dwoc dién ma mot day chuyen cin dwoc dit vao, hoac 1a biét chac rang

khong cé tré ngai v6i dién ma dat day chuyén vao.

Cé mot s6 thuat todn tiép can theo hudéng thit nhat, nhung Hopcroft va Tarjan
ti€p can theo céch thit hai va da ching minh rang thuat toan cia ho 1a hiéu qud hon.
Y chinh cia thuat todn nay la gidi quyét sw nhap nhang khi thém cédc day chuyen; cu
the la:

Gid st rang & buédc nao dé, chiing ta ¢ mot day chuyén p; (trén dinh cia mot
danh sich chita cdc day chuyén can xit Iy) ma ching ta can gidi quyét su nhap nhang
cia né. Gid sit a va b l1a cac dinh xuat phdt va két thic cia day chuyén nay. Céc
trueong hop khac nhau c¢é thé xdy ra va phuwong phap xi 1y twong tng sé dwoc trinh
bay duéi day. Céc tinh huéng nay dwoc gidi thich dwa vao Hinh 6.9.

1. Néu khong ton tai day chuyén khdc P; va chita hai dinh a va b.
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(a) Néu stack khac tréng thi lwu triv P va gidi quyét sy nhap nhang cia day

chuyén ké tiép trong stack.

(b) Nguoec lai (stack bang trong) thi thém P; vao g¢; gidi quyét st nhap nhang

cia day chuyeén ké tiép trong stack.

2. Nguogc lai gid st P; 1a day chuyén (khdc P;) clita hai dinh @ va b (xem Hinh
6.9(a)). Gitr lai P; trong danh séch. Xay dung day chuyén P, xudt phat tir dinh

x ndo do6 trén P, va nam gitta a va b (gid st P, két thiic tai y).

(a) Néu y thuoc B, (xem Hinh 6.9(b)) thi dat day chuyén Py trén P; vao stack

va gidi quyét tinh nhap nhang cia day chuyen Pj.

(b) Ngugec lai va néu y khong thuoe P; (Hinh 6.9(c)) thi day chuyén P, da dugc
gidi. Loai P; khéi stack. Gidi s nhap nhang cia day chuyen ké tiép trong
stack.

(c) Nguge lai néu y nam gitta a va b (Hinh 6.9(d)) thi lwu trit Py. Tiép tuc gidi
tinh nhap nhang cia day chuyén P; bang céch tao diy chuyén khéc gitta a

va b.

(d) Nguwoc lai (Hinh 6.9(e)), Iwu trit Py.. Tiép tuc gidi tinh nhap nhing cda day
chuyen P; bang céach tao day chuyén khéc gitta y va b.

Trong Hinh 6.9(a), day chuyén p; c¢6 thé xoay tai hai dinh a va b, va do dé sé
phan doi dién “trén” hodc “dudi” day chuyén p;. Sw nhap nhang nay can duge xit 1y.
D& gidi quyét, ta xay dung mot day chuyen sy, xuat phéat tir dinh z ndo dé trén day
chuyeén p;. (Day chuyén py, chita cdc canh chwa dwgce gan nhan va két thic ngay khi né

gap mot dinh duwge gan nhan, chdng han y).

Néu cd hai dinh z va y cda day chuyén p; thuoc day chuyén p; nhw trong Hinh
6.9(b), thi yy, c¢6 thé duwge xoay tai hai dinh  va y va do dé sé phan déi dién phia
“trén” hodc phia “du¢i” day chuyeén p;. Vi vay ching ta khong nhitng can xit 1y cho p;
ma trirde hét con phdi gidi quyét sw nhap nhang cho cd day chuyén méi yy,. Do d6 can

cat py sau khi cat p; trong mot ngan xép, va ta bat dau xi 1y twong tw p; doi véi puy.

Khd néng khdc 1a dinh y khong ndm trén hai day chuyén y; va p; nhung lai thudc
mot day chuyén khdc nhu trong Hinh 6.9(c). Trong truwomg hop nay day chuyén pu;
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Hinh 6.9: Phan tich cdc khd nang xdy ra cia day chuyén pu;.

khong thé xoay sang phia bén kia nén khong c6 sy nhap nhang vé dién ma day chuyén

nay phan chia.

Nhu trong Hinh 6.9(d), néu dinh cudi cia day chuyén gy, ndm trén day chuyén pu;
gitta hai dinh a va b thi day chuyen p; (ciing véi i) van c6 thé xoay tai a va b. Do dé
van cé st nhap nhang déi véi day chuyeén p;. Tuy nhién khi dé day chuyén py, phan
doi dién xac dinh bédi chu tuyén (a, x, b, y, a) khong c6 sy nhap nhang. Vi vay, ching ta
can mot day chuyen khac xuat phat tir mot dinh trén p; dé gidi quyét sw nhap nhang

voi p;.
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Cudi cung, trong truomg hop day chuyén juy ¢6 dinh y nam trén day chuyeén u;
nhung nam ngoai doan x4c dinh bdi a va b nhw trong Hinh 6.9(e). DAy chuyén p; van
c6 thé xoay. Nhung khac véi trueomg hop cia Hinh 6.9(b), khong c6 sy nhap nhang cia
day chuyen iy, twong ing véi p;. Do dé, can tim mot day chuyén méi dé gidi quyét su
nhap nhang cia day chuyen y; va day chuyén méi nay cé thé xudt phéat tir mot dinh
bat ky trén day chuyeén y, a, x, b; ngoai ra ta cing mé rong day chuyén u; dén dinh y

tren pu;.

Tém lai, thuat toan kiém tra tinh phing cia do thi gom céc thi tuc:

1. Tim cdc thanh phan khong tach dwoc;
2. Phan hoach céc thanh phan khong tdch duwocthanh cdc day chuyén;
3. Xéc dinh vi trf d€ thém céc day chuyén nay; va

4. Xay dung mot bicu dién phang.

Stt dung thuat toan tim kiém theo chiéu sau dé€ gidi quyét cac Budce 1 va 2. Céc day
chuyén duwoc tao bdi hai budce trén cé nhitng tinh chit thich hop cho céc tién trinh vé
sau. Thoi gian doi héi trong moi bude (ngoai triv Bude 4) t11¢ véi n. Thoi gian xay
dung mot bidu dién phang 14 O(nlogn). Vi vay thoi gian thuc hién cia thuat todn 1a

O(nlogn) (do cong thitc Euler, s6 canh m ti1é v&i s6 dinh n trong mot do thi phang).

Thuét todn nay con cé thé cdi thién t6t hon véi thoi gian thure hien 1 O(n) (xem
[34]).

6.5 DGi ngau hinh hoc

Xét do thi phang lien thong G khong c6 dinh co lap. Khi dé ta cé thé thiét 1lap mot
do thi phang G* nhw sau: bén trong mdi dién s cida R(G) dat mot dinh s* cia G*; véi
mo6i canh e cda G thiét 1ap twong rng mot canh e* cia G* bang cach ndi cdc dinh s*
va t* twong ing cdc dién s va ¢ trén hai phia cia canh e trong R(G). Do thi G* goi 1a
déi ngau (t6 po) cia G (hay con goi 1a d6i ngau hinh hoc cia G).

213



Vidu 6.5.1. D6 thi G (duwdng lién nét) va déi ngau cia né (dwomng dit nét) cho trong
Hinh 6.10.

Hinh 6.10:

Mot chu trinh so cap cia R(G) chia mat phing thanh hai viing lién thong khac
trong va roi nhau. B di tdt cd cdc canh ddi ngau twong ing cdc canh trén chu trinh
nay sé phan hoach R(G*) thanh hai thanh phan lién thong. Néi cédch khdc, moi chu
trinh so cap cia G, qua déi ngau, tiwong ing mot doi chu trinh so cap cia G*, va nguoc
lai. Tinh ch&t nay rat hiru ich vi ta ¢ thé tim mot dSi chu trinh cia G bang céch tim

mot chu trinh cida G*.

RO rang c6 mot su twong tmg mot-mot gitra cac canh cia do thi G va do thi doi
ngau G*—mot canh cia G* giao véi mot canh cia G. Hon nita chiing ta c¢é mot vai
nhan xét sau:

1. Canh la khuyén trong G twong ng canh treo trong G*.

2. Canh la canh treo trong G twong ng khuyén trong G*.

3. Néu G c6 diém khép thi G* cling ¢6 diem khép.

4. Céc canh trong chuoi cia G twong ttng cdc canh song song trong G*.
5. Céc canh song song trong G twong ing cic canh trong chuoi cia G*.

6. S6 céc canh tao thanh bién trong dién F cia G, bang béac cia dinh twong ting

trong G* va nguoc lai.
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7. Db thi G* 1 phing.
8. Do thi ddi ngau cida G* 1a G; tite 1a (G*)* = G.

9. Néu ky hiéu n,m va f 1a s6 céc dinh, canh va dién twong tng cia do thi phing
lién thong G, va ky hiéu n*, m* va f* 1a s6 céc dinh, canh va dién cia do thi doi
ngau G* twong tng, thi

n*=fm" =m,f*=n.
Vidu 6.5.2. Xét mot mang van tdi phang (vo hiréng) G ma méi canh e c6 kha nang
thong qua c(e) > 0, dinh vao s va dinh ra t duwgce xép trén cling mot duwong nam ngang.
Ta lap do thi d6i ngau G* bang cach cho hai dinh khac nhau s* va t* twong tng véi
dién vo han cda G: dinh s* tng v6i mita mat phang dwdi, dinh t* ¢ng véi niva mét
phing trén. Gan trong lirong w(e*) = c(e) cho canh e* (ing véi ). Bay givr ta xét cdc

bai todn sau:

Bai toan 1. Trong G tim thiét dién A c¢6 khad nang thong qua nhd nhat; titc 1a lam

N
cuc tieu

'U*e/.lz*

Bai todn 1 twong dwong véi bai todn tim luéng 1ém nhat; Bai toan 2 twong duong
v4i bai todn tim duwong di ngan nhdt va ro rang doi véi do thi phang thi cd hai bai
toan do6 la mot.

Bai todn bén mau con c6 thé phéat bicu dudi dang d6i ngau 1a: ¢d thé té cde dién
cila mot do thi phang G bang bén mau sao cho khéng cé hai dién ké nhau c6 cting mot

mau.

Tinh duy nh&t cia d6 thi d6i ngau

Van dé dat ra 1a d6i ngau cia mot do thi 1a duy nhat? N6i cdch khéc, cdc do thi doi

ngau cida mot do thi da cho 1a ddng cau? Tur phwong phap xay dung cia do thi doi
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ngau, dwong nhw hop 1y cho rang mot do thi phdng G cé duy nhat do thi d6i ngau néu

va chi néu né c6 mot bicu dién phang (trén mat phang hodc mat cau) duy nhat.

Vi du 6.5.3. Hai do thi trong Hinh 6.11 13 ding cdu vé&i hai biéu dién phang khac
nhau. Nguoc lai, cic do thi d6i ngau cia hai do thi nay khong ding cau nhu trong
Hinh 6.12.

€5 €6
€7

€6 €r
€5

€4 €3 €1 €4 €3 €1

€2 €2

Hinh 6.11: Hai bicu dién khac nhau cia cting mot do thi.

Tuy nhién céc do thi trong Hinh 6.12 14 2—dang cdu. Dinh ly sau tong quét vi du

nay.

Dinh 1y 6.5.4. Tdt cd cdc do thi doi ngau cia mot do thi phang G la 2—dding cdu;

\ . . 9 s A . A ~ \ A . A
va moi do thi 2—dang cdu véi mot Aot ngau cia G cung la mot doi ngau cia G.

Vi mot do thi phing 3—lién thong c¢6 biéu dién duy nhét trén mat ciu, nén dédi
ngau cia né la duy nhat. N6i cdch khéc, tat cd cdc d6i ngau cia do thi 3—lién thong

N 2
1& ding cau.

6.6 DG6i ngau t6 hop

Trong cdc phan truéce ching ta da dinh nghia va thdo luan vé déi ngau cia cdc do thi
phang theo nghia thuin tiy hinh hoc. Phan nay cung cdp mot dinh nghia twong dwong

cia khai niém doéi ngau khong phu thudc vao cdc khai niém hinh hoc. Trudce hét ta cé
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(a) (b)

Hinh 6.12: (a) Doi ngau cia do thi trong Hinh 6.11(a). (b) Ddi ngau cia do thi trong
Hinh 6.11(b).

Dinh 1y 6.6.1. Dicu kién cin va di dé hai do thi phang Gy va Gy la déi ngau cia
nhau la: Ton tai twong #ng mot-mot gitta cdc canh trong Gi va cdc canh trong Go sao
cho mot tap cdc canh trong Gy tao thanh mét chu trinh néu va chi néu tap twong #ng

trong Go tao thanh mot thiét dién.

Chitng minh. Diéu kién can. Xét mot biéu dién phing cda do thi G. Ching ta cliing vé
mot ddi ngau (hinh hoc) G* cia G. Xét mot chu trinh p tiy ¥ trong G. Hién nhién, chu
trinh p sé tao thanh mot dwong cong déng don ndo dé trong méat phing biéu dién cia
G va phan chia m#t phing thanh hai viing (Pinh 1y Duong cong Jordan). Do dé céc
dinh cia G* dwge phan hoach thanh hai tap con khdc trong roi nhau-mot bén trong p
va mot bén ngoai p. No6i cach khéc, tap cac canh p* trong G* twong ttng tap p trong
G 1a mot thiét dién trong G*. (Khong tap con thue sy nao cia p* la thiét dién cia G*;
tai sao?). Twong tw, hién nhién rang véi moi thiét dién S* trong G* ton tai duy nhat

mot chu trinh gom tap céc canh twong ing S trong G sao cho S 1a mot chu trinh.

biéu kién dd. Gid sit G 13 do thi phdng va G’ 14 d6 thi ma cé twong tng mot-mot gitra
céc thiét dién trong G va cdc chu trinh trong G’ va nguoc lai. Gid sit G* 1a d6 thi déi

ngau cia G. Khi dé ¢6 mot twong ttng mot-mot gitra cdc chu trinh trong G’ va céc thiét
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dién trong G, va gitra cdc thiét dién trong G va céc chu trinh trong G*. Do dé ton tai
twong ng mot mot gitra cac chu trinh cia G’ va G* ma dieu nay chi ra rang G’ va G*
14 2—déng cau (Dinh 1y 1.5.3). Theo Dinh ly 6.5.4, do thi G’ 14 mot d6i ngau cia G. <

Pa&i ngiu cia d6 thi con

Gid st G la d6 thi phang va G* 1a ddi ngau cia né. Gid st a 1a mot canh cda G va
canh twong ing né trong G* 14 a*. Bay giv ta x6a canh a khéi do thi G va tim doi ngau
cida do6 thi G'\ {a}. Néu a la canh bién cia hai dién, thi viéc xda canh a sé hgp nhét hai
dién nay lam mot. Do dé do thi déi ngau (G \ {a})* c6 thé nhan dwoc tir G* bang céch
xda canh twong ing a* va sau d6 dong nhat hai dinh ma o* lién thudce trong G* \ {a*}.
Mat khac néu canh a khong nam trén bién, thi a* 14 mot khuyén. Trong trirdmg hop
nay G* \ {a*} chinh 14 (G'\ {a})*. Do d6 néu do thi G ¢6 mdt d6i ngau G* thi déi ngau

cda do thi con cia G ¢ thé nhan dwoc bang cich dp dung mot s6 lan thi tuc nay.

P3di ngau cia d6 thi ddng phoi

Gid st G 1a d6 thi phang va G* 1a ddi ngau cda né. Gid st a 1a mot canh cda G va
canh twong ng né trong G* 13 a*. Bay gio ta thém mot dinh méi c6 bac bang hai nam
trén canh a vao G (titc 14 a trd thanh hai canh trong chuoi). Khi dé déi ngau cia do
thi méi nhan dwoc chinh 14 thém canh song song véi a* vao do thi G*. Twong tuwr xit 1y
nguoc lai bang cach rit gon chudi sé tirong tng véi xéa mot canh song song trong G*.
Do dé néu G ¢6 mot doi ngau G*, thi moi ddi ngau cda do thi dong phoi véi G* ¢ thé

nhan dwoc tir G* bang phwong phép trén.

Dén nay ching ta méi chi nghién citu déi ngau cia cdc do thi phing. D6 14 vi moi
dinh nghia cia khéi niém ddi ngau phu thudc vao céch bicu dién phang cia do thi trén
mét phang. Tuy nhién, Dinh 1§ 6.6.1 cho phép ching ta c¢é thé dinh nghia lai khai niém
nay ma khong phu thudc vao cach biéu dién trén mat phing; cu thé 1a twong tng gitta
cdc chu trinh va céc thiét dién. Khéi niém nay cé thé mé rong cho céc do thi khong
phang? Néi cich khac, véi do thi khong phang G, cé ton tai mot do thi G twong tng
mot-mot gitra cdc canh cda ching sao cho moi chu trinh trong G twong ing duy nhat

véi mot thiét dién trong G’, va nguoc lai? Cau trad 161 1& khong do két qua sau
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Dinh ly 6.6.2. [Whitney| Do thi G ¢ déi ngau néu va chi néu G phdang.

Chitng minh. Chiing ta chi can chiing minh diéu kién can. Tic la ta sé chitng minh do
thi khong phing sé khong ¢ déi ngau. Gid sit G 1a do thi khong phing. Khi dé theo
Binh 1y Kuratowski, G chita K5 hodc K33 hodc mot do thi con dong phoi véi mot trong
hai do thi nay. Ta biét rang, G c6 mot doi ngau chi néu moi do thi con g cia G va moi
do thi dong phoi véi g ¢é mot doi ngau. Do dé néu ching ta chitng minh duwoc cd hai
do6 thi Kuratowski K5 va K33 déu khong ¢6 ddi ngau thi dinh ly dwge chitng minh. Ta

sé chitng minh phdn chimg nhu sau:

(a) Gid stt K33 c6 mot d6i ngdu D. Nhan xét rang cdc thiét dién trong K33 twong ing
céc chu trinh trong D va ngugce lai (Pinh 1y 6.6.1). Do K33 khong c6 thiét dién gom
hai canh nén D khong c¢6 chu trinh do dai hai. Titc D khong c¢6 céac canh song song. Do
moi chu trinh trong K33 ¢6 do dai bon hodc sdu nén D khong ¢6 thiét dién véi s6 canh
it hon bon. Vi vay, bac cia cdc dinh trong D it nhat bang bon. Nhung D khong cé
canh song song va bac cia cdc dinh {t nhat bang bén nén D cé it nhat nam dinh, moi
dinh c6 bac 1ém hon hodc bang bén. Tirc 14 D c6 it nhdt (5 x 4)/2 = 10 canh. Dieu
nay mau thuan vi K33 ¢6 chin canh va ddi ngau cia né ciing phdi ¢6 chin canh. Do d6

K33 khong ¢6 déi ngau.

(b) Gid sit K5 c6 mot doi ngau 1a H. Chid y rang K5 c6

1. 10 canh;
2. khong c¢é canh song song;
3. khong c6 thiét dién véi hai canh; va

4. céc thiét dién chi c¢6 bon hoac sdu canh.
Suy ra do thi H c6

1. 10 canh;
2. khong c6 dinh bac nhd hon ba;

3. khong c¢é cap canh song song;
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4. c4c chu trinh c¢é do dai bon hoac siu.

Khi d6 H chita mét luc gidc (mot chu trinh ¢6 do dai sdu) va khong c6 hon ba
canh ma khi thém vao luc gidac sé khong tao thanh chu trinh do dai ba hoac mot cap
canh song song. Nhung diéu nay khong thé xdy ra trong H va H ¢6 10 canh, nén H c¢é
it nhat bay dinh. Bac cia mdi dinh nay it nhat bang ba. Dieéu nay dan dén H cé it

nhat 11 canh-mau thuan. q
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Chuong 7

Mang van tai

7.1 M dau

Mot trong nhitng bai todn 1y thi va quan trong cia 1y thuyét do thi 14 xdc dinh gid tri
16m nhat cia luong duwoc truyén tir mot dinh nguon s cia do thi dén mot dinh dich t.
Trong khung cdnh d6, méi cung (vs, v;) clda do thi G dwgce gan véi mot khd néng thong
qua g;; 14 88 lwgng luong 1ém nhat c6 thé tdi qua cung nay. Bai toan niy va nhing
cdi bién cia né cé rat nhiéu tng dung trong thue té, chdng han, xdc dinh mat do giao
thong 1ém nhét gitta hai viing trong ban do giao thong duwoc biéu dién bdi mot do thi.
Trong vi du nay, 161 gidi cia bai toan luéng 16n nhat cing chi ra nhimg noi “bdo hoa”
trén mang giao thong va tao mot “tic nghén” khi ludng tap trung vao gitta hai vi trf

nao do.

Phuong phdp gidi bai todn luong 16n nhat tir s dén ¢ dwa ra lan dau tién bdi Ford
va Fulkerson [27] va ky thuat “gdn nhan” cda ho la co s& cho nhitng thuat todn khac

gidi quyét nhing van dé lién quan. Cé mot s6 cdi bién cda bai todn luong 16n nhat:

1. Gid st rang moi cung cda do thi khong chi dwgc gan véi khd néng ¢;; cho biét
can trén cda luong trén cung (v;,v;) ma con “khd nang” r;; cho can dudi cia
luong trén cung nay. Trong truwong hop nhwr vay, khong phdi lic ndo mot tap chdp

nhan dwoc cdc gid tri cia luong ciing thda man cing lic hai rang budc nay. Tuy
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nhién-néi chung-nhiéu luong thda diéu kién nay; va néu ngoai cic khd nang con
¢6 céc chi phi ¢;; twong ing mot don vi luéng doc theo cédc cung thi bai todn tréd

thanh tim luong chap nhan dugc véi chi phi nhé nhat tir s dén t.

. Xét trueomg hop doi héi luong Ion nhat gitta moi cap dinh. Mac du bai todn nay
c6 thé gidi bang n(n — 1)/2 Iin lap cac bai toan luong 16n nhat tir s dén ¢ nhung
cach lam nay qué tho! Twong tw véi tim tat cd cic dwong di ngan nhat, & day
cling can mot thuat toan chuyén dung dé gidi né-va trong truong hop do thi vo
hwémg, phuwong phap gidi quyét né khong lién quan dén 1o gidi cia bai todn luong

16m nhét gitta hai dinh s va t.

. Néu thay cho mot dinh nguon va mot dinh dich, ta khdo sat mot s6 nguén va mot
s6 dich, v6i céc hang héa khac nhau gitta hai t6 hop nguon-dich khéc nhau, thi
bai todn cuc dai tong s6 tat cd cdc luong tir cac nguon dén céc dich 14 bai todn
luéng da-hang héa. Trong bai todn nay, khd nang ¢;; cia cung (v;, v;) 1a can trén

N s s . s . N s A ’
cia tong cac luong véi céc loai hang héa trén cung doé.

. Gid thiét (an) trong tat cd cdc truwong hop trén 1a s6 lrong luong dén bang s6
lwrong luong ra. Néu ta bd gid thiét nay va xét trwomg hop luong ra khéi mot
cung bang luong dén nhan véi mot s6 nguyén khong am nao dé, thi bai toan luong
16m nhat (tir s dén t) dwoc xem nhw bai todn trong cdc do thi vdi cdc lgi nhuan.
Trong dang nay, cac luong cé thé “dwoc sinh ra” hodac “bi hap thu” béi do thi, va

do vay ludng vao s va ludng ra khéi ¢ ¢é thé thay doi hoan toan doc 1ap.

Céac bai todn vé luong dugce nghién citu nhiéu va c¢é nhitng tmg dung thue tien.

Muc dich cia chwrong nay trinh bay ngan gon céc bai todn thwomg gap, chi ra mdi lién

hé gitra ching va xay dung mot so thuat todn gidi quyét.

Chuong nay sé tim hifu bai toan luong lén nhét tir s dén ¢ va cac van deé lién

quan. Do céc thuat toan gidi bai todn luong da-hang héa rat khéc biét vé bdn chat nén

sé khong dwoc dé cap & day. Ban doc quan tam cé thé xem [30] va cac tai liéu dan kem
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7.2 Bai toan ludéng 16n nhat

Luong I6n nhat trén mang van tdi G 14 mot luong véi gid tri 16n nhat. N6i chung ¢
mot vai luong véi cling gid tri 1ém nhat. Phan nay trinh bay thuat todn tim luong 16n
nhat. Y tudng cda thuat todn la: khéi ddu véi ludng nao dé va tang gid tri cda ludng

cho dén khi khong thé tang dwoc nita. Két qua ta cé luong 1ém nhat.

Vi du 7.2.1. D6 thi ¢6 hwéng trong Hinh 7.1 biéu dién so d6 mang dan dau. Dau
duoc dan tir tau s va dwoc bom thong qua mang dén nha méy loc dau ¢t. Cac dinh
b,c,d va e la cdc tram bom trung gian. Céc cung biéu thi cdc dng dan dau va hwéng
di chuyén cia hé thong. Céc nhan trén céc cung la khd nang thong qua toi da cia dng
dan. Bai todn dat ra la tim céch chuyén nhiéu nhat lrong dau tir thu dén nha may va

tinh gi4 tri nay. Hinh 7.1 1a mot vi du cda mot “mang van tdi”. Trude hét ta co:

b 2 c

Hinh 7.1: Vi du vé mang van tdi.
Pinh nghia 7.2.2. Mang van tdi la mot don do thi ¢6 huéng, ¢6 trong s6 G sao cho
(a) ¢6 mot va chi mot dinh s, goi 1a dinh vao (hodc dinh nguon) cia mang, khong c6

cung dén no.

(b) ¢6 mdt va chi mot dinh ¢, goi 1a dinh ra (hodc dinh dich) ciia mang, khong c¢6 cung

di ra khdi né.

(c) moi cung u := (v;,v;) € E duge gdn mot s6 nguyén khong am ¢;;, goi 1a khd nang

cia cung u.
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(d) d6 thi vo huwéng nhan dwoc tir G bang cich bd di cdc hwéng 1a lién thong.
Vi du 7.2.3. Do thi ¢6 huéng trong Hinh 7.1 1a mang van tdi. Ldi vao 1a dinh s va
16i ra 1a dinh ¢. Khd nang cung (s, b) 1a gg = 3 va cung (b, ¢) 1a gy = 2.

Trong chuwong nay, néu G 14 mang van tai thi ching ta sé ky hiéu dinh vao 1a s

va dinh ra la ¢.
Pinh nghia 7.2.4. Gid sit G 1a mang van tdi véi khd nang cung (vs, v;) 1a ¢;;. Ludng
(chap nhan dugc) F trong G gan moi cung (v;, v;) mot s6 khéng am f;; sao cho

(a) 0 < fij < qij; va

(b) v6i moi dinh v; # s,t, ta ¢6

Zfij = iji. (7.1)

(Téng trong (7.1) 1dy trén tit cd cdc gid tri i; néu khong c6 cung (v;, v;), ta dat f;; = 0).
Ta néi fi; 14 Iudng trén cung (v;,v;). Véi moi j, ta goi
> Ti
1a Iuéng dén dinh v; va
>t
1a Iuong ra khdi dinh v;.
biéu kién (7.1) goi 1a bdo toan luong. Trong vi du dan dau cia Hinh 7.1, bdo toan

luong cé nghia dau khong duwoc sit dung va cling khong dwoc cap thém tai cic tram

bom b, c,d va e.
Vi du 7.2.5. Cac phép gan
fso =2, foe =2, fez = 3, foa = 3,
Jae =1, fae =2, fer = 2,
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x4c dinh ludng trén mang van tdi cda Hinh 7.1. Chdng han, luong dén dinh d 1a
Jsa =3
va bang luong ra khédi dinh d :
fae+ fae =1+2=3.

Luong F' dwoc vé trong Hinh 7.2, trong dé cung e dwoc gdn nhan x,y néu khd nang

9 \ N AN A N
cia e la z va luong trén e la y.

b 2,2 c

d e

Hinh 7.2: Ludng trén mang van tdi cia Hinh 7.1.

Chu ¥ rang trong vi du nay, luong ra khéi dinh s 13

fsb + fsd

bang ludng dén dinh ¢ :
fct + fet
va bang 5. That vay, ta cé

Pinh ly 7.2.6. Gid s F la luong trén mang van tdi G := (V, E). Khi dd luong ra
khdi dinh s bang luong dén dinh t; tic la

Z.fsi = Z.fzt

Chitng minh. Ta co

>(2n) - (2]

JeEV \ieV JEV \ieV
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do mdi vé bang Y. fe. V1 vay

0 =sev (Ziev fis = Siev fir)
- (ZiEV fit = iev ftz) + (Ziev fis = 2sev fs@) + ZjeVJ?'f&t (ZiGV fis = 2iev fﬂ)
=D ey fit = 2 iev foi

do fi; =0= fis véi moi v; € V, va (7.1). <

Pinh nghia 7.2.7. Gid sit F la luong trén mang van tdi G. Dai luong
Z .fsi = Z .fit

goi la gid tri ciia Iuong F.

Bai todn trén mang van tai G c¢6 thé phat biéu:

Bai toan 7.2.8. Tim mot luong chdp nhan dwoc l6n nhat trén do thi G; titc la trong

50 tat cd cdc luong trén G, tim luong F ¢ gid tri lén nhdt.

Thuéat todn gén nhan cia Ford va Fulkerson [27] gidi bai todn nay dwa trén Dinh

Iy 7.2.10. Truée hét ta c6 mot sé khai niém

Pinh nghia 7.2.9. Néu cdc dinh cda do thi G = (V, E) dugc phan hoach thanh hai
tap con Vp va Vjp (trong d6 Vo C V va Vo 1a phan b cda Vj trong V'), thi tap cdc cung
cla G v6i dinh xudt phét thuoe Vp va dinh két thic thude Vj goi 1a thiét dién cia G.
Tap céc cung cia thiét dién thuong dwoc ky hiéu béi (Vo — Vo).

Gid st G 1a mang van tdi. Thiét dién (Vy — V) tdch s khéi ¢t néu s € Vj va
t € V. Khd nang thong qua hay gid tri cia thiét dién 13 tong tit cd cdc khd ning cia

tat cd cdc cung cia G véi dinh xudt phat thuoe Vi va dinh két thic thude Vp; tic 1a
v(Vo — ‘70) = Z Qij-
(vi,v5)€(Vo—Vo)

Thiét dién nhd nhat 13 thiét dién c¢6 khd nang thong qua nhd nhat.

Dinh ly 7.2.10. (Dinh ly thiét dién nhd nhat-luong 16n nhat) Gid tri cia luong lon
nhdt tie s dén t biang khd ndng thong qua cia thiét dién nhé nhit (V,, — Vi) tdch s
khoi t.
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Chatng minh. Hién nhién rang, luong 16n nhat tir s dén ¢ khong thé 16n hon v(V,, — V,,)
do tat cd cdc duomg di tit s dén ¢t déu sit dung it nhat mot cung cia thiét dién nay.
Do d6 chi can chirng minh rang ton tai mot luong dat gid tri ndy. Ta xem luong da cho
F twong tng véi mot vector m chieu va dinh nghia thiét dién (Vo — V;) bing dé quy

theo thd tuc sau:

1. Khéi tao, dat Vo = {s}.
2. Néu v; € Vo, va hoac f;; < ¢;; hoac fi; > 0 thi dat v; vao trong tap Vp.

3. Lap lai Budc 2 cho dén khi khéng thé thém dinh ndo vao V.

Cé hai trueong hop xdy ra: hodc t € Vy hoac t ¢ V.

Truong hop 1. t € V4.

Theo Budce 2 trén, ton tai mot day chuyén tir s dén ¢ sao cho moi cung (v;, v;) duge st
dung béi day chuyén theo huéng thuan (cdc cung dinh huéng thuan) thda fi; < gi; va
céc cung (vg,v;) duge dinh huéng nguoc, tite 1a huéng tir v; dén vy théa fi, > 0. Day

chuyén nay goi la day chuyén diéu chinh.

Pit
Op = ming,.)[q; — fij] néu (v;,v;) thuan hudéng,
Op 1= Mgy [ fr] néu (vg, v;) ngugc hudng,
va
0= min[éf, 5(,]

Néu ta cong thém ¢ vao luong trén tit cd cic cung dinh huwémg thuan va trir di
d trén tat cd cdc cung dinh huwéng nguoc trong day chuyeén diéu chinh thi luéng thu
duwoc van 14 luong chap nhan dwoc cé gid tri nhé hon luong ban dau mot lrgng 6. Diéu
nay 14 hién nhién vi thém mot lwong § vao céc cung theo chieu thuan khong vuot qua
khd néng cida cdc cung nay (do § < dy) va trir di mot lwong 0 vao céce cung theo chiéu

ngugce thi luong van khong am (do § < dy).
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Ap dung lai v4i luong méi theo cdc Buge 1-3 trén ta lai thu dwoc mot thiét dién
méi (Vo — Vp).

Truong hop 2. t ¢ V4.
Theo Budce 2, fi; = ¢ij v6i moi cung (v;,v;) € (Vo — Vo) va fiu = 0 véi moi cung
(vk,v1) € (Vo — Vo).

Do dé

Z fij = Z Qij

(vi,vj)G(V()—W}()) (vi,vj)G(V()—W}())

Z Jru = 0;

(v, v0) €(Vo—Vo)

va

tire 13 gid tri cia ludng bang

Z fij — Z T

(vi,v5)€(Vo—Vo) (vk,v) €(Vo—Vo)
va bing khd nang thong qua cia thiét dién (Vo — Vp).

Do Truong hop 1, luong tang it nhat mot don vi, nén néu gid thiét tat cd cac kha
ning q;; 1a nhirng s6 nguyén thi luong lém nhat ¢ thé nhan dwgce sau mot s6 hitu han
buée khi Trueong hop 2 xdy ra. Luong nay cé gié tri bang kha nang thong qua cia thiét
dién hién hanh (Vy — V;) nén la ludng 16n nhat va thiét dién twong tng ¢6 khd nang

thong qua nhd nhat. N

Phwong phép xay dung dwoc st dung dé chirmg minh dinh 1y trén cho ching ta
thuat toan dé tim luong lén nhét tir s dén ¢. Thuat toan nay sé dwoc trinh bay dwdi

day.

Xuat phét tir ludng chap nhan duwgc tiy ¥ (cé thé sit dung ludng cé gid tri bang
khong) va sau dé tang luong bang cch tim cdc day chuyeén diéu chinh ludng tir s dén
t. Viéc tim mot day chuyeén diéu chinh luong dwgce thie hién bang cach gdn nhan. Khi

tim dwoc mot day chuyén diéu chinh luéng, ta sé tang gid tri cia luong. Sau dé xda
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tat cd cdc nhan va luong méi duoc sit dung dé gan nhan lai. Néu khong ton tai day
chuyén diéu chinh luong thi thuat todn két thic, luong chdp nhan duwgc 1a 1ém nhat.

Thuat toan cu thé nhw sau:

7.2.1 Thuat toan tim luéng lén nhat
A. Qua trinh gan nhan

Mobi dinh chi ¢é thé cé mot trong ba kha nang:

s ~ N oA 7 N ’ s ~ N ’
1. dwoc gan nhan va dwoc kiém tra (titc 1a né dwoe gdn nhan va tat cd cdc dinh

lién thude véi né da duge xit 1y); hodc

2. dwoc gan nhan va chwra duogce kiém tra (titc 1 né duwge gan nhan va ton tai dinh

lién thude véi né chwa dwgce xit 1y); hoac

3. chwa dwogc gan nhan.

Nhan cda dinh v; gobm hai thanh phan va ¢ mot trong hai dang hoac (+v;,d) hoac
(—v;,d). Trong trueomg hop diu, ¢ the tang ludng doc theo cung (v;, v;); trong trudmg
hop thit hai, c¢6 thé gidm ludng doc theo cung (v;,v;). Pai lwgng § trong cd hai truomg
hop 1a lirong hang nhiéu nhat c6 thé thém hodc bét gid tri cia ludng trén céc cung
thudc day chuyén diéu chinh (trong qud trinh xay dung) tir s dén v;. Nhan cia dinh v;

cho phép xéc dinh day chuyén diéu chinh luoéng tir s dén v;.

Khéi tao tat cd cac dinh chwa dwge gan nhan va f;; = 0 véi moi cung (v, v;) € E.

1. Gan nhan cia dinh s 1a (+s,d(s) = oo). Binh s duwge gdn nhan va chwa duwgc

ki€m tra; tat cd cac dinh khac chwra dwoc gan nhan.

2. Chon dinh v; € V da duwoc gén nhan va chwa duwoc kiém tra. Néu khong ton tai,
thuat todn diung, luong F' = (f;;) 1a 1én nhat. Nguogc lai, gid st (g, 6(v;)) 1a

nhan cia dinh v;.
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e Gén nhan (+v;,0(v;)) cho tat cd céc dinh v; € I'(v;) chuwa duge gan nhan sao

cho fi; < ¢, trong do
0(vy) == min{0(v;), qi; — fi}-

e Gén nhan (—v;,0(v;)) cho tit cd cdc dinh v; € T (v;) chwa duwge gdn nhan

sao cho fj;; > 0, trong do
0(v;) := min{d(vi), fj:}-

(Pinh v; da dwge gan nhan va da dwge kiém tra; cdc dinh v; xdc dinh trén da

’ ~ B N
duoc gan nhan va chua dwoc kiém tra).

. Néu dinh t dwoc gan nhan, chuyén sang Bude 4; nguoc lai chuyén sang Bude 2.
Chn chi ¥ rang, néu Vj 1a tap cdc dinh da dwoc gdn nhan va Vj 1a tap céc dinh
chwa duwoc gdn nhan thi (Vo — Vp) 14 thiét dién nhd nhét.

B. Qua trinh tang luong
. Dat ¢ =t va chuyén sang Bude 5.

e Néu nhan cia dinh ¢ ¢6 dang (+z,4(c)) thi thay luong trén cung (z,c) 1a f..

e Néu nhan cia dinh ¢ ¢6 dang (—z,d(c)) thi thay luong trén cung (z, z) 1a f..
béi fo, — 0(t);

. Néu z = s thi x6a tat cd cdc nhan tir cdc dinh va chuyén sang Buéce 1; ngurroc lai

(tite la z # ¢) dat ¢ = z va tré lai Bude 5.

7.2.2 D06 thi diéu chinh ludng

Qua4 trinh tim mot day chuyén dé tang gid tri cia luong F trong do thi G = (V, E) cé
the dwa vé tim mot dwong di tir s dén ¢ trén do thi diéu chinh luong G*(F) = (V#, E*),
Vi =V, E* = EYUEY, trong d

By = {0}, 0)) | fiy < @iy, (vi,vy) € EY,
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v6i khd nang cia moi cung (vj', vj) € By 1a q;; = qij — fij, va

Ey = {(f,vf) | fij >0, (vi,v;) € E}
v6i khd nang cia moi cung (vf,vj’) € By la ¢j; = fi.

Khi dé thi tuc gan nhan cia thuit todn tim luong 16n nhat trong Phan 7.2.1
chinh 1& thuat todn xéc dinh tap pham vi R(s) trong do thi diéu chinh luong G*(F).
Néu t € R(s) (titc 1a néu dinh ¢ dirgc gan nhan) thi cé thé xéc dinh mot duong di tir
s dén t trong do6 thi G*(F). Trong trudng hop nay, day chuyén diéu chinh luong cia G
1& duomg di P ma céc cung cia P thudc EY twong ting cung dinh huwéng thuan va cdc

cung cia P thuoc EY dwoc dinh huéng nguoc.

7.2.3 Phan tich luong

Trong mot s6 trieong hop ta mudn phan tich mot ludng phite tap thanh téng cia nhing
luong dom gidn hon. Diéu nay khong nhirng ¢é y nghia thue tién ma con gép phan hiéu

tot hon ban chit cia luong trén mang van tai va phuc vu mot s6 thuat todn vé luong.

Ky hiéu ho (S) la luong trong do thi G ma cdc cung (v;,v;) € S ¢6 fi; = h va céc
cung (v;,v;) € S ¢6 fi; = 0. Chi ¥ rang h o (S) khong nhat thiét 1a mot ludng véi tap
S tity ¥. Hién nhién rang h o (S) 1a mot ludng thi tap S céc cung hodc tao thanh mot

duwong di tir s dén ¢ hoac 14 mot mach trong G.

V6i hai luong F' va H ta ky hiéu F + H la luéng ma ludng trén cung (v;, v;) 1a
fij + hij.

Dinh ly 7.2.11. Néu F la ludng tir s dén t cd gid tri nguyén v trong G thi F c6 thé
phan tich thanh

F=1o(P)+1lo(P)+---+10(P)+10o(P))+10(Py)+ -+ 10 (D),
trong dé Py, Py, ..., P, la cdc dwong di so cdp tir s dént va @1, Do, ..., D, la cdc mach
so cip cia G. (P; va ®; khong nhédt thiét phan biét).

Chitng minh. T G = (V, E) v6i luong F cho trude ta xay dung do thi unitary G¢ =

(Ve, E€) nhu sau: Tap V¢ cdc dinh cida G¢ chinh 1a tap V cdc dinh cda G. Néu f;; la
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ludng trén cung (v;,v;) cda G thi ta thay bang f;; cung song song gitta céc dinh twong
ung vf va vj cia G°. Néu f;; = 0 thl khong c¢6 cung ndo duge dat gitta vf va vj. Ta
duoc G¢ 1a da do thi trong d6 moi cung cia né twong ttng véi mot don vi luong trén

cung twong ing trong G; néi cach khac, G¢ biéu dién luong F trong G.

Tt diéu kién vé luong F suy ra cdc dinh cia do thi G¢ can thda man

dt(vg) = d (vf), vGi moi v # s¢ hoac t°,

dt(s¢) = d (°) = w.

Suy ra néu ta trd lai v cung dwoc thém vao G¢ tir dinh ¢¢ dén dinh s¢ thi do thi
G° sé ¢c6 mot mach Euler (xem Phén 5.1). Loai bd v cung nay khdi mach Euler, ta dugc
v duong di tir s¢ dén t¢ qua moi cung cia G¢ dung mot lan. Ky hiéu ciac duong di nay
1a P}, Py, ..., P. Cac duomg di P! khong nhat thiét so cap (mac du chiing 1a don gidn).
Tuy nhién, méi duwong di khong so cap cé thé xem nhuw tong ciia mot dwong di so cap

tir s¢ dén t° va mot s6 cdc mach so cdp roi nhau. Do vay,
F=1o(P)+1lo(P)+---+10(P)+10o(P))+10(Pg)+ -+ 10 (D),

trong d6 P; 1a ciac dudmg di so cap tir s¢ dén t¢ va ®; 14 cdc mach so cap. <
Néi chung, cac duomg di va cac chu trinh c¢é thé trung nhau. Néu chi ¢é v/ dwong

di va k" mach dau tién khdc nhau, véi duwong di P; xuat hién h; lan trong danh sach

Py, P, ..., P, vi mach ®; xuat hién [; Iin trong danh séch ®,,®,, ..., ®, thi F c6 thé

viét duéi dang

F = th o) (Pz) ‘l‘ZliO (‘bz)
i=1 i=1

Néi chung hai luéng F' va H 1a thich tng nén f;;.h;; = 0 véi moi cung (v;, v;).

Vidu 7.2.12. Luong F trong Hinh 7.3 dwgc phan tich thanh cdc dwong di (tir s dén

t) va cdc mach so cap:
F=20P+1oFP+10®;+10®d;+ 103,
trong do
P = {s,v9, 04,1},
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Py, = {s,v1,vs,v9,04,t},

(I>1 = {U17U37'U27'U1}7
(I>2 = {'U27'U47'U57'U67'U2}7
(b3 - {'U57’U67'U77'U5}-
U7
q
Ve Us
V2
s @ ot
V4
V1 V3

Hinh 7.3: Ludng F.

7.3 Nhing cdi bién don gidn cda bai todn luong 16n
nhat

Phan nay ching ta néu mot s6 két qua nhan dwoc tir bai todn luéng 16m nhat.

7.3.1 D6 thi cé nhiéu nguén va nhiéu dich

3 . z.. N N N . ’ N N \
Xét do thi v4i n, dinh vao va n; dinh ra va gid sit luong c6 thé chuyén tir nguon dén
dich tuy y. Bai todn tim luong lém nhédt tir tat cd cdc nguon dén tat cd cic dich cé

thé dwa ve bai todn luong lém nhat bang céch thém mot dinh nguén nhan tao s va mot
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dinh ra nhan tao t véi cdc cung duoc thém tir s dén cdc dinh vao ban dau va tir cdc
dinh ra thuc té dén dinh ¢. Khd nang cia cic cung thém vao tir s dén cic nguon cé
thé dat bang vo cung, hoic trong treomg hop lwong hang cung cap tai mot nguon sy
toi da la a thi kha nang cia cung (s, sx) c6 thé dat bang gié tri nay. Twong tuw, kha
nang cia cdc cung dan téi dinh ra ¢ ¢6 thé dat bang nhu cau tai cdc dinh ra ¢, hodc

bang vo han néu c¢6 nhu cau 1 vo han.

Néu bai todn dit ra & dé c¢é dinh ra chi dwogc cung cap bdi nhirng nguén nao dé
va nguoc lai, thi bai todn khong phai 1a cdi bién don gidn cia bai todn luong 16n nhat

tir s dén t ma cé thé dwa ve bai toan da luong nhw da dé cap trong phan mé dau.

7.3.2 D6 thi véi rang budc tai cic cung va dinh

Néu ngoai khd nang ¢;; cida cdc cung, ta thém khd nang cda cdc dinh wj, j =1,2,...,n,

sao cho tong s lwgng hang di dén dinh v; nhd hon w;, tic 1

Z fij < wyj

v, €0~ 1(v;)
v&i moi v;.

Ta can tim luong 16n nhat tir s dén ¢ véi gid thiét thém tai cac dinh. Xét do thi

Gy sao cho moi dinh v; cia d6 thi G twong tng hai dinh v;” va v; trong do thi Go sao

cho moi cung (v, v;) cia G dén dinh v; twong ting mot cung (v;,v;’) dén dinh v;’, va
moi cung (vj, vy) cia G xuat phét tir v; twong tng mot cung (v; v}) cia Go xuat phét

+

tr v;. Ngoai ra ta them mot cung gitta v;” va v; voi khd nang théng qua w;, tic la

bang khd nang cia dinh v;.

Vi tong s6 lwong hang dén dinh v} phéi dwogc chuyén doc theo cung (v, v;) véi
khd nang thong qua w; nén luong lén nhdt trong do thi G véi rang budc tai cédc dinh
bang luong lén nhat trong do thi Gy véi rang buoc chi tai cdc cung. Can chi ¥ rang
néu thiét dién nhé nhat cia Gy khong chita cdc cung dang (v}, v;) thi rang bude tai
dinh v; tng ng trong G khong “tich cyc” va tré thanh vo dung; néu nguoc lai, thiét
dién nhd nhat cdia Gy chita cdc cung loai nay thi cic dinh twong ting cia G 1a bdo hoa

béi luong 1ém nhat.
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7.3.3 D6 thi c¢b can trén va can dudi vé luong

Xét d6 thi G trong dé moi cung (v;, v;) ngoai can trén g;; con ¢é can dudi vé ludng la
r;j. Bai todn dat rala ¢d ton tai mot luong chdp nhan gita s va t sao cho ri; < fi; < qi;

vt moi cung (v, vj)?

Tir G, ta thém mot dinh vao nhan tao s, va dinh ra nhan tao ¢, dé nhan dwoc
G, Moi cung (v;,v;) ma r;; # 0 ta thém mot cung (s, v;) v6i khd nang r;; va can dudi
bang khong va thém cung thit hai (v;,t,) véi khd néng r;; va can dudi bang khong.

Thay g¢;; bdi ¢;; — i va r;; bdi 0. Ngoai ra thém cung (¢, s) v6i qis = 00,745 = 0.

Bay gio ta tim luong 16m nhét tir s, dén t, trong do thi G,. Néu gi4 tri cia luong
16n nhat bang Zriﬁéo ri; (tke 14, néu tat cd cdc cung di ra tir s, va tit cd cdc cung di
dén t, bdo hoa) va ky hiéu lwong hang trén cung (¢, s) 1a fis thi ton tai luong chap nhan
duwge v6i gid tri fis trong d6 thi ban dau. That vay, néu ta trir r;; lwong hang trén
cdc cung (vi,t,) VA (8q,v;) va cong thém r;; vao lwgng hang trén cung (v;,v;) thi tong
lwong hang tir s, dén ¢, gidm mot lwong 1a 74, ludng trén céc cung (vi, t,) va (Sq,v;)
gidm xudng khong, con luong trén cung (v;,v;) 1& fi; € [rij, qiy]. (Gid tri cudi cda fi;
bang r;; néu gid tri ban dau cda f;; twong ng luong 1én nhat bang khong, va gia tri
cudi cia f;; bang ¢; néu gid tri ban dau cda f;; bang q; — ;). Bude trir ludng 16n
nhat nguwoc v4i bude diéu chinh luong trong thuit toian tim ludng 1ém nhat. Vi ta gid
thiét gid tri cida luong 16n nhat bang D0 Tij DED cudi cung, tién trinh trir luong sé
cho ludng tir s, dén t, c6 gia tri bang khong (do d6 sé khién hai dinh nhan tao va céc
cung lién thude ching tré thanh vo dung), va luong trén tit cd cdc cung véi ry; # 0 sé
thay d6i trong pham vi [ry;, ¢;;]. Két qud 1a ta ¢ mot ludng “lru thong” trong do thi

véi gid tri bang fis.
Mat khac ta cé
Dinh ly 7.3.1. Néu gid tri cia luong l6n nhdt tr s, dén t, trong do thi G, khdc

D0 Tij thi khong ton tai luong chdp nhan duoc trong G.

Chitng minh. Bai tap. <
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7.4 Luoéng véi chi phi nhd nhat

Trong Phan 7.2 ching ta da xét bai todn tim luong 16n nhat tir s dén ¢ ma khong de
cap dén chi phi dwoc gan trén moi cung. Phan nay khdo sit bai todn tim luong véi gid

tri v cho trwdc tir s dén t sao cho chi phi cia luong la nhd nhat. Cu thé la:

Bai toan 7.4.1. Cho mang van tdi G := (V, E) vdi dinh vao s, dinh ra t, khd ndang
thong qua cia cung (i,7) € E la qij. Gid s cij la chi phi van chuyén mét don vi hang
trén cung (i,7) € E. Tim luong F := (fi;) ¢6 gid tri v trén G véi chi phi nhd nhdt; titc
la gidi bai todn
Z fijcij — min
(vi,vj)EE
véi diéu kién
{ Z(vi,vj)eE fij =,
0<

fij < qij.

Hién nhién, bai todn khong cé 1oi gidi néu v 1én hon gid tri 1ém nhéat cia luong tir
s dén t. Tuy nhién, néu v nhd hon hodc bang gid tri nay thi sé ¢ mot s6 luong cé gia
tri v va bai todn ¢6 1oi gidi. Ford va Fulkerson [27] da xay dung mot thuat todan “khong
¢ thit tu” dé tim ludng véi chi phi nhd nhat. Thuat todn trinh bay dwéi day dua theo
nhirng két qud cda Klein [38], Busacker va Gowen [10]. Thuat todn nay don gidn hon

phuong phép cia Ford-Fulkerson va sit dung nhirng ky thuat da giéi thiéu trude.

7.4.1 Thuat toan Klein-Busacker-Gowen

Thuat toan nay dua vao viéc xac dinh mach cé do dai am. Ching ta hay gid thiét rang
ton tai luong chap nhan dwoc F véi gid tri v va F' da dueoc xde dinh. Luong nay c¢é thé
nhan dwoc bang cidch a4p dung thuat todn tim luong lén nhat va ching ta tang luong

cho dén khi nhan dwoc luéng cé gid tri v.

Vi luong chap nhan nay, ta dinh nghia d6 thi G¥(F) := (V# E*) nhu da gidi

thich trong Phan 7.2 va c6 chi phi trén cdc cung nhu sau:

e v4i moi cung (v, ot € B, dat & = ¢;;.
] 1y M€ i J
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Lo JTa" Bt Mo
e v&i moi cung (v5,v;) € By, dat cf; == —cy;.

Thuat todn dwa trén dinh ly sau:

Dinh ly 7.4.2. F ld ludng gid tri v véi chi phi nho nhdt néu va chi néu khong ton tai

mach ® trong G*(F) sao cho téng cia cdc chi phi cia cdc cung thuéc ® am.

Chatng minh. Dat c[F] 1a chi phi cia ludong F trong do thi G va ¢[®|G*(F)] 1a tong cia

céc chi phi cda céc cung thuoc mach @ twong ing v4i do thi G (F).

Diéu kién can. Gid sit ¢[®|G*(F)] < 0 véi mach ® nao d6 trong G (F). Thém mot
don vi vao luong trén moi cung thudc mach ® sé tao ra mot luong méi chap nhan duwoc
F+10(®) c6 gia tri v. Chi phi cda luong F + 10 (®) bang c[F]+ c[®|GH(F)] < ¢[F]-mau
thuan véi gid thiét F' 1a luong véi gid tri v va c6 chi phi nhd nhat.

biéu kién dd. Gid sit ¢[®|G*(F)] > 0 véi moi mach ® trong G (F) va F*(# F)
14 luong gid tri v c6 chi phi nhé nhat.

Ta ky hiéu F* — F 1a ludng ma gié tri trén cung (v;, v;) bang [ — fig.

Vi F* va F ¢6 thé phan tich thanh tong cia cic luong doc theo (tir s dén t) cac

duwong di trong G, theo cach xay dung cda do thi G¢ trong Phan 7.2.3 doi véi luong

F* — F, suy ra v&i moi dinh v; € V' ta ¢6
dg* (’UZ) = d(_;* (’UZ)
Do d6 theo Phan 7.2.3, dé dang kiém tra rang
FFr—F=10(®1)+10(dy)+---+10(d,).

Hon ntta, luong F* = F 4+ 10 (®1) + 10 (P3) 4+ -+ 1o (P,) la chap nhan dwgc nén
tong F + 10 (®1) + 10 (Py) 4+ ---+ 10 (®;) chdp nhan dwge véi moi 1 <1 < k. Do dé
véi luong F ta ¢
AP +10(@)] = c[F]+ [ |GH(F)
> c[F].

Mat khac
[ GH(F + 1o (®1))] = ¢[®:|GH(F)]
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véimoil=1,2,... k.

Vay chi phi cia luong F + 10 (®1) + 1 0 (Pg) 1a

c[FF4+10(P1)+ 1o (P9)]

I
o)
B!
_|_
—_
@)
B
_|_
el
K
>
Q
=
B!
_|_
—_
@)
B

AV VARV,
o

Tiép tuc qud trinh trén ta dwoc ¢[F*] > ¢[F]. Diéu nay méau thuan véi gid thiét F* la

luong c6 chi phi nhd nhat. <

Do d6 theo Dinh 1y 7.4.2, dé tim luong chap nhan dwoc c6 gid tri v véi chi phi nhé
nhét ta bat dau tir luong chap nhan dwgc cé gid tri v, thiét lap do thi G*(F) va kiém
tra cé ton tai mach c6 do dai am khong. Néu khong cé thi luong nhan dwogc cé chi phi
nhd nhat. Nguoc lai néu ® 1a mach c¢6 do dai am thi ta thém ¢ vao ludng trén mach
nay. Khi dé luong méi van c¢é gid tri v va ¢é chi phi gidm mot lugng 0.¢(®), trong do
¢(®) 1a chi phi cia mach c6 do dai am ®. Hién nhién & can dwoc chon sao cho cac kha
nang thong qua cda cdc cung trong G*(F) khong bi vi pham; titc 1a

§ = min ¢k.
AT
(vi 7vj)

Theo cdch chon ban dau cia cdc khd nang cia do thi G*(F) luong méi nhan duge tir
luong cii (bang cach cong & vao luong trén mach do dai am) 1a chdp nhan dwge. Qud

trinh lai dugce lap lai v6i luong méi va van van. Chi tiét cia thuat todn nhu sau.

Thuét toan tim ludéng cé chi phi nhd nhat

1. St dung thuat todn luong 1ém nhat, tim luong chap nhan dwgc F véi gid tri v.

2. Dit
B = {0, v]) | fij < qij, (vi,v)) € B},
By = {(v,v)) | fij > 0, (vi,v;) € E},
Xay dung do thi ¢6 trong s6 G*(F) := (V#, E*), trong d6
Vi =V,
B¢ = E'UEY,
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e Véi moi cung (v, vf) € EY, dat ¢f; := cy;.

PR T Bzl B
e Vi moi cung (v5,v;) € By, dat ¢, == —cyj.

3. Né&u ton tai mach c6 do dai am @ trén do thi G#(F) c6 trong s6 W := (w;;), chuyén
sang Budéce 5. Nguoc lai, F' 1 luong véi chi phi nhé nhat; thuat todn dirng.
4. Tinh ¢ theo cong thitc sau:

6 :=min{q}; | (v}, v}) € ®}.

e V6i moi cung (vf,v}) € @ sao cho ¢j; < 0 thay doi luong fj; trén cung

('Uj,’Ui) € F bédi .fji — 9.

e Véi moi cung (vi',v}) € @ sao cho ¢j; > 0 thay doi ludng f;; trén cung

('Ui,’l}j) € E béi fij + 0.

5. Véi luong méi F, chuyén sang Burée 2.

7.5 Cap ghép

7.5.1 CA&c bai toan vé cap ghép

Céc bai toan vé cap ghép trong cdc do thi (ndi chung khong phdi do thi hai phan) dugc
quan tam vi hai Iy do. Thit nhat, cé thé dan dén céc bai todn nay tir viéc tong quat
héa bai todn phan cong, va chiing 14 mot phan trong nhirng bai toan khic cia do thi:
céc bai toan tim hanh trinh t6i wu (nhw bai todn nguoi dwa thu Trung Hoa), xdc dinh

day chuyén ngan nhat trong do thi vo hwémg, v.v.

MGo6i quan tam thit hai vé khia canh 1y thuyét, do mai lién hé véi 16p céc bai todn
quy hoach nguyén ma cé thé gidi bang thuat toin véi do phire tap da thitc theo m va

n (s6 céc canh va cdc dinh cda do thi).

Xét bai toan sau xay dung do thi con bo phan G, cida d6 thi vo huéng G trong

d6 bac cda cdc dinh cda do6 thi G, thda man tinh chdt cho trude.
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Bai todn 7.5.1. (Bai todn do thi bd phan ¢é rang buoc vé dinh) Gid s G = (V, E) la
do thi vo hudng vdi chi phi ¢; twong Eng véi moi canh e; € E. Ngodi ra, cho trudc cdc
s0 nguyén duwong 05,1 =1,2,...,n. Vin dé dat ra la tim mot do thi b phan G cia G
sao cho bac cia cdc dinh v; twong dng do thi G} bang b;, va tong cia cdc canh trong
Gy 16n nhdt (hodc nhd nhdt).

Hién nhién, véi do thi G va céc s6 6; cho trude, ¢é thé khong ton tai do thi bo
phan G, thda man céc rang budc vé dinh. Hai diéu kién can (nhung khong di-tai sao?)

d€ ton tai do thi bo phan chap nhan dwoc 1a
0; < dg(’l}i), véi IIIOI dinh v, €V

va
n
E 5@ chan.
=1

. N . N ’ N ’ ~ s % . ’
biéu kién sau suy truc tiép tir tinh chit: tong cdc bac cia cic dinh bang hai 1an s6 cdc

canh.

Tap con M C E goi la mot cap ghép néu hai canh bat ky trong M khong ké nhau.
Chi phi cia cap ghép M dinh nghia bdi

(M) =" ¢

e]‘GM

Ta ¢d bai todn sau:

Bai toan 7.5.2. (Bai toan doi sdnh vaGi chi phi 16n nhdt) Tim cdp ghép M* cd chi phi

lon nhat.

Bai todn ddi sanh véi chi phi 1ém nhat c6 thé phat biéu dang bai todn quy hoach

nguyen:
m

z = E le’j — Imax
j=1

sao cho

Yo biry <1, i=1,2,...n,
z; € {01},
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trong dé b;; 1a ma tran lién thuoc cia G va x; = 1 (hoac 0) phu thudc vao e; cé duge

ghép cap hay khong.

Hién nhién ring, bai todn ddi sanh véi chi phi 1ém nhat déi véi do thi G nao d6
14 trudmg hop dac biét cda bai todn cé rang budc vé bac cia cédc dinh. Néu s6 cic dinh
cia G chin, ta thém cdc canh véi chi phi bing —oo vao G d€ thu dwoe mot do thi day
di G. Khi dé bai todn dwa vé Bai todn 7.5.1 trén do thi G trong dé tat cad céc d; = 1.
Nghiém cia bai todn ban dau dé dang suy ra tir bai todn sau bang céch bd qua tat ca
céc canh c6 chi phi bang —oo. Néu s6 céc dinh cia G 1é thi ta thém mot dinh c6 lap

vao G trude khi xay dung do thi G va 4p dung 1y ludn trén.

Twong tng véi bai todn tim cap ghép cé chi phi 16n nhat 1& bai todn phi c¢é chi
phi nhé nhat, titc 1la: Tim phi E* cia G sao cho tong chi phi ZejeE* ¢; nhd nhat. Bai

todn nay c6 thé phat biéu dang quy hoach nguyén nhu sau:

m
z = E le’j—>m1n
j=1

sao cho

Z;nzlbijl’j Z 1, i:1,2,...,n,
z;j € {01},

trong d6 x; = 1 (hodc 0) phu thudc vao e; c¢é thude phi E* hay khong.
j j

Hinh 7.4(a) minh hoa d6 thi véi cap ghép duwoc vé bang doan nét dirt va Hinh
7.4(b) minh hoa phi dwoc vé bang doan nét dit trong ciing do thi.

Trong triedmg hop tit cd cdc canh cé chi phi bang nhau (chdng han 1) thi bai toan
déi sanh véi chi phi 16n nhat va bai toan tim phid véi chi phi nhd nhat dwa vé bai todn
tim cap ghép 16n nhat tirc 1a tim cip ghép cé s6 canh nhiéu nhat va bai todn tim phi
nhd nhat twong tng. Néu do thi G ¢6 n dinh, khi d6 s6 phan tit cida cap ghép 1én nhat
khong virgt qué [n/2]. Tuy nhién, s6 nay khong phdi lic nao ciing dat dwoc; chdng han,
d6 thi “hinh sao” trong Hinh 7.5 c6 cdp ghép 16n nhat véi s6 phan tit 1.

Truomg hop dac biét khi cdc chi phi ¢; tiy ¥ nhung do thi 14 hai phan, thi bai
todn tim cap ghép c6 chi phi nhé nhat dwa vé bai todn phan cong cong viéc, mot bai
toan quen thudc cia Van trit hoc. Vi cau tric do thi dac biét nay, Bai todn 7.5.1 tré

thanh bai todn van tdi.
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Hinh 7.4: (a) Cap ghép (nét ditt). (b) Phi (nét dit).

Muc dich chinh cia phin nay 1a trinh bay bai todn vé cap ghép 1ém nhat cida do
thi hai phan trong mdi lién hé véi bai todn luong 16n nhat. Vé cdc thuat todn gidi quyét

cac bai toan cap ghép trong triromg hop tong quat c6 thé xem tai lidu dan [14], [30].

7.5.2 Cap ghép 1é6n nhat trong do6 thi hai phan

Truéc hét ta bat dau bang mot vi du.

Vidu 7.5.3. (Phan cong cong viée, cdp ghép trong do thi hai phan) Mot nha mdy c¢é
p mdy va q cong viéc can thyc hién. Gid sit G = (V, F) 1a do thi hai phan ma cdc dinh
laV =ViuVy, véi Vi = {1,2,...,p} va Vo = {1,2,...,¢} va ¢6 mot canh lién thuoc
(4,7) néu may 4 c6 thé thic hién cong viéc j. VAn dé dat ra la sap xép moi méy véi
mot cong viec ma né c¢é thé thie hién. Diéu dé cé nghia rang, tim trong G mot cap

ghép c6 s6 phan tit bang p.

242



Hinh 7.5: D6 thi hinh sao.

Bai todn cap ghép cé thé dwra vé bai todn mang van tdi nhw sau. Ta thém dinh
nguon va dinh ra nhan tao s,t sau dé ndi tir s dén cdc dinh thudc tap Vi va tir céc
dinh thuoc tap V, dén t. Gan moéi cung trong do thi thu dwoc, ky hieu GM, ¢é khd ning
thong qua bang 1. Ta cé6 GM 13 mot mang van tai.

Dinh ly 7.5.4. Gid si G la do thi hai phan dinh hwdéng véi cdc tap dinh rdi nhau Vi
va Vo ma trong dé cdc canh dwoc dinh hwdng tir cde dinh trong tap Vi dén cdc dinh

trong tap V.
1. Ludng F trong mang van tdi GM cho ta mét cdp ghép trong G. Dinh v; € Vi dwoc
déi sdnh véi dinh v trong Va néu va chd néu luong F trén cung (vi,v;) bang 1.
2. Luong lén nhdt twong #ng véi cdp ghép lén nhdt.
3. Ludng cé gid tri bang #V, twong #ng véi cdp ghép hoan hdo.
Chitng minh. Gid st f;; = 1. C6 ding mot cung dén dinh v; 1a (s,v;). Do @6 fg = 1.
Suy ra luong dén dinh v; bang 1. Do luong ra khdi dinh v; bang 1 nén cé ding mot cung
c6 dang (v, ) €6 fip = 114 (v;,v;). Twong tw chi ¢6 mot cung dang (x,v;) ¢6 fu; =1

1a (v;,v). Vay néu M 1a tap cdc cung (v, v;) sao cho f;; = 1 thi hai canh bat ky trong
M khong ké nhau. Néi cach khdc M 1a cap ghép cia G.

Céc phan con lai suy tir s6 cdc dinh cda V) dwoc d6i sanh bang gid tri cia luong
tuwong ung. <
Dinh 1y trén chi ra rang c6 thé &p dung thuat toan tim ludng 16n nhat dé xéc dinh

cap ghép 16n nhat cia do thi hai phan.
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7.5.3 Cap ghép hoan hido trong d6 thi hai phan

Ta cé dinh nghia sau

Dinh nghia 7.5.5. Cap ghép hoan hdo trong do thi hai phan G = (V4 U Vi, E) 1a cap
ghép ma moi dinh a € V; ton tai b € V5 sao cho (a,b) € E.

Néu S C Vi, ta dat
I'(S) := {v; € Vo | ton tai v; € S sao cho (v;,v;) € E}.
Gid sit G ¢6 cdp ghép hoan hdo. Néu S C V; ta can cé

#5 < #I'(5).

Ta sé chi ra rang néu #S < #I'(S) véi moi tap con S cia Vi thi G c6 mot cap ghép
hoan hdo. Két qud nay dugc chitng minh béi Hall va goi 1a Dinh 1y ddm cudi cia Hall
do V; 1a tap nhirmg ngudi dan ong va Vs, 1 tap nhimg ngudi dan ba va ton tai canh noi
v; € Vi dén v; € Vo néu v; va v; ung thich nhau; dinh 1y cho mét diéu kién dé ngudi

dan 6ng c6 thé cudi nguwdi minh thich.
Dinh ly 7.5.6. Ton tai cap ghép hoan hdo néu va chi néu
#S5 < #I'(S) (7.2)

vd1 moi tap con S cia V.

Chitng minh. Ta chi can chitng minh néu diéu kién (7.2) ding thi ton tai cap ghép hoan
hdo. Dat ny = #V4 va (P, P) 1a thiét dién nhd nhét trong mang van tdi. Néu ta ching
minh rang khd nang cia thiét dién nay bang n; thi luong 1én nhat cé gid tri bang n;.

Cap ghép tuwong timg véi luong 16n nhat sé 1a cip ghép hoan hdo.

Chitng minh bang phdn chimg. Gid sit nguoc lai, khd ning cda thiét dién nhd
nhét (P, P) nhd hon ny. Nhan xét rang khd nang ciia thiét dién nay bang s6 cdc canh
trong tap

M ={(z,y) | = € P,y € P}.

Mot phan tit cda M cé mot trong ba dang:
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Loai 1: (s,v;),v; € V.
Loai 2: (v;,v;),v; € Vi,v; € Vs,
Loai 3: (vj,1),v; € Va.
Ching ta sé dém s6 cdc canh trong moi loai.
Néu V4 € P thi khd nang cda thiét dién 14 ni; do d6
Vi=VinP
khdc trong. Suy ra ton tai n; — #V{* canh loai 1 trong E.
Ta phan hoach R(V}*) thanh céc tap hop
X=RV)HNP va Y =RVy)NP.
Khi d6 ton tai {t nhidt #V;* canh loai 3 trong E. Do d6 ton tai it hon
np— (m — #V7) — #X =#V - #X
canh loai 2 trong E. Ma moi phan tit cida Y déng gép nhiéu nhiat mot canh loai 2, nén
#Y < #V[ — #X.

Vay
#R(V') = #X + #Y < #V/".

biéu nay méau thuan véi (7.2). Do d6 ton tai cap ghép hoan héo. <
Vi du 7.5.7. C6 n méy tinh va n 6 dia. M6i may tinh twong thich véi m ¢ dia va

moi 6 dia twong thich véi m may tinh. Cé thé ghép méi méy tinh véi mot 6 dia ma

noé twong thich?

biat V1 14 tap cdc mdy tinh va V; 1 tap céc 6 dia. Ta cho twong tmg canh (v;,v;)
néu may tinh v; € V4 twong thich v6i 6 dia v; € Va. Chi y rang moi dinh c¢6 bac bang
m. bat S = {v1,v,..., v} C V1. Khi d6 ¢6 km canh xudt phét tir S. Néu [ := #I'(5)
thi I'(S) nhan nhiéu nhat Im canh dén tx S. Do dé

km <lIm.
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Nén
#S =k <1 =#I(9).

Theo Dinh 1y ddm cuéi Hall, ton tai cap ghép hoan hdo. VAay c6 thé ghép moi may tinh

véi mot 6 dia tirong thich.
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Phan phu luc A

Thw vien Graph.h

Dudi day 1a thu vién gom céc cau tric dir liéu va cde thi tuc can thiét ho tro viée cai

dat cac thuat toan trong gido trinh.

#if !defined(graph_h)
#define graph_h

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <alloc.h>

#include <string.h>

/***xx* Phan dinh nghia cac hang ***x*x/

#define TRUE 1

#define FALSE 0

#define INFTY 32767

#define MAXEDGES 50 // So cuc dai cac canh

#define MAXVERTICES 25 // So cuc dai cac dinh
#define MAXSTRINGS 16 // Chieu dai cuc dai xau ky tu
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/***xx* Phan dinh nghia cac kieu du lieu **xx*x*/

typedef unsigned char byte;
typedef byte Boolean;
typedef char DataType[MAXSTRINGS + 1]; // Them mot ma ket thuc chuoi

/*******************************

Cau truc du lieu: don lien ket

*******************************/

typedef struct VertexNode *AdjPointer;
struct VertexNode
{
byte Vertex;
int Length;
int Flow;
AdjPointer Next;
I

typedef struct
{
DataType Data;
AdjPointer Next;
} HeadNode;
typedef HeadNode *HeadPointer;

typedef HeadPointer ArrayOfPointer [MAXVERTICES];

typedef struct QueueType *QueueNode;
struct QueueType
{

byte Vertex;

QueueNode Next;
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s
typedef struct
{
QueueNode Head, Tail;

} Queue;

typedef byte Path[MAXVERTICES];

typedef byte
Set0fVertices [ (MAXVERTICESY%8)? ((MAXVERTICES/8)+1) : (MAXVERTICES/8)];

/***********************************

Danh sach da lien ket cho cac canh

***********************************/

typedef struct EdgeNode *EdgePointer;
struct EdgeNode
{
byte Vertex[2];
EdgePointer Link[2];
I

typedef struct
{
char Data;
EdgePointer Next;
} ListEdge;
typedef ListEdge *ListEdgePointer;

typedef ListEdgePointer ArrayOfEdge [MAXVERTICES];

/***xx Phan khai bao prototype ham *x*x*x*/
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void Create(AdjPointer *List);
Boolean Empty(AdjPointer List);
void Push(AdjPointer *List, byte Item);
void Pop(AdjPointer *List, byte *Item);

void CreatQueue(Queue *Q);

Boolean EmptyQueue(Queue Q) ;

void PushQueue(Queue *Q, byte Item);
void PopQueue(Queue *Q, byte *Item);

Boolean EmptySet(SetOfVertices S);

Boolean InSet(SetOfVertices S, byte Value);
void InitSet(Set0fVertices S, byte MaxValue);
void AddSet(SetOfVertices S, byte Value);
void SubSet(SetOfVertices S, byte Value);

void MakeV_out(char *FileName, ArrayOfPointer V_out, byte *NumVertices,
Boolean Weight);

void MakeV_in(char *FileName, ArrayOfPointer V_in, ArrayOfPointer V_out,
byte *NumVertices);

void BuildGraph(char *FileName, Array0fEdge E, byte *NumVertices);

void DisplayV_out (ArrayOfPointer V_out, byte NumVertices, Boolean Weight);
void DisplayV_in(Array0OfPointer V_in, byte NumVertices);

void DFS(ArrayOfEdge E, byte Start, SetOfVertices S);

void PathTwoVertex(Path Pred, byte Start, byte Terminal);
void PopHeadPtr(byte NumVertices, ArrayOfPointer V_out);

/*x*%*x Phan cai dat cac ham *¥*x*x/
void Create(AdjPointer *List)

{
(xList) = NULL;
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Boolean Empty(AdjPointer List)

{
return((List == NULL) ? TRUE : FALSE);

void Push(AdjPointer *List, byte Item)
{
AdjPointer TempPtr;

TempPtr = (AdjPointer) malloc(sizeof (struct VertexNode));
TempPtr->Vertex = Item;

TempPtr->Next = (*List);

(*List) = TempPtr;

void Pop(AdjPointer *List, byte *Item)
{
AdjPointer TempPtr;

if (Empty(*List))
{
printf (" Thao tac con tro khong hop le ");
return;
}
TempPtr
(*Item)
(¥List)

(xList);

TempPtr->Vertex;

TempPtr->Next;
free(TempPtr) ;

void CreatQueue(Queue *Q)

{
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(*Q) .Head = NULL;

Boolean EmptyQueue(Queue Q)

{
return((Q.Head == NULL) ? TRUE : FALSE);

void PushQueue(Queue *Q, byte Item)
{
QueueNode TempPtr;

TempPtr = (QueueNode) malloc(sizeof (struct QueueType));
TempPtr->Vertex = Item;

TempPtr->Next = NULL;

if ((*Q).Head == NULL) (*Q).Head = TempPtr;

else (*Q).Tail->Next = TempPtr;

(¥Q) .Tail = TempPtr;

void PopQueue(Queue *Q, byte *Item)
{
QueueNode TempPtr;

if (EmptyQueue (*Q))
{
printf (" Thao tac con tro khong hop le ");
return;
}
TempPtr
(*Item)
(*Q) .Head = TempPtr->Next;

(*Q) .Head;
TempPtr->Vertex;

free(TempPtr) ;
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Boolean EmptySet(SetOfVertices S)
{
int 1i;
int k = (MAXVERTICES %8 ) ? ((MAXVERTICES / 8) + 1)

for (i = 0; i < k; i++)
if (S[i] !'= 0) return(FALSE);
return(TRUE) ;

Boolean InSet(SetOfVertices S, byte Value)
{
if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))
return(FALSE);

(MAXVERTICES / 8);

return((S[(Value - 1) / 8] & (0x80 >> ((Value - 1) % 8))) 7 TRUE : FALSE);

void InitSet(Set0fVertices S, byte MaxValue)
{

int 1i;

if (MaxValue>MAXVERTICES)

{
printf (" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

for (1 = 0; 1 < MaxValue; i++) S[i/8] |= 0x80 >> (i%8);

void AddSet(SetOfVertices S, byte Value)
{
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int 1i;

if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))

{
printf (" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

S[(Value-1)/8] |= 0x80 >> ((Value-1)%8);

void SubSet(SetOfVertices S, byte Value)

{

if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))

{
printf (" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

S[(Value-1)/8] &= ~(0x80 >> ((Value-1)%8));

int feoln(FILE xfp)

{

char c;

if ((c=fgetc(fp))==10)
{
fseek(fp, -2, 1);
return(TRUE) ;
}

else
if (¢==E0F) return(TRUE);

else
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fseek(fp, -1, 1);
return (FALSE) ;

void freadln(FILE *fp)
{

char c;

while (((c=fgetc(fp))!=10)&&(c!=EQF));

void MakeV_out(char *FileName, ArrayOfPointer V_out, byte *NumVertices,

Boolean Weight)

byte NumVert;
HeadPointer HeadPtr;
AdjPointer VerPtr;
FILE xFileData;

if ((FileData = fopen(FileName, "rt")) == NULL)
{
printf (" File khong tim thay ");

return;
}
NumVert = O;
while (!feof(FileData))
{

HeadPtr = (HeadPointer) malloc(sizeof (HeadNode)) ;
HeadPtr->Next = NULL;

fgets(HeadPtr->Data, MAXSTRINGS+1, FileData);

// Ham fgets(char *s, int n, FILE *fp) chi doc n-1 ky tu
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while (!feoln(FileData))

{
VerPtr = (AdjPointer) malloc(sizeof (struct VertexNode));
fscanf (FileData, "%d", &(VerPtr->Vertex));
if (Weight)
{
fscanf (FileData, "%d", &(VerPtr->Length));
VerPtr->Flow = 0;
}
VerPtr->Next = HeadPtr->Next;
HeadPtr->Next = VerPtr;
}
freadln(FileData);
++NumVert;
V_out [NumVert] = HeadPtr;
}
(*NumVertices) = NumVert;
fclose(FileData);

void MakeV_in(char *FileName, Array0fPointer V_in,

ArrayOfPointer V_out, byte *NumVertices);

byte NumVert;

int i, J;

HeadPointer HeadPtr;
AdjPointer CurrPtr, VerPtr;

MakeV_out (FileName, V_out, &NumVert, TRUE);
(*NumVertices) = NumVert;
for (i = 1; i <= NumVert; i++)
{
HeadPtr = (HeadPointer) malloc(sizeof (HeadNode)) ;
strcpy(HeadPtr->Data, V_out[i]->Data);
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HeadPtr->Next = NULL;
for (j = 1; j <= NumVert; j++)
{
CurrPtr = V_out[j]->Next;
while (CurrPtr!=NULL)

{
if (CurrPtr->Vertex == i)
{
VerPtr = (AdjPointer)malloc(sizeof (struct VertexNode)) ;
VerPtr->Vertex = j;
VerPtr->Length = CurrPtr->Length;
VerPtr->Flow = 0;
VerPtr->Next = HeadPtr->Next;
HeadPtr->Next = VerPtr;
}
CurrPtr = CurrPtr->Next;
}
}
V_in[i] = HeadPtr;

void BuildGraph(char *FileName, ArrayOfEdge E, byte *NumVertices)
{

byte EndPt, NumVert;

int 1i;

char ch[2];

EdgePointer EdgePtr;

FILE xFileData;

if ((FileData = fopen(FileName, "rt")) == NULL)
{
printf (" File khong tim thay ");

return;
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NumVert = O;
while (!feoln(FileData))

{

3

++NumVert;

E[NumVert] = (ListEdgePointer) malloc(sizeof(ListEdge));
fscanf (FileData, "¥%s", ch);

E[NumVert]->Data = ch[0];

E[NumVert] ->Next = NULL;

(*NumVertices) = NumVert;

for (i = 1; i<= NumVert; i++) printf("Yc ", E[i]->Data);
printf ("\n");

freadln(FileData) ;
while (!feof(FileData))

{

3

EdgePtr = (EdgePointer) malloc(sizeof (struct EdgeNode));

for (i=0; i<2; i++)

{
fscanf (FileData, "%d", &EndPt);
printf("%d ", EndPt);
EdgePtr->Vertex[i] = EndPt;
EdgePtr->Link[i] = E[EndPt]->Next;
E[EndPt]->Next = EdgePtr;

}

printf ("\n");

freadln(FileData);

fclose(FileData);
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void DFS(ArrayOfEdge E, byte Start, SetOfVertices Unvisited)
{

EdgePointer Ptr;

byte StartEnd, OtherEnd, NewStart;

SubSet (Unvisited, Start);

Ptr = E[Start]->Next;

while ((!EmptySet(Unvisited))&&(Ptr!=NULL))
{

StartEnd = O;
OtherEnd 1;
if (Ptr->Vertex[0] !=Start)
{
StartEnd 1;
OtherEnd = O;
}
NewStart = Ptr->Vertex[OtherEnd];
if (InSet(Unvisited, NewStart)) DFS(E, NewStart, Unvisited);
Ptr = Ptr->Link[StartEnd];

void DisplayV_out (ArrayOfPointer V_out, byte NumVertices, Boolean Weight)
{
int 1;

AdjPointer CurrPtr;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
printf("(%d) %s ", i, V_out[i]->Data);
CurrPtr = V_out[i]->Next;
while (CurrPtr!=NULL)
{
printf("%d ", CurrPtr->Vertex);
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if (Weight) printf("%d ", CurrPtr->Length);
CurrPtr = CurrPtr->Next;
}
printf ("\n");
}
printf ("\n");

void DisplayV_in(ArrayOfPointer V_in, byte NumVertices)
{
int 1i;

AdjPointer CurrPtr;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)
{
printf("%s ", V_in[i]->Data);
CurrPtr = V_in[i]->Next;
while (CurrPtr!=NULL)
{
printf (" %d %d", CurrPtr->Vertex, CurrPtr->Length);
CurrPtr = CurrPtr->Next;
}
printf ("\n");

void PathTwoVertex(Path Pred, byte Start, byte Terminal)
{
if (Terminal != Start)

{
PathTwoVertex(Pred, Start, Pred[Terminall);
printf (" ---> %2d", Terminal);
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void PopHeadPtr(byte NumVertices, Array0fPointer V_out)
{

byte Item;

int 1i;

AdjPointer CurrPtr;

for (1 = 1; 1 <= NumVertices; i++)

{
CurrPtr = V_out[i]->Next;
while (CurrPtr != NULL) Pop(&CurrPtr, &Item);
free(V_out[il);

#endif
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