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LÔØI NOÙI ÑAÀU 
 

Cuoán saùch naøy ñöôïc vieát xuaát phaùt töø giaùo trình vaät lyù thoáng keâ ñaõ giaûng cho caùc lôùp sinh vieân naêm thöù tö 
khoa Vaät lyù, tröôøng ÑHSP TP.HCM töø moät vaøi naêm qua. Tuy ñöôïc soaïn theo tinh thaàn cuûa chöông trình hieän 
haønh taïi khoa Vaät lyù, tröôøng ÑHSP TP. HCM, nhöng noäi dung saùch cuõng ñaõ ñöôïc môû roäng theâm, nhaèm cung 
caáp tö lieäu cho sinh vieân. 

Saùch ñöôïc trình baøy vôùi noã löïc lôùn veà maët sö phaïm: Ngoaøi phaàn baøi taäp keøm theo moãi chöông ñeå cuûng coá 
cuõng nhö ñeå ñaøo saâu theâm nhöõng kieán thöùc ñaõ ñöôïc phaân tích trong phaàn lyù thuyeát, moät soá ñeà taøi lôùn hôn ñöôïc 
soaïn döôùi daïng caùc “vaán ñeà” ñeå sinh vieân taäp laøm quen vôùi vieäc nghieân cöùu töøng ñeà taøi khoa hoïc troïn veïn vaø 
sinh vieân thaáy ñöôïc caùc lónh vöïc aùp duïng cuûa vaät lyù thoáng keâ, ví duï nhö trong vaät lyù thieân vaên. Phaàn naøy cuõng 
coù theå duøng ñeå gôïi yù cho caùc sinh vieân laøm seminar trong naêm hoïc, luaän vaên toát nghieäp, hoaëc coù theå naâng cao 
theâm ñeå chuaån bò cho caùc luaän vaên Thaïc só vaät lyù. Nhaän thöùc ñöôïc raèng vieäc naém vöõng ít nhaát laø moät ngoaïi ngöõ 
ñeå ñöôïc töï naâng cao trong quaù trình ñaøo taïo laø ñieàu nhaát thieát phaûi coù ñoái vôùi moãi sinh vieân neân trong phaàn phuï 
luïc coù keøm theo moät danh muïc caùc töø ngöõ ñoái chieáu Vieät-Anh-Phaùp thöôøng ñöôïc söû duïng trong moân vaät lyù 
thoáng keâ. Hy voïng raèng phaàn naøy seõ giuùp ích cho caùc sinh vieân khi söû duïng ngoaïi ngöõ trong khi hoïc taäp. 

Cuõng caàn nhaán maïnh raèng theo yù kieán cuûa moät soá nhaø vaät lyù coù uy tín treân theá giôùi thì phaàn nhieät ñoäng löïc 
hoïc phaûi ñöôïc xem nhö laø heä quaû cuûa moân cô hoïc thoáng keâ, ñöôïc trình baøy nhö moät moân vaät lyù lyù thuyeát thöïc 
söï, coù nghóa laø phaùt xuaát töø caùc tieân ñeà, cuõng töông töï nhö moân cô hoïc löôïng töû chaúng haïn. Phaàn khaùc, ta cuõng 
neân nhôù raèng moân cô hoïc thoáng keâ, cuøng vôùi cô hoïc löôïng töû vaø lyù thuyeát töông ñoái, hieän ñang taïo neân moät 
trong caùc truï coät cuûa vaät lyù hieän ñaïi. Cuoán saùch naøy ñöôïc xaây döïng treân tinh thaàn ñoù. 

Moät caùch toùm taét thì vaät lyù thoáng keâ coù theå ñöôïc hieåu nhö laø moân hoïc khaûo saùt caùc tính chaát vó moâ cuûa moät 
heä vaät lyù xuaát phaùt töø caùc ñaëc tính vi moâ cuûa nhöõng haït caáu taïo neân heä. Nhöng caùc ñaëc tính vi moâ naøy chæ coù 
theå ñöôïc moâ taû chính xaùc bôûi cô hoïc löôïng töû. Vì vaäy, ñeå hieåu ñöôïc cô sôû cuûa vaät lyù thoáng keâ, ñieàu töï nhieân laø 
phaûi naém vöõng caùc tính chaát löôïng töû cuûa caùc haït vi moâ. Tuy nhieân, trong cuoán saùch naøy, nhöõng kieán thöùc veà 
cô hoïc löôïng töû ñöôïc yeâu caàu ôû möùc toái thieåu. Nhöõng ñieàu gì caàn thieát seõ ñöôïc nhaéc laïi trong suoát giaùo trình. 

Cuõng neân noùi theâm raèng raát ñaùng tieác laø moät soá phaàn quan troïng cuûa vaät lyù thoáng keâ nhö khaûo saùt töø tính 
cuûa vaät chaát, hieän töôïng chuyeån pha, hieän töôïng vaän chuyeån,... khoâng ñöôïc ñeà caäp ñeán trong cuoán saùch naøy. 
Taùc giaû hy voïng raèng trong laàn taùi baûn sau seõ coù ñieàu kieän trình baøy caùc vaán ñeà treân. 

Do kinh nghieäm coøn ít, thôøi gian laïi raát haïn heïp neân chaéc chaén cuoán saùch naøy coøn nhieàu thieáu soùt, mong 
caùc baïn ñoïc vui loøng löôïng thöù vaø chæ daãn ñeå saùch ñöôïc hoaøn thieän trong laàn taùi baûn sau. 

Taùc giaû xin traân troïng ngoû lôøi caûm taï ñeán thaày Hoaøng Lan, nguyeân Tröôûng khoa, vaø thaày Lyù Vónh Beâ, 
Tröôûng khoa Vaät lyù, tröôøng ÑHSP TP. HCM ñaõ taïo taát caû caùc ñieàu kieän thuaän lôïi ñeå noäi dung cuûa cuoán saùch naøy 
ñöôïc truyeàn ñaït ñeán caùc sinh vieân trong vaøi naêm vöøa qua. Ñoàng thôøi, taùc giaû cuõng xin baøy toû loøng bieát ôn ñeán 
PGS-TS Nguyeãn Khaéc Nhaïp vaø thaày Ñaëng Quang Phuùc ñaõ vui loøng ñeå ra thì giôø quí baùu ñoïc baûn thaûo saùch vaø 
goùp yù cho taùc giaû. 

Ngoaøi ra, taùc giaû cuõng ghi laïi ôû ñaây lôøi caùm ôn ñeán GV Nguyeãn Laâm Duy vaø SV Nguyeãn Troïng Khoa ñaõ noã 
löïc ñaùnh maùy vi tính baûn thaûo vôùi loøng nhieät tình vaø taän tuïy nhaát. 

Cuoái cuøng, taùc giaû baøy toû loøng caùm ôn ñeán Phoøng AÁn baûn tröôøng ÑHSP TP.HCM ñaõ laøm vieäc tích cöïc ñeå 
cuoán saùch naøy mau choùng ñöôïc in vaø ñeán tay baïn ñoïc. 
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Chöông I   
 

MOÂ TAÛ THOÁNG KEÂ HEÄ VÓ MOÂ 
 

IA  Nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó 
IB  Phöông phaùp thoáng keâ cho heä vó moâ 
IC  Taäp hôïp thoáng keâ. Nguyeân lyù ergodic 
ID  Entropi thoáng keâ trong lyù thuyeát thoâng tin 

 
Vaät lyù thoáng keâ coù ñoái töôïng nghieân cöùu laø nhöõng heä vó moâ, laø nhöõng heä chöùa moät soá raát lôùn nhöõng 

haït (nhö electron, photon, nguyeân töû, phaân töû,…); nhöõng heä naøy coù theå toàn taïi döôùi nhöõng traïng thaùi 
vaät lyù khaùc nhau : khí, loûng, raén, plasma vaø böùc xaï ñieän töø. Veà phöông dieän ño löôøng, kích thöôùc vaø 
naêng löôïng cuûa moät heä vó moâ ñöôïc xaùc ñònh bôûi meùt (vaø caùc boäi soá vaø öôùc soá cuûa meùt) vaø Joule.  

Trong khi ñoù, heä vi moâ laø heä coù kích thöôùc so saùnh ñöôïc vôùi kích thöôùc cuûa nguyeân töû, phaân töû, … 
töùc laø ñöôïc ño löôøng bôûi Å ( = 10-10 m ), vaø naêng löôïng cuûa heä vi moâ seõ ñöôïc ño baèng ñôn vò eV ( ≈ 
1,6.10-19 Joule ). 

Moät caùch ñôn giaûn nhaát ñeå thieát laäp moái quan heä giöõa moät heä vó moâ vaø moät heä vi moâ laø thoâng qua 
haèng soá Avogadro NA≈6,023.1023 haït.mol-1. Ñoä lôùn cuûa haèng soá NA naøy cho chuùng ta thaáy möùc ñoä 
phöùc hôïïp raát lôùn cuûa moät heä vó moâ. Chính vì vaäy maø ñeå khaûo saùt caùc heä vó moâ, ta caàn phaûi duøng 
phöông phaùp thoáng keâ, ñeå coù ñöôïc nhöõng ñaïi löôïng vó moâ phaùt xuaát töø caùc tính chaát cuûa caùc heä vi moâ. 

Trong chöông thöù nhaát naøy, ta seõ gaëp nhöõng khaùi nieäm cô baûn nhaát ñöôïc söû duïng trong vaät lyù thoáng 
keâ. Ñieàu ñaàu tieân laø söï phaân bieät giöõa traïng thaùi vó moâ vaø caùc traïng thaùi vi moâ khaû dó ñaït ñöôïc 
(accessible microstates) cuûa moät heä vó moâ, ta seõ thaáy roõ söï khaùc bieät giöõa hai khaùi nieäm naøy qua thí duï 
minh hoïa cuûa moät heä chæ coù hai haït. Vôùi thí duï naøy, ta cuõng seõ ñöa vaøo khaùi nieäm caùc haït phaân bieät 
ñöôïc vaø caùc haït khoâng phaân bieät ñöôïc; hai khaùi nieäm cô baûn caàn phaûi naém vöõng trong vieäc khaûo saùt 
heä nhieàu haït. Sau ñoù, phöông phaùp thoáng keâ seõ ñöôïc giôùi thieäu ñeå ñöa ra ñònh nghóa cuûa haøm phaân boá 
thoáng keâ. Trong caùc phaàn tieáp theo, nguyeân lyù ergodic ñöôïc trình baøy vaø khaùi nieäm entropi thoáng keâ 
ñöôïc ñöa ra döïa treân lyù thuyeát thoâng tin trong tröôøng hôïp toång quaùt nhaát. 

I.A  Nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó 
 

I.A.1  Traïng thaùi vó  moâ cuûa moät heä vaät lyù 
 

Traïng thaùi cuûa moät heä vaät lyù maø ta coù theå moâ taû bôûi caùc ñaïi löôïng vó moâ, caûm nhaän tröïc tieáp bôûi 
con ngöôøi ñöôïc goïi laø traïng thaùi vó moâ cuûa heä. Ví duï nhö neáu ta xeùt moät khoái khí thì caùc ñaïi löôïng vó 
moâ naøy coù theå laø theå tích, nhieät ñoä, … cuûa khoái khí. Nhö vaäy, moät traïng thaùi vó moâ cuûa heä ñöôïc xaùc 
ñònh bôûi caùc ñieàu kieän maø heä phuï thuoäc. Chaúng haïn ñoái vôùi moät heä khoâng töông taùc vôùi moâi tröôøng 
beân ngoaøi (heä coâ laäp), thì naêng löôïng vaø soá haït taïo thaønh heä luoân coù giaù trò xaùc ñònh. 

I.A.2  Traïng thaùi vi moâ löôïng töû cuûa moät heä vaät lyù 

Theo quan ñieåm cuûa cô hoïc löôïng töû, traïng thaùi vaät lyù cuûa moät haït taïi moät thôøi ñieåm t ñöôïc bieåu 
dieãn bôûi moät vectô trong khoâng gian traïng thaùi, ñoù laø vectô traïng thaùi ket )t(ψ . 

Söï tieán hoùa theo thôøi gian cuûa moät traïng thaùi vi moâ ñöôïc moâ taû bôûi phöông trình Schrödinger  

)t(Ĥ)t(
dt
di ψ=ψh ,  (I.1)   

trong ñoù Ĥ  laø toaùn töû Hamilton, toaùn töû lieân keát vôùi naêng löôïng, baèng toång cuûa toaøn töû ñoäng naêng 
T̂ vaø toaùn töû theá naêng töông taùc Û : 



   

   
 

ÛT̂Ĥ += . (I.2) 
Neáu goïi r  laø vectô rieâng töông öùng vôùi vò trí rr  cuûa haït, tích voâ höôùng  

)t,r()t(r r
ψ=ψ   (I.3) 

cho ta haøm soùng, ñaëc tröng ñaày ñuû cho traïng thaùi vaät lyù cuûa heä. 
Trong tröôøng hôïp heä baûo toaøn ( Ĥ  ñoäc laäp ñoái vôùi thôøi gian t), naêng luôïng El cuûa heä ôû traïng thaùi l 

ñöôïc xaùc ñònh bôûi phöông trình trò rieâng: 
ii EĤ lll ϕ=ϕ  

vôùi i = 1, 2, …, gl  cho bieát söï suy bieán cuûa heä. 
Toång quaùt hôn, khi ñoái töôïng nghieân cöùu laø moät heä nhieàu haït thì haøm soùng Ψ( q1, q2, …, qf ) theo 

caùc bieán soá laø toïa ñoä qi seõ ñaëc tröng ñaày ñuû cho heä haït. ÔÛ ñaây, f laø soá löôïng töû cuûa heä. 
Chuù yù raèng khi ta noùi ñeán traïng thaùi vi moâ cuûa moät heä vó moâ thì ta ngaàm hieåu raèng ñoù chính laø 

traïng thaùi vi moâ löôïng töû. Coøn neáu ta nhaán maïnh ñeán traïng thaùi vi moâ coå ñieån thì coù nghóa laø tính chaát 
cuûa heä ñöôïc khaûo saùt thoâng qua cô hoïc coå ñieån Newton nhö ta seõ thaáy. Dó nhieân raèng khi naøy, keát quaû 
cuûa chuùng ta thu ñöôïc chæ laø gaàn ñuùng maø thoâi. 

 Thoâng thöôøng thì moät heä vó moâ luoân ñöôïc ñaët döôùi moät soá ñieàu kieän (vó moâ) naøo ñoù goïi laø haïn cheá 
(constraint), chaúng haïn nhö ñoái vôùi moät khoái khí coâ laäp, khoâng töông taùc vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi thì 
naêng löôïng vaø soá haït cuûa heä xem nhö laø nhöõng ñieàu kieän do moâi tröôøng beân ngoaøi aùp ñaët cho heä, vaø dó 
nhieân laø hai ñaïi löôïng naøy laø khoâng ñoåi. Khi ñoù seõ toàn taïi moät soá nhöõng traïng thaùi vi moâ khaùc nhau 
cuûa heä töông öùng vôùi cuøng  moät traïng thaùi vó moâ naøy. Soá traïng thaùi vi moâ naøy thöôøng ñöôïc kí hieäu laø 
Ω, ñoùng vai troø troïng yeáu trong vieäc nghieân cöùu vaät lyù thoáng keâ. 

Ví duï: Ñeå deã hieåu vaán ñeà, ta seõ xeùt moät heä nhieàu haït ñôn giaûn goàm chæ hai haït phaân bieät ñöôïc, töùc 
laø coù theå ñaùnh daáu ñöôïc laø haït A vaø haït B. Hai haït naøy ñöôïc phaân boá treân ba möùc naêng löôïng caùch 
ñeàu nhau laø ε0 = 0 , ε1 = ε , vaø  ε2 = 2ε. Giaû söû naêng löôïng toaøn phaàn cuûa heä ñöôïc aán ñònh baèng: E = 2ε. 
Ta haõy xeùt nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä töông öùng vôùi traïng thaùi vó moâ naøy. 

 
 
 
 
 
 

H.I.1 
 

Ta coù theå ñeám soá traïng thaùi vi moâ baèng caùch duøng sô ñoà nhö hình treân: caùc haït A vaø B ñöôïc saép 
xeáp treân caùc möùc naêng löôïng sao cho toång naêng löôïng cuûa hai haït baèng 2ε. Vaäy, coù taát caû laø 3 traïng 
thaùi vi moâ khaû dó: (1), (2), vaø (3); Ω = 3. Vì hai haït A vaø B phaân bieät ñöôïc neân hai traïng thaùi vi moâ (1) 
vaø (2) phaûi ñöôïc xem laø khaùc nhau. 

Neáu ta giaû söû hai haït taïo thaønh heä laø khoâng phaân bieät ñöôïc thì ta seõ coù sô ñoà sau: 
 
 
 
 
 
 

H.I.2 
Vaäy khi naøy ta coù Ω = 2, nhoû hôn so vôùi tröôøng hôïp heä caùc haït phaân bieät ñöôïc. 

ε2 = 2ε         B              A
           ε 

ε1 = ε                                              AB 
           ε 
ε0 = 0           A             B 
                  
                   (1)            (2)              (3) 

    ε2 = 2ε        •
               ε 
    ε1 = ε                             •• 
               ε 
    ε0 = 0          • 
                    (1’)              (2’)



   

   
 

 Baây giôø ta giaû söû raèng möùc naêng löôïng ε1 suy bieán baäc 2 (töùc laø ôû möùc naêng löôïng ε1, seõ coù hai 
traïng thaùi löôïng töû khaùc nhau). Khi hai haït laø phaân bieät ñöôïc, ta coù Ω = 6 nhö ñöôïc bieåu dieãn trong sô 
ñoà sau: 

 
 
 
 
 
 
 

H.I.3   

(ÔÛ ñaây, ta giaû thieát raèng hai haït coù theå cuøng ôû moät traïng thaùi löôïng töû). 
 
Coøn khi hai haït laø khoâng phaân bieät ñöôïc, ta seõ coù Ω =4.   

 
 
 
 
 
 
 

H.I.4 
 

I.A.3  Traïng thaùi vi moâ coå ñieån 
 

ÔÛ moät möùc ñoä gaàn ñuùng naøo ñoù, traïng thaùi vi moâ cuûa moät heä vó moâ coù theå ñöôïc moâ taû bôûi cô hoïc 
coå ñieån. Ta seõ xeùt tröôøng hôïp ñôn giaûn nhaát laø tröôøng hôïp moät haït chuyeån ñoäng moät chieàu vaø seõ môû 
roäng cho tröôøng hôïp toång quaùt hôn. 

a) Moät haït chuyeån ñoäng moät chieàu              
Vôùi khaùi nieäm baäc töï do laø soá toïa ñoä caàn thieát ñeå xaùc ñònh vò trí cuûa haït thì tröôøng hôïp ñôn giaûn 

naøy laø heä coù moät baäc töï do. Ta bieát raèng trong cô hoïc coå ñieån, traïng thaùi cô hoïc cuûa moät haït ñöôïc moâ 
taû bôûi toïa ñoä suy roäng q vaø ñoäng löôïng suy roäng p, laø nghieäm cuûa heä phöông trình Hamilton: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=

∂
∂

=

q
Hp

p
Hq

&

&

               

)b5.I(

)a5.I(

 

vôùi H laø haøm Hamilton cuûa heä. 

Nhö vaäy, ta coù theå noùi raèng traïng thaùi cô hoïc (coå ñieån) cuûa haït taïi moãi thôøi ñieåm t ñöôïc bieåu dieãn 

baèng moät ñieåm coù toïa ñoä (q, p) goïi laø ñieåm pha trong khoâng gian taïo bôûi hai truïc toïa ñoä Oq  vaø Op  goïi 

laø khoâng gian pha μ, laø khoâng gian hai chieàu. Vì caùc ñaïi löôïng q vaø p bieán thieân theo thôøi gian neân 

ñieåm pha     (q, p) vaïch thaønh moät ñöôøng trong khoâng gian pha; ñoù laø quó ñaïo pha. 

ε2 = 2ε     A          B    
          ε 
ε1 = ε                              A   B     B  A   AB               AB        
          ε 
ε0 = 0       B         A 
                
              (1)        (2)         (3)        (4)         (5)         (6)  

ε2 = 2ε      •             
          ε 
ε1 = ε                   •  •        •  •            ••                       
          ε 
ε0 = 0        •                     
              (1’)        (2’)        (3’)        (4’)    



   

   
 

Ví duï: Xeùt moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính coù ñoäng naêng 
m2

pT
2

= vaø theá naêng 22qm
2
1U ω= , 

vôùi m vaø ω laø khoái löôïng vaø taàn soá goùc cuûa dao ñoäng töû. Ta coù haøm Hamilton: 

22
2

qm
2
1

m2
pUTH ω+=+= , 

m
p

p
Hq =

∂
∂

=& , 

qm
q
Hp 2ω−=

∂
∂

−=& , 

q
m
pq 2ω−==
&

&& . 

Ta coù phöông trình vi phaân theo q: 
0qq 2 =ω+&& . 

)tsin(qq 0 ϕ+ω=⇒ , vôùi q0, φ laø hai haèng soá phuï thuoäc ñieàu kieän ñaàu. 
),tωcos(pqmp 0 ϕ+==⇒ &      00 qmp ω= . 

Ñeå tìm quó ñaïo pha, ta thieát laäp heä thöùc giöõa q vaø p ñoäc laäp vôùi t: 

 1
p
p

q
q

2
0

2

2
0

2
=+ .  

Vaäy quó ñaïo pha laø moät ellip coù caùc baùn truïc laø q0 vaø 00 qmp ω= .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    H.I.5                                                       H.I.6 

Ñeå ñeám soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa haït khi traïng thaùi cô hoïc cuûa haït ñöôïc bieåu dieãn trong 
khoâng gian pha, ta chia ñeàu caùc truïc Oq vaø Op  thaønh nhöõng löôïng nhoû δq vaø δp. Nhö  vaäy, khoâng gian 
pha trong tröôøng hôïp naøy laø maët phaúng ñöôïc phaân thaønh nhöõng oâ chöõ nhaät nhoû, moãi oâ coù dieän tích 
baèng pqδδ=σ . Moät traïng thaùi cô hoïc cuûa haït töông öùng vôùi moät ñieåm pha naèm trong oâ naøy. Caùch moâ 
taû caøng chính xaùc khi σ caøng nhoû: trong cô hoïc coå ñieån, σ ñöôïc choïn nhoû tuøy yù, töùc laø moät oâ seõ trôû 
thaønh moät ñieåm chính laø ñieåm pha. 

Chuù yù raèng theo cô hoïc löôïng töû, nguyeân lyù baát ñònh Heisenberg cho ta heä thöùc: hπ2pδ.qδ ≥ , vôùi 

π2
h

=h  (h laø haèng soá Planck). Töùc laø khoâng toàn taïi moät traïng thaùi cô hoïc vôùi caùc ñaïi löôïng q vaø p cuøng 

ñöôïc xaùc ñònh vôùi ñoä chính xaùc tuøy yù. Vaäy moãi traïng thaùi vi moâ cuûa haït phaûi ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät oâ 
coù dieän tích baèng hπ=δδ=σ 2pq0 , chöù khoâng phaûi bôûi moät ñieåm pha nhö trong cô hoïc coå ñieån. 

      p 
                              hπ=σ 2  
 
δp                                
 
    
  
  O                    δq             q     

quó ñaïïo pha    p 
                                        
                 •  p0 
                           • (q,p): ñieåm pha   
        
           -q0               q0          q 
  
 
                        -p0       



   

   
 

b) Tröôøng hôïp heä coù f baäc töï do  
Töùc laø khi naøy, heä ñöôïc moâ taû bôûi f toïa ñoä suy roäng (q1, q2, …, qf ) vaø f ñoäng löôïng suy roäng ( p1, 

p2, …, pf ).  
Ví duï: 
- Heä goàm moät haït chuyeån ñoäng trong khoâng gian ba chieàu coù vò trí xaùc ñònh bôûi ba toïa ñoä ( q1 ≡ x , 

q2 ≡ y , q3 ≡ z ), vaäy heä naøy coù ba baäc töï do: f = 3. Khoâng gian pha töông öùng seõ laø khoâng gian pha 6 
chieàu: ( q1, q2, q3, p1, p2, p3 ). Moãi oâ ñaëc tröng cho moät traïng thaùi vi moâ coù theå tích ( )3pqδδ . 

- Heä coù N haït: vì moãi haït coù ba baäc töï do neân heä coù soá baäc töï do laø: f = 3N. Heä naøy töông öùng vôùi 
khoâng gian pha 6N chieàu. 

Vaäy taäp hôïp caùc ñaïi löôïng (q1, q2, …, qf, p1, p2, …, pf) töông öùng vôùi moät ñieåm pha trong khoâng 
gian pha 2f chieàu, goïi laø khoâng gian K, ñeå phaân bieät vôùi khoâng gian pha μ coù hai chieàu.  

Töông töï treân, moãi traïng thaùi cô hoïc cuûa heä coù f baäc töï do ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät “oâ” coù theå tích 
thoûa ñieàu kieän: f

f21f21 σpδ...pδpδ.qδ...qδqδ =  vôùiσ nhoû tuøy yù theo cô hoïc coå ñieån. 
Nhöng theo cô hoïc löôïng töû, moãi traïng thaùi vi moâ cuûa heä treân ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät “oâ” coù theå 

tích thoûa ñieàu kieän: f
f21f21 )π2(pδ...pδpδ.qδ...qδqδ h≥  tuaân theo nguyeân lyù baát ñònh Heisenberg. 

Vaäy, ñoái vôùi heä N haït chaúng haïn, thì moãi traïng thaùi töông öùng vôùi moät oâ trong khoâng gian pha coù theå 
tích ( ) N3N3 hπ2 =h . 

I.A.4  Maät ñoä traïng thaùi 
 

 Xeùt tröôøng hôïp naêng löôïng E  cuûa heä vó moâ coù phoå lieân tuïc. Ta chia naêng löôïng E ra töøng phaàn 
nhoû Eδ sao cho Eδ vaãn chöùa moät soá lôùn nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó. Goïi )E(Ω  laø soá traïng thaùi vi moâ 
khaû dó  coù naêng löôïng ôû trong khoaûng E  vaø EE δ+ . Khi Eδ ñuû nhoû maø )E(Ω coù theå ñöôïc vieát: 

E).E()E(Ω δρ=  , (I.6) 
(vôùi Eδ  ñuû nhoû, ta chæ giöõ laïi soá haïng ñaàu) 

trong ñoù )E(ρ ñoäc laäp vôùi ñoä lôùn Eδ , thì )E(ρ  ñöôïc goïi laø maät ñoä traïng thaùi, vì thöïc chaát thì theo coâng 
thöùc treân, )E(ρ  laø soá traïng thaùi vi moâ coù ñöôïc trong moät ñôn vò naêng löôïng. 

I.A.5  Söï phuï thuoäc cuûa soá traïng thaùi vi moâ khaû dó theo naêng löôïng 
Xeùt tröôøng hôïp moät khoái khí goàm N phaân töû gioáng nhau chöùa trong moät bình coù theå tích V. Naêng 

löôïng toaøn phaàn cuûa khoái khí laø 
,EUKE int++=  

trong ñoù, K laø ñoäng naêng cuûa chuyeån ñoäng tònh tieán cuûa caùc phaân töû khí ñöôïc tính theo ñoäng löôïng ip  
cuûa khoái taâm moãi phaân töû; K chæ phuï thuoäc caùc ñoäng löôïng naøy: 

∑
=

==
N

1i

2
iN21 p

m2
1)p,...,p,p(KK rrrr

. 

Ñaïi löôïng )r,...,r,r(UU N21
rrr

=  bieåu thò theá naêng töông taùc giöõa caùc phaân töû, phuï thuoäc khoaûng caùch 
töông ñoái giöõa caùc phaân töû, töùc laø chæ phuï thuoäc vaøo vò trí khoái taâm cuûa caùc phaân töû. 

Cuoái cuøng neáu caùc phaân töû khoâng phaûi laø ñôn nguyeân töû, caùc nguyeân töû cuûa moãi phaân töû coù theå 
quay hoaëc dao ñoäng ñoái vôùi khoái taâm, caùc chuyeån ñoäng noäi taïi naøy ñöôïc ñaëc tröng bôûi caùc toïa ñoä noäi 
taïi Q1, Q2, …, QM vaø ñoäng löôïng noäi taïi P1, P2, …, PM. Nhö vaäy, Eint laø naêng löôïng cuûa caùc chuyeån 
ñoäng noäi taïi naøy vaø chæ phuï thuoäc vaøo Qi vaø Pi (neáu laø phaân töû ñôn nguyeân töû thì Eint = 0).     

Tröôøng hôïp ñaëc bieät ñôn giaûn laø 0U ≅ : töông taùc giöõa caùc phaân töû raát nhoû so vôùi caùc soá haïng 
khaùc, coù theå boû qua. Khi ñoù, ta coù heä khí lyù töôûng. Tröôøng hôïp naøy xaûy ra khi maät ñoä phaân töû N/V raát 
nhoû laøm cho khoaûng caùch trung bình giöõa caùc phaân töû trôû neân raát lôùn. 



   

   
 

Giaû söû raèng ta xeùt khoái khí lyù töôûng ôû giôùi haïn coå ñieån. Khi naøy, soá traïng thaùi vi moâ khaû dó 
)E(Ω coù naêng löôïng trong khoaûng ( E , EE δ+ ) seõ baèng soá ñieåm pha trong khoâng gian pha giôùi haïn bôûi 

E  vaø EE δ+ : 

,dP...dPdP.dQ...dQdQ.pd...pdpd.rd...rdrd...)E(Ω M21M21N21N2

EE

E
1

rrrrrr
∫ ∫
δ+

∝ trong ñoù: iiii dzdydxrd =
r

 vaø 

iziyixi dpdpdppd =
r

. 

 
Vì ∫ = Vrd i

r
 neân: 

)E(ΩV)E(Ω 1
N∝ , (I.7a) 

vôùi:  

.dP...dPdP.dQ...dQdQ.pd...pdpd...)E(Ω
EE

E
M21M21N21i ∫ ∫

δ+
∝

rrr   ñoäc laäp ñoái vôùi V. 

Hôn nöõa, trong tröôøng hôïp khí ñôn nguyeân töû: Eint = 0, vaø 

∑ ∑
= =α

α=
N

1i

3

1

2
ip

m2
1E , 

goàm 3N = f soá haïng toaøn phöông. 
Vaäy trong khoâng gian f-chieàu cuûa ñoäng löôïng, phöông trình E = const bieåu dieãn moät maët caàu baùn 

kính 2/1)mE2()E(R = . 
Soá traïng thaùi  nhö vaäy baèng soá ñieåm pha naèm giöõa hai maët caàu coù baùn kính R(E) vaø R(E+δE). Maø 

soá traïng thaùi Φ chöùa trong khoái caàu baùn kính R(E) ñöôïc tính: 
2/ff )mE2(R)E(Φ =∝ , 

neân 

dE
E
Φ)E(Φ)EE(Φ)E(Ω

∂
∂

=−δ+= . 

Vaäy: 
2N312N312f EEE)E(Ω ≅=∝ −− . 

Phoái hôïp keát quaû treân vôùi (I.7a), ta coù: 
                                     
                                      , (I.7b) 
 

vôùi N coù ñoä lôùn khoaûng baèng haèng soá Avogadro. Töùc laø )E(Ω  taêng raát nhanh theo N. 
 
 
Toång quaùt hôn tröôøng hôïp ñaëc bieät treân, ta coù theå chöùng minh raèng: 

                                                .       (I.7c) 
 

Töùc laø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó laø haøm taêng raát nhanh theo naêng löôïng, ñoù laø tính chaát raát quan 
troïng cuûa cô hoïc thoáng keâ cuûa heä vó moâ. 

Chuù yù raèng trong coâng thöùc (I.7c) ôû treân, ñieàu ta caàn chuù yù laø ñoä lôùn chöù khoâng phaûi giaù trò chính 
xaùc cuûa )E(Ω , do ñoù, ta khoâng quan taâm ñeán soá muõ cuûa E laø f hay laø moät soá haïng cuøng ñoä lôùn vôùi f.  

2N3N EAV)E(Ω =  

fE)E(Ω ∝  



   

   
 

I.B  Phöông phaùp thoáng keâ cho heä vó moâ  
I.B.1  Haøm phaân boá thoáng keâ 

 
Tröôùc khi ñöa vaøo ñònh nghóa haøm phaân boá thoáng keâ, ta nhaéc laïi ngaén goïn vaøi khaùi nieäm cô baûn 

trong lyù thuyeát xaùc suaát: 
Moät bieán coá ñöôïc goïi laø ngaãu nhieân khi ta khoâng coù ñuû thoâng tin ñeå bieát tröôùc keát quaû. Keát quaû 

cuûa moät bieán coá nhö vaäy ñöôïc goïi laø bieán ngaãu nhieân. 
Ví duï: 
Keát quaû cuûa vieäc neùm moät con xuùc saéc, hoaëc: 
Vaän toác cuûa moät phaân töû khí sau moät laàn va chaïm vôùi moät phaân töû khaùc 
laø caùc bieán ngaãu nhieân.   
Goïi taäp hôïp caùc bieán coá naøy laø {em; m = 1, 2, …}, vaø goïi Nm laø soá laàn bieán coá em  xuaát hieän sau N 

pheùp thöû ñoàng nhaát (töùc laø caùc pheùp thöû ñöôïc thöïc hieän trong cuøng caùc ñieàu kieän gioáng nhau).        
Xaùc suaát cuûa bieán coá em ñöôïc ñònh nghóa laø: 

 
                             ,  , 

 
Nm goïi laø soá bieán coá thuaän lôïi. 

Vì Nm , N ≥ 0 vaø Nm ≤ N, ta coù ngay tính chaát cuûa Pm:   
0 ≤ Pm ≤ 1. 

Trong ñoù, Pm = 1 cho ta bieán coá chaéc chaén vaø Pm = 0 khi bieán coá laø baát khaû (khoâng theå xaûy ra). 
Tröôøng hôïp bieán ngaãu nhieân coù giaù trò thöïc, lieân tuïc trong khoaûng (x1, x2) vôùi x laø moät giaù trò trong 

khoaûng naøy: x ∈ (x1,x2), vaø Δx laø gia soá taïi x, ta goïi ΔN(x) laø soá laàn bieán coá cho ta keát quaû ôû trong 
khoaûng (x, x+Δx), xaùc suaát ñeå ñieàu naøy xaûy ra laø: 

N
)x(NΔlim)x(PΔ

N ∞→
=  ,  (I.8) 

Khi ñoù, neáu toàn taïi moät haøm soá thöïc ρ(x) sao cho: 

xΔ
)x(PΔlim)x(

0xΔ →
=ρ  , (I.9) 

thì haøm ρ(x) ñöôïc goïi laø maät ñoä xaùc suaát, hay haøm phaân boá thoáng keâ tính taïi x. 
 
 
 

 
                                         H.I.7 
 

Ta coù theå vieát bieåu thöùc cuûa xaùc suaát nguyeân toá laø: 
dx).x()x(dP ρ= .       (I.10) 

(Ta coù theå hieåu raèng ta ñaõ khai trieån Taylor cuûa dP(x) theo dx vaø chi giöõ laïi soá haïng ñaàu). 
Trong tröôøng hôïp ta coù ba bieán ngaãu nhieân lieân tuïc, ñoäc laäp nhau ( x, y, z ), ta seõ coù haøm phaân boá 

thoáng keâ laø haøm theo (x, y, z): ρ(x, y, z). Xaùc suaát nguyeân toá ñeå x, y, z ôû trong khoaûng (x, x+dx), (y, 
y+dy), (z, z+dz) ñöôïc vieát: 

 dxdydz).z,y,x()z,y,x(dP ρ= . (I.11a) 
 
Ta coù theå vieát ngaén goïn hôn: 

rd).r()r(dP rrr
ρ= ,  (I.11b) 

                            ΔP(x) 
 
                       x         x+Δx    
        +     +       +      +        + 
        O    x1         Δx           x2  

N
N

limP m
N

m
∞→

=  



   

   
 

trong ñoù, kzjyixr
rrrr

++= , dxdydzrd =
r

 laø vectô toïa ñoä vaø theå tích nguyeân toá trong khoâng gian ba 
chieàu qui veà heä truïc toïa ñoä Descartes. 

• Coäng xaùc suaát: Neáu hai bieán coá e1 vaø e2 laø hai bieán coá xung khaéc (khoâng theå xaûy ra ñoàng thôøi), 
thì xaùc suaát ñeå e1 hoaëc e2 xaûy ra laø 

P( e1 hoaëc e2 ) = P( e1 ) + P( e2 ),  (I.12) 
vôùi P( e1 ) vaø P( e2 ) laàn löôït laø xaùc suaát ñeå xaûy ra e1 vaø xaùc suaát ñeå xaûy ra e2. 

Töø coâng thöùc (I.12) treân, ta suy ra ñieàu kieän chuaån hoùa: 
1P

m
m =∑ ,  (I.13) 

vaø khi bieán ngaãu nhieân laø lieân tuïc, xaùc suaát ñeå x ôû trong khoaûng (a, b) hoaëc ñeå (x, y, z)∈D ñöôïc vieát: 

∫ ρ=≤≤
b

a
dx).x()bxa(P  (I.14a) 

∫ ρ=∈
D

D rd).r()r(P rrr . (I.14b) 

• Nhaân xaùc suaát: Khi hai bieán coá e1 vaø e2 ñoäc laäp nhau (töùc laø vieäc xaûy ra bieán coá naøy khoâng aûnh 
höôûng ñeán vieäc xaûy ra bieán coá khaùc), xaùc xuaát ñeå e1 vaø e2 xaûy ra ñoàng thôøi laø:  

P( e1 vaø e2 ) = P( e1 ).P( e2 ).  (I.15) 
Khi hai bieán lieân tuïc, ñoäc laäp x vaø y coù haøm phaân boá thoáng keâ laàn löôït laø ρ(x) vaø ρ(y), xaùc suaát 

nguyeân toá ñeå ta coù ñoàng thôøi x∈(x, x+dx) vaø y∈(y, y+dy) laø 
,dxdy).y().x(dy)y(.dx)x()y(dP).x(dP)y,x(dP 212121 ρρ=ρρ==  trong ñoù dP1(x) vaø dP2(y) laø xaùc suaát 

nguyeân toá ñeå x∈(x, x+dx) vaø y∈(y, y+dy). 
Vaäy, ta seõ ñònh nghóa haøm phaân boá thoáng keâ cuûa hai bieán (x,y): 

)y().x()y,x( 21 ρρ=ρ ,  (I.16) 
ñeå coù 

dxdy).y,x()y,x(dP ρ= . (I.17) 
Moät tröôøng hôïp quan troïng maø ta thöôøng gaëp laø phaûi tính ρ(x) khi ñaõ bieát ρ(x, y). Khi ñoù, ta seõ söû 

duïng tính chaát sau: 

∫ρ=ρ=
y

11 dxdy).y,x(dx)x()x(dP
D

       (I.18a) 

∫ ρ=ρ⇒
y

dy).y,x()x(
D

 (I.18b) 

Ví duï 1: Haøm phaân boá thoáng keâ trong toïa ñoä cöïc (r, ϕ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vì σϕρ=ϕ→ρ= d).,r(),r(dPdxdy).y,x()y,x(dP . 



   

   
 

Caàn chuù yù raèng dieän tích nguyeân toá dxdy khi chuyeån sang toïa ñoä cöïc laø dσ thì khoâng phaûi laø tích 
drdϕ. Ta caàn phaûi tính dieän tích naøy baèng caùch cho r bieán thieân moät löôïng dr vaø ϕ bieán thieân moät löôïng 
dϕ. Dieän tích nguyeân toá trong toïa ñoä cöïc khi naøy seõ laø: 

dσ = rdrdϕ. 
(Chuù yù raèng ta ñaõ khoâng laáy hai caïnh dr vaø (r+dr).dϕ  maø laáy dr vaø rdϕ). Vaäy: 

   ϕϕρ=ρ rdrd).,r()r(d  
Ñeå tính ρ(r) khi bieát ρ(r, ϕ), ta giaû söû  ρ(r, ϕ) = C = const. 

Theo (I.18a):  ∫ ∫
π

=ϕ

π
ϕ=ϕϕρ=

2

0

2

0
1 dCrdrrdrd).,r()r(dP  

rC2)r(Crdr2dr)r()r(dP1 π=ρ⇒π=ρ=⇒  
Vaäy ρ(r) ñöôïc phaân boá tuyeán tính theo r.  

Ví duï 2: Haøm phaân boá thoáng keâ trong toïa ñoä caàu (r, θ, ϕ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Trong toïa ñoä caàu (r, θ, ϕ), theå tích nguyeân toá dτ ñöôïc tính baèng caùch cho r, θ, ϕ  bieán thieân caùc 
löôïng nhoû dr, dθ, dϕ. Khi ñoù, theo hình veõ, ta coù ñöôïc: 

ϕθθ= ddrdsinrd 2V  

ϕθθϕθρ=ϕθ⇒ ddrdsinr).,,r(),,r(dP 2 . 
Ñeå tính ρ(r) khi ñaõ bieát ρ(r, θ, ϕ) chaúng haïn, ta giaû söû raèng: ρ(r, θ, ϕ) = C = const. Khi ñoù, töông töï 

nhö coâng thöùc (I.18a), ta coù: 

∫∫∫
ϕθϕθϕφ

ϕθθ=ϕθθϕθρ=ϕθ=ρ
,

2

,

2

,
ddrdsinCrddrdsinr).,,r(),,r(dP)r(d ∫ ∫

π

=θ

π

=ϕ

ϕθθ=⇒
0

2

0

2 ddsindrCr)r(dP  

Tích soá cuûa hai tích phaân sau cho ta goùc khoái 4π neân 
drCr4)r(dP 2π= . 

Maø dr)r()r(dP ρ= 2Cr4)r( π=ρ⇒ .  
Chuù yù: Ñeå tính theå tích nguyeân toá khi ñoåi heä truïc toïa ñoä, ta coù theå duøng Jacobien: 
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Vôùi x=rcosϕ , y=rsinϕ ⇒  I = r . 
⇒  dσ=rdrdϕ . 
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Vôùi x=r.sinθ.cosϕ , y=r.sinθ.sinϕ , z=rcosθ. 
⇒   I=r2sinθ  . 
⇒  ϕ= sinθinθdrrdV 2  .  

I.B.2  Giaù trò trung bình cuûa moät bieán ngaãu nhieân 
 
Neáu P(ui) laø xaùc suaát ñeå bieán ngaãu nhieân u coù giaù trò ui, giaù trò trung bình ū cuûa u ñöôïc tính: 
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)u(P

u).u(P
u .  (I.19a) 

Ta coù ngay keát quaû khi u laø moät haèng soá ū = u = const  (trò trung bình cuûa moät haèng soá laø baèng 
chính haèng soá ñoù). 

Tröôøng hôïp bieán ngaãu nhieân u bieán thieân lieân tuïc, ta coù coâng thöùc: 

∫
∫

∫
∫

ρ

ρ
==

du)u(

du).u(.u

)u(dP

)u(dP.u
u .  (I.19b)  

Khi ta coù moät haøm f(u) theo bieán ngaãu nhieân u (ví duï nhö ta muoán tính ñoäng naêng Eñ cuûa moät phaân 

töû khí theo bieán ngaãu nhieân laø vaän toác v cuûa phaân töû khí chaúng haïn, ta seõ coù haøm:     Eñ = f(v) = 
2
1 mv2, 

vôùi m laø khoái löôïng cuûa phaân töû khí), ta coù coâng thöùc tính giaù trò trung bình cuûa haøm naøy nhö sau: 

∑
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)u(P).u(f
)u(f  ,  (I.20a) 

vaø khi bieán ngaãu nhieân coù giaù trò lieân tuïc trong khoaûng (a,b): 
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Ta cuõng coù coâng thöùc töông töï khi phaûi tính trò trung bình cuûa haøm f(u,v) theo hai bieán ngaãu 
nhieân ñoäc laäp u vaø v: 
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trong ñoù: )v(P).u(P)v,u(P jviuji =  vôùi Pu(ui) vaø Pv(vj) laàn löôït laø xaùc suaát ñeå caùc bieán u, v coù giaù trò ui 

vaø vj . 
Khi caùc bieán u, v nhaän caùc giaù trò lieân tuïc: u∈(a,b); v∈(c,d), giaù trò trung bình cuûa haøm f(u,v) ñöôïc 

tính:  
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Chuù yù raèng taát caû caùc coâng thöùc (I.19a,b), (I.20a,b), vaø (I.21a,b) ñeàu trôû neân ñôn giaûn hôn neáu ta coù 
caùc ñieàu kieän chuaån hoùa: 
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1)v,u(dP ,  (I.22d) 

Khi coù hai haøm f(u) vaø g(u) cuøng bieán thieân theo bieán ngaãu nhieân u, ta coù: 
)u(g)u(f)u(g)u(f +=+ ,  (I.23a) 

 
Chöùng minh 
Giaû söû ta ñaõ coù caùc ñieàu kieän chuaån hoùa ñöôïc thoûa. Khi naøy, theo ñònh nghóa: 

[ ]i i i i i
i i

f (u) g(u) P(u ) f(u ) g(u ) P(u ).f(u )+ = + =∑ ∑ )u(g.)u(P i
i

i∑+  

                     )u(g)u(f += .  
Toång quaùt, ta coù: 

)u(f.c)u(cf = .  (I.23b) 
Töông töï, ta cuõng chöùng minh ñöôïc raèng 

)u(g.)u(f)u(g).u(f = . (I.23c) 
 

I.B.3  Thaêng giaùng cuûa moät ñaïi löôïng ngaãu nhieân  
 

Ñeå ñaùnh giaù söï sai leäch trung bình cuûa moät bieán ngaãu nhieân u ñoái vôùi giaù trò trung bình ū cuûa bieán 
naøy, moät caùch töï nhieân, ta seõ tính ñaïi löôïng uΔ  vôùi uuuΔ −=  laø ñoä leäch khoûi giaù trò trung bình. 
Nhöng: 

uuuuuΔ −=−= , 
vì uu = , neân 

0uΔ = ,  (I.24a) 
vì lyù do laø caùc thaêng giaùng cuûa bieán u quanh giaù trò ū ñaõ buø tröø laãn nhau khi u lôùn hôn hoaëc nhoû hôn ū. 

Nhö vaäy, ta phaûi tính giaù trò trung bình cuûa bình phöông ñoä leäch, töùc laø phöông sai  2)uΔ( : 



   

   
 

)uuu2u()uu()uΔ( 2222 −−=−=  
Vaäy, ta coù: 

222 uu)uΔ( −= ,  (I.24b) 
Ñoä thaêng giaùng cuûa u ñöôïc ñònh nghóa bôûi 

222 uu)uΔ( −==σ , (I.24c) 
Trong hai phaàn tieáp theo, ta seõ khaûo saùt hai phaân boá thoáng keâ quan troïng, raát thöôøng gaëp trong caùc 

vaán ñeà cuûa vaät lyù thoáng keâ. 
I.B.4  Phaân boá nhò thöùc 

 
Xeùt pheùp thöû gieo ñoàng tieàn. Moãi laàn gieo coù hai khaû naêng: maët soá hoaëc maët hình hieän ra, ñöôïc kí 

hieäu laàn löôït laø (+) vaø (−), vaø xaùc suaát laàn löôït laø P+ vaø P_. Ñieàu kieän chuaån hoùa cho ta:  
1PP =+ −+ . 

Ta tính xaùc suaát P( N, n ) ñeå coù n laàn bieán coá (+) xuaát hieän sau N laàn thöû ( n ≤ N ): 
Giaû söû sau N laàn thöû, ta coù moät chuoãi bieán coá: 

4342143421
nNn

1 ))...()(())...()((:S
−

−−−+++  

Xaùc suaát ñeå coù chuoãi naøy laø: nNn
1 PP)S(P −

−+=  
Töông töï, ta coù theå coù moät chuoãi Si nhöõng bieán coá vôùi bieán coá (+) xuaát hieän n laàn vaø bieán coá (−) 

xuaát hieän N-n laàn, vôùi xaùc suaát: nNn
i PP)S(P −

−+= . 
Vì hai chuoãi bieán coá khaùc nhau laø xung khaéc, P( N, n ) laø toång cuûa taát caû caùc chuoãi coù n laàn bieán coá 

(+) vaø N-n bieán coá (−). Ñoù laø caùch saép xeáp khaùc nhau cuûa n bieán coá (+) trong N bieán coá, töùc laø baèng:  
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Cuoái cuøng, ta coù 
 

                                                                   . (I.25) 
 
 
Phaân boá naøy ñöôïc goïi laø phaân boá nhò thöùc. 
Chuù yù raèng ta coù coâng thöùc khai trieån nhò thöùc:  
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Töø ñoù, ta coù theå kieåm chöùng ñieàu kieän chuaån hoùa cuûa P(N, n): 
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I.B.5  Phaân boá Gauss (phaân boá chuaån) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Phaân boá Gauss laø phaân boá lieân tuïc, coù haøm phaân boá thoáng keâ cho bôûi: 

        
222)0xx(

2
e

2

1)x( σ−−

πσ
=ρ . (I.26) 

Trong ño,ù x0 laø vò trí cuûa phaân boá; ñöôøng bieåu dieãn cuûa ρ(x) theo x ñoái xöùng qua ñöôøng thaúng x = 
x0, vaø σ ñöôïc goïi laø beà roäng cuûa phaân boá. Ta thaáy ñöôøng bieåu dieãn ρ(x) coù daïng hình chuoâng. 

I.C  Taäp hôïp thoáng keâ. Nguyeân lyù ergodic 
 
I.C.1  Söï tieán hoùa theo thôøi gian cuûa moät heä vó  moâ 
 
Cô hoïc thoáng keâ coù muïc ñích laø moâ taû chính xaùc nhaát coù theå ñöôïc nhöõng tính chaát vó moâ cuûa moät 

heä vó moâ, xuaát phaùt töø nhöõng ñaëc tính vi moâ cuûa nhöõng haït caáu taïo neân heä.  Muoán vaäy, treân nguyeân 
taéc, ta phaûi tính ñöôïc bieåu thöùc cuûa haøm Hamilton cuûa heä. Nhöng ñieàu naøy khoâng theå ñöôïc, vì ôû möùc 
ñoä vi moâ, haøm Hamilton chæ coù theå  tính gaàn ñuùng; heä vó moâ khoâng bao giôø ôû traïng thaùi hoaøn toaøn 
döøng (laø traïng thaùi coù nhöõng ñaïi löôïng ñaëc tröng khoâng ñoåi theo thôøi gian), maø laïi tieán hoùa theo thôøi 
gian. 

Maët khaùc, ta cuõng khoâng theå hoaøn toaøn coâ laäp moät heä ñeå khaûo saùt, vì nhöõng töông taùc cuûa heä vôùi 
moâi tröôøng beân ngoaøi tuy khoâng ñaùng keå ôû möùc ñoä vó moâ, nhöng laïi khoâng theå tính hoaøn toaøn chính 
xaùc ôû möùc ñoä vi moâ. 

Vì nhöõng lyù do treân, ta khoâng theå theo doõi chi tieát nhöõng tính chaát vi moâ cuûa moät heä vó moâ maø phaûi 
duøng phöông phaùp thoâng keâ ñeå tính nhöõng thaêng giaùng gaây ra do söï khoâng oån ñònh veà maët vi moâ cuûa 
heä.  

I.C.2  Trò trung bình theo thôøi gian 
 

Giaû söû ta xeùt moät ñaïi löôïng coù giaù trò f(t) bieán thieân theo thôøi gian t cuûa moät heä ôû traïng thaùi caân 
baèng, chaúng haïn nhö soá phaân töû khí n(t) trong moät theå tích V naøo ñoù cuûa bình chöùa. Roõ raøng raèng n(t) 
coù giaù trò thay ñoåi theo thôøi gian t, vì nhöõng phaân töû khí chuyeån ñoäng hoãn loaïn. Ñöôøng bieåu dieãn n(t) 
ñöôïc cho treân hình veõ: 

 



   

   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Trò trung bình theo thôøi gian cuûa f(t) ñöôïc ñònh nghóa: 

∫
τ+

∞→τ τ
=

0t

0t
dt)t(f1limf̂ .  (I.27) 

Theo ñònh nghóa naøy thì ñoái vôùi heä vó moâ ôû traïng thaùi caân baèng, f̂  ñoäc laäp vôùi t0, laø thôøi ñieåm töø ñoù 
baét ñaàu pheùp ño. Nhöng ñoái vôùi heä coù nhöõng thay ñoåi vó moâ, vôùi nhöõng khoaûng thôøi gian τ maø ta thöïc 
hieän pheùp ño thì f̂  chæ moâ taû heä ôû traïng thaùi caân baèng môùi maø khoâng giöõ laïi ñöôïc daáu tích cuûa söï bieán 
thieân. Ví duï nhö khi ta ruùt vaùch ngaên trong bình chöùa, soá phaân töû trong theå tích V taêng nhanh vaø sau ñoù 
ñaït giaù trò oån ñònh vôùi nhöõng thaêng giaùng nhoû. Trò trung bình theo thôøi gian n̂  cuûa soá phaân töû khí trong 
V chæ cho ta bieát traïng thaùi caân baèng môùi ñöôïc thieát laäp sau ñoù. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
I.C.3  Trò trung bình treân taäp hôïp  
 
Thay vì khaûo saùt moät heä vó moâ duy nhaát theo thôøi gian nhö ôû treân, ta coù theå taïo ra moät soá lôùn 

nhöõng heä gioáng nhau, ñaët döôùi cuøng nhöõng ñieàu kieän vó  moâ. Ví duï nhö ta chuaån bò moät soá raát nhieàu 
nhöõng bình chöùa coù cuøng kích thöôùc, cho vaøo cuøng moät loaïi khí, ñaët döôùi cuøng nhöõng ñieàu kieän nhö aùp 
suaát, nhieät ñoä, … Khi soá heä naøy laø raát lôùn, ta coù taäp hôïp thoáng keâ (hay taäp hôïp Gibbs).    



   

   
 

Taïi moät thôøi ñieåm nhaát ñònh naøo ñoù, ta xeùt taát caû caùc heä cuûa taäp hôïp thoáng keâ naøy: caùc heä naøy ñeàu 
ôû trong cuøng traïng thaùi vó moâ, nhöng coù theå ôû trong caùc traïng thaùi vi moâ khaùc nhau. Vaäy, nhöõng heä naøy 
chæ gioáng nhau ôû möùc ñoä vó moâ, nhöng söï tieán hoùa theo thôøi gian cuûa chuùng laïi khaùc nhau ôû möùc ñoä vi 
moâ.  

Ta goïi N laø soá heä cuûa taäp hôïp thoáng keâ treân, Nl laø soá heä ôû cuøng traïng thaùi vi moâ (l). Ta muoán ño 
giaù trò cuûa ñaïi löôïng f, laø fl cuûa traïng thaùi (l). Trò trung bình treân taäp hôïp cuûa f ñöôïc ñònh nghóa:  

l
l

lPf
N
1f

)(
N ∑= ,  (I.28a) 

Neáu N raát lôùn, ta coù: 

l
l

lPfff
)(

N ∑=→ ,  (I.28b) 

vôùi 
N

N
limP

N
l

l
∞→

=  laø xaùc suaát  ñeå moät heä ôû traïng thaùi (l), ñöôïc goïi laø xaùc suaát chieám ñoùng ôû traïng thaùi 

(l). 
 

I.C.4  Nguyeân lyù ergodic  
 
Theo treân, ta coù hai caùch tính giaù trò trung bình cuûa moät ñaïi löôïng naøo ñoù cuûa moät heä vó moâ. 

Nguyeân lyù sau ñaây seõ cho ta bieát moái quan heä giöõa hai phöông phaùp treân: 
Nguyeân lyù ergodic: “ Khi heä ôû traïng thaùi caân baèng, giaù trò trung bình treân taäp hôïp cuûa moät ñaïi 

löôïng vaät lyù cuûa moät heä taïi moät thôøi ñieåm naøo ñoù truøng vôùi giaù trò trung bình cuûa ñaïi löôïng naøy tính 
theo thôøi gian cuûa moät heä duy nhaát ”.  

Noùi khaùc ñi, ta coù “söï töông ñöông giöõa trò trung bình theo thôøi gian vaø trò trung bình treân taäp hôïp: 
ff =〉〈 .” 

Trong vaät lyù thoáng keâ, thay vì tính giaù trò trung bình cuûa moät ñaïi luôïng theo thôøi gian, ta seõ luoân 
luoân söû duïng trò trung bình treân taäp hôïp, coù nghóa raèng ta luoân xeùt moät taäp hôïp thoáng keâ cuûa heä maø ta 
khaûo saùt. 

 
I.D  Entropi thoáng keâ   

I.D.1  Khaùi nieäm 
 

Trong lónh vöïc truyeàn thoâng, khi ta khoâng theå bieát tröôùc moät caùch chaéc chaén keát quaû cuûa moät bieán 
coá naøo ñoù maø ta caàn phaûi duøng lyù thuyeát xaùc suaát, töùc laø khi ñoù ta khoâng coù ñaày ñuû thoâng tin veà bieán 
coá naøy. Ñeå ño löôøng möùc ñoä thieáu thoâng tin veà caùc bieán coá, ta ñöa vaøo khaùi nieäm entropi thoáng keâ. 

Xeùt taäp hôïp M bieán coá: {em , m = 1, 2, …, M}, moãi bieán coá coù xaùc suaát töông öùng Pm (vaäy, 0 ≤ Pm ≤ 

1 , vaø ∑
=

=
M

1m
m 1P ). Entropi thoáng keâ lieân keát vôùi taäp hôïp naøy ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: 

 
                                                           (k laø haèng soá döông )   (I.29) 

  
 
vôùi 0PlnP mm      =    neáu  Pm = 0. 

(Chuù yù raèng phaàn boå sung cuûa ñònh nghóa 0PlnP mm   =   khi Pm=0 ñöôïc ñöa vaøo ñeå phuø hôïp vôùi keát 
quaû 0)xlnx(lim

0x
=

→
). 

∑
=

−=
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mmM21 PlnPk)P,...,P,P(S



   

   
 

Ñònh nghóa treân cuûa entropi thoáng keâ laø toång quaùt, ñöôïc söû duïng trong lyù thuyeát thoâng tin. Khi söû 
duïng khaùi nieäm naøy trong vaät lyù thoáng keâ, ta seõ coù giaù trò haèng soá k thích hôïp, nhö ta seõ thaáy döôùi ñaây. 

 

I.D.2  Tính chaát  
 

• Vì  Pm  ≤  1 , ta luoân coù S ≥ 0. 
• S ñoái xöùng vôùi moïi pheùp hoaùn vò cuûa bieán Pi: 

)P,...,P,P,...,P,P(S)P,...,P,P,...,P,P(S Mi1i21M1ii21 ++ =  
• S coù giaù trò cöïc tieåu:  Smin = 0 khi moät trong caùc bieán coá laø chaéc chaén Pi  = 1 (töùc laø khi ñoù Pj = 0 , 

j≠i ). 
Vaäy, khi ta coù ñaày ñuû thoâng tin veà moät taäp caùc bieán coá, entropi thoáng keâ coù giaù trò cöïc tieåu baèng 

khoâng. 
• S coù giaù trò cöïc ñaïi Smax khi taát caû M bieán coá laø ñoàng xaùc suaát: 

M
1P...PP M21 ====    ⇒     MlnkSmax =  (I.30) 

Nhöng khi caùc bieán coá laø ñoàng xaùc suaát töùc laø ta hoaøn toaøn thieáu thoâng tin veà caùc bieán coá, vaäy, 
entropi thoáng keâ cöïc ñaïi khi traïng thaùi cuûa caùc bieán coá laø hoaøn toaøn “hoãn ñoän” (hoaøn toaøn maát traät töï). 

Toùm laïi, ta coù caùc giôùi haïn cuûa entropi thoáng keâ: MlnkS0 ≤≤ . 
 

I.D.3  Entropi thoáng keâ trong cô hoïc thoáng keâ 
 

Trong cô hoïc thoáng keâ, haèng soá k ñöôïc choïn laø haèng soá Boltzmann, coù giaù trò baèng 
k = 1,38.10-23   J/K. 

Khi naøy ta ñaõ ñoàng nhaát khaùi nieäm entropi thoáng keâ vôùi khaùi nieäm entropi nhieät ñoäng löïc ñaõ ñöôïc 
söû duïng töø laâu trong vaät lyù (Clausius, 1850). Vaäy, entropi thoáng keâ ñöôïc xem nhö laø ñoä ño cuûa söï thieáu 
thoâng tin lieân quan ñeán nhöõng traïng thaùi vi moâ cuûa heä vó moâ. Noùi caùch khaùc, entropi thoáng keâ laø ñoä ño 
cuûa tính ngaãu nhieân (hay tính “hoãn loaïn”) lieân heä ñeán ñaëc tính vi moâ cuûa moät heä vó moâ. 

 



   

   
 

BAØI TAÄP  
 
BT I.1   Xeùt ba electron coù naêng löôïng toaøn phaàn laø E = 2ε, ñöôïc phaân boá treân ba möùc naêng löôïng caùch ñeàu 

nhau: ε0 = 0, ε1 = ε, ε2=2ε. Baäc suy bieán cuûa caùc möùc laàn löôït laø: g0 = 3, g1 = 2, g2=2. 
1/ Veõ sô ñoà phaân boá caùc electron treân caùc möùc naêng löôïng vaø ñeám soá traïng thaùi vi moâ khaû dó, bieát raèng 

caùc electron laø khoâng phaân bieät ñöôïc vaø laø caùc fermion (töùc laø hai electron khoâng theå ôû trong cuøng moät traïng 
thaùi löôïng töû). 

2/ Neáu goïi traïng thaùi vó moâ laø traïng thaùi cuûa heä coù naêng löôïng toaøn phaàn  baèng E = 2ε  vaø soá haït ôû moãi 
möùc naêng löôïng laø nhö nhau, ta coù taát caû bao nhieâu traïng thaùi vó moâ ? 

BT I.2   Cho heä ba möùc naêng löôïng ε1 = ε, ε2 = 2ε, ε3  = 3ε, coù caùc baäc suy bieán laàn löôït laø g1 = 1, g2 = 2, g3 = 3. 
Nhöõng haït khoâng phaân bieät ñöôïc ñöôïc phaân boá treân ba möùc naêng löôïng naøy, coù naêng luôïng toaøn phaàn 
laø E = 3ε, vaø coù soá haït khoâng xaùc ñònh. Goïi traïng thaùi vó moâ laø traïng thaùi ñöôïc ñaëc tröng bôûi naêng 
löôïng E = 3ε, vaø soá haït treân moãi möùc naêng löôïng laø nhö nhau. 

Haõy veõ sô ñoà phaân boá caùc haït treân caùc möùc naêng luôïng vaø ñeám soá traïng thaùi vó moâ cuõng nhö soá traïng 
thaùi vi moâ khaû dó töông öùng vôùi soá traïng thaùi vó moâ treân. 

BT I.3   Haõy veõ quó ñaïo pha trong moãi tröôøng hôïp sau: 
1/ Chaát ñieåm khoái löôïng m chuyeån ñoäng theo quaùn tính. 
2/  Chaát ñieåm khoái löôïng m rôi töï do khoâng vaän toác ñaàu ôû nôi coù gia toác troïng tröôøng g. 
3/ Chaát ñieåm M khoái löôïng m mang ñieän tích –e ( e > 0 ), chuyeån ñoäng trong ñieän tröôøng cuûa moät ñieän 

tích ñieåm +e ñöùng yeân. Cho bieát vò trí vaø vaän toác luùc ñaàu cuûa M laø r0 vaø v0 = 0. 

BT I.4   Xeùt vectô OMv =
r

 coù ñoä lôùn khoâng ñoåi, quay ñeàu quanh goác O cuûa truïc Ox  theo chieàu döông cuûa 
voøng troøn löôïng giaùc. 

1/ Tính xaùc suaát ñeå goùc )OM,Ox(    coù giaù trò trong khoaûng θ vaø θ+dθ. 

2/ Tính maät ñoä xaùc suaát ρ(Vx) ñeå hình chieáu cuûa V
r

coù giaù trò laø Vx treân truïc Ox . 
Veõ ñöôøng bieåu dieãn cuûa ρ(Vx) theo Vx . 

BT I.5   Haõy tính trò trung bình n  vaø phöông sai 2)n(Δ  trong phaân boá nhò thöùc. 

BT I.6   Cho phaân boá Gauss:   
222)0xx(

2
e

2

1)x( σ−−

πσ
=ρ . 

1/ Chöùng minh raèng ρ(x) ñaõ ñöôïc chuaån hoùa. 

2/ Tính x  vaø 2)x(Δ . 

BT I.7   Xeùt phaân boá  nhò thöùc: nNn P.P
)!nN(!n

!N)n,N(P −
−+−

=   

trong tröôøng hôïp N raát lôùn, n raát lôùn vaø ñöôïc xem nhö bieán thieân lieân tuïc trong vuøng gaàn n  vaø ñuû xa N (töùc laø 
haøm P(N,n) bieán thieân chaäm trong khoaûng giöõa n vaø n-1: )n,N(P)1n,N(P)n,N(P <<−− ). 

1/ Xaùc ñònh giaù trò caùi nhieân nhaát nm cuûa n. Cho bieát n! ≅ nne-n. 
2/ Khai trieån Taylor cuûa haøm lnP(N,n) quanh giaù trò nm. Suy ra raèng ôû trong nhöõng ñieàu kieän ñaõ cho ôû 

treân, phaân boá nhò thöùc töông ñöông vôùi phaân boá Gauss. Haõy chuaån hoùa haøm phaân boá naøy. 

BT I.8  Phaân boá Poisson ñöôïc ñònh nghóa bôûi xaùc suaát ñeå moät bieán ngaãu nhieân coù nhöõng giaù trò n (nguyeân, 
döông, hay baèng khoâng) laø 

a
n

n e
!n

aP −= ,   vôùi a > 0. 

1/ Chöùng minh raèng Pn ñaõ chuaån hoùa. 



   

   
 

2/ Tính n . 
3/ Xeùt phaân boá nhò thöùc nNnn

N P.PC)n,N(P −
−+=  vôùi   P+ << 1, N >> 1 vaø n << N. 

Chöùng minh raèng khi naøy, ta seõ coù P(N,n) laø phaân boá Poisson. 

BT I.9   Xeùt haøm phaân boá coù daïng haøm muõ axAe)x( −=ρ  vôùi A > 0 , x  ≥  0. (Haøm phaân boá naøy ñaëc tröng cho 
quaù trình phaân raõ phoùng xaï, söï bieán thieân cuûa soá phaân töû khí theo ñoä cao, …). 
1/ Haõy chuaån hoùa ρ(x). 
2/ Haõy tính trò trung bình, phöông sai vaø ñoä thaêng giaùng. 

BT I.10  Theo ñònh luaät Maxwell, soá phaân töû khí coù vaän toác ôû trong khoaûng [v, v+dv] ñöôïc phaân boá theo coâng 
thöùc: dN = Nρ(v)dv, vôùi kT/kE2eAv)v( −=ρ , trong ñoù, Ek laø ñoäng naêng cuûa moãi phaân töû, T laø nhieät ñoä 
cuûa khoái khí, vaø k laø haèng soá Boltzmann. N laø toång soá phaân töû khí. 

1/ Xaùc ñònh haèng soá A. 
2/ Duøng caùc tích phaân Poisson: 

1n2
0

1n
axn2

n2 a2
!)!1n2(dxexI

2

+

∞

+
− π−

== ∫ , 

1n2
0

1n
ax1n2

1n2 aa2
!ndxexI

2

+

∞

+
−+

+
π

== ∫ , 

ñeå tính vaän toác trung bình v  vaø vaän toác toaøn phöông trung bình 2v .  

Haõy so saùnh v  vaø 2v  vôùi vaän toác caùi nhieân nhaát vm . 

(vm ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 0
dv

)v(d

mvv
=

ρ

=
). 

3/ Haõy tính v , 2v  vaø vm cuûa phaân töû monooxit cacbon CO ôû 300 K vaø ôû 1000 K. 

 

BT I.11   Xeùt heä vaät lyù laø moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính: 
x(t) = x0cos(ωt+ϕ ).  
Trò trung bình theo thôøi gian cuûa moät ñaïi löôïng vaät lyù naøo ñoù f cuûa dao ñoäng töû naøy ñöôïc tính: 

             ∫
τ

τ
=

0
dt)t(f1f̂ , 

vôùi  τ  laø chu kì cuûa dao ñoäng töû. 

1/ Haõy tính x̂  vaø 
∧
2x . 

2/ Xeùt taäp hôïp thoáng keâ cuûa nhieàu dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính coù cuøng taàn soá goùc ω vaø coù cuøng 
naêng löôïng toaøn phaàn. Giaû söû raèng caùc giaù trò cuûa pha ñaàu ϕ ñeàu ñoàng xaùc suaát trong khoaûng 0 vaø 2π (giaû thieát 
vi chính taéc) 

Trò trung bình treân taäp hôïp cuûa moät ñaïi löôïng f ñöôïc tính: 

∫
π

ϕϕ
π

=
2
0

d)(f
2
1f , 

Haõy tính x  vaø 2x . Suy ra raèng heä caùc dao ñoäng töû naøy laø taäp hôïp ergodic. 
3/ Ta coù theå suy ra raèng heä goàm nhieàu dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính laø taäp hôïp ergodic khoâng ? 

BT I.12  Duøng phöông phaùp thöøa soá Lagrange ñeå chöùng minh raèng entropi thoáng keâ S coù cöïc ñaïi khi taát caû M 
bieán coá ngaãu nhieân laø ñoàng xaùc suaát. 

 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ I.A 
 

Baøi toaùn “böôùc ñi ngaãu nhieân” (random walks).  
Môû roäng cho baøi toaùn khueách taùn cuûa moät phaân töû khí 

 
 Moät ngöôøi say röôïu ñi veà nhaø trong tình traïng khoâng tænh taùo, thöïc hieän caùc böôùc ñi moät caùch voâ traät töï. 
Ñoù laø baøi toaùn “böôùc ñi ngaãu nhieân” hai chieàu. ÔÛ ñaây ta xeùt baøi toaùn moät chieàu, coù raát nhieàu öùng duïng trong vaät 
lyù thoáng keâ. Ta quy öôùc: 

° Phaàn töû chæ coù theå di chuyeån treân moät ñöôøng thaúng. 
° Moãi böôùc ñi coù khoaûng caùch L. 

° Moãi böôùc sang phaûi hay böôùc sang traùi ñöôïc thöïc hieän vôùi xaùc suaát baèng nhau: p = q = 
2
1

, vaø moãi 

böôùc laø ñoäc laäp vôùi caùc böôùc khaùc. 
1) Vieát bieåu thöùc cuûa xaùc suaát Pn ñeå coù np böôùc sang phaûi vaø nt böôùc sang traùi sau moät soá böôùc n. Tính 

giaù trò trung bình vaø phöông sai σ2 öùng vôùi np vaø nt . 

Tính xaùc suaát, trò trung bình vaø phöông sai öùng vôùi quaõng ñöôøng ñi ñöôïc : 
x = (np – nt) L = mL. 
2) Chöùng minh raèng ñoái vôùi n raát lôùn (n >> m), Pn seõ ñöôïc tính theo phaân boá Gauss. Söû duïng coâng thöùc 

Stirling : ln n! ≈ n ln n – n vaø coâng thöùc gaàn ñuùng ln(1 ± ε ) ≈  ± ε. 
3) Baèng nhaän xeùt laø xaùc suaát ñeå tìm thaáy phaàn töû trong khoaûng (x, x + Δx) laø ΔP (n, Δx) = 

∑
xΔ

)m,n(P

 trong
m  caû taát

, vaø khoaûng caùch giöõa 2 ñoä dòch chuyeån lieân tieáp laø 2L (kieåm nghieäm laïi vôùi caùc giaù trò n = 2, 3), 

suy ra soá giaù trò cuûa m trong khoaûng Δx laø 
L2
xΔ

 . Töø ñoù suy ra haøm phaân boá ρ (x, n). Chuaån hoùa haøm naøy. 

4) Baøi toaùn treân coù theå aùp duïng cho haøm phaân boá ρ(x, t) cuûa moät phaân töû khí theo quaõng ñöôøng ñi ñöôïc 
x vaøo thôøi ñieåm t. 

a) Vieát haøm phaân boá naøy theo heä soá khueách taùn D = 
τ2

L2
 vôùi τ  laø thôøi gian giöõa hai va chaïm. 

b) Goïi Pn(i) laø xaùc suaát ñeå phaàn töû ôû vaøo vò trí i sau n böôùc. Kieåm chöùng raèng ta coù : 
  Pn(i) = q Pn – 1(i + 1) + p Pn – 1 (i - 1) 

   = )1i(P
2
1)1i(P

2
1

1n1n −++ −−  

c) Vieát taïi bieåu thöùc treân theo caùc bieán soá môùi x = iL vaø           t = τ L.  
Duøng khai trieån Taylor cho caùc bieåu thöùc cuûa P(x,t) vaø         P(x, t - τ ) ñeå ruùt ra phöông trình khueách taùn 

cho giôùi haïn continuum. 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ I.B 
 

Giôùi thieäu phöông phaùp Monte Carlo. 
 AÙp duïng ñeå tính dieän tích hính phaúng, khoái löôïng  

vaø moment quaùn tính moät hình khoái 
 
 

26099 
71874 
08774 
37294 
33912 

65801 
61692 
29689 
92028 
37996 

69870 
80001 
42245 
56850 
78967 

84446 
21430 
51903 
83380 
57201 

58248 
02305 
69179 
05912 
66916 

21282 
59741 
96682 
29830 
73998 

56938 
34262 
91819 
37612 
54289 

54729 
15157 
60812 
15593 
07147 

67757 
27545 
47631 
73198 
84313 

 
 
1) Baûng treân goàm nhöõng soá ngaãu nhieân. Choïn 35 soá trong 7 coät ñaàu tieân ñeå thöïc hieän pheùp tính sau: Veõ 

¼ ñöôøng troøn baùn kính ñôn vò trong ¼ thöù nhaát cuûa maët phaúng toïa ñoä xOy. Töø con soá ñaàu tieân trong baûng, 
26099, trích ra 4 chöõ soá ñaàu: 2609, vaø taïo ra hai soá töø 26 vaø 09 theo qui taéc r1 = 0.26 vaø r2 = 0.09, ta seõ coù moät 
ñieåm trong maët phaúng xOy theo (y = 0.26; x = 0.09). Nhö vaäy, öùng vôùi 7 coät ñaàu trong baûng treân, ta coù n1 = 35 

ñieåm. Ñeám soá ñieåm m1 naèm trong ¼ ñöôøng troøn. Laäp tæ soá 
1

1
1 n

m
p = . 

Thöïc hieän pheùp tính töông töï vôùi 8 coät vaø 9 coät ñaàu tieân, ta coù caùc soá 
2

2
2 n

m
p =  vaø 

3

3
3 n

m
p =  vôùi n2 = 

40 vaø n3 = 45. 

So saùnh p1, p2 vaø p3 vôùi giaù trò 785.0
4

=
π

. Tính caùc ñoä sai soá töông ñoái. Nhaän xeùt. 

Kyõ thuaät treân, söû duïng caùc soá ngaãu nhieân, laø noäi dung chính cuûa phöông phaùp Monte Carlo (töø ñoù coù teân 
goïi naøy). 

2) Phaàn lôùn caùc ngoân ngöõ laäp trình treân maùy tính ñeàu coù moät haøm cho tröôùc, goïi laø random trong 
Pascal, rnd trong Basic, … cho ta nhöõng soá chuaån ngaãu nhieân (pseudo random numbers – nombres pseudo 
aleùatoires). Vieát chöông trình töông öùng vôùi thuaät toaùn (algorithm) sau: 

(Duøng haøm randomize ñeå coù moät daõy soá chuaån ngaãu nhieân). 
Böôùc 1: Baét ñaàu moät daõy soá ngaãu nhieân. 
Böôùc 2: Laäp laïi m laàn, n laø soá nhöõng soá ngaãu nhieân söû duïng. 
Böôùc 3: Choïn nhöõng soá ngaãu nhieân x vaø y sao cho 0 ≤ x ≤ 1. 
Böôùc 4: Neáu x2 + y2  ≤ 1, taêng soá ñeám: n ← n + 1. 
Böôùc 5: Chaám döùt böôùc 2. 
Böôùc 6: Cho ra 4 (n/m). 
Böôùc 7: Keát thuùc. 
Thuaät toaùn treân cho pheùp ta tính ñöôïc gì ? Giaûi thích. 
3) Veõ hình caàu baùn kính ñôn vò taâm naèm taïi goác toïa ñoä, noäi tieáp trong moät khoái laäp phöông coù moät ñænh 

toïa ñoä (1, 1, 1). Giaû söû caû khoái caàu vaø khoái laäp phöông ñeàu coù maät ñoä khoái baèng ñôn vò. Chia khoái laäp phöông 

laøm N phaàn baèng nhau, vaäy moãi phaàn coù theå tích 
N
1

. Vieát thuaät toaùn ñeå tính theå tích khoái caàu. 

4) Thay ñoåi thuaät toaùn treân ñeå tính moment quaùn tính cuûa khoái caàu ñoái vôùi truïc z.    
 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ I.C 
 

  Maät ñoä traïng thaùi cuûa khí lyù töôûng (KLT) 
 

I/ Tröôøng hôïp moät phaân töû khí 
 
Xeùt moät haït phaân töû KLT ñöôïc nhoát trong moät hoäp chöõ nhaät coù kích thöôùc Lx, Ly, vaø Lz. Khaûo saùt löôïng 

töû cho ta keát quaû laø khi ñaët nhöõng ñieàu kieän giôùi haïn tuaàn hoaøn cho haøm soùng ñaëc tröng cho haït, haøm naøy seõ coù 
daïng soùng phaúng: 

r.K.i
K e

V
1 rr

r =ϕ , 

 V: theå tích cuûa hoäp. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K
r

h  laø ñoäng löôïng trong traïng thaùi döøng K
rϕ  vaø naêng löôïng töông öùng laø: 

m2
KE

2

K

r
hr = ,  

m laø khoái löôïng cuûa haït vaø h  laø haèng soá Planckø. 
Trong tröôøng hôïp naøy, ñoäng löôïng K

r
seõ bò löôïng töû hoùa:  

z
z

zy
y

yx
x

x e
L
2e

L
2e

L
2K π

+
π

+
π

= lll
r

,    ∈z,y,xl  Z . (*)  

Vaäy naêng löôïng KE r  taïo thaønh phoå giaùn ñoaïn. 

Sau ñaây, ta giaû söû kích thöôùc hoäp raát lôùn, khi ñoù, khoaûng caùch giöõa hai vaïch phoå seõ raát nhoû vaø ta coù 
naêng löôïng E laø bieán thieân lieân tuïc. Ñieàu naøy cho pheùp ta tính maät ñoä traïng thaùi  cuûa haït. 

1) Chöùng toû raèng ñoä bieán thieân cuûa K
r

 lieân heä vôùi E qua bieåu thöùc: 

 dEEm
2
1dK 21

2
−=

h
. 

2) Ñeám soá traïng thaùi cuûa haït töông öùng vôùi khoaûng naêng löôïng giöõa E vaø E+dE töùc laø ñeám soá vectô K
r

 
maø ñoä daøi ôû trong khoaûng K vaø K+dK; muõi nhöõng vectô K

r
naøy naèm giôùi haïn giöõa hai maët caàu baùn kính K vaø 

K+dK. Lôùp voû caàu naøy coù theå tích 4πK2dK. Theo coâng thöùc (*), caùc vectô K
r

coù ñænh naèm ôû caùc nuùt cuûa moät 
maïng trong khoâng gian K

r
, töông öùng vôùi caùc giaù trò khaùc nhau cuûa z,y,xl . Chöùng minh raèng, vôùi moät pheùp xaáp 

xæ khaù chính xaùc, ta coù soá nuùt naøy laø 

 
V/8
dKK4

3

2

π

π
. 

3)  Töø ñoù, haõy suy ra bieåu thöùc cuûa maät ñoä traïng thaùi ρ(E) öùng vôùi naêng löôïng E: 

2123
32 Em.

2
2V)E(
hπ

=ρ  baèng caùch nhaän xeùt raèng ρ(E)dE, soá traïng thaùi töông öùng trong khoaûng E vaø E+dE, 

cuõng chính laø soá nuùt maø ta tìm thaáy ôû caâu 2). 



   

   
 

 
II/ Tröôøng hôïp moät heä KLT 

 
Xeùt heä goàm N haït töï do, khoâng keå spin, gioáng heät nhau nhöng baûn chaát khaùc nhau (ñeå khoâng taïo thaønh 

heä haït ñoàng nhaát_ vaø nhö vaäy, ta khoâng caàn ñeå yù ñeán “tieân ñeà ñoái xöùng” ñoái vôùi heä naøy). Giaû söû  N haït naøy laø 
ñoäc laäp vaø ñöôïc nhoát vaøo moät hoäp chöõ nhaät nhö trong    phaàn  I/  

1/ Vieát bieåu thöùc tính naêng löôïng toaøn phaàn E cuûa heä theo caùc vectô ik
r

 cuûa haït (i), vôùi m laø khoái löôïng 
cuûa moãi haït. 

2/ Ta ñònh nghóa vectô K
r

 trong khoâng gian 3N chieàu: 
}k,k,k,...,k,k,k{K NzNyNxz1y1x1=

r
 

a/ Tính theå tích v3N cuûa moät khoái chöõ nhaät nguyeân toá xaùc ñònh bôûi caùc ñænh cuûa vectô K
r

 trong khoâng gian 
naøy. 

b/ Bieát raèng theå tích cuûa moät khoái caàu baùn kính K trong khoâng gian 3N chieàu ñöôïc tính: 

N3
2N3

N3 K.
)1

2
N3(

V
+Γ

π
= , vôùi )1

2
N3( +Γ  laø haøm gamma, duøng coâng thöùc vi phaân ñeå tính dieän tích S3N(K) 

cuûa maët caàu naøy. 
c/ Theo ñònh nghóa, soá traïng thaùi dE)E(Nρ  coù naêng löôïng trong khoaûng E vaø E+dE ñöôïc tính: 

N3

N3
N v

dK)K(S
dE)E(S = ,   vôùi )E(Nρ  laø maät ñoä traïng thaùi. 

Töø ñoù, haõy chöùng minh: 
12

N3
N

N )
N
E(V).N(C)E(

−
=ρ ,  trong ñoù C(N) laø heä soá ñöôïc tính: 

)1
2
N3(

1.
2
mN

2
3)N(C

2N3

2
+Γ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

=
h

 

d/ Duøng coâng thöùc Stirling: x2ex)1x( xx π≈+Γ −  khi          x >> 1 ñeå tính laïi C(N) khi N raát lôùn. 

 
 



   

   
 

Chöông II  
 

PHAÂN BOÁ VI CHÍNH TAÉC. 
TIEÂN ÑEÀ CÔ BAÛN CUÛA CÔ HOÏC THOÁNG KEÂ 

 
II.A  Traïng thaùi caân baèng cuûa moät heä vó moâ 
II.B  Tieân ñeà cô baûn cuûa cô hoïc thoáng keâ. Toaùn töû Liouville 
II.C  Caùc tham soá vó moâ 
II.D  Quaù trình thuaän nghòch vaø quaù trình baát thuaän nghòch 
 
 

II.A  Traïng thaùi caân baèng cuûa moät heä vó moâ  
II.A.1  Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cuûa heä vó moâ 

 
Ñeå ñaëc tröng cho traïng thaùi vó moâ cuûa moät heä vaät lyù, ta thöôøng duøng caùc ñaïi löôïng  nhö:  naêng 

löôïng, theå tích, nhieät ñoä, aùp suaát, soá haït, maät ñoä, … 
Neáu nhöõng tham soá naøy ñöôïc xaùc ñònh töø nhöõng ñieàu kieän beân ngoaøi, coù giaù trò chaéc chaén, thì ñöôïc 

goïi laø tham soá ngoaïi. Chuù yù raèng caùc tham soá ngoaïi naøy bao giôø cuõng ñöôïc cho vôùi moät ñoä baát ñònh 
thöïc nghieäm naøo ñoù, bôûi vì ta khoâng theå kieåm tra ñöôïc ñaày ñuû nhöõng ñieàu kieän beân ngoaøi. 

Moät khi heä vó moâ ñang xeùt coù nhöõng tham soá ngoaïi ñöôïc aán ñònh roài, thì coù nhöõng ñaïi löôïng vaät lyù 
cuûa heä seõ töï do bieán thieân do nhöõng thaêng giaùng vi moâ cuûa heä. Caùc ñaïi löôïng naøy ñöôïc goïi laø bieán soá 
noäi. Vaäy nhöõng bieán soá noäi cuûa moät heä ñöôïc ñaëc tröng bôûi caùc phaân boá thoáng keâ. 

Ví duï:  • Khi ta aán ñònh giaù trò cuûa naêng löôïng toaøn phaàn, theå tích, vaø soá haït cho moät heä thì caùc ñaïi 
löôïng naøy ñöôïc baûo toaøn (khoâng thay ñoåi). Ñoù laø caùc tham soá ngoaïi. Khi ñoù neáu ta xeùt maät ñoä haït taïi 
moät thôøi ñieåm naøo ñoù cuûa heä thì ñaïi löôïng naøy töï do bieán thieân neân laø bieán soá noäi. 

•  Neáu baây giôø ta laïi aán ñònh giaù trò cuûa theå tích, soá haït, vaø nhieät ñoä cho heä thì khi naøy, naêng löôïng 
cuûa heä coù nhöõng thaêng giaùng, töùc laø chòu sö phaân boá thoáng keâ. Vaäy, theå tích, soá haït, vaø nhieät ñoä laø caùc 
tham soá ngoaïi, trong khi naêng löôïng laø bieán soá noäi.   

Nhö vaäy, ta thaáy raèng moät ñaïi löôïng vaät lyù (trong ví duï treân laø naêng löôïng) coù theå laø tham soá ngoaïi 
hoaëc laø bieán soá noäi tuøy tröôøng hôïp cuï theå cuûa baøi toaùn, ta aán ñònh nhöõng ñaïi löôïng naøo coù giaù trò 
khoâng ñoåi (vôùi sai soá) vaø ñeå cho ñaïi löôïng naøo coù söï bieán ñoåi thoáng keâ. 

 

II.A.2  Heä coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng 
 

Moät heä vó moâ ñöôïc coi laø heä coâ laäp khi heä naøy khoâng trao ñoåi naêng löôïng vaø cuõng khoâng trao ñoåi 
haït vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi, nghóa laø naêng löôïng toaøn phaàn cuûa heä ñöôïc baûo toaøn vaø nhöõng traïng 
thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä (coù theå laø voâ soá) ñeàu phaûi töông thích vôùi giaù trò cuûa naêng löôïng toaøn phaàn 
naøy. 

Nhö vaäy, ñoái vôùi moät heä coâ laäp, caùc ñaïi löôïng nhö naêng löôïng, soá haït theå tích, … ñeàu ñöôïc baûo 
toaøn neân ñeàu laø caùc tham soá ngoaïi. 

Moät heä vó moâ ôû traïng thaùi caân baèng khi caùc ñaïi löôïng vó moâ ñaëc tröng cho heä khoâng thay ñoåi theo 
thôøi gian. Neáu luùc ñaàu, moät heä coâ laäp khoâng ôû traïng thaùi caân baèng thì sau moät thôøi gian naøo ñoù (goïi laø 
thôøi gian hoài phuïc), heä cuõng seõ ñi veà traïng thaùi caân baèng. 

Ví duï: Xeùt moät khoái khí luùc ñaàu ñöôïc nhoát vaøo moät phaàn beân traùi coù theå tích V1 cuûa moät hoäp. Phaàn 
coøn laïi cuûa hoäp coù theå tích V2 troáng khoâng. Hai phaàn naøy ñöôïc ngaên caùch bôûi moät vaùch ngaên C. Khi ta 
ruùt C ra, caùc phaân töû khí seõ daàn daàn chieám toaøn boä theå tích V1+V2 cuûa hoäp. Sau khoaûng thôøi gian hoài 



   

   
 

phuïc, maät ñoä phaân töû khí seõ ñoàng nhaát taïi moïi thôøi ñieåm trong theå tích cuûa hoäp vaø seõ khoâng coøn thay 
ñoåi theo thôøi gian. Traïng thaùi sau cuøng naøy cuûa khoái khí laø traïng thaùi caân baèng.  

 

II.B Tieân ñeà cô baûn cuûa cô hoïc thoáng keâ. Toaùn töû Liouville  
II.B.1  Phaân boá vi chính taéc 

 
Xeùt moät heä S  coâ laäp, ôû traïng thaùi caân baèng, töùc laø caùc ñaïi löôïng vó moâ cuûa heä nhö naêng löôïng E, 

theå tích V, soá haït N,… laø ñoäc laäp ñoái vôùi thôøi gian. Khi naøy coù theå toàn taïi moät soá raát lôùn nhöõng traïng 
thaùi vi moâ khaû dó töông öùng vôùi traïng thaùi vó moâ naøy. Khoâng moät ñònh luaät cô hoïc naøo cho ta bieát raèng 
trong nhöõng traïng thaùi vi moâ ñoù, traïng thaùi naøo coù öu tieân ñeå xaûy ra hôn nhöõng traïng thaùi khaùc. Töø 
nhaän xeùt treân, ta coù theå khaùi quaùt hoùa ñeå phaùt bieåu tieân ñeà cô baûn sau: 

“Ñoái vôùi moät heä coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng, taát caû nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó laø ñoàng xaùc 
suaát.” 

Noùi khaùc ñi, moät heä coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng coù theå ôû moät traïng thaùi vi moâ naøo ñoù vôùi xaùc suaát 
baèng nhau. 

Vì naêng löôïng E cuûa heä luoân ñöôïc xaùc ñònh vôùi moät sai soá δE naøo ñoù neân ta coù coâng thöùc tính xaùc 
suaát Pl ñeå heä ôû traïng thaùi (l) coù möùc naêng löôïng El: 

⎩
⎨
⎧ =

=
0

constC
Pl    ,

,
       

)EE,E(E
EEEE

δ+∉
δ+≤≤

l

l     (II.1) 

Khi naøy, ta noùi raèng heä  S ôû traïng thaùi phaân boá vi chính taéc. Taäp hôïp thoáng keâ goàm nhöõng heä töông 
töï vôùi heä S  ñöôïc goïi laø taäp hôïp vi chính taéc. 

Tieân ñeà cô baûn treân ñaõ ñöôïc ñoái chöùng vôùi lyù thuyeát vaø thöïc nghieäm. Vaø quaû thaät laø cho ñeán nay, 
caùc tính toaùn döïa treân tieân ñeà naøy ñeàu cho nhöõng keát quaû phuø hôïp vôùi thöïc teá quan saùt ñöôïc. 

II.B.2  Ñònh lyù Liouville 
 

Trong cô hoïc thoáng keâ coå ñieån, moät heä coâ laäp coù f baäc töï do ñöôïc moâ taû bôûi f toïa ñoä suy roäng vaø f 
ñoäng löôïng: }p,...,p,p,q,...,q,q{ f21f21 . Taïi moãi thôøi ñieåm, traïng thaùi cuûa heä ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät 
ñieåm pha trong khoâng gian pha Γ. 

Xeùt taäp hôïp thoáng keâ cuûa heä coâ laäp naøy. Soá heä cuûa taäp hôïp coù vò trí vaø ñoäng löôïng naèm trong theå 
tích pha nguyeân toá )dp,...,dp,dp,dq,...,dq,dq( f21f21  ñöôïc tính bôûi: 

f21f21f21f21 dp...dpdpdq...dqdq)p,...,p,p,q,...,q,q(ρ ,  (II.2) 
vôùi )p,...,p,p,q,...,q,q( f21f21ρ  laø maät ñoä soá heä trong khoâng gian pha. 

Moãi heä cuûa taäp hôïp thoáng keâ chuyeån ñoäng theo thôøi gian, qui ñònh bôûi caùc phöông trình: 

,
p
Hq

i
i ∂

∂
=&   ,

q
Hp

i
i ∂

∂
−=&  (II.3) 

vôùi )p,...,p,p,q,...,q,q(HH f21f21=  laø haøm Hamilton cuûa heä. 
Vì soá heä trong taäp hôïp thoáng keâ ñöôïc baûo toaøn neân soá ñieåm pha ra khoûi moät theå tích V baát kyø naøo 

ñoù trong moät ñôn vò thôøi gian phaûi baèng toác ñoä giaûm cuûa soá ñieåm pha trong theå tích V ñoù. 
Vôùi )p,...,p,p,q,...,q,q(v f21f21 &&&&&&

r
=  laø toác ñoä chuyeån ñoäng cuûa moät ñieåm pha vaø nr  laø vectô phaùp 

tuyeán cuûa dieän tích S bao quanh theå tích V taïi ñieåm ñang xeùt, soá ñieåm pha rôøi khoûi dieän tích dS laø 
 dS.n.v. rr
ρ  

 



   

   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Vaäy ta phaûi coù 

∫ ∫∫ ρ−=ρ=ρ
S VS

dV
dt
ddSvdS.n.v. rrr

. (II.4) 

Nhöng theo ñònh lyù Gauss-Ostrogradski:  

∫ ∫ ∇=
S V

dV)A(dSA
rr

 

vôùi ∇ laø toaùn töû gradient: 

)
p

,...,
p

,
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,
q

,...,
q

,
q

(
f21f21 ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

→∇ ,  

neân ta coù, baèng caùch aùp duïng ñònh lyù naøy cho vectô vA rr
ρ= : 

∫ ∫ ∇=ρ
S V

dV)v(dSv rr
. 

Töø (II.4), ta suy ra 

0dV)v(
tV

=⎥⎦
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∂
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∫
r . (II.5) 

Vì heä thöùc treân phaûi ñöôïc nghieäm ñuùng vôùi moïi theå tích V neân ta phaûi coù 

 0)v(
t
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∂
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Tích voâ höôùng cuûa caùc vectô ∇ vaø vrρ  cho ta 
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Töø heä phöông trình Hamilton:  0
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Cuoái cuøng, ta coù heä thöùc cuûa ñònh lyù Liouville: 
 
                                        ,  (II.7b) 

 
vaø phöông trình treân ñöôïc goïi laø phöông trình Liouville. 

Xeùt tröôøng hôïp ρ = const, hoaëc toång quaùt hôn, tröôøng hôïp ρ laø haøm chæ cuûa naêng löôïng E. Vì E laø 
haèng soá chuyeån ñoäng neân 

0
q
E.

Eq ii
=

∂
∂

∂
ρ∂

=
∂

ρ∂ ,  vaø  0
p
E.

Ep ii
=

∂
∂

∂
ρ∂

=
∂

ρ∂ . 

Vaäy 

0
t

=
∂
ρ∂ . 

Heä thöùc treân coù yù nghóa vaät lyù: “Söï phaân boá caùc heä treân nhöõng traïng thaùi laø khoâng ñoåi theo thôøi 
gian” (töông öùng vôùi traïng thaùi caân baèng). 

Ñaëc bieät, ñoái vôùi taäp hôïp vi chính taéc, traïng thaùi caân baèng töông öùng vôùi caùc phaùt bieåu: ρ = const 
vôùi E0 < E < E0+δE, vaø ρ = 0 taïi caùc vuøng coù naêng löôïng khoâng thoûa hai baát ñaúng thöùc keùp treân. 

Toùm laïi, ñònh lyù Liouville cho ta bieát raèng taäp hôïp thoáng keâ töông öùng vôùi traïng thaùi caân baèng laø 
taäp hôïp coù ρ = const trong khoâng gian pha, töùc laø caùc traïng thaùi khaû dó laø ñoàng xaùc suaát. Ñieàu naøy 
hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi tieân ñeà cô baûn cuûa cô hoïc thoáng keâ. 

 

II.B.3  Toaùn töû Liouville 
 

Töø heä phöông trình Hamilton: 
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vaø vôùi giaû thieát haøm H = H( qi, pi ) khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian ( 0
t
H

=
∂
∂ : naêng löôïng E 

khoâng ñoåi theo thôøi gian), phöông trình Liouville (II.7a) trôû thaønh 
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Ta ñònh nghóa daáu ngoaëc Poisson {A,B} cuûa hai haøm A(qi, pi, t) vaø B(qi, pi, t) nhö sau: 
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Nhö vaäy, phöông trình (II.8) trôû thaønh: 

{ } 0H,
tdt

d
=ρ+

∂
ρ∂

=
ρ

.  (II.10) 

Phöông trình (II.10) laø daïng thu goïn cuûa phöông trình Liouville. Ta cuõng coù theå vieát  laø: 

{ }ρ=
∂
ρ∂ ,H
t

.  (II.11) 

Neáu ta ñònh nghóa toaùn töû Liouville: 

0
dt
d

=
ρ



   

   
 

               },H{iˆ =L ,  (II.12) 

phöông trình (II.11) ñöôïc vieát 

ρ−=
∂
ρ∂ L̂i
t

. (II.13) 

Khi ñoù, phöông trình treân coù nghieäm hình thöùc: 

               )0,p,q(e)t,p,q( ii
t.ˆ.i

ii ρ=ρ − L .  (III.14) 
 

II.B.4  Entropi vi chính taéc 
 

Xeùt heä S  coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng, coù möùc naêng löôïng El  ôû trong khoaûng E vaø E+δE. Tieân ñeà 
cô baûn cho ta bieát raèng taát caû nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó ñeàu coù khaû naêng xaûy ra nhö nhau neân neáu 
ta goïi Ω laø toång soá nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó naøy thì xaùc suaát ñeå heä  S  ôû moät trong nhöõng traïng 
thaùi vi moâ naøy laø 

Ω
=

1Pl  .  (II.15) 

Theo lyù thuyeát thoâng tin toång quaùt, ta coù coâng thöùc entropi cuûa phaân boá vi chính taéc: 
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⇒                           . . (II.16)      
 

Heä thöùc treân cho ta thaáy raèng entropi vi chính taéc coù tính thoáng keâ, ñoùng vai troø cô baûn trong vaät lyù 
thoáng keâ vì nhö ta seõ thaáy sau naøy, ñoù laø coâng thöùc ñaàu tieân thieát laäp moái lieân heä giöõa ñaëc tính vi moâ 
vôùi caùc ñaïi löôïng vó moâ cuûa moät heä vaät lyù. 

Theo coâng thöùc treân, ta thaáy raèng entropi S∗ taêng theo soá traïng thaùi vi moâ Ω. 
Theo ñònh nghóa vaø caùc tính chaát cuûa entropi thoáng keâ ñaõ xeùt trong chöông I, nhö vaäy ta thaáy traïng 

thaùi caân baèng laø traïng thaùi töông öùng vôùi entropi cöïc ñaïi; caùc traïng thaùi vi moâ khaû dó ñeàu ñoàng xaùc 
suaát, töùc laø tính maát traät töï, tình traïng thieáu thoâng tin veà heä laø coù xaùc suaát lôùn nhaát hay noùi khaùc ñi, khi 
ñoù ta hoaøn toaøn thieáu thoâng tin veà heä muoán khaûo saùt. 

Töø coâng thöùc (II.16) ñeå tính entropi vi chính taéc S∗ vaø töø tính chaát cuûa haøm logarithm, ta coù theå deã 
daøng chöùng minh raèng S∗ laø ñaïi löôïng coäng tính, nghóa laø khi heä coâ laäp S  ôû traïng thaùi caân baèng goàm 
coù hai heä S 1 vaø S 2 ñoäc laäp nhau, coù entropi vi chính taéc laàn löôït laø ∗

1S  vaø ∗
2S , thì entropi vi chính taéc 

S∗ cuûa heä lôùn S  ñöôïc tính bôûi:    
∗∗∗ += 21 SSS  . (II.17) 

II.B.5  Phaân boá thoáng keâ cuûa bieán soá noäi 
 

Xeùt moät heä coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng vó moâ ñöôïc ñaëc tröng bôûi nhöõng tham soá ngoaïi: E, V, N, 
… maø ta seõ vieát (E,x). 

Goïi yl laø giaù trò cuûa moät bieán soá noäi khi heä ôû traïng thaùi (l), vaø ω(E,x;y)δy laø soá traïng thaùi vi moâ khaû 
dó ñeå yl ôû trong khoaûng (y,y+δy). Xaùc suaát ñeå yl ôû trong khoaûng (y,y+δy) laø: 

)x,E(
y).y;x,E(y)y;x,E(W

Ω
δω

=δ∗ ,  

vôùi )y;x,E(ω vaø )y;x,E(W∗  laø caùc maät ñoä traïng thaùi vaø maät ñoä xaùc suaát. 
(Caùc ñieàu kieän chuaån hoùa seõ laø: 

Ω=∗ lnkS  



   

   
 

)x,E(dy)y;x,E( Ω=ω∫
∞

∞−

, 

1dy)y;x,E(W =∫
∞

∞−

∗ ). 

Vaäy 
Ω−ω=∗ lnlnWln , 

Ta coù 

 )x,E(S
k
1ln ∗=Ω ,  

vaø baèng caùch ñaët 
∗=ω s

k
1ln ,  

trong ñoù, s∗ ñöôïc goïi laø entropi vi chính taéc töøng phaàn.  

).Ss(
k
1expW ∗∗∗ −=⇒  

.s
k
1expW ∗∗ ∝⇒  

Giaù trò caùi nhieân nhaát ym cuûa bieán soá noäi y laø giaù trò laøm cho W∗ cöïc ñaïi. Nhö vaäy:          

0
y
s

k
1

myy

=
∂
∂

=

∗
. 

Khai trieån Taylor cuûa haøm s∗ quanh ñieåm y = ym : 

m

m m
y y

1 1 1 ss (y) s (y ) .(y y ).
k k k y

∗
∗ ∗

=

∂
∝ + − +

∂
m

2
2

m 2
y y

1 s(y y ) ...
2k y

∗

=

∂
− +

∂
 

Trong toång beân phaûi ôû treân, soá haïng thöù nhì trieät tieâu do ñieàu kieän cöïc ñaïi cuûa W∗ . Ñoàng thôøi, ta 
ñaët 

2
myy

2

2 1
y
s

k
1

Δ
−=

∂

∂

=

∗
. 

(vì s∗ coù cöïc ñaïi taïi y = ym  neân ta coù: 0
y
s

myy
2

2
<

∂

∂

=

∗
). 

Nhö vaäy 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

−
−∝ ∗∗

2

2
m

m
2

)yy(
exp)y(W)y(W .  (II.18) 

Töø ñoù ta ruùt ra keát luaän quan troïng sau cho phaân boá vi chính taéc: 
Phaân boá thoáng keâ cuûa moät bieán soá noäi laø phaân boá Gauss, coù giaù trò caùi nhieân nhaát laø taïi ym . 
Theo tính chaát cuûa phaân boá Gauss, giaù trò trung bình cuûa ñaïi löôïng y cuõng baèng ym: myy = . 

II.C  Caùc tham soá vó  moâ 
 

Vì caùc möùc naêng löôïng cuûa moät heä vó moâ phuï thuoäc vaøo caùc tham soá ngoaïi neân ta coù theå phaân loaïi 
caùc töông taùc giöõa hai heä vi moâ: Xeùt heä coâ laäp S  goàm hai heä nhoû S 1 vaø S 2 töông taùc nhau. Neáu trong 
quaù trình töông taùc, S 1 vaø S 2  chæ trao ñoåi naêng löôïng vôùi nhau maø caùc tham soá ngoaïi khoâng ñoåi thì ta 
goïi ñoù laø töông taùc nhieät. Coøn neáu söï töông taùc daãn ñeán söï thay ñoåi cuûa caùc tham soá ngoaïi thì ta coù 



   

   
 

töông taùc cô. Trong phaàn sau ñaây, ta xeùt caùc loaïi töông taùc naøy ñoàng thôøi seõ ñöa vaøo ñònh nghóa cuûa 
caùc ñaïi löôïng vó moâ ñaëc tröng cho moät heä vaät lyù, ñoù laø nhieät ñoä, aùp suaát, vaø theá hoùa hoïc. 

II.C.1  Nhieät ñoä vi chính taéc 

Xeùt tröôøng hôïp coù töông taùc nhieät giöõa hai heä nhoû S 1 vaø S2. Khi naøy caùc tham soá ngoaïi cuûa moãi heä 
ñeàu khoâng ñoåi maø chæ coù söï trao ñoåi naêng löôïng giöõa hai heä. Naêng löôïng trung bình trao ñoåi giöõa hai 
heä S 1 vaø S 2 ñöôïc goïi laø nhieät löôïng. 

Goïi EΔ , 1EΔ , vaø 2EΔ  laø ñoä bieán thieân naêng löôïng trung bình cuûa caùc heä S , S 1, vaø    S 2. Vì heä S  
coâ laäp, ta coù:  

0E =Δ 0EE 21 =Δ+Δ⇒ . 
Goïi  11 EQ Δ= , 22 EQ Δ=  laø caùc nhieät löôïng trao ñoåi, ta coù 

0QQ 21 =+ ,  
hay: 

21 QQ −= .  (II.19) 
YÙ nghóa vaät lyù cuûa heä thöùc treân laø “Nhieät löôïng haáp thuï bôûi heä naøy baèng nhieät löôïng cung caáp bôûi 

heä kia”. 
Goïi E1, E2 laø naêng löôïng cuûa caùc heä S 1, S 2  (E1, E2 laø caùc bieán soá noäi). Soá traïng thaùi vi moâ khaû dó 

cuûa S 1 vaø S 2 laàn löôït laø Ω1 vaø Ω2. Caùc ñaïi löôïng naøy phuï thuoäc E1, E2:               Ω1 = Ω1(E1), Ω2 = 
Ω2(E2). 

Goïi E, Ω laø naêng löôïng vaø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä S . Ω laø haøm theo moät bieán E1, vì töø 

21 EEE += , 
ta coù 

)EE().E()E().E( 12112211 −ΩΩ=ΩΩ=Ω . 
)E( 1Ω=Ω⇒ . 

Ta xeùt khi heä lôùn S  coâ laäp, ôû traïng thaùi caân baèng. Theo tieân ñeà cô baûn, xaùc suaát ñeå heä S   ôû traïng 
thaùi maø S 1 coù naêng löôïng ôû trong khoaûng (E1, E1+δE1 ) tæ leä vôùi Ω(E1): 

)E().E(C)E(C)E(P 221111 ΩΩ=Ω= . 

Vì cöïc trò cuûa lnP(E1) daãn ñeán cöïc trò cuûa P(E1) (vì 
11 E

P
P
1

E
Pln

∂
∂

=
∂

∂ ) neân ta xeùt 

 )E(ln)E(lnCln)E(Pln 22111 Ω+Ω+=  

0
E

)E(ln
E

)E(ln

1

22

1

11 =
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

⇒ . 

Nhöng ta laïi coù 

2

22

1

2

2

22

1

22
E

)E(ln
E
E

.
E

)E(ln
E

)E(ln
∂
Ω∂

−=
∂
∂

∂
Ω∂

=
∂
Ω∂

              

(vì 1
E
E

1

2 −=
∂
∂

), 

neân 

0
E

)E(ln
E

)E(ln

2

22

1

11 =
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

,     

hay 

2

22

1

11
E

)E(ln
k

E
)E(ln

k
∂
Ω∂

=
∂
Ω∂

. 



   

   
 

Cuoái cuøng ta coù 

2

2

1

1

E
S

E
S

∂
∂

=
∂
∂

,  

vôùi 
11 lnkS Ω= ,  22 lnkS Ω= . 

Vì heä thöùc treân ñaëc tröng cho traïng thaùi caân baèng nhieät cuûa heä S  (Khi naøy 21 SSS +=  coù cöïc ñaïi) 
neân ta ñònh nghóa nhieät ñoä vi chính taéc ∗

1T , ∗
2T  cuûa caùc heä S 1, S 2 bôûi: 

1

1

1 E
S

T
1

∂
∂

=
∗

     ,    
2

2

2 E
S

T
1

∂
∂

=
∗

. (II.20) 

Nhö vaäy, ta coù: ∗∗ = 21 TT , töùc laø khi S 1 caân baèng vôùi S 2, nhieät ñoä vi chính taéc cuûa hai heä baèng nhau.
  

Vaäy ñònh nghóa chung cuûa nhieät ñoä vi chính taéc laø 
 
                          ,                       (II.21a) 
 

hay: 
          
                             .  (II.21b) 
 

(ñaïo haøm rieâng phaàn cuûa S theo E chæ ra raèng caùc tham soá khaùc cuûa heä nhö theå tích, soá haït,… ñöôïc giöõ 
khoâng ñoåi). 

Cuoái cuøng, ta caàn chuù yù raèng söï phaân boá caùi nhieân nhaát cuûa naêng löôïng E cuûa heä S  töông öùng vôùi 
caùc nhieät ñoä vi chính taéc cuûa S 1 vaø S 2 baèng nhau. 

Tính chaát cuûa nhieät ñoä vi chính taéc: 0T >∗ , naêng löôïng truyeàn töø heä T1 lôùn hôn sang heä coù T1 nhoû 
hôn.  

II.C.2  AÙp suaát vi chính taéc 
 

Khi hai heä töông taùc nhau daãn ñeán söï thay ñoåi cuûa nhöõng tham soá ngoaïi maø khoâng coù söï trao ñoåi 
naêng löôïng thì ñoù laø töông taùc cô. Nhö vaäy, töông taùc cô cuõng vaãn laøm cho caùc möùc naêng löôïng cuûa heä 
thay ñoåi.  

Coâng cô hoïc thöïc hieän leân heä ñöôïc ñònh nghóa laø gia soá cuûa naêng löôïng trung bình cuûa heä töông 
öùng vôùi gia soá cuûa tham soá ngoaïi: EW Δ= . 

Coâng cô hoïc maø heä thöïc hieän nhö vaäy laø: EW'W Δ−=−= . 
Ta coù 0'WW =+ . Heä thöùc naøy noùi leân raèng naêng löôïng cuûa toaøn boä hai heä laø baûo toaøn. 
Tuy nhieân, ñeå coù theå khaûo saùt söï töông taùc cô giöõa hai hay nhieàu heä, ta caàn phaûi coù ñieàu kieän ñeå 

caùc ñaïi löôïng lieân quan ñeán caùc tham soá ngoaïi phaûi ñöôïc hoaøn toaøn xaùc ñònh, ví duï nhö khaùi nieäm aùp 
suaát maø ta seõ ñöa vaøo sau ñaây. Vaäy ta ñöa vaøo khaùi nieäm quaù trình chuaån tónh. 

Quaù trình chuaån tónh cuûa moät heä vaät lyù laø quaù trình trong ñoù heä bieán ñoåi töø traïng thaùi ñaàu ñeán traïng 
thaùi cuoái bôûi moät chuoãi lieân tieáp nhöõng traïng thaùi caân baèng: taïi moãi thôøi ñieåm, heä ôû traïng thaùi caân 
baèng töông öùng vôùi caùc giaù trò cuûa caùc tham soá ngoaïi aán ñònh cho heä. Muoán vaäy, söï bieán thieân cuûa caùc 
tham soá ngoaïi phaûi ñuû chaäm sao cho heä ñaït ñöôïc moät traïng thaùi caân baèng môùi tröôùc khi caùc tham soá 
ngoaïi naøy thay ñoåi ñaùng keå. Töø “ñuû chaäm” ôû ñaây phaûi hieåu laø thôøi gian taùc ñoäng cuûa caùc tham soá 
ngoaïi lôùn hôn nhieàu ñoái vôùi thôøi gian hoài phuïc cuûa heä. 

Ví duï: Khi ta nhoát moät khoái khí vaøo moät xylanh, vaø ñöôïc ngaên bôûi moät piston. Khi naøy, moät trong 
caùc tham soá ngoaïi laø chieàu daøi cuûa xylanh coù chöùa chaát khí. Neáu khoái khí naøy ñi veà moät traïng thaùi caân 

E
S

T
1

∂
∂

=
∗

∗
 

E
lnk

T
1

∂
Ω∂

=
∗

 



   

   
 

baèng môùi sau thôøi gian laø τ = 10-3 s sau khi khoaûng caùch töø ñaùy xylanh ñeán piston bò giaûm ñi, thì quaù 
trình coù theå xem nhö chuaån tónh khi thôøi gian chuyeån ñoäng cuûa piston laø 0,1s.   

 
 
 
 
 

 
 
Toùm laïi, khi heä thöïc hieän moät quaù trình chuaån tónh, caùc tham soá ngoaïi thay ñoåi, nhöng taïi moãi thôøi 

ñieåm ñeàu coù moät giaù trò xaùc ñònh.  
Ta xeùt heä S  töông taùc vôùi moät heä khaùc. Goïi El laø naêng löôïng cuûa heä S  ôû traïng thaùi vi moâ (l); El laø 

haøm cuûa caùc tham soá ngoaïi xα: 
)x,...,x,...,x,x(EE n21 α= ll . 

Khi tham soá xα bieán thieân, ñoä bieán thieân cuûa naêng löôïng ñöôïc vieát 

 α
=α α

∑ ∂
∂

= dx
x
E

dE
n

1

l
l . 

 
Khi ñoù, heä thöïc hieän moät coâng laø: 

            α
=α α

∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=−=δ dx
x
E

dEW
n

1

l
ll .  (II.22) 

Ñaët 
 
                               .  (II.23)    
 

laø löïc suy roäng töông öùng vôùi tham soá xα, ta coù 
 
                                      .  (II.24)         
 
 

Nhö vaäy, trong taäp hôïp thoáng keâ, trò trung bình cuûa löïc  
 suy roäng laø 

α
α ∂

∂
−=

x
E

X ,
l

l , 

vì ta coù: 
∑ αα=δ dxXW ,ll . 

Sau khi ñöa vaøo khaùi nieäm toång quaùt cuûa löïc suy roäng ôû treân, ta seõ ñònh nghóa aùp suaát, moät trong 
nhöõng ñaïi löôïng quan troïng ñaëc tröng cho heä vó moâ: 

AÙp  suaát ñöôïc ñònh nghóa laø löïc suy roäng töông öùng vôùi tham soá ngoaïi laø theå tích V cuûa heä S  ôû 
traïng thaùi (l) coù möùc naêng löôïng El: 

   
                             .  (II.25)     
 

Ñònh nghóa treân cuûa aùp suaát dó nhieân laø ñoàng nhaát vôùi ñònh nghóa cuûa aùp suaát maø ta ñaõ bieát trong cô 
hoïc coå ñieån. Ñeå deã thaáy ñieàu naøy, ta xeùt laïi ví duï treân cuûa khoái khí nhoát trong xylanh. Neáu goïi tieát 

α
α ∂

∂
−=

x
E

X ,
l

l

∑
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αα=δ
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1
, dxXW ll

V
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dieän cuûa xylanh laø A thì löïc do khoái khí taùc duïng leân piston laø Ap, vôùi p laø aùp suaát theo ñònh nghóa coå 
ñieån. Khi piston di chuyeån raát chaäm ñeå heä khí thöïc hieän quaù trình chuaån tónh vaø taïi moät thôøi ñieåm naøo 
ñoù, heä ôû traïng thaùi (l) coù naêng löôïng El . Coâng do heä thöïc hieän laø 

pdV)AdS(pdS)pA(W ===δ  
sau khi piston thöïc hieän ñoä dôøi ds. 

Nhöng vì: 
ldEW −=δ  , 

ta coù ñöôïc: 

dV
dE

p l−= . 

ÔÛ treân, khi giôùi thieäu caùc coâng thöùc ñònh nghóa entropi vi chính taéc (II.16) vaø nhieät ñoä vi chính taéc 
(II.21a vaø b), cho ta thieát laäp ñöôïc moái quan heä giöõa caùc ñaïi löôïng vó moâ S∗, T∗ vôùi ñaëc tính vi moâ cuûa 
heä vaät lyù, ñaëc tröng bôûi soá nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä. ÔÛ ñaây, ta cuõng seõ xaây döïng coâng thöùc 
töông töï cho aùp suaát: 

Xeùt heä S  = ( A ∪ A’ ) coâ laäp nhö hình veõ: heä A chöùa moät chaát khí, heä A’ goàm moät loø xo gaén 
chaët vôùi moät piston. Chieàu daøi x cuûa xylanh chöùa heä A laø tham soá ngoaïi. Hai heä A vaø A’ chæ töông taùc 
thuaàn tuùy cô hoïc                            
 vôùi nhau. 

Soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä A chæ phuï thuoäc naêng löôïng E cuûa A vaø tham soá ngoaïi x: Ω = 
Ω(E,x). Goïi Etc vaø E’ laø naêng löôïng cuûa  S  vaø A’, ta coù: E = Etc – E’. Vì E’ laø haøm theo x neân nhö vaäy 
E cuõng laø haøm theo x: E = E(x). 

Ñeå x töï do bieán thieân. Sau moät thôøi gian, heä ñaït ñeán traïng thaùi caân baèng: Ω(E,x) ñaït giaù trò cöïc ñaïi: 

0
x

)x,E(ln
=

∂
Ω∂ . 

0
x

)x,E(ln
x
E.

E
)x,E(ln

=
∂
Ω∂

+
∂
∂

∂
Ω∂

⇒  

Vì xX
x
E

−=
∂
∂ , theo ñònh nghóa löïc suy roäng, vaø vì 

β==
∂

Ω∂
∗kT

1
E

)ln( , theo ñònh nghóa cuûa nhieät ñoä vi chính taéc, ta coù 

x
lnXx ∂

Ω∂
=β . 

Vaäy: 
 
                                              .              (II.26) 
 

Khi ta coù x laø theå tích V,  Xx seõ chính laø aùp suaát vi chính taéc: 
 
                             .   (II.27a)  
 

hoaëc                                      
  
                                                                           (II.27b) 
 

Trong phaàn treân, ta ñaõ khaûo saùt söï töông taùc nhieät giöõa hai heä vaø daãn ñeán khaùi nieäm nhieät ñoä vaø 
cuõng nhö söï töông taùc cô ñeå ñöa ñeán khaùi nieäm aùp suaát. Ta caàn chuù yù raèng khi töông taùc, moãi heä 
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khoâng trao ñoåi haït laø thaønh phaàn caáu taïo neân heä, töùc laø caùc heä luoân laø heä kín. Sau ñaây, ta seõ xeùt tröôøng 
hôïp hai heä töông taùc nhau vaø coù theå trao ñoåi haït, ñeå giôùi thieäu moät khaùi nieäm khaùc, ñoù laø theá hoùa hoïc.    

 
II.C.3  Theá hoùa hoïc vi chính taéc 

 
Xeùt heä coâ laäp S  goàm hai heä nhoû S 1 vaø S 2 töông taùc nhau. Hai heä S 1 vaø S 2 töông taùc nhau coù theå 

trao ñoåi nhieät, “trao ñoåi” theå tích, vaø caû soá haït. Goïi E1, V1, N1 vaø E1, V2, N2 laø naêng löôïng, theå tích vaø 
soá haït cuûa moãi heä S 1 vaø S 2. Vì heä S  coâ laäp neân naêng löôïng E, theå tích V, vaø soá haït N cuûa S  thoûa:  

EEE 21 =+       xaùc ñònh. 

VVV 21 =+      xaùc ñònh. 

NNN 21 =+     xaùc ñònh. 

Neáu soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa S 1 vaø S 2 laàn löôït laø Ω1(E1,V1,N1) vaø Ω2(E2,V2,N2), soá traïng 
thaùi vi moâ khaû dó cuûa S  laø 

)N,V,E().N,V,E( 22221111 ΩΩ=Ω . 

Vì 

12 EEE −= ,  12 VVV −=  ,  vaø 12 NNN −= , 

neân Ω laø haøm cuûa E1,V1, vaø N1: 

Ω = Ω(E1,V1,N1). 

Traïng thaùi caùi nhieân nhaát cuûa heä töông öùng vôùi Ω cöïc ñaïi töùc laø lnΩ ñaït cöïc ñaïi. Khi naøy: 
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ÔÛ treân, ta ñaõ goïi ∗
1T , ∗

1p  vaø ∗
2T , ∗

2p  laø nhieät ñoä vaø aùp suaát vi chính taéc cuûa S 1 vaø S 2 . Tuy nhieân ôû 
ñaây, ta coù theâm heä thöùc (II.29c), ñaëc tröng cho söï caân baèng cuûa quaù trình trao ñoåi haït giöõa hai heä S 1 
vaø S 2 . 

Noùi chung, ta ñaët: 
 
                                       
                                  ,  hay   (II.30) N

ST
∂
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−=μ
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∗∗  
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ln1
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vaø goïi ∗μ  laø theá hoùa hoïc vi chính taéc cuûa heä. 

Nhö vaäy, khi coù söï caân baèng giöõa hai heä S 1 vaø S 2 , ta coù, töø (II.29c): 
∗∗ μ=μ 21 . 

 
Keát luaän: Khi hai heä S 1 vaø S 2 töông taùc nhau (nhieät, cô, vaø trao ñoåi haït) vaø ñaït ñeán traïng thaùi caân 

baèng, ta coù nhieät ñoä, aùp suaát vaø theá hoùa hoïc cuûa hai heä laø baèng nhau: 
  ∗∗ = 21 TT  ,   ∗∗ = 21 pp   ,  vaø  ∗∗ μ=μ 21 . 
 

II.C.4  Ñaïi löôïng cöôøng tính vaø ñaïi löôïng coäng tính 
 

Ba ñaïi löôïng vaät lyù ñaëc tröng cho traïng thaùi caân baèng cuûa hai heä töông taùc nhau laø nhieät ñoä, aùp 
suaát, vaø theá hoùa hoïc coù tính chaát ñaëc bieät quan troïng  maø ta seõ tìm hieåu döôùi ñaây: 

Xeùt moät tham soá vó  moâ y ñaëc tröng cho moät heä S . Giaû söû heä S  ñöôïc phaân laøm hai heä nhoû  S 1 vaø S 
2 . Goïi y1, y2 laø caùc giaù trò cuûa ñaïi löôïng naøy cuûa caùc heä S 1 vaø S 2. Coù hai tröôøng hôïp coù theå xaûy ra: 

• hoaëc ta coù y1+ y2 =y. Khi naøy, y ñöôïc goïi laø ñaïi löôïng coäng tính. 
• hoaëc y1 = y2 = y. Khi naøy, y laø ñaïi löôïng cöôøng tính.  
Ta coù theå thaáy ngay raèng caùc ñaïi löôïng sau ñaây laø coäng tính: soá haït N, theå tích V, khoái löôïng M, 

naêng löôïng E, entropi S (caùc ñaïi löôïng naøy lieân heä tröïc tieáp ñeán soá haït cuûa heä).   

Vaø caùc ñaïi löôïng sau laø cöôøng tính: maät ñoä khoái löôïng 
V
M

=ρ  (thaät vaäy, tæ soá cuûa hai ñaïi löôïng 

coäng tính trôû thaønh cöôøng tính), vaø theo nhö caùc phaàn II.C.1, 2, vaø 3 maø ta ñaõ khaûo saùt ôû treân, nhieät ñoä, 
aùp suaát, theá hoùa hoïc ñeàu laø caùc ñaïi löôïng cöôøng tính. 

II.D Quaù trình thuaän nghòch vaø quaù trình baát thuaän nghòch 
 

Khi xeùt moät heä vó moâ thì thoâng thöôøng heä ñöôïc ñaët trong moät soá ñieàu kieän naøo ñoù (ñöôïc ñònh luôïng 
hoùa bôûi caùc tham soá vó moâ y1, y2,…, yn). Nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä laø taát caû nhöõng traïng 
thaùi töông thích vôùi nhöõng haïn cheá ñaët ra cho heä. Nhö vaäy, neáu goïi Ω laø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó thì 
ta coù heä thöùc haøm: 

)y,...,y,y( n21Ω=Ω . 
Giaû söû traïng thaùi vó moâ ñaàu tieân cuûa heä vôùi moät soá haïn cheá naøo ñoù töông öùng vôùi soá traïng thaùi vi 

moâ khaû dó  laø Ωi. Giaû söû ta laáy bôùt moät soá haïn cheá ñi. Khi naøy, taát caû nhöõng traïng thaùi khaû dó cuõ vaãn 
coøn laø khaû dó ñoái vôùi heä, nhöng ngoaøi ra, vì soá haïn cheá treân heä bò bôùt ñi, neân thoâng thöôøng coù theå coù 
theâm nhieàu traïng thaùi vi moâ nöõa trôû thaønh khaû dó ñoái vôùi heä. Töùc laø vieäc laáy bôùt haïn cheá treân heä coù 
keát quaû laø hoaëc laøm taêng hoaëc ñeå khoâng ñoåi soá traïng thaùi vi moâ khaû dó luùc sau maø ta kí hieäu laø Ωf :  

if Ω≥Ω  
• Neáu if Ω=Ω : heä ñaõ ôû traïng thaùi caân baèng vaø coù theå ôû moät trong nhöõng traïng thaùi vi moâ khaû dó 

vôùi xaùc suaát baèng nhau, seõ vaãn ñöôïc phaân boá vôùi cuøng xaùc suaát treân caùc traïng thaùi vi moâ treân. Traïng 
thaùi caân baèng xem nhö khoâng bò nhieãu loaïn. Quaù trình naøy laø quaù trình thuaän nghòch.  

• Neáu  if Ω>Ω : moät khi heä ñaõ ñöôïc phaân boá moät caùch ngaãu nhieân treân caùc traïng thaùi vi moâ khaû dó 
thì vieäc laäp laïi haïn cheá khoâng theå laøm cho heä töï ñoäng rôøi nhöõng traïng thaùi ñang coù ñeå quay trôû laïi 
nhöõng traïng thaùi vôùi nhieàu haïn cheá hôn. Khi coù moät quaù trình naøo ñoù xaûy ra trong moät heä coâ laäp ñeå heä 
ñi töø traïng thaùi ñaàu ñeán traïng thaùi cuoái, maø vieäc ñaët theâm hoaëc laáy bôùt ñi nhöõng haïn cheá leân heä coâ laäp 
naøy khoâng theå thieát laäp laïi ñöôïc traïng thaùi ñaàu tieân cuûa heä, thì quaù trình ñoù laø quaù trình baát thuaän 
nghòch. 



   

   
 

Ví duï: Xeùt hai heä A vaø A’ coù nhieät ñoä khaùc nhau ngaên caùch bôûi moät vaùch luùc ñaàu caùch nhieät. Hai 
heä A vaø A’ töông taùc nhieät vôùi nhau khi ta ñeå cho vaùch ngaên truyeàn nhieät (laáy bôùt haïn cheá). Sau moät 
thôøi gian, caùc heä ñaït ñeán traïng thaùi caân baèng. 

Baây giôø ta laïi laøm cho vaùch ngaên laïi caùch nhieät (thieát laäp laïi haïn cheá). Ta seõ khoâng theå thieát laäp 
laïi traïng thaùi ñaàu tieân laø caùc heä A vaø A’ coù nhieät ñoä khaùc nhau ñöôïc. Vaäy quaù trình truyeàn nhieät ban 
ñaàu laø moät quaù trình baát thuaän nghòch.  

Chuù yù raèng quaù trình thuaän nghòch laø moät tröôøng hôïp ñaëc bieät, coøn haàu heát caùc quaù trình trong töï 
nhieân ñeàu laø quaù trình baát thuaän nghòch, töùc laø thoâng thöôøng ta seõ coù: if Ω>Ω . 

Nhö vaäy, veà phöông dieän vó moâ, neáu goïi ΔS∗ laø ñoä bieán thieân cuûa entropi vi chính taéc cuûa moät quaù 
trình, thì ta coù theå phaùt bieåu raèng: Nhöõng quaù trình maø ta thöôøng gaëp laø nhöõng quaù trình coù entropi 
taêng ΔS > 0. Coøn quaù trình töông öùng vôùi ΔS = 0 laø quaù trình thuaän nghòch. 

 
 
 



   

   
 

BAØI TAÄP  
 
 

BT II.1  Haõy chöùng minh tröïc tieáp ñònh lyù Liouville (khoâng duøng ñònh lyù Gauss-Ostragradski) baèng caùch xem 
chuyeån ñoäng cuûa caùc ñieåm pha theo thôøi gian trong khoâng gian pha nhö laø chuyeån ñoäng cuûa moät chaát 
loûng qua moät theå tích nguyeân toá coá ñònh coù daïng hình hoäp. 

BT II.2  Chöùng minh raèng entropi vi chính taéc laø moät ñaïi löôïng coäng tính. 

BT II.3  Xeùt moät khoái khí coù theå tích V, goàm N phaân töû maø theá naêng töông taùc khoâng ñaùng keå ñoái vôùi ñoäng 
naêng, chuyeån ñoäng theo qui luaät cuûa cô hoïc coå ñieån vaø coù naêng löôïng phaân boá trong khoaûng (0, E). 

1/ Xeùt tröôøng hôïp moät phaân töû. Tính soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa phaân töû naøy. 
2/ Suy ra soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa N phaân töû cuûa khoái khí. 
3/ Thieát laäp coâng thöùc tính naêng löôïng E  cuûa khoái khí theo N vaø theo nhieät ñoä vi chính taéc T∗ . 
Suy ra daïng cuûa phöông trình traïng thaùi f(p∗,V,T∗) = 0, trong ñoù, p∗ laø aùp suaát vi chính taéc cuûa heä. 

BT II.4  1/ Chöùng minh raèng nhieät ñoä vi chính taéc cuûa moät heä laø moät ñaïi löôïng döông: T∗ > 0. 
2/  Chöùng minh raèng khi hai heä S 1 vaø S 2 tieáp xuùc nhieät thì nhieät löôïng luoân ñöôïc haáp thuï bôûi heä coù 

nhieät ñoä vi chính taéc nhoû hôn vaø ñöôïc phaùt ra bôûi heä coù nhieät ñoä vi chính taéc cao hôn. 

BT II.5  Xeùt hai heä töông taùc nhau ôû tröôøng hôïp toång quaùt (trao ñoåi nhieät löôïng, trao ñoåi theå tích, vaø trao ñoåi soá 
haït). 

Haõy xaùc ñònh chieàu trao ñoåi cuûa theå tích vaø soá haït khi hai heä tieán ñeán traïng thaùi caân baèng. 
 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ II.A 
  Heä coù nhieät ñoä tuyeät ñoái aâm 

 

Bieát raèng moät electron coù traïng thaùi löôïng töû xaùc ñònh bôûi vectô z
2 S,S,z,y,x

∧

, vôùi 
2
1S = , vaø 

2
1Sz ±= . Trong tröôøng theá xuyeân taâm, vectô traïng thaùi naøy laø z

2
z

2 S,S,L,L,Ĥ
∧∧

 hoaëc sm,S,m,l,n  vôùi n, l, m, 

S vaø ms laàn löôït laø soá löôïng töû chính, soá löôïng töû quó ñaïo, soá löôïng töû töø, soá löôïng töû spin vaø soá löôïng töû moâmen 
töø spin. Moãi möùc naêng löôïng En coù baäc suy bieán baèng gn = 2n2. Neáu ta chæ chuù yù ñeán soá baäc töï do spin thì moãi 

electron seõ ñaëc tröng bôûi moät trong hai traïng thaùi sm,S  baèng 
2
1,

2
1

 hoaëc 
2
1,

2
1

− , maø ta seõ kí hieäu ngaén goïn 

laø +  hoaëc − , töông öùng vôùi caùc naêng löôïng xaùc ñònh Bμ−=ε+ , vaø Bμ=ε−  neáu ta xeùt heä N spin ñaët trong 

töø tröôøng ñeàu coù caûm öùng töø B
r

. 

(Caùc giaù trò ε+ vaø ε– tính töø haøm Hamilton : ∑
=

μ−=
N

1i
iBH
rr

, vôùi ii S
rr

γ=μ  laø moment töø cuûa spin Si). 

Giaû söû raèng heä N spin ôû traïng thaùi phaân boá vi chính taéc. 
1/ Haõy tính naêng löôïng toaøn phaàn E cuûa heä. Suy ra soá  n+ vaø n– cuûa nhöõng spin +  vaø − . 

2/ Tính soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä ñeå suy ra caùc giaù trò cuûa entropi vi chính taéc S∗ vaø nhieät ñoä vi 
chính taéc T∗ cuûa heä. 

3/ Veõ ñöôøng bieåu dieãn söï bieán thieân cuûa entropi S∗ cuõng nhö cuûa
∗T

1
 vaø T∗ theo ñôn vò naêng löôïng ruùt 

goïn  
BN

E
μ

. 

Suy ra raèng heä coù theå coù nhieät ñoä tuyeät ñoái aâm: T∗ < 0 trong ñieàu kieän xaùc ñònh. 
 
 



   

   
 

Chöông III 
 

 PHAÂN BOÁ CHÍNH TAÉC - ÖÙNG DUÏNG 
 

III.A   Heä caân baèng vôùi heä ñieàu nhieät 
III.B   Giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 
III.C   ÖÙng duïng cho heä coå ñieån 
III.D   ÖÙng duïng cho heä löôïng töû 

 
 

III.A  Heä caân baèng vôùi heä ñieàu nhieät  
III.A.1  Khaùi nieäm heä ñieàu nhieät 

 

Xeùt moät heä vaät lyù S  coù naêng löôïng E, S  ñöôïc tieáp xuùc nhieät vôùi heä τ coù naêng löôïng Eτ . Giaû söû 

heä τ raát lôùn so vôùi heä  S, töùc laø: Eτ >> E. Do ñieàu kieän naøy, khi ôû traïng thaùi caân baèng nhieät, E thay 

ñoåi ñaùng keå trong khi traïng thaùi vó moâ cuûaτ haàu nhö khoâng ñoåi. Heäτ ñöôïc goïi laø heä ñieàu nhieät cuûa heä 
S.  

Khi S  ôû traïng thaùi caân baèng vôùi τ, ta noùi raèng S  ôû phaân boá chính taéc vaø caùc heä töông töï vôùi S  taïo 
thaønh taäp hôïp thoáng keâ goïi laø taäp hôïp chính taéc. 

Veà maët ñònh löôïng, ñeå coù ñieàu kieän cho heäτ laø heä ñieàu nhieät, ta nhaän xeùt raèng heä toång hôïp S ∪τ 
laø heä coâ laäp, coù naêng löôïng toång coäng laø: Etc = Eτ + E. Theo ñònh nghóa, nhieät ñoä vi chính taéc cuûa heä τ  
laø: 

EEE tc
E
S

T
1

−=τ

∗
τ

∗
τ τ

∂
∂

=   

Vaäy, ñaàu tieân thì ∗
τT  phuï thuoäc E. Nhöng neáu τ laø heä ñieàu nhieät thì ta phaûi coù ∗

τT ñoäc laäp ñoái vôùi 
E. 

Ta duøng coâng thöùc khai trieån Taylor cuûa haøm )E(
E
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τ
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∂
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Töø ñoù, ta suy ra raèng ñieàu kieän ñònh löôïng ñeå 
∗
ττ

∗
τ =

∂
∂

T
1

E
S

 khoâng phuï thuoäc naêng löôïng E cuûa heä S , 

töùc laø ñeå heäτ laø heä ñieàu nhieät, laø:  

tctc EE
2

2

E
S

E
SE

τ

∗
τ

τ

∗
τ

∂
∂

<<
∂

∂ .  (III.1) 

Ta goïi nhieät ñoä chính taéc T cuûa heä S  caân baèng vôùi heä ñieàu nhieät τ laø nhieät ñoä vi chính taéc cuûa τ: 



   

   
 

                                                                  (III.2) 
 

Khi naøy, nhieät ñoä T cuûa S  laø tham soá ngoaïi (vì bò aùp ñaët töø nhieät ñoä vi chính taéc ∗
τT cuûa heäτ ), vaø 

naêng löôïng E cuûa heä S  laø bieán soá noäi. (Trong khi ôû phaân boá vi chính taéc cho heä coâ laäp, naêng löôïng vaø 
nhieät ñoä ñeàu laø tham soá ngoaïi). 

III.A.2  Thöøa soá Boltzmann trong phaân boá chính taéc 

Xeùt heä S  caân baèng nhieät vôùi heä ñieàu nhieät τ, töùc laø ñieàu kieän (III.1) ñöôïc thoûa. 
Goïi (l) laø moät traïng thaùi vi moâ cuûa S, coù naêng löôïng E l . Neáu goïi Etc laø naêng löôïng (vôùi ñoä gaàn 

ñuùng δE) cuûa heä toång hôïp S ∪τ , thì naêng luôïng cuûa heäτ laø Eτ  phaûi thoûa: 

tcEEE =+ τl , (III.3) 

Vì heä toång hôïp S  ∪τ laø heä coâ laäp neân ta coù theå aùp duïng tieân ñeà cô baûn cuûa cô hoïc thoáng keâ: caùc 

traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa S  ∪τ laø ñoàng xaùc suaát. Xaùc suaát Pl  ñeå S  ôû traïng thaùi (l) seõ baèng soá traïng 

thaùi cuûa S  ∪τ ñeå S  ôû traïng thaùi naøy (soá bieán coá thuaän lôïi) chia cho toång soá nhöõng traïng thaùi cuûa S 

∪τ (soá bieán coá toång coäng) laø Ωtc. Nhöng vì khi S  ôû traïng thaùi (l) thì τ ôû traïng thaùi coù naêng löôïng 

lEEE tc −=τ , neân 

tc
P

Ω
Ω

= τ
l  , (III.4) 

vôùi Ωτ  laø soá traïng thaùi cuûaτ  (baèng soá traïng thaùi  cuûa S  ∪τ khi S  ôû traïng thaùi (l)). 
Vì  Ωtc = const  neân ta coù theå vieát: 

)EEE(CP tc ll −=Ω= ττ .   (III.6)  

Vì theo ñònh nghóa, entropi vi chính taéc cuûa τ laø τ
∗
τ Ω= lnkS , neân ta coù: 

)
k

S
exp(CP

∗
τ=l . 

Ta duøng coâng thöùc khai trieån Taylor cuûa haøm )E(S τ
∗
τ  quanh ñieåm Etc : 

...
E
S

.)EE(
2
1

E
S

)EE()E(S)E(S
tctc E

2

2
2

tc
E

tctc +
∂

∂
−+

∂
∂

−+=
τ

∗
τ

τ
τ

∗
τ

τ
∗
ττ

∗
τ Vôùi ñieàu kieän (III.1), ta thaáy chæ caàn 

giöõ laïi hai soá haïng ñaàu trong heä thöùc treân vaø vì lEEE tc −=−τ , 
T
1

T
1

E
S

tcE

==
∂
∂

∗
ττ

∗
τ , ta coù 

T
E

)E(S)E(S tc
l−= ∗

ττ
∗
τ  . 

Vaäy 

)
kT
E

k
)E(S

exp(CP tc l
l −=

∗
τ  . 

Cuoái cuøng, ta coù coâng thöùc tính xaùc suaát ñeå heä S ä ôû traïng thaùi (l) coù naêng löôïng E l: 
     
 (III.7) 
 

∗
τ= TT  

ll
l

EkTE e
Ζ
1e.1P β−− =

Ζ
=



   

   
 

Ñaïi löôïng  
β

=
1kT  ñöôïc goïi laø naêng löôïng ñaëc tröng vaø Z  goïi laø haøm toång thoáng keâ, ñöôïc tính theo 

ñieàu kieän chuaån hoùa 1P
)(

=∑
l

l : 

                                                                  .  (III.8)  
 
 

Phaân boá thoáng keâ ñöôïc xaùc ñònh bôûi coâng thöùc (III.7) ñöôïc goïi laø phaân boá chính taéc. 
Soá haïng kT/Ee l− ñöôïc goïi laø thöøa soá Boltzmann cuûa phaân boá chính taéc.  

III.A.3  Phaân boá thoáng keâ cuûa naêng löôïng 

Trong phaân boá chính taéc, nhieät ñoä cuûa heä laø tham soá ngoaïi (aán ñònh bôûi nhieät ñoä cuûa heä ñieàu 
nhieät), trong khi naêng löôïng cuûa heä töï do bieán thieân; ñoù laø bieán soá noäi. Sau ñaây, ta seõ xeùt söï phaân boá 
thoáng keâ cuûa ñaïi löôïng quan troïng naøy. 

a) Tröôøng hôïp toång quaùt 
Moãi möùc naêng löôïng El cuûa heä coù theå suy bieán. Ta goïi g(El) laø baäc suy bieán cuûa El. Vaäy, trong 

tröôøng hôïp toång quaùt, xaùc suaát ñeå heä coù naêng löôïng El phaûi ñöôïc nhaân leân bôûi thöøa soá g(El): 
kTEe

Z
1)E(g)E(P l

ll
−=  ,  (III.9)        

vaø haøm toång thoáng keâ ñöôïc tính:  

∑ β−=
l

l
l

E

Ee)E(gZ  

Giaù trò trung bình cuûa naêng löôïng ñöôïc tính bôûi: 

∑ ∑ β−==
)( )(

EeE
Z
1P.EE

l l
lll

l  (III.11a) 

                       ∑ ∑ β−==
l l

l
llll

E E

Ee)E(g.E
Z
1)E(P.E  (III.11b)                                       

  
b) Tröôøng hôïp xaáp xæ lieân tuïc cuûa naêng löôïng 

Ta xeùt tröôøng hôïp naêng löôïng bieán thieân lieân tuïc. Ñieàu kieän ñeå pheùp tính gaàn ñuùng naøy ñöôïc thöïc 
hieän laø: caùc möùc naêng löôïng phaân boá raát saùt nhau sao cho trong khoaûng naêng löôïng δE coù moät soá raát 
lôùn caùc möùc, ñoàng thôøi, haøm f(El) ñeå laáy toång phaûi bieán thieân raát chaäm sao cho ta coù f(E l) ≅ f(E). 

Khi naøy, neáu goïi w(E) laø maät ñoä xaùc suaát thì xaùc suaát ñeå heä coù naêng luôïng trong khoaûng E vaø 
E+dE laø 

dE)E(w)E(dP = .  (III.12a) 
Maët khaùc, neáu goïi ρ(E) laø maät ñoä traïng thaùi thì soá traïng thaùi coù naêng löôïng trong khoaûng E vaø 

E+dE laø ρ(E)dE. Vì xaùc suaát ñeå coù moät traïng thaùi naøy laø  Ee
Z
1 β−  neân   

dE)E(e
Z
1)E(dP Eρ= β− .                       (III.12b) 

So saùnh (III.12a) vaø (III.12b), ta coù 

)E(e
Z
1)E(w Eρ= β− .  (III.13)               
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 Do ñieàu kieän chuaån hoùa ∫
+∞

=
0E

1)E(dP  (E0 laø möùc naêng löôïng cô baûn cuûa heä, coù nghóa laø giaù trò 

naêng löôïng thaáp nhaát), töø (III.12b), ta coù:  

∫
+∞

β− ρ=
0E

E dE)E(eZ  (III.14) 

Trong khoâng gian pha, neáu soá baäc töï do cuûa heä laø f, thì soá traïng thaùi coù naêng löôïng trong khoaûng E 
vaø E+dE laø 

f)2(
pdqddE)E(
h

rr

π
=ρ  ,  

vôùi  ∏
=

=
f

1i
idqqdr , ∏

=
=

f

1i
idppdr  

Vaäy 

( )
pdqd

2
1e

Z
1)E(dP f

E rr

hπ
= β−  .  (III.15a) 

Vaø ta coù coâng thöùc tính haøm toång thoáng keâ: 

∫
+∞

β−

π
=

0E

E
f pdqde

)2(
1Z rr

h
. (III.15b)   

Giaù trò trung bình cuûa naêng löôïng khi ñaïi löôïng naøy phaân boá lieân tuïc ñöôïc tính, töø tröôøng hôïp phaân 
boá giaùn ñoaïn: 

l
l

lPEE
)(

∑=    dE)E(Ew)E(EdP
00 EE
∫∫

+∞+∞
=→ . 

∫
+∞

β− ρ=
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E dE)E(Ee
Z
1E  .  (III.16)                            

Hay 

∫
+∞

β−

π
=

0E

E
f pdqdEe

)2(
1

Z
1E rr

h
 .  (III.17)           

III.A.4  Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cho heä chính taéc 
 

• Ta thöôøng duøng heä thöùc toaùn töû sau: 
 

                                    .   (III.18)        
 
 

• Naêng luôïng töï do cuûa heä ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 
                
 (III.19) 

 
• Ta coù:      

E
Z

e)E(
Z
)'Z(ZlnEeZ

E

)(

E −=
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∂
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⇒                                   .   (III.20)        
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•  Ta ñònh nghóa nhieät dung ñaúng tích: 
                                                                                      
                            (vôùi V, N, … = const)  (III.21a) 
 

 
vaø nhieät dung rieâng ñaúng tích: 

 
                          ,                   (III.21b) 
 
 

vôùi 
AN

Nn =  laø soá mol cuûa heä. 

• Ta coù theå chöùng minh ñöôïc coâng thöùc cuûa entropi chính taéc: 
 
                        .             (III.22) 
 

• AÙp suaát chính taéc cuûa heä ñöôïc ñònh nghóa bôûi:  
 
                        ,     (III.23)       
  

 
vaø theá hoùa hoïc chính taéc:  

 
                        .    (III.24) 
 

III.B  Giôùi haïn nhieät ñoäng löïc  
III.B.1  Khaùi nieäm giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 

 
Ta noùi raèng moät heä vó moâ ñaït ñeán giôùi haïn nhieät ñoäng löïc khi kích thöôùc heä ñuû lôùn ñeå nhöõng thaêng 

giaùng thoáng keâ cuûa caùc bieán soá noäi laø khoâng ñaùng keå. Khi naøy, moãi bieán soá noäi chæ nhaän moät giaù trò 
duy nhaát (laø giaù trò trung bình vaø cuõng laø giaù trò caùi nhieân nhaát, vì ñoä leäch giöõa hai ñaïi löôïng naøy trôû 
neân khoâng ñaùng keå, nhö ta seõ thaáy döôùi ñaây). 

Heä vó moâ ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc ñöôïc goïi laø heä nhieät ñoäng löïc.  
 

III.B.2  Phaân boá chính taéc ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 
 

Ta coù coâng thöùc tính maät ñoä xaùc suaát (III.13):  

)E(e
Z
1)E(w Eρ= β−  

vôùi ρ(E) laø maät ñoä traïng thaùi, neân soá traïng thaùi vi moâ khaû dó laø: 
dE)E(ρ=Ω ⇒ )E(ln)dEln()E(lnln ρ≅+ρ=Ω  

⇒ ρ=Ω=∗ lnklnkS .  (III.25) 

ZlnE
Z

)E(SZlnE)E(ln)E(wln −β−=−β−ρ=
∗

. (III.26) 
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Ta goïi Em laø giaù trò caùi nhieân nhaát:  

β−=β−
∂

∂
==

∂
∂

∗

∗

)E(kT
1

E
S

k
10

E
)E(wln

mE tc

 

T)E(T m =⇒ ∗                    
Töùc laø moät heä vó moâ caân baèng vôùi heä ñieàu nhieät thì giaù trò caùi nhieân nhaát Em cuûa naêng löôïng laø giaù 

trò laøm cho heä naøy coù nhieät ñoä vi chính taéc baèng nhieät ñoä cuûa heä ñieàu nhieät. 
Ta duøng coâng thöùc khai trieån Taylor cuûa haøm lnw(E) quanh giaù trò cuûa Em vaø chæ giöõ laïi ba soá haïng 

ñaàu: 
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Vì 0
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(vì lnw coù cöïc ñaïi taïi Em neân  0
E

w
2

2
<

∂

∂ ), 

ta coù 
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2
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)EE(exp)E(w)E(w .  (III.27) 

Töø ñieàu kieän chuaån hoùa 

1dE)E(w =∫
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, 

ta coù  
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Do tích phaân Poisson 

∫
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Δπ=
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)EE(exp , 

ta suy ra: 

2m
)E(2

1)E(w
Δπ

= .  (III.28) 

Maët khaùc, ta coù, töø coâng thöùc (III.26) 
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⎥
⎥
⎦
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⎢
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⎡
β−=
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m
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m E
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)E(S
exp

Z
1)E(w  ,                     (III.29) 

So saùnh vôùi (III.28), ta coù ñöôïc: 

⎥
⎥
⎦

⎤
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⎣
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β−Δπ=
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m2 E

k
)E(S

exp.)E(2Z  , (III.30) 

vôùi  
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2 E
S

k
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)E(
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∂

∂
−=

Δ

∗
.  (III.31) 

Keát luaän:  
• Heä thöùc (III.27) chöùng toû raèng maät ñoä xaùc suaát bieán thieân theo naêng löôïng theo daïng phaân boá 

Gauss, taïi giaù trò Em . 
• Vì naêng löôïng E vaø entropi S ñeàu taêng tyû leä vôùi soá haït N cuûa heä neân töø (III.31), ta thaáy (ΔE)2 

bieán thieân nhö soá haït N. 
Vaäy: 

N
1

E
E

m
∝

Δ .  (III.32) 

Töùc laø phaân boá coù sai soá töông ñoái raát nhoû khi soá haït N cuûa heä laø raát lôùn. 
 

III.B.3  Söï töông ñöông giöõa caùc phaân boá ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 
 

Töø coâng thöùc tính naêng löôïng töï do:           
ZlnkTF −= , 

ta coù 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎡
Δπ−β−−=

∗
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m )E(2ln
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 Vì Em vaø S∗ ñeàu tyû leä vôùi N, trong khi soá haïng cuoái tyû leä chæ vôùi lnN, neân khi N raát lôùn (giôùi haïn 

nhieät ñoäng löïc), ta coù ñöôïc 

)E(TSEF mm
∗−= . 

Töø coâng thöùc tính entropi 
T
FS

∂
∂

−=  (III.22), ta cuõng suy ra ñöôïc raèng:  

2
m )E(2ln

2
k)E(SS Δπ+= ∗ . 

Vaø nhö vaäy, ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc: 
)E(SS m

∗=  
Ta cuõng ñaõ coù: 

)E(TT m
∗=  . 

Vaø töông töï, ta cuõng chöùng minh ñöôïc cho aùp suaát vaø theá hoùa hoïc : 
)E(pp m

∗= , 

)E( m
∗μ=μ . 

Keát luaän: Ñoái vôùi heä vó moâ (coù soá baäc töï do hay soá haït raát lôùn) ôû traïng thaùi caân baèng, caùc phaân boá 
vi chính taéc vaø phaân boá chính taéc laø töông ñöông: caùc ñaïi löôïng vi chính taéc ñoàng nhaát vôùi caùc ñaïi 



   

   
 

luôïng chính taéc (nhö nhieät ñoä, entropi, naêng löôïng töï do, aùp suaát, theá hoùa hoïc,…), vaø ñöôïc goïi laø caùc 
ñaïi löôïng nhieät ñoäng löïc. 

Caàn chuù yù raèng keát luaän treân chæ ñuùng ñoái vôùi heä nhieät ñoäng löïc ôû traïng thaùi caân baèng. Neáu ta coù 
moät heä ñaàu tieân khoâng ôû traïng thaùi caân baèng thì heä seõ tieán hoùa khaùc nhau tuøy theo tröôøng hôïp ta ñeå heä 
coâ laäp hoaëc ñeå heä töông taùc nhieät vôùi moät heä ñieàu nhieät.  

III.C  ÖÙng duïng cho heä coå ñieån 

Moät caùch toång quaùt, thay vì duøng cô hoïc löôïng töû ta coù theå söû duïng cô hoïc coå ñieån ñeå giaûi quyeát 

baøi toaùn lieân quan ñeán tính chaát vi moâ cuûa heä vôùi ñoä chính xaùc khaù cao neáu haèng soá cô baûn 
π

=
2
h

h  coù 

ñoä lôùn khoâng ñaùng keå ñoái vôùi nhöõng ñaïi löôïng vaät lyù (cuøng ñôn vò) cuûa heä vaät lyù ñang xeùt. Ví duï nhö 
ñoái vôùi chuyeån ñoäng cuûa haït, cô hoïc coå ñieån coù theå söû duïng neáu caùc ñoä baát ñònh thöïc nghieäm cuûa toïa 
ñoä δx vaø cuûa ñoäng löôïng δpx thoûa ñieàu kieän: 

h>>δδ xpx . 

Hoaëc laø ñoái vôùi dao ñoäng töû ñieàu hoøa coù taàn soá goùc ω vaø ñöôïc giöõ ôû nhieät ñoä T, phöông phaùp cô 
hoïc coå ñieån laø thích hôïp neáu ta coù :  

ω>> hkT . 
 

 
III.C.1  Haøm toång thoáng keâ coå ñieån 

 
a) Tröôøng hôïp heä haït phaân bieät ñöôïc 

∫ β−

π
= pdqde

)2(
1Z E

f
rr

h
,  (III.33) 

vôùi f laø soá baäc töï do cuûa heä, vaø ∏
=

=
f

1i
idqqdr , ∏

=
=

f

1i
idppdr . 

b) Tröôøng hôïp heä haït khoâng phaân bieät ñöôïc 
Vì khi hai haït giao hoaùn nhau, ta vaãn chæ coù moät traïng thaùi trong khi trong khoâng gian pha, ta vaãn 

coù hai theå tích nguyeân toá , (soá oâ) khaùc nhau, neân soá traïng thaùi thaät söï phaûi baèng soá theå tích naøy chia 
cho 2. 

Vaäy, ñoái vôùi heä coù N haït, soá traïng thaùi vi moâ thaät söï seõ baèng soá theå tích nguyeân toá chia cho N!, laø 
soá laàn hoaùn vò cuûa N haït : 

  

                                                   
                                                    .  (III.34) 
 

 

III.C.2  Phaân boá Maxwell 
 

Xeùt moät chaát khí lyù töôûng goàm nhöõng phaân töû ñôn nguyeân töû coù nhieät ñoä T vaø theå tích V. Ta xeùt 
moät phaân töû xaùc ñònh vaø aùp duïng phaân boá chính taéc coå ñieån cho phaân töû naøy, caùc phaân töû coøn laïi xem 
nhö ñoùng vai troø cuûa heä ñieàu nhieät ôû nhieät ñoä T. 

Vì laø heä khí lyù töôûng neân naêng löôïng cuûa phaân töû ñôn thuaàn laø ñoäng naêng: 
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Xaùc suaát pdrd)p,r(P rrrr
 ñeå phaân töû coù vò trí trong khoaûng rr  vaø rdr rr

+  vaø coù ñoäng löôïng trong khoaûng 

pr  vaø pdp rr
+  baèng soá “oâ” trong khoâng gian pha 3)2(

pdrd
h

rr

π
 nhaân vôùi xaùc suaát m2p 2

e β−  ñeå phaân töû ôû 

trong “oâ” naøy : 

 3
m2p

)2(
pdrdepdrd)p,r(P

2

h

rr
rrrr

π
∝ β− . 

Vaäy xaùc suaát pd)p(P rr
 ñeå phaân töû coù ñoäng löôïng trong khoaûng pr  vaø pdp rr

+  ñöôïc  tính: 
m2p

V

2
epdrd)p,r(Ppd)p(P β−∝= ∫

rrrrrr
. 

Töø ñoù, ta coù theå tính xaùc suaát vd)v('P rr  ñeå vaän toác cuûa phaân töû ôû trong khoaûng vr  vaø vdv rr
+  laø: 

vdCevd)v('P 2mv 2 rrr β−= .  (III.35) 
Keát quaû treân ñöôïc goïi laø phaân boá Maxwell cuûa vaän toác phaân töû khí lyù töôûng ñôn nguyeân töû. (C laø 

haèng soá ñöôïc tính bôûi ñieàu kieän chuaån hoùa ). 
 

III.C.3  Ñònh lí phaân boá ñeàu 
 

Trong cô hoïc thoáng keâ coå ñieån, naêng löôïng cuûa moät heä vaät lyù laø haøm cuûa f toïa ñoä suy roäng q1, q2, 
…, qf vaø cuûa f ñoäng löôïng suy roäng p1, p2, …, pf : 

 )p,...,p,p,q,...,q,q(EE f21f21=  (III.36) 
Thoâng thöôøng, ta coù theå coù hai ñieàu kieän sau ñöôïc thoûa: 

 i) Naêng löôïng toaøn phaàn ñöôïc phaân laøm hai phaàn: 
      )p,...,p,p,...,p,p,q,...,q,q('E)p(E f1i1i21f21ii +−+ε= ,  
  (III.37a) 
trong ñoù εi chæ phuï thuoäc pi vaø phaàn coøn laïi E’ khoâng phuï thuoäc pi . 

ii) Haøm εi coù daïng toaøn phöông theo thaønh phaàn pi cuûa ñoäng löôïng: 
2
iii bp)p( =ε ,  vôùi  b = const.  (III.37b) 

Tröôøng hôïp ta thöôøng gaëp laø εi(pi) laø ñoäng naêng, chæ phuï thuoäc moãi thaønh phaàn cuûa ñoäng löôïng, 
trong khi theá naêng khoâng phuï thuoäc ñoäng löôïng. 

Sau ñaây, ta seõ tính giaù trò trung bình cuûa εi khi heä ôû traïng thaùi caân baèng nhieät. 
Khi heä caân baèng ôû nhieät ñoä T = (kβ)-1, heä ôû traïng thaùi phaân boá chính taéc, giaù trò trung bình cuûa εi 

ñöôïc tính theo caùc tích phaân trong toaøn boä khoâng gian pha: 

∫

∫
∞+

∞−

β−

+∞

∞−

β− ε

=ε

f1
E

f1i
E

i

dp...dqe

dp...dqe
.  (III.38) 

Neáu ñieàu kieän i) ñöôïc thoûa, ta coù: 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
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)'E(

f1i
)'E(

i

dp...dqe.dpe

dp...dqe.dp.e

dp...dqe

dp...dq.e

i

i

i

i

 , 

trong ñoù, caùc tích phaân thöù nhì ôû töû soá vaø maãu soá khoâng ñöôïc tính theo bieán pi, nhö vaäy, caùc tích phaân 
naøy gioáng nhau vaø ta coù theå ñôn giaûn ñeå coù 
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Khi ñieàu kieän ii) ñöôïc thoûa: 

∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−β−
+∞

∞−

βε− −
β==ε dyedpedp.e

2
2
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i
bp

ii , 

vôùi bieán phuï ipy 2
1

β= . 
Vaäy 

β
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+β−

β∂
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−=ε ∫
+∞

∞−

−

2
1dyelnln

2
1 2by

i , 

vì soá haïng thöù nhì trong toång ñeå laáy ñaïo haøm khoâng phuï thuoäc β. 
Cuoái cuøng, ta coù 

  

 
                        .    (III.39) 
 

Töùc laø giaù trò trung bình cuûa moãi soá haïng toaøn phöông ñoäc laäp cuûa naêng löôïng laø baèng kT
2
1

. 

Keát quaû quan troïng treân ñöôïc goïi laø ñònh lí phaân boá ñeàu trong cô hoïc thoáng keâ coå ñieån. 
Chuù thích:  

Neáu thay vì heä thöùc (III.37a) cho ñoäng löôïng pi, ta laïi coù ñieàu kieän cho toïa ñoä qi nhö sau 
)p,...,p,p,q,...,q,q,...,q,q('E)q(E f21f1i1i21ii +−+ε=  . (III.40a) 

vaø 
2
iii bq)q( =ε ,  (III.40b) 

thì baèng caùch tính töông töï, ta cuõng coù keát quaû sau: 

kT
2
1

i =ε .  

Caàn chuù yù raèng ñònh lí phaân boá ñeàu chæ ñuùng trong giôùi haïn coå ñieån, töùc laø khi giaù trò trung bình cuûa 
khoaûng caùch giöõa caùc möùc naêng löôïng chung quanh giaù trò trung bình E  laø raát nhoû ñoái vôùi naêng löôïng 
ñaëc tröng : kTE <<Δ  , töùc laø khi nhieät ñoä ñuû cao. Coøn khi nhieät ñoä T cuûa heä chæ cho ta : kTE ≥Δ , ta 
khoâng theå söû duïng ñònh lí phaân boá ñeàu ñöôïc nöõa. 

 

ÖÙNG DUÏNG: 
a) Xeùt moät phaân töû cuûa moät khoái khí ( khoâng nhaát thieát laø khí lí töôûng ) ôû nhieät ñoä T. Neáu phaân töû 

naøy coù khoái löôïng m vaø khoái taâm coù ñoäng löôïng vmp rr
= , vôùi vr  laø vaän toác cuûa khoái taâm, ñoäng naêng 

cuûa phaân töû naøy laø: 

( )2
z

2
y

2
x ppp

m2
1K ++= . 

Chuù yù raèng ñoäng naêng cuûa caùc phaân töû khaùc, theá naêng töông taùc giöõa caùc phaân töû, vaø caû noäi naêng 
do chuyeån ñoäng noäi taïi trong phaân töû (nhö dao ñoäng vaø chuyeån ñoäng quay, neáu laø phaân töû ña nguyeân 
töû), ñeàu khoâng phuï thuoäc moãi thaønh phaàn 2

ip . Vì vaäy, ta coù theå aùp duïng ñònh lí phaân boá ñeàu cho moãi 
thaønh phaàn cuûa ñoäng naêng, töùc laø 

kT
2
1

i =ε  
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 kT
2
3K = .  (III.41) 

b) Xeùt moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính coå ñieån, cô naêng toaøn phaàn cuûa dao ñoäng töû la 
22

2

qm
2
1

m
p

2
1UKE ω+=+= . 

AÙp duïng laàn löôït ñònh lí phaân boá ñeàu cho K vaø U, ta coù 

 kT
2
1K = ,  kT

2
1U =  , 

 
neân: 

kTE = .  (III.42) 
• Ñònh lí virial  
Xeùt moät heä khí goàm N phaân töû, chieám theå tích V. Ta giaû söû caùc phaân töû khoâng coù caáu truùc noäi taïi 

vaø N, V ñuû lôùn ñeå heä coù theå ñöôïc xem laø heä nhieät ñoäng löïc. Xeùt moät phaân töû (i) coù vectô vò trí ir
r

, vaø 

toång hôïp löïc taùc duïng leân phaân töû laø if
r

. 
Virial cuûa heä ñöôïc ñònh nghóa laø: 

              i

N

1i
.i fr
rr∑

=

=ϑ    (III.43) 

Giaû söû taâm quaùn tính cuûa heä ñöùng nghæ trong heä qui chieáu quaùn tính: 0f
N

1i
i

rr
=∑

=

 . Khi naøy, virial ϑ  

ñoäc laäp vôùi goác toïa ñoä.  
Neáu goïi ipr  laø ñoäng löôïng cuûa phaân töû (i), caùc phöông trình chuyeån ñoäng cuûa (i) ñöôïc vieát: 
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,
m
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Töø ñoù: 

( )
i

2
i

iiii m
p

f.rp.r
dt
d

+=
rrrr

 

Laáy toång treân taäp hôïp N phaân töû: 

K2p.r
dt
d

ii +ϑ=∑
rr

, 

vôùi : 

∑
=

=
N

1i i

2
i

m2
p

K  

laø toång ñoäng naêng cuûa caû heä. 
Laáy trò trung bình theo thôøi gian cuûa heä thöùc treân: 

               
 
 

(Thaät vaäy, trò trung bình cuûa 
dt
dg

 laø: 



   

   
 

[ ])0(g)(g1limdt
dt
dg1lim

dt
ĝd

0

−τ
τ

=
τ

=
+∞→τ

τ

+∞→τ ∫ . 

Vì ∑
=

=
N

1i
ii p.rg rr
 laø ñaïi löôïng bò chaën, neân giôùi haïn treân baèng khoâng). 

Hôn nöõa, ôû traïng thaùi caân baèng, trò trung bình theo thôøi gian baèng trò trung bình treân taäp hôïp 
(nguyeân lí ergodic), neân:  

ϑ−=
2
1K .  (III.44) 

Heä thöùc treân laø noäi dung cuûa ñònh lí virial : “ÔÛ traïng thaùi caân baèng, trò trung bình cuûa ñoäng naêng 

cuûa heä baèng 
2
1

−  giaù trò trung bình cuûa virial cuûa heä”. 

So saùnh vôùi ñònh lí phaân boá ñeàu cho ñoäng naêng cuûa heä N phaân töû (III.41), ta coù 
 NkT3−=ϑ . 

 

III.C.4  Khí lí töôûng 
 
a) Haøm toång thoáng keâ 

Ñeå tìm laïi caùc keát quaû thöïc nghieäm ñaõ coù cho khí lyù töôûng, töùc laø cho heä haït ñoàng nhaát, ñoäc laäp 
(theá naêng töông taùc giöõa caùc haït khoâng ñaùng keå ñoái vôùi ñoäng naêng cuûa moãi haït) vaø khoâng phaân bieät 
ñöôïc, ñaàu tieân, ta xeùt tröôøng hôïp moät haït M coù toïa ñoä rr  vaø ñoäng löôïng pr  chuyeån ñoäng trong theå tích 
V, töùc laø trong gieáng theá ba chieàu: 

⎩
⎨
⎧

∉∞
∈

=
V)r(Mkhi
V)r(Mkhi0

)z,y,x(U r

r

                    
                     

  (III.45) 

Vôùi kzjyixr
rrrr

++=  laø toïa ñoä cuûa M vaø V laø theå tích cuûa moät khoái laäp phöông. Giaû söû haït ôû traïng 
thaùi chính taéc { }x,T . 

Haøm toång thoáng keâ Z1 cuûa moät haït M naøy ñöôïc tính: 

∫ β−= pdqd)Eexp(
h
1Z 31

rr
,  (III.46) 

vôùi U
m2

pE
2

+=  laø naêng löôïng cuûa haït, baèng toång soá cuûa ñoäng naêng 
m2

p2
 vaø theá naêng U. 
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AÙp duïng coâng thöùc tích phaân Poisson cho tích phaân thöù nhaát, ta coù 

mkT2
h
1dp)

m2
pexp(

h
1I x

2
x π=

β
−= ∫  . (III.47)  

Ñeå tính tích phaân thöù hai, ta nhaän xeùt raèng khi M ∈ V,   U = 0, vaø khi M ∉ V, U → ∞, neân 
 Vdxdydz)Uexp(J =β−= ∫  . 

Vaäy: 



   

   
 

( ) 23
3

3
1 mkT2

h
VJIZ π==  .  (III.48) 

Chuù yù: Ñeå tính tích phaân ∫
+∞

∞−

β
− pd)

m2
pexp(

2 r
, ta cuõng coù theå duøng toïa ñoä caàu (p, θ, ϕ): 

,)mkT2(dpp)
m2
pexp(4

ddpdsinp)
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−π=

ϕθθ
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baèng caùch duøng coâng thöùc cuûa tích phaân Poisson: 

3
0

at2

a4
1dtet

2 π
=∫

+∞
− . 

Baây giôø, ta xeùt heä haït ñoàng nhaát, ñoäc laäp, vaø khoâng phaân bieät ñöôïc ôû trong gieáng theá cho bôûi coâng 
thöùc (III.45), ôû traïng thaùi chính taéc { }x,T . Naêng löôïng cuûa heä cho bôûi: 

i

N

1i

2
i U
m2

p
E += ∑

=
,  (III.49) 

vaø haøm toång thoáng keâ cuûa heä ñöôïc tính: 

∫ β−= N21N21N3 pd...pdpdqd...qdqd)Eexp(
h

1
!N

1Z rrrrrr .  (III.50)  

(Chuù yù raèng thöøa soá 
!N

1  coù trong bieåu thöùc cuûa Z do giaû thieát heä haït khoâng phaân bieät ñöôïc). 

Vì caùc haït laø ñoàng nhaát neân ta coù: 
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Nhaän xeùt raèng bieåu thöùc trong daáu moùc { }...  chính laø haøm toång thoáng keâ cuûa moät haït Z1 maø ta ñaõ 
tính ñöôïc (coâng thöùc (III.48)), ta coù: 

N
1)Z(

!N
1Z =  

2/N3
N3

N
)mkT2(

h
V

!N
1Z π= .  (III.52) 

b) Khaûo saùt nhieät ñoäng löïc 
Ñoái vôùi heä ta xeùt laø heä vó moâ; N ñuû lôùn ñeå ta coù theå aùp duïng coâng thöùc Stirling: 

ln(N!) ≅ NlnN , 
ñeå coù 

N3

2/N3

h
)mkT2(lnVlnNNlnNZln π

++= . 



   

   
 

Vaäy, ta coù coâng thöùc tính naêng löôïng töï do Helmholtz: 
ZlnkTF −=  

N3

2/N3

h
)mkT2(lnkT]VlnN[lnkTN π

−+−=   .  (III.53) 

AÙp suaát chính taéc cuûa heä laø 

V
NkT

V
Fp =

∂
∂

−= ,  (III.54) 

vaø ta coù phöông trình traïng thaùi cuûa khí lyù töôûng: 
   (III.55) 
 

Ta cuõng tính ñöôïc entropi cuûa heä: 

T
FS

∂
∂

−=  

                                       
                                                                ,  (III.56) 
 

vôùi S0 laø haèng soá. 
Cuoái cuøng, coâng thöùc tính noäi naêng cuûa heä khí lyù töôûng ñöôïc suy ra töø: 

ZlnEU
β∂
∂

−==  , 

vaø ta coù ñöôïc 
 
 (III.57) 
 

Keát quaû naøy ta coù theå thu ñöôïc baèng caùch aùp duïng ñònh lí phaân boá ñeàu cho heä N haït khí lyù töôûng. 

III.C.5  Khí van der Waals 

Trong chaát khí, ta coù theá naêng töông taùc giöõa caùc haït (phaân töû) nhoû hôn so vôùi ñoäng naêng cuûa haït 
(khi theá naêng töông taùc coù theå boû qua, ta coù chaát khí lí töôûng, coøn neáu theá naêng naøy coù theå so saùnh 
ñöôïc ñoái vôùi ñoäng naêng cuûa haït, thì heä caùc haït naøy ñöôïc xem nhö laø chaát loûng). Giaû söû heä khí naøy ôû 
traïng thaùi chính taéc. 

Haøm toång thoáng keâ cuûa heä haït ôû pheùp gaàn ñuùng coå ñieån laø: 

 ∫ β−

π
= pdqde

)2(
1

!N
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 ,  (III.58) 

trong ñoù: 

)q(Up
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1E 2
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+= ∑ ,  (III.59) 

neáu ta giaû söû heä haït laø ñoàng nhaát, khoâng phaân bieät ñöôïc. Ta coù coâng thöùc tính haøm toång thoáng keâ: 
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Nhöng vì: 
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 ,  (III.60) 

vôùi  

∫ β−= qdeZ )q(U.
u

rr
  (III.61) 

laø haøm toång thoáng keâ lieân quan ñeán theá naêng töông taùc giöõa caùc haït. 
(Trong tröôøng hôïp 0)q(U →β

r
, ta seõ coù: Zu=VN, vaø ta tìm laïi ñöôïc keát quaû cho heä khí lí töôûng ). 

Ta giaû söû raèng töông taùc cuûa haït thöù ba vôùi hai haït ñang xeùt laø khoâng ñaùng keå, töùc laø theá naêng 
töông taùc cuûa toaøn heä haït )q(U r  laø toång cuûa theá naêng töông taùc cuûa töøng caëp haït (i,j): ( )jiij rru rr

−  (vì theá 

naêng töông taùc giöõa hai haït chæ phuï thuoäc khoaûng caùch töông ñoái ji rr rr
−  giöõa hai haït (i) vaø (j) ). 

Khi naøy: 
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Thoâng thöôøng, theá naêng töông taùc cuûa moät caëp haït ( ) )(urru jiij ρ≡−
rr  ñöôïc cho bôûi bieåu thöùc: 
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ñöôïc goïi laø theá Lennard-Jones, maø ñöôøng bieåu dieãn ñöôïc veõ treân hình III.1. Ta coù theå kieåm tra ñöôïc 
raèng khi 0ρ<ρ , theá töông taùc töông öùng vôùi löïc ñaåy, trong khi 0ρ>ρ , theá töông taùc töông öùng vôùi löïc 
huùt.  

Hoaëc moät caùch sô löôïc hôn, theá naêng töông taùc cuûa töøng caëp haït cho bôûi moâ hình khoái caàu cöùng 
(hình III.2): 
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  (III.63) 

vôùi s = 6  laø giaù trò thöôøng ñöôïc chaáp nhaän. 
 

  
H.III.1: Theá Lennard-Jones    H.III.2: Theá cuûa khoái caàu cöùng 

 
Ta ñaët giaû thieát tieáp theo laø moãi phaân töû chuyeån ñoäng trong moät theá naêng hieäu duïng Ueff (gioáng 

nhau cho moãi phaân töû) do taát caû caùc phaân töû khaùc sinh ra. Vaäy, ñoái vôùi heä N haït: 

 ,qdeZ
N

V

U
u

eff
⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ β− r  (III.64) 

trong ñoù, tích phaân ñöôïc laáy treân toaøn boä theå tích V cuûa bình chöùa. 
Bôûi vì trong moät theå tích Vx naøo ñoù, Ueff → ∞ (do löïc ñaåy raát maïnh), vaø trong theå tích coøn laïi V- 

Vx, ta coù theå xem nhö  
constUU effeff == . 

Vaäy: 



   

   
 

( )[ ] ,eVVZ
NU

xu
effβ−−=  (III.65) 

Bôûi vì coù taát caû  
2

N)1N(N
2
1 2

≈−   caëp haït neân neáu goïi u  laø theá naêng töông taùc trung bình cuûa moãi 

caëp haït, theá naêng cuûa toaøn heä ñöôïc tính: 

uN
2
1Uu

2
NUN eff

2

eff =⇒= .        (III.66) 

Vì xaùc suaát ñeå moãi haït hieän dieän trong khoaûng giöõa ρ vaø ρ + dρ laø: 
V

d4 22 ρρπ  ,  neân:  
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ρρπ
ρ= ∫

ρ

ρ

 . 

Ñeå coù giaù trò cuï theå cuûa u , ta giaû söû moâ hình khoái caàu cöùng coù theå aùp duïng ñöôïc, töùc laø: 
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Ta laïi giaû söû raèng s > 3: ñöôøng cong theá naêng giaûm ñuû nhanh ñeå tích phaân trong bieåu thöùc treân hoäi 
tuï: 
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V
NaUeff ′−= , (III.68) 

vôùi  
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Maët khaùc,theå tích loaïi tröø cuûa heä khí laø NVx cuõng ñöôïc tính baèng soá caëp haït 
2
1 N2 nhaân vôùi theå tích 

loaïi tröø cuûa moãi haït laø
3
4

πρo
3 neân: 
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Vx=b’.N (III.70) 
vôùi  
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 Ta phoái hôïp caùc coâng thöùc (III.60) vaø (III.65) ñeå coù: 
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 (III.72) 

Töø ñoù, ta tính ñöôïc aùp suaát trung bình cuûa khoái khí: 



   

   
 

( )[ ]effx UNVVlnN
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Vôùi giaù trò cuûa effU  ôû (III.68) vaø Vx ôû (III.70), ta coù: 
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Cuoái cuøng ta coù ñöôïc phöông trình traïng thaùi: 

( ) NkTV'bV
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+  (III.73) 

ñöôïc goïi laø phöông trình van der Waals cho khí thöïc. Neáu a’= 0, b’= 0, ta coù phöông trình traïng thaùi 
khí lyù töôûng. 

Ta coù nhaän xeùt laø trong (III.60), thöøa soá thöù nhaát ôû veá traùi cho thaáy raèng aùp suaát cuûa khí thöïc lôùn 
hôn so vôùi aùp suaát cuûa khí lyù töôûng., bieåu thò löïc töông taùc huùt ôû taàm xa, vaø thöøa soá thöù hai bieåu thò theå 
tích cuûa heä khí thöïc giaûm tyû leä vôùi soá haït N ñoái vôùi theå tích cuûa khí lyù töôûng, vì caùc phaân töû khí thöïc 
phaûi ñöôïc xem nhö coù kích thöôùc. 

Töø phöông trình (III.73) treân, töông öùng vôùi moãi giaù trò cuûa nhieät ñoä T, ta veõ ñöôïc ñöôøng bieåu dieãn 
söï bieán thieân cuûa aùp suaát p theo theå tích V, goïi laø ñöôøng ñaúng nhieät van der Waals. 

Ta thaáy raèng khi nhieät ñoä T lôùn hôn moät giaù trò Tc (goïi laø nhieät ñoä tôùi haïn Tc), moãi giaù trò cuûa p chæ 
cho duy nhaát moät giaù trò cuûa V. Ñöôøng ñaúng nhieät vôùi T = Tc goïi laø ñöôøng ñaúng nhieät tôùi haïn. Caùc giaù 
trò Vc  vaø pc cuûa theå tích vaø aùp suaát töông öùng vôùi ñöôøng ñaúng nhieät naøy taïi ñieåm tieáp tuyeán naèm 
ngang ñöôïc goïi laø theå tích vaø aùp suaát tôùi haïn. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   

   
 

III.D  ÖÙng duïng cho heä löôïng töû  
III.D.1  Heä dao ñoäng töû ñieàu hoøa löôïng töû tuyeán tính 

  
Theo keát quaû cuûa cô hoïc löôïng töû, caùc möùc naêng löôïng cuûa moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính coù 

taàn soá goùc ω cho bôûi: 

ω+= h)
2
1n(En  ,  (III.74) 

vôùi caùc traïng thaùi khaû dó cuûa dao ñoäng töû ñöôïc ñaëc tröng bôûi soá löôïng töû n coù giaù trò nguyeân, döông 
hay baèng khoâng: n= 0, 1, 2, …  

Haøm toång thoáng keâ cuûa dao ñoäng töû ñöôïc tính: 
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laø toång voâ haïn caùc soá haïng cuûa caáp soá nhaân coù soá haïng ñaàu laø 1 vaø coù coâng boäi laø 1eq <= ωβ− h . Toång 

naøy hoäi tuï veà: ωβ−− he1
1

. 

Vaäy:  
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 (III.75) 

AÙp duïng coâng thöùc tính naêng löôïng trung bình (III.20): 
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ta coù 
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hh  (III.76) 

Vaäy, ñoái vôùi heä coù N dao ñoäng dao ñoäng töû, ta coù naêng löôïng trung bình cuûa heä: 

1e
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ω
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ω
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ωβh
hh   

• Xeùt tröôøng hôïp giôùi haïn cuûa nhieät ñoä T ñuû lôùn ñeå ω>> hkT , töùc laø naêng löôïng ñaëc tröng raát lôùn 
ñoái vôùi hai möùc naêng löôïng lieân tieáp nhau cuûa dao ñoäng töû. Vì khi naøy 1>>ωβh  neân ta coù theå duøng 

coâng thöùc khai trieån Taylor cho haøm muõ ωβhe : 
ωβ+≈ωβ hh 1e  

.kTkT
2

E ≈+
ω

=⇒
h  (III.77a) 

Ta tìm ñöôïc keát quaû cuûa pheùp tính coå ñieån. Quaû thaät vaäy, vì ω>> hkT , neân nhö ta ñaõ thaáy, caùc 
pheùp tính xaáp xæ coå ñieån phaûi ñem laïi keát quaû töông ñoái chính xaùc. 

• Xeùt tröôøng hôïp nhieät ñoä thaáp: ω<< hkT  1e >>⇔ ωβh . Khi naøy, pheùp tính gaàn ñuùng cho: 

.e
2

E ωβ−ω+
ω

= hh
h  (III.77b) 

Khi T ñuû nhoû ñeå ta coù theå boû qua soá haïng thöù nhì, naêng löôïng trung bình cuûa dao ñoäng töû tieán ñeán 
möùc cô baûn .

2
ωh  



   

   
 

III.D.2  Heä Rotato löôïng töû 
a) Rotator coå ñieån 

Xeùt hai haït M1 vaø M2 coù khoái löôïng m1 vaø m2, caùch nhau moät khoaûng re. Khoái taâm G cuûa heä ñöôïc 
xaùc ñònh trong toaï ñoä Descartes: 
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Neáu choïn goác toaï ñoä O truøng vôùi khoái taâm G: 
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Moment quaùn tính cuûa heä ñoái vôùi O laø: 
2
22

2
11 rmrmI +=  

coù theå tính nhö sau: 
,rI 2

eμ=  

vôùi 
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=μ , goïi laø khoái löôïng ruùt goïn cuûa heä. 

Moment ñoäng löôïng cuûa heä ñoái vôùi goác O: 
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rrrrr
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Neáu khoâng coù löïc ngoaøi naøo taùc duïng leân heä, constL =
r

, heä quay quanh truïc Oz trong maët phaúng 
vuoâng goùc vôùi L

r
 vôùi vaän toác goùc ω khoâng ñoåi. Ta coù: 
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Khi naøy, cô naêng toaøn phaàn cuûa heä laø toång ñoäng naêng cuûa hai haït: 
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Töùc laø haøm Hamilton lieân keát vôùi naêng löôïng ñuôïc tính theo moment ñoäng löïông L
r

: 
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==  (III.78) 

(Ta thaáy baøi toaùn Rotator coå ñieån ruùt veà baøi toaùn chuyeån ñoäng quay cuûa haït aûo khoái löôïng μ , caùch 
goác O moät khoaûng re). 

b) Rotator löôïng töû 
Ñeå khaûo saùt löôïng töû heä Rotator, ta chuyeån caùc ñaïi löôïng L vaø H thaønh caùc toaùn töû moment ñoäng 

löôïng vaø toaùn töû Hamilton theo nguyeân lí töông öùng: 
.ĤH;L̂L →→         

Vaäy, heä thöùc (III.78) cho: 
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2

=  , (III.79) 

vôùi keát quaû coùù ñöôïc theo cô hoïc löôïng töû: 
,m,)1(m,L̂ 22 lllhl +=     (III.80) 



   

   
 

trong ñoù vectô ket m,l  laø vectô lieân keát vôùi haøm ñieàu hoøa caàu ( ),,Y m ϕθl vôùi l nguyeân döông hoaëc 

nguyeân aâm, vaø m coù theå nhaän 2 l +1 giaù trò 
m = - l, - l +1,…,0,…, l +1, l. 

Nhö vaäy: 

,m,Em,
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)1(m,
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22
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llh
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==  

vôùi El laø giaù trò cuûa caùc möùc naêng löôïng: 
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l   , (III.81) 

caùc möùc naøy coù baäc suy bieán 2 l +1. 
Haøm toång thoáng keâ cuûa phaân boá chính taéc ñöôïc vieát: 

( )
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Tröø tröôøng hôïp cuûa phaân töû H2 coù moment quaùn tính quaù nhoû, ñoái vôùi nhöõng phaân töû löôõng nguyeân 
töû khaùc, khoaûng caùch giöõa hai möùc naêng löôïng quay lieân tieáp tính töø (III.81) vaøo khoaûng 10-4eV. Do ñoù 
ôû nhieät ñoä T ñuû lôùn, ta coù 

 1
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)1(E
2

<<
+β

=β
llh

l                                (III.83)  

Coù nghóa raèng hai soá haïng lieân tieáp cuûa toång (III.82) khaùc nhau raát ít, vaø coù theå thay theá toång giaùn 
ñoaïn (III.82) baèng tích phaân: 

( )∫
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+β−+=
0

I2/)1( de12Z
2

ll llh . 

Baèng caùch ñaët bieán soá môùi u = l (l +1), ta tính ñöôïc: 

 kTI2Z 2h
=  (III.84) 

Tuy nhieân, coâng thöùc (III.84) chæ coù giaù trò ñoái vôùi nhöõng phaân töû coù hai nguyeân töû khaùc nhau. Coøn 
khi hai nguyeân töû gioáng nhau, ta phaûi chuù yù ñeán tính khoâng phaân bieät ñöôïc cuûa caùc nguyeân töû naøy. Tuy 
nhieân, moät khi ñieàu kieän (III.83) ñöôïc thoûa, ta chæ caàn chia bieåu thöùc Z  cuûa (III.84) cho 2, vì khi ta 
quay truïc noái hai nguyeân töû moät goùc 180o

  cuõng nhö khi ta hoaùn vò hai nguyeân töû, ta ñaõ ñeám hai laàn 
khaùc nhau soá traïng thaùi trong toång (III.82), trong khi thöïc söï thì ta chæ coù moät traïng thaùi duy nhaát (hai 
nguyeân töû ñoàng nhaát). Vaäy coâng thöùc toång quaùt cho haøm toång thoáng keâ phaûi laø: 

kTI2Z 2σ
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nhau  gioáng  töû  nguyeân   hai  neáu              , 
nhau     khaùctöû  nguyeân  hai  neáu               , 
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Naêng löôïng trung bình cuûa moãi heä Rotator laø 

  ( ) kT1ZlnE =
β

=
β∂
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−=  (III.85) 

Vaäy ñoái vôùi heä N Rotator: 
 NkTENEN ==  (III.86) 

 



   

   
 

III.D.3 Nhieät dung rieâng cuûa khí lyù töôûng löôõng nguyeân töû 
Naêng löôïng E cuûa khí lyù töôûng löôõng nguyeân töû goàm naêng löôïng Etr cuûa chuyeån ñoäng tònh tieán cuûa 

khoái taâm, naêng löôïng  Erot cuûa chuyeån ñoäng quay quanh hai truïc vuoâng goùc vôùi truïc noái hai nguyeân töû, 
naêng löôïng Evib cuûa dao ñoäng ñieàu hoaø. Veà phaàn ñoùng goùp cuûa lôùp voû electron quanh haït nhaân, ta coù 
theå nhôù laïi raèng caùc giaù trò cuûa naêng löôïng kích thích lôùp voû naøy coù ñoä lôùn vaøi eV, töùc laø töông öùng vôùi 
nhieät ñoä vaøi chuïc ngaøn ñoä Kelvin: 

1 eV K000.12T ≅↔  . 
Vaäy, chæ vôùi nhieät ñoä raát cao caùc lôùp voû electron quanh haït nhaân môùi coù aûnh höôûng ñeán vieäc tính 

nhieät dung cuûa chaát khí. 
Tuy nhieân, cuõng caàn bieát raèng coù nhöõng bieät leä cho nhaän xeùt treân, nhaát laø tröôøng hôïp ta phaûi tính 

ñeán caáu truùc tinh teá cuûa möùc naêng löôïng cô baûn: do lieân keát giöõa momen ñoäng löôïng quó ñaïo L vaø spin 
S, möùc naêng löôïng naøy taùch ra thaønh töøng möùc döôùi maø khoaûng caùch giöõa hai möùc chæ baèng vaøi phaàn 
traêm eV, töùc laø töông öùng vôùi nhieät ñoä ñaëc tröng khoaûng vaøi traêm ñoä. Tuy nhieân, trong moät soá tröôøng 
hôïp, ta coù theå xem nhö möùc naêng löôïng cô baûn laø suy bieán baäc (2L+1)(2S+1) vaø khoâng caàn tính ñeán 
aûnh höôûng cuûa lôùp voû electron nöõa (ta noùi raèng caùc baäc töï do electron bò “ñoùng baêng”). 

Toùm laïi, ôû nhieät ñoä nhoû hôn nhieàu ñoái vôùi vaøi chuïc ngaøn ñoä Kelvin, ta chæ caàn xeùt ñeán aûnh höôûng 
cuûa chuyeån ñoäng tònh tieán, chuyeån ñoäng dao ñoäng, vaø chuyeån ñoäng quay:   

E = Etr + Evib  + Erot  

Ñoái vôùi moät mol phaân töû khí, ta coù: RT
2
3kTN

2
3E Atr ==  

(Vôùi R = NAk  laø haèng soá chaát khí) 
neân nhieät dung rieâng töông öùng vôùi chuyeån ñoäng tònh tieán laø 

R
2
3

T
C

C tr
tr =

∂
∂

=  . 

Ñoái vôùi chuyeån ñoäng dao ñoäng vaø chuyeån ñoäng quay, ta ñöa vaøo caùc khaùi nieäm nhieät ñoä ñaëc tröng 
cuûa dao ñoäng vibT  vaø quay rotT : ôû caùc nhieät ñoä raát nhoû so vôùi vibT  (hay so vôùi rotT ), caùc baäc töï do cuûa 
dao ñoäng (hay quay) seõ “ñoùng baêng” vaø khoâng aûnh höôûng ñeán giaù trò cuûa nhieät dung. 

Neân bieát raèng ta luoân coù rotT < vibT , töùc laø caùc chuyeån ñoäng quay deã bò kích thích hôn laø chuyeån 
ñoäng dao ñoäng. Ñoàng thôøi, vibT  caøng lôùn neáu löïc töông taùc lieân nguyeân töû caøng lôùn vaø caùc nguyeân töû 
caøng nheï (thay ñoåi töø vaøi traêm ñeán vaøi ngaøn ñoä Kelvin). Trong khi ñoù, nhieät ñoä ñaëc tröng cuûa chuyeån 
ñoäng quay thöôøng nhoû (vaøi ñoä Kelvin), tröø tröôøng hôïp phaân töû H2, do coù momen quaùn tính raát nhoû, coù 
nhieät ñoä naøy vaøo khoaûng 85K. Nhö vaäy, ôû nhieät ñoä T thoâng thöôøng: T >> rotT  vaø caùc baäc töï do quay coù 
ñoùng goùp vaøo giaù trò cuûa nhieät dung. Ta coù baûng sau cho ta caùc nhieät ñoä ñaëc tröng vibT  vaø rotT : 

 

Phaân töû  vibT (K) rotT  (K) 

H2 
Cl2 
Br2 
O2 
N2 
CO 
HCl 
HBr 

6215 
808 
463 
2256 
3374 
3103 
4227 
3787 

85,3 
0,35 
0,12 
2,1 
2,9 
2,8 
15,0 
12,0 

Vaäy, ñoái vôùi chuyeån ñoäng dao ñoäng, khi vibTT << ; keát quaû (III.77b) cho ñoái vôùi moät mol khí: 



   

   
 

     const=
ω

=
2

NE Aos
h  

0CV =⇒       
vaø khi vibTT >> , keát quaû (III.77a) cho: 

   kTNE Avib ≅  
RCV =⇒     . 

Vaø ñoái vôùi heä goàm NA rotator, ta coù, theo (III.86): 
RTkTNE A ==  

vaø nhieät dung rieâng ñaúng tích ñöôïc tính: 
            RCV = . 

Vaäy, taïi nhieät ñoä T maø caùc baäc töï do dao ñoäng vaø quay ñeàu coù ñoùng goùp vaøo nhieät dung, ta coù, 
trong khi keå caû chuyeån ñoäng tònh tieán: 

R
2
7RRR

2
3CV =++= . 

Vaø ôû nhieät ñoä vibTT << , ta coù: 

 R
2
5RR

2
3CV =+= . 

Ñaëc bieät, ñoái vôùi phaân töû H2, khi T << 85K: 

R
2
3CV = . 
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III.D.4  Nhieät dung cuûa vaät raén. Phonon 
Vaät raén tinh theå ñöôïc caáu taïo bôûi caùc nguyeân töû hay ion dao ñoäng khoâng ngöøng, vôùi caùc vò trí caân 

baèng caùch ñeàu nhau. Trong phaàn naøy cuûa chöông, ta seõ xeùt moät öùng duïng quan troïng cuûa phaân boá 
chính taéc trong vieäc tính nhieät dung rieâng cuûa vaät raén.  

a) Keát quaû thöïc nghieäm 
Thöïc nghieäm cho thaáy raèng nhieät dung rieâng CV cuûa vaät raén bieán thieân theo nhieät ñoä T nhö hình 

veõ: ÔÛ nhieät ñoä cao khoaûng treân vaøi traêm ñoä K, CV ñoäc laäp vôùi T vaø coù giaù trò baèng 3Nk (ñònh luaät 
Dulong vaø Petit); ôû nhieät ñoä thaáp döôùi vaøi chuïc ñoä K, CV bieán thieân tyû leä vôùi T3. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
b) Giaûi thích coå ñieån 

Cô hoïc thoáng keâ coå ñieån giaûi thích raát ñôn giaûn ñònh luaät Dulong vaø Petit: ta aùp duïng ñònh lí phaân 
boá ñeàu cho N haït dao ñoäng ñieàu hoøa ba chieàu. Ta ñaõ thaáy raèng moãi dao ñoäng töû ñieàu hoøa moät chieàu coù 
naêng löôïng trung bình laø kT, töùc laø ñoái vôùi moãi dao ñoäng töû ñieàu hoøa ba chieàu, naêng löôïng naøy baèng 
3kT, vaø vì heä goàm N dao ñoäng töû nhö vaäy neân naêng löôïng trung bình baèng 3kT, cho ta keát quaû 

   Nk3
T
ECV =

∂
∂

= .  (III.88) 

Tuy nhieân, lyù thuyeát coå ñieån treân khoâng theå cho caâu traû lôøi ñoái vôùi nhieät ñoä cao hay nhieät ñoä thaáp 
phuø hôïp vôùi keát quaû thöïc nghieäm maø ta ñaõ thaáy ôû treân. 

c) Moâ hình Einstein 
Ngay töø naêm 1907, khi maø caùc yù töôûng veà vaät lyù löôïng töû chæ môùi baét ñaàu phaùt trieån, Einstein ñaõ 

ñeà nghò moät phöông phaùp coù theå giaûi thích söï giaûm cuûa nhieät dung rieâng vaät raén ôû vuøng nhieät ñoä thaáp. 
Tuy nhieân, moâ hình naøy vaãn giaû söû raèng caùc haït (nguyeân töû hay ion) cuûa tinh theå dao ñoäng ñoäc laäp vôùi 
nhau, töùc laø moãi haït chuyeån ñoäng döôùi aûnh höôûng cuûa theá trung bình (phöông phaùp gaàn ñuùng tröôøng 
trung bình) . 

ÔÛ pheùp tính gaàn ñuùng ñaàu tieân, moãi haït cuûa vaät raén chòu taùc duïng cuûa N-1 haït coøn laïi döôùi daïng 
cuûa moät theá trung bình )r(u m

r
 phuï thuoäc vò trí rr  cuûa haït naøy: 

2
0m kr

2
1u)r(u +−=

r
,  (III.89) 

vôùi u0 laø naêng löôïng lieân keát ñoái vôùi moãi haït trong tinh theå. 
Nhö vaäy, moãi haït naøy ñöôïc xem nhö moät dao ñoäng töû ñieàu 

hoøa ba chieàu ñoäc laäp, coù cuøng taàn soá goùc 



   

   
 

m
k

E =ω ,  (III.90) 

vôùi m laø khoái löôïng cuûa moät haït. 
Heä N haït cuûa vaät raén ñöôïc xem nhö heä haït ñoàng nhaát nhöng phaân bieät ñöôïc vì caùc haït naøy chieám 

nhöõng vò trí khaùc nhau trong maïng tinh theå, coù haøm toång thoáng keâ 
NZ z=  

vôùi z  laø haøm toång thoáng keâ cuûa moãi haït, ñöôïc tính theo coâng thöùc 

∑ βε−=
321 n,n,n

)exp(z  (III.91a) 

∑ ω+++−β=
321 n,n,n

Ezyx0 ))
2
3uuu(u[exp h    (III.91b) 

Töø ñoù, ta tính ñöôïc: 
32/

u
E

E
0

e1
ee ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= ωβ−

ωβ−
β

h

h

z   (III.92a) 

3

E

u

2/sh2
1e 0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωβ

= β

h
    , (III.92b) 

trong ñoù, sh laø haøm sin hyperbol. 
Vaø nhö vaäy, haøm toång thoáng keâ cuûa heä ñöôïc tính 

3

E

uN

2/sh2
1eZ 0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωβ

= β

h
 .  (III.93) 

Töø caùc coâng thöùc tính naêng löôïng trung bình 

zlnNZlnE
β∂
∂

−=
β∂
∂

−=   (III.94) 

vaø nhieät dung ñaúng tích 

T
ECV ∂

∂
= ,  (III.95) 

 
 
ta coù ñöôïc: 

2
2

EV
)1e(

e)(Nk3C
E

E

−
ωβ=

ωβ

ωβ

h

h

h  . (III.96) 

Neáu ta ñònh nghóa nhieät ñoä Einstein TE bôûi 
EEkT ω= h ,  (III.97) 

 
ta coù 

T2/Tsh
1

T2
T

Nk3C
E

2

2
E

V ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= .  (III.98) 

ÔÛ nhieät ñoä ñuû cao, ta suy ra ñöôïc raèng 
CV = 3Nk, T >> TE,  (III.99) 

keát quaû hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi ñònh luaät thöïc nghieäm Dulong vaø Petit. 
Tuy nhieân, ôû nhieät ñoä T << TE, ta laïi coù 



   

   
 

( ) T/T2
EV

EeT/TNk3C −=   (III.100) 
Töùc laø CV giaûm theo daïng haøm muõ, trong khi nhö ta ñaõ thaáy ôû treân, thöïc nghieäm laïi cho ta keát quaû 

laø CV giaûm theo T3. 
d) Phöông thöùc dao ñoäng chuaån (normal modes). Moâ hình tinh theå moät chieàu 

Ñeå ñôn giaûn baøi toaùn, ñaàu tieân ta xeùt moâ hình goàm N haït ñoàng nhaát, coù khoái löôïng m, saép xeáp ñeàu 
theo moät chuoãi troøn chieàu daøi L, sao cho haït thöù N+1 truøng vôùi haït thöù nhaát (ñeå boû qua taùc duïng cuûa 
bieân). Löïc hoài phuïc taùc duïng leân haït thöù q laø: 

)xx(K)xx(KF 1qq1qqq −+ −−−−= ,  (III.101) 

trong ñoù, K laø heä soá hoài phuïc. 
Theá naêng cuûa heä ñöôïc tính 

∑
=

+−+−=
N

1q

2
1qq0 )xx(K

2
1UU ,  (III.102) 

vì 

U
x

F
q

q ∂
∂

−= .  (III.103) 

Caùc phöông trình chuyeån ñoäng coå ñieån khi naøy ñöôïc vieát 

)xxx2(
dt

xd
1q1qq

2
02

q
2

−+ −−ω−= ,  (III.104) 

vôùi m/K0 =ω . 
Nhö vaäy, ta coù heä thoáng N phöông trình lieân keát cho N bieán xq. Ta xeùt nghieäm cuûa heä phöông trình 

treân döôùi daïng toå hôïp soùng tôùi: 
)tkq(i

q ae)t(x ω−= l   (III.105) 

töø nhaän xeùt raèng lq  xaùc ñònh vò trí caân baèng cuûa haït q. k laø vectô soùng, lieân heä vôùi ω qua heä thöùc taùn 
saéc: 

)2/ksin(2)k( 0 lω=ω .  (III.106) 

Ñieàu kieän bieân tuaàn hoaøn: 
xN+1 = x1 

cho ta 

L
2n

N
2nk π

=
π

=
l

,  (III.107) 

vôùi n laø soá nguyeân, döông, aâm hoaëc baèng khoâng: n ∈ Z. 
Ñoàng thôøi vì caùc vectô soùng k vaø k’ vôùi 

 
l

π
+=

2pk'k , p ∈ Z,  (III.108) 

cho ta cuøng giaù trò cuûa ω vaø cuøng giaù trò cuûa xq(t) neân ta coù theå giôùi haïn: 

l

π
≤≤

π
− k

2
 (vuøng Brillouin thöù nhaát). (III.109) 

 
Vaø nhö vaäy: 

2
Nn

2
N

≤≤− .  (III.110) 

Ta nhaän xeùt raèng quanh giaù trò k = 0, heä thöùc taùn saéc (III.106) coù theå vieát 



   

   
 

kc≅ω  ,  (III.111a) 

vôùi 
l0c ω=   (III.111b) 

laø vaän toác truyeàn aâm trong tinh theå. 
Ñieàu quan troïng ôû ñaây laø ta thaáyheä caùc phöông trình lieân keát (III.104) coù theå bieán ñoåi thaùnh heä caùc 

phöông trình cuûa caùc dao ñoäng töû ñieàu hoøa ñoäc laäp nhau, goïi laø caùc phöông thöùc chuaån (hay phöông 
thöùc rieâng) baèng caùch ñaët 

∑
=

=ξ
N

1q
q

ikq )t(xe)t,k( l .  (III.112) 

Thaät vaäy, vôùi nghieäm vieát döôùi daïng treân, ta seõ coù: 

)t,k()]k([)t,k(
t

2
2

2
ξω−=ξ

∂

∂  ,  (III.113) 

vôùi ω(k) ñöôïc tính theo (III.106). Töùc laø baây giôø ta coù N phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng ñieàu hoøa 
ñoäc laäp. 

e) Phöông thöùc dao ñoäng chuaån. Moâ hình tinh theå ba chieàu 
Ta coù theå toång quaùt hoùa phaàn treân cho tinh theå ba chieàu: vò trí moãi haït trong tinh theå baây giôø 

xaùc ñònh bôûi vectô ir
r  (i = 1, 2,…, N), vaø moãi thaønh phaàn cuûa toïa ñoä Descartes ñöôïc kí hieäu riα (α = x, 

y, z). Theá naêng cuûa heä baây giôø ñöôïc vieát 

∑ ∑
βα

βαβα+−=
j,i ,

jiji0N21 rrK
2
1U)r,...,r,r(U rrr

  (III.114) 

vôùi U0 laø naêng löôïng lieân keát toaøn phaàn cuûa heä, vaø theá naêng U thoûa caùc phöông trình 

0)0,...,0,0(
r
U

i
=

∂
∂

α

rrr
 (III.115a) 

βα
βα

=
∂∂

∂
ji

ji

2
K)0,...,0,0(

rr
U rrr

 .  (III.115b) 

Cuõng nhö heä N dao ñoäng töû tuyeán tính, ta coù theå chöùng minh ñöôïc raèng luoân toàn taïi caùc bieán chuaån 
αρ i  (laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc thaønh phaàn riα), sao cho theá naêng U cuûa heä coù theå ñöôïc vieát 

∑∑
α

ααρ+−=
i

2
ii0 K~

2
1UU  .  (III.116) 

Töùc laø ta seõ coù heä thoáng 3N dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính ñoäc laäp nhau; ñoù laø caùc phöông thöùc 
chuaån cuûa tinh theå, töông öùng vôùi caùc dao ñoäng taäp theå cuûa vaät raén. Moät khi ta xeùt ñeán ñieàu kieän bieân 
tuaàn hoaøn, moãi phöông thöùc chuaån seõ töông öùng vôùi moät vectô soùng k

r
 coù daïng 

3
3

3
2

2

2
1

1

1 b
N
pb

N
pb

N
pk

rrrr
++=  ,  (III.117) 

vôùi 1b
r

, 2b
r

, 3b
r

 laø caùc vectô cô sôû cuûa maïng ñaûo (reciprocal lattice) cuûa tinh theå; N1, N2, N3 laø caùc soá 

raát lôùn; p1, p2, p3 ∈ Z. 
Caàn chuù yù raèng trong tinh theå ba chieàu, töông öùng vôùi moãi vectô soùng k

r
 seõ coù ba phöông thöùc 

chuaån khaùc nhau, do söï phaân cöïc cuûa dao ñoäng (töùc laø do söï chuyeån dôøi moãi haït khi soùng truyeàn qua). 
Do ñoù, ta phaûi theâm chæ soá λ (λ = 1, 2, 3) ñeå kí hieäu söï phaân cöïc naøy: 

 )k(
r

λω=ω  .  (III.118) 
 
Khi ñoä lôùn cuûa k

r
 ñuû nhoû: 



   

   
 

l
r

/k π<<  ,  (III.119) 

ta coù theå xem nhö tinh theå laø moâi tröôøng lieân tuïc. Soùng dao ñoäng khi naøy laø soùng aâm, thoûa phöông 
trình truyeàn soùng 

0
t
n

c
1n

2

2

2
=

∂

∂
−Δ  ,  (III.120) 

vôùi )t,r(n r
 laø maät ñoä haït, c laø vaän toác truyeàn aâm trong tinh theå. 

Phöông trình (III.120) coù nghieäm vieát döôùi daïng 
)trk(i

0en)t,r(n ω−=
rrr

 ,  (III.121) 

vôùi ω vaø k
r

 thoûa heä thöùc: 
kc
r

=ω  

Nhöng trong thöïc teá, caùc soùng aâm coù theå laø soùng ngang coù vaän toác ct vaø soùng doïc coù vaän toác lc  
neân ta phaûi coù: 

kc)k( t
rr

=ωt  ,  (III.122a) 

kc)k(
rr

ll =ω  .  (III.122b) 

• Löôïng töû hoùa caùc phöông thöùc chuaån 
Nhö vaäy, moãi phöông thöùc chuaån ñöôïc ñaëc tröng bôûi moät vectô soùng k

r
 vaø moät traïng thaùi phaân cöïc 

(λ). Do ñoù, traïng thaùi vi moâ löôïng töû cuõng ñöôïc ñaëc tröng bôûi 3N soá nguyeân döông hoaëc baèng khoâng 
λkn , coù naêng löôïng 

∑
λ

λλ ω++−=
,k

k0 )k()
2
1n(UE

r
h .  (III.123) 

Haøm toång thoáng keâ cuûa heä ñöôïc tính: 

∏
λ

λ
β=

,k
k

U0eZ z ,  (III.124) 

 
vôùi 

∑
λ

λλλ ω+β−=
kn

kk )]k()
2
1n(exp[

r
hz   (III.125) 

laø haøm toång thoáng keâ cuûa phöông thöùc chuaån { }λ,k
r

 . Ta deã daøng tìm ñöôïc: 

]2/)k([sh2
1

k r
h λ

λ ωβ
=z  .  (III.126) 

Töø bieåu thöùc cuûa naêng löôïng trung bình: 

∑∑
λ λ

λ
λ

λ −ωβ
ω+ω+−=

β∂
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0 ]1)k(exp[
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 (III.127) 

ta tính ñöôïc nhieät dung ñaúng tích 

∑
λ λ

λ
λ

−ωβ

ωβ
ωβ=

∂
∂

=
,k

2
2

V
]1)k([exp
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T
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r
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h   (III.128) 

Vì caùc vectô k
r

 raát gaàn nhau, ta thay toång rôøi raïc treân k
r

 baèng tích phaân: 

∫∑
π

→ kd
)2(

V 3
3

k
   ,  (III.129) 



   

   
 

trong ñoù, V laø theå tích cuûa vaät raén. 
Neáu goïi ωωρ d)(  laø soá nhöõng phöông thöùc chuaån coù taàn soá ôû trong khoaûng ω vaø ω + dω, töø heä thöùc 

(III.127), ta tính ñöôïc: 

          ∫∑
ω

λ
λ −ωβ

ωωρ+ω+−=
M

0,k
0 1)exp(

1d)()k(
2
1UE

h

r
h  .(III.130) 

Caän treân ωM cuùa tích phaân ôû heä thöùc (III.130) ñöôïc xaùc ñònh bôûi: 

N3d)(
M

0
=ωωρ∫

ω

.  (III.131) 

• Moâ hình Debye 
Pheùp tính gaàn ñuùng Debye giaû söû raèng heä thöùc taùn saéc laø tuyeán tính cho taát caû caùc phöông thöùc 

chuaån coù daïng nhö (III.122a vaø b): 
kc
r

λλ =ω  .  (III.132) 

Töø nhaän xeùt raèng 

dkk4
)2(

Vd)( 2
3 π

π
=ωωρλ ,  

ta coù coâng thöùc tính maät ñoä phöông thöùc chuaån 
2

3)c2(
V4)( ω

π
π

=ωρ
λ

λ   (III.133) 

Vì toàn taïi hai phaân cöïc ngang (hai phöông ñoäc laäp trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi k
r

) vaø moät phaân 
cöïc doïc neân maät ñoä toaøn phaàn ñöôïc tính 

)()(2)( t ωρ+ωρ=ωρ l , 
töùc laø 

2
32c2

V3)( ω
π

=ωρ ,  (III.134) 

trong ñoù, c ñöôïc tính bôûi 

33
t

3 c
1

c
2

c
3

l

+=  .  (III.135) 

Nhö vaäy, ta coù theå tính ñöôïc taàn soá Debye ωD töø ñieàu kieän (III.131): 

N3d
c2

V3D

0

2
32 =ωω

π∫
ω
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N6c ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ π
=ω⇒ .  (III.136) 

Ta coù theå ñònh nghóa nhieät ñoä Debye TD nhö sau: 
DDkT ω= h . 

Nhö vaäy, theo moâ hình Debye, naêng löôïng trung bình cuûa tinh theå ñöôïc tính bôûi 

∫
ω

ωβ −
ωω

π
+−=

D

0

3

320 1e
d

c2
V3EE

h

h .  (III.137) 

vôùi E0 laø haèng soá ñoái vôùi nhieät ñoä T: 

∑
λ

λω−=
,k

00 )k(
2
1UE

r
h  . 



   

   
 

Trong bieåu thöùc (III.137), neáu ta thöïc hieän pheùp bieán ñoåi trong haøm döôùi daáu tích phaân: ωβ= hx : 

∫ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

T/T

0
x

33

D
0

D

1e
dxx

T
TNkT9EE .  (III.138) 

Töông töï, ta cuõng coù heä thöùc tính nhieät dung: 

∫ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≅

T/T

0
x

x43

D
V

D
dx

1e
ex

T
TNk9C .  (III.139) 

• ÔÛ nhieät ñoä ñuû thaáp: T << TD, ta coù theå thay theá caän treân cuûa tích phaân trong heä thöùc (III.138) 
baèng ∞, vaø tích phaân naøy coù giaù trò: 

 
151e

dxx 4

0
x

3 π
=

−
∫

+∞
. 

Do ñoù: 
3

D

4
0 T

TNkT
5
3EE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π+−= , T << TD,  (III.140) 

 
 
vaø  

3

D

4
V T

TNkT
5

12C ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π= , T << TD .  (III.141) 

Ta thaáy CV bieán thieân theo T3 ôû nhieät ñoä thaáp, hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi thöïc nghieäm. 
• ÔÛ nhieät ñoä ñuû cao: TD/T << 1, ta coù theå khai trieån haøm ex quanh ñieåm x = 0 ñeå coù keát quaû: 

  Nk3CV = , 
phuø hôïp vôùi ñònh luaät Dulong vaø Petit. 

f) Khaùi nieäm chuaån haït: phonon 
Ta coù theå giaûi thích raèng trong moät tinh theå, khi caùc phöông thöùc chuaån cuûa dao ñoäng ñöôïc löôïng töû 

hoùa thì xem nhö caùc kích thích taäp theå laøm xuaát hieän caùc chuaån haït. Vì caùc chuaåh haït naøy töông öùng 
vôùi söï truyeàn aâm trong tinh theå neân ñöôïc goïi laø phonon- töø Hy Laïp “phone” nghóa laø aâm thanh. Nhö 
vaäy, theo moâ hình ôû treân thì tinh theå xem nhö chöùa moät khí lyù töôûng caùc phonon. Moãi phöông thöùc 
chuaån coù vectô soùng k

r
 vaø coù traïng thaùi phaân cöïc (λ) töông öùng vôùi moät traïng thaùi rieâng leû khaû dó cuûa 

caùc phonon. Moãi phonon ôû traïng thaùi naøy coù ñoäng löôïng  kp
r
h

r
=  vaø coù traïng thaùi spin ñaëc tröng bôûi 

(λ), coù naêng löôïng )k()p(
r

h
r

λλ ω=ε . 
Ñoàng thôøi, heä thöùc tính naêng löôïng trung bình (III.130) coù theå ñöôïc giaûi thích baèng ngoân ngöõ 

phonon: moãi traïng thaùi rieâng leû coù soá chieám ñoùng trung bình ñöôïc tính bôûi: 

1e
1)T,(n

−
=ε

βε
 .  (III.142) 

Nhö ta seõ thaáy, trong chöông VIII, ñoù laø phaân boá thoáng keâ Bose-Einstein, söû duïng cho caùc haït coù 
spin nguyeân, cuõng nhö caùc photon, laø löôïng töû cuûa böùc xaï ñieän töø. 

Tuy nhieân, caàn chuù yù raèng phonon khoâng phaûi laø haït thaät, vì chæ toàn taïi vôùi ñieàu kieän laø tinh theå 
cung caáp moät choã döïa vaät chaát maø thoâi. 
  

 
 



   

   
 

BAØI TAÄP 
 

BTIII.1  Haõy chöùng minh heä thöùc toaùn töû: 
T

T
∂
∂

−=
β∂
∂

β . 

BTIII.2  Chöùng minh raèng naêng löôïng töï do F laø ñaò löôïng coäng tính. 

BTIII.3  Chöùng minh heä thöùc Helmholtz: 
T
FTFE

∂
∂

−=  

BTIII.4  Töø coâng thöùc ñònh nghóa cuûa entropi thoáng keâ, haõy chöùng minh: TSEF −= . 

BTIII.5  Chöùng minh coâng töùc cuûa entropi chính taéc: 
T
FS

∂
∂

−= . 

BTIII.6  Chöùng minh raèng ôû traïng thaí chính taéc, moät khoái khí lyù töôûng naèm trong tröôøng troïng löïc ñeàu gr  seõ coù 
haøm phaân boá cho maät ñoä phaân töû theo ñoä cao z ñöôïc tính bôûi: n(z)=noexp(-βmgz); vaø töø ñoù suy ra aùp 
suaát:  p(z)=poexp(-βmgz) (coâng thöùc phong vuõ bieåu). 

BTIII.7  Töø phöông trình van der Waals ñoái vôùi moät mol chaát, haõy chöùng minh caùc ñaúng thöùc sau cho ñöôøng 
ñaúng nhieät tôùi haïn: 

.
b27
ap;bN3V;

kb27
a8T 2ccc

′

′
=′=

′
′

=                     

BTIII.8  Haõy duøng ñònh lyù phaân boá ñeàu ñeå tìm laò keát quaû cuûa naêng löôïng trung bình cuûa moãi phaân töû löôõng 
nguyeân töû coù giaù trò baèng kT. 

BTIII.9  Haõy chöùng minh raèng theo lyù thuyeát Debye veà nhieät dung vaät raén, ta coù coâng thöùc tính naêng löôïng cuûa 
vaät raén coù N nguyeân töû (hay ion): 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

T
T

D.NkT3EE c
0  , vôùi    4

max0 N
4
3E ω= h .  

BTIII.10  Baèng caùch thay theá )tkq(i
g ae)t(x ω−= l  vaøo phöông trình chuyeån ñoäng (III.104), haõy tìm laïi heä thöùc 

taùn saéc (III.106): 
)2/ksin(2)k( 0 lω=ω . 

 
BTIII.11 Haõy tìm laïi phöông trình dao ñoäng ñieàu hoøa öùng vôùi moãi phöông thöùc chuaån (III.113): 

)t,k()]k([)t,k(
t

2
2

2
ξω−=ξ

∂

∂  

 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ III.A 
 

Khaûo saùt thoáng keâ tính thuaän töø 
 
 

Xeùt moät heä vó moâ  S  caân baèng vôùi moät heä ñieàu nhieät coù nhieät ñoä T vaø ñaët trong töø tröôøng coù caûm öùng töø  

0B
r

. Naêng löôïng lE  cuûa caùc traïng thaùi vi moâ M laø haøm theo B0: )B(EE 0ll = , vaø heä seõ coù moment töø, laø 

“löïc suy roäng” lieân keát vôùi B0:  

0B
E

∂
∂

−= l
lM . 

Ta ñònh nghóa ñoä töø hoùa: lM
V
1M =  

vôùi V  laø theå tích cuûa S  vaø lM  laø giaù trò trung bình cuûa momen töø lM , vaø ñoä caûm öùng töø:   

00B B
Mlim

0 ∂
∂

=χ
→

 . 

Trong vaán ñeà naøy, ta seõ chæ xeùt hieäu öùng thuaän töø cuûa heä S . 
Goïi J

r
 laø momen ñoäng löôïng toaøn phaàn cuûa moãi nguyeân töû (hay ion) ôû nuùt maïng tinh theå ( J

r
 laø toång cuûa 

moment ñoäng löôïng quó ñaïo vaø spin cuûa caùc electron trong nguyeân töû), ta bieát raèng lieân keát vôùi J
r

laø momen töø 
μ
r

 ñöôïc tính: 

Jg B
rr

μ−=μ , 

trong ñoù, g laø thöøa soá Landeù (≅ 1) vaø Bμ  laø magneton Bohr (
m2

e
B

h
=μ ). 

Haøm Hamilton cuûa heä laø 

0zB

N

1i
0i BJgBH μ=μ−= ∑

=

r
 (JZ laø hình chieáu cuûa J

r
 treân Oz ), neáu heä goàm N haït. Bieát raèng heä haït 

ñöôïc xem nhö laø ñoàng nhaát, phaân bieät ñöôïc. 

A/ Tröôøng hôïp )
2
1(J z ±=  

Ñaàu tieân, ta xeùt tröôøng hôïp 
2
1J z = . 

1) Vieát bieåu thöùc tính haøm toång thoáng keâ z cuûa moãi haït. Suy ra bieåu thöùc cuûa haøm toång thoáng keâ  Z  cuûa 
caû heä. 

2) Vieát caùc coâng thöùc tính ñoä töø hoùa M vaø ñoä caûm öùng töø χ theo naêng löôïng töï do F. 
3) Veõ ñöôøng bieåu dieãn söï bieán thieân cuûa M theo 0Bx βμ= . 

4) Chöùng minh raèng ôû giôùi haïn nhieät ñoä khoâng hay töø tröôøng B0 raát lôùn, entropi cuûa heä coù giaù trò baèng 
khoâng (heä hoaøn toaøn coù traät töï) vaø ôû giôùi haïn nhieät ñoä raát lôùn hay töø tröôøng B0 baèng khoâng, entropi cuûa heä coù 
giaù trò cöïc ñaïi baèng 2lnNk  (heä hoaøn toaøn hoãn loaïn). 

Töø nhaän xeùt raèng entropi cuûa heä chæ phuï thuoäc tæ soá B0/T, haõy suy ra raèng ta coù theå haï nhieät ñoä cuûa heä 
raát thaáp (töø 1K ñeán 10-3K) baèng phöông phaùp khöû töø chuaån tónh. 

 
B/ Tröôøng hôïp toång quaùt: J coù giaù trò baát kyø 
1) Chöùng minh raèng khi J coù giaù trò baát kyø, naêng löôïng töï do cuûa heä ñöôïc tính bôûi: 

2
gxsh

2
1Jgxsh

lnNkTF
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−= , 



   

   
 

vôùi 0BBx βμ= , vaø sh laø haøm sin hyperbol. 

2) Chöùng minh raèng neáu x << 1 (nhieät ñoä ñuû lôùn), ñoä caûm öùng töø χ seõ tæ leä nghòch vôùi nhieät ñoä (ñònh luaät 
Curie) 

T
C

=χ , 

vôùi C laø haèng soá Curie. Xaùc ñònh bieåu thöùc cuûa haèng soá naøy. 
 
 
 



   

   
 

Chöông IV 
 

NHIEÄT ÑOÄNG LÖÏC HOÏC THOÁNG KEÂ 
 

IV.A  Caùc ñaïi löôïng nhieät ñoäng löïc 
IV.B  Cô sôû cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc 
IV.C  Khaûo saùt nhieät ñoäng löïc hoïc cuûa heä khí lyù töôûng 

 
 

IV.A  Caùc ñaïi löôïng nhieät ñoäng löïc  
IV.A1  Coâng vaø nhieät löôïng 

Ta xeùt moät heä coù tham soá ngoaïi laø theå tích, theå tích naøy bieán thieân töø giaù trò V ñeán giaù trò V+dV. 
Neáu quaù trình bieán ñoåi cuûa heä laø chuaån tónh ñeå aùp suaát cuûa heä coù giaù trò xaùc ñònh laø p thì coâng vó moâ 
nguyeân toá maø heä thöïc hieän ñöôïc laø 

pdVW =δ .  (IV.1) 
Neáu theå tích luùc ñaàu vaø luùc sau cuûa heä sau quaù trình laàn löôït laø Vi vaø Vf thì coâng thöïc hieän bôûi heä 

sau quaù trình bieán ñoåi ñöôïc tính bôûi 

∫∫ =δ=
fV

iV

fV

iV
if pdVWW .  (IV.2) 

Moät caùch toång quaùt thì Wif phuï thuoäc vaøo quaù trình bieán ñoåi (töùc laø Wδ  khoâng phaûi laø moät vi phaân 
chính xaùc), trong khi neáu goïi E laø naêng löôïng cuûa heä thì E laø moät haøm cuûa traïng thaùi vó  moâ, töùc laø giaù 
trò 

∫
f

i
dE  (IV.3) 

khoâng phuï thuoäc quaù trình maø chæ phuï thuoäc traïng thaùi ñaàu i vaø traïng thaùi cuoái f cuûa heä (dE laø moät vi 
phaân chính xaùc). 

Baây giôø ta xeùt hai heä vó moâ töông taùc vôùi nhau, khi naêng löôïng cuûa moät heä thay ñoåi thì söï thay ñoåi 
naøy khoâng phaûi chæ do tham soá ngoaïi bieán thieân maø thoâi. Do ñoù, ta coù theå phaân bieät ñoä bieán thieân cuûa 
naêng löôïng laøm hai phaàn: phaàn thöù nhaát laø do tham soá ngoaïi bieán thieân, ñoù laø coâng maø heä nhaän ñöôïc 
laø −W, vaø phaàn thöù nhì laø naêng löôïng maø heä nhaän neáu tham soá ngoaïi khoâng ñoåi laø nhieät löôïng Q. 

Vaäy ñoä bieán thieân naêng löôïng EΔ  cuûa heä coù theå ñöôïc vieát 
QWE +−=Δ  (IV.4) 

hay:                       
WEQ +Δ= , (IV.5) 

laø ñoä bieán thieân naêng löôïng khoâng do tham soá ngoaïi. 
Töø coâng thöùc treân, ta coù theå nhaän xeùt raèng Qδ  khoâng phaûi laø moät vi phaân chính xaùc. 
 

IV.A.2  Khaùi nieäm nhieät ñoä 
 
Töø ñònh nghóa cuûa nhieät ñoä: 

E
S

T
1

∂
∂

= , 

vôùi Ω= lnkS  laø entropi vaø Ω laø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä, ta coù: 

E
ln

kT
1

∂
Ω∂

==β  . 



   

   
 

Nhöng vì Ω laø haøm taêng raát nhanh theo naêng löôïng: fE∝Ω , vôùi f laø soá baäc töï do cuûa heä (thöôøng 
laø raát lôùn vì heä vaät lyù ta xeùt laø heä vó moâ) neân ta suy ra raèng: 

β > 0  ⇒  T > 0 ,  (IV.6) 
töùc laø nhieät ñoä luoân döông. 
(Tuy nhieân, neáu ta chæ chuù yù ñeán baäc töï do spin maø khoâng ñeå yù   ñeán chuyeån ñoäng tònh tieán thì ta seõ coù 
khaùi nieäm nhieät ñoä aâm- Xem vaán ñeà II.A) 

Xeùt hai heä S (E) vaø S  (E’) coù nhieät ñoä ban ñaàu ñaëc tröng bôûi βi vaø ii β≠β′ . Ñeå hai heä naøy töông 
taùc nhieät vôùi nhau. Goïi naêng löôïng luùc ñaàu vaø luùc sau cuûa heä S   vaø S’’ laø  fi E,E  vaø fi E,E ′′  . Xaùc suaát 
ñeå heä S  coù naêng löôïng trong khoaûng E vaø      E + dE ñöôïc tính: 

)E()E(C)E(P ′Ω′Ω=  
)E(ln)E(lnCln)E(Pln ′Ω′+Ω+=⇒  . 

Vì xaùc suaát P(E) phaûi taêng trong suoát quaù trình neân: 

( ) 0
E

)E(lnEE
E

)E(ln
if ≥

′∂
′Ω′∂

+−
∂
Ω∂  

Vaäy, töø ñònh nghóa cuûa nhieät löôïng: 
ifif EEQEEQ ′−′=′−=       ;     , 

ta coù  
0QQ ii ≥′β′+β  , 

vaø töø 0QQ =′+ , ta coù keát quaû 
0Q)( ii ≥β′−β  .  (IV.7) 

Töø heä thöùc treân, ta suy ra keát quaû quan troïng laø neáu heä S nhaän nhieät, töùc laø Q > 0  (vì Q = Ef -Ei  
neân khi heä nhaän nhieät:   Ef  > Ei ), ta phaûi coù 

iiii TT ′>⇒β′>β   (IV.8) 

töùc laø nhieät löôïng ñöôïc truyeàn töø S ’ sang S  khi nhieät ñoä cuûa S ’  lôùn hôn nhieät ñoä cuûa heä S . Ta noùi 
raèng heä S ’ “noùng hôn” heä S . Vaäy khaùi nieäm nhieät ñoä chæ ra chieàu truyeàn cuûa nhieät löôïng. 

Ñeå ño löôøng nhieät ñoä, ta thöôøng duøng phöông trình traaïng thaùi cuûa khí lyù töôûng. Theo quy öôùc quoác 
teá, nhieät ñoä tuyeät ñoái ñöôïc choïn taïi ñieåm ba cuûa nöôùc laø 273,16 vaø tính baèng ñoä Kelvin. Nhieät ñoä baùch 
phaân (ñoä Celcius) ñöôïc tính:  

C)16,273t(  −=θ . 
IV.A.3  Khaùi nieäm entropi 
 
Xeùt heä S  töông taùc nhieät vaø töông taùc cô vôùi heä S ’ sao cho heä S  thöïc hieän quaù trình chuaån tónh 

töø traïng thaùi coù naêng löôïng vaø tham soá ngoaïi laø E vaø αx  ñeán traïng thaùi coù E+dE vaø αα + dxx . Vì soá 
traïng thaùi vi moâ khaû dó  baây giôø phuï thuoäc caû E vaø αx : )x,E( αΩ=Ω  neân 

α
=α α

∑
∂

Ω∂
+

∂
Ω∂

=Ω xd
x
lndE

E
lnlnd

n

1
 . 

Vôùi löïc suy roäng αX  ñöôïc lieân keát tôùi tham soá ngoaïi αx  ñònh nghóa bôûi 

α
α ∂

Ω∂
=β

x
lnX     (IV.9) 

vaø 

E
ln
∂

Ω∂
=β ,  (IV.10) 



   

   
 

Ta coù 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+β=Ω ∑

=α
αα

n

1
dxXdElnd  . 

Nhöng vì coâng thöïc hieän bôûi heä laø ∑
α

αα=δ dxXW neân 

[ ] QWdElnd βδ=δ+β=Ω  . 
vì WdE δ+=Ωδ  laø nhieät löôïng thu bôûi heä S  . Vaäy 

TdS)(lnd1Q =Ω
β

=δ .  

 
Töø ñoù 

T
QdS δ

=  , 

vaø nhö vaäy: 
 

WTdSWQdE δ−=δ−δ=   (IV.11) 
Chuù yù raèng, maët duø Qδ  khoâng phaûi laø moät vi phaân chính xaùc ta vaãn coù dS laø moät vi phaân chính 

xaùc, vì S laø moät tham soá ñaëc tröng cho traïng thaùi cuûa heä: 

∫∫
δ

==−
f

i

f

i
if T

QdSSS  . (IV.12) 

IV.A.4  Khaùi nieäm nhieät dung 
 
Xeùt traïng thaùi vó moâ cuûa heä vaät lyù khaûo saùt ñöôïc moâ taû bôûi nhieät ñoä T vaø caùc tham soá vó moâ khaùc 

ñöôïc kyù hieäu laø y. Nhieät dung cuûa heä ñöôïc ñònh nghóa bôûi 

y0Ty
y T

Qlim
T
QC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
δ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

≡
→Δ

 , (IV.13) 

nghóa laø ta giöõ y khoâng ñoåi, cung caáp cho heä moät nhieät löôïng raát nhoû Qδ  vaø xeùt söï thay ñoåi cuûa nhieät 
ñoä cuûa heä. 

Vì TdSQ =δ   neân 

y
y T

STC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

≡ . (IV.14) 

Töø heä thöùc toång quaùt treân, ta ñònh nghóa nhieät dung ñaúng tích Cv cuûa heä khi theå tích V giöõ khoâng 
ñoåi: 

VV
V T

ST
T
QC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
δ

≡  ,  (IV.15) 

vaø nhieät dung ñaúng aùp Cp cuûa heä khi giöõ aùp suaát p cuûa heä khoâng ñoåi: 

pp
p T

ST
T
QC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
δ

≡ .  (IV.16) 



   

   
 

IV.B  Cô sôû cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc  
IV.B.1  Caùc nguyeân lyù cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc 

 
Nhaéc laïi raèng ta ñaõ coù heä thöùc thoáng keâ giöõa entropi S vaø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó  Ω: 

Ω= lnkS , laø heä thöùc thieát laäp moái lieân heä giöõa tính vi moâ (ñaëc tröng bôûi Ω) vaø tính vó moâ (ñaëc tröng 
bôûi S) cuûa heä vaät lyù thoâng qua haèng soá Boltzmann k. 

• Xeùt ba heä A, B vaø C. Khi hai heä A vaø B tieáp xuùc nhieät vaø ôû traïng thaùi caân baèng, ta coù heä thöùc 
giöõa caùc nhieät ñoä TA vaø TB cuûa A vaø B: 

TA = TB. 
Neáu A vaø C tieáp xuùc nhieät vaø ôû traïng thaùi caân baèng, vaø goïi TC laø nhieät ñoä cuûa heä C, ta coù: 

TA = TC. 
Vaäy: 

TB = TC. 
Töø nhaän xeùt treân ta coù theå phaùt bieåu “nguyeân lyù thöù 0 cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc” 

“Khi hai heä cuøng caân baèng nhieät vôùi moät heä thöù ba thì hai heä naøy caân baèng nhieät vôùi nhau” 
• Khi moät heä töông taùc nhieät vaø töông taùc cô vôùi moät heä khaùc vaø heä thay ñoåi traïng thaùi vó moâ thì 

naêng löôïng E, ñaïi löôïng ñaëc tröng cho traïng thaùi vó moâ cuûa heä, bieán thieân moät löôïng 
QWE +−=Δ  ,  (IV.17) 

trong ñoù, W laø coâng do heä thöïc hieän vaø Q laø nhieät do heä nhaän. 
Vaäy, neáu heä laø coâ laäp: W = 0 vaø Q = 0, ta coù: 

0E =Δ  
töùc laø:  

constE =Δ . 
Vaäy, ta coù noäi dung cuûa nguyeân lyù thöù nhaát cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc nhö sau:  
 “Moät traïng thaùi caân baèng vó moâ coù theå ñöôïc ñaëc tröng bôûi moät ñaïi löôïng laø noäi naêng E cuûa heä, coù 

tính chaát nhö sau: Ñoái vôùi heä coâ laäp: 
constE =  

Vaø neáu heä töông taùc vaø töø traïng thaùi vó moâ naøy chuyeån sang traïng thaùi vó moâ khaùc: 
 QWE +−=Δ  

vôùi W laø coâng cuûa heä thöïc hieän vaø Q laø nhieät löôïng thu ñöôïc bôûi heä”. 
Theo caùc nhaän xeùt ôû phaàn IV.A.3 ôû treân veà entropi, ta coù theå phaùt bieåu nguyeân lyù thöù hai cuûa nhieät 

ñoäng löïc hoïc nhö sau: 
“Vôùi entropi S laø ñaïi löôïng ñaëc tröng cho traïng thaùi caân baèng vó moâ cuûa heä, ta coù: 
 Khi heä ñoaïn nhieät (khoâng töông taùc nhieät vôùi baát kyø moät heä naøo khaùc) thöïc hieän moät quaù trình 

töø traïng thaùi vó  moâ naøy ñeán traïng thaùi vó moâ khaùc, entropi cuûa heä luoân taêng: 0S ≥Δ . 
 Neáu heä thöïc hieän moät quaù trình chuaån tónh voâ cuøng beù vaø nhaän moät löôïng nhieät Qδ , ñoä bieán 

thieân cuûa entropi ñöôïc tính: 

  
T
QdS δ

=  

vôùi T laø ñaïi löôïng ñöôïc goïi laø nhieät ñoä tuyeät ñoái cuûa heä.” 
• Ta bieát raèng vôùi f laø soá baäc töï do cuûa heä coù naêng löôïng E, soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa heä ñöôïc 

tính: fE=Ω . Vaäy: 
Elnfln =Ω  

E
f

E
ln

=
∂

Ω∂
=β , 

vaäy:  



   

   
 

2E
f

E
=

∂
β∂  , 

töùc laø:  

0
E

<
∂

β∂ . 

Neáu goïi E0 laø möùc naêng löôïng cô baûn (möùc naêng löôïng thaáp nhaát), thì töông öùng vôùi E0, chæ coù moät 
hoaëc moät soá traïng thaùi vi moâ naøo ñoù (neáu möùc naêng löôïng naøy suy bieán). Coù nghóa raèng neáu naêng 
löôïng E tieán veà E0 thì Ω  trôû neân raát nhoû: 0ln →Ω , töùc laø 0S → . 

Ta cuõng coù 

E
T

kT
1

E
T

TE 2 ∂
∂

−=
∂
∂

∂
β∂

=
∂

β∂ . 

Theo treân: 0
E

<
∂

β∂ , neân ta phaûi coù 

0
E
T

>
∂
∂ . (IV.19) 

Coù nghóa raèng khi naêng löôïng E giaûm veà möùc cô baûn E0, nhieät ñoä T cuûa heä giaûm raát nhanh. Töø ñoù 
ta coù theå phaùt bieåu nguyeân lyù thöù ba cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc: 

“Khi nhieät ñoä tuyeät ñoái T giaûm  veà 0, ta coù entropi S cuûa heä giaûm veà 0”.  
Chuù yù raèng ta phaûi thaän troïng khi xeùt heä ôû nhieät ñoä raát thaáp, vì khi ñoù caùc hieäu öùng löôïng töû xuaát 

hieän raát roõ, caùc spin cuûa haït nhaân baét ñaàu coù aûnh höôûng vaø giaù trò cuûa entropi cuûa heä khi naøy laø do söï 
ñònh höôùng cuûa caùc spin haït nhaân. Vì vaäy, khi naøy ta seõ coù theå cho giaù trò cuûa entropi baèng S0, vôùi  S0  

ñoäc laäp vôùi moïi tham soá cuûa heä: 
S0 lnkS Ω= , (IV.20) 

trong ñoù, ΩS  laø soá traïng thaùi vi moâ lieân quan ñeán spin cuûa haït nhaân nguyeân töû. 
 
 
IV.B.2  Heä thöùc cô baûn cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc 

 
Vì soá traïng thaùi vi moâ khaû dó Ω laø haøm cuûa naêng löôïng E vaø cuûa tham soá ngoaïi xα: Ω = Ω(E, xα), 

vaø theo heä thöùc tính löïc suy roäng: 
α

α ∂
Ω∂

β
=

x
ln1X , neân ta seõ thieát laäp ñöôïc heä thöùc giöõa caùc ñaïi löôïng 

Xα, xα  ,vaø nhieät  ñoä T. Cuï theå laø khi tham soá ngoaïi laø theå tích V cuûa heä:  xα ≡ V, ta coù coâng thöùc tính 
aùp suaát: 

V
ln1p
∂

Ω∂
β

=  (IV.21) 

laø haøm theo T vaø V: p = p(T,V).  
Töø ñoù, ta seõ thieát laäp ñöôïc heä thöùc giöõa p, V, vaø T: 

f(p,T,V) = 0 .  (IV.22) 
goïi laø phöông trình traïng thaùi cuûa heä vaät lyù ta ñang xeùt. 

Khi heä thöïc hieän quaù trình chuaån tónh voâ cuøng beù, ta coù ñoä bieán thieân cuûa naêng löôïng laø 
   WQdE δ−δ=  

Vôùi xα ≡ V laø tham soá ngoaïi: 
pdVW =δ , 

Ñoàng thôøi, vì: 
TdSQ =δ , 



   

   
 

ta coù ngay heä thöùc cô baûn cuûa nhieät ñoäng löïc hoïc: 
 (IV.23)  

Maët khaùc, ta coù coâng thöùc tính ñoä bieán thieân cuûa haøm:  
E = E(S,V)  

theo hai bieán ñoäc laäp S vaø V laø 

dV
V
EdS

S
EdE
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⎠
⎞
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⎝
⎛

∂
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=  

 
 

Nhö vaäy: 

VS
ET ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

= , vaø 
SV

Ep ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−= . 

III.B.3  Caùc haøm nhieät ñoäng löïc 
 

• Ta xeùt tröôøng hôïp khi (S,p) laø hai bieán ñoäc laäp. Vì 
VdppdV)pV(d += ,  

neân 
Vdp)pV(dTdSdE +−=  

VdpTdS)pVE(d +=+⇒ . 
Ta ñaët  

 (IV.24) 
 
laø entalpi cuûa heä. Nhö vaäy 

VdpTdSdH += . 
Maët khaùc, vì H = H(S,p), neân  

dp
p
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S
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Vaäy 
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∂
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=  ,  vaø 
Sp
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⎛
∂
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= . 

• Baây giôø ta xeùt tröôøng hôïp (T,V) laø caùc bieán ñoäc laäp. Vì 
SdTTdS)TS(d += , 

neân : 
pdVSdT)TS(ddE −−=  

pdVSdT)TSE(d −−=−⇒ . 
Neáu ta ñaët 

 (IV.25) 
 

 
laø naêng löôïng töï do cuûa heä, ta coù 

pdVSdT)F(d −−= . 
Nhöng vì F laø haøm theo caùc bieán (T,V): 

dV
V
FdT

T
FdF

TV
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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+⎟
⎠
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∂
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= , 

neân ta coù: 

pdVTdSdE −=  

pVEH +=  

TSEF −=



   

   
 

VT
FS ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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−=  , vaø 
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⎛

∂
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−= . 

• Cuoái cuøng, ta xeùt tröôøng hôïp caùc bieán ñoäc laäp laø (T,p): 
Vdp)pV(dSdT)TS(dpdVTdSdE +−−=−= . 

VdpSdT)pVTSE(d +−=+−⇒ . 
Vôùi naêng luôïng töï do Gibbs ñöôïc ñònh nghóa laø: 

      ,                              ,  (IV.26) 
 
ta coù  

VdpSdTdG +−= . 
Vaø vì G = G(T,p), ta suy ra ñöôïc 

pT
GS ⎟
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⎜
⎝
⎛

∂
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−= ,  vaø 
Tp

GV ⎟⎟
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⎛
∂
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−= . 

IV.B.4  Caùc heä soá nhieät 
 

Neáu ta ñònh nghóa heä soá nôû theå tích ñaúng aùp: 

pT
V

V
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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=α , (IV.27) 

vaø heä soá neùn ñaúng nhieät 

Tp
V

V
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=κ  ,  (IV.28) 

ta coù theå chöùng minh ñöôïc bieåu thöùc lieân heä giöõa nhieät dung ñaúng aùp Cp vaø nhieät dung ñaúng tích CV 
nhö sau: 

κ
α

=−
2

Vp VTCC  .  (IV.29) 

IV.C  Khaûo saùt nhieät ñoäng löïc heä khí lí töôûng coå ñieån  
IV.C.1  Khaùi nieäm 

 
Khí lí töôûng laø heä goàm N phaân töû ñoàng nhaát, ñoäc laäp (töùc laø theá naêng töông taùc giöõa caùc phaân töû laø 

khoâng ñaùng keå so vôùi toång naêng löôïng cuûa chuyeån ñoäng tònh tieán vaø noäi naêng cuûa moãi phaân töû). Khi 
heä khí naøy ñöôïc khaûo saùt bôûi cô hoïc thoáng keâ coå ñieån, ta coù heä khí lí töôûng coå ñieån (hay coøn ñöôïc goïi 
laø heä khí lí töôûng khoâng suy bieán). Ta seõ khaûo saùt caùc khí lí töôûng löôïng töû trong caùc chöông cuoái. Chuù 
yù raèng caùc phaân töû naøy coù theå laø ñôn nguyeân töû (tröôøng hôïp caùc khí hieám nhö He, Ne, Ar, …) hoaëc hai 
nguyeân töû (tröôøng hôïp caùc khí H2, N2, HCl, …), hoaëc ba nguyeân töû (tröôøng hôïp caùc khí CO2, H2O, …), 
… 

Neáu caùc phaân töû laø ña nguyeân töû, noäi naêng cuûa moãi phaân töû phaûi goàm naêng löôïng chuyeån ñoäng 
quay vaø naêng löôïng chuyeån ñoäng dao ñoäng. 

Ñeå caùc phaân töû coù theå xem laø ñoäc laäp nhau, khoaûng caùch trung bình giöõa caùc phaân töû phaûi ñuû lôùn, 
töùc laø heä khí phaûi ñuû loaõng. 

 

pVTSEG +−=  



   

   
 

IV.C.2  Khaûo saùt thoáng keâ coå ñieån 
 

Trong pheùp tính gaàn ñuùng coå ñieån, soá traïng thaùi vi moâ khaû dó Ω(E) ñeå heä coù naêng löôïng trong 
khoaûng (E, E+dE) seõ tæ leä vôùi theå tích pha trong khoâng gian pha töông öùng vôùi naêng löôïng trong 
khoaûng (E, E+dE): 

N21N21N2

dEE

E
1 dP...dPdP.dQ...dQdQ.rd...rdrd)E( rrr

∫
+

∝Ω    

trong ñoù, dQi, dPi laø caùc ñoä bieán thieân cuûa toïa ñoä vaø cuûa ñoäng löôïng töông öùng vôùi chuyeån ñoäng noäi 
phaân töû khi phaân töû khoâng phaûi laø ñôn nguyeân töû. 

Vì ta coù: 
Vrd i =∫

r
 

laø theå tích cuûa bình chöùa khí neân 
   )E(V)E( Nϕ∝Ω , 

vôùi: 

N21N21N2

dEE

E
1 dP...dPdP.dQ...dQdQ.pd...pdpd)E( rrr

∫
+

=ϕ  

ñoäc laäp ñoái vôùi theå tích V. 
Vaäy: 

Cln)E(lnVlnN)E(ln +ϕ+=Ω  , 
vôùi C laø haèng soá tæ leä. 

Töø coâng thöùc tính aùp suaát p lieân keát vôùi tham soá ngoaïi laø theå tích V: 

 
V

ln1p
∂

Ω∂
β

=  , 

ta coù 

V
N1p

β
= . 

Ta suy ra phöông trình traïng thaùi cuûa khí lí töôûng: 
 (IV.30a) 
 

Ñoái vôùi moät mol khí lí töôûng, N = NA laø haèng soá Avogadro, ta coù: 
kTNpV A=  

 (IV.30b) 
                        

trong ñoù, R laø haèng soá chaát khí, ñöôïc tính: 
R = 8,31 J/K . 

 
 
Ta cuõng coù theå vieát phöông trình traïng thaùi döôùi daïng: 

RTpV η= , 
vôùi η laø soá mol khí cuûa heä. 
 

NkTpV =  

RTpV =



   

   
 

IV.C.3  Caùc ñònh luaät thöïc nghieäm cuûa khí lí töôûng 
 

Töø phöông trình traïng thaùi treân, ta coù theå tìm laïi ñöôïc caùc ñònh luaät xaây döïng töø thöïc nghieäm ñoái 
vôùi nhöõng khí thöïc ñuû loaõng: 

• Ñònh luaät Boyle-Mariotte: ÔÛ nhieät ñoä khoâng ñoåi, tích soá giöõa aùp suaát vaø theå tích laø haèng soá: pV = 
const. 

• Ñònh luaät Gay-Lussac: ÔÛ aùp suaát khoâng ñoåi, theå tích chieám bôûi moät khoái khí nhaát ñònh tæ leä thuaän 
vôùi nhieät ñoä: V ∝ T. 

• Ñònh luaät Charles: ÔÛ theå tích khoâng ñoåi, aùp suaát cuûa moät khoái khí tæ leä thuaän vôùi nhieät ñoä: p ∝ T. 
• Ñònh luaät Dalton: Xeùt moät hoãn hôïp goàm hai chaát khí lí töôûngtrong moät theå tích V, ôû nhieät ñoä T. 

Ta coù theå vieát cho moãi chaát khí: 
   RTVp 11 η=    vaø  RTVp 22 η= . 

Khi töông taùc giöõa caùc phaân töû coù theå boû qua, hoãn hôïp khí cuõng taïo neân moät heä khí lí töôûng neân 
RT)(pV 21 η+η= . 

Töø ñoù 

2121

21

2

2

1

1 ppppp
V

RT
η+η

=
η+η

+
=

η
=

η
= . 

Vaäy: 
21 ppp += . 

Töùc laø aùp suaát cuûa moãi hoãn hôïp khí laø toång cuûa caùc aùp suaát rieâng phaàn. 
 

IV.C.4  Noäi naêng cuûa khí lyù töôûng 
 

 Theo coâng thöùc (IV.26): )E(CV)E( Nϕ=Ω , vaø töø coâng thöùc: 
E

ln
∂

Ω∂
=β , ta coù 

E
)E(ln

∂
ϕ∂

=β .   (IV.31) 

Töùc laø β  laø haøm chæ cuûa naêng löôïng E: 
)E(β=β   (IV.32) 

hoaëc ngöôïc laïi, ta coù naêng löôïng E laø haøm cuûa nhieät ñoä T: 
)T(EE = .  (IV.33) 

Ñeå coù bieåu thöùc roõ hôn veà söï phuï thuoäc cuûa naêng löôïng E ñoái vôùi nhieät ñoä T cuûa heä, ta nhôù laïi 
raèng trong chöông I, ta ñaõ thieát laäp bieåu thöùc (I.7b) cho khí lí töôûng ñôn nguyeân töû  (khoâng tính ñeán 
chuyeån ñoäng noäi phaân töû). 

  2N3N EAV)E( =Ω . 
Khi naøy 

  
E
1

2
N3

E
ln

=
∂

Ω∂
=β , 

hay 

NkT
2
3E = .  (IV.34) 

Ta coù theå lieân heä ñeán ñònh lí phaân boá ñeàu ñeå tìm laïi bieåu thöùc treân, vì moãi phaân töû coù ba baäc töï do 

cuûa chuyeån ñoäng tònh tieán neân naêng löôïng trung bình phaûi baèng kT
2
3 . Vaø vì heä coù N phaân töû neân ta 

tìm laïi ñöôïc heä thöùc treân. 



   

   
 

Ñoái vôùi khí lí töôûng noùi chung, ta coù: 
NkTE α= ,  (IV.35) 

vôùi 
2
3

=α  ñoái vôùi khí lí töôûng ñôn nguyeân töû, vaø 
2
5

=α  ñoái vôùi khí hai nguyeân töû. 

Khi naøy, ta coù theå chöùng minh heä thöùc giöõa nhieät dung ñaúng aùp Cp vaø nhieät dung ñaúng tích CV (heä 
thöùc Robert-Mayer): 

NkCC Vp =−   (IV.36a) 

 
hoaëc ñoái vôùi moät mol khí: 

RCC Vp =− ,  (IV.36b) 

chöùng toû raèng hieäu soá cuûa Cp vaø CV laø ñoäc laäp ñoái vôùi nhieät ñoä T. 
 Heä thöùc Robert-Mayer ôû treân laø tröôøng hôïp cuï theå cuûa khí lí töôûng cuûa tröôøng hôïp toång quaùt hôn 

maø ta ñaõ thaáy (coâng thöùc (IV.25) ). 

IV.D  Lyù thuyeát ñoäng hoïc chaát khí 
Trong phaàn naøy cuûa chöông, ta seõ khaûo saùt söï phaân boá vaän toác cuûa caùc phaân töû cuûa moät heä khí lí 

töôûng coå ñieån ôû traïng thaùi caân baèng. 
Neân bieát raèng töø naêm 1860, vôùi caùc nhaän xeùt toång quaùt veà tính ñoái xöùng, Maxwell ñaõ khaùm phaù ra 

ñònh luaät phaân boá vaän toác cuûa caùc phaân töû khí lí töôûng ôû traïng thaùi caân baèng. Ñeán naêm 1872, 
Boltzmann ñaõ ñaët giaû thieát raèng caùc taùn xaï cuûa caùc phaân töû khoâng aûnh höôûng ñeán söï phaân boá caân baèng 
vaø ñaõ chöùng minh ñöôïc ñònh luaät treân. ÔÛ ñaây, ta khaûo saùt söï phaân boá vaän toác naøy nhö moät keát quaû tröïc 
tieáp cuûa phaân boá chính taéc. 

Cuõng caàn hieåu raèng ñònh luaät naøy coù theå aùp duïng cho taát caû caùc löu chaát coå ñieån, khí thöïc hay laø 
chaát loûng.    

IV.D.1  Phaân boá Gauss cuûa vaän toác 
Xeùt moät löu chaát goàm N phaân töû ñoàng nhaát coù khoái luôïng m, chieám theå tích V vaø caân baèng nhieät 

vôùi moät heä ñieàu nhieät coù nhieät ñoä T. Giaû söû raèng chuyeån ñoäng cuûa caùc phaân töû cuûa heä coù theå ñöôïc moâ 
taû bôûi cô hoïc coå ñieån. 

Khi ñoù, moãi traïng thaùi vi moâ cuûa heä ñöôïc ñaëc tröng bôûi caùc vò trí ir
r

 vaø caùc vaän toác ivr  cuûa caùc 
phaân töû. Naêng löôïng cuûa heä ñöôïc tính 

)r,...,r,r(Uvm
2
1)v,...,v,v,r,...,r,r(E N2i

N

1i
iN21N2i

rrrrrrrrrr
∑
=

+= , (IV.37) 

trong ñoù )r,...,r,r(U N2i
rrr

 laø theá naêng töông taùc giöõa caùc haït (vaø cuõng laø vôùi tröôøng löïc ngoaøi). 
 Trong khoâng gian pha 6N chieàu, phaân boá chính taéc cho ta tính xaùc suaát tìm thaáy heä ôû trong moät theå 

tích pha nguyeân toá quanh ñieåm pha bieåu dieãn traïng thaùi treân laø 

N21N2iN2i

N

1i

2
iN21N2i

vd...vdvdrd...rdrd)]r,...,r,r(U

vm
2
1exp[A)v,...,v,v,r,...,r,r(dP

rrrrrrrrr

rrrrrrr

.                                       +

+β−= ∑
=      (IV.38) 

Laáy tích phaân bieåu thöùc treân theo taát caû caùc giaù trò cuûa ir
r  cuûa N phaân töû, ta tính ñöôïc xaùc suaát ñeå 

caùc phaân töû coù vaän toác trong khoaûng ( ir
r

, ii rdr rr
+ ) laø 

N21

N

1i

2
iN21 vd...vdvdvm

2
1expB)v,...,v,v(dP rrrrrrr

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
β−= ∑

=
.  (IV.39) 



   

   
 

Laïi laáy tích phaân theo vaän toác cuûa taát caû caùc phaân töû tröø phaân töû ta xeùt, ta coù xaùc suaát ñeå phaân töû 
naøy coù vaän toác trong khoaûng ( ivr , ii vdv rr

+ ):  

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
β−=

2
vmexpC)v(dP

2rr .  

 
 
 
Haèng soá C ñöôïc tính töø ñieàu kieän chuaån hoùa: 

23

2
mC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
β

= . 

Töùc laø 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=

kT2
vmexp

kT2
m)v(dP

223 r
r  .  (IV.40) 

Vaäy, soá phaân töû )v(dN r  cuûa heä coù vaän toác trong khoaûng ( ivr , ii vdv rr
+ ) ñöôïc tính: 

)v(NdP)v(dN rr
=  

 
 (IV.41) 
 
 

Coâng thöùc treân bieåu thò ñònh luaät phaân boá Maxwell cuûa vaän toác. 
Soá phaân töû )v(dN x  cuûa heä coù thaønh phaàn cuûa vaän toác theo truïc Ox  ôû trong khoaûng 

( xv , xx dvv + ) coù ñöôïc baèng caùch tích phaân bieáu thöùc (IV.41) theo yv  vaø zv : 

x

2
x

x dv
kT2

mvexp
kT2

mN)v(dN ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

π
=  (IV.42) 

Ñöôøng bieåu dieãn cuûa haøm: 
x

x
x1 Ndv

)v(dN
)v( =ϕ  laø moät phaân boá Gauss ñoái xöùng quanh 0v x = . Ta coù 

caùc keát quaû sau cho giaù trò trung bình xv  vaø ñoä thaêng giaùng 2
x )v(Δ=σ : 

0v x =   (IV.43a) 

m
kTv)v( 2

x
2

x ==Δ=σ .  (IV.43b) 

Chuù yù raèng keát quaû (IV.43b) ôû treân hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi ñònh lí phaân boá ñeàu cho naêng löôïng: 

kT
2
1mv

2
1E 2

xx ==ñ .  (IV.44) 

Treân hình veõ, ta coù ñöôøng bieåu dieãn cuûa )x(1ϕ  cho khí O2 ôû 100 K vaø 400 K. 
 
 
 
 
 
 
 

zyx

2
z

2
y

2
x

23
dvdvdv.

kT2
)vvv(m

exp
kT2

mN)v(dN
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ++
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⎛

π
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IV.D.2  Phaân boá thoáng keâ cuûa ñoä lôùn cuûa vaän toác 
 

Töø phöông trình (IV.41), ta coù theå vieát trong toïa ñoä caàu cuûa vaän toác: 

ϕθθ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= ddvdsinv

kT2
mvexp

kT2
mN)v(dN 2

22/3
r  . 

Khi laáy tích phaân theo taát caû moïi phöông: θ ∈ ( 0, π ), vaø ϕ ∈ ( 0, π ), ta coù ñöôïc haøm phaân boá 
dN(v) phaân töû coù ñoä lôùn vaän toác trong khoaûng (v, v+dv): 

dv
kT2

mvexpv4
kT2

mN)v(dN
2

2
2/3

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= .  (IV.45) 

Treân hình veõ, ta coù ñöôøng bieåu dieãn cuûa haøm 
Ndv

)v(dN)v(2 =ϕ . Ñoù laø haøm phaân boá Maxwell cho 

khí O2 ôû caùc nhieät ñoä 100K vaø 400K. Ta coù theå kieåm chöùng raèng ñöôøng bieåu dieãn ñaït giaù trò cöïc ñaïi 

baèng 
e

kT/m8  khi ñoä lôùn cuûa vaän toác coù giaù trò 
m
kT2v m = . 

 
Ta cuõng tính ñöôïc caùc giaù trò trung bình cuûa v vaø cuûa v2: 

m
kT22)v(vdN

N
1v

0 π
== ∫

∞
,   (IV.46a) 

m
kT3)v(dNv

N
1v

0

22 == ∫
∞

  . (IV.47b) 

So saùnh (IV.47b) vôùi (IV.43b), ta nhaän xeùt raèng 
2
x

2 v3v = . 
Ñieàu naøy hoaøn toaøn ñöông nhieân, vì ta coù: 

2
z

2
y

2
x

2 vvvv ++= , 

vaø taát caû caùc phöông cuûa khoâng gian ñeàu töông ñöông nhau (ñaúng höôùng). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
• Caùc keát quaû lyù thuyeát treân cuûa phaân boá Maxwell ñaõ ñöôïc ñoái chöùng vôùi thöïc nghieäm, chaúng haïn 

baèng phöông phaùp ño beà roäng Doppler cuûa vaïch quang phoå phaùt xaï bôûi caùc phaân töû cuûa moät chaát khí 
(vì moãi phaân töû luoân chuyeån ñoäng neân khi phaân töû phaùt ra vaïch quang phoå coù taàn soá ν0, ta laïi quan saùt 
ñöôïc vaïch phoå coù taàn soá ν do hieäu öùng Doppler− Xem laïi caùc giaùo trình cô hoïc ñaïi cöông).   

 
 
 



   

   
 

BAØI TAÄP 
 
 

BT IV.1  Chöùng minh raèng khi moät heä S  töông taùc nhieät vaø töông taùc cô vôùi moät heä   S ’ sao cho chæ coù theå tích 
V cuûa heä S  thay ñoåi, ta seõ coù coâng thöùc tính ñoä bieán thieân cuûa naêng löôïng 

pdVTdSdE −= . 

BT IV.2  1) Haõy chöùng minh heä thöùc (IV.29): 
κ

α
=−

2

Vp VTCC . 

2) Haõy chöùng minh heä thöùc Robert-Mayer (IV.36a): 
NkCC Vp =−  

cho heä khí lí töôûng. 
BT IV.3  Haõy chöùng minh heä thöùc sau cho heä nhieät ñoäng löïc (p, V, T):    

1
T
V.

V
p.

p
T

pTV
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

. 

BT IV.4  Xeùt heä khí lí töôûng coù noäi naêng: NkTE α= . Chöùng minh raèng : 

α
+α

==γ
1

C
C

V

p
. 

γ  ñöôïc goïi laø heä soá Poisson. 

BT IV.5  Xeùt moät khoái khoâng khí coù khoái löôïng 10 kg ñöôïc xem nhö khí lí töôûng hai nguyeân töû, thöïc hieän moät 
quaù trình nhieät ñoäng hoïc khi nhaän moät nhieät luôïng baèng 10 kJ vaø cung caáp moät coâng baèng 8 kJ. Ñoàng 
thôøi, trong khi thöïc hieän moät quaù trình, vaän toác cuûa khoái khí naøy thay ñoåi töø 5 m/s ñeán 15 m/s. 

Haõy tính ñoä bieán thieân nhieät ñoä cuûa khoái khí. 

 

BT IV.6  Moät khoái khí lí töôûng ñôn nguyeân töû ñöôïc giöõ ôû aùp suaát baèng 1,2 bar vaø ôû nhieät ñoä 300K trong moät 
bình chöùa hình truï coù theå tích ban ñaàu laø : Vi = 1 l , nhôø moät khoái löôïng M ñaët treân moät piston coù khoái 
löôïng m = 1 kg. Piston coù ñoä cao ban ñaàu laø hi = 50 cm. Khi laáy M ñi, khoái khí giaõn nôû theo moät quaù 
trình chuaån tónh cho ñeán khi aùp suaát vaø theå tích ôû traïng thaùi caân baèng laàn löôït laø pf vaø Vf. Bieát raèng aùp 
suaát p0  = 1 bar laø aùp suaát khí quyeån. 

1) Haõy tính khoái löôïng M vaø aùp suaát pf ôû traïng thaùi cuoái.  
2) Tính caùc tæ soá Vf/Vi vaø Tf/Ti. Tf vaø Ti laø nhieät ñoä luùc sau vaø nhieät ñoä luùc ñaàu cuûa khoái khí. 
Suy ra coâng nhaän ñöôïc bôûi heä khí. 
 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ IV.A 
 

Khaûo saùt nhieät ñoäng löïc cuûa moät ngoâi sao 
Quaù trình co ruùt haáp daãn (gravitational contraction). 
 
 
Löïc haáp daãn laø nguyeân nhaân cuûa söï co ruùt cuûa moät ngoâi sao. Sau ñaây, ta seõ khaûo saùt söï bieán thieân cuûa 

khoái löôïng rieâng, aùp suaát, vaø nhieät ñoä cuûa ngoâi sao trong quaù trình co ruùt naøy. Ta giaû söû quaù trình laø chuaån tónh. 
Goïi )t(λ  laø thöøa soá co ruùt ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 

)t(R)t(R 0λ= , 

vôùi R0 laø baùn kính taïi thôøi ñieåm t = 0, vaø R laø baùn kính taïi thôøi ñieåm t. 

Goïi 
R
ru =  laø khoaûng caùch ruùt goïn ñeán taâm, vôùi r laø baùn kính cuûa ngoâi sao. Khoái löôïng rieâng cuûa ngoâi 

sao taïi thôøi ñieåm t ñöôïc tính: 

 )u(f
R4
M3)u,t( 3π

=ρ , 

vaø taïi thôøi ñieåm ban ñaàu: 

)u(f
R4
M3)u,0( 3

0π
=ρ . 

Goïi haèng soá vaïn vaät haáp daãn laø G. 
1)  Tính )u,t(ρ  theo )u,0(ρ vaø )t(λ . 
2) Söû duïng söï caân baèng cuûa aùp suaát vaø löïc cuûa tröôøng haáp daãn, töø ñònh lí Gauss-Ostrogradski, haõy vieát 

bieåu thöùc cuûa aùp suaát )u,t(p theo )u,0(p  vaø )t(λ . Giaû söû raèng aùp suaát hoaøn toaøn laø do löïc haáp daãn. 
 3) Tính nhieät ñoä )u,t(T  theo )u,0(T  vaø )t(λ . Giaû söû raèng ngoâi sao ñöôïc taïo bôûi moät chaát khí maø ta 

xem nhö laø khí lí töôûng. 
 

 
 

VAÁN ÑEÀ IV.B 
 

Chu trình Carnot vôùi taùc nhaân laø khí lyù töôûng (KLT). Bieåu thöùc cuûa entropi nhieät ñoäng löïc vaø nguyeân 
lyù II cuûa NÑLH 
 

 
Moät ñoäng cô nhieät (laø maùy bieán nhieät thaønh coâng) maø taùc nhaân laø 

KLT, thöïc hieän chu trình Carnot (12341) giöõa moät nguoàn noùng (nhieät 
ñoä 1T ) vaø moät nguoàn laïnh (nhieät ñoä 12 TT < ), goàm hai quaù trình 
ñaúng nhieät thuaän nghòch (1,2) vaø (3, 4) vaø hai quaù trình ñoaïn nhieät 
thuaän 
nghòch (2, 3) vaø (4, 1). Chu                              H.IV.3  
trình naøy ñöôïc trình baøy treân ñoà thò (V, p) nhö hình veõ. 

 Hieäu suaát cuûa ñoäng cô ñöôïc ñònh nghóa: 
1

21
Q

QQ +
=η  vôùi 1Q : nhieät löôïng maø taùc nhaân nhaän vaøo töø nguoàn 

noùng vaø 2Q : nhieät löôïng maø taùc nhaân nhaû cho nguoàn laïnh (vaäy theo qui öôùc, 0Q1 <  vaø 0Q2 > ). 
 1/ Xeùt hai quaù trình (1, 2) vaø (3, 4). Duøng phöông trình traïng thaùi cuûa KLT vaø bieåu thöùc cuûa coâng 
nguyeân toá δW = -pdV ñeå chöùng minh raèng: 

 
1

2
11 V

VlnNkTQ =  vaø 
3

4
22 V

VlnNkTQ = , 

V1 V2 V3 

(T1) 

(T2) 

1

2

3 
4 

p

V 



   

   
 

vôùi N laø soá phaân töû khí vaø k laø haèng soá Boltzmann. Suy ra bieåu thöùc cuûa η  theo 1T , 2T  vaø caùc theå tích 1V , 

2V , 3V  vaø 4V . Nhaän xeùt veà giaù trò cuûa η . 

 2/ Bieát raèng noäi naêng U cuûa KLT chæ phuï thuoäc theo nhieät ñoä T theo heä thöùc NkTU α=  (*) vôùi α  laø 
moät tham soá phuï thuoäc vaøo tính chaát cuûa phaân töû khí, chöùng toû raèng nhieät dung ñaúng tích vC  vaø nhieät dung 

ñaúng aùp pC  cuûa KLT laø khoâng phuï thuoäc vaøo nhieät ñoä. Tìm laïi heä thöùc Robert-Mayer: NkCC vp =−  vaø 

coâng thöùc cuûa heä soá Poisson: 
α

+==γ
11

C
C

v

p . 

 3/ Baèng caùch so saùnh ñoä bieán thieân nguyeân toá cuûa noäi naêng dU tính theo heä thöùc (*) vaø theo nguyeân lyù I 
cuûa NÑLH: pdVQdU −δ= , haõy chöùng minh raèng trong moät quaù trình ñoaïn nhieät, constVT =α . Töø ñoù, 
chöùng toû laø hieäu suaát η  cuûa chu trình Carnot laø chæ phuï thuoäc vaøo nhieät ñoä 1T , 2T  cuûa hai nguoàn nhieät. Suy ra 

raèng: 0
T
Q

T
Q

2

2

1

1 =+ . 

 4/ Xeùt moät chu trình thuaän nghòch baát kyø. Baèng caùch phaân chu trình naøy ra laøm voâ soá nhöõng chu trình 

Carnot thuaän nghòch, chöùng minh raèng ∫ =
δ 0
T
Q

. Suy ra laø tích phaân ñöôøng ∫
δB

A T
Q

 khoâng phuï thuoäc vaøo daïng 

cuûa ñöôøng laáy tích phaân. Nhö vaäy, 
T
Qδ

 phaûi laø vi phaân toaøn phaàn cuûa moät haøm soá. Ñoù laø haøm nhieät ñoäng löïc 

naøo? Xeùt moät quaù trình baát thuaän nghòch ñeå ruùt ra bieåu thöùc vi phaân cuûa nguyeân lyù II cuûa NÑLH. 
 

 
 

VAÁN ÑEÀ IV.C 
 

Ñònh thöùc Jacobien. Heä thöùc Robert-Mayer  
trong tröôøng hôïp toång quaùt 
 

I/ Ñònh thöùc Jacobien. Giaû söû u(x, y) vaø v(x, y) laø caùc haøm khaû vi trong moät vuøng. Jacobien cuûa u vaø v 
ñoái vôùi x, y laø ñònh thöùc haøm baäc hai ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 

 

y
v

x
v

y
u

x
u

)y,x(
)v,u(

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 

 Haõy chöùng thöïc nhöõng bieåu thöùc sau: 
(v,u) (u, v)
(x, y) (x, y)

∂ ∂
= −

∂ ∂
 

y

(u, y) u
(x, y) x

∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

(u, v) (u, v) (t,s)
(x, y) (t,s) (x, y)

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 

II/ ÖÙng duïng trong pheùp tính vi phaân caùc haøm nhieät ñoäng löïc 
1/ Töø bieåu thöùc vi phaân cuûa theá nhieät ñoäng Gibbs:                 dΦ = Vdp – SdT, haõy chöùng minh: 

Tp
S

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= 
pT

V
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

− . 



   

   
 

2/ Töø caùc coâng thöùc ñònh nghóa nhieät dung ñaúng tích CV vaø nhieät dung ñaúng aùp Cp,, haõy duøng caùc tính 
chaát cuûa Jacobien ñeå tính CV  theo Cp vaø caùc bieåu thöùc vi phaân cuûa S vaø V theo caùc bieán soá ñoäc laäp (T, p). Suy 
ra coâng thöùc tính CV khi ñaõ bieát Cp. 

Tìm laïi heä thöùc Robert-Mayer ñoái vôùi khí lyù töôûng. 
 3/ a/ Bieát raèng trong quaù trình chuaån tónh, entropi cuûa heä nhieät ñoäng laø khoâng ñoåi, töø bieå thöùc vi phaân 
cuûa naêng löôïng töï do Helmholtz dF, haõy chöùng minh: 

   
TV

S
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

= 
VT

p
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

. 

 Tìm laïi heä thöùc: 

   
SV

T
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
VC

T
− .

VT
p

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

. 

 b/ Tìm laïi heä thöùc:  

   
Tp

V

S p
V

C
C

p
V

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

, 

 trong ñoù, 
Sp

V
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

 laø ñoä neùn trong quaù trình chuaån tónh. 

 
 

VAÁN ÑEÀ IV.D 
 

Söï tieán hoùa cuûa moät ngoâi sao 
 

 
Trong vaán ñeà naøy, ta seõ khaûo saùt söï hình thaønh cuûa moät ngoâi sao. Giaû söû raèng ngoâi sao ñöôïc taïo bôûi moät 

chaát khí goàm N nguyeân töû hidroâ coù khoái löôïng mH. Caùc ñieàu kieän veà nhieät ñoä vaø aùp suaát laøm cho hidroâ chæ toàn 
taïi döôùi daïng nguyeân töû hoaëc ion maø khoâng taïo thaønh phaân töû. Ngoâi sao coù theá naêng haáp daãn laø )R(E 0p  phuï 

thuoäc baùn kính R0 cuûa ngoâi sao: 

0

2

0p R
MG

5
3)R(E −= , 

vôùi G laø haèng soá haáp daãn vaø M laø khoái löôïng cuûa ngoâi sao: M = NmH . 
A/  Duøng ñònh lí virial ñeå tính ñoäng naêng trung bình cuûa caùc nguyeân töû trong sao naøy. Giaû söû raèng chaát 

khí ñöôïc xem nhö laø khí lí töôûng goàm nhöõng nguyeân töû trung hoøa veà ñieän. Suy ra nhieät ñoä cuûa khoái khí. 
B/  Khi ñoäng naêng trong chaát khí ñaït ñeán moät giaù trò naøo ñoù, caùc va chaïm giöõa caùc nguyeân töû gaây ra söï 

ion hoùa caùc nguyeân töû hidroâ vaø ngoâi sao daàn daàn trôû thaønh moät khoái khí goàm nhöõng haït mang ñieän (proton vaø 
electron) maø ta goïi laø plasma. Ñeå ñôn giaûn vaán ñeà, ta chaáp nhaän raèng hieän töôïng treân baét ñaàu xaûy ra khi ñoäng 

naêng trung bình cuûa moãi nguyeân töû baèng 
2
1

 naêng löôïng ion hoùa nguyeân töû hidroâ: eV6,13Ei  = . 

1/ Haõy tính nhieät ñoä phaân hoùa töông öùng. Suy ra baùn kính tôùi haïn Rp cuûa ngoâi sao (ôû döôùi giôùi haïn Rp 
naøy, plasma baét ñaàu hình thaønh). Tính Rp trong tröôøng hôïp ngoâi sao naøy laø Maët Trôøi (M = 2.1030 kg).  

2/ Giaû söû raèng ngay khi khoái plasma ñaõ hoaøn toaøn bò ion hoùa, ta vaãn coù theå xem khoái khí naøy laø khí lí 
töôûng. Haõy tính nhieät ñoä T’ cuûa heä theo baùn kính R0. 

3/ Bieát raèng khi nhieät ñoä cuûa khoái khí nhoû hôn nhieät ñoä tôùi haïn Tc = 2.106 K, caùc phaûn öùng nhieät haït 
nhaân giöõa caùc proton ñöôïc phaùt sinh trong plasma. Haõy tính baùn kính tôùi haïn Rc töông öùng cuûa ngoâi sao. Tính 
giaù trò soá neáu M = 2.1030 kg. 

Bieát raèng baùn kính cuûa Maët Trôøi laø R0 = 0,7.109 m. Haõy chöùng minh raèng caùc pheùp tính ôû treân tuy raèng 
ñôn giaûn nhöng cuõng cho ta hieåu ñöôïc laøm theá naøo ngoâi sao naøy phaùt saùng. 
 



   

   
 

Chöông V 
 

  PHAÂN BOÁ CHÍNH TAÉC LÔÙN. 
 CAÙC THOÁNG KEÂ LÖÔÏNG TÖÛ 
 

V.A  Phaân boá chính taéc lôùn 
V.B  Phaân boá chính taéc lôùn ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 
V.C  Heä haït ñoàng nhaát, ñoäc laäp, vaø khoâng phaân bieät ñöôïc 
V.D  Caùc phaân boá löôïng töû 

 
 
V.A  Phaân boá chính taéc lôùn  

V.A.1  Khaùi nieäm heä tröõ haït 
 

Xeùt moät heä S  goàm nhöõng haït ñoàng nhaát vaø laø heä môû, nghóa laø coù theå trao ñoåi töï do caùc haït vôùi moät 
heä raát lôùn R  goàm nhöõng haït gioáng nhö nhöõng haït caáu taïo neân S . Taát caû caùc haït ñeàu khoâng phaân bieät 
ñöôïc (töùc laø neáu moät haït cuûa heä S  ñöôïc thay theá baèng moät haït cuûa heä R  thì traïng thaùi cuûa S  khoâng 
thay ñoåi). 

Chuù yù raèng söï trao ñoåi haït giöõa hai heä S  vaø R  cuõng laø quaù trình trao ñoåi naêng löôïng vì moãi haït ñeàu 
mang theo ñoäng naêng vaø theá naêng, trong khi theá naêng naøy laïi phuï thuoäc soá haït.  

Ta xeùt heä toång hôïp S ∪R  coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng, coù naêng löôïng laø Etc vaø coù soá haït toång coäng 
laø Ntc. Goïi E, N laø naêng löôïng vaø soá haït cuûa heä S , vaø ER, NR laø naêng löôïng vaø soá haït cuûa heä R .    

Giaû söû töông taùc giöõa hai heä S  vaø R   ñuû yeáu ñeå ta coù 
 Rtc EEE +=  , 

Rtc NNN +=  , 
vôùi 

REE << , vaø RNN << . 
Töùc laø khi trao ñoåi haït (vaø naêng löôïng), traïng thaùi vó moâ cuûa heä S  thay ñoåi ñaùng keå trong khi traïng 

thaùi cuûa heä R haàu nhö khoâng thay ñoåi. 
Vaäy, entropi ∗

RS  thay ñoåi theo caùc bieán E vaø N. 
Neáu nhieät ñoä vi chính taéc ∗

RT  vaø theá hoùa hoïc vi chính taéc ∗μR  cuûa R  ñoäc laäp ñoái vôùi E vaø N, ta goïi 
R  laø heä tröõ haït (vaø ñoàng thôøi laø heä ñieàu nhieät) Khi ñoù, ta noùi raèng S  ôû traïng thaùi phaân boá chính taéc 
lôùn. Taäp hôïp thoáng keâ cuûa S  ñöôïc goïi laø taäp hôïp chính taéc lôùn. 

Khi heä S ∪R  ôû traïng thaùi caân baèng, ta ñònh nghóa nhieät ñoä chính taéc lôùn T  cuûa S  vaø theá hoùa hoïc 
chính taéc lôùn μ cuûa S  laø 

∗≡ RTT  ,  (V.2a) 
∗μ≡μ R . (V.2b) 

Khi naøy, nhieät ñoä T vaø theá hoùa hoïc μ cuûa S  ñöôïc aán ñònh bôûi caùc giaù trò ∗
RT  vaø ∗μR  cuûa R  neân T vaø 

μ laø caùc tham soá ngoaïi, trong khi naêng löôïng E vaø soá haït N cuûa S  laø bieán soá noäi. 
(So saùnh vôùi phaân boá vi chính taéc, E, N, V, … laø caùc tham soá ngoaïi, vaø ôû phaân boá chính taéc, caùc 

tham soá ngoaïi laø T, N, V, … vaø bieán soá noäi laø E). 



   

   
 

V.A.2  Thöøa soá Boltzmann 
Goïi lP  laø xaùc suaát ñeå heä S  ôû traïng thaùi vi moâ ( l ), coù naêng löôïng laø lE  vaø soá haït laø lN . Khi naøy, 

heä R phaûi coù naêng löôïng: lEEE tcL −=  vaø coù soá haït: lNNN tcL −= . 
Vì heä toång hôïp S ∪R  coâ laäp ôû traïng thaùi caân baèng neân ta coù theå aùp duïng tieân ñeà cô baûn cuûa cô hoïc 

thoáng keâ cho heä naøy. 
Neáu goïi )NN,EE()N,E( tctcRRRR ll −−Ω=Ω  laø soá traïng thaùi vi moâ khaû dó cuûa R  töông öùng 

vôùi traïng thaùi ( l ) cuûa  S , ta coù xaùc suaát ñeå S  ôû traïng thaùi ( l ) laø 

)NN,EE(.C
)NN,EE(

P tctcR
tc

tctcR
ll

ll
l −−Ω=

Ω
−−Ω

= ,  (V.3) 

vôùi const1C
tc

=
Ω

= , vì tcΩ  laø soá traïng thaùi vi moâ cuûa S ∪R  khoâng ñoåi. 

Nhöng vì 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Ω⇔Ω=

∗
∗

k
S

explnkS R
RRR           ,  

neân 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= ∗ )NN,EE(S
k
1exp.CP RtcRtcRl  . (V.4) 

Ta duøng coâng thöùc khai trieån Taylor cuûa haøm hai bieán ∗
RS  quanh ñieåm )N,E( tctc   : 

.
N
S

N

E
S

E)N,E(S)NN,EE(S

tctc

tctc

N,ER

R

N,ER

R
tctcRRtcRtcR

∂
∂

−

−
∂
∂

−=−−

∗

∗
∗∗

l

l

                                                                   

 

(Ta boû qua caùc soá haïng tieáp theo do giaû thieát phaân boá chính taéc lôùn). 
Nhöng vì theo ñònh nghóa nhieät ñoä vaø theá hoùa hoïc chính taéc lôùn T vaø μ (theo (IV.2a vaø b)): 

T
1

T
1

E
S

RR

R ==
∂
∂

∗

∗

, 

TTN
S

R

R

R

R μ
−=

μ
−=

∂
∂

∗

∗∗
, 

neân: 

T
N

T
E

)N,E(S)NN,EE(S tctcRtctcR
ll

ll
μ

+−=−− ∗∗ . 

Vì const)N,E(S tctcR =∗ , neân coâng thöùc (V.4) ñöôïc vieát: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ μ

+−′=
T
N

T
EexpCP ll

l , 

vôùi C’ = const. 
Vaäy, ta coù theå ñaët 

 
                                                     ,  (V.5) 

 
vôùi 

( )ll
l

NEe1P μ−β−=
Z

 



   

   
 

 
                                                      ,  (V.6) 

 
do ñieàu kieän chuaån hoùa cuûa lP . 

Khi naøy, lP  laø xaùc suaát cuûa phaân boá chính taéc lôùn, Z  laø haøm toång thoáng keâ lôùn, vaø ( )ll NEe μ−β−  laø 
thöøa soá Boltzmann trong phaân boá chính taéc lôùn.  

V.A.3  Phaân boá thoáng keâ cuûa moät bieán soá noäi 
Goïi y laø moät bieán soá noäi cuûa heä, ly  laø giaù trò töông öùng vôùi traïng thaùi ( l ) cuûa heä. Phaân boá thoáng 

keâ chính taéc lôùn cuûa bieán soá naøy ñöôïc tính bôûi: 

( )[ ]∑ μ−β−=
)(

NEexp1)y(P
l

llZ
 (V.7) 

Khi heä coù kích thöôùc vó moâ vaø caùc ñaïi löôïng naêng löôïng E, soá haït N, vaø y coù theå ñöôïc xem nhö 
bieán thieân lieân tuïc. Soá traïng thaùi vi moâ khaû dó coù naêng löôïng trong khoaûng (E, E+dE), coù soá haït trong 
khoaûng (N, N+dN), vaø coù bieán soá noäi trong khoaûng (y, y+dy) laø 

dEdNdy)y,N,E(ρ ,  (V.8) 
vôùi )y,N,E(ρ  laø maät ñoä traïng thaùi. 

Xaùc suaát nguyeân toá ñeå heä coù bieán soá noäi coù giaù trò trong khoaûng (y, y+dy) laø 

( )[ ] dEdNdy)y,N,E(.NEexp1)y(dP ρμ−β−=
Z

. (V.9) 

Ñoàng thôøi, neáu goïi W(y) laø maät ñoä xaùc suaát, ta coù 
dy)y(W)y(dP = .  

Vaäy: 

∫ ∫
+∞ +∞

μ−β−ρ=
0 0E

N dE)]E(exp[)y,N,E(dN1)y(W
Z

 (V.10) 

(E0 laø möùc naêng löôïng ôû traïng thaùi cô baûn). 
Nhö vaäy, haøm toång thoáng keâ lôùn ñöôïc tính bôûi coâng thöùc sau: 

( )[ ]∫ ∫
+∞ +∞

μ−β−ρ=
0 0E

dENEexp)N,E(dNZ   (V.11) 

V.A.4 Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cuûa phaân boá chính taéc lôùn 
• Töông töï nhö ñònh nghóa cuûa naêng löôïng töï do F töø haøm toång thoáng keâ Z , ta ñònh nghóa theá lôùn J 

nhö sau: 
 
                                                    .      (V.12) 
 
Ta coù theå chöùng minh ñöôïc laø theá lôùn J laø ñaïi löôïng coäng tính. 
• Töø coâng thöùc toång quaùt tính giaù trò trung bình cuûa soá haït 

N: 
                             
                            , 
               

ta tính ñöôïc trong phaân boá chính taéc lôùn: 

  ZlnkTJ −=  

∑=
)(

PNN
l

ll  

( )∑ μ−β−=
)(

NEe
l

llZ  



   

   
 

( )[ ]∑ μ−β−=
)(

NEexpN1N
l

lllZ
 . 

Nhöng theo coâng thöùc (V.6) ñònh nghóa Z , ta deã thaáy raèng 
 
                                             .                (V.13) 
 
• Ta cuõng tính ñöôïc giaù trò trung bình cuûa naêng löôïng E 

theo coâng thöùc 

( )ZlnNE
β∂
∂

−=μ−  . (V.14) 

• Töø coâng thöùc ñònh nghóa toång quaùt cuûa entropi thoáng keâ: ∑−=
)(

PlnPkS
l

ll , ta coù theå chöùng minh 

ñöôïc vôùi phaân boá chính taéc lôùn: 
                                                             ,   
 

 
hoaëc döôùi daïng thoâng duïng hôn: 

 
                                                               .  (V.15) 
 

• Töø coâng thöùc ñònh nghóa cuûa theá lôùn (V.12): ZlnkTJ −= , ta coù theå tìm laïi coâng thöùc: 
 
                                                 .            (V.16) 
 
• AÙp suaát chính taéc lôùn cuõng ñöôïc ñònh nghóa theo theá 

lôùn J töông öùng vôùi tham soá ngoaïi V nhö sau: 
 
  (V.17) 
 

V.B  Phaân boá chính taéc lôùn ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc 
Trong chöông III, ta ñaõ thaáy ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc, 

töùc laø heä vó moâ coù kích thöôùc ñuû lôùn, phaân boá vi chính taéc töông 
ñöông vôùi phaân boá chính taéc lôùn; khi ñoù, caùc thaêng giaùng thoáng 
keâ laø khoâng ñaùng keå. 

Cuõng töông töï nhö vaäy, ta coù theå chöùng minh raèng ñoái vôùi heä nhieät ñoäng löïc, töùc laø heä coù kích 
thöôùc ñuû lôùn ñeå caùc thaêng giaùng thoáng keâ cuûa soá haït laø khoâng ñaùng keå ñoái vôùi giaù trò caùi nhieân nhaát 
Nm cuûa soá haït, ta coù theå xem nhö soá haït cuûa heä chæ coù moät giaù trò duy nhaát laø Nm. 

Khi ñoù, caùc giaù trò cuûa caùc ñaïi löôïng chính taéc lôùn laø soá haït, naêng löôïng, entropi, aùp suaát, vaø cuûa 
moät bieán soá noäi naøo ñoù seõ truøng vôùi caùc giaù trò cuûa phaân boá chính taéc, vaø ta seõ goïi caùc ñaïi löôïng naøy laø 
caùc ñaïi löôïng nhieät ñoäng löïc. 

Toùm laïi, ñoái vôùi moät heä nhieät ñoäng löïc ôû traïng thaùi caân baèng, moãi ñaïi löôïng chæ coù moät giaù trò duy 
nhaát, duø laø heä coâ laäp, caân baèng vôùi moät heä ñieàu nhieät hay caân baèng vôùi moät heä tröõ haït (vaø naêng 
löôïng): ba phöông phaùp moâ taû heä nhieät ñoäng löïc: vi chính taéc, chính taéc, vaø chính taéc lôùn laø hoaøn toaøn 
töông ñöông. 

( )
μ∂

∂
−=

μ∂
∂

β
=

Jln1N Z  

( )JNE
T
1S −μ−=   

TSNEJ −μ−=

T
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∂
∂
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∂
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V.C  Bieåu dieãn soá chieám ñoùng  
V.C.1  Haøm toång thoáng keâ lôùn 

 
Ta xeùt heä ôû traïng thaùi vi moâ ( l ), coù naêng löôïng lE  vaø soá haït lN . Moãi haït cuûa heä coù theå ôû traïng 

thaùi rieâng leû (λ), coù naêng löôïng ελ. Moãi traïng thaùi ( l ) cuûa heä nhö vaäy ñöôïc ñaëc tröng bôûi taäp hôïp caùc 
traïng thaùi (λ) .   

),...,,()( N21 λλλ⇔      l  , 
vôùi λi  chæ ra traïng thaùi rieâng leû cuûa haït thöù i. 

Ta goïi λN laø soá haït coù theå coù ñöôïc ôû traïng thaùi (λ) hoaëc laø soá chieám ñoùng ôû traïng thaùi (λ). 
Ví duï: Ñoái vôùi heä haït fermion, λN  chæ coù theå baèng khoâng hoaëc 1: 1,0N  =λ  vì caùc fermion khoâng 

theå ôû trong cuøng moät traïng thaùi löôïng töû. Trong khi ñoù, ñoái vôùi heä boson, λN  coù theå baèng moät soá 
nguyeân hay baèng 0: ...,3,2,1,0N     =λ  vì nhieàu boson coù theå ôû trong cuøng moät traïng thaùi.  

Khi naøy, moãi traïng thaùi vi moâ maø ( l ) coù theå ñöôïc moâ taû bôûi taäp hôïp caùc soá chieám ñoùng λN cuûa 
moãi traïng thaùi (λ). 

}N{)(         λ⇔l . 
Nhö vaäy, ta ñöông nhieân coù: 

∑
λ

λλε=
)(
NEl , (V.18) 

∑
λ

λ=
)(
NNl .  (V.19) 

Haøm toång thoáng keâ lôùn khi naøy ñöôïc tính: 
( )[ ] ∑ μ−β−=

)(
NEexp

l
llZ  

  ( )
{ }

     
N 
∑ ∑

λ
λ

λ
λ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
μ−εβ−=

)(
Nexp  

vôùi yù nghóa cuûa kí hieäu toång ∑
λ}N{

 laø: 

∑ ∑ ∑∑ =
λ 1N 2N iN}N{

......  

 
vaø: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]...Nexp.NexpNexp 2211
)(

 μ−εβ−μ−εβ−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
μ−εβ− λ

λ
λ∑  

Vaäy 

( ) ( ) ...e.e
2

22

1

11

N

N

N

N  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ∑∑ μ−εβ−μ−εβ−Z    

Ñaët 
 
                                        ,    (V.20)    
 

ta coù 
                         ,                       

( )∑
λ

μ−λελβ−=λξ
N

Ne  

∏
λ

λξ=
)(

Z



   

   
 

                                      . (V.21) 
 
 

Haøm λξ ñöôïc goïi laø haøm toång thoáng keâ lôùn cuûa moät traïng thaùi rieâng leû (λ). 

V.C.2  Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng 
Theá lôùn J baây giôø ñöôïc tính: 

∑
λ

λξ−=−=
)(
lnkTlnkTJ Z  (V.22) 

Ta coù theå chöùng minh ñöôïc heä thöùc giöõa soá chieám ñoùng trung bình N  cuûa heä vaø soá chieám ñoùng 
trung bình λN cuûa traïng thaùi rieâng leû (λ): 

∑
λ

λ=
)(
NN ,  (V.23a) 

vôùi 

( )λλ ξ
μ∂
∂

= lnkTN  .  (V.23b) 

Naêng löôïng trung bình cuûa heä ñöôïc tính theo naêng löôïng λε  cuûa moãi traïng thaùi rieâng leû (λ): 

∑
λ

λλε=
)(
NE  .  (V.24) 

V.D  Caùc thoáng keâ löôïng töû 
 
Trong phaàn naøy, ta seõ xeùt caùc heä goàm caùc haït xeùt theo 

quan ñieåm cuûa cô hoïc löôïng töû, tuøy theo tính chaát ñònh xöù cuûa 
caùc haït. 

V.D.1  Thoáng keâ Fermi-Dirac 
Khi heä haït laø caùc fermion, töùc laø moãi traïng thaùi löôïng töû chæ coù hoaëc moät haït hoaëc khoâng coù haït 

naøo, ta chæ coù hai giaù trò cuûa λN  laø 1 vaø 0. Khi naøy, coâng thöùc (V.20) cho: 
( ) ( )μ−εβ−μ−εβ−

λ
λ

λ

λλ +==ξ ∑ e1e
N

N    (V.25) 

Duøng coâng thöùc (V.23b), ta tính ñöôïc soá chieám ñoùng 
trung bình cuûa moãi traïng thaùi rieâng leû (λ): 

( )
( )

( )μ−εβ−

μ−εβ−

λλ
λ

λ

+

β
β

=ξ
μ∂
∂

=
e1

e1lnkTN  

 
  ⇒                                            . (V.26) 

 
Phaân boá treân ñöôïc goïi laø phaân boá Fermi-Dirac. Vì khi naøy, λξ vaø λN  seõ lieân heä qua coâng thöùc 

λ
λ −

=ξ
N1
1  ,  (V.27) 

neân ta seõ tính ñöôïc caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cuûa heä cuûa heä theo heä thöùc (V.26). 
Ta seõ khaûo saùt chi tieát hôn tính chaát cuûa heä haït fermion 

trong moät chöông sau. 

( ) 1e
1N

+
=

μ−εβλ
λ

  



   

   
 

V.D.2  Thoáng keâ Bose-Einstein 
 

Thoáng keâ naøy ñöôïc söû duïng cho caùc boson; caùc soá chieám ñoùng λN coù theå coù moïi giaù trò nguyeân, 
döông hay baèng khoâng. Vaäy, töø heä thöùc (V.20), ta coù 

 ( )     ∑
∞

=

μ−εβ−
λ

λ

λλ=ξ
0N

Ne  

       ( ) ( ) ...ee N2N +++= μ−εβ−μ−εβ− λλλλ1    (V.28) 
Toång treân laø toång cuûa moät caáp soá nhaân coù soá haïng ñaàu 1u1 = , vaø coù coâng boäi ( )μ−εβ− λ= eq  . 
Ta bieát raèng toång cuûa moät caáp soá nhaân laø hoäi tuï neáu vaø chæ neáu 1q < , töùc laø 

0<μ−ελ . 
Neáu goïi 0ε  laø möùc naêng löôïng cô baûn (thaáp nhaát), töùc laø 0ε≥ελ ; ñieàu kieän treân seõ ñöôïc thoûa neáu 

ta coù 
μ>ε0 . 

Vaäy, ñoái vôùi moät heä boson ñoäc laäp, ta chæ coù traïng thaùi caân baèng cuûa heä neáu theá hoùa hoïc μ cho bôûi 
heä tröõ haït phaûi nhoû hôn möùc naêng löôïng cô baûn rieâng leû. 

Moät khi ñieàu kieän treân ñöôïc thoûa, toång (V.28) seõ hoäi tuï veà giaù trò: 

( )μ−εβ−λ
λ−

=
−

=ξ
e1

1
q1

u1  . (V.29) 

Vaø nhö vaäy, soá chieám ñoùng trung bình cuûa moãi traïng 
thaùi rieâng leû (λ) laø: 

( ) ( )( )[ ]
( )

( ) .           
μ−εβ−

μ−εβ−

μ−εβ−
λλ

λ

λ

λ

−

β
β

−=

−−
μ∂
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β
=ξ
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=

e1
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e1ln1lnkTN
 

 
  ⇒                                            . (V.30a) 

 
Phaân boá thoáng keâ treân ñöôïc goïi laø thoáng keâ Bose-Einstein. Tính chaát cuûa phaân boá naøy ñöôïc suy ra 

töø coâng thöùc (V.30a) ôû treân, vì ta coù: 
 λλ +=ξ N1 .  (V.30b) 

V.D.3  Thoáng keâ Maxwell-Boltzmann 
 

Xeùt tröôøng hôïp soá chieám ñoùng trung bình λN  cuûa traïng thaùi (λ) raát nhoû so vôùi ñôn vò, töùc laø khi 
( ) .  1e >>μ−εβ λ  (V.31) 

Vôùi ñieàu kieän naøy, caùc thoáng keâ Fermi-Dirac vaø Bose-
Einstein ñeàu tieán tôùi cuøng moät giôùi haïn: 

 
                               . (V.32) 
 

Phaân boá naøy ñöôïc goïi laø phaân boá Maxwell-Boltzmann. 
Khi naøy, bieåu thöùc cuûa haøm toång thoáng keâ lôùn cuûa moãi traïng thaùi (λ) cho thoáng keâ Fermi-Dirac 

ñöôïc tính töø (V.25): 
( ) ( )μ−εβ−μ−εβ− λλ ≅+=λξ e]e1ln[ln  , 

( )     
1e

1N
−

=
μ−εβλ

λ

( )μ−εβ−
λ

λ= eN  



   

   
 

vaø cho thoáng keâ Bose-Eistein töø (V.30): 
 ( ) ( )μ−εβ−μ−εβ− λλ ≅−−=λξ e]e1ln[ln   , 

töùc laø cuøng moät bieåu thöùc cuûa λξ cho hai thoáng keâ. 
Töø coâng thöùc (V.21), ta tính ñöôïc haøm toång thoáng keâ lôùn cuûa phaân boá Maxwell-Boltzmann: 

( )

∑

∑∑

λ

βε−βμ−

λ

μ−εβ−

λ
λ

λ
λ

λ

λ

=

=ξ=∏ ξ=

)(

)()()(

ee

elnlnln

         

Z
 

Neáu ta ñaët: 
 
 (V.33) 
 

laø haøm toång thoáng keâ cuûa moät haït, ta coù : 
βμ−= eln zZ  

]eexp[ βμ−=⇒ zZ       . (V.34) 
Coâng thöùc khai trieån Taylor-Mac Laurin cuûa haøm muõ cho:   

∑
∞

=

βμ=
0N

N
N

!N
e

zZ    (V.35) 

Maët khaùc, ta coù theå thieát laäp heä thöùc giöõa Z vaø haøm toång thoáng keâ chính taéc Z baèng caùch phaân tích 
toång theo caùc traïng thaùi ( l ) trong bieåu thöùc tính Z ra laøm toång cuûa caùc soá haïng coù moät giaù trò N xaùc 
ñònh vaø toång treân caùc giaù trò cuûa N 

( ) ( )

( ) .eee

ee
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E
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0N NN:)(

NE
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∞
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∞
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llll

ll
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Z
 

 
Ta thaáy raèng ∑

=

β−

NN:)(

Ee
l

l

l

chính laø haøm toång thoáng keâ Z cuûa phaân boá chính taéc vôùi soá chieám ñoùng 

lN  xaùc ñònh. Vaäy:  

∑
∞

=

βμ−=
0N

Ne ZZ   (V.36) 

So saùnh (V.35) vaø (V.36), ta coù bieåu thöùc 
 
 (V.37) 

 
cho haøm toång thoáng keâ cuûa phaân boá chính taéc ôû giôùi haïn Maxwell-Boltzmann. Trong ñoù, z laø haøm toång 
thoáng keâ chính taéc coå ñieån cho moät haït. Trong vaán ñeà III.A, ta ñaõ thaáy raèng  

( ) 23
3

mkT2
h
V

π=z ,  (V.38) 

vaø 

( ) 2/N3
3

N
mkT2

!Nh
V

π=Z .  (V.39) 

∑
λ

βε− λ=
)(
ez  

N

!N
1 z=Z



   

   
 

Vì ñaõ ñöôïc tính theo pheùp gaàn ñuùng coå ñieån neân thoáng keâ Maxwell-Boltzmann phaûi ñöôïc xem nhö 
laø giôùi haïn chung coå ñieån cho caùc thoâng keâ löôïng töû Fermi-Dirac vaø Bose-Einstein. 

• Ñieàu kieän aùp duïng thoáng keâ Maxwell-Boltzmann 
Trong tröôøng hôïp toång quaùt, khi phaûi tính ñeán baäc töï do spin cuûa haït, haøm toång thoáng keâ cho moät 

haït phaûi ñöôïc nhaân leân theâm moät thöøa soá (2s+1), vôùi s laø spin cuûa haït, vì vôùi baäc töï do naøy, möùc naêng 
löôïng suy bieán 2s+1 laàn ( s...,,2,1,0ms ±±±=   ). Töùc laø ta coù 

2/3
3

)mkT2(
h
V)1s2( π+=z   (V.40) 

Nhôù laïi raèng böôùc soùng de Broglie lieân keát vôùi haït coù 
ñoäng löôïng P qua coâng thöùc 

 
P
h

=Λ  ,  (V.41) 

vaø ñoàng thôøi, naêng löôïng chuyeån ñoäng nhieät coù ñoä lôùn vaøo khoaûng kTπ , neân 

kT
m2

P2
π= . 

Vaäy, ta coù theå ñònh nghóa “böôùc soùng nhieät de Broglie” nhö sau 
  
 (V.42) 

 
(töùc laø Λ laø böôùc soùng lieân keát vôùi haït coù naêng löôïng chuyeån ñoäng nhieät). 

Vôùi ñònh nghóa treân cuûa Λ, ta coù: 
 
                                             . (V.43) 
 
 

Theo phaân boá Maxwell-Boltzmann, ta coù 
βμ=

μ∂
∂

=
μ∂

∂
−= elnkTJN zZ   (V.44) 

theo heä thöùc (V.34). 
Vaäy, ñieàu kieän (V.31) ñeå söû duïng thoáng keâ naøy trôû thaønh 

1
N

eee >>⇔>>
λ

λ
βε

βμβε z           

Vì  β > 0, ta laïi coù: 
 Ne 0 >>βε z . 

(ε0 laø möùc naêng löôïng cô baûn cuûa heä). 
Vôùi heä coù N ñuû lôùn, ta coù theå thay N baèng N: 

 Ne 0 >>βεz . (V.45) 

Ñoàng thôøi, thay bieåu thöùc cuûa z (V.40) vaøo (V.45), ta coù: 

( )
V
N

h
mkT2e)1s2(

3

23kT/0
>>

π
+

ε
  (V.46) 

Ta thaáy raèng ñieàu kieän (V.46) ôû treân ñeå thoáng keâ Maxwell-Boltzmann coù theå ñöôïc aùp duïng laø neáu 
ôû nhieät ñoä vaø theå tích xaùc ñònh, soá haït khoâng ñöôïc quaù lôùn (maät ñoä haït ñuû nhoû), vaø neáu theå tích vaø soá 
haït xaùc ñònh, thì nhieät ñoä cuûa heä phaûi ñuû lôùn. 

mkT2
h

π
=Λ  

3
V)1s2(
Λ

+=z  



   

   
 

Ta cuõng coù theå bieåu thò ñieàu kieän aùp duïng thoáng keâ Maxwell-Boltzmann baèng caùch duøng heä thöùc 
(V.43) cho (V.45) 

Ne.e)1s2( kT/
3

kT/
0

0
>>

Λ
+ ε

ε
  (V.47) 

hay 

3/1
3/1

)1s2(
N
V

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<Λ   (V.48) 

Ta thaáy 
3/1

N
V

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  chính laø khoaûng caùch trung bình giöõa hai haït, trong khi böôùc soùng nhieät de Broglie 

Λ ñaëc tröng cho khoaûng caùch ôû ñoù caùc hieäu öùng löôïng töû ñöôïc bieåu thò. Theo (V.48), ñaïi löôïng sau naøy 
phaûi raát nhoû so vôùi khoaûng caùch trung bình giöõa hai haït cuûa heä. noùi caùch khaùc, thoáng keâ gaàn ñuùng 
Maxwell-Boltzmann coù giaù trò cho tröôøng hôïp chuyeån ñoäng cuûa haït ñöôïc khaûo saùt bôûi cô hoïc coå ñieån. 

 
 

 



   

   
 

BAØI TAÄP 
 

BT V.1  1) Duøng coâng thöùc ñònh nghóa cuûa soá haït trung bình : ∑=
)(

PNN
l

ll  vaø thöøa soá Boltzmann trong phaân 

boá chính taéc lôùn ñeå chöùng minh raèng 

)(ln1)(lnkTN ZZ
μ∂
∂

β
=

μ∂
∂

=  

trong ñoù, Z laø haøm toång thoáng keâ lôùn. 
Suy ra raèng 

μ∂
∂

−=
JN , 

vôùi ZlnkTJ −=  laø theá lôùn. 
2) Töø keát quaû ôû caâu 1), haõy chöùng minh bieåu thöùc sau cho naêng löôïng trung bình: 

)(lnNE Z
β∂
∂

−μ=  

vaø 

)(ln1E Z⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
β∂
∂

β−
μ∂
∂

μ
β

= . 

BT V.2  Töø coâng thöùc )(ln1N Z
μ∂
∂

β
= , nhaän xeùt raèng N  coù ñöôïc baèng caùch taùc duïng toaùn töû vi phaân tuyeán 

tính: 
μ∂
∂

β
1

 leân haøm Zln .  Töø ñoù, haõy tính 2)N(Δ . 

BT V.3  Töø coâng thöùc ñònh nghóa cuûa entropi thoáng keâ, chöùng minh raèng ñoái vôùi phaân boá chính taéc lôùn, ta coù heä 
thöùc sau 

TSNEJ −μ−= . 
BT V.4  Töø coâng thöùc ñònh nghóa cuûa theá lôùn J, haõy chöùng minh raèng entropi chính taéc lôùn ñöôïc tính 

T
JS

∂
∂

−= . 

BT V.5  Chöùng minh raèng theá lôùn J laø ñaïi löôïng coäng tính. 
BT V.6 1) Chöùng minh raèng neáu goïi N , λN  laàn löôït laø soá chieám ñoùng trung bình cuûa heä vaø soá chieám ñoùng trung 

bình cuûa traïng thaùi rieâng leû (λ), ta coù 
∑
λ

λ=
)(
NN ,  

vôùi 

λλ ξ
μ∂
∂

= lnkTN . 

2) Vaø neáu goïi E  vaø λε  laàn löôït laø naêng löôïng trung bình vaø naêng löôïng cuûa traïng thaùi rieâng leû (λ), 

chöùng minh raèng ta coù 

λ
λ

λε= ∑
)(
NE . 

BT V.7  Duøng coâng thöùc khai trieån Taylor ñeå chöùng minh raèng phaân boá Maxwell-Boltzmann ôû trung gian giöõa 
caùc phaân boá Fermi-Dirac vaø phaân boá Bose-Einstein, maø caùc phaân boá sau tieán ñeán phaân boá gaàn ñuùng coå 
ñieån Maxwell-Boltzmann töø caùc giaù trò nhoû hôn (ñoái vôùi fermion) vaø töø caùc giaù trò lôùn hôn (ñoái vôùi caùc 
boson). 

BT V.8  Hieän töôïng haáp phuï 



   

   
 

                                               ∈ R   
         
                A           
 
          
 
                                ∈ S                       

A 

(Ghi chuù: Khi moät chaát khí tieáp xuùc vôùi moät chaát raén, caùc phaân töû chaát khí coù theå bò huùt vaø bò “dính 
baãy” treân beà maët chaát raén. Ví duï: phaân töû N2 ñoái vôùi mica, phaân töû H2 treân beà maët platine. Ñoù laø hieän töôïng haáp 
phuï). 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Huyeát caàu toá (coù chöùc naêng di chuyeån phaân töû O2 vaø CO2 töø phoåi cho nhöõng teá baøo trong cô theå) laø moät 

protein trong maùu, coù khaû naêng haáp thuï O2 trong ñoäng maïch. Goïi naêng löôïng haáp phuï laø -ε0 vaø theá hoùa hoïc laø μ. 
Giaû söû treân beà maët huyeát caàu toá coù A “baãy”. 

1) Tính haøm toång traïng thaùi lôùn cuûa moät phaân töû O2 bò haáp phuï hay khoâng treân beà maët moät huyeát caàu toá. 
 2) Tính soá trung bình cuûa caùc phaân töû O2 bò haáp phuï. ÔÛ nhieät ñoä 300K, tæ soá phaân töû haáp phuï laø 0,75. 

Haõy tính giaù trò cuûa ε0 +μ theo ñôn vò  eV. Suy ra naêng löôïng trung bình E . 
 
 

VAÁN ÑEÀ V.A 
 

  Moâ taû chính taéc lôùn cuûa khí lyù töôûng ñôn nguyeân töû 
  
ÔÛ caùc chöông II vaø III, ta ñaõ söû duïng caùc phaân boá vi chính taéc vaø phaân boá chính taéc ñeå xeùt caùc tính chaát 

cuûa heä khí lí töôûng coå ñieån ñôn nguyeân töû vaø ñaõ tìm ñöôïc phöông trình traïng thaùi f(p, V, T) cuûa heä khí naøy. 
Trong vaán ñeà naøy, ta seõ duøng phaân boá chính taéc lôùn ñeå khaûo saùt heä khí lí töôûng ñôn nguyeân töû. Vì ôû giôùi 

haïn coå ñieån neân ñöông nhieân ta phaûii xeùt tröôøng hôïp giôùi haïn naøy cuûa caùc thoáng keâ löôïng töû, ñoù laø giôùi haïn 
thoáng keâ Maxwell-Boltzmann. 

Giaû söû raèng ñieàu kieän ñeå aùp duïng thoáng keâ Maxwell-Boltzmann ñöôïc thoûa maõn ( 1e )( >>μ−εβ− λ ). Bieát 

raèng haøm toång thoáng keâ cuûa moät haït khi naøy ñöôïc tính bôûi: 
3

V)1s2(
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+=z  , 

vôùi   
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Khi naøy, neáu soá haït cuûa heä ñuû lôùn ñeå heä ñaït ñeán giôùi haïn nhieät ñoäng löïc, ta xem nhö heä khaûo saùt laø heä 
khí lí töôûng coå ñieån ñôn nguyeân töû. 

1) Vieát bieåu thöùc töôøng minh tính theá lôùn J cuûa heä theo β, V, vaø Λ. 
2) Baèng caùch tính aùp suaát chính taéc lôùn, haõy suy ra phöông trình traïng thaùi cuûa khí lí töôûng. 
3) Tìm laïi coâng thöùc Sakur-Teùtrode cho entropi chính taéc lôùn: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++Λ−−= )1s2ln(ln

V
Nln

2
5NkS 3 . 

4) Chöùng minh raèng vôùi heä khí treân, ta cuõng seõ tìm laïi ñöôïc coâng thöùc tính naêng löôïng trung bình cuûa 
khí lí töôûng coå ñieån ñôn nguyeân töû: 

NkT
2
3E = . 

 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ V.B 
 

Thoáng keâ Maxwell-Boltzmann vaø tính chaát nhieät ñoäng löïc cuûa heä caùc phaân töû hai möùc naêng 
löôïng 

 

I/ Ta xeùt moät heä S goàm moät soá N raát lôùn caùc phaân töû coù theå xem nhö caùc haït ñoàng nhaát, ñoäc laäp vaø 
khoâng phaân bieät ñöôïc. Goïi μ  laø theá hoùa hoïc cuûa heä. 

1/ Töø caùc coâng thöùc tính soá haït trung bình λN  cuûa thoáng keâ Fermi-Dirac (F-E) vaø cuûa thoáng keâ Bose-

Einstein (B-E) ôû traïng thaùi λ , vôùi λε  laø naêng löôïng töông öùng, haõy tìm ñieàu kieän ñeå ta coù ñöôïc thoáng keâ 

Maxwell-Boltzmann (M-B). Vieát bieåu thöùc  cuûa λN  cuûa thoáng keâ naøy. 

2/ Vieát laïi bieåu thöùc cuûa iN  cho caùc thoáng keâ F-D vaø B-E ôû möùc naêng löôïng i khi caùc möùc naêng löôïng 
coù cuøng baäc suy bieán g. Khi ñoù, tìm ñieàu kieän ñeå coù coâng thöùc sau cho thoáng keâ M-B: 

)](exp[gN ii μ−εβ−=    (1) 
Trong phaàn coøn laïi cuûa baøi toaùn, ta seõ söû duïng phaân boá M-B ñaëc tröng bôûi coâng thöùc (1) ôû treân. 
 
II/ Xeùt tröôøng hôïp caùc haït cuûa heä  S coù theå chieám moät trong hai möùc naêng löôïng 1ε  vaø 2ε  vôùi cuøng baäc 

suy bieán g vaø 21 ε<ε . Ta ñaët 12 ε−ε=ε  (xem hình veõ). 

1/ Vieát coâng thöùc tính soá haït trung bình 1N  vaø 2N  ôû moãi möùc naêng 

löôïng. Töø ñoù, vôùi ñieàu kieän baûo toaøn soá haït NNN 21 =+ , suy ra raèng 

Z
N)exp( =βμ  vôùi Z laø haøm toång thoáng keâ cuûa hai möùc naêng löôïng. Vieát bieåu 

thöùc cuûa Z. 

2/ Chöùng minh raèng ta coù coâng thöùc 
)exp(1

NN1 βε−+
=  vaø 

)exp(1
)exp(NN2 βε−+

βε−
= . 

Tính theo βε  xaùc suaát 1p  vaø 2p  ñeå moãi phaân töû ôû caùc möùc naêng löôïng 1ε  vaø 2ε . Kieåm chöùng laïi ñieàu 
kieän chuaån hoùa cho 1p , 2p . 

3/ Tính 21 NN −  theo N vaø βε . 

Ta ñònh nghóa nhieät ñoä ñaëc tröng θ  cuûa heä theo bieåu thöùc βε=
θ
T

. Giaûi thích taïi sao θ  coù thöù nguyeân 

cuûa nhieät ñoä. 
Tìm caùc bieåu thöùc gaàn ñuùng cuûa 1N , 2N vaø 21 NN − , ñoàng thôøi cho bieát yù nghóa vaät lyù ôû caùc tröôøng 

hôïp giôùi haïn sau: 
a/ T << θ , 
b/ T >> θ . 
 
III/ Trong phaàn naøy, ta xeùt caùc tính chaát nhieät ñoäng löïc cuûa heä S noùi treân. 
1/ Baèng caùch nhaän xeùt raèng noäi naêng toaøn phaàn U cuûa heä baèng toång naêng löôïng cuûa hai möùc , suy ra 

raèng: 

1)exp(
NNU 1 +βε

ε
+ε= .     (2) 

2/ Tìm taïi coâng thöùc (2) ôû treân baèng caùch duøng haøm toång thoáng keâ Z tìm thaáy ôû caâu II/ 1/. 
3/ Veõ ñöôøng bieåu dieãn cuûa U theo T/ θ . Nhaän xeùt veà yù nghóa vaät ly ùcuûa soá haïng ñaàu tieân, 1εN , trong 

coâng thöùc (2). 
4/ a/ Tính nhieät dung ñaúng tích VC  cuûa heä. Suy ra coâng thöùc sau cuûa nhieät dung ñaúng tích cho moät mol: 

ε2

ε1

ε 



   

   
 

)2/(ch4
)(Rc 2

2

V
βε

βε
=  , 

vôùi R laø haèng soá khí lyù töôûng. 

Nhaéc laïi raèng chx  laø haøm hyperpol löôïng giaùc: 
2

eechx
xx −+

= . 

b/ Xeùt giaù trò cuûa Vc  trong caùc tröôøng hôïp giôùi haïn T << θ   vaø T >> θ . 

 
IV/ AÙp duïng soá: Vôùi 123

A mol1002.6NN −×==  vaø 123JK1038.1k −−×=  laø haèng soá Boltzmann, 

vaø T = 300K, haõy tính caùc giaù trò 1N , 2N vaø 21 NN − trong hai tröôøng hôïp ñaëc bieät sau: 

1/ eV10 5−=ε , 
2/ eV1=ε . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   

   
 

 
Chöông VI 

 

THAÊNG GIAÙNG THOÁNG KEÂ ÔÛ HEÄ CAÂN BAÈNG 
 

 
VI.A Thaêng giaùng cuûa maät ñoä haït 
VI.B Thaêng giaùng cuûa naêng löôïng 
VI.C Thaêng giaùng cuûa nhieät ñoä 

 

 
Ta ñaõ thaáy raèng trong moät heä vaät lyù ôû traïng thaùi caân baèng, trong khi caùc giaù trò cuûa caùc tham soá 

ngoaïi ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän beân ngoaøi, thì caùc bieán soá noäi cuûa heä laïi luoân coù nhöõng giaù trò chòu 
nhöõng bieán thieân quanh giaù trò trung bình, ñoù laø caùc thaêng giaùng noäi taïi coù nguoàn goác thoáng keâ. Caùc 
bieán soá noäi naøy thaät ra laø caùc bieán ngaãu nhieân coù nhöõng thaêng giaùng duø cho caùc tham soá ngoaïi ñaõ ñöôïc 
xaùc ñònh cho heä. Ngoaøi ra, cuõng caàn nhôù raèng ngay caû caùc tham soá ngoaïi cuõng chæ ñöôïc xaùc ñònh vôùi 
moät sai soá naøo ñoù, ñoä baát ñònh naøy chaéc chaén cuõng coù aûnh höôûng ñeán caùc giaù trò cuûa caùc bieán soá noäi . 

Noäi dung cuûa chöông naøy seõ taäp trung thaûo luaän caùc hieän töôïng thaêng giaùng cuûa caùc bieán soá noäi 
cuûa moät heä vaät lyù caân baèng, ñaët bieät seõ xeùt maät ñoä haït, naêng löôïng, vaø nhieät doä cuûa moät löu chaát ñoàng 
nhaát goàm nhöõng phaân töû cuøng loaïi vaø coù kích thöôùc ñuû lôùn ñeå coù theå ñöôïc xem laø heä nhieät ñoäng löïc. 
 

VI.A Thaêng giaùng cuûa maät ñoä haït 
 

VI.A.1 Thaêng giaùng soá haït cuûa moät heä nhoû  
 

Xeùt moät heä S coù theå tích nhoû V xaùc ñònh trong moät heä S . Heä S coù theå trao ñoåi nhieät vaø trao ñoåi haït 
vôùi phaàn coøn laïi cuûa S; phaàn coøn laïi naøy ñoùng vai troø heä ñieàu nhieät vaø heä tröõ haït, aùp ñaët cho S nhieät 
ñoä T vaø theá hoaù hoïc μ. 

Nhö ta ñaõ bieát, khi ôû traïng thaùi caân baèng , xaùc xuaát lP  ñeå S ôû traïng thaùi vi moâ )(l  coù naêng löôïng 

lE  vaø coù soá haït lN  ñöôïc tính bôûi: 

)]NE(exp[1P lll μ−β−=
Z

 , (VI.1a) 

trong ñoù, Z laø haøm toång thoáng keâ lôùn : 
∑ μ−β−=

)(
)]NE(exp[

l
llZ  .               (VI.1b) 

Soá haït trung bình trong theå tích V laø 

μ∂
∂

== ∑ Z
Z
kTPNN

)(l
ll  ,  (VI.2a) 

vaø  

2

22

)(

22 )kT(PNN
μ∂

∂
== ∑ Z

Zl
ll   .        (VI.2b) 

Laáy ñaïo haøm cuûa bieáu thöùc (VI.2a) theo μ , ta coù: 
2

22

2 kTkTN
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ∂

∂
−

μ∂
∂

=
μ∂

∂ Z
Z

Z
Z

.  (VI.3) 

Töø ñoù, ta coù: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −β=

μ∂
∂ 22 NNN  (VI.4) 



   

   
 

Söï thaêng giaùng cuûa soá haït trong heä S ñöôïc tính baèng bieåu thöùc: 
2/1

22 NNN ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=Δ     (VI.5) 

 
  (VI.6) 

 
 
• AÙp duïng cho heä khí lyù töôûng 

Nhaéc laïi raèng vôùi khí lyù töôûng ñôn nguyeân töû, ta 
coù coâng thöùc (III.53) tính naêng löôïng töï do: 

N3

2/N3

h
)mkT2(lnkT]VlnN[lnkTN π

−+−= F   , (VI.7) 

do ñoù theá hoùa hoïc laø 

)T(fNlnkT
N
F

+=
∂
∂

−=μ        (VI.8) 

Ta tính ñöôïc: 
NN =Δ       (VI.9) 

vaø töø ñoù, ta tìm laïi ñöôïc keát quaû laø ñoä thaêng giaùng töông ñoái tæ leä nghòch vôùi N1/2: 
 

                                                         . (VI.10) 
 

 

VI.A.2 Thaêng giaùng theå tích moät heä nhoû  
  

Ñeå xeùt söï thaêng giaùng cuûa theå tích cuûa heä nhoû S laø moät phaàn cuûa heä S, ta xaùc ñònh soá haït cuûa heä S 
khoâng ñoåi vaø ñeå S tieáp xuùc nhieät vaø cô vôùi phaàn coøn laïi cuûa S. Phaàn coøn laïi naøy seõ aán ñònh cho S nhieät 
ñoä T vaø aùp suaát p; ñoù ñöôïc goïi laø taäp hôïp   T-p. 

Ta coù theå chöùng minh ñöôïc raèng xaùc xuaát ñeå lP  ñeå heä S, moät khi ôû traïng thaùi caân baèng, coù theå tích 
trong khoaûng V vaø V+dV vaø coù traïng thaùi vi moâ )(l  coù naêng löôïng lE  ñöôïc tính bôûi: 

dV)]pVE(exp[
Z
1dP +β−= ll  , (VI.11) 

vôùi 

∫ ∑
+∞

+β−=
0 )(

)]pVE(exp[dVZ
l

l  . (VI.12) 

Thöïc hieän pheùp tính töông töï nhö phaàn VI.A.1 ôû treân, ta thu 
ñöôïc keát quaû sau cho giaù trò trung bình cuûa bình phöông theå 
tích: 

p
Z

Z
kT)]pVE(exp[VdV

Z
1V

0 )( ∂
∂

−=+β−= ∫ ∑
+∞

l
l   (VI.13) 

2

22

0

22

p
Z

Z
)kT()]pVE(exp[VdV

Z
1V

∂

∂
=+β−= ∫ ∑

+∞

l
l   (VI.14) 

Laáy ñaïo haøm cuûa bieåu thöùc (VI.13) theo p, ta coù 
 
 

 (VI.15) 

2/1
NkTN ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ∂

∂
=Δ

N
1

N
N

=
Δ

2/12/1
22

p
VkTVVV ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=Δ  



   

   
 

 
• AÙp duïng cho heä khí lyù töôûng  
Töø phöông trình traïng thaùi  

 pV = NkT  (VI.16) 
cuûa khí lyù töôûng, aùp duïng coâng thöùc (VI.15) cho ta keát quaû sau: 
 

                                                        . (VI.17) 
 
 

VI.A.3  Thaêng giaùng cuïc boä cuûa maät ñoä 
 

Trong thöïc teá, ngöôøi ta thöôøng chuù yù ñeán söï thaêng giaùng thoáng keâ cuûa maät ñoä haït cuïc boä trong theå 
tích V, ñöôïc ñònh nghóa bôûi  

V
N

=ρ  . (VI.18) 

Thaêng giaùng ñaïi löôïng ρ coù theå ñöôïc tính bôûi phöông phaùp cuûa phaàn VI.A.1, töùc laø giöõ theå tích V 
xaùc ñònh, cho ta keát quaû: 

 
 

 (VI.19) 
 
hoaëc bôûi phöông phaùp cho soá haït N xaùc ñònh nhö trong phaàn VI.A.2: 
 
 
 (VI.20) 
 

Hai keát quaû treân döông nhieân phaûi töông ñöông, vì thöïc teá ta coù heä thöùc: 

N,T
2

2

V,T p
V

V
NN

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ∂

∂  (VI.21) 

Thaät vaäy, moät maët, ta coù: 

2

2

V,T N
FN

∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ∂

∂  (VI.22) 

maët khaùc: 2

2

N,T V
F

V
p

∂

∂
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂                     (VI.23) 

Nhöng vì naêng löôïng töï do F laø ñaïi löôïng coäng tính: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

N
V,Tf.N)N,V,T(F , 

neân: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂

N
V,T

)N/V(
f

N
V

N
V,Tf

N
F  , 

2

2

3

2

2

2

)N/V(
f

N
V

N
F

∂

∂
=

∂

∂  . 

Töông töï ta cuõng coù: 

N
1

V
V

=
Δ

2/1

V,T
2

N
N
kT

N
N

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ∂

∂
−=

Δ
=

ρ
ρΔ

2/1

N,T
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V
V
kT

V
V

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
Δ

=
ρ
ρΔ  



   

   
 

2

2

2

2

)N/V(
f

N
1

V
F

∂

∂
=

∂

∂  

2

2

2

2

2

2

V
F

N
V

N
F

∂

∂
=

∂

∂
⇒  . 

So saùnh bieåu thöùc treân vôùi (VI.22) vaø (VI.23), ta 
tìm ñöôïc (VI.21).  

VI.B  Thaêng giaùng cuûa naêng löôïng  
VI.B.1  Söï töông hôïp giöõa naêng löôïng vaø theå tích  

 
Ñeå ñaùnh giaù ñöôïc nhöõng thaêng giaùng thoáng keâ cuûa naêng löôïng, ta coù theå söû duïng moät trong hai 

phöông phaùp: hoaëc ta xaùc ñònh theå tích V cuûa heä nhoû S, laø moät phaàn cuûa heä S, hoaëc ta cho soá haït N coù 
giaù trò ñònh tröôùc. Dó nhieân laø hai phöông phaùp ñeàu daãn ñeán cuøng moät heä quaû vaät lyù cho naêng löôïng. 

ÔÛ ñaây, ta seõ duøng phöông phaùp thöù hai, cho xaùc ñònh soá haït N. Khi naøy, ta coù taäp hôïp T-p, vaø phaân 
boá thoâng keâ cuûa caùc traïng thaùi vi moâ ñöôïc xaùc ñònh bôûi heä thöùc (VI.11). Ñeå tính ñöôïc thaêng giaùng cuûa 
naêng löôïng E, ñöông nhieân ta seõ phaûi xeùt ñeán moái töông lieân giöõa E vaø V, xaùc ñònh bôûi: 

)VV)(EE(V.E −−=ΔΔ  , (VI.24) 
Ta deã daøng tìm ñöôïc laø  

V.EV.EV.E −=ΔΔ  . (VI.25) 
Ñeå coù keát quaû ñaùnh giaù moái töông quan treân, ta ñi tính giaù trò trung bình cuûa ñaïi löôïng  V(E+pV): 

∫ ∑
+∞

+β−+=+
0 )(

)]pVE(exp[)pVE(VdV
Z
1)pVE(V

l
ll . (VI.26) 

vôùi Z ñöôïc tính bôûi heä thöùc (VI.12) . 
Ta coù theå thaáy raèng nhö vaäy: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

ββ∂
∂

=+
p
Z1

Z
1)pVE(V  . (VI.27) 

Maët khaùc töø heä thöùc tính V  ôû (VI.13), ta coù 

β∂
∂

∂
∂

β
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
μ∂

∂
ββ∂

∂
−=

β∂
∂ Z

p
Z

Z
1Z1

Z
1V

2  . (VI.28) 

Vaäy: 

N,p

2
T
VkTV)VpE(V)pVE(V ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

β∂
∂

−=+−+ . (VI.29) 

Vaø töø heä thöùc tính ΔV ñaõ coù (VI.15), ta coù heä thöùc cho thaáy söï töông quan giöõa naêng löôïng vaø theå 
tích: 

⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎣
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⎟⎟
⎠

⎞
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N,TN,p p

Vp
T
VTkTV.E  .  (VI.30) 

VI.B.2  Thaêng giaùng naêng löôïng theo Cp  
Ñeå tính ñöôïc thaêng giaùng cuûa naêng löôïng, ta baét ñaàu baèng caùch tính thaêng giaùng cuûa ñaïi löôïng E + 

pV = H laø entalpi cuûa heä. Ta coù: 

β∂
∂

−=+β−+=+ ∫ ∑
+∞ Z

Z
1)]pVE(exp[)pVE(dV

Z
1VpE

0 )(l
ll  (VI.31) 



   

   
 

vaø 

 2

2

0 )(

22 Z
Z
1)]pVE(exp[)pVE(dV

Z
1)pVE(

β∂
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Nhö vaäy: 
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Maët khaùc, nhôù laïi raèng nhieät dung ñaúng aùp pC  coù theå ñöôïc tính bôûi: 

dTC)VpE(dQ p=+=δ  . (VI.34) 

(Thaät vaäy, töø  
WQdE δ+δ=  , 

ta coù  
VpddEQ −=δ  

vì    
VpdW −=δ . 

Maët khaùc, ta laïi coù 
pdVdEQ +=δ , 

neân ta tìm ñöôïc heä thöùc( VI.34) ôû treân. )  
Vaäy:  

[ ] 2/1
p

2CkT)pVE(H =+Δ=Δ  (VI.35) 

Nhöng ñoàng thôøi , ta coù  
222 )VpE()pVE()]pVE([ +−+=+Δ  

 )V.EEV(p2)Vp()E( 22 −+Δ+Δ=                       ,  (VI.36)  
do ñònh nghóa.  

Vaäy töø bieåu thöùc (VI.35) ôû treân vaø töø (VI.15) tính ΔV, ta suy ra ñöôïc coâng thöùc ñeå tính ñoä thaêng 
giaùng cuûa naêng löôïng theo nhieät dung ñaúng aùp pC : 
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VI.B.2  Thaêng giaùng cuûa naêng löôïng theo CV 
 

Ñeå coù theå tính (ΔE)2 theo nhieät dung rieâng ñaúng tích CV thay vì theo Cp  nhö ôû coâng thöùc (VI.37) ôû 
treân, ta ñi tìm heä thöùc giöõa Cp vaø CV. Muoán vaäy töø nhaän xeùt raèng caùc vi phaân cuûa naêng löôïng vaø 
entalpi coù daïng toång quaùt 

dNpdVTdSdE μ+−= , 
dNVdpTdSdH μ++= ,  

ta suy ra ñöôïc laø  
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Ta thöïc hieän pheùp bieán ñoåi cuûa haøm S: 
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Vaø nhö vaäy, ta thu ñöôïc heä thöùc Mayer: 

N,VN,p
Vp T

p
T
VTCC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=  . (VI.40) 

Maët khaùc, töø phöông trình traïng thaùi, ta coù  
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Heä thöùc Mayer trôû thaønh: 
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Cuoái cuøng ta tính ñöôïc (ΔE)2  theo CV baèng caùch theá Cp trong (VI.37) baèng heä thöùc tính Cp  ôû 
(VI.42): 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=Δ
2

N,pN,T
V

22

T
p

T
V

p
VTCkT)E(  (VI.43) 

• AÙp duïng cho heä khí lyù töôûng  
Trong tröôøng hôïp ta xeùt laø heä vaät lyù khí lyù töôûng, töø phöông trình traïng thaùi 

 PV = NkT , 
ta coù 

2/1
V

2 ]CkT[E =Δ . (VI.44) 
Thaät ra, heä thöùc ñôn giaûn treân lieân quan ñeán ñieàu hieån nhieân laø thaêng giaùng cuûa naêng löôïng vaø cuûa 

theå tích cuûa heä khí lyù töôûng laø khoâng coù töông quan  
0VE =ΔΔ  . (VI.45) 

VI.C  Thaêng giaùng cuûa nhieät ñoä 
 

Trong thöïc teá, söï thaêng giaùng cuûa naêng löôïng khoâng ñöôïc ño tröïc tieáp, maø nhieät ñoä laø ñaïi löôïng 
ñöôïc ño baêng nhieät keá; naêng löôïng trung bình E  vaø theå tích trung bình V  cuûa heä (cuõng laø caùc giaù trò 
caùi nhieân nhaát) coù moái quan heä vôùi nhieät ñoä cuûa heä. 

Vì nhö vaäy, nhieät ñoä T cuûa heä S laø haøm theo E  vaø V neân 
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Nhöng ta laïi coù  
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vaø do  
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Vaø nhö vaäy: 
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Ñoä töông quan giöõa nhieät ñoä vaø theå tích ñöôïc ñaùnh giaù bôûi: 
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Thaät ra, baèng caùch thay bieåu thöùc (VI.50) ôû treân baèng caùc ñaïi löôïng 
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maø ta ñaõ thaáy ôû (VI.15) vaø (VI.29), ta coù: 
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(Theo keát quaû ta ñaõ coù ôû (VI.41)). 
Ñieàu naøy chöùng toû raèng thaêng giaùng cuûa nhieät ñoä vaø cuûa theå tích laø khoâng töông quan.  
Maët khaùc trong heä thöùc (VI.49), ta thaáy caùc giaù trò ΔV, Δ(E 

+ pV) vaø )VpE(V)pVE(V +−+  ñaõ ñöôïc tính ôû (VI.15), 
(VI.33), vaø (VI.29), ta coù 
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Söû duïng caùc bieåu thöùc (VI.41) vaø (VI.42), ta coù ñöôïc keát quaû ñôn giaûn sau  
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Nhôù laïi raèng ñoái vôùi heä soá coù soá haït N ñuû lôùn, CV tæ leä vôùi N, ta laïi coù ñöôïc  
                                                            . (VI.53) 
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BT VI.1  Chöùng minh heä thöùc Mayer (VI.40): 
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BT VI.2  Chöùng minh raèng töø phöông trình traïng thaùi, ta coù heä thöùc 
(VI.41): 
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Chöông VII 
 

ÖÙNG DUÏNG PHAÂN BOÁ CHÍNH TAÉC 
TRONG MOÂI TRÖÔØNG ION HOÙA 

 
 

VII.A  Caùc khaùi nieäm cô baûn  
VII.B  Moâ phoûng trong vaät lyù thoáng keâ 

VII.C  Plasma lieân keát maïnh 

VII.D  Plasma lieân keát yeáu 
 

Ta seõ daønh noäi dung chöông naøy cho vieäc khaûo saùt öùng duïng cuûa vaät lyù thoáng keâ noùi chung vaø 
phaân boá chính taéc noùi rieâng trong moâi tröôøng plasma. Ñoàng thôøi, ñoäc giaû cuõng seõ ñöôïc giôùi thieäu ñeå 
tieáp caän vôùi moät lónh vöïc coù nhöõng böôùc tieán maïnh meõ trong thôøi gian gaàn ñaây, ñoù laø vieäc söû duïng 
maùy tính toác ñoä cao trong vieäc nghieân cöùu moät soá vaán ñeà vaät lyù, ñaëc bieät laø vaät lyù thoáng keâ  

VII.A  Caùc khaùi nieäm cô baûn  
 

VII.A.1  Moâ hình plasma moät thaønh phaàn  
 

Trong chöông naøy ta chæ xeùt plasma moät thaønh phaàn (OCP_ One Component Plasma), töùc laø moät heä 
thoáng keâ goàm moät loaïi nhöõng ion tích ñieän döông chuyeån ñoäng trong moät "bieån" caùc haït electron. Nhö 
vaäy, tuy caùc ion töông taùc nhau bôûi löïc Coulomb, nhöng toaøn boä heä vaãn oån ñònh vì söï trung hoøa ñieän do 
caùc electron. 

Ta cuõng giaû söû raèng heä caùc ion treân coù theå ñöôïc moâ taû töông ñoái chính xaùc bôûi cô hoïc thoáng keâ coå 
ñieån (plasma khoâng suy bieán), vaø ôû traïng thaùi caân baèng. Caùc quaù trình taùi hôïp giöõa caùc ion vaø electron 
xem nhö khoâng ñaùng keå vaø nhö vaäy, heä plasma treân ôû phaân boá chính taéc, coù soá haït N xaùc ñònh, cuõng 
nhö theå tích V cuûa bình chöùa vaø nhieät ñoä T cuûa heä ñieàu nhieät. 

Caùc plasma thöôøng ñöôïc phaân loaïi ra laøm plasma lieân keát maïnh (strongly coupled plasma) hoaëc 
plasma lieân keát yeáu (weakly coupled plasma) tuøy theo tyû soá giöõa theá naêng töông taùc Coulomb vôùi naêng 
löôïng chuyeån ñoäng nhieät. Ñeå thaáy roõ ñieàu naøy, ngöôøi ta ñöa vaøo khaùi nieäm khoái caàu ion nhö sau: Xeùt 
moät ion baát kyø cuûa plasma, coù ñieän tích Ze, vaø taïo ra moät khoái caàu chöùa caùc ñieän tích aâm vöøa ñuùng ñeå 

trung hoaø ñieän tích döông cuûa ion treân. Nhö vaäy, neáu ta goïi 
V
N

=ρ   laø maät ñoä ion cuûa khoái plasma 

ñang xeùt, baùn kính cuûa khoái caàu ion ñöôïc tính  
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(Töông töï vôùi ñònh nghóa cuûa khoái caàu Wigner-Seitz söû duïng trong vaät lyù chaát raén). 
Trong vaät lyù plasma, naêng löôïng chuyeån ñoäng nhieät trung bình thöôøng ñöôïc quy öôùc baèng kT. 

Tham soá töông lieân  cuûa plasma ñöôïc ñònh nghóa: 
 
                                      , (VII.2a) 
 
 

töùc laø tæû soá giöõa naêng löôïng töông taùc Coulomb trung bình vôùi naêng löôïng chuyeån ñoäng nhieät trung 
bình. 

akT
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Ta coù theå thaáy raèng khi Γ >> 1, töùc laø naêng löôïng Coulomb raát lôùn hôn naêng löôïng chuyeån ñoäng 
nhieät, traïng thaùi plasma gaàn vôùi traïng thaùi raén. Ngöôïc laïi, neáu Γ <<1, chuyeån ñoäng nhieät hoãn loaïn 
chieám öu theá; plasma ôû traïng thaùi cuûa khí lyù töôûng. Coøn khi Γ coù giaù trò trung gian, tính chaát cuûa 
plasma laø tính chaát cuûa löu chaát. Nhö vaây, tuøy theo giaù trò cuûa tham soá töông lieân maø caùc ñaïi löôïng 
nhieät ñoäng hoïc cuûa plasma seõ ñöôïc tính theo chaát raén, löu chaát hay khí lí töôûng. 

Ta cuõng coù coâng thöùc tính tröïc tieáp ñaïi löôïng Γ theo nhieät 
ñoä vaø maät ñoä cuûa plasma nhö sau: 
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×=Γ . (VII.2b) 

Ta thaáy raèng ñoái vôùi plasma coù Z = 1 (nhö ion H+ chaúng haïn), ñeå coù 1≅Γ , ta phaûi coù maät ñoä ion laø 
326 cm10 −  neáu nhieät ñoä K10T 6≅ . 

Ñoái vôùi nhöõng plasma phoùng ñieän khí trong phoøng thí nghieäm, plasma trong phaûn öùng haït nhaân coù 
ñieàu khieån, ta coù 53 1010 −− −≅Γ , töùc laø plasma lieân keát yeáu. Ngöôïc laïi, caùc plasma hình thaønh trong 
caùc sao luøn traéng, trong sao nôtron laø caùc plasma lieân keát maïnh, vì khi naøy, giaù trò cuûa Γ  ôû trong 
khoaûng 10-100. 

Cuõng neân bieát raèng caùc pheùp tính phaân tích keát quaû moâ phoûng Monte-Carlo gaàn ñaày nhaát laø vaøo 
naêm 2000 cho thaáy raèng ôû giaù trò 175m =Γ , coù söï chuyeån pha loûng-raén, töùc laø plasma chuyeån töø traïng 
thaùi löu chaát sang traïng thaùi keát tinh, vaø ñoàng thôøi ôû giaù trò 75,1c =Γ , hieäu öùng traät töï ñòa phöông baét 
ñaàu xuaát hieän. 

Tröôùc khi giôùi thieäu caùc khaùi nieäm quan troïng ñöôïc söû duïng roäng raõi trong vieäc nghieân cöùu plasma 
moät thaønh phaàn, ta vieát ra döôùi ñaây daïng theá naêng toaøn phaàn cuûa heä: 
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 (VII.3) 

trong ñoù iR  laø vectô vò trí thöù i, rr  laø vectô vò trí cuûa electron (xem nhö phaân boá lieân tuïc) ôû trong theå 
tích nguyeân toá rdr , ρ laø maät ñoä ion . 

Ta thaáy roõ raèng ôû veá phaûi cuûa phöông trình treân, soá haïng thöù nhaát trong ngoaëc vuoâng chæ ra theá 
naêng töông taùc giöõa caùc ion döông coù ñieän tích Ze, soá haïng thöù nhì bieåu hieän theá naêng töông taùc 
electron-electron_daáu tích phaân chöùng toû raèng caùc electron ñöôïc phaân boá lieân tuïc trong theå tích V, vaø 
soá haïng cuoái cuøng ñeå tính ñeán töông taùc ion-electron. 

VII.A.2  Haøm phaân boá xuyeân taâm  
Trong nhieàu vaán ñeà ñöôïc nghieân cöùu trong vaät lyù löu chaát, nhö vaät lyù nguyeân töû trong plasma, ta 

caàn phaûi bieát töông taùc giöõa moät ion vaø caùc ion keá caän,  ñieàu naøy ñöôïc phaûn aùnh qua giaù trò cuûa haøm 
phaân boá xuyeân taâm (radial distribution function), maø ta seõ xeùt ñònh nghóa vaø caùc tính chaát cô baûn sau 
ñaây. 

Neáu goïi )r(u ij  laø theá naêng töông taùc giöõa hai ion i vaø j trong N ion cuûa plasma, theá naêng toaøn phaàn 

cuûa heä laø 

∑
<

=≡
N

ji
ijN21 )r(u)r,...,r,r(UU rrr

 (VII.4) 



   

   
 

Xaùc suaát ñeå ion 1 ôû trong 1rdr  taïi vò trí 1r
r

,..., ion N ôû trong Nrdr  taïi vò trí Nr
r

 khoâng phuï thuoäc vaøo 
vaän toác cuûa moãi haït neân ñöôïc tính 

N1
U rd...rde

Q
1 rrβ−  , (VII.5) 

trong ñoù Q laø tích phaân caáu hình ñöôïc ñònh nghóa bôûi  

∫ β−=
V

N1
U rd...rdeQ rr .  

Nhö vaäy, xaùc suaát ñeå ion 1 ôû trong 1rdr  taïi 1r
r , …, ion n ôû  trong nrdr  taïi nr

r  laø 

N1
V
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U

n1n1
)n( rd...rdrd...rde

Q
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V
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U
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Q
1)r,...,r(P rrrr

.            (VII.6) 

Ñoàng thôøi, neáu ta goïi n1n1
)n( rd...rd)r,...,r( rrrr

ρ  laø xaùc suaát ñeå coù moät ion naøo ñoù (khoâng nhaát thieát laø 
ion 1) ôû trong 1rdr  taïi 1r

r , …, ñeå moät ion khaùc ôû trong nrdr  taïi nr
r , thì vì coù N khaû naêng ñeå ion ôû trong 

1rdr ,  N−1 khaû naêng ñeå cho 2rdr , …, vaø N−n+1 khaû naêng cho nrdr , töùc laø taát caû coù 

)!nN(
!N)1nN)...(2N)(1N(N

−
=+−−−  

khaû naêng, neân  
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Chuù yù raèng töø ñònh nghóa toång quaùt treân, thì 11
)1( rd)r( rr

ρ  laø xaùc suaát ñeå moät trong nhöõng ion ôû trong 

1rdr  vaø vì moïi ñieåm 1r
r

 trong theå tích V laø töông ñöông (töùc laø 11
)1( rd)r( rr

ρ  ñoäc laäp ñoái vôùi 1r
r

) neân 

ρ==ρ=ρ∫ V
Nrd

V
1 )1(

V
1

)1( r
 . (VII.8) 

Ta ñöa vaøo khaùi nieäm haøm phaân boá xuyeân taâm töø nhaän xeùt raèng 2121
)2( rdrd)r,r( rrrr

ρ  laø xaùc suaát ñeå 

moät ion ôû trong 1rdr  vaø moät ion khaùc  ôû trong  2rdr , vaø vì )2(ρ chæ phuï thuoäc vaøo khoaûng caùch r12 neân 

)r()r,r( 12
)2(

21
)2( ρ=ρ

rr
 , 

vaø 
)1N(Nrd)r(Vrdrd)r( 12

V
12

)2(

V
2112

)2( −=ρ=ρ ∫∫
rr

. (VII.9) 

Vì phaân boá caùc ion trong plasma laø hoaøn toaøn ngaãu nhieân, xaùc xuaát ñeå ion 1 ôû trong 1rdr , …, ion n  
ôû trong nrdr  laø  

n1
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Töø (VII.7b), ta suy ra  
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Vaäy: 

 ρ==ρ
V
N)1(  (VII.11a) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ρ=

−
=ρ

N
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V
)1N(N 2

2
)2(  (VII.11b) 

Neáu xaùc suaát ñeå ion 1 ôû trong 1rdr  ñoäc laäp vôùi xaùc suaát ñeå ion 2 ôû trong 2rdr , ta coù xaùc suaát ñeå moät 
ion ôû trong 1rdr  vaø moät ion khaùc ôû trong 2rdr  laø  

]rd)r(][rd)r([rdrd)r,r( 22
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ρρ=ρ  
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21
)2( rrrr

ρρ=ρ⇒   . 
Nhö vaäy, khi coù söï töông quan giöõa moät ion naøy vaø moät ion khaùc, ta phaûi vieát  
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Töø (VII.11a), ta coù  
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So saùnh vôùi (VII.7b), ta coù  
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Vaø cuoái cuøng, ta thu ñöôïc bieåu thöùc cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm: 
 
 (VII.15) 
 
 

Vôùi N ñuû lôùn, ta seõ coù 

∫ β−=
V

N3
U

2

12 rd...rde.
Q

V)r(g rr , (VII.16) 

 vaø vì theá naêng toaøn phaàn U coù daïng (VII.4), töùc laø toång theá naêng töông taùc caëp, ta coù theå ñaët thaønh 
thöøa soá 12Ue β− trong tích phaân treân. Ñoàng thôøi, vôùi giaû thieát raèng coù theå boû qua söï phuï thuoäc caùc soá 
haïng i1u  vaø j2u , vôùi i, j > 2, thì 

12u
12 e)r(g β−∝  

Baèng caùch chuaån hoaù xaùc suaát V/rd)rr(g 2
3

12
rr

−  ta coù ñöôïc: 
12u

12 e)rr(g β−=−
rr . (VII.17) 

Söï hieåu bieát caùc giaù trò cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm ñoùng vai troø quan troïng trong vieäc khaûo saùt 
thoáng keâ cuûa plasma, vì moät phaàn laø haøm naøy (cuøng vôùi trung bình cuûa phaàn dö cuûa naêng löôïng töï do) 
laø ñaïi löôïng ñöôïc tính toaùn tröïc tieáp bôûi phöông phaùp Monte Carlo, maø ta seõ ñeà caäp trong phaàn VII.B 
tieáp theo sau, hoaëc neáu khoâng, trong vaät lyù löu chaát, g(r) coù theå ño tröïc tieáp töø nhöõng thí nghieäm taùn xaï 
neutron. Hôn nöõa, caùc tính chaát nhieät ñoäng löïc ñeàu coù theå tính ñöôïc töø nhöõng tích phaân tính treân haøm 
g(r) naøy . 
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Ta coù theå nhaän xeùt tính chaát cuûa söï phaân boá cuûa caùc haït trong chaát loûng qua söï bieán thieân cuûa g(r) 

theo r cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm thu ñöôïc töø keát quaû cuûa thí nghieäm taùn xaï neutron treân argon ôû theå 
loûng: caùc cöïc trò nhoïn chæ ra vò trí cuûa caùc haït keá caän. Ñöông nhieân raèng 0)r(g →  khi 0r →  vì khi ñoù, 
löïc ñaåy giöõa caùc haït (ôû ñaây laø löïc van der Waals) ñuû lôùn ñeå khoâng tìm thaáy moät haït naøo ôû raát gaàn haït 
ñang xeùt. Ta cuõng coù nhaän xeùt töông töï cho caùc “thí nghieäm” treân maùy tính gaàn ñaây cuûa phöông phaùp 
Monte Carlo cho caùc plasma moät thaønh phaàn. Keát quaû treân cung caáp bôûi caùc taùc giaû Dewitt et al vaøo 
naêm 1998.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Qua hình H.VII.2, ta thaáy raèng caùc cöïc trò caøng lôùn khi Γ taêng, ñieàu naøy coù yù nghóa raèng ñoái vôùi 

nhöõng plasma coù tham soá töông lieân lôùn, söï oån ñònh cuûa caùc vò trí cuûa caùc ion keá caän caøng lôùn; plasma 
coù tính chaát gaàn vaät raén hôn, nhö ta ñaõ nhaän xeùt ôû phaàn VII.A.1 



   

   
 

VII.A.3  Theá maøn chaén . Ñònh lyù Widom 
Ñeå tính ñeán töông taùc cuûa caùc ion khaùc vaø caû cuûa caùc electron trong plasma ta phaûi thay theá u12 

trong bieåu thöùc (VII.17) baèng theá naêng hieäu duïng  

)R(H
R

)Ze()R(V
2

−=  , (VII.18) 

Trong ñoù 
R

)Ze( 2
laø theá naêng töông taùc Coulomb giöõa hai ion caùch nhau moät khoaûng R vaø H(R) bieåu 

thò ñoä giaûm cuûa theá naêng treân do moâi tröôøng beân ngoaøi cuûa hai ion ñang xeùt naøy. Nhö vaäy V(R) laø “theá 
naêng löïc trung bình” vaø H(R) laø theá maøn chaén: 

 )R(Ve)R(g β−= .  (VII.19) 
Caàn bieát raèng theá maøn chaén H(R) ñoùng vai troø raát quan troïng trong moïi ngaønh vaät lyù moãi khi phaûi 

tính ñeán taùc duïng cuûa maät ñoä leân caùc hieän töôïng vaät lyù. Trong nghieân cöùu veà vaät lyù plasma cuûa vaät lyù 
thieân vaên chaúng haïn, theá maøn chaén ñaëc tröng cho ñoä haï cuûa raøo theá Coulomb giöõa hai ion. Neáu goïi 

0h laø tæ soá 

a/)Ze(
)0(Hh 20 =  , (VII.20) 

thì trong nhöõng phaûn öùng haït nhaân, chính theá maøn chaén ñaõ daãn ñeán thöøa soá khuyeách ñaïi: 
0heA Γ−= . (VII.21) 

(H(0) laø kí hieäu cuûa theá maøn chaén ôû khoaûng caùch tính theo khoaûng caùch haït nhaân).  
Neáu ta bieåu thò chieàu daøi vaø naêng löôïng theo ñôn vò cuûa a, laø baùn kính khoái caàu ion vaø a/)Ze( 2 , 

vaø kyù hieäu 
a
Rr = , ta seõ thu ñöôïc bieåu thöùc lieân laïc giöõa theá maøn chaén vaø haøm phaân boá xuyeân taâm 

thöôøng ñöôïc duøng sau ñaây: 

⎥
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⎤
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⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ−= )r(H

r
1exp)r(g  , (VII.22a) 

 
  (VII.22b) 

Töø heä thöùc treân , ta coù theå nhaän xeùt raèng neáu 
r
1)r(H → , ta coù 0)r(V →  vaø 1)r(g → : ta noùi raèng 

hieäu öùng maøn chaén laø hoaøn toaøn.  
Vaøo naêm 1963, moät tính chaát quan troïng xaùc ñònh daïng cuûa theá maøn chaén trong löu chaát ñaõ ñöôïc 

Widom phaùt bieåu, ñöôïc goïi laø ñònh lyù Widom, nhö sau: 
“Trong löu chaát hay trong maïng tinh theå, theá maøn chaén laø haøm chaün theo khoaûng caùch giöõa hai ion 

hay hai nguyeân töû vaø trong vuøng baùn kính hoäi tuï, ñöôïc bieåu thò bôûi moät ña thöùc luaân phieân ñoåi daáu”. 
Caàn chuù yù raèng ñònh lyù treân ñöôïc chöùng minh laàn ñaàu vôùi löu chaát bôûi Widom, vaø cho theå raén bôûi 

moät coâng trình gaàn ñaây (xem taøi lieäu tham khaûo [12, 13]). 
Nhö vaäy, bieåu thöùc cuûa theá maøn chaén ñöôïc vieát: 

i2
i

i4
2

2
10 rh)1(...rhrhh)r(H −+−+−=  

 
                                                     .      (VIII.23) 

 
Nhö trong phaàn treân ñaõ ñöôïc ñeà caäp ñeán, )r(Hlimh

0r
0

→
=  laø soá khueách ñaïi khi coù söï toång hôïp cuûa 

hai haït nhaân nguyeân töû. Heä soá tieáp theo 1h  cuûa ña thöùc (VII.23) ñaõ ñöôïc chöùng minh bôûi Jancovici 
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(1977), coù giaù trò chính xaùc baèng 0,25. Caùc heä soá coøn laïi seõ phuï thuoäc traïng thaùi cuûa plasma laø lieân keát 
maïnh hay lieân keát yeáu, töùc laø ôû traïng thaùi coâ ñaëc (tinh theå) hoaëc ôû theå löu chaát. Ta seõ xeùt chi tieát hôn 
ñaëc tính naøy trong hai phaàn cuoái VII.C vaø VII.D cuûa chöông. 

VII.A.4 Tính chaát nhieät ñoäng löïc cuûa plasma moät 
thaønh phaàn  

 
Heä plasma moät thaønh phaàn laø heä chính taéc coù haøm toång thoáng keâ: 

∫ +β−= N1N1
)VK(

N3
Rd...Rdpd...pde

!Nh
1Z

rrrr
 (VII.24) 

 
trong ñoù, K laø toång ñoäng naêng cuûa heä. Nhö vaäy, ta coù theå vieát: 

QZZ 0= , (VII.25) 

vôùi 0Z  laø haøm toång thoáng keâ cuûa khí lyù töôûng: 
2/N3

3

N

N1
K

N3

N
0 )mkT2(

!Nh
Vpd...pde

!Nh
VZ π== ∫ β− rr  (VII.26) 

nhö ta ñaõ tính ôû chöông III, vaø Q laø tích phaân caáu hình ñaõ ñöôïc ñònh nghóa ôû treân: 

∫ β−= N1
V

N Rd...Rde
V

1Q
rr

. (VII.27) 

Töø coâng thöùc tính naêng löôïng töï do cuûa heä: 
ZlnkTF −=  , (VII.28) 

vaø do coäng tính cuûa ñaïi löôïng naøy, ta coù theå phaân tích ñaïi löôïng F  thaønh hai phaàn: moät phaàn laø naêng 
löôïng töï do 0F  cuûa khí lyù töôûng, vaø phaàn thöù nhì phaùt sinh töø töông taùc Coulomb exF : 

ex0 FFF += . (VII.29) 
Ñoàng thôøi, vôùi nhaän xeùt raèng tích phaân caáu hình Q chæ phuï thuoäc vaøo nhieät ñoä β= k/1T  vaø maät ñoä 

ρ  thoâng qua tham soá töông lieân Γ  ôû giôùi haïn nhieät ñoäng löïc: ∞→V  vaø ∞→N  (trong khi 

const
V
N

==ρ ), ta coù theå vieát:  

)(NfeQ Γ−=  . (VII.30) 

Nhö vaäy, 
NkT
F

)(f ex=Γ , phaàn dö cuûa naêng löôïng töï do ñoái vôùi ion tính theo ñôn vò naêng löôïng kT, 

chæ coøn phuï thuoäc vaøo Γ. Ñieàu naøy cho pheùp ta caùc coâng thöùc ñôn giaûn ñeå tính caùc ñaïi löôïng nhieät 
ñoäng hoïc cuûa heä, ví duï nhö aùp suaát, naêng löôïng toaøn phaàn, nhieät dung ñaúng tích: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Γ

Γ
Γ+=

∂
∂

−= )(f
d
d

3
11p

V
Fp 0  , (VII.31a) 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Γ

Γ
Γ+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−= )(f
d
d

3
21E

T
F

T
TE 0

2  , (VII.31b) 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Γ

Γ
Γ−=

∂
∂

−= )(f
d
d1C

T
EC 2

2
2

0,vv  , (VII.31c) 

trong ñoù, p0, E0, vaø Cv,0 laø caùc ñaïi löôïng töông öùng vôùi khí lyù töôûng: 

 
β
ρ

=0p  , (VII.32a) 



   

   
 

β
=

2
N3E0  , (VII.32b) 

2
Nk3C 0,v =  (VII.32c) 

Vì caùc pheùp moâ phoûng treân maùy tính seõ tröïc tieáp cho ta ñaïi löôïng: 

NkT
EE

u 0−
=  , (VII.33) 

laø phaàn dö cuûa naêng löôïng ñoái vôùi moãi ion tính theo ñôn vò naêng löôïng kT, neân ta coù theå tính ñöôïc:  

∫
Γ

Γ

Γ′
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Γ′

+Γ=Γ
1

d)(u)(f)(f 1  , (VII.34) 

trong ñoù 1Γ  thöôøng ñöôïc choïn baèng ñôn vò, laø giaù trò phaân bieät giöõa plasma lieân keát maïnh vaø plasma 
lieân keát yeáu. 

Ta cuõng suy ra ñöôïc bieåu thöùc lieân heä giöõa u vaø haøm phaân 
boá xuyeân taâm  

∫
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VII.B  Moâ phoûng trong vaät lyù thoáng keâ 
 

VII.B.1  Môû ñaàu 
 

Söï phaùt trieån cuûa phöông phaùp moâ phoûng chæ môùi gaàn ñaây, vì ñöôïc gaén lieàn vôùi söï phaùt trieån cuûa 
caùc maùy tính lôùn. Caùc thöû nghieäm ñaàu tieân ñöôïc thöïc hieän thaønh coâng bôûi Uhlam vaø Teller taïi Los 
Alamos vaøo nhöõng naêm boán möôi cuûa theá kyû tröôùc. Taïi ñaây caùc giaù trò cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm 
cuûa moät löu chaát goàm nhöõng khoái caàu cöùng hai chieàu ñaõ ñöôïc tính treân maùy tính ñaàu tieân treân theá giôùi. 
Ta seõ giôùi thieäu sô löôïc hai phöông phaùp moâ phoûng thoâng duïng nhaát hieän nay laø phöông phaùp Ñoäng 
hoïc phaân töû (Molecular Dynamics) vaø phöông phaùp Monte-Carlo, vaø caùc phöông phaùp phöông trình 
tích phaân ñaõ cho moät soá keát quaû trong vieäc nghieân cöùu tính chaát thoáng keâ cuûa plasma moät thaønh phaàn. 

 
VII.B.2  Phöông phaùp Ñoäng hoïc Phaân Töû 

 
 

Trong phöông phaùp naøy, ngöôøi ta xeùt tröïc tieáp heä nhieàu haït töông taùc nhau baèng caùch giaûi caùc 
phöông trình chuyeån ñoäng: xeùt moät moâi tröôøng ñöôïc moâ taû bôûi moät haøm Hamilton, ví duï moät löu chaát 
goàm caùc phaân töû töông taùc nhau theo moät theá naêng naøo ñoù, ta xuaát phaùt töø moät caáu hình  ñaàu tieân 
(phaân boá caùc phaân töû trong khoâng gian) vaø moät phaân boá cuûa caùc vaän toác. Heä ñöôïc ñaëc trong traïng thaùi 
vi chính taéc, töùc laø goàm N haït chieám theå tích V, coâ laäp vôùi beân ngoaøi, vaø nhö vaäy coù naêng löôïng ñöôïc 
baûo toaøn. 

ÔÛ moãi böôùc cuûa pheùp moâ phoûng, ta tính caùc vò trí vaø vaän toác môùi cuûa caùc haït nhôø caùc phöông trình 
chuyeån ñoäng Newton vaø caùc löïc taùc duïng leân moät haït do caùc haït coøn laïi cuûa heä. Nhö vaäy vaán ñeà laø 
giaûi caùc phöông trình vi phaân vôùi ñieàu kieän ban ñaàu 



   

   
 

Cuï theå hôn, ñoái vôùi heä goàm N haït coù khoái löôïng m trong theå tích V vôùi ñieàu kieän bieân, ta phaûi giaûi 
3N phöông trình chuyeån ñoäng lieân keát (N coù ñoä lôùn khoaûng 2 410 10− ). Heä thoáng caùc phöông trình vi 
phaân ñöôïc thay theá bôûi caùc phöông trình rôøi raïc vôùi moác thôøi gian xaùc ñònh Δt. Phöông phaùp tích phaân 
ñôn giaûn nhaát döïa treân cô sôû cuûa khai trieån Taylor cuûa vò trí cuûa moät haït ôû caùc thôøi ñieåm t + Δt vaø t − 
Δt quanh vò trí cuûa haït ôû thôøi ñieåm t. Nhö vaäy ta coù ñöôïc thuaät toaùn raát ñôn giaûn: 
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trong ñoù, )t(Fij
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 laø löïc cuûa haït j taùc duïng leân haït i taïi thôøi ñieåm t. Sai soá nhö vaäy vaøo khoaûng 4)t(Δ . 

Coøn vaän toác cuûa haït i vaøo thôøi ñieåm t thì ñöôïc tính   
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vôùi sai soá khoaûng 3)t(Δ   
Vaø nhö vaäy, caùc quyõ ñaïo cuûa N haït cuûa heä seõ xaùc ñònh ñöôïc vôùi moät soá lôùn böôùc thôøi gian (khoaûng 

53 1010 − ) vaø caùc bieán soá vi moâ coù giaù trò trung bình theo thôøi gian. 
Trôû ngaïi cuûa phöông phaùp naøy laø caùc sai soá taêng leân theo thôøi gian moâ phoûng vaø laøm sao ñeå giöõ 

ñöôïc naêng löôïng khoâng ñoåi. Hôn nöõa, thôøi gian moãi böôùc cuûa moâ phoûng phaûi ñuû nhoû so vôùi chuyeån 
ñoäng cuûa caùc haït, vaøo khoaûng 1214 1010 −− − s. Maët khaùc, ñeå coù theå ñaëc tröng ñaày ñuû cho moät traïng 
thaùi vó moâ, söï moâ phoûng phaûi keùo daøi khoaûng 610− s. Nhö vaäy, caàn phaûi thöïc hieän moät soá raát lôùn caùc 
böôùc moâ phoûng. Trong thöïc teá, ta thaáy raèng caàn phaûi coù 3.104  ñeán 5.104 böôùc ñeå coù keát quaû. 

Tuy nhieân, moâ phoûng Ñoäng hoïc Phaân Töû laïi laø phöông phaùp moâ taû quaù trình khoâng caân baèng vaø 
nhö vaäy cho pheùp tính caùc heä soá vaän chuyeån, ñieàu maø phöông phaùp moâ phoûng Monte-Carlo khoâng 
thöïc hieän ñöôïc. 

 

VII.B.3  Phöông phaùp Monte Carlo   
 

Khaùc vôùi phöông phaùp Ñoäng hoïc Phaân Töû, moâ phoûng Monte Carlo (Xem theâm Vaán ñeà I.B_Giôùi 
thieäu phöông phaùp Monte Carlo) döïa treân yù töôûng caùc taäp hôïp thoáng keâ: xeùt moät heä vó moâ ôû traïng thaùi 
caân baèng maø ta muoán tính caùc tính chaát, ta taïo ra moät soá raát lôùn nhöõng heä töông töï. Sau khi tính toaùn 
giaù trò cuûa caùc ñaïi löôïng maø ta muoán coù, ta seõ laáy giaù trò trung bình treân taäp hôïp. 

Nhö vaäy, sau khi xaùc ñònh moät caáu hình ban ñaàu cuûa heä, ta seõ phaûi laøm phaùt sinh moät daõy nhöõng 
caáu hình choïn löïa moät caùch ngaãu nhieân, töùc laø ta phaûi coù moät phaàn meàm cho ta caùc soá ngaãu nhieân treân 
maùy tính. Vaø ta phaûi coù caùc vò trí cuûa caùc haït sao cho naêng löôïng cuûa moãi caáu hình ñöôïc phaân boá ngaãu 
nhieân. Neáu goïi M laø soá caáu hình toaøn phaàn, giaù trò trung bình cuûa moät ñaïi löôïng X xaùc ñònh cho moãi 
caáu hình ñöôïc tính:  
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Trong thöïc teá, aùp duïng heä thöùc treân moät caùch ñôn thuaàn seõ daãn ñeán khoù khaên laø moãi caáu hình ñöôïc 
taïo ra moät caùch ngaãu nhieân nhö vaäy seõ coù naêng löôïng raát lôùn vaø töùc laø coù thöøa soá Boltzmann raát nhoû. 
Thaät vaäy, xeùt moät löu chaát chaúng haïn, neáu ta choïn tình côø vò trí moät haït maø caùc haït laïi raát gaàn nhau 
neân ta thöôøng seõ coù moät giaù trò raát lôùn cuûa naêng löôïng. Do ñoù vaøo nhöõng naêm naêm möôi cuûa theá kyû 
tröôùc, Metropolis vaø Teller ñaõ ñeà nghò moät phöông phaùp hieäu quaû hôn ñoù laø khoâng laáy caùc caáu hình 



   

   
 

moät caùch ngaãu nhieân, nhöng theo moät xaùc suaát laø haøm cuûa naêng löôïng: )E(p k . Nhö vaäy, giaù trò trung 
bình cuûa heä thöùc (VII.38) trôû thaønh: 

∑
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Caùch choïn hieån nhieân cho haøm p laø tæ leä vôùi xaùc suaát xuaát hieän caùc caáu hình ôû traïng thaùi caân baèng, 
töùc laø tæ leä vôùi thöøa soá Boltzmann cuûa phaân boá chính taéc kEe β− . Khi naøy giaù trò trung bình X  ôû treân 

trôû thaønh giaù trò trung bình soá hoïc: 
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Phöông phaùp tính ôû treân goïi laø "pheùp laáy maãu quan troïng" (importance sampling). Ñeå coù ñöôïc moät 
daõy caùc caáu hình sao cho söï phaân boá tæ leä vôùi thöøa soá Boltzmann, ta phaûi taïo ra moät chuoãi Markov 
(Markov chain), töùc laø caáu hình thöù k chæ phuï thuoäc caáu hình thöù k-1 ngay tröôùc ñoù maø khoâng phuï 
thuoäc caùc caáu hình thöù k-2, k-3,....... 

Ta thaáy so saùnh vôùi phöông phaùp Ñoäng Hoïc Phaân Töû, moâ phoûng Monte Carlo coù nhöõng lôïi ñieåm 
sau: quaù trình thöïc hieän treân maùy tính deã daøng hôn, caùc keát quaû coù ñöôïc coù ñoä chính xaùc cao hôn, vaø 
hôn nöõa, moâ phoûng Monte Carlo coù theå aùp duïng cho caùc taäp hôïp thoáng keâ chính taéc, chính taéc lôùn, ... 
trong khi Ñoäng hoïc Phaân töû chæ ñöôïc söû duïng cho taäp hôïp vi chính taéc. 

Thaät vaäy, thaønh coâng quan troïng cuûa moâ phoûng Monte Carlo laø chæ caàn heä coù vaøi traêm haït laø ñuû ñeå 
cho ñöôïc caùc giaù trò cuûa caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cuûa heä ôû giôùi haïn nhieät ñoäng hoïc. Noùi caùch khaùc, vôùi 

210N ≅ , thì söï phuï thuoäc caùc giaù trò trung bình thoáng keâ vaøo soá haït laø trôû leân raát nhoû. 
Phöông phaùp moâ phoûng Monte Carlo ñaõ mang laïi nhöõng keát quaû raát quan troïng  trong lónh vöïc 

plasma moät thaønh phaàn trong nhöõng naêm gaàn ñaây. Coâng trình ñaàu tieân vaøo naêm 1966 ñöôïc thöïc hieän 
bôûi Brush vaø Teller cho moâ hình plasma naøy ôû theå löu 10005,0 ≤Γ≤ . Gaàn möôøi naêm sau, Hansen 
coâng boá caùc keát quaû coù ñoä chính xaùc cao hôn cuõng cho plasma löu chaát: 1601 ≤Γ≤ , vaø sau ñoù cho 
plasma ôû traïng thaùi raén: 300140 ≤Γ≤ . 

Cho ñeán nhöõng naêm gaàn ñaây, vaøo cuoái naêm 1998, DeWitt et al  ñaõ thöïc hieän caùc moâ phoûng Monte 
Carlo vôùi ñoä chính xaùc raát cao, khoaûng 310−  cho haøm phaân boá xuyeân taâm g(r). 

Cuõng neân bieát raèng, gaàn ñaây, caùc pheùp moâ phoûng Monte Carlo löôïng töû cuõng ñaõ ñöôïc thöû treân caùc 
maùy tính toác ñoä cao, ví duï nhö bôûi Otaga taïi Nhaät, maëc duø coøn raát nhieàu khoù khaên quan troïng phaûi 
vöôït qua. 

VII.B.4  Caùc phöông phaùp soá khaùc  
Trong caùc phöông phaùp noåi tieáng söû duïng caùc phuông trình tích phaân ñeå khaûo saùt caùc tính chaát cuûa 

plasma moät thaønh phaàn nhö phöông trình Born-Green-Yvon(BGY), phöông trình Percus-Yevick (PY), 
hay phöông trình HypeNetted Chain, phöông phaùp sau cuøng toû ra höõu hieäu nhaát. Ta coù theå toùm taét 
phöông phaùp HyperNetted Chain moät caùch sô löôïc nhö sau: 

Goïi 1)r(g)r(h −=  laø haøm phaân boá xuyeân taâm toaøn phaàn, ta coù heä thöùc sau 
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trong ñoù c(r) goïi laø haøm töông lieân tröïc tieáp, lieân heä vôùi h(r) qua heä thöùc Orstein-Zernike: 
)r(hrrcrd)r(c)r(h ′′−′ρ+= ∫

rrrr
. (VII.41b) 

Hai heä thöùc (VII.41a) vaø (VII.41b) ôû treân taïo thaønh taäp kín 
maø ta coù theå thöïc hieän caùc pheùp tính bôûi böôùc laëp. 

Nhöng khi öùng duïng cho plasma moät thaønh phaàn, phöông phaùp HyperNetted Chain chæ cho ta caùc 
giaù trò chính xaùc cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) ôû caùc giaù trò nhoû cuûa tham soá töông lieân: 1Γ ≤ . Ñoái 
vôùi nhöõng heä plasma lieân keát maïnh, phöông phaùp naøy cho ta keát quaû khaù sai leäch so vôùi nhöõng moâ 
phoûng Monte Carlo gaàn ñaây nhaát. Do ñoù, ñeå khaûo saùt caùc tính chaát nhieät ñoäng hoïc cuûa plasma moät 
thaønh phaàn, ta seõ chæ duøng caùc soá lieäu cung caáp bôûi phöông phaùp HyperNetted Chain ñoái vôùi plasma 
lieân keát yeáu. 

VII.C  Plasma lieân keát maïnh  

Nhö ta ñaõ thaûo luaän ôû phaàn VII.A, thoâng thöôøng, heä plasma coù tham soá töông lieân lôùn hôn hay 
baèng ñôn vò: 1Γ ≥ , ñöôïc goïi laø plasma lieân keát maïnh; töông taùc Coulomb giöõa caùc ion baét ñaàu chieám 
öu theá so vôùi chuyeån ñoäng nhieät hoãn loaïn cuûa caùc ion naøy. Noùi caùch khaùc, vò trí cuûa caùc ion baét ñaàu coù 
traät töï hôn. Nhö treân hình VII.2, ta coù theå thaáy raèng khi 1Γ ≥ , thì baét ñaàu xuaát hieän caùc cöïc trò cuûa 
haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) , töùc laø xaùc suaát tìm thaáy moät ion keá caän moät ion naøo ñoù ta xeùt taïi moät vò 
trí naøo ñoù seõ lôùn hôn ôû caùc vò trí khaùc, ta goïi ñoù laø traät töï ñòa phöông.   

Nhaéc laïi raèng theo nhöõng tính toaùn gaàn ñaây thì giaù trò cuûa Γ  taïi ñoù plasma baét ñaàu keát tinh laø baèng 
175. Nhö vaäy, ta coù theå hieåu raèng plasma lieân keát maïnh laø plasma coù hieäu öùng traät töï ñòa phöông xuaát 
hieän, ñaëc tröng cuûa chaát loûng, cho ñeán plasma ôû traïng thaùi tinh theå. 

Ta cuõng ñaõ bieát raèng caùc tính chaát nhieät ñoäng löïc cuûa plasma coù theå tính ñöôïc töø giaù trò cuûa haøm 
phaân boá xuyeân taâm g(r) trong khi haøm naøy coù theå tính ñöôïc töø theá maøn chaén H(r) theo heä thöùc 
(VII.22a): 
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Ñoàng thôøi, ñònh lyù Widom laïi cho ta bieát ñoái vôùi chaát loûng, daïng cuûa haøm H(r) laø ña thöùc baäc chaün, 
coù daáu luaân phieân ñoåi theo baùn kính ruùt goïn r = R/a nhö heä thöùc (VII.25) ñaõ chæ ra  
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neân ta seõ tìm bieåu thöùc cuï theå cuûa H(r), töùc laø xaùc ñònh giaù trò cuûa caùc heä soá hi ñoái vôùi moãi giaù trò cuûa 
tham soá töông lieân Γ. 

Nhö vaäy, ñeå khaûo saùt theá maøn chaén ñoái vôùi plasma lieân keát maïnh, ta seõ xeùt bieåu thöùc cuûa theá naøy 
cuûa plasma keát tinh 175Γ ≥  vaø plasma ôû theå loûng 175Γ ≤ . 

VII.C.1  Theá maøn chaén trong maïng tinh theå  
Xeùt maïng tinh theå goàm N ion coù ñieän tích Ze ñöôïc trung hoøa veà ñieän do khoái khí electron phaân boá 

ñoàng nhaát coù maät ñoä ρ=ρ Ze  (ρ  laø maät ñoä ñieän tích trung bình cuûa ion). Caùc ion coù vò trí caân baèng 

xaùc ñònh bôûi iR
r

 (i = 1, 2, …, N), ñöôïc phaân boá theo moät ñoái xöùng naøo ñoù. Goïi ir
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trong ñoù:  
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laø phaàn ñoùng goùp cuûa töông taùc ion-electron, vaø  
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laø do töông taùc ion-ion. 
 
 
Goïi RH  laø theá naêng do hieäu öùng maøn chaén, ta coù theå vieát 
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RH  seõ ñöôïc tính theo vò trí töông ñoái 21 rrR rrr
−= , ñoä dôøi töông ñoái RR12
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−= ), nhö ñöôïc bieåu dieãn trong hình H.VII.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.VII.3 
 

Ñeå coù theå tính ñöôïc RH , ta söû duïng "pheùp gaàn ñuùng tónh", töùc laø giaû söû raèng ñoä dôøi cuûa caùc ion laø 

nhoû so vôùi khoaûng caùch lieân ion 12R
r

 ôû vò trí caân baèng. Khi naøy 
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Ñoàng thôøi, neáu goïi d laø khoaûng caùch giöõa hai ion gaàn nhau nhaát ôû vò trí caân baèng 12Rd
r

= , ta coù 

theå vieát  
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trong ñoù ξ laø heä soá bieåu thò khoaûng caùch giöõa hai ion 1 vaø 2:       ξ = 0 vaø ξ = 1 töông öùng vôùi traïng thaùi 
caân baèng ban ñaàu vaø traïng thaùi hai ion naøy keát hôïp thaønh moät . 

Baèng caùch xeùt tính ñoái xöùng trong maïng tinh theå laäp phöông taâm khoái  (body centered cubic-BCC 
lattice), töùc laø khi ta coù  a)3(d 3/1π=  vaø phöông phaùp khai trieån ña cöïc, ta coù ñöôïc bieåu thöùc theá 
maøn chaén:  
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Chuù yù raèng trong bieåu thöùc treân RH  laø haøm chaün theo R, tính chaát maø ñònh lyù Widom ñaõ neâu roõ 
cho chaát loûng. 

VII.C.2  Theá maøn chaén trong plasma löu chaát    

Töø nhaän xeùt raèng ta coù theå khai trieån Taylor theá maøn chaén H(r)  quanh maxr , laø vò trí cuûa cöïc ñaïi 
ñaàu tieân cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm g(r), maxg  theo coâng thöùc 
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vôùi  
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ta coù theå vieát bieåu thöùc sau cho theá löïc trung bình 
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töùc laø ta coù theå xem V(r) nhö laø söï phaân tích gieáng theá ñaàu tieân ra laøm thaønh phaàn ñieàu hoaø vaø caùc 
thaønh phaàn phi ñieàu hoaø coù baäc caøng luùc caøng lôùn hôn, phöông phaùp thöôøng ñöôïc söû duïng trong vieäc 
khaûo saùt dao ñoäng cuûa caùc phaân töû löôõng nguyeân töû. Caùc heä soá si nhö vaäy ñöôïc xem nhö laø caùc haèng 
soá löïc hoài phuïc.  

Vôùi nhaän xeùt raèng trong khoaûng [ ]5,160Γ ∈ , ta chæ caàn khai trieån haøm H(r) thaønh ña thöùc baäc 12 

vaø trong khoaûng caùch lieân ion ruùt goïn ]72,2,0[r  ∈ : 

∑
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i rh)1()r(H , (VII.51) 

ta tìm ñöôïc caùc heä soá ih  cho bôûi: 
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i )(lna10h , (VII.51) 

Vôùi caùc heä soá i
ka  ñöôïc cho bôûi baûng sau:  

 

 h0 h2 h3 h4 h5 h6 
a0 9.39E-02 5.23202 3.85367 -3.97029 -5.91367 -8.11E-01 

a1 1.50E-01 -1.92192 -2.1984 3.66246 4.68817 -4.13E-01 

a2 -5.21E-02 7.48E-01 1.33511 -3.49E-02 1.82E-02 1.2782 

a3 7.23E-03 -1.23E-01 -3.49E-01 -4.07E-01 -6.06E-01 -5.91E-01 

a4 -2.95E-04 7.31E+03 3.99E-02 9.17E-02 1.42E-01 1.04E-01 

a5 -9.84E-06 4.63E-05 -1.60E-03 -6.04E-03 -9.83E-03 -6.46E-03 
 



   

   
 

Baûng VIII.1 
 

Caàn chuù yù raèng baèng phöông phaùp naøy, ta coù theå tính ñöôïc chính xaùc haèng soá khuyeách ñaïi h0, ñoùng 
vai troø quan troïng trong phaûn öùng toång hôïp haït nhaân, töùc laø giôùi haïn haøm cuûa haøm H(r) ôû khoaûng caùch 
voâ cuøng ngaén, trong khi phöông phaùp moâ phoûng Monte Carlo khoâng theå cho giaù trò cuûa haøm phaân boá 
xuyeân taâm g(r) ôû khoaûng caùch nhoû nhö vaäy. 

Ta coù theå nhaän xeùt tieáp theo laø caùc heä soá hi ñaõ ñöôïc tính vôùi ñoä chính xaùc 
Γ1000

1 , töùc laø töông öùng 

vôùi ñoä chính xaùc 310−  cho haøm g(r), töông ñöông vôùi ñoä chính xaùc cho bôûi keát quaû cuûa moâ phoûng 
Monte Carlo gaàn ñaây. Ñieàu quan troïng  caàn nhaán maïnh laø ta cuõng ruùt ra ñöôïc bieåu thöùc cuûa theá maøn 
chaén H(r) laø ña thöùc baäc chaün, luaân phieân daáu, phuø hôïp hoaøn toaøn vôùi ñònh lyù Widom ñaõ phaùt bieåu cho 
löu chaát, nhöng ôû ñaây ñaõ ñöôïc chöùng minh ôû ña thöùc baäc cao nhö vaäy. 

 
VII.D  Plasma lieân keát yeáu  

 

Ta daønh phaàn cuoái cuøng naøy cuûa chöông cho vieäc khaûo saùt plasma coù tham soá töông lieân 1Γ ≤ , töùc 
laø plasma maø hieäu öùng traät töï ñòa phöông chöa xuaát hieän. Caùc keát quaû cuûa moâ phoûng Monte Carlo 
cuõng nhö caùc phöông phaùp HyperNetted Chain ñeàu cho thaáy raèng trong moâi tröôøng plasma maø naêng 
löôïng chuyeån ñoäng nhieät chieám öu theá so vôùi naêng löôïng Coulomb naøy, haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) 
coù daùng ñieäu bieán thieân laø taêng ñôn ñieäu theo khoaûng caùch lieân ion, ñieàu hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi lyù 
thuyeát coå ñieån thöôøng ñöôïc söû duïng trong lónh vöïc naøy laø lyù thuyeát Debye-Hückel. Tuy nhieân, nhö ta seõ 
thaáy, lyù thuyeát thöôøng ñöôïc chaáp nhaän naøy laïi coù nhöõng vaán ñeà caàn phaûi ñieàu chænh ñeå phuø hôïp vôùi 
caùc lyù thuyeát cuõng nhö thöïc nghieäm, ít ra laø trong moâi tröôøng plasma moät thaønh phaàn. Ñaàu tieân, ta seõ 
khaûo saùt lyù thuyeát Debye-Hückel, sau ñoù, ta seõ xeùt xem lyù thuyeát naøy coù theå ñöôïc caûi tieán ra sao. 

VII.D.1  Lyù thuyeát Debye-Hückel 

Phöông phaùp Debye-Hückel ñöôïc phaùt trieån töø naêm 1923 ñeå tính toaùn caùc giaù trò nhieät ñoäng löïc cuûa 
dung dòch ñieän phaân maïnh (nhö dung dòch bazô maïnh, dung dòch axít maïnh, ...). Xeùt veà phöông dieän 
haït tích ñieän thì caùc heä vaät lyù naøy töông töï vôùi moâi tröôøng plasma. 

Xeùt moät ion naøo ñoù cuûa heä plasma, coù ñieän tích q. Choïn vò trí cuûa ion naøy laø goác toaï ñoä. Ion naøy 
ñaåy caùc ion khaùc vaø huùt caùc electron xung quanh. Nhö vaäy, ta coù theå xem nhö ion naøy taïo ra trong 
khoâng gian chung quanh moät " ñaùm maây" coù phaân boá lieân tuïc, ñaëc tröng bôûi maät ñoä ñieän tích khoái 

.)R(ρ  Goïi V(R) laø theá trung bình sinh ra do ion ñang xeùt vaø ñaùm maây cuûa ion naøy. 
Ta coù hai haøm soá )R(ρ  vaø V(R) laø hai bieán soá phaûi xaùc ñònh. Nhö vaäy ta phaûi coù hai phöông trình: 
• Phöông trình thöù nhaát thuaàn tuùy do tính chaát tónh ñieän, ñoù laø phöông trình Poisson cho pheùp ta 

lieân heä giöõa theá naêng vaø maät ñoä ñieän tích taïi moãi ñieåm: 
)]R(ZZn[e4)0(Z4)R(V e ρ−π+δπ−=Δ , (VII.52) 

trong ñoù n laø maät ñoä ñieän tích trung bình cuûa caùc ion vaø Δ laø toaùn töû Laplace . )0(δ  laø haøm delta Dirac. 
Chuù yù raèng V(R) phaûi thoûa caùc ñieàu kieän giôùi haïn sau: 

R
Ze)R(Vlim

0R
=

→
 , (VII.53a) 

0)R(Vlim
R

=
∞→

 . (VII.53b) 



   

   
 

• Giaû söû raèng nhieät ñoä cuûa heä plasma ñuû lôùn ñeå ta coù theå xem nhö maät ñoä ñöôïc phaân boá bôûi thoáng 
keâ Boltzmann: 

)]R(ZeVexp[n)R( β−=ρ  (VII.54) 
Thay theá bieåu thöùc treân cuûa )R(ρ  vaøo phöông trình Poisson (VII.52) ôû treân, ta coù phöông trình 

Poisson-Boltzmann: 
{ })]R(ZeVexp[1Zn4)0(Z4)R(V e β−−π+δπ−=Δ  (VII.55) 

Ta cuõng ñöa vaøo khoaûng caùch ruùt goïn a/Rr =  vaø naêng löôïng theo ñôn vò cuûa a/Ze , ñoàng thôøi ñaët 

)r(rV
R/Ze
)R(Vy ==  , (VII.56) 

ta thu ñöôïc töø phöông trình (VII.55), neáu nhaän xeùt raèng baøi toaùn coù tính ñoái xöùng caàu: 
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Nghieäm y(r) phaûi thoûa caùc ñieàu kieän giôùi haïn sau:  
1)r(ylim

0r
=

→
 (VII.58a) 

0)r(ylim
r

=
∞→

 (VII.58b) 

Ta duøng phöông phaùp gaàn ñuùng Debye töùc laø tuyeán tính hoaù thöøa soá Boltzmann: 

r
)r(y

r
)r(yexp Γ

−≅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Γ−  . (VII.59) 

Vaø nhö vaäy, ta coù phöông trình: 

)r(y3
dr

)r(yd
2

2
Γ=   (VII.60) 

Phöông trình vi phaân treân cho ta nghieäm: 
Γ−= 3r

DH e)r(y , (VII.61) 
thoaû caùc ñieàu kieän (VII.58 a vaø b). 

Nhö vaäy, ta seõ coù theá trung bình, theá maøn chaén, vaø haøm phaân boá xuyeân taâm Debye-Hückel coù bieåu 
thöùc laàn löôït laø  

r
e)r(V

3r

DH

Γ−
=  , 

r
e1)r(H

3r

DH

Γ−−
=  , 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Γ
−= Γ− 3r

DH e
r

exp)r(g  . 

Ñieàu quan troïng caàn chuù yù laø caùc nghieäm treân cuûa pheùp tính gaàn ñuùng Debye-Hückel chæ coù giaù trò 
khi naøo khoâng coù taùc duïng cuûa traät töï ñòa phöông, coù nghóa laø haøm g(r)  laø haøm taêng ñôn ñieäu theo r. 
Khi naøy, ta coù theå ñaët ñieàu kieän cho tham soá töông lieân: cΓ<Γ , vôùi cΓ  laø giaù trò tôùi haïn keå töø ñoù hieäu 
öùng traät töï ñòa phöông baét ñaàu xuaát hieän. Ta seõ xaùc ñònh cΓ  trong phaàn sau. 

VII.D.2  Hieäu chính lyù thuyeát Debye-Hückel  
a) Nhöõng giôùi haïn cuûa lyù thuyeát Debye-Hückel  

• Ta thöû xeùt söï bieán thieân cuûa theá maøn chaén Debye-Hückel )r(H DH  ôû khoaûng caùch lieân ion raát 
ngaén, töùc laø khai trieån Taylor cuûa )r(H DH  quanh r = 0:  
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Ta thaáy ngay söï maâu thuaãn cuûa bieåu thöùc treân vôùi tính chaün ñoái vôùi bieán r theo ñònh lyù Widom. Do 
ñoù ñieàu naøy cho thaáy caùc heä thöùc Debye-Hückel chæ ñuùng vôùi caùc khoaûng caùch lieân ion r lôùn hôn moät 
giaù trò giôùi haïn DHr  naøo ñoù ñoái moãi giaù trò cuûa tham soá töông lieân Γ. 

Moät caùch khaùc, ta coù theå xeùt ñieàu kieän ñeå tuyeán tính hoùa thöøa soá Boltzmann trong phöông trình 

Poisson-Boltzmann baèng caùch ñöa tham soá phuï 
r2
yΓ

=ε  vaøo phöông trình (VII.57) naøy: 
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ta coù theå nhaän xeùt ngay raèng nghieäm Debye-Hückel r3e)r(y Γ−=  chæ coù theå nhaän ñöôïc vôùi ñeàu kieän: 

1
r2

e
r2
y r3

<
Γ

≅
Γ

=ε
Γ−

 , 

töùc laø r phaûi bò chaën treân : DHrr < nhö ñaõ nhaän xeùt ôû treân.  
• Ngoaøi ra, nhö ñaõ khaûo saùt ôû muïc VII.D.1 , caùc nghieäm Debye-Hückel chæ ñöôïc chaáp nhaän vôùi ñieàu 

kieän cho tham soá töông lieân cΓ<Γ , töùc laø baûo ñaûm cho haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) khoâng coù dao 
ñoäng.   

Vì caùc lyù do treân, ta seõ thöû xeùt moät phöông phaùp ñeå vaïch roõ giôùi haïn aùp duïng cuûa lyù thuyeát  
Debye-Hückel cho moâi tröôøng plasma loaõng.  

b) Hieäu chính lyù thuyeát Debye-Hückel 

Nhö vaäy, ta seõ tính theá maøn chaén döôùi daïng: 
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 (VII.62b)                     ,   r   r,     

 (VII.62a)                       ,   r   r,        
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töùc laø ta xem nhö lyù thuyeát Debye-Hückel chæ ñuùng ôû caùc khoaûng caùch DHrr > , coøn ñoái vôùi DHrr ≤ , ta 
phaûi söû duïng ñònh lyù Widom. Chuù yù raèng trong bieåu thöùc (VII.62b) ôû treân, baäc cuûa ña thöùc ñöôïc xaùc 
ñònh baèng 8, phuø hôïp vôùi caùc döõ lieäu "thöïc nghieäm" cho bôûi caùc pheùp tính soá vaø moâ phoûng Monte 
Carlo, vaø ñoàng thôøi, ta coù giaù trò chính xaùc cuûa heä soá 1h : 25,0h1 = , theo caùc tính toaùn lyù thuyeát cuûa 
Jancovici. 

Töø caùc pheùp tính toái öu hoaù tính lieân tuïc giöõa daïng giaûi tích cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) vaø 
caùc keát quaû soá coù ñöôïc, ta xaùc ñònh ñöôïc bieåu thöùc cuûa khoaûng caùch Debye-Hückel nhö sau: 
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⎜
⎝

⎛ Γ
+=Γ

25412,0
ln04030,3Arctg34536.062540,1)(rDH  

Vôùi keát quaû treân, ta coù theå deã daøng kieåm chöùng ñöôïc raèng khi DHrr ≤ , ñieàu kieän tuyeán tính hoùa 

thöøa soá Boltzmann deã daøng ñöôïc thoûa (ví duï nhö ñoái vôùi 05,0=Γ  thì 21038,1 −×=ε , vaø ñoái vôùi 2=Γ  
thì 31067,2 −×=ε ). 

c) Giaù trò cuûa ngöôõng cΓ   

Theo hình H.VII.2, ta thaáy haøm phaân boá xuyeân taâm g(r) coù nhöõng dao ñoäng taét daàn theo khoaûng 
caùch treân ion ruùt goïn r. Bieân ñoä cuûa caùc dao ñoäng naøy, ñaëc bieät laø cuûa dao ñoäng thöù nhaát giaûm raát 



   

   
 

nhanh theo tham soá töông lieân Γ  vaø cuoái cuøng trieät tieâu: )r(g)r(glim c
c

=
Γ→Γ

, Cmaxmax rrlim
c
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Γ→Γ

, vaø 

ñoàng thôøi 1)r(gc =  khi maxrr > , ta noùi raèng taùc duïng cuûa maøn chaén laø hoaøn toaøn taïi moät giaù trò Cmaxr . 
Nhö vaïây ta coù theå vieát bieåu thöùc cuûa theá maøn chaén taïi giaù trò ngöôõng cuûa hieäu öùng traät töï ñòa phöông  
phuø hôïp vôùi    
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Ñieàu ñöông nhieân laø ta seõ söû duïng tính lieân tuïc cuûa bieân ñoä vaø hai ñaïo haøm lieân tieáp cuûa H(r) ôû 
ñieåm tieáp xuùc Cmaxr  . 

Caùc pheùp tính cuï theå cho thaáy laø giaù trò ngöôõng cuûa tham soá töông lieân phaûi baèng 75,1c =Γ  ñeå baûo 
ñaûm söï lieân tuïc treân. Giaù trò treân cho pheùp ta tính ñöôïc bieåu thöùc cuûa H(r) vaø cho keát quaû raát phuø hôïp 
vôùi caùc döõ lieäu "thöïc nghieäm" cho bôûi moâ phoûng Monte Carlo vaø phöông phaùp HyperNetted Chain. Ta 
coù theå hình dung roõ hôn hieän töôïng chuyeån töø söï bieán thieân ñôn ñieäu sang söï bieán thieân dao ñoäng taéc 
daàn (qua giaù trò ngöôõng cΓ ) treân hình H.VII.4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Noùi toùm laïi, qua chöông naøy, ta thaáy vaán ñeà theá maøn chaén trong plasma moät thaønh phaàn ñaõ 

ñöôïc giaûi quyeát haàu nhö trieät ñeå vôùi caùc keát quaû chính xaùc hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi caùc soá lieäu "thöïc 
nghieäm" maø ta coù ñöôïc hieän nay.  



   

   
 

Trong giôùi haïn cuûa noäi dung chöông trình, ta chæ coù theå trình baøy vaán ñeà tính toaùn caùc tính chaát 
nhieät ñoäng löïc cuûa plasma moät thaønh phaàn moät caùch sô löôïc nhö treân. Caùc ñoäc giaû muoán tìm hieåu saâu 
hôn vaán ñeà coù tính thôøi söï naøy coù theå ñoïc theâm caùc tö lieäu chuyeân khaûo ôû phaàn taøi lieäu tham khaûo (töø 
[12] ñeán [17]). 

Tuy nhieân, baøi toaùn toång quaùt veà vaán ñeà naøy vaãn môû ra nhieàu phöông höôùng nghieân cöùu coøn ñeå 
ngoû hieän nay, ví duï nhö bieåu thöùc giaûi tích cuûa cöïc ñaïi thöù hai cuûa haøm phaân boá xuyeân taâm, toång quaùt 
hoùa phöông phaùp treân cho plasma hai thaønh phaàn hay nhieàu thaønh phaàn, öùng duïng keát quaû treân cho 
pheùp tính beà roäng vaïch phoå (spectral line shape), ...  
 
 



   

   
 

Chöông VIII 
 

PHÖÔNG PHAÙP TOAÙN TÖÛ THOÁNG KEÂ 
 
 

VIII.A  Moâ taû löôïng töû moät heä vó moâ 
VIII.B  Toaùn töû thoáng keâ. Tính chaát 
VIII.C  ÖÙng duïng cuûa toaùn töû thoáng keâ 

 

 
Trong chöông naøy, ta seõ khaûo saùt moät phöông phaùp raát höõu ích ñöôïc söû duïng trong vaät lyù thoáng keâ. 

Trong thöïc teá, ta thöôøng gaëp nhöõng vaán ñeà maø traïng thaùi cuûa moät heä vaät lyù khoâng ñöôïc hoaøn toaøn xaùc 
ñònh, ví duï nhö traïng thaùi cuûa caùc nguyeân töû trong moät chuøm tia baén ra töø moät loø coù nhieät ñoä T. Khi ñoù, 
ñoäng naêng cuûa caùc nguyeân töû chæ ñöôïc xaùc ñònh moät caùch thoáng keâ. Phöông phaùp söû duïng toaùn töû 
thoáng keâ maø ta xeùt ôû ñaây laø söï aùp duïng ñoàng thôøi caùc tieân ñeà cuûa cô hoïc löôïng töû vaø caùc keát quaû cuûa 
pheùp tính thoáng keâ. 

VIII.A  Moâ taû löôïng töû moät heä vó moâ 
Ñeå thuaän tieän cho vieäc thieát laäp cô sôû cuûa phöông phaùp cuõng nhö caùc öùng duïng cuûa toaùn töû 

thoáng keâ, ta seõ nhaéc laïi vaén taéc ôû ñaây caùc noäi dung quan troïng cuûa vieäc moâ taû moät heä vó moâ trong cô 
hoïc löôïng töû, maø ta ñaõ ñeà caäp ñeán trong chöông I. 

VIII.A.1  Traïng thaùi vi moâ löôïng töû 
Theo cô hoïc löôïng töû, traïng thaùi cuûa moät heä vaät lyù taïi moät thôøi ñieåm t ñöôïc ñaëc tröng bôûi vectô ket 
)t(Ψ  thuoäc khoâng gian E  caùc traïng thaùi cuûa heä. Söï tieán hoùa theo thôøi gian cuûa traïng thaùi ñöôïc bieåu 

thò baèng phöông trình Schrödinger: 

)t(Ĥ)t(
dt
di Ψ=Ψh  , (VIII.1) 

trong ñoù Ĥ  laø toaùn töû Hamilton cuûa heä. 
Khi Ĥ  khoâng phuï thuoäc thôøi gian, ta noùi raèng heä laø heä baûo toaøn. Khi naøy, ta coù phöông trình trò 

rieâng: 

lll ϕ=ϕ EĤ  . (VIII.2) 

Caùc trò rieâng lE  laø caùc giaù trò coù theå cuûa naêng löôïng cuûa heä vaø caùc vectô rieâng 
lϕ  goïi laø caùc 

traïng thaùi döøng cuûa heä. Ta coù theå chöùng minh ñöôïc raèng neáu heä ôû traïng thaùi lϕ  taïi moät thôøi ñieåm t0, 

heä seõ ôû maõi trong traïng thaùi naøy vaø tính chaát cuûa heä laø ñoäc laäp ñoái vôùi thôøi gian. 
Caùc traïng thaùi cuûa heä ñöôïc ñaëc tröng bôûi moät vectô ket cuûa khoâng gian caùc traïng thaùi ñöôïc goïi laø 

traïng thaùi thuaàn nhaát. 
Chuù yù raèng khi moät giaù trò cuûa lE  cho nhieàu vectô ket i

lϕ  ñoäc laäp tuyeán tính, töùc laø khi möùc naêng 

löôïng lE  suy bieán, ta seõ coù phöông trình trò rieâng 
ii EĤ lll ϕ=ϕ   (VIII.3) 

vôùi i = 1, 2, …, lg  , lg  ñöôïc goïi laø baäc suy bieán. 
Trong thöïc teá, ñoái vôùi heä vaät lyù coù kích thöôùc vó moâ, ta khoâng theå vaø vaû laïi khoâng coù ích lôïi ñeå 

bieát chính xaùc traïng thaùi vi moâ löôïng töû cuûa heä, vì soá toaùn töû quan saùt ñöôïc raát lôùn, so saùnh ñöôïc vôùi soá 
tham soá caàn thieát ñeå xaùc ñònh heä trong cô hoïc coå ñieån. Do ñoù, ta chæ coù theå coù nhöõng thoâng tin khoâng 



   

   
 

ñaày ñuû veà heä vaät lyù ñang xeùt, töùc laø ta phaûi duøng caùc phöông phaùp thoáng keâ. Tuy nhieân ,caàn nhôù raèng 
caùc pheùp tính thoáng keâ ôû ñaây phaûi ñöôïc söû duïng veà caû hai phöông dieän: thöù nhaát, traïng thaùi vi moâ cuûa 
moät heä löôïng töû veà baûn chaát ñaõ mang tính thoáng keâ, thöù nhì, vì ta chæ coù nhöõng thoâng tin khoâng ñaày ñuû 
veà heä vó moâ ñang xeùt. 

VIII.A.2  Toaùn töû quan saùt ñöôïc 
 

Ta bieát raèng ñoái vôùi moät heä haït (khoâng tính ñeán spin), traïng thaùi cuûa heä taïi thôøi ñieåm t0 coù theå 
ñöôïc bieåu thò bôûi haøm soùng )t,r( 0

r
Ψ , laø hình chieáu cuûa vectô ket )t( 0Ψ  leân khoâng gian toïa ñoä. 

Trong caùch giaûi thích moät caùch thoáng keâ cuûa haøm soùng laø 2
0 )t,r(rΨ  laø maät ñoä xaùc suaát ñeå haït ôû vò trí 

rr  taïi thôøi ñieåm t0 neáu coù ñieàu kieän chuaån hoùa: 
1rd)t,r( 2

0 =Ψ∫
rr   (VIII.4) 

Moät caùch toång quaùt, khoâng gian traïng thaùi E cuûa caùc vectô ket laø khoâng gian vectô treân tröôøng caùc 
soá phöùc, ñöôïc trang bò moät tích voâ höôùng (khoâng gian Hilbert). Tích voâ höôùng cuûa caùc vectô Ψ  vaø 

ϕ  ñöôïc kí hieäu 

∫ Ψϕ=Ψϕ ∗ rd)r()r( rrr   (VIII.5) 

ϕ  ñöôïc goïi laø vectô bra, thuoäc veà khoâng gian ñoái ngaãu cuûa khoâng gian E. 

Moät tieân ñeà cuûa cô hoïc löôïng töû cho ta bieát raèng moãi ñaïi löôïng vaät lyù ño ñöôïc seõ ñöôïc bieåu dieãn 
baèng moät toaùn töû lieân hôïp (hermite) Â töông öùng vôùi khoâng gian E. Toaùn töû naøy ñöôïc goïi laø toaùn töû 
quan saùt ñöôïc (observable), thoûa tính chaát sau 

∗
= 1221 fÂffÂf ,  (VIII.6a) 

töùc laø 

∫∫∫
+∞

∞−

∗∗
+∞

∞−

∗∗
+∞

∞−

∗ == rd)fÂ(frd)]fÂ(f[rd)fÂ(f 121221
rrr . (VIII.6b) 

Cuõng theo moät tieân ñeà cuûa cô hoïc löôïng töû, pheùp ño moät ñaïi löôïng vaät lyù chæ cho ta moät trong caùc 
trò rieâng cuûa toaùn töû quan saùt ñöôïc töông öùng: 

Ψ=Ψ AÂ  , (VIII.7) 

vaø trò trung bình cuûa keát quaû ño laø: 

∫ ΨΨ=ΨΨ= ∗ rdÂÂA r   (VIII.8) 

Ví duï nhö ñoái vôùi naêng löôïng cuûa heä: 
ΨΨ= ĤE  , (VIII.9) 

vôùi  

)r(Û
m2

)r(Û
m2

p̂Ĥ
22 rhr

+Δ−=+=   (VIII.10) 

VIII.A.3  Caùc ví duï quan troïng veà heä baûo toaøn 
 
Moät caùch toång quaùt, taát caû caùc heä vaät lyù coù haøm 

Hamilton coù theå ñaët döôùi daïng 
22 Q̂bP̂aĤ +=   (VIII.11) 

(vôùi a, b laø caùc haèng soá döông) theo caùc toaùn töû quan saùt ñöôïc Q̂  vaø P̂  thoûa heä thöùc 
hi]P̂,Q̂[ = ,  (VIII.12) 



   

   
 

ñeàu taïo neân moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính. ( ]P̂,Q̂[  laø giao hoaùn töû ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 
Q̂P̂P̂Q̂]P̂,Q̂[ −= ). 

Ñoái vôùi haït khoái löôïng m, chuyeån ñoäng moät chieàu döôùi taùc duïng cuûa löïc hoài phuïc F = -kx, coù theá 
naêng laø: 

2kx
2
1U =   (VIII.13) 

Nhö vaäy toaùn töû Hamilton cuûa heä ñöôïc vieát 
222 X̂m

2
1P̂

m2
1Ĥ ω+= ,   (VIII.14) 

vôùi toaùn töû ñoäng löôïng vaø toaùn töû toïa ñoä trong bieåu dieãn toïa ñoä laø 

dx
diP̂ h−=  , (VIII.15) 

xX̂ =  , (VIII.16) 
vaø taàn soá goùc  

m
K

=ω   (VIII.17) 

Ta chöùng minh deã daøng raèng 
hi]P̂,X̂[ = .  (VIII.18) 

Do ñoù, haït ñang xeùt laø dao ñoäng töû ñieàu hoøa tuyeán tính. Ta chöùng minh ñöôïc raèng toaùn töû 
Hamilton (VIII.14) coù caùc trò rieâng laø: 

ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += h

2
1nE n , n = 0, 1, 2, …  (VIII.19) 

töùc laø phoå naêng löôïng laø giaùn ñoaïn. Caùc möùc naêng löôïng laø khoâng suy bieán: moãi möùc naêng löôïng ta 
chæ coù moät traïng thaùi rieâng nϕ  töông öùng. 

Chuù thích: 
• Neáu ta ñaët 

)P̂iQ̂(
2

1â +=   (VIII.20a) 

vaø 

)P̂iQ̂(
2

1â −=+  , (VIII.20b) 

ta seõ coù  
1=+ ]â,â[  ,  (VIII.21) 

(1 laø toaùn töû ñôn vò) 
Vaø neáu ñaët 

ω
=′
h

ĤĤ ,  (VIII.22) 

ââN̂ += ,  (VIII.23) 
ta chöùng minh ñöôïc raèng: 

2
1N̂

2
1ââĤ +=+=′ + . 

Goïi n vaø n  laø trò rieâng vaø vectô rieâng cuûa N̂ : nnnN̂ = , ta seõ coù: 

1nnnâ −=   (VIII.24a) 



   

   
 

1n1nnâ ++=+   (VIII.24b) 

n
2
1nnĤ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′   (VIII.24c) 

töùc laø 
  
⇒ (VIII.25) 
 

(Caùc möùc naêng löôïng caùch ñeàu nhau, vaø möùc cô baûn laø 
2
ωh : dao ñoäng töû ñieàu hoøa löôïng töû khoâng 

bao giôø ôû traïng thaùi nghæ). 
• Khi taùc duïng +â vaø −â  leân n , ta coù: 

1nnâ +→+  coù naêng löôïng ω+=+ hn1n EE  neân ta xem nhö +â  ñaõ “sinh ra” moät löôïng töû 

naêng löôïng ωh  neân +â ñöôïc goïi laø toaùn töû sinh. 
1nnâ −→  coù naêng löôïng ω−=− hn1n EE  neân â  ñaõ laøm bieán maát moät löôïng töû naêng löôïng 

ωh ; â  ñöôïc goïi laø toaùn töû huûy. 
Caùc toaùn töû +â vaø â  ñöôïc söû duïng roäng raõi trong lyù thuyeát tröôøng löôïng töû ñeå moâ taû caùc quaù trình 

sinh haït vaø huûy haït. Ví duï nhö moät photon coù naêng löôïng cao töông taùc vôùi vaät chaát seõ cho haït vaø phaûn 
haït, nhö photon mang naêng löôïng 1 MeV seõ cho moät caëp electron vaø positron. 

b) Rotator löôïng töû 

Ta coù heä thöùc giöõa naêng löôïng E vaø momen ñoäng löôïng L
r

 cuûa moät rotator coå ñieån: 

I2
LE

2r

=   (VIII.27) 

trong ñoù I laø momen quaùn tính cuûa heä. 
(Xem theâm chöông III: Phaân boá chính taéc. ÖÙng duïng) 

Do ñoù, heä rotator löôïng töû coù toaùn töû Hamilton 

I2
LĤ

2
∧

=  , (VIII.28) 

vôùi L̂  laø toaùn töû momen ñoäng löôïng. Nhöng ta bieát raèng: 

m,j)1j(jm,jL 22 +=
∧

h  ,  (VIII.29) 

vôùi 
m = 0, ±1, ±2, …, ±j  (VIII.30) 

töùc laø coù 2j+1 giaù trò cuûa m. 
Do ñoù: 

m,jEm,j)1j(j
I2

m,jĤ j

2
=+=

h
  (VIII.31) 

⇒ )1j(j
I2

E
2

j +=
h

.  (VIII.32) 

Ta coù möùc naêng löôïng Ej suy bieán baäc gj = 2j+1. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω=

2
1nEn h  



   

   
 

VIII.A.4  Traïng thaùi vó moâ 
Trong tröôøng hôïp caùc traïng thaùi vi moâ thuaàn nhaát khoâng ñöôïc bieát roõ, nhöng coù giaù trò cuûa xaùc suaát 

P1 ñeå heä ôû traïng thaùi thuaàn nhaát 1Ψ ; P2 ñeå heä ôû traïng thaùi thuaàn nhaát 2Ψ ; …, ta noùi raèng ta coù moät 

“hoãn hôïp thoáng keâ” (moät traïng thaùi vó moâ) cuûa caùc traïng thaùi thuaàn nhaát 1Ψ , 2Ψ , … vôùi caùc ñieàu 

kieän cho xaùc suaát pm: 
1p0 m ≤≤  , (VIII.33a) 

1p
m

m =∑  . (VIII.33b) 

Khi naøy, ñeå ño moät ñaïi löôïng vaät lyù A naøo ñoù cuûa heä, ta tính giaù trò trung bình cuûa A neáu heä ôû 
traïng thaùi mΨ : 

 mmm ÂA ΨΨ=   (VIII.34) 

Giaù trò trung bình cuûa A cuûa heä laø moät hoãn hôïp 
thoáng keâ ñöôïc tính: 

∑=
m

mmApA .  (VIII.35) 

VIII.B  Toaùn töû thoáng keâ. Tính chaát 
 

VIII.B.1  Caùc heä thöùc quan troïng trong cô hoïc löôïng töû 
 

Trong cô hoïc löôïng töû, moät taäp { }iu  caùc vectô iu  taïo thaønh moät cô sôû neáu baát kyø vectô traïng 

thaùi Ψ  naøo cuõng coù theå ñöôïc bieåu dieãn moät caùch duy nhaát theo caùc vectô  iu : 

 (VIII.36) 
 

 
 
Heä thöùc treân ñöôïc goïi laø heä thöùc phaân tích phoå. 
Cô sôû { }iu  laø cô sôû tröïc chuaån neáu ta coù heä thöùc tröïc chuaån sau: 

 
 (VIII.37) 
 
 
Khi naøy, ta coù: 

 C j==Ψ ∑
i

ijij uucu . 

 
 
 
Nhö vaäy: 

( )

   .        

  

Ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Ψ=Ψ==Ψ

∑

∑∑∑

i
ii

i
ii

i
ii

i
ii

uu

uuuuuc

 

Töùc laø: 
 

∑=Ψ
i

ii uc

    ijji uu δ=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=δ

≠=δ

.1

0

ij

ij , ji neáu  
 

    1=∑
i

ii uu  



   

   
 

 (VIII.38) 
 

Heä thöùc treân ñöôïc goïi laø heä thöùc ñoùng, heä thöùc naøy chöùng toû raèng taäp { }iu  taïo thaønh moät cô sôû. 

VIII.B.2  Bieåu dieãn ma traän cuûa toaùn töû 
Xeùt moät toaùn töû tuyeán tính Â . Trong moät cô sôû { }iu , ta coù theå lieân keát Â  vôùi moät daõy soá ñöôïc 

xaùc ñònh nhö sau: 

jiij uÂuA =   (VIII.39) 

Caùc soá haïng Aij naøy phuï thuoäc hai chæ soá i vaø j, ñöôïc xeáp thaønh caùc phaàn töû cuûa moät ma traän: Aij 
cho ta soá haïng ôû haøng i vaø ôû coät j cuûa ma traän naøy. Noùi caùch khaùc, toaùn töû Â  ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät 
ma traän trong cô sôû { }iu  nhö sau: 

ÂÂ     

                     

  A   A  A
                     

  A   A  A

  A    A  A

           

iji2i1

2j2221

1j1211

≡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

↔

MMM

KK

MMM

KK

KK

  (VIII.40) 

(Chuù yù raèng ta cuõng coù theå ñònh nghóa töông töï nhö treân trong tröôøng hôïp cô sôû laø lieân tuïc). 
Veát cuûa toaùn töû Â , ñöôïc kí hieäu TrA  hay SpA , ñöôïc ñònh nghóa laø toång cuûa caùc phaàn töû cuûa ma 

traän cheùo A 
 
 (VIII.41) 
 

Ta coù theå chöùng minh ñöôïc raèng veát cuûa moät toaùn töû Â  khoâng phuï thuoäc vaøo cô sôû: 

∑∑ ==
j

jj
i

ii wÂwuÂuTrA   (VIII.42) 

Veát cuûa moät toaùn töû coù caùc tính chaát quan troïng 
sau: 

i)  )BA(Tr)AB(Tr =   (VIII.43a) 
ii) TrCABTrBCATrABC ==   (VIII.43b) 

Thaät vaäy, ta xeùt hai cô sôû tröïc chuaån{ }iu  vaø { }iv . Do heä thöùc ñoùng (VIII.38) cho cô sôû { }iv , 

ta coù: 

∑ ∑∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

i
i

j
jji

i
ii uÂvvuuÂu  

Nhöng: 

∑∑ ==
i

ii
i

ii uÂuAÂTr  



   

   
 

∑

∑ ∑

∑

∑∑ ∑

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

j
jj

j
j

i
iij

j,i
jiij

ij
j,i

ji
i

i
j

jji

vÂv

vuuÂv

vuuÂv

uÂvvuuÂvvu

                                         

                                         

                                         
 

(ÔÛ treân, ta ñaõ duøng heä thöùc ñoùng cho cô sôû{ }iu ). 

Vaäy: 
∑∑ =

j
jj

i
ii uÂuuÂu , 

töùc laø toång cuûa nhöõng phaàn töû cheùo cuûa ma traän bieåu dieãn toaùn töû Â  khoâng phuï thuoäc vaøo cô sôû.  
Ta coù theå chöùng minh heä thöùc (VIII.43a) nhö sau: 

∑∑ ==
j,i

ijji
i

ii uBuuAuuABuTrAB  

do     1=∑
j

jj uu  

TrBA

uABuuAuuBuTrAB
j

ji
j,i

jiij

=

==⇒ ∑∑

                                                        

   
 

do 1=∑
i

ii uu .  

VIII.B.3  Toaùn töû thoáng keâ (tröôøng hôïp thuaàn nhaát) 
 

Ta bieát raèng giaù trò trung bình cuûa toaùn töû quan saùt ñöôïc Â vaøo thôøi ñieåm t ñöôïc tính: 
)t(Â)t(A ΨΨ= .  (VIII.44) 

Vôùi { }nu  laø moät cô sôû, vectô traïng thaùi )t(Ψ  ñöôïc vieát: 

 ∑=Ψ
n

nn u)t(c)t(  , (VIII.45) 

1u
n

n =∑  , (VIII.46) 

neáu ta giaû söû )t(Ψ  ñöôïc chuaån hoùa. Do ñoù, töø (VIII.44), ta coù: 

( ) ( )

∑

∑

∗

∗

=

=

m,n
mnmn

m,n
mmnn

uÂu)t(C)t(C

u)t(CÂu)t(CtA

           
 

( ) ∑ ∗=⇒
m,n

nmmn A)t(C)t(CtA    , (VIII.47) 

vôùi 

mn uÂu A     nm =    (VIII.48) 

laø phaàn töû cuûa ma traän bieåu dieãn toaùn töû Â . 
Nhöng maët khaùc, ta laïi coù: 



   

   
 

 (t)(t)CC mn
∗=ΨΨ mn u)t()t(u   (VIII.49) 

 
 
neân ta coù theå ñònh nghóa toaùn töû maät ñoä hay toaùn töû thoáng keâ )t(ρ̂ bôûi: 
 
 

Nhö vaäy, toaùn töû thoáng keâ )t(ρ̂  ñöôïc bieåu dieãn bôûi ma traän thoáng keâ coù caùc phaàn töû trong cô sôû 
{ }nu  laø: 

)t(C)t(Cu)t(ˆu)t( mnnmmn
∗=ρ=ρ    (VIII.51) 

Vôùi toaùn töû )t(ρ̂ , heä thöùc (VIII.46) ñöôïc vieát: 

∑∑∑ ρ== ∗

n
nn

n
nn

n

2
n )t()t(C)t(C)t(C  

1)t(Tr)t(C
n

2
n =ρ=⇒ ∑    (VIII.52) 

Heä thöùc (VIII.47) trôû thaønh: 
( )

∑

∑

∑

ρ=

ρ=

= ∗

m
mm

m,n
mnnm

m,n
mnmn

uÂ)t(ˆu

uÂuu)t(ˆu

A)t(C)t(CtA

           

            

( ) [ ]A).t(TrtA ρ=⇒  . (VIII.53) 

Cuoái cuøng, phöông trình Schrödinger 

)t(Ĥ)t(
dt
di Ψ=Ψh    (VIII.54) 

ñöôïc bieåu thò bôûi toaùn töû thoáng keâ nhö sau: 

                    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΨΨ+Ψ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ψ=ρ )t(

dt
d)t()t()t(

dt
d)t(ˆ

dt
d

            

Ĥ)t()t(
)i(

1)t()t()t(Ĥ
i
1

ΨΨ
−

+ΨΨ=
hh

             

[ ])t(Ĥ)t(ˆ)t(ˆ)t(Ĥ
i
1

ρ−ρ=
h

             

 
 ⇒                (VIII.55) 
 
vôùi [ ])t(ˆ),t(Ĥ ρ  laø daáu ngoaëc Poisson. 

Phöông trình (VIII.55) ôû treân laø phöông trình Liouville döôùi daïng cô hoïc löôïng töû; thay vì daáu 
ngoaëc Poisson trong cô hoïc coå ñieån, ôû ñaây ta coù giao hoaùn töû ( )ĤˆˆĤ ρ−ρ . 

Toùm laïi, vôùi toaùn töû thoáng keâ )t(ρ̂ , söï baûo toaøn xaùc suaát ñöôïc cho bôûi: 
1)t(Tr =ρ ,  (VIII.56) 

giaù trò trung bình cuûa moät toaùn töû quan saùt ñöôïc ñöôïc tính: 
 ( ) [ ] [ ] A)t(Tr)t(ATrtA ρρ= ,  (VIII.57) 

vaø söï tieán hoùa theo thôøi gian cuûa moät traïng thaùi ñöôïc bieåu thò bôûi: 

[ ])t(ˆ),t(Ĥ
i
1)t(ˆ

dt
d

ρ=ρ
h

 

)t()t()t(ˆ ΨΨ=ρ



   

   
 

[ ])t(ˆ),t(Ĥ)t(ˆ
dt
di ρ=ρh    (VIII.58) 

Ngoaøi ra, töø ñònh nghóa (VIII.56) cuûa toaùn töû thoáng 
keâ, ta suy ra ñöôïc: 

• )t(ρ̂  laø toaùn töû hermitic: 
∗Ψρϕ=ϕρΨ ˆˆ ,  (VIII.59a) 

hay 
Ψρϕ=Ψϕρ ˆˆ .   (VIII.59b) 

• )t(ˆ)t(ˆ 2 ρ=ρ   (VIII.60) 
• 1)t(Tr =ρ   (VIII.61) 
Vôùi ñònh nghóa cuûa toaùn töû )t(ρ̂ , ta coù theå tính ñöôïc xaùc suaát )a(P n  ñeå pheùp ño cuûa toaùn töû quan 

saùt ñöôïc Â  cho giaù trò an. Thaät vaäy, vì: 

Ψ=Ψ=Ψ ∑
=

n
i
n

i
nn Puu  

ng

1i
   (VIII.62) 

vôùi 
i
n

i
nn uuP  

ng

1i
∑
=

=    (VIII.63) 

(i= 1, 2, …, gn,  gn laø baäc suy bieán). 
(Pn ñöôïc goïi laø toaùn töû hình chieáu). 

Theo moät tieân ñeà cuûa cô hoïc löôïng töû, xaùc suaát ñeå toaùn töû quan saùt ñöôïc Â  cho giaù trò an laø 

 
2g

1i

n

∑
=

Ψ= i
nn u)a(P   (VIII.64) 

Vaäy: 
ΨΨ= nn P)a(P    (VIII.65) 

Töø ñoù, ta coù: 
 (VIII.66) 
 

VIII.B.4 Toaùn töû thoáng keâ (tröôøng hôïp hoãn hôïp thoáng keâ) 
 

Baây giôø, ta xeùt tröôøng hôïp toång quaùt, töùc laø ta coù moät hoãn hôïp thoáng keâ; traïng thaùi cuûa heä coù theå laø 
1Ψ  vôùi xaùc suaát p1, hoaëc laø 2Ψ  vôùi xaùc suaát p2, …, vôùi 

0 ≤ p1, p2, …, pk, … ≤ 1  (VIII.67a) 
1p

k
k =∑   (VIII.67b) 

Goïi Pk(an) laø xaùc suaát ñeå ta coù keát quaû an cuûa toaùn töû quan saùt ñöôïc Â , neáu vectô traïng thaùi laø 

kΨ : 

knknk P)a( ΨΨ=P    (VIII.68) 

Vaäy, xaùc suaát ñeå ta coù keát quaû an cuûa toaùn töû Â laø 
 k n k n)

k
(a ) p (a= ∑P Pk  

 

[ ])t(PTr)a( nn ρ=P  



   

   
 

Nhöng vì theo heä thöùc (VIII.66) cuûa tröôøng hôïp thuaàn nhaát: 
)P(Tr)a( nknk ρ=P  ,  (VIII.69) 

vôùi 

kkkˆ ΨΨ=ρ   (VIII.70) 

laø toaùn töû thoáng keâ töông öùng vôùi traïng thaùi kΨ , neân: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ=ρ= ∑∑

k
nkk

k
nkkn PpTr)P(Trp)a(P  . 

Neáu ñaët: 

∑ ρ=ρ
k

kk ˆpˆ  (VIII.71) 

ta seõ coù: 
 
 (VIII.72) 

Nhö vaäy, toaùn töû ρ̂  ñöôïc xem laø toaùn töû thoáng keâ cuûa heä, ñöôïc tính laø giaù trò trung bình cuûa caùc 
toaùn töû kρ̂ . Ta cuõng coù theå vieát: 

 
 (VIII.73) 
 
Heä thöùc (VIII.73) ôû treân coù theå ñöôïc xem nhö laø heä thöùc ñònh nghóa cuûa toaùn töû thoáng keâ töông 

öùng vôùi moät hoãn hôïp thoáng keâ. 
Khi naøy, giaù trò trung bình cuûa moät ñaïi löôïng vaät lyù A ñöôïc vieát: 

 (VIII.74) 
 
Thaät vaäy, vì theo ñònh nghóa: 

            

    

∑∑

∑∑

∑

ΨΨ=

ΨΨ=

ΨΨ=

i m
immmi

m i
miimm

m
mmm

uÂPu

ÂuuÂP

ÂPA

 

( ))A(Tr)A(TruÂˆu
i

ii ρ=ρ=ρ= ∑       .  

VIII.C  Toaùn töû thoáng keâ trong vaät lyù thoáng keâ 
 
Trong phaàn cuoái cuøng naøy cuûa chöông, ta seõ xeùt caùc öùng duïng cuûa toaùn töû thoáng keâ trong vaät lyù 

thoáng keâ. Ñaàu tieân, ta seõ bieåu thò coâng thöùc ñònh nghóa cuûa entropi thoáng keâ vaø sau ñoù, seõ vieát laïi caùc 
bieåu thöùc cuûa caùc phaân boá thoáng keâ theo toaùn töû naøy. 

VIII.C.1  Entropi thoáng keâ 

a) Ñònh nghóa 

Trong moät hoãn hôïp thoáng keâ cuûa nhöõng traïng thaùi thuaàn nhaát, vì moãi traïng thaùi löôïng töû thuaàn nhaát 
khoâng ñöôïc bieát roõ neân ta phaûi ñöa vaøo caùc pheùp tính thoáng keâ. Vaäy, ta phaûi tính möùc ñoä thieáu thoâng 

)P(Tr)a( nn ρ=P  

∑∑ ΨΨ=ρ=ρ
k

kkk
k

kk ppˆ  

)A(TrAA ρ=≡



   

   
 

tin cuûa hoãn hôïp naøy, töùc laø phaûi ñöa vaøo khaùi nieäm entropi thoáng keâ ñöôïc tính theo toaùn töû thoáng keâ 
(Xem theâm Chöông I: Moâ taû thoáng keâ heä vó moâ) nhö sau: 

 

   (VIII.75) 
 

Thaät vaäy, vôùi pheùp tính logarit cuûa toaùn töû ρ̂  ñöôïc ñònh nghóa nhö laø toaùn töû coù cuøng vectô rieâng 
vôùi toaùn töû naøy (vôùi caùc trò rieâng laø logarit cuûa trò rieâng cuûa ρ̂ ): 

( ) ( ) iii Plnˆln ϕ=ϕρ , 

ta coù, trong moät cô sôû { }iϕ  baát kì: 

.PlnPk

Plnk

lnk)ˆ(S

i
iiii

i
iii

i
ii

∑

∑

∑

ϕϕ−=

ϕρϕ−=

ϕρρϕ−=ρ

        

         

Vaäy, ta tìm laïi ñöôïc coâng thöùc ñònh nghóa cuûa 
entropi thoáng keâ: 

∑−=
i

ii PlnPkS .   (VIII.76) 

b) Tính chaát 
• 0)ˆ(S ≥ρ  vôùi moïi ρ̂ . 
• )ˆ(S ρ  coù giaù trò cöïc tieåu baèng khoâng neáu vaø chæ neáu moät trong caùc trò rieâng cuûa ρ̂  baèng ñôn vò, taát 

caû trò rieâng khaùc baèng khoâng, töùc laø neáu vaø chæ neáu ρ̂  moâ taû moät traïng thaùi thuaàn nhaát. 
•  Goïi Ω laø soá chieàu cuûa khoâng gian con cuûa 

nhöõng vectô traïng thaùi moâ taû heä, khi caùc traïng thaùi laø 
ñoàng xaùc suaát, entropi thoáng keâ coù giaù trò cöïc ñaïi: 

 Ω=ρ lnk)ˆ(S 0 .  (VIII.78) 
•  Neáu )ˆ(S 1ρ  vaø )ˆ(S 2ρ  laø entropi thoáng keâ cuûa caùc heä S1 vaø S2 taïo thaønh heä S, entropi thoáng keâ 

cuûa S  laø ñaïi löôïng coäng tính, töùc laø: 
)ˆ(S)ˆ(S)ˆ(S 21 ρ+ρ=ρ ,  (VIII.79)  

vôùi )ˆ(S ρ  laø entropi cuûa S. 

VIII.C.2  Moâ taû traïng thaùi vó moâ 
Ta giaû söû raèng caùc traïng thaùi vi moâ döøng cuûa heä ñöôïc xaùc ñònh, töùc laø ta bieát ñöôïc caùc vectô rieâng 

l  cuûa toaùn töû Hamilton cuûa heä: 

ll lEĤ = ,  (VIII.80) 

trong ñoù, lE  laø caùc trò rieâng, töông öùng vôùi caùc giaù trò coù theå cuûa naêng löôïng. Ta cuõng giaû söû raèng caùc 
vectô ket l  laø tröïc chuaån: 

llll ′δ=′ ,  (VIII.81) 

vaø taäp hôïp caùc vectô naøy taïo neân moät cô sôû cuûa khoâng gian traïng thaùi cuûa heä, töùc laø ta coù heä thöùc 
ñoùng: 

1=′∑
)(l

ll  . (VIII.82) 

)ln(Tr.k)ˆ(S ρρ−=ρ



   

   
 

Nhö vaäy, traïng thaùi vó moâ cuûa heä ñöôïc ñaëc tröng bôûi taäp hôïp { }lP  cuûa caùc xaùc suaát lP  ñeå heä ôû 
traïng thaùi döøng l , vôùi ñieàu kieän chuaån hoùa: 

1P
)(

=∑
l

l .   (VIII.83) 

Vôùi hình thöùc luaän cuûa toaùn töû maät ñoä, traïng thaùi vó moâ ñöôïc ñaëc tröng bôûi { }lP  ñöôïc moâ taû bôûi 
toaùn töû maät ñoä: 

∑=ρ
)(
Pˆ

l
l ll  . (VIII.84) 

Khi naøy, ñieàu kieän chuaån hoùa (VIII.83) ñöôïc vieát: 
1Tr =ρ   (VIII.85) 

VIII.C.3  Toaùn töû thoáng keâ chính taéc 
a) Toaùn töû thoáng keâ vi chính taéc 

Khi heä vaät lyù ta xeùt laø heä coâ laäp, coù naêng löôïng xaùc ñònh laø E vôùi sai soá δΕ. Caùc traïng thaùi vi moâ 
khaû dó { }αl  laø nhöõng traïng thaùi l  thoûa ñieàu kieän: 

EEEE δ+≤≤
αl

.  (VIII.86) 

Goïi Ω laø soá caùc traïng thaùi khaû dó naøy. Theo tieân ñeà cô baûn, ôû traïng thaùi caân baèng, caùc traïng thaùi 
naøy ñeàu ñoàng xaùc suaát, töùc laø: 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
Ω

=

α

α

α

α

 dó.  khaû khoâng neáu      

  (VIII.86), thoûa  neáu    

l

l

l

l

0P

1P
 

Vaäy, toaùn töû thoáng keâ cuûa phaân boá vi chính taéc coù 
daïng: 

∑
α

αα
∗

Ω
=ρ

)(

1ˆ
l

ll  , (VIII.87) 

theo (VIII.84). 
Hay 

 
                                                        .         (VIII.88) 
 
 

Neáu ta goïi 
∑

α
ααα =

)(
P

l

ll   (VIII.89) 

laø toaùn töû hình chieáu leân khoâng gian con caùc traïng thaùi vi moâ khaû dó, ta coù: 
 

  (VIII.90) 
 

Ta coù theå kieåm chöùng raèng ∗ρ̂  thoûa ñieàu kieän chuaån hoùa. Thaät vaäy, ta tính veát cuûa ∗ρ̂  trong cô sôû 
l : 

∑∑ α
∗∗

Ω
=ρ=ρ

ll

llll P1ˆTr  

Nhöng vì: 

∑
α

αα
∗

Ω
=ρ

)(

1ˆ
l

ll  

α
∗

Ω
=ρ P1ˆ



   

   
 

dó   khaû khoânglaø  neáu                                  0                

dó khaûlaøneáu    

l

lllllll
l

=

== ∑
α

ααα 1P
)(  

neân 

1.111Tr
)(

=Ω
Ω

=
Ω

=ρ ∑
α

∗

l

  

(ta coù toång cuûa Ω soá haïng).  
 

b) Toaùn töû thoáng keâ chính taéc 
Ta bieát raèng moät heä S  ôû traïng thaùi phaân boá chính taéc khi caân baèng vôùi heä ñieàu nhieät coù nhieät ñoä T, 

xaùc suaát cuûa caùc traïng thaùi döøng laø: 
l

l
Ee

Z
1P β−=   (VIII.91) 

trong ñoù 

∑ β−=
)(

EeZ
l

l   (VIII.92) 

Töø heä thöùc (VIII.94), ta coù: 

∑ β−=ρ
)(

Ee
Z
1ˆ

l

lll  . (VIII.93) 

Vì Z laø haèng soá: 

∑ β−=ρ
)(

Ee
Z
1ˆ

l

lll  . 

Vaø vì ta coù theå ñònh nghóa haøm muõ cuûa toaùn töû (töø coâng thöùc khai trieån chuoãi cuûa haøm muõ), neân 
töø phöông trình trò rieâng (VIII.80), ta coù: 

ll lEĤ ee β−β− =   (VIII.94) 

Thaät vaäy, neáu ñònh  nghóa 

∑ β−=ρ
)(

Ĥe
Z
1ˆ

l

ll  , (VIII.95) 

ta coù theå vieát 

∑β−=ρ
)(

Ĥe
Z
1ˆ

l

ll .  (VIII.96) 

Vaø nhö vaäy, do heä thöùc ñoùng (VIII.82), cuoái cuøng 
ta coù: 

 
 (VIII.97) 
 

Vaø töø ñieàu kieän chuaån hoùa cho { }lP , ta coù coâng thöùc tính haøm toång thoáng keâ cuûa phaân boá chính 
taéc: 

 
  (VIII.98) 
 

c) Toaùn töû thoáng keâ chính taéc lôùn 
Khi ta coù heä S  trao ñoåi haït vaø naêng löôïng vôùi heä tröõ haït R coù nhieät ñoä T vaø theá hoùa hoïc μ, ta coù 

caùc phöông trình cho caùc traïng thaùi döøng l : 

Ĥe
Z
1ˆ β−=ρ  

HeTrZ β−=   



   

   
 

ll lEĤ =   (VIII.99a) 

ll lNN̂ =   (VIII.99b) 

vôùi Ĥ vaø N̂  laø toaùn töû Hamilton vaø toaùn töû soá haït. 
Ta noùi raèng khi S  caân baèng vôùi R, xaùc suaát lP  ñeå S  ôû traïng thaùi l  ñöôïc cho bôûi: 

)NE(e1P ll
l

μ−β−=
Z

  (VIII.100) 

vôùi  

∑ μ−β−=
)(

)NE(eZ
l

ll   (VIII.101) 

Töø ñoù, töông töï vôùi phaân boá chính taéc, ta cuõng suy ra ñöôïc heä thöùc tính toaùn töû thoáng keâ cho 
phaân boá chính taéc lôùn: 

 
 (VIII.102) 
 

Vôùi Z laø haøm toång thoáng keâ lôùn ñöôïc tính bôûi: 
 
 (VIII.103) 
 

Ví duï: Ta xeùt tröôøng hôïp moät haït töï do coù khoái löôïng m ôû trong moät khoái laäp phöông kích thöôùc L. 
Toaùn töû Hamilton cuûa haït ñöôïc cho bôûi 
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Ĥ hh   (VIII.104) 

trong khi haøm rieâng cuûa Ĥ  thoûa ñieàu kieän bieân tuaàn hoaøn 
)z,y,x()Lz,y,x()z,Ly,x()z,y,Lx( Ψ=+Ψ=+Ψ=+Ψ  (VIII.105) 

seõ coù daïng 
rki

2/3
e

L
1)r(

rrr
=Ψ  , (VIII.106) 

vaø trò rieâng coù daïng 

m2
kE

22h
= , (VIII.107) 

vôùi 

n
L
2k rr π

=  . (VIII.108) 

( nr  laø vectô coù caùc thaønh phaàn laø caùc soá nguyeân 0, ±1, ±2, …) 
Trong bieåu dieãn toïa ñoä, ñeå tính ma traän thoáng keâ 

chính taéc, ta vieát: 
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∑
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  (VIII.109) 

Vôùi )r(E
r

Ψ  cho bôûi (VIII.106), ta coù: 

)N̂Ĥ(e1 μ−β−∗ =ρ  
Z

)N̂Ĥ(eTrZ μ−β−=   
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 (VIII.110) 

Töø ñoù, ta coù 
( )

2/3
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  (VIII.111) 

Ñoù laø bieåu thöùc cuûa haøm toång thoáng keâ cuûa moät haït trong moät hoäp coù theå tích V. 
Töø caùc heä thöùc (VIII.110 vaø 111), ta coù ñöôïc coâng thöùc tính ma traän maät ñoä: 
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Cuoái cuøng, ta haõy thöû tính giaù trò trung bình cuûa naêng löôïng 
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3Ĥ =⇒ ,  (VIII.113) 

keát quaû maø ta chôø ñôïi. 
(Ta  cuõng coù theå tính Ĥ  theo caùch khaùc: 
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BAØI TAÄP  
 

BT VIII.1  Chöùng minh raèng neáu toaùn töû thoáng keâ ρ̂  thoûa moät trong hai ñieàu kieän: 

 (i) ρ=ρ2  

(ii) 1Tr 2 =ρ  
thì ta coù traïng thaùi thuaàn nhaát. 
BTVIII.2  Chöùng minh caùc tính chaát sau cuûa toaùn töû thoáng keâ 

1) toaùn töû thoáng keâ laø hermitic. 
2) toaùn töû thoáng keâ luoân döông hay baèng khoâng ( 0ˆ ≥ϕρϕ ,  ∀ ϕ ). 

BT VIII.3  Chöùng minh caùc heä thöùc (VIII.102, 103) cho toaùn töû thoáng keâ trong phaân boá chính taéc lôùn 
)N̂Ĥ(e1 μ−β−∗ =ρ  

Z
, 

∑ μ−β−=
)(

)NE(eZ
l

ll . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   

   
 

Chöông IX  
 

THOÁNG KEÂ LÖÔÏNG TÖÛ: KHÍ FERMI LÍ TÖÔÛNG 
 
 

IX.A  Tính chaát toång quaùt 
IX.B  Khí Fermi lí töôûng ôû nhieät ñoä thaáp 
IX.C  Khí electron trong kim loaïi 

 
 

Trong chöông naøy vaø chöông tieáp theo, ta seõ xeùt caùc heä haït ñoàng nhaát vaø chuù yù ñeán caùc hieäu öùng 
löôïng töû moät caùch chính xaùc lieân heä ñeán tieân ñeà ñoái xöùng trong cô hoïc löôïng töû, ñoàng thôøi giaû söû raèng 
töông taùc giöõa caùc haït laø khoâng ñaùng keå, töùc laø heä haït ñöôïc xem nhö ñoäc laäp. 

Caàn phaûi nhaán maïnh raèng giaû thieát söï ñoäc laäp giöõa caùc haït raát ít gaëp trong töï nhieân, vì hieäu öùng 
löôïng töû chæ xuaát hieän roõ raøng ôû nhieät ñoä raát thaáp vaø caùc heä vaät lyù ta gaëp raát hieám khi coù theå ñöôïc xem 
nhö laø heä haït ñoäc laäp. Moät ví duï maø ta coù theå duøng pheùp gaàn ñuùng “tröôøng trung bình” ñeå xem nhö caùc 
heä haït laø ñoäc laäp laø tröôøng hôïp heä caùc electron trong maïng tinh theå, maø ta seõ xeùt chi tieát ôû phaàn IX.C. 

IX.A  Tính chaát toång quaùt 
IX.A.1  Khaùi nieäm khí Fermi lí töôûng 

Heä khí Fermi lí töôûng laø heä caùc haït ñoàng nhaát, ñoäc laäp, khoâng phaân bieät ñöôïc vaø coù spin baùn 

nguyeân (s = 
2
1 , 

2
3 , …) töùc laø theo tieân ñeà ñoái xöùng trong cô hoïc löôïng töû, coù vectô traïng thaùi ket (hoaëc 

laø haøm soùng trong bieåu dieãn toïa ñoä) laø phaûn ñoái xöùng. Vaäy, caùc fermion tuaân theo nguyeân lí loaïi tröø 
Pauli: hai fermion ñoàng nhaát khoâng theå ôû cuøng moät traïng thaùi rieâng leû. Noùi caùch khaùc, soá fermion ôû 
trong moät traïng thaùi rieâng leû (λ) chæ coù theå laø 0 hoaëc 1: 1,0N =λ . Vaäy, caùc fermion phaân boá theo 
thoáng keâ Fermi-Dirac. 

Caùc electron, caùc proton vaø neutron coù spin s = 
2
1 , neân ñeàu laø caùc fermion. Ñoái vôùi moät nguyeân töû 

trung hoøa veà ñieän, thì neáu soá caùc haït caáu thaønh (goàm electron, proton vaø neutron) laø soá leû thì seõ laø 
fermion, ví duï nhö ñoàng vò  3He. 

IX.A.2  Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng 
a)  Soá haït trung bình ôû moät traïng thaùi rieâng leû (λ) 

Theo heä thöùc (V.26) cuûa chöông V, ta bieát raèng soá haït trung bình chieám ñoùng moät traïng thaùi rieâng 
leû (λ) coù naêng löôïng ελ ñöôïc tính: 

 
 (IX.1) 

 

trong ñoù, 
kT
1

=β  vaø μ laø theá hoùa hoïc cuûa heä, ñaàu tieân khoâng coù giaù trò giôùi haïn naøo. 

Vôùi bieåu thöùc treân, ta coù 
1N0 ≤≤ λ ,  (IX.2) 

nhaän xeùt hoaøn toaøn hôïp lí neáu ta nhôù raèng moãi traïng thaùi rieâng leû (λ) chæ coù nhieàu nhaát laø moät haït. 

1e
1N

)( +
=

μ−εβλ
λ

 



   

   
 

Ñeå khaûo saùt söï bieán thieân cuûa )(N λλ ε  theo möùc naêng löôïng ελ , ta coù theå xem nhö naêng löôïng 
bieán thieân lieân tuïc: ε→ελ   , vaø khoâng bò chaën bôûi caùc möùc naêng löôïng cô baûn ε0. Khi naøy ta coù haøm soá 
thöïc 

1e
1)(N

)( +
=ε

μ−εβ
.  (IX.3) 

theo bieán soá thöïc ε vaø coù caùc tham soá laø μ vaø T. 
Ñaïo haøm cuûa haøm soá naøy theo ε ñöôïc tính 

[ ]
0

1e

e
d

)(dN
2)(

)(
    <

+

β−
=

ε
ε

μ−εβ

μ−εβ
  (IX.4) 

neân haøm N(ε) giaûm theo ε; ñieàu coù theå hieåu raèng ôû caùc möùc naêng löôïng lôùn, soá haït seõ ít hôn so vôùi soá 
haït ôû möùc naêng löôïng thaáp. 

Ñöôøng tieäm caän ngang cuûa haøm N(ε) ñöôïc xaùc ñònh baèng caùch cho ∞→ε : 0  →ε)(N . Vaäy, ñöôøng 

bieåu dieãn N(ε) nhaän truïc hoaønh εO  laøm ñöôøng tieäm caän ngang. 
Ta deã daøng thaáy raèng ñöôøng bieåu dieãn coù taâm ñoái xöùng taïi ñieåm I( 2

1, μ=ε ) vaø taïi giaù trò μ=ε , 

ñöôøng bieåu dieãn coù ñieåm uoán. 
Vai troø cuûa tham soá nhieät ñoä T ñöôïc xaùc ñònh baèng caùch cho +→ 0T , töùc laø ∞+→β   . Khi naøy 

∞+→μ−εβ   )(e    (töùc laø 0  →ε)(N ) neáu: μ>ε , 

+
μ−εβ → 0e )(       (töùc laø 1  →ε)(N ) neáu: μ<ε . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Vaäy ôû nhieät ñoä T raát nhoû, ñöôøng bieåu dieãn N(ε) coù daïng baäc thang taïi μ=ε . 

Ta coù theå hieåu raèng ôû nhieät ñoä T ≅ 0, caùc möùc naêng löôïng μ<ε  ñeàu bò chieám vaø caùc möùc naêng 
löôïng μ>ε  ñeàu boû troáng. Khi nhieät ñoä taêng leân, 0)(N ≠ε  vôùi μ>ε  neân moät soá haït baét ñaàu chieám 
caùc möùc naêng löôïng lôùn hôn theá hoùa hoïc naøy. 

b) Caùc ñaïi löôïng chính taéc lôùn 
• Soá haït trung bình cuûa heä: 

∑∑
λ

μ−εβ
λ

λ
+

==
λ)(

)(
)( 1e

1NN  . (IX.5) 

• Haøm toång thoáng keâ lôùn: 

∏
λ

λξ=
)(

Z   (IX.6a) 

vôùi 



   

   
 

)(

1,0N

)(N e1e μ−εβ−

=

μ−εβ−
λ

λ

λ

λλ∑ +==ξ .  

λ
λ −

=ξ⇒
N1
1   (IX.6b) 

• Naêng löôïng trung bình cuûa heä: 

∑∑
λ

μ−εβ−
λ

λ
λλ

+

ε
=ε=

λ)(
)(

)( 1e
NE   (IX.7) 

• Theá lôùn: 

 ∑∏
λ

λ
λ

λ ξ−=⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
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ξ−=−=

)()(
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∑
λ

λ−=
)(

)N1ln(kTJ .  (IX.8) 

• AÙp suaát chính taéc lôùn: 
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∂
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∂
∂
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• Entropi chính taéc lôùn: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ξ−

∂
∂

−=
∂
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−= ∑
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NlnN)N1ln()N1(kS  .  (IX.10) 

IX.A.3  Tröôøng hôïp phoå naêng löôïng phaân boá lieân tuïc 

a) Soá traïng thaùi vi moâ khaû dó. Naêng löôïng 

Ta xeùt heä haït ñoàng nhaát maø qui luaät chuyeån ñoäng coù theå moâ taû gaàn ñuùng trong khoâng gian pha. 
Goïi g laø baäc suy bieán cuûa moãi möùc naêng löôïng. Khi naøy, vì caùc möùc naêng löôïng xem nhö phaân boá lieân 
tuïc neân ta coù theå tính maät ñoä traïng thaùi treân moät ñôn vò naêng löôïng. Baøi toaùn naøy coù theå giaûi chính xaùc 
baèng caùch xeùt haøm soùng töông öùng vôùi moät haït chuyeån ñoäng vôùi ñieàu kieän bieân (xem Vaán ñeà I.C_Maät 
ñoä traïng thaùi cuûa khí lí töôûng). 

Tuy nhieân, ñeå tìm maät ñoä traïng thaùi cho moät haït, ta coù theå lí luaän moät caùch ñôn giaûn nhö sau: 
Ta bieát raèng trong theå tích pha nguyeân toá pdqd rr

 cuûa khoâng gian pha töông öùng vôùi moät haït, soá 
traïng thaùi cuûa haït coù toïa ñoä suy roäng trong khoaûng ( qdq,q rrr

+ ) vaø coù ñoäng löôïng trong khoaûng 
( pdp,p rrr

+ ) ñöôïc tính: 

pdqd
h
g)p,q(d 3

rrrr
=Ω ,  (IX.11) 

vôùi hπ= 2h  vaø g laø baäc suy bieán cuûa möùc naêng löôïng ε töông öùng. 
Ñeå coù soá traïng thaùi coù ñoäng löôïng trong khoaûng ( pdp,p rrr

+ ), ta laáy tích phaân theo bieán qr trong toaøn 
theå tích V: 

∫∫ ==Ω
V

3
V

3 qdpd
h
gpdqd

h
g)p(d rrrrr

 



   

   
 

pd
h
Vg)p(d

3
rr

=Ω .   (IX.12) 

Ñeå tính soá traïng thaùi coù ñoä lôùn ñoäng löôïng trong khoaûng ( dpp,p + ), ta duøng heä thöùc 

ϕθθ== ddpdsinpdpdpdppd 2
zyx

r   (IX.13) 

vaø laáy tích phaân trong toaøn khoâng gian theo θ vaø ϕ: 

∫∫∫
ππ

π−ϕθ

ϕθθ=ϕθθ=Ω
2

0

2
3

,

2
3 ddsindpp

h
Vgdddpsinp

h
Vg)p(d  

Hai tích phaân cuûa veá phaûi ñöôïc tính deã daøng baèng 4π, vaø nhö vaäy: 
  
 (IX.14) 
 

Ñaët 
 
                                                       , (IX.15a) 
 

ta coù 
 

                                                       .    (IX.15b) 
 

• Ñeå xeùt soá traïng thaùi )(d εΩ  coù naêng löôïng trong khoaûng ( ε+εε d, ) töông öùng vôùi ñoäng löôïng coù 
ñoä lôùn trong khoaûng ( dpp,p + ) trong tröôøng hôïp haït chuyeån ñoäng phi töông ñoái tính, ta duøng heä thöùc 
giöõa naêng löôïng vaø ñoäng löôïng: 

m2
p2

=ε  , (IX.16) 

m
pdpd =ε  . (IX.17) 

Thay giaù trò cuûa p vaø dp tính theo hai coâng thöùc treân vaøo (IX.15), ta coù 
   
                                                            .    (IX.18) 
 

Ñaët 
2/3

3 )m2(
h
Vg2π

=α′ ,  (IX.19a) 

ta coù 
  (IX.19b) 

 
Caàn chuù yù raèng caùc heä thöùc (IX.14, 15a, vaø 15b) coù tính toång quaùt, trong khi caùc heä thöùc (IX.18, 

19a, vaø 19b) chæ coù giaù trò cho tröôøng hôïp coå ñieån phi töông ñoái tính. Neáu chuyeån ñoäng cuûa haït laø 
töông ñoái tính hoaëc sieâu töông ñoái tính, ta phaûi thay caùc coâng thöùc (IX.16) vaø (IX.17) baèng caùc coâng 
thöùc thích hôïp. 

Khi tröôøng hôïp chuyeån ñoäng phi töông ñoái tính ñöôïc aùp duïng, ta coù coâng thöùc tính soá haït cuûa heä 
suy ra töø tröôøng hôïp phoå naêng löôïng giaùn ñoaïn ( ∑

λ
λ=

)(
NN ): 

∫ εΩε= )(d)(NN   (IX.20) 

dpp
h
Vg4)p(d 2
3

π
=Ω  

εε
π

=εΩ d)m2(
h
Vg2)(d 2/12/3
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εεα′=εΩ d)(d 2/1

3h
Vg4π

=α

dpp)p(d 2α=Ω  



   

   
 

∫
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ε
μ−εβ +

εε
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0
1e

dN )(
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 . (IX.21) 

 
Vaø töø heä thöùc 

∑
λ

λλ ε=
)(
NE , 

ta coù 

∫ εΩεε= )(d)(NE   (IX.22) 

∫
+∞

ε
μ−εβ +

εε
α′=

0 1e
dE )(

2/3
  (IX.23) 

Caùc coâng thöùc treân coù ñöôïc töøø nhaän xeùt raèng vì )(d εΩ  laø soá traïng thaùi coù naêng löôïng trong khoaûng 
( ε+εε d, ) vaø )(N ε  laø soá haït trung bình coù naêng löôïng ε, neân )(d)(N εΩε  phaûi laø soá haït coù naêng löôïng 
phaân boá trong khoaûng ( ε+εε d, ). 

b) Theá lôùn 
Phaùt xuaát töø heä thöùc tính theá lôùn J trong tröôøng hôïp cho naêng löôïng phaân boá giaùn ñoaïn (IX.8), ta coù 

coâng thöùc sau trong tröôøng hôïp phoå naêng löôïng phaân boá lieân tuïc: 

∫
+∞

εΩ−=
0

)(d)N1ln(kTJ  . (IX.24) 

Vôùi bieåu thöùc cuûa )(d εΩ tính theo (IX.19b), ta coù 

 ∫
+∞

εε−α′=
0

2/1 d)N1ln(kTJ  . (IX.25) 

Ñeå tính tích phaân trong coâng thöùc treân, ta duøng phöông phaùp tích phaân töøng phaàn baèng caùch ñaët: 
)N1ln(v −=  

εε= ddu 2/1   2/3
3
2u ε=⇒     

Vì 

)e1ln(
e1
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)(
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theo (IX.14), neân: 
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Vaäy 
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  ∫
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3
2kT . 

Soá haïng ñaàu tieân trong coâng thöùc treân trieät tieâu vì 
0)e1ln(lim )(2/3 =+ε μ−εβ−

∞→ε
 . 

Vaäy 



   

   
 

∫
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μ−εβ−
εε

α′−=
0
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2/3

e1
d

3
2J  . (IX.26) 

So saùnh bieåu thöùc treân vôùi (IX.23), ta thaáy: 
 
                                                .        (IX.27) 
 
 
c) AÙp suaát 

Ñeå tìm coâng thöùc toång quaùt tính aùp suaát cuûa heä khí Fermi, ta xeùt heä S  laø phaàn hôïp cuûa hai heä nhoû 
S 1 vaø S 2:  S  = S 1 ∪S 2. Vì theá lôùn laø ñaïi löôïng coäng tính neân neáu goïi J laø theá lôùn cuûa S  vaø J1, J2 laø 
theá lôùn cuûa S 1, S 2, ta coù 

21 JJJ += . 
Do ñoù, neáu ta coù theå tích V’ cuûa moät heä ñöôïc phaân laøm α phaàn nhoû, moãi phaàn coù theå tích V, ta seõ 

coù 
)V,,T(J)V,,T(J)V,,T(J     μα=αμ≡′μ . 

 
Vaäy 

)V,,T(J)]V,,T(J[)V,,T(J
    

  
μ=μα

α∂
∂

=
α∂

′μ∂
.  (IX.28) 

Maët khaùc, ta cuõng coù 

V
)V,,T(JVV

V
)V,,T(J)V,,T(J

′∂
′μ∂′=

α∂
′∂

′∂
′μ∂

=
α∂

′μ∂      

Nhöng ta bieát raèng aùp suaát chính taéc lôùn ñöôïc tính theo coâng thöùc: 

V
)V,,T(Jp

′∂
′μ∂

−=
  , 

neân 

pV)V,,T(J
−=

α∂
′μ∂   . (IX.29) 

So saùnh (IX.28) vôùi (IX.29), ta coù: 
 
                                         .  (IX.30a) 
 

Vaäy, töø heä thöùc tính theá lôùn theo naêng löôïng (IX.27), ta coù 
 
                                             .     (IX.30b) 
 

cho pheùp tính aùp suaát cuûa heä moät khi naêng löôïng cuûa heä ñöôïc xaùc ñònh. 
d) Giôùi haïn coå ñieån cuûa heä khí Fermi 

Caàn nhôù raèng caùc hieäu öùng löôïng töû cuûa heä haït fermion chæ bieåu hieän roõ ôû nhieät ñoä thaáp, coøn vôùi 
ñieàu kieän nhieät ñoä cao, ta phaûi tìm laïi keát quaû cuûa heä khí coå ñieån. Thaät vaäy, trong tröôøng hôïp 

1e )( >>μ−εβ  vôùi moïi giaù trò ε > 0, töø coâng thöùc (IX.21) tính soá haït cuûa heä: 

∫
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ε
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0
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, 

ta coù ñöôïc: 
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∫∫
+∞

ε

βε−μβ
+∞

ε

βε−μβ εεα′=εεα′=
00

deedeeN 2/12/1  .  (IX.31) 

Ta giaû söû pheùp tính coù ñoä chính xaùc ñuû lôùn vôùi ε0 = 0. Khi naøy, baèng caùch ñaët bieán soá phuï: 
2

1
)(y βε= , tích phaân trong bieåu thöùc treân ñöôïc tính: 

∫∫
+∞

ε

−
+∞

ε

βε−

β
=εε=

0

2

0

dyey2deI y2
2/3

2/1 . 

Söû duïng tích phaân Poisson, ta coù 

4
2I 2/3

π
β

= . 

Vaäy 

2/32
eN
β

πα′
=

μβ
.   

Coâng thöùc naøy cho pheùp ta tính theá hoùa hoïc: 

πα′
β

=μβ
2/32Ne  , (IX.32a) 
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  (IX.32b) 

baèng caùch thay giaù trò cuûa α’ töø coâng thöùc (IX.19a), vôùi              g = 2s+1. 
Töông töï treân, ta coù theå tính naêng löôïng E töø coâng thöùc (IX.23): 

∫
+∞

βε−μβ εεα′=
0

2/3 deeE  . (IX.33) 

 
 
Caùc coâng thöùc cuûa tích phaân Poisson cho: 

π
β

=
β

=εε ∫∫
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8
3.2dyey2de 2/5

0

y4
2/5

0

2/3 2
. 

2/54
e3E

β
α′π

=
βμ

 . (IX.34) 

Söû duïng heä thöùc (IX.34a) cuûa βμe , ta coù 

β
=

α′π
β

α′
β

π
=

N
2
32N..

4
3E

2/3

2/5 , 

töùc laø 

NkT
2
3E = ,  (IX.35) 

keát quaû maø ta ñaõ bieát cuûa cô hoïc thoáng keâ coå ñieån. 

Ñoàng thôøi, töø heä thöùc toång quaùt (IX.30b) tính aùp suaát p theo E: 
V
E

3
2p = , ta suy ra laïi ñöôïc phöông 

trình traïng thaùi cuûa khí lí töôûng: 
NkTpV = . (IX.36) 

 



   

   
 

IX.B  Khí Fermi lí töôûng ôû nhieät ñoä thaáp 
 

Ta ñaõ thaáy ôû treân laø trong tröôøng hôïp nhieät ñoä cao, thoáng keâ Fermi-Dirac trôû thaønh thoáng keâ 
Maxwell-Boltzmann, töùc laø trôû thaønh khí lí töôûng coå ñieån, maø ta tìm laïi ñöôïc caùc keát quaû truøng hôïp vôùi 
keát quaû ñaõ coù ñöôïc vôùi cô hoïc thoáng keâ coå ñieån. Ñeå thaáy roõ caùc hieäu öùng löôïng töû, ta caàn xeùt heä khí ôû 
nhieät ñoä thaáp. Ñaàu tieân , ta seõ xeùt tröôøng hôïp giôùi haïn nhieät ñoä tuyeät ñoái raát nhoû, coù theå xem nhö baèng 
khoâng, vaø sau ñoù seõ xeùt tröôøng hôïp nhieät ñoä thaáp. 
 
 

IX.B.1  Khí Fermi lí töôûng hoaøn toaøn suy bieán 
a)  Möùc naêng löôïng Fermi 

Ta xeùt tröôøng hôïp nhieät ñoä ñuû thaáp (β ñuû lôùn) ñeå coù theå xem nhö thöøa soá Fermi 
+∞→μ−εβ  )(e     neáu μ>ε , 

vaø 
−∞→μ−εβ  )(e    neáu μ<ε , 

töùc laø soá haït trung bình ôû traïng thaùi (λ) ñöôïc tính: 
+λ → 0N     neáu μ>ε , 

vaø 
1N →λ      neáu μ<ε . 

Khi naøy ñöôøng bieåu dieãn )(N ελ  theo naêng löôïng ε coù daïng baäc thang taïi giaù trò 0μ=ε . Giaù trò ñaëc 
bieät naøy cuûa theá hoùa hoïc, taïi ñoù haøm )(N ελ  giaùn ñoaïn, ñöôïc goïi laø möùc Fermi. Vaäy, möùc Fermi ñöôïc 
ñònh nghóa laø theá hoùa hoïc ôû nhieät ñoä khoâng tuyeät ñoái. Vaø khi naøy, heä khí Fermi ñöôïc goïi laø khí Fermi 
hoaøn toaøn suy bieán. 

YÙù nghóa vaät lí cuûa hieän töôïng treân coù theå ñöôïc hieåu laø ôû nhieät ñoä khoâng, taát caû caùc möùc naêng löôïng 
nhoû hôn 0F μ=ε  ñeàu bò chieám, trong khi taát caû caùc möùc naêng löôïng lôùn hôn Fε  ñeàu boû troáng. Vaø khi 
nhieät ñoä taêng leân thì moät soá haït seõ baét ñaàu chieám möùc naêng löôïng lôùn hôn möùc Fermi. 

Vaäy, soá haït toång coäng cuûa heä ñöôïc tính theo coâng thöùc (IX.19b): 

∫∫ ∫
μ∞ μ

εεα′=εΩ=εΩ=
00

0

2/1

0 0
d)(d)(dNN  . (IX.37a) 

 
 
Tích phaân ôû veá phaûi cuûa phöông trình treân tính deã daøng cho 

2/3
03

2N μα′=   (IX.37b) 

 Töø coâng thöùc tính α’ ôû (IX.19a), ta coù coâng thöùc tính möùc Fermi: 
 

                                                            . (IX.38) 
 

Ta thöôøng duøng coâng thöùc sau: 
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trong ñoù, KF laø vectô soùng Fermi ñöôïc ñònh nghóa bôûi 
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m2
K2

F
2

0
h

=μ  .  (IX.39b) 

 

Chuù thích: 
Ta coù theå hieåu khaùi nieäm vectô soùng K

r
 nhö sau: 

Xeùt moät haït chuyeån ñoäng töï do (khoâng töông taùc vôùi caùc haït khaùc) trong moät theå tích V. Ñaàu 
tieân, ta seõ khoâng xeùt ñeán taùc duïng cuûa tröôøng theá. Giaû söû haït laø phi töông ñoái tính coù khoái löôïng m vaø 
ñoäng löôïng pr . Khi naøy, haøm soùng )t,r(rΨ  cuûa haït phaûi coù daïng soùng phaúng: 

ti)trK(i e).r(Ae)t,r( ω−ω− Ψ==Ψ
rr rr

   (IX.40) 
truyeàn ñi theo phöông cuûa vectô soùng K

r
 vaø coù bieân ñoä A. Naêng löôïng ε cuûa haït lieân heä vôùi taàn soá goùc 

ω qua bieåu thöùc: 
ω=ε h .  (IX.41) 

Thaät vaäy, haøm soùng )t,r(  
r

Ψ  phaûi thoûa phöông trình Schrödinger: 

Ψ=
∂
Ψ∂ Ĥ
t

ih .  (IX.42) 

Vì ta coù theå xem nhö theá naêng trong theå tích V baèng khoâng, toaùn töû Hamilton Ĥ  chæ lieân heä ñeán 
ñoäng naêng cuûa haït: 

Δ−=∇−==
m2

)i(
m2
1p̂

m2
1Ĥ

2
22 h

h  , (IX.43) 

vôùi 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇=Δ .  (IX.44) 

Ñaët 
t)i(ti ee)t,r( ε−ω− Ψ=Ψ=Ψ hr

   (IX.45) 
trong ñoù, Ψ  khoâng phuï thuoäc thôøi gian t. Khi ñoù, phöông trình Schrödinger (IX.42) cho ta phöông trình 
Schrödinger khoâng phuï thuoäc thôøi gian: 

Ψε=ΨĤ ,  (IX.46) 
hay 

0m2
2 =Ψ
ε

+ΔΨ
h

.  (IX.47) 

Phöông trình (IX.46) chöùng toû raèng ñaïi löôïng ε töông öùng vôùi caùc giaù trò rieâng coù theå coù ñöôïc 
cuûa Ĥ  vaø do ñoù, chính laø naêng löôïng cuûa haït. 

Phöông trình (IX.47) coù nghieäm toång quaùt: 
rKi)zKyKxK(i AeAe zyx
rr

==Ψ ++  , (IX.48) 
vôùi K

r
 laø vectô haèng (coù caùc thaønh phaàn Kx, Ky vaø Kz) vaø ñöôïc goïi laø vectô soùng. Thay (IX.48) vaøo 

(IX.47), ta thaáy (IX.47) ñöôïc thoûa neáu: 

0m2)KKK( 2
2
z

2
y

2
x =

ε
+++−
h

 

töùc laø: 

m2
K 22h

=ε . (IX.49) 

Bôûi vì 
Ψ=Ψ∇−=Ψ Kip̂
r

hh ,  



   

   
 

ta coù 
Kp̂
r

h= .  (IX.50) 
Toùm laïi, moät haït töï do coù naêng löôïng ε vaø ñoäng löôïng pr  töông öùng vôùi moät soùng phaúng coù taàn 

soá goùc ω vaø vectô soùng K
r

 lieân heä vôùi ε vaø pr qua caùc heä thöùc Planck-Einstein sau: 
ω=ε h  

Kp̂
r

h= , 
töùc laø 

m2
K

m2
p 222 h

==ε .  (IX.51) 

Chính heä thöùc naøy cho pheùp ta ñònh nghóa vectô soùng Fermi trong bieåu thöùc (IX.39a) ôû treân. 
 

Theo nhaän xeùt ôû treân veà möùc Fermi 0μ , ta thaáy raèng trong khoâng gian K
r

, caùc vectô soùng coù ñoä 
lôùn nhoû hôn KF seõ töông öùng vôùi taát caû caùc traïng thaùi rieâng leû bò chieám ñoùng taïi nhieät ñoä T = 0, vaø caùc 
vectô soùng coù ñoä lôùn lôùn hôn KF töông öùng vôùi caùc traïng thaùi troáng. Vaäy, trong khoâng gian K

r
naøy, neáu 

ta veõ maët caàu baùn kính KF, maët caàu naøy seõ phaân chia caùc traïng thaùi bò chieám vôùi caùc traïng thaùi troáng. 
Hình caàu baùn kính KF naøy ñöôïc goïi laø hình caàu Fermi. 

Ñoäng löôïng Fermi, ñöông nhieân ñöôïc ñònh nghóa: FKp
F

h= . 

Töø ñònh nghóa cuûa möùc Fermi 0μ , ta coù theå ñònh nghóa nhieät ñoä Fermi TF (hay nhieät ñoä suy bieán) 
bôûi heä thöùc: 

 
 (IX.52) 
 

Ta seõ thaáy raèng pheùp tính gaàn ñuùng nhieät ñoä khoâng tuyeät ñoái ôû ñaây seõ chæ nghieäm ñuùng neáu nhieät 
ñoä cuûa heä laø raát nhoû ñoái vôùi nhieät ñoä Fermi: 

FTT << .  (IX.53) 

b) Naêng löôïng toaøn phaàn 
Khi nhieät ñoä cuûa heä gaàn baèng khoâng, naêng löôïng toaøn phaàn cuûa heä ñöôïc tính töø heä thöùc (IX.22) vaø 

(IX.19b): 

∫∫∫
μμ∞

εεα′=εΩε=εΩεε=
00

0
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Nhö vaäy: 
 
  (IX.55) 
 

Giaù trò naøy cuûa naêng löôïng ñaëc tröng cho möùc naêng löôïng cô baûn cuûa heä, laø moät heä quaû cuûa 
nguyeân lí loaïi tröø Pauli. 

Cuõng nhö trong caùc nguyeân töû, heä N caùc fermion ñoäc laäp ñöôïc xeáp trong N traïng thaùi rieâng leû coù 
naêng löôïng thaáp nhaát coù theå. 

c) AÙp suaát löôïng töû 
Töø coâng thöùc toång quaùt (IX.30b) ñeå tính aùp suaát, nhaän xeùt raèng vì  naêng löôïng cuûa heä cho bôûi 

(IX.55), ta coù coâng thöùc: 

0FkT μ=

F0 NkT
5
3E =  
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Hay laø 
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Vaäy, ngay caû ôû nhieät ñoä gaàn nhieät ñoä khoâng, aùp suaát Fermi lí töôûng cuõng vaãn khoâng trieät tieâu, maø 
coù giaù trò p0 ñöôïc tính ôû treân, ñöôïc goïi laø aùp suaát löôïng töû. Ñaây cuõng laø moät heä quaû cuûa nguyeân lí loaïi 
tröø Pauli: ôû nhieät ñoä T = 0, cuõng coù nhöõng fermion coù ñoäng löôïng khaùc khoâng (coù giaù trò ôû trong 
khoaûng 0 vaø giaù trò töông öùng vôùi ñoäng löôïng Fermi: FF Kp h= ), neân vaãn toàn taïi caùc va chaïm cuûa caùc 
haït naøy vôùi vaùch ngaên taïo neân aùp suaát. 
 

IX.B.2  Khí Fermi lí töôûng suy bieán 
Trong phaàn naøy, ta xeùt tröôøng hôïp nhieät ñoä T cuûa heä ñuû thaáp (naêng löôïng ñaëc tröng kT ñuû nhoû) ñeå 

ta coù theå tính gaàn ñuùng moät soá tích phaân coù daïng: 

∫
+∞

εεϕε=
0

d)()(NI   . (IX.58) 

trong ñoù: 

1e
1)(N

)( +
=ε

μ−εβ
  (IX.59) 

ñöôïc goïi laø haøm Fermi. 
Vôùi ñieàu kieän haøm )(εϕ  lieân tuïc ñeàu vaø khaû vi cho 0≥ε , ta coù ñöôïc (xem phaàn phuï luïc):  
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∫  . (IX.60) 

a) Theá hoùa hoïc 
Söû duïng coâng thöùc toång quaùt (IX.21) tính soá haït N cuûa heä: 

∫
+∞

ε
μ−εβ +

εε
α′=

0
1e

dN )(

2/1
, 

ta thaáy (IX.60) ñöôïc aùp duïng vôùi 
2/1)( ε=εϕ  

cho ta keát quaû 
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Nhöng töø coâng thöùc (IX.37b) tính N theo möùc Fermi: 2/3
03

2N μα′= , ta coù theå ñaët 
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vaø tìm ñöôïc: 
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Hay ta cuõng tính ñöôïc theá hoùa hoïc naøy theo nhieät ñoä Fermi TF: 
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b) Naêng löôïng toaøn phaàn vaø nhieät dung ôû nhieät ñoä thaáp 
Töông töï treân khi tính theá hoùa hoïc μ, ta duøng heä thöùc (IX.23) tính naêng löôïng toaøn phaàn E trong 

tröôøng hôïp toång quaùt 

 ∫
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vaø coâng thöùc gaàn ñuùng (IX.60) vôùi 
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ta coù  
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Duøng heä thöùc (IX.62) cho μ, ta coù 
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Hoaëc tính theo nhieät ñoä Fermi vaø naêng löôïng toaøn phaàn E0 ôû T = 0: 
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Heä thöùc tính nhieät dung ñaúng tích ôû nhieät ñoä thaáp coù ñöôïc töø 
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Töùc laø ôû nhieät ñoä thaáp, nhieät dung tæ leä vôùi nhieät ñoä, hoaøn toaøn khaùc vôùi keát quaû ta ñaõ coù ñoái vôùi 

khí lí töôûng coå ñieån: Nk
2
3CV =  ñoäc laäp vôùi nhieät ñoä. Ñieàu naøy cho thaáy giôùi haïn aùp duïng cho pheùp 

gaàn ñuùng coå ñieån laø vôùi nhieät ñoä phaûi ñuû cao. 

IX.B.3  Ñieàu kieän aùp duïng cho pheùp tính gaàn ñuùng nhieät ñoä khoâng 
So saùnh caùc heä thöùc (IX.52, 55) ñeå tính theá hoùa hoïc vaø naêng löôïng toaøn phaàn ôû pheùp tính gaàn ñuùng 

nhieät ñoä khoâng vaø caùc heä thöùc (IX.63, 66) ñeå tính caùc ñaïi löôïng naøy ôû nhieät ñoä thaáp. Ta thaáy caùc coâng 
thöùc naøy truøng nhau vôùi ñieàu kieän: 

FTT     << . 



   

   
 

Töùc laø pheùp tính gaàn ñuùng nhieät ñoä khoâng coù giaù trò neáu nhieät ñoä cuûa heä raát nhoû so vôùi nhieät ñoä 
Fermi 
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Ta nhaän xeùt raèng nhieät ñoä Fermi taêng theo maät ñoä haït N/V vaø tæ leä nghòch vôùi khoái löôïng m cuûa 
haït, töùc laø pheùp tính gaàn ñuùng nhieät ñoä khoâng caøng chính xaùc khi heä khí caøng ñaäm ñaëc vaø haït caáu taïo 
neân heä khí coù khoái löôïng caøng nhoû. Caùc ñieàu kieän treân cho pheùp ta xaùc ñònh ñöôïc pheùp tính gaàn ñuùng 
nhieät ñoä khoâng ñöôïc aùp duïng vôùi ñoä chính xaùc töông ñoái. 

 
IX.C  Khí electron trong kim loaïi 

IX.C.1  Moâ hình  caùc electron töï do, ñoäc laäp trong kim loaïi 
Kim loaïi ñöôïc caáu taïo bôûi caùc ion haàu nhö ñöùng yeân vaø caùc electron baát ñònh xöù (töùc laø haøm soùng 

töông öùng traõi treân suoát theå tích cuûa kim loaïi). Caû heä laø trung hoøa veà ñieän. Phöông phaùp tính gaàn ñuùng 
ñôn giaûn nhaát laø xem nhö boû qua ñöôïc caùc töông taùc cuûa electron vôùi caùc ion maïng tinh theå (caùc 
electron xem nhö caùc haït töï do) vaø töông taùc giöõa caùc electron vôùi nhau (caùc electron laø ñoäc laäp nhau). 
Vôùi caùc giaû thieát naøy thì caùc electron xem nhö laø taïo neân moät heä khí Fermi töï do trong theå tích V cuûa 
kim loaïi, vaø nhö vaäy, ta coù theå söû duïng caùc keát quaû ñònh löôïng ñaõ coù ôû muïc IX.B ôû treân cho caùc 
electron trong kim loaïi. 

Caàn bieát raèng pheùp tính gaàn ñuùng caùc electron ñoäc laäp ôû treân thuoäc loaïi pheùp gaàn ñuùng tröôøng 
trung bình: ta xem nhö moãi electron chòu taùc duïng cuûa moät theá trung bình taïo bôûi caùc ion ñònh xöù ôû nuùt 
cuûa maïng tinh theå vaø cuûa taát caû caùc electron khaùc (coù phaân boá ñieän tích lieân tuïc). Theá trung bình naøy 
dó nhieân laø coù tính chu kyø cuûa maïng tinh theå. Pheùp gaàn ñuùng naøy cho caùc keát quaû töông ñoái chính xaùc 
cho nhöõng traïng thaùi coù naêng löôïng quanh möùc Fermi (vôùi sai soá khoaûng kT). Ngöôøi ta chöùng minh 
ñöôïc raèng trong nhöõng ñieàu kieän neâu treân, caùc electron töông taùc coù theå xem nhö caùc chuaån haït haàu 
nhö ñoäc laäp, vaø, caùc haït maø ta goïi laø electron ôû treân thaät ra laø caùc chuaån haït ñeå coù theå xem nhö laø ñoäc 
laäp. 

Ngoaøi ra, pheùp gaàn ñuùng electron töï do giaû thieát raèng maïng tinh theå ñöôïc thay theá bôûi söï phaân boá 
ñeàu ñieän tích. Nhö vaäy, moãi electron chuyeån ñoäng trong moâi tröôøng maø maät ñoä ñieän tích baèng khoâng 
do söï buø tröø giöõa phaân boá do ion vaø phaân boá cuûa caùc electron khaùc 

(Phaân boá ñieän tích ion coù theå xem nhö lieân tuïc neáu böôùc soùng löôïng töû cuûa caùc electron raát lôùn so 
vôùi böôùc cuûa maïng tinh theå: a>>λ ). 

IX.C.2  Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng 
Goïi ZV laø soá electron hoùa trò cuûa moãi nguyeân töû kim loaïi, chính soá electron naøy trôû thaønh caùc 

electron daãn taïo thaønh heä khí Fermi. Goïi A laø khoái löôïng nguyeân töû vaø ρ laø khoái löôïng rieâng cuûa kim 
loaïi, nhö vaäy, moãi ñôn vò theå tích coù chöùa ρ/A mol. Moãi mol laïi coù 23

A 10.02,6N =  nguyeân töû vaø moãi 
nguyeân töû cung caáp ZV electron daãn neân maät ñoä electron laø 

A
NZn AV

ρ
=   (IX.69) 

Ñoä lôùn cuûa n laø vaøo khoaûng 1023 cm-3 (xem baûng IX.1), töùc laø khoaûng 1000 laàn lôùn hôn maät ñoä khí 
coå ñieån ôû ñieàu kieän thoâng thöôøng.  

 
 
 
 
 



   

   
 

Nguyeân 
toá 

ZV n          
(1022 cm-3) 

rs  
 (Å) 

vF 
(106 cm/s) 

μ0  
(eV) 

TF  
(104 K) 

Li 
Na 
K 

1 
1 
1 

4,7 
2,6 
1,4 

1,7 
2,1 
2,6 

1,3 
1,1 
0,9 

4,7 
3,2 
2,1 

5,5 
3,8 
2,5 

Cu 
Ag 
Au 

1 
1 
1 

8,5 
5,8 
5,9 

1,4 
1,6 
1,6 

1,6 
1,4 
1,4 

7,0 
5,5 
5,5 

8,2 
6,4 
6,4 

Mg 
Fe 
Al 
Pb 

2 
2 
3 
4 

8,6 
17,0 
18,1 
13,2 

1,4 
1,1 
1,1 
1,2 

1,6 
2,0 
2,0 
1,8 

7,1 
11,1 
11,7 
9,5 

8,2 
13,0 
13,6 
11,0 

Baûng IX.1 (B.Diu et al) 
Trong baûng treân, ta thaáy coù neâu ra ñaïi löôïng rs, ñöôïc ñònh nghóa laø baùn kính khoái caàu chöùa trung 

bình moät electron, töùc laø coù theå tích baèng 1/n: 
3/1

s n4
3r ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= .   (IX.70) 

Ñoä lôùn cuûa rs cuûa heä khí electron trong kim loaïi laø vaøo khoaûng vaøi Å. 
Ñaïi löôïng vF laø vaän toác Fermi, töùc laø vaän toác cuûa moät electron coù naêng löôïng Fermi ñöôïc tính bôûi: 

e

F
F m

K
v

h
=  , (IX.71) 

coù ñoä lôùn ñaùng keå, baèng khoaûng 1% vaän toác aùnh saùng trong chaân khoâng. 
Caùc giaù trò cuûa möùc Fermi vaø nhieät ñoä Fermi ñöôïc tính theo caùc coâng thöùc: 

e

2
F

2

0 m2
Kh

=μ ,  (IX.72) 

vaø 

e

2
F

2
0

F km2
K

k
T

h
=

μ
=  . (IX.73) 

Ta thaáy ñoái vôùi kim loaïi, TF coù giaù trò nhoû nhaát laø vaøo khoaûng 104. Töùc laø ôû nhieät ñoä T thoâng 
thöôøng, ta coù T << TF: caùc electron daãn trong kim loaïi taïo thaønh heä khí Fermi suy bieán ôû nhieät ñoä maø 
kim loaïi coøn ôû theå raén. 

Nhö ta ñaõ thaáy qua heä thöùc (IX.67), nhieät dung cuûa heä khí electron tæ leä vôùi nhieät ñoä. Tuy nhieân, 
caàn nhôù raèng söï ñoùng goùp vaøo nhieät dung chuû yeáu do dao ñoäng cuûa caùc ion ôû nuùt maïng tinh theå, coøn 
aûnh höôûng cuûa heä khí electron chæ thaáy roõ ôû nhieät ñoä thaáp. 

IX.C.3 Hieäu öùng nhieät ion. Ñònh luaät Richardson- Dushman 
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Maëc duø ñöôïc xem nhö chuyeån ñoäng haàu nhö töï do trong theå tích V cuûa kim loaïi, ngay khi ñeán gaàn 
beà maët kim loaïi naøy, caùc electron chòu taùc duïng cuûa haøng raøo theá coù ñoä lôùn −W. Chæ coù nhöõng electron 
coù ñoäng naêng ñuû lôùn môùi vöôït qua khoûi haøng raøo theá naøy vaø ra khoûi kim loaïi. ÔÛ nhieät ñoä thoâng thöôøng, 
soá electron naøy raát ít. Tuy nhieân, khi nhieät ñoä cuûa heä lôùn hôn, soá electron ra khoûi beà maët kim loaïi trôû 
neân ñaùng keå. Ñoù laø hieäu öùng nhieät ion maø ta seõ khaûo saùt ñònh löôïng ôû ñaây: 

Theo coâng thöùc (IX.12), soá electron coù ñoäng löôïng trong khoaûng pr  vaø pdp rr
+  vôùi zyx dpdpdppd =

r
 

ñöôïc tính: 
)p(d)(N)p(dN rr

Ωε=  , (IX.74) 
vôùi 

1e
1)(N

)( 0 +
=ε

μ−εβ
 , (IX.75) 

vaø 

zyx33
dpdpdp

h
V2pd

h
Vg)p(d ==Ω

rr
 , (IX.76) 

vì ñoái vôùi electron, baäc suy bieán g ñöôïc tính: 

21
2
121s2g =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= . 

(do spin cuûa electron baèng 
2
1s = ). 

Söï phaân boá cuûa electron theo px ñöôïc tính: 

∫
+

=
μ−εβ 1e

dpdp
dp

h
V2)p(dN

)(
zy

x3x
0

 . (IX.77) 

Nhöng trong heä toïa ñoä cöïc töông ñöông vôùi heä truïc Descartes cuûa (py, pz): 
θ′′′= dpdpdpdp zy  . (IX.78) 

Vaäy 

∫ ∫
∞

=′

π

=θ′
μ−εβ +

θ′′′
=

0p

2

0
)(3

x
x

1e
dpdp

h

Vdp2
)p(dN

0
. (IX.79) 

Vôùi naêng löôïng ε ñöôïc tính: 

m2
p

m2
p

m2
p 22

x
2 ′

+==ε  . (IX.80) 

( )m2/pm2/p)( 22
x000 eeeee ′+ββμ−βεβμ−μ−εβ ==  

u)( Aee 0 =μ−εβ  (IX.81) 
trong ñoù:  

( )0
2
x m2/peA μ−β=  , (IX.82a) 

vaø 

m2
pu

2′β
=  . (IX.82b) 

Do ñoù, phöông trình (IX.79) ñöôïc vieát: 

 ∫
∞

+
′′π

=
0

u3
x

x 1Ae
pdp

h
Vdp4)p(dN  . (IX.83) 

Vì 



   

   
 

pdp
m

du ′′β
= , 

ta coù 

∫
∞

+β
π

=
0

u3
x

x
1Ae

dum
h
Vdp4

)p(dN  . (IX.84) 

Ñaët tích phaân trong veá phaûi laø: 

[ ]∞−
∞

−

−∞
+−=

+
=

+
= ∫∫ 0

u

0
u

u

0
u

)eAln(
eA
due

1Ae
duI  

)Aln()1Aln(I −+=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒

A
11lnI     . (IX.85) 

Vaäy 

x3x dp
A
11ln

h
mkTV4)p(dN ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
= .  (IX.86) 

Maät ñoä soá electron theo phöông px ñöôïc tính: 

x3
x dp

A
11ln

h
mkT4

V
)p(dN

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=   (IX.87) 

Vì sau thôøi gian dt, maät ñoä soá electron vöôït qua moät dieän tích S vuoâng goùc vôùi thaønh phaàn ipx
r

 laø 

V
)p(dN

dtSv x
x  , (IX.88) 

neân maät ñoä ñieän tích ñöôïc tính bôûi: 

V
)p(dN

dtSevdQ x
xx =   (IX.89) 

vaø maät ñoä doøng ñieän tích ñöôïc tính 

V
)p(dN

p
m
e

V
)p(dN

ev
Sdt
dQ

dJ x
x

x
x

x
x ===  . (IX.90) 

Vôùi 
V

)p(dN x  tính theo (IX.87), ta coù 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=

A
11lndpp

h
ekT4dJ xx3x  . (IX.91) 

Goïi xε  laø naêng löôïng töông öùng vôùi thaønh phaàn px cuûa ñoäng löôïng: 

m2
p2

x
x =ε   (IX.92a) 

m
dpp

d xx
x =ε⇒      (IX.92b) 

Vaäy 

x3x d
A
11ln

h
emkT4dJ ε⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=  . (IX.93) 

Ñeå electron coù theå thoaùt ra khoûi beà maët kim loaïi, ta phaûi coù Wx −≥ε , vôùi −W laø gieáng theá sinh ra 
do caùc ion trong maïng tinh theå, neân maät ñoä doøng ñieän tích baõo hoøa theo phöông vuoâng goùc vôùi beà maët 
naøy laø 



   

   
 

∫
+∞

−

ε⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=

W
x3sat d

A
11ln

h
emkT4J  , (IX.94) 

vôùi 
( ) ( )0x0

2
x eeA m2/p μ−εβμ−β ==  . (IX.95) 

Vì chæ nhöõng electron coù naêng löôïng ñuû lôùn môùi thoaùt ñöôïc ra khoûi beà maët kim loaïi 
)(

x0
x0e

A
1

A
11ln1)( ε−μβ=≅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇔>>ε−μβ         (IX.96) 

Vaäy, phöông trình (IX.94) trôû thaønh 

∫
+∞

−

ε−μβ ε
π

=
W

x
)(

3sat de
h
emkT4J x0  (IX.97) 

[ ]∞−ε−μβ−
β

π
= W

)(
3sat

x0e1
h
emkT4J   

)W(2
3

2

sat
0eT

h
emk4J +μβπ

= . (IX.98) 

Nhöng vì 
Φ+μ=− 0W  , (IX.99) 

vôùi Φ laø coâng thoaùt, neân ta coù 
 
                                                 .                 (IX.100) 
 
 

Coâng thöùc treân chöùng toû raèng maät ñoä doøng ñieän tích baõo hoøa Jsat tæ leä vôùi kT2eT Φ− . Ñoù laø noäi dung 
cuûa ñònh luaät Richardson-Dushman veà hieän töôïng nhieät ion. 
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BAØI TAÄP  
 
 

BT IX.1  Chöùng minh raèng ñöôøng bieåu dieãn cuûa haøm Fermi theo naêng löôïng ε vôùi caùc tham soá T vaø μ: 

1e
1),T,(N

)( +
=με

μ−εβ
 

nhaän ñieåm )2/1,(I μ  laøm taâm ñoái xöùng. 

BT IX.2   Haõy chöùng minh heä thöùc (IX.10): 
[ ]∑

λ
λλλλ +−−−=

)(
NlnN)N1ln()N1(kS  

cho entropi cuûa phaân boá chính taéc lôùn. 

BT IX.3  Haõy chöùng minh caùc heä thöùc (IX.64 vaø 67) cho theá hoùa hoïc vaø naêng löôïng cuûa khí Fermi suy bieán: 

1)  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ

π
−μ=μ )T(kT

12
1 4

2

0

2

0 O  

2) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ

π
+μ= )T(kT

12
51N

5
3E 4

2

0

2

0 O ,  vôùi 00 N
5
3E μ= . 

BT IX.4  Bieát raèng naêng  löôïng  cuûa  moät haït töông ñoái tính coù khoái löôïng tónh m0 vaø ñoäng löôïng pr  ñöôïc tính: 
222

0 pcmc +=ε . 

Xeùt tröôøng hôïp vaän toác cuûa haït laø raát lôùn: cmp 0>>
r

 (chuyeån ñoäng sieâu töông ñoái tính). Haõy tính: 

Möùc naêng löôïng Fermi F0 ε=μ  vaø naêng löôïng toaøn phaàn E0 cuûa heä khí Fermi lí töôûng hoaøn toaøn suy 

bieán. 

BT IX.5  Xeùt caùc electron daãn trong ñoàng ñöôïc xem nhö heä khí Fermi lí töôûng hoaøn toaøn suy bieán. 
1)  Duøng coâng thöùc tính soá traïng thaùi )p(dΩ  coù ñoä lôùn ñoäng löôïng trong khoaûng (p, p+dp) ñeå tính tröïc 

tieáp ñoäng löôïng Fermi pF. Suy ra coâng thöùc tính möùc Fermi F0 ε=μ . 

2) Caùc ñònh giaù trò soá F0 ε=μ  ñoái vôùi caùc electron daãn trong ñoàng. Cho bieát khoái löôïng rieâng cuûa ñoàng 

laø 33 m/kg109  ×=ρ . Khoái löôïng nguyeân töû cuûa ñoàng laø 63,6 g/mol, vaø moãi nguyeân töû    ñoàng cho moät 

electron daãn. Cho bieát:  341062,6h −×= J.s,  231038,1k −×= J/K.  
            3)  Giaûi thích taïi sao ngay caû ôû nhieät ñoä 103 K, thoáng keâ Maxwell-Boltzmann vaãn khoâng theå aùp duïng 
ñöôïc cho caùc electron daãn trong ñoàng, neáu ta giaû söû raèng möùc Fermi F0 ε=μ  khoâng thay ñoåi theo nhieät ñoä. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   

   
 

VAÁN ÑEÀ IX.A 
 

AÙp duïng cuûa thoáng keâ Fermi-Dirac trong vaät lyù thieân vaên: tính aùp suaát löôïng töû trong sao luøn traéng 
(Ñeà thi hoïc kyø moân Vaät lyù Thoáng keâ, Lyù 4, naêm hoïc 2000-2001) 
 

Sao luøn traéng (LT) goàm hai khí xem nhö taùch bieät nhau: khí eùlectron coù maät ñoä  haït 330 cm105.1
V
N −×≈  vaø 

khí goàm nhöõng ion vôùi maät ñoä haït coù ñoä lôùn töông ñöông. Nhieät ñoä cuûa sao naøy vaøo khoaûng K10T 7≈ . Do maät 
ñoä haït coù ñoä lôùn ñaùng keå nhö treân, aùp suaát do löïc haáp daãn trong sao coù khuynh höôùng laøm cho theå tích sao co 
ruùt laïi laø raát lôùn. Nhöõng nghieân cöùu gaàn ñaây cho thaáy aùp suaát naøy ñöôïc caân baèng vôùi aùp suaát löôïng töû cuûa khí 
eùlectron taïo neân sao laøm cho sao LT ñöôïc beàn vöõng (S. Chandrasekhar, giaûi Nobel Vaät lyù 1983). Trong phaàn 
sau, ta seõ xeùt moät moâ hình ñôn giaûn cuûa sao LT nhaèm giaûi thích söï beàn vöõng cuûa sao naøy. Ta seõ chæ ñeå yù ñeán 

khí eùlectron, vôùi spin cuûa eùlectron baèng 
2
1s = . 

 A/ Khí electron hoaøn toaøn suy bieán trong sao LT. 
 Giaû söû heä khí eùlectron laø khí lyù töôûng coù phoå naêng löôïng laø lieân tuïc. 
1/ Chöùng minh raèng soá traïng thaùi töông öùng vôùi ñoä lôùn cuûa ñoäng löôïng cuûa eùlectron trong khoaûng p vaø p+dp ñöôïc 

dpp
h
Vg4)p(d 2
3

π
=Ω  (*), 

vôùi 1s2g +=  laø baäc suy bieán cuûa eùlectron vaø  h laø haèng soá Planck. 
2/ Xeùt tröôøng hôïp caùc eùlectron laø caùc haït phi töông ñoái tính coù khoái löôïng laø m. 
a/ Töø (*), haõy suy ra soá traïng thaùi töông öùng vôùi naêng löôïng coù giaù trò trong khoaûng ε  vaø ε+ε d  laø: 

( ) εε
π

=εΩ dm2
h
Vg2)(d 2/12/3
3 . 

 b/ Töø coâng thöùc tính soá haït toaøn phaàn N cuûa heä khí Fermi, haõy tìm laïi bieåu thöùc sau cho nhieät ñoä Fermi: 
3/2

2
2

F V
N3

mk2
T ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=

h
, 

trong ñoù kg101.9m 31−×=  vaø s.J1006.1 34−×=h . Haõy tính giaù trò soá cuûa FT . 
 3/ Xeùt tröôøng hôïp caùc eùlectron laø caùc haït sieâu töông ñoái tính, nghóa laø ñoäng löôïng cuûa eùlectron 

mcp >> , c laø vaän toác aùnh saùng trong chaân khoâng: s/m103c 8×= , khi ñoù, naêng löôïng cuûa moãi eùlectron ñöôïc 
tính pc=ε . Chöùng minh raèng nhieät ñoä Fermi baây giôø laø: 

 
3/1

2
F V

N3
k
cT ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=

h
. 

 Tính giaù trò soá cuûa FT  trong tröôøng hôïp naøy. 
 
 Keát luaän: töø caùc giaù trò cuûa FT  tính trong hai tröôøng hôïp phi töông ñoái tính vaø sieâu töông ñoái tính, ta ñeàu 
co 1T/T F << . Vaäy, trong caû hai tröôøng hôïp, khí eùlectron trong sao LT ñeàu ñöôïc xem laø khí Fermi lyù töôûng 
hoaøn toaøn suy bieán. 
 
 B/ AÙp suaát löôïng töû cuûa khí eùlectron.  
 Ta xeùt tröôøng hôïp khí eùlectron trong sao LT laø khí Fermi lyù töôûng töông ñoái tính vôùi moãi eùlectron coù 

naêng löôïng 4222 cmcp +=ε . 
 1/ Töø coâng thöùc toång quaùt cuûa theá lôùn J khi phoå naêng löôïng laø lieân tuïc, duøng tích phaân töøng phaàn ñeå suy 
ra raèng: 
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vôùi )(N ε  laø soá haït trung bình ôû traïng thaùi coù naêng löôïng ε  vaø 
dp
dε

 laø ñaïo haøm cuûa ε  theo p. 

 2/ Cho raèng khí eùlectron laø hoaøn toaøn suy bieán coù naêng löôïng Fermi Fε  öùng vôùi ñoäng löôïng Fermi Fp . 
Chöùng minh raèng aùp suaát löôïng töû cuûa heä ñöôïc tính: 
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 Suy ra coâng thöùc gaàn ñuùng 
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 3/ Duøng coâng thöùc tính soá eùlectron toaøn phaàn N ñeå tính ñoäng löôïng Fermi Fp  theo N/V. Töø ñoù, chöùng 
minh raèng: 
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vôùi 
pm8

M9
=α , M laø khoái löôïng cuûa sao xem nhö khoái caàu baùn kính R, pm  laø khoái löôïng cuûa proton, lieân heä vôùi 

soá eùlectron N qua heä thöùc 
pm2

MN = . 

 Chính aùp suaát löôïng töû P naøy ñaõ caân baèng vôùi aùp suaát haáp daãn GP : 0PP G =+ , ñeå taïo neân söï beàn 
vöõng cuûa sao LT. Chuù yù raèng töø nhöõng keát quaû treân, ta coù theå tìm ñöôïc coâng thöùc noåi tieáng cuûa giôùi haïn 
Chandrasekhar, xaùc ñònh giai ñoaïn cuoái cuûa quaù trình tieán hoùa cuûa moät ngoâi sao; nhöõng sao coù khoái löôïng coøn 
laïi (sau khi ñaõ caïn heát nhieân lieäu cho phaûn öùng haït nhaân) nhoû hôn giôùi haïn Chandrasekhar seõ trôû thaønh sao LT, 
vaø neáu vöôït quaù giôùi haïn naøy seõ trôû thaønh sao neutron hay loã ñen trong vuõ truï. 
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