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Chương 1 : 

 

 

CÁC BƯỚC ðẦU CƠ SỞ 
 

 

 

 

    ðể bắt ñầu một cuộc hành trình, ta không thể không chuẩn bị hành trang ñể lên ñường. 

Toán học cũng vậy. Muốn khám phá ñược cái hay và cái ñẹp của bất ñẳng thức lượng 

giác, ta cần có những “vật dụng” chắc chắn và hữu dụng, ñó chính là chương 1: “Các 

bước ñầu cơ sở”. 

    Chương này tổng quát những kiến thức cơ bản cần có ñể chứng minh bất ñẳng thức 

lượng giác. Theo kinh nghiệm cá nhân của mình, tác giả cho rằng những kiến thức này là 

ñầy ñủ cho một cuộc “hành trình”. 

    Trước hết là các bất ñẳng thức ñại số cơ bản ( AM – GM, BCS, Jensen, Chebyshev 

…) Tiếp theo là các ñẳng thức, bất ñẳng thức liên quan cơ bản trong tam giác. Cuối cùng 

là một số ñịnh lý khác là công cụ ñắc lực trong việc chứng minh bất ñẳng thức (ñịnh lý 

Largare, ñịnh lý về dấu của tam thức bậc hai, ñịnh lý về hàm tuyến tính …)       

 

    Mục lục : 
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              1.1.2.    Bất ñẳng thức BCS…………………………………………………….. 8 

              1.1.3.    Bất ñẳng thức Jensen……………………………………………….... 13  
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1.1.   Các bất ñẳng thức ñại số cơ bản :  

 
1.1.1. Bất ñẳng thức AM – GM : 

 
Với mọi số thực không âm naaa ,...,, 21  ta luôn có 

n
n

n aaa
n

aaa
...

...
21

21 ≥
+++

     

 

    Bất ñẳng thức AM – GM (Arithmetic Means – Geometric Means) là một bất ñẳng thức 

quen thuộc và có ứng dụng rất rộng rãi. ðây là bất ñẳng thức mà bạn ñọc cần ghi nhớ rõ 
ràng nhất, nó sẽ là công cụ hoàn hảo cho việc chứng minh các bất ñẳng thức. Sau ñây là 
hai cách chứng minh bất ñẳng thức này mà theo ý kiến chủ quan của mình, tác giả cho 

rằng là ngắn gọn và hay nhất.   

     

Chứng minh :  
 

         Cách 1 :  Quy nạp kiểu Cauchy 

 

    Với 1=n  bất ñẳng thức hiển nhiên ñúng. Khi 2=n  bất ñẳng thức trở thành  

                       ( ) 0
2

2

2121
21 ≥−⇔≥

+
aaaa

aa
       (ñúng!) 

    Giả sử bất ñẳng thức ñúng ñến kn =  tức là : 

                       k
k

k aaa
k

aaa
...

...
21

21 ≥
+++

 

    Ta sẽ chứng minh nó ñúng với kn 2= . Thật vậy ta có : 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

k
kkk

k
kkk

k
k

kkkkkkkk

aaaaa

k

aaakaaak

k

aaaaaa

k

aaaaaa

2
2121

22121

2212122121

......

......

......

2

......

+

++

++++

=

≥

++++++
≥

+++++++

 

    Tiếp theo ta sẽ chứng minh với 1−= kn . Khi ñó : 

( ) 1
121121

1
121

1
121121

1
121121

...1...

...

............

−
−−

−
−

−
−−

−
=−

−≥+++⇒

=

≥++++

k
kk

k
k

k k
kk

k
kk

aaakaaa

aaak

aaaaaakaaaaaa

 

    Như vậy bất ñẳng thức ñược chứng minh hoàn toàn. 

         ðẳng thức xảy ra naaa ===⇔ ...21  

 

         Cách 2 :   ( lời giải của Polya ) 
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    Gọi 
n

aaa
A

n+++
=

...21
 

    Khi ñó bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với 

                                n

n Aaaa ≤...21        (*) 

    Rõ ràng nếu Aaaa n ==== ...21  thì (*) có dấu ñẳng thức. Giả sử chúng không bằng 

nhau. Như vậy phải có ít nhất một số, giả sử là Aa <1  và một số khác, giả sử là Aa >2  

tức là 21 aAa << . 

    Trong tích naaaP ...21=  ta hãy thay 1a  bởi Aa =1'  và thay 2a  bởi Aaaa −+= 212' . 

Như vậy 2121 '' aaaa +=+  mà ( ) ( )( ) 0'' 2121212221 >−−=−−+=− AaAaaaAaaAaaaa  

2121 '' aaaa >⇒   

nn aaaaaaaa ...''... 321321 <⇒  

    Trong tích naaaaP ...''' 321=  có thêm thừa số bằng A . Nếu trong 'P  còn thừa số khác 

A  thì ta tiếp tục biến ñổi ñể có thêm một thừa số nữa bằng A . Tiếp tục như vậy tối ña 

1−n  lần biến ñổi ta ñã thay mọi thừa số P  bằng A  và ñược tích nA . Vì trong quá trình 

biến ñổi tích các thừa số tăng dần. n
AP <⇒ .⇒  ñpcm. 

 

 

 

Ví dụ 1.1.1.1. 

 
    Cho A,B,C là ba góc của một tam giác nhọn. CMR : 

                               33tantantan ≥++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Vì ( ) C
BA

BA
CBA tan

tantan1

tantan
tantan −=

−

+
⇔−=+  

                                      CBACBA tantantantantantan =++⇒  

    Tam giác ABC nhọn nên tanA,tanB,tanC dương. 

    Theo AM – GM ta có : 

                       ( ) ( )

33tantantan

tantantan27tantantan

tantantan3tantantan3tantantan

2

33

≥++⇒

++≥++⇒

++=≥++

CBA

CBACBA

CBACBACBA

 

         ðẳng thức xảy ra ⇔==⇔ CBA  ∆ABC ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.1.2. 
     
    Cho ∆ABC nhọn. CMR : 

             3cotcotcot ≥++ CBA      
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Lời giải : 
 

    Ta luôn có :   ( ) CBA cotcot −=+  

                     

1cotcotcotcotcotcot

cot
cotcot

1cotcot

=++⇔

−=
+

−
⇔

ACCBBA

C
BA

BA

 

    Khi ñó : 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

3cotcotcot

3cotcotcotcotcotcot3cotcotcot

0cotcotcotcotcotcot

2

222

≥++⇒

=++≥++⇔

≥−+−+−

CBA

ACCBBACBA

ACCBBA

   

         Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ∆ABC ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.1.3. 
 

    CMR với mọi ∆ABC nhọn và *Nn ∈ ta luôn có : 

                               2

1

3
tantantan

tantantan
−

≥
++

++
nnnn

CBA

CBA
  

 

Lời giải : 
 

    Theo AM – GM ta có : 

   

( ) ( )

( ) ( ) 2

1

3
3

3 3

33

3333tantantan3
tantantan

tantantan

tantantan3tantantan3tantantan

−
−−

=≥++≥
++

++
⇒

++=≥++

n
nn

nnn

nnnnn

CBA
CBA

CBA

CBACBACBA

 

⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 1.1.1.4. 
 
    Cho a,b là hai số thực thỏa : 

                               0coscoscoscos ≥++ baba  

                 CMR :   0coscos ≥+ ba  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

           
( )( ) 1cos1cos1

0coscoscoscos

≥++⇔

≥++

ba

baba
 

    Theo AM – GM thì : 
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( ) ( ) ( )( )

0coscos

1cos1cos1
2

cos1cos1

≥+⇒

≥++≥
+++

ba

ba
ba

  

 

 

Ví dụ 1.1.1.5. 

 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆ nhọn ta có : 

2

3

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

3

2

2
cos

2
cos

coscos

2
cos

2
cos

coscos

2
cos

2
cos

coscos
+







++≤++

ACCBBA

AC

AC

CB

CB

BA

BA  

 

Lời giải : 
 

    Ta có  

                   

















=

=

BA
BA

BA

BA

AA

A

A

cotcot
4

3

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos4

coscos
4

3

2
cot

2
sin

2
cos2

cos

 

    Theo AM – GM thì : 

                     









+≤⇒


















+

≤

BA
BA

BA

BA

BA
BA

BA

BA

cotcot
4

3

2
sin

2
sin

3

2

2
cos

2
cos

coscos

2

cotcot
4

3

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos4

coscos
4

3
2

  

    Tương tự ta có : 

                    









+≤









+≤

AC
AC

AC

AC

CB
CB

CB

CB

cotcot
4

3

2
sin

2
sin

3

2

2
cos

2
cos

coscos

cotcot
4

3

2
sin

2
sin

3

2

2
cos

2
cos

coscos

 

    Cộng vế theo vế các bất ñẳng thức trên ta ñược : 
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( )ACCBBA
ACCBBA

AC

AC

CB

CB

BA

BA

cotcotcotcotcotcot
2

3

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

3

2

2
cos

2
cos

coscos

2
cos

2
cos

coscos

2
cos

2
cos

coscos

+++







++≤

++

 

2

3

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

3

2
+







++=

ACCBBA
⇒ñpcm. 

 

 

    Bước ñầu ta mới chỉ có bất ñẳng thức AM – GM cùng các ñẳng thức lượng giác nên 

sức ảnh hưởng ñến các bất ñẳng thức còn hạn chế. Khi ta kết hợp AM – GM cùng BCS, 

Jensen hay Chebyshev thì nó thực sự là một vũ khí ñáng gờm cho các bất ñẳng thức 

lượng giác.      

 

 

1.1.2. Bất ñẳng thức BCS :  

 
Với hai bộ số ( )naaa ,...,, 21  và ( )nbbb ,...,, 21  ta luôn có : 

          ( ) ( )( )22

2

2

1

22

2

2

1

2

2211 ......... nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++   

 
    
    Nếu như AM – GM là “cánh chim ñầu ñàn” trong việc chứng minh bất ñẳng thức thì 
BCS (Bouniakovski – Cauchy – Schwartz) lại là “cánh tay phải” hết sức ñắc lực. Với 

AM – GM ta luôn phải chú ý ñiều kiện các biến là không âm, nhưng ñối với BCS các 

biến không bị ràng buộc bởi ñiều kiện ñó, chỉ cần là số thực cũng ñúng. Chứng minh bất 

ñẳng thức này cũng rất ñơn giản.       

 

Chứng minh : 
 

         Cách 1 :  
 

    Xét tam thức : 

                   ( ) ( ) ( )22

22

2

11 ...)( nn bxabxabxaxf −++−+−=  

    Sau khi khai triển ta có : 

      ( ) ( ) ( )22

2

2

12211

222

2

2

1 ......2...)( nnnn bbbxbababaxaaaxf +++++++−+++=  

    Mặt khác vì Rxxf ∈∀≥ 0)(  nên : 

( ) ( )( ) ⇒++++++≤+++⇔≤∆
22

2

2

1

22

2

2

1

2

2211 .........0 nnnnf bbbaaabababa  ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra 
n

n

b

a

b

a

b

a
===⇔ ...

2

2

1

1   (quy ước nếu 0=ib  thì 0=ia ) 

 

         Cách 2 : 
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    Sử dụng bất ñẳng thức AM – GM ta có : 

      
( )( )22

2

2

1

22

2

2

1

22

2

2

1

2

22

2

2

1

2

......

2

......
nn

ii

n

i

n

i

bbbaaa

ba

bbb

b

aaa

a

++++++
≥

+++
+

+++
   

    Cho i chạy từ 1 ñến n rồi cộng vế cả n bất ñẳng thức lại ta có ñpcm. 

    ðây cũng là cách chứng minh hết sức ngắn gọn mà bạn ñọc nên ghi nhớ! 

 

 

    Bây giờ với sự tiếp sức của BCS, AM – GM như ñược tiếp thêm nguồn sức mạnh, như 

hổ mọc thêm cánh, như rồng mọc thêm vây, phát huy hiệu quả tầm ảnh hưởng của mình. 

Hai bất ñẳng thức này bù ñắp bổ sung hỗ trợ cho nhau trong việc chứng minh bất ñẳng 

thức. Chúng ñã “lưỡng long nhất thể”, “song kiếm hợp bích” công phá thành công nhiều 

bài toán khó.  

    “Trăm nghe không bằng một thấy”, ta hãy xét các ví dụ ñể thấy rõ ñiều này. 

 

 

 

Ví dụ 1.1.2.1. 
 
    CMR với mọi α,,ba  ta có : 

             ( )( )
2

2
1cossincossin 







 +
+≤++

ba
ba αααα  

 

Lời giải : 
 

    Ta có : 
( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )12cos12sin1
2

1

2

2cos1
2sin

22

2cos1

coscossinsincossincossin 22

αα

α
α

α

αααααααα

−++++=

+
+

+
+

−
=

+++=++

abbaab

ab
ba

abbaba

 

    Theo BCS ta có : 

           ( )2cossin 22 BAxBxA +≤+  

    Áp dụng ( )2  ta có : 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )31112cos12sin 2222
++=−++≤−++ baabbaabba αα  

    Thay ( )3  vào ( )1  ta ñược : 

         ( )( ) ( )( )( ) ( )4111
2

1
cossincossin 22 ++++≤++ baabba αααα  

    Ta sẽ chứng minh bất ñẳng thức sau ñây với mọi a, b : 

                 ( )( )( ) ( )5
2

1111
2

1
2

22







 +
+≤++++

ba
baab  
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    Thật vậy : 

           

( ) ( )( )

( )( )
2

2
11

24
111

2

1

22

1
5

22
22

22
22

++
≤++⇔

+
+

+≤++++⇔

ba
ba

abba
ba

ab

 

( )( ) ( ) ( ) ( )6
2

11
11

22
22 +++

≤++⇔
ba

ba  

    Theo AM – GM thì ( )6  hiển nhiên ñúng ( )5⇒  ñúng. 

    Từ ( )1  và ( )5  suy ra với mọi α,,ba  ta có : 

                     ( )( )
2

2
1cossincossin 







 +
+≤++

ba
ba αααα  

         ðẳng thức xảy ra khi xảy ra ñồng thời dấu bằng ở ( )1  và ( )6    

     
( )








∈+
−

+
=

=

⇔








−

+
=

=

⇔








−
=

+

=

⇔
Zkk

ab

ba
arctg

ba

ab

ba
tg

ba

abba

ba

212

1

12cos

1

2sin

22

π
αα

αα

 

 

 

Ví dụ 1.1.2.2. 

 
    Cho 0,, >cba  và cybxa =+ cossin . CMR : 

               
33

222 11sincos

ba

c

bab

y

a

x

+
−+≤+  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                              

( )*
cossin

11cos1sin1

33

222

33

222

ba

c

b

y

a

x

ba

c

bab

y

a

x

+
≥+⇔

+
−+≤

−
+

−

 

    Theo BCS thì : 

                    ( ) ( )( )2

2

2

1

2

2

2

1

2

2211 bbaababa ++≤+  

 

     với       








==

==

bbbaab

b

y
a

a

x
a

21

21

;

cos
;

sin

 

         ( ) ( )233
22

cossin
cossin

ybxaba
b

y

a

x
+≥+








+⇒  

    do 033 >+ ba  và ( )*cossin ⇒=+ cybxa  ñúng ⇒  ñpcm. 
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ha

x

y
z

N

Q

P

A

B C

M

         ðẳng thức xảy ra 
22

2

2

1

1 cossin

b

y

a

x

b

a

b

a
=⇔=⇔   

                                     










+
=

+
=

⇔








=+

=
⇔

33

2

33

2

22

cos

sin

cossin

cossin

ba

cb
y

ba

ca
x

cybxa

b

y

a

x

 

 

 

Ví dụ 1.1.2.3. 
 
    CMR với mọi ABC∆  ta có : 

               
R

cba
zyx

2

222 ++
≤++   

với zyx ,,  là khoảng cách từ ñiểm M bất kỳ nằm bên trong ABC∆  ñến ba cạnh 

ABCABC ,, . 

 

Lời giải : 
 

    Ta có : 

            

( ) 







++++=++⇒

=++⇔

=++⇔

++=

cba

cbacba

abc

ABC

MCA

ABC

MBC

ABC

MAB

MCAMBCMABABC

h

z

h

y

h

x
hhhhhh

h

x

h

y

h

z

S

S

S

S

S

S

SSSS

1

1

 

    Theo BCS thì : 

( )
cba

cba

cba

c

c

b

b

a

a hhh
h

z

h

y

h

x
hhh

h

z
h

h

y
h

h

x
hzyx ++=








++++≤++=++  

mà BahAchCbhCabahS cbaa sin,sin,sinsin
2

1

2

1
===⇒==  

           ( )
R

ca

R

bc

R

ab
AcCbBahhh cba

222
sinsinsin ++=++=++⇒  

    Từ ñó suy ra : 

             ⇒
++

≤
++

≤++
R

cba

R

cabcab
zyx

22

222

ñpcm. 
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   ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC
zyx

cba
∆⇔





==

==
ñều và M là tâm nội tiếp ABC∆ . 

 

 

Ví dụ 1.1.2.4. 

 
    Chứng minh rằng : 

                  







∈∀≤+

2
;08sincos 4 π

xxx  

 

Lời giải : 
 

    Áp dụng bất ñẳng thức BCS liên tiếp 2 lần ta có : 

                  

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

4

2222222

222
4

8sincos

8sincos1111

sincos11sincos

≤+⇒

=+++≤

++≤+

xx

xx

xxxx

  

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  
4

π
=x . 

 

 

Ví dụ 1.1.2.5. 

 
    Chứng minh rằng với mọi số thực a và x ta có  

                                
( )

1
1

cos2sin1
2

2

≤
+

+−

x

axax
 

 

Lời giải : 
 

    Theo BCS ta có : 

               

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )
( )

1
1

cos2sin1

1cos2sin1

21421

cossin21cos2sin1

2

2

2222

42242

2222222

≤
+

+−
⇔

+≤+−⇒

++=++−=

++−≤+−

x

axaa

xaxax

xxxxx

aaxxaxax

 

       ⇒ñpcm. 
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1.1.3. Bất ñẳng thức Jensen : 

 
Hàm số )(xfy =  liên tục trên ñoạn [ ]ba,  và n ñiểm nxxx ,...,, 21  tùy ý trên ñoạn 

[ ]ba,  ta có : 

    i)  0)('' >xf  trong khoảng ( )ba,  thì : 

              






 +++
≥+++

n

xxx
nfxfxfxf n

n

...
)(...)()( 21

21  

    ii)  0)('' <xf  trong khoảng ( )ba,  thì : 

              






 +++
≥+++

n

xxx
nfxfxfxf n

n

...
)(...)()( 21

21  

 

    Bất ñẳng thức AM – GM và bất ñẳng thức BCS thật sự là các ñại gia trong việc chứng 

minh bất ñẳng thức nói chung. Nhưng riêng ñối với chuyên mục bất ñẳng thức lượng giác 

thì ñó lại trở thành sân chơi riêng cho bất ñẳng thức Jensen. Dù có vẻ hơi khó tin nhưng 

ñó là sự thật, ñến 75% bất ñẳng thức lượng giác ta chỉ cần nói “theo bất ñẳng thức 

Jensen hiển nhiên ta có ñpcm”. 

    Trong phát biểu của mình, bất ñẳng thức Jensen có ñề cập ñến ñạo hàm bậc hai, 

nhưng ñó là kiến thức của lớp 12 THPT. Vì vậy nó sẽ không thích hợp cho một số ñối 

tượng bạn ñọc. Cho nên ta sẽ phát biểu bất ñẳng thức Jensen dưới một dạng khác : 

 

 

    Cho RRf →+:  thỏa mãn +∈∀






 +
≥+ Ryx

yx
fyfxf ,

2
2)()(  Khi ñó với mọi 

+∈ Rxxx n,...,, 21  ta có bất ñẳng thức : 

               






 +++
≥+++

n

xxx
nfxfxfxf n

n

...
)(...)()( 21

21  

 

 
    Sự thật là tác giả chưa từng tiếp xúc với một chứng minh chính thức của bất ñẳng thức 

Jensen trong phát biểu có )('' xf . Còn việc chứng minh phát biểu không sử dụng ñạo 

hàm thì rất ñơn giản. Nó sử dụng phương pháp quy nạp Cauchy tương tự như khi chứng 

minh bất ñẳng thức AM – GM. Do ñó tác giả sẽ không trình bày chứng minh ở ñây. 

 

    Ngoài ra, ở một số tài liệu có thể bạn ñọc gặp khái niệm lồi lõm khi nhắc tới bất ñẳng 

thức Jensen. Nhưng hiện nay trong cộng ñồng toán học vẫn chưa quy ước rõ ràng ñâu là 
lồi, ñâu là lõm. Cho nên bạn ñọc không nhất thiết quan tâm ñến ñiều ñó. Khi chứng minh 

ta chỉ cần xét )('' xf  là ñủ ñể sử dụng bất ñẳng thức Jensen. Ok! Mặc dù bất ñẳng thức 

Jensen không phải là một bất ñẳng thức chặt, nhưng khi có dấu hiệu manh nha của nó 
thì bạn ñọc cứ tùy nghi sử dụng .  
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Ví dụ 1.1.3.1. 

 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆  ta có : 

                                    
2

33
sinsinsin ≤++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Xét xxf sin)( =  với ( )π;0∈x   

    Ta có ( )π;00sin)('' ∈∀<−= xxxf . Từ ñó theo Jensen thì : 

                    ( ) ( ) ( ) ⇒==






 ++
≤++

2

33

3
sin3

3
3

πCBA
fCfBfAf ñpcm. 

             ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.3.2. 
 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆  ñều ta có : 

                         3
2

tan
2

tan
2

tan ≥++
CBA

 

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) xxf tan=   với  







∈

2
;0
π

x  

    Ta có ( ) 







∈∀>=

2
;00

cos

sin2
''

3

π
x

x

x
xf . Từ ñó theo Jensen thì : 

            ⇒==


















++

≥







+







+







3

6
sin3

3

2223
222

π
CBA

f
C

f
B

f
A

f ñpcm. 

    ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 
Ví dụ 1.1.3.3. 
 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆  ta có : 

                       
21

222222

3
2

tan
2

tan
2

tan −≥







+








+







 CBA
 

 

Lời giải : 
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    Xét ( ) ( ) 22
tan xxf =  với 








∈

2
;0
π

x   

    Ta có ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1221221222 tantan22tantan122'
+−−

+=+= xxxxxf   

    ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ) 0tantan1122tantan112222''
2222222 >++++−=

−
xxxxxf  

    Theo Jensen ta có : 

       ⇒=







=


















++

≥







+







+






 − 21

22

3
6

3
3

2223
222

π
tg

CBA

f
C

f
B

f
A

f ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.3.4. 
 

    Chứng minh rằng với mọi ABC∆  ta có :  

            3
2

3

2
tan

2
tan

2
tan

2
sin

2
sin

2
sin +≥+++++

CBACBA
 

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) xxxf tansin +=  với 







∈

2
;0
π

x  

    Ta có     ( ) ( )








∈∀>

−
=

2
;00

cos

cos1sin
''

4

4 π
x

x

xx
xf  

    Khi ñó theo Jensen thì : 

   ⇒+=







+=


















++

≥







+







+







3

2

3

6
tan

6
sin3

3

2223
222

ππ
CBA

f
C

f
B

f
A

f ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.3.5. 

 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆ nhọn ta có : 

                          ( ) ( ) ( )
2

33

sinsinsin

3

2
sinsinsin 








≥

CBA
CBA   

 

Lời giải : 
 

    Ta có  
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++≥++

+=++

CBACBA

CBACBA

222

222

sinsinsinsinsinsin

coscoscos22sinsinsin
 

    và   
2

33
sinsinsin ≤++ CBA   

          
2

33
sinsinsin2 ≤++<⇒ CBA  

    Xét ( ) xxxf ln=  với ( ]1;0∈x  

    Ta có ( ) 1ln' += xxf  

            ( ) ( ]1;00
1

'' ∈∀>= x
x

xf  

    Bây giờ với Jensen ta ñược : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

33
sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin
sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

sinsinsin

3

2

3

2

3

2
sinsinsin

sinsinsin
3

sinsinsin

sinsinsinln
3

sinsinsin
ln

sinlnsinlnsinln
3

sinsinsin
ln

3

sinlnsinsinlnsinsinlnsin

3

sinsinsin
ln

3

sinsinsin









≥








=≥⇒

≤
++

⇔

≤


















 ++
⇔

++≤






 ++
⇔

++
≤







 ++++

++

++

++

++

++

++

++

CBA

CBA

CBA
CBA

CBA

CBA

CBA

CBA

CBA

CBA

CBA

CBA

CBA
CBA

CBA
CBA

CBA
CBA

CCBBAACBaCBA

⇒ñpcm. 

 

 

 

1.1.4.  Bất ñẳng thức Chebyshev : 

 
Với hai dãy số thực ñơn ñiệu cùng chiều naaa ,...,, 21  và nbbb ,...,, 21  thì ta có : 

            ( )( )nnnn bbbaaa
n

bababa ++++++≥+++ ......
1

... 21212211  

 
    Theo khả năng của mình thì tác giả rất ít khi sử dụng bất ñẳng thức này. Vì trước hết 

ta cần ñể ý tới chiều của các biến, thường phải sắp lại thứ tự các biến. Do ñó bài toán 

cần có yêu cầu ñối xứng hoàn toàn giữa các biến, việc sắp xếp thứ tự sẽ không làm mất 

tính tổng quát của bài toán. Nhưng không vì thế mà lại phủ nhận tầm ảnh hưởng của bất 

ñẳng thức Chebyshev trong việc chứng minh bất ñẳng thức lượng giác, mặc dù nó có một 

chứng minh hết sức ñơn giản và ngắn gọn. 
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Chứng minh : 
 

    Bằng phân tích trực tiếp, ta có ñẳng thức : 

( ) ( )( ) ( )( ) 0.........
1,

21212211 ≥−−=++++++−+++ ∑
=

n

ji

jijinnnn bbaabbbaaabababan  

    Vì hai dãy naaa ,...,, 21  và nbbb ,...,, 21  ñơn ñiệu cùng chiều nên ( )( ) 0≥−− jiji bbaa   

 

    Nếu 2 dãy naaa ,...,, 21  và nbbb ,...,, 21  ñơn ñiệu ngược chiều thì bất ñẳng thức ñổi 

chiều.     

 

 

 

Ví dụ 1.1.4.1. 

 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆ ta có : 

                             
3

π
≥

++

++

cba

cCbBaA
 

 

Lời giải : 
 

    Không mất tính tổng quát giả sử : 
                               CBAcba ≤≤⇔≤≤   

    Theo Chebyshev thì : 

                            

33

333

π
=

++
≥

++

++
⇒

++
≤







 ++







 ++

CBA

cba

cCbBaA

cCbBaACBAcba

 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.4.2. 
 
    Cho ABC∆ không có góc tù và A, B, C ño bằng radian. CMR : 

                      ( ) ( ) 







++++≤++

C

C

B

B

A

A
CBACBA

sinsinsin
sinsinsin3  

 

Lời giải : 
 

    Xét ( )
x

x
xf

sin
=   với  






∈

2
;0
π

x  

    Ta có ( ) ( )







∈∀≤

−
=

2
;00

tancos
'

2

π
x

x

xxx
xf  
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    Vậy ( )xf  nghịch biến trên 








2
;0
π      

     

    Không mất tổng quát giả sử : 

             
C

C

B

B

A

A
CBA

sinsinsin
≤≤⇒≥≥   

    Áp dụng bất ñẳng thức Chebyshev ta có : 

             ( ) ( )⇒++≥







++++ CBA

C

C

B

B

A

A
CBA sinsinsin3

sinsinsin
ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.4.3. 

 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆ ta có : 

                             
3

tantantan

coscoscos

sinsinsin CBA

CBA

CBA
≤

++

++
 

 

Lời giải : 
 

    Không mất tổng quát giả sử CBA ≥≥   

                




≤≤

≥≥
⇒

CBA

CBA

coscoscos

tantantan
 

    Áp dụng Chebyshev ta có : 

  

3

tantantan

coscoscos

sinsinsin

3

costancostancostan

3

coscoscos

3

tantantan

CBA

CBA

CBA

CCBBAACBACBA

++
≤

++

++
⇔

++
≥







 ++







 ++

 

    Mà ta lại có CBACBA tantantantantantan =++   

⇒ñpcm. 

       ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆ ñều. 

 

 

Ví dụ 1.1.4.4. 
 
    Chứng minh rằng với mọi ABC∆ ta có : 

            ( )
CBA

CBA
CBA

coscoscos

2sin2sin2sin

2

3
sinsinsin2

++

++
≥++  

 

Lời giải : 
 

    Không mất tổng quát giả sử  cba ≤≤   
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≥≥

≤≤
⇒

CBA

CBA

coscoscos

sinsinsin
 

    Khi ñó theo Chebyshev thì : 

( )
CBA

CBA
CBA

CCBBAACBACBA

coscoscos

2sin2sin2sin

2

3
sinsinsin2

3

cossincossincossin

3

coscoscos

3

sinsinsin

++

++
≥++⇔

++
≥







 ++







 ++

 

⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆ ñều. 

 

 

 

1.2. Các ñẳng thức bất ñẳng thức trong tam giác : 
 
    Sau ñây là hầu hết những ñẳng thức, bất ñẳng thức quen thuộc trong tam giác và trong 

lượng giác ñược dùng trong chuyên ñề này hoặc rất cần thiết cho quá trình học toán của 

bạn ñọc. Các bạn có thể dùng phần này như một từ ñiển nhỏ ñể tra cứu khi cần thiết.Hay 

bạn ñọc cũng có thể chứng minh tất cả các kết quả như là bài tập rèn luyện. Ngoài ra tôi 

cũng xin nhắc với bạn ñọc rằng những kiến thức trong phần này khi áp dụng vào bài tập 

ñều cần thiết ñược chứng minh lại. 

 

 

1.2.1. ðẳng thức : 

 

                                  R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
===  

 

             

Cabbac

Bcaacb

Abccba

cos2

cos2

cos2

222

222

222

−+=

−+=

−+=

                

AbBac

CaAcb

BcCba

coscos

coscos

coscos

+=

+=

+=

 

 

                                   

( ) ( ) ( )

( )( )( )cpbpapp

rcprbprap

prCBAR
R

abc

CabBcaAbc

hchbhaS

cba

cba

−−−=

−=−=−=

===

===

===

sinsinsin2
4

sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1

.
2

1
.

2

1
.

2

1

2  

 



Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng – Cần Thơ                 Bất ñẳng thức lượng giác          
                                                                                             Chương 1 Các bước ñầu cơ sở 

The Inequalities Trigonometry    20 

          

4

22

4

22

4

22

222
2

222
2

222
2

cba
m

bac
m

acb
m

c

b

a

−+
=

−+
=

−+
=

                 

ba

C
ab

l

ac

B
ca

l

cb

A
bc

l

c

b

a

+
=

+
=

+
=

2
cos2

2
cos2

2
cos2

                   

( )

( )

( )

2
sin

2
sin

2
sin4

2
tan

2
tan

2
tan

CBA
R

C
cp

B
bp

A
apr

=

−=

−=

−=

 

 

                      








 +








 −

=
+

−








 +








 −

=
+

−








 +








 −

=
+

−

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

AC

AC

ac

ac

CB

CB

cb

cb

BA

BA

ba

ba

                       

S

cba
CBA

S

cba
C

S

bac
B

S

acb
A

4
cotcotcot

4
cot

4
cot

4
cot

222

222

222

222

++
=++

−+
=

−+
=

−+
=

 

 

  

( )( )

( )( )

( )( )
ab

bpapC

ca

apcpB

bc

cpbpA

−−
=

−−
=

−−
=

2
sin

2
sin

2
sin

             

( )

( )

( )
ab

cppC

ca

bppB

bc

appA

−
=

−
=

−
=

2
cos

2
cos

2
cos

             

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )cpp

bpapC

bpp

apcpB

app

cpbpA

−

−−
=

−

−−
=

−

−−
=

2
tan

2
tan

2
tan

 

 

                                  ( )

CBACBA

R

rCBA
CBA

CBACBA

CBACBA

R

pCBA
CBA

coscoscos21coscoscos

1
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos

coscoscos12sinsinsin

sinsinsin42sin2sin2sin

2
cos

2
cos

2
cos4sinsinsin

222

222

−=++

+=+=++

+=++

=++

==++
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1cotcotcotcotcotcot

1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

tantantantantantan

=++

=++

=++

=++

ACCBBA

ACCBBA

CBACBA

CBACBA

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) kCkBkAkCkBkA

kCkBkAkCkBkA

C
k

B
k

A
k

C
k

B
k

A
k

A
k

C
k

C
k

B
k

B
k

A
k

kAkCkCkBkBkA

kCkBkAkCkBkA

kCkBkAkCkBkA

C
k

B
k

A
kCkBkAk

kCkBkAkCkBkA

C
k

B
k

A
kCkBkAk

k

k

k

k

k

k

coscoscos212sinsinsin

coscoscos211coscoscos

2
12cot

2
12cot

2
12cot

2
12cot

2
12cot

2
12cot

1
2

12tan
2

12tan
2

12tan
2

12tan
2

12tan
2

12tan

1cotcotcotcotcotcot

tantantantantantan

coscoscos4112cos2cos2cos

2
12sin

2
12sin

2
12sin41112cos12cos12cos

sinsinsin412sin2sin2sin

2
12cos

2
12cos

2
12cos4112sin12sin12sin

1222

222

1

+

+

−+=++

−+=++

+++=+++++

=++++++++

=++

=++

−+−=++

+++−+=+++++

−=++

+++−=+++++

 

 

 

1.2.2. Bất ñẳng thức : 

 

                                       

acbac

cbacb

bacba

+<<−

+<<−

+<<−

       

ACac

CBcb

BAba

≤⇔≤

≤⇔≤

≤⇔≤

     

            

3cotcotcot

33tantantan

2

33
sinsinsin

2

3
coscoscos

≥++

≥++

≤++

≤++

CBA

CBA

CBA

CBA

                       

33
2

cot
2

cot
2

cot

3
2

tan
2

tan
2

tan

2

3

2
sin

2
sin

2
sin

2

33

2
cos

2
cos

2
cos

≥++

≥++

≤++

≤++

CBA

CBA

CBA

CBA
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1cotcotcot

9tantantan

4

9
sinsinsin

4

3
coscoscos

222

222

222

222

≥++

≥++

≤++

≥++

CBA

CBA

CBA

CBA

          

2
cot

2
cot

2
cot

1
2

tan
2

tan
2

tan

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

222

222

222

222

CBA

CBA

CBA

CBA

++

≥++

++

++

 

 

                      

33

1
cotcotcot

33tantantan

8

33
sinsinsin

8

1
coscoscos

≤

≥

≤

≤

CBA

CBA

CBA

CBA

                      

33
2

cot
2

cot
2

cot

33

1

2
tan

2
tan

2
tan

8

1

2
sin

2
sin

2
sin

8

33

2
cos

2
cos

2
cos

≥

≤

≤

≤

AAA

AAA

CBA

CBA

 

 

 

1.3. Một số ñịnh lý khác : 

 
1.3.1. ðịnh lý Lagrange : 

 
    Nếu hàm số ( )xfy =  liên tục trên ñoạn [ ]ba ;  và có ñạo hàm trên khoảng ( )ba ;  

thì tồn tại 1 ñiểm ( )bac ;∈  sao cho : 

                 ( ) ( ) ( )( )abcfafbf −=− '  

 

 
    Nói chung với kiến thức THPT, ta chỉ có công nhận ñịnh lý này mà không chứng minh. 

Ví chứng minh của nó cần ñến một số kiến thức của toán cao cấp. Ta chỉ cần hiểu cách 

dùng nó cùng những ñiều kiện ñi kèm trong các trường hợp chứng minh. 

 

 

 

Ví dụ 1.3.1.1. 

 
    Chứng minh rằng baRba <∈∀ ,, thì ta có : 

                        abab −≤− sinsin  

 

Lời giải : 
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    Xét ( ) ( ) xxfxxf cos'sin =⇒=  

    Khi ñó theo ñịnh lý Lagrange ta có 

                     
( ) ( ) ( ) ( )

abcabab

cabafbfbac

−≤−≤−⇒

−=−∈∃

cossinsin

cos:;
 : 

                               ⇒ñpcm. 

 

      

Ví dụ 1.3.1.2. 
 
    Với ba <<0 . CMR : 

                         
a

ab

a

b

b

ab −
<<

−
ln       

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) xxf ln= , khi ñó ( )xf  liên tục trên [ ]ba ;  khả vi trên ( )ba ;  nên : 

        ( ) ( )
c

cf
ab

ab
bac

1
'

lnln
:; ==

−

−
∈∃   vì  bca <<   nên  

acb

111
<<  

    Từ ñó   ⇒
−

<<
−

⇒<
−

−
<

a

ab

a

b

b

ab

aab

ab

b
ln

1lnln1
ñpcm. 

 

 

Ví dụ 1.3.1.3. 

 

    Cho 
2

0
π

αβ <<<  . CMR : 

                         
α

βα
βα

β

βα
22 cos

tantan
cos

−
<−<

−
 

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) xxf tan=  liên tục trên [ ]αβ ;  khả vi trên ( )αβ ;  nên theo ñịnh lý Lagrange 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
cos

1tantan
':;

2 c
cf

ff
c =

−

−
⇒=

−

−
∈∃

βα

βα

βα

βα
αβ   

Vì αβ << c  nên ( )2
cos

1

cos

1

cos

1
222 αβ

<<
c

 

Từ ( )( )⇒21 ñpcm. 

 

 

Ví dụ 1.3.1.4. 
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    CMR nếu 0>x  thì  
xx

xx








+>









+
+

+
1

1
1

1
1

1

 

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) ( )( ) 0ln1ln
1

1ln >∀−+=







+= xxxx

x
xxf  

    Ta có ( ) ( )
1

1
ln1ln'

+
−−+=

x
xxxf  

    Xét ( ) ttg ln=  liên tục trên [ ]1; +xx  khả vi trên ( )1; +xx  nên theo Lagrange thì : 

                        

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) 0
1

1
ln1ln'

1

1
'

1

ln1ln
:1;

>
+

−−+=⇒

+
>=

−+

−+
+∈∃

x
xxxf

x
cg

xx

xx
xxc

 

    với ⇒> 0x  ( )xf  tăng trên ( )∞+;0  

                        

( ) ( )

xx

xx

xx

xx
xfxf









+>









+
+⇒









+>









+
+⇒>+⇒

+

+

1
1

1

1
1

1
1ln

1

1
1ln1

1

1

  

             ⇒ñpcm. 

 

  

Ví dụ 1.3.1.5. 
 

    Chứng minh rằng 
+∈∀ Zn ta có : 

                           
1

1

1

1
arctan

22

1
222 +

≤








++
≤

++ nnnnn
 

 

Lời giải : 
 

    Xét ( ) xxf arctan=  liên tục trên [ ]1; +nn   

                  ( )
21

1
'

x
xf

+
=⇒  trên  ( ) +∈∀+ Znnn 1;   

    Theo ñịnh lý Lagrange ta có : 

                            

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )










++
=

+
⇒










++

−+
=−+=

+
⇒

−+

−+
=+∈∃

1

1
arctan

1

1

11

1
arctanarctan1arctan

1

1

1

1
':1;

22

2

nnc

nn

nn
nn

c

nn

nfnf
cfnnc
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    ðể ý  ( ) 111; +<<≤⇒+∈ ncnnnc  

                                  

( )

1

1

1

1
arctan

22

1

1

1

1

1

22

1

2211

1

222

222

222

222

+
<









++
<

++
⇔

+
<

+
<

++
⇔

++<+<+⇔

+<<⇒

nnnnn

ncnn

nncn

ncn

 

                       .ñpcm⇒  

 

 

 

1.3.2. ðịnh lý về dấu của tam thức bậc hai : 

 
    Cho tam thức ( ) ( )02 ≠++= acbxaxxf  và acb 42 −=∆  

- Nếu 0<∆  thì ( )xf  cùng dấu với hệ số a, với mọi số thực x. 

- Nếu 0=∆  thì ( )xf  cùng dấu với a với mọi 
a

b
x

2
−≠ . 

- Nếu 0>∆  thì ( )xf  có hai nghiệm 21 , xx  và giả sử 21 xx < .Thế thì ( )xf  cùng dấu 

với a với mọi x ngoài ñoạn [ ]21 ; xx  (tức là 1xx <  hay 2xx > ) và ( )xf  trái dấu với a 

khi x ở trong khoảng hai nghiệm (tức là 21 xxx << ). 

     

    Trong một số trường hợp, ñịnh lý này là một công cụ hết sức hiệu quả. Ta sẽ coi biểu 

thức cần chứng minh là một tam thức bậc hai theo một biến rồi xét ∆ . Với ñịnh lý trên thì 
các bất ñẳng thức thường rơi vào trường hợp 0≤∆ mà ít khi ta xét 0>∆ . 

 

 

Ví dụ 1.3.2.1. 

 

    CMR +∈∀ Rzyx ,,  và ABC∆ bất kỳ ta có : 

                     
xyz

zyx

z

C

y

B

x

A

2

coscoscos 222 ++
≤++  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

           ( ) ( ) 0cos2coscos2 222 ≥−+++− AyzzyBzCyxx  

    Coi ñây như là tam thức bậc hai theo biến x. 

            
( ) ( )

( ) 0sinsin

cos2coscos'

2

222

≤−−=

−+−+=∆

BzCy

AyzzyBzCy
 

    Vậy bất ñẳng thức trên ñúng. 
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         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

               cbaCBAzyx
BzCyx

BzCy
::sin:sin:sin::

coscos

sinsin
==⇔





+=

=
 

    tức zyx ,,  là ba cạnh của tam giác tương ñương với ABC∆ . 

 

 

Ví dụ 1.3.2.2. 

 
    CMR Rx ∈∀ và ABC∆ bất kỳ ta có : 

                ( )CBxAx coscoscos
2

1
1 2 ++≥+  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                           

( )

( ) ( )

0
2

sin
2

sin4

1
2

cos
2

sin4

2
sin4

2
cos

2
cos2

cos12coscos'

0cos22coscos2

22

22

2

2

2

2

≤
−

−=









−

−
=

−






 −+
=

−−+=∆

≥−++−

CBA

CBA

ACBCB

ACB

ACBxx

 

      Vậy bất ñẳng thức trên ñúng. 

           ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

                   




==

=
⇔





+=

=∆

CBx

CB

CBx cos2cos2coscos

0
 

 

 

Ví dụ 1.3.2.4. 
 
    CMR trong mọi ABC∆ ta ñều có : 

                   

2

222

2
sinsinsin 







 ++
≤++

cba
CcaBbcAab  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

            
( )

( ) ( )BbccbCcAb

BbccbCcAbaa

2cos22cos2cos'

02cos22cos2cos2

222

222

++−+=∆

≥+++++
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              ( ) 02sin2sin
2

≤+−= CcAb  

    Vậy bất ñẳng thức ñược chứng minh xong. 

 

 

Ví dụ 1.3.2.4. 

 
    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR : 

               
2

3
coscoscos ≤++ CBA  

 

Lời giải : 
 

     ðặt ( )BA
CBCB

CBAk +−
−+

=++= cos
2

cos
2

cos2coscoscos  

                  01
2

cos
2

cos2
2

cos2 2 =−+
+−

−
+

⇔ k
BABABA

 

    Do ñó 
2

cos
BA +

 là nghiệm của phương trình : 

                               01
2

cos22 2 =−+
−

− kx
BA

x  

    Xét ( )12
2

cos' 2 −−
+

=∆ k
BA

. ðể tồn tại nghiệm thì : 

                        

( )

2

3
coscoscos

2

3
1

2
cos120' 2

≤++⇒

≤⇒≤
−

≤−⇔≥∆

CBA

k
BA

k

 

                   ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 1.3.2.5. 
 
    CMR Ryx ∈∀ , ta có : 

                          ( )
2

3
cossinsin ≤+++ yxyx  

 

Lời giải : 
 

    ðặt ( )
2

sin21
2

cos
2

sin2cossinsin 2 yxyxyx
yxyxk

+
−+

−+
=+++=  

    Khi ñó 
2

sin
yx +
 là nghiệm của phương trình : 

                                        01
2

cos22 2 =−+
−

− kx
yx

x  
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( )

2

3

0121'

≤⇒

≥−−=∆⇒

k

k

 

                                   ⇒ñpcm. 

 

 

 

1.3.3. ðịnh lý về hàm tuyến tính : 
 
    Xét hàm ( ) baxxf +=  xác ñịnh trên ñoạn [ ]βα ;  

          

                     Nếu 
( )
( )

( )Rk
kf

kf
∈





≥

≥

β

α
  

           thì ( ) [ ]βα ;∈∀≥ xkxf . 

 
    ðây là một ñịnh lý khá hay. Trong một số trường hợp, khi mà AM – GM ñã bó tay, 

BCS ñã ñầu hàng vô ñiều kiện thì ñịnh lý về hàm tuyến tính mới phát huy hết sức mạnh 

của mình. Một phát biểu hết sức ñơn giản nhưng ñó lại là lối ra cho nhiều bài bất ñẳng 

thức khó. 

 

 

Ví dụ 1.3.3.1. 

 
    Cho cba ,, là những số thực không âm thỏa :  

                               4222 =++ cba  

    CMR :          8
2

1
+≤++ abccba  

 

Lời giải : 
 

    Ta viết lại bất ñẳng thức cần chứng minh dưới dạng : 

                            08
2

1
1 ≤−++








− cbabc   

    Xét ( ) 8
2

1
1 −++








−= cbabcaf   với  [ ]2;0∈a . 

    Khi ñó : 

               
( ) ( )
( ) 08882822

0888280 22

=−<−=−++−=

=−=−+≤−+=

cbbcf

cbcbf
 

                                   (vì 02 ==⇔= cba ) 

    Vậy ( ) [ ]⇒∈∀≤ 2;00 aaf ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 0,0 === cba  và các hoán vị. 
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Ví dụ 1.3.3.2. 

 
    CMR cba ,,∀  không âm ta có : 

                    ( )( ) ( )3
297 cbaabccbacabcab +++≤++++  

 

Lời giải : 
 

    ðặt 
cba

c
z

cba

b
y

cba

a
x

++
=

++
=

++
= ;; . Khi ñó bài toán trở thành : 

             Chứng minh ( ) 297 +≤++ xyzzxyzxy  với 1=++ zyx  

    Không mất tính tổng quát giả sử { }zyxx ,,max= . 

    Xét ( ) ( ) 27977 −+−+= yzxyzzyxf  với 





∈ 1;

3

1
x  

    Ta có : 

               

( )

( ) 





∈∀≤⇒

<−==








1;
3

1
0

021;0
3

1

xxf

ff

 

    Vậy bất ñẳng thức chứng minh xong. 

         ðẳng thức xảy ra cbazyx ==⇔===⇔
3

1
. 

 

    ðây là phần duy nhất của chuyên ñề không ñề cập ñến lượng giác. Nó chỉ mang tính 

giới thiệu cho bạn ñọc một ñịnh lý hay ñể chứng minh bất ñẳng thức. Nhưng thực ra 

trong một số bài bất ñẳng thức lượng giác, ta vẫn có thể áp dụng ñịnh lý này. Chỉ có ñiều 

các bạn nên chú ý là dấu bằng của bất ñẳng thức xảy ra phải phù hợp với tập xác ñịnh 

của các hàm lượng giác. 

 

 

1.4. Bài tập : 

 
    Cho ABC∆ . CMR :  

 

1.4.1.        
3

1
cotcotcot 333 ≥++ CBA   với ABC∆  nhọn. 

1.4.2.        
2

323

4
sin

4
sin

4
sin

−
≤++

CBA
 

1.4.3.        32
sin

1

sin

1

sin

1
≥++

CBA
 

1.4.4.        
8

7

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin 222 ≥+++

CBACBA
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1.4.5.        
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Chương 2 : 

 

 

Các phương pháp chứng minh  
 

 

 

 

    Chứng minh bất ñẳng thức ñòi hỏi kỹ năng và kinh nghiệm. Không thể khơi khơi mà ta 

ñâm ñầu vào chứng minh khi gặp một bài bất ñẳng thức. Ta sẽ xem xét nó thuộc dạng bài 

nào, nên dùng phương pháp nào ñể chứng minh. Lúc ñó việc chứng minh bất ñẳng thức 

mới thành công ñược. 

    Như vậy, ñể có thể ñương ñầu với các bất ñẳng thức lượng giác, bạn ñọc cần nắm vững 

các phương pháp chứng minh. ðó sẽ là kim chỉ nam cho các bài bất ñẳng thức. Những 

phương pháp ñó cũng rất phong phú và ña dạng : tổng hợp, phân tích, quy ước ñúng, ước 

lượng non già, ñổi biến, chọn phần tử cực trị … Nhưng theo ý kiến chủ quan của mình, 

những phương pháp thật sự cần thiết và thông dụng sẽ ñược tác giả giới thiệu trong 

chương 2 : “Các phương pháp chứng minh”. 
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2.1.   Biến ñổi lượng giác tương ñương : 

 
    Có thể nói phương pháp này là một phương pháp “xưa như Trái ðất”. Nó sử dụng các 

công thức lượng giác và sự biến ñổi qua lại giữa các bất ñẳng thức. ðể có thể sử dụng 

tốt phương pháp này bạn ñọc cần trang bị cho mình những kiến thức cần thiết về biến ñổi 

lượng giác (bạn ñọc có thể tham khảo thêm phần 1.2. Các ñẳng thức,bất ñẳng thức 

trong tam giác). 

    Thông thường thì với phương pháp này, ta sẽ ñưa bất ñẳng thức cần chứng minh về 
dạng bất ñẳng thức ñúng hay quen thuộc. Ngoài ra, ta cũng có thể sử dụng hai kết quả 
quen thuộc 1cos;1sin ≤≤ xx . 

 

 

Ví dụ 2.1.1. 

 

    CMR :           
7
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14
sin2

14
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Lời giải : 
 

    Ta có : 
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    Mặt khác ta có : 
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    ðặt   
7

3
cos;

7

2
cos;

7
cos

πππ
=== zyx  

    Khi ñó từ ( ) ( )2,1  ta có bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                                   ( ) ( )33 zxyzxyzyx ++>++  

    mà 0,, >zyx  nên : 

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )403
222

>−+−+−⇔ xzzyyx   
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    Vì zyx ,,  ñôi một khác nhau nên ( )4  ñúng ⇒ñpcm. 

 

    Như vậy, với các bất ñẳng thức như trên thì việc biến ñổi lượng giác là quyết ñịnh 

sống còn với việc chứng minh bất ñẳng thức. Sau khi sử dụng các biến ñổi thì việc giải 

quyết bất ñẳng thức trở nên dễ dàng thậm chí là hiển nhiên (!). 

 

 

Ví dụ 2.1.2. 
 

    CMR :          ( )xbcxcaxabcba sin2cos3sin2222 −+≥++   

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) 0cos2sinsin2cos

0coscos2sin22sin

sin22cos2sin2cos2sin2cos

sin22cos2
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+−−++⇔
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    Bất ñẳng thức cuối cùng luôn ñúng nên ta có ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.1.3. 

 
    CMR với ABC∆ bất kỳ ta có : 

                          
4

9
sinsinsin 222 ≤++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 
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                           ⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆ ñều. 
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Ví dụ 2.1.4. 

 

    Cho ( )Zkk ∈+≠ π
π

γβα
2

,,  là ba góc thỏa 1sinsinsin 222 =++ γβα . CMR : 

               γβα
αγγββα 222

2

tantantan21
3

tantantantantantan
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 ++
  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

         

γβααγγββα

γβα

γβα

γβα

222222222
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2
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1
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1
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1
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+
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+
+
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    Khi ñó bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

( ) ( ) ( ) 0tantantantantantantantantantantantan
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3
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2
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    ⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra γβα
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=

=
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Ví dụ 2.1.5. 
 
    CMR trong ABC∆ bất kỳ ta có : 

                      







++≥++

2
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2
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2
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2
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2
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2
cot

CBACBA
  

 

Lời giải : 
 

    Ta có : 

          
2
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2
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2
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2
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    ðặt 
2
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    Khi ñó bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 
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                                            ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

3

3
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2
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++≥++⇔
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≥++⇔
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xzzyyx

zxyzxyzyx
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                                  ⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra CBA cotcotcot ==⇔  

                                     CBA ==⇔  

                                     ABC∆⇔  ñều. 

 

 

Ví dụ 2.1.6. 
 

    CMR :          
xxx cos2

2

sin3

1

sin3

1

+
≤

−
+

+
 

 

Lời giải : 
 

    Vì 1sin1 ≤≤− x  và 1cos −≥x  nên : 

                  0sin3;0sin3 >−>+ xx và  0cos2 >+   

    Khi ñó bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                                    

( ) ( )
( )
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2

2
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    do 1cos ≤x  nên bất ñẳng thức cuối cùng luôn ñúng ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.1.7. 
 

    CMR 
2

;
3

π
βα

π
<≤∀ ta có : 
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Lời giải : 
 

    Từ 
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1
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2
;

3
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π
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    do ñó   








≤<

≤+<

4

1
coscos0

1coscos0

βα

βα

  

    ðặt βαβα coscos;coscos =+= ba  

    Bất ñẳng thức ñã cho trở thành : 

                              ( ) ( )

( )( ) 041

044

12

12

12

2

23

22

2

≤−−⇔

≤+−−⇔

+−≤−⇔

+−
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⇔

+−
≤

−
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b
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a

a

b
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a

a

   

    Bất ñẳng thức cuối cùng ñúng vì 1≤a  và ( ) ⇒≥−=− 0coscos4
22 βαba ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.1.8. 
 

    Cho các góc nhọn a và b thỏa 1sinsin 22 <+ ba . CMR : 

                                       ( )baba +<+ 222 sinsinsin  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :      1
2

sinsin 22 =







−+ aa

π
 

    nên từ ñiều kiện  1sinsin 22 <+ ba  suy ra : 

                    
2

0;
2

ππ
<+<−< baab  

    Mặt khác ta có : 
             ( ) babaabbaba coscossinsin2cossincossinsin 22222 ++=+  

    nên thay bb
22 sin1cos −=  vào thì bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                                           

( )ba

baba

bababa

+<⇔

<⇔

<

cos0

coscossinsin

coscossinsin2sinsin2 22

 

                  (ñể ý 0sinsin2 >ba  nên có thể chia hai vế cho ba sinsin2 ) 

    Bất ñẳng thức sau cùng hiển nhiên ñúng do ⇒<+<
2

0
π

ba ñpcm. 
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Ví dụ 2.1.9. 

 
    Cho ABC∆ không vuông. CMR : 

( ) ACCBBACBACBA 222222222222 tantantantantantan9tantantan5tantantan3 +++≤++−

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 
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2

2cos1

2

2cos1

4

3
coscoscos
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1
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1
4

tan1tan1tan18tantantan4tantantan4

22

2

2

2

2

222

222222222222

222222222

222222222

≥−+−−⇔
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−⇔
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BABAC

BACC

CBABA

CBA

C
BA
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CBAACCBBACBA

CBACBACBA

CBACBACBA

            ⇒ñpcm. 

 

    Ví dụ sau ñây, theo ý kiến chủ quan của tác giả, thì lời giải của nó xứng ñáng là bậc 

thầy về biến ñổi lượng giác. Những biến ñổi thật sự lắt léo kết hợp cùng bất ñẳng thức 

một cách hợp lý ñúng chỗ ñã mang ñến cho chúng ta một bài toán thật sự ñặc sắc !!! 

 

 

Ví dụ 2.1.10. 
 
    Cho nửa ñường tròn bán kính R , C là một ñiểm tùy ý trên nửa ñường tròn. Trong hai 

hình quạt nội tiếp hai ñường tròn, gọi M và N là hai tiếp ñiểm của hai ñường tròn với 

ñường kính của nửa ñường tròn ñã cho. CMR :   ( )122 −≥ RMN   

 

Lời giải : 
 

    Gọi 21 ,OO  là tâm của hai ñường tròn. ðặt α2=∠CON  (như vậy 
2

0
π

α << ) 

    và 2211 ; ROOROO ==      

    Ta có : 

            
α

π

α

−=∠

=∠

2
1

2

OMO

ONO
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NM O

O1

O2

C

    Vậy : 

               αααα
π

cottancot
2

cot 2121 RRRRONMOMN +=+







−=+=  

    Trong ∆  vuông MOO1  có : 

                              

( )

( )
α

α
αα

αα
π

cos1

cos
coscos1

cos
2

sin

11

111

+
=⇒=+

−=







−=

R
RRR

RROOR

 

    Tương tự : 

                         ( )
α

α
αα

sin1

sin
sinsin 2222

+
=⇒−==

R
RRROOR  

    Do ñó : 

      

( )( )

1cossin

2

2
cos

2
sin

2
cos

1

2
cos2.

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos2

cos1sin1

1cossin

sin1

cos

cos1

sin

sin

cos

sin1

sin

cos

sin

cos1

cos

2

2

++
=









+

=









+









+

=

++

++
=

+
+

+
=

⋅
+

+⋅
+

=

αα

ααα

ααα

ααα

αα

αα

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

R

R

R

R

RR

RR
MN

  

    mà  ( )⇒−=
+

≥⇒≤







−≤+ 122

12

2
2

4
2cossin R

R
MN

π
ααα ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra MNOC ⊥⇔=⇔
4

π
α . 

 

 

2.2.   Sử dụng các bước ñầu cơ sở : 
 
    Các bước ñầu cơ sở mà tác giả muốn nhắc ñến ở ñây là phần 1.2. Các ñẳng thức, bất 
ñẳng thức trong tam giác. Ta sẽ ñưa các bất ñẳng thức cần chứng minh về các bất ñẳng 

thức cơ bản bắng cách biến ñổi và sử dụng các ñẳng thức cơ bản. Ngoài ra, khi tham gia 

các kỳ thi, tác giả khuyên bạn ñọc nên chứng minh các ñẳng thức, bất ñẳng thức cơ bản 

sử dụng như một bổ ñề cho bài toán. 
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C1

C

B1

B

A1

A

 

 

Ví dụ 2.2.1.  

 
    Cho ABC∆ . ðường phân giác trong các góc CBA ,,  cắt ñường tròn ngoại tiếp ABC∆  

lần lượt tại 111 ,, CBA . CMR :  

                               
111 CBAABC SS ≤  

 

Lời giải : 
 

    Gọi R là bán kính ñường tròn ngoại tiếp ABC∆  thì nó cũng là bán kính ñường tròn 

ngoại tiếp 111 CBA∆ . 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

( )1sinsinsin2sinsinsin2 111

22 CBARCBAR ≤  

    Do 
2

;
2

;
2

111

BA
C

AC
B

CB
A

+
=

+
=

+
=  nên : 

( )

( )2
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

sin
2

sin
2

sin8

2
sin

2
sin

2
sinsinsinsin1

CBACBACBA

BAACCB
CBA

≤⇔

+++
≤⇔

 

    Vì 0
2

cos
2

cos
2

cos >
CBA

 nên : 

            ( ) ⇒≤⇔
8

1

2
sin

2
sin

2
sin2

CBA
ñpcm. 

                   ðẳng thức xảy ra ABC∆⇔  ñều. 

 

 

Ví dụ 2.2.2. 

 
    CMR trong mọi tam giác ta ñều có : 

                     
2

sin
2

sin
2

sin4
4

7
sinsinsinsinsinsin

CBA
ACCBBA +≤++  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :   
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA +=++  

    Bất ñẳng thức ñã cho tương ñương với : 

                ( )1coscoscos
4

3
sinsinsinsinsinsin CBAACCBBA +++≤++  

 

    mà :  
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BABAC

ACACB

CBCBA

coscossinsincos

coscossinsincos

coscossinsincos

−=

−=

−=

  

   nên : 

            ( ) ( )2
4

3
coscoscoscoscoscos1 ≤++⇔ ACCBBA   

    Thật vậy hiển nhiên ta có : 

            ( ) ( )3coscoscos
3

1
coscoscoscoscoscos

2
CBAACCBBA ++≤++  

    Mặt khác ta có :  
2

3
coscoscos ≤++ CBA  

                                ( )3⇒  ñúng ( )2⇒  ñúng ⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 2.2.3. 

 
    Cho ABC∆  bất kỳ. CMR : 

     1
coscos4cos21

1

coscos4cos21

1

coscos4cos21

1
≥

++
+

++
+

++ ACCCBBBAA
 

 

Lời giải : 
 

    ðặt vế trái bất ñẳng thức cần chứng minh là T. 

    Theo AM – GM ta có :  
       ( ) ( )[ ] ( )19coscoscoscoscoscos4coscoscos23 ≥++++++ ACCBBACBAT   

    mà :  
2

3
coscoscos ≤++ CBA  

    và hiển nhiên : 
( )

4

3

3

coscoscos
coscoscoscoscoscos

2

≤
++

≤++
CBA

ACCBBA  

      ( ) ( ) ( )29coscoscoscoscoscos4coscoscos23 ≤++++++⇒ ACCBBACBA  

    Từ ( ) ( )2,1  suy ra ⇒≥ 1T ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.2.4. 

 
    CMR với mọi ABC∆  bất kỳ, ta có : 

                ( ) ( ) ( )222222 34 accbbaScba −+−+−+≥++  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 
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            ( ) ( )1342 222 cbaScabcab +++≥++     

    Ta có : 

                     

S

cba
C

S

bac
B

S

acb
A

4
cot

4
cot

4
cot

222

222

222

−+
=

−+
=

−+
=

 

    Khi ñó : 

               

( ) ( )

3
2

tan
2

tan
2

tan

3cot
sin

1
cot

sin

1
cot

sin

1

cotcotcot434
sin

1

sin

1

sin

1
41

≥++⇔

≥







−+








−+








−⇔

+++≥







++⇔

CBA

C
C

B
B

A
A

CBASS
CBA

S

 

              ⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

 

 

Ví dụ 2.2.5. 
 
    CMR trong mọi tam giác, ta có : 

                        
R

rACCBBA

48

5

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin +≤++  

 

Lời giải : 
 

    Áp dụng công thức : 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr = , ta ñưa bất ñẳng thức ñã cho về dạng 

tương ñương sau : 

              ( )1
8

5

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin ≤−++

CBAACCBBA
 

    Ta có : 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA +=++  

    Do ñó : 

    ( ) ( ) ( )2
8

5
1coscoscos

4

1

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin1 ≤−++−++⇔ CBA

ACCBBA
 

    Theo AM – GM, ta có :  

                 
2

sin
2

sin2

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin2

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

BA

A

B

B

A

BA

A

B

B

A

≥



















+⇒≥+   
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+≤⇒

2
tansin

2
tansin

2

1

2
sin

2
sin2

A
B

B
A

BA
 

    Tương tự ta có : 

                  









+≤









+≤

2
tansin

2
tansin

2

1

2
sin

2
sin2

2
tansin

2
tansin

2

1

2
sin

2
sin2

C
A

A
C

AC

B
C

C
B

CB

 

    Từ ñó suy ra : 

( ) ( ) ( )





+++++≤

≤







++

BA
C

AC
B

CB
A

ACCBBA

sinsin
2

tansinsin
2

tansinsin
2

tan
2

1

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin2

 

           







++≥++⇒

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin2coscoscos

ACCBBA
CBA  

    Khi ñó : 

( )

( ) ( ) ( )
4

1
coscoscos

4

1
1coscoscos

4

1
coscoscos

2

1

1coscoscos
4

1

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

=++=−++−++≤

≤−++−++

CBACBACBA

CBA
ACCBBA

 

    mà   
2

3
coscoscos ≤++ CBA   

        ( )
8

5
1coscoscos

4

1

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin ≤−++−++⇒ CBA

ACCBBA
 

                 ( )2⇒  ñúng⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.2.6. 

 
    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR : 

                          

2
tan

2
tan

2
tan

cotcotcot

222
3

222

CBA

cba

CBA

cba
≤









++

++
 

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

            S
CBA

cba
4

cotcotcot

222

=
++

++
 

    nên bất ñẳng thức ñã cho tương ñương với : 
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                     ( )1

2
tan

2
tan

2
tan

64
222

3

CBA

cba
S ≤   

    Mặt khác ta cũng có : 

               

2
sin4

cos22cos2

22

2222

A
bca

AbcbcaAbccba

≥⇒

−≥⇒−+=

 

                                  SAbc
A

A
bc

A

a
4sin2

2
tan

2
sin4

2
tan

2
2

==≥⇒              

    Tương tự ta cũng có : 

                                       S
C

c
S

B

b
4

2
tan

;4

2
tan

22

≥≥                       

                     ( )1⇒  ñúng ⇒ñpcm.        

 

 

Ví dụ 2.2.7. 
 
    CMR trong mọi tam giác ta có : 
            ( ) ( ) ( ) 3cos1cos1cos1 ≤−+++−+++−++ CabbaBcaacAbccb  

 

Lời giải : 
 

    Ta có vế trái của bất ñẳng thức cần chứng minh bằng : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )BcaAbcCabCbaBacAcbCBA coscoscoscoscoscoscoscoscos ++−++++++++  

    ðặt : 

        ( ) ( ) ( )
BcaAbcCabR

CbaBacAcbQ

CBAP

coscoscos

coscoscos

coscoscos

++=

+++++=

++=

 

    Dễ thấy  
2

3
≤P  

    Mặt khác ta có : 
           ( ) ( ) aARCBRBCCBRBcCb ==+=+=+ sin2sin2cossincossin2coscos  

    Tương tự : 

            

cbaQ

cAbBa

bCaAc

++=⇒

=+

=+

coscos

coscos

 

    Và ta lại có : 



Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng – Cần Thơ                 Bất ñẳng thức lượng giác  
                                                                             Chương 2 Các phương pháp chứng minh 

The Inequalities Trigonometry  44 

         

2

222
coscoscos

222

222222222

cba
R

bacacbcba
BcaAbcCab

++
=⇒

−+
+

−+
+

−+
=++

 

       ( ) ( ) ( ) ( )
3

3

111
3

22

3
222222

≤
−+−+−

−=
++

−+++≤++⇒
cbacba

cbaRQP  

                 ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.2.8. 
 
    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR : 

                               SrR 4 3≥+  

 

Lời giải : 
 

    Ta có : 

             

( ) CBA

CBA

CBAR

S

p

S
r

CBA

SCBAR

S

abc
R

sinsinsin

sinsinsin28

sinsinsin

sinsinsin28

sinsinsin2

4

3

++
=

++
==

===

 

    Vậy : 

      
CBA

CBA

CBA

S

CBA

S
rR

sinsinsin

sinsinsin28

sinsinsin22

1

sinsinsin22

1

++
++=+  

    Theo AM – GM ta có : 

             
( )

3

sinsinsinsinsinsin8

sinsinsin

3 CBACBA

CBASSrR

++
≥

+
 

mà : 

       

8

33
sinsinsin

2

33
sinsinsin

≤

≤++

CBA

CBA

  

⇒=≥+⇒ S
SS

rR 43
4

3
33.274

4
ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.2.9. 
 
    CMR trong mọi tam giác ta có : 
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22

3

8

23

8








≥

+
+

+
+

+
≥









R

S

ac

caca

cb

bcbc

ba

abab

r

S
 

 

Lời giải : 
 

    Theo AM – GM ta có : 

                     
2

cabcab

ac

caca

cb

bcbc

ba

abab ++
≤

+
+

+
+

+
 

    Do  
( )

623

8
22

cba

r

S
prS

++
=








⇒=  

    Lại có : 

               
( )

62

2
cbacabcab ++

≤
++

 

      ⇒
+

+
+

+
+

≥







⇒

ac

caca

cb

bcbc

ba

abab

r

S
2

23

8
vế trái ñược chứng minh xong. 

    Ta có : 

            

( )

33

2

33
sinsinsin

sinsinsin2

Rcba

CBA

CBARcba

≤++⇒

≤++

++=++

 

    Theo AM – GM ta có : 

             ( )( ) ( )( ) ( )( )
8

2 abc
papcpcpbpbpappS ≤−−−−−−=  

         
( ) ( ) ( )accbba

abc

cba

abc

cba

abc
p

R

S

+++++
=

++
⋅=








 ++
⋅≤








⇒

9

2

9

33

8

3

8

3

8
2

2

 

    Một lần nữa theo AM – GM ta có : 

    
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ac

caca

cb

bcbc

ba

abab

accbba

abc

accbba

abc

+
+

+
+

+
≤

+++
≤

+++++ 3.3

99
 

       ⇒vế phải chứng minh xong⇒Bất ñẳng thức ñược chứng minh hoàn toàn. 

 

 

Ví dụ 2.2.10. 

 
    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR : 

                          

4

2

8

2

8

2

8

3

6

2
cos

2
cos

2
cos











≥++

R

abc

C

c

B

b

A

a
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Lời giải : 
 

    Áp dụng BCS ta có : 

                
( )

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos 222

2444

2

8

2

8

2

8

CBA

cba

C

c

B

b

A

a

++

++
≥++  

    mà : 

               

( )22

4

222

16

4

9

2
cos

2
cos

2
cos

S
R

abc

CBA

=








≤++

  

    Vì thế ta chỉ cần chứng minh :  2444 16Scba ≥++  

    Trước hết ra có : ( ) ( )1444 cbaabccba ++≥++  

    Thật vậy : ( ) ( ) ( ) ( ) 01 222222 ≥−+−+−⇔ abcccabbbcaa  

     ( )[ ]( ) ( )[ ]( ) ( )[ ]( ) 0
222222222 ≥−+++−+++−++⇔ babacacacbcbcba (ñúng!) 

    Mặt khác ta cũng có : 
        ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )21616 2 bacacbcbacbacpbpappS −+−+−+++=−−−=  

    Từ ( ) ( )2,1  thì suy ra ta phải chứng minh : ( )( )( ) ( )3bacacbcbaabc −+−+−+≥  

    ðặt :  

              

bacz

acby

cbax

−+=

−+=

−+=

      

    vì cba ,, là ba cạnh của một tam giác nên 0,, >zyx   

    Khi ñó theo AM – GM thì :  

( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( )bacacbcbaxyz

zxyzxyxzzyyx
abc −+−+−+==≥

+++
=

8

222

8
 

          ( )3⇒  ñúng ⇒ñpcm. 

     

 

2.3   ðưa về vector và tích vô hướng : 
 
    Phương pháp này luôn ñưa ra cho bạn ñọc những lời giải bất ngờ và thú vị. Nó ñặc 

trưng cho sự kết hợp hoàn giữa ñại số và hình học. Những tính chất của vector lại mang 

ñến lời giải thật sáng sủa và ñẹp mắt. Nhưng số lượng các bài toán của phương pháp này 

không nhiều.  

 

 

Ví dụ 2.3.1. 
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A

B
C

e

e

e

1

2

3

O

A

B C

     CMR trong mọi tam giác ta có : 

                       
2

3
coscoscos ≤++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Lấy các vector ñơn vị 321 ,, eee  lần lượt trên các cạnh CABCAB ,, . 

    Hiển nhiên ta có : 

    

( )
( ) ( ) ( )

( )

2

3
coscoscos

0coscoscos23

0,cos2,cos2,cos23

0

133221

2

321

≤++⇔

≥++−⇔

≥+++⇔

≥++

CBA

CBA

eeeeee

eee

 

      ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.3.2. 

 
    Cho ABC∆ nhọn. CMR : 

                          
2

3
2cos2cos2cos −≥++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Gọi O, G lần lượt là tâm ñường tròn ngoại tiếp và trọng tâm ABC∆ . 

    Ta có : OGOCOBOA 3=++  

    Hiển nhiên : 

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( )

2

3
2cos2cos2cos

02cos2cos2cos23

0,cos,cos,cos23

0

22

22

2

−≥++⇔

≥+++⇔

≥+++⇔

≥++

CBA

BACRR

OAOCOCOBOBOARR

OCOBOA

 

⇒ñpcm. 

         ðẳng thức xảy ra ABCGOOGOCOBOA ∆⇔≡⇔=⇔=++⇔ 00 ñều. 

 

 

Ví dụ 2.3.3. 
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O

A

B C

    Cho ABC∆ nhọn. CMR Rzyx ∈∀ ,,  ta có : 

                 ( )222

2

1
2cos2cos2cos zyxCxyBzxAyz ++−≥++   

 

Lời giải : 
 

    Gọi O là tâm ñường tròn ngoại tiếp ABC∆ . 

    Ta có : 

( )

( )222

222

222

2

2

1
2cos2cos2cos

02cos22cos22cos2

0.2.2.2

0

zyxCxyBzxAyz

BzxAyzCxyzyx

OAOCzxOCOByzOBOAxyzyx

OCzOByOAx

++−≥++⇔

≥+++++⇔

≥+++++⇔

≥++

 

⇒ñpcm. 

 

 

2.4.   Kết hợp các bất ñẳng thức cổ ñiển :      

 
    Về nội dung cũng như cách thức sử dụng các bất ñẳng thức chúng ta ñã bàn ở chương 

1: “Các bước ñầu cơ sở”. Vì thế ở phần này, ta sẽ không nhắc lại mà xét thêm một số ví 
dụ phức tạp hơn, thú vị hơn. 

 

 

Ví dụ 2.4.1. 
 
    CMR ABC∆∀ ta có : 

                      
2

39

2
cot

2
cot

2
cot

2
sin

2
sin

2
sin ≥








++








++

CBACBA
 

 

Lời giải : 
 

    Theo AM – GM ta có : 

                     3

2
sin

2
sin

2
sin

3

2
sin

2
sin

2
sin

CBA

CBA

≥
++

  

    Mặt khác : 

             

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

CBA

CBA

CBACBA
==++  
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( )

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2

3

2
sin

2
sin

2
sin2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

sinsinsin
4

1

3

CBA

CCBBAA

CBA

CCBBAA

CBA

CBA

⋅≥

++
=

++
=

 

    Suy ra : 

                   

( )1
2

cot
2

cot
2

cot
2

9

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2

9

2
cot

2
cot

2
cot

2
sin

2
sin

2
sin

3

3

CBA

CBA

CCBBAACBA

CBACBA

=

⋅≥

≥







++








++

 

    mà ta cũng có :  33
2

cot
2

cot
2

cot ≥
CBA

  

                   ( )2
2

39
33

2

9

2
cot

2
cot

2
cot

2

9 33 =⋅≥⋅⇒
CBA

 

    Từ ( )1  và ( )2  : 

              
2

39

2
cot

2
cot

2
cot

2
sin

2
sin

2
sin ≥








++








++⇒

CBACBA
 

                     ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.2. 

 
    Cho ABC∆ nhọn. CMR : 

                        ( )( )
2

39
tantantancoscoscos ≥++++ CBACBA  

 

Lời giải : 
 

    Vì ABC∆  nhọn nên CBACBA tan,tan,tan,cos,cos,cos  ñều dương. 

    Theo AM – GM ta có : 3 coscoscos
3

coscoscos
CBA

CBA
≥

++
 

                           
CBA

CBA
CBACBA

coscoscos

sinsinsin
tantantantantantan ==++  
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( )

CBA

CCBBAA

CBA

CCBBAA

CBA

CBA

coscoscos2

cossincossincossin

2

3

coscoscos2

cossincossincossin

coscoscos

2sin2sin2sin
4

1

3

⋅≥

++
=

++
=

 

    Suy ra : 

( )( )

( )1tantantan
2

9

coscoscos

cossincossincossincoscoscos

2

9
tantantancoscoscos

3

3

CBA

CBA

CCBBAACBA
CBACBA

=

⋅≥++++
 

    Mặt khác :  33tantantan ≥CBA  

                  ( )2
2

39
33

2

9
tantantan

2

9 33 =⋅≥⋅⇒ CBA  

    Từ ( )1  và ( )2  suy ra : 

                ( )( )
2

39
tantantancoscoscos ≥++++ CBACBA  

                       ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.3. 

 
    Cho ABC∆  tùy ý. CMR : 

                      34

2
tan

1

2
tan

2
tan

1

2
tan

2
tan

1

2
tan ≥



















++



















++



















+
C

C

B

B

A

A
 

 

Lời giải : 
 

    Xét  ( ) 







∈∀=

2
;0tan
π

xxxf  

    Khi ñó : ( ) =xf ''  

    Theo Jensen thì :              ( )13
2

tan
2

tan
2

tan ≥++
CBA

 

    Xét  ( ) 







∈∀=

2
;0cot
π

xxxg  

    Và ( ) ( ) 







∈∀>+=

2
;00cotcot12'' 2 π

xxxxg  

    Theo Jensen thì :                ( )233
2

cot
2

cot
2

cot ≥++
CBA

 

    Vậy ( ) ( )⇒+ 21 ñpcm. 
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Ví dụ 2.4.4. 

 
    CMR trong mọi tam giác ta có : 

                            

3

3

2
1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 








+≥








+








+








+

CBA
 

 

Lời giải : 
 

    Ta sử dụng bổ ñề sau : 

Bổ ñề : Cho 0,, >zyx  và Szyx ≤++  thì : 

                               ( )1
2

1
1

1
1

1
1

1

3









+≥








+








+








+

Szyx
 

Chứng minh bổ ñề : 
    Ta có : 

                     ( ) ( )2
1111111

11
xyzzxyzxyzyx

VT +







+++








+++=  

    Theo AM – GM ta có : 

                         ( )3
99111

Szyxzyx
≥

++
≥++  

    Dấu bằng xảy ra trong ( )
3

3
S

zyx ===⇔   

    Tiếp tục theo AM –GM thì : 

                                       33 xyzzyxS ≥++≥    

                                 ( )4
271

27 3

3

Sxyz
xyz

S
≥⇒≥⇒  

    Dấu bằng trong ( )4  xảy ra 
3

S
zyx ===⇔   

    Vẫn theo AM – GM ta lại có : 

                                       ( )5
1

3
111

3

2









≥++

xyzzxyzxy
  

    Dấu bằng trong ( )5  xảy ra 
3

S
zyx ===⇔  

    Từ ( )( )54  suy ra : 

                           ( )6
27111

2Szxyzxy
≥++  

    Dấu bằng trong ( )6  xảy ra ⇔  ñồng thời có dấu bằng trong ( )( )
3

54
S

zyx ===⇔  

    Từ ( )( )( )( )6432  ta có : 
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                                    ( )
3

32

3
1

27279
11 








+=+++≥

SSSS
VT  

    Bổ ñề ñược chứng minh. Dấu bằng xảy ra ⇔ ñồng thời có dấu bằng trong ( )( )( )643  

         
3

S
zyx ===⇔  

    Áp dụng với 0sin,0sin,0sin >=>=>= CzByAx  

    mà ta có 
2

33
sinsinsin ≤++ CBA   vậy ở ñây 

2

33
=S  

    Theo bổ ñề suy ra ngay : 

                          

3

3

2
1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 








+≥








+








+








+

CBA
 

         Dấu bằng xảy ra  
2

3
sinsinsin ===⇔ CBA  

                                     ABC∆⇔  ñều. 

 

 

Ví dụ 2.4.5. 

 
    CMR trong mọi tam giác ta có : 

                                  3plll cba ≤++  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :    
( ) ( ) ( )1

222
cos2

app
cb

bc

bc

app

cb

bc

cb

A
bc

la −
+

=
−

+
=

+
=  

    Theo AM – GM ta có 1
2

≤
+ cb

bc
 nên từ ( )1  suy ra : 

                                   ( ) ( )2appla −≤  

    Dấu bằng trong ( )2  xảy ra cb =⇔  

    Hoàn toàn tương tự ta có : 

                                  
( ) ( )

( ) ( )4

3

cppl

bppl

c

b

−≤

−≤
 

    Dấu bằng trong ( )( )43  tương ứng xảy ra cba ==⇔  

    Từ ( )( )( )432  suy ra : 

                         ( ) ( )5cpbpapplll cba −+−+−≤++  

    Dấu bằng trong ( )5  xảy ra ⇔ ñồng thời có dấu bằng trong ( )( )( ) cba ==⇔432  

    Áp dụng BCS ta có : 
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( ) ( )

( )63

33
2

pcpbpap

cbapcpbpap

≤−+−+−⇒

−−−≤−+−+−
 

    Dấu bằng trong ( )6  xảy ra cba ==⇔  

    Từ ( )( )65  ta có : ( )73plll cba ≤++  

    ðẳng thức trong ( )7  xảy ra ⇔ ñồng thời có dấu bằng trong ( )( ) cba ==⇔65   

ABC∆⇔ ñều. 

 

 

Ví dụ 2.4.6. 

 
    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR : 

                                  
R

r

abc

cba 2
4

333

−≥
++

 

 

Lời giải : 
 

    Ta có :     ( )( )( )cpbpapppr
R

abc
S −−−===

4
 

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )
abc

abccbacaacbccbabba

abc

cbabacacb

abc

cpbpap

pabc

cpbpapp

pabc

S

R

r

2

222222882

333222222

2

−−−−+++++
=

−+−+−+
=

−−−
=

−−−
==⇒

 

               
abc

cba

c

a

a

c

b

c

c

b

a

b

b

a

abc

cba

R

r
333333

6
2

4
++

≤







+++++−+

++
=−⇒  

                            ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.7. 
 
    Cho ABC∆ nhọn. CMR : 

                abcb
A

a

C

c
a

C

c

B

b
c

B

b

A

a
27

coscoscoscoscoscos
≥








−+








−+








−+  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

CBAB
A

A

C

C
A

C

C

B

B
C

B

B

A

A
sinsinsin27sin

cos

sin

cos

sin
sin

cos

sin

cos

sin
sin

cos

sin

cos

sin
≥








−+








−+








−+
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27
coscos

coscos1

coscos

coscos1

coscos

coscos1

sinsinsin27sin
coscos

sin
sin

coscos

sin
sin

coscos

sin

≥
−

⋅
−

⋅
−

⇔

≥







−








−








−⇔

AC

AC

CB

CB

BA

BA

CBAB
AC

B
A

CB

A
C

BA

C

 

            ðặt   















+

−
=

+

−
=

+

−
=

⇒
















<<

=

=

=

2

2

2

2

2

2

1

1
cos

1

1
cos

1

1
cos

1,,0

2
tan

2
tan

2
tan

z

z
C

y

y
B

x

x
A

zyx

C
z

B
y

A
x

    và    















−
=

−
=

−
=

2

2

2

1

2
tan

1

2
tan

1

2
tan

z

z
C

y

y
B

x

x
A

 

    Ta có :       

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )( )22

22

22

22

22

22

11

2

11

11

11

11
1

coscos

coscos1

yx

yx

yx

yx

yx

yx

BA

BA

−−

+
=

++

−−

++

−−
−

=
−

 

    Mặt khác ta có :  xyyx 222 ≥+  

                 ( )1tantan
1

2

1

2

coscos

coscos1
22

BA
y

y

x

x

BA

BA
=

−
⋅

−
≥

−
⇒  

    Tương tự :  ( )2tantan
coscos

coscos1
CB

CB

CB
≥

−
 

                       ( )3tantan
coscos

coscos1
AC

AC

AC
≥

−
 

    Nhân vế theo vế ba bất ñẳng thức ( )( )( )321  ta ñược : 

              CBA
AC

AC

CB

CB

BA

BA 222 tantantan
coscos

coscos1

coscos

coscos1

coscos

coscos1
≥

−
⋅

−
⋅

−
 

    Ta ñã biết :     27tantantan33tantantan 222 ≥⇒≥ CBACBA   

    Suy ra : 

            27
coscos

coscos1

coscos

coscos1

coscos

coscos1
≥

−
⋅

−
⋅

−

AC

AC

CB

CB

BA

BA
 

                          ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.8. 
 
    CMR ABC∆∀  ta có : 

                          







+≥++

p

abc
pcba

2222

35

36
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Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương dương với : 

                                 

( )

( ) ( )
cba

abc
cbacba

cba

abccba
cba

++
+++≥++⇔












++
+

++
≥++

72
935

2

435

36

2222

2

222

 

    Theo BCS thì : ( ) ( )2222
3 cbacba ++≤++  

                             ( ) ( ) ( )1279 2222
cbacba ++≤++⇒  

    Lại có :   










≥
++

≥
++

3 222
222

3

3

3

cba
cba

abc
cba

 

                             

( )( )
( )( )

( ) ( )2
72

8

728

9

222

222

222

cba

abc
cba

abccbacba

abccbacba

++
≥++⇔

≥++++⇔

≥++++⇒

 

    Lấy ( )1  cộng ( )2  ta ñược : 

                       

( ) ( ) ( )

( ) ( )
cba

abc
cbacba

cba

abc
cbacbacba

++
+++≥++⇔

++
+++≥+++++

72
935

72
9827

2222

2222222

 

                                    ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.9. 

 
    CMR trong ABC∆  ta có : 

                       6

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

≥

−

+

−

+

−

C

BA

B

AC

A

CB

 

 

Lời giải : 
 

    Theo AM – GM ta có : 

      ( )1

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

3

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

3
C

BA

B

AC

A

CB

C

BA

B

AC

A

CB −

⋅

−

⋅

−

≥

−

+

−

+

−
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mà : 

( )( )( )
CBA

BAACCB

CC

BABA

BB

ACAC

AA

CBCB

C

BA

B

AC

A

CB

sinsinsin

sinsinsinsinsinsin

2
sin

2
cos2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

+++
=

−+

⋅

−+

⋅

−+

=

−

⋅

−

⋅

−

    Lại theo AM – GM ta có :  

                             










≥+

≥+

≥+

ACAC

CBCB

BABA

sinsin2sinsin

sinsin2sinsin

sinsin2sinsin

 

                

( )( )( )
( )( )( ) ( )28

sinsinsin

sinsinsinsinsinsin

sinsinsin8sinsinsinsinsinsin

≥
+++

⇒

≥+++⇒

CBA

BAACCB

CBABAACCB

 

    Từ ( )( )21  suy ra : 

                    683

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

3 =≥

−

+

−

+

−

C

BA

B

AC

A

CB

 

                              ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.4.10. 

 
    CMR trong mọi ABC∆  ta có : 

                            

2

9sinsinsinsinsinsin 







≥++

R

r
ACCBBA  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                          

2

2

2

36

9
222222

9sinsinsinsinsinsin

rcabcab

r
accbba

rACRCBRBAR

≥++⇔

≥⋅+⋅+⋅⇔

≥++

  

    Theo công thức hình chiếu : 

                







+=








+=








+=

a

BA
rc

a

AC
rb

a

CB
ra cot

2
cot;cot

2
cot;cot

2
cot  
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+








++

+







+








++








+








+=++⇒

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2

22

CBBA
r

BAAC
r

ACCB
rcabcab

 

    Theo AM – GM ta có : 

( )1cotcotcot4
2

cot
2

cot2
2

cot
2

cot2
2

cot
2

cot
2

cot
2

cot 2
BAC

ACCBACCB
=




















≥








+








+

Tương tự : 

                      

( )

( )3cotcotcot4
2

cot
2

cot
2

cot
2

cot

2cotcotcot4
2

cot
2

cot
2

cot
2

cot

2

2

ACB
CBBA

CBA
BAAC

≥







+








+

≥







+








+

 

    Từ ( )( )( )321  suy ra :                     

                 

( )4
2

cot
2

cot
2

cot12
2

cot
2

cot
2

cot
2

cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

3
222 CBABAAC

BAACBAAC

≥







+








++

+







+








++








+








+

 

    Mặt khác ta có : ( )527
2

cot
2

cot
2

cot33
2

cot
2

cot
2

cot 222 ≥⇒≥
CBACBA

 

    Từ ( )( )54  suy ra : ( )6363.12
2

cot
2

cot
2

cot123
222 =≥

CBA
 

    Từ ( )( )64  suy ra ñpcm. 

 

 

2.5.   Tận dụng tính ñơn ñiệu của hàm số : 
 
    Chương này khi ñọc thì bạn ñọc cần có kiến thức cơ bản về ñạo hàm, khảo sát hàm số 
của chương trình 12 THPT. Phương pháp này thực sự có hiệu quả trong các bài bất ñẳng 

thức lượng giác. ðể có thể sử dụng tốt phương pháp này thì bạn ñọc cần ñến những kinh 

nghiệm giải toán ở các phương pháp ñã nêu ở các phân trước. 

 

 

Ví dụ 2.5.1. 

 

    CMR :    
π

x
x

2
sin >     với 








∈

2
;0
π

x  

 

Lời giải : 
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    Xét      ( )
π

2sin
−=

x

x
xf  với  








∈

2
;0
π

x  

                  ( )
2

sincos
'

x

xxx
xf

−
=⇒  

    Xét      ( ) xxxxg sincos −=   với  







∈

2
;0
π

x  

           ( ) ( )xgxxxxg ⇒







∈∀<−=⇒

2
;00sin'
π

 nghịch biến trên khoảng ñó. 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒=







>⇒<⇒=<⇒ 0

2
0'00

π
fxfxfgxg ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.5.2. 
 

    CMR :          x
x

x
cos

sin
3

>







    với  









2
;0
π

 

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                                          
( )

( ) 0cossin

cos
sin

3

1

3

1

>−⇔

>

−
xx

x

x

 

    Xét      ( ) ( ) xxxxf −=
−

3

1

cossin     với  







∈

2
;0
π

x   

    Ta có :       ( ) ( ) ( ) 1cossin
3

1
cos' 3

4
2

3

2

−−=
−

xxxxf  

                      ( ) ( ) ( ) ( ) 







∈∀>+−=

−−

2
;00cossin

9

4
sin1cos

3

2
'' 4

7
3

3

1 π
xxxxxxf  

            ( )xf '⇒  ñồng biến trong khoảng ñó ( ) ( ) 00'' =>⇒ fxf  

            ( )xf⇒  cũng ñồng biến trong khoảng ñó ( ) ( ) ⇒=>⇒ 00fxf ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.5.3. 

 
    CMR nếu a là góc nhọn hay 0=a  thì ta có : 
                                   1tansin 222 +≥+ aaa  
 

Lời giải : 
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    Áp dụng AM – GM cho hai số dương asin2  và atan2  ta có : 

                         aaaaaa tansintansintansin 2222222 +=≥+  

    Như vậy ta chỉ cần chứng minh : aaa 2tansin >+  với 
2

0
π

<< a  

    Xét      ( ) xxxxf 2tansin −+=  với 







∈

2
;0
π

x  

    Ta có :  

( ) ( ) ( )[ ]








∈∀>

−+−
=

+−
=−+=

2
;00

cos

cos1cos1cos1

cos

1cos2cos
2

cos

1
cos'

22

23

2

π
x

x

xxx

x

xx

x
xxf

 

( )xf⇒  ñồng biến trên khoảng ñó ( ) ( )0faf >⇒  với aaaa 2tansin
2

;0 >+⇒







∈

π
 

              12tansin 22222 ++ =≥⇒ aaaa  

              1tansin 222 +≥+⇒ aaa   (khi 0=a  ta có dấu ñẳng thức xảy ra). 

 

 

Ví dụ 2.5.4. 
 
    CMR trong mọi tam giác ta ñều có : 

( ) CBACBABABABA coscoscoscoscoscos
12

13
coscoscoscoscoscos1 +++≤+++  

 

Lời giải :  
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

( ) ( )CBABABABACBA coscoscos
6

13
1coscoscoscoscoscos2coscoscos21 ++≥++++−

( ) ( )CBABABABACBA coscoscos
6

13
1coscoscoscoscoscos2coscoscos 222 ++≥++++++⇔

( ) ( )CBACBA coscoscos
6

13
1coscoscos

2
++≤+++⇔

6

13

coscoscos

1
coscoscos ≤

++
+++⇔

CBA
CBA  

    ðặt 
2

3
1coscoscos ≤<⇒++= tCBAt  

    Xét hàm ñặc trưng : ( )
t

ttf
1

+=   với  






∈

2

3
;1t  

    Ta có : ( ) ( )xft
x

xf ⇒






∈∀>−=

2

3
;10

1
1'

2
 ñồng biến trên khoảng ñó. 

                      ( ) ⇒=







≤⇒

6

13

2

3
fxf ñpcm. 
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Ví dụ 2.5.5. 

 
    Cho ABC∆  có chu vi bằng 3. CMR : 

                        ( )
2

222

4

13
sinsinsin8sinsinsin3

R
CBARCBA ≥+++  

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

( )( )( ) 13sin2sin2sin24sin4.3sin4.3sin4.3 222222 ≥+++ CRBRARCRBRAR                                          

          134333 222 ≥+++⇔ abccba  

    Do vai trò của cba ,,  là như nhau nên ta có thể giả sử cba ≤≤  

    Theo giả thiết : 
2

3
133 <≤⇒>−⇒>+⇒=++ ccccbacba  

    Ta biến ñổi : 

              

( )
( )[ ]
( )

( ) ( )

( ) ( )cabcc

cabcc

ababccc

abccabba

abccba

abccbaT

232333

322333

64333

4323

433

4333

22

22

22

22

222

222

−−+−=

−++−=

−++−=

++−+=

+++=

+++=

 

    vì   023032
2

3
>−⇒<−⇒< ccc  

    và   

222

2

3
22

2

3

2







 −
−≥−⇒







 −
=







 +
≤

c
ab

cba
ab  

    Do ñó : ( ) ( )c
c

ccT 23
2

3
2333

2

22
−







 −
−+−≥  

                    ( )cfcc =+−=
2

27

2

3 23  

    Xét ( )
2

27

2

3 23 +−= cccf   với  
2

3
1 <≤ c  

        ( ) ( )cfccccf ⇒






∈∀≥−=⇒

2

3
;1033' 2  ñồng biến trên khoảng ñó. 

                ( ) ( ) ⇒=≥⇒ 131fcf ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.5.6. 

    Cho ABC∆ bất kỳ. CMR :    
33

282

≥+
r

p

S

r
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Lời giải : 
 

    Ta có : 

         

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

p

cp

p

bp

p

apCBA

cpp

bpapC

bpp

apcpB

app

cpbpA

−
⋅

−
⋅

−
=⇒
















−

−−
=

−

−−
=

−

−−
=

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

 

    và   
( )( )( )

p

cp

p

bp

p

ap

p

cpbpapp

p

S

S

r −
⋅

−
⋅

−
=

−−−
==

22

2

 

    Do ñó :   
2

tan
2

tan
2

tan
2

CBA

S

r
=  

    Mặt khác :  

          

( ) ( )

( )

( )

2
cot

2
cot

2
cot

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
tansinsinsin2

sinsinsin2

2
tan

2
tan2

CBA

A

A

CBA

CBA

A
ACBR

CBAR

A
acb

cba

A
ap

cba

r

p

==

−+

++
=

−+

++
=

−

++
=

 

    Khi ñó bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

              

33

28

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

1

33

28

2
cot

2
cot

2
cot

2
tan

2
tan

2
tan

≥+⇔

≥+

CBA

CBA

CBACBA

 

    ðặt   33
2

cot
2

cot
2

cot ≥⇒= t
CBA

t  

    Xét  ( )
t

ttf
1

+=    với  33≥t  

         ( ) 330
1

1'
2

≥∀>−=⇒ t
t

tf  

    ( ) ( ) ⇒=+==⇒
33

28

33

1
3333min ftf ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.5.7. 
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    CMR với mọi ABC∆  ta có : 

                       ( )( )( ) 2

33

38222 eRcRbRaR <+++   

 

Lời giải : 
 

    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                       

( )( )( ) 2

33

2

33

2

33

sin1sin1sin1

2
1

2
1

2
1

2

2

2

2

2

eCBA

e
R

c

R

b

R

a

e
R

cR

R

bR

R

aR

<+++⇔

<







+








+








+⇔

<
+

⋅
+

⋅
+

 

    Xét  ( ) ( ) xxxf −+= 1ln   với  10 << x  

         ( ) ( )1;00
1

1
1

1
' ∈∀<

+
−=−

+
=⇒ x

x

x

x
xf  

    ( )xf⇒  nghịch biến trên khoảng ñó ( ) ( ) 00 =<⇒ fxf  

         ( ) xx <+⇒ 1ln  

    Lần lượt thay { }CBAx sin,sin,sin=  vào bất ñẳng thức trên rồi cộng lại ta ñược : 

                

( ) ( ) ( )
( )( )( )[ ]

( )( )( ) CBAeCBA

CBACBA

CBACBA

sinsinsinsin1sin1sin1

sinsinsinsin1sin1sin1ln

sinsinsinsin1lnsin1lnsin1ln

++<+++⇔

++<+++⇔

++<+++++

 

    mà ( )( )( ) ⇒<+++⇒≤++ 2

33

sin1sin1sin1
2

33
sinsinsin eCBACBA ñpcm. 

 

 

Ví dụ 2.5.8. 

 
    Cho ABC∆ . CMR : 

                      ( )( )( )
16

125
cos1cos1cos1 222 ≥+++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Không mất tổng quát giả sử { }CBAC ,,min= .Ta có : 

               ( )( ) 






 +
+







 +
+=++

2

2cos1
1

2

2cos1
1cos1cos1 22 BA

BA  

    Xét ( )( ) ( )( )BABAP 2cos32cos3cos1cos14 22 ++=++=  

( ) BABAP 2cos2cos2cos2cos39 +++=⇒  

         ( ) ( ) ( ) ( )[ ]BABABABA 22cos22cos
2

1
coscos69 −+++−++=  
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( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) 1coscoscoscos69

2cos2cos2
2

1
coscos69

22

22

−+++−−=

−++++−−=

BACBAC

BABABAC
 

    do ( ) 1cos ≤− BA     

         ( )22 cos3coscos69 CCCP −=+−≥⇒  

    mà 0cos >C   

         ( ) ( ) ( )CCCP 222 cos1cos3cos1 +−≥+⇒  

    Mặt khác ta có : 
2

1
cos600 0 ≥⇒≤< CC    

    Xét  ( ) ( ) ( )22
13 xxxf +−=   với  







∈ 1;

2

1
x  

              ( ) ( )( )( ) 






∈∀≥−−−=⇒ 1;

2

1
012132' xxxxxf  

         ( )xf⇒  ñồng biến trên khoảng ñó. 

    ( ) ( )( )( ) ⇒≥+++⇒=







≥⇒

16

125
cos1cos1cos1

16

125

2

1 222
CBAfxf ñpcm. 

     

 

 

Ví dụ 2.5.9. 
 
    Cho ABC∆  bất kỳ. CMR :  

                ( ) 32cotcot
sin

1

sin

1
2 ≤+−








+ CB

CB
     

 

Lời giải : 
 

    Xét  ( ) x
x

xf cot
sin

2
−=   với  ( )π;0∈x  

         ( ) ( )
3

0'
sin

cos21

sin

1

sin

cos2
'

222

π
=⇔=⇒

−
=+−=⇒ xxf

x

x

xx

x
xf  

    ( ) 3cot
sin

2
3

3
max ≤−⇒=








=⇒ x

x
fxf

π
 

    Thay x  bởi CB,  trong bất ñẳng thức trên ta ñược : 

                                  ⇒










≤−

≤−

3cot
sin

2

3cot
sin

2

C
C

B
B ñpcm. 
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Ví dụ 2.5.10. 

 

    CMR :          
20

7
20sin

3

1 0 <<  

 

Lời giải : 
 

    ðặt  
2

1
030sin020sin 00 <<⇒<<⇒= aaa  

    Ta có : 
2

3
4320sin420sin320.3sin60sin

2

3 303000 =−⇒−=== aa  

  aaa ⇒=+−⇒ 0
2

3
34 3  là nghiệm của phương trình :  0

2

3
34 3 =+− xx  

    Xét ña thức : ( )
2

3
34 3 +−= xxxf  

    Ta có : ( ) 0
2

23

2

3
11 <

−
=+−=−f  

( ) ( ) ( ) 0010
2

3
0 <−⇒>= fff  Bởi vì ( )xf  liên tục trên toàn trục số .Do ñó ña thức 

( )xf  có một nghiệm thực trên khoảng ( )0;1−  

    Lại có : 0
20

7

3

1

0
2000

175731000

20

7

0
54

46327

3

1

<















⇒













<
−

=








>
−

=








ff

f

f

     

⇒  ña thức ( )xf  có một nghiệm thực trên khoảng 








20

7
;

3

1
 

    Lại có : 0
2

23

2

1
<

−
=








f  và ( ) ( ) 01

2

1
0

2

23
1 <








⇒>

+
= fff  

⇒  ña thức ( )xf  có một nghiệm thực trên khoảng 







1;

2

1
 

    Bởi vì aa ⇒







∈

2

1
;0  là nghiệm thực trên khoảng ⇒









20

7
;

3

1
ñpcm. 

 

 

2.6.   Bài tập : 

 
    Cho ABC∆ . CMR : 
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2.6.1.        ( )
2

5
cos2cos2cos3 ≤+− BCA  

2.6.2.        42cos322cos22cos3 −≥++ CBA  

2.6.3.        ( )( ) ( ) 542cos532cos2cos15 +≤+−++ CBA  

2.6.4.        34
2

tan
2

tan
2

tan −≥++
CBA

  với  ABC∆  có một góc 
3

2π
≥  

2.6.5.        
2222 4

1111

rcba
≤++  

2.6.6.        
cba r

c

r

b

r

a

r

abc
333

++≥  

2.6.7.        
( )( )( )

2
3

<
+++

+
+

+
+

+
+ accbba

abc

ba

c

ac

b

cb

a
 

2.6.8.        CBA
CBA

tantantan
2

1

2

3

2sin

1

2sin

1

2sin

1
+≥++  

2.6.9.        
32

tan
2

tan
2

tan
cbaC

c
B

b
A

a
++

≥++  

2.6.10.       
( ) 36

1

sinsinsin

sinsinsin
2

≤
++ CBA

CBA
 

2.6.11.       
2

sin
2

sin
2

sin9coscoscos1
CBA

CBA ≥+  

2.6.12.       rRmmm cba +≤++ 4  

2.6.13.       2
phhhhhh accbba ≤++  

2.6.14.       ( )( ) ( )( ) ( )( ) 22222 Rpbpapcapcpbcpbpa ≤−−+−−+−−  

2.6.15.       ( )( )( ) CBACBA coscoscoscos1cos1cos1 ≥−−−  
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Chương 3 : 

 

 

Áp dụng vào một số vấn ñề khác 
 

 

 

“Có học thì phải có hành” 
 

 

 

    Sau khi ñã xem xét các bất ñẳng thức lượng giác cùng các phương pháp chứng minh 

thì ta phải biết vận dụng những kết quả ñó vào các vấn ñề khác. 

    Trong các chương trước ta có các ví dụ về bất ñẳng thức lượng giác mà dấu bằng 

thường xảy ra ở trường hợp ñặc biệt : tam giác ñều, cân hay vuông …Vì thế lại phát sinh 

ra một dạng bài mới : ñịnh tính tam giác dựa vào ñiều kiện cho trước. 

    Mặt khác với những kết quả của các chương trước ta cũng có thể dẫn ñến dạng toán 

tìm cực trị lượng giác nhờ bất ñẳng thức. Dạng bài này rất hay : kết quả ñược “giấu” ñi, 

bắt buộc người làm phải tự “mò mẫm” ñi tìm ñáp án cho riêng mình. Công việc ñó thật 
thú vị ! Và tất nhiên muốn giải quyết tốt vấn ñề này thì ta cần có một “vốn” bất ñẳng thức 

“kha khá”.    

    Bây giờ chúng ta sẽ cùng kiểm tra hiệu quả của các bất ñẳng thức lượng giác trong 

chương 3 : “Áp dụng vào một số vấn ñề khác” 

 
    Mục lục : 

         3.1.      ðịnh tính tam giác…………………………………………………………67 

              3.1.1.    Tam giác ñều…………………………………………………………..67 

              3.1.2.    Tam giác cân…………………………………………………………..70 

              3.1.3.    Tam giác vuông………………………………………………………..72 

         3.2.      Cực trị lượng giác……………………………………………………….....73 

         3.3.      Bài tập……………………………………………………………………...76 
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3.1.   ðịnh tính tam giác : 

 
3.1.1.   Tam giác ñều : 

 
    Tam giác ñều có thể nói là tam giác ñẹp nhất trong các tam giác. Ở nó ta có ñược sự 
ñồng nhất giữa các tính chất của các ñường cao, ñường trung tuyến, ñường phân giác, 

tâm ngoại tiếp, tâm nội tiếp, tâm bàng tiếp tam giác … Và các dữ kiện ñó lại cũng trùng 

hợp với ñiều kiện xảy ra dấu bằng ở các bất ñẳng thức lượng giác ñối xứng trong tam 

giác. Do ñó sau khi giải ñược các bất ñẳng thức lượng giác thì ta cần phải nghĩ ñến việc 

vận dụng nó trở thành một phương pháp khi nhận dạng tam giác ñều. 

 

 

Ví dụ 3.1.1.1. 
 

    CMR ABC∆  ñều khi thỏa :  Rmmm cba
2

9
=++  

 

Lời giải : 
 

    Theo BCS ta có : 

              

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )CBARmmm

cbammm

mmmmmm

cba

cba

cbacba

22222

2222

2222

sinsinsin9

4

9

3

++≤++⇔

++≤++⇔

++≤++

 

mà : 
4

9
sinsinsin 222 ≤++ CBA  

              

( )

Rmmm

RRmmm

cba

cba

2

9

4

81

4

9
9 222

≤++⇒

=⋅≤++⇒

 

    ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.1.2. 

 

    CMR nếu thỏa   
c

abBA

42
sin

2
sin =    thì ABC∆ ñều. 

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  
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( )

2
cos8

1

2
sin8

2
cos

2
cos

2
sin2.8.2

2
cos

2
sin2.2

sin8.2

sinsin2

84 BAC

BA

CC
R

BABA
R

CR

BAR

c

ba

c

ab

+
≤

−

=

−+

=
+

=
+

≤  

                           

0
2

sin
2

cos
2

cos2

01
2

cos
2

cos4
2

cos4

01
2

cos
2

cos
2

cos4

1
2

sin
2

sin
2

cos8

2
cos8

1

2
sin

2
sin

2

2

2

≥
−

+






 −
−

+
⇔

≥+
−+

−
+

⇔

≤−






 +
−

−+
⇔

≤
+

⇔

+
≤⇒

BABABA

BABABA

BABABA

BABA

BA

BA

 

         ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.1.3. 
 

    CMR ABC∆  ñều khi nó thỏa :  ( ) ( ) 32 cbahhh cba ++=++  

 

Lời giải : 
 

    ðiều kiện ñề bài tương ñương với : 

                  

( )

2

3

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

2

3

32.2

=

+

+

+

+

+

⇔

=++⇔

++=







++

ACCBBA

c

r

b

r

a

r

cba
c

r

b

r

a

r
p

 

    Mặt khác ta có : 

            







+=



















+≤

+
2

tan
2

tan
4

1

2
cot

1

2
cot

1

4

1

2
cot

2
cot

1 BA

BABA
 

    Tương tự : 



Truòng THPT chuyên Lý Tự Trọng                                       Bất ñẳng thức lượng giác                                                                              
                                                                          Chương 3 Áp dụng vào một số vấn ñề khác 

The Inequalities Trigonometry 69 

                               









+≤

+









+≤

+

2
tan

2
tan

4

1

2
cot

2
cot

1

2
tan

2
tan

4

1

2
cot

2
cot

1

AC

AC

CB

CB

 

     

3
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

1

2

3

2
tan

2
tan

2
tan

2

1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

≥++⇔







++≤⇒









++≤

+

+

+

+

+

⇒

CBACBA

CBA

ACCBBA

 

⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.1.4. 

 

    CMR nếu thỏa   
2

3
3RrS =   thì ABC∆  ñều. 

 

Lời giải : 
 

    Ta có : 

       

RrRr

CBA
Rr

CBA
R

CBA
R

CBACBA
RCBARS

2

33

8

33
4

2
cos

2
cos

2
cos4

2
cos

2
cos

2
cos4

2
sin

2
sin

2
sin4

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin.2.2.2.2sinsinsin2 22

=≤

==

==

 

              ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.1.5. 

 
    CMR ABC∆  ñều khi nó thỏa  pSmmm cba =  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

( ) ( ) ( )
2

coscos1
2

1
cos2

4

1
22

4

1 2222222 A
bcAbcAbccbacbma =+≥++=−+=  

mà :  
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( ) ( )

( )appm

bc

app

bc

acb

bc

bcacb
A

bc

acbA

bc

acb
A

a −≥⇒

−
=

−+
=

+−+
=⇒

−+
=−⇒

−+
=

44

2
cos

2
1

2
cos2

2
cos

22222
2

222
2

222

 

    Tương tự : 

        

( )

( )

( )( )( ) pScpbpapppmmm

cppm

bppm

cba

c

b

=−−−≥⇒







−≥

−≥

 

    ⇒ñpcm. 

 

 

3.1.2.   Tam giác cân : 

 
    Sau tam giác ñều thì tam giác cân cũng ñẹp không kém. Và ở ñây thì chúng ta sẽ xét 

những bất ñẳng thức có dấu bằng xảy ra khi hai biến bằng nhau và khác biến thứ ba. Ví 

dụ 
3

2
;

6

ππ
=== CBA  . Vì thế nó khó hơn trường hợp xác ñịnh tam giác ñều. 

 

Ví dụ 3.1.2.1. 
 

    CMR ABC∆ cân khi nó thỏa ñiều kiện 
2

tan2tantan 222 BA
BA

+
=+  và nhọn. 

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) CBA

C

BABA

BA

BA

BA
BA

coscos

sin2

coscos

sin2

coscos

sin
tantan

−−
=

−++

+
=

+
=+  

    vì   ( ) ( )
2

sin2cos1coscos1cos 2 C
CCBABA =−≤−−⇒≤−   

( )

2
tan2tantan

2
tan2

2
cot2

2
sin2

2
cos

2
sin4

2
sin2

sin2

coscos

sin2

22

BA
BA

BAC

C

CC

C

C

CBA

C

+
≥+⇒

+
===≥

−−
⇒

 

    Từ giả thiết : 
2

222

2

tantan
2

2
tan2tantan 







 +
≤

+
=+

BABA
BA  

                        ( ) BABABA tantan2tantantantan2 2222 ++≤+⇔  
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( )

BA

BA

BA

=⇔

=⇔

≤−⇔

tantan

0tantan
2

 

          ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.2.2. 

 

    CMR ABC∆  cân khi thỏa 
2

cos
A

bcha =  

 

Lời giải :  
 

    Trong mọi tam giác ta luôn có :  
2

cos
2 A

cb

bc
lh aa

+
=≤   

mà bc
bc

bc

cb

bc
bccb =≤

+
⇒≥+

2
2   

    
2

cos
2

cos
2

cos
2 A

bch
A

bc
A

cb

bc
a ≤⇒≤

+
⇒  

         ðẳng thức xảy ra khi ABC∆  cân ⇒ñpcm. 

 

 

Ví dụ 3.1.2.3. 
 

    CMR nếu thỏa  
2

sin4
B

Rrr a =+  thì  ABC∆  cân. 

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

( ) ( ) ( ) ( )

2
sin4

2
cos

2
sin4

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos4

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin4

2
cos

2
sin

sinsin2
2

tan
2

tan2
2

tan
2

tan

B
R

CAB
R

B

B

CAB
R

B

B

CACA
R

B

B

CAR
B

ca
B

bp
B

p
B

bprr a

≤
−

=⋅
−

=⋅
−+

=

+=+=−=+−=+

 

2
sin4

B
Rrr a ≤+⇒    ðẳng thức xảy ra khi ABC∆  cân ⇒ñpcm. 
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Ví dụ 3.1.2.4. 

 

    CMR nếu  ( )22

4

1
baS +=  thì  ABC∆  cân. 

 

Lời giải : 
 

    Ta có : ( ) SCababbaabba =≥≥+⇒≤+ sin
2

1

2

1

4

1
2 2222  

( ) ⇒≥+⇒ Sba
22

4

1
ABC∆  cân nếu thỏa ñiều kiện ñề bài. 

 

 

Ví dụ 3.1.2.5. 
 

    CMR ABC∆  cân khi thỏa  
4

9
coscoscos2 =++ CBA  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

4

9

4

9

2
sin

4

1

2
cos

2

1

2
sin2

4

9

4

1

2
cos

4

1

2
cos

2

1

2
sin2

4

9

4

1

2
cos

2
sin2

2
sin4

2
cos

2
cos2

2
sin212coscoscos2

2

2

2

2

2

2

≤+
−

−






 −
−−=

+−
−

+






 −
−−=+−

−
+−=

−+
+







−=++

CBCBA

CBCBACBAA

CBCBA
CBA

    ðẳng thức xảy ra khi ⇒= CB ñpcm. 

 

 

3.1.3. Tam giác vuông : 

 
    Cuối cùng ta xét ñến tam giác vuông, ñại diện khó tính nhất của tam giác ñối với bất 

ñẳng thức lượng giác. Dường như khi nhận diện tam giác vuông, phương pháp biến ñổi 

tương ñương các ñẳng thức là ñược dùng hơn cả. Và ta hiếm khi gặp bài toán nhận diện 

tam giác vuông mà cần dùng ñến bất ñẳng thức lượng giác.  

 

 

Ví dụ 3.1.3.1. 
 
    CMR ABC∆  vuông khi thỏa  15cos8sin4sin6cos3 =+++ CBCB  

 

Lời giải : 
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    Theo BCS ta có : 

                   
( )( )
( )( )





=++≤+

=++≤+

10cossin86cos8sin6

5sincos43sin4cos3

2222

2222

CCCC

BBBB
 

    15cos8sin6sin4cos3 ≤+++⇒ CCBB  

              ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

2
cottan

3

4
cot

3

4
tan

8

cos

6

sin

4

sin

3

cos

10cos8sin6

5sin4cos3 π
=+⇔=⇔










=

=

⇔










=

=

⇔




=+

=+
CBCB

C

B

CC

BB

CC

BB
 

         ⇒ñpcm. 

 

 

3.2.   Cực trị lượng giác : 

 
    ðây là lĩnh vực vận dụng thành công và triệt ñể bất ñẳng thức lượng giác vào giải 

toán. ðặc biệt trong dạng bài này, gần như ta là người ñi trong sa mạc không biết 

phương hướng ñường ñi, ta sẽ không biết trước kết quả mà phải tự mình dùng các bất 

ñẳng thức ñã biết ñể tìm ra ñáp án cuối cùng. Vì lẽ ñó mà dạng toán này thường rất “khó 
xơi”, nó ñòi hỏi ta phải biết khéo léo sử dụng các bất ñẳng thức cũng như cần một vốn 

liếng kinh nghiệm về bất ñẳng thức không nhỏ. 

 

Ví dụ 3.2.1. 

 
    Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số : 

                      ( )
ydxc

ybxa

ydxc

ybxa
yxf

22

44

22

44

sincos

sincos

cossin

cossin
,

+

+
+

+

+
=  

    với dcba ,,,  là các hằng số dương. 

 

Lời giải : 
 

    ðặt ( ) 21, bfafyxf +=   với  
ydxc

x

ydxc

x
f

22

4

22

4

1
sincos

cos

cossin

sin

+
+

+
=   

                                                  
ydxc

x

ydxc

x
f

22

4

22

4

2
sincos

sin

cossin

cos

+
+

+
=  

    Ta có : ( ) ( )yydxxcdc 2222 cossincossin +++=+  

    Do ñó : 
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( ) ( ) ( )[ ]

1
sincos

cos
sincos

cossin

sin
cossin

sincos

cos

cossin

sin
sincoscossin

2

22

2
22

22

2
22

22

4

22

4
2222

1

=














+
++

+
+≥










+
+

+
+++=+

ydxc

x
ydxc

ydxc

x
ydxc

ydxc

x

ydxc

x
ydxcydxcfdc

 

dc
f

+
≥⇒

1
1    Tương tự : 

dc
f

+
≥

1
2  . Vậy   ( )

dc

ba
bfafyxf

+

+
≥+= 21,  

 

Ví dụ 3.2.2. 
 
    Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 

         CBAP 3cos3cos3cos −+=  

 

Lời giải : 
 

    Ta có : ( )[ ] ( )[ ] ( )BABABAC +−=+−=+−= 3cos33cos3cos3cos ππ   nên  

( ) 1
2

3cos2
2

3cos
2

3cos23cos3cos3cos 2 −






 +
+






 −







 +
=+++=

BABABA
BABAP  

    ( )yxf
BABABA

P ,
2

1

2
3cos

2
3cos2

2
3cos2

2

3 2 =+






 +







 −
+






 +
=+⇒  

                           
2

3
01

2
3cos' 2 −≥⇒≤−







 −
=∆ P

BA
 

               






















=

=

=

⇔







−=

=

⇔




















 −
−=







 +

=






 −

⇔
















 −
−=







 +

=∆

⇔−=

9

4

9

2

2

1
3cos

2
3cos

2

1

2
3cos

1
2

3cos

2
3cos

2

1

2
3cos

0'

2

3

2

π

π

A

A

BA

A

BA

BABA

BA

BABAP

 

    Vậy 










===

===

⇔−=

9
,

9

4

9

5
,

9

2

2

3
min

ππ

ππ

CBA

CBA

P  
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Ví dụ 3.2.3. 

 
    Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức : 

                        
CBA

CBA
P

222

222

coscoscos

sinsinsin

++

++
=  

 

Lời giải : 
 

    Ta có :  

           
( )

31

4

9
3

3

1
sinsinsin3

3

1
coscoscos

3

222

222

=−

−

≤

−
++−

=

−
++

=

CBA

CBA
P

 

    Do ñó : ABCP ∆⇔= 3max  ñều. 

 

 

Ví dụ 3.2.4. 

 

    Tìm giá trị lớn nhất nhỏ nhất của xxy cossin4 −=  

 

Lời giải : 
 

    ðiều kiện : 0cos,0sin ≥≥ xx  

    Ta có : 1sincossin 44 ≤≤−= xxxy  

    Dấu bằng xảy  ra π
π

2
20cos

1sin
kx

x

x
+=⇔





=

=
⇔  

    Mặt khác : 1coscossin4 −≥−≥−= xxxy  

    Dấu bằng xảy  ra π2
1cos

0sin
kx

x

x
=⇔





=

=
⇔   

    Vậy 







=⇔−=

+=⇔=

π

π
π

21

2
2

1

min

max

kxy

kxy
 

 

 

Ví dụ 3.2.5. 

    Cho hàm số 
2cossin

cos2

−+

+
=

xx

x
y . Hãy tìm Max y trên miền xác ñịnh của nó. 
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Lời giải : 
 

    Vì sinx và cosx không ñồng thời bằng 1 nên y xác ñịnh trên R. 

    0Y  thuộc miền giá trị của hàm số khi và chỉ khi 
2cossin

cos2
0

−+

+
=

xx

x
Y  có nghiệm. 

              ( ) 22cos1sin 000 +=−+⇔ YxYxY  có nghiệm. 

                                           

( ) ( )

2

195

2

195

03102

122

0

0

2

0

2

0

2

0

2

0

+−
≤≤

−−
⇔

≤++⇔

−+≤+

Y

YY

YYY

 

              Vậy  
2

195
max

+−
=y  

 

 
3.3.   Bài tập : 

 
    CMR ABC∆  ñều nếu nó thỏa một trong các ñẳng thức sau : 

 

3.3.1.  
4

3
coscoscoscoscoscos =++ ACCBBA  

3.3.2.   CBACBA sinsinsin2sin2sin2sin ++=++  

3.3.3.   CBA
CBA

tantantan
2

1

2

3

2sin

1

2sin

1

2sin

1
+=++   

3.3.4.   

2
tan

2
tan

2
tan

cotcotcot

222
2

222

CBA

cba

CBA

cba
=









++

++
 

3.3.5.   
2

1coscoscos
=

++

++

cba

CcBbAa
 

3.3.6.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abcmmm cba =  

3.3.7.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abclll cba =  

3.3.8.   S
C

ab
B

ca
A

bc 12
2

cot
2

cot
2

cot =++  

3.3.9.   
9

326
5

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 +=








+








+








+

CBA
 

3.3.10.  
( ) 36

1

sinsinsin

sinsinsin
2

=
++ CBA

CBA
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Chương 4 : 

 

 

Một số chuyên ñề bài viết hay, 

thú vị liên quan ñến bất ñẳng thức và 
lượng giác 

 

 
    ðúng như tên gọi của mình, chương này sẽ bao gồm các bài viết chuyên ñề về bất ñẳng 

thức và lượng giác. Tác giả của chúng ñều là các giáo viên, học sinh giỏi toán mà tác giả 
ñánh giá rất cao. Nội dung của các bài viết chuyên ñề ñều dễ hiểu và mạch lạc. Bạn ñọc 

có thể tham khảo nhiều kiến thức bổ ích từ chúng. Vì khuôn khổ chuyên ñề nên tác giả 
chỉ tập hợp ñược một số bài viết thật sự là hay và thú vị : 
 

 

 

 

    Mục lục :  
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         giác…………………………………………………………………………………82   
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Xung quanh bài toán Ecdôs trong tam giác 
Nguyễn Văn Hiến  

(Thái Bình) 
 

    Bất ñẳng thức trong tam giác luôn là ñề tài rất hay. Trong bài viết nhỏ này, chúng ta 

cùng trao ñổi về một bất ñẳng thức quen thuộc : Bất ñẳng thức Ecdôs. 

Bài toán 1 : Cho một ñiểm M  trong ABC∆ . Gọi cba RRR ,,  là khoảng cách từ M  ñến 

CBA ,,  và cba ddd ,,  là khoảng cách từ M  ñến ABCABC ,,  thì :  

                       ( ) ( )EdddRRR cbacba ++≥++ 2  

Giải : Ta có : 

               

a

bdcd

a

SS

a

SS
dhR

bc

AMCAMB

BMCABC

aaa

+
=

+
=

−
=−≥

22

22

  

Bằng cách lấy ñối xứng M qua phân giác góc A  

    Tương tự :          ( )1















+
≥

+
≥

+
≥⇒

c

bdad
R

b

cdad
R

a

cdbd
R

ab

c

ac

b

bc

a

 

( )⇒++≥







++








++








+≥++⇒ cbacbacba ddd

a

b

b

a
d

a

c

c

a
d

b

c

c

b
dRRR 2 ñpcm. 

Thực ra ( )E  chỉ là trường hợp riêng của tổng quát sau :      

Bài toán 2 : Chứng minh rằng : 

                                ( ) ( )22
k

c

k

b

k

a

kk

c

k

b

k

a dddRRR ++≥++  

với 01 >≥ k   

Giải : Trước hết ta chứng minh : 

Bổ ñề 1 : 0, >∀ yx  và 01 >≥ k  thì : 

                                ( ) ( ) ( )Hyxyx kkkk
+≥+ −12  

Chứng minh :  

( ) ( ) ( ) ( ) 0121121 11 ≥+−+=⇔







+≥








+⇔ −− kkk

k

k
k

k

aaaf
y

x

y

x
H  với 0>= a

y

x
 

Vì ( ) ( ) ( )[ ] 021'
11

=−+=
−− kk

aakaf  1=⇔ a  hoặc 1=k . Với 1=k  thì ( )H  là ñẳng thức 

ñúng. 

Do 0>a  và 01 >> k  thì ta có : 
   ( ) 00 >∀≥ aaf  và 01 >> k  
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( )H⇒  ñược chứng minh. 

Trở lại bài toán 2 : 

Từ hệ ( )1  ta có : 
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+≥ −

k

b

k

ck

k

bck

a
a

cd

a

bd

a

cd

a

bd
R

12  

( Áp dụng bổ ñề ( )H  với 
a

cd
y

a

bd
x bc == ;  ) 

Tương tự :  
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k

a

k
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b

c
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R

b
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b
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R

1

1

2
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( )k

c

k

b

k
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k
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k

c

kk

k

b
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k

a

kk

c
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a
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c
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a
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b
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b
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⇒ñpcm. 

ðẳng thức xảy ra khi ABC∆  ñều và M là tâm tam giác. Áp dụng ( )E  ta chứng minh 

ñược bài toán sau : 

Bài toán 3 : Chứng minh rằng : 

                    ( )3
111

2
111









++≥++

cbacba RRRddd
 

Giải : Thực hiện phép nghịch ñảo tâm M, phương tích ñơn vị ta ñược : 
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=

=

c

b
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R
MC

R
MB

R
MA

1
*

1
*

1
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   và   
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d
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d
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d
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1
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1
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Áp dụng ( )E  trong '''''' CBA∆  : 

( )









++≥++⇔

++≥++

cbacba RRRddd

MCMBMAMCMBMA

111
2

111

***2''''''

 

⇒ñpcm. 

Mở rộng kết quả này ta có bài toán sau : 

Bài toán 4 : Chứng minh rằng : 

                          ( ) ( )42
k

c

k

b

k

a

k

c

k

b

k

a

k
RRRddd ++≥++   
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với 10 −≥> k    

Hướng dẫn cách giải : Ta thấy ( )4  dễ dàng ñược chứng minh nhờ áp dụng ( )2  trong 

phép biến hình nghịch ñảo tâm M, phương tích ñơn vị. ðẳng thức xảy ra khi ABC∆  ñều 

và M là tâm tam giác. 

Bây giờ với 1>k  thì từ hệ ( )1  ta thu ñược ngay : 

Bài toán 5 : Chứng minh rằng : 

( ) ( )52
222222

cbacba dddRRR ++>++  

Xuất phát từ bài toán này, ta thu ñược những kết quả tổng quát sau : 

Bài toán 6 : Chứng minh rằng :  

( ) ( )62
k

c

k

b

k

a

k

c

k

b

k

a dddRRR ++>++   

với 1>k   

Giải : Chúng ta cũng chứng minh một bổ ñề : 
Bổ ñề 2 : 0, >∀ yx  và 1>k  thì : 

                       ( ) ( )Gyxyx kkk
+≥+  

Chứng minh :  

( ) ( ) ( ) 01111 >−−+=⇔+>







+⇔ kk

k

kk

aaag
y

x

y

x
G  (ñặt 0>= a

y

x
) 

Vì ( ) ( )[ ] 1;001' 11
>>∀>−+= −−

kaaakag kk
  

( ) 1;00 >>∀>⇒ kaag   

( )G⇒  ñược chứng minh xong. 

Sử dụng bổ ñề ( )G  vào bài toán ( )6  : 

Từ hệ ( )1  : 
k

b

k

c

k

bck

a
a

cd

a

bd

a

cd

a

bd
R 








+








>








+≥    (ñặt 

a

cd
y

a

bd
x bc == ; ) 

Tương tự : 
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⇒ñpcm. 

Bài toán 7 : Chứng minh rằng :  

                         ( ) ( )72
k

a

k

a

k

a

k

a

k

a

k

a RRRddd ++>++  

với 1−<k   
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Hướng dẫn cách giải : Ta thấy ( )7  cũng ñược chứng minh dễ dàng nhờ áp dụng ( )6  

trong phép biến hình nghịch ñảo tâm M, phương tích ñơn vị. ðẳng thức không thể xảy ra 

trong ( )6  và ( )7 . 

Xét về quan hệ giữa ( )cba RRR ,,  với ( )cba ddd ,,  ngoài bất ñẳng thức ( )E  và những mở 

rộng của nó, chúng ta còn gặp một số bất ñẳng thức rất hay sau ñây. Việc chứng minh 

chúng xin dành cho bạn ñọc : 

    

( )( )( )

( )( )( )ccbbccaabbaacba

cbcabacba

c

ba

b

ca

a

cb

cbacba

dRdRdRdRdRdRRRR

ddddddRRR

R

dd

R

dd

R

dd

dddRRR

+++≥

+++≥

≤
+

+
+

+
+

≥

222
)4

)3

3)2

8)1
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Ứng dụng của ñại số vào việc phát hiện và chứng 

minh bất ñẳng thức trong tam giác 
Lê Ngọc Anh 

(HS chuyên toán khóa 2005 – 2008  

Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, Cần Thơ) 
 

1/ Chúng ta ñi từ bài toán ñại số sau: Với 
 
 
 

x
ππππ

∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,
2222

 ta luôn có: 

 
x x 2x

< tg < < sinx < x
2 2 π

. 

Chứng minh: Ta chứng minh 2 bất ñẳng thức: 
2

sin
x

x
π

>  và 
2

2

x x
tg

π
< . 

ðặt 
1

( ) sinf x x
x

=  là hàm số xác ñịnh và liên tục trong 0,
2

π 
  

. 

Ta có: 
2

os x- sin x
'( )

xc
f x

x
= . ðặt ( ) os x- sin xg x xc=  trong 0,

2

π 
  

 khi ñó 

( ) ( )' sin 0g x x x g x= − ≤ ⇒  nghịch biến trong ñoạn 0,
2

π 
  

 nên ( ) ( )0g x g< =0 với 

0,
2

x
π 

∈  
. Do ñó ( )' 0f x < với 0,

2
x

π 
∀ ∈  

 suy ra ( )
2

2
f x f

π

π

 
> = 

 
 hay 

2
sin

x
x

π
>  

với 0,
2

x
π 

∀ ∈ 
 

. 

ðặt ( )
1

h x tgx
x

=  xác ñịnh và liên tục trên 0,
2

π 
  

. 

Ta có ( )
2 2

sin
' 0

2 os
2

x x
h x

x
x c

−
= > 0,

2
x

π 
∀ ∈ 

 
 nên hàm số ( )h x  ñồng biến, do 

ñó ( )
2 2

x
h x h

π 
< = 

 
 hay 

2

2

x x
tg

π
<  với 0,

2
x

π 
∀ ∈ 

 
. 

Còn 2 bất ñẳng thức 
2 2

x x
tg >  và sin x x<  dành cho bạn ñọc tự chứng minh. 

 Bây giờ mới là phần ñáng chú   ý: 

 Xét ∆ABC : BC = a , BC = b , AC = b . Gọi A, B, C là ñộ lớn các góc bằng radian; 

r, R, p, S lần lượt là bán kính ñường tròn nội tiếp, bán kính ñường tròn ngoại tiếp, nửa 

chu vi và diện tích tam giác; la, ha, ma, ra, tương ứng là ñộ dài ñường phân giác, ñường 

cao, ñường trung tuyến và bán kính ñường tròn bàng tiếp ứng với ñỉnh A... 

 Bài toán 1: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

2 2 2os os os
4

p p
Ac x Bc B Cc C

R R

π
< + + <  
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Nhận xét: 

Từ ñịnh lí hàm số sin quen thuộc trong tam giác ta có: sin sin sin
p

A B B
R

+ + =  và 

bài toán ñại số ta dễ dàng ñưa ra biến ñổi sau 2 2 24
os 2 os sin os

2

A
Ac A tg c A A Ac A

π
< = < , từ 

ñó ñưa ñến lời giải như sau. 

Lời giải: 

Ta có: 2 2 24
os 2 os sin os

2

A
Ac A tg c A A Ac A

π
< = <   ⇒   2os sin

p
Ac A A

R
< =∑ ∑   

và  2 24
os sin os

4

p p
Ac A A Ac A

R R

π

π
> = ⇒ >∑ ∑ ∑ . Từ ñây suy ra ñpcm. 

Trong một tam giác ta có nhận xét sau: 1
2 2 2 2 2 2

A B B C C A
tg tg tg tg tg tg+ + =  kết hợp 

với 
2

2

x x
tg

π
<  nên ta có

2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2

A B B C C A A B B C C A
tg tg tg tg tg tg

π π π π π π
+ + > + + =  ⇒  

2

. . .
4

A B B C C A
π

+ + >  (1). Mặt khác 
2 2

x x
tg >  nên ta cũng dễ dàng có 

1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

A B B C C A A B B C C A
tg tg tg tg tg tg+ + < + + =  từ ñây ta lại có 

. . . 4A B B C C A+ + <  (2). Từ (1) và (2) ta có bài toán mới. 

Bài toán 2: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
2

. . . 4
4

A B B C C A
π

< + + <  

Lưu ý: Khi dùng cách này ñể sáng tạo bài toán mới thì ñề toán là ABC∆  phải là nhọn 

vì trong bài toán ñại số thì 0,
2

x
π 

∀ ∈ 
 

. Lời giải bài toán tương tự như nhận xét ở trên. 

Mặt khác, áp dụng bất ñẳng thức 
( )

2

3

a b c
ab bc ca

+ +
+ + ≤  thì ta có ngay 

( )
2 2

. . .
3 3

A B C
A B B C C A

π+ +
+ + ≤ =  . Từ ñây ta có bài toán “chặt” hơn và “ñẹp” hơn: 

2 2

. . .
4 3

A B B C C A
π π

〈 + + ≤  

Bây giờ ta thử ñi từ công thức la, ha, ma, ra  ñể tìm ra các công thức mới. 

Trong ABC∆  ta luôn có: 2 sin sin sin
2 2

a a

A A
S bc A cl bl= = +  
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 ⇒
1 1 1 1

A 2 2
2 os

2
a

b c b c

l bc b c
bcc

+ +  
= > = + 

 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 sin sin sin
a b c

l l l a b c R A B C

 ⇒ + + > + + > + + 
 

 
1 1 1 1 1 1 1

2
a b c

l l l R A B C

 ⇒ + + > + + 
 

.  

Như vậy chúng ta có Bài toán 3. 

Bài toán 3: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

1 1 1 1 1 1 1

2
a b c

l l l R A B C

 
+ + > + + 

 
 

Mặt khác, ta lại có 
( )2 sin sin

A
2 os 2sin

2 2 2
a

R B Cbc b c

Al
c

π

++
= =

 
− 

 

. Áp dụng bài toán ñại số ta 

ñược: 

( )
( )2

2 2
a

B C
RR B C bc

AA l

ππ
ππ

+
+

> >
− −

⇒
( ) ( )

( )
4

a

R B C R B Cbc

B C l B C

π

π

+ +
> >

+ +
⇒

4

a

bc R
R

l
π

π
> > . 

Hoàn toàn tương tự ta có:
4

c

ab R
R

l
π

π
> >  và

4

b

ca R
R

l
π

π
> > . Từ ñây, cộng 3 chuỗi bất 

ñẳng thức ta ñược: 

Bài toán 4: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

12
3

c a b

R ab bc ca
R

l l l
π

π
< + + <  

Trong tam giác ta có kết quả sin b c
h h

A
c b

= =  , sin c a
h h

B
a c

= =  và sin a b
h h

C
b a

= = , 

mà từ kết quả của bài toán ñại số ta dễ dàng có 2 sin sin sinA B C π< + + < , mà 

( )
1 1

2 sin sin sin aA B C h
b c

 
+ + = + 

 
 

1 1 1 1
b ch h

c a a b

   
+ + + +   

   
 , từ ñây ta có ñược Bài 

toán 5. 
Bài toán 5: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

1 1 1 1 1 1
4 2a b ch h h

b c c a a b
π

     
< + + + + + <     

     
 

Ta xét tiếp bài toán sau:  

Bài toán 6: Chứng minh rằng trong tam giác nhọn ta luôn có: 

( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

4

3

a b c
m m m

A B C A B C
Rπ

+ +
+ + < < + +  
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Nhận xét:Liên hệ với 2

a
m  trong tam giác ta có 

2 2 2
2

2 4
a

b c a
m

+
= − , từ ñó ta suy ra 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 23
3 sin sin sin

4
a b c

m m m a b c R A B C+ + = + + = + + và từ ñưa ñến lời giải. 

Lời giải: 

Áp dụng bài toán ñại số ta ñược:
2

2 2

2

4
sin

x
x x

π
< <  ta lần lượt có:

2
2 2

2

4
sin

A
A A

π
< < , 

2
2 2

2

4
sin

B
B B

π
< <  và 

2
2 2

2

4
sin

C
C C

π
< < .  

Cộng 3 chuỗi bất ñẳng thức trên ta ñược: 

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

4
sin s in sinA B C A B C A B C

π
+ + < + + < + + , mà ta có: 

( )2 2 2 2 2 2 23 sin sin sin
a b c

m m m R A B C+ + = + + ( )
2 2 2

2 2 2

2
sin sin sin ,

3

a b c
m m m

A B C
R

+ +
⇔ = + + từ 

ñây ta ñược:  ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

4

3

a b c
m m m

A B C A B C
Rπ

+ +
+ + < < + +  (ñpcm). 

Bây giờ ta thử sáng tạo một bất ñẳng thức liên quan tới ra, ta có công thức tính ra là 

2
a

A
r ptg= , từ bài toán ñại số 

2

2 2

x x x
tg

π
< <  chắc chắn ta dễ dàng tìm thấy 

2

2

a
rA A

p π
< <  

, tương tự ta cũng có 
2

2

a
rB B

p π
< <  và 

2

2

a
rC C

p π
< < , cộng 3 chuỗi bất  

ñẳng thức ta thu ñược 
( )2

2

a b c
A B Cr r rA B C

p π

+ ++ ++ +
< < và ta thu ñược Bài toán 7. 

Bài toán 7: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

( )2

2

a b c
A B Cr r rA B C

p π

+ ++ ++ +
< <  

Ta tìm hiểu bài toán sau: 

Bài toán 8: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

( ) ( )2 4 2R r aA bB cC R rπ − < + + < −  

Nhận xét: Ta có các kết quả: 
2

a

A
r ptg= , 

2
b

B
r ptg= , 

2
c

C
r ptg= , ( )

2

A
r p a tg= − =  

( ) ( )
2 2

B C
p b tg p c tg= − = −  dẫn ñến 

2
a

A
r r atg= + , 

2
b

B
r r btg= + , 

2
c

C
r r ctg= +  và 

4
a b c

r r r R r+ + = + (các kết quả này bạn ñọc tự chứng minh), từ ñó ta suy ra 

4 3
2 2 2

A A A
R r r ptg ptg ptg+ = + + +  và nhờ kết quả này ta dễ dàng ñánh giá tổng 

aA bB cC+ +  từ bài toán ñại số nên ta dễ có lời giải như sau. 

Lời giải: 
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Ta có: 
2

a

A
r ptg= , 

2
b

B
r ptg= , 

2
c

C
r ptg= , ( ) ( ) ( )

2 2 2

A B C
r p a tg p b tg p c tg= − = − = − , từ 

ñó dẫn ñến 
2

a

A
r r atg= + , 

2
b

B
r r btg= + , 

2
c

C
r r ctg= + . Mà ta lại có: 4

a b c
r r r R r+ + = +  

suy ra 4 3
2 2 2

A A A
R r r ptg ptg ptg+ = + + + . Áp dụng bài toán ñại số ta ñược: 

● ( )
2

4 3 3
2 2 2

A A A
R r r ptg ptg ptg r aA bB cC

π
+ = + + + < + + +

( )2R r aA bB cCπ⇔ − < + +  

● ( )
1

4 3 3
2 2 2 2

A A A
R r r ptg ptg ptg r aA bB cC+ = + + + > + + +

( )4 2R r aA bB cC⇔ − > + +  

Kết hợp 2 ñiều trên ta có ñiều phải chứng minh. 

Sau ñây là các bài toán ñược hình thành từ các công thức quen thuộc ñể các bạn luyện 

tập: 

Bài toán: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

a/ ( ) ( )2 8 2 2p R r aA bB cC p R rπ π π− + < + + < − + . 

b/ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
2

S
p a p b p b p c p c p a S

π
< − − + − − + − − < . 

c/ ( ) ( ) ( )2 2 2

2
abc a p a b p b c p c abc

π
< − + − + − < . 

d/ 
1 1 1 1 1 1

4 2a b cl l l
b c c a a b

π
     

< + + + + + <     
     

. 

 

 

2/Chúng ta xét hàm: ( )
in

x
f x =

s x
  với ( )x 0,∀ ∈ π∀ ∈ π∀ ∈ π∀ ∈ π . 

Ta có ( )f x  là hàm số xác ñịnh và liên tục trong ( )0,π  và ( )'

2

s inx-xcosx

sin
f x

x
= . ðặt 

( ) s inx-xcosxg x = , ( )0,x π∈ , ta có ( )' sin 0g x x x= ≥  ⇒  ( )g x ñồng biến trong ñoạn  

( )0,π  ( ) ( )0 0g x g⇒ > = ( )' 0f x⇒ >  nên hàm ( )f x  ñồng biến . 

Chú ý 3 bất ñẳng thức ñại số: 

1.Bất ñẳng thức AM-GM: 

Cho n số thực dương 1 2, ,...,
n

a a a , ta luôn có: 

1 2
1 2

...
...n n

n

a a a
a a a

n

+ + +
≥  

Dấu “=” xảy ra 1 2 ...
n

a a a⇔ = = = . 

2.Bất ñẳng thức Cauchy-Schwarz: 

Cho 2 bộ n số ( )1 2, ,..., na a a và ( )1 2, ,..., nb b b trong ñó 0, 1,
i

b i n> = . Ta luôn có: 
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( )
222 2

1 21 2

1 2 1 2

...
...

...

nn

n n

a a aaa a

b b b b b b

+ + +
+ + + ≥

+ + +
 

Dấu “=” xảy ra 1 2

1 2

... n

n

aa a

b b b
⇔ = = = . 

 

3.Bất ñẳng thức Cheb yshev: 

Cho 2 dãy ( )1 2, ,..., na a a và ( )1 2, ,..., nb b b cùng tăng hoặc cùng giảm, tức là: 

 
1 2

1 2

...

...

n

n

a a a

b b b

≤ ≤ ≤


≤ ≤ ≤
        hoặc        

1 2

1 2

...

...

n

n

a a a

b b b

≥ ≥ ≥


≥ ≥ ≥
, thì ta có: 

1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...
.n n n n

a b a b a b a a a b b b

n n n

+ + + + + + + + +
≤  

Dấu “ = ” xảy ra 
1 2

1 2

...

...

n

n

a a a

b b b

= = =


= = =
. 

Nếu 2 dãy ñơn ñiệu ngược chiều thì ñổi chiều dấu bất ñẳng thức. 

Xét trong tam giác ABC  có A B≥  (A,B số ño hai góc A,B của tam giác theo 

radian). 

●  A B≥  ⇒   
sin sin

A B

A B
≥ ( theo chứng minh trên thì hàm  ( )

x
f x =

sinx
) 

2 2

A B

a b

R R

⇒ ≥ ⇒  
A a

B b
≥ , mà A B≥ ⇔  a b≥ . Như vậy ta suy ra nếu a b≥  thì

A a

B b
≥   

(i). 

• Hoàn toàn tương tự : a b c≥ ≥  ⇒  
A B C

a b c
≥ ≥  và như vậy ta có 

( )
A

0
B

a b
a b

 
− − ≥ 

 
, ( ) 0

B C
b c

b c

 
− − ≥ 

 
 và ( ) 0

C A
c a

c a

 
− − ≥ 

 
 .Cộng 3 

bất ñẳng thức ta ñược ( ) 0
cyc

A B
a b

a b

 
− − ≥ 

 
∑ ⇔ ( ) ( )2

cyc

A
A B C b c

a
+ + ≥ +∑             (1). 

- Cộng A B C+ +  vào 2 vế của (1) ta thu ñược: 

( ) ( )3
A B C

A B C a b c
a b c

 
+ + ≥ + + + + 

 
            (2) 

- Trừ A B C+ +  vào 2 vế của (1) ta thu ñược: ( ) ( )2
cyc

A
A B C p a

a
+ + ≥ −∑      (3).  

Chú ý rằng A B C π+ + =  và 2a b c p+ + = nên (2) ⇔  3 2
cyc

A
p

a
π ≥ ∑  ⇔    

3

2cyc

A

a p

π
≤∑     (ii), và (3) ( )

2cyc

A
p a

a

π
⇔ − ≤∑     (iii). 
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            ●    Mặt khác ta có thể áp dụng bất ñẳng thức Chebyshev cho 2 bộ số 

, ,
A B C

a b c

 
 
 

 và ( ), , .p a p b p c− − −  Ta có: a b c≥ ≥ ⇒
A B C

a b c

p a p b p c


≥ ≥


 − ≤ − ≤ −

 

( )
( )

3 3 3

cyc

A A B C
p a

p a p b p ca a b c

 − + + − + − + −  ⇒ ≤

∑
⇔ ( )

3

cyc

cyc

A
p

aA
p a

a
− ≤

∑
∑ . Mà 

3

2cyc

A

a p

π
≤∑ ta suy ra: ( )

3

2

3 3

cyc

cyc

A
p p

aA p
p a

a

π

− ≤ ≤

∑
∑  hay ( )

3 2

cyc

cyc

A
p

aA
p a

a

π
− ≤ ≤

∑
∑ (iv). 

●    Ta chú ý ñến hai bất ñẳng thức (ii) và (iii): 

 -Áp dụng bất ñẳng thức AM-GM cho 3 số , ,
A B C

a b c
 ta ñược: 

1

3. .
3

. .cyc

A A B C

a a b c

 
≥  

 
∑  kết 

hợp với bất ñẳng thức (ii) ta suy ra  

1

3. . 3
3

. . 2

A B C

a b c p

π 
≤ 

 
   ⇔   

3
. . 2

. .

a b c p

A B C π

 
≥  
 

 (v). Mặt 

khác, ta lại có

1

3. .
3

. .cyc

a a b c

A A B C

 
≥  

 
∑ , mà theo (v) ta dễ dàng suy ra 

1

3. . 2

. .

abc p

ABC π

 
≥ 

 
, từ ñó ta 

có bất ñẳng thức 
6

cyc

a p

A π
≥∑   (vi). 

 -Áp dụng bất ñẳng thức Cauchy-Schwarz , ta có : 

( )
22 2

cyc cyc

A B CA A

a aA Aa Bb Cc Aa Bb Cc

π+ +
= ≥ =

+ + + +
∑ ∑  (vii), mà ta ñã tìm ñược 

( ) ( )2 8 2 2p R r Aa Bb Cc p R rπ π π− + < + + < − +  (bài tập a/ phần trước) nên 

( )

2

2cyc

A

a p R r

π

π
>

− −
∑     (viii)  (chỉ ñúng với tam giác nhọn). 

 -Áp dụng bất ñẳng thức AM-GM cho 3 số ( ) ( ) ( ), ,
A B C

p a p b p c
a b c

− − −  ta ñược: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

3 3 3
. . . . . . .

3 3 3
. . 4 . 4 .

A B C ABC S ABC S ABC
p a p b p c p a p b p c

a b c abc p S R p R
− + − + − ≥ − − − = = ⇒

( )
2

3
. .

3
4 .cyc

A S A B C
p a

a p S R
− ≥∑ (4)mà ( )

3 2

cyc

cyc

A
p

aA
p a

a

π
− ≤ ≤

∑
∑ (theo iv) nên từ (4) 

3
2

4
3

. . 729 . . .
3

4 . 3 2 4

cyc

cyc

A
p

aS A B C S A B C A
p

p S R R a

π  
⇒ ≤ ≤ ⇔ ≤  

 

∑
∑ ⇒

3

4729 . . . 3

4 2

S A B C
p

R p

π 
≤  

 
  

⇔  354 . . . . .S A B C p Rπ≤  (ix). 
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●   Xét tổng 

2 22

y yx z x z
T

b By a Ax a Ax c Cz c Cz b By

    
= + + + + +        

    
. 

Ta có: 0T ≥   

    ⇔
2 2 2

1 1 1 1 1 1
. . . 2 0

y z z x x y

x a A y b B z c C ab AB bc BC ca CA

+ + +  
+ + − + + ≥ 

 
. 

  ⇔ . . . 2 0
y z bc z x ca x y ab c a b

x aA y bB z cC AB BC CA

+ + +  
+ + − + + ≥ 

 
 

  ⇔ . . . 2
y z bc z x ca x y ab a b c

x aA y bB z cC BC CA AB

+ + +  
+ + ≥ + + 

 
(5). 

Áp dụng bất ñẳng thức AM-GM ta ñược:

1

3 6
3

a b c abc p

ABCBC CA AB π

 
+ + ≥ ≥ 

 
  (6). 

Từ (5) và (6) ta ñược: 
6

. . .
y z bc z x ca x y ab p

x aA y bB z cC π

+ + +
+ + ≥      (7). 

Thay (x, y, z) trong (7) bằng (p-a, p-b, p-c) ta ñược: 

( ) ( ) ( )
12bc ca ab p

A p a B p b C p c π
+ + ≥

− − −
      (x) 

Thay (x, y, z) trong (7) bằng (bc, ca, ab) ta ñược: 
12b c c a a b p

A B C π

+ + +
+ + ≥  (xi). 

3/ Chúng ta xét bất ñẳng thức sau: 
2x

sinx
π

≥≥≥≥  với 
 
  

x
ππππ

∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,∀ ∈ 0,
2222

(phần chứng minh bất 

ñẳng thức này dành cho bạn ñọc). 

Theo ñịnh lí hàm số sin ta có sin
2

a
A

R
=  và kết hợp với bất ñẳng thức trên ta ñược 

2 4

2

a A a R

R Aπ π
≥ ⇔ ≥ , từ ñó ta dễ dàng suy ra 

12

cyc

a R

A π
>∑ . 

4/ Bất ñẳng thức: 
2 2

2 2

sin x π - x

x π + x
≥≥≥≥  với ( ]x∀ ∈ 0,π∀ ∈ 0,π∀ ∈ 0,π∀ ∈ 0,π  (bất ñẳng thức này xem như bài 

tập dành cho bạn ñọc). 

Bất ñẳng thức trên tương ñương 
2

2 2

sin 2
1

x x

x xπ
≥ −

+
 ⇔  

3

2 2

2
sin

x
x x

xπ
≥ −

+
 (1). 

Trong tam giác ta có: 
3 3

sin sin sin
2

A B C+ + ≤  (2) (bạn ñọc tự chứng minh).Từ (1) 

và (2) ta thu ñược 
3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3
sin 2

2 cyc

A B C
A A B C

A B Cπ π π

 
≥ > + + − + + 

+ + + 
∑  ⇒  

3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3
2

2

A B C

A B C
π

π π π

 
> − + + 

+ + + 
⇔

3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3

2 4

A B C

A B C

π

π π π
+ + > −

+ + +
. 
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Mặt khác, áp dụng bất ñẳng thức cho 3 góc A, B, C ta thu ñược 
2 2

2 2

sin A A

A A

π

π

−
>

+
, 

2 2

2 2

sin B B

B B

π

π

−
>

+
 và 

2 2

2 2

sin C C

C C

π

π

−
>

+
, cộng các bất ñẳng thức ta ñược: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin sin sinA B C A B C

A B C A B C

π π π

π π π

− − −
+ + > + +

+ + +
, từ ñây áp dụng ñịnh lí hàm số sin 

sin
2

a
A

R
= ta có

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

a b c

A B CR R R

A B C A B C

π π π

π π π

− − −
+ + > + +

+ + +
 hay 

2 2

2 2
2

cyc

a A
R

A A

π

π

−
>

+
∑ ∑ . 
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Thử trở về cội nguồn của môn lượng giác 
Lê Quốc Hán  

ðại học Sư phạm Vinh 

 
    “Lượng giác học” có nguồn gốc từ Hình học. Tuy nhiên phần lớn học sinh khi học 

môn Lượng giác học (giải phương trình lượng giác, hàm số lượng giác …), lại thấy nó 

như là một bộ phận của môn ðại số học, hoặc như một công cụ ñể giải các bài toán hình 

học (phần tam giác lượng) mà không thấy mối liên hệ hai chiều giữa các bộ môn ấy. 

    Trong bài viết này, tôi hy vọng phần nào có thể cho các bạn một cách nhìn “mới” : 

dùng hình học ñể giải các bài toán lượng giác. 

    Trước hết, ta lấy một kết quả quen thuộc trong hình học sơ cấp : “Nếu G là trọng tâm 

tam giác ABC và M là một ñiểm tùy ý trong mặt phẳng chứa tam giác ñó thì” : 

         ( ) ( )2222222

9

1

3

1
cbaMCMBMAMG ++−++=    (ðịnh lý Lép-nít) 

Nếu OM ≡  là tâm ñường tròn ngoại tiếp ABC∆  thì 2222 3RMBMBMA =++  nên áp 

dụng ñịnh lý hàm số sin, ta suy ra : ( )CBARROG
222222 sinsinsin

9

4
++−=   

               ( ) ( )1sinsinsin
4

9

9

4 22222 







++−=⇒ CBAROG  

Từ ñẳng thức ( )1 , suy ra : 

                       ( )2
4

9
sinsinsin 222 ≤++ CBA  

Dấu ñẳng thức xảy ra khi và chỉ khi OG ≡ , tức là khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

Như vậy, với một kiến thức hình học lớp 10 ta ñã phát hiện và chứng minh ñược bất ñẳng 

thức ( )2 . Ngoài ra, hệ thức ( )1  còn cho ta một “nguồn gốc hình học” của bất ñẳng thức 

( )2 , ñiều mà ít người nghĩ ñến. Bằng cách tương tự, ta hãy tính khoảng cách giữa O và 

trực tâm H của ABC∆ . Xét trường hợp ABC∆  có 3 góc nhọn. Gọi E là giao ñiểm của 

AH với ñường tròn ngoại tiếp ABC∆ . Thế thì : 

( ) HAHEROHOH .22

/ =−=℘  

Do ñó : ( )*.22 HEAHROH −=  

với : 

AR
C

A
CR

C

A
AB

C

AF
AH cos2

sin

cos
sin2

sin

cos
.

sin
====   

và CBABCBKHKHE cotcos2cot22 ===   

           CBR
C

C
BCR coscos4

sin

cos
cossin2.2 ==  

Thay vào ( )*  ta có : 

                   ( )3coscoscos
8

1
8 22 








−= CBAROH  
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Nếu 090=∠BAC  chẳng hạn, thì ( )3  là hiển nhiên. Giả sử ABC∆  có góc A tù. Khi ñó 

( ) HEHAOHROH .22

/ =−=℘  trong ñó ARAH cos2−=  nên ta cũng suy ra ( )3 . 

Từ công thức ( )3 , ta suy ra : 

                                 ( )4
8

1
coscoscos ≤CBA  

(Dấu ñẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆ ñều). Cũng 

như bất ñẳng thức ( )2 , bất ñẳng thức ( )4  ñã ñược phát 

hiện và chứng minh chỉ với kiến thức lớp 10 và có một 

“nguồn gốc hình học” khá ñẹp. Cần nhớ rằng, “xưa 

nay” chưa nói ñến việc phát hiện, chỉ riêng việc chứng 

minh các bất ñẳng thức ñó, người ta thường phải dùng 

các công thức lượng giác (chương trình lượng giác lớp 

11) và ñịnh lý về dấu tam thức bậc hai. 

Có ñược ( )1  và ( )3 , ta tiếp tục tiến tới. Ta thử sử dụng “ñường thẳng Ơle”. 

Nếu O, G, H là tâm ñường tròn ngoại tiếp, trọng tâm và trực tâm ABC∆  thì O, G, H 

thẳng hàng và : OHOG
3

1
= . Từ 22

9

1
OHOG = . 

Từ ( )( )31  ta có : 

                ( ) ( )CBACBA coscoscos81
4

1
sinsinsin

4

9 222 −=++−  

hay   CBACBA coscoscos22sinsinsin 222 +=++  

Thay α2sin  bằng α2cos1−  vào ñẳng thức cuối cùng, ta ñược kết quả quen thuộc : 

                        ( )51coscoscos2coscoscos 222 =+++ CBACBA  

Chưa nói ñến việc phát hiện ra ( )5 , chỉ riêng việc chứng minh ñã làm “nhức óc” không 

biết bao nhiêu bạn trẻ mới làm quen với lượng giác. Qua một vài ví dụ trên ñây, hẳn các 

bạn ñã thấy vai trò của hình học trong việc phát hiện và chứng minh các hệ thức “thuần 

túy lượng giác”. Mặt khác, nó cũng nêu lên cho chúng ta một câu hỏi : Phải chăng các hệ 

thức lượng giác trong một tam giác khi nào cũng có một “nguồn gốc hình học” làm bạn 

ñường ? Mời các bạn giải vài bài tập sau ñây ñể củng cố niềm tin của mình. 

1.  Chứng minh rằng, trong một tam giác ta có 







−=

2
sin

2
sin

2
sin8122 CBA

Rd  trong ñó 

d là khoảng cách giữa ñường tròn tâm ngoại tiếp và nội tiếp tam giác ñó. 

Từ ñó hãy suy ra bất ñẳng thức quen thuộc tương ứng.     

• 2.  Cho ABC∆ . Dựng trong mặt phẳng ABC  các ñiểm 1O  và 2O  sao cho các tam 

giác ABO1  và ACO2  là những tam giác cân ñỉnh 21 ,OO  với góc ở ñáy bằng 030  và 

sao cho 1O  và C ở cùng một nửa mặt phẳng bờ AB, 2O  và B ở cùng một nửa mặt 

phẳng bờ AC. 

a) Chứng minh : 

                         ( )ScbaOO 34
6

1 2222

21 −++=  

b) Suy ra bất ñẳng thức tương ứng : 
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                        CBACBA sinsinsin32sinsinsin 222 ≥++  

3. Chứng minh rằng nếu ABC∆  có 3 góc nhọn, thì : 

                                   2
coscoscos

sinsinsin
<

++

++

CBA

CBA
 

4. Cho tứ diện OABC có góc tam diện ñỉnh O ba mặt vuông, OCOBOA += . 

Chứng minh rằng : 

                  ( ) BACOACOAB ∠=∠+∠ cossin  

(Hãy dùng phương pháp ghép hình) 
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Phương pháp giải một dạng bất ñẳng thức lượng 

giác trong tam giác 

Nguyễn Lái 
GV THPT Lương Văn Chánh – Phú  Yên 

 
    Giả sử ( )CBAf ,,  là biểu thức chứa các hàm số lượng giác của các góc trong ABC∆  

    Giả sử các góc CBA ,,  thỏa mãn hai ñiều kiện : 

         1)   ( ) ( ) 






 +
≥+

2
2

BA
fBfAf   hoặc  ( ) ( ) ( )1

2

2 






 +
≥

BA
fBfAf    

              ñẳng thức xảy ra khi và chỉ khi BA =  

         2)   ( )

















+

≥







+

2

32
3

π
π

C

ffCf   hoặc  ( ) ( )2
2

3

3

2


















+

≥







π

π
C

ffCf   

              ñẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
3

π
=C   Khi cộng hoặc nhân ( )( )21  ta sẽ có bất 

ñẳng thức :  

( ) ( ) ( ) 







≥++

3
3

π
fCfBfAf   hoặc  ( ) ( ) ( ) 








≥

3

3 π
fCfBfAf  

ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi CBA == . Tương tự ta cũng có bất ñẳng thức với chiều 

ngược lại. ðể minh họa cho phương pháp trên ta xét các bài toán sau ñây : 

Thí dụ 1. Chứng minh rằng với mọi ABC∆  ta luôn có :  

                             
4 32

23

sin1

1

sin1

1

sin1

1

+
≥

+
+

+
+

+ CBA
 

Lời giải. Ta có : 

( )
2

sin1

2

sinsin22

4

sinsin2

4

sin1

1

sin1

1

BABABABA +
+

≥
++

≥
++

≥
+

+
+

 

                        ( )3

2
sin1

2

sin1

1

sin1

1

BABA +
+

≥
+

+
+

⇒  

Tương tự ta có : ( )4

2

3sin1

2

3
sin1

1

sin1

1

ππ
+

+

≥

+

+
+

C
C

 

Cộng theo vế ( )3  và ( )4  ta có : 
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3
sin1

4

2

3sin1

1

2
sin1

1
2

3
sin1

1

sin1

1

sin1

1

sin1

1

πππ
+

≥

























+

+

+
+

+

≥

+

+
+

+
+

+
+

C
BACBA

 

                 
4 32

23

sin1

1

sin1

1

sin1

1

+
≥

+
+

+
+

+
⇒

CBA
 

ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

Thí dụ 2. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta luôn có : 

                  

3

3

2
1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 








+≥








+








+








+

CBA
 

Lời giải. Ta có : 

( ) ( ) ( )

2

222

2

2
sin

1
1

cos1

2
1

coscos

2
1

sinsin

1
1

sinsin

1

sinsin

2
1

sinsin

1

sin

1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1



















+
+=











+−
+≥











+−−
+=








+=









++≥+++=








+








+

BABABABABA

BABABABABA

 

                       ( )5

2
sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1

2



















+
+≥








+








+⇒

BABA
 

    Tương tự :      ( )6

2

3sin

1
1

3
sin

1
1

sin

1
1

2























+

+≥



















+







+

ππ
C

C
 

    Nhân theo vế của ( )5  và ( )6  ta có : 

4

2

2

3
sin

1
1

2

3sin

1
1

2
sin

1
1

3
sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1



















+≥























+

+



















+
+≥



















+







+








+








+

πππ
C

BACBA
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3

3

2
1

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 








+≥








+








+








+⇒

CBA
 

    ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC∆  ñều. 

Thí dụ 3. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có : 

                              
64

3

2
sin

2
sin

2
sin 666 ≥++

CBA
 

Lời giải. Trường hợp tam giác ABC tù hoặc vuông. 

    Giả sử { }
2

,,max
π

≥= CBAA , lúc ñó 0
2

cos >
− BA

 và  0
2

3cos >


















+

π
C

. 

    Ta có :  

( )7
4

sin2
2

sin
2

sin
4

sin
2

cos1
8

1

2
cos

2
cos1

8

1

2

coscos
1

8

1

2

2
sin

2
sin

2

2
sin

2
sin

6666

3

3

3

2266

BABABABA

BABABA

BABA

+
≥+⇒

+
=







 +
−≥








 −+
−=







 +
−=


















+

≥
+

 

    Tương tự ta có : ( )8
4

3sin2
2

3sin
2

sin 666

ππ
+

≥+
C

C
 

    Cộng theo vế của ( )7  và ( )8  ta ñược : 

( )9
64

3

6
sin3

2
sin

2
sin

2
sin

8

3sin4
4

3sin
4

sin2
2

3sin
2

sin
2

sin
2

sin

6666

6666666

=≥++⇒

+++
≥


















+

+
+

≥+++

π

πππ

CBA

CBAC
BACBA

    Trường hợp tam giác ABC nhọn, các bất ñẳng thức ( ) ( ) ( )9,8,7  luôn ñúng. 

Thí dụ 4. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta luôn có : 

              ( )( )( )
3

4

6

4

2
22sincossincossincos 










+≤+++ CCBBAA     

Lời giải. Ta có : 

( )( )( ) 







−








−








−=+++

4
cos

4
cos

4
cos22sincossincossincos

πππ
CBACCBBAA  

    nên bất ñẳng thức ñã cho tương ñương với : 
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                 ( )*
4

6

4

2

4
cos

4
cos

4
cos

3











+≤








−








−








−

πππ
CBA  

    - Nếu { }
4

3
,,max

π
≥CBA  thì vế trái của ( )*  không dương nên bất ñẳng thức ñã cho 

luôn ñúng. 

    - Nếu { }
4

3
,,max

π
<CBA  thì : 0

4
cos,0

4
cos,0

4
cos >








−>








−>








−

πππ
CBA  

    nên ( )







−+








−+=








−








− BABABA cos

2
cos

2

1

4
cos

4
cos

πππ
    

           

( )10
42

cos
4

cos
4

cos

42
cos

2
cos1

2

1

2

2









−

+
≤








−








−⇒









−

+
≤
















−++≤

πππ

ππ

BA
BA

BA
BA

 

    Tương tự : 

               ( )11
42

3cos
43

cos
4

cos 2



















−

+

≤







−








−

π
π

πππ
C

C  

    Do ñó nhân theo vế của ( )10  và ( )11  ta sẽ có : 









−≤



















−

+









−

+
≤







−








−








−








−

43
cos

42

3cos
42

cos
43

cos
4

cos
4

cos
4

cos
422 πππ

π
ππππππ

C
BA

CBA

 

             

3

3

4

6

4

2

43
cos

4
cos

4
cos

4
cos 










+=








−≤








−








−








−⇒

πππππ
CBA  

    Do ñó : 

                   ( )( )( )
3

4

6

4

2
22sincossincossincos 










+≤+++ CCBBAA  

              ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC ñều. 

    Mời các bạn tiếp tục giải các bài toán sau ñây theo phương pháp trên. 

               

         Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC, ta có : 

( )Nn
CBA

CBA

n

nnn

∈≥++

≤++

2.3

2
sin

1

2
sin

1

2
sin

1
)2

3

1

2
tan

2
tan

2
tan)1 333
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( )31
4

2

4
cos

4
cos

4
cos)3 +≤++

πC
C

B
B

A
A  

( ) CBACBA coscoscos31
22

1

4
cos

4
cos

4
cos)4

3

+≥







−








−








−

πππ
  

    với ABC∆  nhọn. 
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Chương 5 : 

 

 

Bất ñẳng thức như thế nào là hay ? 

Làm sao có thể sáng tạo bất ñẳng thức ? 

 

 
    Bạn ñọc ñã làm quen với bất ñẳng thức từ THCS. Bước ñầu các bạn có thể chỉ học các 

bất ñẳng thức kinh ñiển : AM – GM, BCS, Jensen, Chebyshev, … hay bắt ñầu ñọc SOS, 

ABC,…Vậy ñã bao giờ bạn ñọc tự hỏi Bất ñẳng thức như thế nào là hay? Làm sao có 
thể sáng tạo bất ñẳng thức ? ðó thực sự là những vấn ñề thú vị ñáng ñể quan tâm và 
bình luận. Sau ñây là một số ý kiến của giáo viên toán, học sinh chuyên toán về vấn ñề 
này : 

 

    

Thầy ðặng Bảo Hòa (GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, Cần Thơ) : 

 

    Bất kỳ bất ñẳng thức nào cũng ñều có cái hay và cái ñẹp riêng của nó. ðặc biệt những 

bất ñẳng thức vận dụng nhiều khía cạnh của cái bất biến trong bất ñẳng thức là bất ñẳng 

thức hay!!! 

 

Thầy Trần Diệu Minh (GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, Cần Thơ) :  

 

    Từ bất ñẳng thức ban ñầu mà suy ra ñược nhiều bất ñẳng thức khác là bất ñẳng thức 

hay!!! 

 

Cô Tạ Thanh Thủy Tiên(GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, Cần Thơ) 

 

    Bất ñẳng thức là một trong những ñề tài ñược nhiều người quan tâm nhất. Quan hệ của 

chúng rất rộng, ñi sâu vào là rất khó.Việc chứng minh bất ñẳng thức lỏng là tương ñối dễ, 
còn việc làm chặt chúng mới là một công việc khó khăn và ñầy ký thú!!! 

 

Thầy Trần Phương (Gð Trung tâm hỗ trợ nghiên cứu và phát triển các sản phẩm trí 
tuệ, là tác giả nhiều cuốn sách hay về toán học sơ cấp) : 

 

    Chứng minh bất ñẳng thức là công việc ñòi hỏi trí thông minh sáng tạo và sự khéo léo. 

 

Phạm Kim Hùng (SV khóa 9 Cử nhân tài năng – Trường ðHKHTN – ðHQGHN, là tác 

giả cuốn sách “Secrets in Inequalities”(Sáng tạo bất ñẳng thức) nổi tiếng) : 
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ðiều khó khăn nhất khi chúng ta tiếp cận với bất ñẳng thức là sự khẳng ñịnh nó có ñúng 

hay không. Thực tế thì khi giải một bài toán mang tính “giả thuyết” là một việc khá mạo 

hiểm và mất nhiều thời gian, thậm chí sau những cố gắng như vậy thì kết quả thu ñược 

chỉ là một phản ví dụ chứng minh bất ñẳng thức sai. Nhưng trong toán học thì những ñiều 

như thế này hoàn toàn rất bình thường và các bạn không cần phải e ngại khi tự phủ ñịnh 

một bài toán mình ñặt ra như vậy cả, vì ñó sẽ là bước ñầu tiên ñể bạn sáng tạo ra ñược 

một bài toán hay và có ý nghĩa.  

 

Lê Hoàng Anh (HS chuyên toán khóa 2004 – 2007 Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, 

Cần Thơ ) :     

 

Bất ñẳng thức là một mảng toán rất khó, nhưng lại là sân chơi ñể cho những học sinh giỏi 

toán thể hiện năng lực của mình. 

 

Nguyễn Huỳnh Vĩnh Nghi (HS chuyên toán khóa 2004 – 2007 Trường THPT chuyên Lý 
Tự Trọng, Cần Thơ ) : 

 

Bất ñẳng thức hay là bất ñẳng thức có những phát biểu ñẹp và cách chứng minh thật ñặc 

sắc, có thể khơi gợi trong những học sinh giỏi toán phát triển và tổng quát bài toán. 

 

Lê Ngọc Anh (HS chuyên toán khóa 2005 – 2008 Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, 

Cần Thơ ) : 

 

Sáng tạo bất ñẳng thức là tập hợp các nghiên cứu rời rạc, các bất ñẳng thức ñơn lẻ rồi 
“biến hoá” ra một bất ñẳng thức mới. Khi ñó ta sẽ càng ngày càng làm chặt nó hơn. Cuối 
cùng ta sẽ có một bất ñẳng thức nhìn vào là hết biết ñường làm. ☺ 

 

Trần ðăng Khuê (HS chuyên toán khóa 2005 – 2008 Trường THPT chuyên Lý Tự 
Trọng, Cần Thơ ) : 

 

Lấy ý tưởng từ một bất ñẳng thức khác (khó!) và phát biểu dưới một cách khác sau khi ñã 
áp dụng một số bổ ñề.Tất nhiên khi ñó trình ñộ phải cao hơn, cách làm phải khó hơn, thế 
mới là sáng tạo !!! 

 

Lê Phước Duy (HS chuyên toán khóa 2005 – 2008 Trường THPT chuyên Lý Tự Trọng, 

Cần Thơ ) : 

 

Bất ñẳng thức có tính tổng quát, khó, ñẹp là bất ñẳng thức hay!!! 

 

Huỳnh Hữu Vinh (HS chuyên toán khóa 2005 – 2008 Trường THPT chuyên Lý Tự 
Trọng, Cần Thơ ) : 

 

Những bất ñẳng thức ở dạng tổng quát mà trường hợp ñặc biệt của nó là những bất ñẳng 

thức cơ bản, quen thuộc là bất ñẳng thức hay!!! 
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Chương 6 : 

 

 

Hướng dẫn giải bài tập 
 

 

 

 

1.4.1.         

    Chứng minh 
( )

9

cotcotcot
cotcotcot

3

333 CBA
CBA

++
≥++   

                  và   3cotcotcot ≥++ CBA  

 

1.4.2. 

 

    Xét hàm ( )
4

sin
x

xf =  với ( )π;0∈x  

    Chứng minh ( ) 0'' <xf  và 
2

32

12
sin

−
=

π
 

    Cuối cùng sử dụng  Jensen. 

 

1.4.3. 
 

    Ta ñã có : 
2

33
sinsinsin ≤++ CBA   

           và theo AM – GM thì : ( ) 9
sin

1

sin

1

sin

1
sinsinsin ≥








++++

CBA
CBA  

 

1.4.4 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                   

( )

8

1

2
sin

2
sin

2
sin

4

7

2
sin

2
sin

2
sin2coscoscos3

≤⇔

≥+++−

CBA

CBA
CBA

     

 

1.4.5. 
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    Chứng minh 
CBA

CBA
CBA

sinsinsin2

sinsinsin
cotcotcot

222 ++
=+++   

                và     
4

9
sinsinsin 222 ≤++ CBA   

 

1.4.6. 

 

    ðể ý 0
2

cos
2

cos
2

cos >
CBA

 nên bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

           

( )( )( ) CBAACCBBA

CBA
ACCBBACBA

sinsinsin8sinsinsinsinsinsin

sinsinsin8
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos8

≥+++⇔

≥
−−−

 

    Tiếp theo dùng AM – GM ñể chứng minh tiếp.  

 

1.4.7. 
 

    ðặt 1
2

tan;
2

tan;
2

tan =++⇒=== zxyzxy
C

z
B

y
A

x  

    Theo BCS thì : ( ) ( )22222223 zxyzxyxzzyyx ++≥++  

                              ( )1
3

1222222 ≥++⇒ xzzyyx  

    Theo AM – GM thì : 

                  ( )2133
33

1

3
3 222 ≤⇔≤⇒≥

++
xyzxyzzyx

zxyzxy
 

    Từ ( )1  suy ra : 
3

4
1 222222 ≥+++ xzzyyx   và theo ( )2  có xyz34

3

4
≥  

    Dẫn ñến : 

           

( )
( )( )( ) ( )( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

CBACBA

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

xyzzyxzyx

xyzxzzyyx

xyzxzzyyx

sinsinsin3coscoscos1

1

2

1

2

1

2
3

1

1

1

1

1

1
1

38111111

3822

341

2222

2

2

2

2

2

222222

222222

222222

≥+⇔

+
⋅

+
⋅

+
≥

+

−
⋅

+

−
⋅

+

−
+⇔

≥−−−++++⇔

≥+++⇔

≥+++

 

 

1.4.8. 
 
    Theo AM – GM chứng minh ñược : 

                   







+

−
+

−
+

−
≥









−
+

−
+

− pcpbpapcpbpap

3111
3

111
4  
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         và   ⇒≥







+

−
+

−
+

− Spcpbpap

3 343111
3 ñpcm. 

 

1.4.9. & 1.4.10. 

 

    Ta có :  ( ) ( ) ( )222
22

232 cbaama ++=+  

                        

32

1

32
222

222

cba

am

cba
am

a

a

++
≥⇒

++
≤⇒

 

         

( )

( )











++
≥

++
≥

⇒

2
32

1
32

222

2

222

2

cba

m

a

m

cba

a

m

a

aa

a  

    Tương tự ( )1 : 

                   

222

2

222

2

32

32

cba

c

m

c

cba

b

m

b

c

b

++
≥

++
≥

    32≥++⇒
cba m

c

m

b

m

a
 

    Tương tự ( )2  :  

                   

222

2

222

2

32

32

cba

m

c

m

cba

m

b

m

cc

bb

++
≥

++
≥

    
2

33
≥++⇒

c

m

b

m

a

m cba  

 

1.4.11. 

 

    Chứng minh : 
( )( )

( )2

222 22

cb

bcacbap
lm aa

+

−+−
=  

           và  ( ) ( ) ( )
4

22

224

222 cbacb
bcacb

+−+
≥−+  

                    ( )applm aa −≥⇒  

    Tương tự cho bblm  và cclm  rồi cộng các bất ñẳng thức lại ⇒ñpcm. 

 

1.4.12. 
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    Ta có : 

2

1

1

2

2

2 cb
a

ma

cb
m

a

a +
>⇒

+
<  

           ⇒≥
+

+
+

+
+









++

>++⇒
abcbaaccb

cba

mcmbma cba

3

222

111

111 222

222
ñpcm. 

 

1.4.13. 

 

    Theo AM – GM thì : ( )( ) ⇒≤−−
4

2
c

bpap ñpcm. 

 

1.4.14. 

 

    Chứng minh : 
rhhh aaa

1111
=++  rồi dùng AM – GM. 

 

1.4.15. 
 
    Xét hàm ( ) ( )π;0sin ∈∀= xxxf  có ( ) 0'' <xf  

    Áp dụng Jensen thì : 
4

sin3sin

4

3
sin

BABA +
≥

+
    

    Áp dụng AM – GM thì : 4 3sinsin
4

sin3sin
BA

BA
≥

+
 

    Từ ñó suy ra ñpcm. 

 

2.6.1. 

 

    Chú ý ( ) 03
2

≥−+ OCOBOA  với O là tâm ñường tròn ngoại tiếp ABC∆ . 

 

2.6.2. 
 

    Chú ý ( ) 032
2

≥++ OCOBOA  

 

2.6.3. 

 

    Chú ý ( )( ) 0215
2

≥−++ OCOBOA  

 

2.6.4. 
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    Giả sử 
3

2π
≥A  

    Chứng minh : 







−+≥++

44
tan2

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

AACBA π
 

    Xét ( ) 







−+=

44
tan2

2
tan

AA
Af

π
 

    Dễ thấy : ( ) ( )xfxf ⇒> 0''  ñồng biến trên 






π

π
;

3

2
 

    mà ( ) 34
3

2
32

12
tan2 −=








≥⇒−=

ππ
fAf   

 

2.6.5. 
 
    Dễ thấy :  

( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )2222222

2

2

111

16

4

4

1

acbcbabacbacacbcba

bacacbcba

S

p

r −−
+

−−
+

−−
=

−+−+−+

−++−++−+
==

 

    ⇒ñpcm. 

 

2.6.6. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                    ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0222 ≥−−+−−+−− bcaccabcbbcabaa  

 

2.6.7. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                     ( )( )( ) 0>−+−+−+ bacacbcba  

 

2.6.8. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                     3cotcotcot ≥++ CBA  

 

2.6.9 

 

    Chứng minh ( ) xxf tan=   tăng trên 








2
;0

π
 








≥≥

≥≥

⇒

2
tan

2
tan

2
tan

CBA

cba

 

    Tiếp theo sử dụng Chebyshev ⇒ñpcm. 
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2.6.10. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                              
33

1

2
tan

2
tan

2
tan ≤

CBA
 

 

2.6.11. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                           ( )( ) abccbacba 9222 ≥++++  

 

2.6.12. 

 

    Ta có : ( )( ) ( )AARACBARma

22222
coscos21coscoscos21 ++≤+−+=  

                ( )ARma cos1+≤⇒  

         ( ) rRCBARRmmm cba +=+++≤++⇒ 4coscoscos3  

 

2.6.13. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                            
8

1

2
sin

2
sin

2
sin ≤

CBA
 

 

2.6.14. 
 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

              ( ) 02cos22cos2cos2 222 ≥++++ zyAyzBzCyxx  

    với cpzbpyapx −=−=−= ,,   

    Xét ⇒∆' ñpcm. 

 

2.6.15. 
 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

               

( )*
2

tan
2

tan
2

tantantantan

2
cot

2
cot

2
cottantantan

BAACCB
CBA

CBA
CBA

+
+

+
+

+
≥++⇔

≥

 

    Xét ( ) 







∈∀=

2
;0tan
π

xxxf  

    Theo Jensen thì : ⇒
+

≤
+

2

tantan

2
tan

BABA
ñpcm. 
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    Chứng minh các bất ñẳng thức sau rồi xét khi dấu bằng xảy ra : 

3.3.1.  
4

3
coscoscoscoscoscos ≤++ ACCBBA  

3.3.2.   CBACBA sinsinsin2sin2sin2sin ++≤++  

3.3.3.   CBA
CBA

tantantan
2

1

2

3

2sin

1

2sin

1

2sin

1
+≥++   

3.3.4.   

2
tan

2
tan

2
tan

cotcotcot

222
2

222

CBA

cba

CBA

cba
≤









++

++
 

3.3.5.   
2

1coscoscos
≤

++

++

cba

CcBbAa
 

3.3.6.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abcmmm cba ≥  

3.3.7.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abclll cba ≤  

3.3.8.   S
C

ab
B

ca
A

bc 12
2

cot
2

cot
2

cot ≥++  

3.3.9.   
9

326
5

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 +≥








+








+








+

CBA
 

3.3.10.  
( ) 36

1

sinsinsin

sinsinsin
2

≤
++ CBA

CBA
 

  

 
     

 
     

 

 


