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GIÔÙI THIEÄU MOÂN HOÏC
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1. Muïc tieâu moân hoïc: Giaùo trình
“Moâ hình hoùa moâi tröôøng” cung caáp
caùc kieán thöùc cô baûn trong moâ hình
hoùa moâi tröôøng. Giaùo trình naøy ñöôïc
trang bò cho sinh vieân cuõng nhö hoïc
vieân cao hoïc ngaønh moâi tröôøng sau khi
ñaõ ñöôïc hoïc caùc giaùo trình cô sôû nhö
toaùn cao caáp, toaùn öùng duïng trong moâi
tröôøng, cô löu chaát.  
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n Keøm theo coù 02  phaàn meàm thöïc haønh moâ
hình hoùa moâi tröôøng .

n Phaàn meàm thöù nhaát bao goàm tính toaùn caùc
lôøi ghi giaûi tích cuûa giaùo trình treân, giaûi baøi
toaùn thuûy löïc moät chieàu baèng phöông trình
soá,  baøi toaùn lan truyeàn chaát baèng caùc sô ñoà
tính khaùc nhau vaø so saùnh vôùi nghieäm giaûi
tích, cuøng vôùi moät soá tieän ích khaùc nhau
nhö ñoà thò, in aán, …
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n Phaàn meàm thöù hai goàm caùc noâi dung tính
toaùn oâ nhieãm khoâng khí ñoái vôùi moät nguoàn
ñieãm cao, nhieàu nguoàn ñieåm, tính toaùn caùc
thoâng soá khí töôïng phuïc vuï moâ hình,…
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2. Thôøi gian hoïc: goàm 30 tieát lyù thuyeát vaø 15 tieát
thöïc haønh treân maùy tính. 

3. Noäi dung moân hoïc: goàm 8 chöông vaø 2 
phaàn meàm. 

4. Kieåm tra: Thi vaán ñaùp vaø treân maùy tính.
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n Chöông I. MÔÛ ÑAÀU
n Chöông II.  ÑOÄNG HOÏC PHAÛN ÖÙNG
n Chöông III.  PHÖÔNG TRÌNH CAÂN BAÈNG 
KHOÁI LÖÔÏNG
n Chöông IV.  HEÄ TAÙC ÑOÄNG TIEÁN
n Chöông V.  HEÄ TAÙC ÑOÄNG LUØI
n Chöông VI. SÖÏ PHAÂN TAÙN
n Chöông VII .LÔØI GIAÛI GIAÛI TÍCH CHO 
MOÄT SOÁ TRÖÔØNG HÔÏP
n Chöông VIII. OÂ NHIEÃM KHOÂNG KHÍ



7

1. Vai troø, yù nghóa moâ hình hoùa moâi tröôøng:

Ø Phaân tích hieän traïng.
Ø Ñaùnh giaù xu höôùng bieán ñoåi cuûa moâi tröôøng.
Ø Ñaùnh giaù taùc ñoäng moâi tröôøng ÑTM.
Ø Caùc böôùc xaây döïng moâ hình hoùa.

2. Moät soá khaùi nieäm cô baûn.
3. Taùc nhaân ñoàng nhaát (heä soá ñoàng nhaát).
4. Nguyeân lyù baûo toaøn vaø caân baèng khoái löôïng.
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1.Ñoäng hoïc phaûn öùng.
2.Phaûn öùng baäc 0, 1, 2, baäc n.

Ø Phaûn öùng baäc 0.
Ø Phaûn öùng baäc 1.
Ø Phaûn öùng baäc 2.
Ø Phaûn öùng baäc n.
Ø Phaân tích soá lieäu xaùc ñònh toác ñoä phaûn öùng.

Ø Phöông phaùp tích phaân.
Ø Phöông phaùp vi phaân.
Ø Phöông phaùp giaù trò ñaàu.
Ø Phöông phaùp baùn phaân raõ.
Ø Caùc phöông phaùp khaùc.

Ø AÛnh höôûng cuûa nhieät ñoä.
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1.Phöông trình caân baèng khoái löôïng cho heä troän toát

Ø Söï bieán ñoåi vaät chaát.
Ø Caùc nguoàn taûi naïp.
Ø Doøng ra. 
Ø Phaûn öùng.
Ø Laéng ñoïng.

2.Lôøi giaûi cho heä oån ñònh

Ø Haøm chuyeån ñoåi vaø thôøi gian toàn taïi.
Ø Haøm soá chuyeån ñoåi.
Ø Thôøi gian toàn taïi.

Ø Söï bieán ñoåi chaát oâ nhieãm theo thôøi gian.
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3.Nghieäm rieâng

Ø Taûi naïp xung.
Ø Taûi naïp baäc thang.
Ø Taûi naïp tuyeán tính.
Ø Taûi naïp muõ.
Ø Taûi naïp hình sin.
Ø Nghieäm toång coäng.
Ø Chuoãi Fourie.
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1. Phöông trình caân baèng khoái löôïng.

2. Heä khoâng oån ñònh.

3. Caùc phaûn öùng cuûa heä tieán.
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1. Phöông trình caân baèng khối lượng.

2. Ñoái vôùi heä nhieàu loø.

3. Söï bieán ñoåi theo thôøi gian.

4. Caùc phaûn öùng thuaän nghòch

Ø Heä ñoùng.
Ø Heä môû.
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1. Söï chuyeån taûi vaø phaân taùn.

2. Ñònh luaät thöù nhaát cuûa Fick. 

3. Moâ hình vònh – hoà.
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1.Heä oån ñònh
Ø Tröôøng hôïp lyù töôûng.
Ø Doøng chaûy taàng.  
Ø So saùnh giöõa moâ hình loø troän toát vaø tröôøng hôïp  

doøng chaûy taàng. 
Ø Quaù trình chuyeån taûi vaø khueách taùn.
Ø Moät soá öùng duïng cuûa  doøng chaûy taàng  cho soâng 

suoái.
Ø Moät soá öùng duïng cho vuøng cöûa soâng ñoái vôùi moâ 

hình loø trộn tốt.
2.Heä khoâng oån ñònh

Ø Khi khoâng coù khueách taùn roái. 
Ø Caùc moâ hình lan toûa.

3.Moät soá coâng thöùc aùp duïng.
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1.Phöông trình lan truyeàn oâ nhieãm khoâng khí
Ø Phöông trình cô baûn.
Ø Ñôn giaûn hoùa phöông trình lan truyeàn.
Ø Nghieäm giaûi tích.

2. Phöông phaùp GAUSS.
Ø Coâng thöùc cô sôû.
Ø Söï bieán daïng moâ hình GAUSS (ñoåi goác toïa ñoä, tính 

ñeán söï phaûn xaï noàng ñoä) cöïc ñaïi chaát oâ nhieãm
Ø Heä soá khuyeách taùn vaø ñoä oån ñònh khí quyeån.

3. Caùc coâng thöùc phuï trôï.
Ø Chieàu cao hieäu quaû oáng khoùi.
Ø Quaù trình laéng ñoïng.
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4. Phöông phaùp Berliand M.E.

Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm ñoái vôùi khí vaø buïi nheï.
Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm ñoái vôùi buïi naëng.
Ø Coâng thöùc tính vaän toác gioù theo ñoä cao.
Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm trong ñieàu kieän khoâng gioù.

5. Noàng ñoä chaát oâ nhieãm do nhieàu nguoàn thaûi gaây ra

Ø Taàn suaát gioù, heä soá trung bình.
Ø Tính toaùn noàng ñoä chaát oâ nhieãm theo taàn suaát gioù.
Ø Tính toaùn noàng ñoä töông ñoái toång coäng do nhieàu 

nguoàn ñieåm cao gaây ra.



1

Chương 1:

MỞ ĐẦU
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I. Vai troø, yù nghóa moâ hình hoùa moâi tröôøng:
Ø Phaân tích hieän traïng.
Ø Ñaùnh giaù xu höôùng bieán ñoåi cuûa moâi tröôøng.
Ø Ñaùnh giaù taùc ñoäng moâi tröôøng ÑTM.
Ø Caùc böôùc xaây döïng moâ hình hoùa.

II. Moät soá khaùi nieäm cô baûn.
III. Taùc nhaân ñoàng nhaát (heä soá ñoàng nhaát).
IV. Nguyeân lyù baûo toaøn vaø caân baèng khoái löôïng.
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I. Vai troø, yù nghóa moâ hình hoùa moâi tröôøng
� Phaân tích hieän traïng : döï ñoaùn coù cô sôû veà

chaát löôïng moâi tröôøng moät caùch lieân tuïc veà
khoâng gian vaø thôøi gian
� Ñaùnh giaù xu höôùng bieán ñoåi cuûa moâi tröôøng: 
� xöû lyù moät löôïng thoâng tin lôùn trong thôøi gian 

cöïc ngaén, 
� thoâng tin ñaàu ra laø nhöõng thoâng soá moâi tröôøng 

bieán ñoåi theo thôøi gian vöøa mang tính ñònh 
tính vöøa mang tính ñònh löôïng moät caùch chính 
xaùc.

� Ñaùnh giaù taùc ñoäng moâi tröôøng: ñònh löôïng 
hoùa nhöõng taùc ñoäng moät caùch cuï theå hôn. 
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I.2. Caùc böôùc xaây döïng moâ hình hoùa

Moâi TröôøngÑaàu 
vaøo

Ñaàu ra
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Caùc xem 
xeùt khaùc

- Böùc tranh moâi tröôøng toaøn 
caûnh.
- Xaùc ñònh vaán ñeà?
- Nguyeân nhaân oâ nhieãm Moâi 
tröôøng?

- Tính chaát oâ nhieãm ntn?
- Möùc ñoä aûnh höôûng?
- Xem xeùt dieãn bieán xu höôùng
- Ñaùnh giaù taùc ñoäng
- Ñaùnh giaù ruûi ro

- Xaùc ñònh ñoái töôïng taùc ñoäng.
- Caùch thöùc taùc ñoäng
- Thieát keá chöông trình quaûn 
lyù
- Laäp keá hoïach thöïc hieän
- Thu nhaän keät quaû phaûn hoài

Xem xeùt phaân tích 
thoâng tin moâi tröôøng.

Quan traéc coù noäi 
dung, muïc ñích cuï theå

Taùc ñoäng quaûn lyù
(chöông trình quaûn lyù)

Quan traéc toång theå hieän 
traïng moâi tröôøng

- Döï aùn KTXH
- Hoïat ñoäng sx
- Hoïat ñoäng khai thaùc 
taøi nguyeân

- Khoâng caáp pheùp ñaàu tö
- Taùc ñoäng phaùp lyù
- Loaïi boû

Caáp pheùp ñaàu tö
Cho pheùp hoïat ñoäng

Hình I-1: Sô ñoà khoái moâ taû caáu truùc cuûa heä thoáng 
quaûn lyù moâi  tröôøng. 
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Phaàn meàm  + Phaàn cöùng

³+ ¿
§Thoâng tin ñònh tính, ñònh löôïng.
§Phaïm vi aûnh höôûng: dieän tích,vò 
trí..theå hieän baèng baûn ñoà.
§Ñoái töôïng bò taùc ñoäng: möùc ñoä taùc 
ñoäng vaøo töøng ñoái töôïng cuï theå.
§Dieãn bieán lan truyeàn, bieán ñoåi 
theo khoâng gian vaø thôøi gian.
§Xaùc ñònh nhöõng ruûi ro cuï theå : cuï
theå hoùa nhöõng ruûi ro, öôùc löôïng 
ñöôïc taàn xuaát moät caùc chính xaùc 
hôn. Neù traùnh ñöôïc ruûi ro.

Giaûi phaùp quaûn lyù cuï theå, hoøan 
thieän, hieäu quaû

§Thoâng tin mang tính ñònh tính,
§Thieáu tính cuï theå.
§Khoâng coù ñöôïc söï cô sôû vöõng 
chaéc cho nhöõng phaân tích saâu( veà
lan truyeàn, bieán ñoåi, phaïm vi möùc 
ñoä taùc ñoäng.

Caùc giaûi phaùp quaûn lyù coøn haïn cheá
veà söï hieäu quaû

Xem xeùt phaân tích thoâng 
tin moâi tröôøng.
“Nhö theá naøo”

§Tính chaát oâ nhieãm ntn?
§Möùc ñoä aûnh höôûng?
§Xem xeùt dieãn bieán xu 
höôùng
§Ñaùnh giaù taùc ñoäng
§Ñaùnh giaù ruûi ro

Soá lieäu ñaàu vaøo veà:
Bieán moâi tröôøng
Thoâng soá ño ñaïc

Soá lieäu ñaàu vaøo veà:
Caùc thoâng soá tính toaùn.
Öôùc löôïng, coâng suaát, taûi löôïng

Moâ hình

Hình 1.2: Sô ñoà khoái moâ 
taû caáu truùc cuûa MMH vaø
so saùnh vôùi phaân tích 
ñònh tính 



7

Sô ñoà quaù trình quaûn lyù nguoàn nöôùc:
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I.3. Moät soá khaùi nieäm cô baûn:

• _ Khoái löôïng: löôïng chaát thaûi trong heä ñöôïc 
moâ taû baèng khoái löôïng cuûa chuùng.

• _ Noàng ñoä:

•C: Noàng ñoä[ML-3]
•m: khoái löôïng [M]
•V: Theå tích [L3]

mC
V

=



9

Moät vaøi giaù trò cuûa caùc yeáu toá chaát löôïng nöôùc 
vôùi ñôn vò ño löôøng cô baûn:

� S ‰ [‰]  ⇔ [g/l]  ⇔ [kg/m3]  ⇔ [ppt]
� DO, BOD, NO2  [mg/l] ⇔ [g/m3]  ⇔ [ppm]
� PO4,Chla, Toxics [μg/l] ⇔ [mg/m3]  ⇔ [ppb]
� Toxic [ng/l] ⇔ [μg/m3] ⇔ [pptr]
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Ñònh nghóa taûi löôïng, löu löôïng vaø thoâng löôïng

Taûi löôïng W=Q.C (1.2) Löu löôïng Q=AcU  (1.3)

Q

C

UAC

U

C

Thoâng löôïng   J=U.C (1.4)
Thoâng löôïng laø khoái löôïng treân moät ñôn vò dieän tích trong 
moät ñôn vò thôøi gian: 

c c

m WJ
tA A

= =

W: taûi löôïng [M/T].
C: noàng ñoä [M/L3].
Q: löu löôïng [L3/T].

U: vaän toác [L/T].
t: thôøi gian [T].
AC: dieän tích maët caét [L2].
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I.4. Taùc nhaân ñoàng nhaát (heä soá ñoàng nhaát)

� Moái lieân heä giöõa taûi löôïng vaø noàng ñoä, phuï
thuoäc moái lieân heä giöõa caùc quaù trình vaät lyù, hoaù
hoïc, sinh hoïc. 
• C=f(W, vaät lyù, hoaù hoïc, sinh hoïc, …)
� Daïng tuyeán tính:

1C W
a

=

a: moät nhaân toá (taùc nhaân ñoàng nhaát) ñaëc tröng cho 
caùc quaù trình vaät lyù, hoaù hoïc, sinh hoïc.
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I.5. Nguyeân lyù baûo toaøn vaø caân baèng khoái löôïng:

•Phöông trình caân baèng khoái löôïng.

•Söï tích tuï =  söï taûi naïp  ± lan truyeàn ± phaûn öùng.

•Taát caû bieán ñoåi vaät chaát xaûy ra trong giôùi haïn cuûa 
heä vaø xaûy ra beân trong heä
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CHÖÔNG 2

ÑOÄNG HOÏC PHAÛN ÖÙNG
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I. Ñoäng hoïc phaûn öùng.
II. Phaûn öùng baäc 0, 1, 2, baäc n.

Ø Phaûn öùng baäc 0.
Ø Phaûn öùng baäc 1.
Ø Phaûn öùng baäc 2.
Ø Phaûn öùng baäc n.
Ø Phaân tích soá lieäu xaùc ñònh toác ñoä phaûn öùng.

Ø Phöông phaùp tích phaân.
Ø Phöông phaùp vi phaân.
Ø Phöông phaùp giaù trò ñaàu.
Ø Phöông phaùp baùn phaân raõ.
Ø Caùc phöông phaùp khaùc.

Ø AÛnh höôûng cuûa nhieät ñoä.



3

Caùc loaïi phaûn öùng:

üPhaûn öùng xaûy ra giöõa nhieàu theå traïng (pha).

üPhaûn öùng ñoàng nhaát: giöõa moät theå traïng (raén, 

loûng hoaëc khí).

üPhaûn öùng thuaän nghòch, phaûn öùng moät chieàu.
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II.1. Ñoäng hoïc phaûn öùng
• Theo ñònh luaät hoaït ñoäng khoái löôïng, toác ñoä cuûa 
phaûn öùng laø tích cuûa haèng soá phuï thuoäc nhieät ñoä K vaø
1 haøm noàng ñoä chaát phaûn öùng

( , ,...)A
A B

dC Kf C C
dt

= −

� A, B... laø caùc chaát phaûn öùng. 
� Haøm soá f(CA,CB,…) ñöôïc xaùc ñònh baèng thöïc nghieäm

A
A B

dC KC C
dt

α β= −

α, β laø baäc cuûa chaát phaûn öùng A, B
K laø heä soá phaûn öùng.
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Xeùt 1 chaát phaûn öùng

C: noàng ñoä chaát phaûn öùng.
• n: baäc cuûa phaûn öùng.

ndC KC
dt

= −



6

Phaûn öùng baäc 0

• Giaûi phöông trình vi phaân treân vôùi ñieàu kieän 
t=0 : C=C0

dC K
dt

= −

0 0

0

C t

C t

dC Kdt

C Kt C

= −

= − +

∫ ∫
K

C0

0C C Kt= −
⇒ Phaûn öùng baäc 0 coù daïng laø ñöôøng thaúng 
⇒ Noàng ñoä tæ leä nghòch vôùi thôøi gian.

(ñôn vò K laø ML-3T-1)
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Phaûn öùng baäc 1

• Giaû söû t=0 , C = C0

dC KC
dt

= − (ñôn vò K  laø T-1)

dC Kdt
C

= −

Laáy tích phaân phöông trình treân ta ñöôïc:
lnC - lnC0 = -Kt

0

KtC e
C

−⇔ =

0
KtC C e−=

Ñoà thò phaûn öùng baäc 1 coù daïng haøm muõ giaûm ñeàu vaø
t → ∞ : C → 0

0 t

C

C0



8

Ñoåi logarit coù cô soá e thaønh logarit coù cô soá 10

ln lnlog
ln10 2.3025

x xx = =

'
010 K tC C −=

'
2.3025

KK =

Ta ñöôïc: 2.3025(logC-logC0)=-K’t
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Phaûn öùng baäc 2

• Giaû söû t=0 :  C = C0

2dC KC
dt

= − 2

dC Kdt
C

⇔ = −

(ñôn vò cuûa K laø L3M-1T-1)

0

1 1 Kt
C C

= +

0
0

1
1

C C
KC t

⇒ =
+

Ñoà thò cuûa 1/C coù daïng ñöôøng thaúng, khi 
t → ∞ : C → 0
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Phaûn öùng baäc n

• Vôùi n ≠ 1

11
0

1 1 ( 1)nn n kt
C C

−− = + −

1
0 1

1
0

1

1 ( 1)
n n

C C
n ktC

− −

⇔ =
 + − 
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Phaân tích soá lieäu xaùc ñònh toác ñoä phaûn 
öùng

• Döïa treân cô sôû phöông trình ndC KC
dt

= −

1. Phöông phaùp tích phaân :
Ø xaùc ñònh baäc n 
Ø tích phaân phöông trình treân ñeå coù haøm C(t)
Ø söû duïng khi coù soá lieäu ñaày ñuû
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Baûng bieåu theå hieän moät soá yeáu toá trong xaùc 
ñònh baäc phaûn öùng

-K
-K
K

(n-1)K

C0
lnC0
1/C0
C0

1-n

t
t
t
t

C
lnC
1/C
C1-n

M(L3T)-1

T-1

L3(MT)-1

(L3M-1)n-1T-1

n=0
n=1
n=2
n=n

Heä soá
goùc

Ñieåm caét 
truïc tung

Bieán 
ñoäc laäp 

x

Bieán 
phuï

thuoäc y

Ñôn vò toác 
ñoä K

Baäc

Khi coù soá lieäu ñaày ñuû, ta veõ ñoà thò cuûa noù vaø so saùnh 
xem noù seõ ôû daïng baäc naøo, töø ñoù tính ra noàng ñoä. 
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2.Phöông phaùp vi phaân

•Laáy logarit hai veá

ndC KC
dt

= −

log log logdC K n C
dt

 − = + 
 

Chuoãi soá lieäu (C,t) ta seõ thay baèng log ,logdC C
dt

  −    
Döïa vaøo ñoà thò naøy xaùc ñònh ñöôïc:
Ø n laø heä soá goùc ñöôøng thaúng
Ø log K: ñieåm caét truïc tung töø ñoù suy ra K

Ø duøng vi phaân ñeå xaáp xæ xaùc ñònh dC/dt

1 1

1 1

i i

i i

C CdC C
dt t t t

+ −

+ −

−∆
≅ =

∆ −
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3. Phöông phaùp giaù trò ñaàu

Ø xaùc ñònh baäc vaø haèng soá toác ñoä K baèng phöông 
phaùp thöïc nghieäm töông öùng vôùi C0 vaø dCo/dt
Ø Caùch xaùc ñònh gioáng nhö phöông phaùp vi phaân  

log log logdC K n C
dt

 − = + 
 

Ø ÖÙng duïng trong caùc phaûn öùng maø noù xaûy ra raát 
chaäm.
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4. Phöông phaùp baùn phaân ra: C(t50) = 0.5 C0

• t50 : thôøi gian baùn phaân raõ, C = C0 khi t = 0

1
0

1
0

1 1
( 1)

n

n
Ct

kC n C

−

−

  = −  −    

Töø phöông trình 11
0

1 1 ( 1)nn n kt
C C

−− = + −

Ta coù

1

50 1
0

2 1 1
( 1)

n

nt
k n C

−

−

−
=

−
⇒
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•Laáy logarit 2 veá:

1

0
2 1log log ( 1)log
( 1)

n

SOt n C
k n

− −
= + −

−

Duøng ñoà thò xaáp xæ vôùi hai truïc toaï ñoä (logt50, logC0) 
xaùc ñònh ñöôïc:

laø ñieåm caét truïc tung
12 1log

( 1)

n

k n

− −
−

(1-n) laø heä soá goùc

Töø ñoù tìm ra k
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Caùc phöông phaùp khaùc

Ø Phöông phaùp löôïng thöøa: duøng cho caùc phaûn 
öùng coù nhieàu chaát phaûn öùng.

Ø Caùc phöông phaùp khaùc: 
– phöông phaùp soá, 

– phöông phaùp bình phöông toái thieåu.
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AÛnh höôûng cuûa nhieät ñoä

Ø Toác ñoä cuûa haàu heát caùc phaûn öùng ñeàu taêng 
theo nhieät ñoä. 

Ø Tröôøng hôïp toång quaùt noù taêng xaáp xæ gaáp ñoâi 
khi T taêng 100C.

Ø phöông trình Arrhenius ( ) a

E
RT

ak T Ae
−

=

Ø A: heä soá taàn suaát (hay heä soá haøm muõ)
Ø E: naêng löôïng kích hoaït (J mol-1)
Ø R: haèng soá khí = 8.314 J mol-1K-1

Ø Ta: T(0K)
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Xaùc ñònh söï khaùc bieät cuûa toác ñoä ñoái vôùi hai 
nhieät ñoä khaùc nhau

• Giaû ñònh: Ta2Ta1 = const vaø ñaët:

2 1

2 1

( )
2

1

( )
( )

a a

a a

E T T
RT Ta

a

k T e
k T

−
−

=

2 1

E
RTa Taeθ =

2 12

1

( )
( )

T Tk T e
k T

θ −=⇒

Moâ hình hoaù nöôùc maët, nhieàu phaûn öùng ñöôïc thöïc 
hieän ôû t0=200C neân thöôøng söû duïng coâng thöùc

00 20
2( ) (20 ) Tk T k θ −=
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Baûng II-2: Baûng giaù trò    thöôøng söû duïng trong 
moâ hình chaát löôïng nöôùc.

Trao ñoåi khí
BOD

Phaùt trieån taûo
SOD

1.27
1.58
1.89
2.16

1.024
1.047
1.066
1.08

Phaûn öùngQ10θ

10
10

(20)
(10)

KQ
K

θ= =
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Ñoà thò moâ taû söï phuï thuoäc  vaøo nhieät ñoä öùng 
vôùi caùc giaù trò khaùc nhau cuûa θ

0 10 20 30 40 T0C

4

3

2

1

0

)20(
)(

T
TK 1.1θ =

1.066θ =

1.047θ =

1θ =
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CHÖÔNG III

PHÖÔNG TRÌNH CAÂN 
BAÈNG KHOÁI LÖÔÏNG
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I. Phöông trình caân baèng khoái löôïng cho heä troän toát

Ø Söï bieán ñoåi vaät chaát.
Ø Caùc nguoàn taûi naïp.
Ø Doøng ra. 
Ø Phaûn öùng.
Ø Laéng ñoïng.

II. Lôøi giaûi cho heä oån ñònh

Ø Haøm chuyeån ñoåi vaø thôøi gian toàn taïi.
Ø Haøm soá chuyeån ñoåi.
Ø Thôøi gian toàn taïi.

Ø Söï bieán ñoåi chaát oâ nhieãm theo thôøi gian.
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III. Nghieäm rieâng

Ø Taûi naïp xung.
Ø Taûi naïp baäc thang.
Ø Taûi naïp tuyeán tính.
Ø Taûi naïp muõ.
Ø Taûi naïp hình sin.
Ø Nghieäm toång coäng.
Ø Chuoãi Fourie.
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng cho heä troän toát

• Moät heä thoáng troän toát laø 1 heä thoáng ñôn giaûn nhaát 
maø coù theå moâ phoûng heä thoáng nöôùc thöïc teá

Phaûn öùng 
(Reaction)

Laéng ñoïng

Nguoàn vaøo Nguoàn ra

Chuyeån taûi + 
khueách taùn

Sô ñoà cuûa moät heä thoáng 
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•Trong moät khoaûng thôøi gian, söï caân baèng khoái löôïng 

cuûa heä ñöôïc moâ taû baèng phöông trình (neáu boû qua söï

chuyeån taûi vaø khueách taùn)

•Söï tích tụ = nguoàn naïp–doøng ra–phản ứng–laéng ñoïng (3.1) 
(Söï bieán ñoåi)

• (A) (L)        (O) (R) (S)
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Söï tích tụ (söï bieán ñoåi)
Laø söï bieán ñoåi khoái löôïng M của heä trong 1 
khoaûng thôøi gian t

• Giaû söû laø thể tích của heä khoâng ñoåi

MA
t

∆
=

∆ (3.2)

.MC M V C
V

= ⇒ =

V CA
t

∆
⇒ =

∆

dt
dCVAt =∆  thì nhoû (3.4)

(3.3)



7

• Neáu taêng noàng ñoä

• Giaûm noàng ñoä

• Heä caân baèng

0dC
dt

> ⇒ A taêng.

A giaûm.

A khoâng taêng khoâng 

giaûm

0dC
dt

< ⇒

0dC
dt

= ⇒
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Nguoàn taûi naïp: L = W(t)
W : taûi löôïng

L = Q.C  hay  L = Q*Cinf (t)
Q: löu löôïng nguoàn vaøo [L3/T]
Cinf (t): noàng ñoä trung bình cuûa nguoàn naïp 
vaøo[ML-3]

(3.5)

inf
W(t)C  (t) =

Q

(3.6)

(3.7)
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Doøng ra (out flow)

• Vì heä thoáng troän laãn raát toát neân:
• Cout = C  ⇒ Oouput = Q * C (3.8)

Oouput = Q * Cout

Phaûn öùng

Ñöôïc moâ taû baèng ñoäng hoïc phaûn öùng baäc 1
R = K*M (3.9)

K : haèng soá phaûn öùng baäc 1 (T-1)
Phöông trình (3.9) coøn coù theå vieát laïi laø :

R = KVC (3.10)
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Laéng ñoïng

• Ñöôïc moâ taû laø doøng vaät chaát laéng ñoïng treân 
dieän tích maët cuûa beà maët lôùp ñaùy.

• S = v * AC * C (3.11)

AC

v: vaän toác laéng

Sô ñoà doøng laéng ñoïngv: vaän toác laéng ñoïng.
AC: dieän tích beà maët tích tuï.
C: noàng ñoä.
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Theå tích coät nöôùc V = AC*H

* *vS V C
H

=⇒

Hay S = ks* V*C

s
vk
H

= haèng soá toác ñoä laéng ñoïng baäc 1 [T-1]

( ) s
dCV W t QC KVC k VC
dt

= − − −⇒

( ) s
dCV W t QC KVC vA C
dt

= − − −

(3.13)

(3.12)
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Lôøi giaûi cho heä oån ñònh 

• a = Q + kV +vAs

0=
dt
dC

s

WC
Q kV vA

⇒ =
+ +

WC
a

=

(a : taùc nhaân ñoàng nhaát)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Haøm soá chuyeån ñoåi:
• Trong heä caân baèng thì : W = Q*Cin (3.17)

inC
C

=β Haøm chuyeån ñoåi
s

WC
Q kV vA

=
+ +

β<< 1 (Cin >> C) : tính cô hoïc taåy röûa hoà seõ laøm 
giaûm noàng ñoä cuûa doøng vaøo lôùn (naêng suaát ñoàng 
nhaát lôùn)
β→ 1 tính cô hoïc taåy röûa hoà seõ laø yeáu.

in

in s s

a

W
C QC
C Q kV vA Q kV vA

β⇔ = = =
+ + + +1 44 2 4 43

⇒

(3.18)
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Thôøi gian toàn taïi:
Laø khoaûng thôøi gian toái ña maø 1 chaát E coù maët 
trong heä vôùi giaû thieát laø heä caân baèng vaø coù theå
tích khoâng ñoåi (Stumm and Morgan 1981)

• E : löôïng vaät chaát E trong theå tích (coù theå laø khoái 
löôïng hay noàng ñoä)

E
E

dE
dt

τ

±

=

±dt
dE : giaù trò tuyeät ñoái cuûa nguoàn hay boàn chöùa

(3.19)
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Thôøi gian toàn taïi cuûa nöôùc trong hồ

•Thôøi gian toàn taïi cuûa chaát oâ nhieãm(trong heä ñôn giaûn)
Q
V

W =τ

s
dE Qc kVc vA
dt ±

= + +

Maø M =V * C neân 

C
S

S

M VC
dM QC kVC vA C
dt
V

Q kV vA

τ = =
+ +

=
+ +

(3.20)

(3.21)
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Söï bieán ñoåi chaát oâ nhieãm theo thôøi gian 
•Giaû söû heä khoâng ôû traïng thaùi caân baèng: 

( ) s
dCV W t QC kVC vA C
dt

= − − − (3.22)

( )dC W t Q vC KC C
dt V V H

⇔ = − − −

( )dC W tC
dt V

λ⇔ + =

Q vK
V H

λ = + + giaù trò ñaëc tröng của (3.23)

(3.23)
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•Neáu tham soá (Q,V,k,v,H) laø khoâng ñoåi, (3.23) laø
phöông trình vi phaân tuyeán tính caáp 1 vaø nghieäm 
cuûa noù seõ laø:

C = Cg + Cp (3.24)
•Cg: nghieäm tổng quaùt cuûa (3.23) öùng vôùi W(t) = 0 
•Cp: nghieäm rieâng cuûa (3.23) öùng vôùi daïng ñaëc bieät 
cuûa W(t).

Tìm nghieäm toång quaùt cuûa pt (3.23) khi W(t) = 0. 
Giaû söû khi t = 0, C = C0. (ñieàu kieän ban ñaàu)
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Giaûi phöông trình
vôùi C = C0. khi t =0 

• Ta coù nghieäm 

dC C
dt

λ= −

0
tC C e λ−=

Ñoà thò C = Coe-λt öùng vôùi caùc λ khaùc nhau 

(3.25)
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• Nhaän xeùt:
– Neáu λ lôùn thì noàng ñoä C giaûm nhanh.
– Neáu λ nhoû thì noàng ñoä C giaûm chaäm. 

Thôøi gian töông öùng” (thôøi gian thu hoài noàng ñoä) 
töùc laø chæ xeùt ñeán thôøi ñieåm t0 naøo ñoù maø C(t0) 
chæ baèng 0.5C0

50

0 0

50

0.5

2
ln 2

SOt

t

C C e

e
t

λ

λ

λ

−

−

=

⇔ =
⇔ =

50
ln 2 0.693t
λ λ

⇔ = =
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Thôøi gian thu hoài noàng ñoä cô baûn tφ : nghóa laø khi 
tφ = φ % laø thôøi gian ta thu ñöôïc (1- φ% ) noàng ñoä
ban ñaàu

1 100ln
100

tφ λ φ
=

−
(3.26)
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Ñoà thò bieåu dieãn C/Co theo 1/λ
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Nghieäm rieâng

• Nghieäm cuûa phöông trình treân coù daïng

( )dC W tC
dt V

λ+ =

C = Cg + Cp (3.28)

nghieäm cuûa phöông 
trình khi W(t) =0

nghieäm rieâng cuûa pt öùng vôùi 
caùc daïng (ñaët bieät) cuûa W(t)

(3.27)

Ta tìm nghieäm rieâng cuûa phöông trình (3.27) 
vôùi W(t) ñöôïc xeùt laø haøm xung, haøm baäc, haøm 
tuyeán tính, haøm muõ, haøm sin
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0 
Haøm xung

0  
Haøm baäc thang

W(t W(t

t t
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Ñoà thò caùc haøm taûi naïp
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Taûi naïp xung (Impulse loading)

•Moâ taû taûi naïp xaûy ra roäng nhöng xaûy ra trong moät 
thôøi gian ngaén (chaúng haïn nhö söï traøn chaát phoùng 
xaï, söï coá traøn daàu).
1. Haøm xung (hay coøn goïi laø haøm Delta-Dirac)





=
≠

=
0tvôùi  (0)

0 tvôùi
σ

σ
0

)(t

( ) 1t dtδ
∞

−∞

=∫

(3.29)

(3.30)
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Haøm taûi naïp W(t) = mδ (t)

• m: khoái löôïng chaát oâ nhieãm naïp vaøo
• Phöông trình (3.27) ñöôïc vieát laïi:

(3.31)
( )dC m tC

dt V
δ

λ+ =

Nghieäm rieâng cuûa phöông trình:

tmC e
V

λ−= (3.32)
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Ñoà thò haøm taûi naïp W(t) vaø noàng ñoä C(t)
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Taûi naïp baäc (step loading)

•Nghieäm trong tröôøng hôïp naøy (1 )tWC e
V

λ

λ
−= −

(3.33)

(3.34)

Ñoà thò haøm taûi naïp W(t) vaø noàng ñoä C(t)
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Noàng ñoä giôùi haïn

• Khi t →∞ nghieäm (3.34) trôû thaønh nghieäm 
trong baøi toaùn oån ñònh.

WC
Vλ

=

95
3t
λ

=
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Taûi naïp tuyeán tính (linear loading)

•Haøm taûi troïng ñöôïc moâ taû baèng haøm soá: 
W(t) = ±βlt (3.35)

•βl: heä soá goùc [MT-1] 
•Nghieäm rieâng seõ laø: ( )2 1 tlC t e

V
λβ

λ
λ

−= ± − + (3.36)

ÖÙng vôùi

(luùc ñoù

95%
3t
λ

= noàng ñoä seõ laø:

) 

1lC t
V

β
λ λ

 = − 
 

0te λ− →
Ví duï ñôn giaûn nhaát cuûa taûi naïp tuyeán tính laø
duøng trong moâ taû taêng tröôûng daân soá.
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Ñoà thò haøm taûi naïp W(t) vaø noàng ñoä C(t)
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Taûi naïp muõ (Exponential loading)

•Daïng taûi naïp naøy ñöôïc söû duïng nhieàu trong 
moâ hình chaát löôïng nöôùc 
•Haøm taûi naïp coù daïng:
•We: tham soá khi t =0 [MT-1]
•βl: toác ñoä taêng tröôûng (döông) hay phaân huyû
aâm cuûa söï taûi naïp [T-1]
•Nghieäm rieâng seõ laø: 

( ) lt
eW t W e β±=

( )
( )

lt te

l

WC e e
v

β λ

λ β
± −= −

± (3.37)
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Tìm giaù trò cöïc ñaïi cuûa C vaø thôøi gian töông öùng:

• Trong phöông trình (3.1) cho

ln( / )0 l
C

l

dC t
dt

β λ
β λ

 = ⇒ =  − 
(3.38)

0dC
dt

= vaø thay haøm

( )W t ta seõ tìm ñöôïc

l cte
C

WC e
v

β

λ
−=

l

le l
C

WC
v

β
λ ββ

λ λ
− =  

 

(3.39)

(3.40)
hay
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Ñoà thò haøm taûi naïp W(t) vaø noàng ñoä C(t)
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Taûi naïp hình sin (Sinnsoidal loading)

•: giaù trò trung bình [MT-1]
•:bieân ñoä [MT-1]
•: pha [radian]
•: taàn soá goùc
•: chu kyø

( ) sin( )aw t w w tω θ= + −
w

aw

θ
ω

2

pT
π

ω =

Nghieäm rieâng seõ laø:

2 2

2 2

(1 ) sin[ ( )

sin[ ( )]

t a

ta

W WC e t
v v
W e

v

λ

λ

ω θ θ ω
λ λ ω

θ θ ω
λ ω

−

−

= − + − −
+

− − −
+

Tp

(3.41)

(3.42)
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( )θ ω : ñoä chuyeån pha theâm vaø laø 1 haøm theo taàn soá
1( ) tan ( )              (3.43)− ω

θ ω =
λ

ÖÙng vôùi thôøi gian thu hoài noàng ñoä cô baûn

( )3 95%tφ φ
λ

= =

Ta coù 0te λ− →

2 2
(1 ) sin[ ( )]t aW WC e t

v v
λ ω θ θ ω

λ λ ω
−= − + − −

+ (3.44)

khi ñoù
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Noàng ñoä cuõng coù daïng hình sin vôùi bieân ñoä cuûa 
noù seõ laø

2 2
a

a
WC

v λ ω
=

+
(3.45)



38

Trong tröôøng hôïp θ = 0, doøng vaøo baèng doøng ra 
vaø taûi löôïng ñöôïc cho baèng haøm soá.

•Ca in: bieân ñoä cuûa noàng ñoä vaøo
•Noàng ñoä seõ laø:

( ) sin( )ainw t QC tω= (3.46)

( )sin( ( ))a inC C A tω ω φ ω−= −
(3.47)

A(ω): heä soá nhaïy ñöôïc tính theo coâng thöùc

2 2
( )A λ
ω

λ ω
=

+
(3.48)
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Nghieäm toång coäng

• Nghieäm toång quaùt cuûa pt vi phaân  coù theå vieát:

1

n

g i Pi
i

C C a C
=

= + ∑ (3.49)

Ñieàu naøy chæ xaûy ra khi vaø chæ khi moâ hình laø
tuyeán tính.
ai  laø moät haèng soá naøo ñoù.
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Chuoãi Fourier: Haøm taûi daïng chuoãi Fourier laø:
[ ]0

1
( ) cos( ) sin( )k k

i
W t a a k t b k tω ω

∞

=

= + +∑ (3.50)
2
T
π

ω = taàn soá cô baûn

0
0

0

0

1 ( )

2 ( ) cos( )

2 ( ) sin( )

T

T

k

T

k

a W t dt
T

a W t k t dt
T

b W t k t dt
T

ω

ω

=

=

=

∫

∫

∫

vôùi k =1,2,..

Chuoãi Fourier ñöôïc giôùi thieäu nhö toång dao ñoäng hình 
sin. Vaø coù theå xaây döïng nhö daïng (3.42)
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CHÖÔNG IV

HEÄ TAÙC ÑOÄNG TIEÁN
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I.   Phöông trình caân baèng khoái löôïng.

II. Heä khoâng oån ñònh.

III.Caùc phaûn öùng cuûa heä tieán.
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a) heä (taùc ñoäng) tieán

b) heä luøi
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng vaø
traïng thaùi caân baèng

• Moâ hình ñôn giaûn goàm hai loø:

W1

C1
C2

W2

Q12C1
Q23C2

K2V2C1K1V1C1
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng cho töøng loø

• Loø 1:

• Loø 2:

• Vì loø ôû traïng thaùi caân baèng:

1
1 1 12 1 1 1 1

dCV W Q C K V C
dt

= − −

2
2 2 12 1 23 2 2 2 2

dCV W Q C Q C K V C
dt

= − − −

1 2dC dC
dt dt

=

•a11C1=W1

•-a21C1+a2C22=W2

⇔ 11 1 1

21 22 2 2

a 0
-a a

C W
C W

    
=    

    

� a11 = Q12+k1V1
� a21 = Q12
� a22=Q23+k2V2

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
(4.6)
(4.7)
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Giaûi heä phöông trình

• ⇒ Noàng ñoä trong hoà 2 phuï thuoäc vaøo nguoàn 
thaûi vaøo hoà 2 W2 vaø vaøo nguoàn thaûi W1
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Moâ hình taàng baäc (Cascade Model)

1 2             3                        n-1           nKích côõ caùc loø vaø caùc doøng nhö nhau:
V1 = V2 =…= V , Q1 = Q2 = 

…= Q
Khoâng coù taûi naïp W (W=0)
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Nghieäm cuûa baøi toaùn seõ laø:
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Khi heä khoâng ôû traïng thaùi caân baèng 

• Giaû söû caùc nguoàn taûi naïp baèng khoâng (W = 0)
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Neáu thôøi ñieåm t =0 ta bieát C10, C20, …
Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình laø:

Nhaân roäng ra laø heä coù 3, 4, ... hoà. Ta coù coâng 
thöùc truy ñuoåi (O’Counor and Muelier 1970).
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( )0 3344 44

0

43 3
4 4

44 33

tt tC
C C e e eλλ λλ

λ λ
−− −= + − +

−
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Coâng thöùc truy hoài toång quaùt do Di Toro (1972)

1

11 1, 1 , 1,
11

1

( , )( , , , )
( )

n n
i ii

n n n n n j j n
ij

jj ii
j
j i

C tC t λ
λ λ λ λ

λ λ

−

− − +
==

=
≠

=
−

∑∏
∏

(4.22)
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A            B           C    (4.24)
Kab Kbc

Caùc phaûn öùng cuûa heä tieán

• Caùc daïng phaûn öùng vôùi caùc heä ñôn giaûn.

....A B C→ → → (4.23)

Chuoãi phaûn öùng (khoâng xeùt ñeán taûi naïp vaø laéng 
ñoïng)
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng

a
ab a

dC K C
dt

= −

b
ab a bc b

dC K C K C
dt

= −

c
bc b

dC K C
dt

= (4.27)

(4.26)

(4.25)

Neáu ôû thôøi ñieåm t =0
0

0
a a

b c

C C
C C

=
 = =
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Nghieäm cuûa baøi toaùn:

• ⇒ Cc = Cao – Ca – Cb taïi thôøi ñieåm t

( )

( )

0

0

0

0 0

ab

bc ab

ab bc ab

K t
a a

ab a K t K t
b

ab bc

ab aK t K t K t
c a a

ab bc

C C e

K C
C e e

K K
K C

C C C e e e
K K

−

− −

− − −

=

= −
−

= − − −
−
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t

(A) (C)

(B)
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CHÖÔNG V:

HEÄ TAÙC ÑOÄNG LUØI



2

I. Phöông trình caân baèng khối lượng.

II.  Ñoái vôùi heä nhieàu loø.

III.Söï bieán ñoåi theo thôøi gian.

IV.Caùc phaûn öùng thuaän nghòch

Ø Heä ñoùng.
Ø Heä môû.
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Phöông trình caân baèng cuûa 2 loø
W1

C1 C2

W2

Q12C1 Q23C2

K2V2C2K1V1C1

Q01C0

Q21C2

1
1 1 01 0 12 1 1 1 1 21 2

dCV W Q C Q C K V C Q C
dt

= + − − +

2
2 2 12 1 21 2 23 2 2 2 2

dCV W Q C Q C Q C K V C
dt

= + − − −

Loø 1:

Loø 2:
(5.1)

(5.2)
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Khi heä caân baèng

•a11C1 + a12C2 = W1 (5.3)
•a21C1 + a22C2 = W2 (5.4)

1 2 0dC dC
dt dt

= =

11 12 1 1

21 22 2 2

a a c w
a a c w

    
=    

    
⇔

� a11 = Q12 + K1W1 (5.5)
� a12 = -Q21 (5.6)
� a21 = -Q12 (5.7)
� a22 = Q21 + Q23 + K2V2 (5.8)
� Chuù yù laø trong (5.3) W1 = W1 + Q01C0
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Giaûi heä phöông trình treân
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Ñoái vôùi heä nhieàu loø

• Giaûi quyeát baøi toaùn gioáng nhö ñoái vôùi heä 2 loø
• Ñoái vôùi heä 3 loø, coù taùc ñoäng töø phía sau ta seõ 

coù heä phöông trình:

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a C a C a C W
a C a C a C W
a C a C a C W

+ + =
 + + =
 + + =

Ta giaûi heä phöông trình tuyeán tính (giaûi ma traän)
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Söï bieán ñoåi theo thôøi gian
•Giaû söû khoâng coù taûi naïp (W=0) vaø khoâng coù
löu löôïng vaøo Q01=0
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Neáu khi t =0 , C1 = C10; C2 = C20

Thì nghieäm toång quaùt seõ laø:

• Vôùi
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λf laø giaù trò ñaëc tröng nhanh
λS laø giaù trò ñaëc tröng chaäm.
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Caùc loø phaûn öùng 2 chieàu

Beà maët
(lôùp maët)

lôùp 
ñaùy

vònh hoà
chính

Hoà

ñaùy

Moät soá lieân keát thöôøng gaëp
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Heä ñoùng
• Chæ xeùt caùc phaûn öùng.
• Giaû thieát raèng phaûn öùng laø baäc 1 vaø xaûy ra trong 

heä kín, phöông trình caân baèng khoái löôïng:

ÔÛ traïng thaùi caân baèng:

0a b b ab

a ba

dC dC C K K
dt dt C K

= = ⇔ = =

K goïi laø heä soá caân baèng
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C laø khoái löôïng toång coäng cuûa chaát A vaø chaát B
C = Ca + Cb

• Ta coù:  C = Ca +Kca .a aC F C⇒ =

1
1aF

K
=

+

aC giaù trò giôùi haïn

.b bC F C=
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Ñaây laø phöông trình vi phaân tuyeán tính vôùi veá
phaûi khaùc 0 khi t = 0 

Giaû söû C = Ca0 ta giaûi ra caùc nghieäm sau: 
ab ba ab ba

0

-(K +K )t -(K +K )t
a a aC =C e +C (1-e )

ab ba ab ba

0

-(K +K )t -(K +K )t
b bC =C e +C (1-e )b

(5.32)

(5.33)
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Ñoà thò bieán ñoåi Ca vaø Cb 

6
Ca

4

2
Cb

2          4           6            8       t95 t
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Heä môû

Nguoàn 
vaøo 

Nguoàn ra

Ca in
Cb in

Ca out
Cb ourab

ba

K
bK

A B K→ˆ ˆ ˆ †‡ ˆ ˆ ˆ

Sô ñoà heä môû
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng ñoái vôùi töøng hoà

• Xeùt tröôøng hôïp ñaëc bieät : giaû söû raèng toác ñoä phaûn öùng 
Kab vaø Kba xaûy ra nhanh hôn raát nhieàu so vôùi Kb

Ñaët C = Ca + Cb; Cin = Ca in +Cb in
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• Phöông trình treân khoâng theå giaûi ñöôïc khi coù
2 aån chöùa bieát (C vaø Cb)

• Neáu ta thay Cb = FbC thì ta seõ ñöôïc pt khi coù
ñieàu kieän ban ñaàu: 

.in b b
dC Q QC C K C C
dt V V

= − − (5.37)

⇒ Heä phöông trình ñöôïc thay baèng 1 phöông 
trình vôùi 1 nghieäm môùi laø haøm bieán ñoåi theo 
thôøi gian vaø coù theå giaûi ñöôïc .
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1

Chöông VI

SÖÏ PHAÂN TAÙN (diffusion)



2

I. Söï chuyeån taûi vaø phaân taùn.

II. Ñònh luaät thöù nhaát cuûa Fick. 

III.Moâ hình vònh – hoà.
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Söï chuyeån taûi vaø phaân taùn
_ Söï chuyeån taûi (advection) phaùt sinh töø caùc doøng chaûy 

theo moät höôùng töø nôi naøy sang nôi khaùc vaø khoâng laøm 
thay ñoåi thaønh phaàn vaät chaát cuûa noù.

_ Söï phaân taùn (diffusion): chuyeån ñoäng ngaãu nhieân hay 
chuyeån ñoäng cuûa roái
§ Söï phaân taùn phaân töû (molecular diffusion): do söï chuyeån 

ñoäng kieåu Brownian cuûa caùc phaân töû nöùôc trong phaïm vi nhoû.
§ Chuyeån ñoäng roái (turbulent diffusion): chuyeån ñoäng hoãn loaïn 

trong phaïm vi roäng.
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Phaân bieät söï khaùc nhau giöõa phaân taùn phaân töû
vaø chuyeån ñoäng roái

� Gioáng nhau: ñeàu coù khuynh höôùng laøm giaûm 
gradient baèng caùch chuyeån dôøi töø nôi coù noàng 
ñoä cao ñeán nôi coù noàng ñoä thaáp.
� Khaùc nhau:
� Chuyeån ñoäng roái lôùn hôn chuyeån ñoäng cuûa caùc 

phaân töû, neân söï phaân taùn roái lôùn hôn söï phaân taùn 
caùc phaân töû.
� Trong phaân taùn phaân töû caùc chuyeån ñoäng cuûa 

chuùng ñöôïc giaû ñònh laø nhö nhau, coøn phaân taùn 
roái phuï huoäc vaøo kích thöôùc roái.
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Ñoä phaân taùn (dispersion):
� ÔÛ nhöõng nôi heïp nhö keânh, raïch, doøng soâng 1 

chieàu ta duøng thuaät ngöõ ñoä phaân taùn; 
� Ñoái vôùi baøi toaùn 2 chieàu, duøng thuaät ngöõ 

phaân taùn.
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Sô ñoà 1 heä xaûy ra quaù trình khueách taùn

• V1: theå tích bình 1.
• C1, C2: noàng ñoä chaát ôû bình 1, 2.
• D’: doøng phaân taùn.

C1

D

D’

C2

( )121 CCD'
dt
dCV −= (1)
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3 nhaân toá aûnh höôûng tôùi söï phaân taùn :
_ Doøng phaân taùn D’: bieåu dieãn cöôøng ñoä phaân 

taùn D’ lôùn thì phaân taùn nhieàu; D’ nhoû thì phaân 
taùn ít.

_ Söï vaän chuyeån khoái löôïng chaát tæ leä thuaän vôùi 
dieän tích tieáp xuùc.

_ Söï phaân taùn tæ leä vôùi söï cheânh leäch noàng ñoä
giöõa 2 bình (gradient):
§ Phaân taùn töø traùi sang phaûi, neáu C1>C2
§ Phaân taùn töø phaûi sang traùi, neáu C1<C2
§ 2 bình caân baèng, neáu C1=C2
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Ñònh luaät thöù nhaát cuûa Fick (Adolf Fick)

•Moâ hình söï phaân taùn:
•Jx: doøng khoái löôïng theo höôùng x [ML-2T-1].
•D: heä soá phaân taùn [L2T-1].
•Moâ hình bieåu dieãn söï tæ leä giöõa doøng khoái 
löôïng vaø gradient noàng ño

dx
dCDJ x −= (2)

Vieát phöông trình baûo toaøn khoái löôïng cho bình 1:

C
1

1 J.A
dt

dCV −=

AC: dieän tích maët caét ngang giöõa 2 bình [L2]
J : doøng khoái löôïng giöõa 2 bình

(3)



9

Keát hôïp phöông trình (2) vaø (3)

• ÖÙng duïng sai phaân

dx
dCD.A

dt
dCV C

1
1 +=

l
CCD.A

dt
dCV 12

C
1

1
−

+=

l: chieàu daøi phaân taùn [L].

(4)

(5)

So saùnh phöông trình (1) vaø (5)

l
CCD.A)C-(CD' 12

C12
−

+= l
D.A

D' C=⇒ (6)



10

Trong chuyeån ñoäng roái ngöôøi ta duøng kyù hieäu 
E’ thay cho D’ vaø E.

l
E.A

E' C= (7)
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Moâ hình vònh – hoà

• Sô ñoà moâ hình vònh - hoà

Vònh
(2)

Hoà chính
(1)
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Phöông trình caân baèng khoái löôïng cho töøng 
thaønh phaàn

•Hoà:

•Vònh:

( )1222111111
1

1 CCE'CQCVkCQW
dt

dCV −++−−=

( )2122222112
2

2 CCE'CVkCQCQW
dt

dCV −+−−+=

C1: noàng ñoä hoà 1
C2: noàng ñoä hoà 2
W1,W2: taûi löôïng hoà 1, hoà 2
K1,K2:heä soá phaûn öùng
V1,V2: theå tích
Q1,Q2: löu löôïng giöõa hoà 1 vaø 2
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Moâ hình vònh – hoà coù theå söû duïng ñeå ñaùnh giaù
heä soá phaân taùn trong tröôøng hôïp ñoái vôùi chaát 
baûo toaøn S2 naøo ñoù thì ta coù theå vieát phöông 
trình caân baèng cho vònh:

.' c

EE
l A=

( )2122222112
2

2 SE'SVkSQSQW
dt

dSV S−+−−+=

–AC : Tieát dieän
–E: heä soá roái [m2/s]
–l: ñoä daøi

Trong tröôøng hôïp oån ñònh:

12

11222

SS
SQSQW

E'
−

+−
=

Tính toaùn giaù trò phaân taùn
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CHÖÔNG VII

LÔØI GIAÛI GIAÛI TÍCH CHO 
MOÄT SOÁ TRÖÔØNG HÔÏP



2

I. Heä oån ñònh
Ø Tröôøng hôïp lyù töôûng.
Ø Doøng chaûy taàng.  
Ø So saùnh giöõa moâ hình loø troän toát vaø tröôøng hôïp  

doøng chaûy taàng. 
Ø Quaù trình chuyeån taûi vaø khueách taùn.
Ø Moät soá öùng duïng cuûa  doøng chaûy taàng  cho soâng 

suoái.
Ø Moät soá öùng duïng cho vuøng cöûa soâng ñoái vôùi moâ 

hình loø trộn tốt.
II. Heä khoâng oån ñònh

Ø Khi khoâng coù khueách taùn roái. 
Ø Caùc moâ hình lan toûa.

III.Moät soá coâng thöùc aùp duïng.
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Heä oån ñònh

1.Tröôøng hôïp lyù töôûng
ÔÛ ñaây chuùng ta xeùt hai daïng maãu daïng hoà doøng 
kín  vaø hoà doøng roái.

Sô ñoà keânh hình hoäp chöõ nhaät
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Xeùt keânh nhö laø hình hoäp chöõ nhaät (boû qua phöông 
y,z) phöông trình caân baèng khoái löôïng cho 1 ñôn vò 
coù chieàu daøi laø:

∆V : theå tích ñôn vò 
Ac = B.H [L2]
B:  chieàu roäng [L]
H: chieàu saâu [L]
• Jin,Iout : doøng khoái löôïng vaøo vaø ra [ML2/T]

in out
CV W W reaction
t

∂
∆ = − ±

∂
(7.1)

(boû qua söï laéng ñoïng)

in c out c
CV J A J A reaction
t

∂
∆ = − ±

∂
(7.2)
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Doøng chaûy taàng  (PFR: Plud-flow reactor)
• Moâ taû raèng trong ñoaïn keânh  chæ xaûy ra söï ñôn 

chuyeån (chuyeån taûi)
– Doøng vaøo: Jin = U.C (7.3) 
– U: vaän toác doøng chaûy : U[LT-1] = Q / Ac

– Doøng ra: 

out
CJ  =UC+U.
x

x∂
∆

∂

out
CJ  =U C+
x

x∂ ∆ ∂ 
(7.5)

(7.4)

– Phaûn öùng (baäc I) Reaction k V C= − ∆ (7.6)
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Thay caùc giaù trò vaøo phöông trình (7.2)

• Ta coù ∆V=Ac.∆x, khi ∆x → 0 thì vaø
khi ñoù ta coù

(7)

c c

c

C CV UA C UA C x k V C
t x

CUA x k V C
x

∂ ∂ ∆ = − + ∆ − ∆ ∂ ∂ 
∂

= − ∆ − ∆
∂ (7.7)

C C→

C C =-U
x

kC
t

∂ ∂
−

∂ ∂
Khi ôû traïng thaùi caân baèng

C 0 0 dCU kC
t dx

∂
= ⇒ = − −

∂

(7.8)

(7.9)
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Vôùi ñieàu kieän bieân

x = 0, 

C = C0 

Ta seõ coù nghieäm

0

k x
UC C e

−
= (7.10)
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So saùnh giöõa moâ hình loø troän toát (CSTR: continuously 
stirred tank reactor) vaø tröôøng hôïp doøng chaûy taàng (PFR)

•Moâ hình CSTR  :

in
QC C

Q kV
=

+ (7.11)

1
1

in

W

C Q
C Q kV

k

β

β
τ

⇒ = =
+

⇒ =
+

Thôøi gian löu nöôùc 1 1.W k
β

τ
β
−

= (7.12)
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Moâ hình loø doøng kín

• ⇒ Thôøi gian löu nöôùc cuûa moâ hình loø troän toát lôùn 
hôn moâ hình doøng chaûy taàng

(7.13)

k x
U

in

C e
C

β
−

= =

w
x

U
τ =

1 1lnwk
we

k
τβ τ

β
−  

⇒ = ⇒ =  
 

( ) ( )w CSRT w PFRτ τ>
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Loø doøng ôÛ ñaây xaûy ra quaù trình ñôn chuyeån 
(advection) vaø söï phaân taùn (diffusion)

•Doøng ñi vaøo in
CJ UC E
x

∂
= −

∂
(7.14)

(vôùi E laø heä soá roái khueách taùn. )

Doøng ñi ra (phaân tích baèng chuoãi Taylor baäc I)

out
C C CJ U C x E x
x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂   = + ∆ − + ∆    ∂ ∂ ∂ ∂    
(7.15)

Thay vaøo phöông trình (7.2) ta coù

c c c

c

C C CV UA C UA C x EA
t x x

C CEA x k V C
x x x

∂ ∂ ∂ ∆ = − + ∆ − + ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ + + ∆ − ∆  ∂ ∂ ∂  

(7.16)
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Vì ∆V=Ac.∆x, khi ∆x → 0 thì vaø khi ñoùC C→
2

2

C C CU E kC
t x x

∂ ∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∂
(7.17)

Tröôøng hôïp oån ñònh: 0C
t

∂
=

∂
2

20 dC d CU E kC
dx dx

= + − (7.18)

Giaûi heä phöông trình (7.18) baèng nhieàu phöông 
trình khaùc nhau. Phöông phaùp ñôn giaûn laø tìm 
nghieäm döôùi daïng

xC eλ=
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Phöông trình  ñaëc tröng cuûa pt (7.18)

•Nghieäm seõ laø: 

2 0E U Kλ λ− − = (7.19)
Giaûi heä phöông trình 

( )1 2 2

4, 1 1 1 1 4
2 2
U KE U
E U E

λ λ η
 

= ± + = ± + 
 

2

KE
U

η =

1 2x xC Fe Geλ λ= + (7.20)

F,G laø haèng soá tích phaân. Caùc haèng soá seõ ñöôïc 
tìm töø ñieàu kieän bieân. 
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• Ñieàu kieän bieân taïi x =L:

Ñieàu kieän bieân taïi x =0:
Töø phöông trình (7.14) ta coù

0
L

C
x

∂
=

∂

0
0

in x
x

CuC uC E
x=

=

∂
= −

∂ (7.22)

(7.21)

Töø (7.20) vaø (7.21) ta coù
1 2

1 2 0L LFe Geλ λλ λ+ =Taïi x = L (7.23)

Taïi x = 0 1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )
in

in

uC u F G E F G
u E F u E G uC

λ λ
λ λ

= + − +
⇒ − + − = (7.24)
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Giaûi phöông trình (7.23) vaø (7.24) tìm ñöôïc F vaø G

• Caùc haèng soá naøy cuøng vôùi phöông trình (7.20) cho 
pheùp chuùng ta tính ñöôïc noàng ñoä doïc keânh trong 
tröôøng hôïp oån ñònh

2

2 1

1

1 2

2

1 2 2 1

1

2 1 1 2

( ) ( )

( ) ( )

L
in
L L

L
in

L L

uC eF
u E e u E e

uC eG
u E e u E e

λ

λ λ

λ

λ λ

λ
λ λ λ λ

λ
λ λ λ λ

=
− − −

=
− − −

(7.25)

(7.26)

Hai ñieàu kieän bieân treân ñöôïc goïi laø ñieàu kieän 
Dancwerts 
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Soá Peclet vaø Damkohler:
• Phöông trình (7.18) vieát laïi:

2

20 dC d CU E kC
dx dx

= + −

Ta ñöa ra caùc ñaïi löôïng khoâng thöù nguyeân 
cuûa khoaûng caùch vaø noàng ñoä:

*

*
in

xx
L
CC

C

=

=
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•Thay vaøo phöông trình treân ta ñöôïc
2

2 2

* *0 *
* *

dC E d CU kC
dx L dx

= + −

Chia hai veá cho U/L ta ñöôïc:
2

2

2

2

* *0 *
* *

* 1 *0 *
* * a

e

dC E d C kL C
dx UL dx C

dC d C D C
dx P dx

= − + −

⇔ = − + − (7.27)
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Vôùi
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Moät soá öùng duïng cuûa  doøng chaûy taàng (PFR) 
cho soâng suoái

• Sô ñoà nguoàn 
ñieåm 

Sô ñoà caân baèng 
khoái löôïng cuûa 
nguoàn ñieåm vôùi 
doøng phaân taàng

1. Nguoàn ñieåm
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Ñieàu kieän noàng ñoä C0 trong moâ hình PFR

•Cho nguoàn ñieåm taïi x=0, muïc tieâu: xaùc ñònh C0.
_Phöông trình  caân baèng löu löôïng: Q = QW +Qr

_Phöông trình caân baèng khoái löôïng: 
QC0 = QWCw+QrCr

( )r W 0 W w r r

W w r r
0

r W

r r
0

W r

Q Q C  = Q C +Q C
Q C +Q CC

Q Q
W+Q CC
Q Q

+

⇔ =
+

⇔ =
+ (7.28)
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•Thay giaù trò C0 vaøo coâng thöùc tính noàng ñoä trong 
tröôøng hôïp PFR 

0

k x
UC C e

− 
= 

 
Ta seõ tính ñöôïc phaân boá noàng ñoä C

Neáu r wQ Q? vaø r wC C= thì : 

0
WC
Q

= (7.29)
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•Töø phöông trình caân baèng khoái löôïng trong tröôøng 
hôïp oån ñònh, ta coù:

2. Nguoàn phaân boá

Sô ñoà nguoàn 
phaân phoái

0 d
dCV kC S
dx

= − − +

Taïi x = 0, C = C0 thì nghieäm

0 1
k kx x

dU USC C e e
k

− − 
= + − 

 

(7.30)

(7.31)
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Moät soá öùng duïng cho vuøng cöûa soâng ñoái vôùi 
moâ hình MFR (Mix-flow reactor)

•Moâ hình phaân taùn roái laø moâ hình cô sôû cuûa vuøng cöûa 
soâng moät chieàu 

1. Nguoàn ñieåm

Xeùt nguoàn ñieåm vaøo keânh coù caùc ñaëc tính coá ñònh

Nguoàn ñieåm 
vôùi heä roái
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Baøi toaùn ñaët ra laø xaùc ñònh noàng ñoä ban ñaàu laø
bao nhieâu (vôùi nguoàn ñieåm cho taïi x = 0)

•Vieát laïi trong tröôøng hôïp moâ hình khueách taùn (MFR) 
1 2x xC Fe Geλ λ= + (7.32)

( )1

2

1 1 4 (7.33)
2
U
E

λ
η

λ
= ± +Vôùi

Caùc haèng soá tính tích phaân coù theå tính töø ñieàu kieän bieân
C =0 khi x → - ∞
C =0 khi x → ∞

Ta chöùng minh ñöôïc 1

2

1 0

2 0

(7.34)

(7.35)

x

x

C C e

C C e

λ

λ

=

=
vôùi

0
0

x
x

≤
>
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•Söû duïng phöông trình caân baèng khoái löôïng taïi ñieåm x = 0
1 2

1 20 0
0 0

0(7.36)
x x

x x

dC dCW UAC EA UAC EA
dx dx= =

= =

+ − − + =

Thay (7.34) vaø (7.35) taïi x=0 vaøo (7.36)

0 1 0 0 2 0 0W UAC EA C UAC EA Cλ λ+ − − + =

0
1

1 4
WC
Q η

=
+

⇒

(1 1 4 )
2

(1 1 4 )
2

1 0(7.38)
1 4

1 0(7.39)
1 4

U x
E

U x
E

WC e x
Q

WC e x
Q

η

η

η

η

+ +

− +


= ≤ +


 = ≥ +

⇒

(7.37)

Khi 0E → moâ hình MFR trôû thaønh PFR
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2. Nguoàn phaân phoái
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(1 1 4 ) (1 1 4 )
2 2

(1 1 4 )( ) (1 1 4 )
2 2

(1 1 4 )
2 2

1 4 1 * 1 * 0(7.40)
2 1 4

1 4 1 1 4 11 * 0 (7.41)
2 1 4 2 1 4

1 4 1 * 1 *
2 1 4

U Ua x
E E

U Ux a x
E E

U Ua
E E

SdC e e x
k

SdC e e x a
k

SdC e e
k

η η

η η

η

η
η

η η
η η

η
η

− + + − +

+ + − − +

− + +

   + −
= − ≤    +   

 + − + +
= − − ≤ ≤ 

+ + 
   + +

= −    +   

(1 1 4 )( )
(7.42)

x a
x a

η− + −
<

• Lôøi giaûi töông ñoái phöùc taïp vaø ñöôïc Thomann vaø
Mueller (1987) ñöa ra nghieäm:

Nghieäm treân truøng vôùi nghieäm trong tröôøng hôïp 
doøng kín khi E beù.
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Heä khoâng oån ñònh

• 1. Ñoái vôùi heä kín (E = 0)
C CU kC
t x

∂ ∂
= − −

∂ ∂
(7.43)

Vôùi ñieàu kieän ban ñaàu t = 0, C = C0, x  = 0

0

0

ktC C e
C

− =


=
⇒

trong caùc tröôøng hôïp khaùc

xt
U

=khi

0

0

k x
UC C e

C

− =
 =

Hay khi x = Ut
trong caùc tröôøng hôïp khaùc

(7.44)

(7.45)
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2. Caùc moâ hình lan toûa
•2.1 Söï lan toaû giaùn ñoaïn: Söï taûi naïp xaûy ra trong 
1 thôøi gian raát ngaén (ví duï traøn daàu)
•* Neáu chæ coù söï phaân taùn(K =0, U= 0)

2

2

C CE
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
(7.46)

(phöông trình treân coi nhö laø ñònh luaät 2 cuûa Fick)
2

4( , )
2

x
P EtmC x t e
Etπ

−
= (7.47)

mp: toång khoái löôïng treâm 1 dieän tích maët caét ngang 
cuûa phaân phoái chuaån [ML-2]
Ñoä leäch chuaån 2Etσ =
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• * Neáu chæ coù söï khueách taùn vaø chuyeån taûi 

2

2

C C CU E
t x x

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂

( )2

4( , )
2

x Ut
p Et

m
C x t e

Etπ

−
−

=

Nghieäm seõ laø

(7.48)

(7.49)
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• * Khueách taùn, chuyeån taûi vaø phaân huûy

Nghieäm seõ laøvôùi ñieàu kieän x =0 cho noàng ñoä
hay taûi löôïng

(7.50)

(7.51)

2

2

C C CU E KC
t x x

∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂

( )2

4( , )
2

x Ut
Ktp Et

m
C x t e

Etπ

−
− −

=
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2.2 Söï lan toaû lieân tuïc (Continuous spilts): 
nghóa laø söï taûi naïp xaûy ra vaø giöõ nguyeân trong 
1 ñoaïn thôøi gian (voâ haïn hay höõu haïn)

• * Neáu thôøi gian voâ haïn
• Nghieäm trong tröôøng hôïp naøy (vôùi ñieàu kieän 

caùc heä soá laø const)
(1 ) (1 )

0 2 2( , )
2 2 2

Ux Ux
E EC x Ut x UtC x t e erfc e erfc

Et Et
−Γ +Γ − Γ + Γ   = +    

    
(7.52)(O’Loughlin and Bowmer 1975)

21 4 ; KEn
U

ηΓ = + =

β : ñoä leäch maãu
erfc = 1- erf
erf : haøm sai

2

0

2( )
b

erf b e dfβ

π
−= ∫
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* Neáu thôøi gian höõu haïn

(1 )
0 2

(1 )
2

( )( , )
2 2 2 ( )

( ) (7.53)
2 2 ( )

Ux
E

Ux
E

C x Ut x U tC x t e erfc erfc
Et E t

x Ut x U te erfc erfc
Et E t

τ
τ

τ
τ

−Γ

+Γ

   − Γ − − Γ  = + +      −      
   + Γ + − Γ  + −      −      
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Moät soá coâng thöùc aùp duïng
•Noàng ñoä trung bình

( )( )

( )

1

1 1
0

02

n

i i i i
i

n

C C t t
C

t t

−

+ +
=

+ −
=

−

∑
(7.54)

Khoái löôïng ( )0* nM Q C t t= − (7.55)

Thôøi gian toàn taïi 

( )( )

( )( )

1

1 1 1
0

1

1 1
0

n

i i i i i i
i

n

i i i i
i

C t C t t t
t

C C t t

−

+ + +
=

−

+ +
=

+ −
=

+ −

∑

∑
(7.56)
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• Ñoä leäch thôøi gian

( )( )

( )( )

1
2 2

1 1 1 22 0
1

1 1
0

n

i i i i i
i

t n

i i i i
i

C t C t t t
S t

C C t t

−

+ + +
=

−

+ +
=

+ −
= −

+ −

∑

∑ (7.57)

• Toác ñoä trung bình 2 1

2 1

x xU
t t

 −
=  − 

(7.58)

( )
( )

2 1

2 2 2

2 12
t tU S S

E
t t

−
=

−
(7.59)
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• Toác ñoä phaân huyû baäc 1:

( )
1

22 1

1 ln MK
Mt t

=
−

(7.60)

Trong tröôøng hôïp ñöa phöông trình lan truyeàn 
khoâng oån ñònh veà daïng khoâng thöù nguyeân:

2

2

C C CU E KC
t x x

∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂
(7.61)
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Ñaët caùc soá khoâng thöù nguyeân

• Thay vaøo phöông trình (7.61)

0

*

*

*

CC
C
kxx
U

t kt

=

=

=

2

2

* * * *
* * *

C C C C
t x x

µ
∂ ∂ ∂

= − + −
∂ ∂ ∂
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• Neáu :

2

KE
U

η = : soá muõ

1η ? : quaù trình phaân taùn laø chuû yeáu 10η >

1η ≈ : phaân taùn + chuyeån taûi 0.1 10η< <

1η = : chuû yeáu laø chuyeån taûi. 0.1η <



1

Chương 8:

MÔ HÌNH TÍNH TOÁN Ô 
NHIỄM KHÔNG KHÍ
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I. Phöông trình lan truyeàn oâ nhieãm khoâng khí
Ø Phöông trình cô baûn.
Ø Ñôn giaûn hoùa phöông trình lan truyeàn.
Ø Nghieäm giaûi tích.

II. Phöông phaùp GAUSS.
Ø Coâng thöùc cô sôû.
Ø Söï bieán daïng moâ hình GAUSS (ñoåi goác toïa ñoä, tính 

ñeán söï phaûn xaï noàng ñoä) cöïc ñaïi chaát oâ nhieãm
Ø Heä soá khuyeách taùn vaø ñoä oån ñònh khí quyeån.

III.Caùc coâng thöùc phuï trôï.
Ø Chieàu cao hieäu quaû oáng khoùi.
Ø Quaù trình laéng ñoïng.
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IV. Phöông phaùp Berliand M.E.

Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm ñoái vôùi khí vaø buïi nheï.
Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm ñoái vôùi buïi naëng.
Ø Coâng thöùc tính vaän toác gioù theo ñoä cao.
Ø Noàng ñoä chaát oâ nhieãm trong ñieàu kieän khoâng gioù.

V. Noàng ñoä chaát oâ nhieãm do nhieàu nguoàn thaûi 
gaây ra

Ø Taàn suaát gioù, heä soá trung bình.
Ø Tính toaùn noàng ñoä chaát oâ nhieãm theo taàn suaát gioù.
Ø Tính toaùn noàng ñoä töông ñoái toång coäng do nhieàu 

nguoàn ñieåm cao gaây ra.
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I. Phương trình cơ bản để tính nồng
độ chất ô nhiễm trong khí quyển

Phương trình chuyển tải vật chất (phương trình
truyền nhiệt)

x y

z c

C C C C C Cu v w k k
t x y z x x y y

C Ck C C w
z z z

α β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ + + − + ∂ ∂ ∂ 

(1)
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• C : Nồng độ chất ô nhiễm trong không khí.
• x,y,z: Các thành phần toạ độ theo trục Ox, Oy, Oz.
• t : Thời gian.
• Kx, Ky, Kz : Các thành phần của hệ số khuyếch tán rối

theo các trục Ox, Oy Oz.
• u,v,w: Các thành phần vận tốc gió theo trục Ox,Oy,Oz.
• Wc : Vận tốc lắng đọng của các chất ô nhiễm
• α : Hệ số tính đến sự liên kết của chất ô nhiễm với các

phần tử khác của môi trường không khí.
• β : Hệ số tính đến sự biến đổi chất ô nhiễm thành các

chất khác do những quá trình phản ứng hoá học xảy ra
trên đường lan truyền.
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Đơn giản hoá phương trình trên cơ sở thừa nhận 1 số
điều kiện gần đúng bằng cách đưa ra các giả thuyết phù
hợp với điều kiện cụ thể

• Nếu hướng gió trùng với trục Ox thì thành phần tốc độ
gió chiếu lên trục Oy sẽ bằng 0, có nghĩa là v = 0.

• Tốc độ gió thẳng đứng thường nhỏ hơn rất nhiều so với
tốc độ gió nên có thể bỏ qua, có nghĩa là w = 0. Trong
nhiều trường hợp, nếu xét bụi nhẹ thì Ws = 0 (trong
trường hợp bụi nặng thì lúc đó ta sẽ cho Ws ≠0).

• Nếu bỏ qua hiện tượng chuyển pha (biến đổi hoá học) 
của chất ô nhiễm cũng như không xét đến chất ô nhiễm
được bổ sung trong quá trình khuyếch tán thì
α = β = 0
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Phương trình ban đầu được viết dưới dạng

Giả sử các hệ số Ky, Kz không đổi thì pt được viết lại

y z

C C C Cu k k
t x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

2 2

2 2y z

C C C Cu k k
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂

(2)

(3)
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Không tính đến thành phần phi tuyến
u∂C/∂x, ptrình:

Tuỳ theo điều kiện ban đầu và điều kiện biên
mà ta có các nghiệm giải tích khác nhau.

2 2

2 2y z

C C Ck k
t y z

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
(4)
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Tìm nghiệm giải tích
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Xét bài toán truyền nhiệt 1 chiều

2
2

2
u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
x−∞ < < +∞ ,   t = 0

( , ) ( )u x t xϕ=Điều kiện ban đầu :

x−∞ < < +∞

( )xϕ : là một hàm liên tục

(5)
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Đặt u(x, t) = X(x)T(t) vào phương trình truyền
nhiệt ta được

taeCT

TaT
XX

const
Ta

T
X
X

TXaXT

22

3

22

2

2
2

2

)8(0'
)7(0"

)6('"
"'

λ

λ

λ

λ

λ

λ

−=⇔

=

=

=+

=+⇒

=−==⇔

=

xi-
22

xi
11

eCX

eCX

:laø (8) trình  phöôngcuûa Nghieäm
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Nghiệm của phương trình vi phân (5) có dạng

Chọn dấu dương của phương trình và lập ra hàm số

2 2( , ) ( ) a t i xu x t A e λ λ

λ
λ − ±=

λ là số thực bất kỳ (- ∞ < λ < ∞)

2 2( , ) ( ) a t i xu x t A e dλ λλ λ
+∞

− +

−∞
∫=

Điều kiện ban đầu t = 0 . Khi đó ta có:

( , ) ( ) i xx t A e dλϕ λ λ
+∞

−∞
∫=

(9)

(10)

(11)
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Sử dụng công thức tính tích phân Fourier
1( ) ( )

2
iA e dλζλ ϕ ζ ζ

π
+∞

−

−∞
∫= (12)

Thay (12) vào (10) ta có:

( ) 2 21( , ) ( )
2

i a t i xu x t e d e dλζ λ λϕ ζ ζ λ
π

+∞ +∞
− − +

−∞ −∞
∫ ∫=

( )2 2 ( )1 ( )
2

a t i xe d dλ λ ζ λ ϕ ζ ζ
π

+∞ +∞
− + −

−∞ −∞
∫ ∫=

Tích phân I
2

2 2 2
( )

( ) 4

2

1 1
2 2

x
a t i x a te d e

a t

ζ
λ λ ζ λ

π π

− −
− + −= =



14

⇒
2

2
( )
4

2

1( , ) ( )
2

x
a tu x t e d

a t

ζ

ϕ ζ ζ
π

− −+∞

−∞
∫= (13)

2

2
( )
4

2

1( , , )
2

x
a tG x t e

a t

ζ

ζ
π

− −

=Đặt

( , ) ( , , ) ( )u x t G x t dζ ϕ ζ ζ
+∞

−∞
∫=⇒ (14)

G(x, ζ, t): nghiệm cơ sở của phương trình
truyền nhiệt
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Phương trình lan truyền ô nhiễm 1 chiều được
viết lại với nguồn thải Q tại x = 0

2

2x

C Ck
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
(15)

Đặt 2
xa k= ⇒nghiệm của phương trình (15)

2

4

1/ 2
( , )

2
x

x
tk

x

QC x t e
tkπ

−

= (16)

Điều kiện biên x→∞ thì C→∞ (Nồng độ ô nhiễm
tại một điểm càng giảm khi điểm càng tiến xa khỏi
chân nguồn thải )
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Bài toán hai chiều, nghiệm của phương trình
2 21

4

1/ 2
( , , )

4( )( )
x y

x y
t k k

x y

QC x y t e
t k kπ

  
− +      =

Bài toán ba chiều, nghiệm của phương trình
2 2 21

4

3/ 2 1/ 2
( , , , )

8( ) ( )
x y z

x y z
t k k k

x y z

QC x y z t e
t k k kπ

  
− + +      =

(17)

(18)
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II. Công thức xác định sự phân bố nồng độ
chất ô nhiễm theo luật phân phối chuẩn Gauss

II.1   Công thức cơ sở:
a)

b)

u

c)

d)

Hình 1:Biểu đồ luồng khói bằng các khối phụt
tức thời và liên tục
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Bài toán lan truyền chất ô nhiễm ở đây là bài toán hai
chiều và do đó ta chọn công thức (17) để áp dụng

Thiết lập sự cân bằng vật chất trong từng “lát” khói
• bề dày 1m theo chiều x 
• các chiều y, z là vô cực
• vận tốc gió u 
• Thời gian từng lát đi qua khỏi ống khói là 1m/u 
• lượng chất ô nhiễm trong “lát” khói: Q = M x1/u 

2 21
4

1/ 24 ( )
y z

y z
t k k

y z

MC e
ut k kπ

  
− +      = (19)
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• Đặt : 20.5
y y

uk
x

σ=

20.5
z z

uk
x

σ=

xt
u

=(20)

(21)

(22)

 σx,σy: hệ số khuyếch tán theo phương ngang và
phương đứng [m]

Thay (20), (21), (22) vào (19), ta được công thức cơ sở
của mô hình lan truyền chất ô nhiễm theo luật phân
phối chuẩn Gauss (“mô hình Gauss” cơ sở)

2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

2 2
y z y z

y z y z

y z y z

M MC e e e
u u

σ σ σ σ

π σ σ π σ σ

          − + − −             = = (23)
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II.2    Diễn giải công thức mô hình Gauss cơ sở
bằng phương pháp phân tích thứ nguyên:

• Từ miệng ống khói chất ô nhiễm được gío
mang đi theo trục x trùng với hướng gió

• Khoảng cách dọc theo trục gió x (m )
• Vận tốc bằng vận tốc gió u (m/s)
• Lượng phát thải chất ô nhiễm M(g/s) là không
đổi theo thời gian

• Mật độ của chất ô nhiễm trên tất cả các mặt cắt
trực giao với trục gió (cũng là trục luồng khói) 
sẽ bằng M/u (g/m)
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Hình 2:
Sơ đồ minh hoạ ảnh hưởng của vận tốc gió đến nồng độ
chất ô nhiễm do nguồn phát thài liên tục và hằng số gây ra.

Giả thiết chất ô nhiễm không có phản ứng hoá học
với không khí xung quanh mật độ chất ô nhiễm
trên tất cả các mặt cắt trực giao với trục gió ở mọi
khoảng cách x đều như nhau

u = 1 m/s u = 4 m/s

0     1     2     3     4        0     1     2     3     4
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• Nồng độ chất ô nhiễm trong luồng khói thì giảm dần
khi khoảng cách x tăng do có hiện tượng khuếch tán
theo phương ngang (trục y) và phương đứng (trục z) 

• Càng ra xa khỏi trục luồng theo phương y và z theo
phương y và z nồng độ càng giảm nhỏ

MC
uyz

:

• Sự phân bố nồng độ trên mặt cắt trực giao với trục
luồng theo chiều ngang y và theo chiều đứng z và
tuân theo dạng hình chuông của luật phân phối
chuẩn Gauss  với sai phương chuẩn σ nào đó

(24)
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Biểu thức phân phối chuẩn Gauss có dạng

Áp dụng vào trường hợp cụ thể ở đây thì ζ có thể là
y hoặc z và hàm χ(y), χ(z) nghịch biến với |y| và |z| 

2

2

1( )
22

e ξ
χ ξ

σσ π
= (25)

2 2

2 22 2( ) ( )
2

y z

y z

y z

M MC y z e e
u u

σ σχ χ
π σ σ

− −

= = (26)

 σy,σz: hệ số khuyếch tán theo phương ngang y và
phương đứng z được xác định bằng thực nghiệm
phụ thuộc vào khoảng cách x với các điều kiện
khác nhau
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II.3    Sự biến dạng của mô hình Gauss cơ sở:

Khi chuyển về hệ trục x, y, z mà gốc O trùng với
chân ống khói trên mặt đất thì y không thay đổi
nhưng z phải được thay thế bằng z - H hoặc H – z 

2 2

2 2
( )

2 2

2
y z

y z H

y z

MC e e
u

σ σ

π σ σ

− − −

= (27)

Tuỳ thuộc theo độ xa x khi luồng khói nở rộng và
chạm mặt đất thì mặt đất cản trở không cho luồng
tiếp tục phát triển
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Chiều hướng khuyếch tán sẽ bị mặt đất phản xạ
ngược trở lên như thể có một nguồn ảo hoàn toàn
đối xứng qua mặt đất và mặt đất được xem như
tấm gương phản chiếu
Nồng độ tại điểm do nguồn thực gây ra được tính
bằng công thức (27), do nguồn ảo gây ra được
tính bằng biểu thức

2 2

2 2
( )

2 2

2
y z

y z H

y z

MC e e
u

σ σ

π σ σ

− − +

= (28)
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• Nồng độ tổng cộng
2 2 2

2 2 2
( ) ( )

2 2 2

2
y z z

y z H z H

y z

MC e e e
u

σ σ σ

π σ σ

− − − − +  = + 
  

(29)

Khi tính toán nồng độ ô nhiễm trên mặt đất thì z = 0
2 2

2 2
( )

2 2y z

y H

y z

MC e e
u

σ σ

π σ σ

− −

= (30)

Khi tính sự phân bố nồng độ trên mặt đất dọc theo
trục gió (trục x) , ta cho y = 0

2

2
( )

2 z

H

y z

MC e
u

σ

π σ σ

−

=
(31)
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II.4    Hệ số khuyếch tán :

σy , σz phụ thuộc vào khoảng cách x, độ rối của khí
quyển và vận tốc gió
D.O.Martin đã đưa ra công thức tính σy , σz như sau:

1
22 y

y

k x
u

σ
 

=  
 

1
22 z

z
k x
u

σ  =  
 

(32)

0.894
y axσ = c

z bx dσ = +

x – là khoảng cách xuôi theo chiều gió kể từ nguồn, 
tính bằng km. 
Các hệ số a, b, c, d cho ở bảng 2.

(33)
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-9.6
2.0
0

-13.0
-34.0
-48.6

2.094
1.098
0.911
0.516
0.305
0.180

459.7
108.2
61
44.5
55.4
62.6

9.27
3.3
0

-1.7
-1.3
-0.35

1.941
1.149
0.911
0.725
0.678
0.740

440.8
106.6

61
33.2
22.8
14.35

213
156
104

68
50.5
34

A
B
C
D
E
F

dcbdcb
x >1 kmx ≤ 1 km

a
Cấp ổn
định

Bảng 2: Các hệ số a, b,c, d trong công thức (33)
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I.5    Các cấp ổn định của khí quyển:
• các cấp ổn định khí quyển có liên quan chặt chẽ tới

sự biến thiên nhiệt độ không khí theo chiều cao

-10    -8     -6     -4     -2     0       2      4       6       8      10
Độ gia tăng nhiệt độ

Nhiệt độ giảm Nhiệt độ tăng

Siêu đoạn nhiệt
(Ví dụ -6oC/100m)

Nghịch nhiệt

Đoạn nhiệt
(-1oC/100m)

Đẳng nhiệt

CÁC CẤP KHÍ HẬU

Không ổn định trung tính Ổn định Rất ổn định

200

180

1600

140

120

100

80

60

40

20

0
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III. Chiều cao hiệu quả của ống khói:

x      x+∆x

• công thức Brayant – Davidson 
1.4

1 ,
khoi

Th D m
u T
ω  ∆ ∆ = +  

   
(34)
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• D - đường kính của miệng ống khói, m;
• ω - vận tốc ban đầu của luồng khói tại miệng ống

khói, m/s
• u - vận tốc gió , m/s;
• Tkhoi - Nhiệt độ tuyệt đối của khói tại miệng ống khói, K
• ∆T - Chênh lệch nhiệt độ giữa khói và không khí xung

quanh, oC hoặc K. L
S

ω = (35)

• L – là lưu lượng khí thải (m3/s)
• S - Diện tích miệng ra của ống thải (m2)
• chiều cao hiệu quả của ống khói H =  h + ∆h (m)
• h : chiều cao thực của ống khói
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IV. Sự lắng đọng bụi trong quá trình khuyếch
tán khí thải từ các nguồn điểm cao:

• Với bụi nhẹ lơ lửng, một cách gần đúng có thể
xem vận tốc rơi của chúng dưới tác dụng của
trọng lực là không đáng kể và mức độ khuyếch
tán của chúng cũng gần như của khí

• Với khí thải có chứa bụi với thành phần cỡ hạt
khác nhau, vận tốc rơi của các cỡ hạt bụi thô
và nặng kích thước δ > 20 μm là đáng kể, do 
đó sẽ có sự khác biệt đáng kể giữa nồng độ bụi
và nồng độ khí trên mặt đất
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Dựa vào mô hình Gauss cơ sở , công thức (27)
• Với bụi,có thể xem mặt đất là vật hấp thụ hoàn toàn
• Bụi thì rơi trong khí quyển tuỳ thuộc vào kích thước
hạt và khối lượng đơn vị của nó
• Công thức (27) sẽ được hiệu chỉnh thành

22

2 2

( )

2 2

2

r

y z

v xz Hy u
b

b
y z

MC e e
u

σ σ

π σ σ

− − +−

=
(36)

Nồng độ bụi trên mặt đất dọc theo trục gió:
2

2

( )

2
( ) 2

r

z

v xH
u

b
b x

y z

MC e
u

σ

π σ σ

− −

= (37)
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• Cb : Nồng độ bụi tính theo g/m3

• Mb: Lượng phát thảI bụi thuộc nhóm cỡ hạt cầt xem xét, 
g/s

• vr : Vận tốc rơi tới hạn trung bình của nhóm cỡ hạt bụi
xem xét m/s

• x : Khoảng cách dọc theo trục gió kể từ nguồn, m 
Cường độ lắng đọng bụi trên mặt đất dọc theo trục gió
Gb(x) ( ) ( )

( )( ) b(x)rCvñoä noàngtoác vaän
tích dieän

ñoä noàng löôïng löu
tích dieän

chuyeån vaän löôïng khoái

==

==)( xbG

2

2

( )

2
( ) 2

r

z

v xH
u

b r
b x

y z

M vG e
u

σ

π σ σ

− −

=
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Vận tốc của bụi

• ρb : Khối lượng đơn vị của bụi, kg/m3

• δ : Đường kính hạt bụi, m 
• μ : Hệ số tính theo công thức (40), Pa.s

2

18
b

r
gv ρ δ
µ

=

3/ 2

0

387 273
387 273

o ot C C

t
t

µ µ
+ =  +  

(39)

(40)

6
0

17,17.10o Cµ −= Pa.s
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V.Tính toán khuyếch tán các chất ô nhiễm từ nguồn
điểm cao theo phương pháp BERLIAND M.E

Phương trình vi phân của quá trình khuyếch tán
từ nguồn điểm cao

2

2y z
C C C Cu w k k C
x z y z z

α
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

(41)
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Giả thiết ban đầu
• Nguồn điểm được đặt ở độ cao z = H (khi x = 0) 
• Có sự phản xạ hoàn toàn chất ô nhiễm từ mặt đất
• Nồng độ chất ô nhiễm tiến dần đến triệt tiêu ở

khoảng cách tương đối xa so với nguồn

• C - Nồng độ chất ô nhiểm
• u  - Vận tốc gió
• ω - Vận tốc theo phương thẳng đứng của chất ô nhiễm.
• kz, ky - lần lượt là hệ thống trao đổI theo phương đứng và

phương ngang
• α - Hệ số xác định sự thay đổi nồng độ chất ô nhiễm do 

phân huỷ hoá học hoặc do gội sạch bởi mưa, sương.
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V.1    Đối với khí và bụi nhẹ:
• Nồng độ ô nhiễm trên mặt đất của khí và bụi nhẹ:

• Nồng độ cực đại trên mặt đất:

1 2
1

2
01 4(1 )

( , , 0)
1 02(1 )

nu H y
k xk n x

x y z
MC e

n k k xπ

+ 
− − 

+  
= =

+ (42)

2
1

max 1.5(1 )
1 0 1

0.116(1 )
n

n M kC
u H k u+

+
= (43)

• Khoảng cách từ XM từ nguồn đến vị trí có nồng độ
max

1
1

max 2
1

2
3 (1 )

nu HX
k n

+

=
+

(44)
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Trong các công thức trên :
• u1 – là vận tốc gió ở độ cao z = 1m, m/s
• n = 0.15 ÷ 0.2 
• k1= 0.1  ÷ 0.2 m/s
• k0= 0.5  ÷ 1 m
Công thức tính vận tốc ở độ cao z:

Với :
• uz - Vận tốc gió ở độ cao z
• u10 - Vận tốc gió ở độ cao 10m

10 10z
Zu u  =  

 
(45)
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V.2    Đối với bụi nặng cỡ hạt đồng chất:
• Nồng độ bụI trên mặt đất:

1 2
1

2
01

(1 )
1 4(1 )

( , , 0) 1 2 1
1 02(1 ) (1 )( )

nu H yn
k xn k x

x y z
MH uC e

n k x k x

λ λ

λ λλ π

+ 
+ − − 

+  
= + +

=
+ Γ + (46)

1(1 )
rv
n k

λ =
+ (47)

• Nồng độ bụi cực đại trên mặt đất:

• Khoảng cách từ nguồn đến vị trí có nồng độ max

2 1.5
1

max 1.5(1 )
1 0 1

0.063(1 ) (1.5 )
(1 )n

n M kC
u H k u e

λ

λ

λ
λ

+

+

+ +
=

Γ +

1
1
2

1(1 ) (1.5 )

n

M
u Hx

n kλ

+

=
+ +

(48)

(49)

Γ(1+λ) là hàm số Gamma của (1+λ)
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V.3 Khuyếch tán chất ô nhiễm từ nguồn điểm
cao trong điều kiện không gió

• Phương trình trong hệ toạ độ trụ:
1 ( ) ( ) ( ) 0r z

C CRk k M r z H
R r r z z

δ δ
∂ ∂ ∂ ∂

+ + − =
∂ ∂ ∂ ∂

(50)

• Các điều kiện biên:
• Khi z = 0 : kz∂C/∂r =0 
• Khi R2 + z2 → ∞ : C→ 0
• Sự phân bố nồng độ ô nhiễm trên mặt nằm
ngang và có tính đối xứng qua tâm nguồn: 

R = 0 : ∂C/∂r =0 
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Nghiệm của phương trình (50)

Nồng độ trên mặt đất:

1 1

3/2 3/2(1 )/2 (1 )/2 2 (1 )/2 (1 )/2 2
1

( )( , )
2 (1 ) ( ) ( )

n n

n n n n

M a H z RC R z
k n a H z R a H z Rπ

+ +

+ + + +

+ +
=

+    − + + +   

(51)

1
2

4
(1 )

ka
n

=
+

(52)

1 2
12 (1 )( )R n

MC
k n aH Rπ +=

+ +

Nồng độ cực đại trên mặt đất (tại chân ống khói )

(53)

(54)
3

max 3 2(1 )
1

(1 )
32 n

M nC
k Hπ +

+
=
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VI. Tính toán nồng độ trung bình của chất ô 
nhiễm trên mặt đất do các nguồn thải gây ra:

• Hệ số trung bình ứng với số liệu tần suất và tần
suất lặng gió:

( )1 langk P Pα α= − (52)

Pα : tần suất gió trên hướng α
Plang:  tần suất lặng gió
m - Số hướng gió thông thường là 8 
với Plang < 1 và ∑Pα = 1 (α = 1,..,m)
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Công thức xác định nồng độ trung bình theo
tần suất gió:

• Nồng độ trung bình ngày đêm của chất ô 
nhiễm trên mặt đất tại một vị trí tính toán nào
do một nguồn thải thứ i gây ra

( ) ( ) ( )
1

m

xy i lang lang i iC P C k Cα α
α =

= + ∑ (53)

• Nồng độ tổng cộng trung bình tại điểm có toạ
độ x, y do n nguồn thải gây

( ) ( ) ( )
1 1

( (1 ) )
n m

xy tong lang lang i lang i
i

C P C P k Cα α
α= =

= + −∑ ∑ (54)
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• Cxy(i) : nồng độ trung bình tại vị trí có toạ độ
x, y do nguồn thứ i gây ra

• Cxy(tong) : nồng độ tổng cộng trung bình do n 
nguồn thải gây ra tại điểm tính toán

• Clang(i) : Nồng độ tức thời do nguồn thải thứ i 
gây ra tại điểm tính toán khi lặng gió (u = 0)

• Cα(i) : Nồng độ tức thời do nguồn thải thứ i 
gây ra tại điểm tính toán khi có gió thổi theo
hướng α ứng với vận tốc gió trung bình trên
hướng đó và độ ổn định trung bình của khí
quyển trong suốt khoảng thời gian tính toán trị
số trung bình (ngày đêm, tháng hoặc năm)
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VII. Xác định nồng độ tương đối tổng cộng
trên mặt đất do nhiều nguồn điểm cao gây ra:

• nồng độ tương đối tổng cộng của nhiều chất ô 
nhiễm cùng tồn tại đồng thời trong môi trường
không khí

1 2
0

(1) (2) ( )

... n

cf cf cf n

CC CC
C C C

= + + + (55)

• C1, C2,…, Cn nồng độ thực tế đo được hoặc tính
toán của các chất ô nhiễm 1,2,3,…,n, mg/m3.
• Ccf(1), Ccf(2) ,…, Ccf(n) : giới hạn nồng độ cho phép
của từng chất 1, 2,…,n riêng biệt


