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Phaàn 1 – PHAÀN MÔÛ ÑAÀU 
 
Chöông 1 – GIÔÙI THIEÄU 

1.1. Veà phöông phaùp phaân tích thieát keá höôùng ñoái töôïng 

Thoâng thöôøng phaàn quan troïng nhaát cuûa quaù trình phaân tích thieát keá laø chia 
vaán ñeà thaønh nhieàu vaán ñeà nhoû deã hieåu vaø chi tieát hôn. Neáu chuùng vaãn coøn khoù 
hieåu, chuùng laïi ñöôïc chia nhoû hôn nöõa. Trong baát kyø moät toå chöùc naøo, ngöôøi quaûn 
lyù cao nhaát cuõng khoâng theå quan taâm ñeán moïi chi tieát cuõng nhö moïi hoaït ñoäng. 
Hoï caàn taäp trung vaøo muïc tieâu vaø caùc nhieäm vuï chính, hoï chia bôùt traùch nhieäm 
cho nhöõng ngöôøi coäng söï döôùi quyeàn cuûa hoï. Vieäc laäp trình trong maùy tính cuõng 
töông töï. Ngay caû khi döï aùn ñuû nhoû cho moät ngöôøi thöïc hieän töø ñaàu tôùi cuoái, vieäc 
chia nhoû coâng vieäc cuõng raát quan troïng. Phöông phaùp phaân tích thieát keá höôùng 
ñoái töôïng döïa treân quan ñieåm naøy. Caùi khoù nhaát laø ñònh ra caùc lôùp sao cho moãi 
lôùp sau naøy seõ cung caáp caùc ñoái töôïng coù caùc haønh vi ñuùng nhö chuùng ta mong ñôïi. 
Vieäc laäp trình giaûi quyeát baøi toaùn lôùn cuûa chuùng ta seõ ñöôïc taäp trung vaøo nhöõng 
giaûi thuaät lôùn. Chöông trình khi ñoù ñöôïc xem nhö moät kòch baûn, trong ñoù caùc ñoái 
töôïng seõ ñöôïc goïi ñeå thöïc hieän caùc haønh vi cuûa mình vaøo nhöõng luùc caàn thieát. 
Chuùng ta khoâng coøn phaûi lo bò maát phöông höôùng vì nhöõng chi tieát vuïn vaët khi 
caàn phaûi phaùc thaûo moät kòch baûn ñuùng ñaén, moät khi chuùng ta ñaõ tin töôûng hoaøn 
toaøn vaøo khaû naêng hoaøn thaønh nhieäm vuï cuûa caùc lôùp maø chuùng ta ñaõ giao phoù.  

Caùc lôùp do ngöôøi laäp trình ñònh nghóa ñoùng vai troø trung taâm trong vieäc hieän 
thöïc giaûi thuaät. 

1.2. Giôùi thieäu moân hoïc Caáu truùc döõ lieäu (CTDL) vaø giaûi thuaät 
Theo quan ñieåm cuûa phaân tích thieát keá höôùng ñoái töôïng, moãi lôùp seõ ñöôïc xaây 

döïng vôùi moät soá chöùc naêng naøo ñoù vaø caùc ñoái töôïng cuûa noù seõ tham gia vaøo hoaït 
ñoäng cuûa chöông trình. Ñieåm maïnh cuûa höôùng ñoái töôïng laø tính ñoùng kín vaø tính 
söû duïng laïi cuûa caùc lôùp. Moãi phaàn meàm bieân dòch cho moät ngoân ngöõ laäp trình naøo 
ñoù ñeàu chöùa raát nhieàu thö vieän caùc lôùp nhö vaäy. Chuùng ta thöû ñieåm qua moät soá 
lôùp maø ngöôøi laäp trình thöôøng hay söû duïng: caùc lôùp coù nhieäm vuï ñoïc/ ghi ñeå trao 
ñoåi döõ lieäu vôùi caùc thieát bò ngoaïi vi nhö ñóa, maùy in, baøn phím,…; caùc lôùp ñoà hoïa 
cung caáp caùc chöùc naêng veõ, toâ maøu cô baûn; caùc lôùp ñieàu khieån cho pheùp xöû lyù vieäc 
giao tieáp vôùi ngöôøi söû duïng thoâng qua baøn phím, chuoät, maøn hình; caùc lôùp phuïc vuï 
caùc giao dòch truyeàn nhaän thoâng tin qua maïng;…Caùc lôùp CTDL maø chuùng ta saép 
baøn ñeán cuõng khoâng laø moät tröôøng hôïp ngoaïi leä. Coù theå chia taát caû caùc lôùp naøy 
thaønh hai nhoùm chính: 

• Caùc lôùp dòch vuï. 
• Caùc lôùp coù khaû naêng löu tröõ vaø xöû lyù löôïng döõ lieäu lôùn. 
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Nhoùm thöù hai muoán noùi ñeán caùc lôùp CTDL (CTDL). Vaäy coù gì gioáng vaø khaùc 
nhau giöõa caùc lôùp CTDL vaø caùc lôùp khaùc? 

• Ñieåm gioáng nhau giöõa caùc lôùp CTDL vaø caùc lôùp khaùc: moãi lôùp ñeàu phaûi 
thöïc hieän moät soá chöùc naêng thoâng qua caùc haønh vi cuûa caùc ñoái töôïng cuûa 
noù. Moät khi chuùng ta ñaõ xaây döïng xong moät lôùp CTDL naøo ñoù, chuùng ta 
hoaøn toaøn tin töôûng raèng noù seõ hoaøn thaønh xuaát saéc nhöõng nhieäm vuï maø 
chuùng ta ñaõ thieát keá vaø ñaõ giao phoù cho noù. Ñieàu naøy raát khaùc bieät so vôùi 
nhöõng taøi lieäu vieát veà CTDL theo quan ñieåm höôùng thuû tuïc tröôùc ñaây: vieäc 
xöû lyù döõ lieäu khoâng heà coù tính ñoùng kín vaø tính söû duïng laïi. Tuy veà maët 
thöïc thi thì caùc chöông trình nhö theá coù khaû naêng chaïy nhanh hôn, 
nhöng chuùng boäc loä raát nhieàu nhöôïc ñieåm: thôøi gian phaùt trieån giaûi thuaät 
chính raát chaäm gaây khoù khaên nhieàu cho ngöôøi laäp trình, chöông trình 
thieáu tính trong saùng, raát khoù söûa loãi vaø phaùt trieån. 

• Ñaëc tröng rieâng cuûa caùc lôùp CTDL: Nhieäm vuï chính cuûa caùc lôùp CTDL laø 
naém giöõ döõ lieäu sao cho coù theå ñaùp öùng moãi khi ñöôïc chöông trình yeâu caàu 
traû veà moät döõ lieäu cuï theå naøo ñoù maø chöông trình caàn ñeán. Nhöõng thao 
taùc cô baûn ñoái vôùi moät CTDL thöôøng laø: theâm döõ lieäu môùi, xoùa boû döõ lieäu 
ñaõ coù, tìm kieám, truy xuaát. 

 
Ngoaøi caùc thao taùc döõ lieäu cô baûn, caùc CTDL khaùc nhau seõ khaùc nhau veà caùc 

thao taùc  boå sung khaùc. Chính vì ñieàu naøy maø khi thieát keá nhöõng giaûi thuaät ñeå 
giaûi quyeát caùc baøi toaùn lôùn, ngöôøi ta seõ löïa choïn CTDL naøo laø thích hôïp nhaát. 
 

Chuùng ta thöû xem xeùt moät ví duï thaät ñôn giaûn sau ñaây. 
Giaû söû chuùng ta caàn vieát moät chöông trình nhaän vaøo moät daõy caùc con soá, vaø in 

chuùng ra theo thöù töï ngöôïc vôùi thöù töï nhaäp vaøo ban ñaàu. 
Ñeå giaûi quyeát baøi toaùn naøy, neáu chuùng ta nghó ñeán vieäc phaûi khai baùo caùc bieán ñeå 
löu caùc giaù trò nhaäp vaøo nhö theá naøo, vaø sau ñoù laø thöù töï in ra sao ñeå ñaùp öùng yeâu 
caàu baøi toaùn, thì döôøng nhö laø chuùng ta ñaõ queân aùp duïng nguyeân taéc laäp trình 
höôùng ñoái töôïng: chuùng ta ñaõ phaûi baän taâm ñeán nhöõng vieäc quaù chi tieát. Ñaây chæ 
laø moät ví duï voâ cuøng ñôn giaûn, nhöng noù coù theå minh hoïa cho vai troø cuûa CTDL. 
Neáu chuùng ta nhôù raèng, vieäc toå chöùc vaø löu döõ lieäu nhö theá naøo laø moät vieäc quaù 
chi tieát vaø tæ mæ khoâng neân thöïc hieän vaøo luùc naøy, thì ñoù chính laø luùc chuùng ta ñaõ 
böôùc ñaàu hieåu ñöôïc vai troø cuûa caùc lôùp CTDL. 
 

Moân CTDL vaø giaûi thuaät seõ giuùp chuùng ta hieåu roõ veà caùc lôùp CTDL coù saün 
trong caùc phaàn meàm. Hôn theá nöõa, trong khi hoïc caùch xaây döïng caùc lôùp CTDL töø 
ñôn giaûn ñeán phöùc taïp, chuùng ta seõ naém ñöôïc caùc phöông phaùp cuõng nhö caùc kyõ 
naêng thoâng qua moät soá nguyeân taéc chung. Töø ñoù, ngoaøi khaû naêng hieåu roõ ñeå coù 
theå löïa choïn moät caùch ñuùng ñaén nhaát nhöõng CTDL coù saün, chuùng ta coøn coù khaû 
naêng xaây döïng nhöõng lôùp CTDL phöùc taïp hôn, tinh teá vaø thích hôïp hôn trong 
moãi baøi toaùn maø chuùng ta caàn giaûi quyeát. Khaû naêng thöøa keá caùc CTDL coù saün ñeå 
phaùt trieån theâm caùc tính naêng mong muoán cuõng laø moät ñieàu ñaùng löu yù. 
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Vôùi ví duï treân, nhöõng ai ñaõ töøng tieáp xuùc ít nhieàu vôùi vieäc laäp trình ñeàu khoâng 

xa laï vôùi khaùi nieäm “ngaên xeáp”. Ñaây laø moät CTDL ñôn giaûn nhaát nhöng laïi raát 
thoâng duïng, vaø dó nhieân chuùng ta seõ coù dòp hoïc kyõ hôn veà noù. ÔÛ ñaây chuùng ta 
muoán möôïn noù ñeå minh hoïa, vaø cuõng nhaèm giuùp cho ngöôøi ñoïc laøm quen vôùi moät 
phöông phaùp tieáp caän hoaøn toaøn nhaát quaùn trong suoát giaùo trình naøy. 
Giaû söû CTDL ngaên xeáp cuûa chuùng ta ñaõ ñöôïc giao cho moät nhieäm vuï laø caát giöõ 
nhöõng döõ lieäu vaø traû veà khi coù yeâu caàu, theo moät quy ñònh baát di baát dòch laø döõ 
lieäu ñöa vaøo sau phaûi ñöôïc laáy ra tröôùc. Baèng caùch söû duïng CTDL ngaên xeáp, 
chöông trình trôû neân heát söùc ñôn giaûn vaø ñöôïc trình baøy baèng ngoân ngöõ giaû nhö 
sau: 
 
Laëp cho ñeán khi nhaäp ñuû caùc con soá mong muoán 
{ 
 Nhaäp 1 con soá. 
 Caát vaøo ngaên xeáp con soá vöøa nhaäp. 
} 
Laëp trong khi maø ngaên xeáp vaãn coøn döõ lieäu 
{ 
 Laáy töø ngaên xeáp ra moät con soá. 
 In soá vöøa laáy ñöôïc. 
} 
 

Chuùng ta seõ coù dòp gaëp nhieàu baøi toaùn phöùc taïp hôn maø cuõng caàn söû duïng ñeán 
ñaëc tính naøy cuûa ngaên xeáp. Tính ñoùng kín cuûa caùc lôùp giuùp cho chöông trình voâ 
cuøng trong saùng. Ñoaïn chöông trình treân khoâng heà cho chuùng ta thaáy ngaên xeáp 
ñaõ laøm vieäc vôùi caùc döõ lieäu ñöôïc ñöa vaøo nhö theá naøo, ñoù laø nhieäm vuï maø chuùng ta 
ñaõ giao phoù cho noù vaø chuùng ta hoaøn toaøn yeân taâm veà ñieàu naøy. Baèng caùch naøy, 
khi ñaõ coù nhöõng CTDL thích hôïp, ngöôøi laäp trình coù theå deã daøng giaûi quyeát caùc 
baøi toaùn lôùn. Hoï coù theå yeân taâm taäp trung vaøo nhöõng ñieåm maáu choát ñeå xaây döïng, 
tinh cheá giaûi thuaät vaø kieåm loãi. 
 

Treân ñaây chuùng ta chæ vöøa môùi giôùi thieäu veà phaàn CTDL naèm trong noäi dung 
cuûa moân hoïc “CTDL vaø giaûi thuaät”. Vaäy giaûi thuaät laø gì? Ñöùng treân quan ñieåm 
thieát keá vaø laäp trình höôùng ñoái töôïng, chuùng ta ñaõ hieåu vai troø cuûa caùc lôùp. Vaäy 
khi ñaõ coù caùc lôùp roài thì ngöôøi ta caàn xaây döïng kòch baûn cho caùc ñoái töôïng hoaït 
ñoäng nhaèm giaûi quyeát baøi toaùn chính. Chuùng ta caàn moät caáu truùc chöông trình ñeå 
taïo ra kòch baûn ñoù: vieäc gì laøm tröôùc, vieäc gì laøm sau; vieäc gì chæ laøm trong nhöõng 
tình huoáng ñaëc bieät naøo ñoù; vieäc gì caàn laøm laëp laïi nhieàu laàn. Chuùng ta nhaéc ñeán 
giaûi thuaät chính laø quay veà vôùi khaùi nieäm cuûa “laäp trình thuû tuïc” tröôùc kia. Ngoaøi 
ra, chuùng ta cuõng caàn ñeán giaûi thuaät khi caàn hieän thöïc cho moãi lôùp: xong phaàn 
ñaëc taû caùc phöông thöùc - phöông tieän giao tieáp cuûa lôùp vôùi beân ngoaøi - chuùng ta 
caàn ñeán khaùi nieäm “laäp trình thuû tuïc” ñeå giaûi quyeát phaàn hieän thöïc beân trong cuûa 
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caùc phöông thöùc naøy. Ñoù laø vieäc chuùng ta phaûi xöû lyù nhöõng döõ lieäu beân trong cuûa 
chuùng nhö theá naøo môùi coù theå hoaøn thaønh ñöôïc chöùc naêng maø phöông thöùc phaûi 
ñaûm nhieäm.  

 
Nhö vaäy, veà phaàn giaûi thuaät trong moân hoïc naøy, chuû yeáu chuùng ta seõ tìm hieåu 

caùc giaûi thuaät maø caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp CTDL duøng ñeán, moät soá giaûi thuaät 
saép xeáp tìm kieám, vaø caùc giaûi thuaät trong caùc öùng duïng minh hoïa vieäc söû duïng caùc 
lôùp CTDL ñeå giaûi quyeát moät soá baøi toaùn ñoù. 

 
Trong giaùo trình naøy, yù töôûng veà caùc giaûi thuaät seõ ñöôïc trình baøy caën keõ, phaàn 

chöông trình duøng ngoân ngöõ C++ hoaëc ngoân ngöõ giaû theo quy öôùc ôû cuoái chöông 
naøy. Phaàn ñaùnh giaù giaûi thuaät chæ neâu nhöõng keát quaû ñaõ ñöôïc chöùng minh vaø 
kieåm nghieäm, sinh vieân coù theå tìm hieåu kyõ hôn trong caùc saùch tham khaûo. 

1.3. Caùch tieáp caän trong quaù trình tìm hieåu caùc lôùp CTDL 

1.3.1. Caùc böôùc trong quaù trình phaân tích thieát keá höôùng ñoái töôïng 
Quaù trình phaân tích thieát keá höôùng ñoái töôïng khi giaûi quyeát moät baøi toaùn goàm 

caùc böôùc nhö sau: 
1. Ñònh ra caùc lôùp vôùi caùc chöùc naêng maø chuùng ta mong ñôïi. Coâng vieäc naøy cuõng 

gioáng nhö coâng vieäc phaân coâng coâng vieäc cho caùc nhaân vieân cuøng tham gia 
moät döï aùn. 

2. Giaûi quyeát baøi toaùn baèng caùch löïa choïn caùc giaûi thuaät chính. Ñoù laø vieäc taïo ra 
moät moâi tröôøng ñeå caùc ñoái töôïng cuûa caùc lôùp neâu treân töông taùc laãn nhau. 
Giaûi thuaät chính ñöôïc xem nhö moät kòch baûn daãn daét caùc ñoái töôïng thöïc hieän 
caùc haønh vi cuûa chuùng vaøo nhöõng thôøi ñieåm caàn thieát. 

3. Hieän thöïc cho moãi lôùp. 
 
YÙ töôûng chính ôû ñaây naèm ôû böôùc thöù hai, daãu cho caùc lôùp chöa ñöôïc hieän thöïc, 

chuùng ta hoaøn toaøn coù theå söû duïng chuùng sau khi ñaõ bieát roõ nhöõng chöùc naêng maø 
moãi lôùp seõ phaûi hoaøn thaønh. Trung thaønh vôùi quan ñieåm naøy cuûa höôùng ñoái töôïng, 
chuùng ta cuõng seõ neâu ra ñaây phöông phaùp tieáp caän maø chuùng ta seõ söû duïng moät 
caùch hoaøn toaøn nhaát quaùn trong vieäc nghieân cöùu vaø xaây döïng caùc lôùp CTDL. 

 
ÖÙng duïng trong chöông 18 veà chöông trình Game Of Life laø moät daãn chöùng veà 

caùc böôùc phaân tích thieát keá trong quaù trình xaây döïng neân moät chöông trình. Sinh 
vieân coù theå tham khaûo ngay phaàn naøy. Rieâng phaàn 18.4.2 phieân baûn thöù hai cuûa 
chöông trình sinh vieân chæ coù theå tham khaûo sau khi ñoïc qua chöông 4 veà danh 
saùch vaø chöông 12 veà baûng baêm. 
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1.3.2. Quaù trình xaây döïng caùc lôùp CTDL 

Chuùng ta seõ laàn löôït xaây döïng töø caùc lôùp CTDL ñôn giaûn cho ñeán caùc lôùp 
CTDL phöùc taïp hôn. Tuy nhieân, quaù trình thieát keá vaø hieän thöïc cho moïi lôùp 
CTDL ñeàu tuaân theo ñuùng caùc böôùc sau ñaây: 

 
1. Xuaát phaùt töø moät moâ hình toaùn hoïc hay  döïa vaøo moät nhu caàu thöïc teá naøo 

ñoù, chuùng ta ñònh ra caùc chöùc naêng cuûa lôùp CTDL chuùng ta caàn coù. Böôùc naøy 
gioáng böôùc thöù nhaát ôû treân, vì lôùp CTDL, cuõng nhö caùc lôùp khaùc, seõ cung caáp 
cho chuùng ta caùc ñoái töôïng ñeå hoaït ñoäng trong chöông trình chính. Vaø nhö 
vaäy, nhöõng nhieäm vuï maø chuùng ta seõ giao cho noù seõ ñöôïc chæ ra moät caùch roõ 
raøng vaø chính xaùc ôû böôùc keá tieáp sau ñaây. 

 
2. Ñaëc taû ñaày ñuû caùch thöùc giao tieáp giöõa lôùp CTDL ñang ñöôïc thieát keá vôùi moâi 

tröôøng ngoaøi (caùc chöông trình seõ söû duïng noù). Phaàn giao tieáp naøy ñöôïc moâ 
taû thoâng qua ñònh nghóa caùc phöông thöùc cuûa lôùp. Moãi phöông thöùc laø moät 
haønh vi cuûa ñoái töôïng CTDL sau naøy, phaàn ñaëc taû goàm caùc yeáu toá sau: 
• Kieåu cuûa keát quaû maø phöông thöùc traû veà. 
• Caùc thoâng soá vaøo / ra. 
• Caùc ñieàu kieän ban ñaàu tröôùc khi phöông thöùc ñöôïc goïi (precondition). 
• Caùc keát quaû maø phöông thöùc laøm ñöôïc (postcondition). 
• Caùc lôùp, haøm coù söû duïng trong phöông thöùc (uses). 
Thoâng qua phaàn ñaëc taû naøy, caùc CTDL hoaøn toaøn coù theå ñöôïc söû duïng trong 
vieäc xaây döïng neân nhöõng giaûi thuaät lôùn trong caùc baøi toaùn lôùn. Phaàn ñaëc taû 
naøy coù theå ñöôïc xem nhö nhöõng cam keát maø khoâng bao giôø ñöôïc quyeàn thay 
ñoåi. Coù nhö vaäy caùc chöông trình coù söû duïng CTDL môùi khoâng bò thay ñoåi 
moät khi ñaõ söû duïng chuùng. 
 

3. Tìm hieåu caùc phöông aùn hieän thöïc cho lôùp CTDL. Chuùng ta cuõng neân nhôù 
raèng, coù raát nhieàu caùch hieän thöïc khaùc nhau cho cuøng moät ñaëc taû cuûa moät lôùp 
CTDL. Veà maët hieäu quaû, coù nhöõng phöông aùn gaàn nhö gioáng nhau, nhöng 
cuõng coù nhöõng phöông aùn khaùc nhau raát xa. Ñieàu naøy phuï thuoäc raát nhieàu 
vaøo caùch toå chöùc döõ lieäu beân trong baûn thaân cuûa lôùp CTDL, vaøo caùc giaûi 
thuaät lieân quan ñeán vieäc xöû lyù döõ lieäu cuûa caùc phöông thöùc. 

 
4. Choïn phöông aùn vaø hieän thöïc lôùp. Trong böôùc naøy bao goàm caû vieäc kieåm tra 

ñeå hoaøn taát lôùp CTDL nhö laø moät lôùp ñeå boå sung vaøo thö vieän, ngöôøi laäp 
trình coù theå söû duïng chuùng trong nhieàu chöông trình sau naøy. Coâng vieäc ôû 
böôùc naøy keå cuõng khaù vaát vaû, vì chuùng ta seõ phaûi kieåm tra thaät kyõ löôõng, 
tröôùc khi ñöa saûn phaåm ra nhö nhöõng ñoùng goùi, maø ngöôøi khaùc coù theå hoaøn 
toaøn yeân taâm khi söû duïng chuùng. 
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Ñeå coù ñöôïc nhöõng saûn phaåm hoaøn haûo thöïc hieän ñuùng nhöõng ñieàu ñaõ cam keát, 
böôùc thöù hai treân ñaây ñöôïc xem laø böôùc quan troïng nhaát. Vaø ñeå coù ñöôïc moät ñònh 
nghóa vaø moät ñaëc taû ñaày ñuû vaø chính xaùc nhaát cho moät CTDL môùi naøo ñoù, buôùc 
thöù hai phaûi ñöôïc thöïc hieän hoaøn toaøn ñoäc laäp vôùi hai böôùc sau noù. Ñaây laø nguyeân 
taéc voâ cuøng quan troïng maø chuùng ta seõ phaûi tuaân thuû moät caùch trieät ñeå. Vì trong 
tröôøng hôïp ngöôïc laïi, vieäc xem xeùt sôùm caùc chi tieát cuï theå seõ laøm cho chuùng ta deã 
coù caùi nhìn phieán dieän, ñieàu naøy deã daãn ñeán nhöõng ñaëc taû mang nhieàu sô suaát. 

1.4. Moät soá ñònh nghóa cô baûn 

Chuùng ta baét ñaàu baèng ñònh nghóa cuûa moät kieåu döõ lieäu (type): 

1.4.1. Ñònh nghóa kieåu döõ lieäu 

Ñònh nghóa: Moät kieåu döõ lieäu laø moät taäp hôïp, caùc phaàn töû cuûa taäp hôïp naøy ñöôïc 
goïi laø caùc trò cuûa kieåu döõ lieäu. 

 
Chuùng ta coù theå goïi moät kieåu soá nguyeân laø moät taäp caùc soá nguyeân, kieåu soá thöïc 

laø moät taäp caùc soá thöïc, hoaëc kieåu kyù töï laø moät taäp caùc kyù hieäu maø chuùng ta mong 
muoán söû duïng trong caùc giaûi thuaät cuûa chuùng ta. 

Löu yù raèng chuùng ta ñaõ coù theå chæ ra söï phaân bieät giöõa moät kieåu döõ lieäu tröøu 
töôïng vaø caùch hieän thöïc cuûa noù. Chaúng haïn, kieåu int trong C++ khoâng phaûi laø taäp 
cuûa taát caû caùc soá nguyeân, noù chæ chöùa caùc soá nguyeân ñöôïc bieåu dieãn thöïc söï bôûi 
moät maùy tính xaùc ñònh, soá nguyeân lôùn nhaát trong taäp phuï thuoäc vaøo soá bit ngöôøi 
ta daønh ñeå bieåu dieãn noù (thöôøng laø moät töø goàm 2 bytes töùc 16 bits). Töông töï, kieåu 
float vaø double trong C++ bieåu dieãn moät taäp caùc soá thöïc coù daáu chaám ñoäng naøo 
ñoù, vaø ñoù chæ laø moät taäp con cuûa taäp taát caû caùc soá thöïc. 

1.4.2. Kieåu nguyeân toá vaø caùc kieåu coù caáu truùc 

Caùc kieåu nhö int, float, char ñöôïc goïi laø caùc kieåu nguyeân toá (atomic) vì 
chuùng ta xem caùc trò cuûa chuùng chæ laø moät thöïc theå ñôn, chuùng ta khoâng coù mong 
muoán chia nhoû chuùng. Tuy nhieân, caùc ngoân ngöõ maùy tính thöôøng cung caáp caùc 
coâng cuï cho pheùp chuùng ta xaây döïng caùc kieåu döõ lieäu môùi goïi laø caùc kieåu coù caáu 
truùc (structured types). Chaúng haïn nhö moät struct trong C++ coù theå chöùa nhieàu 
kieåu nguyeân toá khaùc nhau, trong ñoù khoâng loaïi tröø moät kieåu coù caáu truùc khaùc laøm 
thaønh phaàn. Trò cuûa moät kieåu coù caáu truùc cho chuùng ta bieát noù ñöôïc taïo ra bôûi caùc 
phaàn töû naøo. 

1.4.3. Chuoãi noái tieáp vaø danh saùch 

Ñònh nghóa: Moät chuoãi noái tieáp (sequence) kích thöôùc 0 laø moät chuoãi roãng. Moät 
chuoãi noái tieáp kích thöôùc n ≥ 1 caùc phaàn töû cuûa taäp T laø moät caëp coù thöù 
töï (Sn-1, t), trong ñoù Sn-1 laø moät chuoãi noái tieáp kích thöôùc n – 1 caùc 
phaàn töû cuûa taäp T, vaø t laø moät phaàn töû  cuûa taäp T. 
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Töø ñònh nghóa naøy chuùng ta coù theå taïo neân moät chuoãi noái tieáp daøi tuøy yù, baét 
ñaàu töø moät chuoãi noái tieáp roãng vaø theâm moãi laàn moät phaàn töû cuûa taäp T. 

 
Chuùng ta phaân bieät hai töø: noái tieáp (sequential) nguï yù caùc phaàn töû thuoäc moät 

chuoãi noái tieáp veà maët luaän lyù, coøn töø lieân tuïc (contiguous) nguï yù caùc phaàn töû naèm 
keà nhau trong boä nhôù. Trong ñònh nghóa treân ñaây chuùng ta chæ duøng töø noái tieáp 
maø thoâi, chuùng ta chöa heà quan taâm veà maët vaät lyù. 

 
Töø ñònh nghóa chuoãi noái tieáp höõu haïn cho pheùp chuùng ta ñònh nghóa moät danh 

saùch (list):  
Ñònh nghóa: Moät danh saùch caùc phaàn töû thuoäc kieåu T laø moät chuoãi noái tieáp höõu 

haïn caùc phaàn töû kieåu T. 

1.4.4. Caùc kieåu döõ lieäu tröøu töôïng 

 
Ñònh nghóa: CTDL (Data Structure) laø moät söï keát hôïp cuûa caùc kieåu döõ lieäu nguyeân 

toá, vaø/ hoaëc caùc kieåu döõ lieäu coù caáu truùc, vaø/ hoaëc caùc CTDL khaùc vaøo 
moät taäp, cuøng caùc quy taéc veà caùc moái quan heä giöõa chuùng.  

 
Trong ñònh nghóa naøy, caáu truùc coù nghóa laø taäp caùc quy taéc keát noái caùc döõ lieäu 

vôùi nhau. Maët khaùc, ñöùng treân quan ñieåm cuûa höôùng ñoái töôïng, chuùng ta seõ xaây 
döïng moãi CTDL nhö laø moät lôùp maø ngoaøi khaû naêng chöùa döõ lieäu, noù coøn coù caùc 
haønh vi ñaëc tröng rieâng, ñoù chính laø caùc thao taùc cho pheùp caäp nhaäp, truy xuaát 
caùc giaù trò döõ lieäu cho töøng ñoái töôïng. Nhôø ñoù, chuùng ta coù ñöôïc moät khaùi nieäm 
môùi: kieåu döõ lieäu tröøu töôïng (abstract data type), thöôøng vieát taét laø ADT. 
 

Nguyeân taéc quan troïng ôû ñaây laø moät ñònh nghóa cuûa baát kyø moät kieåu döõ lieäu 
tröøu töôïng naøo cuõng goàm hai phaàn: phaàn thöù nhaát moâ taû caùch maø caùc phaàn töû 
trong kieåu lieân quan ñeán nhau, phaàn thöù hai laø söï lieät keâ caùc thao taùc coù theå thöïc 
hieän treân caùc phaàn töû cuûa kieåu döõ lieäu tröøu töôïng ñoù. 

 
Löu yù raèng khi ñònh nghóa cho moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng chuùng ta hoaøn toaøn 

khoâng quan taâm ñeán caùch hieän thöïc cuûa noù. Moät ñònh nghóa cho moät kieåu döõ lieäu 
tröøu töôïng phuï thuoäc vaøo nhöõng nhieäm vuï maø chuùng ta troâng ñôïi noù phaûi thöïc 
hieän ñöôïc. Döôùi ñaây laø moät soá vaán ñeà chuùng ta thöôøng hay xem xeùt: 

• Coù quan taâm ñeán thöù töï theâm vaøo cuûa caùc phaàn töû hay khoâng? 
• Vieäc truy xuaát phaàn töû phuï thuoäc thöù töï theâm vaøo cuûa caùc phaàn töû, hay coù 

theå truy xuaát phaàn töû baát kyø döïa vaøo khoùa cho tröôùc? 
• Vieäc tìm kieám phaàn töû theo khoùa, neáu ñöôïc pheùp, laø hoaøn toaøn nhö nhau 

ñoái vôùi baát kyø khoùa naøo, hay phuï thuoäc vaøo thöù töï khi theâm vaøo, hay phuï 
thuoäc vaøo taàn suaát maø khoùa ñöôïc truy xuaát? 

• … 
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Moät ñaëc taû cho moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng hoaøn toaøn coù theå coù nhieàu caùch 

hieän thöïc khaùc nhau. Moãi caùch hieän thöïc mang laïi tính khaû thi vaø tính hieäu quaû 
khaùc nhau. Ñieàu naøy phuï thuoäc vaøo yeâu caàu veà thôøi gian vaø khoâng gian cuûa baøi 
toaùn. Nhöng caàn nhaán maïnh raèng, moïi caùch hieän thöïc cuûa moät kieåu döõ lieäu tröøu 
töôïng ñeàu luoân trung thaønh vôùi ñaëc taû ban ñaàu veà caùc chöùc naêng cuûa noù.  
 

Nhieäm vuï cuûa chuùng ta trong vieäc hieän thöïc CTDL trong C++ laø baét ñaàu töø 
nhöõng khaùi nieäm, thöôøng laø ñònh nghóa cuûa moät ADT, sau ñoù tinh cheá daàn ñeå coù 
ñöôïc hieän thöïc baèng moät lôùp trong C++. Caùc phöông thöùc cuûa lôùp trong C++ töông 
öùng moät caùch töï nhieân vôùi caùc thao taùc döõ lieäu treân ADT, trong khi nhöõng thaønh 
phaàn döõ lieäu cuûa lôùp trong C++ töông öùng vôùi CTDL vaät lyù maø chuùng ta choïn ñeå 
bieåu dieãn ADT. 

1.5. Moät soá nguyeân taéc vaø phöông phaùp ñeå hoïc toát moân CTDL vaø giaûi 
thuaät 

1.5.1. Caùch tieáp caän vaø phöông höôùng suy nghó tích cöïc 

Moãi CTDL ñeàu ñöôïc trình baøy theo ñuùng caùc böôùc sau ñaây: 
• Ñònh nghóa lôùp. 
• Ñaëc taû lôùp. 
• Phaân tích caùc phöông aùn hieän thöïc. 
• Hieän thöïc lôùp. 
•  

Löu yù raèng, söï tröøu töôïng vaø ñaëc taû döõ lieäu phaûi luoân ñi tröôùc söï löïa choïn 
caùch thöùc toå chöùc löu tröõ döõ lieäu vaø caùch hieän thöïc chuùng. 

 
Trong phaàn ñònh nghóa vaø ñaëc taû lôùp, ñeå coù theå hieåu saâu vaán ñeà vaø caûm thaáy 

höùng thuù hôn, sinh vieân neân töï xem mình laø moät trong nhöõng ngöôøi tham gia vaøo 
coâng vieäc thieát keá. Vì chöùc naêng cuûa lôùp hoaøn toaøn phuï thuoäc vaøo quan ñieåm cuûa 
ngöôøi thieát keá. Neáu chuùng ta giôùi haïn cho moãi lôùp CTDL moät soá chöùc naêng thao 
taùc döõ lieäu cô baûn nhaát, chuùng ta coù moät thö vieän goïn nheï. Ngöôïc laïi, thö vieän seõ 
raát lôùn, nhöng ngöôøi laäp trình coù theå goïi thöïc hieän baát cöù coâng vieäc naøo maø hoï 
muoán töø nhöõng phöông thöùc ñaõ coù saün cuûa moãi lôùp. Thö vieän caùc lôùp CTDL trong 
VC++ laø moät minh hoïa cho thaáy moãi lôùp CTDL coù saün raát nhieàu phöông thöùc ñaùp 
öùng ñöôïc nhu caàu cuûa nhieàu ngöôøi duøng khaùc nhau. 

Caùc phöông thöùc ñöôïc ñaëc taû kyõ caøng cho moãi lôùp trong giaùo trình naøy cuõng 
chæ laø ñeå minh hoïa. Sinh vieân coù theå töï yù choïn löïa ñeå ñaëc taû moät soá phöông thöùc 
boå sung khaùc theo yù muoán. 

 
Tröôùc khi tìm hieåu caùc phöông aùn hieän thöïc ñöôïc trình baøy trong giaùo trình 

daønh cho moãi lôùp CTDL, sinh vieân cuõng neân töï phaùc hoïa theo suy nghó cuûa rieâng 
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baûn thaân mình. Vôùi caùch chuû ñoäng nhö vaäy, sinh vieân seõ deã daøng nhìn ra caùc öu 
nhöôïc ñieåm trong töøng phöông aùn. Vaø neáu coù ñöôïc nhöõng yù töôûng hoaøn toaøn môùi 
meû so vôùi nhöõng gì ñöôïc trình baøy trong giaùo trình, sinh vieân seõ töï tin hôn khi 
caàn giaûi quyeát caùc baøi toaùn. Nhöõng CTDL nhaèm phuïc vuï cho caùc baøi toaùn lôùn ñoâi 
khi ñöôïc hình thaønh töø söï gheùp noái cuûa moät soá CTDL ñôn giaûn. Chính söï gheùp 
noái naøy laøm naûy sinh voâ vaøn phöông aùn khaùc nhau maø chuùng ta phaûi choïn löïa 
thaät thaän troïng, ñeå baûo ñaûm tính khaû thi vaø hieäu quaû cuûa chöông trình. Moät khi 
gaëp moät baøi toaùn caàn giaûi quyeát, neáu sinh vieân bieát choïn cho mình nhöõng phöông 
aùn gheùp noái caùc CTDL ñôn giaûn, bieát caùch söû duïng laïi nhöõng gì ñaõ coù trong thö 
vieän, vaø bieát caùch laøm theá naøo ñeå hieän thöïc boå sung nhöõng gì thuoäc veà nhöõng yù 
töôûng môùi meû vöøa naûy sinh, xem nhö sinh vieân ñaõ hoïc toát moân CTDL vaø giaûi 
thuaät. 

 
So vôùi nhieàu giaùo trình khaùc, giaùo trình naøy taùch rieâng phaàn öùng duïng caùc 

CTDL nhaèm laøm goïn nheï hôn cho phaàn II laø phaàn chæ trình baøy veà caùc CTDL. 
Nhö vaäy seõ thuaän tieän hôn cho sinh vieân trong vieäc tìm hieåu nhöõng phaàn caên baûn 
hay laø tra cöùu môû roäng kieán thöùc. Hôn nöõa, coù nhieàu öùng duïng lieân quan ñeán 
nhieàu CTDL khaùc nhau. 
 

1.5.2. Caùc nguyeân taéc 

1. Tröôùc khi hieän thöïc baát kyø moät lôùp CTDL naøo, chuùng ta caàn chaéc chaén raèng 
chuùng ta ñaõ ñònh nghóa CTDL vaø ñaëc taû caùc taùc vuï cho noù moät caùch thaät ñaày 
ñuû. Coù nhö vaäy môùi baûo ñaûm ñöôïc raèng: 
• Chuùng ta ñaõ hieåu veà noù moät caùch chính xaùc. 
• Trong khi hieän thöïc chuùng ta khoâng phaûi quay laïi söûa ñoåi caùc ñaëc taû cuûa 

noù, vì vieäc söûa ñoåi naøy coù theå laøm cho chuùng ta maát phöông höôùng, CTDL 
seõ khoâng coøn ñuùng nhö nhöõng yù töôûng ban ñaàu maø chuùng ta ñaõ döï ñònh 
cho noù. 

•  Caùc chöông trình öùng duïng khoâng caàn phaûi ñöôïc chænh söûa moät khi ñaõ söû 
duïng CTDL naøy. 

• Neáu chuùng ta cung caáp nhieàu hieän thöïc khaùc nhau cho cuøng moät CTDL, 
thì khi ñoåi sang söû duïng moät hieän thöïc khaùc, chöông trình öùng duïng 
khoâng ñoøi hoûi phaûi ñöôïc chænh söûa laïi. Caùc hieän thöïc khaùc nhau cuûa cuøng 
moät CTDL luoân coù cuøng moät giao dieän thoáng nhaát. 

 
2. Moãi phöông thöùc cuûa lôùp luoân coù naêm phaàn moâ taû (kieåu traû veà, thoâng soá vaøo/ 

ra, precondition, postcondition, uses)  
 

Ñaây laø yeâu caàu chung trong vieäc laäp taøi lieäu cho moät haøm. Caùc CTDL cuûa 
chuùng ta seõ ñöôïc söû duïng trong raát nhieàu öùng duïng khaùc nhau. Do ñoù chuùng 
ta caàn xaây döïng sao cho ngöôøi laäp trình bôùt ñöôïc moïi coâng söùc coù theå. Lôøi 
khuyeân ôû ñaây laø: phaàn precondition chæ nhaèm giaûi thích yù nghóa caùc thoâng soá 
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vaøo, chöù khoâng neân raøng buoäc nhöõng trò hôïp leä maø thoâng soá vaøo phaûi thoaû. 
Nhieäm vuï trong phaàn hieän thöïc cuûa phöông thöùc laø chuùng ta phaûi löôøng heát 
moïi khaû naêng coù theå coù cuûa thoâng soá vaøo vaø giaûi quyeát thoûa ñaùng töøng tröôøng 
hôïp. 

 
Chuùng ta xem caùc CTDL cuõng nhö caùc dòch vuï, chuùng ñöôïc vieát moät 

laàn vaø ñöôïc söû duïng trong raát nhieàu öùng duïng khaùc nhau. Do ñoù CTDL 
caàn ñöôïc xaây döïng sao cho ngöôøi söû duïng bôùt ñöôïc coâng söùc moïi luùc coù 
theå. 

Caùc phöông thöùc public cuûa caùc CTDL neân ñöôïc hieän thöïc khoâng coù 
precondition. 

 
3. Ñaûm baûo tính ñoùng kín (encapsulation) cuûa lôùp CTDL. Döõ lieäu coù tính ñoùng 

kín khi chuùng chæ coù theå ñöôïc truy xuaát bôûi caùc phöông thöùc cuûa lôùp.  
 

Öu ñieåm cuûa vieäc söû duïng moät lôùp coù tính ñoùng kín laø khi chuùng ta ñaëc taû 
vaø hieän thöïc caùc phöông thöùc, chuùng ta khoâng phaûi lo laéng ñeán caùc giaù trò 
khoâng hôïp leä cuûa caùc döõ lieäu ñang ñöôïc löu trong ñoái töôïng cuûa lôùp.  

 
Caùc thaønh phaàn döõ lieäu cuûa CTDL  neân ñöôïc khai baùo private. 

 
4. Ngoaïi tröø caùc constructor coù chuû ñích, moãi ñoái töôïng cuûa CTDL luoân phaûi 

ñöôïc khôûi taïo laø moät ñoái töôïng roãng vaø chæ ñöôïc söûa ñoåi bôûi chính caùc 
phöông thöùc cuûa lôùp. Vôùi caùc phöông thöùc ñaõ ñöôïc hieän thöïc vaø kieåm tra kyõ 
löôõng, chuùng ta luoân an taâm raèng caùc ñoái töôïng CTDL luoân chöùa nhöõng döõ 
lieäu hôïp leä. Ñieàu naøy giuùp chuùng luoân hoaøn thaønh nhieäm vuï ñöôïc giao, vaø ñoù 
cuõng laø nguyeân taéc cuûa höôùng ñoái töôïng.  

 

1.5.3. Phong caùch laäp trình (style of programming) vaø caùc kyõ naêng: 

1. Vaán ñeà xöû lyù loãi:  
Vieäc xöû lyù loãi cung caáp moät möùc ñoä an toaøn caàn thieát maø chuùng ta neân 

thöïc hieän moïi luùc coù theå trong CTDL cuûa chuùng ta. Coù vaøi caùch khaùc nhau 
trong vieäc xöû lyù loãi. Chaúng haïn chuùng ta coù theå in ra thoâng baùo hoaëc ngöng 
chöông trình khi gaëp loãi. Hoaëc thay vaøo ñoù, chuùng ta daønh vieäc xöû lyù loãi laïi 
cho ngöôøi laäp trình söû duïng CTDL cuûa chuùng ta baèng caùch traû veà caùc maõ loãi 
thoâng qua trò traû veà cuûa caùc phöông thöùc. Caùch cuoái cuøng naøy hay hôn vì noù 
cung caáp khaû naêng löïa choïn cho ngöôøi laäp trình. Coù nhöõng tình huoáng maø 
ngöôøi laäp trình thaáy caàn thieát phaûi ngöng ngay chöông trình, nhöng cuõng coù 
nhöõng tình huoáng loãi coù theå boû qua ñeå chöông trình tieáp tuïc chaïy. Baèng caùch 
naøy, ngöôøi laäp trình khi söû duïng caùc CTDL hoaøn toaøn coù theå chuû ñoäng ñoái 
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phoù vôùi moïi tình huoáng. Hôn nöõa, caùc CTDL cuûa chuùng ta seõ ñöôïc xaây döïng 
nhö laø caùc thö vieän duøng chung cho raát nhieàu chöông trình. 

  
Khi söû duïng moät phöông thöùc cuûa moät lôùp CTDL, ngöôøi laäp trình caàn 

phaûi xem xeùt laïi maõ loãi maø phöông thöùc traû veà ñeå xöû lyù loãi khi caàn thieát. 
Caùc lôùp CTDL caàn phaûi ñöôïc thieát keá sao cho coù theå cho pheùp ngöôøi laäp 

trình choïn löïa caùch thöùc xöû lyù loãi theo yù muoán. 
 

Chuùng ta seõ duøng khai baùo ErrorCode nhö moät kieåu döõ lieäu kieåu lieät keâ 
taäp caùc trò töông öùng caùc tình huoáng coù theå xaûy ra khi moät phöông thöùc cuûa 
moät lôùp ñöôïc goïi: thaønh coâng hay thaát baïi, traøn boä nhôù, trò thoâng soá khoâng 
hôïp leä,… Chuùng ta seõ coá gaéng thieát keá moät caùch thaät nhaát quaùn: haàu heát caùc 
phöông thöùc cuûa caùc lôùp traû veà kieåu ErrorCode naøy.  

 
Söï nhaát quaùn bao giôø cuõng taïo ra thoùi quen raát toát trong phong caùch 

laäp trình. Ñieàu naøy tieát kieäm raát nhieàu coâng söùc vaø thôøi gian cuûa ngöôøi laäp 
trình. 

 
2. Caùch truyeàn nhaän döõ lieäu giöõa ñoái töôïng CTDL vôùi chöông trình söû duïng 

 
Caùc giao tieáp truyeàn nhaän döõ lieäu khaùc giöõa chöông trình söû duïng vaø caùc 

lôùp CTDL dó nhieân cuõng thoâng qua danh saùch caùc thoâng soá. Trong phöông 
thöùc cuûa lôùp CTDL seõ khoâng coù vieäc chôø nhaän döõ lieäu tröïc tieáp töø baøn phím. 
Chuùng ta neân daønh cho ngöôøi laäp trình quyeàn chuyeån höôùng doøng nhaäp xuaát 
döõ lieäu vôùi caùc thieát bò beân ngoaøi nhö baøn phím, maøn hình, taäp tin, maùy in,… 

 
3. Vaán ñeà kieåu cuûa döõ lieäu ñöôïc löu trong CTDL.  

 
Moãi lôùp CTDL maø chuùng ta xaây döïng ñeàu coù tính toång quaùt cao, noù coù theå 

chaáp nhaän baát kyø moät kieåu döõ lieäu naøo cho döõ lieäu ñöôïc löu trong noù. Trong 
C++ töø khoùa template cho pheùp chuùng ta laøm ñieàu naøy. Caùc kieåu döõ lieäu naøy 
thöôøng ñöôïc yeâu caàu phaûi coù saün moät soá thao taùc caàn thieát nhö so saùnh, 
nhaäp, xuaát,… 

 
4. Caùc khai baùo beân trong moät lôùp CTDL.  

 
Lôùp CTDL cung caáp caùc thao taùc döõ lieäu thoâng qua caùc phöông thöùc ñöôïc 

khai baùo laø public.  
Taát caû nhöõng thuoäc tính vaø caùc haøm coøn laïi luoân ñöôïc khai baùo private 
hoaëc protected.  
Caùc thuoäc tính cuûa moät lôùp CTDL coù theå ñöôïc phaân laøm hai loaïi:  
• Thuoäc tính baét buoäc phaûi coù ñeå löu döõ lieäu. 
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• Thuoäc tính maø ñoái töôïng caàn coù ñeå töï quaûn lyù, trong soá naøy coù thuoäc tính 
ñöôïc boå sung chæ ñeå ñaåy nhanh toác ñoä cuûa caùc thao taùc döõ lieäu. 

 
Caùc haøm ñöôïc che daáu beân trong lôùp ñöôïc goïi laø caùc haøm phuï trôï (auxilary 

function), chuùng chæ ñöôïc söû duïng bôûi chính caùc phöông thöùc cuûa lôùp CTDL 
ñoù maø thoâi.  
 

Vieäc môû roäng theâm caùc taùc vuï cho moät lôùp coù saün coù theå theo moät trong 
hai caùch:  
• Boå sung theâm phöông thöùc môùi.  
• Xaây döïng lôùp thöøa keá.  
 

5. Moät soá höôùng daãn caàn thieát trong vieäc thöû nghieäm chöông trình.  
 

 Boä chöông trình thöû (driver): Ñaây laø ñoaïn chöông trình thöôøng ñöôïc vieát 
trong haøm main vaø chöùa moät thöïc ñôn (menu) cho pheùp thöû moïi phöông 
thöùc cuûa lôùp CTDL ñang ñöôïc xaây döïng. 
Chuùng ta seõ vieát, thöû nghieäm, vaø hoaøn chænh nhieàu lôùp CTDL khaùc nhau. 
Do ñoù ngay töø ñaàu chuùng ta neân xaây döïng moät driver sao cho toång quaùt, khi 
caàn thöû vôùi moät CTDL naøo ñoù chæ caàn chænh söûa laïi ñoâi chuùt maø thoâi. 
Trong driver chuùng ta neân chuaån hoùa vieäc ñoïc ghi taäp tin, xöû lyù caùc thao 
taùc ñoïc töø baøn phím vaø xuaát ra maøn hình. Phaàn coøn laïi laø moät menu cho 
pheùp ngöôøi söû duïng chaïy chöông trình choïn caùc chöùc naêng nhö taïo ñoái 
töôïng CTDL môùi, goïi caùc thao taùc theâm, xoùa, tìm kieám, truy xuaát,… treân 
CTDL ñoù. 

 
 Caùc maåu taïm (stub): ñaây laø moät meïo nhoû nhöng raát höõu ích. Ñeå dòch vaø 

chaïy thöû moät vaøi phaàn nhoû ñaõ vieát, nhöõng phaàn chöa vieát cuûa chöông trình 
seõ ñöôïc taïo nhö nhöõng maåu nhoû vaø chæ caàn hôïp cuù phaùp (Xem öùng duïng 
tính toaùn caùc ña thöùc trong chöông 15).  
Ví duï: Trong ñoaïn chöông trình naøo ñoù chuùng ta ñang muoán chaïy thöû maø 
coù söû duïng lôùp A, haøm B,…, chuùng ta seõ taïm khai baùo caùc stub: 

class A 
{ 
}; // Moät lôùp chöa coù thuoäc tính vì chuùng ta chöa quyeát ñònh neân choïn 

kieåu      thuoäc tính nhö theá naøo. 
void B() 
{ 
} // Moät haøm vôùi thaân haøm coøn roãng maø chuùng ta heïn seõ vieát sau. 

 
Neáu moät haøm ñaõ coù ñònh nghóa thì chæ caàn traû veà sao cho hôïp leä: 
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int C() 
{ 
 return 1;  
} // chæ caàn caån thaän trong tröôøng hôïp neáu nhö giaù trò traû veà laïi ñöôïc 

duøng trong moät bieåu thöùc luaän lyù ñeå xeùt ñieàu kieän laëp voøng thì coù 
khaû naêng voøng laëp khoâng ñöôïc thöïc hieän hoaëc laëp voâ taän. 

 
 Caùch thöùc theo doõi moät chöông trình ñang chaïy hoaëc nhu caàu khaûo saùt caùch 

laøm vieäc cuûa moät trình bieân dòch naøo ñoù: 
Ví duï gôïi yù: 
void D() 
{ 
 count << “\n Haøm D ñang ñöôïc goïi \n”; 
} 

Trong C++ caùc haøm constructor  vaø destructor ñöôïc trình bieân dòch goïi khi 
moät ñoái töôïng vöøa ñöôïc taïo ra hoaëc saép bò huûy. Vaäy neáu coù thaéc maéc veà thöù 
töï goïi caùc haøm naøy cuûa moät lôùp thöøa keá töø lôùp khaùc, chuùng ta coù theå duøng 
caùch töông töï ñeå vieát trong constructor  vaø destructor cuûa töøng lôùp cha, con. 
 
Neáu chuùng ta coù thaéc maéc veà caùch öùng xöû cuûa trình bieân dòch khi goïi caùc 
haøm naøy hay caùc haøm ñöôïc ñònh nghóa ñeø (overloaded, overwriten) trong 
tröôøng hôïp caùc lôùp thöøa keá laãn nhau, hoaëc moät soá tröôøng hôïp khaùc naøo ñoù, 
thì ñaây laø caùch hay nhaát ñeå chuùng ta töï kieåm nghieäm laáy. 
 
Phaàn lôùn caùc giaûi thuaät ñöôïc nghieân cöùu tröôùc heát chæ döïa treân yù töôûng 
(bieåu dieãn baèng ngoân ngöõ giaû vaø ñoäc laäp vôùi moïi ngoân ngöõ laäp trình). Tuy 
nhieân khi hieän thöïc chuùng ta thöôøng gaëp vöôùng maéc ôû choã moãi ngoân ngöõ 
laäp trình coù moät soá ñaëc ñieåm khaùc nhau, vaø ngay caû khi duøng chung moät 
ngoân ngöõ, caùc trình bieân dòch khaùc nhau (khaùc haõng saûn xuaát hay khaùc 
phieân baûn) ñoâi khi cuõng öùng xöû khaùc nhau. Ñieàu ñoù gaây raát nhieàu khoù khaên 
vaø laõng phí thôøi gian cuûa nhieàu sinh vieân.  
 
Chæ caàn laáy moät ví duï ñôn giaûn, ñoù laø vieäc ñoïc ghi file, vieäc thöôøng xuyeân 
phaûi caàn ñeán khi muoán thöû nghieäm moät giaûi thuaät naøo ñoù. Caùc voøng laëp 
thöôøng nhaàm laãn ôû ñieàu kieän keát thuùc file trong ngoân ngöõ C++, maø ñieàu 
naøy hoaøn toaøn phuï thuoäc vaøo vieäc xöû lyù con troû file cuûa trình bieân dòch. 
Ngay moät phaàn meàm nhö Visual C++ hieän taïi cuõng chöùa cuøng luùc trong thö 
vieän khoâng bieát bao nhieâu lôùp phuïc vuï cho vieäc khai baùo vaø ñoïc ghi file. 
Chuùng ta chæ coù theå söû duïng moät trong caùc thö vieän ñoù moät caùch chính xaùc 
sau khi ñaõ tìm hieåu thaät kyõ! Moät ví duï khaùc cuõng hay gaây nhöõng loãi maát 
raát nhieàu thôøi gian, ñoù laø vieäc so saùnh caùc trò: NULL, ‘0’, ‘\0’, 0, … maø neáu 
khoâng khaûo saùt kyõ chuùng ta seõ bò traû giaù bôûi söï chuû quan cho raèng mình ñaõ 
hieåu ñuùng quy öôùc cuûa trình bieân dòch.  
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Vieäc tìm ñoïc taøi lieäu keøm theo trình bieân dòch laø moät vieäc laøm caàn thieát, noù 
cho chuùng ta söï hieåu bieát ñaày ñuû vaø chính xaùc. Nhöng ñeå ruùt ngaén thôøi gian 
thì gôïi yù treân ñaây cuõng laø moät lôøi khuyeân quyù baùu. Khoâng gì nhanh vaø 
chính xaùc baèng caùch tìm caâu traû lôøi trong thöû nghieäm. Vieäc söûa ñoåi chöông 
trình nhö theá naøo ñeå coù ñöôïc caùc stub thoûa nhöõng nhu caàu caàn thöû nghieäm 
laø tuøy thuoäc vaøo söï tích cöïc, say meâ vaø saùng taïo cuûa sinh vieân. 

 
 Gôõ roái chöông trình (debug) 

Ñaây laø khaû naêng theo veát chöông trình ôû nhöõng ñoaïn maø ngöôøi laäp trình 
coøn nghi ngôø coù loãi. Baát cöù ngöôøi laäp trình naøo cuõng coù luùc caàn phaûi chaïy 
debug. Vì vaäy toát hôn heát laø ngay töø ñaàu sinh vieân neân tìm hieåu kyõ caùc khaû 
naêng cuûa coâng cuï debug cuûa trình bieân dòch maø mình söû duïng (cho pheùp 
theo doõi trò caùc bieán, lòch söû caùc laàn goïi haøm,…). 
 
Moät gôïi yù trong phaàn naøy laø sinh vieân caàn bieát caùch coâ laäp töøng phaàn cuûa 
chöông trình ñaõ vieát baèng caùch duøng kyù hieäu daønh cho phaàn chuù thích 
(comment) ñeå khoùa bôùt nhöõng phaàn chöa ñeán löôït kieåm tra. Hoaëc khi loãi do 
trình bieân dòch baùo coù veû mô hoà, thì caùch coâ laäp baèng caùch giôùi haïn daàn 
ñoaïn chöông trình ñang dòch thöû seõ giuùp chuùng ta sôùm xaùc ñònh ñöôïc phaïm 
vi coù loãi. Cuõng coù theå laøm ngöôïc laïi, chæ dòch thöû vaø chænh söûa töøng ñoaïn 
chöông trình nhoû, cho ñeán khi heát loãi môùi nôùi daàn phaïm vi chöông trình ñeå 
dòch tieáp. 

1.6. Giôùi thieäu veà ngoân ngöõ giaû: 

Phaàn lôùn chöông trình ñöôïc trình baøy trong giaùo trình naøy ñeàu söû duïng ngoân 
ngöõ C++, sau khi yù töôûng veà giaûi thuaät ñaõ ñöôïc giaûi thích caën keõ. Phaàn coøn laïi coù 
moät soá giaûi thuaät ñöôïc trình baøy baèng ngoân ngöõ giaû.  

 
Ngoân ngöõ giaû, hay coøn goïi laø maõ giaû (pseudocode), laø moät caùch bieåu dieãn ñoäc 

laäp vôùi moïi ngoân ngöõ laäp trình, noù khoâng raøng buoäc sinh vieân vaøo nhöõng cuù phaùp 
nghieâm ngaët cuõng nhö caùch goïi sao cho chính xaùc caùc töø khoùa, caùc haøm coù trong 
thö vieän moät trình bieân dòch naøo ñoù. Nhôø ñoù sinh vieân coù theå taäp trung vaøo yù 
töôûng lôùn cuûa giaûi thuaät. 
 
Caùc quy ñònh veà maõ giaû ñöôïc söû duïng trong giaùo trình naøy: 
 

 Bieåu dieãn söï tuaàn töï cuûa caùc leänh chöông trình: caùc leänh ñöôïc thöïc thi tuaàn töï 
leänh naøy sang leänh khaùc seõ coù cuøng khoaûng caùch canh leà nhö nhau vaø ñöôïc 
ñaùnh soá thöù töï taêng daàn, luoân baét ñaàu töø 1.  
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 Caáu truùc khoái loàng nhau: moät khoái naèm trong moät khoái khaùc seõ coù khoaûng 
caùch canh leà lôùn hôn. 

 
Trong giaùo trình naøy, chæ nhöõng phaàn ñöôïc trình baøy baèng maõ giaû môùi coù soá 
thöù töï ôû ñaàu moãi doøng leänh. 

Ví duï: 
 1. 
  1. 
  2. 
   1. // Ñaây laø doøng leänh coù soá thöù töï laø 1.2.1 
   2. 
  3. 
 2. 
  1. 
 3. 
  1. 
  2. 

 
 Söï reõ nhaùnh: chuùng ta söû duïng caùc töø khoùa: 

• if <bieåu thöùc luaän lyù> 
… 

endif 
• if <bieåu thöùc luaän lyù> 

… 
else 

… 
 endif 
• case 

case1: … 
case2: … 
case3: … 
else:  … 

   endcase 
 

 Söï laëp voøng: 
• loop <bieåu thöùc luaän lyù> 

… 
endloop // laëp trong khi bieåu thöùc luaän lyù coøn ñuùng. 

• repeat  
… 

until <bieåu thöùc luaän lyù> // laëp cho ñeán khi bieåu thöùc luaän lyù         
ñuùng. 
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 Khai baùo haøm: 

<kieåu traû veà> teân haøm (danh saùch thoâng soá)  
trong ñoù danh saùch thoâng soá: val/ ref <teân kieåu> teân thoâng soá, val/ ref                               
<teân kieåu> teân thoâng soá,… 

val: daønh cho tham trò; ref: daønh cho tham bieán. 
 

 Khai baùo caáu truùc, lôùp: 
 struct teân kieåu döõ lieäu caáu truùc 
 end struct 
 
 class teân kieåu döõ lieäu caáu truùc 
 end class 
 
 Khai baùo phöông thöùc cuûa lôùp: 

 <kieåu traû veà> teân lôùp::teân haøm (danh saùch thoâng soá); 
 
 Khai baùo bieán: 

 <teân kieåu> teân bieán 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Moät chuùt löu yù veà caùch trình baøy trong giaùo trình: 
 

Do caùc ñoaïn chöông trình söû duïng font chöõ Courier New, neân caùc teân bieán, 
teân lôùp, teân ñoái töôïng, teân caùc haøm khi ñöôïc nhaéc ñeán cuõng duøng font chöõ naøy. 
Caùc töø tieáng Anh khaùc ñöôïc in nghieâng. Ñaëc bieät nhöõng phaàn coù lieân quan chaët 
cheõ ñeán nhöõng ñaëc thuø cuûa ngoân ngöõ laäp trình C++ thöôøng duøng kích côõ chöõ nhoû 
hôn, ñeå phaân bieät vôùi nhöõng phaàn quan troïng khaùc khi noùi veà yù töôûng vaø giaûi 
thuaät, vaø ñoù môùi laø muïc ñích chính cuûa moân hoïc naøy. 
Coù moät soá töø hay ñoaïn ñöôïc in ñaäm hay gaïch döôùi nhaèm giuùp sinh vieân ñoïc deã 
daøng hôn. 
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Phaàn 2 – CAÙC CAÁU TRUÙC DÖÕ LIEÄU 
 

Chöông 2 – NGAÊN XEÁP          
 

Chuùng ta seõ tìm hieåu moät CTDL ñôn giaûn nhaát, ñoù laø ngaên xeáp. Moät caùch nhaát 
quaùn nhö phaàn giôùi thieäu moân hoïc ñaõ trình baøy, moãi CTDL ñeàu ñöôïc xaây döïng 
theo ñuùng trình töï: 

• Ñònh nghóa. 
• Ñaëc taû. 
• Phaân tích caùc phöông aùn hieän thöïc. 
• Hieän thöïc. 

2.1. Ñònh nghóa ngaên xeáp 
Vôùi ñònh nghóa danh saùch trong chöông môû ñaàu, chuùng ta hieåu raèng trong 

danh saùch, moãi phaàn töû, ngoaïi tröø phaàn töû cuoái, ñeàu coù duy nhaát moät phaàn töû 
ñöùng sau noù. Ngaên xeáp laø moät tröôøng hôïp cuûa danh saùch, ñöôïc söû duïng trong caùc 
öùng duïng coù lieân quan ñeán söï ñaûo ngöôïc. Trong CTDL ngaên xeáp, vieäc theâm hay 
laáy döõ lieäu  chæ ñöôïc thöïc hieän taïi moät ñaàu. Döõ lieäu theâm vaøo tröôùc seõ laáy ra sau, 
tính chaát naøy coøn ñöôïc goïi laø vaøo tröôùc ra sau (First In Last Out - FILO). 
Ñaàu theâm hay laáy döõ lieäu cuûa ngaên xeáp coøn goïi laø ñænh (top) cuûa ngaên xeáp. 
 

 
 

Hình 2.1- Theâm phaàn töû vaøo vaø laáy phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp. 
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Vaäy chuùng ta coù ñònh nghóa cuûa ngaên xeáp döôùi ñaây, khoâng khaùc gì ñoái vôùi ñònh 
nghóa danh saùch, ngoaïi tröø caùch thöùc maø ngaên xeáp cho pheùp thay ñoåi hoaëc truy 
xuaát ñeán caùc phaàn töû cuûa noù. 

 

Ñònh nghóa: Moät ngaên xeáp caùc phaàn töû kieåu T laø moät chuoãi noái tieáp caùc phaàn 
töû cuûa T, keøm caùc taùc vuï sau: 

1. Taïo moät ñoái töôïng ngaên xeáp roãng. 
2. Ñaåy (push) moät phaàn töû môùi vaøo ngaên xeáp, giaû söû ngaên xeáp chöa ñaày (phaàn 

töû döõ lieäu môùi luoân ñöôïc theâm taïi ñænh).  
3. Laáy (pop) moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp, giaû söû ngaên xeáp chöa roãng (phaàn 

töû bò loaïi laø phaàn töû ñang naèm taïi ñænh). 
4. Xem phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp (top). 
 
Löu yù raèng ñònh nghóa naøy khoâng quan taâm ñeán caùch hieän thöïc cuûa kieåu döõ 

lieäu tröøu töôïng ngaên xeáp. Chuùng ta seõ tìm hieåu moät vaøi caùch hieän thöïc khaùc nhau 
cuûa ngaên xeáp vaø taát caû chuùng ñeàu phuø hôïp vôùi ñònh nghóa naøy.  

2.2. Ñaëc taû ngaên xeáp 
Ngoaøi caùc taùc vuï chính treân, caùc phöông thöùc khaùc coù theå boå sung tuyø vaøo nhu 

caàu maø chuùng ta thaáy caàn thieát: 
+ empty: cho bieát ngaên xeáp coù roãng hay khoâng. 
+ full: cho bieát ngaên xeáp coù ñaày hay chöa. 
+ clear: xoùa saïch taát caû döõ lieäu vaø laøm cho ngaên xeáp trôû neân roãng. 
 
Chuùng ta löu yù raèng, khi thieát keá caùc phöông thöùc cho moãi lôùp CTDL, ngoaøi 

moät soá phöông thöùc chính ñeå theâm vaøo hay laáy döõ lieäu ra, chuùng ta coù theå boå sung 
theâm nhieàu phöông thöùc khaùc. Vieäc theâm döïa vaøo quan nieäm cuûa moãi ngöôøi veà söï 
tieän duïng cuûa lôùp CTDL ñoù. Nhöng ñieàu ñaëc bieät quan troïng ôû ñaây laø caùc phöông 
thöùc ñoù khoâng theå maâu thuaãn vôùi ñònh nghóa ban ñaàu cuõng nhö caùc chöùc naêng maø 
chuùng ta ñaõ ñònh ra cho lôùp. Chaúng haïn, trong tröôøng hôïp ngaên xeáp cuûa chuùng ta, 
ñeå baûo ñaûm quy luaät “Vaøo tröôùc ra sau” thì traät töï cuûa caùc phaàn töû trong ngaên xeáp 
laø raát quan troïng. Chuùng ta khoâng theå cho chuùng moät phöông thöùc coù theå thay ñoåi 
traät töï cuûa caùc phaàn töû ñang coù, hoaëc phöông thöùc laáy moät phaàn töû taïi moät vò trí 
baát kyø naøo ñoù cuûa ngaên xeáp. 
 

Treân ñaây laø nhöõng phöông thöùc lieân quan ñeán caùc thao taùc döõ lieäu treân ngaên 
xeáp.  
 

Ñoái vôùi baát kyø lôùp CTDL naøo, chuùng ta cuõng khoâng theå khoâng xem xeùt ñeán hai 
phöông thöùc cöïc kyø quan troïng: ñoù chính laø hai haøm döïng lôùp vaø huûy lôùp: 
constructor vaø destructor. Trong C++ caùc haøm constructor  vaø destructor ñöôïc 
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trình bieân dòch goïi khi moät ñoái töôïng vöøa ñöôïc taïo ra hoaëc saép bò huûy. Chuùng ta 
caàn baûo ñaûm cho moãi ñoái töôïng CTDL ñöôïc taïo ra coù traïng thaùi ban ñaàu laø hôïp leä. 
Söï hôïp leä naøy seõ tieáp tuïc ñöôïc duy trì bôûi caùc phöông thöùc thao taùc döõ lieäu beân 
treân. 

 
Traïng thaùi ban ñaàu hôïp leä laø traïng thaùi roãng khoâng chöùa döõ lieäu naøo hoaëc  

traïng thaùi ñaõ chöùa moät soá döõ lieäu theo nhö mong muoán cuûa ngöôøi laäp trình söû 
duïng CTDL. Nhö vaäy, moãi lôùp CTDL luoân coù moät constructor maëc ñònh (khoâng coù 
thoâng soá) ñeå taïo ñoái töôïng roãng, caùc constructor coù thoâng soá khaùc chuùng ta coù theå 
thieát keá boå sung neáu thaáy hôïp lyù vaø caàn thieát. 

 
Moät ñoái töôïng CTDL khi bò huûy phaûi ñaûm baûo khoâng ñeå laïi raùc trong boä nhôù. 

Chuùng ta ñaõ bieát raèng, vôùi caùc bieán caáp phaùt tónh, trình bieân dòch seõ töï laáy laïi 
nhöõng vuøng nhôù ñaõ caáp phaùt cho chuùng. Vôùi caùc bieán caáp phaùt ñoäng thì ngöôïc laïi, 
vuøng nhôù phaûi ñöôïc chöông trình giaûi phoùng khi khoâng coøn söû duïng ñeán. Nhö 
vaäy, ñoái vôùi moãi phöông aùn hieän thöïc cuï theå cho moãi lôùp CTDL maø coù söû duïng 
vuøng nhôù caáp phaùt ñoäng, chuùng ta seõ xaây döïng destructor cho noù ñeå lo vieäc giaûi 
phoùng vuøng nhôù tröôùc khi ñoái töôïng bò huûy.  

 
Trong C++, constructor coù cuøng teân vôùi lôùp vaø khoâng coù kieåu traû veà. Constructor cuûa moät lôùp 

ñöôïc goïi moät caùch töï ñoäng khi moät ñoái töôïng cuûa lôùp ñoù ñöôïc khai baùo.  
 

Ñaëc taû constructor cho lôùp ngaên xeáp, maø chuùng ta ñaët teân laø lôùp Stack, nhö 
sau:  
template <class Entry> 
Stack<Entry>::Stack(); 
pre: khoâng coù. 
post: ñoái töôïng ngaên xeáp vöøa ñöôïc taïo ra laø roãng. 
uses: khoâng coù. 

 
Ñeå ñaëc taû tieáp cho caùc phöông thöùc khaùc, chuùng ta choïn ra caùc trò cuûa 

ErrorCode ñuû ñeå söû duïng cho lôùp Stack laø: 
     success, overflow, underflow 
Caùc thoâng soá daønh cho caùc phöông thöùc döôùi ñaây ñöôïc thieát keá tuøy vaøo chöùc naêng 
vaø nhu caàu cuûa töøng phöông thöùc. 
 

Phöông thöùc loaïi moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp: 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::pop(); 
pre: khoâng coù. 
post: neáu ngaên xeáp khoâng roãng, phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp roãng, ErrorCode traû veà laø underflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
uses: khoâng coù. 
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Phöông thöùc theâm moät phaàn töû döõ lieäu vaøo ngaên xeáp: 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::push(const Entry &item); 
pre: khoâng coù. 
post: neáu ngaên xeáp khoâng ñaày, item ñöôïc theâm vaøo treân ñænh ngaên xeáp, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp ñaày, ErrorCode traû veà laø overflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
uses: khoâng coù. 

Löu yù raèng item trong thoâng soá cuûa push ñoùng vai troø laø tham trò neân ñöôïc 
khai baùo laø tham chieáu haèng (const reference). Trong khi ñoù trong phöông thöùc 
top, item laø tham bieán.  

 
Hai phöông thöùc top vaø empty ñöôïc khai baùo const vì chuùng khoâng laøm thay 

ñoåi ngaên xeáp.  
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>:: top(Entry &item) const; 
pre: khoâng coù 
post: neáu ngaên xeáp khoâng roãng, phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp ñöôïc cheùp vaøo item, ErrorCode traû 

veà laø success; neáu ngaên xeáp roãng, ErrorCode traû veà laø underflow; caû hai tröôøng hôïp 
ngaên xeáp  ñeàu khoâng ñoåi. 

uses: khoâng coù. 
 

template <class Entry> 
bool Stack<Entry>::empty() const; 
pre: khoâng coù 
post: neáu ngaên xeáp roãng, haøm traû veà true; neáu ngaên xeáp khoâng roãng, haøm traû veà false, ngaên 

xeáp khoâng ñoåi. 
uses: khoâng coù. 

Sinh vieân coù theå ñaëc taû töông töï cho phöông thöùc full, clear, hay caùc 
phöông thöùc boå sung khaùc. 
Töø nay veà sau, chuùng ta quy öôùc raèng neáu hai phaàn precondition hoaëc uses khoâng 
coù thì chuùng ta khoâng caàn phaûi ghi ra. 
 

Chuùng ta coù phaàn giao tieáp maø lôùp Stack daønh cho ngöôøi laäp trình söû duïng 
nhö sau: 
template<class Entry> 
class Stack { 
public: 
   Stack(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode pop(); 
   ErrorCode top(Entry &item) const; 
   ErrorCode push(const Entry &item); 
}; 

Vôùi moät ñaëc taû nhö vaäy chuùng ta ñaõ hoaøn toaøn coù theå söû duïng lôùp Stack trong 
caùc öùng duïng. Sinh vieân neân tieáp tuïc xem ñeán phaàn trình baøy caùc öùng duïng veà 
ngaên xeáp trong chöông 14. Döôùi ñaây laø chöông trình minh hoïa vieäc söû duïng ngaên 
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xeáp thoâng qua caùc ñaëc taû treân. Chöông trình giaûi quyeát baøi toaùn in caùc soá theo thöù 
töï ngöôïc vôùi thöù töï nhaäp vaøo ñaõ ñöôïc trình baøy trong phaàn môû ñaàu. 
 
Ví duï: 

Chöông trình seõ ñoïc vaøo moät soá nguyeân n vaø n soá thöïc keá ñoù. Moãi soá thöïc 
nhaäp vaøo seõ ñöôïc löu vaøo ngaên xeáp. Cuoái cuøng caùc soá ñöôïc laáy töø ngaên xeáp vaø in 
ra. 
#include   <Stack> //Söû duïng lôùp Stack.  
int main() 
/* 
pre:   Ngöôøi söû duïng nhaäp vaøo moät soá nguyeân n vaø n soá thöïc. 
post:  Caùc soá seõ ñöôïc in ra theo thöù töï ngöôïc. 
uses:  lôùp Stack vaø caùc phöông thöùc cuûa Stack. 
*/ 
{ 
   int n; 
   double item; 
   Stack<double> numbers;  
   cout <<"Type in an integer n followed by n decimal numbers."<< endl; 
   cout << " The numbers will be printed in reverse order." << endl; 
   cin  >> n; 
 
   for (int i = 0; i < n; i++) { 
      cin >> item; 
      numbers.push(item); 
   } 
 
   cout << endl << endl; 
   while (!numbers.empty()) { 
 numbers.top(item) 
      cout << item << " "; 
      numbers.pop(); 
   } 
   cout << endl; 
} 

 
Che daáu thoâng tin: khi söû duïng lôùp Stack chuùng ta khoâng caàn bieát noù ñöôïc löu 
tröõ trong boä nhôù nhö theá naøo vaø caùc phöông thöùc cuûa noù hieän thöïc ra sao. Ñaây laø 
vaán ñeà che daáu thoâng tin (information hiding).  

Moät CTDL coù theå coù nhieàu caùch hieän thöïc khaùc nhau, nhöng moïi caùch hieän 
thöïc ñeàu coù chung phaàn ñaëc taû caùc giao tieáp ñoái vôùi beân ngoaøi. Nhôø ñoù maø caùc 
chöông trình öùng duïng giöõ ñöôïc söï ñoäc laäp vôùi caùc hieän thöïc khaùc nhau cuûa cuøng 
moät lôùp CTDL. Khi caàn thay ñoåi hieän thöïc cuûa CTDL maø öùng duïng ñang söû duïng, 
chuùng ta khoâng caàn chænh söûa maõ nguoàn cuûa öùng duïng. 
 
Tính khaû thi vaø hieäu quaû cuûa öùng duïng: Tuy öùng duïng caàn phaûi ñoäc laäp vôùi 
hieän thöïc cuûa caáu truùc döõ lieäu, nhöng vieäc choïn caùch hieän thöïc naøo aûnh höôûng ñeán 
tính khaû thi vaø hieäu quaû cuûa öùng duïng. Chuùng ta caàn hieåu caùc öu nhöôïc ñieåm cuûa 
moãi caùch hieän thöïc cuûa caáu truùc döõ lieäu ñeå löïa choïn cho phuø hôïp vôùi tính chaát cuûa 
öùng duïng. 
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Tính trong saùng cuûa chöông trình: Öu ñieåm khaùc cuûa che daáu thoâng tin laø 
tính trong saùng cuûa chöông trình. Nhöõng teân goïi quen thuoäc daønh cho caùc thao 
taùc treân caáu truùc döõ lieäu giuùp chuùng ta hình dung roõ raøng giaûi thuaät cuûa chöông 
trình. Chaúng haïn vôùi thao taùc treân ngaên xeáp, ngöôøi ta thöôøng quen duøng caùc töø: 
push – ñaåy vaøo ngaên xeáp, pop – laáy ra khoûi ngaên xeáp. 
 
Thieát keá töø treân xuoáng: Söï taùch rôøi giöõa vieäc söû duïng caáu truùc döõ lieäu vaø caùch 
hieän thöïc cuûa noù coøn giuùp chuùng ta thöïc hieän toát hôn quaù trình thieát keá töø treân 
xuoáng (top-down design) caû cho caáu truùc döõ lieäu vaø caû cho chöông trình öùng duïng. 

2.3. Caùc phöông aùn hieän thöïc ngaên xeáp 
Trong phaàn naøy chuùng ta seõ tìm hieåu caùc phöông aùn hieän thöïc cho lôùp ngaên 

xeáp. Caùc öu nhöôïc ñieåm cuûa caùc caùch hieän thöïc khaùc nhau ñoái vôùi moät ñaëc taû 
CTDL thöôøng lieân quan ñeán nhöõng vaán ñeà sau ñaây: 

• Cho pheùp hay khoâng cho pheùp löu tröõ vaø thao taùc vôùi löôïng döõ lieäu lôùn. 
• Toác ñoä xöû lyù cuûa caùc phöông thöùc. 
 
Vì ngaên xeáp laø moät tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa danh saùch, neân ñaõ ñeán luùc chuùng 

ta baøn ñeán caùch löu tröõ caùc phaàn töû trong moät danh saùch. Coù hai phöông aùn löu 
tröõ chính:  

• Caùc phaàn töû naèm keá nhau trong boä nhôù maø chuùng ta hay duøng töø lieân tuïc 
(contiguous) ñeå noùi ñeán. 

• Caùc phaàn töû khoâng naèm keá nhau trong boä nhôù maø chuùng ta duøng coâng cuï laø 
caùc bieán kieåu con troû (pointer) ñeå quaûn lyù, tröôøng hôïp naøy chuùng ta goïi laø 
danh saùch lieân keát (linked list). 

 
Hieän thöïc lieân tuïc ñôn giaûn nhöng bò haïn cheá ôû choã kích thöôùc caàn ñöôïc bieát 

tröôùc. Neáu duøng maûng lôùn quaù seõ bò laõng phí, nhöng nhoû quaù deã bò ñaày. Hieän thöïc 
lieân keát linh ñoäng hôn, noù chæ bò ñaày khi boä nhôù thöïc söï khoâng coøn choã troáng nöõa. 

2.4. Hieän thöïc ngaên xeáp 

2.4.1. Hieän thöïc ngaên xeáp lieân tuïc 

Ñeå hieän thöïc lôùp ngaên xeáp lieân tuïc (contiguous stack), chuùng ta duøng moät 
maûng (array trong C++) ñeå chöùa caùc phaàn töû cuûa ngaên xeáp vaø moät thuoäc tính 
count cho bieát soá phaàn töû hieän coù trong ngaên xeáp.  
 
const int max = 10;   //  Duøng soá nhoû ñeå kieåm tra chöông trình. 
template <class Entry> 
class Stack { 
public: 
   Stack(); 
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   bool empty() const; 
   ErrorCode pop(); 
   ErrorCode top(Entry &item) const; 
   ErrorCode push(const Entry &item); 
private: 
   int count; 
   Entry entry[max]; 
}; 

 
Push, pop, vaø caùc phöông thöùc khaùc 
YÙ töôûng chung cuûa caùc phöông thöùc naøy nhö sau: 

• Vieäc theâm döõ lieäu môùi chæ thöïc hieän ñöôïc khi ngaên xeáp coøn choã troáng. 
• Vieäc loaïi phaàn töû khoûi ngaên xeáp hoaëc xem phaàn töû treân ñænh ngaên xeáp chæ 

thöïc hieän ñöôïc khi ngaên xeáp khoâng roãng. 
• Do count laø soá phaàn töû hieän coù trong ngaên xeáp vaø chæ soá cuûa array trong 

C++ ñöôïc baét ñaàu töø 0, neân count-1 chính laø chæ soá cuûa phaàn töû taïi ñænh 
ngaên xeáp khi caàn xem hoaëc caàn loaïi boû khoûi ngaên xeáp. 

• Khi caàn theâm phaàn töû môùi, count laø chæ soá chæ ñeán vò trí coøn troáng ngay 
treân ñænh ngaên xeáp, cuõng laø chæ soá cuûa phaàn töû môùi neáu ñöôïc theâm vaøo. 

• Khi ngaên xeáp ñöôïc theâm hoaëc laáy phaàn töû thì thuoäc tính count luoân phaûi 
ñöôïc caäp nhaät laïi. 

• Constructor taïo ñoái töôïng ngaên xeáp roãng baèng caùch gaùn thuoäc tính count 
baèng 0. Löu yù raèng chuùng ta khoâng caàn quan taâm ñeán trò cuûa nhöõng phaàn 
töû naèm töø vò trí count cho ñeán heát maûng (max -1), caùc vò trí töø 0 ñeán 
count-1 môùi thöïc söï chöùa nhöõng döõ lieäu ñaõ ñöôïc ñöa vaøo ngaên xeáp. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::push(const Entry &item) 
/* 
post: neáu ngaên xeáp khoâng ñaày, item ñöôïc theâm vaøo treân ñænh ngaên xeáp, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp ñaày, ErrorCode traû veà laø overflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   ErrorCode outcome = success; 
   if (count >= max) 
      outcome = overflow; 
   else 
      entry[count++] = item; 
   return outcome; 
} 
 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::pop() 
/* 
post: neáu ngaên xeáp khoâng roãng, phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp roãng, ErrorCode traû veà laø underflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   ErrorCode outcome = success; 
   if (count == 0) 
      outcome = underflow; 
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   else --count; 
   return outcome; 
} 

 
 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::top(Entry &item) const 
/* 
post: neáu ngaên xeáp khoâng roãng, phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp ñöôïc cheùp vaøo item, ErrorCode traû 

veà laø success; neáu ngaên xeáp roãng, ErrorCode traû veà laø underflow; caû hai tröôøng hôïp 
ngaên xeáp  ñeàu khoâng ñoåi. 

*/ 
{ 
   ErrorCode outcome = success; 
   if (count == 0) 
      outcome = underflow; 
   else 
      item = entry[count - 1]; 
   return outcome; 
} 

 
template <class Entry> 
bool Stack<Entry>::empty() const 
/* 
post: neáu ngaên xeáp roãng, haøm traû veà true; neáu ngaên xeáp khoâng roãng, haøm traû veà false, ngaên 

xeáp khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   bool outcome = true; 
   if (count > 0) outcome = false; 
   return outcome; 
} 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2.2- Bieåu dieãn cuûa döõ lieäu trong ngaên xeáp lieân tuïc. 
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Constructor seõ khôûi taïo moät ngaên xeáp roãng. 
 

template <class Entry> 
Stack<Entry>::Stack() 
/* 
post: ngaên xeáp ñöôïc khôûi taïo roãng. 
*/ 
{ 
   count = 0; 
} 
 

2.4.2. Hieän thöïc ngaên xeáp lieân keát 

Caáu truùc lieân keát ñöôïc taïo bôûi caùc phaàn töû , moãi phaàn töû chöùa hai phaàn: moät 
chöùa thoâng tin chính laø döõ lieäu cuûa phaàn töû, moät chöùa con troû tham chieáu ñeán 
phaàn töû keá, vaø ñöôïc khai baùo trong C++ nhö sau:  
template <class Entry> 
struct Node { 
//  data members 
   Entry entry; 
   Node<Entry> *next; 
//  constructors 
   Node(); 
   Node(Entry item, Node<Entry> *add_on = NULL); 
}; 

 
Vaø ñaây laø hình aûnh cuûa moät phaàn töû trong caáu truùc lieân keát: 

 
Hình döôùi ñaây bieåu dieãn moät caáu truùc lieân keát coù con troû chæ ñeán phaàn töû ñaàu 

laø First_node. 

Vaán ñeà ñaët ra laø chuùng ta neân choïn phaàn töû ñaàu hay phaàn töû cuoái cuûa caáu truùc 
lieân keát laøm ñænh cuûa ngaên xeáp. Thoaït nhìn, döôøng nhö vieäc theâm moät node môùi 
vaøo cuoái caáu truùc lieân keát laø deã hôn (töông töï nhö ñoái vôùi ngaên xeáp lieân tuïc). 
Nhöng vieäc loaïi moät phaàn töû ôû cuoái laø khoù bôûi vì vieäc xaùc ñònh phaàn töû ngay tröôùc 

 
 

Hình 2.3- Caáu truùc Node chöùa con troû 
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phaàn töû bò loaïi khoâng theå thöïc hieän nhanh choùng. Lyù do laø caùc con troû trong caáu 
truùc lieân keát chæ theo moät chieàu. Khi loaïi ñi moät phaàn töû ôû cuoái caáu truùc lieân keát, 
chuùng ta phaûi baét ñaàu töø ñaàu, laàn theo caùc con troû, môùi xaùc ñònh ñöôïc phaàn töû 
cuoái. Do ñoù, caùch toát nhaát laø vieäc theâm vaøo hay loaïi phaàn töû ñeàu ñöôïc thöïc hieän ôû 
phaàn töû ñaàu cuûa caáu truùc lieân keát. Ñænh cuûa ngaên xeáp lieân keát ñöôïc choïn laø phaàn 
töû ñaàu cuûa caáu truùc lieân keát.  

 
Moãi caáu truùc lieân keát caàn moät thaønh phaàn con troû chæ ñeán phaàn töû ñaàu tieân. 

Ñoái vôùi ngaên xeáp lieân keát, thaønh phaàn naøy luoân chæ ñeán ñænh cuûa ngaên xeáp. Do 
moãi phaàn töû trong caáu truùc lieân keát coù tham chieáu ñeán phaàn töû keá neân töø phaàn töû 
ñaàu tieân chuùng ta coù theå ñeán moïi phaàn töû trong ngaên xeáp lieân keát baèng caùch laàn 
theo caùc tham chieáu naøy. Töø ñoù, thoâng tin duy nhaát caàn thieát ñeå coù theå truy xuaát 
döõ lieäu trong ngaên xeáp lieân keát laø ñòa chæ cuûa phaàn töû taïi ñænh. Phaàn töû taïi ñaùy 
ngaên xeáp luoân coù tham chieáu laø NULL. 

 
template <class Entry> 
class Stack { 
public: 
   Stack(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode push(const Entry &item); 
   ErrorCode pop(); 
   ErrorCode top(Entry &item) const; 
protected: 
   Node<Entry> *top_node; 
}; 

Do lôùp Stack giôø ñaây chæ chöùa moät phaàn töû döõ lieäu, chuùng ta coù theå cho raèng 
vieäc duøng lôùp coù theå khoâng caàn thieát, thay vaøo ñoù chuùng ta duøng luoân moät bieán ñeå 
chöùa ñòa chæ cuûa ñænh ngaên xeáp. Tuy nhieân, ôû ñaây coù boán lyù do ñeå söû duïng lôùp 
Stack. 

 
• Lyù do quan troïng nhaát laø söï duy trì tính ñoùng kín: neáu chuùng ta khoâng söû 

duïng lôùp ngaên xeáp, chuùng ta khoâng theå xaây döïng caùc phöông thöùc cho ngaên 
xeáp. 

 
Hình 2.4- Caáu truùc lieân keát

First node
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• Lyù do thöù hai laø ñeå duy trì söï khaùc bieät luaän lyù giöõa lôùp ngaên xeáp, maø baûn 
thaân ñöôïc taïo bôûi caùc phaàn töû  laø caùc node, vôùi top cuûa ngaên xeáp laø moät con 
troû tham chieáu ñeán chæ moät node. Vieäc chuùng ta chæ caàn naém giöõ top cuûa 
ngaên xeáp, laø coù theå tìm ñeán moïi phaàn töû khaùc cuûa ngaên xeáp tuy laø hieån 
nhieân, nhöng khoâng thích ñaùng vôùi caáu truùc luaän lyù naøy. 

• Lyù do thöù ba laø ñeå duy trì tính nhaát quaùn vôùi caùc caáu truùc döõ lieäu khaùc cuõng 
nhö caùc caùch hieän thöïc khaùc nhau cuûa moät caáu truùc döõ lieäu: moät caáu truùc döõ 
lieäu bao goàm caùc döõ lieäu vaø moät taäp caùc thao taùc. 

• Cuoái cuøng, vieäc xem ngaên xeáp nhö moät con troû ñeán ñænh cuûa noù khoâng ñöôïc 
phuø hôïp vôùi caùc kieåu döõ lieäu. Thoâng thöôøng, caùc kieåu döõ lieäu phaûi coù khaû 
naêng hoã trôï trong vieäc debug chöông trình baèng caùch cho pheùp trình bieân 
dòch thöïc hieän vieäc kieåm tra kieåu moät caùch toát nhaát. 

 
Chuùng ta haõy baét ñaàu baèng moät ngaên xeáp roãng, top_node == NULL, vaø xem 

xeùt vieäc theâm phaàn töû ñaàu tieân vaøo ngaên xeáp. Chuùng ta caàn taïo moät node môùi 
chöùa baûn sao cuûa thoâng soá item nhaän vaøo bôû phöông thöùc push. Node naøy ñöôïc 
truy xuaát bôûi bieán con troû new_top. Sau ñoù ñòa chæ chöùa trong new_top seõ ñöôïc 
cheùp vaøo top_node cuûa Stack (hình 2.5a): 

 
   Node *new_top = new Node<Entry>(item); 
   top_node = new_top; 
 
Chuù yù raèng ôû ñaây, constructor khi taïo moät node môùi ñaõ gaùn next cuûa noù baèng 

NULL, vaø chuùng ta hoaøn toaøn an taâm vì khoâng bao giôø coù con troû mang trò ngaãu 
nhieân. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Hình 2.5- Theâm moät phaàn töû vaøo ngaên xeáp lieân keát. 
(b)

(a) 
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Neáu trung thaønh vôùi nguyeân taéc “Khoâng bao giôø ñeå moät bieán con troû mang trò 
ngaãu nhieân”, chuùng ta seõ giaûm ñöôïc gaùnh naëng ñaùng keå trong coâng söùc laäp trình 
vì khoâng phaûi maát quaù nhieàu thì giôø vaø ñau ñaàu do nhöõng loãi maø noù gaây ra. 

 
Ñeå tieáp tuïc, xem nhö chuùng ta ñaõ coù moät ngaên xeáp khoâng roãng. Ñeå ñöa theâm 

phaàn töû vaøo ngaên xeáp, chuùng ta caàn theâm moät node vaøo ngaên xeáp. Tröôùc heát 
chuùng ta caàn taïo moät node môùi ñöôïc tham chieáu bôûi con troû new_top, node naøy 
phaûi coù döõ lieäu laø item vaø lieân keát next tham chieáu ñeán top cuõ cuûa ngaên xeáp. 
Sau ñoù chuùng ta seõ thay ñoåi top_node cuûa ngaên xeáp tham chieáu ñeán node môùi 
naøy (hình 2.5b). Thöù töï cuûa hai pheùp gaùn naøy raát quan troïng: neáu chuùng ta laøm 
theo thöù töï ngöôïc laïi, vieäc thay ñoåi top_node sôùm seõ laøm maát khaû naêng truy xuaát 
caùc phaàn töû ñaõ coù cuûa ngaên xeáp. Chuùng ta coù phöông thöùc push nhö sau: 

 
template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::push(const Entry &item) 
/* 
post: neáu ngaên xeáp khoâng ñaày, item ñöôïc theâm vaøo treân ñænh ngaên xeáp, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp ñaày, ErrorCode traû veà laø overflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   Node *new_top = new Node<Entry>(item, top_node); 
   if (new_top == NULL) return overflow; 
   top_node = new_top; 
   return success; 
} 

 
Khi thay ñoåi caùc tham chieáu (caùc bieán con troû), thöù töï caùc pheùp gaùn luoân caàn 

ñöôïc xem xeùt moät caùch kyõ löôõng. 
. 
Phöông thöùc push traû veà ErrorCode laø overflow trong tröôøng hôïp boä nhôù 

ñoäng khoâng tìm ñöôïc choã troáng ñeå caáp phaùt cho phaàn töû môùi, toaùn töû new traû veà 
trò NULL. 

 
Vieäc laáy moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp thöïc söï ñôn giaûn: 
 

 

 
 

Hình 2.6- Laáy moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp lieân keát. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 2 – Ngaên xeáp 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   29

template <class Entry> 
ErrorCode Stack<Entry>::pop() 
/* 
post: neáu ngaên xeáp khoâng roãng, phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø 

success; neáu ngaên xeáp roãng, ErrorCode traû veà laø underflow, ngaên xeáp khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   Node *old_top = top_node; 
   if (top_node == NULL) return underflow; 
   top_node = old_top->next; 
   delete old_top; 
   return success; 
} 

 
Löu yù raèng trong phöông thöùc pop, chæ caàn gaùn top_node cuûa ngaên xeáp tham 

chieáu ñeán phaàn töû thöù hai trong ngaên xeáp thì phaàn töû thöù nhaát xem nhö ñaõ ñöôïc 
loaïi khoûi ngaên xeáp. Tuy nhieân, neáu khoâng thöïc hieän vieäc giaûi phoùng phaàn töû treân 
ñænh ngaên xeáp, chöông trình seõ gaây ra raùc. Trong öùng duïng nhoû, phöông thöùc pop 
vaãn chaïy toát. Nhöng neáu öùng duïng lôùn goïi phöông thöùc naøy raát nhieàu laàn, soá 
löôïng raùc seõ lôùn leân ñaùng keå daãn ñeán khoâng ñuû vuøng nhôù ñeå chöông trình chaïy 
tieáp.  

 
Khi moät caáu truùc döõ lieäu ñöôïc hieän thöïc, noù phaûi ñöôïc xöû lyù toát trong moïi 

tröôøng hôïp ñeå coù theå ñöôïc söû duïng trong nhieàu öùng duïng khaùc nhau. 
 

2.4.3. Ngaên xeáp lieân keát vôùi söï an toaøn 

Khi söû duïng caùc phöông thöùc maø chuùng ta vöøa xaây döïng cho ngaên xeáp lieân keát, 
ngöôøi laäp trình coù theå voâ tình gaây neân raùc hoaëc phaù vôõ tính ñoùng kín cuûa caùc ñoái 
töôïng ngaên xeáp. Trong phaàn naøy chuùng ta seõ xem xeùt chi tieát veà caùc nguy cô laøm 
maát ñi tính an toaøn vaø tìm hieåu theâm ba phöông thöùc maø C++ cung caáp ñeå khaéc 
phuïc vaán ñeà naøy, ñoù laø caùc taùc vuï huûy ñoái töôïng (destructor), taïo ñoái töôïng baèng 
caùch sao cheùp töø ñoái töôïng khaùc (copy constructor) vaø pheùp gaùn ñöôïc ñònh nghóa 
laïi (overloaded assignment). Hai taùc vuï ñaàu khoâng ñöôïc goïi töôøng minh bôûi 
ngöôøi laäp trình, chuùng seõ ñöôïc trình bieân dòch goïi luùc caàn thieát; rieâng taùc vuï thöù 
ba ñöôïc goïi bôûi ngöôøi laäp trình khi caàn gaùn hai ñoái töôïng. Nhö vaäy, vieäc boå sung 
nhaèm baûo ñaûm tính an toaøn cho lôùp Stack khoâng laøm thay ñoåi veû beà ngoaøi cuûa 
Stack ñoái vôùi ngöôøi söû duïng. 

2.4.3.1. Haøm huûy ñoái töôïng (Destructor) 
Giaû söû nhö ngöôøi laäp trình vieát moät voøng laëp ñôn giaûn trong ñoù khai baùo moät 

ñoái töôïng ngaên xeáp coù teân laø small vaø ñöa döõ lieäu vaøo. Chaúng haïn chuùng ta xem 
xeùt ñoaïn leänh sau: 

 
for (int i=0; i < 1000000; i++) { 
   Stack<Entry> small; 
   small.push(some_data); 
} 
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Trong moãi laàn laëp, ñoái töôïng small ñöôïc taïo ra, döõ lieäu theâm vaøo thuoäc vuøng 
boä nhôù caáp phaùt ñoäng, sau ñoù ñoái töôïng small khoâng coøn toàn taïi khi ra khoûi taàm 
vöïc hoaït ñoäng cuûa noù (scope). Giaû söû chöông trình söû duïng ngaên xeáp lieân keát ñöôïc 
hieän thöïc nhö hình 2.4. Ngay khi ñoái töôïng small khoâng coøn toàn taïi , döõ lieäu 
trong ngaên xeáp trôû thaønh raùc, vì baûn thaân ñoái töôïng small chæ chöùa con troû 
top_node, vuøng nhôù maø con troû naøy chieám seõ ñöôïc traû veà cho heä thoáng, coøn caùc 
döõ lieäu maø con troû naøy tham chieáu ñeán thuoäc vuøng nhôù caáp phaùt ñoäng vaãn chöa 
ñöôïc traû veà heä thoáng. Voøng laëp treân ñöôïc thöïc hieän haøng trieäu laàn, vaø raùc seõ bò 
tích luõy raát nhieàu. Trong tröôøng hôïp naøy khoâng theå buoäc toäi ngöôøi laäp trình: do 
voøng laëp seõ chaúng gaây ra vaán ñeà gì neáu ngöôøi laäp trình söû duïng hieän thöïc ngaên 
xeáp lieân tuïc, moïi vuøng nhôù daønh cho döõ lieäu trong ngaên xeáp lieân tuïc ñeàu ñöôïc giaûi 
phoùng khi ngaên xeáp ra khoûi taàm vöïc. 

 
Moät ñieàu chaéc chaén raèng khi hieän thöïc ngaên xeáp lieân keát, chuùng ta caàn phaûi 

caûnh baùo ngöôøi söû duïng khoâng ñöôïc ñeå moät ñoái töôïng ngaên xeáp khoâng roãng ra 
khoûi taàm vöïc, hoaëc chuùng ta phaûi laøm roãng ngaên xeáp tröôùc khi noù ra khoûi taàm 
vöïc. 

 
Ngoân ngöõ C++ cung caáp cho lôùp phöông thöùc destructor ñeå giaûi quyeát vaán ñeà naøy. Ñoái vôùi moïi 

lôùp, destructor laø moät phöông thöùc ñaëc bieät ñöôïc thöïc thi cho ñoái töôïng cuûa lôùp ngay tröôùc khi ñoái 
töôïng ra khoûi taàm vöïc. Ngöôøi söû duïng khoâng caàn phaûi goïi destructor moät caùch töôøng minh vaø 
thaäm chí cuõng khoâng caàn bieát ñeán söï toàn taïi cuûa noù. Ñoái vôùi ngöôøi söû duïng, moät lôùp coù destructor 
coù theå ñöôïc thay theá moät caùch ñôn giaûn bôûi moät lôùp maø khoâng coù noù. 

 
Destructor thöôøng ñöôïc söû duïng ñeå giaûi phoùng caùc ñoái töôïng caáp phaùt ñoäng maø 

chuùng coù theå taïo neân raùc. Trong tröôøng hôïp cuûa chuùng ta, chuùng ta neân boå sung 
theâm destructor cho lôùp ngaên xeáp lieân keát. Sau hieäu chænh naøy, ngöôøi söû duïng seõ 
khoâng theå gaây ra raùc khi ñeå moät ñoái töôïng ngaên xeáp khoâng roãng ra khoûi taàm vöïc. 

 
Destructor ñöôïc khai baùo nhö moät phöông thöùc cuûa lôùp, khoâng coù thoâng soá vaø 

khoâng coù trò traû veà. Teân cuûa destructor laø teân lôùp coù theâm daáu ~ phía tröôùc.  
 
     Stack::~Stack(); 
 
Do phöông thöùc pop ñöôïc laäp trình ñeå loaïi moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp, 

chuùng ta coù theå hieän thöïc destructor cho ngaên xeáp baèng caùch laëp nhieàu laàn vieäc 
goïi pop: 
template <class Entry> 
Stack::~Stack() //  Destructor 
/* 
post: ngaên xeáp ñaõ ñöôïc laøm roãng. 
*/ 
{ 
   while (!empty()) 
      pop(); 
} 
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Ñoái vôùi moïi caáu truùc lieân keát chuùng ta caàn vieát destructor ñeå doïn deïp caùc ñoái 

töôïng tröôùc khi chuùng ra khoûi taàm vöïc. 

2.4.3.2. Ñònh nghóa laïi pheùp gaùn 
Ngay khi chuùng ta ñaõ boå sung destructor cho ngaên xeáp lieân keát, ngöôøi söû duïng 

cuõng coù theå taïo raùc khi vieát voøng laëp töïa nhö ví duï sau.  
 

Stack<Entry> outer_stack; 
for (int i=0; i < 1000000; i++) { 
   Stack<Entry> inner_stack; 
   inner_stack.push(some_data); 
   inner_stack = outer_stack; 
} 

 
Ñaàu tieân laø ñoái töôïng outer_stack ñöôïc taïo ra, sau ñoù voøng laëp ñöôïc thöïc hieän. 

Moãi laàn laëp laø moät laàn taïo moät ñoái töôïng inner_stack, ñöa döõ lieäu vaøo 
inner_stack,  gaùn outer_stack vaøo inner_stack. Leänh gaùn naøy gaây ra moät vaán ñeà 
nghieâm troïng cho hieän thöïc ngaên xeáp lieân keát cuûa chuùng ta. Thoâng thöôøng, C++ 
thöïc hieän pheùp gaùn caùc ñoái töôïng baèng caùch cheùp caùc thuoäc tính cuûa caùc ñoái töôïng. 
Do ñoù, outer_stack.top_node ñöôïc ghi ñeø leân inner_stack.top_node, laøm cho döõ lieäu 
cuõ tham chieáu bôûi inner_stack.top_node trôû thaønh raùc. Cuõng gioáng nhö phaàn 
tröôùc, neáu hieän thöïc ngaên xeáp lieân tuïc ñöôïc söû duïng thì khoâng coù vaán ñeà gì xaûy 
ra. Nhö vaäy, loãi laø do hieän thöïc ngaên xeáp lieân keát coøn thieáu soùt. 

 

Hình 2.7 cho thaáy taùc vuï gaùn khoâng ñöôïc thöïc hieän nhö mong muoán. Sau pheùp 
gaùn, caû hai ngaên xeáp cuøng chia xeû caùc node. Cuoái moãi laàn laëp, destructor cuûa 
inner_stack seõ giaûi phoùng moïi döõ lieäu cuûa outer_stack. Vieäc giaûi phoùng döõ 
lieäu cuûa outer_stack coøn laøm cho outer_stack.top_node trôû thaønh tham 
chieáu treo, coù nghóa laø tham chieáu ñeán vuøng nhôù khoâng xaùc ñònh. 

 

 
Hình 2.7- ÖÙng duïng cheùp ngaên xeáp. 
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Vaán ñeà sinh ra bôûi pheùp gaùn treân ngaên xeáp lieân keát laø do noù cheùp caùc tham 
chieáu chöù khoâng phaûi cheùp caùc trò. Pheùp gaùn trong tröôøng hôïp naøy ñöôïc goïi laø 
pheùp gaùn coù ngöõ nghóa tham chieáu (reference semantics) . Ngöôïc laïi, khi pheùp gaùn 
thöïc söï cheùp döõ lieäu trong CTDL chuùng ta goïi laø pheùp gaùn coù ngöõ nghóa trò (value 
semantics). Trong hieän thöïc lôùp ngaên xeáp lieân keát, hoaëc chuùng ta phaûi caûnh baùo 
cho ngöôøi söû duïng raèng pheùp gaùn chæ laø pheùp gaùn coù ngöõ nghóa tham chieáu, hoaëc 
chuùng ta phaûi laøm cho trình bieân dòch C++ thöïc hieän pheùp gaùn coù ngöõ nghóa trò. 

 
Trong C++, chuùng ta hieän thöïc moät phöông thöùc ñaëc bieät goïi laø pheùp gaùn ñöôïc 

ñònh nghóa laïi (overloaded assignment) ñeå ñònh nghóa laïi caùch thöïc hieän pheùp 
gaùn. Khi trình bieân dòch C++ dòch moät pheùp gaùn coù daïng x = y, noù öu tieân choïn 
pheùp gaùn ñöôïc ñònh nghóa laïi tröôùc neáu nhö lôùp x coù ñònh nghóa. Chæ khi khoâng coù 
phöông thöùc naøy, trình bieân dòch môùi dòch pheùp gaùn nhö laø pheùp gaùn töøng bit ñoái 
vôùi caùc thuoäc tính cuûa ñoái töôïng (neáu thuoäc tính laø con troû thì pheùp gaùn trôû thaønh 
pheùp gaùn coù ngöõ nghóa tham chieáu). Chuùng ta caàn ñònh nghóa laïi ñeå pheùp gaùn cho 
ngaên xeáp lieân keát trôû thaønh pheùp gaùn coù ngöõ nghóa trò. 

 
Coù moät vaøi caùch ñeå khai baùo vaø hieän thöïc pheùp gaùn ñöôïc ñònh nghóa laïi. Caùch 

ñôn giaûn laø khai baùo nhö sau: 
 void Stack<Entry>::operator= ( const Stack &original ); 
 
Pheùp gaùn naøy coù theå ñöôïc goïi nhö sau: 
     x.operator = (y); 
 
hoaëc goïi theo cuù phaùp thöôøng duøng: 
 
     x = y; 
 
Pheùp gaùn ñònh nghóa laïi cho ngaên xeáp lieân keát caàn laøm nhöõng vieäc sau: 
 
• Cheùp döõ lieäu töø ngaên xeáp ñöôïc truyeàn vaøo thoâng qua thoâng soá. 
• Giaûi phoùng vuøng nhôù chieám giöõ bôûi döõ lieäu cuûa ñoái töôïng ngaên xeáp ñang 

ñöôïc thöïc hieän leänh gaùn. 
• Chuyeån caùc döõ lieäu vöøa cheùp ñöôïc cho ñoái töôïng ngaên xeáp ñöôïc gaùn. 
 

template <class Entry> 
void Stack::operator = (const Stack<Entry> &original) //  Overload assignment 
/* 
post: ñoái töôïng ngaên xeáp ñöôïc gaùn chöùa caùc döõ lieäu gioáng heät ngaên xeáp ñöôïc truyeàn vaøo qua 

thoâng soá. 
*/ 
{ 
   Node<Entry> *new_top, *new_copy, *original_node = original.top_node; 
   if (original_node == NULL) new_top = NULL; 
   else {                         //  Taïo baûn sao caùc node. 
      new_copy = new_top = new Node<Entry>(original_node->entry); 
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      while (original_node->next != NULL) { 
         original_node = original_node->next; 
         new_copy->next = new Node<Entry>(original_node->entry); 
         new_copy = new_copy->next; 
      } 
   } 
   while (!empty())               // Laøm roãng ngaên xeáp seõ ñöôïc gaùn. 
      pop(); 
   top_node = new_top;            // Ngaên xeáp ñöôïc gaùn seõ naém giöõ baûn sao. 
} 

 
Löu yù raèng trong phöông thöùc treân chuùng ta taïo ra moät baûn sao töø ngaên xeáp 

original tröôùc, roài môùi doïn deïp ngaên xeáp seõ ñöôïc gaùn baèng caùch goïi phöông 
thöùc pop nhieàu laàn. Nhôø vaäy neáu trong öùng duïng coù pheùp gaùn x = x thì döõ lieäu 
cuõng khoâng bò sai. 

 
Pheùp gaùn ñöôïc ñònh nghóa laïi nhö treân thoûa yeâu caàu laø pheùp gaùn coù ngöõ nghóa 

trò, tuy nhieân ñeå coù theå söû duïng trong tröôøng hôïp:  
first_stack=second_stack=third_stack=..., pheùp gaùn  phaûi traû veà 
Stack& (tham chieáu ñeán lôùp Stack).  

2.4.3.3. Copy constructor 
Tröôøng hôïp cuoái cuøng veà söï thieáu an toaøn cuûa caùc caáu truùc lieân keát laø khi trình  

bieân dòch caàn cheùp moät ñoái töôïng. Chaúng haïn, moät ñoái töôïng caàn ñöôïc cheùp khi 
noù laø tham trò gôûi cho moät haøm. Trong C++, taùc vuï cheùp maëc nhieân laø cheùp caùc 
thuoäc tính thaønh phaàn cuûa lôùp. Cuõng gioáng nhö minh hoïa trong hình 2.7, taùc vuï 
cheùp maëc nhieân naøy seõ daãn ñeán vieäc caùc ñoái töôïng cuøng chia xeû döõ lieäu. Noùi moät 
caùch khaùc, taùc vuï cheùp maëc ñònh coù ngöõ nghóa tham chieáu khi ñoái töôïng coù thuoäc 
tính kieåu con troû. Ñieàu naøy laøm cho ngöôøi söû duïng  coù theå voâ tình laøm maát döõ 
lieäu: 

 
void destroy_the_stack (Stack<Entry> copy) 
{ 
 … 
} 
int main() 
{ 
   Stack<Entry> vital_data; 
   destroy_the_stack(vital_data); 
} 

 
Haøm destroy_the_stack nhaän moät baûn sao copy cuûa vital_data. Baûn sao 

naøy cuøng chia xeû döõ lieäu vôùi vital_data, do ñoù khi keát thuùc haøm, destructor thöïc 
hieän treân baûn sao copy seõ laøm maát luoân döõ lieäu cuûa vital_data. 

 
C++ cho pheùp lôùp coù theâm phöông thöùc copy constructor ñeå taïo moät ñoái 

töôïng  môùi gioáng moät ñoái töôïng ñaõ coù. Neáu chuùng ta hieän thöïc copy constructor 
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cho lôùp Stack thì trình bieân dòch C++ seõ öu tieân choïn taùc vuï cheùp naøy thay cho 
taùc vuï cheùp maëc ñònh. Chuùng ta caàn hieän thöïc copy constructor ñeå coù ñöôïc ngöõ 
nghóa trò. 

 
Ñoái vôùi moïi lôùp, khai baùo chuaån cho copy constructor cuõng gioáng nhö khai baùo 

constructor nhöng coù theâm thoâng soá laø tham chieáu haèng ñeán ñoái töôïng cuûa lôùp: 
 
  Stack<Entry>::Stack ( const Stack<Entry> &original ); 
 
Do ñoái töôïng goïi copy constructor laø moät ñoái töôïng roãng vöøa ñöôïc taïo môùi neân 

chuùng ta khoâng phaûi lo doïn deïp döõ lieäu nhö tröôøng hôïp ñoái vôùi pheùp gaùn ñöôïc 
ñònh nghóa laïi. Chuùng ta chæ vieäc cheùp node ñaàu tieân vaø sau ñoù duøng voøng laëp ñeå 
cheùp tieáp caùc node coøn laïi. 
 
template <class Entry> 
Stack<Entry>::Stack(const Stack<Entry> &original) //  copy constructor 
/* 
post: ñoái töôïng ngaên xeáp vöøa ñöôïc taïo ra coù döõ lieäu gioáng vôùi ngaên xeáp original 
*/ 
{ 
   Node<Entry> *new_copy, *original_node = original.top_node; 
   if (original_node == NULL) top_node = NULL; 
   else {                         //  Taïo baûn sao cho caùc node. 
      top_node = new_copy = new Node<Entry>(original_node->entry); 
      while (original_node->next != NULL) { 
         original_node = original_node->next; 
         new_copy->next = new Node<Entry>(original_node->entry); 
         new_copy = new_copy->next; 
      } 
  a( 
} 

 
Moät caùch toång quaùt, ñoái vôùi moïi lôùp lieân keát, hoaëc chuùng ta boå sung copy 

constructor, hoaëc chuùng ta caûnh baùo ngöôøi söû duïng raèng vieäc cheùp ñoái töôïng coù 
ngöõ nghóa tham chieáu. 

2.4.4. Ñaëc taû ngaên xeáp lieân keát ñaõ hieäu chænh 

Chuùng ta keát thuùc phaàn naøy baèng ñaëc taû ñaõ ñöôïc hieäu chænh döôùi ñaây cho ngaên 
xeáp lieân keát. Phaàn ñaëc taû naøy coù ñöôïc moïi ñaëc tính an toaøn maø chuùng ta ñaõ phaân 
tích. 
 
template <class Entry> 
class Stack { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc chuaån cuûa lôùp Stack: 
   Stack(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode push(const Entry &item); 
   ErrorCode pop(); 
   ErrorCode top(Entry &item) const; 
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//  Caùc ñaëc taû ñaûm baûo tính an toaøn cho caáu truùc lieân keát: 
   ~Stack(); 
   Stack(const Stack<Entry> &original); 
   void operator =(const Stack<Entry> &original); 
protected: 
   Node<Entry> *top_node; 
}; 

 
Treân ñaây laø phaàn trình baøy ñaày ñuû nhaát veà nhöõng yeâu caàu caàn coù ñoái vôùi ngaên 

xeáp lieân keát, nhöng noù cuõng ñuùng vôùi caùc caáu truùc lieân keát khaùc. Trong caùc phaàn 
sau cuûa giaùo trình naøy seõ khoâng giaûi thích theâm veà 3 taùc vuï naøy nöõa, sinh vieân töï 
phaûi hoaøn chænh khi hieän thöïc baát kyø CTDL naøo coù thuoäc tính kieåu con troû. 
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Chöông 3 – HAØNG ÑÔÏI 

3.1. Ñònh nghóa haøng 
Trong caùc öùng duïng maùy tính, chuùng ta ñònh nghóa CTDL haøng laø moät danh 

saùch trong ñoù vieäc theâm moät phaàn töû vaøo ñöôïc thöïc hieän ôû moät ñaàu cuûa danh saùch 
(cuoái haøng), vaø vieäc laáy döõ lieäu khoûi danh saùch thöïc hieän ôû ñaàu coøn laïi (ñaàu haøng). 
Chuùng ta coù theå hình dung CTDL haøng cuõng gioáng nhö moät haøng ngöôøi laàn löôït 
chôø mua veù, ai ñeán tröôùc ñöôïc phuïc vuï tröôùc. Haøng  coøn ñöôïc goïi laø danh saùch 
FIFO (First In First Out) 

Hình 3.1- Haøng ñôïi 
 

Caùc öùng duïng coù söû duïng haøng coøn phoå bieán hôn caùc öùng duïng coù söû duïng ngaên 
xeáp, vì khi maùy tính thöïc hieän caùc nhieäm vuï, cuõng gioáng nhö caùc coâng vieäc trong 
cuoäc soáng, moãi coâng vieäc ñeàu caàn phaûi ñôïi ñeán löôït cuûa mình. Trong moät heä thoáng 
maùy tính coù theå coù nhieàu haøng ñôïi caùc coâng vieäc ñang chôø ñeán löôït ñöôïc in, ñöôïc 
truy xuaát ñóa hoaëc ñöôïc söû duïng CPU. Trong moät chöông trình ñôn giaûn coù theå coù 
nhieàu coâng vieäc ñöôïc löu vaøo haøng ñôïi, hoaëc moät coâng vieäâc coù theå khôûi taïo moät soá 
coâng vieäc khaùc maø chuùng cuõng caàn ñöôïc löu vaøo haøng ñeå chôø ñeán löôït thöïc hieän. 

 
Phaàn töû ñaàu haøng seõ ñöôïc phuïc vuï tröôùc, thöôøng phaàn töû naøy ñöôïc goïi laø 

front, hay head cuûa haøng. Töông töï, phaàn töû cuoái haøng, cuõng laø phaàn töû vöøa 
ñöôïc theâm vaøo haøng, ñöôïc goïi laø rear hay tail cuûa haøng. 
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Ñònh nghóa: Moät haøng caùc phaàn töû kieåu T laø moät chuoãi noái tieáp caùc phaàn töû cuûa T, 
keøm caùc taùc vuï sau: 
1. Taïo môùi moät ñoái töôïng haøng roãng. 
2. Theâm moät phaàn töû môùi vaøo haøng, giaû söû haøng chöa ñaày (phaàn töû döõ lieäu môùi 

luoân ñöôïc theâm vaøo cuoái haøng).  
3. Loaïi moät phaàn töû ra khoûi haøng, giaû söû haøng chöa roãng (phaàn töû bò loaïi laø phaàn 

töû taïi ñaàu haøng, thöôøng laø phaàn töû vöøa ñöôïc xöû lyù xong). 
4. Xem phaàn töû taïi ñaàu haøng (phaàn töû saép ñöôïc xöû lyù). 

3.2. Ñaëc taû haøng 
Ñeå hoaøn taát ñònh nghóa cuûa caáu truùc döõ lieäu tröøu töôïng haøng, chuùng ta ñaëc taû 

moïi taùc vuï maø haøng thöïc hieän. Caùc ñaëc taû naøy cuõng töông töï nhö caùc ñaëc taû cho 
ngaên xeáp, chuùng ta ñöa ra teân, kieåu traû veà, danh saùch thoâng soá, precondition, 
postcondition vaø uses cho moãi phöông thöùc. Entry bieåu dieãn moät kieåu toång quaùt 
cho phaàn töû chöùa trong haøng. 
 
template <class Entry> 
Queue<Entry>::Queue(); 
post: ñoái töôïng haøng ñaõ toàn taïi vaø ñöôïc khôûi taïo laø haøng roãng. 
 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::append(const Entry &item); 
post: neáu haøng coøn choã, item ñöôïc theâm vaøo taïi rear, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc laïi, 

ErrorCode traû veà laø overflow, haøng khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::serve(); 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc 

laïi, ErrorCode traû veà laø underflow, haøng khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::retrieve(const Entry &item) const; 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc cheùp vaøo item, ErrorCode traû veà laø 

success; ngöôïc laïi, ErrorCode traû veà laø underflow; caû hai tröôøng hôïp haøng ñeàu khoâng 
ñoåi. 

 
template <class Entry> 
bool Queue<Entry>::empty() const; 
post: haøm traû veà true neáu haøng roãng; ngöôïc laïi, haøm traû veà false. 
 

Töø append (theâm vaøo haøng) vaø serve (ñaõ ñöôïc phuïc vuï) ñöôïc duøng cho caùc taùc 
vuï cô baûn treân haøng ñeå chæ ra moät caùch roõ raøng coâng vieäc thöïc hieän ñoái vôùi haøng, 
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vaø ñeå traùnh nhaàm laãn vôùi nhöõng töø maø chuùng ta seõ duøng vôùi caùc caáu truùc döõ lieäu 
khaùc.  

Chuùng ta coù lôùp Queue nhö sau: 
 

template <class Entry> 
class Queue { 
public: 
   Queue(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode append(const Entry &item); 
   ErrorCode serve(); 
   ErrorCode retrieve(Entry &item) const; 
}; 

 
Ngoaøi caùc taùc vuï cô baûn nhö append, serve, retrieve, vaø empty ñoâi khi 

chuùng ta caàn theâm moät soá taùc vuï khaùc. Chaúng haïn nhö taùc vuï full ñeå kieåm tra 
xem haøng ñaõ ñaày hay chöa. 

 
Coù ba taùc vuï raát tieän lôïi ñoái vôùi haøng: clear ñeå doïn deïp caùc phaàn töû trong 

moät haøng coù saün vaø laøm cho haøng roãng, size cho bieát soá phaàn töû hieän coù trong 
haøng, cuoái cuøng laø serve_and_retrieve gom hai taùc vuï serve vaø retrieve 
laøm moät vì ngöôøi söû duïng thöôøng goïi hai taùc vuï naøy moät luùc. 

 
Chuùng ta coù theå boå sung caùc taùc vuï treân vaøo lôùp haøng ñaõ coù ôû treân. Tuy nhieân, 

chuùng ta coù theå taïo lôùp môùi coù theå söû duïng laïi caùc phöông thöùc vaø caùch hieän thöïc 
cuûa caùc lôùp ñaõ coù. Trong tröôøng hôïp naøy chuùng ta xaây döïng lôùp Extended_Queue 
ñeå boå sung caùc phöông thöùc theâm vaøo caùc phöông thöùc cô baûn cuûa lôùp Queue. Lôùp 
Extended_Queue ñöôïc goïi laø lôùp daãn xuaát töø lôùp Queue. 

 
Khaùi nieäm daãn xuaát cung caáp moät caùch ñònh nghóa caùc lôùp môùi ñôn giaûn baèng 

caùch boå sung theâm caùc phöông thöùc vaøo moät lôùp coù saün. Khaû naêng cuûa lôùp daãn 
xuaát söû duïng laïi caùc thaønh phaàn cuûa lôùp cô sôû ñöôïc goïi laø söï thöøa keá. Söï thöøa keá 
(inheritance) laø moät trong caùc ñaëc tính cô baûn cuûa laäp trình höôùng ñoái töôïng. 

 
Chuùng ta minh hoïa moái quan heä giöõa lôùp Queue vaø lôùp daãn xuaát 

Extended_Queue bôûi sô ñoà thöøa keá (hình 3.2a). Muõi teân chæ töø lôùp daãn xuaát ñeán 
lôùp cô sôû maø noù thöøa keá. Hình 3.2b minh hoïa söï thöøa keá caùc phöông thöùc vaø caùc 
phöông thöùc boå sung. 
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Chuùng ta coù lôùp Extended_Queue: 
template <class Entry> 
class Extended_Queue: public Queue { 
public: 
   bool full() const; 
   int size() const; 
   void clear(); 
   ErrorCode serve_and_retrieve(Entry &item); 
}; 

 
Töø khoùa public trong khai baùo thöøa keá coù nghóa laø khaû naêng ngöôøi söû duïng 

nhìn thaáy ñoái vôùi caùc thaønh phaàn maø lôùp daãn xuaát coù ñöôïc qua söï thöøa keá seõ 
gioáng heät nhö khaû naêng ngöôøi söû duïng nhìn thaáy chuùng ôû lôùp cô sôû. 

 
Ñaëc taû cuûa caùc phöông thöùc boå sung: 
 

template <class Entry> 
bool Extended_Queue<Entry>::full() const; 
post: traû veà true neáu haøng ñaày, ngöôïc laïi, traû veà false. Haøng khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
void Extended_Queue<Entry>::clear(); 
post: moïi phaàn töû trong haøng ñöôïc loaïi khoûi haøng, haøng trôû neân roãng. 

 
template <class Entry> 
int Extended_Queue<Entry>::size() const; 
post: traû veà soá phaàn töû hieän coù cuûa haøng. Haøng khoâng ñoåi. 

Hình 3.2- Söï thöøa keá vaø lôùp daãn xuaát 
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template <class Entry> 
ErrorCode Extended_Queue<Entry>::serve_and_retrieve(const Entry &item); 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc cheùp vaøo item ñoàng thôøi ñöôïc loaïi khoûi 

haøng, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc laïi, ErrorCode traû veà laø underflow, haøng 
khoâng ñoåi. 

 
Moái quan heä giöõa lôùp Extended_Queue vaø lôùp Queue thöôøng ñöôïc goïi laø moái 

quan heä is-a vì moãi ñoái töôïng thuoäc lôùp Extended_Queue cuõng laø moät ñoái töôïng 
thuoäc lôùp Queue maø coù theâm moät soá ñaëc tính khaùc, ñoù laø caùc phöông thöùc 
serve_and_retrieve, full, size vaø clear. 

3.3. Caùc phöông aùn hieän thöïc haøng 

3.3.1. Caùc phöông aùn hieän thöïc haøng lieân tuïc 

3.3.1.1. Moâ hình vaät lyù 
Töông töï nhö chuùng ta ñaõ laøm vôùi ngaên xeáp, chuùng ta coù theå taïo moät haøng 

trong boä nhôù maùy tính baèng moät daõy (kieåu döõ lieäu array) ñeå chöùa caùc phaàn töû 
cuûa haøng. Tuy nhieân, ôû ñaây chuùng ta caàn phaûi naém giöõ ñöôïc caû front vaø rear. 
Moät caùch ñôn giaûn laø chuùng ta giöõ front luoân laø vò trí ñaàu cuûa daõy. Luùc ñoù, ñeå 
theâm môùi moät phaàn töû vaøo haøng, chuùng ta taêng bieán ñeám bieåu dieãn rear y heät 
nhö chuùng ta theâm phaàn töû vaøo ngaên xeáp. Ñeå laáy moät phaàn töû ra khoûi haøng, 
chuùng ta phaûi traû moät giaù ñaét cho vieäc di chuyeån taát caû caùc phaàn töû hieän coù trong 
haøng tôùi moät böôùc ñeå laáp ñaày choã troáng taïi front. Maëc duø caùch hieän thöïc naøy raát 
gioáng vôùi hình aûnh haøng ngöôøi saép haøng ñôïi ñeå ñöôïc phuïc vuï, nhöng noù laø moät 
löïa choïn raát dôû trong maùy tính. 

3.3.1.2. Hieän thöïc tuyeán tính 
Ñeå vieäc xöû lyù haøng coù hieäu quaû, chuùng ta duøng hai chæ soá ñeå naém giöõ front vaø 

rear maø khoâng di chuyeån caùc phaàn töû. Muoán theâm moät phaàn töû vaøo haøng, ñôn 
giaûn chuùng ta chæ caàn taêng rear leân moät vaø theâm phaàn töû vaøo vò trí naøy. Khi laáy 
moät phaàn töû ra khoûi haøng chuùng ta laáy phaàn töû taïi vò trí front vaø taêng front 
leân moät. Tuy nhieân phöông phaùp naøy coù moät nhöôïc ñieåm lôùn, ñoù laø front vaø 
rear luoân luoân taêng chöù khoâng giaûm. Ngay caû khi trong haøng khoâng bao giôø coù 
quaù hai phaàn töû, haøng vaãn ñoøi hoûi moät vuøng nhôù khoâng coù giôùi haïn neáu nhö caùc 
taùc vuï ñöôïc goïi lieân tuïc nhö sau: 

 
append, append, serve, append, serve, append, serve, append, 

serve, append, ... 
 
Vaán ñeà ôû ñaây laø khi caùc phaàn töû trong haøng dòch chuyeån tôùi trong daõy thì caùc 

vò trí ñaàu cuûa daõy seõ khoâng bao giôø ñöôïc söû duïng ñeán.  Chuùng ta coù theå hình dung 
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haøng luùc ñoù troâng nhö moät con raén luoân tröôøn mình tôùi. Con raén coù luùc daøi ra, coù 
luùc ngaén laïi, nhöng neáu cöù tröôøn tôùi maõi theo moät höôùng thì cuõng phaûi ñeán luùc noù 
gaëp ñieåm döøng cuûa boä nhôù. 

 
Tuy nhieân, cuõng caàn chuù yù raèng trong caùc öùng duïng maø coù luùc haøng trôû neân 

roãng (khi moät loaït caùc yeâu caàu ñang ñôïi ñaõ ñöôïc giaûi quyeát heát taïi moät thôøi ñieåm 
naøo ñoù), thì taïi thôøi ñieåm naøy haøng coù theå ñöôïc saép xeáp laïi, front vaø rear ñöôïc 
gaùn trôû laïi veà ñaàu daõy. Tröôøng hôïp naøy cho thaáy vieäc söû duïng moät sô ñoà ñôn giaûn 
goàm hai chæ soá vaø moät boä nhôù tuyeán tính nhö vöøa neâu laø moät caùch hieän thöïc coù 
hieäu quaû cao. 

3.3.1.3. Daõy voøng 
Veà yù nieäm, chuùng ta coù theå khaéc phuïc tính thieáu hieäu quaû trong vieäc söû duïng 

boä nhôù baèng caùch hình dung daõy coù daïng voøng thay vì tuyeán tính. Khi phaàn töû 
ñöôïc theâm vaøo hay laáy ra khoûi haøng, ñieåm ñaàu cuûa haøng seõ ñuoåi theo ñieåm cuoái 
cuûa haøng voøng theo daõy, vaø nhö vaäy con raén vaãn coù theå tröôøn tôùi voâ haïn nhöng 
vaãn bò nhoát trong moät voøng coù giôùi haïn. Taïi caùc thôøi ñieåm khaùc nhau, haøng seõ 
chieám nhöõng phaàn khaùc nhau trong daõy voøng, nhöng chuùng ta seõ khoâng bao giôø 
phaûi lo veà söï vöôït giôùi haïn boä nhôù tröø khi daõy thaät söï khoâng coøn phaàn töû troáng, 
tröôøng hôïp naøy ñöôïc xem nhö haøng ñaày, ErrorCode seõ nhaän trò overflow. 
 
Hieän thöïc cuûa daõy voøng 
 

Vaán ñeà tieáp theo cuûa chuùng ta laø duøng moät daõy tuyeán tính ñeå moâ phoûng moät 
daõy voøng. Caùc vò trí trong voøng troøn ñöôïc ñaùnh soá töø 0 ñeán max-1, trong ñoù max 
laø toång soá phaàn töû trong daõy voøng. Ñeå hieän thöïc daõy voøng, chuùng ta cuõng söû duïng 
caùc phaàn töû ñöôïc ñaùnh soá töông töï daõy tuyeán tính. Söï thay ñoåi caùc chæ soá chæ ñôn 
giaûn laø pheùp laáy phaàn dö trong soá hoïc: khi moät chæ soá taêng vöôït qua giôùi haïn max-
1, noù ñöôïc baét ñaàu trôû laïi vôùi trò 0. Ñieàu naøy töông töï vieäc coäng theâm giôø trong 
ñoàng hoà maët troøn, caùc giôø ñöôïc ñaùnh soá töø 1 ñeán 12, neáu chuùng ta coäng theâm 4 giôø 
vaøo 10 giôø chuùng ta seõ coù 2 giôø. 
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Daõy voøng trong C++ 

 
Trong C++, chuùng ta coù theå taêng chæ soá i trong moät daõy voøng nhö sau: 
 
  i = ((i+1) == max) ? 0: (i+1); 

 
hoaëc if ((i+1) == max)  i = 0; else i = i+1; 
 

hoaëc  i = (i+1) % max; 

 
Caùc ñieàu kieän bieân 

 
Tröôùc khi vieát nhöõng giaûi thuaät theâm hoaëc loaïi phaàn töû ra khoûi haøng, chuùng ta 

haõy xem xeùt ñeán caùc ñieàu kieän bieân (boundary conditions), ñoù laø caùc daáu hieäu cho 
bieát haøng coøn roãng hay ñaõ ñaày.  

 

 
Hình 3.3-  Haøng trong daõy voøng 
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Neáu trong haøng chæ coù moät phaàn töû thì caû front vaø rear ñeàu chæ ñeán phaàn töû 
naøy (hình 3.4 a). Khi phaàn töû naøy ñöôïc loaïi khoûi haøng, front seõ taêng leân 1. Do 
ñoù haøng laø roãng khi rear chæ vò trí ngay tröôùc front (hình 3.4 b). 

 
Do rear di chuyeån veà phía tröôùc moãi khi theâm phaàn töû môùi, neân khi haøng saép 

ñaày vaø baèng caùch di chuyeån voøng thì rear cuõng seõ gaàn gaëp front trôû laïi (hình 
3.3 c). Luùc naøy khi phaàn töû cuoái cuøng ñöôïc theâm vaøo laøm cho haøng ñaày thì rear 
cuõng chæ vò trí ngay tröôùc front (hình 3.4 d).  

 
Chuùng ta gaëp moät khoù khaên môùi: vò trí töông ñoái cuûa front vaø rear gioáng 

heät nhau trong caû hai tröôøng hôïp haøng ñaày vaø haøng roãng.  
 

 
Caùc caùch giaûi quyeát coù theå 

 
Hình 3.4- Hình aûnh minh hoïa haøng roãng vaø haøng ñaày 

(c) 

(d) 

(a) 

(b) 
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Coù ít nhaát 3 caùch giaûi quyeát cho vaán ñeà neâu treân. Caùch thöù nhaát laø daønh 
laïi moät vò trí troáng khi haøng ñaày, rear seõ caùch front moät vò trí giöõa. Caùch 
thöù hai laø söû duïng theâm moät bieán, chaúng haïn moät bieán côø kieåu bool seõ coù 
trò true khi rear nhích ñeán saùt front trong tröôøng hôïp haøng ñaày (chuùng 
ta coù theå tuøy yù choïn tröôøng hôïp haøng ñaày hay roãng), hay moät bieán ñeám ñeå 
ñeám soá phaàn töû hieän coù trong haøng. Caùch thöù ba laø cho moät hoaëc caû hai chæ 
soá front vaø rear mang moät trò ñaëc bieät naøo ñoù ñeå chæ ra haøng roãng, ví duï 
nhö rear seõ laø -1 khi haøng roãng. 

3.3.1.4. Toång keát caùc caùch hieän thöïc cho haøng lieân tuïc 
 

Ñeå toång keát nhöõng ñieàu ñaõ baøn veà haøng, chuùng ta lieät keâ döôùi ñaây taát caû caùc 
phöông phaùp maø chuùng ta ñaõ thaûo luaän veà caùc caùch hieän thöïc haøng. 

 
• Moâ hình vaät lyù: moät daõy tuyeán tính coù front luoân chæ vò trí ñaàu tieân trong 

haøng vaø moïi phaàn töû cuûa haøng phaûi di chuyeån tôùi moät böôùc khi phaàn töû taïi 
front ñöôïc laáy ñi. Ñaây laø phöông phaùp raát dôû trong maùy tính noùi chung. 

• Moät daõy tuyeán tính coù hai chæ soá front vaø rear luoân luoân taêng. Ñaây laø 
phöông phaùp toát neáu nhö haøng coù theå ñöôïc laøm roãng. 

• Moät daõy voøng coù hai chæ soá front,rear vaø moät vò trí ñeå troáng. 
• Moät daõy voøng coù hai chæ soá front,rear vaø moät côø cho bieát haøng ñaày (hoaëc 

roãng). 
• Moät daõy voøng coù hai chæ soá front,rear vaø moät bieán ñeám soá phaàn töû hieän coù 

trong haøng. 
• Moät daõy voøng coù hai chæ soá front,rear maø hai chæ soá naøy seõ mang trò ñaëc 

bieät trong tröôøng hôïp haøng roãng. 
 

3.3.2. Phöông aùn hieän thöïc haøng lieân keát 

Baèng caùch söû duïng boä nhôù lieân tuïc, vieäc hieäc thöïc haøng khoù hôn vieäc hieän thöïc 
ngaên xeáp raát nhieàu do chuùng ta duøng vuøng nhôù tuyeán tính ñeå giaû laëp toå chöùc voøng 
vaø gaëp khoù khaên trong vieäc phaân bieät moät haøng ñaày vôùi moät haøng roãng. Tuy 
nhieân, hieän thöïc haøng lieân keát laïi thöïc söï deã daøng nhö hieän thöïc ngaên xeáp lieân 
keát. Chuùng ta chæ caàn naém giöõ hai con troû, front vaø rear ñeå tham chieáu ñeán 
phaàn töû ñaàu vaø phaàn töû cuoái cuûa haøng. Caùc taùc vuï theâm hay loaïi phaàn töû treân 
haøng ñöôïc minh hoïa trong hình 3.5. 
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3.4. Hieän thöïc haøng 

3.4.1. Hieän thöïc haøng lieân tuïc 

Hieän thöïc voøng cho haøng lieân tuïc trong C++ 
 

Phaàn naøy trình baøy caùc phöông thöùc cuûa caùch hieän thöïc haøng baèng daõy voøng 
coù bieán ñeám caùc phaàn töû. Chuùng ta coù ñònh nghóa lôùp Queue nhö sau: 
const int maxQueue = 10; //  Giaù trò nhoû chæ ñeå kieåm tra CTDL Queue. 
 
template <class Entry> 
class Queue { 
public: 
   Queue(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode serve(); 
   ErrorCode append(const Entry &item); 
   ErrorCode retrieve(Entry &item) const; 
protected: 
   int count; 
   int front, rear; 
   Entry entry[maxQueue]; 
}; 

 
Caùc döõ lieäu thaønh phaàn trong lôùp Queue ñöôïc khai baùo protected. Ñoái vôùi ngöôøi söû duïng seõ 

khoâng coù gì thay ñoåi, nghóa laø chuùng vaãn khoâng ñöôïc ngöôøi söû duïng nhìn thaáy vaø vaãn ñaûm baûo söï 
che daáu thoâng tin. Muïc ñích ôû ñaây laø khi chuùng ta xaây döïng lôùp Extended_Queue daãn xuaát töø lôùp 
Queue thì lôùp daãn xuaát seõ söû duïng ñöôïc caùc döõ lieäu thaønh phaàn naøy. Khi caùc döõ lieäu thaønh phaàn 
cuûa lôùp cô sôû ñöôïc khai baùo laø private thì lôùp daãn xuaát cuõng seõ khoâng nhìn thaáy chuùng. 
template <class Entry> 
Queue<Entry>::Queue() 
/* 
post: ñoái töôïng haøng ñaõ toàn taïi vaø ñöôïc khôûi taïo laø haøng roãng. 
*/ 

 
 

Hình 3.5 Caùc taùc vuï theâm vaø loaïi phaàn töû treân haøng lieân keát 
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{   
  count = 0; 
   rear = maxQueue - 1; 
   front = 0; 
} 
 
template <class Entry> 
bool Queue<Entry>::empty() const 
/* 
post: haøm traû veà true neáu haøng roãng; ngöôïc laïi, haøm traû veà false. 
*/ 
{   return count == 0; 
} 
 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::append(const Entry &item) 
/* 
post: neáu haøng coøn choã, item ñöôïc theâm vaøo taïi rear, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc laïi, 

ErrorCode traû veà laø overflow, haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   if (count >= maxQueue) return overflow; 
   count++; 
   rear = ((rear + 1) == maxQueue) ? 0 : (rear + 1); 
   entry[rear] = item; 
   return success; 
} 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::serve() 
/* 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc 

laïi, ErrorCode traû veà laø underflow, haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   if (count <= 0) return underflow; 
   count--; 
   front = ((front + 1) == maxQueue) ? 0 : (front + 1); 
   return success; 
} 

 
template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::retrieve(Entry &item) const 
/* 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc cheùp vaøo item, ErrorCode traû veà laø 

success; ngöôïc laïi, ErrorCode traû veà laø underflow; caû hai tröôøng hôïp haøng ñeàu khoâng 
ñoåi. 

*/ 
{ 
   if (count <= 0) return underflow; 
   item = entry[front]; 
   return success; 
} 

 
Chuùng ta daønh phöông thöùc empty laïi nhö laø baøi taäp. Phöông thöùc size döôùi 

ñaây raát ñôn giaûn do lôùp Extended_Queue söû duïng ñöôïc thuoäc tính count cuûa lôùp 
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Queue, neáu nhö count ñöôïc khai baùo laø private thì phöông thöùc size cuûa lôùp 
Extended_Queue phaûi söû duïng haøng loaït caâu leänh goïi caùc phöông thöùc public 
cuûa Queue nhö serve, retrieve, append môùi thöïc hieän ñöôïc. Caùc phöông thöùc 
coøn laïi cuûa Extended_Queue cuõng töông töï, vaø chuùng ta daønh laïi phaàn baøi taäp. 
 
template <class Entry> 
int Extended_Queue<Entry>::size() const 
/* 
post: traû veà soá phaàn töû hieän coù cuûa haøng. Haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   return count; 
} 

 

3.4.2. Hieän thöïc haøng lieân keát 

3.4.2.1. Caùc khai baùo cô baûn 
Vôùi moïi haøng, chuùng ta duøng kieåu Entry cho kieåu cuûa döõ lieäu löu trong haøng. 

Ñoái vôùi hieän thöïc lieân keát, chuùng ta khai baùo caùc node töông töï nhö ñaõ laøm cho 
ngaên xeáp lieân keát trong chöông 2. Chuùng ta coù ñaëc taû döôùi ñaây: 

 
 
 

template <class Entry> 
class Queue { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc chuaån cuûa haøng 
   Queue(); 
   bool empty() const; 
   ErrorCode append(const Entry &item); 
   ErrorCode serve(); 
   ErrorCode retrieve(Entry &item) const; 
//  Caùc phöông thöùc baûo ñaûm tính an toaøn cho haøng lieân keát    
   ~Queue(); 
   Queue(const Queue<Entry> &original); 
   void operator =(const Queue<Entry> &original); 
protected: 
   Node<Entry> *front, *rear; 
}; 

 
Constructor thöù nhaát khôûi taïo moät haøng roãng: 
 

template <class Entry> 
Queue<Entry>::Queue() 
/* 
post: ñoái töôïng haøng ñaõ toàn taïi vaø ñöôïc khôûi taïo laø haøng roãng. 
*/ 
{ 
   front = rear = NULL; 
} 
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Phöông thöùc append theâm moät phaàn töû vaøo ñaàu rear cuûa haøng: 
 

template <class Entry> 
ErrorCode Queue<Entry>::append(const Entry &item) 
/* 
post: neáu haøng coøn choã, item ñöôïc theâm vaøo taïi rear, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc 

laïi, ErrorCode traû veà laø overflow, haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   Node *new_rear = new Node<Entry> (item); 
   if (new_rear == NULL) return overflow; 
   if (rear == NULL) front = rear = new_rear;  // tröôøng hôïp ñaëc bieät: theâm vaøo haøng 

ñang roãng. 
   else { 
      rear->next = new_rear; 
      rear = new_rear; 
   } 
   return success; 
} 

 
Tröôøng hôïp haøng roãng caàn phaân bieät vôùi caùc tröôøng hôïp bình thöôøng khaùc, do 

khi theâm moät node vaøo moät haøng roãng caàn phaûi gaùn caû front vaø rear tham 
chieáu ñeán node naøy, trong khi vieäc theâm moät node vaøo moät haøng khoâng roãng chæ 
coù rear laø caàn ñöôïc gaùn laïi. 

 
Phöông thöùc loaïi moät phaàn töû ra khoûi haøng ñöôïc vieát nhö sau: 
 

template <class Entry> 
ErrorCode Queue::serve() 
/* 
post: neáu haøng khoâng roãng, phaàn töû taïi front ñöôïc laáy ñi, ErrorCode traû veà laø success; ngöôïc 

laïi, ErrorCode traû veà laø underflow, haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   if (front == NULL) return underflow; 
   Node *old_front = front; 
   front = old_front->next; 
   if (front == NULL) rear= NULL;// tröôøng hôïp ñaëc bieät: loaïi phaàn töû cuoái cuøng cuûa haøng 
   delete old_front; 
   return success; 
} 

 
Moät laàn nöõa tröôøng hôïp haøng roãng caàn ñöôïc xem xeùt rieâng. Khi phaàn töû ñöôïc 

loaïi khoûi haøng khoâng phaûi laø phaàn töû cuoái trong haøng, chæ coù front caàn ñöôïc gaùn 
laïi, ngöôïc laïi caû front vaø rear caàn phaûi gaùn veà NULL. 

 
Caùc phöông thöùc khaùc cuûa haøng lieân keát ñöôïc daønh laïi cho phaàn baøi taäp. 
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Neáu so saùnh vôùi haøng lieân tuïc, chuùng ta seõ thaáy raèng haøng lieân keát deã hieåu 
hôn caû veà maët khaùi nieäm caû veà caùch hieän thöïc chöông trình. 

3.4.3. Haøng lieân keát môû roäng 

Hieän thöïc lieân keát cuûa lôùp Queue cung caáp moät lôùp cô sôû cho caùc lôùp khaùc. 
Ñònh nghóa döôùi ñaây daønh cho lôùp daãn xuaát Extended_Queue hoaøn toaøn töông töï 
nhö haøng lieân tuïc. 
 
template <class Entry> 
class Extended_queue: public Queue { 
public: 
   bool full() const; 
   int size() const; 
   void clear(); 
   ErrorCode serve_and_retrieve(Entry &item); 
}; 

 
Maëc duø lôùp Extended_Queue naøy coù hieän thöïc lieân keát, nhöng noù khoâng caàn caùc phöông thöùc 

nhö copy contructor, overloaded assignment,  hoaëc destructor. Ñoái vôùi moät trong caùc phöông thöùc 
naøy, trình bieân dòch seõ goïi caùc phöông thöùc maëc ñònh cuûa lôùp Extended_Queue. Phöông thöùc maëc 
ñònh cuûa moät lôùp daãn xuaát seõ goïi phöông thöùc töông öùng cuûa lôùp cô sôû. Chaúng haïn, khi moät ñoái 
töôïng cuûa lôùp Extended_Queue chuaån bò ra khoûi taàm vöïc, destructor maëc ñònh cuûa lôùp 
Extended_Queue seõ goïi destructor cuûa lôùp Queue: moïi node caáp phaùt ñoäng cuûa Extended_Queue 
ñeàu ñöôïc giaûi phoùng. Do lôùp Extended_Queue cuûa chuùng ta khoâng chöùa theâm thuoäc tính con troû 
naøo ngoaøi caùc thuoäc tính con troû thöøa keá töø lôùp Queue, destructor maø trình bieân dòch goïi ñaõ laøm 
ñöôïc taát caû nhöõng ñieàu maø chuùng ta mong muoán. 

 
Caùc phöông thöùc ñöôïc khai baùo cho lôùp Extended_Queue caàn ñöôïc vieát laïi cho 

phuø hôïp vôùi caáu truùc lieân keát cuûa haøng. Chaúng haïn, phöông thöùc size caàn söû duïng 
moät con troû taïm window ñeå duyeät haøng (noùi caùch khaùc, con troû window seõ di 
chuyeån doïc theo haøng vaø laàn löôït chæ ñeán töøng node trong haøng). 
 
template <class Entry> 
int Extended_queue<Entry>::size() const 
/* 
post: traû veà soá phaàn töû hieän coù cuûa haøng. Haøng khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   Node *window = front; 
   int count = 0; 
   while (window != NULL) { 
      window = window->next; 
      count++; 
   } 
   return count; 
} 

 
Caùc phöông thöùc khaùc cuûa Extended_Queue lieân keát xem nhö baøi taäp. 
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Chöông 4 – DANH SAÙCH         
 

Chuùng ta ñaõ laøm quen vôùi caùc danh saùch haïn cheá nhö ngaên xeáp vaø haøng, trong 
ñoù vieäc theâm/ bôùt döõ lieäu chæ thöïc hieän ôû caùc ñaàu cuûa danh saùch. Trong chöông 
naøy chuùng ta tìm hieåu caùc danh saùch thoâng thöôøng hôn maø trong ñoù vieäc theâm, 
loaïi hoaëc truy xuaát phaàn töû coù theå thöïc hieän taïi baát kyø vò trí naøo trong danh saùch. 

4.1. Ñònh nghóa danh saùch 
Chuùng ta baét ñaàu baèng vieäc ñònh nghóa kieåu caáu truùc döõ lieäu tröøu töôïng goïi laø 

danh saùch (list). Cuõng gioáng nhö ngaên xeáp vaø haøng, danh saùch bao goàm moät chuoãi 
noái tieáp caùc phaàn töû döõ lieäu. Tuy nhieân, khaùc vôùi ngaên xeáp vaø haøng, danh saùch 
cho pheùp thao taùc treân moïi phaàn töû. 
 

Ñònh nghóa: Danh saùch caùc phaàn töû kieåu T laø moät chuoãi noái tieáp höõu haïn caùc 
phaàn töû kieåu T cuøng caùc taùc vuï sau: 
 1. Taïo moät danh saùch roãng. 
 2. Xaùc ñònh danh saùch coù roãng hay khoâng. 
 3. Xaùc ñònh danh saùch coù ñaày hay chöa. 
 4. Tìm soá phaàn töû cuûa danh saùch. 
 5. Laøm roãng danh saùch. 
 6. Theâm phaàn töû vaøo moät vò trí naøo ñoù cuûa danh saùch. 
 7. Loaïi phaàn töû taïi moät vò trí naøo ñoù cuûa danh saùch. 
 8. Truy xuaát phaàn töû taïi moät vò trí naøo ñoù cuûa danh saùch. 
 9. Thay theá phaàn töû taïi moät vò trí naøo ñoù cuûa danh saùch. 
 10. Duyeät danh saùch, thöïc hieän moät coâng vieäc cho tröôùc treân moãi phaàn töû. 

 
Ngoaøi ra coøn moät soá taùc vuï khaùc coù theå aùp leân moät chuoãi noái tieáp caùc phaàn töû. 

Chuùng ta coù theå xaây döïng raát nhieàu daïng khaùc nhau cho caùc kieåu caáu truùc döõ lieäu 
tröøu töôïng töông töï baèng caùch söû duïng caùc goùi taùc vuï khaùc nhau. Baát kyø moät trong 
caùc daïng naøy ñeàu coù theå ñöôïc ñònh nghóa cho teân goïi CTDL danh saùch. Tuy nhieân, 
chuùng ta chæ taäp trung vaøo moät danh saùch cuï theå maø caùc taùc vuï cuûa noù coù theå ñöôïc 
xem nhö moät khuoân maãu ñeå minh hoïa yù töôûng vaø caùc vaán ñeà caàn giaûi quyeát treân 
danh saùch. 

4.2. Ñaëc taû caùc phöông thöùc cho danh saùch 
Khi baét ñaàu tìm hieåu ngaên xeáp, chuùng ta nhaán maïnh vieäc che daáu thoâng tin 

baèng caùch phaân bieät giöõa vieäc söû duïng ngaên xeáp vaø vieäc laäp trình cho caùc taùc vuï 
treân ngaên xeáp. Ñoái vôùi haøng, chuùng ta tieáp tuïc yù töôûng naøy vaø ñaõ nhanh choùng 
tìm ñöôïc raát nhieàu caùch hieän thöïc coù theå coù. Caùc danh saùch thoâng duïng cho pheùp 
truy xuaát vaø thay ñoåi baát kyø phaàn töû naøo. Do ñoù nguyeân taéc che daáu thoâng tin ñoái 
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vôùi danh saùch caøng quan troïng hôn nhieàu so vôùi ngaên xeáp vaø haøng. Chuùng ta haõy 
ñaëc taû cho caùc taùc vuï treân danh saùch: 

 
Constructor caàn coù tröôùc khi danh saùch ñöôïc söû duïng: 

 
template <class Entry> 
List<Entry>::List(); 
post: ñoái töôïng danh saùch roãng ñaõ ñöôïc taïo. 

 
Taùc vuï thöïc hieän treân moät danh saùch ñaõ coù vaø laøm roãng danh saùch: 
 

template <class Entry> 
void List<Entry>::clear(); 
post: Moïi phaàn töû cuûa danh saùch ñaõ ñöôïc giaûi phoùng, danh saùch trôû neân roãng. 

 
Caùc taùc vuï xaùc ñònh traïng thaùi cuûa danh saùch: 
 

template <class Entry> 
bool List<Entry>::empty() const; 
post: traû veà true neáu danh saùch roãng, ngöôïc laïi traû veà false. Danh saùch khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
bool List<Entry>::full() const; 
post: traû veà true neáu danh saùch ñaày, ngöôïc laïi traû veà false. Danh saùch khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
int List<Entry>::size() const; 
post: traû veà soá phaàn töû cuûa danh saùch. Danh saùch khoâng ñoåi. 

 
Chuùng ta xem xeùt tieáp caùc taùc vuï truy xuaát caùc phaàn töû cuûa danh saùch. Töông 

töï nhö ñoái vôùi ngaên xeáp vaø haøng, caùc taùc vuï naøy seõ traû veà ErrorCode khi caàn 
thieát.  

 
Chuùng ta duøng moät soá nguyeân ñeå chæ vò trí (position) cuûa phaàn töû trong danh 

saùch. Vò trí ôû ñaây ñöôïc hieåu laø thöù töï cuûa phaàn töû trong danh saùch. Caùc vò trí 
trong danh saùch ñöôïc ñaùnh soá 0, 1, 2, ...Vieäc xaùc ñònh moät phaàn töû trong danh 
saùch thoâng qua vò trí raát gioáng vôùi söï söû duïng chæ soá trong daõy, tuy nhieân vaãn coù 
moät soá ñieåm khaùc nhau quan troïng. Neáu chuùng ta theâm moät phaàn töû vaøo moät vò 
trí naøo ñoù trong danh saùch thì vò trí cuûa taát caû caùc phaàn töû phía sau seõ taêng leân 1. 
Neáu loaïi moät phaàn töû thì vò trí caùc phaàn töû phía sau giaûm 1. Vò trí cuûa caùc phaàn 
töû trong danh saùch ñöôïc xaùc ñònh khoâng xeùt ñeán caùch hieän thöïc. Ñoái vôùi danh 
saùch lieân tuïc, hieän thöïc baèng daõy, vò trí phaàn töû roõ raøng laø chæ soá cuûa phaàn töû 
trong daõy. Nhöng chuùng ta cuõng vaãn thoâng qua vò trí ñeå tìm caùc phaàn töû trong 
danh saùch lieân keát duø raèng danh saùch lieân keát khoâng coù chæ soá. 
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Chuùng ta seõ ñaëc taû chính xaùc caùc phöông thöùc lieân quan ñeán chæ moät phaàn töû 

cuûa danh saùch döôùi ñaây. 
 

template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::insert(int position, const Entry &x); 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày vaø 0 ≤ position ≤ n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, 

phöông thöùc traû veà success: moïi phaàn töû töø position ñeán cuoái danh saùch seõ coù vò trí 
taêng leân 1, x ñöôïc theâm vaøo taïi position; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, ErrorCode seõ 
cho bieát loãi cuï theå. 

 
Phöông thöùc insert chaáp nhaän position baèng n vì noù chaáp nhaän theâm phaàn 

töû môùi ngay sau phaàn töû cuoái. Tuy nhieân, caùc phöông thöùc sau chæ chaáp nhaän 
position<n, vì chuùng chæ thöïc hieän treân nhöõng phaàn töû ñaõ coù saün. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::remove(int position, Entry &x); 
post: Neáu 0 ≤ position < n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, phöông thöùc traû veà 

success: phaàn töû taïi position ñöôïc loaïi khoûi danh saùch, trò cuûa noù ñöôïc cheùp vaøo x, caùc 
phaàn töû phía sau giaûm vò trí bôùt 1; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, ErrorCode seõ cho bieát 
loãi cuï theå. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::retrieve(int position, Entry &x) const; 
post: Neáu 0 ≤ position < n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, phöông thöùc traû veà 

success: phaàn töû taïi position ñöôïc cheùp vaøo x, danh saùch khoâng ñoåi; ngöôïc laïi, 
ErrorCode seõ cho bieát loãi cuï theå. Caû hai tröôøng hôïp danh saùch ñeàu khoâng ñoåi. 

 
template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::replace(int position, const Entry &x); 
post: Neáu 0 ≤ position < n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, phöông thöùc traû veà 

success: phaàn töû taïi position ñöôïc thay theá bôûi x; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, 
ErrorCode seõ cho bieát loãi cuï theå. 

 
Phöông thöùc duyeät danh saùch ñeå thöïc hieän moät nhieäm vuï naøo ñoù cho töøng 

phaàn töû cuûa danh saùch thöôøng toû ra coù lôïi, ñaëc bieät cho muïc ñích  kieåm tra. Ngöôøi 
söû duïng goïi phöông thöùc naøy khi muoán thöïc hieän moät coâng vieäc gì ñoù treân töøng 
phaàn töû cuûa danh saùch. Chaúng haïn, ngöôøi söû duïng coù hai haøm 

 
void update(List_Entry &x)   vaø  void modify(List_Entry &x), 

 
vaø moät ñoái töôïng the_list cuûa lôùp List, coù theå söû duïng leänh 
 
 the_list.traverse(update) hoaëc  the_list.traverse(modify) 
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ñeå thöïc hieän moät trong hai haøm treân leân moãi phaàn töû cuûa danh saùch. Neáu ngöôøi 
söû duïng muoán in moïi phaàn töû cuûa danh saùch thì goïi nhö sau: 
 
    the_list.traverse(print) 

 
vôùi void print(Entry &x) laø moät haøm duøng ñeå in moät phaàn töû cuûa danh saùch. 
 

Khi goïi phöông thöùc traverse, ngöôøi söû duïng gôûi teân cuûa haøm laøm thoâng soá. 
Trong C++, teân cuûa haøm maø khoâng coù caëp daáu ngoaëc chính laø con troû chæ ñeán haøm. Thoâng soá hình 
thöùc visit döôùi ñaây cuûa phöông thöùc traverse caàn ñöôïc khai baùo nhö moät con troû chæ ñeán haøm. 
Ngoaøi ra, khai baùo con troû haøm laøm thoâng soá phaûi coù kieåu traû veà laø void vaø coù thoâng soá tham 
chieáu ñeán Entry. 

 
template <class Entry> 
void List<Entry>::traverse(void(*visit)(Entry &x)); 
post: Coâng vieäc ñaëc taû bôûi haøm *visit ñöôïc thöïc hieän laàn löôït treân töøng phaàn töû cuûa danh saùch, 

baét ñaàu töø phaàn töû thöù 0. 

 
Cuõng gioáng nhö moïi thoâng soá khaùc, visit chæ laø teân hình thöùc vaø chæ ñöôïc 

gaùn bôûi moät con troû thöïc söï khi traverse baét ñaàu thöïc thi. Bieåu dieãn *visit 
thay maët cho haøm seõ ñöôïc söû duïng  ñeå xöû lyù cho töøng phaàn töû cuûa danh saùch khi 
traverse thöïc thi.  

 
Trong phaàn keá tieáp chuùng ta seõ hieän thöïc caùc phöông thöùc naøy. 

4.3. Hieän thöïc danh saùch 
Chuùng ta ñaõ ñaëc taû ñaày ñuû caùc taùc vuï mong muoán ñoái vôùi danh saùch. Phaàn naøy 

seõ hieän thöïc chi tieát chuùng trong C++. Ngaên xeáp vaø haøng ñaõ ñöôïc hieän thöïc caû 
hai daïng lieân tuïc vaø lieân keát. Chuùng ta cuõng seõ laøm töông töï cho danh saùch. 

4.3.1. Hieän thöïc danh saùch lieân tuïc 

Trong hieän thöïc danh saùch lieân tuïc (contiguous list), caùc phaàn töû cuûa danh 
saùch coù kieåu laø Entry ñöôïc chöùa trong daõy kích thöôùc laø max_list. Cuõng gioáng 
nhö hieän thöïc ngaên xeáp lieân tuïc, ôû ñaây chuùng ta caàn moät bieán count ñeám soá phaàn 
töû hieän coù trong danh saùch. Sau ñaây laø ñònh nghóa lôùp List coù hai thuoäc tính 
thaønh phaàn vaø taát caû caùc phöông thöùc maø chuùng ta ñaõ ñaëc taû. 

 
template <class Entry> 
class List { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc cuûa kieåu döõ lieäu tröøu töôïng danh saùch 
   List(); 
   int size() const; 
   bool full() const; 
   bool empty() const; 
   void clear(); 
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   void traverse(void (*visit)(Entry &)); 
   ErrorCode retrieve(int position, Entry &x) const; 
   ErrorCode replace(int position, const Entry &x); 
   ErrorCode remove(int position, Entry &x); 
   ErrorCode insert(int position, const Entry &x); 
 
protected: 
// Caùc thuoäc tính cho hieän thöïc danh saùch lieân tuïc 
   int count; 
   Entry entry[max_list]; 
}; 

 
Haàu heát caùc phöông thöùc (List, clear, empty, full, size, retrieve) 

raát deã hieän thöïc.  
 

template <class Entry> 
int List<Entry>::size() const 
/* 
post: traû veà soá phaàn töû cuûa danh saùch. Danh saùch khoâng ñoåi. 
*/ 
{ 
   return count; 
} 

 
Chuùng ta daønh caùc phöông thöùc ñôn giaûn khaùc laïi cho phaàn baøi taäp. ÔÛ ñaây 

chuùng ta seõ taäp trung vaøo caùc phöông thöùc truy xuaát döõ lieäu. Khi theâm moät phaàn 
töû môùi, caùc phaàn töû  trong  daõy phaûi ñöôïc di chuyeån ñeå nhöôøng choã.  

 
template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::insert(int position, const Entry &x) 
/* 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày vaø 0 ≤ position ≤ n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, 

phöông thöùc traû veà success: moïi phaàn töû töø position ñeán cuoái danh saùch seõ coù vò trí 
taêng leân 1, x ñöôïc theâm vaøo taïi position; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, ErrorCode seõ 
cho bieát loãi cuï theå. 

*/ 
{ 
   if (full()) 

return overflow; 
   if (position < 0 || position > count) 
      return range_error; 
   for (int i = count - 1; i >= position; i--) 
      entry[i + 1] = entry[i]; 
   entry[position] = x; 
   count++; 
   return success; 
} 

 
Coù bao nhieâu coâng vieäc maø haøm treân caàn phaûi laøm? Neáu phaàn töû môùi ñöôïc 

theâm vaøo cuoái danh saùch thì haøm chæ phaûi thöïc hieän moät soá khoâng ñoåi caùc leänh. 
Trong tröôøng hôïp ngöôïc laïi, neáu phaàn töû ñöôïc theâm vaøo ñaàu danh saùch, haøm seõ 
phaûi dòch chuyeån moät soá phaàn töû lôùn nhaát ñeå taïo choã troáng, neáu danh saùch ñaõ 
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khaù daøi thì coâng vieäc caàn laøm raát nhieàu. Xeùt bình quaân, neáu chuùng ta giaû söû moïi 
vò trí trong danh saùch ñeàu coù khaû naêng theâm phaàn töû môùi nhö nhau, haøm treân seõ 
phaûi dòch chuyeån moät nöûa soá phaàn töû trong danh saùch. Chuùng ta noùi raèng soá vieäc 
caàn laøm trong haøm tæ leä vôùi chieàu daøi n cuûa danh saùch. 

 
Töông töï, vieäc loaïi phaàn töû trong danh saùch cuõng caàn phaûi dòch chuyeån caùc 

phaàn töû ñeå laáp choã troáng vaø vieäc loaïi naøy cuõng toán thôøi gian tæ leä vôùi chieàu daøi n 
cuûa danh saùch.  

 
Khaùc vôùi hai tröôøng hôïp treân, haàu heát caùc phöông thöùc coøn laïi khoâng caàn thöïc 

hieän voøng laëp naøo vaø thôøi gian thöïc hieän laø haèng soá. Toùm laïi, 
 
Trong xöû lyù danh saùch lieân tuïc coù n phaàn töû: 
• insert vaø remove caàn thôøi gian tæ leä vôùi n. 
• List, clear, empty, full, size, replace vaø retrieve thöïc hieän 

trong thôøi gian khoâng ñoåi. 
Chuùng ta chöa keå ra ñaây phöông thöùc traverse vì thôøi gian thöïc hieän coøn 

phuï thuoäc vaøo thoâng soá haøm visit. Rieâng traverse thì ít nhaát cuõng caàn thôøi gian 
tæ leä vôùi n do phaûi coù voøng laëp ñeå duyeät qua heát caùc phaàn töû cuûa danh saùch. Tuy 
nhieân, vôùi cuøng moät haøm visit thì traverse caàn thôøi gian tæ leä vôùi n. 
 
template <class Entry> 
void List<Entry>::traverse(void (*visit)(Entry &)) 
/* 
post: Coâng vieäc ñaëc taû bôûi haøm *visit ñöôïc thöïc hieän laàn löôït treân töøng phaàn töû cuûa danh saùch, 

baét ñaàu töø phaàn töû thöù 0. 
*/ 
{ 
   for (int i = 0; i < count; i++) 
      (*visit)(entry[i]); 
} 

4.3.2. Hieän thöïc danh saùch lieân keát ñôn giaûn 

4.3.2.1. Caùc khai baùo 
Ñeå hieän thöïc danh saùch lieân keát (linked list), chuùng ta baét ñaàu vôùi khai baùo 

Node. Node döôùi ñaây cuõng töông töï nhö trong ngaên xeáp lieân keát vaø haøng lieân 
keát. 
template <class Entry> 
struct Node { 
//  Caùc thuoäc tính 
   Entry entry; 
   Node<Entry> *next; 
//  constructors 
   Node(); 
   Node(Entry item, Node<Entry> *link = NULL); 
}; 
template <class Entry> 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 4 – Danh saùch 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   57

class List { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc cuûa danh saùch lieân keát (cuõng gioáng nhö cuûa danh saùch lieân tuïc) 
//  Caùc phöông thöùc baûo ñaûm tính an toaøn cho CTDL coù chöùa thuoäc tính con troû. 
   ~List(); 
   List(const List<Entry> &copy); 
   void operator =(const List<Entry> &copy); 
protected: 
//  Caùc thuoäc tính cho hieän thöïc lieân keát cuûa danh saùch 
   int count; 
   Node<Entry> *head; // Con troû chæ phaàn töû ñaàu cuûa danh saùch. 
 
//  The following auxiliary function is used to locate list positions 
   Node<Entry> *set_position(int position) const; 
}; 

 
Trong ñònh nghóa treân chuùng ta khoâng lieät keâ laïi caùc phöông thöùc cuûa danh 

saùch lieân keát vì chuùng cuõng töông töï nhö ñoái vôùi danh saùch lieân tuïc. Trong phaàn 
protected chuùng ta coù boå sung phöông thöùc set_position maø chuùng ta seõ thaáy 
ích lôïi cuûa noù trong khi hieän thöïc caùc phöông thöùc public khaùc. 

4.3.2.2. Ví duï 
Hình 4.1 minh hoïa vieäc theâm bôùt döõ lieäu trong danh saùch qua moät ví duï söûa 

ñoåi vaên baûn. Moãi phaàn töû trong danh saùch chöùa moät töø vaø moät tham chieáu ñeán 
phaàn töû keá. Hình a laø danh saùch chöùa caâu ban ñaàu laø “Stacks are lists” . Neáu 
chuùng ta theâm töø “simple” tröôùc töø “lists” chuùng ta coù danh saùch nhö hình b. Tieáp 
theo chuùng ta quyeát ñònh thay theá töø “lists”  bôûi töø “structures” vaø theâm ba töø “but 
important data” thì coù hình c. Cuoái cuøng chuùng ta laïi quyeát ñònh boû ñi caùc töø 
“simple but” ñeå coù ñöôïc caâu cuoái cuøng “Stacks are important data structures”. 

4.3.2.3. Tìm ñeán moät vò trí trong danh saùch 
Chuùng ta thieát keá moät haøm set_position ñeå ñöôïc goïi trong moät vaøi phöông 

thöùc. Haøm naøy nhaän thoâng soá laø position (moät soá nguyeân chæ vò trí phaàn töû 
trong danh saùch) vaø traû veà con troû tham chieáu ñeán phaàn töû töông öùng trong danh 
saùch. 
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Neáu ngöôøi söû duïng nhìn thaáy ñöôïc set_position thì hoï seõ coù theå truy xuaát 

ñeán moïi phaàn töû trong danh saùch. Vì vaäy, ñeå duy trì tính ñoùng kín cuûa döõ lieäu, 
chuùng ta seõ khoâng cho pheùp ngöôøi söû duïng nhìn thaáy haøm set_position. Baèng 
caùch khai baùo protected chuùng ta baûo ñaûm raèng haøm naøy chæ ñöôïc goïi trong caùc 
phöông thöùc khaùc cuûa danh saùch. 

 
Caùch deã nhaát ñeå xaây döïng haøm set_position laø baét ñaàu duyeät töø ñaàu cuûa 

danh saùch cho ñeán phaàn töû maø chuùng ta muoán tìm. 
  
template <class Entry> 
Node<Entry> *List<Entry>::set_position(int position) const 
/* 

Hình 4.1- Caùc thao taùc treân danh saùch lieân keát. 
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Pre:  position phaûi hôïp leä; 0 <= position < count. 
Post: traû veà ñòa chæ cuûa phaàn töû taïi position. 
*/ 
{ 
   Node<Entry> *q = head; 
   for (int i = 0; i < position; i++) q = q->next; 
   return q; 
} 

 
Do chuùng ta naém ñöôïc chính xaùc caùc phöông thöùc naøo caàn goïi ñeán 

set_position, trong haøm naøy chuùng ta khoâng caàn kieåm tra loãi. Thay vaøo ñoù 
chuùng ta baûo ñaûm baèng precondition cho noù. Coù nghóa laø caùc phöông thöùc tröôùc 
khi goïi set_position seõ kieåm tra tröôùc vaø chæ goïi khi ñieàu kieän hôïp leä. Vieäc 
kieåm tra seõ khoâng phaûi laëp laïi trong haøm naøy, chöông trình seõ hieäu quaû hôn. 

Neáu moïi phaàn töû ñöôïc truy xuaát vôùi xaùc suaát ngang nhau thì trung bình haøm 
set_position  seõ phaûi duyeät qua moät nöûa soá phaàn töû trong danh saùch ñeå ñeán 
ñöôïc vò trí caàn thieát. Thôøi gian naøy tæ leä vôùi chieàu daøi n cuûa danh saùch. 

4.3.2.4. Theâm phaàn töû vaøo danh saùch 
Tieáp theo chuùng ta seõ xem xeùt vaán ñeà theâm moät phaàn töû môùi vaøo danh saùch. 

Neáu chuùng ta coù moät phaàn töû môùi vaø chuùng ta muoán cheøn phaàn töû naøy vaøo moät vò 
trí naøo ñoù trong danh saùch, ngoaïi tröø vò trí ñaàu danh saùch, nhö hình 4.2, chuùng ta 
caàn coù hai con troû previous vaø following chæ ñeán hai phaàn töû tröôùc vaø sau vò 
trí caàn cheøn. Neáu con troû new_node ñang chæ phaàn töû môùi caàn cheøn thì caùc leänh 
gaùn sau seõ cheøn ñöôïc phaàn töû môùi vaøo danh saùch: 

 
   new_node->next = following; 

previous->next = new_node; 
 

Trong phöông thöùc insert döôùi ñaây pheùp gaùn new_node->next= following 
ñöôïc thöïc hieän thoâng qua constructor coù nhaän thoâng soá thöù hai laø following.  

Vieäc theâm phaàn töû vaøo ñaàu danh saùch caàn ñöôïc xöû lyù rieâng, do tröôøng hôïp naøy 
khoâng coù phaàn töû naøo naèm tröôùc phaàn töû môùi neân chuùng ta khoâng söû duïng con troû 
previous, thay vaøo ñoù thuoäc tính head chæ ñeán phaàn töû ñaàu cuûa danh saùch phaûi 
ñöôïc gaùn laïi. 
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template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::insert(int position, const Entry &x) 
/* 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày vaø 0 ≤ position ≤ n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, 

phöông thöùc traû veà success: moïi phaàn töû töø position ñeán cuoái danh saùch seõ coù vò trí taêng 
leân 1, x ñöôïc theâm vaøo taïi position; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, ErrorCode seõ cho 
bieát loãi cuï theå. 

*/ 
{ 
   if (position < 0 || position > count) 
      return range_error; 
   Node<Entry> *new_node, *previous, *following; 
   if (position == 0) // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: phaàn töû môùi theâm vaøo ñaàu danh saùch.  
  following = head; 
 else { // Tröôøng hôïp toång quaùt. 
      previous = set_position(position - 1);  // Tìm phaàn töû phía tröôùc vò trí caàn theâm 

phaàn töû môùi. 
      following = previous->next;  
   } 
      
   new_node = new Node<Entry>(x, following); 
   if (new_node == NULL) 
      return overflow; 
   if (position == 0) // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: phaàn töû môùi theâm vaøo ñaàu danh saùch. 
      head = new_node;   
   else // Tröôøng hôïp toång quaùt. 
      previous->next = new_node;   
   count++; 
   return success; 
} 

 

 
Hình 4.2- Theâm phaàn töû vaøo danh saùch lieân keát. 
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Ngoaøi leänh goïi haøm set_position, caùc leänh coøn laïi trong insert khoâng phuï 
thuoäc vaøo chieàu daøi n cuûa danh saùch. Do ñoù insert, cuõng gioáng nhö 
set_position, seõ coù thôøi gian thöïc hieän tæ leä vôùi chieàu daøi n cuûa danh saùch. 

4.3.2.5. Caùc taùc vuï khaùc 
Caùc phöông thöùc coøn laïi cuûa danh saùch lieân keát xem nhö baøi taäp. Vieäc tìm 

kieám moät phaàn töû naøo ñoù trong caùc phöông thöùc luoân phaûi goïi haøm 
set_position. Haàu heát caùc phöông thöùc naøy cuõng gioáng nhö  insert, söû duïng 
caùc leänh chieám thôøi gian khoâng ñoåi, ngoaïi tröø luùc goïi haøm set_position. Chæ coù 
phöông thöùc clear vaø traverse laø phaûi duyeät qua caùc phaàn töû cuûa danh saùch. 
Chuùng ta coù keát luaän nhö sau: 

 
Trong vieäc xöû lyù moät danh saùch lieân keát coù n phaàn töû: 
 

 insert, remove, retrieve vaø replace caàn thôøi gian tæ leä vôùi n. 
 List, empty, full vaø size thöïc hieän vôùi thôøi gian khoâng ñoåi. 

 
Moät laàn nöõa, chuùng ta chöa keå ñeán phöông thöùc traverse ôû ñaây, vì thôøi gian 

noù caàn coøn phuï thuoäc vaøo thoâng soá visit. Tuy nhieân, cuõng nhö phaàn tröôùc, vôùi 
cuøng moät haøm visit thì traverse caàn thôøi gian tæ leä vôùi n. 

4.3.3. Löu laïi vò trí hieän taïi 

Ña soá caùc öùng duïng truy xuaát caùc phaàn töû cuûa danh saùch theo thöù töï caùc phaàn 
töû. Nhieàu öùng duïng khaùc truy xuaát cuøng moät phaàn töû nhieàu laàn, thöïc hieän caùc taùc 
vuï truy xuaát hoaëc thay theá tröôùc khi chuyeån qua phaàn töû khaùc. Ñoái vôùi taát caû caùc 
öùng duïng naøy, caùch hieän thöïc danh saùch hieän taïi cuûa chuùng ta toû ra khoâng hieäu 
quaû, do moãi laàn truy xuaát moät phaàn töû, haøm set_position ñeàu phaûi tìm töø ñaàu 
danh saùch ñeán phaàn töû mong muoán. Neáu chuùng ta coù theå nhôù laïi phaàn töû vöøa ñöôïc 
truy xuaát trong danh saùch, vaø taùc vuï maø öùng duïng yeâu caàu tieáp theo cuõng xem xeùt 
phaàn töû naøy hoaëc phaàn töû keá thì vieäc tìm kieám baét ñaàu töø vò trí ñöôïc nhôù naøy 
nhanh hôn raát nhieàu. 

 
Tuy nhieân, khoâng phaûi vieäc nhôù laïi vò trí vöøa ñöôïc truy xuaát naøy luoân coù hieäu 

löïc ñoái vôùi moïi öùng duïng. Chaúng haïn vôùi öùng duïng truy xuaát caùc phaàn töû trong 
danh saùch theo thöù töï ngöôïc, moïi truy xuaát ñeàu phaûi baét ñaàu töø ñaàu danh saùch do 
caùc tham chieáu trong caùc phaàn töû chæ coù moät chieàu. 

 
Chuùng ta duøng thuoäc tính current_position ñeå löu vò trí vöøa noùi treân. 

Thuoäc tính naøy seõ ñöôïc set_position söû duïng cuõng nhö seõ caäp nhaät laïi moãi khi 
haøm naøy ñöôïc goïi. Ñieàu caàn löu yù laø set_position ñöôïc goïi trong caùc phöông thöùc khaùc cuûa 
danh saùch, trong ñoù coù moät soá phöông thöùc ñöôïc ñaëc taû laø const coù nghóa laø khoâng ñöôïc laøm thay 
ñoåi danh saùch, trong khi ñoù current_position phaûi ñöôïc thay ñoåi. Nhö vaäy, chuùng ta seõ duøng töø 
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khoùa mutable cuûa C++ nhöng löu yù raèng khoâng phaûi töø khoùa naøy luoân ñöôïc cung caáp bôûi moïi 
trình bieân dòch C++. Khi moät thuoäc tính cuûa moät lôùp ñöôïc khai baùo laø mutable thì noù coù theå ñöôïc 
thay ñoåi ngay caû trong caùc haøm ñöôïc khai baùo laø const. 

 
Ñònh nghóa danh saùch môùi nhö sau: 
 

template <class Entry> 
class List { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc cuûa danh saùch lieân keát (cuõng gioáng nhö cuûa danh saùch lieân tuïc) 
//  Caùc phöông thöùc baûo ñaûm tính an toaøn cho CTDL coù chöùa thuoäc tính con troû. 
 
protected: 
//  Caùc thuoäc tính cho hieän thöïc lieân keát cuûa danh saùch coù löu vò trí hieän taïi. 
   int count; 
   mutable int current_position; 
   Node<Entry> *head; 
   mutable Node<Entry> *current; 
 
//  Haøm phuï trôï ñeå tìm moät phaàn töû. 
   void set_position(int position) const; 
}; 

 
Hai thuoäc tính ñöôïc theâm vaøo current_position vaø current ñeàu ñöôïc khai 

baùo protected, do ñoù ñoái vôùi ngöôøi söû duïng lôùp List vaãn khoâng coù gì thay ñoåi so 
vôùi ñònh nghóa cuõ. 

 
Haøm set_position ñöôïc vieát laïi nhö sau: 
 

template <class Entry> 
void List<Entry>::set_position(int position) const 
/* 
pre:  position hôïp leä: 0 <= position < count. 
post: Thuoäc tính current chöùa ñòa chæ phaàn töû ñöôïc tìm thaáy taïi position, 

current_position ñöôïc caäp nhaät töông öùng. 
*/ 
{ 
   if (position < current_position) { // Tröôøng hôïp phaûi tìm töø ñaàu danh saùch   
      current_position = 0; 
      current = head; 
   } 
   for ( ; current_position != position; current_position++) 
      current = current->next; 
} 

 
Neáu moät phaàn töû trong danh saùch ñöôïc truy xuaát laäp laïi nhieàu laàn thì caùc leänh 

trong if cuõng nhö trong voøng for cuûa haøm treân ñeàu khoâng phaûi thöïc hieän, haøm 
seõ khoâng heà chieám thôøi gian chaïy. Neáu phaàn töû keá ñöôïc truy xuaát, caùc leänh trong 
voøng for chæ chaïy moät laàn, haøm vaãn thöïc hieän raát nhanh. Trong tröôøng hôïp xaáu 
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nhaát, neáu caàn phaûi baét ñaàu töø ñaàu danh saùch, haøm cuõng seõ laøm vieäc gioáng nhö  
caùch chuùng ta ñaõ hieän thöïc tröôùc ñaây. 

4.3.4. Danh saùch lieân keát keùp 

Moät vaøi öùng duïng thöôøng xuyeân yeâu caàu dòch chuyeån tôùi vaø lui treân danh saùch. 
Trong phaàn tröôùc chuùng ta ñaõ giaûi quyeát vieäc dòch chuyeån theo moät chieàu trong 
quaù trình duyeät danh saùch. Nhöng vieäc laäp trình hôi khoù khaên vaø thôøi gian chaïy 
chöông trình phuï thuoäc vaøo danh saùch, nhaát laø khi danh saùch coù nhieàu phaàn töû. 

 
Ñeå khaéc phuïc vaán ñeà naøy, coù nhieàu chieán löôïc khaùc nhaèm giaûi quyeát vieäc tìm 

phaàn töû  naèm tröôùc phaàn töû hieän taïi trong danh saùch. Trong phaàn naøy chuùng ta 
tìm hieåu moät chieán löôïc ñôn giaûn nhaát nhöng cuõng linh ñoäng vaø phuø hôïp trong 
raát nhieàu tröôøng hôïp. 

 
 

4.3.4.1. Caùc khai baùo cho danh saùch lieân keát keùp 
Nhö  hình 4.3 minh hoïa, yù töôûng ôû ñaây laø vieäc löu  caû hai con troû chæ hai 

höôùng ngöôïc nhau trong cuøng moät node cuûa danh saùch. Baèng caùch dòch chuyeån 
theo tham chieáu thích hôïp chuùng ta coù theå duyeät danh saùch theo höôùng mong 
muoán. CTDL naøy ñöôïc goïi laø danh saùch lieân keát keùp (doubly linked list). 

 
template <class Node_entry> 
struct Node { 
//  Caùc thuoäc tính 
   Node_entry entry; 
   Node<Node_entry> *next; 
   Node<Node_entry> *back; 
//  constructors 
   Node(); 
   Node(Node_entry, Node<Node_entry> *link_back = NULL, 
                    Node<Node_entry> *link_next = NULL); 
}; 

 
Constructor cho Node cuûa danh saùch lieân keát keùp gaàn gioáng constructor cho 

Node cuûa danh saùch lieân keát ñôn. Döôùi ñaây laø ñaëc taû cho lôùp danh saùch lieân keát 
keùp: 

 
 
 

 
Hình 4.3- Danh saùch lieân keát keùp. 
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template <class Entry> 
class List { 
public: 
//  Caùc phöông thöùc thoâng thöôøng cuûa danh saùch. 
// Caùc phöông thöùc baûo ñaûm tính an toaøn cho CTDL coù thuoäc tính con troû. 
protected: 
// Caùc thuoäc tính 
   int count; 
   mutable int current_position; 
   mutable Node<Entry> *current; 
 
// Haøm phuï trôï ñeå tìm ñeán moät phaàn töû trong danh saùch 
   void set_position(int position) const; 
}; 

 
Trong caùch hieän thöïc naøy chuùng ta chæ caàn giöõ moät con troû tham chieáu ñeán 

moät phaàn töû naøo ñoù trong danh saùch laø chuùng ta coù theå duyeät danh saùch theo 
höôùng naøy hoaëc höôùng kia. Nhö vaäy, chuùng ta duøng luoân con troû current chæ ñeán 
phaàn töû hieän taïi ñeå laøm nhieäm vuï naøy, vaø chuùng ta khoâng caàn giöõ con troû chæ ñeán 
ñaàu hoaëc cuoái danh saùch. 

4.3.4.2. Caùc taùc vuï treân danh saùch lieân keát keùp 
Trong danh saùch lieân keát keùp, vieäc duyeät danh saùch theo caû hai höôùng ñeå tìm 

moät phaàn töû, vieäc theâm hoaëc loaïi phaàn töû taïi vò trí naøo ñoù coù theå ñöôïc thöïc hieän 
deã daøng. Moät vaøi taùc vuï coù thay ñoåi chuùt ít so vôùi danh saùch lieân keát ñôn, nhö  
insert vaø delete, do phaûi caäp nhaät ñaày ñuû caû hai con troû theo hai höôùng cuûa 
danh saùch . 

 
Tröôùc heát, ñeå tìm moät vò trí naøo ñoù, chuùng ta chæ caàn quyeát ñònh neân duyeät 

theo höôùng naøo trong danh saùch baét ñaàu töø con troû current. 
 

template <class Entry> 
void List<Entry>::set_position(int position) const 
/* 
pre:  position hôïp leä: 0 <= position < count. 
post: thuoäc tính current chöùa ñòa chæ cuûa phaàn töû taïi position. 
*/ 
{ 
   if (current_position <= position) 
      for ( ; current_position != position; current_position++) 
         current = current->next; 
   else 
      for ( ; current_position != position; current_position--) 
         current = current->back; 
} 

 
Vôùi haøm naøy chuùng ta vieát taùc vuï insert sau ñaây. Hình 4.4 minh hoïa caùc con 

troû caàn phaûi caäp nhaät. Chuùng ta cuõng ñaëc bieät chuù yù hai tröôøng hôïp hôi ñaëc bieät, 
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ñoù laø khi theâm phaàn töû vaøo moät trong hai ñaàu cuûa danh saùch hoaëc theâm vaøo moät 
danh saùch roãng. 

 

template <class Entry> 
ErrorCode List<Entry>::insert(int position, const Entry &x) 
/* 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày vaø 0 ≤ position ≤ n, n laø soá phaàn töû hieän coù cuûa danh saùch, 

phöông thöùc traû veà success: moïi phaàn töû töø position ñeán cuoái danh saùch seõ coù vò trí 
taêng leân 1, x ñöôïc theâm vaøo taïi position; ngöôïc laïi, danh saùch khoâng ñoåi, ErrorCode seõ 
cho bieát loãi cuï theå. 

*/ 
{ 
   Node<Entry> *new_node, *following, *preceding; 
   if (position < 0 || position > count) return range_error; 
   if (position == 0) { 

      if (count == 0) following = NULL; // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: danh saùch ñang 
roãng. 

      else { 
         set_position(0); 
         following = current; 
      } 

      preceding = NULL; // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: theâm phaàn töû môùi 
vaøo ñaàu danh saùch, khoâng coù phaàn töû 
ñöùng tröôùc. 

   } 
   else { 
      set_position(position - 1); 
      preceding = current; 

      following = preceding->next; // Tröôøng hôïp toång quaùt: theâm phaàn töû 
vaøo giöõa, nhöng goäp caû tröôøng hôïp 
theâm vaøo cuoái (position = n) 
following seõ nhaän trò NULL. 

   } 
   new_node = new Node<Entry>(x, preceding, following); 
 
   if (new_node == NULL) return overflow; 
   if (preceding != NULL) preceding->next = new_node; 
   if (following != NULL) following->back = new_node; 
   current = new_node; 

Hình 4.4- Theâm phaàn töû vaø danh saùch lieân keát keùp. 
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   current_position = position; 
   count++; 
   return success; 
} 

Giaù phaûi traû ñoái vôùi danh saùch lieân keát keùp laø vuøng nhôù cho tham chieáu thöù 
hai trong moãi Node. Vôùi phaàn lôùn öùng duïng, do vuøng entry caàn chöùa thoâng tin 
trong Node lôùn hôn nhieàu vuøng nhôù daønh cho caùc con troû, neân toång dung löôïng boä 
nhôù taêng khoâng ñaùng keå. 

4.4. So saùnh caùc caùch hieän thöïc cuûa danh saùch 
Chuùng ta ñaõ xem xeùt moät vaøi giaûi thuaät xöû lyù cho danh saùch lieân keát vaø moät 

vaøi bieán theå veà caáu truùc vaø caùch hieän thöïc. Trong phaàn naøy chuùng ta seõ phaân tích 
caùc öu nhöôïc ñieåm cuûa danh saùch lieân keát vaø danh saùch lieân tuïc. 

 
Öu ñieåm lôùn nhaát cuûa danh saùch lieân keát trong boä nhôù ñoäng laø tính meàm deûo. 

Khoâng coù vaán ñeà traøn boä nhôù tröø khi boä nhôù maùy tính thöïc söï ñaõ ñöôïc söû duïng 
heát. Ñaëc bieät khi moät entry chöùa thoâng tin quaù lôùn, chuùng ta khoù coù theå xaùc ñònh 
toång dung löôïng vuøng nhôù nhö theá naøo cho vöøa ñuû ñeå khai baùo moät daõy, trong khi 
chuùng ta cuõng caàn phaûi xeùt ñeán phaàn boä nhôù coøn laïi sao cho ñuû ñeå daønh cho caùc 
bieán khaùc. Trong boä nhôù ñoäng, chuùng ta khoâng caàn phaûi quyeát ñònh ñieàu naøy 
tröôùc khi chöông trình chaïy. 

 
Trong danh saùch lieân keát, vieäc theâm hay loaïi phaàn töû  coù theå thöïc hieän nhanh 

hôn so vôùi trong danh saùch lieân tuïc. Ñoái vôùi caùc CTDL lôùn, vieäc thay ñoåi moät vaøi 
con troû nhanh hôn raát nhieàu so vôùi vieäc cheùp döõ lieäu sang choã khaùc. 

 
Nhöôïc ñieåm ñaàu tieân cuûa danh saùch lieân keát laø toán vuøng nhôù cho caùc con troû. 

Trong phaàn lôùn heä thoáng, moät con troû chieám vuøng nhôù baèng vuøng nhôù cuûa moät soá 
nguyeân. Nhö vaäy moät danh saùch lieân keát caùc soá nguyeân seõ ñoøi hoûi vuøng nhôù gaáp 
ñoâi moät danh saùch lieân tuïc caùc soá nguyeân. 

 
Trong nhieàu öùng duïng thöïc tieãn, moät node trong danh saùch thöôøng lôùn, döõ 

lieäu thöôøng chöùa haøng traêm bytes, vieäc söû duïng danh saùch lieân keát chæ toán theâm 
khoaûn moät phaàn traêm vuøng nhôù. Thöïc ra, danh saùch lieân keát tieát kieäm vuøng nhôù 
hôn nhieàu, neáu xeùt ñeán nhöõng vuøng nhôù ñöôïc khai baùo döï tröõ saün cho vieäc theâm 
phaàn töû trong danh saùch lieân tuïc maø chöa ñöôïc duøng ñeán. Neáu moãi entry chieám 
100 bytes thì vuøng nhôù lieân tuïc chæ tieát kieäm khi soá phaàn töû söû duïng thöïc söï trong 
daõy leân ñeán 99 bytes. 

 
Nhöôïc ñieåm chính cuûa danh saùch lieân keát laø noù khoâng thích hôïp vôùi vieäc truy 

xuaát ngaãu nhieân. Trong vuøng nhôù lieân tuïc, vieäc truy xuaát ñeán baát kyø vò trí naøo 
cuõng raát nhanh vaø khoâng khaùc gì so vôùi nhöõng vò trí khaùc. Trong danh saùch lieân 
keát, coù theå phaûi duyeät caû chaëng ñöôøng daøi môùi ñeán ñöôïc phaàn töû mong muoán. Vieäc 
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truy xuaát moät node trong vuøng nhôù lieân keát cuõng chieám hôn moät chuùt thôøi gian vì 
tröôùc heát phaûi coù ñöôïc con troû vaø sau ñoù môùi ñeán ñöôïc ñòa chæ caàn tìm, tuy nhieân 
ñieàu naøy thöôøng khoâng quan troïng. Ngoaøi ra, caùc taùc vuï xöû lyù trong danh saùch 
lieân keát thöôøng phaûi laäp trình coâng phu hôn. 

 
Danh saùch lieân tuïc, noùi chung, thöôøng ñöôïc choïn khi: 

• Moãi entry raát nhoû. 
• Kích thöôùc cuûa danh saùch ñöôïc bieát tröôùc khi laäp trình. 
• Ít coù nhu caàu theâm hoaëc loaïi phaàn töû tröø tröôøng hôïp phaàn töû cuoái danh 

saùch. 
• Vieäc truy xuaát ngaãu nhieân thöôøng xaûy ra. 

 
Danh saùch lieân keát toû ra öu theá khi: 

• Moãi entry lôùn. 
• Kích thöôùc cuûa danh saùch khoâng ñöôïc bieát tröôùc khi öùng duïng chaïy. 
• Coù yeâu caàu veà tính linh hoaït: theâm, loaïi phaàn töû hoaëc toå chöùc laïi caùc 

phaàn töû. 
 
Ñeå choïn löïa CTDL vôùi caùch hieän thöïc thích hôïp, ngöôøi laäp trình caàn xem xeùt 

caùc taùc vuï naøo seõ ñöôïc thöïc hieän treân caáu truùc ñoù, taùc vuï naøo trong soá ñoù laø quan 
troïng nhaát. Vieäc truy xuaát laø cuïc boä neáu moät phaàn töû ñöôïc truy xuaát, noù coù theå 
ñöôïc truy xuaát laàn nöõa. Vaø neáu caùc phaàn töû thöôøng ñöôïc truy xuaát theo thöù töï, thì 
neân nhôù laïi vò trí phaàn töû vöøa ñöôïc truy xuaát nhö laø moät thuoäc tính cuûa danh 
saùch. Coøn neáu vieäc truy xuaát theo hai höôùng cuûa danh saùch laø caàn thieát thì neân 
choïn  caùch hieän thöïc danh saùch lieân keát keùp. 

4.5. Danh saùch lieân keát trong maûng lieân tuïc 
Moät vaøi ngoân ngöõ tuy xöa nhöng raát phoå bieán nhö Fortran, Cobol vaø Basic 

khoâng cung caáp khaû naêng söû duïng boä nhôù ñoäng hoaëc  con troû. Neáu caàn söû duïng 
caùc ngoân ngöõ naøy ñeå giaûi quyeát caùc baøi toaùn maø trong ñoù caùc taùc vuï treân danh 
saùch lieân keát (DSLK) toû ra coù öu theá hôn haún treân danh saùch lieân tuïc (vieäc thay 
ñoåi moät vaøi con troû deã daøng vaø nhanh choùng hôn nhieàu vieäc phaûi cheùp laïi moät soá 
löôïng lôùn döõ lieäu), chuùng ta vaãn coù theå söû duïng maûng lieân tuïc ñeå moâ phoûng DSLK. 
Trong phaàn naøy chuùng ta seõ tìm hieåu moät hieän thöïc cuûa DSLK maø khoâng caàn con 
troû. Hay noùi caùch khaùc, chuùng ta khoâng duøng con troû chöùa ñòa chæ, maø seõ duøng con 
troû laø moät soá nguyeân, vaø DSLK seõ ñöôïc hieän thöïc trong moät maûng lieân tuïc. 

4.5.1. Phöông phaùp 

YÙ töôûng chính ôû ñaây baét ñaàu töø moät maûng lieân tuïc duøng ñeå chöùa caùc phaàn töû 
cuûa moät DSLK. Chuùng ta xem maûng naøy nhö moät vuøng nhôù chöa söû duïng vaø 
chuùng ta seõ töï phaân phoái laáy. Chuùng ta seõ xaây döïng moät soá haøm ñeå quaûn lyù maûng 
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naøy: nhaän bieát vuøng naøo trong maûng chöa ñöôïc söû duïng, noái keát caùc phaàn töû trong 
maûng theo moät thöù töï mong muoán. 

 
Moät ñaëc ñieåm cuûa DSLK  maø chuùng ta phaûi boû qua trong phaàn naøy laø vieäc 

ñònh vò boä nhôù ñoäng, ngay töø ñaàu chuùng ta phaûi xaùc ñònh kích thöôùc caàn thieát cho 
maûng. Moïi öu ñieåm coøn laïi khaùc cuûa DSLK ñeàu ñöôïc giöõ nguyeân, nhö tính meàm 
deûo trong vieäc toå chöùc laïi vuøng nhôù cho caùc phaàn töû coù kích thöôùc lôùn, hoaëc tính 
deã daøng vaø hieäu quaû trong vieäc theâm hay bôùt baát cöù phaàn töû naøo trong danh saùch. 

 
Hieän thöïc DSLK trong maûng lieân tuïc cuõng toû ra raát hieäu quaû trong nhöõng 

ngoân ngöõ töïa C++ coù cung caáp con troû vaø caùch ñònh vò boä nhôù ñoäng. Caùc öùng duïng 
döôùi ñaây ñöôïc xem laø thích hôïp khi söû duïng DSLK trong maûng lieân tuïc : 

 
• Soá phaàn töû toái ña trong danh saùch ñöôïc bieát tröôùc. 
• Caùc tham chieáu thöôøng xuyeân ñöôïc toå chöùc laïi, nhöng vieäc theâm hoaëc loaïi 

phaàn töû töông ñoái ít xaûy ra. 
• Cuøng döõ lieäu nhöng coù khi caàn xöû lyù nhö  DSLK coù khi laïi caàn xöû lyù nhö 

danh saùch lieân tuïc. 
 
Hình 4.5 laø moät ví duï minh hoïa cho nhöõng öùng duïng nhö vaäy. Ñaây laø moät 

phaàn döõ lieäu chöùa caùc thoâng tin veà sinh vieân. Maõ sinh vieân ñöôïc gaùn cho caùc sinh 
vieân theo thöù töï nhaäp tröôøng,  teân vaø ñieåm soá khoâng theo moät thöù töï ñaëc bieät 
naøo. Thoâng tin veà sinh vieân coù theå ñöôïc tìm thaáy nhanh choùng döïa vaøo maõ sinh 
vieân do soá naøy ñöôïc duøng nhö chæ soá ñeå tìm trong maûng lieân tuïc. Tuy nhieân, thænh 
thoaûng chuùng ta caàn in danh saùch sinh vieân coù thöù töï theo teân, vaø ñieàu naøy coù theå 
laøm ñöôïc baèng caùch laàn theo caùc tham chieáu ñöôïc löu trong maûng 
next_name. Töông töï, caùc ñieåm soá cuõng coù theå saép thöù töï nhôø caùc tham chieáu 
trong caùc maûng töông öùng. 
 

Ñeå thaáy ñöôïc caùch hieän thöïc naøy cuûa DSLK laøm vieäc nhö theá naøo, chuùng ta 
haõy duyeät DSLK next_name trong phaàn ñaàu cuûa hình 4.5. Ñaàu vaøo cuûa danh 
saùch chöùa trò laø 8, coù nghóa laø phaàn töû trong vò trí 8, Arthur, E., laø phaàn töû ñaàu 
tieân cuûa danh saùch. Vò trí 8 cuûa next_name chöùa trò 0, coù nghóa laø teân ôû vò trí 0, 
Clark, F., laø phaàn töû thöù hai. Vò trí 0 cuûa next_name chöù trò 5, vaäy Evans, B., laø 
phaàn töû keá tieáp. Vò trí 5 chæ ñeán vò trí 3 (Garcia, T.), vò trí 3 laïi chæ ví trí 4 (Hall, 
W.), vaø vò trí 4 chæ vò trí 1 (Smith, A.). Taïi vò trí 1, next_name chöùa trò -1, coù 
nghóa laø vò trí 1 laø phaàn töû cuoái cuøng cuûa danh saùch. 

 
Töông töï, maûng next_math bieåu dieãn moät DSLK, cho pheùp truy xuaát maûng 

math theo thöù töï giaûm daàn. Phaàn töû ñaàu tieân taïi vò trí 5, keá ñeán laø 3, 1, 0, 4, 8. 
Thöù töï caùc phaàn töû xuaát hieän trong DSLK bieåu dieãn bôûi next_CS laø 1, 3, 5, 8, 4, 
0. 
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Nhö ví duï trong hình 4.5, hieän thöïc cuûa DSLK trong maûng lieân tuïc coù ñöôïc 

tính linh hoaït cuûa DSLK ñoái vôùi nhöõng söï thay ñoåi. Ngoaøi ra noù coøn coù khaû naêng 
chia seû thoâng tin (chaúng haïn teân sinh vieân) giöõa caùc DSLK khaùc nhau. Hieän thöïc 
naøy cuõng coøn coù öu ñieåm cuûa danh saùch lieân tuïc laø coù theå truy xuaát ngaãu nhieân  
caùc phaàn töû nhôø caùch söû duïng chæ soá truy xuaát tröïc tieáp. 

 
Trong hieän thöïc cuûa DSLK trong maûng lieân tuïc, caùc con troû trôû thaønh caùc chæ 

soá töông ñoái so vôùi ñieåm baét ñaàu cuûa danh saùch. Caùc tham chieáu cuûa danh saùch 
chöùa trong moät maûng, moãi phaàn töû cuûa maûng chöùa moät soá nguyeân chæ ñeán vò trí 
cuûa phaàn töû keá cuûa danh saùch trong maûng chöùa döõ lieäu. Ñeå phaân bieät vôùi caùc con 
troû (pointer)  cuûa DSLK trong boä nhôù ñoäng, chuùng ta seõ duøng töø chæ soá (index) ñeå 
goïi caùc tham chieáu naøy. 

 
Chuùng ta caàn khai baùo hai maûng lieân tuïc cho moãi DSLK, entry[ ] ñeå chöùa döõ 

lieäu, vaø next_node[ ] ñeå chöùa chæ soá chæ ñeán phaàn töû keá. Ñoái vôùi phaàn lôùn caùc 
öùng duïng, entry laø moät maûng maø moãi phaàn töû laø moät caáu truùc, hoaëc moät vaøi 
maûng trong tröôøng hôïp ngoân ngöõ laäp trình khoâng cung caáp kieåu caáu truùc. Caû hai 
maûng entry vaø next_node caàn ñaùnh chæ soá töø 0 ñeán max_list-1, max_list laø 
moät haèng soá bieát tröôùc. 

 
Do chuùng ta duøng chæ soá baét ñaàu töø 0, chuùng ta seõ duøng trò ñaëc bieät –1 ñeå bieåu 

dieãn danh saùch ñaõ keát thuùc, töông töï nhö trò NULL cuûa con troû trong boä nhôù ñoäng. 

 
Hình 4.5- DSLK trong maûng lieân tuïc. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 4 – Danh saùch 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   70

4.5.2. Caùc taùc vuï quaûn lyù vuøng nhôù 

 
Nhieäm vuï ñaàu tieân cuûa chuùng ta laø naém ñöôïc caùc vuøng nhôù coøn troáng ñeå vieát 

moät soá haøm tìm moät vò trí môùi hay traû moät vò trí khoâng söû duïng nöõa veà laïi vuøng 
nhôù troáng. Khaùc vôùi phaàn 4.3.2, toaøn boä vuøng nhôù maø chuùng ta seõ duøng ôû ñaây laø 
moät maûng lieân tuïc goïi laø workspace, caùc phaàn töû cuûa noù töông öùng vôùi caùc phaàn 
töû trong DSLK (hình 4.6). Chuùng ta cuõng seõ goïi caùc phaàn töû trong workspace laø 
node vaø seõ khai baùo Node ñeå chöùa döõ lieäu. Moãi Node laø moät caáu truùc goàm hai 
phaàn: entry kieåu Entry chöùa döõ lieäu, vaø next kieåu index. Kieåu index ñöôïc hieän 
thöïc baèng soá nguyeân, coù caùc trò bieåu dieãn vò trí caùc phaàn töû trong maûng lieân tuïc, 
vaø nhö vaäy noù thay theá kieåu con troû nhö trong caùc DSLK tröôùc ñaây. 

 
Caùc vò trí troáng trong workspace coù hai daïng: 
• Caùc node chöa ñöôïc söû duïng tôùi. 
• Caùc node ñaõ töøng ñöôïc söû duïng nhöng ñaõ ñöôïc giaûi phoùng. 
 
Chuùng ta seõ baét ñaàu söû duïng töø ñaàu maûng lieân tuïc vaø duøng chæ soá last_used 

chöùa vò trí cuoái vöøa môùi söû duïng trong maûng. Caùc vò trí trong maûng coù chæ soá lôùn 
hôn last_used laø caùc vò trí chöa heà ñöôïc söû duïng. 

 
Caùc node ñang chöùa döõ lieäu seõ thuoäc moät DSLK coù ñaàu vaøo laø head. Head chöùa 

vò trí cuûa phaàn töû ñaàu cuûa DSLK trong maûng. Caùc node keá tieáp trong DSLK naøy 
ñöôïc truy xuaát thoâng qua caùc chæ soá trong thaønh phaàn next cuûa caùc node, bieåu 
dieãn bôûi caùc muõi teân beân traùi cuûa next_node trong hình 4.6. Node cuoái cuøng cuûa 
DSLK coù chæ soá laø –1. Chuùng ta ñoïc ñöôïc danh saùch coù caùc teân saép theo thöù töï 
alphabet baét ñaàu töø head = 8, Arthur, E. naèm ñaàu danh saùch, roài ñeán caùc teân taïi 
caùc vò trí 0, 5, 3, 4, 1 cuûa maûng; Smith, A. laø teân naèm cuoái danh saùch. 

 
Ñoái vôùi nhöõng node ñaõ töøng söû duïng vaø ñaõ ñöôïc giaûi phoùng, chuùng ta seõ duøng 

moät daïng cuûa caáu truùc lieân keát ñeå noái keát chuùng laïi vôùi nhau vaø ñeå coù theå truy 
xuaát ñeán, töø node naøy ñeán node keá. Do ngaên xeáp lieân keát laø moät daïng ñôn giaûn 
nhaát cuûa caáu truùc lieân keát, chuùng ta seõ duøng ngaên xeáp lieân keát cho tröôøng hôïp 
naøy. Ngaên xeáp lieân keát cuõng ñöôïc noái keát nhôø chæ soá next trong moãi node, 
available laø moät chæ soá chöùa top cuûa ngaên xeáp.  

 
Caùc muõi teân beân phaûi cuûa next_node trong hình 4.6, vôùi ñaàu vaøo laø 

available, chæ caùc node trong moät ngaên xeáp bao goàm caùc node ñaõ töøng ñöôïc söû 
duïng vaø ñaõ ñöôïc giaûi phoùng. Chuù yù raèng chæ soá trong caùc vuøng next cuûa ngaên xeáp 
lieân keát naøy chính xaùc laø caùc soá ≤ last_used, ñoù cuõng laø caùc vò trí trong maûng 
hieän taïi khoâng coù döõ lieäu. Baét ñaàu töø available = 7, roài ñeán 6, 9, 10, 2. Coøn caùc 
vò trí töø last_used+1 trôû ñi laø caùc vò trí chöa heà coù döõ lieäu. 
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Khi coù moät node bò loaïi khoûi DSLK chöùa döõ lieäu (chaúng haïn loaïi teân moät sinh 

vieân ra khoûi danh saùch), vò trí cuûa noù trong maûng ñöôïc giaûi phoùng vaø ñöôïc push 
vaøo ngaên xeáp lieân keát. Ngöôïc laïi, khi caàn theâm moät node môùi vaøo DSLK, chuùng 
ta tìm vò trí troáng baèng caùch pop moät phaàn töû ra khoûi ngaên xeáp lieân keát: trong 
hình 4.6 thì node môùi seõ ñöôïc theâm vaøo vò trí 7 cuûa maûng, coøn available ñöôïc 
caäp nhaät laïi laø 6. Chæ khi caàn theâm moät node môùi vaøo DSLK maø available=-1 
(ngaên xeáp lieân keát roãng), chuùng ta môùi duøng ñeán moät node môùi chöa heà söû duïng 
ñeán, ñoù laø vò trí last_used+1, last_used ñöôïc caäp nhaät laïi. Khi last_used 
ñaït max_list–1, maø available=-1, thì workspace ñaày, danh saùch cuûa chuùng ta 
khoâng cho pheùp theâm node môùi nöõa.  

 
Khi ñoái töôïng List ñöôïc khôûi taïo, available vaø last_used phaûi ñöôïc gaùn -

1: available=-1 chæ ra raèng ngaên xeáp chöùa caùc vuøng nhôù ñaõ töøng ñöôïc söû duïng 
vaø ñaõ ñöôïc giaûi phoùng laø roãng, last_used=-1 chæ raèng chöa coù vuøng nhôù naøo 
trong maûng ñaõ ñöôïc söû duïng. 

 
Chuùng ta coù khai baùo DSLK trong maûng lieân tuïc nhö sau: 
 

typedef int index; 
const int max_list = 7; //  giaù trò nhoû daønh cho vieäc kieåm tra CTDL. 
template <class Entry> 
class Node { 
public: 
   Entry entry; 
   index next; 
}; 
 
template <class Entry> 
class List { 

 
Hình 4.6- DSLK trong maûng lieân tuïc vaø ngaên xeáp lieân keát chöùa caùc vuøng coù theå söû duïng. 
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public: 
//  Methods of the list ADT 
   List(); 
   int size() const; 
   bool full() const; 
   bool empty() const; 
   void clear(); 
   void traverse(void (*visit)(Entry &)); 
   Error_code retrieve(int position, Entry &x) const; 
   Error_code replace(int position, const Entry &x); 
   Error_code remove(int position, Entry &x); 
   Error_code insert(int position, const Entry &x); 
 
protected: 
//  Caùc thuoäc tính 
   Node<Entry> workspace[max_list]; 
   index available, last_used, head; 
   int count; 
 
//  Caùc haøm phuï trôï 
   index new_node(); 
   void delete_node(index n); 
   int current_position(index n) const; 
   index set_position(int position) const; 
}; 

 
Caùc phöông thöùc public treân ñöôïc ñaëc taû hoaøn toaøn gioáng vôùi caùc hieän thöïc khaùc 
cuûa List tröôùc ñaây. Ñieàu naøy coù nghóa laø hieän thöïc môùi cuûa chuùng ta coù theå thay 
theá baát kyø moät hieän thöïc naøo khaùc cuûa CTDL tröøu töôïng List trong caùc öùng 
duïng. Moät soá haøm phuï trôï protected ñöôïc boå sung ñeå quaûn lyù caùc node trong 
workspace. Chuùng ñöôïc söû duïng ñeå xaây döïng caùc phöông thöùc public nhöng 
khoâng ñöôïc nhìn thaáy bôûi ngöôøi söû duïng. Caùc haøm new_node vaø delete_node 
thay theá cho caùc taùc vuï new vaø delete cuûa C++. Chaúng haïn, new_node traû veà chæ 
soá cuûa moät vuøng ñang troáng cuûa workspace (ñeå theâm phaàn töû môùi cho danh 
saùch). 
 
template <class Entry> 
index List<Entry>::new_node() 
/* 
post: Traû veà chæ soá cuûa phaàn töû ñaàu tieân coù theå söû duïng trong workspace; caùc thuoäc tính 

available, last_used, vaø workspace ñöôïc caäp nhaät neáu caàn thieáu .   
Neáu workspace thöïc söï ñaày, traû veà -1. 

*/ 
 
{ 
   index new_index; 
 
   if (available != -1) {    // ngaên xeáp chöa roãng. 
      new_index = available;       // pop töø ngaên xeáp. 
      available = workspace[available].next; // caäp nhaät cho ngaên xeáp. 
   } else if (last_used<max_list - 1){// ngaên xeáp roãng vaø workspace chöa ñaày. 
      new_index = ++last_used; 
   } else return -1; 
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   workspace[new_index].next = -1; 
   return new_index; 
} 

 
 
template <class Entry> 
void List<Entry>::delete_node(index old_index) 
/* 
pre:  Danh saùch coù moät phaàn töû löu taïi chæ soá old_index. 
post: Vuøng nhôù coù chæ soá old_index ñöôïc ñaåy vaøo ngaên xeáp caùc choã troáng coù theå söû duïng laïi; 

caùc thuoäc tính available, last_used, vaø workspace ñöôïc caäp nhaät neáu caàn thieát. 
*/ 
{ 
   index previous; 
   if (old_index == head) head = workspace[old_index].next; 
   else { 
      previous = set_position(current_position(old_index) - 1); 
      workspace[previous].next = workspace[old_index].next; 
   } 
   workspace[old_index].next = available;  // ñaåy vaøo ngaên xeáp. 
   available = old_index; 
} 

 
Caû hai haøm naøy thöïc ra laø thöïc hieän vieäc push vaø pop ngaên xeáp. Neáu muoán 
chuùng ta coù theå vieát caùc haøm xöû lyù ngaên xeáp rieâng roài môùi vieát haøm söû duïng 
chuùng. 
 

Caùc haøm phuï trôï protected khaùc laø set_position vaø current_position. 
Cuõng gioáng nhö caùc hieän thöïc tröôùc, set_position nhaän vò trí (thöù töï) cuûa phaàn 
töû trong danh saùch vaø traû veà chæ soá phaàn töû ñoù trong workspace. Haøm 
current_position nhaän chæ soá phaàn töû trong workspace vaø traû veà vò trí (thöù 
töï) cuûa phaàn töû trong danh saùch. Hieän thöïc cuûa chuùng ñöôïc xem nhö baøi taäp. 

 
index List<Entry>::set_position(int position) const; 
pre: position laø vò trí hôïp lyù trong danh saùch; 0 ≤ position < count. 
post: traû veà chæ soá trong workspace cuûa node taïi vò trí position trong danh saùch.. 

 
int List<Entry>::current_position(index n) const; 
post: traû veà vò trí trong danh saùch cuûa node taïi chæ soá n trong workspace, hoaëc –1 neáu khoâng coù 

node naøy. 

4.5.3. Caùc taùc vuï khaùc 

Chuùng ta hieän thöïc caùc phöông thöùc xöû lyù cho DSLK trong maûng lieân tuïc baèng 
caùch thay ñoåi caùc phöông thöùc ñaõ coù cuûa DSLK trong phaàn 4.3.2. Phaàn lôùn vieäc 
hieän thöïc naøy ñöôïc daønh laïi xem nhö baøi taäp, ôû ñaây chuùng ta seõ vieát haøm duyeät 
danh saùch vaø theâm phaàn töû môùi vaøo danh saùch. 
template <class Entry> 
void List<Entry>::traverse(void (*visit)(Entry &)) 
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/* 
post: Coâng vieäc caàn laøm bôûi haøm *visit ñöôïc thöïc hieän treân töøng phaàn töû cuûa danh saùch, baét 

ñaàu töû phaàn töû thöù 0. 
*/ 
{ 
   for (index n = head; n != -1; n = workspace[n].next) 
      (*visit)(workspace[n].entry); 
} 

 
So saùnh phöông thöùc naøy vôùi phöông thöùc töông öùng ñoái vôùi DSLK duøng con 

troû vaø boä nhôù ñoäng trong phaàn 4.3.2, chuùng ta deã daøng nhaän thaáy moãi doøng leänh 
laø moät söï chuyeån ñoåi ñôn giaûn moät doøng leänh cuûa hieän thöïc tröôùc. Baèng caùch 
chuyeån ñoåi töông töï chuùng ta cuõng coù ñöôïc phöông thöùc theâm moät phaàn töû môùi 
vaøo DSLK trong maûng lieân tuïc. 
template <class Entry> 
Error_code List<Entry>::insert(int position, const Entry &x) 
/* 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày vaø 0 <= position <= n, vôùi n laø soá phaàn töû hieän coù trong 

danh saùch, phöông thöùc seõ thöïc hieän thaønh coâng vieäc cheøn x vaøo taïi position vaø caùc 
phaàn töû phía sau bò ñaåy luøi thöù töï bôûi 1 ñôn vò. Ngöôïc laïi, phöông thöùc traû veà maõ loãi thích 
hôïp. 

*/ 
{ 
   index new_index, previous, following; 
 
   if (position < 0 || position > count) return range_error; 
 
   if (position > 0) { Tìm phaàn töû tröôùc vaø sau vò trí 
      previous = set_position(position - 1); caàn theâm phaàn töû môùi. 
      following = workspace[previous].next; 
   } 
   else following = head; 
   if ((new_index = new_node()) == -1) return overflow; // Tìm vuøng troáng. 
   workspace[new_index].entry = x; // Caäp nhaät döõ lieäu vaøo vuøng troáng. 
   workspace[new_index].next = following;   
 
   if (position == 0) 
      head = new_index; // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: theâm  

vaøo ñaàu DSLK.        Theâm phaàn töû môùi 
   else       vaøo DSLK. 
      workspace[previous].next = new_index; 
   count++; 
   return success; 
} 

4.5.4. Caùc bieán theå cuûa danh saùch lieân keát trong maûng lieân tuïc 

Maûng lieân tuïc cuøng caùc chæ soá khoâng nhöõng ñöôïc duøng cho DSLK, chuùng coøn coù 
hieäu quaû töông töï ñoái vôùi DSLK keùp hoaëc vôùi vaøi bieán theå khaùc. Ñoái vôùi DSLK 
keùp, khaû naêng aùp duïng pheùp tính soá hoïc cho caùc chæ soá cho pheùp moät hieän thöïc 
maø trong ñoù caùc tham chieáu tôùi vaø lui chæ caàn chöùa trong moät vuøng chæ soá ñôn (söû 
duïng caû trò aâm laãn trò döông cho caùc chæ soá). 
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Chöông 5 – CHUOÃI KYÙ TÖÏ  
 

Trong phaàn naøy chuùng ta seõ hieän thöïc moät lôùp bieåu dieãn moät chuoãi noái tieáp 
caùc kyù töï. Ví duï ta coù caùc chuoãi kyù töï: “Ñaây laø moät chuoãi kyù töï”, “Teân?” trong ñoù 
caëp daáu “ “ khoâng phaûi laø boä phaän cuûa chuoãi kyù töï. Moät chuoãi kyù töï roãng ñöôïc kyù 
hieäu “”. Chuoãi kyù töï cuõng laø moät danh saùch caùc kyù töï. Tuy nhieân, caùc taùc vuï treân 
chuoãi kyù töï coù hôi ñaëc bieät vaø khaùc vôùi caùc taùc vuï treân moät danh saùch tröøu töôïng 
maø chuùng ta ñaõ ñònh nghóa, chuùng ta seõ khoâng daãn xuaát lôùp chuoãi kyù töï töø moät 
lôùp List naøo tröôùc ñaây. 

 
Trong caùc taùc vuï thao taùc treân chuoãi kyù töï, taùc vuï tìm kieám laø khoù khaên nhaát. 

Chuùng ta seõ tìm hieåu hai giaûi thuaät tìm kieám vaøo cuoái chöông naøy. Trong phaàn 
ñaàu, chuùng ta ñaëc bieät quan taâm ñeán vieäc khaéc phuïc tính thieáu an toaøn cuûa chuoãi 
kyù töï trong ngoân ngöõ C maø ña soá ngöôøi laäp trình ñaõ töøng söû duïng. Do ñoù phaàn 
trình baøy tieáp theo ñaây lieân quan chaët cheõ ñeán ngoân ngöõ C vaø C++. 

5.1. Chuoãi kyù töï trong C vaø trong C++  
Ngoân ngöõ C++ cung caáp hai caùch hieän thöïc chuoãi kyù töï. Caùch nguyeân thuûy laø 

hieän thöïc string cuûa C. Gioáng nhö nhöõng phaàn khaùc, hieän thöïc string cuûa ngoân 
ngöõ C coù theå chaïy trong moïi hieän thöïc cuûa C++. Chuùng ta seõ goïi caùc ñoái töôïng 
string cung caáp bôûi C laø C-String. C-String theå hieän caû caùc ñieåm maïnh vaø caû 
caùc ñieåm yeáu cuûa ngoân ngöõ C: chuùng raát phoå bieán, raát hieäu quaû nhöng cuõng raát 
hay bò duøng sai. C-String lieân quan ñeán moät loaït caùc taäp quaùn maø chuùng ta seõ 
xem laïi döôùi ñaây. 

 
Moät C-String coù kieåu char*. Do ñoù, moät C-String tham chieáu ñeán moät ñòa 

chæ trong boä nhôù; ñòa chæ naøy laø ñieåm baét ñaàu cuûa taäp caùc bytes chöùa caùc kyù töï 
trong chuoãi kyù töï. Vuøng nhôù chieám bôûi moät chuoãi kyù töï phaûi ñöôïc keát thuùc baèng 
moät kyù töï ñaëc bieät ‘\0’.  Trình bieân dòch khoâng theå kieåm tra giuùp quy ñònh naøy, 
söï thieáu soùt seõ gaây loãi thôøi gian chaïy. Noùi caùch khaùc, C-String khoâng coù tính 
ñoùng kín vaø thieáu an toaøn. 

 
Taäp tin chuaån <cstring> chöùa thö vieän caùc haøm xöû lyù C-String. Trong caùc 

trình bieân dòch C++ cuõ, taäp tin naøy thöôøng coù teân laø <string.h>. Caùc haøm thö 
vieän naøy raát tieän lôïi, hieäu quaû vaø chöùa haàu heát caùc taùc vuï treân chuoãi kyù töï maø 
chuùng ta caàn. Giaû söû s vaø t laø caùc C-String. Taùc vuï strlen(s) traû veà chieàu daøi 
cuûa s, strcmp(s,t) so saùnh töøng kyù töï cuûa s vaø t, vaø strstr(s,t) traû veà con 
troû tham chieáu ñeán vò trí baét ñaàu cuûa t trong s. Ngoaøi ra, trong C++ taùc vuï xuaát 
<< ñöôïc ñònh nghóa laïi cho C-String, nhôø vaäy, leänh ñôn giaûn << s seõ in chuoãi 
kyù töï s. 
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Maëc duø hieän thöïc C-String coù nhieàu öu ñieåm tuyeät vôøi, nhöng noù cuõng coù 
nhöõng nhöôïc ñieåm nghieâm troïng. Thöïc vaäy, noù coù nhöõng vaán ñeà maø chuùng ta ñaõ 
gaëp phaûi khi nghieân cöùu CTDL ngaên xeáp lieân keát trong chöông 2 cuõng nhö caùc 
CTDL coù chöùa thuoäc tính con troû noùi chung. Thaät deã daøng khi ngöôøi söû duïng coù 
theå taïo bí danh cho chuoãi kyù töï, cuõng nhö gaây neân raùc. Trong hình 5.1, chuùng ta 
thaáy roõ pheùp gaùn s = t daãn ñeán caû hai vaán ñeà treân. 

 

 
Moät vaán ñeà khaùc cuõng thöôøng naûy sinh trong caùc öùng duïng coù söû duïng C-

String. Moät C-String chöa khôûi taïo caàn ñöôïc gaùn NULL. Tuy nhieân, raát nhieàu 
haøm thö vieän cuûa C-String seõ gaëp söï coá trong thôøi gian chaïy khi gaëp  ñoái töôïng  
C-String  laø NULL. Chaúng haïn, leänh 

 
     char* x = NULL; 
     cout << strlen(x); 

 
ñöôïc moät soá trình bieân dòch chaáp nhaän, nhöng vôùi nhieàu hieän thöïc khaùc cuûa thö 
vieän C-String, thì gaëp loãi trong thôøi gian chaïy. Do ñoù, ngöôøi söû duïng phaûi kieåm 
tra kyõ löôõng ñieàu kieän tröôùc khi goïi caùc haøm thö vieän. 
 

Trong C++, vieäc ñoùng goùi string vaøo moät lôùp coù tính ñoùng kín vaø an toaøn 
ñöôïc thöïc hieän deã daøng. Thö vieän chuaån STL coù lôùp String an toaøn chöùa trong 
taäp tin <string>. Thö vieän naøy hieän thöïc lôùp coù teân std::String vöøa tieän lôïi, 
an toaøn vöøa hieäu quaû.  

 
Trong phaàn naøy chuùng ta seõ töï xaây döïng moät lôùp String ñeå coù dòp hieåu kyõ veà 

caùch taïo neân moät CTDL coù tính ñoùng kín vaø an toaøn cao. Chuùng ta seõ khoâng phaûi 
vieát laïi toaøn boä maø chæ söû duïng laïi thö vieän ñaõ coù C-String.  

 
Hình 5.1- Söï thieáu an toaøn cuûa C-String. 
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5.2. Ñaëc taû cuûa lôùp String 

Ñeå taïo moät hieän thöïc lôùp String an toaøn, chuùng ta ñoùng goùi C-String nhö 
moät thuoäc tính thaønh phaàn cuûa noù vaø ñeå thuaän tieän hôn, chuùng ta theâm moät 
thuoäc tính chieàu daøi cho chuoãi kyù töï. Do thuoäc tính char* laø moät con troû, chuùng ta 
caàn theâm caùc taùc vuï gaùn ñònh nghóa laïi (overloaded assignment), copy constructor, 
destructor, ñeå lôùp String cuûa chuùng ta traùnh ñöôïc caùc vaán ñeà bí danh, taïo raùc, 
hoaëc vieäc söû duïng ñoái töôïng maø chöa ñöôïc khôûi taïo.  

 

5.2.1. Caùc pheùp so saùnh 

Vôùi moät soá öùng duïng, seõ heát söùc thuaän tieän neáu chuùng ta boå sung theâm caùc taùc 
vuï so saùnh <, >, <=, >=, ==, != ñeå so saùnh töøng caëp ñoái töôïng String theo töøng 
kyù töï. Vì theá, lôùp String cuûa chuùng ta seõ chöùa caùc taùc vuï so saùnh ñöôïc ñònh 
nghóa laïi (overloaded comparison operators). 

 

5.2.2. Moät soá constructor tieän duïng 

Taïo ñoái töôïng String töø moät C-String 

Chuùng ta seõ xaây döïng constructor vôùi thoâng soá char* cho lôùp String. 
Constructor naøy cung caáp moät caùch chuyeån ñoåi thuaän tieän moät ñoái töôïng C-
String sang ñoái töôïng String. Vieäc chuyeån ñoåi thoâng qua caùch goïi töôøng minh 
nhö sau:  

    String s(“some_string”); 
 

Trong leänh naøy, ñoái töôïng String s ñöôïc taïo ra chöùa döõ lieäu laø “some_string”. 
 
Constructor naøy ñoâi khi coøn ñöôïc goïi moät caùch khoâng töôøng minh bôûi trình 

bieân dòch moãi khi chöông trình caàn ñeán söï eùp kieåu (type cast) töø kieåu char* sang 
String. Laáy ví duï,  

    String s; 
    s = “some_string”; 
 

Ñeå chaïy leänh thöù hai, trình bieân dòch C++ tröôùc heát goïi constructor cuûa chuùng ta 
ñeå chuyeån “some_string” thaønh moät ñoái töôïng String taïm. Sau ñoù pheùp gaùn 
ñònh nghóa laïi cuûa String ñöôïc goïi ñeå cheùp ñoái töôïng taïm naøy vaøo s. Cuoái cuøng 
destructor cho ñoái töôïng taïm ñöôïc thöïc hieän. 

Taïo ñoái töôïng String töø moät danh saùch caùc kyù töï 

Töông töï, chuùng ta cuõng neân coù constructor ñeå chuyeån moät danh saùch caùc kyù töï 
sang moät ñoái töôïng String. Chaúng haïn, khi ñoïc moät chuoãi kyù töï töø ngöôøi söû 
duïng, chuùng ta neân ñoïc töøng kyù töï vaøo moät danh saùch caùc kyù töï do chöa bieát tröôùc 
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chieàu daøi cuûa noù. Sau ñoù chuùng ta seõ chuyeån ñoåi danh saùch naøy sang moät ñoái 
töôïng String. 

Chuyeån töø moät ñoái töôïng String sang moät C-String 

Cuoái cuøng, neáu coù theå chuyeån ñoåi ngöôïc töø moät ñoái töôïng String sang moät ñoái 
töôïng C-String thì seõ raát coù lôïi cho nhöõng tröôøng hôïp string caàn ñöôïc xem laø 
char*. Ñoù laø nhöõng luùc chuùng ta caàn söû duïng laïi caùc haøm thö vieän cuûa C-String 
cho caùc ñoái töôïng String. Phöông thöùc naøy seõ ñöôïc goïi laø c_str() vaø phaûi traû veà 
const char* laø moät con troû tham chieáu ñeán döõ lieäu bieåu dieãn String. Phöông 
thöùc c_str() coù theå ñöôïc goïi nhö sau: 

 
    String s = “some_String”; 
    const char* new_s = s.c_str(); 

 
Ñieàu quan troïng ôû ñaây laø c_str() traû veà moät C-String nhö laø caùc kyù töï haèng. 
Chuùng ta coù theå thaáy ñöôïc söï caàn thieát naøy neáu chuùng ta xem xeùt ñeán vuøng nhôù 
chieám bôûi chuoãi kyù töï new_s. Vuøng nhôù naøy roõ raøng laø thuoäc ñoái töôïng cuûa lôùp 
String. Chuùng ta thaáy raèng lôùp String neân chòu traùch nhieäm veà vuøng nhôù naøy, 
vì ñieàu ñoù cho pheùp chuùng ta hieän thöïc haøm chuyeån ñoåi moät caùch hieäu quaû, ñoàng 
thôøi traùnh ñöôïc cho ngöôøi söû duïng khoûi phaûi chòu traùch nhieäm veà vieäc queân xoùa 
moät C-String ñaõ ñöôïc chuyeån ñoåi töø moät ñoái töôïng String. Do ñoù, chuùng ta khai 
baùo c_str() traû veà const char* ñeå ngöôøi söû duïng khoâng theå söû duïng con troû 
traû veà naøy maø thay ñoåi caùc kyù töï döõ lieäu ñöôïc tham chieáu ñeán, söï thay ñoåi naøy chæ 
thuoäc quyeàn cuûa lôùp String maø thoâi. 
 

Vôùi moät soá ít ñaëc tính ñöôïc moâ taû treân chuùng ta coù ñöôïc moät caùch xöû lyù chuoãi 
kyù töï voâ cuøng linh hoaït, hieäu quaû vaø an toaøn. Lôùp String  cuûa chuùng ta laø moät 
ADT ñoùng kín hoaøn toaøn, nhöng noù cung caáp moät giao dieän thaät ñaày ñuû. 

 
Chuùng ta coù ñaëc taû lôùp String nhö sau: 
 

class String { 
public:                            
   String(); 
   ~String(); 
   String (const String &copy);   //  copy constructor 
   String (const char * copy);    //  Chuyeån ñoåi töø C-string 
   String (List<char> &copy);     //  Chuyeån ñoåi töø List caùc kyù töï 
 
   void operator =(const String &copy); 
   const char *c_str() const;     //  Chuyeån ñoåi sang C-string 
 
protected: 
   char *entries; 
   int length; 
}; 
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bool operator ==(const String &first, const String &second); 
bool operator >(const String &first, const String &second); 
bool operator <(const String &first, const String &second); 
bool operator >=(const String &first, const String &second); 
bool operator <=(const String &first, const String &second); 
bool operator !=(const String &first, const String &second); 

5.3. Hieän thöïc lôùp String 

Caùc constructor chuyeån ñoåi C-String vaø danh saùch caùc kyù töï sang ñoái töôïng 
String: 

 
String::String (const char *in_string) 
/* 
pre:  Con troû in_string tham chieáu ñeán moät  C-string. 
post: Ñoái töôïng String ñöôïc khôûi taïo töø chuoãi kyù töï C-string in_string, vaø noù naém giöõ 

moät baûn sao cuûa in_string, chuoãi kyù töï trong in_string khoâng thay ñoåi. 
*/ 
{ 
   length = strlen(in_string); 
   entries = new char[length + 1]; 
   strcpy(entries, in_string); 
} 

 

String::String (List<char> in_list) 
/* 
post: Ñoái töôïng String ñöôïc khôûi taïo töø danh saùch caùc kyù töï trong ñoái töôïng List, vaø noù naém 

giöõ moät baûn sao khaùc, ñoái töôïng in_list khoâng thay ñoåi. 
*/ 
{ 
   length = in_list.size(); 
   entries = new char[length + 1]; 
   for (int i = 0; i < length; i++) in_list.retrieve(i,entries[i]); 
   entries[length] = '\0'; 
} 

 
Chuùng ta choïn caùch hieän thöïc phöông thöùc chuyeån ñoåi ñoái töôïng String sang 

const char* nhö sau: 
 

const char*String::c_str() const 
/* 
post: traû veà con troû chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa chuoãi kyù töï trong ñoái töôïng String. Löu yù raèng ôû ñaây 

coù vieäc chia seû cuøng moät chuoãi kyù töï.  
*/ 
{ 
   return (const char *) entries; 
} 

 
Caùch hieän thöïc naøy cuõng khoâng hoaøn toaøn thích ñaùng do noù cho pheùp truy 

xuaát döõ lieäu beân trong cuûa ñoái töôïng String. Tuy nhieân chuùng ta seõ thaáy nhöõng 
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caùch giaûi quyeát khaùc cuõng gaëp moät soá vaán ñeà. Caùch giaûi quyeát naøy coøn coù ñöôïc öu 
ñieåm laø tính hieäu quaû. 

 
Phöông thöùc c_str() traû veà con troû chæ ñeán maûng caùc kyù töï chæ coù theå ñoïc chöù 

khoâng theå söûa ñoåi do chuùng ta ñaõ eùp kieåu sang const char*. Tuy nhieân ngöôøi 
laäp trình coù theå eùp kieåu ngöôïc trôû laïi vaø gaùn vaøo moät con troû khaùc laøm phaù vôõ 
tính ñoùng kín cuûa döõ lieäu cuûa chuùng ta. Moät vaán ñeà nghieâm troïng hôn chính laø bí 
danh ñöôïc taïo bôûi phöông thöùc naøy. Chuùng ta thaáy raèng ngöôøi laäp trình neân söû 
duïng con troû traû veà ngay sau khi vöøa goïi phöông thöùc, neáu khoâng nhöõng gì xaûy ra 
seõ khoâng löôøng tröôùc ñöôïc. Laáy ví duï sau: 

 
   String s = "abc"; 
   const char *new_string = s.c_str(); 
   s = "def"; 
   cout << new_string; 

 
Leänh  s = "def" ñaõ laøm thay ñoåi döõ lieäu maø new_string chæ ñeán. 
 

Moät chieán löôïc khaùc cho phöông thöùc c_str() coù theå laø ñònh vò vuøng nhôù 
ñoäng môùi ñeå cheùp döõ lieäu cuûa ñoái töôïng String sang. Caùch hieän thöïc naøy roõ raøng 
laø keùm hieäu quaû hôn, ñaëc bieät ñoái vôùi String daøi. Ngoaøi ra noù coøn coù moät nhöôïc 
ñieåm nghieâm troïng, ñoù laø khaû naêng taïo raùc. String maø c_str() traû veà khoâng 
coøn chia seû döõ lieäu vôùi ñoái töôïng String nöõa, vaø nhö vaäy ngöôøi laäp trình phaûi 
nhôù delete noù khi khoâng coøn söû duïng. Chaúng haïn, neáu chæ vieäc in ra nhö döôùi 
ñaây thì trong boä nhôù ñaõ ñeå laïi raùc do caùch hieän thöïc vöøa neâu. 

 
String s = "Some very long string"; 
cout << s.c_str();   
 

Toùm laïi, tuy chuùng ta vaãn giöõ phöông aùn ñaàu tieân cho phöông thöùc c_str(), 
nhöng ngöôøi laäp trình khoâng neân söû duïng phöông thöùc naøy vì noù phaù vôõ tính 
ñoùng kín cuûa ñoái töôïng String, tröø khi muoán söû duïng laïi caùc haøm thö vieän cuûa C-
String vaø ñaõ hieåu thaät roõ veà baûn chaát cuûa söï vieäc. 

 
Cuoái cuøng, chuùng ta xem xeùt caùc taùc vuï so saùnh ñöôïc ñònh nghóa laïi. Hieän thöïc 

sau ñaây cuûa pheùp so saùnh baèng ñöôïc ñònh nghóa laïi thaät ngaén goïn vaø hieäu quaû 
nhôø phöông thöùc  c_str(). 

 
bool operator ==(const String &first, const String &second) 
/* 
post: Traû veà true neáu ñoái töôïng first gioáng ñoái töôïng second. Ngöôïc laïi traû veà false. 
*/ 
{ 
   return strcmp(first.c_str(), second.c_str()) == 0; 
} 

Caùc taùc vuï so saùnh ñònh nghóa laïi khaùc coù hieän thöïc haàu nhö töông töï. 
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5.4. Caùc taùc vuï treân String 

Chuùng ta seõ phaùt trieån moät soá taùc vuï laøm vieäc treân caùc ñoái töôïng String. 
Trong nhieàu tröôøng hôïp, caùc haøm cuûa C-String coù theå ñöôïc goïi tröïc tieáp cho caùc 
ñoái töôïng String ñaõ chuyeån ñoåi: 

 
String s = "some_string"; 
cout << s.c_str() << endl; 
cout << strlen(s.c_str()) << endl; 

 

Ñoái vôùi nhöõng haøm khoâng thay ñoåi caùc thoâng soá String nhö  strcpy, chuùng 
ta seõ vieát caùc phieân baûn ñònh nghóa laïi coù thoâng soá laø ñoái töôïng String thay vì 
char*. Nhö chuùng ta ñaõ bieát, trong C++, moät haøm ñöôïc goïi laø coù ñònh nghóa laïi neáu hai hoaëc ba 
phieân baûn khaùc nhau cuûa noù coù trong cuøng moät chöông trình.  Chuùng ta ñaõ coù caùc constructor vaø 
caùc taùc vuï gaùn ñònh nghóa laïi. Khi moät haøm ñöôïc ñònh nghóa laïi, chuùng phaûi coù caùc thoâng soá khaùc 
nhau. Caên cöù vaøo caùc thoâng soá ñöôïc gôûi khi goïi haøm, trình bieân dòch bieát ñöôïc caàn phaûi söû duïng 
phieân baûn naøo.  

 
Phieân baûn ñònh nghóa laïi cho strcat coù khai baùo nhö sau: 
 
  void strcat(String &add_to, const String &add_on) 
 

Ngöôøi söû duïng coù theå goïi strcat(s,t) ñeå noái chuoãi kyù töï t vaøo chuoãi kyù töï s.  
s laø moät String, t coù theå laø String hoaëc C-String. Neáu t laø C-String thì tröôùc 
heát constructor coù thoâng soá char* seõ thöïc hieän ñeå chuyeån t thaønh moät ñoái töôïng 
String cho hôïp kieåu thoâng soá maø strcat yeâu caàu. 
 
void strcat(String &add_to, const String &add_on) 
/* 
post: String add_on ñöôïc noái vaøo sau String add_to. 
*/ 
{ 
   const char *cfirst = add_to.c_str(); 
   const char *csecond = add_on.c_str(); 
   char *copy = new char[strlen(cfirst) + strlen(csecond) + 1]; 
   strcpy(copy, cfirst); 
   strcat(copy, csecond); 
   add_to = copy; 
   delete []copy; 
} 

 
Trong phöông thöùc treân coù goïi strcat vôùi hai thoâng soá laø char* vaø const 
char*, taïi ñaây trình bieân dòch seõ goïi ñuùng haøm thö vieän cuûa C-String chöù 
khoâng phaûi goïi ñeä quy chính phöông thöùc naøy.  
 

Do add_to laø ñoái töôïng String, leänh add_to = copy tröôùc heát goïi 
constructor ñeå chuyeån copy kieåu char*  sang ñoái töôïng String, sau ñoù môùi goïi 
pheùp gaùn ñònh nghóa laïi cuûa lôùp String. Noùi caùch khaùc, ñieàu naøy daãn ñeán vieäc 
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cheùp chuoãi kyù töï hai laàn. Ñeå traùnh ñieàu naøy chuùng ta haõy thöû thay ñoåi doøng leänh.  
Chaúng haïn, moät caùch ñôn giaûn chuùng ta khai baùo strcat laø moät haøm friend cuûa 
lôùp String. Khi ñoù chuùng ta coù theå truy caäp ñeán thuoäc tính entries cuûa lôùp 
String: add_to.entries = copy. 
 

Chuùng ta caàn haøm ñeå ñoïc caùc ñoái töôïng String. Chuùng ta coù theå thöïc hieän 
töông töï nhö ñoái vôùi C-String, taùc vuï << seõ ñöôïc ñònh nghóa laïi ñeå nhaän thoâng 
soá laø moät String. Tuy nhieân, chuùng ta cuõng coù theå duøng caùch khaùc ñeå xaây döïng 
haøm read_in nhö sau: 

 
String read_in(istream &input) 
/* 
post: Traû veà moät ñoái töôïng String ñoïc töø thoâng soá istream (kyù töï keát thuùc chuoãi kyù töï ñöôïc 

quy öôùc laø kyù töï xuoáng haøng hoaëc keát thuùc taäp tin) 
*/ 
{ 
   List<char> temp; 
   int size = 0; 
   char c; 
   while ((c = input.peek()) != EOF && (c = input.get()) != '\n') 
      temp.insert(size++, c); 
   String answer(temp); 
   return answer; 
} 

 
Haøm treân söû duïng moät ñoái töôïng temp ñeå gom caùc kyù töï töø thoâng soá input, 

sau ñoù goïi constructor ñeå chuyeån ñoåi temp naøy thaønh ñoái töôïng String. Kyù töï keát 
thuùc chuoãi kyù töï laø kyù töï xuoáng haøng hoaëc kyù töï keát thuùc taäp tin. 

 
Moät phieân baûn ñöôïc ñeà nghò khaùc cho haøm read_in laø theâm thoâng soá thöù hai 

ñeå chæ ra kyù töï keát thuùc chuoãi kyù töï mong muoán: 
 

String read_in(istream &input, int &terminator); 
 
post: Traû veà moät ñoái töôïng String ñoïc töø thoâng soá istream (kyù töï keát thuùc chuoãi kyù töï ñöôïc quy öôùc 

laø kyù töï xuoáng haøng hoaëc keát thuùc taäp tin, kyù töï naøy cuõng ñöôïc traû veà thoâng qua tham bieán 
terminator.) 

 
Töông töï chuùng ta coù phöông thöùc ñeå in moät ñoái töôïng String: 

void write(String &s) 
/* 
post: Ñoái töôïng String s ñöôïc in ra cout. 
*/ 
{ 

if (strlen(s.c_str())>0) 
cout << s.c_str() << endl; 

} 
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Trong caùc phaàn tieáp theo chuùng ta seõ söû duïng caùc haøm thö vieän cho lôùp 
String nhö sau: 
void strcpy(String &copy, const String &original); 
post: Haøm cheùp String original sang String copy. 

 
void strncpy(String &copy, const String &original, int n); 
post: Haøm cheùp nhieàu nhaát laø n kyù töï  töø String original sang String copy. 
 
int strstr(const String &text, const String &target); 
post: Neáu String target laø chuoãi con (subtring) cuûa String text, haøm traû veà vò trí xuaát hieän 

ñaàu tieân cuûa target trong text; ngöôïc laïi, haøm traû veà -1. 

 
Caùc hieän thöïc cuûa caùc haøm naøy theo caùch söû duïng laïi thö vieän C-String ñöôïc 

xem nhö baøi taäp. 

5.5. Caùc giaûi thuaät tìm moät chuoãi con trong moät chuoãi 
Phaàn sau ñaây chuùng ta seõ tìm hieåu laïi caùch hieän thöïc cuûa moät vaøi haøm thö 

vieän cuûa C-String. Caùc pheùp xöû lyù cô baûn treân chuoãi kyù töï bao goàm: tìm moät 
chuoãi con trong moät chuoãi, thay theá moät chuoãi con baèng moät chuoãi khaùc, cheøn moät 
chuoãi con vaøo moät chuoãi, loaïi moät chuoãi con trong moät chuoãi,… Trong ñoù pheùp tìm 
moät chuoãi con trong moät chuoãi coù theå xem laø pheùp cô baûn nhaát, nhöõng pheùp coøn 
laïi coù theå ñöôïc thöïc hieän deã daøng sau khi ñaõ xaùc ñònh ñöôïc vò trí cuûa chuoãi con. 
Chuùng ta seõ tìm hieåu hai giaûi thuaät tìm chuoãi con trong moät chuoãi cho tröôùc. 

 

5.5.1. Giaûi thuaät Brute-Force 

YÙ töôûng giaûi thuaät naøy voâ cuøng ñôn giaûn, ñoù laø thöû so truøng chuoãi con taïi moïi 
vò trí baét ñaàu trong chuoãi ñaõ cho (Hình 5.2). Giaû söû chuùng ta caàn tìm vò trí cuûa 
chuoãi a trong chuoãi s. Caùc vò trí baét ñaàu so truøng a treân s laø 0, 1, 2, …Moãi laàn so 
truøng, chuùng ta laàn löôït so saùnh töøng caëp kyù töï cuûa a vaø s töø traùi sang phaûi. Khi 
gaëp hai kyù töï khaùc nhau, chuùng ta laïi phaûi baét ñaàu so truøng töø ñaàu chuoãi a vôùi vò 
trí môùi. Vò trí baét ñaàu so truøng treân s laàn thöù i seõ laø vò trí baét ñaàu so truøng treân s 
laàn thöù i-1 coäng theâm 1. Caùc kyù töï in nghieâng trong hình veõ beân döôùi laø vò trí 
thaát baïi trong moät laàn so truøng, phaàn coù neàn xaùm beân traùi chuùng laø nhöõng kyù töï 
so truøng ñaõ thaønh coâng. Moät laàn so truøng naøo ñoù maø chuùng ta ñaõ duyeät qua ñöôïc 
heát chieàu daøi cuûa a xem nhö ñaõ tìm thaáy a trong s vaø giaûi thuaät döøng. 

 
Cho i laø chæ  soá chaïy treân s vaø j laø chæ soá chaïy treân a, j luoân ñöôïc gaùn veà 0 khi baét 
ñaàu moät laàn so truøng. Khi gaëp thaát baïi trong moät laàn so truøng naøo ñoù thì caû i vaø j 
ñeàu ñaõ tieán ñöôïc j böôùc so vôùi luùc baét ñaàu so truøng. Do ñoù ñeåû baét ñaàu so truøng cho 
laàn sau, i caàn luøi veà j-1 böôùc. 
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 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
s 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 

a 1 0 1 0 0 1 1 1              

 a 1 0 1 0 0 1 1 1             

  a 1 0 1 0 0 1 1 1            

   a 1 0 1 0 0 1 1 1          

    a 1 0 1 0 0 1 1 1          
     a 1 0 1 0 0 1 1 1         

      a 1 0 1 0 0 1 1 1        

       a 1 0 1 0 0 1 1 1       

        a 1 0 1 0 0 1 1 1     

         a 1 0 1 0 0 1 1 1    

          a 1 0 1 0 0 1 1 1    
 

Hình 5.2- Minh hoïa giaûi thuaät Brute-Force 

 
Tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa giaûi thuaät Brute-Force laø chuoãi con a truøng vôùi phaàn 

cuoái cuøng cuûa chuoãi s. Khi ñoù chuùng ta ñaõ phaûi laäp laïi ls–la+1 laàn so truøng, vôùi 

// Giaûi thuaät Brute-Force 
int strstr(const String &s, const String &a); 
/* 
post: Neáu chuoãi a laø chuoãi con cuûa chuoãi s, haøm traû veà vò trí xuaát hieän ñaàu tieân cuûa a trong 
s; ngöôïc laïi, haøm traû veà -1. 
*/ 
{ 
 int  i = 0, // Chæ soá chaïy treân s. 
   j = 0, // Chæ soá chaïy treân a. 
   ls = s.strlen(); // Soá kyù töï cuûa s. 
   la = a.strlen(), // Soá kyù töï cuûa a. 
 const char* pa = a.c_str(); //Ñòa chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa a. 
 const char* ps = s.c_str(); //Ñòa chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa s. 
 do { 
  if (pa[j] == ps[i]){ 
   i++; 
   j++; 
  }; 
  else { 
   i = i – (j – 1); // Luøi veà cho laàn so truøng keá tieáp. 
   j = 0; 
  } 
 } while ((j<la) && (i<ls)); 
 if (j>=la) return i – la; 
 else return –1; 
} 
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ls vaø la laø chieàu daøi cuûa chuoãi s vaø chuoãi a. Moãi laàn so truøng ñaõ phaûi so saùnh la 
kyù töï. Soá laàn so saùnh toái ña laø la*(ls-la+1) ≈ la*ls. 

 

5.5.2. Giaûi thuaät Knuth-Morris-Pratt 

Giaûi thuaät naøy do Knuth, Morris vaø Pratt ñöa ra, coøn goïi laø giaûi thuaät KMP-
Search. 

Trong ví duï treân chuùng ta thaáy giaûi thuaät Brute-Force phaûi so truøng ñeán laàn 
thöù 11 môùi phaùt hieän ñöôïc vò trí caàn tìm. Giaûi thuaät KMP-Search döôùi ñaây tieát 
kieäm ñöôïc moät soá laàn so truøng vaø chæ phaûi so truøng ñeán laàn thöù 5. Hôn theá nöõa, 
chæ soá i chaïy treân s cuõng khoâng bao giôø phaûi luøi laïi. Ñeå coù ñöôïc ñieàu naøy, chuùng ta 
haõy coá gaéng ruùt ra nhaän xeùt töø hình 5.3 beân döôùi. Trong laàn so truøng thöù nhaát, 
khi i=4 thì aj ≠ si, khi ñoù a seõ ñöôïc dòch chuyeån veà phía phaûi sao cho ñoaïn ñaàu cuûa 
a truøng khôùp vôùi ñoaïn cuoái cuûa a trong phaàn ñaõ ñöôïc duyeät qua (chæ tính phaàn 
maøu xaùm). Trong hình veõ laø hai kyù töï 1 vaø 0 coù gaïch döôùi. Laàn so truøng keá tieáp 
chính laø töø vò trí naøy, vaø nhöõng laàn so truøng trung gian giöõa hai laàn naøy coù theå 
boû qua. Ñieàu naøy coù theå lyù giaûi nhö sau: neáu phaàn ñaàu cuûa a truøng vôùi phaàn cuoái 
cuûa a thì noù cuõng truøng vôùi phaàn töông öùng cuûa s beân treân, do phaàn cuoái cuûa a vöøa 
môùi ñöôïc so truøng thaønh coâng vôùi phaàn töông öùng cuûa s. Ñöôïc nhö vaäy thì i môùi 
hoaøn toaøn khoâng phaûi luøi laïi. Trong laàn so truøng môùi, chính si naøy seõ ñöôïc so 
saùnh vôùi aj, vôùi j seõ ñöôïc tính toaùn thích hôïp maø chuùng ta seõ baøn ñeán sau. Trong 
ví duï chuùng ta thaáy j = 2, laàn so saùnh ñaàu tieân cuûa laàn so truøng thöù hai laø so saùnh 
giöõa s4 vaø a2. 

 
Töông töï, khi laàn so truøng thöù hai thaát baïi taïi s8, chuoãi con a seõ ñöôïc dòch chuyeån 
raát xa, tieát kieäm ñöôïc raát nhieàu laàn so truøng. Chuùng ta deã daøng kieåm chöùng, vôùi 
nhöõng vò trí trung gian khaùc, phaàn ñaàu cuûa a khoâng truøng vôùi phaàn cuoái (chæ tính 
phaàn maøu xaùm) cuûa a, neân cuõng khoâng theå truøng vôùi phaàn töông öùng treân s, coù 
thöïc hieän so truøng cuõng seõ thaát baïi maø thoâi. 

 
 
•  

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
s 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1

a 1 0 1 0 0 1 1 1              

  a 1 0 1 0 0 1 1 1            

       a 1 0 1 0 0 1 1 1       

         a 1 0 1 0 0 1 1 1    

          a 1 0 1 0 0 1 1 1    

Hình 5.3- Minh hoïa giaûi thuaät Knuth-Morris-Pratt 
 

Baét ñaàu laàn so truøng thöù hai 
                     (i = 4,  j = 2) 

Baét ñaàu laàn so truøng thöù ba 
(i = 8,  j = 1) 
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Hình veõ döôùi ñaây giuùp chuùng ta hieåu ñöôïc caùch tính chæ soá j thích hôïp cho ñaàu 
moãi laàn so truøng (trong khi i khoâng luøi veà maø giöõ nguyeân ñeå tieáp tuïc tieán tôùi). 
 

Trích töø hình veõ treân, chuùng ta coù ñöôïc keát quaû sau ñaây.  
Xeùt vò trí i = 4, j = 4, do so saùnh si vôùi aj thaát baïi, chuùng ta ñang muoán bieát 
phaàn cuoái cuûa a keå töø ñieåm naøy trôû veà tröôùc (töùc chæ tính phaàn maøu xaùm) vaø phaàn 
ñaàu cuûa a truøng ñöôïc bao nhieâu kyù töï. Goïi a’ = a. Chuùng ta seõ nhìn queùt töø cuoái 
phaàn maøu xaùm cuûa a vaø töø ñaàu cuûa a’, chuùng ta seõ bieát ñöôïc coù bao nhieâu kyù töï 
truøng. Ñoù laø hai kyù töï 1 vaø 0 ñöôïc gaïch döôùi. 
 
 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
s 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 

   
 

 
 

               

a 1 0 1 0 0 1 1 1              
                      

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              
 
Nhö vaäy, ñieàu naøy hoaøn toaøn khoâng coøn phuï thuoäc vaøo s nöõa. Chuùng ta coù theå 
tính soá kyù töï truøng theo j döïa treân a vaø a’. Ñoàng thôøi ta thaáy soá kyù töï truøng naøy 
cuõng laø chæ soá maø j phaûi luøi veà cho laàn so truøng keá tieáp aj vôùi si, i khoâng ñoåi. 
Chuùng ta baét ñaàu vôùi j = 1 vaø xem hình 5.4 sau ñaây. 

j=4, soá kyù töï truøng laø 2

i 
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a 1 0 1 0 0 1 1 1         next1 = 0  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

                   

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next2 = 0  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

                     

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next3 = 1  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

                     

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next4 = 2  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

                     

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next5 = 0  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

       
 

             

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next6 = 1  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

                     

a 1 0 1 0 0 1 1 1         next7 = 1  

a’ 1 0 1 0 0 1 1 1              

Hình 5.4- Minh hoïa giaûi thuaät Knuth-Morris-Pratt  

 
 Giaû söû chuùng ta ñaõ taïo ñöôïc danh saùch next maø phaàn töû thöù j chöùa trò maø j 

phaûi luøi veà khi ñang so saùnh aj vôùi si maø thaát baïi (aj ≠ si), ñeå baét ñaàu laàn so truøng 
keá tieáp (i giöõ nguyeân khoâng ñoåi). Hình 5.4 cho thaáy next1 luoân baèng 0 vôùi moïi a. 
Chuùng ta coù giaûi thuaät KMP-Search nhö döôùi ñaây. 
 

Laàn so truøng thöù nhaát luoân baét ñaàu töø kyù töï ñaàu cuûa s vaø a, neân hai chæ soá i vaø 
j ñeàu laø 0.  

• Tröôøng hôïp deã hieåu nhaát laø trong khi maø aj=si thì i vaø j ñeàu ñöôïc nhích 
tôùi. Ñieàu kieän döøng cuûa voøng laëp hoaøn toaøn nhö giaûi thuaät Brute-Force 
treân, coù nghóa laø j ñi ñöôïc heát chieàu daøi cuûa a (tìm thaáy a trong s), hoaëc i ñi 
quaù chieàu daøi cuûa s (vieäc tìm keát thuùc thaát baïi). 

j=1, soá kyù töï truøng laø 0 (khi ñeám soá kyù töï truøng, luoân phaûi dòch chuyeån a’ sang 
phaûi so vôùi a, töùc chæ so saùnh phaàn cuoái cuûa a vôùi phaàn ñaàu cuûa a’, tröôøng hôïp 
naøy xem nhö khoâng coù kyù töï truøng). 

j=2, soá kyù töï truøng laø 0 

j=3, soá kyù töï truøng laø 1 

j=4, soá kyù töï truøng laø 2 

j=5, soá kyù töï truøng laø 0 

j=6, soá kyù töï truøng laø 1 

j=7, soá kyù töï truøng laø 1 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 5 – Chuoãi kyù töï 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   88

• Tröôøng hôïp aj≠si (vôùi j≠0) trong moät laàn so truøng naøo ñoù thì nhö ñaõ noùi 
ôû treân, chæ vieäc cho j luøi veà vò trí ñaõ ñöôïc chöùa trong phaàn töû thöù j trong 
danh saùch next. Nhôø vaäy trong laàn laëp keá tieáp seõ tieáp tuïc so saùnh aj naøy 
vôùi si maø i khoâng ñoåi. 

• Rieâng tröôøng hôïp ñaëc bieät, vôùi j = 0 maø aj≠si, ta xem hình döôùi ñaây 

 
    

         
  

s … 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 …
                

   a 1 0 1 0 0 1 1 1     
 

Baát cöù moät laàn so saùnh si naøo ñoù vôùi a0 maø thaát baïi thì chuoãi a cuõng phaûi dòch 
chuyeån sang phaûi moät böôùc, ñeå laàn so saùnh keá tieáp (cuõng laø laàn so truøng môùi) coù 
theå so saùnh a0 vôùi si+1. Nhö vaäy ta chæ caàn taêng i vaø giöõ nguyeân j maø thoâi. 

 

j=0, soá kyù töï truøng laø 0

i

// Giaûi thuaät Knuth- Morris – Pratt 
 
int strstr(const String &s, const String &a); 
/* 
post: Neáu a laø chuoãi con cuûa s, haøm traû veà vò trí xuaát hieän ñaàu tieân cuûa a trong s; 

ngöôïc laïi, haøm traû veà -1. 
*/ 
{ 
 List<int> next; 
 int  i = 0, // Chæ soá chaïy treân s. 
   j = 0, // Chæ soá chaïy treân a. 
   ls = s.strlen(); // Soá kyù töï cuûa s. 
   la = a.strlen(), // Soá kyù töï cuûa a. 
 const char* pa = a.c_str(); //Ñòa chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa a. 
 const char* ps = s.c_str(); //Ñòa chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa s. 
 InitNext(a, next);  // Khôûi gaùn caùc phaàn töû next1, next2,…,nextla-1.  
     // Khoâng söû duïng next0. 
 do { 
  if (pa[j]==ps[i]){// Vaãn coøn kyù töï truøng trong moät laàn so truøng  
    i++;    // naøo ñoù, i vaø j ñöôïc quyeàn nhích tôùi. 
    j++; 
  } 
  else 
   if (j == 0)  // Ñaây laø tröôøng hôïp ñaëc bieät, phaûi dòch a sang phaûi 

i++;        // moät böôùc, coù nghóa laø cho i nhích tôùi.    
   else 
    next.retrieve(j, j); // Cho j luøi veà trò ñaõ chöùa trong nextj. 
 } while ((j<la) && (i<ls)); 
 if (j>=la) return i – la; 
 else return –1; 
} 
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Sau ñaây chuùng ta seõ vieát haøm InitNext gaùn caùc trò cho caùc phaàn töû cuûa 
next, töùc laø tìm soá phaàn töû truøng theo hình veõ 5.4. Coù moät ñieàu khaù thuù vò trong 
giaûi thuaät naøy, ñoù chính laø haøm taïo danh saùch next laïi söû duïng ngay chính danh 
saùch naøy. Chuùng ta thaáy raèng ñeå tìm soá phaàn töû truøng nhö ñaõ noùi, chuùng ta caàn 
dòch chuyeån a’ veà beân phaûi so vôùi a, maø vieäc dòch chuyeån a’ treân a cuõng hoaøn 
toaøn gioáng nhö vieäc dòch chuyeån a treân s trong khi ñi tìm a trong s.  

 
Haøm taïo next ñöôïc cheùp laïi töø giaûi thuaät KMP-Search treân, chæ coù vaøi ñieåm 

boå sung nhö sau: vôùi i chaïy treân a vaø j chaïy treân a’, vaø a’ luoân phaûi dòch phaûi 
so vôùi a, chuùng ta khôûi gaùn i=1 vaø j=0.  
 

Do i taêng ñeán ñaâu laø chuùng ta xem nhö ñaõ so truøng xong phaàn cuoái cuûa a (keå 
töø vò trí i naøy trôû veà tröôùc) vôùi phaàn ñaàu cuûa a’, neân nexti ñaõ ñöôïc xaùc ñònh. 
Trong quaù trình so truøng, trong khi maø ai vaãn coøn baèng a’j, i vaø j ñeàu nhích 
tôùi. Vì vaäy, chuùng ta deã thaáy raèng j chính laø soá phaàn töû ñaõ truøng ñöôïc cuûa a’ so 
vôùi a, chuùng ta coù pheùp gaùn nexti=j. 
 

// Haøm phuï trôï gaùn caùc phaàn töû cho danh saùch next. 
 
void InitNext(const String &a, List<int> &next); 
/* 
post: Gaùn caùc trò cho caùc phaàn töû cuûa next döïa treân chuoãi kyù töï a. 
*/ 
{ 
 int  i = 1, // Chæ soá chaïy treân a. 
   j = 0, // Chæ soá chaïy treân a’. 
   la = a.strlen(), // Soá kyù töï cuûa a (cuõng laø cuûa a’). 
 const char* pa = a.c_str(); //Ñòa chæ kyù töï ñaàu tieân cuûa a (cuõng laø cuûa a’). 
 next.clear(); 
 next.insert(1, 0); // Luoân ñuùng vôùi moïi a. 
 do { 
  if (pa[j]==pa[i]){ // Vaãn coøn kyù töï truøng trong moät laàn so truøng   
  i++;      // naøo ñoù, i vaø j ñöôïc quyeàn nhích tôùi. 
   j++;     // Töø vò trí i treân a trôû veà tröôùc,  j xem nhö ñaõ 
   next.insert(i, j);// queùt ñöôïc soá phaàn töû truøng cuûa a’ so vôùi a. 
  } 
  else  
   if (j == 0){ // Tröôøng hôïp ñaëc bieät, phaûi dòch a sang phaûi 
     i++;        // moät böôùc, coù nghóa laø cho i nhích tôùi.  
    next.insert(i, j); 
   };      
   else 
    next.retrieve(j, j); // Cho j luøi veà trò ñaõ chöùa trong nextj. 
 } while (i<la); // i=la laø ñaõ gaùn xong la phaàn töû cuûa next,  

// khoâng söû duïng next0. 
} 
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Khi ai ≠ a’j, chuùng ta söû duïng yù töôûng cuûa KMP-Search laø cho j luøi veà 
nextj. Vaán ñeà coøn laïi caàn kieåm chöùng laø giaù trò cuûa nextj phaûi coù tröôùc khi noù 
ñöôïc söû duïng. Do chuùng ta ñaõ gaùn vaøo nexti vaø ñaõ söû duïng nextj, maø i luoân luoân 
ñi tröôùc j, neân chuùng ta hoaøn toaøn yeân taâm veà ñieàu naøy. 
 

Cuoái cuøng, chæ coøn moät ñieàu nhoû maø chuùng ta caàn xem xeùt. Ñoù laø tröôøng hôïp coù 
nhieàu phöôg aùn cho soá kyù töï truøng nhau. Chaúng haïn vôùi a laø “10101010111…” vaø 
j=8, soá kyù töï truøng khi dòch a’=a veà beân phaûi so vôùi a laø: 
 
 
 
a        1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1...       Soá kyù töï truøng laø 6 
a’         1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1... 
 
a        1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1... 
a’           1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1...   Soá kyù töï truøng laø 4 
 
a        1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1... 
a’             1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1... Soá kyù töï truøng laø 2 
 

Sinh vieân haõy töï suy nghó xem caùch choïn phöông aùn naøo laø ñuùng ñaén nhaát vaø 
kieåm tra laïi caùc ñoaïn chöông trình treân xem chuùng coù caàn phaûi ñöôïc söûa ñoåi gì 
hay khoâng. 
 

Ngoaøi ra, giaûi thuaät KMP-Search coøn coù theå caûi tieán moät ñieåm nhoû, ñoù laø 
tröôùc khi gaùn nexti=j trong InitNext, chuùng ta kieåm tra neáu paj=pai thì seõ 
gaùn  nexti=nextj. Do khi so truøng pai maø thaát baïi thì coù luøi veà panexti=paj cuõng 
seõ thaát baïi, chuùng ta neân luøi haún veà panextj. 

 
Soá laàn so saùnh toái ña trong KMP-Search laø ls+la. 

 
 

Vò trí j ñang xeùt
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Chöông 6 – ÑEÄ QUY 
 
Chöông naøy trình baøy veà ñeä quy (recursion) – moät phöông phaùp maø trong ñoù 

ñeå giaûi moät baøi toaùn, ngöôøi ta giaûi caùc tröôøng hôïp nhoû hôn cuûa noù. Chuùng ta caàn 
tìm hieåu moät vaøi öùng duïng vaø chöông trình maãu ñeå thaáy ñöôïc moät soá trong raát 
nhieàu daïng baøi toaùn maø vieäc söû duïng ñeä quy ñeå giaûi raát coù lôïi. Moät soá ví duï ñôn 
giaûn, moät soá khaùc thöïc söï phöùc taïp. Chuùng ta cuõng seõ phaân tích xem ñeä quy 
thöôøng ñöôïc hieän thöïc trong maùy tính nhö theá naøo, khi naøo neân duøng ñeä quy vaø 
khi naøo neân traùnh. 

6.1. Giôùi thieäu veà ñeä quy 

6.1.1. Cô caáu ngaên xeáp cho caùc laàn goïi haøm 

Khi moät haøm goïi moät haøm khaùc, thì taát caû caùc traïng thaùi maø haøm goïi ñang coù 
caàn ñöôïc khoâi phuïc laïi sau khi haøm ñöôïc goïi keát thuùc, ñeå haøm naøy tieáp tuïc thöïc 
hieän coâng vieäc dôû dang cuûa mình. Traïng thaùi ñoù goàm coù: ñieåm quay veà (doøng leänh 
keá sau leänh goïi haøm); caùc trò trong caùc thanh ghi, vì caùc thanh ghi trong boä xöû lyù 
seõ ñöôïc haøm ñöôïc goïi söû duïng ñeán; caùc trò trong caùc bieán cuïc boä vaø caùc tham trò 
cuûa noù. Nhö vaäy moãi haøm caàn coù moät vuøng nhôù daønh rieâng cho noù. Vuøng nhôù naøy 
phaûi ñöôïc toàn taïi trong suoát thôøi gian keå töø khi haøm thöïc hieän cho ñeán khi noù keát 
thuùc coâng vieäc.  

 

Giaû söû chuùng ta coù ba haøm A, B, C, maø A goïi B, B goïi C. B seõ khoâng keát thuùc 
tröôùc khi C keát thuùc. Töông töï, A khôûi söï coâng vieäc ñaàu tieân nhöng laïi keát thuùc 
cuoái cuøng. Söï dieãn tieán cuûa caùc hoaït ñoäng cuûa caùc haøm xaûy ra theo tính chaát vaøo 
sau ra tröôùc (Last In First Out –LIFO). Neáu xeùt ñeán nhieäm vuï cuûa maùy tính trong 
vieäc toå chöùc caùc vuøng nhôù taïm daønh cho caùc haøm naøy söû duïng, chuùng ta thaáy raèng 
caùc vuøng nhôù naøy cuõng phaûi naèm trong moät danh saùch coù cuøng tính chaát treân, coù 
nghóa laø ngaên xeáp. Vì theá, ngaên xeáp ñoùng moät vai troø chuû choát lieân quan ñeán caùc 
haøm trong heä thoáng maùy tính. Trong hình 6.1, M bieåu dieãn chöông trình chính, 
A, B, C laø caùc haøm treân.  

 
Hình 6.1- Cô caáu ngaên xeáp cho caùc laàn goïi haøm 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 6 – Ñeä quy 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät      92

Hình 6.1 bieåu dieãn moät daõy caùc vuøng nhôù taïm cho caùc haøm, moãi coät laø hình 
aûnh cuûa ngaên xeáp taïi moät thôøi ñieåm, caùc thay ñoåi cuûa ngaên xeáp coù theå ñöôïc nhìn 
thaáy baèng caùch ñoïc töø traùi sang phaûi. Hình aûnh naøy cuõng cho chuùng ta thaáy raèng 
khoâng coù söï khaùc nhau trong caùch ñöa moät vuøng nhôù taïm vaøo ngaên xeáp giöõa hai 
tröôøng hôïp: moät haøm goïi moät haøm khaùc vaø moät haøm goïi chính noù. Ñeä quy laø teân 
goïi tröôøng hôïp moät haøm goïi chính noù, hay tröôøng hôïp caùc haøm laàn löôït goïi nhau 
maø trong ñoù coù moät haøm goïi trôû laïi haøm ñaàu tieân. Theo caùch nhìn cuûa cô caáu ngaên 
xeáp, söï goïi haøm ñeä quy khoâng coù gì khaùc vôùi söï goïi haøm khoâng ñeä quy. 

 

6.1.2. Caây bieåu dieãn caùc laàn goïi haøm 

Sô ñoà caây (tree diagram) coù theå laøm roõ hôn moái lieân quan giöõa ngaên xeáp vaø 
vieäc goïi haøm. Sô ñoà caây hình 6.2 töông ñöông vôùi cô caáu ngaên xeáp ôû hình 6.1. 

 

Chuùng ta baét ñaàu töø goác cuûa caây, töông öùng vôùi chöông trình chính. (Caùc thuaät 
ngöõ duøng cho caùc thaønh phaàn cuûa caây coù theå tham khaûo trong chöông 9) Moãi voøng 
troøn goïi laø nuùt cuûa caây, töông öùng vôùi moät laàn goïi haøm. Caùc nuùt ngay döôùi goác caây 
bieåu dieãn caùc haøm ñöôïc goïi tröïc tieáp töø chöông trình chính. Moãi haøm trong soá 
treân coù theå goïi haøm khaùc, caùc haøm naøy laïi ñöôïc bieåu dieãn bôûi caùc nuùt ôû saâu hôn. 
Baèng caùch naøy caây seõ lôùn leân nhö hình 6.2 vaø chuùng ta goïi caây naøy laø caây bieåu 
dieãn caùc laàn goïi haøm.  

 
Ñeå theo veát caùc laàn goïi haøm, chuùng ta baét ñaàu töø goác cuûa caây vaø di chuyeån qua 

heát caây theo muõi teân trong hình 6.2. Caùch ñi naøy ñöôïc goïi laø pheùp duyeät caây 
(traversal). Khi ñi xuoáng vaø gaëp moät nuùt, ñoù laø luùc goïi haøm. Sau khi duyeät qua heát 
phaàn caây beân döôùi, chuùng ta gaëp trôû laïi nuùt naøy, ñoù laø luùc keát thuùc haøm ñöôïc goïi. 
Caùc nuùt laù bieåu dieãn caùc haøm khoâng goïi moät haøm naøo khaùc. 

 

 
Hình 6.2- Caây bieåu dieãn caùc laàn goïi haøm. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 6 – Ñeä quy 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät      93

Chuùng ta ñaëc bieät chuù yù ñeán ñeä quy, do ñoù thoâng thöôøng chuùng ta chæ veõ moät 
phaàn cuûa caây bieåu dieãn söï goïi ñeä quy, vaø chuùng ta goïi laø caây ñeä quy (recursion 
tree). Trong sô ñoà caây chuùng ta cuõng löu yù moät ñieàu laø khoâng coù söï khaùc nhau giöõa 
caùch goïi ñeä quy vôùi caùch goïi haøm khaùc. Söï ñeä quy ñôn giaûn chæ laø söï xuaát hieän cuûa 
caùc nuùt khaùc nhau trong caây coù quan heä nuùt tröôùc – nuùt sau vôùi nhau maø coù cuøng 
teân. Ñieåm thöù hai caàn löu yù raèng, chính vì caây bieåu dieãn caùc laàn goïi haøm, neân 
trong chöông trình, neáu moät leänh goïi haøm chæ xuaát hieän moät laàn nhöng laïi naèm 
trong voøng laëp, thì nuùt bieåu dieãn haøm seõ xuaát hieän nhieàu laàn trong caây, moãi 
laàn töông öùng moät laàn goïi haøm. Töông töï, neáu leänh goïi haøm naèm trong phaàn reõ 
nhaùnh cuûa moät ñieàu kieän maø ñieàu kieän naøy khoâng xaûy ra thì nuùt bieåu dieãn haøm seõ 
khoâng xuaát hieän trong caây. 

 
Cô caáu ngaên xeáp ôû hình 6.1 cho thaáy nhu caàu veà vuøng nhôù cuûa ñeä quy. Neáu moät 

haøm goïi ñeä quy chính noù vaøi laàn thì baûn sao cuûa caùc bieán khai baùo trong haøm 
ñöôïc taïo ra cho moãi laàn goïi ñeä quy. Trong caùch hieän thöïc thoâng thöôøng cuûa ñeä 
quy, chuùng ñöôïc giöõ trong ngaên xeáp. Chuù yù raèng toång dung löôïng vuøng nhôù 
caàn cho ngaên xeáp naøy tæ leä vôùi chieàu cao cuûa caây ñeä quy chöù khoâng phuï thuoäc 
vaøo toång soá nuùt trong caây. Ñieàu naøy coù nghóa raèng, toång dung löôïng vuøng nhôù 
caàn thieát ñeå hieän thöïc moät haøm ñeä quy phuï thuoäc vaøo ñoä saâu cuûa ñeä quy, khoâng 
phuï thuoäc vaøo soá laàn maø haøm ñöôïc goïi. 

 
Hai hình aûnh treân cho chuùng ta thaáy moái lieân quan maät thieát giöõa moät bieåu 

dieãn caây vaø ngaên xeáp: 
 
Trong quaù trình duyeät qua baát kyø moät caây naøo, caùc nuùt ñöôïc theâm vaøo hay laáy 

ñi ñuùng theo kieåu cuûa ngaên xeáp. Traùi laïi, cho tröôùc moät ngaên xeáp, coù theå veõ moät 
caây ñeå  moâ taû quaù trình thay ñoåi cuûa ngaên xeáp. 

 
Chuùng ta haõy tìm hieåu moät vaøi ví duï ñôn giaûn veà ñeä quy. Sau ñoù chuùng ta seõ 

xem xeùt ñeä quy thöôøng ñöôïc hieän thöïc trong maùy tính nhö theá naøo. 
 

6.1.3. Giai thöøa: Moät ñònh nghóa ñeä quy 

Trong toaùn hoïc. giai thöøa cuûa moät soá nguyeân thöôøng ñöôïc ñònh nghóa bôûi coâng 
thöùc:  

  n! = n x (n-1) x ... x 1. 
Hoaëc ñònh nghóa sau: 
 
 
Giaû söû chuùng ta caàn tính 4!. Theo ñònh nghóa chuùng ta coù: 
 
 

1  neáu n=0  
   n x (n-1)! neáu n>0. n! =
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      4!  = 4 x 3! 
  = 4 x (3 x 2!) 
  = 4 x (3 x (2 x 1!)) 
  = 4 x (3 x (2 x (1 x 0!))) 
  = 4 x (3 x (2 x (1 x 1))) 
  = 4 x (3 x (2 x 1)) 
  = 4 x (3 x 2) 
  = 4 x 6 
  = 24 
 
Vieäc tính toaùn treân minh hoïa baûn chaát cuûa caùch maø ñeä quy thöïc hieän. Ñeå coù 

ñöôïc caâu traû lôøi cho moät baøi toaùn lôùn, phöông phaùp chung laø giaûm baøi toaùn lôùn 
thaønh moät hoaëc nhieàu baøi toaùn con coù baûn chaát töông töï maø kích thöôùc nhoû hôn. 
Sau ñoù cuõng chính phöông phaùp chung naøy laïi ñöôïc söû duïng cho nhöõng baøi 
toaùn con, cöù nhö theá ñeä quy seõ tieáp tuïc cho ñeán khi kích thöôùc cuûa baøi toaùn con ñaõ 
giaûm ñeán moät kích thöôùc nhoû nhaát naøo ñoù cuûa moät vaøi tröôøng hôïp cô baûn, maø lôøi 
giaûi cuûa chuùng coù theå coù ñöôïc moät caùch tröïc tieáp khoâng caàn ñeán ñeä quy nöõa. Noùi 
caùch khaùc: 

 
Moïi quaù trình ñeä quy goàm coù hai phaàn: 
 

• Moät vaøi tröôøng hôïp cô baûn nhoû nhaát coù theå ñöôïc giaûi quyeát maø khoâng caàn ñeä 
quy. 

• Moät phöông phaùp chung coù theå giaûm moät tröôøng hôïp thaønh moät hoaëc nhieàu 
tröôøng hôïp nhoû hôn, vaø nhôø ñoù vieäc giaûm nhoû vaán ñeà coù theå tieán trieån cho 
ñeán keát quaû cuoái cuøng laø caùc tröôøng hôïp cô baûn. 

 
C++, cuõng nhö caùc ngoân ngöõ maùy tính hieän ñaïi khaùc, cho pheùp ñeä quy deã daøng. 

Vieäc tính giai thöøa trong C++ trôû thaønh moät haøm sau ñaây. 
 
 

int factorial(int n) 
/* 
pre:  n laø moät soá khoâng aâm. 
post: traû veà trò cuûa n giai thöøa. 
*/ 
{ 
   if (n == 0) 
      return 1; 
   else 
      return n * factorial(n - 1); 
} 

 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 6 – Ñeä quy 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät      95

Nhö chuùng ta thaáy, ñònh nghóa ñeä quy vaø lôøi giaûi ñeä quy cuûa moät baøi toaùn ñeàu 
coù theå raát ngaén goïn vaø ñeïp ñeõ. Tuy nhieân vieäc tính toaùn chi tieát coù theå ñoøi hoûi 
phaûi giöõ laïi raát nhieàu pheùp tính töøng phaàn tröôùc khi coù ñöôïc keát quaû ñaày ñuû. 

 
Maùy tính coù theå deã daøng nhôù caùc tính toaùn töøng phaàn baèng moät ngaên xeáp. Con 

ngöôøi thì khoù laøm ñöôïc nhö vaäy, con ngöôøi khoù coù theå nhôù moät daõy daøi caùc keát 
quaû tính toaùn töøng phaàn ñeå roài sau ñoù quay laïi hoaøn taát chuùng. Do ñoù, khi söû 
duïng ñeä quy, caùch chuùng ta suy nghó coù khaùc vôùi caùc caùch laäp trình khaùc. Chuùng 
ta phaûi xem xeùt vaán ñeà baèng moät caùch nhìn toång theå vaø daønh nhöõng vieäc tính 
toaùn chi tieát laïi cho maùy tính. 

 
Chuùng ta phaûi ñaëc taû trong giaûi thuaät cuûa chuùng ta moät caùch chính xaùc caùc 

böôùc toång quaùt cuûa vieäc giaûm moät baøi toaùn lôùn thaønh nhieàu tröôøng hôïp nhoû hôn; 
chuùng ta phaûi xaùc ñònh ñieàu kieän döøng (caùc tröôøng hôïp nhoû nhaát) vaø caùch giaûi cuûa 
chuùng. Ngoaïi tröø moät soá ít ví duï nhoû vaø ñôn giaûn, chuùng ta khoâng neân coá gaéng 
hieåu giaûi thuaät ñeä quy baèng caùch bieán ñoåi töø baøi toaùn ban ñaàu cho ñeán taän böôùc 
keát thuùc, hoaëc laàn theo veát cuûa caùc coâng vieäc maø maùy tính seõ laøm. Laøm nhö theá, 
chuùng ta seõ nhanh choùng laãn loän bôûi caùc coâng vieäc bò trì hoaõn laïi vaø chuùng ta seõ 
bò maát phöông höôùng. 

 

6.1.4. Chia ñeå trò: Baøi toaùn Thaùp Haø Noäi 

6.1.4.1. Baøi toaùn 
Vaøo theá kyû thöù 19 ôû chaâu AÂu xuaát hieän moät troø chôi ñöôïc goïi laø Thaùp Haø Noäi. 

Ngöôøi ta keå raèng troø chôi naøy bieåu dieãn moät nhieäm vuï ôû moät ngoâi ñeàn cuûa AÁn Ñoä 
giaùo. Vaøo caùi ngaøy maø theá giôùi môùi ñöôïc taïo neân, caùc vò linh muïc ñöôïc giao cho 3 
caùi thaùp baèng kim cöông, taïi thaùp thöù nhaát coù ñeå 64 caùi ñóa baèng vaøng. Caùc linh 
muïc naøy phaûi di chuyeån caùc ñóa töø thaùp thöù nhaát sang thaùp thöù ba sao cho moãi 
laàn chæ di chuyeån 1 ñóa vaø khoâng coù ñóa lôùn naèm treân ñóa nhoû. Ngöôøi ta baûo raèng 
khi coâng vieäc hoaøn taát thì ñeán ngaøy taän theá. 

 

 
Hình 6.3- Baøi toaùn thaùp Haø noäi 
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Nhieäm vuï cuûa chuùng ta laø vieát moät chöông trình in ra caùc böôùc di chuyeån caùc 
ñóa giuùp cho caùc nhaø linh muïc, chuùng ta goïi doøng leänh sau 

 
    move(64, 1, 3, 2) 
 

coù nghóa laø: chuyeån 64 ñóa töø thaùp thöù nhaát sang thaùp thöù ba, söû duïng thaùp thöù 
hai laøm nôi ñeå taïm. 

6.1.4.2. Lôøi giaûi 
YÙ töôûng ñeå ñeán vôùi lôøi giaûi ôû ñaây laø, söï taäp trung chuù yù cuûa chuùng ta khoâng 

phaûi laø vaøo böôùc ñaàu tieân di chuyeån caùi ñóa treân cuøng, maø laø vaøo böôùc khoù nhaát: di 
chuyeån caùi ñóa döôùi cuøng. Ñóa lôùn nhaát döôùi cuøng naøy seõ phaûi coù vò trí ôû döôùi cuøng 
taïi thaùp thöù ba theo yeâu caàu baøi toaùn. Khoâng coù caùch naøo khaùc ñeå chaïm ñöôïc ñeán 
ñóa cuoái cuøng tröôùc khi 63 ñóa naèm treân ñaõ ñöôïc chuyeån ñi. Ñoàng thôøi 63 ñóa naøy 
phaûi ñöôïc ñaët taïi thaùp thöù hai ñeå thaùp thöù ba troáng.  

 
Chuùng ta ñaõ coù ñöôïc moät böôùc nhoû ñeå tieán ñeán lôøi giaûi, ñaây laø moät böôùc raát nhoû vì 
chuùng ta coøn phaûi tìm caùch di chuyeån 63 ñóa. Tuy nhieân ñaây laïi laø moät böôùc raát 
quan troïng, vì vieäc di chuyeån 63 ñóa ñaõ coù cuøng baûn chaát vôùi baøi toaùn ban ñaàu, vì 
khoâng coù lyù do gì ngaên caûn vieäc chuùng ta di chuyeån 63 ñóa naøy theo cuøng moät 
caùch töông töï.  
 
move(63,1,2,3);// Chuyeån 63 ñóa töø thaùp 1 sang thaùp 2 (thaùp 3 duøng laøm nôi ñeå taïm). 
cout << "Chuyeån ñóa thöù 64  töø thaùp 1 sang thaùp 3."  << endl; 
move(63,2,3,1);// Chuyeån 63 ñóa töø thaùp 2 sang thaùp 3 (thaùp 1 duøng laøm nôi ñeå taïm). 
 

Caùch suy nghó nhö treân chính laø yù töôûng cuûa ñeä quy. Chuùng ta ñaõ moâ taû caùc 
böôùc chuû choát ñöôïc thöïc hieän nhö theá naøo, vaø caùc coâng vieäc coøn laïi cuûa baøi toaùn 
cuõng seõ ñöôïc thöïc hieän moät caùch töông töï. Ñaây cuõng laø yù töôûng cuûa vieäc chia ñeå 
trò: ñeå giaûi quyeát moät baøi toaùn, chuùng ta chia coâng vieäc ra thaønh nhieàu phaàn nhoû 
hôn, moãi phaàn laïi ñöôïc chia nhoû hôn nöõa, cho ñeán khi vieäc giaûi chuùng trôû neân deã 
daøng hôn baøi toaùn ban ñaàu raát nhieàu. 

6.1.4.3. Tinh cheá 
Ñeå vieát ñöôïc giaûi thuaät, chuùng ta caàn bieát taïi moãi böôùc, thaùp naøo ñöôïc duøng ñeå 

chöùa taïm caùc ñóa. Chuùng ta coù ñaëc taû sau ñaây cho haøm: 
 

void move(int count, int start, int finish, int temp); 
pre: Coù ít nhaát laø count ñóa taïi thaùp start. Ñóa treân cuøng cuûa thaùp temp vaø thaùp finish lôùn 

hôn baát kyø ñóa naøo trong count ñóa treân cuøng taïi thaùp start. 
post: count ñóa treân cuøng taïi thaùp start ñaõ ñöôïc chuyeån sang thaùp finish; thaùp temp ñöôïc 

duøng laøm nôi ñeå taïm seõ trôû laïi traïng thaùi ban ñaàu. 
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Giaû söû raèng baøi toaùn cuûa chuùng ta seõ döøng sau moät soá böôùc höõu haïn (maëc daàu 
ñoù coù theå laø ngaøy taän theá!), vaø nhö vaäy phaûi coù caùch naøo ñoù ñeå vieäc ñeä quy döøng 
laïi. Moät ñieàu kieän döøng hieån nhieân laø khi khoâng coøn ñóa caàn di chuyeån nöõa. 
Chuùng ta coù theå vieát chöông trình sau: 

 
const int disks = 64;  // Caàn söûa haèng soá naøy thaät nhoû ñeå chaïy thöû chöông trình. 
 
void move(int count, int start, int finish, int temp); 
/* 
pre:  Khoâng coù. 
post: Chöông trình moâ phoûng baøi toaùn Thaùp Haø Noäi keát thuùc. 
*/ 
main() 
{ 
   move(disks, 1, 3, 2); 
} 

Haøm ñeä quy nhö sau: 
 

void move(int count, int start, int finish, int temp) 
{ 
   if (count > 0) { 
      move(count - 1, start, temp, finish); 
      cout << "Move disk " << count << " from " << start 
           << " to " << finish << "." << endl; 
      move(count - 1, temp, finish, start); 
   } 
} 

 

6.1.4.4. Theo veát cuûa chöông trình 
Coâng cuï höõu ích cuûa chuùng ta trong vieäc tìm hieåu moät haøm ñeä quy laø hình aûnh 

theå hieän caùc böôùc thöïc hieän cuûa noù treân moät ví duï thaät nhoû. Caùc laàn goïi haøm 
trong hình 6.4 laø cho tröôøng hôïp soá ñóa baèng 2. Moãi khoái trong sô ñoà bieåu dieãn 
nhöõng gì dieãn ra trong moät laàn goïi haøm. Laàn goïi ngoaøi cuøng move(2,1,3,2) (do 
chöông trình chính goïi) coù ba doøng leänh sau: 
 
move(1,1,2,3);// Chuyeån 1 ñóa töø thaùp 1 sang thaùp 2 (thaùp 3 duøng laøm nôi ñeå taïm). 
cout << " Chuyeån ñóa thöù 2 töø thaùp 1 sang thaùp 3."  << endl; 
move(1,2,3,1);// Chuyeån 1 ñóa töø thaùp 2 sang thaùp 3 (thaùp 1 duøng laøm nôi ñeå taïm). 
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Doøng leänh thöù nhaát vaø doøng leänh thöù ba goïi ñeä quy. Doøng leänh move(1,1,2,3) 
baét ñaàu goïi haøm move thöïc hieän trôû laïi doøng leänh ñaàu tieân, nhöng vôùi caùc thoâng 
soá môùi. Doøng leänh naøy seõ thöïc hieän ñuùng ba leänh sau: 
 
move(0,1,3,2);// Chuyeån 0 ñóa (goïi ñeä quy laàn nöõa, bieåu dieãn bôûi khoái nhoû beân 

/ / trong). 
cout << "Chuyeån ñóa 1 töø thaùp 1 sang thaùp 2"  << endl; 
 
move(0,3,2,1);// Chuyeån 0 ñóa (goïi ñeä quy laàn nöõa, bieåu dieãn bôûi khoái nhoû beân 

/ / trong). 
 

Sau khi khoái bieåu dieãn laàn goïi ñeä quy naøy keát thuùc, doøng leänh hieån thò  
"Chuyeån ñóa thöù 2 töø thaùp 1 sang thaùp 3" thöïc hieän. Sau ñoù laø khoái bieåu dieãn 
laàn goïi ñeä quy move(1,2,3,1).  
 

Chuùng ta thaáy raèng hai laàn goïi ñeä quy beân trong khoái move(1,1,2,3) coù soá 
ñóa laø 0 neân khoâng phaûi thöïc hieän ñieàu gì, hình bieãu dieãn laø moät khoái roãng. Giöõa 
hai laàn naøy laø hieåu thò "Chuyeån ñóa 1 töø thaùp 1 sang thaùp 2." Töông töï cho 
caùc doøng leänh beân trong move(1,2,3,1), chuùng ta hieåu ñöôïc caùch maø ñeä quy 
hieän thöïc.  

 
Hình 6.4- Theo veát cuûa chöông trình Thaùp Haø Noäi vôùi soá ñóa laø 2.
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Chuùng ta seõ xem xeùt theâm moät coâng cuï khaùc coù tính hieån thò cao hôn trong 
vieäc bieåu dieãn söï ñeä quy baèng caùch laàn theo veát cuûa chöông trình vöøa roài. 

6.1.4.5. Phaân tích 

Hình 6.5 laø caây ñeä quy cho baøi toaùn Thaùp Haø Noäi vôùi 3 ñóa. 
Löu yù raèng chöông trình cuûa chuùng ta cho baøi toaùn Thaùp Haø Noäi khoâng chæ 

sinh ra moät lôøi giaûi ñaày ñuû cho baøi toaùn maø coøn sinh ra moät lôøi giaûi toát nhaát coù 
theå coù, vaø ñaây cuõng laø lôøi giaûi duy nhaát ñöôïc tìm thaáy tröø khi chuùng ta chaáp nhaän 
lôøi giaûi vôùi moät daõy daøi leâ theâ caùc böôùc dö thöøa vaø baát lôïi nhö sau: 

 
 Chuyeån ñóa 1 töø thaùp 1 sang thaùp 2. 
 Chuyeån ñóa 1 töø thaùp 2 sang thaùp 3. 
 Chuyeån ñóa 1 töø thaùp 3 sang thaùp 1. . . . 
 
Ñeå chöùng minh tính duy nhaát cuûa moät lôøi giaûi khoâng theå giaûn löôïc hôn ñöôïc 

nöõa, chuùng ta chuù yù raèng, taïi moãi böôùc, nhieäm vuï caàn laøm ñöôïc toång keát laïi laø caàn 
di chuyeån moät soá ñóa nhaát ñònh naøo ñoù töø moät thaùp naøy sang moät thaùp khaùc. 
Khoâng coù caùch naøo khaùc ngoaøi caùch laø tröôùc heát phaûi di chuyeån toaøn boä soá ñóa 
beân treân, tröø ñóa cuoái cuøng naèm döôùi, sau ñoù coù theå thöïc hieän moät soá böôùc dö 
thöøa naøo ñoù, tieáp theo laø di chuyeån chính ñóa cuoái cuøng, roài laïi coù theå thöïc 
hieän moät soá böôùc dö thöøa naøo ñoù, ñeå cuoái cuøng laø di chuyeån toaøn boä soá ñóa cuõ 
veà laïi treân ñóa döôùi cuøng naøy. Nhö vaäy, neáu loaïi ñi taát caû caùc vieäc laøm dö thöøa 
thì nhöõng vieäc coøn laïi chính laø coát loõi cuûa giaûi thuaät ñeä quy cuûa chuùng ta. 

 
Tieáp theo, chuùng ta seõ tính xem ñeä quy ñöôïc goïi lieân tieáp bao nhieâu laàn tröôùc 

khi coù söï quay veà. Laàn ñaàu ñeä quy coù count=64, moãi laàn ñeä quy count ñöôïc giaûm 
ñi 1. Vaäy neáu chuùng ta goïi ñeä quy vôùi count = 0, laàn ñeä quy naøy khoâng thöïc 
hieän gì, chuùng ta coù toång ñoä saâu cuûa ñeä quy laø 64. Ñieàu naøy coù nghóa raèng, neáu 
chuùng ta veõ caây ñeä quy cho chöông trình, thì caây seõ coù 64 möùc khoâng keå möùc cuûa 

 
Hình 6.5- Caây ñeä quy cho tröôøng hôïp 3 ñóa 
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caùc möùc laù. Ngoaïi tröø caùc nuùt laù, caùc nuùt khaùc ñeàu goïi ñeä quy hai laàn trong moãi 
nuùt, nhö vaäy toång soá nuùt taïi moãi möùc chính xaùc baèng hai laàn toång soá nuùt ôû möùc 
cao hôn. 
 

Töø caùch suy nghó treân veà caây ñeä quy (ngay caû khi caây quaù lôùn khoâng theå veõ 
ñöôïc), chuùng ta coù theå deã daøng tính ra soá laàn di chuyeån caàn laøm (moãi laàn di 
chuyeån moät ñóa) ñeå di chuyeån heát 64 ñóa theo yeâu caàu baøi toaùn. Moãi nuùt trong caây 
seõ in moät lôøi höôùng daãn töông öùng moät laàn chuyeån moät ñóa, tröø caùc nuùt laù. Toång 
soá nuùt goác vaø nuùt trung gian laø: 

 
1 +2 +4 +... +263 = 20 +21 +22 +... +263 =  264 -1. 
 

neân  soá laàn di chuyeån ñóa caàn thöïc hieän taát caû laø 264 –1. Chuùng ta coù theå öôùc 
chöøng con soá naøy lôùn nhö theá naøo baèng caùch so saùnh vôùi  
 
    103  = 1000 ≈ 1024 = 210, 

 
ta coù toång soá laàn di chuyeån ñóa baèng 264 =24 x 260 ≈24 x 1018 =1.6 x1019 
 
Moãi naêm coù khoaûng  3.2 x 107 giaây. Giaû söû moãi laàn di chuyeån moät ñóa ñöôïc thöïc 
hieän maát 1 giaây, thì toaøn boä coâng vieäc cuûa caùc linh muïc seõ phaûi thöïc hieän maát 5 
x 1011  naêm. Caùc nhaø thieân vaên hoïc öôùc ñoaùn tuoåi thoï cuûa vuõ truï seõ nhoû hôn 20 tæ 
naêm, nhö vaäy, theo truyeàn thuyeát cuûa baøi toaùn naøy thì theá giôùi coøn keùo daøi hôn caû 
vieäc tính toaùn ñoù ñeán 25 laàn! 
 

Khoâng coù moät maùy tính naøo coù theå chaïy ñöôïc chöông trình Thaùp Haø Noäi, do 
khoâng ñuû thôøi gian, nhöng roõ raøng khoâng phaûi laø do vaán ñeà khoâng gian. Khoâng 
gian ôû ñaây chæ ñoøi hoûi 64 laàn goïi ñeä quy.  

6.2. Caùc nguyeân taéc cuûa ñeä quy 

6.2.1. Thieát keá giaûi thuaät ñeä quy 

Ñeä quy laø moät coâng cuï cho pheùp ngöôøi laäp trình taäp trung vaøo böôùc chính yeáu 
cuûa giaûi thuaät maø khoâng phaûi lo laéng taïi thôøi ñieåm khôûi ñaàu veà caùch keát noái böôùc 
chính yeáu naøy vôùi caùc böôùc khaùc. Khi caàn giaûi quyeát moät vaán ñeà, böôùc tieáp caän 
ñaàu tieân neân laøm thöôøng laø xem xeùt moät vaøi ví duï ñôn giaûn, vaø chæ sau khi ñaõ 
hieåu ñöôïc chuùng moät caùch kyõ löôõng, chuùng ta môùi thöû coá gaéng xaây döïng moät 
phöông phaùp toång quaùt hôn. Moät vaøi ñieåm quan troïng trong vieäc thieát keá moät giaûi 
thuaät ñeä quy ñöôïc lieät keâ sau ñaây: 
 
Tìm böôùc chính yeáu. Haõy baét ñaàu baèng caâu hoûi “Baøi toaùn naøy coù theå ñöôïc chia 
nhoû nhö theá naøo?” hoaëc “Böôùc chính yeáu trong giai ñoaïn giöõa seõ ñöôïc thöïc hieän 
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nhö theá naøo?”. Neân ñaûm baûo raèng caâu traû lôøi cuûa baïn ñôn giaûn nhöng coù tính toång 
quaùt. Khoâng neân ñi töø ñieåm khôûi ñaàu hay ñieåm keát thuùc cuûa baøi toaùn lôùn, hoaëc sa 
vaøo quaù nhieàu tröôøng hôïp ñaëc bieät (do chuùng chæ phuø hôïp vôùi caùc baøi toaùn nhoû). 
Khi ñaõ coù ñöôïc moät böôùc nhoû vaø ñôn giaûn ñeå höôùng tôùi lôøi giaûi, haõy töï hoûi raèng 
nhöõng khuùc maéc coøn laïi cuûa baøi toaùn coù theå ñöôïc giaûi quyeát baèng caùch töông töï 
hay khoâng, ñeå söûa laïi phöông phaùp cuûa baïn cho toång quaùt hôn, neáu caàn thieát.  
Ngoaïi tröø nhöõng ñònh nghóa toaùn hoïc theå hieän söï ñeä quy quaù roõ raøng, moät ñieàu 
thuù vò maø chuùng ta seõ laàn löôït gaëp trong nhöõng chöông sau laø, khi nhöõng baøi toaùn 
caàn ñöôïc giaûi quyeát treân nhöõng caáu truùc döõ lieäu maø ñònh nghóa mang tính chaát ñeä 
quy nhö danh saùch, chuoãi kyù töï bieåu dieãu bieåu thöùc soá hoïc, caây, hay ñoà thò,… thì 
giaûi phaùp höôùng tôùi moät giaûi thuaät ñeä quy laø raát deã nhìn thaáy. 
 
Tìm ñieàu kieän döøng. Ñieàu kieän döøng chæ ra raèng baøi toaùn hoaëc moät phaàn naøo 
ñoù cuûa baøi toaùn ñaõ ñöôïc giaûi quyeát. Ñieàu kieän döøng thöôøng laø tröôøng hôïp nhoû, ñaëc 
bieät, coù theå ñöôïc giaûi quyeát moät caùch deã daøng khoâng caàn ñeä quy. 
 
Phaùc thaûo giaûi thuaät. Keát hôïp ñieàu kieän döøng vôùi böôùc chính yeáu cuûa baøi toaùn, 
söû duïng leänh if ñeå choïn löïa giöõa chuùng. Ñeán ñaây thì chuùng ta coù theå vieát haøm ñeä 
quy, trong ñoù moâ taû caùch maø böôùc chính yeáu ñöôïc tieán haønh cho ñeán khi gaëp ñöôïc 
ñieàu kieän döøng. Moãi laàn goïi ñeä quy hoaëc laø phaûi giaûi quyeát moät phaàn cuûa baøi toaùn 
khi gaëp moät trong caùc ñieàu kieän döøng, hoaëc laø phaûi giaûm kích thöôùc baøi toaùn 
höôùng daàn ñeán ñieàu kieän döøng. 
 
Kieåm tra söï keát thuùc. Keá tieáp, vaø cuõng laø ñieàu toái quan troïng, laø phaûi chaéc chaén 
vieäc goïi deä quy seõ khoâng bò laëp voâ taän. Baét ñaàu töø moät tröôøng hôïp chung, qua moät 
soá böôùc höõu haïn, chuùng ta caàn kieåm tra lieäu ñieàu kieän döøng coù khaû naêng xaûy ra ñeå 
quaù trình ñeä quy keát thuùc hay khoâng. Trong baát kyø moät giaûi thuaät naøo, khi moät 
laàn goïi haøm khoâng phaûi laøm gì, noù thöôøng quay veà moät caùch eâm thaám. Ñoái vôùi 
giaûi thuaät ñeä quy, ñieàu naøy raát thöôøng xaûy ra, do vieäc goïi haøm maø khoâng phaûi laøm 
gì  thöôøng laø moät ñieàu kieän döøng. Do ñoù, caàn löu yù raèng vieäc goïi haøm maø khoâng 
laøm gì thöôøng khoâng phaûi laø moät loãi trong tröôøng hôïp cuûa haøm ñeä quy. 
 
Kieåm tra laïi moïi tröôøng hôïp ñaëc bieät 
Cuoái cuøng chuùng ta cuõng caàn baûo ñaûm raèng giaûi thuaät cuûa chuùng ta luoân ñaùp öùng 
moïi tröôøng hôïp ñaëc bieät.  
 
Veõ caây ñeä quy. Coâng cuï chính ñeå phaân tích caùc giaûi thuaät ñeä quy laø caây ñeä quy. 
Nhö chuùng ta ñaõ thaáy trong baøi toaùn Thaùp Haø Noäi, chieàu cao cuûa caây ñeä quy lieân 
quan maät thieát ñeán toång dung löôïng boä nhôù maø chöông trình caàn ñeán, vaø kích 
thöôùc toång coäng cuûa caây phaûn aùnh soá laàn thöïc hieän böôùc chính yeáu vaø cuõng laø 
toång thôøi gian chaïy chöông trình. Thoâng thöôøng chuùng ta neân veõ caây ñeä quy cho 
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moät hoaëc hai tröôøng hôïp ñôn giaûn cuûa baøi toaùn cuûa chuùng ta vì noù seõ chæ daãn cho 
chuùng ta nhieàu ñieàu. 

6.2.2. Caùch thöïc hieän cuûa ñeä quy 

Caâu hoûi veà caùch hieän thöïc cuûa moät chöông trình ñeä quy trong maùy tính caàn 
ñöôïc taùch rôøi khoûi caâu hoûi veà söû duïng ñeä quy ñeå thieát keá giaûi thuaät.  
 
Trong giai ñoaïn thieát keá, chuùng ta neân söû duïng moïi phöông phaùp giaûi quyeát vaán 
ñeà maø chuùng toû ra thích hôïp vôùi baøi toaùn, ñeä quy laø moät trong caùc coâng cuï hieäu 
quaû vaø linh hoaït naøy. 
 
Trong giai ñoaïn hieän thöïc, chuùng ta caàn tìm xem phöông phaùp naøo trong soá caùc 
phöông phaùp seõ laø toát nhaát so vôùi töøng tình huoáng. 
 

Coù ít nhaát hai caùch ñeå hieän thöïc ñeä quy trong heä thoáng maùy tính.  Quan ñieåm 
chính cuûa chuùng ta khi xem xeùt hai caùch hieän thöïc khaùc nhau  döôùi ñaây laø, cho duø 
coù söï haïn cheá veà khoâng gian vaø thôøi gian, chuùng cuõng neân ñöôïc taùch rieâng ra khoûi 
quaù trình thieát keá giaûi thuaät. Caùc loaïi thieát bò tính toaùn khaùc nhau trong töông 
lai coù theå daãn ñeán nhöõng khaû naêng vaø nhöõng haïn cheá khaùc nhau. Chuùng ta seõ tìm 
hieåu hai caùch hieän thöïc ña xöû lyù vaø ñôn xöû lyù cuûa ñeä quy döôùi ñaây. 

6.2.2.1. Hieän thöïc ña xöû lyù: söï ñoàng thôøi 
Coù leõ raèng caùch suy nghó töï nhieân veà quaù trình hieän thöïc cuûa ñeä quy laø caùc 

haøm khoâng chieám nhöõng phaàn rieâng trong cuøng moät maùy tính, maø chuùng seõ ñöôïc 
thöïc hieän treân nhöõng maùy khaùc nhau. Baèng caùch naøy, khi moät haøm caàn goïi moät 
haøm khaùc, noù khôûi ñoäng chieác maùy töông öùng, vaø khi maùy naøy keát thuùc coâng vieäc, 
noù seõ traû veà chieác maùy ban ñaàu keát quaû tính ñöôïc ñeå chieác maùy ban ñaàu coù theå 
tieáp tuïc coâng vieäc. Neáu moät haøm goïi ñeä quy chính noù hai laàn, ñôn giaûn noù chæ caàn 
khôûi ñoäng hai chieác maùy khaùc ñeå thöïc hieän cuõng nhöõng doøng leänh y nhö nhöõng 
doøng leänh maø noù ñang thöïc hieän. Khi hai maùy naøy hoaøn taát coâng vieäc chuùng traû 
keát quaû veà cho maùy goïi chuùng. Neáu chuùng caàn goïi ñeä quy, dó nhieân chuùng cuõng 
khôûi ñoäng nhöõng chieác maùy khaùc nöõa. 

 
Thoâng thöôøng boä xöû lyù trung öông laø thaønh phaàn ñaét nhaát trong heä thoáng maùy 

tính, neân baát kyø moät yù nghó naøo veà moät heä thoáng coù nhieàu hôn moät boä xöû lyù cuõng 
caàn phaûi xem xeùt ñeán söï laõng phí. Nhöng raát coù theå trong töông lai chuùng ta seõ 
thaáy nhöõng heä thoáng maùy tính lôùn chöùa haøng traêm, neáu khoâng laø haøng ngaøn, caùc 
boä vi xöû lyù töông töï trong caùc thaønh phaàn cuûa noù. Khi ñoù thì vieäc thöïc hieän ñeä 
quy baèng nhieàu boä xöû lyù song song seõ trôû neân bình thöôøng. 

 
Vôùi ña xöû lyù, nhöõng ngöôøi laäp trình seõ khoâng coøn xem xeùt caùc giaûi thuaät chæ 

nhö moät chuoãi tuyeán tính caùc haønh ñoäng, thay vaøo ñoù, caàn phaûi nhaän ra moät soá 
phaàn cuûa giaûi thuaät coù theå thöïc hieän song song. Caùch xöû lyù naøy coøn ñöôïc goïi laø xöû 
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lyù ñoàng thôøi (concurrent). Vieäc nghieân cöùu veà xöû lyù ñoàng thôøi vaø caùc phöông phaùp 
keát noái giöõa chuùng hieän taïi laø moät ñeà taøi nghieân cöùu trong khoa hoïc maùy tính, 
moät ñieàu chaéc chaén laø noù seõ caûi tieán caùch maø caùc giaûi thuaät seõ ñöôïc moâ taû vaø hieän 
thöïc trong nhieàu naêm tôùi. 

6.2.2.2. Hieän thöïc ñôn xöû lyù: vaán ñeà vuøng nhôù  
Ñeå xem xeùt laøm caùch naøo maø ñeä quy coù theå ñöôïc thöïc hieän trong moät heä thoáng 

chæ coù moät boä xöû lyù, chuùng ta nhôù laïi cô caáu ngaên xeáp cuûa caùc laàn goïi haøm ñaõ ñöôïc 
giôùi thieäu ôû ñaàu chöông naøy. Moät haøm khi ñöôïc goïi caàn phaûi coù moät vuøng nhôù 
rieâng ñeå chöùa caùc bieán cuïc boä vaø caùc tham trò cuûa noù, keå caû caùc trò trong caùc 
thanh ghi vaø ñòa chæ quay veà khi noù chuaån bò goïi moät haøm khaùc. Sau khi haøm keát 
thuùc, noù seõ khoâng coøn caàn ñeán baát cöù thöù gì trong vuøng nhôù daønh rieâng cho noù 
nöõa. Thöïc söï laø khoâng coù söï khaùc nhau giöõa vieäc goïi moät haøm ñeä quy vaø 
vieäc goïi moät haøm khoâng ñeä quy. Khi moät haøm chöa keát thuùc, vuøng nhôù cuûa noù 
laø baát khaû xaâm phaïm. Moät laàn goïi haøm ñeä quy cuõng laø moät laàn goïi haøm rieâng 
bieät. Chuùng ta caàn chuù yù raèng hai laàn goïi ñeä quy laø hoaøn toaøn khaùc nhau, ñeå 
chuùng ta khoâng troän laãn vuøng nhôù cuûa chuùng khi chuùng chöa keát thuùc. 
Ñoái vôùi nhöõng haøm ñeä quy, nhöõng thoâng tin löu tröõ daønh cho laàn goïi ngoaøi caàn 
ñöôïc giöõ cho ñeán khi noù keát thuùc, nhö vaäy moät laàn goïi beân trong phaûi söû duïng 
moät vuøng khaùc laøm vuøng nhôù cuûa rieâng noù.  

 
Ñoái vôùi moät haøm khoâng ñeä quy, vuøng nhôù coù theå laø moät vuøng coá ñònh vaø ñöôïc 

daønh cho laâu daøi, do chuùng ta bieát raèng moät laàn goïi haøm seõ ñöôïc traû veà tröôùc khi 
haøm coù theå laïi ñöôïc goïi laàn nöõa, vaø sau khi laàn goïi tröôùc ñöôïc traû veà, caùc thoâng 
tin trong vuøng nhôù cuûa noù khoâng coøn caàn thieát nöõa.  Vuøng nhôù laâu daøi ñöôïc daønh 
saün cho caùc haøm khoâng ñeä quy coù theå gaây laõng phí raát lôùn, do nhöõng khi haøm 
khoâng ñöôïc yeâu caàu thöïc hieän, vuøng nhôù ñoù khoâng theå ñöôïc söû duïng vaøo muïc ñích 
khaùc. Ñoù cuõng laø caùch quaûn lyù vuøng nhôù daønh cho caùc haøm cuûa caùc phieân baûn cuõ 
cuûa caùc ngoân ngöõ nhö FORTRAN vaø COBOL, vaø chính ñieàu naøy cuõng laø lyù do maø caùc 
ngoân ngöõ naøy khoâng cho pheùp ñeä quy. 

6.2.2.3. Nhu caàu veà thôøi gian vaø khoâng gian cuûa moät quaù trình ñeä quy 
Chuùng ta haõy xem laïi caây bieåu dieãn caùc laàn goïi haøm: trong quaù trình duyeät 

caây, caùc nuùt ñöôïc theâm vaøo hay laáy ñi ñuùng theo kieåu cuûa ngaên xeáp. Quaù trình 
naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 6.1. 

Töø hình naøy, chuùng ta coù theå keát luaän ngay raèng toång dung löôïng vuøng nhôù 
caàn ñeå hieän thöïc ñeä quy tæ leä thuaän vôùi chieàu cao cuûa caây ñeä quy. Nhöõng ngöôøi laäp 
trình khoâng tìm hieåu kyõ veà ñeä quy thænh thoaûng vaãn nhaàm laãn raèng khoâng gian 
caàn phaûi coù lieân quan ñeán toång soá nuùt trong caây. Thôøi gian chaïy chöông trình lieân 
quan ñeán soá laàn goïi haøm, ñoù laø toång soá nuùt trong caây; nhöng dung löôïng vuøng nhôù 
taïi moät thôøi ñieåm chæ laø toång caùc vuøng nhôù daønh cho caùc nuùt naèm treân ñöôøng ñi 
töø nuùt töông öùng vôùi haøm ñang thöïc thi ngöôïc veà goác cuûa caây. Khoâng gian caàn 
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thieát ñöôïc phaûn aùnh bôûi chieàu cao cuûa caây. Moät caây ñeä quy coù nhieàu nuùt nhöng 
khoâng cao theå hieän moät quaù trình ñeä quy maø noù thöïc hieän ñöôïc raát nhieàu coâng 
vieäc treân moät vuøng nhôù khoâng lôùn. 
 

6.2.3. Ñeä quy ñuoâi  

Chuùng ta haõy xeùt ñeán tröôøng hôïp haønh ñoäng cuoái cuøng trong moät haøm laø vieäc 
goïi ñeä quy chính noù. Haõy xem xeùt ngaên xeáp daønh cho quaù trình ñeä quy, nhö chuùng 
ta thaáy, caùc thoâng tin caàn ñeå khoâi phuïc laïi traïng thaùi cho laàn ñeä quy ngoaøi seõ 
ñöôïc löu laïi ngay tröôùc khi laàn ñeä quy trong ñöôïc goïi. Tuy nhieân khi laàn ñeä quy 
trong thöïc hieän xong thì laàn ñeä quy ngoaøi cuõng khoâng coøn vieäc gì phaûi laøm nöõa, 
do vieäc goïi ñeä quy laø haønh ñoäng cuoái cuøng cuûa haøm neân ñaây cuõng laø luùc maø haøm 
ñeä quy ngoaøi keát thuùc. Vaø nhö vaäy vieäc löu laïi nhöõng thoâng tin duøng ñeå khoâi phuïc 
traïng thaùi cuõ cuûa laàn ñeä quy ngoaøi trôû neân hoaøn toaøn voâ ích. Moïi vieäc caàn laøm ôû 
ñaây chæ laø gaùn caùc trò caàn thieát cho caùc bieán vaø quay ngay trôû veà ñaàu haøm, caùc 
bieán ñöôïc gaùn  trò y nhö laø chính haøm ñeä quy beân trong nhaän ñöôïc qua danh saùch 
thoâng soá vaäy. Chuùng ta toång keát nguyeân taéc naøy nhö sau: 

 
Neáu doøng leänh seõ ñöôïc chaïy cuoái cuøng trong moät haøm laø goïi ñeä quy chính 

noù, thì vieäc goïi ñeä quy naøy coù theå ñöôïc loaïi boû baèng caùch gaùn laïi caùc thoâng soá goïi 
theo caùc giaù trò nhö laø ñeä quy vaãn ñöôïc goïi, vaø sau ñoù laäp laïi toaøn boä haøm. 

 

 
Hình 6.6 – Ñeä quy ñuoâi 
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Quaù trình thay ñoåi naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 6.6. Hình 6.6a theå hieän 
vuøng nhôù ñöôïc söû duïng bôûi chöông trình goïi M vaø moät soá baûn sao cuûa haøm ñeä quy 
P, moãi haøm moät vuøng nhôù rieâng. Caùc muõi teân xuoáng theå hieän söï goïi haøm. Moãi söï 
goïi töø P ñeán chính noù cuõng laø haønh ñoäng cuoái trong haøm, vieäc duy trì vuøng nhôù 
cho haøm trong khi chôø ñôïi söï traû veà töø haøm ñöôïc goïi laø khoâng caàn thieát. Caùch 
bieán ñoåi nhö treân seõ giaûm kích thöôùc vuøng nhôù ñaùng keå (hình 6.6b). Cuoái cuøng, 
hình 6.6c bieåu dieãn caùc laàn goïi haøm P nhö moät daïng laëp laïi trong cuøng moät möùc 
cuûa sô ñoà. 

 
Tröôøng hôïp ñaëc bieät chuùng ta vöøa neâu treân laø voâ cuøng quan troïng vì noù cuõng 

thöôøng xuyeân xaûy ra. Chuùng ta goïi ñoù laø tröôøng hôïp ñeä quy ñuoâi (tail recursion). 
Chuùng ta neân caån thaän raèng trong ñeä quy ñuoâi, vieäc goïi ñeä quy laø haønh ñoäng 
cuoái trong haøm, chöù khoâng phaûi laø doøng leänh cuoái ñöôïc vieát trong haøm. 
Trong chöông trình coù khi chuùng ta thaáy ñeä quy ñuoâi xuaát hieän trong leänh 
switch hoaëc  leänh if trong haøm maø sau ñoù coøn coù theå coù nhieàu doøng leänh khaùc 
nöõa. 

 
Ñoái vôùi phaàn lôùn caùc trình bieân dòch, chæ coù moät söï khaùc nhau nhoû giöõa thôøi 

gian chaïy trong hai tröôøng hôïp: tröôøng hôïp ñeä quy ñuoâi vaø tröôøng hôïp noù ñaõ ñöôïc 
thay theá baèng voøng leänh laëp. Tuy nhieân, neáu khoâng gian ñöôïc xem laø quan troïng, 
thì vieäc loaïi ñeä quy ñuoâi laø raát caàn thieát. Ñeä quy ñuoâi thöôøng ñöôïc thay bôûi voøng 
laëp while hoaëc do while. 

 
Trong giaûi thuaät chia ñeå trò cuûa baøi toaùn Thaùp Haø Noäi, laàn goïi ñeä quy treân 

khoâng phaûi laø ñeä quy ñuoâi, laàn goïi sau ñoù môùi laø ñeä quy ñuoâi. Haøm sau ñaây ñaõ 
ñöôïc loaïi ñeä quy ñuoâi: 

 
void move(int count, int start, int finish, int temp) 
/*    move: phieân baûn laëp. 
pre:  count laø soá ñóa caàn di chuyeån. 
post: count ñóa ñaõ ñöôïc chuyeån töø start sang finish duøng temp laøm nôi chöùa taïm. 
*/ 
{ 
   int swap;             
   while (count > 0) {  //  Thay leänh if trong ñeä quy baèng voøng laëp. 
      move(count - 1, start, temp, finish);// laàn goïi ñeä quy ñaàu khoâng phaûi 

// ñeä quy ñuoâi. 
      cout << "Move disk " << count << " from " << start 
           << " to " << finish << "." << endl; 
      count--; // Thay ñoåi caùc thoâng soá cho töông ñöông vôùi vieäc goïi ñeä quy ñuoâi. 
      swap = start; 
      start = temp; 
      temp = swap; 
   } 
} 
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Thaät ra chuùng ta coù theå nghó ngay ñeán phöông aùn naøy khi môùi baét ñaàu giaûi baøi 
toaùn. Nhöng chuùng ta ñaõ xem xeùt noù töø moät caùch nhìn khaùc, baây giôø chuùng ta seõ 
lyù giaûi laïi caùc doøng leänh treân moät caùch töï nhieân hôn. Chuùng ta seõ thaáy raèng hai 
thaùp start vaø temp khoâng coù gì khaùc nhau, do chuùng cuøng ñöôïc söû duïng ñeå laøm 
nôi chöùa taïm trong khi chuùng ta chuyeån daàn caùc ñóa veà thaùp finish.  
Ñeå chuyeån moät soá ñóa töø start veà finish, chuùng ta chuyeån taát caû ñóa trong soá 
ñoù, tröø caùi cuoái cuøng, sang thaùp coøn laïi laø temp. Sau ñoù chuyeån ñóa cuoái sang 
finish.  
 

Tieáp tuïc laëp laïi vieäc vöøa roài, chuùng ta laïi caàn chuyeån taát caû caùc ñóa töø temp, 
tröø caùi cuoái cuøng, sang thaùp coøn laïi laø start, ñeå coù theå chuyeån ñóa cuoái cuøng sang 
finish. Laàn thöïc hieän thöù hai naøy söû duïng laïi caùc doøng leänh trong chöông trình 
baèng caùch hoaùn ñoåi start vôùi temp. Cöù nhö theá, sau moãi laàn hoaùn ñoåi start vôùi 
temp, coâng vieäc ñöôïc laëp laïi y nhö nhau, keát quaû cuûa moãi laàn laëp laø chuùng ta coù 
ñöôïc theâm moät ñóa môùi treân finish. 

6.2.4. Phaân tích moät soá tröôøng hôïp neân vaø khoâng neân duøng ñeä quy 

6.2.4.1. Giai thöøa 
Chuùng ta haõy xem xeùt hai haøm tính giai thöøa sau ñaây. Ñaây laø haøm ñeä quy: 

 
int factorial(int n) 
/*    factorial: phieân baûn ñeä quy. 
pre:  n laø moät soá khoâng aâm. 
post: traû veà trò cuûa n giai thöøa. 
*/ 
{ 
   if (n == 0) return 1; 
   else        return n * factorial(n - 1); 
} 
 

Vaø ñaây laø haøm khoâng ñeä quy: 
int factorial(int n) 
/*    factorial: phieân baûn khoâng ñeä quy. 
pre:  n laø moät soá khoâng aâm. 
post: traû veà trò cuûa n giai thöøa. 
*/ 
{ 
   int count, product = 1; 
   for (count = 1; count <= n; count++) 
      product *= count; 
   return product; 
} 

 
Chöông trình naøo treân ñaây söû duïng ít vuøng nhôù hôn? Vôùi caùi nhìn ñaàu tieân, 

döôøng nhö chöông trình ñeä quy chieám ít vuøng nhôù hôn, do noù khoâng coù bieán cuïc 
boä, coøn chöông trình khoâng ñeä quy coù ñeán hai bieán cuïc boä. Tuy nhieân, chöông 
trình ñeä quy caàn moät ngaên xeáp ñeå chöùa n con soá 
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    n, n-1, n-2, ..., 2, 1 
 
laø nhöõng thoâng soá ñeå goïi ñeä quy (hình 6.7), vaø theo caùch ñeä quy cuûa mình, noù 
cuõng phaûi nhaân caùc soá laïi vôùi nhau theo moät thöù töï khoâng khaùc gì so vôùi chöông 
trình khoâng ñeä quy. Tieán trình thöïc hieän cuûa chöông trình ñeä quy cho n = 5 nhö 
sau: 

 
 

 
 
 

Nhö vaäy chöông trình ñeä quy chieám nhieàu vuøng nhôù hôn chöông trình khoâng ñeä 
quy, ñoàng thôøi noù cuõng chieám nhieàu thôøi gian hôn do chuùng vöøa phaûi caát vaø laáy 
caùc trò töø ngaên xeáp vöøa phaûi thöïc hieän vieäc tính toaùn. 

6.2.4.2. Caùc soá Fibonacci 
Moät ví duï coøn laõng phí hôn chöông trình tính giai thöøa laø vieäc tính caùc soá 

Fibonacci. Caùc soá naøy ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: 
 
 F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn-1 + Fn-2  neáu n ≥2. 
 
Chöông trình ñeä quy tính caùc soá Fibonacci raát gioáng vôùi ñònh nghóa: 
 

int fibonacci(int n) 
/*    fibonacci: phieân baûn ñeä quy. 
pre:  n laø moät soá khoâng aâm. 
post: traû veà soá Fibonacci thöù n. 
*/ 
{ 
   if (n <= 0)  return 0; 
   else if (n == 1)  return 1; 
   else              return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2); 
} 

 

 
Hình 6.7 –  
Caây ñeä quy tính giai thöøa 

factorial(5) =5*factorial(4) 
 =5*(4*factorial(3)) 
 =5*(4*(3*factorial(2)))
 =5*(4*(3*(2*factorial(1))))
 =5*(4*(3*(2*(1*factorial(0)))))
 =5*(4*(3*(2*(1*1)))) 
 =5*(4*(3*(2*1)))   
 =5*(4*(3*2)) 
 =5*(4*6) 
 =5*24 
 =120 
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Thöïc teá, chöông trình naøy troâng raát ñeïp maét, do noù coù daïng chia ñeå trò: keát 
quaû coù ñöôïc baèng caùch tính toaùn hai tröôøng hôïp nhoû hôn. Tuy nhieân, chuùng ta seõ 
thaáy raèng ñaây hoaøn toaøn khoâng phaûi laø tröôøng hôïp “chia ñeå trò”, maø laø “chia laøm 
cho phöùc taïp theâm”. 

 

 
Ñeå xem xeùt giaûi thuaät naøy, chuùng ta thöû tính F7, minh hoïa trong hình 6.8. 

Tröôùc heát haøm caàn tính F6 vaø F5. Ñeå coù F6, phaûi coù F5 vaø F4, vaø cöù nhö theá tieáp 
tuïc. Nhöng sau khi F5 ñöôïc tính ñeå coù ñöôïc F6, thì F5 seõ khoâng ñöôïc giöõ laïi. Nhö 
vaäy ñeå tính F7 sau ñoù, F5 laïi phaûi ñöôïc tính laïi. Caây ñeä quy ñaõ cho chuùng ta thaáy 
raát roõ raèng chöông trình ñeä quy phaûi laäp ñi laäp laïi nhieàu pheùp tính moät caùch 
khoâng caàn thieát.Toång thôøi gian ñeå haøm ñeä quy tính ñöôïc Fn laø moät haøm muõ cuûa n. 

 
Cuõng gioáng nhö vieäc tính giai thöøa, chuùng ta coù theå coù ñöôïc moät chöông trình 

ñôn giaûn baèng caùch giöõ laïi ba bieán, ñoù laø trò cuûa soá Fibonacci môùi  nhaát vaø hai soá 
Fibonacci keá tröôùc: 

 
int fibonacci(int n) 
/*    fibonacci: phieân baûn khoâng ñeä quy. 
pre:  n laø moät soá khoâng aâm. 
post: traû veà soá Fibonacci thöù n. 
*/ 
{ 

 
Hình 6.8- Caây ñeä quy tính F7.
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   int current;        //  soá Fibonacci hieän taïi Fi  
   int last_value;     //  Fi-1 
   int last_but_one;   //  Fi-2 
   if (n <= 0) return 0; 
   else if (n == 1) return 1; 
   else { 
      last_but_one = 0; 
      last_value = 1; 
      for (int i = 2; i <= n; i++) { 
         current = last_but_one + last_value; 
         last_but_one = last_value; 
         last_value = current; 
      } 
      return current; 
   } 
} 

Chöông trình khoâng ñeä quy naøy coù thôøi gian chaïy tæ leä vôùi n. 

6.2.4.3. So saùnh giöõa ñeä quy vaø khoâng ñeä quy 
Ñaâu laø ñieàu khaùc nhau cô baûn giöõa chöông trình vöøa roài vôùi chöông trình ñeä 

quy? Ñeå traû lôøi caâu hoûi naøy, chuùng ta haõy xem xeùt laïi caây ñeä quy. Vieäc phaân tích 
caây ñeä quy seõ ñem laïi nhieàu thoâng tin höõu ích giuùp chuùng ta bieát ñöôïc khi naøo thì 
neân söû duïng ñeä quy vaø khi naøo thì khoâng. 

 
Neáu moät haøm goïi ñeä quy chính noù chæ coù moät laàn thì caây ñeä quy seõ coù daïng raát 

ñôn giaûn: ñoù laø moät chuoãi caùc maéc xích, coù nghóa laø, moãi nuùt chæ coù duy nhaát moät 
con. Nuùt con naøy töông öùng vôùi moät laàn goïi ñeä quy. Ñoái vôùi haøm giai thöøa, ñoù chæ 
ñôn giaûn laø moät danh saùch caùc yeâu caàu vieäc tính toaøn caùc soá giai thöøa töø (n-1)! cho 
ñeán 1!. Baèng caùch ñoïc caây ñeä quy töø döôùi leân treân thay vì töø treân xuoáng döôùi, 
chuùng ta coù ngay chöông trình khoâng ñeä quy töø moät chöông trình ñeä quy. Khi moät 
caây suy giaûm thaønh moät danh saùch, vieäc chuyeån töø chöông trình ñeä quy thaønh 
chöông trình khoâng ñeä quy thöôøng deã daøng, vaø keát quaû coù ñöôïc thöôøng tieát kieäm 
caû khoâng gian laãn thôøi gian. 

 
Löu yù raèng moät haøm goïi ñeä quy chính baûn thaân noù coù theå coù nhieàu daïng khaùc 

nhau. Doøng goïi ñeä quy hoaëc laø chæ xuaát hieän moät laàn trong moät voøng laëp nhöng 
thöïc söï laïi ñöôïc goïi nhieàu laàn, hoaëc laø xuaát hieän hai laàn trong leänh reõ nhaùnh if, 
else nhöng thöïc söï chæ ñöôïc thöïc hieän coù moät laàn. 

 
Caây ñeä quy tính caùc soá Fibonacci khoâng phaûi laø moät chuoãi caùc maéc xích. Noù 

chöùa moät soá raát lôùn caùc nuùt bieåu dieãn nhöõng coâng vieäc ñöôïc laëp laïi. Khi chöông 
trình ñeä quy chaïy, noù taïo moät ngaên xeáp ñeå söû duïng trong khi duyeät qua caây. Tuy 
nhieân, caùc keát quaû löu vaøo ngaên xeáp khi laáy ra chæ ñöôïc söû duïng coù moät laàn vaø seõ 
bò maát ñi maø khoâng theå söû duïng laïi (vì ñænh ngaên xeáp sau khi ñöôïc truy xuaát caàn 
ñöôïc loaïi boû môùi coù theå truy xuaát tieáp nhöõng phaàn töû khaùc trong ngaên xeáp), vaø 
nhö vaäy moät coâng vieäc naøo ñoù coù theå phaûi ñöôïc thöïc hieän nhieàu laàn. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 6 – Ñeä quy 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät      110

Trong nhöõng tröôøng hôïp nhö vaäy, toát hôn heát laø thay ngaên xeáp baèng moät caáu 
truùc döõ lieäu khaùc, moät caáu truùc döõ lieäu maø cho pheùp truy nhaäp vaøo nhieàu vò trí 
khaùc nhau thay vì chæ ôû ñænh nhö ngaên xeáp. Trong ví duï ñôn giaûn veà caùc soá 
Fibonacci, chuùng ta chæ caàn theâm hai bieán taïm ñeå chöùa hai trò caàn cho vieäc tính 
soá môùi. 
 

Cuoái cuøng, khaùc vôùi vieäc moät chöông trình ñeä quy töï taïo cho mình moät ngaên 
xeáp rieâng,  baèng caùch taïo moät ngaên xeáp töôøng minh, chuùng ta luoân coù theå chuyeån 
moïi chöông trình ñeä quy thaønh chöông trình khoâng ñeä quy. Chöông trình khoâng 
ñeä quy thöôøng phöùc taïp vaø khoù hieåu hôn. Neáu moät chöông trình ñeä quy coù theå 
chaïy ñöôïc vôùi moät khoâng gian vaø thôøi gian cho pheùp, thì chuùng ta khoâng neân khöû 
ñeä quy tröø tröôøng hôïp ngoân ngöõ laäp trình maø chuùng ta söû duïng khoâng coù khaû 
naêng ñeä quy. 

6.2.4.4. So saùnh giöõa Fibonacci vaø Thaùp Haø Noäi: kích thöôùc cuûa lôøi giaûi 
Haøm ñeä quy tính caùc soá Fibonacci vaø haøm ñeä quy giaûi baøi toaùn Thaùp Haø Noäi 

ñeàu coù daïng chia ñeå trò raát gioáng nhau. Moãi haøm ñeàu goïi ñeä quy chính noù hai laàn 
cho caùc tröôøng hôïp nhoû hôn. Tuy nhieân, vì sao chöông trình Thaùp Haø Noäi laïi voâ 
cuøng hieäu quaû trong khi chöông trình tính caùc soá Fibonacci laïi hoaøn toaøn ngöôïc 
laïi? Caâu traû lôøi lieân quan ñeán kích thöôùc cuûa  lôøi giaûi. Ñeå tính moät soá Fibonacci, 
roõ raøng keát quaû maø chuùng ta caàn chæ coù moãi moät soá, vaø chuùng ta mong muoán vieäc 
tính toaùn seõ hoaøn taát qua moät soá ít caùc böôùc, nhö laø caùc doøng leänh trong chöông 
trình khoâng ñeä quy. Trong khi ñoù, chöông trình ñeä quy Fibonacci laïi thöïc hieän 
quaù nhieàu böôùc. Trong chöông trình Thaùp Haø Noäi, ngöôïc laïi, kích thöôùc cuûa lôøi 
giaûi laø soá caùc lôøi chæ daãn caàn in ra cho caùc linh muïc vaø laø moät haøm muõ cuûa toång soá 
ñóa.  

6.2.5. Caùc nhaän xeùt 

Ñeå ñi ñeán keát luaän veà giaûi phaùp löïa choïn cho moät chöông trình ñeä quy hay 
khoâng ñeä quy, ñieåm baét ñaàu toát nhaát cuõng laø xem xeùt caây ñeä quy. Neáu caây ñeä quy 
coù daïng ñôn giaûn, chöông trình khoâng ñeä quy seõ toát hôn. Neáu caây chöùa nhieàu coâng 
vieäc ñöôïc laëp laïi maø caùc caáu truùc döõ lieäu khaùc thích hôïp hôn laø ngaên xeáp, thì ñeä 
quy cuõng khoâng coøn caàn thieát nöõa. Neáu caây ñeä quy thöïc söï “raäm raïp”, maø trong ñoù 
soá coâng vieäc laëp laïi khoâng ñaùng keå, thì chöông trình ñeä quy laø giaûi phaùp toát nhaát. 

 
Ngaên xeáp ñöôïc söû duïng khi ñeä quy (do chöông trình ñeä quy töï taïo laáy) ñöôïc 

xem nhö  moät danh saùch chöùa caùc coâng vieäc caàn trì hoaõn cuûa chöông trình. Neáu 
danh saùch naøy coù theå ñöôïc taïo tröôùc, thì chuùng ta neân vieát chöông trình khoâng ñeä 
quy, ngöôïc laïi, chuùng ta seõ vieát chöông trình ñeä quy. Ñeä quy nhö moät caùch tieáp 
caän töø treân xuoáng khi caàn giaûi quyeát vaán ñeà, noù chia baøi toaùn thaønh nhöõng baøi 
toaùn nhoû hôn, hoaëc choïn ra böôùc chuû yeáu vaø trì hoaõn caùc böôùc coøn laïi. Chöông 
trình khoâng ñeä quy gaàn vôùi caùch tieáp caän töø döôùi leân, noù baét ñaàu töø nhöõng caùi ñaõ 
bieát vaø töøng böôùc xaây döïng neân lôøi giaûi. 
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Moät chöông trình ñeä quy luoân coù theå ñöôïc thay theá bôûi moät chöông trình 
khoâng ñeä quy coù söû duïng ngaên xeáp. Ñieàu ngöôïc laïi cuõng luoân ñuùng: moät chöông 
trình khoâng ñeä quy coù söû duïng ngaên xeáp coù theå ñöôïc thay bôûi chöông trình ñeä quy 
khoâng coù ngaên xeáp. Do ñoù, khoâng nhöõng ngöôøi laäp trình thöôøng phaûi töï hoûi coù 
neân khöû ñeä quy hay khoâng, maø ñoâi khi chính hoï laïi caàn ñaët caâu hoûi ngöôïc laïi, coù 
neân chuyeån thaønh ñeä quy moät chöông trình khoâng ñeä quy coù söû duïng ngaên xeáp 
hay khoâng. Ñieàu thöù hai naøy coù theå daãn ñeán moät chöông trình gaàn vôùi baûn chaát 
töï nhieân cuûa baøi toaùn hôn vaø do ñoù deã hieåu hôn. Ñoù cuõng laø moät caùch ñeå caûi tieán 
caùch tieáp caän baøi toaùn cuõng nhö  caùc keát quaû ñaït ñöôïc. 

 
Coù moät soá lôøi khuyeân trong vieäc söû duïng ñeä quy, ñoù laø chuùng ta khoâng neân 

duøng ñeä quy khi caâu traû lôøi cho baát kyø caâu hoûi naøo döôùi ñaây ñeàu laø khoâng: 
• Baûn thaân giaûi thuaät hoaëc caáu truùc döõ lieäu coù tính chaát ñeä quy moät caùch töï 

nhieân? 
• Lôøi giaûi ñeä quy ngaén goïn vaø deã hieåu hôn? 
• Lôøi giaûi ñeä quy ñoøi hoûi moät khoâng gian vaø thôøi gian chaáp nhaän ñöôïc? 

 
Caùc böôùc gôïi yù trong vieäc khöû ñeä quy ñuoâi 
 

1. Söû duïng moät bieán ñeå thay theá cho vieäc goïi ñeä quy trôû laïi. 
2. Söû duïng moät voøng laëp vôùi ñieàu kieän keát thuùc gioáng nhö ñieàu kieän döøng cuûa 

ñeä quy. 
3. Ñaët taát caû caùc leänh voán caàn thöïc hieän trong laàn goïi ñeä quy ñuoâi vaøo trong 

voøng laëp. 
4. Thay leänh goïi ñeä quy baèng moät pheùp gaùn. 
5. Duøng caùc leänh gaùn ñeå gaùn caùc trò nhö laø caùc thoâng soá maø haøm ñeä quy leõ ra 

nhaän ñöôïc. 
6. Traû veà trò cho bieán ñaõ ñònh nghóa ôû böôùc 1. 

 
Caùc böôùc gôïi yù trong vieäc khöû ñeä quy moät caùch toång quaùt 
 
Chuùng ta coù theå taïo moät ngaên xeáp ñeå chöùa caùc baûn ghi. Leänh goi ñeä quy vaø leänh 
traû veà töø haøm ñeä quy coù theå döôïc thay theá nhö sau. Moãi leänh goïi ñeä quy coù theå 
ñöôïc thay bôûi: 

1. Ñöa vaøo ngaên xeáp moät baûn ghi chöùa caùc bieán cuïc boä, caùc thoâng soá vaø vò trí 
doøng leänh ngay sau leänh goïi ñeä quy. 

2. Gaùn moïi thoâng soá veà caùc trò môùi thích hôïp. 
3. Trôû veà thöïc hieän doøng leänh ñaàu tieân trong giaûi thuaät ñeä quy. 
4. Moãi leänh traû veà cuûa haøm ñeä quy ñöôïc thay bôûi: 
5. Laáy töø ngaên xeáp ñeå khoâi phuïc moïi bieán cuïc boä vaø thoâng soá. 
6. Baét ñaàu thöïc hieän doøng leänh taïi vò trí maø tröôùc ñoù ñaõ ñöôïc caát trong ngaên 

xeáp. 
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6.3. Phöông phaùp quay lui (backtracking) 
Nhö moät öùng duïng khaù phöùc taïp veà ñeä quy, chuùng ta haõy xem xeùt moät caâu ñoá 

raát phoå bieán veà vieäc laøm caùch naøo ñeå ñaët taùm con haäu treân moät baøn côø coù taùm 
haøng vaø taùm coät sao cho chuùng khoâng theå nhìn thaáy nhau. Theo luaät cuûa baøn côø 
thì moät con haäu coù theå nhìn thaáy nhöõng con côø khaùc naèm treân haøng, hoaëc coät, 
hoaëc hai ñöôøng cheùo coù chöùa noù.  

 
Laøm caùch naøo ñeå giaûi caâu ñoá naøy, ñieàu naøy coøn khaù mô hoà. Ngay caû nhaø toaùn 

hoïc noåi tieáng Gauss C. F. vaãn chöa tìm ra ñöôïc moät lôøi giaûi ñaày ñuû khi oâng xem 
xeùt caâu ñoá naøy vaøo naêm 1850. Ñieàu thöôøng xaûy ra ñoái vôùi caùc caâu ñoá döôøng nhö  
laø khoâng coù moät caùch naøo coù theå ñöa ra caùc lôøi giaûi coù ñöôïc söï phaân tích ñaày ñuû, 
maø chæ coù nhöõng lôøi giaûi ñöôïc phaùt hieän moät caùch tình côø do söï may maén cuûa moät 
soá laàn aùp duïng phöông phaùp thöû sai, hoaëc sau khi ñaõ thöïc hieän moät soá löôïng 
khoång loà caùc pheùp tính. Hình 6.9 cho chuùng ta hai phöông aùn thoûa yeâu caàu caâu ñoá 
vaø cuõng cho chuùng ta tin raèng caâu ñoá coù lôøi giaûi. 
 

Trong phaàn naøy, chuùng ta seõ phaùt trieån hai chöông trình ñeå giaûi baøi toaùn taùm 
con haäu, ñoàng thôøi chuùng ta cuõng seõ thaáy ñöôïc raèng, vieäc löïa choïn caùc caáu truùc döõ 
lieäu coù theå aûnh höôûng leân moät chöông trình ñeä quy nhö theá naøo. 
 

6.3.1. Lôøi giaûi cho baøi toaùn taùm con haäu 

Baát kyø ai khi thöû tìm lôøi giaûi cho baøi toaùn taùm con haäu thöôøng ngay laäp töùc bò 
cuoán huùt vaøo vieäc tìm caùch ñaët nhöõng con haäu leân baøn côø, coù theå laø ngaãu nhieân, coù 
theå theo moät traät töï luaän lyù naøo ñoù, nhöng duø caùch naøo ñi nöõa thì ñieàu chaéc chaén 
xaûy ra laø con haäu ñöôïc ñaët sau seõ khoâng bao giôø ñöôïc nhìn thaáy caùc con haäu ñaõ 
ñöôïc ñaët tröôùc ñoù. Baèng caùch naøy, neáu may maén, moät ngöôøi coù theå ñaët ñöôïc caû 

 
 

Hình 6.9- Hai caáu hình thoûa ñieàu kieän cuûa baøi toaùn taùm con haäu. 
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taùm con haäu thoûa yeâu caàu baøi toaùn, vaø ñoù laø moät lôøi giaûi. Neáu khoâng may, moät 
hoaëc nhieàu con haäu seõ phaûi ñöôïc laáy ñi ñeå ñaët laïi vaøo nhöõng choã khaùc vaø vieäc tìm 
lôøi giaûi laïi ñöôïc tieáp tuïc.  

 
Chuùng ta seõ vieát moät haøm ñeä quy solve_from ñeå giaûi baøi toaùn naøy. Coâng vieäc 

caàn laøm taïi moät thôøi ñieåm (moät traïng thaùi naøo ñoù cuûa baøn côø maø soá haäu chöa ñuû) 
laø: 
• Ñaët theâm moät con haäu vaøo moät vò trí hôïp leä. 
• Goïi ñeä quy ñeå xöû lyù töông töï vôùi soá haäu caàn xöû lyù tieáp ñaõ giaûm 1. 

 
Lôùp Queens döôùi ñaây seõ coù moät soá phöông thöùc caàn thieát maø chuùng ta seõ baøn 

ñeán chi tieát sau. ÔÛ ñaây chuùng chæ caàn bieát raèng ñoái töôïng configuration cuûa noù 
seõ chöùa moät traïng thaùi cuûa baøn côø. Khi noù laøm thoâng soá cho laàn ñeä quy beân trong, 
noù ñaõ coù ñöôïc theâm moät con haäu hôïp leä. Trong laàn goïi solve_from ñaàu tieân töø 
chöông trình chính, soá haäu caàn giaûi quyeát laø 8 vaø baøn côø chöa coù haäu naøo. 

 
solve_from(Queens configuration) 
{ 
 1. if configuration Queens ñaõ coù taùm con haäu 
  1. print configuration 
 2. else 
  1. for moãi oâ cuûa baøn côø maø chöa bò nhìn thaáy bôûi con haäu naøo { 
   1. Ñaët moät con haäu leân oâ p cuûa configuration; 
   2. solve_from(configuration);       
   3. Laáy con haäu ra khoûi oâ p cuûa configuration; 
       } 
} 

 
Roõ raøng laø sau moãi böôùc ñeä quy, kích thöôùc baøi toaùn giaûm daàn. Chuùng ta coù 

ñieåm döøng cuûa ñeä quy laø khi caû 8 con haäu ñeàu ñaõ tìm ñöôïc vò trí thích hôïp (leänh 
reõ nhaùnh if), hoaëc khi khoâng coøn tìm ñöôïc vò trí naøo hôïp leä cho con haäu caàn ñaët 
tieáp nöõa (tröôøng hôïp voøng laëp for ñaõ queùt heát caùc vò trí hôïp leä coøn laïi).  

 
Vieäc ñaët moät con haäu ôû moät oâ p chæ laø moät böôùc thöû nghieäm, chuùng ta vaãn coøn 

chöa thay ñoåi vò trí cuûa noù trong khi maø chuùng ta coøn coù theå tieáp tuïc ñaët nhöõng 
con haäu khaùc cho ñeán khi ñaït ñöôïc caû 8 con. Vaø cuõng gioáng nhö khi ngöôøi ta laøm 
baèng tay, khi khoâng coøn vò trí naøo coù theå ñaët tieáp haäu, haøm solve_from cuõng 
phaûi laáy ñi nhöõng con haäu ñaõ ñaët (doøng leänh 2.1.3) ñeå tieáp tuïc thöû vôùi nhöõng vò 
trí hôïp leä khaùc (voøng laëp for seõ laàn löôït chuyeån sang caùc vò trí naøy). Roõ raøng laø 
neáu khoâng theå tieáp tuïc ñaët theâm moät con haäu naøo ñoù nöõa thì vieäc quay lui laø ñeå 
thay ñoåi laàn thöû nghieäm vöøa roài sang moät phöông aùn khaùc ñeå tieáp tuïc tìm lôøi giaûi. 
Tuy nhieân, giaûi thuaät quay lui cuûa chuùng ta coøn coù moät ñaëc ñieåm nöõa laø khi ñaõ ñaït 
ñöôïc lôøi giaûi cho caû 8 con haäu, thì chöông trình cuõng vaãn quay lui, vaø vieäc quay lui 
naøy laø ñeå tìm theâm nhieàu lôøi giaûi khaùc. Toùm laïi, khi moät laàn goïi ñeä quy beân trong 
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keát thuùc, chöông trình cuûa chuùng ta seõ luoân luøi moät böôùc ñeå khaûo saùt tieáp caùc khaû 
naêng khaùc coøn laïi, vaø giaûi thuaät seõ cho ñaùp aùn laø taát caû caùc lôøi giaûi cuûa baøi toaùn. 
 

6.3.2. Ví duï vôùi boán con Haäu 

Chuùng ta seõ xeùt xem giaûi thuaät treân ñöôïc thöïc hieän nhö theá naøo cho moät 
tröôøng hôïp ñôn giaûn, ñoù laø baøi toaùn ñaët boán con haäu leân baøn côø 4x4, hình 6.10. 

 

Chuùng ta caàn phaûi ñaët moãi con haäu leân moät haøng cuûa baøn côø. Chuùng ta luoân 
baét ñaàu thöû töø oâ cöïc traùi coøn hôïp leä cuûa haøng. ÔÛ haøng treân cuøng chuùng ta choïn oâ ôû 
goùc traùi (hình 6.10a). Caùc daáu hoûi ñaùnh daáu nhöõng löïa choïn hôïp leä khaùc maø chuùng 
ta chöa thöû ñeán. Tröôùc khi thöû caùc oâ naøy, chuùng ta chuyeån sang haøng thöù hai. Hai 
oâ ñaàu tieân ñaõ bò nhìn thaáy bôûi con haäu ôû haøng 1, chuùng ta ñaùnh daáu baèng daáu 
cheùo. OÂ thöù 3 vaø thöù 4 coøn töï do, chuøng ta tieáp tuïc thöû vôùi oâ thöù 3 vaø ñaùng daáu 
hoûi cho oâ thöù 4. Tieáp theo chuùng ta chuyeån xuoáng haøng thöù 3, nhöng caû boán oâ ôû 
haøng naøy ñeàu ñaõ bò nhìn thaáy bôûi moät trong hai con haäu ôû hai haøng treân. Xem 
nhö chuùng ta ñaõ gaëp ñieåm cheát.  

 
Khi gaëp moät ñieåm cheát, chuùng ta caàn phaûi quay ngöôïc laïi vaø boû ñi söï löïa choïn 

môùi nhaát ñeå thöû moät khaû naêng khaùc. Tröôøng hôïp naøy theå hieän trong hình 6.10b), 
con haäu ôû haøng thöù nhaát khoâng ñoåi nhöng con haäu ôû haøng thöù hai ñaõ ñöôïc thöû vôùi 
vò trí coøn laïi laø oâ thöù 4 (oâ thöù 3 vöøa thöû thaát baïi ñöôïc ñaùnh daáu cheùo). Sau ñoù 
chuùng ta thaáy ôû haøng thöù ba chæ coù oâ thöù 2 laø töï do, nhöng khi tieáp tuïc sang haøng 
thöù 4 thì cuõng khoâng coøn oâ naøo töï do. Luùc naøy chuùng ta laïi gaëp moät ñieåm cheát 
môùi, chuùng ta laïi caàn phaûi quay ngöôïc laïi. 

 
Taïi ñieåm naøy,  quay ngöôïc leân haøng treân, chuùng ta thaáy haøng thöù ba khoâng 

coøn khaû naêng löïa choïn naøo, ngöôïc leân haøng thöù hai cuõng vaäy. Do ñoù chuùng ta 
phaûi quay ngöôïc leân ñeán haøng thöù nhaát, oâ thöû môùi trong haøng naøy laø oâ thöù 2 
(hình 6.10c). Khi ñi xuoáng, chuùng ta thaáy haøng thöù hai chæ coù moät khaû naêng löïa 
choïn, ñoù laø oâ thöù 4. Xuoáng haøng thöù ba chæ coù oâ thöù 1 laø töï do. Cuoái cuøng, ôû haøng 
thöù tö coù moät oâ töï do laø oâ 3. Tuy nhieân ñaây chæ laø moät tröôøng hôïp thoûa yeâu caàu 

 
Hình 6.10 – Lôøi giaûi cho baøi toaùn boán con haäu 
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baøi toaùn, maø chöa phaûi laø moät lôøi giaûi troïn veïn cho baøi toaùn ñaët boán con haäu leân 
baøn côø 4x4. 

 
Neáu  muoán tìm moïi lôøi giaûi, chuùng ta coù theå tieáp tuïc baèng caùch töông töï: quay 

ngöôïc laïi laàn löïa choïn môùi nhaát ñeå thöû vôùi khaû naêng tieáp theo. Trong hình 6.10c 
khoâng coøn löïa choïn naøo khaùc ôû haøng thöù tö, haøng thöù ba vaø haøng thöù hai. Do ñoù 
chuùng ta ngöôïc leân ñeán haøng thöù nhaát, thöû oâ thöù 3. Löïa choïn naøy daãn ñeán moät lôøi 
giaûi duy nhaát ôû hình 6.10d.  

 
Cuoái cuøng, khi thöû vôùi oâ 4 ôû haøng thöù nhaát, chuùng ta cuõng khoâng thu theâm 

moät keát quaû naøo. Thöïc ra, caáu hình vôùi con haäu ôû oâ 3 vaø con haäu ôû oâ 4 cuûa haøng 
thöù nhaát chính laø hai hình aûnh ngöôïc cuûa oâ 2 vaø oâ 1 töông öùng. Neáu chuùng ta ñi 
töø traùi sang phaûi treân  hình 6.10c, chuùng ta coù ñöôïc caáu hình ôû hình 6.10d. 

 

6.3.3. Phöông phaùp quay lui (Backtracking) 

Phöông phaùp treân ñöôïc goïi laø giaûi thuaät quay lui. Trong ñoù, vieäc tìm moät lôøi 
giaûi ñaày ñuû ñöôïc thöïc hieän baèng caùch xaây döïng caùc  lôøi giaûi rieâng phaàn sao cho 
chuùng luoân thoûa nhöõng ñieàu kieän cuûa baøi toaùn. Giaûi thuaät ñöôïc aùp duïng ñeå keùo daøi 
moät lôøi giaûi rieâng phaàn cho thaønh moät lôøi giaûi troïn veïn. Tuy nhieân, taïi moät böôùc 
naøo ñoù, neáu coù söï vi phaïm ñieàu kieän cuûa baøi toaùn, giaûi thuaät seõ quay ngöôïc trôû laïi, 
boû ñi söï löïa choïn môùi nhaát ñeå thöû vôùi moät khaû naêng cho pheùp khaùc. 

 
Giaûi thuaät quay lui toû ra hieäu quaû trong nhöõng tröôøng hôïp maø ban ñaàu töôûng 

nhö coù raát nhieàu khaû naêng löïa choïn, nhöng sau ñoù chæ moät soá ít khaû naêng laø coøn 
soùt laïi sau tieán trình kieåm tra xa hôn. Trong caùc baøi toaùn xeáp thôøi khoùa bieåu, 
chaúng haïn trong  vieäc toå chöùc caùc voøng ñaáu theå thao, söï löïa choïn thôøi gian cho 
moät soá traän ñaáu ban ñaàu thöôøng laø raát deã, nhöng caøng veà sau, caùc raøng buoäc seõ 
laøm giaûm ñaùng keå caùc khaû naêng coù theå.  

 
Phaàn tieáp theo ñaây chuùng ta seõ tìm hieåu caùch hieän thöïc cuï theå cho baøi toaùn 

con haäu cuõng nhö moät soá chöông trình lieân quan ñeán caùc troø chôi, ñeå thaáy ñöôïc yù 
töôûng ñeä quy vaø giaûi thuaät quay lui laø coát loõi cuûa nhöõng baøi toaùn ôû daïng naøy.” 

 

6.3.4. Phaùc thaûo chung cho chöông trình ñaët caùc con haäu leân baøn côø 

6.3.4.1. Chöông trình chính 
Maëc duø chuùng ta coøn phaûi xaùc ñònh raát nhieàu chi tieát veà caáu truùc döõ lieäu ñeå 

chöùa caùc vò trí cuûa caùc con haäu treân baøn côø, nhöng ôû ñaây chuùng ta vaãn coù theå vieát 
tröôùc chöông trình chính ñeå goïi haøm ñeä quy maø chuùng ta ñaõ phaùc thaûo. 
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Ñaàu tieân caùc thoâng tin veà chöông trình seõ ñöôïc in ra. Do vieäc kieåm tra chöông 
trình vôùi nhöõng baøi toaùn nhoû hôn laø coù ích, chaúng haïn vôùi baøi toaùn chæ coù boán con 
haäu, chuùng ta seõ cho pheùp ngöôøi söû duïng nhaäp vaøo soá con haäu theo yù muoán. Ñaây 
cuõng laø kích thöôùc cuûa baøn côø (board-size). Haèng soá max_board seõ ñöôïc khai 
baùo trong file queens.h.  

 
int main() 
/* 
pre:  Ngöôøi söû duïng caàn cho bieát kích thöôùc cuûa baøn côø. 
post: Moïi lôøi giaûi cho baøi toaùn caùc con haäu ñuôïc in ra. 
uses: lôùp Queens vaø haøm ñeä quy solve_from. 
*/ 
{ 
   int board_size; 
   print_information(); 
   cout << "What is the size of the board? " << flush; 
   cin  >> board_size; 
   if (board_size < 0 || board_size > max_board) 
      cout << "The number must be between 0 and " << max_board << endl; 
 
 
   else { 
      Queens configuration(board_size);  // Baøn côø chöa coù haäu naøo. 
      solve_from(configuration);    
   } 
} 

6.3.4.2. Lôùp Queens 
Ñònh nghóa bieán  Queens configuration(board_size) duøng moät 

constructor coù thoâng soá cuûa lôùp Queens ñeå taïo moät baøn côø coù kích thöôùc theo söï 
löïa choïn cuûa ngöôøi söû duïng vaø khôûi taïo moät ñoái töôïng Queens roãng coù teân laø 
configuration. Ñoái töôïng Queens roãng naøy ñöôïc gôûi cho haøm ñeä quy cuûa chuùng 
ta, trong ñoù caùc con haäu seõ ñöôïc ñaët laàn löôït leân baøn côø. 
 

Phaùc thaûo trong phaàn 6.3.1 cho thaáy lôùp Queens caàn caùc phöông thöùc nhö in 
moät traïng thaùi, theâm moät con haäu vaøo moät oâ treân baøn côø, laáy con haäu naøy ñi, 
kieåm tra xem moät oâ naøo ñoù coù töï do hay khoâng. Ngoaøi ra, ñeå hieän thöïc haøm 
solve_from, lôùp Queens cuõng caàn chöùa döõ lieäu laø board_size ñeå chöùa kích 
thöôùc baøn côø cuõng nhö thuoäc tính count ñeå ñeám soá con haäu ñaõ ñöôïc ñaët leân baøn 
côø. 

 
Sau khi baét ñaàu xaây döïng moät caáu hình, chuùng ta seõ tìm oâ keá tieáp baèng caùch 

naøo? Ngay khi moät con haäu vöøa ñöôïc ñaët trong moät haøng naøo ñoù, khoâng ai laïi ñi 
maát thì giôø vaøo vieäc tìm moät vò trí khaùc cho con haäu môùi cuõng treân cuøng haøng ñoù, 
do noù chaéc chaén seõ bò nhìn thaáy bôûi con haäu vöøa ñaët xong. Khoâng theå coù nhieàu 
hôn moät con haäu trong cuøng moät haøng. Muïc ñích cuûa chuùng ta laø ñaët cho ñöôïc soá 
con haäu ñöôïc yeâu caàu leân baøn côø (board_size), vaø ôû ñaây cuõng chæ coù board_size 
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haøng. Do ñoù moãi haøng phaûi coù chính xaùc chæ moät con haäu. Ñaây laø nguyeân taéc toå 
chim caâu (pigeonhole principle): neáu chuùng ta coù n chuù chim vaø n caùi toå vaø khoâng 
cho pheùp nhieàu hôn moät con trong moät toå thì chuùng ta chæ coù theå ñaët moãi con vaøo 
moät toå vaø phaûi duøng heát caùc toå. Chuùng ta coù theå tieán haønh baèng caùch ñaët caùc con 
haäu vaøo baøn côø, moãi laàn cho moät haøng, baét ñaàu töø haøng soá 0, nhö vaäy count 
khoâng chæ laø ñeå ñeám soá haäu ñaõ ñöôïc ñaët maø coøn laø chæ soá cuûa haøng seõ ñöôïc ñaët 
haäu keá tieáp. 

 
Caùc ñaëc taû cho caùc phöông thöùc cuûa lôùp Queens nhö sau: 
 

bool unguarded(int col) const; 
post: traû veà true neáu oâ thuoäc haøng count (haøng ñang ñöôïc xöû lyù keá tieáp) vaø coät col khoâng bò 

nhìn thaáy bôûi moät con haäu naøo khaùc; ngöôïc laïi traû veà false. 
 
void insert(int col); 
pre: OÂ taïi haøng count vaø coät col khoâng bò nhìn thaáy bôûi baát kyø con haäu naøo. 
post: Moät con haäu vöøa ñöôïc ñaët vaøo oâ taïi haøng count vaø coät col, count  taêng theâm 1. 
 
void remove(int col); 
pre: OÂ taïi haøng count-1 vaø coät col ñang coù moät con haäu. 
post: Con haäu treân ñöôïc laáy ñi, count giaûm ñi 1. 
 
bool is_solved() const; 
post: traû veà true neáu soá haäu ñaõ ñaët vaøo baøn côø baèng vôùi kích thöôùc baøn côø board_size; ngöôïc 

laïi, traû veà false. 

6.3.4.3. Haøm ñeä quy solve_from 
Vôùi caùc ñaëc taû treân haøm solve_from ñaõ phaùc thaûo trong phaàn tröôùc ñaõ ñöôïc 

cuï theå hoùa nhö sau. Tham soá configuration ñöôïc gôûi tham chieáu do beân trong haøm coù thay 
ñoåi noù. 

 
void solve_from(Queens &configuration) 
/* 
pre:  Baøn côø ñaõ chöùa ñöôïc count haäu hôïp leä taïi haøng 0 ñeán haøng count -1. 
post: n con haäu ñaõ ñöôïc ñaët hôïp leä leân baøn côø. 
uses: lôùp Queens vaø caùc haøm solve_from, recursively. 
*/ 
 
 
{ 
   if (configuration.is_solved()) configuration.print(); 
   else 
      for (int col = 0; col < configuration.board_size; col++) 
         if (configuration.unguarded(col)) { 
            configuration.insert(col); 
            solve_from(configuration);// Goïi ñeä quy tieáp ñeå theâm caùc con haäu coøn laïi. 
            configuration.remove(col); 
         } 
} 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 6 – Ñeä quy 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät      118

6.3.5. Tinh cheá: Caáu truùc döõ lieäu ñaàu tieân vaø caùc phöông thöùc 

Moät caùch hieån nhieân ñeå hieän thöïc caáu hình Queens laø löu baøn côø nhö moät 
maûng hai chieàu, moãi phaàn töû bieåu dieãn vieäc coù hay khoâng moät con haäu. Vaäy maûng 
hai chieàu laø löïa choïn ñaàu tieân cuûa chuùng ta cho caáu truùc döõ lieäu. Taäp tin 
queens.h chöùa ñònh nghóa sau: 

 
 

const int max_board = 30; 
 
class Queens { 
public: 
   Queens(int size); 
   bool is_solved() const; 
   void print() const; 
   bool unguarded(int col) const; 
   void insert(int col); 
   void remove(int col); 
   int  board_size; // Kích thöôùc cuûa baøn côø baèng soá haäu caàn ñaët. 
private: 
   int  count;//Chöùa soá haäu ñaõ ñaët ñöôïc vaø cuõng laø chæ soá cuûa haøng seõ ñöôïc ñaët tieáp haäu. 
   bool queen_square[max_board][max_board]; 
}; 

 
Vôùi caáu truùc döõ lieäu naøy, phöông thöùc theâm moät con haäu deã daøng nhö sau: 
 
void Queens::insert(int col) 
/* 

pre: OÂ taïi haøng count vaø coät col khoâng bò nhìn thaáy bôûi baát kyø con haäu naøo. 
post: Moät con haäu vöøa ñöôïc ñaët vaøo oâ taïi haøng count vaø coät col, count  taêng theâm 1. 
*/ 
{ 
   queen_square[count++][col] = true; 
} 

 
Caùc phöông thöùc is_solved, remove, print cuõng raát deã vaø chuùng ta xem 

nhö baøi taäp. 
 

Ñeå khôûi taïo caáu hình Queens, chuùng ta caàn constructor coù thoâng soá ñeå ñaët 
kích thöôùc cho baøn côø: 
 
Queens::Queens(int size) 
/* 
post: Baøn côø ñöôïc khôûi taïo chöa coù haäu naøo. 
*/ 
{ 
   board_size = size; 
   count = 0; 
   for (int row = 0; row < board_size; row++) 
      for (int col = 0; col < board_size; col++) 
         queen_square[row][col] = false; 
} 
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Thuoäc tính count khôûi gaùn laø 0 vì chöa coù con haäu naøo ñöôïc ñaët leân baøn côø. 
Constructor naøy ñöôïc thöïc hieän khi chuùng ta vöøa khai baùo moät ñoái töôïng Queens 
trong chöông trình chính. 
 

Cuoái cuøng, chuùng ta caàn vieát phöông thöùc kieåm tra moät oâ taïi moät coät naøo ñoù 
treân haøng ñaàu tieân chöa coù haäu (xeùt töø treân xuoáng) coù bò  nhìn thaáy bôûi caùc con 
haäu ñaõ coù treân baøn côø hay khoâng. Chuùng ta caàn xeùt coät hieän taïi vaø hai ñöôøng cheùo 
ñi qua oâ naøy. Vieäc xeùt coät thaät deã daøng, coøn vieäc xeùt ñöôøng cheùo caàn moät soá tính 
toaùn veà chæ soá. Chuùng ta haõy xem hình 6.11 cho tröôøng hôïp baøn côø 4x4. 

 
Chuùng ta coù theå goïi teân cho boán höôùng cuûa hai ñöôøng cheùo nhö sau: ñöôøng 

cheùo traùi-döôùi (lower-left) höôùng xuoáng döôùi veà beân traùi, ñöôøng cheùo phaûi-döôùi 
(lower-right), ñöôøng cheùo traùi-treân (upper-left), vaø ñöôøng cheùo phaûi treân (upper-
right). 

 
Tröôùc tieân, chuùng ta haõy xem xeùt ñöôøng cheùo traùi-treân ôû hình 6.11c. Neáu 

chuùng ta baét ñaàu töø oâ [row][col], caùc oâ thuoäc ñöôøng cheùo traùi-treân coù toaï ñoä 
[row-i][col-i] vôùi i laø soá nguyeân döông. Ñöôøng cheùo traùi-treân naøy phaûi keát 
thuùc khi gaëp caïnh treân cuûa baøn côø (row-i==0) hoaëc caïnh traùi cuûa baøn côø (col-
i==0). Chuùng ta coù theå duøng voøng laëp taêng i töø 1 cho ñeán khi row-i<0 hoaëc 
col-i<0. 

 
Chuùng ta coù theå laøm töông töï cho ba ñöôøng cheùo coøn laïi. Tuy nhieân, khi kieåm 

tra moät oâ coù bò nhìn thaáy bôûi caùc con haäu hay khoâng thì chuùng ta khoâng caàn kieåm 
tra hai ñöôøng cheùo döôùi cuûa oâ naøy vì theo giaûi thuaät caùc haøng döôùi vaãn chöa coù 
haäu. 
bool Queens::unguarded(int col) const 
/* 
post: traû veà true neáu oâ thuoäc haøng count (haøng ñang ñöôïc xöû lyù keá tieáp) vaø coät col khoâng bò 

nhìn thaáy bôûi moät con haäu naøo khaùc; ngöôïc laïi traû veà false. 
*/ 
 
 
{ 
   int i; 
   bool ok = true; // seõ ñöôïc gaùn laïi false neáu chuùng ta tìm thaáy haäu treân cuøng coät hoaëc 

ñöôøng cheùo. 
   for (i = 0; ok && i < count; i++) 
      ok = !queen_square[i][col];              // kieåm tra phaàn treân cuûa coät. 
   for (i = 1; ok && count - i >= 0 && col - i >= 0; i++) 
      ok = !queen_square[count - i][col - i];  // kieåm tra phaàn treân beân traùi cuûa 

ñöôøng cheùo. 
   for (i = 1; ok && count - i >= 0 && col + i < board_size; i++) 
      ok = !queen_square[count - i][col + i];  // kieåm tra phaàn treân beân phaûi cuûa 

ñöôøng cheùo. 
   return ok; 
} 
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6.3.6. Xem xeùt laïi vaø tinh cheá 

Chöông trình maø chuùng ta vöøa hoaøn taát ñaùp öùng hoaøn toaøn cho baøi toaùn taùm 
con haäu. Keát quaû chaïy chöông trình cho chuùng ta 92 lôøi giaûi khaùc nhau. Tuy 
nhieân, vôùi  baøn côø coù kích thöôùc lôùn hôn, thôøi gian caàn ñeå chaïy chöông trình raát 
lôùn. Baûng sau ñaây cho chuùng ta moät vaøi ví duï: 

 
Kích thöôùc 8 9 10 11 12 13 
Soá lôøi giaûi 92 352 724 2680 14200 73712 
Thôøi gian (second) 0.05 0.21 1.17 6.62 39.11 243.05 
Thôøi gian cho moät lôøi giaûi 
(ms.) 

0.54 0.6 1.62 2.47 2.75 3.30 

 
Nhö chuùng ta thaáy, soá löôïng lôøi giaûi taêng raát nhanh theo kích thöôùc cuûa baøn 

côø, vaø thôøi gian taêng coøn nhanh hôn raát nhieàu, do thôøi gian cho moät lôøi giaûi cuõng 
taêng theo kích thöôùc baøn côø. Neáu muoán giaûi cho caùc baøn côø kích thöôùc lôùn, chuùng 
ta caàn tìm moät chöông trình hieäu quaû hôn. 

 
Chuùng ta haõy tìm xem vì sao chöông trình cuûa chuùng ta chaïy quaù laâu nhö vaäy. 

Vieäc goïi ñeä quy vaø quay lui roõ raøng laø chieám nhieàu thôøi gian, nhöng thôøi 
gian naøy laïi phaûn aùnh ñuùng phöông phaùp cô baûn maø chuùng ta duøng ñeå 
giaûi baøi toaùn. Ñoù chính laø baûn chaát cuûa giaûi thuaät vaø noù ñöôïc lyù giaûi bôûi moät soá 
löôïng lôùn lôøi giaûi. Moät soá voøng laëp trong phöông thöùc unguarded cuõng ñoøi hoûi 
moät löôïng thôøi gian ñaùng keå. Chuùng ta haõy thöû xeùt xem coù theå boû bôùt moät vaøi 
voøng laëp ñöôïc chaêng. Coù caùch naøo ñeå xeùt moät oâ coù bò nhìn thaáy bôûi caùc con haäu 
hay khoâng maø khoâng phaûi xeùt heát caùc oâ treân cuøng coät vaø hai ñöôøng cheùo baéc 
ngang? 

 
Coù moät caùch ñeå thöïc hieän ñieàu naøy, ñoù laø caùch thay ñoåi döõ lieäu maø chuùng ta löu 

giöõ trong maûng. Thay vì löu thoâng tin caùc oâ naøo ñaõ coù caùc con haäu, chuùng ta coù 
theå duøng maûng ñeå naém giöõ taát caû caùc oâ ñaõ bò caùc con haäu nhìn thaáy. Töø ñoù, 
chuùng ta seõ deã daøng hôn trong vieäc kieåm tra xem moät oâ coù bò caùc con haäu nhìn 
thaáy hay khoâng. Moät söï thay ñoåi nhoû coù theå giuùp ích cho vieäc quay lui, bôûi vì moät 
oâ coù theå coù nhieàu hôn moät con haäu nhìn thaáy. Vôùi moãi oâ, chuùng ta coù theå löu moät 
soá ñeå ñeám soá con haäu nhìn thaáy noù. Khi moät con haäu ñöôïc theâm vaøo, chuùng 
ta taêng bieán ñeám naøy theâm 1 cho taát caû caùc oâ cuøng haøng, cuøng coät vaø treân hai 
ñöôøng cheùo cuûa noù. Ngöôïc laïi, khi laáy ñi moät con haäu, caùc bieán ñeám töông öùng naøy 
cuõng caàn giaûm bôùt 1. 

 
Vieäc laäp trình theo phöông aùn naøy ñöôïc daønh laïi nhö baøi taäp. Chuùng ta nhaän 

xeùt theâm raèng, tuy phöông aùn môùi naøy coù chaïy nhanh hôn chöông trình ñaàu tieân 
nhöng vaãn coøn moät soá voøng laëp ñeå caäp nhaät laïi caùc bieán ñeám vöøa neâu. Suy nghó 
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theâm moät chuùt nöõa, chuùng ta seõ thaáy raèng chuùng ta coù theå loaïi boû hoaøn toaøn caùc 
voøng laëp naøy. 

 
YÙ töôûng chính ôû ñaây laø vieäc nhaän ra raèng moãi haøng, moãi coät, moãi ñöôøng cheùo 

treân baøn côø ñeàu chæ coù theå chöùa nhieàu nhaát laø moät con haäu. (Nguyeân taéc toå chim 
caâu cho thaáy raèng, trong moät lôøi giaûi, moïi haøng vaø moïi coät ñeàu coù con haäu, nhöng 
khoâng phaûi moïi ñöôøng cheùo ñeàu coù con haäu, do soá ñöôøng cheùo nhieàu hôn soá haøng 
vaø soá coät.) 

 
Töø ñoù, chuùng ta coù theå naém giöõ caùc oâ chöa bò caùc con haäu nhìn thaáy baèng 

caùch söû duïng 3 maûng coù caùc phaàn töû kieåu bool: col_free, upward_free, vaø 
downward_free, trong ñoù caùc ñöôøng cheùo töø döôùi leân vaø traùi sang phaûi ñöôïc goïi 
laø upward, caùc ñöôøng cheùo töø treân xuoáng vaø traùi sang phaûi ñöôïc goïi laø downward 
(hình 6.11d vaø e). Do chuùng ta ñaët caùc con haäu leân baøn côø moãi laàn taïi moät haøng, 
baét ñaàu töø haøng 0, chuùng ta khoâng caàn moät maûng ñeå bieát ñöôïc haøng naøo coøn 
troáng. 

 
Cuoái cuøng, ñeå in moät caáu hình, chuùng ta caàn bieát soá thöù töï cuûa coät coù chöùa 

con haäu trong moãi haøng, chuùng ta seõ duøng moät maûng caùc soá nguyeân, moãi phaàn 
töû daønh cho moät haøng vaø chöùa soá cuûa coät chöùa con haäu trong haøng ñoù. 

 
Cho ñeán baây giôø, chuùng ta ñaõ coù theå giaûi quyeát troïn veïn baøi toaùn maø khoâng 

caàn ñeán maûng hai chieàu bieåu dieãn baøn côø nhö phöông aùn ñaàu tieân nöõa, vaø chuùng 
ta cuõng ñaõ coù theå loaïi moïi voøng laëp tröø caùc voøng laëp khôûi taïo caùc trò ban ñaàu cho 
caùc maûng. Nhôø vaäy, thôøi gian caàn thieát ñeå chaïy chöông trình môùi naøy phaûn aùnh 
moät caùch chaët cheõ soá böôùc caàn khaûo saùt trong phöông phaùp quay lui. 
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Chuùng ta seõ ñaùnh soá cho caùc oâ trong moät ñöôøng cheùo nhö theá naøo? Chæ soá cuûa 

ñöôøng cheùo upward daøi nhaát trong maûng hai chieàu nhö sau: 
 

[board_size-1][0],[board_size-2][1], ...,[0][board_size-1] 
 

Ñaëc tính chung cuûa caùc chæ soá naøy laø toång cuûa haøng vaø coät luoân laø 
(board_size–1). Ñieàu naøy gôïi yù raèng, nhö hình 6.11e, baát kyø moät ñöôøng cheùo 
upward naøo cuõng coù toång cuûa haøng vaø coät cuûa moïi oâ ñeàu laø moät haèngsoá. Toång naøy 
baét ñaàu töø 0 cho ñöôøng cheùo upward coù chieàu daøi laø 1 taïi goùc traùi treân cuøng cuûa 
maûng, cho ñeán(2xboard_size–2) cho ñöôøng cheùo upward coù chieàu daøi laø 1 taïi 
goùc phaûi döôùi cuøng cuûa maûng. Do ñoù chuùng ta coù theå ñaùnh soá cho caùc ñöôøng cheùo 
upward töø 0 ñeán (2xboard_size–2), vaø nhö vaäy, oâ ôû haøng i vaø coät j seõ thuoäc 
ñöôøng cheùo upward coù soá thöù töï laø i+j. 
 

 
 

Hình 6.11 – Caùc chæ soá cuûa caùc oâ trong baøn côø 
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Baèng caùch töông töï, nhö hình 6.11d, caùc ñöôøng cheùo downward coù hieäu giöõa 
haøng vaø coät laø moät haèng soá, töø (–board_size+1) ñeán (board_size–1). Caùc 
ñöôøng cheùo downward seõ ñöôïc ñaùnh soá töø 0 ñeán (2xboard_size–1), moät oâ taïi 
haøng i vaø coät j thuoäc ñöôøng cheùo downward coù soá thöù töï (i–j+board_size–1). 

 
Sau khi ñaõ coù caùc choïn löïa treân chuùng ta coù ñònh nghóa môùi cho lôùp Queens 

nhö sau: 
 

class Queens { 
public: 
   Queens(int size); 
   bool is_solved() const; 
   void print() const; 
   bool unguarded(int col) const; 
   void insert(int col); 
   void remove(int col); 
   int board_size; 
private: 
   int  count; 
   bool col_free[max_board]; 
   bool upward_free[2 * max_board - 1]; 
   bool downward_free[2 * max_board - 1]; 
   int  queen_in_row[max_board];  // soá thöù töï cuûa coät chöùa haäu trong moãi haøng. 
}; 

 
Chuùng ta seõ hoaøn taát chöông trình qua vieäc hieän thöïc caùc phöông thöùc cho lôùp 

môùi. Ñaàu tieân laø constructor khôûi gaùn taát caû caùc trò caàn thieát cho caùc maûng. 
 

Queens::Queens(int size) 
/* 
post: The Queens object is set up as an empty 
      configuration on a chessboard with size squares in each row and column. 
*/ 
{ 
   board_size = size; 
   count = 0; 
   for (int i = 0; i < board_size; i++) col_free[i] = true; 
   for (int j = 0; j < (2*board_size -1); j++) upward_free[j] = true; 
   for (int k = 0; k < (2*board_size -1); k++) downward_free[k] = true; 
} 

 
Phöông thöùc insert chæ caàn caäp nhaät coät vaø hai ñöôøng cheùo ñi ngang qua oâ 

taïi [count][col] laø ñaõ bò nhìn thaáy bôûi con haäu môùi theâm vaøo, caùc trò naøy cuõng 
coù theå laø false saün tröôùc ñoù do chuùng ñaõ bò caùc con haäu tröôùc ñoù nhìn thaáy. 

 
void Queens::insert(int col) 
/* 
Pre:  The square in the first unoccupied row (row count) and column col 
      is not guarded by any queen. 
Post: A queen has been inserted into the square at row count and column 
      col; count has been incremented by 1. 
*/ 
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{ 
   queen_in_row[count] = col; 
   col_free[col] = false; 
   upward_free[count + col] = false; 
   downward_free[count - col + board_size - 1] = false; 
   count++; 
} 

 
Cuoái cuøng phöông thöùc unguarded chæ caàn kieåm tra coät vaø hai ñöôøng cheùo ñi 

ngang qua oâ taïi [count][col] coù bò caùc con haäu nhìn thaáy hay chöa. 
 

bool Queens::unguarded(int col) const 
/* 
Post: Returns true or false according as the square in the first 
      unoccupied row (row count) and column col is not guarded by any queen. 
*/ 
{ 
   return  col_free[col] 
           && upward_free[count + col] 
           && downward_free[count - col + board_size - 1]; 
} 

 
Chuùng ta thaáy raèng phöông thöùc treân ñôn giaûn hôn trong phöông aùn ñaàu tieân cuûa 
noù raát nhieàu. Caùc phöông thöùc coøn laïi is_solved, remove, vaø print xem nhö baøi 
taäp. Baûng sau ñaây cho caùc con soá nhaän ñöôïc töø chöông trình cuoái cuøng naøy.  
 
Kích thöôùc 8 9 10 11 12 13 
Soá lôøi giaûi 92 352 724 2680 14200 73712 
Thôøi gian (seconds) 0.01 0.05 0.22 1.06 5.94 34.44 
Thôøi gian cho moät lôøi giaûi 
(ms.) 

0.11 0.14 0.30 0.39 0.42 0.47 

 
Vôùi tröôøng hôïp taùm con haäu, chöông trình môùi chaïy nhanh gaáp 5 laàn chöông 

trình cuõ. Khi kích thöôùc baøn côø taêng leân tæ leä naøy coøn cao hôn nöõa, nhö tröôøng 
hôïp 13 con haäu, chöông trình môùi chaïy nhanh gaáp 7 laàn chöông trình cuõ. 

 

6.3.7. Phaân tích veà phöông phaùp quay lui 

Chuùng ta seõ toång keát phaàn naøy qua vieäc phoûng ñoaùn toång soá caùc coâng vieäc maø 
chöông trình cuûa chuùng ta phaûi laøm. 

6.3.7.1. Tính hieäu quaû cuûa phöông phaùp quay lui 
Chuùng ta baét ñaàu baèng vieäc tính xem vieäc quay lui ñaõ nhôù ñöôïc bao nhieâu coâng 

vieäc so vôùi taát caû caùc coâng vieäc coù theå coù. Xeùt tröôøng hôïp baøn côø 8x8, neáu chuùng ta 
tieáp caän baøi toaùn moät caùch ñôn giaûn baèng caùch vieát moät chöông trình tìm taát caû 
caùc phöông aùn ñeå xeáp sao cho ñuû taùm con haäu leân baøn côø roài sau ñoù môùi loaïi caùc 
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tröôøng hôïp khoâng hôïp leä, vôùi moãi caáu hình laø moät söï löïa choïn 8 vò trí trong 64 vò 
trí, chuùng ta coù soá caáu hình caàn khaûo saùt leân ñeán: 

 
    64 

8 = 4,426,165,368. 
 
Neáu chuùng ta nhìn thaáy ñöôïc raèng moãi haøng chæ coù theå coù moät con haäu thì soá 

caáu hình caàn thöû giaûm ngay xuoáng: 
 
    88   =   16,777,216. 
 
Con soá naøy vaãn coøn raát lôùn. Chuùng ta tieáp tuïc cho raèng moãi coät chæ coù theå coù 

moät con haäu, soá löïa choïn caùc coät coøn töï do treân moãi haøng seõ laø 8, 7, ..., 1. Toång soá 
löïa choïn treân 8 haøng hoaøn toaøn coù theå ñöôïc xöû lyù bôûi maùy tính: 

 
    8!   =   40,320. 
 

vaø soá tröôøng hôïp maø chöông trình cuûa chuùng ta phaûi xem xeùt coøn nhoû hôn, do 
nhöõng oâ ôû haøng ñang xeùt maø thuoäc cuøng ñöôøng cheùo vôùi caùc con haäu ôû nhöõng 
haøng treân thì ñaõ bò boû qua ngay laäp töùc. 
 

Caùch hoaït ñoäng cuûa quaù trình quay lui cho thaáy tính hieäu quaû cuûa noù nhö sau: 
caùc vò trí ñaõ ñöôïc cho raèng khoâng chaáp nhaän ñöôïc seõ ngaên caûn söï khaûo saùt tieáp 
caùc ñöôøng ñi voâ ích sau ñoù.  

 
Moät caùch khaùc ñeå bieåu dieãn haønh vi cuûa vieäc quay lui laø vieäc xem xeùt caây ñeä 

quy cuûa haøm ñeä quy solve_from, hình 6.12 theå hieän moät phaàn cuûa caây naøy. Hai lôøi 
giaûi coù trong hình töông öùng vôùi hai lôøi giaûi trong hình 6.9. Moãi nuùt trong caây coù 
theå coù toái ña laø taùm nuùt con töông öùng taùm laàn goïi ñeä quy haøm solve_from vôùi 

 
Hình 6.12 – Moät phaàn cuûa caây ñeä quy cho baøi toaùn taùm con haäu 
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taùm trò hôïp leä cuûa new_col. Tuy nhieân, ngay caû taïi caùc möùc gaàn vôùi nuùt goác, 
phaàn lôùn caùc nhaùnh naøy ñeàu ñöôïc xaùc ñònh sôùm laø khoâng thoûa, vaø hieån nhieân 
raèng cöù moãi nuùt cha khoâng thoûa ñieàu kieän cuûa baøi toaùn thì trong caây cuõng khoâng 
xuaát hieän tieáp caùc nuùt con cuûa noù. Phöông phaùp quay lui laø moät coâng cuï voâ cuøng 
hieäu quaû ñeå thu giaûm moät caây ñeä quy veà moät kích thöôùc coù theå xöû lyù ñöôïc. 

6.3.7.2. Caùc caän döôùi 
Vôùi baøi toaùn n con haäu, toång soá coâng vieäc caàn ñöôïc thöïc hieäc bôûi phöông phaùp 

quay lui taêng raát nhanh theo n. Chuùng ta thöû hình dung toác ñoä taêng tröôûng naøy 
nhanh ñeán côõ naøo. Khi ñaët moät con haäu vaøo moät haøng treân baøn côø, noù seõ loaïi tröø 
nhieàu nhaát laø ba vò trí ôû haøng döôùi (moät vò trí cuøng coät vaø hai vò trí cheùo). Ñoái vôùi 
haøng thöù nhaát, vieäc quay lui seõ khaûo saùt taát caû n vò trí. ÔÛ haøng thöù hai, coù ít nhaát 
n-3 vò trí caàn khaûo saùt; haøng thöù ba laø n-6, vaø cöù theá. Vì vaäy, ñeå ñaët caùc con haäu 
leân n/4 haøng ñaàu tieân, vieäc quay lui caàn khaûo saùt ít nhaát soá vò trí: 

 
  n(n-3)(n-6)...(n-3n/4) 

 
Tích  naøy > (n/4)n/4do coù taát caû n/4 thöøa soá vaø thöøa soá cuoái cuøng laø n/4, caùc thöøa soá 
khaùc ñeàu lôùn hôn n/4. Ñeå hình dung con soá naøy taêng nhanh theo n nhö theá naøo, 
chuùng ta nhôù laïi raèng baøi toaùn thaùp Haø Noäi caàn coù 2n böôùc cho n ñóa, maø (n/4)n/4 
coøn taêng nhanh hôn 2n  nhieàu khi n taêng. Ñeå thaáy ñöôïc ñieàu naøy, chuùng ta coù: 
 
    log ((n/4)n/4)        log (n/4) 
    ⎯⎯⎯⎯⎯ =   ⎯⎯⎯⎯ 
    log (2n)            4 log (2) 
  
Tæ leä naøy taêng khoâng giôùi haïn khi n taêng. Chuùng ta noùi 2n taêng theo haøm muõ, coøn 
(n/4)n/4 coøn taêng nhanh hôn raát nhieàu. Vaäy vôùi n lôùn, chöông trình aùp duïng 
phöông phaùp quay lui cho baøi toaùn thaùp Haø Noäi treân cuõng seõ chaïy raát chaäm. 

6.3.7.3. Soá lôøi giaûi 
Chuùng ta vaãn chöa chöùng minh raèng vieäc in moïi lôøi giaûi cho baøi toaùn n con 

haäu vôùi n lôùn laø khoâng theå thöïc hieän ñöôïc baèng maùy tính, maø chæ môùi chæ ra raèng 
phöông phaùp quay lui laø khoâng theå laøm ñöôïc. Coù theå coøn moät soá giaûi thuaät thoâng 
minh hôn naøo ñoù coù theå in caùc lôøi giaûi moät caùch nhanh choùng hôn giaûi thuaät quay 
lui. Tuy nhieân, ñieàu chuùng ta quan taâm ôû ñaây khoâng phaûi laø khaû naêng cuûa maùy 
tính maø laø soá lôøi giaûi thöïc söï cuûa baøi toaùn n con haäu. Ñieàu ñaõ coù theå chöùng minh 
ñöôïc laø soá lôøi giaûi cuûa baøi toaùn naøy khoâng theå ñöôïc giôùi haïn bôûi baát kyø moät ña 
thöùc baäc n naøo. Thaäm chí soá lôøi giaûi naøy döôøng nhö coøn khoâng theå bò giôùi haïn bôûi 
moät bieåu thöùc haøm muõ kn, vôùi k laø moät haèng soá, nhöng vieäc chöùng minh ñieàu naøy 
vaãn coøn laø moät baøi toaùn chöa coù lôøi giaûi. 
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6.4. Caùc chöông trình coù caáu truùc caây: döï ñoaùn tröôùc trong caùc 
troø chôi 

Trong caùc troø chôi trí tueä, con ngöôøi coù theå döï ñoaùn tröôùc moät soá böôùc. Trong 
phaàn naøy chuùng ta phaùt trieån moät giaûi thuaät cho maùy tính ñeå tham gia caùc troø 
chôi coù khaûo saùt tröôùc moät soá böôùc ñi. Chuùng ta seõ trình baøy giaûi thuaät qua hình 
aûnh cuûa moät caây vaø söû duïng ñeä quy ñeå laäp trình cho caáu truùc naøy. 

 

6.4.1. Caùc caây troø chôi 

Chuùng ta coù theå veõ ra caùc böôùc di chuyeån coù theå coù qua hình aûnh cuûa moät caây 
troø chôi, trong ñoù goác caây laø traïng thaùi ban ñaàu, caùc caønh xuaát phaùt töø goác laø caùc 
böôùc ñi hôïp leä cuûa ngöôøi chôi thöù nhaát. ÔÛ möùc keá tieáp, caùc caønh laïi bieåu dieãn caùc 
böôùc ñi hôïp leä cuûa ngöôøi chôi thöù hai töông öùng vôùi moãi caùch ñi cuûa ngöôøi thöù 
nhaát, vaø cöù nhö theá. Neáu cho raèng möùc cuûa goác laø 0 thì caùc caønh xuaát phaùt töø caùc 
nuùt coù möùc chaün bieåu dieãn böôùc ñi cuûa ngöôøi thöù nhaát, caùc caønh xuaát phaùt töø caùc 
nuùt coù möùc leû bieåu dieãn böôùc ñi cuûa ngöôøi thöù hai. 

Hình 6.13 laø caây troø chôi ñaày ñuû cuûa troø chôi Soá taùm. Trong troø chôi naøy, 
ngöôøi chôi thöù nhaát seõ löïa choïn moät trong caùc soá 1, 2, hoaëc 3. Moãi böôùc sau ñoù, 
moãi ngöôøi chôi seõ ñöôïc quyeàn choïn moät trong ba soá 1, 2, hoaëc 3, nhöng khoâng 
ñöôïc truøng vôùi soá maø ngöôøi kia vöøa choïn xong. Caùc caønh trong caây mang con soá 
do ngöôøi chôi choïn. Toång caùc soá ñöôïc choïn seõ ñöôïc coäng tích luõy daàn. Neáu ñeán löôït 
mình, ngöôøi chôi choïn  ñöôïc con soá laøm cho toång naøy ñuùng baèng taùm thì seõ laø 
ngöôøi thaéng cuoäc; neáu toång vöôït quaù taùm thì ngöôøi coøn laïi seõ thaéng. Troø chôi naøy 

 
Hình 6.13 – Caây cho troø chôi soá taùm 
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khoâng coù khaû naêng hoøa. Trong sô ñoà, F coù nghóa laø ngöôøi thöù nhaát thaéng cuoäc, vaø 
S laø ngöôøi thöù hai thaéng cuoäc. 

 
Ngay moät troø chôi taàm thöôøng nhö troø chôi Soá taùm treân ñaây cuõng ñaõ sinh ra 

moät caây coù kích thöôùc khoâng nhoû. Caùc troø chôi thöïc söï haáp daãn töïa nhö côø vua 
coøn coù caây troø chôi lôùn hôn raát nhieàu, vaø chuùng ta cuõng khoâng hy voïng gì vaøo vieäc 
coù theå khaûo saùt heát caùc caønh cuûa noù. Nhö vaäy, moät chöông trình chaïy trong moät 
thôøi gian cho pheùp chæ coù theå khaûo saùt moät vaøi möùc döôùi moät nuùt hieän taïi cuûa caây. 
Con ngöôøi khi chôi nhöõng troø chôi naøy cuõng khoâng theå nhìn thaáy ñöôïc moïi khaû 
naêng phaùt trieån caây cho ñeán khi troø chôi keát thuùc, nhöng hoï coù theå coù moät soá löïa 
choïn thoâng minh, bôûi vì, theo kinh nghieäm, thoâng thöôøng moät ngöôøi coù theå nhaän 
bieát ngay moät vaøi tình huoáng naøy laø toát hôn so vôùi caùc tình huoáng khaùc, maëc duø 
hoï cuõng khoâng baûo ñaûm ñöôïc laø seõ thaéng. 

 
Ñoái vôùi moïi troø chôi haáp daãn maø chuùng ta muoán chôi baèng maùy tính, chuùng ta 

caàn moät haøm goïi laø haøm löôïng giaù ñeå kieåm tra moät tình huoáng hieän taïi veà möùc ñoä 
thuaän lôïi cuûa noù.  

 

6.4.2. Phöông phaùp Minimax 

Hình 6.14 laø moät caây con bieåu dieãn moät phaàn cuûa moät caây troø chôi vôùi muïc 
ñích minh hoïa cho baát kyø troø chôi naøo. Goác caây con naøy bieåu dieãn vò trí hieän taïi 
maø chuùng ta ñang muoán nhìn tröôùc caùc böôùc ñi. Chuùng ta chæ caàn haøm löôïng giaù 
taïi caùc nuùt laù cuûa caây con naøy (ñoù laø nhöõng vò trí maø chuùng ta seõ khoâng nhìn tôùi 
tröôùc xa hôn nöõa), vaø töø caùc thoâng tin naøy, chuùng ta phaûi choïn ra moät caùch ñi cho 
vò trí hieän taïi. Caùc nuùt laù trong caây ñöôïc veõ baèng hình vuoâng ñeå phaân bieät vôùi caùc 
nuùt khaùc. Hình 6.14 chöùa caùc trò cho caùc nuùt laù.  

 

 
Hình 6.14 – Caây troø chôi vôùi caùc trò ñöôïc gaùn ôû caùc nuùt laù 
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Böôùc ñi maø chuùng ta choïn seõ laø moät trong caùc caønh xuaát phaùt töø goác caây. 
Chuùng ta duøng haøm löôïng giaù theo caùch nhìn cuûa ngöôøi chôi seõ thöïc hieän böôùc ñi 
naøy. Giaû söû goïi ñoù laø ngöôøi thöù nhaát, ngöôøi naøy seõ choïn con soá lôùn nhaát coù theå. 
Taïi böôùc keá, ngöôøi chôi thöù hai laïi choïn con soá nhoû nhaát coù theå, vaø cöù theá tieáp 
tuïc. Do haøm löôïng giaù ñöôïc tính theo caùc tieâu chí daønh cho ngöôøi thöù nhaát, neân 
giaù trò nhoû nhaát cuûa noù töông öùng tình huoáng xaáu nhaát cuûa ngöôøi thöù nhaát. Giaù 
trò naøy luoân ñöôïc ngöôøi thöù hai choïn vì theo khuynh höôùng tình huoáng xaáu nhaát 
ñoái vôùi ngöôøi thöù nhaát chính laø tình huoáng toát nhaát cuûa ngöôøi thöù hai.Baèng caùch 
ñi ngöôïc töø caùc nuùt laù leân, chuùng ta coù theå gaùn caùc trò cho moïi nuùt trong caây. 
Chuùng ta haõy thöïc hieän vieäc naøy cho moät phaàn cuûa caây trong hình 6.14, baét ñaàu 
töø caønh beân traùi nhaát cuûa caây. Nuùt ñaàu tieân chöa coù nhaõn laø nuùt troøn naèm ngay 
treân nuùt hình vuoâng mang soá 10. Do khoâng coù söï löïa choïn naøo khaùc töø nuùt naøy 
neân noù cuõng coù soá 10. Nuùt cha cuûa noù coù hai nuùt con mang soá 5 vaø 10. Nuùt cha 
naøy thuoäc möùc thöù ba trong caây neân bieåu dieãn böôùc ñi cuûa ngöôøi thöù nhaát, ñoù laø 
ngöôøi öu tieân choïn soá lôùn. Vaäy ngöôøi naøy ñaõ choïn 10 neân nuùt cha naøy cuõng seõ 
mang trò 10. 

Chuùng ta tieáp tuïc chuyeån  leân möùc treân. ÔÛ ñaây nuùt cha coù ba nuùt con, con thöù 
nhaát töø traùi sang laø 10, con thöù hai laø 7, con thöù ba laø soá lôùn ñöôïc choïn ra töø 3 vaø 
8 neân laø 8. Ñaây laø möùc chôi cuûa ngöôøi thöù hai, do ñoù trò nhoû nhaát trong ba trò 
treân ñöôïc choïn, ñoù laø 7. Cöù nhö theá, neáu tieáp tuïc chuùng ta seõ coù ñöôïc caây ôû hình 
6.15. Trò cuûa vò trí hieän taïi naøy laø 7, vaø ngöôøi chôi hieän taïi, laø ngöôøi chôi thöù 
nhaát theo hình veõ, seõ choïn caønh beân traùi nhaát cuûa vò trí hieän taïi naøy. 

 
Trong vieäc ñaùnh giaù caây troø chôi naøy, chuùng ta ñaõ luaân phieân choïn soá nhoû 

nhaát (minima) vaø soá lôùn nhaát (maxima). Do ñoù quaù trình naøy coøn goïi laø phöông 
phaùp minimax. 

 
Hình 6.15 – Löôïng giaù theo phöông phaùp Minimax cho caây troø chôi 
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6.4.3. Phaùt trieån giaûi thuaät 

Chuùng ta seõ xem xeùt baèng caùch naøo maø phöông phaùp minimax coù theå ñöôïc 
loàng trong moät giaûi thuaät hình thöùc ñeå döï ñoaùn tröôùc trong caùc chöông trình troø 
chôi. Chuùng ta seõ vieát moät giaûi thuaät toång quaùt ñeå coù theå söû duïng trong baát kyø 
moät troø chôi naøo coù hai ngöôøi chôi. 

 
Chöông trình seõ caàn truy xuaát ñeán thoâng tin veà moät troø chôi cuï theå naøo ñoù maø 

chuùng ta muoán chôi. Chuùng ta giaû söû raèng thoâng tin naøy ñöôïc taäp hôïp trong hieän 
thöïc cuûa hai lôùp goïi laø Move vaø Board. Moät ñoái töôïng cuûa lôùp Move bieåu dieãn moät 
böôùc ñi cuûa troø chôi, vaø moät ñoái töôïng cuûa lôùp Board bieåu dieãn moät tình 
huoáng cuûa troø chôi. Sau naøy chuùng ta seõ hieän thöïc caùc phieân baûn cuûa hai lôùp 
treân ñaây cho troø chôi Tic-Tac-Toe. 

 
Ñoái vôùi lôùp Move, chuùng ta chæ caàn phöông thöùc constructor: moät constructor ñeå 

taïo ñoái töôïng Move theo yù cuûa ngöôøi chôi, vaø moät constructor khaùc ñeå taïo moät ñoái 
töôïng Move roãng. Chuùng ta cuõng giaû söû raèng caùc ñoái töôïng cuûa lôùp Move vaø lôùp 
Board ñeàu coù theå ñöôïc gôûi baèng tham trò cho haøm cuõng nhö coù theå ñöôïc söû duïng 
pheùp gaùn moät caùch an toaøn, do ñoù chuùng ta caàn vieát ñaày ñuû toaùn töû gaùn ñònh 
nghóa laïi (overloaded assignment operator) vaø copy constructor cho caû hai lôùp. 

 
Ñoái vôùi lôùp Board, caùc phöông thöùc caàn coù laø: khôûi taïo ñoái töôïng, kieåm tra troø 

chôi ñaõ keát thuùc hay chöa, tieán haønh moät böôùc ñi nhaän ñöôïc qua tham trò, ñaùnh 
giaù moät tình huoáng, vaø cung caáp moät danh saùch caùc nöôùc ñi hôïp leä hieän taïi. 

 
Phöông thöùc legal_moves, traû veà caùc nöôùc ñi hôïp leä hieän taïi, seõ caàn moät 

danh saùch caùc thoâng soá ñeå tính toaùn caùc keát quaû. Chuùng ta caàn moät söï löïa choïn 
giöõa caùc hieän thöïc cuûa caáu truùc döõ lieäu list ñeå chöùa caùc caùch ñi naøy. Trong vieäc 
nhìn tôùi tröôùc, thöù töï giöõa caùc caùch ñi maø chuùng ta seõ khaûo saùt laø khoâng quan 
troïng, do ñoù chuùng coù theå ñöôïc löu trong baát kyø daïng naøo cuûa list. Ñeå ñôn giaûn 
cho vieäc laäp trình, chuùng ta seõ söû duïng ngaên xeáp. Phaàn töû cuûa ngaên xeáp seõ laø caùc 
ñoái töôïng Move. Chuùng ta caàn ñònh nghóa: 

 
    typedef Move Stack_entry; 
 
Chuùng ta caàn theâm hai phöông thöùc ñeå hoã trôï trong vieäc löïa choïn nöôùc ñi toát 

nhaát trong soá caùc nöôùc ñi hôïp leä. Phöông thöùc ñaàu tieân, goïi laø better, söû duïng 
hai thoâng soá laø hai soá nguyeân vaø traû veà moät keát quaû khaùc 0 neáu ngöôøi chôi choïn 
nöôùc ñi theo thoâng soá thöù nhaát, hoaëc baèng 0 neáu ngöôøi chôi choïn nöôùc ñi theo 
thoâng soá thöù hai. Phöông thöùc thöù hai, goïi laø worst_case, traû veà moät haèng soá 
ñöôïc xaùc ñònh tröôùc coù trò thaáp hôn taát caû caùc trò maø haøm löôïng giaù tính ñöôïc 
trong quaù trình nhìn tröôùc. 
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Chuùng ta coù ñònh nghóa cuûa lôùp Board nhö sau: 
class Board { 
public: 
   Board();//constructor khôûi taïo traïng thaùi ban ñaàu thích hôïp ñoái vôùi moãi troø chôi. 
   int done()  const;            //  kieåm tra xem troø chôi ñaõ keát thuùc hay chöa. 
   void play(Move try_it); 
   int evaluate()  const; 
   int legal_moves(Stack &moves)  const; 
   int worst_case()  const; 
   int better(int value, int old_value) const; // choïn nöôùc ñi toát nhaát. 
   void print()  const; 
   void instructions()  const; 
/*  Caùc phöông thöùc, haøm vaø döõ lieäu boå sung tuøy töøng troø chôi cuï theå */ 
}; 

Ñoái töôïng Board caàn löu moät tình huoáng cuûa troø chôi vaø ngöôøi maø saép thöïc 
hieän böôùc ñi.  

 
Tröôùc khi vieát haøm nhìn tröôùc ñeå ñaùnh giaù caây troø chôi, chuùng ta caàn choïn ra 

soá böôùc maø giaûi thuaät nhìn tröôùc seõ phaûi khaûo saùt.  Ñoái vôùi moät troø chôi töông ñoái 
phöùc taïp, chuùng ta caàn ñònh ra ñoä saâu (depth) seõ ñöôïc nhìn tröôùc, caùc möùc beân 
döôùi nöõa seõ khoâng ñöôïc xeùt ñeán. Moät ñieàu kieän döøng khaùc cuûa vieäc nhìn tröôùc 
chính laø khi troø chôi keát thuùc, ñoù laø luùc maø phöông thöùc done cuûa Board traû veà 
true. Nhieäm vuï chính cuûa vieäc nhìn tröôùc trong caây coù theå ñöôïc moâ taû bôûi giaûi 
thuaät ñeä quy sau ñaây: 

6.4.4. Tinh cheá 

Chöông trình cuï theå cuûa giaûi thuaät treân nhö sau: 
int look_ahead(const Board &game, int depth, Move &recommended) 
/* 
pre:  ñoái töôïng Board bieåu dieãn moät tình huoáng hôïp leä cuûa troø chôi. 
post: caùc nöôùc ñi cuûa troø chôi ñöôïc nhìn tröôùc vôùi ñoä saâu laø depth, nöôùc ñi toát nhaát ñöôïc chæ ra 

trong tham bieán recommended. 
uses: caùc lôùp Stack, Board, vaø Move, cuøng vôùi haøm look_ahead moät caùch ñeä quy. 
*/ 

Algorithm look_ahead (thoâng soá laø moät ñoái töôïng Board); 
1. if ñeä quy döøng (ñoä saâu depth == 0 hoaëc game.done()) 
  1. return trò löôïng giaù cuûa tình huoáng 
2. else 
  1. for moãi nöôùc ñi Move hôïp leä 
   1. taïo moät ñoái töôïng Board môùi baèng caùch thöïc hieän nöôùc ñi Move. 

  2. goïi ñeä quy look_ahead töông öùng vôùi söï löïa choïn toát nhaát cuûa 
ngöôøi chôi keá tieáp; 

  2. Choïn caùch ñi toát nhaát cho ngöôøi chôi trong soá caùc caùch ñi tìm ñöôïc 
trong voøng laëp treân; 

3. return ñoái töôïng Move töông öùng vaø trò; 
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{ 
   if (game.done() || depth == 0) 
      return game.evaluate(); 
   else { 
      Stack moves; 
      game.legal_moves(moves); 
      int value, best_value = game.worst_case(); 
 
      while (!moves.empty()) { 
         Move try_it, reply; 
         moves.top(try_it); 
         Board new_game = game; 
         new_game.play(try_it); 
         value = look_ahead(new_game, depth - 1, reply); 
         if (game.better(value, best_value)) { //  nöôùc ñi thöû try_it vöøa roài hieän 

laø toát nhaát. 
            best_value = value; 
            recommended = try_it; 
         } 
         moves.pop(); 
      } 
      return best_value; 
   } 
} 

 
Tham bieán recommended seõ nhaän veà moät nöôùc ñi ñöôïc tieán cöû (tröø  khi ñeä quy 

rôi vaøo ñieåm döøng, ñoù laø khi troø chôi keát thuùc hoaëc ñoä saâu cuûa vieäc nhìn tröôùc 
depth baèng 0). Do chuùng ta khoâng muoán ñoái töôïng game bò thay ñoåi trong haøm, ñoàng thôøi ñeå 
traùnh vieäc cheùp laïi maát thôøi gian, noù ñöôïc gôûi cho haøm baèng tham chieáu haèng. Chuùng ta cuõng löu 
yù raèng vieäc khai baùo tham chieáu haèng naøy chæ hôïp leä khi ñoái töôïng game trong haøm chæ thöïc hieän 
caùc phöông thöùc ñaõ ñöôïc khai baùo const trong ñònh nghóa cuûa lôùp Board. 

6.4.5. Tic-Tac-Toe 

Nhö treân ñaõ noùi, haøm ñeä quy look_ahead cuøng hai lôùp Board vaø Move treân 
ñaây tuy raát ñôn giaûn, nhöng noù laïi laø coát loõi trong caùc chöông trình bieåu dieãn troø 
chôi coù hai ñoái thuû. Chuùng ta seõ trieån khai phaùc thaûo naøy trong troø chôi tic-tac-toe 
raát quen thuoäc. Ñeå laøm ñöôïc ñieàu naøy, caû hai lôùp seõ chöùa theâm moät ít döõ lieäu khaùc 
so vôùi hieän thöïc hình thöùc ban ñaàu. 

 
Vieäc vieát chöông trình chính hoaøn taát cuøng haøm look_ahead cho troø chôi tic-

tac-toe ñöôïc daønh laïi nhö baøi taäp. Chöông trình coù theå chöùa theâm nhieàu chöùc 
naêng nhö cho pheùp ngöôøi chôi vôùi maùy, ñöa ra caùc phaân tích ñaày ñuû cho moãi tình 
huoáng, cung caáp chöùc naêng cho hai ngöôøi chôi vôùi nhau, ñaùnh giaù caùc böôùc ñi cuûa 
hai ñoái thuû,... 

 
Chuùng ta bieåu dieãn löôùi troø chôi tic-tac-toe baèng moät maûng 3x3 caùc soá nguyeân, 

oâ coù trò 0 laø oâ troáng, trò 1 vaø 2 bieåu dieãn nöôùc ñi cuûa ngöôøi thöù nhaát vaø thöù hai 
töông öùng. 
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Trong ñoái töôïng Move, chuùng ta chöùa toïa ñoä caùc oâ treân löôùi. Moät nöôùc ñi hôïp leä 
chöùa toïa ñoä coù caùc trò töø 0 ñeán 2. Chuùng ta khoâng caàn ñeán tính ñoùng kín cuûa ñoái 
töôïng Move vì noù chæ nhö moät vaät chöùa ñeå chöùa caùc giaù trò. 

 
//  lôùp move cho troø chôi tic-tac-toe  
class Move { 
public: 
   Move(); 
   Move(int r, int c); 
   int row; 
   int col; 
}; 

 
Move::Move() 
/* 
post: ñoái töôïng Move ñöôïc khôûi taïo bôûi trò maëc ñònh khoâng hôïp leä. 
*/ 
{ 
   row = 3; 
   col = 3; 
} 

 
Move::Move(int r, int c) 
/* 
post: ñoái töôïng Move ñöôïc khôûi taïo bôûi toaï ñoä cho tröôùc. 
*/ 
{ 
   row = r; 
   col = c; 
} 

 
Lôùp Board caàn moät constructor ñeå khôûi taïo troø chôi, phöông thöùc print vaø 

instruction (in caùc thoâng tin cho ngöôøi chôi), phöông thöùc done, play vaø 
legal_moves (hieän thöïc caùc quy taéc chôi), vaø caùc phöông thöùc evaluate, 
better, vaø worst_case (phaùn ñoaùn ñieåm cho caùc nöôùc ñi khaùc nhau). Chuùng ta 
coøn coù theå boå sung haøm phuï trôï the_winner cho bieát raèng troø chôi ñaõ coù ngöôøi 
thaéng chöa vaø ngöôøi thaéng laø ai. 

 
Lôùp Board caàn chöùa thoâng tin veà traïng thaùi hieän taïi cuûa troø chôi trong maûng 

3x3 vaø toång soá böôùc ñi ñaõ thöïc hieän. Chuùng ta coù lôùp Board nhö sau: 
 
 

class Board { 
public: 
   Board(); 
   bool done() const; 
   void print() const; 
   void instructions() const; 
   bool better(int value, int old_value) const; 
   void play(Move try_it); 
   int worst_case() const; 
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   int evaluate() const; 
   int legal_moves(Stack &moves) const; 
private: 
   int squares[3][3]; 
   int moves_done; 
   int the_winner() const; 
}; 

 
Constructor ñôn giaûn chæ laøm moät vieäc laø khôûi taïo taát caû caùc oâ cuûa maûng laø 0 

ñeå chæ raèng caû hai ngöôøi chôi ñeàu chöa ñi nöôùc naøo. 
 
Board::Board() 
/* 
post: ñoái töôïng Board ñöôïc khôûi taïo roãng töông öùng traïng thaùi ban ñaàu cuûa troø chôi. 
*/ 
{ 
   for (int i = 0; i < 3; i++) 
      for (int j = 0; j < 3; j++) 
         squares[i][j] = 0; 
   moves_done = 0; 
} 

 
Chuùng ta daønh caùc phöông thöùc in caùc thoâng tin cho ngöôøi chôi nhö laø baøi taäp. 

Thay vaøo ñoù, chuùng ta taäp trung vaøo caùc phöông thöùc lieân quan ñeán caùc quy taéc 
cuûa troø chôi. Ñeå thöïc hieän moät nöôùc ñi, chuùng ta chæ caàn gaùn laïi trò cho moät oâ vaø 
taêng bieán ñeám moves_done leân 1. Döïa vaøo bieán ñeám naøy chuùng ta coøn bieát ñöôïc 
ñeán löôït ngöôøi naøo ñi. 

 
void Board::play(Move try_it) 
/* 
post: nöôùc ñi try_it ñöôïc thöïc hieän 
*/ 
{ 
   squares[try_it.row][try_it.col] = moves_done % 2 + 1; 
   moves_done++; 
} 

 
Haøm phuï trôï the_winner traû veà moät soá khaùc khoâng neáu ñaõ coù ngöôøi thaéng. 
  

int Board::the_winner() const 
/* 
post: traû veà 0 neáu chöa ai thaéng; 1 neáu ngöôøi thöù nhaát thaéng; 2 neáu ngöôøi thöù hai thaéng. 
*/ 
{ 
   int i; 
   for (i = 0; i < 3; i++) 
      if (squares[i][0] && squares[i][0] == squares[i][1] 
                        && squares[i][0] == squares[i][2]) 
            return squares[i][0]; 
 
   for (i = 0; i < 3; i++) 
      if (squares[0][i] && squares[0][i] == squares[1][i] 
                        && squares[0][i] == squares[2][i]) 
            return squares[0][i]; 
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   if (squares[0][0] && squares[0][0] == squares[1][1] 
                     && squares[0][0] == squares[2][2]) 
            return squares[0][0]; 
 
   if (squares[0][2] && squares[0][2] == squares[1][1] 
                     && squares[2][0] == squares[0][2]) 
            return squares[0][2]; 
   return 0; 
} 

 
Troø chôi keát thuùc sau 9 nöôùc ñi hoaëc khi coù ngöôøi thaéng. (Chöông trình cuûa chuùng ta khoâng 

phaùt hieän sôùm khaû naêng hoøa tröôùc khi keát thuùc 9 nöôùc ñi). 
 
bool Board::done() const 
/* 
post: traû veà true neáu troø chôi ñaõ phaân thaéng baïi hoaëc caû 9 oâ treân baøn côø ñaõ ñöôïc ñaùnh daáu, 

ngöôïc laïi traû veà false. 
*/ 
{ 
   return moves_done == 9 || the_winner() > 0; 
} 
 

Trong troø chôi ñôn giaûn naøy, nöôùc ñi hôïp leä laø nhöõng oâ mang trò 0. 
 

int Board::legal_moves(Stack &moves) const 
/* 
post: Thoâng soá moves chöùa caùc nöôùc ñi hôïp leä. 
*/ 
{ 
   int count = 0; 
   while (!moves.empty()) moves.pop(); 
   for (int i = 0; i < 3; i++) 
      for (int j = 0; j < 3; j++) 
         if (squares[i][j] == 0) { 
            Move can_play(i,j); 
            moves.push(can_play); 
            count++; 
         } 
   return count; 
} 
 

Chuùng ta chuyeån sang caùc phöông thöùc coù theå cho nhöõng söï ñaùnh giaù veà moät 
tình huoáng cuûa troø chôi hoaëc cuûa moät nöôùc ñi coù theå xaûy ra. Chuùng ta seõ baét ñaàu 
ñaùnh giaù moät tình huoáng cuûa troø chôi laø 0 trong tröôøng hôïp chöa coù ngöôøi naøo 
thaéng. Neáu moät trong hai ngöôøi thaéng, chuùng ta seõ ñaùnh giaù tình huoáng döïa vaøo 
quy taéc: caøng thaéng nhanh thì caøng hay. Ñieàu naøy cuõng ñoàng nghóa vôùi vieäc caøng 
thua nhanh thì caøng dôû. Neáu moves_done laø soá nöôùc ñi caû hai ngöôøi chôi ñaõ thöïc 
hieän thì (10-moves_done) caøng lôùn khi soá nöôùc ñaõ ñi caøng nhoû, töông öùng söï 
ñaùnh giaù cao khi ngöôøi thöù nhaát sôùm thaéng. Ngöôïc laïi, neáu ngöôøi thöù hai thaéng 
thì chuùng ta duøng trò (moves_done-10), soá nöôùc ñi caøng nhoû thì trò naøy laø moät 
soá caøng aâm, töông öùng vieäc thua nhanh choùng cuûa ngöôøi thöù nhaát laø raát dôû. 
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Dó nhieân raèng, caùch ñaùnh giaù naøy chæ ñöôïc aùp leân ñieåm cuoái cuûa vieäc nhìn 
tröôùc (ôû ñoä saâu mong muoán hoaëc khi troø chôi ñaõ phaân thaéng baïi). Trong phaàn lôùn 
caùc tình huoáng, neáu chuùng ta nhìn tröôùc caøng xa thì baûn chaát chöa tinh cuûa caùch 
ñaùnh giaù seõ ñôõ gaây haäu quaû xaáu hôn. 
 
int Board::evaluate() const 
/* 
post: traû veà 0 khi chöa coù ngöôøi thaéng cuoäc; hoaêc 1 soá döông töø 1 ñeán 9 trong tröôøng hôïp ngöôøi 

thöù nhaát thaéng, ngöôïc laïi laø moät soá aâm töø –1 ñeán –9 trong tröôøng hôïp ngöôøi thöù hai 
thaéng. 

*/ 
{ 
   int winner = the_winner(); 
   if (winner == 1) return 10 - moves_done; 
   else if (winner == 2) return moves_done - 10; 
   else return 0; 
} 

 
Phöông thöùc worst_case coù theå chæ ñôn giaûn traû veà moät trong hai trò 10 hoaëc 

-10, do evaluate luoân traû moät trò naèm giöõa -9 vaø 9. Töø ñoù, phöông thöùc so saùnh 
better chæ caàn so saùnh moät caëp soá nguyeân coù trò naèm giöõa -10 vaø 10. Caùc phöông 
thöùc naøy xem nhö baøi taäp. 

 
Giôø thì chuùng ta ñaõ phaùc thaûo xong phaàn lôùn chöông trình troø chôi tic-tac-toe. 

Moät chöông trình laáy ñoä saâu cho vieäc nhìn tröôùc laø 9 seõ chôi toát do chuùng ta luoân 
coù theå nhìn tröôùc ñeán moät tình huoáng maø söï ñaùnh giaù veà noù laø chính xaùc. Moät 
chöông trình nhìn tröôùc vôùi moät ñoä saâu khoâng lôùn coù theå maéc phaûi sai laàm, do noù 
coù theå keát thuùc vieäc nhìn tröôùc bôûi taäp caùc tình huoáng coù trò ñaùnh giaù baèng 0 moät 
caùch nhaàm laãn. 
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Chöông 7 – TÌM KIEÁM 

 
Chöông naøy giôùi thieäu baøi toaùn tìm kieám moät phaàn töû trong moät danh saùch. 

Phaàn trình baøy taäp trung chuû yeáu vaøo hai giaûi thuaät: tìm kieám tuaàn töï vaø tìm 
kieám nhò phaân. 

7.1. Giôùi thieäu  

7.1.1. Khoùa 

Trong baøi toaùn tìm kieám, döïa vaøo moät phaàn thoâng tin ñöôïc goïi laø khoaù (key), 
chuùng ta phaûi tìm moät maãu tin (record) chöùa caùc thoâng tin khaùc lieân quan vôùi 
khoaù naøy. Coù theå coù nhieàu maãu tin hoaëc khoâng coù maãu tin naøo chöùa khoaù caàn tìm. 

 

 
Hình 7.1. Maãu tin vaø khoaù. 

7.1.2. Phaân tích 

Tìm kieám thoâng thöôøng laø taùc vuï toán nhieàu thôøi gian trong moät chöông trình. 
Vì theá vieäc toå chöùc caáu truùc döõ lieäu vaø giaûi thuaät cho vieäc tìm kieám coù theå coù 
nhöõng aûnh höôûng lôùn ñeán hieäu suaát hoaït ñoäng cuûa chöông trình. Ôû ñaây, thoâng soá 
ño chuû yeáu laø soá laàn so saùnh khoaù caàn tìm vôùi caùc maåu tin khaùc. 

7.1.3. Tìm kieám noäi vaø tìm kieám ngoaïi 

Baøi toaùn tìm kieám bao goàm hai nhoùm: tìm kieám noäi vaø tìm kieám ngoaïi. Neáu 
löôïng döõ lieäu lôùn phaûi löu treân thieát bò löu tröõ ngoaøi nhö ñóa hay baêng töø thì baøi 
toaùn ñöôïc goïi laø tìm kieám ngoaïi. Ngöôïc laïi neáu toaøn boä döõ lieäu ñöôïc löu tröõ treân 
boä nhôù chính thì ñöôïc goïi laø tìm kieám noäi. Ôû ñaây ta quan taâm chuû yeáu ñeán tìm 
kieám noäi. 

 
Giaûi thuaät tìm kieám treân caùc caáu truùc lieân keát hoaøn toaøn phuï thuoäc vaøo caùch toå 

chöùc ñaëc tröng cuûa chuùng. Danh saùch lieân keát ñôn laø caáu truùc lieân keát ñôn giaûn 
nhaát, vieäc tìm kieám chæ coù theå duyeät tuaàn töï qua töøng phaàn töû maø thoâi. Ñoái vôùi 
caùc caáu truùc lieân keát khaùc, chuùng ta seõ coù dòp tìm hieåu caùc chieán löôïc tìm kieám 
khaùc nhau khi gaëp töøng caáu truùc cuï theå, chaúng haïn nhö caây nhò phaân tìm kieám, 
caây B-tree, haøng öu tieân,…. Coù moät caáu truùc döõ lieäu khaù ñaëc bieät ñoái vôùi vieäc tìm 
kieám, ñoù laø baûng baêm. YÙ töôûng cô baûn vaø ñaëc bieät nhaát cuûa baûng baêm laøm cho noù 

Fmgndkg dgdag   mfgldmgladg     dflgflgkfldgkal;dkgakgladfkgldfg           dlgkdflgkdlfgkdl’ fg 
 
 
Agkdlgkdflhkggjklghjklhkjl    gfhlkglkfh   gfhltkhlkkglhkgl    g;jlgh;jlgh;kl;l;;l;hylk;ghlkdhgfhgfhfghfghfghfghgh 
 
 
Fghgfjghkhjkljljg      gfhfgjgjghjghjhj                gfjdgjgjgjgfjfgjgfjjlkdvl;kbflbn,f;hlfkh;gfhfh 
 
 
Fhkfglfkklkhgf;hfhlf;hlgfhflhf  dfgdgl;dflh;flh;lgf   fhkfhlkglhkgkhlgfh      f;ghlf;hlgfhh 
 
 
Dfhlfkhlklfkshkshklsdfklgdkslg      dfhlkfhlkkgfhkflkhlfkhkhksdfkhldkhldfkhl   dgkeurtoejgmrgmlergmlemgle 
 
 
Hsflhkldfhkldfhkldf    dfglkdlgkdlfgkldfkgldfklgkdlgk 
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khaùc vôùi caùc caáu truùc döõ lieäu khaùc ôû choã, trong baûng baêm khoâng coù khaùi nieäm 
duyeät qua caùc phaàn töû tröôùc khi ñeán ñöôïc phaàn töû mong muoán. Chuùng ta cuõng seõ 
ñöôïc hoïc veà baûng baêm trong chöông 12. 

 
Chöông naøy chæ trình baøy nhöõng yù töôûng cô baûn vaø ñôn giaûn nhaát cuûa vieäc tìm 

kieám. Trong ñoù, giaû söû raèng khi caàn truy xuaát moät phaàn töû baát kyø naøo ñoù chuùng 
ta coù theå nhaûy ngay ñeán vò trí cuûa noù trong danh saùch vôùi thôøi gian laø haèng soá. 
Ñieàu naøy chæ coù theå ñaït ñöôïc khi caùc phaàn töû ñöôïc löu trong danh saùch lieân 
tuïc. Vaø nhö vaäy, trong chöông naøy caùc giaûi thuaät tìm kieám roõ raøng chæ phuï thuoäc 
vaøo soá laàn so saùnh khoùa, chöù khoâng phuï thuoäc vaøo thôøi gian di chuyeån qua caùc 
phaàn töû. 

 
Caùch hieän thöïc cuûa caùc phöông thöùc boå sung cuõng nhö caùc giaûi thuaät tìm kieám 

döôùi ñaây hoaøn toaøn söû duïng caùc phöông thöùc coù saün cuûa lôùp List trong chöông 4. 
Chuùng ta neân coù moät soá nhaän xeùt nhö sau. Thöù nhaát, caùch söû duïng caùc phöông 
thöùc coù saün cuûa lôùp List khoâng ngaên caám chuùng ta vieäc söû duïng hieän thöïc danh 
saùch lieân keát thay vì danh saùch lieân tuïc. Ñoái vôùi danh saùch lieân keát caàn phaûi chi 
phí trong khi truy xuaát phaàn töû taïi vò trí position naøo ñoù (ñieàu naøy vaãn coøn 
ñieåm khaùc nhau giöõa hai phöông aùn cuûa danh saùch lieân keát coù hoaëc khoâng coù löu 
laïi thuoäc tính current_position). Ñoái vôùi danh saùch lieân tuïc, coù theå tröïc tieáp 
truy xuaát moät phaàn töû thoâng qua moät soá nguyeân chæ vò trí cuûa noù, thay vì goïi 
phöông thöùc coù saün retrieve. 

7.1.4. Lôùp Record vaø lôùp Key 

Chuùng ta coù moät soá quy öôùc nhö sau. Caùc phaàn töû trong danh saùch ñang ñöôïc 
tìm kieám thoaû caùc tieâu chuaån toái thieåu sau: 

• Moãi maãu tin coù moät khoaù ñi keøm. 
• Caùc khoùa coù theå ñöôïc so saùnh vôùi nhau baèng caùc toaùn töû so saùnh. 
• Moät maåu tin coù theå ñöôïc chuyeån ñoåi töï ñoäng thaønh moät khoùa. Do ñoù coù theå 

so saùnh caùc maãu tin vôùi nhau hoaëc so saùnh maãu tin vôùi khoaù thoâng qua vieäc 
vieäc chuyeån ñoåi maãu tin veà khoùa lieân quan ñeán noù. 

 
Chuùng ta seõ caøi ñaët caùc chöông trình tìm kieám laøm vieäc vôùi caùc ñoái töôïng 

thuoäc lôùp Record thoaû caùc ñieàu kieän treân. Ngoaøi ra coøn coù moät lôùp Key (coù theå 
truøng vôùi Record) vaø moät taùc vuï ñeå chuyeån ñoåi moät Record thaønh moät Key. Taùc 
vuï ñoù coù theå ñöôïc caøi ñaët theo moät trong hai caùch sau: 

• Moät phöông thöùc cuûa lôùp Record coù khai baùo laø operator Key() const; 
• Moät constructor cuûa lôùp Key coù khai baùo laø Key(const Record&); 

 
Neáu Record vaø Key laø gioáng nhau thì khoâng caàn taùc vuï naøy. 
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Treân lôùp Key chuùng ta caàn phaûi ñònh nghóa caùc pheùp so saùnh ==, !=, <, >, 
<=, >= moïi caëp ñoái töôïng thuoäc lôùp Key. Do moïi Record ñeàu coù theå ñöôïc chuyeån 
ñoåi thaønh Key nhôø trình bieân dòch baèng moät trong caùc taùc vuï treân, caùc taùc vuï so 
saùnh Key ñeàu coù theå ñöôïc söû duïng ñeå so saùnh hai Record hay so saùnh moät 
Record vôùi moät Key. 

 
// Khai baùo cho lôùp Key 
class Key{ 
   public: 
      //  Caùc  constructor vaø caùc phöông thöùc. 
   private: 
      //  Caùc thuoäc tính cuûa Key. 
}; 
 
//  Khai baùo caùc taùc vuï so saùnh cho khoaù. 
  bool operator ==(const Key &x, const Key &y); 
  bool operator > (const Key &x, const Key &y); 
  bool operator < (const Key &x, const Key &y); 
  bool operator >=(const Key &x, const Key &y); 
  bool operator <=(const Key &x, const Key &y); 
  bool operator !=(const Key &x, const Key &y); 
 
// Khai baùo cho lôùp Record 
class Record{ 
  public: 
    operator Key(); //  Chuyeån ñoåi töø Record sang Key. 
     //  Caùc constructor vaø caùc phöông thöùc cuûa Record. 
private: 
     //  Caùc thuoäc tính cuûa Record 
}; 

   

7.1.5. Thoâng soá 

Caùc haøm tìm kieám seõ nhaän hai tham trò. Tham trò thöù nhaát laø danh saùch caàn 
tìm, tham trò thöù hai laø phaàn töû caàn tìm. Thoâng soá thöù hai ñöôïc goïi laø ñích cuûa 
pheùp tìm kieám. Trò traû veà cuûa haøm coù kieåu laø ErrorCode cho bieát vieäc tìm kieám 
coù thaønh coâng hay khoâng. Neáu tìm thaáy thì tham bieán position chöùa vò trí tìm 
thaáy phaàn töû lieân quan ñeán khoùa caàn tìm trong danh saùch. 

7.2. Tìm kieám tuaàn töï 

7.2.1. Giaûi thuaät vaø haøm 

Phöông phaùp ñôn giaûn nhaát ñeå tìm kieám laø xuaát phaùt töø moät ñaàu cuûa danh 
saùch vaø tìm doïc theo danh saùch cho ñeán khi gaëp ñöôïc phaàn töû caàn tìm hay ñeán 
khi heát danh saùch. Ñaây laø giaûi thuaät ñöôïc söû duïng trong haøm sau. 
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ErrorCode sequential_search(const List<Record> &the_list, 
                             const Key &target, int &position) 
/* 
post: Neáu coù phaàn töû trong danh saùch coù khoùa truøng vôùi target, haøm traû veà success vaø 

tham bieán position chöùa vò trí cuûa phaàn töû ñöôïc tìm thaáy trongt danh saùch. Ngöôïc laïi 
haøm traû veà not_present vaø position khoâng coù nghóa. 

*/ 
{ 
   int s = the_list.size(); 
   for (position = 0; position < s; position++) { 
      Record data; 
      the_list.retrieve(position, data); 
      if (data == target) return success; 
   } 
   return not_present; 
} 

 
Voøng laëp for trong haøm naøy duyeät danh saùch cho ñeán khi gaëp phaàn töû caàn 

tìm hoaëc ñeán khi heát danh saùch. Neáu gaëp phaàn töû caàn tìm thì giaûi thuaät keát thuùc 
ngay laäp töùc vaø position chöùa vò trí phaàn töû tìm ñöôïc, ngöôïc laïi neáu khoâng tìm 
thaáy thì haøm traû veà not_present vaø position chöù vò trí khoâng hôïp leä. 

7.2.2. Phaân tích 

Sau ñaây chuùng ta seõ ñaùnh giaù khoái löôïng coâng vieäc maø giaûi thuaät tìm kieám 
tuaàn töï thöïc hieän ñeå laøm cô sôû so saùnh vôùi caùc phöông phaùp khaùc sau naøy. 

 
Giaû söû giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï ñöôïc thöïc thi treân moät danh saùch daøi. Caùc 

leänh ngoaøi voøng for ñöôïc thöïc hieän moät laàn, do ñoù khoâng aûnh höôûng nhieàu ñeán 
thôøi gian chaïy giaûi thuaät. Trong moãi laàn laëp, moät khoaù cuûa moät maãu tin ñöôïc so 
saùnh vôùi khoaù ñích. Ngoaøi ra coøn coù moät soá taùc vuï khaùc cuõng ñöôïc thöïc hieän moät 
laàn cho moãi laàn laëp. 

 
Nhö vaäy caùc taùc vuï maø ta caàn quan taâm coù lieân heä tröïc tieáp vôùi soá laàn so saùnh 

khoaù. Nhöõng caùch laäp trình khaùc nhau cuûa cuøng moät giaûi thuaät coù theå cho ra caùc 
soá löôïng coâng vieäc khaùc nhau nhöng ñeàu cho cuøng moät soá laàn so saùnh. Khi chieàu 
daøi cuûa danh saùch thay ñoåi thì soá löôïng coâng vieäc cuõng thay ñoåi theo moät caùch 
töông öùng. 

 
Ôû ñaây chuùng ta seõ tìm hieåu söï phuï thuoäc cuûa soá laàn so saùnh khoaù vaøo ñoä daøi 

cuûa danh saùch. Ñaây laø thoâng tin höõu ích nhaát trong vieäc tìm hieåu giaûi thuaät tìm 
kieám naøy, noù khoâng phuï thuoäc vaøo caùch thöùc laäp trình cuï theå cuõng nhö loaïi maùy 
tính cuï theå ñang ñöôïc söû duïng. Vieäc phaân tích caùc giaûi thuaät tìm kieám ñöôïc döïa 
treân giaû thieát caên baûn laø: khoái löôïng coâng vieäc maø moät giaûi thuaät tìm kieám thöïc 
hieän (hay thôøi gian chaïy cuûa giaûi thuaät) ñöôïc phaûn aûnh bôûi toång soá laàn so saùnh 
khoaù maø giaûi thuaät thöïc hieän. 
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Chuùng ta haõy tìm soá laàn so saùnh khoaù maø giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï caàn khi 
noù chaïy treân moät danh saùch goàm n phaàn töû. Do giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï laàn 
löôït so saùnh khoaù ñích vôùi töøng khoaù cuûa caùc phaàn töû trong danh saùch neân toång 
soá laàn so saùnh phuï thuoäc vaøo vò trí cuûa ñích trong danh saùch. Neáu ñích laø phaàn töû 
ñaàu tieân cuûa danh saùch thì chæ caàn moät laàn so saùnh. Neáu ñích laø phaàn töû cuoái 
cuøng cuûa danh saùch thì caàn n laàn so saùnh. Neáu pheùp tìm kieám khoâng thaønh coâng 
(khoâng coù phaàn töû  ñích trong danh saùch) thì soá laàn so saùnh cuõng laø n. Nhö vaäy, 
trong tröôøng hôïp toát nhaát, giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï chæ caàn moät laàn so saùnh, 
coøn trong tröôøng hôïp xaáu nhaát thì noù caàn n laàn so saùnh. 

 
Trong phaàn lôùn caùc tröôøng hôïp, chuùng ta khoâng bieát chính xaùc ñaëc ñieåm cuûa 

caùc danh saùch caàn tìm kieám, do ñoù chuùng ta thöôøng khoâng aùp duïng ñöôïc caùc keát 
quaû veà thôøi gian chaïy “toát nhaát” vaø “xaáu nhaát” treân kia. Trong caùc tröôøng hôïp 
naøy, chuùng ta thöôøng söû duïng thôøi gian chaïy trung bình. Ôû ñaây trung bình coù 
nghóa laø chuùng ta xeùt moãi khaû naêng moät laàn vaø laáy keát quaû trung bình cuûa chuùng. 
Töùc laø chuùng ta giaû söû caùc tröôøng hôïp caàn tìm xaûy ra vôùi xaùc suaát nhö nhau. Löu 
yù raèng trong thöïc teá khoâng phaûi luùc naøo giaû thieát naøy cuõng phuø hôïp. 

 
Chuùng ta coù soá laàn so saùnh trung bình cuûa giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï (tröôøng 

hôïp thaønh coâng) nhö sau. 

( )1
2
1...321

+=
++++ n

n
n

 

7.3. Tìm kieám nhò phaân 

 
Giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï coù theå ñöôïc caøi ñaët deã daøng vaø khaù hieäu quaû vôùi 

nhöõng danh saùch ngaén nhöng vôùi nhöõng danh saùch daøi thì giaûi thuaät chaïy raát 
chaäm. Vôùi caùc danh saùch daøi, coù nhieàu phöông phaùp höõu hieäu hôn ñeå giaûi quyeát 
baøi toaùn tìm kieám, nhöng vôùi ñieàu kieän laø caùc khoaù cuûa danh saùch ñaõ ñöôïc saép 
xeáp saün. 

 
Moät trong nhöõng phöông phaùp toát nhaát ñeå tìm kieám treân moät danh saùch maø 

caùc khoaù ñaõ ñöôïc saép xeáp laø tìm kieám nhò phaân. Trong phöông phaùp naøy, 
chuùng ta so saùnh khoaù ñích vôùi khoaù cuûa phaàn töû ôû giöõa cuûa danh saùch. Tuyø thuoäc 
vaøo khoaù ñích naèm tröôùc hay sau khoaù ôû giöõa maø chuùng ta tieáp tuïc quaù trình tìm 
kieám trong nöûa ñaàu hay nöûa sau cuûa danh saùch. Vôùi caùch naøy, taïi moãi böôùc chuùng 
ta giaûm kích thöôùc cuûa danh saùch caàn tìm ñi moät nöûa. Moät danh saùch chöùa 
khoaûng moät trieäu phaàn töû seõ ñöôïc xöû lyù trong khoaûng hai möôi laàn so saùnh. 
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7.3.1. Danh saùch coù thöù töï 

Sau ñaây chuùng ta ñònh nghóa moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng cho moät danh saùch coù 
thöù töï. 

 
Ñònh nghóa: Danh saùch coù thöù töï (ordered list) laø danh saùch trong ñoù moãi phaàn töû 

coù chöùa moät khoaù sao cho caùc khoaù naøy ñaõ ñöôïc saép thöù töï. Töùc laø neáu 
phaàn töû i ñöùng tröôùc phaàn töû j trong danh saùch thì khoaù cuûa i nhoû hôn 
hay baèng khoaù cuûa j. 

 
Ñeå tìm kieám nhò phaân, danh saùch caàn phaûi coù thöù töï. Chuùng ta caøi ñaët danh 

saùch coù thöù töï laø moät lôùp ñöôïc thöøa keá töø lôùp List ñaõ coù vaø vieát laïi caùc phöông 
thöùc insert vaø replace. 

  
class Ordered_list:public List<Record>{ 
public: 
   Ordered_list(); 
   ErrorCode insert(const Record &data); 
   ErrorCode replace(int position, const Record &data); 
}; 

 
Phöông thöùc insert treân cheøn moät phaàn töû vaøo ñuùng vò trí cuûa noù trong danh 

saùch döïa vaøo thöù töï cuûa caùc khoaù. Neáu danh saùch chöùa nhieàu khoaù truøng vôùi khoaù 
cuûa phaàn töû ñang theâm vaøo thì khoaù môùi seõ laø phaàn töû ñaàu tieân trong soá caùc phaàn 
töû coù khoaù truøng nhau. 
 
ErrorCode Ordered_list::insert(const Record &data) 
/* 
post: Neáu danh saùch chöa ñaày, phaàn töû môùi data ñöôïc cheøn vaøo vò trí ngay sau phaàn töû lôùn 

nhaát trong soá caùc phaàn töû nhoû hôn noù, phöông thöùc traû veà success, ngöôïc laïi phöông thöùc 
traû veà  overflow. 

*/ 
{ 
   int s = size(); 
   int position; 
   for (position = 0; position < s; position++) { // Tìm vò trí thích hôïp. 
      Record list_data; 
      retrieve(position, list_data); 
      if (data >= list_data) break; 
   } 
   return insert(position, data); // Goïi phöông thöùc ñaõ coù cuûa lôùp List. 
} 

 
Phöông thöùc replace cuõng caàn kieåm tra tính hôïp leä cuûa phaàn töû ñöôïc thay 

theá sao cho danh saùch vaãn ñaûm baûo thöù töï. 
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7.3.2. Xaây döïng giaûi thuaät 

Ñeå ñaûm baûo raèng giaûi thuaät ñöôïc xaây döïng seõ cho ra keát quaû ñuùng ñaén, chuùng 
ta caàn moâ taû roõ raøng veà yù nghóa cuûa caùc bieán söû duïng trong chöông trình vaø caùc 
ñieàu kieän caàn phaûi thoaû tröôùc vaø sau moãi voøng laëp, ñoàng thôøi voøng laëp cuõng phaûi 
ñöôïc ñaûm baûo raèng seõ döøng ñuùng. 

 
Giaûi thuaät tìm kieám nhò phaân seõ söû duïng hai chæ soá, top vaø bottom, ñeå giôùi 

haïn phaàn danh saùch maø chuùng ta ñang tieán haønh tìm kieám. Taïi moãi böôùc, giaûi 
thuaät giaûm kích thöôùc cuûa phaàn naøy ñi khoaûng moät nöûa. Ñeå tieän theo doõi tieán 
trình cuûa giaûi thuaät, chuùng ta caàn xaùc nhaän moät ñieàu raèng, tröôùc moãi laàn laëp coù 
moät ñieàu kieän luoân ñuùng: khoaù ñích, neáu coù trong danh saùch, phaûi luoân naèm trong 
khoaûng töø  bottom ñeán top, coù keå caû hai vò trí naøy. Ñieàu kieän naøy luùc ñaàu ñöôïc baûo 
ñaûm baèng caùch ñaët bottom baèng 0 vaø top laø the_list.size()–1. 

 
Tröôùc tieân , giaûi thuaät tìm vò trí phaàn töû ôû giöõa bottom vaø top theo coâng thöùc 
 
     (bottom + top) 

mid =  
            2 
Keá ñoù giaûi thuaät so saùnh khoaù ñích vôùi khoaù cuûa phaàn töû taïi vò trí mid vaø thay 

ñoåi top hoaëc bottom döïa theo keát quaû cuûa pheùp so saùnh naøy. 
 
Chuùng ta löu yù raèng giaûi thuaät neân keát thuùc khi top ≤ bottom; töùc laø khi 

phaàn danh saùch caàn tìm coøn khoâng quaù moät phaàn töû (giaû söû raèng giaûi thuaät ñaõ 
khoâng chaám döùt sôùm hôn tröôùc ñoù trong tröôøng hôïp khoaù ñích ñaõ ñöôïc tìm thaáy). 

 
Cuoái cuøng, ñeå chaéc chaén raèng giaûi thuaät döøng, soá phaàn töû caàn tìm cuûa danh 

saùch (top – bottom + 1) phaûi giaûm sau moãi laàn laëp cuûa giaûi thuaät. 
 

7.3.3. Phieân baûn thöù nhaát 

Caùch caøi ñaët ñôn giaûn nhaát cuûa giaûi thuaät laø cöù tieáp tuïc chia ñoâi danh saùch, 
baát keå khoaù ñích coù ñöôïc tìm thaáy hay chöa, cho tôùi khi danh saùch coøn laïi coù 
chieàu daøi laø 1. 

Haøm sau ñaây ñöôïc vieát ñeä qui. 
 

Error_code recursive_binary_1(const Ordered_list &the_list, const Key 
&target, int bottom, int top, int &position) 

/* 
pre:  Caùc chæ soá bottom vaø top chæ ra daõy caùc phaàn töû trong danh saùch phuïc vuï cho vieäc tìm 

kieám target. 
post: Neáu phaàn töû coù khoùa truøng vôùi target ñöôïc tìm thaáy thì traû veà success, position chæ 

vò trí tìm thaáy. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present, position khoâng coù nghóa.  
uses: recursive_binary_1 vaø caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø Record. 
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*/ 
{ 
   Record data; 
   if (bottom < top) {              // List coù nhieàu hôn 1 phaàn töû. 
      int mid = (bottom + top) / 2; 
      the_list.retrieve(mid, data); 
      if (data < target)                  // Caàn loaïi boû moät nöûa soá phaàn töû beân phaûi. 
         return recursive_binary_1(the_list, target, mid + 1, top, position); 
      else                                // Caàn loaïi boû moät nöûa soá phaàn töû beân traùi. 
         return recursive_binary_1(the_list, target, bottom, mid, position); 
   } 
   else if (top < bottom) 
      return not_present;           // List roãng. 
   else {                           // List coù chính xaùc 1 phaàn töû. 
      position = bottom; 
      the_list.retrieve(bottom, data); 
      if (data == target) return success; 
      else return not_present; 
   } 
} 
 

Söï phaân chia cuûa danh saùch trong quaù trình tìm kieám coù theå ñöôïc minh hoaï 
nhö sau: 

 
Löu yù raèng trong sô ñoà naøy phaàn ñaàu tieân chæ chöùa caùc phaàn töû nhoû hôn khoaù 

ñích coøn phaàn cuoái coù theå chöùa caùc phaàn töû lôùn hôn hoaëc baèng khoaù ñích. Baèng 
caùch naøy, khi phaàn giöõa cuûa danh saùch chæ coøn moät phaàn töû maø laïi laø phaàn töû 
chöùa khoùa ñích thì phaàn töû naøy luoân laø phaàn töû ñaàu tieân neáu coù nhieàu phaàn töû coù 
khoaù truøng vôùi noù trong danh saùch. 

 
Neáu danh saùch laø roãng thì haøm treân thaát baïi, ngöôïc laïi noù tính giaù trò cuûa 

mid. Vì mid ñöôïc tính laø trung bình cuûa top vaø bottom neân noù naèm giöõa top vaø 
bottom, vaø do ñoù noù laø chæ soá hôïp leä cuûa moät phaàn töû  cuûa danh saùch. 

 
Bieåu thöùc chia nguyeân luoân laøm troøn xuoáng, neân chuùng ta coù  
 

bottom ≤  mid < top 
 

Sau khi quaù trình ñeä qui keát thuùc, giaûi thuaät phaûi kieåm tra xem khoaù ñích ñaõ 
ñöôïc tìm thaáy hay chöa vì quaù trình ñeä qui khoâng thöïc hieän pheùp kieåm tra naøy. 

 
Ñeå chuyeån haøm treân veà daïng haøm tìm kieám chuaån maø chuùng ta ñònh ra ôû treân 

chuùng ta ñònh nghóa haøm sau: 
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Error_code run_recursive_binary_1(const Ordered_list &the_list, 
                                  const Key &target, int &position) 
{ 
  return recursive_binary_1(the_list, target, 0, the_list.size() - 1, 

position); 
} 
 

Vì pheùp ñeä qui ñöôïc söû duïng trong haøm treân laø ñeä qui ñuoâi (tail recursion) neân 
coù theå chuyeån thaønh voøng laëp moät caùch deã daøng. Ñoàng thôøi chuùng ta coù theå laøm 
cho caùc thoâng soá cuûa haøm trôû neân thoáng nhaát vôùi caùc haøm tìm kieám khaùc. 
 
ErrorCode binary_search_1 (const Ordered_list &the_list, 
                            const Key &target, int &position) 
/* 
post: Neáu phaàn töû coù khoùa truøng vôùi target ñöôïc tìm thaáy thì traû veà success, position chæ vò trí 

tìm thaáy. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present, position khoâng coù nghóa.  
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø Record. 
*/ 
{ 
   Record data; 
   int bottom = 0, top = the_list.size() - 1; 
 
   while (bottom < top) { 
      int mid = (bottom + top) / 2; 
      the_list.retrieve(mid, data); 
      if (data < target) 
         bottom = mid + 1; 
      else 
         top = mid; 
   } 
   if (top < bottom) return not_present; 
   else { 
      position = bottom; 
      the_list.retrieve(bottom, data); 
      if (data == target) return success; 
      else return not_present; 
   } 
} 
 

7.3.4. Nhaän bieát sôùm phaàn töû coù chöùa khoùa ñích 

Tuy binary_search_1 laø moät daïng ñôn giaûn cuûa giaûi thuaät tìm kieám nhò 
phaân, nhöng noù thöïc hieän thöøa moät soá laàn so saùnh vì noù khoâng nhaän ra tröôøng 
hôïp phaàn töû khoaù ñöôïc tìm thaáy sôùm hôn. Vì theá chuùng ta coù theå caûi tieán giaûi 
thuaät nhö sau. 

 
Error_code recursive_binary_2(const Ordered_list &the_list, const Key 

&target,int bottom, int top, int &position) 
/* 
pre:  Caùc chæ soá bottom vaø top chæ ra daõy caùc phaàn töû trong danh saùch phuïc vuï cho vieäc tìm 

kieám target. 
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post: Neáu phaàn töû coù khoùa truøng vôùi target ñöôïc tìm thaáy thì traû veà success, position chæ 
vò trí tìm thaáy. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present, position khoâng coù nghóa.  

uses: recursive_binary_2 vaø caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø Record. 
*/ 
{ 
   Record data; 
   if (bottom <= top) { 
      int mid = (bottom + top) / 2; 
      the_list.retrieve(mid, data); 
      if (data == target) { 
         position = mid; 
         return success; 
      } 
 
      else if (data < target) 
         return recursive_binary_2(the_list, target, mid + 1, top, position); 
      else 
         return recursive_binary_2(the_list, target, bottom, mid - 1, 

position); 
   } 
   else return not_present; 
} 
 
Error_code run_recursive_binary_2(const Ordered_list &the_list, 
                                  const Key &target, int &position) 
{ 
  return recursive_binary_2(the_list, target, 0, the_list.size() - 1, 

position); 
} 
 

Chuùng ta coù theå chuyeån haøm naøy thaønh daïng khoâng ñeä qui nhö sau. 
 
Error_code binary_search_2(const Ordered_list &the_list, 
                           const Key &target, int &position) 
/* 
post: Neáu phaàn töû coù khoùa truøng vôùi target ñöôïc tìm thaáy thì traû veà success, position chæ 

vò trí tìm thaáy. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present, position khoâng coù nghóa.  
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø Record. 
*/ 
{ 
   Record data; 
   int bottom = 0, top = the_list.size() - 1; 
   while (bottom <= top) { 
      position = (bottom + top) / 2; 
      the_list.retrieve(position, data); 
      if (data == target) return success; 
      if (data < target) bottom = position + 1; 
      else top = position - 1; 
   } 
   return not_present; 
} 
 

Caùc hoaït ñoäng naøy coù theå ñöôïc minh hoïaï nhö sau: 
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Sô ñoà naøy laø ñoái xöùng theo nghóa phaàn thöù nhaát chæ chöùa caùc phaàn töû nhoû hôn 

khoaù, phaàn thöù ba chæ chöùa caùc phaàn töû lôùn hôn khoaù. Khi ñoù, neáu nhö khoaù xuaát 
hieän ôû nhieàu vò trí trong danh saùch thì giaûi thuaät coù theå traû veà baát kyø vò trí naøo 
trong soá ñoù. Ñaây cuõng laø nhöôïc ñieåm cuûa caùch caûi tieán ñeå nhaän ra sôùm phaàn töû 
caàn tìm naøy, vì trong moät soá öùng duïng, vò trí töông ñoái giöõa phaàn töû ñöôïc tìm 
thaáy so vôùi caùc phaàn töû coù khoùa truøng vôùi noù raát quan troïng. 

7.4. Caây so saùnh 
Caây so saùnh (comparison tree) cuûa moät giaûi thuaät tìm kieám, coøn goïi laø caây 

quyeát ñònh (decision tree) hay caây tìm kieám (search tree), laø moät caây coù ñöôïc baèng 
caùch laàn theo veát caùc haønh vi cuûa giaûi thuaät. Moãi nuùt cuûa caây bieåu dieãn moät pheùp 
so saùnh. Teân cuûa nuùt laø chæ soá cuûa phaàn töû coù khoùa ñang ñöôïc so saùnh vôùi khoùa 
ñích. Caùc nhaùnh xuaát phaùt töø  moãi nuùt laø caùc keát quaû coù theå coù cuûa pheùp so saùnh 
taïi nuùt ñoù vaø ñöôïc ñaët teân töông öùng. Khi giaûi thuaät keát thuùc chuùng ta coù moät nuùt 
laù. Neáu giaûi thuaät thaát baïi thì nuùt laù naøy ñöôïc ñaët teân laø F, ngöôïc laïi teân cuûa nuùt 
laø chæ soá cuûa phaàn töû coù khoaù truøng vôùi khoaù ñích.  

 
Caây so saùnh cho giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï  raát ñôn giaûn: 
 

 
Hình 7.2- Caây so saùnh cho tìm kieám tuaàn töï 

 
Soá laàn so saùnh maø moät giaûi thuaät tìm kieám thöïc hieän khi tieán haønh moät pheùp 

tìm kieám cuï theå laø soá nuùt trung gian maø giaûi thuaät ñi qua keå töø goác (nuùt treân cuøng 
cuûa caây) ñeå ñi ñeán nuùt laù caàn thieát.  
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Hình daïng cuûa caây so saùnh cho tìm kieám nhò phaân: 
 

Giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï caàn nhieàu pheùp so saùnh hôn giaûi thuaät tìm kieám 
nhò phaân. Chuùng ta deã daøng nhaän thaáy ñieàu naøy qua hình daïng caùc caây so saùnh 
cuûa chuùng. Giaûi thuaät tìm kieám tuaàn töï coù caây so saùnh heïp vaø cao trong khi caây 
so saùnh cuûa giaûi thuaät tìm kieám nhò phaân roäng vaø thaáp hôn nhieàu. Hình daïng caây 
naøy giuùp ta hieåu ñöôïc taïi sao soá laàn so saùnh trong pheùp tìm kieám nhò phaân laø ít 
hôn so vôùi tìm kieám tuaàn töï. 

 
Hình 7.3- Caây so saùnh cho tìm kieám nhò phaân. 
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Chöông 8 – SAÉP XEÁP 
 

Chöông naøy giôùi thieäu moät soá phöông phaùp saép xeáp cho caû danh saùch lieân tuïc 
vaø danh saùch lieân keát. 

8.1. Giôùi thieäu  
Ñeå truy xuaát thoâng tin nhanh choùng vaø chính xaùc, ngöôøi ta thöôøng saép xeáp 

thoâng tin theo moät traät töï hôïp lyù naøo ñoù. Coù moät soá caáu truùc döõ lieäu maø ñònh 
nghóa cuûa chuùng ñaõ bao haøm traät töï cuûa caùc phaàn töû, khi ñoù moãi phaàn töû khi 
theâm vaøo ñeàu phaûi ñaûm baûo traät töï naøy. Trong chöông naøy chuùng ta seõ tìm hieåu 
vieäc saép xeáp caùc danh saùch chöa coù thöù töï trôû neân coù thöù töï.  

 
Vì saép xeáp coù vai troø quan troïng neân coù raát nhieàu phöông phaùp ñöôïc ñöa ra ñeå 

giaûi quyeát baøi toaùn naøy. Caùc phöông phaùp naøy khaùc nhau ôû nhieàu ñieåm, trong ñoù 
ñieåm quan troïng nhaát laø döõ lieäu caàn saép xeáp naèm toaøn boä trong boä nhôù chính 
(töông öùng caùc giaûi thuaät saép xeáp noäi) hay coù moät phaàn naèm trong thieát bò löu tröõ 
ngoaøi (töông öùng caùc giaûi thuaät saép xeáp ngoaïi). Trong chöông naøy chuùng ta chæ 
xem xeùt moät soá giaûi thuaät saép xeáp noäi. 

 
Chuùng ta seõ söû duïng caùc lôùp ñaõ coù ôû chöông 4 vaø chöông 7. Ngoaøi ra, trong 

tröôøng hôïp khi coù nhieàu phaàn töû khaùc nhau coù cuøng khoùa thì caùc giaûi thuaät saép 
xeáp khaùc nhau seõ cho ra nhöõng thöù töï khaùc nhau giöõa chuùng, vaø ñoâi khi söï khaùc 
nhau naøy cuõng coù aûnh höôûng ñeán caùc öùng duïng. 

 
Trong caùc giaûi thuaät tìm kieám, khoái löôïng coâng vieäc phaûi thöïc hieän coù lieân 

quan chaët cheõ vôùi soá laàn so saùnh caùc khoùa. Trong caùc giaûi thuaät saép xeáp thì ñieàu 
naøy cuõng ñuùng. Ngoaøi ra, caùc giaûi thuaät saép xeáp coøn phaûi di chuyeån caùc phaàn töû. 
Coâng vieäc naøy cuõng chieám nhieàu thôøi gian, ñaëc bieät khi caùc phaàn töû coù kích thöôùc 
lôùn ñöôïc löu tröõ trong danh saùch lieân tuïc. 
 

Ñeå coù theå ñaït ñöôïc hieäu quaû cao, caùc giaûi thuaät saép xeáp thöôøng phaûi taän duïng 
caùc ñaëc ñieåm rieâng cuûa töøng loaïi caáu truùc döõ lieäu. Chuùng ta seõ vieát caùc giaûi thuaät 
saép xeáp döôùi daïng caùc phöông thöùc cuûa lôùp List. 

 
template <class Record> 
class Sortable_list:public List<Record> { 
public:  //  Khai baùo cuûa caùc phöông thöùc saép xeáp ñöôïc theâm vaøo ñaây 
private: //  Caùc haøm phuï trôï. 
}; 
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Chuùng ta coù theå söû duïng baát kyø daïng hieän thöïc naøo cuûa lôùp List trong chöông 
4. Caùc phaàn töû döõ lieäu trong Sortable_list coù kieåu laø Record. Nhö ñaõ giôùi 
thieäu trong chöông 7,  Record coù caùc tính chaát sau ñaây: 

• Moãi maãu tin coù moät khoaù ñi keøm. 
• Caùc khoùa coù theå ñöôïc so saùnh vôùi nhau baèng caùc toaùn töû so saùnh. 
• Moät maåu tin coù theå ñöôïc chuyeån ñoåi töï ñoäng thaønh moät khoùa. Do ñoù coù theå 

so saùnh caùc maãu tin vôùi nhau hoaëc so saùnh maãu tin vôùi khoaù thoâng qua vieäc 
chuyeån ñoåi maãu tin veà khoùa lieân quan ñeán noù. 

8.2. Saép xeáp kieåu cheøn (Insertion Sort) 
Phöông phaùp saép xeáp chen vaøo döïa treân yù töôûng cheøn phaàn töû vaøo danh saùch 

ñaõ coù thöù töï. 

8.2.1. Cheøn phaàn töû vaøo danh saùch ñaõ coù thöù töï 

Ñònh nghóa danh saùch coù thöù töï ñaõ ñöôïc trình baøy trong chöông 7. 
Vôùi caùc danh saùch coù thöù töï, moät soá taùc vuï chæ söû duïng khoùa cuûa phaàn töû chöù 

khoâng söû duïng vò trí cuûa phaàn töû: 
• retrieve:  truy xuaát moät phaàn töû coù khoùa cho tröôùc. 
• insert: cheøn moät phaàn töû coù khoùa cho tröôùc sao cho danh saùch vaãn coøn 

thöù töï, vò trí cuûa phaàn töû môùi ñöôïc xaùc ñònh bôûi khoùa cuûa noù. 
 

Pheùp theâm vaøo vaø pheùp truy xuaát coù theå khoâng cho keát quaû duy nhaát trong 
tröôøng hôïp coù nhieàu phaàn töû truøng khoùa. Pheùp truy xuaát phaàn töû döïa treân khoùa 
chính laø pheùp tìm kieám ñaõ ñöôïc trình baøy trong chöông 7. 

 
Ñeå theâm phaàn töû môùi vaøo danh saùch lieân tuïc ñaõ coù thöù töï, caùc phaàn töû seõ 

ñöùng sau noù phaûi ñöôïc dòch chuyeån ñeå taïo choã troáng. Chuùng ta caàn thöïc hieän pheùp 

 

 
 

Hình 8.1 – Cheøn phaàn töû vaøo danh saùch ñaõ coù thöù töï. 
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tìm kieám ñeå tìm vò trí chen vaøo. Vì danh saùch ñaõ coù thöù töï neân ta coù theå söû duïng 
pheùp tìm kieám nhò phaân. Tuy nhieân, do thôøi gian caàn cho vieäc di chuyeån caùc phaàn 
töû lôùn hôn nhieàu so vôùi thôøi gian tìm kieám, neân vieäc tieát kieäm thôøi gian tìm kieám 
cuõng khoâng caûi thieän thôøi gian chaïy toaøn boä giaûi thuaät ñöôïc bao nhieâu. Neáu vieäc 
tìm kieám tuaàn töï töø cuoái danh saùch coù thöù töï ñöôïc thöïc hieän ñoàng thôøi vôùi vieäc di 
chuyeån phaàn töû, thì chi phí cho moät laàn chen moät phaàn töû môùi laø toái thieåu. 

 

8.2.2. Saép xeáp kieåu cheøn cho danh saùch lieân tuïc 

Taùc vuï theâm moät phaàn töû vaøo danh saùch coù thöù töï laø cô sôû cuûa pheùp saép xeáp 
kieåu cheøn. Ñeå saép xeáp moät danh saùch chöa coù thöù töï, chuùng ta laàn löôït laáy ra töøng 
phaàn töû cuûa noù vaø duøng taùc vuï treân ñeå ñöa vaøo moät danh saùch luùc ñaàu laø roãng. 

 
Phöông phaùp naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 8.2. Hình naøy chæ ra caùc böôùc caàn 

thieát ñeå saép xeáp moät danh saùch coù 6 töø. Nhìn hình veõ chuùng ta thaáy, phaàn danh 
saùch ñaõ coù thöù töï goàm caùc phaàn töû töø chæ soá sorted trôû leân treân, caùc phaàn töû töø 
chæ soá unsorted trôû xuoáng döôùi laø chöa coù thöù töï. Böôùc ñaàu tieân, töø “hen” ñöôïc 
xem laø ñaõ coù thöù töï do danh saùch coù moät phaàn töû ñöông nhieân laø danh saùch coù 
thöù töï. Taïi moãi böôùc, phaàn töû ñaàu tieân trong phaàn danh saùch beân döôùi ñöôïc laáy ra 
vaø cheøn vaøo vò trí thích hôïp trong phaàn danh saùch ñaõ coù thöù töï beân treân. Ñeå coù 
choã cheøn phaàn töû naøy, moät soá phaàn töû khaùc trong phaàn danh saùch ñaõ coù thöù töï 
ñöôïc di chuyeån veà phía cuoái danh saùch.  

 
Trong phöông thöùc duôùi ñaây, first_unsorted laø chæ soá phaàn töû ñaàu tieân 

trong phaàn danh saùch chöa coù thöù töï, vaø current laø bieán taïm naém giöõ phaàn töû 
naøy cho ñeán khi tìm ñöôïc choã troáng ñeå cheøn vaøo. 

 

 
 
 

Hình 8.2- Ví duï veà saép xeáp kieåu cheøn cho danh saùch lieân tuïc. 
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// Daønh cho danh saùch lieân tuïc  trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::insertion_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép xeáp theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Record.  
*/ 
{ 
   int first_unsorted;//Chæ soá phaàn töû ñaàu tieân trong phaàn danh saùch chöa coù thöù töï.       
   int position;  // Chæ soá duøng cho vieäc di chuyeån caùc phaàn töû veà phía sau. 
   Record current;// Naém giöõ phaàn töû ñang ñöôïc tìm choã cheøn vaøo phaàn danh saùch ñaõ coù thöù 

töï. 
   for (first_unsorted = 1; first_unsorted < count; first_unsorted++) 
      if (entry[first_unsorted] < entry[first_unsorted - 1]) { 
         position = first_unsorted; 
         current = entry[first_unsorted]; 
         do {    // Di chuyeån daàn caùc phaàn töû veà phía sau ñeå tìm choã troáng thích hôïp.             

entry[position] = entry[position - 1]; 
            position--;                   
         } while (position > 0 && entry[position - 1] > current); 
         entry[position] = current; 
      } 
} 

 

Hình 8.3- Böôùc chính cuûa giaûi thuaät saép xeáp kieåu cheøn.
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Vì danh saùch coù moät phaàn töû xem nhö ñaõ coù thöù töï neân voøng laëp treân bieán 
first_unsorted baét ñaàu vôùi phaàn töû thöù hai. Neáu phaàn töû naøy ñaõ ôû ñuùng vò trí 
thì khoâng caàn phaûi tieán haønh thao taùc naøo. Ngöôïc laïi, phaàn töû ñöôïc ñöa vaøo bieán 
current, voøng laëp do...while ñaåy caùc phaàn töû luøi veà sau moät vò trí cho ñeán khi 
tìm ñöôïc vò trí ñuùng cho current. Tröôøng hôïp vò trí ñuùng cuûa current laø ñaàu 
daõy caàn ñöôïc nhaän bieát rieâng bôûi ñieàu kieän thoaùt khoûi voøng laëp laø position==0. 

 

8.2.3. Saép xeáp kieåu cheøn cho danh saùch lieân keát 

Vôùi danh saùch lieân keát, chuùng ta khoâng caàn di chuyeån caùc phaàn töû, do ñoù cuõng 
khoâng caàn baét ñaàu tìm kieám töø phaàn töû cuoái cuûa phaàn danh saùch ñaõ coù thöù töï. 
Hình 8.4 minh hoïa giaûi thuaät naøy. Con troû last_sorted chæ phaàn töû cuoái cuøng 
cuûa phaàn danh saùch ñaõ coù thöù töï, last_sorted->next chæ phaàn töû ñaàu tieân cuûa 
phaàn danh saùch chöa coù thöù töï. Ta duøng bieán first_unsorted ñeå chæ vaøo phaàn 
töû naøy vaø bieán current ñeå tìm vò trí thích hôïp cho vieäc cheøn phaàn töû 
*first_unsorted vaøo. Neáu vò trí ñuùng cuûa *first_unsorted laø ñaàu danh saùch 
thì noù ñöôïc cheøn vaøo vò trí naøy. Ngöôïc laïi, current ñöôïc di chuyeån veà phía cuoái 
danh saùch cho ñeán khi coù (current->entry >= first_unsorted->entry) vaø 
*first_unsorted ñöôïc theâm vaøo ngay tröôùc *current. Ñeå coù theå thöïc hieän vieäc 
theâm vaøo tröôùc current, chuùng ta caàn moät con troû trailing luoân ñöùng tröôùc 
current moät vò trí. 

Hình 8.4- Saép xeáp kieåu cheøn cho danh saùch lieân keát. 
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Nhö chuùng ta ñaõ bieát, phaàn töû caàm canh (sentinel) laø moät phaàn töû ñöôïc theâm 
vaøo moät ñaàu cuûa danh saùch ñeå ñaûm baûo raèng voøng laëp luoân keát thuùc maø khoâng 
caàn phaûi thöïc hieän boå sung moät pheùp kieåm tra naøo. Vì chuùng ta ñaõ coù  

 
   last_sorted->next == first_unsorted, 
 

neân phaàn töû *first_unsorted ñoùng luoân vai troø cuûa phaàn töû caàm canh trong 
khi current tieán daàn veà phía cuoái phaàn danh saùch ñaõ coù thöù töï. Nhôø ñoù, ñieàu 
kieän döøng cuûa voøng laëp di chuyeån current luoân ñöôïc ñaûm baûo. 
 

Ngoaøi ra, danh saùch roãng hay danh saùch coù moät phaàn töû laø ñöông nhieân coù thöù 
töï,  neân ta coù theå kieåm tra tröôùc deã daøng. 

 
Maëc duø cô cheá hieän thöïc cuûa saép xeáp kieåu cheøn cho danh saùch lieân keát vaø cho 

danh saùch lieân tuïc coù nhieàu ñieåm khaùc nhau nhöng veà yù töôûng thì hai phieân baûn 
naøy raát gioáng nhau. Ñieåm khaùc bieät lôùn nhaát laø trong danh saùch lieân keát vieäc tìm 
kieám ñöôïc thöïc hieän töø ñaàu danh saùch trong khi trong danh saùch lieân tuïc vieäc tìm 
kieám ñöôïc thöïc hieän theo chieàu ngöôïc laïi. 

 
// Daønh cho danh saùch lieân keát trong chöông 4. 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::insertion_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép xeáp theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Record.  
*/ 
{ 
 Node <Record>  *first_unsorted, 
                 *last_sorted,    
                  *current,        
                  *trailing;       
 if (head != NULL) {          // Loaïi tröôøng hôïp danh saùch roãng vaø        
      last_sorted =     head;   // tröôøng hôïp danh saùch chæ coù 1 phaàn töû. 
 
      while (last_sorted->next != NULL) { 
         first_unsorted = last_sorted->next; 
         if (first_unsorted->entry < head->entry) { 
            //  *first_unsorted ñöôïc cheøn vaøo ñaàu danh saùch. 
            last_sorted->next = first_unsorted->next; 
            first_unsorted->next = head; 
            head = first_unsorted; 
         } 
         else { 
            //  Tìm vò trí thích hôïp. 
            trailing = head; 
            current = trailing->next; 
            while (first_unsorted->entry > current->entry) { 
               trailing = current; 
               current = trailing->next; 
            } 
         // *first_unsorted ñöôïc cheøn vaøo giöõa *trailing vaø *current. 
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            if (first_unsorted == current) 
               last_sorted = first_unsorted;       // vò trí ñang coù ñaõ ñuùng. 
            else { 
               last_sorted->next = first_unsorted->next; 
               first_unsorted->next = current; 
               trailing->next = first_unsorted; 
            } 
         } 
      } 
   } 
} 
 

Thôøi gian caàn thieát ñeå saép xeáp danh saùch duøng giaûi thuaät saép xeáp kieåu cheøn tæ 
leä vôùi bình phöông soá phaàn töû cuûa danh saùch. 

8.3. Saép xeáp kieåu choïn (Selection Sort) 
Saép xeáp kieåu cheøn coù moät nhöôïc ñieåm lôùn. Sau khi moät soá phaàn töû ñaõ ñöôïc saép 

xeáp vaøo phaàn ñaàu cuûa danh saùch, vieäc saép xeáp moät phaàn töû phía sau ñoâi khi ñoøi 
hoûi phaûi di chuyeån phaàn lôùn caùc phaàn töû ñaõ coù thöù töï naøy. Moãi laàn di chuyeån, caùc 
phaàn töû chæ ñöôïc di chuyeån moät vò trí, do ñoù neáu moät phaàn töû caàn di chuyeån 20 vò 
trí ñeå ñeán ñöôïc vò trí ñuùng cuoái cuøng cuûa noù thì noù caàn ñöôïc di chuyeån 20 laàn. Neáu 
kích thöôùc cuûa moãi phaàn töû laø nhoû hoaëc chuùng ta söû duïng danh saùch lieân keát thì 
vieäc di chuyeån naøy khoâng caàn nhieàu thôøi gian laém. Nhöng neáu kích thöôùc moãi 
phaàn töû  lôùn vaø danh saùch laø lieân tuïc thì thôøi gian di chuyeån caùc phaàn töû seõ raát 
lôùn. Nhö vaäy, neáu nhö moãi phaàn töû, khi caàn phaûi di chuyeån, ñöôïc di chuyeån ngay 
ñeán vò trí ñuùng sau cuøng cuûa noù thì giaûi thuaät seõ chaïy hieäu quaû hôn nhieàu. Sau 
ñaây chuùng ta trình baøy moät giaûi thuaät ñeå ñaït ñöôïc ñieàu ñoù. 

 

8.3.1. Giaûi thuaät 

 

 

 
Hình 8.5- Ví duï saép xeáp kieåu choïn. 
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Hình 8.5 trình baøy moät ví duï saép xeáp 6 töø theo thöù töï cuûa baûng chöõ caùi. Taïi 
böôùc ñaàu tieân, chuùng ta tìm phaàn töû seõ ñöùng taïi vò trí cuoái cuøng trong danh saùch 
coù thöù töï vaø traùo ñoåi vò trí vôùi phaàn töû cuoái cuøng hieän taïi. Trong caùc böôùc keá tieáp, 
chuùng ta tieáp tuïc laëp laïi coâng vieäc treân vôùi phaàn coøn laïi cuûa danh saùch khoâng keå 
caùc phaàn töû ñaõ ñöôïc choïn trong caùc böôùc tröôùc. Khi phaàn danh saùch chöa ñöôïc saép 
xeáp chæ coøn laïi moät phaàn töû thì giaûi thuaät keát thuùc. 

 
Böôùc toång quaùt trong saép xeáp kieåu choïn ñöôïc minh hoïa trong hình 8.6. Caùc 

phaàn töû coù khoùa lôùn ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï vaø ñaët ôû phaàn cuoái danh saùch. Caùc 
phaàn töû coù khoùa nhoû hôn chöa ñöôïc saép xeáp. Chuùng ta tìm trong soá nhöõng phaàn 
töû chöa ñöôïc saép xeáp ñeå laáy ra phaàn töû coù khoùa lôùn nhaát vaø ñoåi choã noù veà cuoái caùc 
phaàn töû naøy. Baèng caùch naøy, taïi moãi böôùc, moät phaàn töû ñöôïc ñöa veà ñuùng vò trí 
cuoái cuøng cuûa noù. 

8.3.2. Saép xeáp choïn treân danh saùch lieân tuïc 

Saép xeáp choïn giaûm toái ña vieäc di chuyeån döõ lieäu do moãi böôùc ñeàu coù ít nhaát 
moät phaàn töû ñöôïc ñaët vaøo ñuùng vò trí cuoái cuøng cuûa noù. Vì vaäy saép xeáp kieåu choïn 
thích hôïp cho caùc danh saùch lieân tuïc coù caùc phaàn töû coù kích thöôùc lôùn. Neáu caùc 
phaàn töû coù kích thöôùc nhoû hay danh saùch coù hieän thöïc laø lieân keát thì saép xeáp kieåu 
cheøn thöôøng nhanh hôn saép xeáp kieåu choïn. Do ñoù chuùng ta chæ xem xeùt saép xeáp 
kieåu choïn cho danh saùch lieân tuïc. Giaûi thuaät sau ñaây söû duïng haøm phuï trôï 
max_key cuûa Sortable_list ñeå tìm phaàn töû lôùn nhaát. 

 
 
 
 

 
Hình 8.6- Moät böôùc trong saép xeáp kieåu choïn. 
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// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::selection_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép xeáp theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: max_key, swap. 
*/ 
{ 
   for (int position = count - 1; position > 0; position--) { 
      int max = max_key(0, position); 
      swap(max, position); 
   } 
} 

 
Löu yù raèng khi n-1 phaàn töû ñaõ ñöùng vaøo vò trí ñuùng (n laø soá phaàn töû cuûa danh 

saùch) thì phaàn töû coøn laïi ñöông nhieân coù vò trí ñuùng. Do ñoù voøng laëp keát thuùc taïi 
position==1. 

 
template <class Record> 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
 
int Sortable_list<Record>::max_key(int low, int high) 
/* 
pre:  low vaø high laø hai vò trí hôïp leä trong danh saùch vaø low <= high. 
post: traû veà vò trí phaàn töû lôùn nhaát naèm trong khoaûng chæ soá töø low ñeán high. 
uses: lôùp Record. 
*/ 
{ 
   int largest, current; 
   largest = low; 
   for (current = low + 1; current <= high; current++) 
      if (entry[largest] < entry[current]) 
         largest = current; 
   return largest; 
} 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::swap(int low, int high) 
/* 
pre:  low vaø high laø hai vò trí hôïp leä trong danh saùch Sortable_list. 
post: Phaàn töû taïi low hoaùn ñoåi vôùi phaàn töû taïi high. 
uses: Hieän thöïc danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
*/ 
{ 
   Record temp; 
   temp = entry[low]; 
   entry[low] = entry[high]; 
   entry[high] = temp; 
} 

 
Öu ñieåm chính cuûa saép xeáp kieåu choïn lieân quan ñeán vieäc di chuyeån döõ lieäu. 

Neáu moät phaàn töû ñaõ ôû ñuùng vò trí cuûa noù thì seõ khoâng bò di chuyeån nöõa. Khi hai 
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phaàn töû naøo ñoù ñöôïc ñoåi choã thì ít nhaát moät trong hai phaàn töû seõ ñöôïc ñöa vaøo 
ñuùng vò trí cuoái cuøng cuûa phaàn töû trong danh saùch. 

8.4. Shell_sort 
Nhö chuùng ta thaáy, nguyeân taéc hoaït ñoäng cuûa saép xeáp kieåu cheøn vaø saép xeáp 

kieåu choïn laø ngöôïc nhau. Saép xeáp kieåu choïn thöïc hieän vieäc di chuyeån phaàn töû raát 
hieäu quaû nhöng laïi thöïc hieän nhieàu pheùp so saùnh thöøa. Trong tröôøng hôïp toát nhaát 
coù theå xaûy ra, saép xeáp kieåu cheøn thöïc hieän raát ít caùc pheùp so saùnh nhöng laïi thöïc 
hieän raát nhieàu pheùp di chuyeån döõ lieäu thöøa. Sau ñaây chuùng ta xem xeùt moät 
phöông phaùp trong ñoù nhöôïc ñieåm cuûa moãi phöông phaùp treân seõ ñöôïc traùnh caøng 
nhieàu caøng toát. 

 
Lyù do khieán giaûi thuaät saép xeáp kieåu cheøn chæ di chuyeån caùc phaàn töû moãi laàn 

ñöôïc moät vò trí laø vì noù chæ so saùnh caùc phaàn töû gaàn nhau. Neáu chuùng ta thay ñoåi 
giaûi thuaät naøy sao cho noù so saùnh caùc phaàn töû ôû xa nhau tröôùc thì khi coù söï ñoåi 
choã, moät phaàn töû seõ di chuyeån xa hôn. Daàn daàn, khoaûng caùch naøy ñöôïc giaûm daàn 
ñeán 1 ñeå ñaûm baûo raèng toaøn boä danh saùch ñöôïc saép xeáp. Ñaây cuõng laø tö töôûng cuûa 
giaûi thuaät Shell sort, ñöôïc D.L. Shell ñeà xuaát vaø hieän thöïc vaøo naêm 1959. Phöông 
phaùp naøy ñoâi khi coøn ñöôïc goïi laø phöông phaùp saép xeáp giaûm ñoä taêng 
(diminishing-increment sort). 

 
Ôû ñaây chuùng ta xem moät ví duï khi saép xeáp caùc teân. Luùc ñaàu ta saép xeáp caùc teân 

ôû caùch nhau 5 vò trí, sau ñoù giaûm xuoáng 3 vaø cuoái cuøng coøn 1. 
 
Maëc duø chuùng ta phaûi duyeät danh saùch nhieàu laàn, nhöng trong nhöõng laàn 

duyeät tröôùc caùc phaàn töû ñaõ ñöôïc di chuyeån ñeán gaàn vò trí cuoái cuøng cuûa chuùng. 
Nhôø vaäy nhöõng laàn duyeät sau, caùc phaàn töû nhanh choùng ñöôïc di chuyeån veà vò trí 
ñuùng sau cuøng cuûa chuùng. 

 
Caùc khoaûng caùch 5, 3, 1 ñöôïc choïn ngaãu nhieân. Tuy nhieân, khoâng neân choïn caùc 

böôùc di chuyeån maø chuùng laïi laø boäi soá cuûa nhau. Vì khi ñoù thì caùc phaàn töû ñaõ ñöôïc 
so saùnh vôùi nhau ôû böôùc tröôùc seõ ñöôïc so saùnh trôû laïi ôû böôùc sau, maø nhö vaäy vò 
trí cuûa chuùng seõ khoâng ñöôïc caûi thieän. Ñaõ coù moät soá nghieân cöùu veà Shell_sort, 
nhöng chöa ai coù theå chæ ra caùc khoaûng caùch di chuyeån naøo laø toát nhaát. Tuy nhieân 
cuõng coù moät soá gôïi yù veà caùch choïn caùc khoaûng caùch di chuyeån. Neáu caùc khoaûng di 
chuyeån ñöôïc choïn gaàn nhau thì seõ phaûi duyeät danh saùch nhieàu laàn hôn nhöng moãi 
laàn duyeät laïi nhanh hôn. Ngöôïc laïi, neáu khoaûng caùch di chuyeån giaûm nhanh thì 
coù ít laàn duyeät hôn vaø moãi laàn duyeät seõ toán nhieàu thôøi gian hôn. Ñieàu quan troïng 
nhaát laø khoaûng di chuyeån cuoái cuøng phaûi laø 1.  
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template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::shell_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong Sortable_list ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï khoùa khoâng giaûm. 
uses: Haøm sort_interval 
*/ 
{ 
   int increment = count; //  Khoaûng caùch giöõa caùc phaàn töû trong moãi danh saùch con. 
   int start;         
   do { 
      increment = increment / 3 + 1; // Giaûm khoaûng caùch qua moãi laàn laëp. 
      for (start = 0; start < increment; start++) 
         sort_interval(start, increment);// Bieán theå cuûa giaûi thuaät saép xeáp kieåu cheøn. 
   } while (increment > 1); 
} 

Haøm sort_interval laø moät bieán theå cuûa giaûi thuaät saép xeáp kieåu cheøn, vôùi 
thoâng soá increment laø khoaûng caùch cuûa hai phaàn töû keá nhau trong danh saùch caàn 
ñöôïc saép thöù töï. Tuy nhieân coù moät ñieàu caàn löu yù laø vieäc saép xeáp trong töøng danh 
saùch con khoâng nhaát thieát phaûi duøng phöông phaùp chen vaøo. 

 
Hình 8.7 – Ví duï veà Shell_Sort. 
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Taïi böôùc cuoái cuøng, khoaûng di chuyeån laø 1 neân Shell_sort veà baûn chaát vaãn laø 
saép xeáp kieåu cheøn. Vì vaäy tính ñuùng ñaén cuûa Shell_sort cuõng töông töï nhö saép 
xeáp kieåu cheøn. Veà maët hieäu quaû, chuùng ta hy voïng raèng caùc böôùc tieàn xöû lyù seõ 
giuùp cho quaù trình xöû lyù nhanh hôn. 

 
Vieäc phaân tích Shell_sort laø ñaëc bieät khoù. Cho ñeán nay, ngöôøi ta chæ môùi coù 

theå öôùc löôïng ñöôïc soá laàn so saùnh vaø soá pheùp gaùn caàn thieát cho giaûi thuaät trong 
nhöõng tröôøng  hôïp ñaëc bieät. 

8.5. Caùc phöông phaùp saép xeáp theo kieåu chia ñeå trò 

8.5.1. YÙ töôûng cô baûn 

Töø nhöõng giaûi thuaät ñaõ ñöôïc trình baøy vaø töø kinh nghieäm thöïc teá ta ruùt ra keát 
luaän raèng saép xeáp danh saùch daøi thì khoù hôn laø saép xeáp danh saùch ngaén. Neáu 
chieàu daøi danh saùch taêng gaáp ñoâi thì coâng vieäc saép xeáp thoâng thöôøng taêng hôn 
gaáp ñoâi (vôùi saép xeáp kieåu cheøn vaø saép xeáp kieåu choïn, khoái löôïng coâng vieäc taêng 
leân khoaûng boán laàn). Do ñoù, neáu chuùng ta coù theå chia moät danh saùch ra thaønh hai 
phaàn coù kích thöôùc xaáp xæ nhau vaø thöïc hieän vieäc saép xeáp moãi phaàn moät caùch 
rieâng reõ thì khoái löôïng coâng vieäc caàn thieát cho vieäc saép xeáp seõ giaûm ñi ñaùng keå. 
Ví duï vieäc saép xeáp caùc phieáu trong thö vieän seõ nhanh hôn neáu caùc phieáu ñöôïc chia 
thaønh töøng nhoùm coù chung chöõ caùi ñaàu vaø töøng nhoùm ñöôïc tieán haønh saép xeáp 
rieâng reõ. 

 
Ôû ñaây chuùng ta vaän duïng yù töôûng chia moät baøi toaùn thaønh nhieàu baøi toaùn 

töông töï nhö baøi toaùn ban ñaàu nhöng nhoû hôn vaø giaûi quyeát caùc baøi toaùn nhoû naøy. 
Sau ñoù chuùng ta toång hôïp laïi ñeå coù lôøi giaûi cho toaøn boä baøi toaùn ban ñaàu. Phöông 
phaùp naøy ñöôïc goïi laø “chia ñeå trò” ( divide-and-conquer). 

 
Ñeå saép xeáp caùc danh saùch con, chuùng ta laïi aùp duïng chieán löôïc chia ñeå trò ñeå 

tieáp tuïc chia nhoû töøng danh saùch con. Quaù trình naøy dó nhieân khoâng bò laëp voâ 
taän. Khi ta coù caùc danh saùch con vôùi kích thöôùc laø 1 phaàn töû thì quaù trình döøng. 

 
Chuùng ta coù theå theå hieän yù töôûng treân trong ñoaïn maõ giaû sau ñaây. 

 
void Sortable_list::sort() 
{ 
   if (danh saùch coù nhieàu hôn 1 phaàn töû) 
     { 
      Phaân hoaïch danh saùch thaønh hai danh saùch con lowlist, highlist; 
      lowlist.sort(); 
      highlist.sort(); 
      Keát noái hai danh saùch con lowlist vaø highlist; 
   } 
} 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 8 – Saép xeáp 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   161

Vaán ñeà coøn laïi caàn xem xeùt laø caùch phaân hoaïch (partition) danh saùch ban ñaàu 
vaø caùch keát noái (combine) hai danh saùch ñaõ coù thöù töï cho thaønh moät danh saùch coù 
thöù töï. Coù hai phöông phaùp döôùi ñaây, moãi phöông phaùp seõ laøm vieäc toát öùng vôùi 
moät soá tröôøng hôïp rieâng. 

 
• Merge_sort: theo phöông phaùp naøy hai danh saùch con chæ caàn coù kích thöôùc 

gaàn baèng nhau. Sau khi saép xeáp xong thì chuùng ñöôïc troän laïi sao cho danh 
saùch cuoái cuøng coù thöù töï. 

 
• Quick_sort: theo phöông phaùp naøy, hai danh saùch con ñöôïc chia sao cho böôùc 

keát noái laïi trôû neân ñôn giaûn. Phöông phaùp naøy ñöôïc C. A. R. Hoare ñöa ra. Ñeå 
phaân hoaïch danh saùch, chuùng ta seõ choïn moät phaàn töû töø trong danh saùch vôùi 
hi voïng raèng coù khoaûng moät nöûa soá phaàn töû ñöùng tröôùc vaø khoaûng moät nöûa soá 
phaàn töû ñöùng sau phaàn töû ñöôïc choïn trong danh saùch coù thöù töï sau cuøng. Phaàn 
töû naøy ñöôïc goïi laø phaàn töû truï (pivot). Sau ñoù chuùng ta chia caùc phaàn töû theo 
qui taéc: caùc phaàn töû coù khoaù nhoû hôn khoaù cuûa phaàn töû truï ñöôïc chia vaøo danh 
saùch thöù nhaát, caùc phaàn töû coù khoaù lôùn hôn khoaù cuûa phaàn töû truï ñöôïc chia vaøo 
danh saùch thöù hai. Khi hai danh saùch naøy ñaõ ñöôïc saép xeáp thì chuùng ta chæ 
caàn noái chuùng laïi vôùi nhau. 

8.5.2. Ví duï 

Tröôùc khi xem xeùt chi tieát cuûa caùc giaûi thuaät, chuùng ta seõ thöïc hieän vieäc saép 
xeáp moät danh saùch cuï theå coù 7 soá nhö sau: 

26  33  35  29  19  12  22 

 
Hình 8.8- Caây ñeä quy cho Merge_sort vôùi 7 soá. 
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8.5.2.1. Ví duï cho Merge_sort 
Böôùc ñaàu tieân laø chia danh saùch thaønh hai phaàn. Khi soá phaàn töû  cuûa danh 

saùch laø leû thì chuùng ta seõ qui öôùc danh saùch con beân traùi seõ daøi hôn danh saùch 
con beân phaûi moät phaàn töû. Theo qui öôùc naøy, chuùng ta coù hai danh saùch con 

 
26 33  35  29  vaø 19  12  22 

 
Ta xem xeùt danh saùch con thöù nhaát tröôùc. Danh saùch naøy cuõng ñöôïc chia thaønh 
hai phaàn 

26 33  vaø 35  29 
 

vôùi moãi nöûa naøy, chuùng ta laïi aùp duïng phöông phaùp treân ñeå ñöôïc caùc danh saùch 
con coù chieàu daøi laø 1. Caùc danh saùch con chieàu daøi 1 phaàn töû naøy khoâng caàn phaûi 
saép xeáp. Cuoái cuøng chuùng ta caàn phaûi troän caùc danh saùch con naøy ñeå ñöôïc moät 
danh saùch coù thöù töï. 26 vaø 33 taïo thaønh danh saùch 26 33; 35 vaø 29 ñöôïc troän 
thaønh 29 35. Keá tieáp, hai danh saùch naøy naøy ñöôïc troän thaønh 26 29 33 35. 
 
Töông töï nhö vaäy, vôùi nöûa thöù hai cuûa danh saùch ban ñaàu ta ñöôïc 

 
12 19  22 

Cuoái cuøng, troän hai phaàn naøy ta ñöôïc 
 

12 19  22  26  29  33  35 

8.5.2.2. Ví duï cho Quick_sort 
Chuùng ta söû duïng ví duï naøy cho Quick_sort.  
Ñeå söû duïng Quick_sort, tröôùc tieân chuùng ta phaûi xaùc ñònh phaàn töû truï. Phaàn 

töû naøy coù theå laø phaàn töû baát kyø naøo cuûa danh saùch, tuy nhieân, ñeå cho thoáng nhaát 
chuùng ta seõ choïn phaàn töû ñaàu tieân. Trong caùc öùng duïng thöïc teá thöôøng ngöôøi ta coù 
nhöõng caùch xaùc ñònh phaàn töû truï khaùc toát hôn. 

 
Theo ví duï naøy, phaàn töû truï ñaàu tieân laø 26. Do ñoù hai danh saùch con ñöôïc taïo 

ra laø: 
 

19 12  22  vaø  33 35 29 
 
Hai danh saùch naøy laàn löôït chöùa caùc soá nhoû hôn vaø lôùn hôn phaàn töû truï. Ôû ñaây 

thöù töï cuûa caùc phaàn töû trong hai danh saùch con khoâng ñoåi so vôùi danh saùch ban 
ñaàu nhöng ñaây khoâng phaûi laø ñieàu baét buoäc. 

 
Chuùng ta tieáp tuïc saép xeáp caùc chuoãi con. Vôùi chuoãi con thöù nhaát, chuùng ta choïn 

phaàn töû truï laø 19, do ñoù ñöôïc hai danh saùch con laø 12 vaø 22. Hai danh saùch naøy 
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chæ coù moät phaàn töû neân ñöông nhieân coù thöù töï. Cuoái cuøng, gom hai danh saùch con 
vaø phaàn töû truï laïi ta coù danh saùch ñaõ saép xeáp 

 
12 19 22 

 
AÙp duïng phöông phaùp treân cho phaàn thöù hai cuûa danh saùch, ta ñöôïc danh saùch 
cuoái cuøng laø 

29 33  35 
 
Gom hai danh saùch con ñaõ saép xeáp naøy vaø phaàn töû truï ñaàu  tieân  ta ñöôïc danh 
saùch coù thöù töï sau cuøng: 

12 19  22  26  29  33  35 
 

Caùc böôùc cuûa giaûi thuaät ñöôïc minh hoaï bôûi hình sau. 
 

 

 
Hình 8.9- Caùc böôùc thöïc thi cuûa Quick_sort 
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8.6. Merge_sort cho danh saùch lieân keát 

 
Sau ñaây laø caùc haøm ñeå thöïc hieän caùc pheùp saép xeáp noùi treân. Vôùi Merge_sort, 

chuùng ta vieát moät phieân baûn cho danh saùch lieân keát coøn vôùi Quick_sort thì 
chuùng ta vieát moät phieân baûn cho danh saùch lieân tuïc. Sinh vieân coù theå töï phaân tích 
xem lieäu caùch laøm ngöôïc laïi coù khaû thi vaø coù hieäu quaû hay khoâng (Merge_sort 
cho danh saùch lieân tuïc vaø Quick_sort cho danh saùch lieân keát). 

 
Merge_sort coøn laø moät phöông phaùp raát toát cho vieäc saép xeáp ngoaïi, töùc laø saép 

xeáp caùc döõ lieäu naèm treân boä nhôù ngoaøi coù toác ñoä truy xuaát khaù chaäm vaø khoâng coù 
khaû naêng truy xuaát ngaãu nhieân. 

 
Saép xeáp danh saùch lieân keát coù nghóa laø thay ñoåi caùc moái lieân keát trong danh 

saùch vaø traùnh vieäc taïo môùi hay xoaù ñi caùc phaàn töû. Cuï theå hôn, chöông trình 
Merge_sort seõ goïi moät haøm ñeä qui ñeå xöû lyù töøng taäp con caùc phaàn töû cuûa danh 
saùch lieân keát. 
 
// Daønh cho danh saùch lieân keát trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::merge_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: recursive_merge_sort. 
*/ 
{ 
   recursive_merge_sort(head); 
} 
 

 
 

 
Hình 8.10-  Caây ñeä quy cho Quick_sort vôùi 7 phaàn töû. 
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Sau ñaây laø haøm recursive_merge_sort ñöôïc vieát döôùi daïng ñeä qui. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::recursive_merge_sort(Node<Record> *&sub_list) 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch tham chieáu bôûi sub_list ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï khoâng 

giaûm. Tham bieán con troû sub_list ñöôïc caäp nhaät chöùa ñòa chæ phaàn töû ñaàu tieân vaø cuõng 
laø phaàn töû nhoû nhaát trong danh saùch. 

uses: Caùc haøm divide_from, merge, vaø recursive_merge_sort. 
*/ 
{ 
   if (sub_list != NULL && sub_list->next != NULL) { 
      Node<Record> *second_half = divide_from(sub_list); 
      recursive_merge_sort(sub_list); 
      recursive_merge_sort(second_half); 
      sub_list = merge(sub_list, second_half); 
   } 
} 
 

Haøm ñaàu tieân maø haøm recursive_merge_sort söû duïng laø divide_from. 
Haøm naøy nhaän vaøo danh saùch ñöôïc tham chieáu bôûi sub_list vaø taùch noù thaønh 
hai nöûa baèng caùch thay lieân keát ôû giöõa danh saùch baèng NULL vaø traû veà con troû 
ñeán phaàn töû ñaàu tieân cuûa phaàn coøn laïi cuûa danh saùch ban ñaàu. Baèng caùch cho con 
troû midpoint tieán moät böôùc vaø con troû position tieán hai böôùc trong moãi laàn laëp, 
khi position ñeán cuoái danh saùch thì midpoint döøng ngay giöõa danh saùch. 

 
// Daønh cho danh saùch lieân keát trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
Node<Record> *Sortable_list<Record>::divide_from(Node<Record> *sub_list) 
/* 
post: Soá phaàn töû trong danh saùch troû bôûi sub_list giaûm moät nöûa. Ñòa chæ phaàn töû ñaàu trong 

danh saùch caùc phaàn töû coøn laïi ñöôïc traû veà. Neáu danh saùch ban ñaàu coù soá phaàn töû leû thì 
danh saùch thöù nhaát nhieàu hôn danh saùch thöù hai 1 phaàn töû. 

*/ 
{ 
   Node<Record> *position,  
                *midpoint,  
                *second_half; 
 
   if ((midpoint = sub_list) == NULL) return NULL;  //  Danh saùch ban ñaàu roãng. 
   position = midpoint->next; 
   while (position != NULL) {                //  Tìm phaàn töû naèm giöõa danh saùch. 
      position = position->next; 
      if (position != NULL) { 
         midpoint = midpoint->next; 
         position = position->next; 
      } 
   } 
   second_half = midpoint->next; 
   midpoint->next = NULL; 
   return second_half; 
} 
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Haøm thöù hai  

 
Node<Record> *merge(Node<Record> *first, Node<Record> *second) 

 
troän hai danh saùch coù thöù töï khoâng giaûm troû bôûi first vaø second thaønh moät 
danh saùch coù thöù töï khoâng giaûm vaø traû veà con troû ñeán phaàn töû coù khoaù nhoû nhaát 
(cuõng laø phaàn töû ñaàu tieân cuûa danh saùch keát quaû). Haøm naøy duyeät ñoàng thôøi hai 
danh saùch, so saùnh moät caëp khoaù laáy töø hai phaàn töû, moãi phaàn töû thuoäc moät trong 
hai danh saùch noùi treân, vaø ñöa phaàn töû thích hôïp (nhoû hôn hoaëc baèng) vaøo trong 
danh saùch keát quaû. Tröôøng hôïp ñaàu vaø cuoái cuûa danh saùch caàn phaûi ñöôïc xöû lyù 
rieâng bieät. Khi moät trong hai danh saùch heát tröôùc, chuùng ta chæ caàn noái phaàn coøn 
laïi cuûa danh saùch kia vaøo cuoái danh saùch keát quaû. Caàn nhaéc laïi raèng, ñoái vôùi danh 
saùch lieân keát, caùch xöû lyù cho phaàn töû ñaàu tieân khoâng gioáng vôùi caùch xöû lyù cho caùc 
phaàn töû töø vò trí thöù hai trôû ñi, do coù aûnh höôûng ñeán con troû ñaàu danh saùch. Caùch 
deã daøng nhaát laø chuùng ta taïo moät nuùt taïm thôøi goïi laø combined. Nuùt naøy ñöôïc 
ñaët ôû ñaàu danh saùch vaø khoâng chöùa döõ lieäu thöïc. Vôùi caáu truùc naøy, caùc phaàn töû coù 
theå ñöôïc ñöa vaøo danh saùch maø khoâng caàn phaûi phaân bieät ñaâu laø phaàn töû ñaàu tieân 
thöïc söï. Cuoái cuøng, giaù trò traû veà cuûa haøm laø con troû next cuûa nuùt combined. Nuùt 
combined coøn ñöôïc goïi laø nuùt giaû vì noù khoâng chöùa döõ lieäu thaät söï maø chæ ñöôïc 
duøng ñeå ñôn giaûn hoaù vieäc xöû lyù caùc con troû, noù seõ khoâng coøn toàn taïi khi heát 
phaïm vi cuûa phöông thöùc merge. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Hình 8.11- Troân hai danh saùch ñaõ coù thöù töï. 
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// Daønh cho danh saùch lieân keát trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
Node<Record> *Sortable_list<Record>::merge(Node<Record> *first, 
                                           Node<Record> *second) 
/* 
pre:  first vaø second troû ñeán hai danh saùch coù thöù töï. 
post: Phöông thöùc traû veà con troû troû ñeán danh saùch caùc phaàn töû ñaõ coù thöù töï, ñoù laø caùc phaàn 
töû cuûa hai danh saùch ban ñaàu ñöôïc troän laïi. Hai danh saùch ban ñaàu khoâng coøn phaàn töû. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Records. 
*/ 
{ 
 Node<Record> *last_sorted;  
   Node<Record> combined;   // Phaàn töû giaû. 
   last_sorted = &combined; // Danh saùch keát quaû nhaän daàn caùc phaàn töû töø first vaø 

// second, theo thöù töï töø phaàn töû nhoû ñeán phaàn töû lôùn. 
   while (first != NULL && second != NULL) { 
      if (first->entry <= second->entry) { 
         last_sorted->next = first; 
         last_sorted = first; 
         first = first->next;    
      } 
      else { 
         last_sorted->next = second; 
         last_sorted = second; 
         second = second->next; 
      } 
   } 
//  Noái phaàn coøn laïi cuûa danh saùch chöa heát. 
   if (first == NULL) 
      last_sorted->next = second; 
   else 
      last_sorted->next = first; 
   return combined.next; 
} 

8.7. Quick_sort cho danh saùch lieân tuïc 

8.7.1. Caùc haøm 

Giaûi thuaät Quick_sort cho danh saùch lieân tuïc caàn ñeán moät giaûi thuaät phaân 
hoaïch danh saùch thoâng qua vieäc söû duïng phaàn töû truï. Giaûi thuaät naøy ñoåi choã caùc 
phaàn töû sao cho caùc phaàn töû coù khoaù nhoû hôn khoaù phaàn töû truï seõ ñöôïc ñöùng 
tröôùc, keá ñeán laø caùc phaàn töû coù khoaù truøng vôùi khoaù cuûa phaàn töû truï, vaø cuoái cuøng 
laø caùc phaàn töû coù khoaù lôùn hôn khoaù cuûa phaàn töû truï. Chuùng ta duøng bieán 
pivot_position ñeå löu laïi vò trí cuûa phaàn töû truï trong danh saùch ñaõ ñöôïc phaân 
hoaïch.  

 
Do caùc danh saùch con, keát quaû cuûa pheùp phaân hoaïch, ñöôïc löu trong cuøng moät 

danh saùch vaø theo ñuùng vò trí töông ñoái giöõa chuùng,  neân vieäc gom chuùng laïi 
thaønh moät danh saùch laø hoaøn toaøn khoâng caàn thieát vaø chöông trình khoâng caàn 
phaûi laøm theâm baát cöù ñieàu gì. 
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Ñeå coù theå goïi ñeä qui haøm saép xeáp cho caùc danh saùch con, caùc giôùi haïn treân vaø 
döôùi cuûa danh saùch phaûi laø caùc tham soá cho haøm saép xeáp. Tuy nhieân, do qui öôùc 
cuûa chuùng ta laø caùc phöông thöùc saép xeáp khoâng nhaän tham soá, chuùng ta seõ duøng 
moät phöông thöùc khoâng coù tham soá ñeå goïi haøm saép xeáp ñeä qui coù tham soá. 
 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::quick_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: recursive_quick_sort. 
*/ 
{ 
   recursive_quick_sort(0, count - 1); 
} 
 

Haøm ñeä qui thöïc hieän vieäc saép xeáp: 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::recursive_quick_sort(int low, int high) 
/* 
pre:  low  vaø high laø caùc vò trí hôïp leä trong Sortable_list. 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch töø chæ soá low ñeán chæ soá high ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï khoâng 

giaûm. 
uses: recursive_quick_sort, partition. 
*/ 
{ 
   int pivot_position; 
   if (low < high) {                     //   Danh saùch coù nhieàu hôn moät phaàn töû. 
      pivot_position = partition(low, high); 
      recursive_quick_sort(low, pivot_position - 1); 
      recursive_quick_sort(pivot_position + 1, high); 
   } 
} 

8.7.2. Phaân hoaïch danh saùch 

Coù nhieàu giaûi thuaät ñeå phaân hoaïch danh saùch. Phöông phaùp chuùng ta söû duïng 
ôû ñaây raát ñôn giaûn nhöng hieäu quaû. Noù thöïc hieän soá laàn so saùnh khoaù nhoû nhaát coù 
theå ñöôïc. 

8.7.2.1. Phaùt trieån giaûi thuaät 
Cho giaù trò cuûa phaàn töû truï, chuùng ta phaûi boá trí laïi caùc phaàn töû vaø tính chæ soá 

pivot_position sao cho phaàn töû truï naèm taïi pivot_position, caùc phaàn töû nhoû 
hôn naèm phía beân traùi vaø caùc phaàn töû lôùn hôn naèm phía beân phaûi phaàn töû truï. Ñeå 
coù theå xöû lyù tröôøng hôïp coù nhieàu hôn moät phaàn töû coù khoaù ñuùng baèng khoaù cuûa 
phaàn töû truï, chuùng ta qui öôùc raèng caùc phaàn töû beân traùi coù khoaù nhoû hôn khoaù cuûa 
phaàn töû truï moät caùch nghieâm ngaët trong khi caùc phaàn töû beân phaûi coù khoaù lôùn 
hôn hoaëc baèng khoaù cuûa phaàn töû truï nhö trong sô ñoà sau ñaây. 
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Ñeå coù ñöôïc caùc phaàn töû nhö theá naøy, chuùng ta phaûi so saùnh töøng phaàn töû vôùi 

phaàn töû truï baèng caùch söû duïng moät voøng for vôùi bieán chæ soá laø i. Ngoaøi ra, chuùng 
ta coøn söû duïng bieán last_small sao cho caùc phaàn töû töø last_small trôû veà tröôùc 
coù khoaù nhoû hôn khoaù cuûa phaàn töû truï. Giaû söû ban ñaàu phaàn töû truï naèm taïi ñaàu 

danh saùch. Taïm thôøi chuùng ta seõ giöõ nguyeân vò trí cuûa noù ôû ñoù. Khi chöông trình 
ñang ôû trong thaân voøng laëp, danh saùch vaø caùc bieán coù quan heä vôùi nhau nhö sau: 

Khi chöông trình kieåm tra phaàn töû taïi vò trí i thì coù hai tröôøng hôïp xaûy ra. 
Neáu phaàn töû ñoù vaãn lôùn hôn hay baèng phaàn töû truï thì bieán i seõ tieáp tuïc taêng leân 
vaø danh saùch vaãn baûo toaøn tính chaát caàn thieát. Ngöôïc laïi, chuùng ta seõ taêng 
last_small vaø hoaùn ñoåi hai phaàn töû taïi last_small (môùi) vaø phaàn töû taïi i. Khi 
ñoù, tính chaát cuûa danh saùch vaãn ñöôïc duy trì. Cuoái cuøng, khi i ñaõ ñi heát chieàu daøi 
cuûa danh saùch, chuùng ta chæ caàn ñoåi choã phaàn töû truï töø vò trí low sang vò trí 
last_small laø seõ coù keát quaû caàn thieát. 
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8.7.2.2. Choïn phaàn töû truï 
Phaàn töû truï khoâng nhaát thieát phaûi laø phaàn töû ñaàu tieân cuûa danh saùch. Chuùng 

ta coù theå choïn baát cöù phaàn töû naøo cuûa danh saùch ñeå laøm phaàn töû truï. Thöïc teá thì 
phaàn töû ñaàu tieân thöôøng khoâng phaûi laø phaàn töû truï toát. Vì neáu danh saùch ñaõ coù 
thöù töï thì khoâng coù phaàn töû naøo nhoû hôn phaàn töû truï, do ñoù moät trong hai danh 
saùch con seõ roãng vaø trong tröôøng hôïp naøy Quick_sort trôû thaønh “Slow_sort”. 
Vì vaäy, moät löïa choïn toát hôn cho phaàn töû truï laø phaàn töû gaàn giöõa cuûa danh saùch 
vôùi hi voïng raèng phaàn töû naøy seõ chia hai danh saùch coù kích thöôùc gaàn nhö nhau. 

8.7.2.3. Vieát chöông trình 
Vôùi nhöõng löïa choïn naøy, chuùng ta coù ñöôïc phöông thöùc sau.  

template <class Record> 
int Sortable_list<Record>::partition(int low, int high) 
/* 
pre:  low vaø high laø caùc vò trí hôïp leä trong Sortable_list, low <= high. 
post: Phaàn töû naèm giöõa hai chæ soá low vaø high ñöôïc choïn laøm pivot. Caùc phaàn töû trong danh 

saùch töø chæ soá low ñeán chæ soá high ñaõ ñöôïc phaân hoaïch nhö sau: caùc phaàn töû nhoû hôn 
pivot ñöùng tröôùc pivot, caùc phaàn töû coøn laïi ñöùng saö pivot. Haøm traû veà vò trí cuûa 
pivot. 

uses: caùc phöông thöùc cuûa lôùp Record vaø haøm swap(int i, int j) hoaùn vò hai phaàn töû taïi vò 
trí i vaø j trong danh saùch. 

*/ 
{ 
   Record pivot; 
   int i, last_small;    
   swap(low, (low + high) / 2); 
   pivot = entry[low];    
   last_small = low; 
   for (i = low + 1; i <= high; i++) 
            // Ñaàu moãi laàn laëp, chuùng ta coù caùc ñieàu kieän sau: 
         //  If low < j <= last_small then entry[j].key < pivot. 
        //  If last_small < j < i then entry[j].key >= pivot. 
      if (entry[i] < pivot) { 
         last_small = last_small + 1; 
         swap(last_small, i);   
      } 
   swap(low, last_small);// Traû pivot veà ñuùng vò trí thích hôïp 
   return last_small; 
} 

8.8. Heap vaø Heap_sort 
Quick_sort coù moät nhöôïc ñieåm laø ñoä phöùc taïp trong tröôøng hôïp xaáu nhaát raát 

lôùn. Thoâng thöôøng thì Quick_sort chaïy raát nhanh nhöng cuõng coù nhöõng tröôøng 
hôïp döõ lieäu vaøo khieán cho Quick_sort chaïy raát chaäm. Trong phaàn naøy chuùng ta 
xem xeùt moät phöông phaùp saép xeáp khaùc khaéc phuïc ñöôïc nhöôïc ñieåm naøy. Giaûi 
thuaät naøy coù teân laø Heap_sort. Heap_sort caàn O(n log n) pheùp so saùnh vaø di 
chuyeån phaàn töû ñeå saép xeáp moät danh saùch lieân tuïc coù n phaàn töû, ngay caû trong 
tröôøng hôïp xaáu nhaát. Nhö vaäy trong tröôøng hôïp xaáu nhaát, Heap_sort coù giôùi haïn 
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veà thôøi gian chaïy toát hôn so vôùi Quick_sort. Ngoaøi ra noù cuõng toát hôn 
Merge_sort treân danh saùch lieân tuïc veà maët söû duïng khoâng gian. 
 

Giaûi thuaät Heap_sort cuõng nhö moät soá hieän thöïc cuûa haøng öu tieân trong 
chöông 11 ñeàu döïa treân cuøng moät khaùi nieäm heap nhö nhau. Ñoù laø moät caáu truùc 
caây  töông töï nhö  caáu truùc caáp baäc trong moät toå chöùc. Chuùng ta thöôøng bieåu dieãn 
caáu truùc toå chöùc cuûa moät coâng ty naøo ñoù baèng moät caáu truùc caây. Khi giaùm ñoác coâng 
ty nghæ vieäc thì moät trong hai phoù giaùm ñoác  (ngöôøi toát hôn, theo moät soá tieâu chí 
naøo ñoù) seõ ñöôïc choïn ñeå theá choã vaø nhö vaäy tieáp tuïc troáng moät vò trí khaùc. Quaù 
trình naøy ñöôïc laëp laïi töø choã cao nhaát trong caáu truùc cho ñeán choã thaáp nhaát.  
Chuùng ta laøm quen vôùi ñònh nghóa heap nhò phaân döôùi ñaây. 
 

8.8.1. Ñònh nghóa heap nhò phaân 

Ñònh nghóa: Moät heap nhò phaân laø moät caáu truùc caây nhò phaân vôùi hai tính chaát 
sau: 

1. Caây ñaày ñuû hoaëc gaàn nhö ñaày ñuû. 
2. Khoùa taïi moãi nuùt ñeàu nhoû hôn hoaëc baèng khoùa cuûa caùc nuùt trong hai caây con 

cuûa noù. 

 
Moät caây nhò phaân ñaày ñuû hoaëc gaàn nhö ñaày ñuû chieàu cao h seõ coù töø 2h-1 ñeán 2h-

1 nuùt. Do ñoù chieàu cao cuûa noù seõ laø O(logN). 
Moät ñieàu quan troïng nhaát ôû ñaây laø do tính chaát caây ñaày ñuû hoaëc gaàn nhö ñaày ñuû 
neân heap coù theå ñöôïc hieän thöïc baèng maûng lieân tuïc caùc phaàn töû maø khoâng caàn 
duøng ñeán con troû. Neáu phaàn töû ñaàu tieân cuûa maûng coù chæ soá laø 0 thì, moät phaàn töû 
taïi vò trí i seõ coù con traùi taïi 2i+1 vaø con phaûi taïi 2i+2, vaø cha cuûa noù taïi ⎣i-1/2⎦ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) (b) 
 
 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
13 21 16 24 31 19 68 65 26 32      

(c) 
 

  Hình 8.12  (a)  Caây nhò phaân gaàn nhö ñaày ñuû bieåu dieãn moät heap. 
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  (b)  Khoâng thoûa ñieàu kieän cuûa heap taïi neùt ñöùt rôøi. 
    (c)  Hieän thöïc heap ôû hình a trong moät maûng lieân tuïc. 

Löu yù raèng coù khi chuùng ta goïi heap ñöôïc ñònh nghóa nhö treân laø moät min-
heap, ñeå phaân bieät vôùi tröôøng hôïp max-heap. Trong min-heap thì phaàn töû taïi 
goác laø phaàn töû beù nhaát. Max-heap seõ söûa ñieàu kieän thöù hai thaønh “Khoùa taïi moãi 
nuùt ñeàu lôùn hôn hoaëc baèng khoùa cuûa caùc nuùt trong hai caây con cuûa noù”, do ñoù 
phaàn töû taïi goác seõ laø phaàn töû lôùn nhaát. 

 
Max-heap ñöôïc söû duïng trong giaûi thuaät Heap_sort. 
 
Khi ñoïc xong veà haøng öu tieân, sinh vieân coù theå thaáy raèng coù theå söû duïng ngay 

haøng öu tieân (neáu ñaõ coù saün) ñeå phuïc vuï cho vieäc saép xeáp theo ñuùng yù töôûng cuûa 
Heap_sort. Tuy nhieân, neáu chæ vôùi muïc ñích hieän thöïc moät giaûi thuaät saép thöù töï 
thaät hieäu quaû treân moät danh saùch saùch lieân tuïc, thì giaûi thuaät saép ñöôïc trình baøy 
döôùi ñaây ñôn giaûn vaø tieát kieäm khoâng gian hôn raát nhieàu, do noù ñaõ coá gaéng chæ 
söûng duïng chính phaàn boä nhôù chöùa caùc phaàn töû caàn saép xeáp, chöù khoâng ñoøi hoûi 
theâm vuøng nhôù naøo ñaùng keå. 

 
Löu yù raèng heap khoâng phaûi laø moät danh saùch coù thöù töï. Tuy phaàn töû ñaàu tieân 

laø phaàn töû lôùn nhaát cuûa danh saùch nhöng taïi caùc vò trí k > 1 khaùc thì khoâng coù 
moät thöù töï baét buoäc giöõa caùc phaàn töû k vaø k+1. Ngoaøi ra, töø heap ôû ñaây khoâng coù 
lieân heä gì vôùi töø heap duøng trong vieäc quaûn lyù boä nhôù ñoäng. 

8.8.2. Phaùt trieån giaûi thuaät Heap_sort  

8.8.2.1. Phöông phaùp 
Giaûi thuaät Heap_sort bao goàm hai giai ñoaïn. Ñaàu tieân, caùc phaàn töû trong 

danh saùch ñöôïc saép xeáp ñeå thoaû yeâu caàu cuûa moät heap. Keá ñeán chuùng ta laäp laïi 
nhieàu laàn vieäc laáy ra phaàn töû ñaàu tieân cuûa heap vaø choïn moät phaàn töû khaùc leân 
thay theá noù. 

 
Hình 8.13- Max-heap bieåu dieãn döôùi daïng caây vaø döôùi daïng danh saùch lieân tuïc. 
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Trong giai ñoaïn thöù hai, chuùng ta nhaän thaáy raèng goác cuûa caây (cuõng laø phaàn töû 
ñaàu tieân cuûa danh saùch hay laø ñænh cuûa heap) laø phaàn töû coù khoùa lôùn nhaát. Vò trí 
ñuùng cuoái cuøng cuûa phaàn töû naøy laø ôû cuoái danh saùch. Nhö vaäy chuùng ta di chuyeån 
phaàn töû naøy veà cuoái danh saùch, phaàn töû taïi vò trí cuoái danh saùch thì ñöôïc cheùp 
vaøo phaàn töû taïm current ñeå nhöôøng choã. Keá ñeán chuùng ta giaûm bieán 
last_unsorted laø ranh giôùi giöõa phaàn danh saùch chöa ñöôïc saép xeáp vôùi caùc 
phaàn töû ñaõ ñöôïc ñöa veà vò trí ñuùng (Quaù trình saép xeáp tieáp theo seõ khoâng quan 
taâm ñeán caùc phaàn töû naèm sau last_unsorted). Luùc naøy, vò trí ñaàu danh saùch 
chöa saép xeáp ñöôïc xem nhö troáng, caùc phaàn töû coøn laïi trong danh saùch ñeàu ñang 
thoûa ñieàu kieän cuûa heap. Vieäc caàn laøm chính laø tìm choã thích hôïp ñeå ñaët phaàn töû 
ñang chöùa taïm trong current vaøo danh saùch naøy maø vaãn duy trì tính chaát cuûa 
heap, tröôùc khi choïn ra phaàn töû lôùn nhaát keá tieáp. Haøm phuï trôï insert_heap seõ 
laøm ñieàu naøy.  

 
Nhö vaäy, theo giaûi thuaät naøy, Heap_sort caàn truy xuaát ngaãu nhieân ñeán caùc 

phaàn töû trong danh saùch. Heap_sort chæ thích hôïïp vôùi danh saùch lieân tuïc. 

8.8.2.2. Chöông trình chính 
Sau ñaây laø haøm thöïc hieän giaûi thuaät Heap_sort. 
 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::heap_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñaõ ñöôïc saép xeáp theo thöù töï khoâng giaûm. 
uses: build_heap vaø insert_heap. 
*/ 
{ 
   Record current;     
   int last_unsorted; // Caùc phaàn töû naèm sau last_unsorted ñaõ coù thöù töï 
   build_heap();      // Giai ñoaïn 1: taïo heap töø danh saùch caùc phaàn töû. 
   for (last_unsorted = count - 1; last_unsorted > 0; last_unsorted--)         
{ 
      current = entry[last_unsorted];  
      entry[last_unsorted] = entry[0];// Moãi laàn laëp choïn ñöôïc moät phaàn töû lôùn nhaát. 
      insert_heap(current, 0, last_unsorted - 1);  // Khoâi phuïc heap. 
   } 
}  

8.8.2.3. Ví duï 
 

Tröôùc khi vieát caùc haøm ñeå taïo heap (build_heap) vaø ñöa phaàn töû vaøo heap 
(insert_heap) chuùng ta xem xeùt moät soá böôùc ñaàu tieân cuûa quaù trình saép xeáp 
heap treân hình. 
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Trong böôùc ñaàu tieân, khoaù lôùn nhaát, y, ñöôïc di chuyeån töø ñaàu ñeán cuoái danh 

saùch. Hình veõ ñaàu tieân cho thaáy keát quaû cuûa vieäc di chuyeån, trong ñoù y ñöôïc taùch 
ra khoûi caây vaø phaàn töû cuoái cuøng tröôùc ñaây, c, ñöôïc ñöa vaøo phaàn töû taïm current. 
Ñeå toå chöùc laïi caây, chuùng ta xem xeùt hai phaàn töû taïi goác cuûa hai caây con. Moãi 
phaàn töû naøy lôùn hôn taát caû caùc phaàn töû khaùc trong caây con töông öùng. Do ñoù 
chuùng ta choïn phaàn töû lôùn nhaát trong ba phaàn töû, hai phaàn töû goác cuûa hai caây con 
vaø baûn thaân c, laøm phaàn töû goác môùi cuûa toaøn boä caây. Trong ví duï naøy, chuùng ta seõ 
ñöa phaàn töû r leân goác vaø laëp laïi quaù trình cho hai caây con cuûa r. Tôùi ñaây, chuùng ta 
seõ duøng f ñeå theá choã cho r. Taïi f, vì f khoâng coù nuùt con cho neân c seõ theá choã f vaø 
quaù trình döøng. 

 
Chuùng ta thaáy raèng ñieàu kieän döøng khi tìm thaáy choã troáng thích hôïp cho c 

thoûa tính chaát cuûa heap laø: moät choã troáng maø khoâng coù nuùt con, hoaëc moät choã 
troáng maø caû hai nuùt con ñeàu <= c. 

 
Tieáp theo, chuùng ta laïi coù theå taùch phaàn töû lôùn nhaát trong heap (phaàn töû ñaàu 

tieân) vaø laëp laïi toaøn boä quaù trình. 
 

Hình 8.14 – Böôùc thöù nhaát cuûa Heapsort. 
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8.8.2.4. Haøm insert_heap 
Töø nhöõng ñieàu trình baøy ôû treân ta coù haøm insert_heap nhö sau. 
 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::insert_heap(const Record &current, int low, int 
high) 
/* 
pre:  Caùc phaàn töû töø chæ soá low + 1 ñeán high thoûa ñieàu kieän cuûa heap. low xem nhö vò trí 

coøn troáng (phaàn töû taïi low seõ bò boû ñi). 
post: Phaàn töû trong current thay theá cho phaàn töû taïi low, vaø taát caû caùc phaàn töû töø low ñeán 

high ñöôïc taùi saép xeáp ñeå thoûa ñieàu kieän cuûa heap. 
uses: Lôùp Record 
*/ 
{ 
   int large;   
   large = 2 * low + 1; //  large laø vò trí con traùi cuûa low. 
 
   while (large <= high) { 
      if (large < high && entry[large] < entry[large + 1]) 
         large++;//large laø vò trí cuûa con coù khoùa lôùn nhaát trong 2 con cuûa phaàn töû taïi low. 
       
 

Hình 8. 15 – Theo veát cuûa Heap_sort 
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      if (current >= entry[large]) 
         break;   //  low chính laø vò trí coù theå ñaët current vaøo.. 
      else {      //  Dôøi phaàn töû con leân laáp choã troáng. 
         entry[low] = entry[large]; 
         low = large; 
         large = 2 * low + 1; 
      } 
   } 
   entry[low] = current; 
} 

8.8.2.5. Xaây döïng heap ban ñaàu  
 

Vieäc coøn laïi maø chuùng ta phaûi laøm laø xaây döïng heap ban ñaàu töø danh saùch coù 
thöù töï baát kyø. Tröôùc tieân, ta löu yù raèng caây nhò phaân coù moät soá nuùt töï ñoäng thoaû 
ñieàu kieän cuûa heap do chuùng khoâng coù nuùt con. Ñoù chính laø caùc nuùt laù trong caây. 
Do ñoù chuùng ta khoâng caàn saép xeáp caùc nuùt laù cuûa caây, töùc laø nöûa sau cuûa danh 
saùch. Neáu chuùng ta baét ñaàu töø ñieåm giöõa cuûa danh saùch vaø duyeät veà phía ñaàu 
danh saùch thì coù theå söû duïng haøm insert_heap ñeå ñöa laàn löôït  töøng phaàn töû 
vaøo trong heap, vôùi löu yù söû duïng caùc thoâng soá low vaø high thích hôïp. 

 
// Daønh cho danh saùch lieân tuïc trong chöông 4. 
 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::build_heap() 
/* 
post: Caùc phaàn töû trong danh saùch ñöôïc saép xeáp ñeå thoûa ñieàu kieän cuûa heap. 
uses: insert_heap. 
*/ 
{ 
   int low;   //  Caùc phaàn töû töø low+1 ñeán cuoái danh saùch thoûa ñieàu kieän cuûa heap. 
   for (low = count / 2 - 1; low >= 0; low--) { 
      Record current = entry[low]; 
      insert_heap(current, low, count - 1); 
   } 
} 

8.9. Radix Sort 
Cuoái cuøng chuùng ta xem xeùt moät giaûi thuaät saép thöù töï hôi ñaëc bieät moät chuùt, ñoù 

laø giaûi thuaät thöôøng ñöôïc duøng cho caùc phaàn töû coù khoùa laø caùc chuoãi kyù töï. Giaûi 
thuaät radix_sort voán ñöôïc ñöa ra trong nhöõng ngaøy ñaàu cuûa lòch söû maùy tính ñeå 
söû duïng cho caùc theû ñuïc loã, nhöng ñaõ ñöôïc phaùt trieån thaønh moät phöông phaùp saép 
thöù töï raát hieäu quaû cho caùc caáu truùc döõ lieäu coù lieân keát . YÙ töôûng ñöôïc trình baøy 
döôùi ñaây cuõng ñöôïc xem nhö moät öùng duïng khaù thuù vò cuûa hieän thöïc lieân keát cuûa 
CTDL haøng ñôïi. 
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8.9.1. YÙ töôûng 

YÙ töôûng cuûa giaûi thuaät laø xeùt töøng kyù töï moät vaø chia danh saùch thaønh nhieàu 
danh saùch con, soá danh saùch con phuï thuoäc vaøo soá kyù töï khaùc nhau coù trong khoùa. 
Giaû söû caùc khoùa laø caùc töø goàm caùc chöõ caùi, thì chuùng ta chia danh saùch caàn saép 
thöù töï ra 26 danh saùch con taïi moãi böôùc vaø phaân phoái caùc phaàn töû vaøo caùc danh 
saùch con naøy töông öùng vôùi moät trong caùc kyù töï coù trong khoùa. 

 
Ñeå saép thöù töï caùc töø,  tröôùc tieân ngöôøi ta thöôøng chia chuùng thaønh 26 danh 

saùch  con theo kyù töï ñaàu tieân, sau ñoù laïi chia moãi danh saùch con thaønh 26 danh 
saùch con theo kyù töï thöù hai, vaø cöù theá tieáp tuïc. Nhö vaäy soá danh saùch con seõ trôû 
neân quaù lôùn, chuùng ta khoù naém giöõ ñöôïc. YÙ töôûng döôùi ñaây nhaèm traùnh soá löôïng 
danh saùch con buøng noå quaù lôùn. Thay vì laàn löôït xeùt caùc kyù töï töø traùi qua phaûi, 
chuùng ta seõ xeùt theo thöù töï töø phaûi qua traùi. Tröôùc tieân neân chia caùc phaàn töû vaøo 
caùc danh saùch con theo vò trí cuûa kyù töï cuoái cuûa töø daøi nhaát. Sau ñoù caùc danh saùch 
con naøy laïi ñöôïc noái laïi thaønh moät danh saùch, thöù töï caùc töø trong moãi danh saùch 
con giöõ nguyeân, thöù töï noái caùc danh saùch con tuaân theo thöù töï alphabet cuûa caùc kyù 
töï taïi vò trí vöøa xeùt. Danh saùch naøy laïi ñöôïc chia theo vò trí keá tröôùc vò trí vöøa 
roài, roài laïi ñöôïc noái laïi. Cöù theá tieáp tuïc cho ñeán khi danh saùch ñöôïc chia theo vò 
trí ñaàu tieân cuûa caùc chuoãi kyù töï vaø ñöôïc noái laïi, chuùng ta seõ coù moät danh saùch caùc 
töø coù thöù töï theo alphabet. 

 
Quaù trình naøy ñöôïc minh hoïa qua vieäc saép thöù töï 9 töø coù chieàu daøi toái ña ba kyù 

töï trong hình 8.16. Coät beân traùi cuûa hình veõ laø thöù töï ban ñaàu cuûa caùc töø. Chuùng 
ñöôïc chia thaønh 3 danh saùch töông öùng vôùi 3 kyù töï khaùc nhau ôû vò trí cuoái cuøng, 
keát quaû ôû coät thöù hai cuûa hình veõ, moãi hình khoái bieåu dieãn moät danh saùch con. 
Thöù töï giöõa caùc töø trong moät danh saùch con khoâng thay ñoåi so vôùi thöù töï giöõa 
chuùng trong danh saùch lôùn khi chöa ñöôïc chia. Tieáp theo, caùc danh saùch con ñöôïc 
noái laïi vaø ñöôïc chia thaønh 2 danh saùch con töông öùng 2 kyù töï khaùc nhau ôû vò trí 
keá cuoái (vò trí thöù hai cuûa töø) nhö coät thöù ba trong hình. Cuoái cuøng chuùng ñöôïc noái 
laïi vaø chia thaønh 4 danh saùch con töông öùng 4 kyù töï khaùc nhau ôû vò trí ñaàu cuûa 
caùc töø. Khi caùc danh saùch con ñöôïc noái laïi thì chuùng ta coù moät danh saùch ñaõ coù 
thöù töï. 

 

8.9.2. Hieän thöïc 

Chuùng ta seõ hieän thöïc phöông phaùp naøy trong C++ cho danh saùch caùc maãu tin 
coù khoùa laø caùc chuoãi kyù töï. Sau moãi laàn phaân hoaïch thaønh caùc danh saùch con, 
chuùng ñöôïc noái laïi thaønh moät danh saùch ñeå sau ñoù laïi ñöôïc phaân hoaïch tieáp töông 
öùng vôùi vò trí keá tröôùc trong khoùa. Chuùng ta söû duïng caùc haøng ñôïi ñeå chöùa caùc 
danh saùch con, do trong giaûi thuaät, khi phaân hoaïch, caùc phaàn töû luoân ñöôïc theâm 
vaøo cuoái caùc danh saùch con vaø khi noái laïi thì caùc phaàn töû laïi ñöôïc laáy ra töø ñaàu 
caùc danh saùch con (FIFO). 
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Neáu chuùng ta duøng caùc CTDL haøng vaø danh saùch toång quaùt coù saün ñeå xöû lyù, seõ 

coù moät soá thao taùc di chuyeån caùc phaàn töû khoâng caàn thieát. Ngöôïc laïi, neáu söû duïng 
caáu truùc lieân keát, coù theå noái caùc haøng lieân keát thaønh moät danh saùch kieân keát baèng 
caùch noái rear cuûa haøng naøy vaøo front cuûa haøng kia, thì chöông trình seõ hieäu 
quaû hôn raát nhieàu. Quaù trình naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 8.17. Chöông trình 
radix_sort nhö vaäy caàn coù theâm lôùp daãn xuaát töø lôùp Queue coù boå sung phöông 
thöùc ñeå noái caùc haøng laïi vôùi nhau, phaàn naøy coù theå xem nhö baøi taäp. Phaàn minh 
hoïa tieáp theo chuùng ta chæ söû duïng lôùp Queue ñôn giaûn coù saün. 

 
Chuùng ta seõ duøng moät maûng coù 28 haøng ñôïi ñeå chöùa 28 danh saùch con. Vò trí 0 

töông öùng kyù töï troáng (khoaûng traéng khoâng coù kyù töï), caùc vò trí töø 1 ñeán 26 töông 
öùng caùc kyù töï chöõ caùi (khoâng phaân bieät chöõ hoa chöõ thöôøng), coøn vò trí 27 töông 
öùng moïi kyù töï coøn laïi (neáu coù) xuaát hieän trong khoùa. Vieäc xöû lyù seõ ñöôïc laëp laïi töø 
kyù töï cuoái ñeán kyù töï ñaàu trong khoùa, moãi laàn laëp chuùng ta seõ duyeät qua danh saùch 
lieân keát ñeå theâm töøng phaàn töû vaøo cuoái moãi danh saùch con töông öùng. Sau khi 
danh saùch ñaõ ñöôïc phaân hoaïch, chuùng ta noái caùc danh saùch con laïi thaønh moät 
danh saùch. Cuoái voøng laëp danh saùch ñaõ coù thöù töï. 

 
Chuùng ta seõ hieän thöïc radix_sort nhö laø moät phöông thöùc cuûa 

Sortable_list. 
 
 
 
 
 
 

 
Hình 8.16 – Tieán trình cuûa radix_sort. 
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// Coù theå söû duïng cho baát kyø hieän thöïc naøo cuûa List. 
 
template <class Record> 
class Sortable_list: public List<Record> { 
public:   //   Caùc phöông thöùc saép thöù töï. 
   void radix_sort(); 
   
private:  //   Caùc haøm phuï trôï. 
   void rethread(Queue queues[]); 
}; 

 
ÔÛ ñaây, lôùp cô sôû List coù theå laø baát kyø hieän thöïc naøo cuûa List trong chöông 4. 

Haøm phuï trôï rethread seõ ñöôïc söû duïng ñeå noái caùc haøng ñôïi. 
 
 

 
Chuùng ta seõ söû duïng caùc phöông thöùc cuûa lôùp Record, char key_letter(int 

position) traû veà kyù töï taïi position cuûa khoùa, hoaëc traû veà khoaûng traéng neáu 
chieàu daøi cuûa khoùa nhoû hôn position. Ñònh nghóa Record nhö sau: 

 
 

 
Hình 8.17 – Radix sort lieân keát 
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class Record { 
public: 
   char key_letter(int position) const; 
   Record();                    //  constructor maëc ñònh. 
   operator Key() const;        //  traû veà khoùa cuûa phaàn töû. 
//   Caùc phöông thöùc vaø caùc thuoäc tính khaùc cuûa lôùp. 
}; 

8.9.2.1. Phöông phaùp saép thöù töï radix_sort 
 

const int max_chars = 28; 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::radix_sort() 
/* 
post: Caùc phaàn töû cuûa danh saùch ñaõ ñöôïc saép theo thöù töï alphabet. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp List, Queue, vaø Record; 
      functions position and rethread. 
*/ 
{ 
   Record data; 
   Queue queues[max_chars]; 
   for (int position = key_size - 1; position >= 0; position--) { 
      //   Laëp töø vò trí cuoái ñeán vò trí ñaàu caùc chuoãi kyù töï. 
      while (remove(0, data) == success) { 
         int queue_number = alphabetic_order(data.key_letter(position)); 
         queues[queue_number].append(data); // Ñöa vaøo haøng thích hôïp. 
      } 
      rethread(queues);// Noái caùc danh saùch con trong caùc haøng thaønh danh saùch. 
   } 
} 

Haøm naøy söû duïng hai haøm phuï trôï: alphabetic_order ñeå xaùc ñònh haøng ñôïi 
töông öùng vôùi moät kyù töï cho tröôùc, vaø Sortable_list::rethread() ñeå noái caùc 
haøng. Chuùng ta coù theå duøng baát kyø hieän thöïc naøo cuûa haøng töông thích vôùi ñaëc taû 
Queue tröøu töôïng trong chöông 3. 

8.9.2.2. Choïn moät queue 
Haøm alphabetic_order laáy thöù töï cuûa moät kyù töï cho tröôùc trong baûng chöõ 

caùi, vôùi quy öôùc raèng taát caû caùc kyù töï khoâng phaûi laø kyù töï chöõ caùi seõ coù cuøng thöù 
töï laø 27, khoaûng traéng coù thöù töï 0. Haøm khoâng phaân bieät chöõ hoa vaø chöõ thöôøng. 
 
int alphabetic_order(char c) 
/* 
post: Traû veà thöù töï cuûa kyù töï trong c theo thöù töï alphabet, hoaëc traû veà 0 neáu c laø khoaûng 

traéng. 
*/ 
{ 
   if (c == ' ') return 0; 
   if ('a' <= c && c <= 'z') return c - 'a' + 1; 
   if ('A' <= c && c <= 'Z') return c - 'A' + 1; 
   return 27; 
} 
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8.9.2.3. Noái caùc haøng 
Haøm rethread noái 28 haøng laïi thaønh moät Sortable_list. Haøm cuõng laøm 

roãng taát caû caùc haøng naøy ñeå chuùng coù theå ñöôïc söû duïng trong laàn laëp sau cuûa giaûi 
thuaät. Haøm naøy coù theå ñöôïc vieát laïi theo caùch phuï thuoäc vaøo hieän thöïc cuûa caùc 
haøng ñeå giaûi thuaät radix_sort coù theå chaïy nhanh hôn, chuùng ta xem nhö baøi 
taäp. 

 
template <class Record> 
void Sortable_list<Record>::rethread(Queue queues[]) 
/* 
post: Moïi haøng ñöôïc noái laïi thaønh moät danh saùch, caùc haøng trôû thaønh roãng. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp List vaø Queue. 
*/ 
{ 
   Record data; 
   for (int i = 0; i < max_chars; i++) 
      while (!queues[i].empty()) { 
         queues[i].retrieve(data); 
         insert(size(), data); 
         queues[i].serve(); 
      } 
} 

 

8.9.3. Phaân tích phöông phaùp radix_sort 

Chuù yù raèng thôøi gian ñeå chaïy radix_sort laø θ(nk), n laø soá phaàn töû caàn saép 
thöù töï vaø k laø soá kyù töï coù trong khoùa. Thôøi gian caàn cho caùc phöông phaùp saép thöù 
töï khaùc cuûa chuùng ta phuï thuoäc vaøo n vaø khoâng phuï thuoäc tröïc tieáp vaøo chieàu daøi 
cuûa khoùa. Thôøi gian toát nhaát laø ñoái vôùi merge_sort: nlgn + O(n). 

 
Hieäu quaû töông ñoái cuûa caùc phöông phaùp coù lieân quan ñeán kích thöôùc nk vaø n 

lgn, coù nghóa laø, k vaø lgn. Neáu caùc khoùa coù chieàu daøi lôùn vaø soá phaàn töû caàn saép 
thöù töï khoâng lôùn (k lôùn vaø lg n töông ñoái nhoû), thì caùc phöông phaùp khaùc, töïa nhö 
merge_sort, seõ hieäu quaû hôn radix_sort; ngöôïc laïi neáu k nhoû (caùc khoùa ngaén) 
vaø soá phaàn töû caàn saép thöù töï nhieàu, thì radix_sort seõ nhanh hôn moïi phöông 
phaùp saép thöù töï maø chuùng ta ñaõ bieát. 
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Chöông 9 – CAÂY NHÒ PHAÂN 
 
So vôùi hieän thöïc lieân tuïc cuûa caùc caáu truùc döõ lieäu, caùc danh saùch lieân keát coù 

nhöõng öu ñieåm lôùn veà tính meàm deûo. Nhöng chuùng cuõng coù moät ñieåm yeáu, ñoù laø söï 
tuaàn töï,  chuùng ñöôïc toå chöùc theo caùch maø vieäc di chuyeån treân chuùng chæ coù theå 
qua töøng phaàn töû moät. Trong chöông naøy chuùng ta khaéc phuïc nhöôïc ñieåm naøy 
baèng caùch söû duïng caùc caáu truùc döõ lieäu caây chöùa con troû. Caây ñöôïc duøng trong raát 
nhieàu öùng duïng, ñaëc bieät trong vieäc truy xuaát döõ lieäu. 

9.1. Caùc khaùi nieäm cô baûn veà caây 
 
Moät caây (tree) - hình 9.1- goàm moät taäp höõu haïn caùc nuùt (node) vaø moät taäp höõu 

haïn caùc caønh (branch) noái giöõa caùc nuùt. Caønh ñi vaøo nuùt goïi laø caønh vaøo 
(indegree), caønh ñi ra khoûi nuùt goïi laø caønh ra (outdegree). Soá caønh ra töø moät nuùt 
goïi laø baäc (degree) cuûa nuùt ñoù. Neáu caây khoâng roãng thì phaûi coù moät nuùt goïi laø nuùt 
goác (root), nuùt naøy khoâng coù caønh vaøo. Caây trong hình 9.1 coù M laø nuùt goác. 
Caùc nuùt coøn laïi, moãi nuùt phaûi coù chính xaùc moät caønh vaøo. Taát caû caùc nuùt ñeàu coù 
theå coù 0, 1, hoaëc nhieàu hôn soá caønh ra. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 
M 
- A  
- - N 
-  - C 
- - - B                              M ( A ( N C ( B ) ) D O ( Y ( T X ) E L S ) )  
- D                                          (c)    
   
- O 
- - Y 
- - - T 
- - - X 
- - E 
- - L         
- - S 
     (b)             

Hình 9.1 – Caùc caùch bieåu dieãn cuûa caây 
 

M

A 

CN Y

D O

E L S 

XTB

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 9 – Caây nhò phaân 

Giaùo trình Caáu truùc Döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   184

Nuùt laù (leaf) ñöôïc ñònh nghóa nhö laø nuùt cuûa caây maø soá caønh ra baèng 0. Caùc 
nuùt khoâng phaûi nuùt goác hoaëc nuùt laù thì ñöôïc goïi laø nuùt trung gian hay nuùt 
trong (internal node). Nuùt coù soá caønh ra khaùc 0 coù theå goïi laø nuùt cha (parent) 
cuûa caùc nuùt maø caønh ra cuûa noù ñi vaøo, caùc nuùt naøy cuõng ñöôïc goïi laø caùc nuùt con 
(child) cuûa noù. Caùc nuùt cuøng cha ñöôïc goïi laø caùc nuùt anh em (sibling) vôùi nhau. 
Nuùt treân nuùt cha coù theå goïi laø nuùt oâng (grandparent, trong moät soá baøi toaùn 
chuùng ta cuõng caàn goïi teân nhö vaäy ñeå trình baøy giaûi thuaät).  
 

Theo hình 9.1, caùc nuùt laù goàm: N, B, D, T, X, E, L, S; caùc nuùt trung gian goàm: 
A, C, O, Y. Nuùt Y laø cha cuûa hai nuùt T vaø X. T vaø X laø con cuûa Y, vaø laø nuùt anh 
em vôùi nhau. 
 

Ñöôøng ñi (path) töø nuùt n1 ñeán nuùt nk ñöôïc ñònh nghóa laø moät daõy caùc nuùt n1, 
n2, …, nk sao cho ni laø nuùt cha cuûa nuùt ni+1 vôùi 1≤ i< k. Chieàu daøi (length) ñöôøng 
ñi naøy laø soá caønh treân noù, ñoù laø k-1. Moãi nuùt coù ñöôøng ñi chieàu daøi baèng 0 ñeán 
chính noù. Trong moät caây, töø nuùt goác ñeán moãi nuùt coøn laïi chæ coù duy nhaát moät 
ñöôøng ñi. 

 
Ñoái vôùi moãi nuùt ni, ñoä saâu (depth) hay coøn goïi laø möùc (level) cuûa noù chính laø 

chieàu daøi ñöôøng ñi duy nhaát töø nuùt goác ñeán noù coäng 1. Nuùt goác coù möùc baèng 1. 
Chieàu cao (height) cuûa nuùt ni laø chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi daøi nhaát töø noù ñeán moät 
nuùt laù. Moïi nuùt laù coù chieàu cao baèng 1. Chieàu cao cuûa caây baèng chieàu cao cuûa 
nuùt goác. Ñoä saâu cuûa caây baèng ñoä saâu cuûa nuùt laù saâu nhaát, noù luoân baèng chieàu cao 
cuûa caây. 

 
Neáu giöõa nuùt n1 vaø nuùt n2 coù moät ñöôøng ñi, thì n1 ñöôc goïi laø nuùt tröôùc 

(ancestor) cuûa n2 vaø n2 laø nuùt sau (descendant) cuûa n1. 
 

M laø nuùt tröôùc cuûa nuùt B. M laø nuùt goác, coù möùc laø 1. Ñöôøng ñi töø M ñeán B laø: 
M, A, C, B, coù chieàu daøi laø 3. B coù möùc laø 4. 

 
B laø nuùt laù, coù chieàu cao laø 1. Chieàu cao cuûa C laø 2, cuûa A laø 3, vaø cuûa M laø 4 

chính baèng chieàu cao cuûa caây. 
 

Moät caây coù theå ñöôïc chia thaønh nhieàu caây con (subtree). Moät caây con laø baát kyø 
moät caáu truùc caây beân döôùi cuûa nuùt goác. Nuùt ñaàu tieân cuûa caây con laø nuùt goác cuûa noù 
vaø ñoâi khi ngöôøi ta duøng teân cuûa nuùt naøy ñeå goïi cho caây con. Caây con goác A (hay 
goïi taét laø caây con A) goàm caùc nuùt A, N, C, B. Moät caây con cuõng coù theå chia thaønh 
nhieàu caây con khaùc. Khaùi nieäm caây con daãn ñeán ñònh nghóa ñeä quy cho caây nhö 
sau: 
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Ñònh nghóa: Moät caây laø taäp caùc nuùt maø 
 - laø taäp roãng, hoaëc 
 - coù moät nuùt goïi laø nuùt goác coù khoâng hoaëc nhieàu caây con, caùc caây con cuõng laø caây 

Caùc caùch bieåu dieãn caây 
Thoâng thöôøng coù 3 caùch bieåu dieãn caây: bieåu dieãn baèng ñoà thò – hình 9.1a, bieåu 

dieãn baèng caùch canh leà – hình 9.1b, vaø bieåu dieãn baèng bieåu thöùc coù daáu ngoaëc – 
hình 9.1c.  

9.2.  Caây nhò phaân 

9.2.1. Caùc ñònh nghóa 

Ñònh nghóa: Moät caây nhò phaân hoaëc laø moät caây roãng, hoaëc bao goàm moät nuùt goïi laø 
nuùt goác (root) vaø hai caây nhò phaân ñöôïc goïi laø caây con beân traùi vaø caây con beân 
phaûi cuûa nuùt goác. 

 
Löu yù raèng ñònh nghóa naøy laø ñònh nghóa toaùn hoïc cho moät caáu truùc caây. Ñeå 

ñaëc taû caây nhò phaân nhö moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng, chuùng ta caàn chæ ra caùc taùc 
vuï coù theå thöïc hieän treân caây nhò phaân. Caùc phöông thöùc cô baûn cuûa moät caây nhò 
phaân toång quaùt chuùng ta baøn ñeán coù theå laø taïo caây, giaûi phoùng caây, kieåm tra caây 
roãng, duyeät caây,… 

 
Ñònh nghóa naøy khoâng quan taâm ñeán caùch hieän thöïc cuûa caây nhò phaân trong boä 

nhôù. Chuùng ta seõ thaáy ngay raèng moät bieåu dieãn lieân keát laø töï nhieân vaø deã söû 
duïng, nhöng caùc hieän thöïc khaùc nhö maûng lieân tuïc cuõng coù theå thích hôïp. Ñònh 
nghóa naøy cuõng khoâng quan taâm ñeán caùc khoùa hoaëc caùch maø chuùng ñöôïc saép thöù 
töï. Caây nhò phaân ñöôïc duøng cho nhieàu muïc ñích khaùc hôn laø chæ coù tìm kieám truy 
xuaát, do ñoù chuùng ta caàn giöõ  moät ñònh nghóa toång quaùt. 

 
Tröôùc khi xem xeùt xa hôn veà caùc ñaëc tính chung cuûa caây nhò phaân, chuùng ta 

haõy quay veà ñònh nghóa toång quaùt vaø nhìn xem baûn chaát ñeä quy cuûa noù theå hieän 
nhö theá naøo trong caáu truùc cuûa moät caây nhò phaân nhoû. 

 
Tröôøng hôïp thöù nhaát, moät tröôøng hôïp cô baûn khoâng lieân quan ñeán ñeä quy, ñoù 

laø moät caây nhò phaân roãng.  
 
Caùch duy nhaát ñeå xaây döïng moät caây nhò phaân coù moät nuùt laø cho nuùt ñoù laø goác 

vaø cho hai caây con traùi vaø phaûi laø hai caây roãng. 
 
Vôùi caây coù hai nuùt, moät trong hai seõ laø goác vaø nuùt coøn laïi seõ thuoäc caây con. 

Hoaëc caây con traùi hoaëc caây con phaûi laø caây roãng, vaø caây coøn laïi chöùa chính xaùc chæ 
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moät nuùt. Nhö vaäy coù hai caây nhò phaân khaùc nhau coù hai nuùt.  Hai caây nhò phaân coù 
hai nuùt coù theå ñöôïc veõ nhö sau: 

 
 
                vaø  
 
 

vaø ñaây laø hai caây khaùc nhau. Chuùng ta seõ khoâng bao giôø veõ baát kyø moät phaàn naøo 
cuûa moät caây nhò phaân nhö sau: 

 
 
 
 
 

do chuùng ta seõ khoâng theå noùi ñöôïc nuùt beân döôùi laø con traùi hay con phaûi cuûa nuùt 
treân. 
 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp caây nhò phaân coù ba nuùt, moät trong chuùng seõ laø goác, vaø hai 
nuùt coøn laïi coù theå ñöôïc chia giöõa caây con traùi vaø caây con phaûi theo moät trong caùc 
caùch sau: 

    2 + 0   1 + 1   0 + 2 
 
Do coù theå coù hai caây nhò phaân coù hai nuùt vaø chæ coù moät caây roãng, tröôøng hôïp 

thöù nhaát treân cho ra hai caây nhò phaân. Tröôøng hôïp thöù ba, töông töï, cho theâm hai 
caây khaùc. Tröôøng hôïp giöõa, caây con traùi vaø caây con phaûi moãi caây chæ coù moät nuùt, 
vaø chæ coù duy nhaát moät caây nhò phaân coù moät nuùt neân tröôøng hôïp naøy chæ coù moät 
caây nhò phaân. Taát caû chuùng ta coù naêm caây nhò phaân coù ba nuùt: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 9.2- Caùc caây nhò phaân coù ba nuùt 
 

Caùc böôùc ñeå xaây döïng caây naøy laø moät ñieån hình cho caùc tröôøng hôïp lôùn hôn. 
Chuùng ta baét ñaàu töø goác cuûa caây vaø xem caùc nuùt coøn laïi nhö laø caùc caùch phaân chia 
giöõa caây con traùi vaø caây con phaûi. Caây con traùi vaø caây con phaûi luùc naøy seõ laø caùc 
tröôøng hôïp nhoû hôn maø chuùng ta ñaõ bieát. 
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Goïi N laø soá nuùt cuûa caây nhò phaân, H laø chieàu cao cuûa caây thì, 
 

Hmax = N, Hmin = ⎣log2N⎦ +1 
Nmin = H, Nmax = 2H-1 

 
Khoaûng caùch töø moät nuùt ñeán nuùt goác xaùc ñònh chi phí caàn ñeå ñònh vò noù. 

Chaúng haïn moät nuùt coù ñoä saâu laø 5 thì chuùng ta phaûi ñi töø nuùt goác vaø qua 5 caønh 
treân ñöôøng ñi töø goác ñeán noù ñeå tìm ñeán noù. Do ñoù, neáu caây caøng thaáp thì vieäc tìm 
ñeán caùc nuùt seõ caøng nhanh. Ñieàu naøy daãn ñeán tính chaát caân baèng cuûa caây nhò 
phaân. Heä soá caân baèng cuûa caây (balance factor) laø söï cheânh leäch giöõa chieàu cao cuûa 
hai caây con traùi vaø phaûi cuûa noù: 

B = HL-HR 

 

Moät caây caân baèng khi heä soá naøy baèng 0 vaø caùc caây con cuûa noù cuõng caân baèng. 
Moät caây nhò phaân caân baèng vôùi chieàu cao cho tröôùc seõ coù soá nuùt laø lôùn nhaát coù 
theå. Ngöôïc laïi, vôùi soá nuùt cho tröôùc caây nhò phaân caân baèng coù chieàu cao nhoû nhaát. 
Thoâng thöôøng ñieàu naøy raát khoù xaûy ra neân ñònh nghóa coù theå nôùi loûng hôn vôùi caùc 
trò B = –1, 0, hoaëc 1 thay vì chæ laø 0. Chuùng ta seõ hoïc kyõ hôn veà caây caân baèng 
AVL trong phaàn sau. 
 

Moät caây nhò phaân ñaày ñuû (complete tree) laø caây coù ñöôïc soá nuùt toái ña vôùi 
chieàu cao cuûa noù. Ñoù cuõng chính laø caây coù B=0 vôùi moïi nuùt. Thuaät ngöõ caây nhò 
phaân gaàn nhö ñaày ñuû cuõng ñöôïc duøng cho tröôøng hôïp caây coù ñöôïc chieàu cao toái 
thieåu cuûa noù vaø moïi nuùt ôû möùc lôùn nhaát doàn heát veà beân traùi. 
Hình 9.3 bieåu dieãn caây nhò phaân ñaày ñuû coù 31 nuùt. Giaû söû loaïi ñi caùc nuùt  19, 21, 
23, 25, 27, 29, 31 ta coù moät caây nhò phaân gaàn nhö ñaày ñuû. 

9.2.2. Duyeät caây nhò phaân 

Moät trong caùc taùc vuï quan troïng nhaát ñöôïc thöïc hieän treân caây nhò phaân laø 
duyeät caây (traversal). Moät pheùp duyeät caây laø moät söï di chuyeån qua khaép 
caùc nuùt cuûa caây theo moät thöù töï ñònh tröôùc, moãi nuùt chæ ñöôïc xöû lyù moät 

 
Hình 9.3 – Caây nhò phaân ñaày ñuû vôùi 31 nuùt. 
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laàn duy nhaát. Cuõng nhö pheùp duyeät treân caùc caáu truùc döõ lieäu khaùc, haønh ñoäng 
maø chuùng ta caàn laøm khi gheù qua moät nuùt seõ phuï thuoäc vaøo öùng duïng. 

 
Ñoái vôùi caùc danh saùch, caùc nuùt naèm theo moät thöù töï töï nhieân töø nuùt ñaàu ñeán 

nuùt cuoái, vaø pheùp duyeät cuõng theo thöù töï naøy. Tuy nhieân, ñoái vôùi caùc caây, coù raát 
nhieàu thöù töï khaùc nhau ñeå duyeät qua caùc nuùt. 

 
Coù 2 caùch tieáp caän chính khi duyeät caây: duyeät theo chieàu saâu vaø duyeät theo 

chieàu roäng. 
 

Duyeät theo chieàu saâu (defth-first traversal): moïi nuùt sau cuûa moät nuùt con ñöôïc 
duyeät tröôùc khi sang moät nuùt con khaùc. 
 
Duyeät theo chieàu roäng (breadth-first traversal): moïi nuùt trong cuøng moät möùc ñöôïc 
duyeät tröôùc khi sang möùc khaùc. 

9.2.2.1. Duyeät theo chieàu saâu  
Taïi moät nuùt cho tröôùc, coù ba vieäc maø chuùng ta muoán laøm: gheù nuùt naøy, duyeät 

caây con beân traùi, duyeät caây con beân phaûi. Söï khaùc nhau giöõa caùc phöông aùn duyeät 
laø chuùng ta quyeát ñònh gheù nuùt ñoù tröôùc hoaëc sau khi duyeät hai caây con, hoaëc giöõa 
khi duyeät hai caây con. 

 
Neáu chuùng ta goïi coâng vieäc gheù moät nuùt laø V, duyeät caây con traùi laø L, duyeät 

caây con phaûi laø R, thì coù ñeán saùu caùch keát hôïp giöõa chuùng: 
 
    VLR LVR LRV VRL RVL RLV. 

 
Caùc thöù töï duyeät caây chuaån 
 

Theo quy öôùc chuaån, saùu caùch duyeät treân giaûm xuoáng chæ coøn ba bôûi chuùng ta 
chæ xem xeùt caùc caùch maø trong ñoù caây con traùi ñöôïc duyeät tröôùc caây con phaûi. Ba 
caùch coøn laïi roõ raøng laø töông töï vì chuùng chính laø nhöõng thöù töï ngöôïc cuûa ba caùch 
chuaån. Caùc caùch chuaån naøy ñöôïc ñaëït teân nhö sau: 

 
 VLR   LVR   LRV 
 preorder  inorder  postorder 

 
Caùc teân naøy ñöôïc choïn töông öùng vôùi böôùc maø nuùt ñaõ cho ñöôïc gheù ñeán. Trong 

pheùp duyeät preorder, nuùt ñöôïc gheù tröôùc caùc caây con; trong pheùp duyeät inorder, noù 
ñöôïc gheù ñeán giöõa khi duyeät hai caây con; vaø trong pheùp duyeät postorder, goác cuûa 
caây ñöôïc gheù sau hai caây con cuûa noù. 
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Pheùp duyeät inorder ñoâi khi coøn ñöôïc goïi laø pheùp duyeät ñoái xöùng (symmetric 
order), vaø postorder ñöôïc goïi laø endorder. 
 
Caùc ví duï ñôn giaûn 
 

Trong ví duï thöù nhaát, chuùng ta haõy xeùt caây nhò phaân sau: 
 
 
 
 
 
 
Vôùi pheùp duyeät preorder, goác caây mang nhaõn 1 ñöôïc gheù ñaàu tieân, sau  ñoù pheùp 

duyeät di chuyeån sang caây con traùi. Caây con traùi chæ chöùa moät nuùt coù nhaõn laø 2, 
nuùt naøy ñöôïc duyeät thöù hai. Sau ñoù pheùp duyeät chuyeån sang caây con phaûi cuûa nuùt 
goác, cuoái cuøng laø nuùt mang nhaõn 3 ñöôïc gheù. Vaäy pheùp duyeät preorder seõ gheù caùc 
nuùt theo thöù töï 1, 2, 3. 

 
Tröôùc khi goác cuûa caây ñöôïc gheù theo thöù töï inorder, chuùng ta phaûi duyeät caây 

con traùi cuûa noù tröôùc. Do ñoù nuùt mang nhaõn 2 ñöôïc gheù ñaàu tieân. Ñoù laø nuùt duy 
nhaát trong caây con traùi. Sau ñoù pheùp duyeät chuyeån ñeán nuùt goác mang nhaõn 1, vaø 
cuoái cuøng duyeät qua caây con phaûi. Vaäy pheùp duyeät inorder seõ gheù caùc nuùt theo thöù 
töï 2, 1, 3. 

 
Vôùi pheùp duyeät postorder, chuùng ta phaûi duyeät caùc hai caây con traùi vaø phaûi 

tröôùc khi gheù nuùt goác. Tröôùc tieân chuùng ta ñi ñeán caây con beân traùi chæ coù moät nuùt 
mang nhaõn 2, vaø noù ñöôïc gheù ñaàu tieân. Tieáp theo, chuùng ta duyeät qua caây con 
phaûi, gheù nuùt 3, vaø cuoái cuøng chuùng ta gheù nuùt 1. Pheùp duyeät postorder duyeät caùc 
nuùt theo thöù töï 2, 3, 1. 

 
Ví duï thöù hai phöùc taïp hôn, chuùng ta haõy xem xeùt caây nhò phaân döôùi ñaây: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2 3

1

2

3

4 5
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Töông töï caùch laøm treân chuùng ta coù pheùp duyeät preorder seõ gheù caùc nuùt theo 
thöù töï 1, 2, 3, 4, 5. Pheùp duyeät inorder seõ gheù caùc nuùt theo thöù töï 1, 4, 3, 5, 2. 
Pheùp duyeät postorder seõ gheù caùc nuùt theo thöù töï 4, 5, 3, 2, 1. 
 
Caây bieåu thöùc  
 

Caùch choïn caùc teân preorder, inorder, vaø postorder cho ba pheùp duyeät caây treân 
khoâng phaûi laø tình côø, noù lieân quan chaët cheõ ñeán moät trong nhöõng öùng duïng, ñoù 
laø caùc caây bieåu thöùc. 

 
Moät caây bieåu thöùc (expression tree) ñöôïc taïo neân töø caùc toaùn haïng ñôn giaûn vaø 

caùc toaùn töû (soá hoïc hoaëc luaän lyù) cuûa bieåu thöùc baèng caùch thay theá caùc toaùn haïng 
ñôn giaûn baèng caùc nuùt laù cuûa moät caây nhò phaân vaø caùc toaùn töû baèng caùc nuùt beân 
trong caây. Ñoái vôùi moãi toaùn töû hai ngoâi, caây con traùi chöùa moïi toaùn haïng vaø moïi 
toaùn töû thuoäc toaùn haïng beân traùi cuûa toaùn töû ñoù, vaø caây con phaûi chöùa moïi toaùn 
haïng vaø moïi toaùn töû thuoäc toaùn haïng beân phaûi cuûa noù. 

 
Ñoái vôùi toaùn töû moät ngoâi, moät trong hai caây con seõ roãng. Chuùng ta thöôøng vieát 

moät vaøi toaùn töû moät ngoâi phía beân traùi cuûa toaùn haïng cuûa chuùng, chaúng haïn daáu 
tröø (pheùp laáy soá aâm) hoaëc caùc haøm chuaån nhö log() vaø cos(). Caùc toaùn töû moät ngoâi 
khaùc ñöôïc vieát beân phaûi cuûa toaùn haïng, chaúng haïn haøm giai thöøa ()! hoaëc haøm 
bình phöông ()2. Ñoâi khi caû hai phía ñeàu hôïp leä, nhö pheùp laáy ñaïo haøm coù theå vieát 
d/dx phía beân traùi, hoaëc ()’ phía beân phaûi, hoaëc toaùn töû taêng ++ coù aûnh höôûng 

 
Hình 9.4 – Caây bieåu thöùc
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khaùc nhau khi naèm beân traùi hoaëc naèm beân phaûi. Neáu toaùn töû ñöôïc ghi beân traùi, 
thì trong caây bieåu thöùc noù seõ coù caây con traùi roãng, nhö vaäy toaùn haïng seõ xuaát hieän 
beân phaûi cuûa noù trong caây. Ngöôïc laïi, neáu toaùn töû xuaát hieän beân phaûi, thì caây con 
phaûi cuûa noù seõ roãng, vaø toaùn haïng seõ laø caây con traùi cuûa noù.  

 
Moät soá caây bieåu thöùc cuûa moät vaøi bieåu thöùc ñôn giaûn ñöôïc minh hoïa trong hình 

9.4. Hình 9.5 bieåu dieãn moät coâng thöùc baäc hai phöùc taïp hôn. Ba thöù töï duyeät caây 
chuaån cho caây bieåu thöùc naøy lieät keâ trong hình 9.6. 

Caùc teân cuûa caùc pheùp duyeät lieân quan ñeán caùc daïng Balan cuûa bieåu thöùc: duyeät 
caây bieåu thöùc theo preorder laø daïng prefix, trong ñoù moãi toaùn töû naèm tröôùc caùc 
toaùn haïng cuûa noù; duyeät caây bieåu thöùc theo inorder laø daïng infix (caùch vieát bieåu 
thöùc quen thuoäc cuûa chuùng ta); duyeät caây bieåu thöùc theo postorder laø daïng postfix, 
moïi toaùn haïng naèm tröôùc toaùn töû cuûa chuùng. Nhö vaäy caùc caây con traùi vaø caây con 
phaûi cuûa moãi nuùt luoân laø caùc toaùn haïng cuûa noù, vaø vò trí töông ñoái cuûa moät toaùn töû 
so vôùi caùc toaùn haïng cuûa noù trong ba daïng Balan hoaøn toaøn gioáng vôùi thöù töï töông 
ñoái cuûa caùc laàn gheù caùc thaønh phaàn naøy theo moät trong ba pheùp duyeät caây bieåu 
thöùc. 

 
Hình 9.5 – Caây bieåu thöùc cho coâng thöùc baäc hai. 
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Caây so saùnh  

 
Chuùng ta haõy xem laïi ví duï trong hình 9.7 vaø ghi laïi keát quaû cuûa ba pheùp 

duyeät caây chuaån nhö sau: 
 
preorder: Jim Dot Amy Ann Guy Eva Jan Ron Kay Jon Kim Tim Roy Tom 
inorder:   Amy Ann Dot Eva Guy Jan Jim Jon Kay Kim Ron Roy Tim Tom 
postorder:Ann Amy Eva Jan Guy Dot Jon Kim Kay Roy Tom Tim Ron Jim 
 

Pheùp duyeät inorder cho caùc teân coù thöù töï theo alphabet. Caùch taïo moät caây so 
saùnh nhö hình 9.7 nhö sau: di chuyeån sang traùi khi khoùa cuûa nuùt caàn theâm nhoû 
hôn khoùa cuûa nuùt ñang xeùt, ngöôïc laïi thì di chuyeån sang phaûi. Nhö vaäy caây nhò 
phaân treân ñaõ ñöôïc xaây döïng sao cho moïi nuùt trong caây con traùi cuûa moãi nuùt coù thöù 
töï nhoû hôn thöù töï cuûa noù, vaø moïi nuùt trong caây con phaûi coù thöù töï lôùn hôn noù. Do 
ñoái vôùi moãi nuùt, pheùp duyeät inorder seõ duyeät qua caùc nuùt trong caây con traùi tröôùc, 
roài ñeán chính noù, vaø cuoái cuøng laø caùc nuùt trong caây con phaûi, neân chuùng ta coù ñöôïc 
caùc nuùt theo thöù töï. 

 

 
Hình 9.6 – Caùc thöù tö duyeät cho caây bieåu thöùc

 
Hình 9.7 – Caây so saùnh ñeå tìm nhò phaân 
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Trong phaàn sau chuùng ta seõ tìm hieåu caùc caây nhò phaân vôùi ñaëc tính treân, 
chuùng coøn ñöôïc goïi laø caùc caây nhò phaân tìm kieám (binary search tree), do chuùng 
raát coù ích vaø hieäu quaû cho yeâu caàu tìm kieám. 

9.2.2.2. Duyeät theo chieàu roäng 
 

Thöù töï duyeät caây theo chieàu roäng laø thöù töï duyeät heát möùc naøy ñeán möùc kia, coù 
theå töø möùc cao ñeán möùc thaáp hoaëc ngöôïc laïi. Trong moãi möùc coù theå duyeät töø traùi 
sang phaûi hoaëc töø phaûi sang traùi. Ví duï caây trong hình 9.7 neáu duyeät theo chieàu 
roäng töø möùc thaáp ñeán möùc cao, trong moãi möùc duyeät töø traùi sang phaûi, ta coù: Jim, 
Dot, Ron, Amy, Guy, Kay, Tim, Ann, Eva, Jan, Jon, Kim, Roy, Tom. 

9.2.3. Hieän thöïc lieân keát cuûa caây nhò phaân 

Chuùng ta haõy xem xeùt caùch bieåu dieãn cuûa caùc nuùt ñeå xaây döïng neân caây. 

9.2.3.1. Caáu truùc cô baûn cho moät nuùt trong caây nhò phaân 

 
Moãi nuùt cuûa moät caây nhò phaân (cuõng laø goác cuûa moät caây con naøo ñoù) coù hai caây 

con traùi vaø phaûi. Caùc caây con naøy coù theå ñöôïc xaùc ñònh thoâng qua caùc con troû chæ 
ñeán caùc nuùt goác cuûa noù. Chuùng ta coù ñaëc taû sau: 

 
template <class Entry> 
struct Binary_node { 
// Caùc thaønh phaàn.    
   Entry data; 
   Binary_node<Entry> *left; 
   Binary_node<Entry> *right; 

Hình 9.8 – Caây nhò phaân lieân keát 
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// constructors: 
   Binary_node(); 
   Binary_node(const Entry &x); 
}; 

 
Binary_node chöùa hai constructor ñeàu khôûi gaùn caùc thuoäc tính con troû laø NULL 

moãi khi ñoái töôïng ñöôïc taïo ra. 
 
Trong hình 9.8, chuùng ta thaáy nhöõng tham chieáu NULL, tuy nhieân chuùng ta coù 

theå quy öôùc raèng caùc caây con roãng vaø caùc caønh ñeán noù coù theå boû qua khoâng caàn 
hieån thò khi veõ caây. 

9.2.3.2. Ñaëc taû caây nhò phaân 
Moät caây nhò phaân coù moät hieän thöïc töï nhieân trong vuøng nhôù lieân keát. Cuõng 

nhö caùc caáu truùc lieân keát, chuùng ta seõ caáp phaùt ñoäng caùc nuùt, noái keát chuùng laïi vôùi 
nhau. Chuùng ta chæ caàn moät con troû chæ ñeán nuùt goác cuûa caây. 

 
template <class Entry> 
class Binary_tree { 
public: 
   Binary_tree(); 
   bool empty() const; 
   void preorder(void (*visit)(Entry &)); 
   void inorder(void (*visit)(Entry &)); 
   void postorder(void (*visit)(Entry &)); 
 
   int size() const; 
   void clear(); 
   int height() const; 
   void insert(const Entry &); 
 
   Binary_tree (const Binary_tree<Entry> &original); 
   Binary_tree & operator =(const Binary_tree<Entry> &original); 
   ~Binary_tree(); 
 
protected: 
   //  Caùc haøm ñeä quy phuï trôï: 
   void recursive_inorder(Binary_node<Entry>*sub_root,  

void (*visit)(Entry &)) 
   void recursive_preorder(Binary_node<Entry>*sub_root,  

void (*visit)(Entry &)) 
   void recursive_postorder(Binary_node<Entry>*sub_root,  

void (*visit)(Entry &)) 
 
   Binary_node<Entry> *root; 
}; 

 
Vôùi con troû root, coù theå deã daøng nhaän ra moät caây nhò phaân roãng bôûi bieåu thöùc  
 
     root == NULL; 

 
vaø khi taïo moät caây nhò phaân môùi chuùng ta chæ caàn gaùn root baèng NULL.  
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template <class Entry> 
Binary_tree<Entry>::Binary_tree() 
/* 
post: Caây nhò phaân roãng ñöôïc taïo ra. 
*/ 
{ 
   root = NULL; 
} 
 

Phöông thöùc empty kieåm tra xem moät caây nhò phaân coù roãng hay khoâng: 
 
template <class Entry> 
bool Binary_tree<Entry>::empty() const 
/* 
post: Traû veà true neáu caäy roãng, ngöôïc laïi traû veà false. 
*/ 
{ 
   return root == NULL; 
} 

9.2.3.3. Duyeät caây 
 
Baây giôø chuùng ta seõ xaây döïng caùc phöông thöùc duyeät moät caây nhò phaân lieân keát 

theo caû ba pheùp duyeät cô baûn. Cuõng nhö tröôùc kia, chuùng ta seõ giaû söû nhö chuùng 
ta ñaõ coù haøm visit ñeå thöïc hieän moät coâng vieäc mong muoán naøo ñoù cho moãi nuùt 
cuûa caây. Vaø nhö caùc haøm duyeät cho nhöõng caáu truùc döõ lieäu khaùc, con troû haøm 
visit seõ laø moät thoâng soá hình thöùc cuûa caùc haøm duyeät caây. 

 
Trong caùc haøm duyeät caây, chuùng ta caàn gheù ñeán nuùt goác vaø duyeät caùc caây con 

cuûa noù. Ñeä quy seõ laøm cho vieäc duyeät caùc caây con trôû neân heát söùc deã daøng. Caùc caây 
con ñöôïc tìm thaáy nhôø caùc con troû trong nuùt goác, do ñoù caùc con troû naøy caàn ñöôïc 
chuyeån cho caùc laàn goïi ñeä quy. Moãi phöông thöùc duyeät caàn goïi haøm ñeä quy coù moät 
thoâng soá con troû. Chaúng haïn, phöông thöùc duyeät inorder  ñöôïc vieát nhö sau: 

 
template <class Entry> 
void Binary_tree<Entry>::inorder(void (*visit)(Entry &)) 
/* 
post: Caây ñöôïc duyeät theo thöù töï inorder 
uses: Haøm recursive_inorder 
*/ 
{ 
   recursive_inorder(root, visit); 
} 

 
Moät caùch toång quaùt, chuùng ta nhaän thaáy moät caùch toång quaùt raèng baát kyø 

phöông thöùc naøo cuûa Binary_tree maø baûn chaát laø moät quaù trình ñeä quy cuõng ñöôïc 
hieän thöïc baèng caùch goïi moät haøm ñeä quy phuï trôï coù thoâng soá laø goác cuûa caây. Haøm 
duyeät inorder phuï trôï ñöôïc hieän thöïc baèng caùch goïi ñeä quy ñôn giaûn nhö sau: 
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template <class Entry> 
void Binary_tree<Entry>::recursive_inorder(Binary_node<Entry>*sub_root, void 

(*visit)(Entry &)) 
/* 
pre:  sub_root hoaëc laø NULL hoaëc chæ ñeán goác cuûa moät caây con. 
post: Caây con ñöôïc duyeät theo thöù töï inorder. 
uses: Haøm recursive_inorder ñöôïc goïi ñeä quy. 
*/ 
{ 
   if (sub_root != NULL) { 
      recursive_inorder(sub_root->left, visit); 
      (*visit)(sub_root->data); 
      recursive_inorder(sub_root->right, visit); 
   } 
} 

 
Caùc phöông thöùc duyeät khaùc cuõng ñöôïc xaây döïng moät caùch töông töï baèng caùch 

goïi caùc haøm ñeä quy phuï trôï. caùc haøm ñeä quy phuï trôï coù hieän thöïc nhö sau: 
 

template <class Entry> 
void Binary_tree<Entry>::recursive_preorder(Binary_node<Entry> *sub_root, 

void (*visit)(Entry &)) 
/* 
pre:  sub_root hoaëc laø NULL hoaëc chæ ñeán goác cuûa moät caây con. 
post: Caây con ñöôïc duyeät theo thöù töï preorder. 
uses: Haøm recursive_inorder ñöôïc goïi ñeä quy. 
*/ 
{ 
   if (sub_root != NULL) { 
      (*visit)(sub_root->data); 
      recursive_preorder(sub_root->left, visit); 
      recursive_preorder(sub_root->right, visit); 
   } 
} 

 
template <class Entry> 
void Binary_tree<Entry>::recursive_postorder(Binary_node<Entry> *sub_root, 

void (*visit)(Entry &)) 
/* 
pre:  sub_root hoaëc laø NULL hoaëc chæ ñeán goác cuûa moät caây con. 
post: Caây con ñöôïc duyeät theo thöù töï postorder. 
uses: Haøm recursive_inorder ñöôïc goïi ñeä quy. 
*/ 
{ 
   if (sub_root != NULL) { 
      recursive_postorder(sub_root->left, visit); 
      recursive_postorder(sub_root->right, visit); 
      (*visit)(sub_root->data); 
   } 
} 

 
Chöông trình duyeät caây theo chieàu roäng luoân phaûi söû duïng ñeán CTDL haøng 

ñôïi. Neáu duyeät theo thöù töï töø möùc thaáp ñeán möùc cao, moãi möùc duyeät töø traùi sang 
phaûi, tröôùc tieân nuùt goác ñöôïc ñöa vaøo haøng ñôïi. Coâng vieäc ñöôïc laëp cho ñeán khi 
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haøng ñôïi roãng: laáy moät nuùt ra khoûi haøng ñôïi, xöû lyù cho noù, ñöa caùc nuùt con cuûa noù 
vaøo haøng ñôïi (theo ñuùng thöù töï töø traùi sang phaûi). Caùc bieán theå khaùc cuûa pheùp 
duyeät caây theo chieàu roäng cuõng voâ cuøng ñôn giaûn, sinh vieân coù theå töï suy nghó 
theâm. 

 
Chuùng ta ñeå phaàn hieän thöïc caùc phöông thöùc cuûa caây nhò phaân nhö height, 

size, vaø clear nhö laø baøi taäp. Caùc phöông thöùc naøy cuõng ñöôïc hieän thöïc deã 
daøng baèng caùch goïi caùc haøm ñeä quy phuï trôï. Trong phaàn baøi taäp chuùng ta cuõng seõ 
vieát phöông thöùc insert ñeå theâm caùc phaàn töû vaøo caây nhò phaân, phöông thöùc 
naøy caàn ñeå taïo moät caây nhò phaân, sau ñoù, keát hôïp vôùi caùc phöông thöùc neâu treân, 
chuùng ta seõ kieåm tra lôùp Binary_tree maø chuùng ta xaây döïng ñöôïc. 

 
Trong phaàn sau cuûa chöông naøy, chuùng ta seõ xaây döïng caùc lôùp daãn xuaát töø caây 

nhò phaân coù nhieàu ñaëc tính vaø höõu ích hôn (caùc lôùp daãn xuaát naøy seõ coù caùc phöông 
thöùc theâm hoaëc loaïi phaàn töû trong caây thích hôïp vôùi ñaëc tính cuûa töøng loaïi caây). 
Coøn hieän taïi thì chuùng ta khoâng neân theâm nhöõng phöông thöùc nhö vaäy vaøo caây 
nhò phaân cô baûn. 

 
Maëc duø lôùp Binary_tree cuûa chuùng ta xuaát hieän chæ nhö laø moät lôùp voû maø caùc 

phöông thöùc cuûa noù ñeàu ñaåy caùc coâng vieäc caàn laøm ñeán cho caùc haøm phuï trôï, baûn 
thaân noù laïi mang moät yù nghóa quan troïng. Lôùp naøy taäp trung vaøo noù nhieàu haøm 
khaùc nhau vaø cung caáp moät giao dieän thuaän tieän töông töï caùc kieåu döõ lieäu tröøu 
töôïng khaùc. Hôn nöõa, chính lôùp môùi coù theå cung caáp tính ñoùng kín: khoâng coù noù 
thì caùc döõ lieäu trong caây khoâng ñöôïc baûo veä moät caùch an toaøn vaø deã daøng bò thaâm 
nhaäp vaø söûa ñoåi ngoaøi yù muoán. Cuoái cuøng, chuùng ta coù theå thaáy lôùp Binary_tree 
coøn laøm moät lôùp cô sôû cho caùc lôùp khaùc daãn xuaát töø noù höõu ích hôn. 

9.3.  Caây nhò phaân tìm kieám 
Chuùng ta haõy xem xeùt vaán ñeà tìm kieám moät khoùa trong moät danh saùch lieân 

keát. Khoâng coù caùch naøo khaùc ngoaøi caùch di chuyeån treân danh saùch moãi laàn moät 
phaàn töû, vaø do ñoù vieäc tìm kieám treân danh saùch lieân keát luoân laø tìm tuaàn töï. Vieäc 
tìm kieám seõ trôû neân nhanh hôn nhieàu neáu chuùng ta söû duïng danh saùch lieân tuïc vaø 
tìm nhò phaân. Tuy nhieân, danh saùch lieân tuïc laïi khoâng phuø hôïp vôùi söï bieán ñoäng 
döõ lieäu. Giaû söû chuùng ta cuõng caàn thay ñoåi danh saùch thöôøng xuyeân, theâm caùc 
phaàn töû môùi hoaëc loaïi caùc phaàn töû hieän coù. Nhö vaäy danh saùch lieân tuïc seõ chaäm 
hôn nhieàu so vôùi danh saùch lieân keát, do vieäc theâm vaø loaïi phaàn töû trong danh 
saùch lieân tuïc moãi laàn ñeàu ñoøi hoûi phaûi di chuyeån nhieàu phaàn töû sang caùc vò trí 
khaùc. Trong danh saùch lieân keát chæ caàn thay ñoåi moät vaøi con troû maø thoâi. 

 
Vaán ñeà chuû choát trong phaàn naøy chính laø: 
Lieäu chuùng ta coù theå tìm moät hieän thöïc cho caùc danh saùch coù thöù töï maø trong 

ñoù chuùng ta coù theå tìm kieám, hoaëc theâm bôùt phaàn töû ñeàu raát nhanh? 
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Caây nhò phaân cho moät lôøi giaûi toát cho vaán ñeà naøy. Baèng caùch ñaët caùc entry 
cuûa moät danh saùch coù thöù töï vaøo trong caùc nuùt cuûa moät caây nhò phaân, chuùng ta seõ 
thaáy raèng chuùng ta coù theå tìm moät khoùa cho tröôùc qua O(log n) böôùc, gioáng nhö 
tìm nhò phaân, ñoàng thôøi chuùng ta cuõng coù giaûi thuaät theâm vaø loaïi phaàn töû trong 
O(log n) thôøi gian. 

 

Ñònh nghóa: Moät caây nhò phaân tìm kieám (binary search tree -BST) laø moät caây 
hoaëc roãng hoaëc trong ñoù moãi nuùt coù moät khoùa (naèm trong phaàn döõ lieäu cuûa noù) 
vaø thoûa caùc ñieàu kieän sau: 
1. Khoùa cuûa nuùt goác lôùn hôn khoùa cuûa baát kyø nuùt naøo trong caây con traùi cuûa noù. 
2. Khoùa cuûa nuùt goác nhoû hôn khoùa cuûa baát kyø nuùt naøo trong caây con phaûi cuûa noù. 
3. Caây con traùi vaø caây con phaûi cuûa goác cuõng laø caùc caây nhò phaân tìm kieám. 

 
Hai ñaëc tính ñaàu tieân moâ taû thöù töï lieân quan ñeán khoùa cuûa nuùt goác, ñaëc tính 

thöù ba môû roäng chuùng ñeán moïi nuùt trong caây; do ñoù chuùng ta coù theå tieáp tuïc söû 
duïng caáu truùc ñeä quy cuûa caây nhò phaân. Chuùng ta ñaõ vieát ñònh nghóa naøy theo 
caùch maø noù baûo ñaûm raèng khoâng coù hai phaàn töû trong moät caây nhò phaân tìm kieám 
coù cuøng khoùa, do caùc khoùa trong caây con traùi chính xaùc laø nhoû hôn khoùa cuûa goác, 
vaø caùc khoùa cuûa caây con phaûi cuõng chính xaùc laø lôùn hôn khoùa cuûa goác. Chuùng ta coù 
theå thay ñoåi ñònh nghóa ñeå cho pheùp caùc phaàn töû truøng khoùa. Tuy nhieân trong 
phaàn naøy chuùng ta coù theå giaû söû raèng: 

 
Khoâng coù hai phaàn töû trong moät caây nhò phaân tìm kieám coù truøng khoùa. 
 
Caùc caây nhò phaân trong hình 9.7 vaø 9.8 laø caùc caây nhò phaân tìm kieám, do quyeát 

ñònh di chuyeån sang traùi hoaëc phaûi taïi moãi nuùt döïa treân caùch so saùnh caùc khoùa 
trong ñònh nghóa cuûa moät caây tìm kieám. 

 

9.3.1. Caùc danh saùch coù thöù töï vaø caùc caùch hieän thöïc 

Ñaõ ñeán luùc baét ñaàu xaây döïng caùc phöông thöùc C++ ñeå xöû lyù cho caây nhò phaân 
tìm kieám, chuùng ta neân löu yù raèng coù ít nhaát laø ba quan ñieåm khaùc nhau döôùi ñaây: 

 
• Chuùng ta coù theå xem caây nhò phaân tìm kieám nhö moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng 

môùi vôùi ñònh nghóa vaø caùc phöông thöùc cuûa noù; 
• Do caây nhò phaân tìm kieám laø moät daïng ñaëc bieät cuûa caây nhò phaân, chuùng ta coù 

theå xem caùc phöông thöùc cuûa noù nhö caùc daïng ñaëc bieät cuûa caùc phöông thöùc cuûa 
caây nhò phaân; 

• Do caùc phaàn töû trong caây nhò phaân tìm kieám coù chöùa caùc khoùa, vaø do chuùng 
ñöôïc gaùn döõ lieäu ñeå truy xuaát thoâng tin theo caùch töông töï nhö caùc danh saùch 
coù thöù töï, chuùng ta coù theå nghieân cöùu caây nhò phaân tìm kieám nhö laø moät hieän 
thöïc môùi cuûa kieåu döõ lieäu tröøu töôïng danh saùch coù thöù töï (ordered list ADT). 
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Trong thöïc teá, ñoâi khi caùc laäp trình vieân chæ taäp trung vaøo moät trong ba quan 
ñieåm treân, vaø chuùng ta cuõng seõ nhö theá. Chuùng ta seõ ñaëc taû lôùp caây nhò phaân tìm 
kieám daãn xuaát töø caây nhò phaân. Nhö vaäy, lôùp caây nhò phaân cuûa chuùng ta laïi bieåu 
dieãn cho moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng khaùc. Tuy nhieân, lôùp môùi seõ thöøa keá caùc 
phöông thöùc cuûa lôùp caây nhò phaân tröôùc kia. Baèng caùch naøy, söï söû duïng lôùp thöøa 
keá nhaán maïnh vaøo hai quan ñieåm treân. Quan ñieåm thöù ba thöôøng ñöôïc nhìn thaáy 
trong caùc öùng duïng cuûa caây nhò phaân tìm kieám. Chöông trình cuûa ngöôøi söû duïng 
coù theå duøng lôùp cuûa chuùng ta ñeå giaûi quyeát caùc baøi toaùn saép thöù töï vaø tìm kieám 
lieân quan ñeán danh saùch coù thöù töï. 

 
Chuùng ta ñaõ ñöa ra nhöõng khai baùo C++ cho pheùp xöû lyù cho caây nhò phaân. 

Chuùng ta seõ söû duïng hieän thöïc naøy cuûa caây nhò phaân laøm cô sôû cho lôùp caây nhò 
phaân tìm kieám. 

 
template <class Record> 
class Search_tree: public Binary_tree<Record> { 
public: 
   Error_code insert(const Record &new_data); 
   Error_code remove(const Record &old_data); 
   Error_code tree_search(Record &target) const; 
 private: //  Caùc haøm ñeä quy phuï trôï. 
}; 

 
Do lôùp caây nhò phaân tìm kieám thöøa keá töø lôùp nhò phaân, chuùng ta coù theå duøng 

laïi caùc phöông thöùc ñaõ ñònh nghóa treân caây nhò phaân toång quaùt cho caây nhò phaân 
tìm kieám. Caùc phöông thöùc naøy laø constructor, destructor, clear, empty, 
size, height, vaø caùc phöông thöùc duyeät preorder, inorder, postorder. Ñeå 
theâm vaøo caùc phöông thöùc naøy, moät caây nhò phaân tìm kieám caàn theâm caùc phöông 
thöùc chuyeân bieät hoùa nhö insert, remove, vaø tree_search. 
 

9.3.2. Tìm kieám treân caây 

Phöông thöùc môùi quan troïng ñaàu tieân cuûa caây nhò phaân tìm kieám laø: tìm moät 
phaàn töû vôùi moät khoùa cho tröôùc trong caây nhò phaân tìm kieám lieân keát. Ñaëc taû cuûa 
phöông thöùc nhö sau: 

 
Error_code Search_tree<Record> :: tree_search (Record &target) const; 
post: Neáu coù moät phaàn töû coù khoùa truøng vôùi khoùa trong target, thì target ñöôïc cheùp ñeø bôûi 

phaàn töû naøy, phöông thöùc traû veà success; ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present. 
 

ÔÛ ñaây chuùng ta duøng lôùp Record nhö ñaõ moâ taû trong chöông 7. Ngoaøi thuoäc 
tính thuoäc lôùp Key daønh cho khoùa, trong Record coù theå coøn nhieàu thaønh phaàn döõ 
lieäu khaùc. Trong caùc öùng duïng, phöông thöùc naøy thöôøng ñöôïc goïi vôùi thoâng soá 
target chæ chöùa trò cuûa thaønh phaàn khoùa. Neáu tìm thaáy khoùa caàn tìm, phöông 
thöùc seõ boå sung caùc döõ lieäu ñaày ñuû vaøo caùc thaønh phaàn khaùc coøn laïi cuûa Record. 
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9.3.2.1. Chieán löôïc  
Ñeå tìm moät khoùa, tröôùc tieân chuùng ta so saùnh noù vôùi khoùa cuûa nuùt goác trong 

caây. Neáu so truøng, giaûi thuaät döøng. Ngöôïc laïi, chuùng ta ñi sang caây con traùi hoaëc 
caây con phaûi vaø laëp laïi vieäc tìm kieám trong caây con naøy. 

 
Ví duï, chuùng ta caàn tìm teân Kim trong caây nhò phaân tìm kieám hình 9.7 vaø 9.8. 

Chuùng ta so saùnh Kim vôùi phaàn töû taïi nuùt goác, Jim. Do Kim lôùn hôn Jim theo thöù 
töï  alphabet, chuùng ta ñi sang phaûi vaø tieáp tuïc so saùnh Kim vôùi Ron. Do Kim nhoû 
hôn Jon, chuùng ta di chuyeån sang traùi, so saùnh Kim vôùi Kay. Chuùng ta laïi di 
chuyeån sang phaûi vaø gaëp ñöôïc phaàn töû caàn tìm. 

 
Ñaây roõ raøng laø moät quaù trình ñeä quy, cho neân chuùng ta seõ hieän thöïc phöông 

thöùc naøy baèng caùch goïi moät haøm ñeä quy phuï trôï. Lieäu ñieàu kieän döøng cuûa vieäc tìm 
kieám ñeä quy laø gì? Roõ raøng laø, neáu chuùng ta tìm thaáy phaàn töû caàn tìm, haøm seõ keát 
thuùc thaønh coâng. Neáu khoâng, chuùng ta seõ cöù tieáp tuïc tìm cho ñeán khi gaëp moät caây 
roãng, trong tröôøng hôïp naøy vieäc tìm kieám thaát baïi. 

 
Haøm ñeä quy tìm kieám phuï trôï seõ traû veà moät con troû chæ ñeán phaàn töû ñöôïc tìm 

thaáy. Maëc duø con troû naøy coù theå ñöôïc söû duïng ñeå truy xuaát ñeán döõ lieäu löu trong 
ñoái töôïng caây, nhöng chæ coù caùc haøm laø nhöõng phöông thöùc cuûa caây môùi coù theå goïi 
haøm tìm kieám phuï trôï naøy (vì chæ coù chuùng môùi coù theå gôûi thuoäc tính root cuûa 
caây laøm thoâng soá). Nhö vaäy, vieäc traû veà con troû ñeán moät nuùt seõ khoâng vi phaïm 
ñeán tính ñoùng kín cuûa caây khi nhìn töø öùng duïng beân ngoaøi. Chuùng ta coù ñaëc taû 
sau ñaây cuûa haøm tìm kieám phuï trôï. 
 
Binary_node<Record> *Search_tree<Record> :: search_for_node 

(Binary_node<Record> *sub_root, const Record &target) const; 
pre: sub_root hoaëc laø NULL hoaëc chæ ñeán moät caây con cuûa lôùp Search_tree. 
post:Neáu khoùa cuûa target khoâng coù trong caây con sub_tree, haøm traû veà NULL; ngöôïc laïi, haøm 

traû veà con troû ñeán nuùt chöùa target. 

9.3.2.2. Phieân baûn ñeä quy 
Caùch ñôn giaûn nhaát ñeå vieát haøm tìm kieám treân laø duøng ñeä quy: 
 

template <class Record> 
Binary_node<Record> *Search_tree<Record>::search_for_node( 
            Binary_node<Record>* sub_root, const Record &target) const 
{ 
   if (sub_root == NULL || sub_root->data == target) return sub_root; 
   else if (sub_root->data < target) 

return search_for_node(sub_root->right, target); 
        else return search_for_node(sub_root->left, target); 
} 
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9.3.2.3. Khöû ñeä quy 
Ñeä quy xuaát hieän trong haøm treân chæ laø ñeä quy ñuoâi, ñoù laø leänh cuoái cuøng ñöôïc 

thöïc hieän trong haøm. Baèng caùch söû duïng voøng laëp, ñeä quy ñuoâi luoân coù theå ñöôïc 
thay theá bôûi söï laëp laïi nhieàu laàn. Trong tröôøng hôïp naøy chuùng ta caàn vieát voøng 
laëp theá cho leänh if ñaàu tieân, vaø thay ñoåi thoâng soá sub_root ñeå noù di chuyeån 
xuoáng caùc caønh cuûa caây. 

 
template <class Record> 
Binary_node<Record> *Search_tree<Record>::search_for_node( 
            Binary_node<Record> *sub_root, const Record &target) const 
{  while (sub_root != NULL && sub_root->data != target) 
      if (sub_root->data < target)  

sub_root = sub_root->right; 
      else sub_root = sub_root->left; 
   return sub_root; 
} 

9.3.2.4. Phöông thöùc tree_search 
Phöông thöùc tree_search ñôn giaûn chæ goïi haøm phuï trôï search_for_node 

ñeå tìm nuùt chöùa khoùa truøng vôùi khoùa caàn tìm trong caây tìm kieám nhò phaân. Sau 
ñoù noù trích döõ lieäu caàn thieát vaø traû veà Error_code töông öùng. 

 
template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::tree_search(Record &target) const 
/* 
post: Neáu tìm thaáy khoùa caàn tìm trong target, phöông thöùc seõ boå sung caùc döõ lieäu ñaày ñuû vaøo 

caùc thaønh phaàn khaùc coøn laïi cuûa target vaø traø veà success. Ngöôïc laïi traû veà 
not_present. Caû hai tröôøng hôïp caây ñeàu khoâng thay ñoåi. 

Uses: Haøm search_for_node 
*/ 
{ 
   Error_code result = success; 
   Binary_node<Record> *found = search_for_node(root, target); 
   if (found == NULL) 
      result = not_present; 
   else 
      target = found->data; 
   return result; 
} 

9.3.2.5. Haønh vi cuûa giaûi thuaät 
Chuùng ta thaáy raèng tree_search döïa treân cô sôû cuûa tìm nhò phaân. Neáu chuùng 

ta thöïc hieän tìm nhò phaân treân moät danh saùch coù thöù töï, chuùng ta thaáy raèng tìm 
nhò phaân thöïc hieän caùc pheùp so saùnh hoaøn toaøn gioáng nhö tree_search. Chuùng 
ta cuõng ñaõ bieát tìm nhò phaân thöïc hieän O(log n) laàn so saùnh ñoái vôùi danh saùch coù 
chieàu daøi n. Ñieàu naøy thöïc söï toát so vôùi caùc phöông phaùp tìm kieám khaùc, do log n 
taêng raát chaäm khi n taêng. 
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Caây trong hình 9.9a laø caây toát nhaát ñoái vôùi vieäc tìm kieám. Caây caøng “raäm raïp” 
caøng toát: noù coù chieàu cao nhoû nhaát ñoái vôùi soá nuùt cho tröôùc. Soá nuùt naèm giöõa nuùt 
goác vaø nuùt caàn tìm, keå caû nuùt caàn tìm, laø soá laàn so saùnh caàn thöïc hieän khi tìm 
kieám. Vì vaäy, caây caøng raäm raïp thì soá laàn so saùnh naøy caøng nhoû. 

 
Khoâng phaûi chuùng ta luoân coù theå döï ñoaùn tröôùc hình daïng cuûa moät caây nhò 

phaân tìm kieám tröôùc khi caây ñöôïc taïo ra, vaø caây ôû hình (b) laø moät caây ñieån hình 
thöôøng coù nhaát so vôùi caây ôû hình (a). Trong caây naøy, vieäc tìm phaàn töû c caàn boán 
laàn so saùnh, coøn hình (a) chæ caàn ba laàn so saùnh. Tuy nhieân, caây ôû hình (b) vaãn 
coøn töông ñoái raäm raïp vaø vieäc tìm kieám treân noù chæ dôû hôn moät ít so vôùi caây toái 
öu trong hình (a). 

Trong hình (c), caây ñaõ trôû neân suy thoaùi, vaø vieäc tìm phaàn töû c caàn ñeán 6 laàn 
so saùnh. Hình (d) vaø (e) caùc caây ñaõ trôû thaønh chuoãi caùc maéc xích. Khi tìm treân caùc 
chuoãi maéc xích nhö vaäy, tree_search khoâng theå laøm ñöôïc gì khaùc hôn laø duyeät 
töø phaàn töû naøy sang phaàn töû kia. Noùi caùch khaùc, tree_search khi thöïc hieän treân 
chuoãi caùc maéc xích nhö vaäy ñaõ suy thoaùi thaønh tìm tuaàn töï. Trong tröôøng hôïp xaáu 

 
Hình 9.9 – Moät vaøi caây nhò phaân tìm kieám coù caùc khoùa gioáng nhau 
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nhaát naøy, vôùi moät caây coù n nuùt, tree_search coù theå caàn ñeán n laàn so saùnh ñeå 
tìm moät phaàn töû. 

 
Trong thöïc teá, neáu caùc nuùt ñöôïc theâm vaøo moät caây nhò phaân tìm kieám treo moät 

thöù töï ngaãu nhieân, thì raát hieám khi caây trôû neân suy thoaùi thaønh caùc daïng nhö ôû 
hình (d) hoaëc (e). Thay vaøo ñoù, caây seõ coù hình daïng gaàn gioáng vôùi hình (a) hoaëc 
(b). Do ñoù, haàu nhö laø tree_search luoân thöïc hieän gaàn gioáng vôùi tìm nhò phaân. 
Ñoái vôùi caây nhò phaân tìm kieám ngaãu nhieân, söï thöïc hieän tree_search chæ chaäm 
hôn 39% so vôùi söï tìm kieám toái öu vôùi lg n laàn so saùnh caùc khoùa, vaø nhö vaäy noù 
cuõng toát hôn raát nhieàu so vôùi tìm tuaàn töï coù n laàn so saùnh. 

 

9.3.3. Theâm phaàn töû vaøo caây nhò phaân tìm kieám 

9.3.3.1. Ñaët vaán ñeà 
Taùc vuï quan troïng tieáp theo ñoái vôùi chuùng ta laø theâm moät phaàn töû môùi vaøo caây 

nhò phaân tìm kieám sao cho caùc khoùa trong caây vaãn giöõ ñuùng thöù töï; coù nghóa laø, 
caây keát quaû vaãn thoûa ñònh nghóa cuûa moät caây nhò phaân tìm kieám. Ñaëc taû taùc vuï 
naøy nhö sau: 
 
Error_code Search_tree<Record>::insert(const Record &new_data); 
post: Neáu baûn ghi coù khoùa truøng vôùi khoùa cuûa new_data ñaõ coù trong caây thì Search_tree traû veà 

duplicate_error. Ngöôïc laïi, new_data ñöôïc theâm vaøo caây sao cho caây vaãn giöõ ñöôïc caùc 
ñaëc tính cuûa moät caây nhò phaân tìm kieám, phöông thöùc traû veà success. 

9.3.3.2. Caùc ví duï 
Tröôùc khi vieát phöông thöùc naøy, chuùng ta haõy xem moät vaøi ví duï. Hình 9.10 

minh hoïa nhöõng gì xaûy ra khi chuùng ta theâm caùc khoùa e, b, d, f, a, g, c vaøo moät 
caây roãng theo ñuùng thöù töï naøy. 

 
Khi phaàn töû ñaàu tieân e ñöôïc theâm vaøo, noù trôû thaønh goác cuûa caây nhö hình 

9.10a. Khi theâm b, do b nhoû hôn e, b ñöôïc theâm vaøo caây con beân traùi cuûa e nhö 
hình (b). Tieáp theo, chuùng ta theâm d, do d nhoû hôn e, chuùng ta ñi qua traùi, so 
saùnh d vôùi b, chuùng ta ñi qua phaûi. Khi theâm f, chuùng ta qua phaûi cuûa e nhö hình 
(d). Ñeå theâm a, chuùng ta qua traùi cuûa e, roài qua traùi cuûa b, do a laø khoùa nhoû nhaát 
trong caùc khoùa caàn theâm vaøo. Töông töï, khoùa g laø khoùa lôùn nhaát trong caùc khoùa 
caàn theâm, chuùng ta ñi sang phaûi lieân tuïc trong khi coøn coù theå, nhö hình (f). Cuoái 
cuøng, vieäc theâm c, so saùnh vôùi e, reõ sang traùi, so saùnh vôùi b, reõ phaûi, vaø so saùnh 
vôùi d, reõ traùi. Chuùng ta coù ñöôïc caây ôû hình (g). 
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Hoaøn toaøn coù theå coù moät thöù töï theâm vaøo khaùc cuõng taïo ra moät caây nhò phaân 
tìm kieám töông töï. Chaúng haïn, caây ôû hình 9.10 coù theå ñöôïc taïo ra khi caùc khoùa 

ñöôïc theâm theo thöù töï e, f, g, b, a, d, c hoaëc  e, b, d, c, a, f, g hoaëc moät soá thöù töï 
khaùc.  

 
Coù moät tröôøng hôïp thaät ñaëc bieät. Giaû söû caùc khoùa ñöôïc theâm vaøo moät caây roãng 

theo ñuùng thöù töï töï nhieân a, b, ..., g, thì caây nhò phaân tìm kieám ñöôïc taïo ra seõ laø 
moät chuoãi caùc maéc xích, nhö hình 9.9e. Chuoãi maéc xích nhö vaäy raát keùm hieäu quaû 
ñoái vôùi vieäc tìm kieám. Chuùng ta coù keát luaän sau: 

 
Neáu caùc khoùa ñöôïc theâm vaøo moät caây nhò phaân tìm kieám roãng theo thöù töï töï 

nhieân cuûa chuùng, thì phöông thöùc insert seõ sinh ra moät caây suy thoaùi veà moät 
chuoãi maéc xích keùm hieäu quaû. Phöông thöùc insert khoâng neân duøng vôùi caùc khoùa 
ñaõ coù thöù töï. 

 
Keát quaû treân cuõng ñuùng trong tröôøng hôïp caùc khoùa coù thöù töï ngöôïc hoaëc gaàn 

nhö coù thöù töï. 

 
 

Hình 9.10 – Theâm phaàn töû vaøo caây nhò phaân tìm kieám  
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9.3.3.3. Phöông phaùp 
Töø ví duï treân ñeán phöông thöùc insert toång quaùt cuûa chuùng ta chæ coù moät böôùc 

nhoû. 
 
Trong tröôøng hôïp thöù nhaát, theâm moät nuùt vaøo moät caây roãng raát deã. Chuùng ta 

chæ caàn cho con troû root chæ ñeán nuùt naøy. Neáu caây khoâng roãng, chuùng ta caàn so 
saùnh khoùa cuûa nuùt caàn theâm vôùi khoùa cuûa nuùt goác. Neáu nhoû hôn, nuùt môùi caàn 
theâm vaøo caây con traùi, neáu lôùn hôn, nuùt môùi caàn theâm vaøo caây con phaûi. Neáu hai 
khoùa baèng nhau thì phöông thöùc traû veà duplicate_error. 

 
Löu yù raèng chuùng ta vöøa moâ taû vieäc theâm vaøo baèng caùch söû duïng ñeä quy. Sau 

khi chuùng ta so saùnh khoùa, chuùng ta seõ theâm nuùt môùi vaøo cho caây con traùi hoaëc 
caây con phaûi theo ñuùng phöông phaùp maø chuùng ta söû duïng cho nuùt goác. 

9.3.3.4. Haøm ñeä quy 
Giôø chuùng ta ñaõ coù theå vieát phöông thöùc insert, phöông thöùc naøy seõ goïi haøm 

ñeä quy phuï trôï vôùi thoâng soá root. 
 

template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::insert(const Record &new_data) 
{ 
   return search_and_insert(root, new_data); 
} 

 
Löu yù raèng haøm phuï trôï caàn thay ñoåi sub_root, ñoù laø tröôøng hôïp vieäc theâm 

nuùt môùi thaønh coâng. Do ñoù, thoâng soá sub_root phaûi laø tham chieáu. 
 
template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::search_and_insert( 
           Binary_node<Record> *&sub_root, const Record &new_data) 
{ 
   if (sub_root == NULL) { 
      sub_root = new Binary_node<Record>(new_data); 
      return success; 
   } 
   else if (new_data < sub_root->data) 
      return search_and_insert(sub_root->left, new_data); 
   else if (new_data > sub_root->data) 
      return search_and_insert(sub_root->right, new_data); 
   else return duplicate_error; 
} 

 
Chuùng ta ñaõ quy öôùc caây nhò phaân tìm kieám seõ khoâng coù hai phaàn töû truøng 

khoùa, do ñoù haøm search_and_insert töø choái moïi phaàn töû coù truøng khoùa. 
 
Söï söû duïng ñeä quy trong phöông thöùc insert thaät ra khoâng phaûi laø baûn chaát, 

vì ñaây laø ñeä quy ñuoâi. Caùch hieän thöïc khoâng ñeä quy ñöôïc xem nhö baøi taäp. 
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Xeùt veà tính hieäu quaû, insert cuõng thöïc hieän cuøng moät soá laàn so saùnh caùc khoùa 
nhö tree_search ñaõ laøm khi tìm moät khoùa ñaõ theâm vaøo tröôùc ñoù. Phöông thöùc 
insert coøn laøm theâm moät vieäc laø thay ñoåi moät con troû, nhöng khoâng heà thöïc 
hieän vieäc di chuyeån caùc phaàn töû hoaëc baát cöù vieäc gì khaùc chieám nhieàu thôøi gian. 
Vì theá, hieäu quaû cuûa insert cuõng gioáng nhö tree_search: 

 
Phöông thöùc insert coù theå theâm moät nuùt môùi vaøo moät caây nhò phaân tìm 

kieám ngaãu nhieân coù n nuùt trong O(log n) böôùc. Coù theå xaûy ra, nhöng cöïc kyø hieám, 
moät caây ngaãu nhieân trôû neân suy thoaùi vaø laøm cho vieäc theâm vaøo caàn ñeán n böôùc. 
Neáu caùc khoùa ñöôïc theâm vaøo moät caây roãng maø ñaõ coù thöù töï thì tröôøng hôïp suy 
thoaùi naøy seõ xaûy ra. 

 

9.3.4. Saép thöù töï theo caây  

Khi duyeät moät caây nhò phaân tìm kieám theo inorder chuùng ta seõ coù ñöôïc caùc 
khoùa theo ñuùng thöù töï cuûa chuùng. Lyù do laø vì taát caû caùc khoùa beân traùi cuûa moät 
khoùa ñeàu nhoû hôn chính noù, vaø caùc khoùa beân phaûi cuûa noù ñeàu lôùn hôn noù. Baèng ñeä 
quy, ñieàu naøy cuõng tieáp tuïc ñuùng vôùi caùc caây con cho ñeán khi caây con chæ coøn laø 
moät nuùt. Vaäy pheùp duyeät inorder luoân cho caùc khoùa coù thöù töï. 

9.3.4.1. Thuû tuïc saép thöù töï 
Ñieàu quan saùt ñöôïc treân laø cô sôû cho moät thuû tuïc saép thöù töï thuù vò ñöôïc goïi laø 

treesort. Chuùng ta chæ caàn duøng phöông thöùc insert ñeå xaây döïng moät caây nhò 
phaân tìm kieám töø caùc phaàn töû caàn saép thöù töï, sau ñoù duøng pheùp duyeät inorder 
chuùng ta seõ coù caùc phaàn töû coù thöù töï. 

9.3.4.2. So saùnh vôùi quicksort 
Chuùng ta seõ xem thöû soá laàn so saùnh khoùa cuûa treesort laø bao nhieâu. Nuùt ñaàu 

tieân laø goác cuûa caây, khoâng caàn phaûi so saùnh khoùa. Vôùi hai nuùt tieáp theo, khoùa cuûa 
chuùng tröôùc tieân caàn so saùnh vôùi khoùa cuûa goác ñeå sau ñoù reõ traùi hoaëc phaûi. 
Quicksort cuõng töông töï, trong ñoù, ôû böôùc thöù nhaát moãi khoùa caàn so saùnh vôùi 
phaàn töû pivot ñeå ñöôïc ñaët vaøo danh saùch con beân traùi hoaëc beân phaûi. Trong 
treesort, khi moãi nuùt ñöôïc theâm, noù seõ daàn ñi tôùi vò trí cuoái cuøng cuûa noù trong caáu 
truùc lieân keát. Khi nuùt thöù hai trôû thaønh nuùt goác cuûa caây con traùi hoaëc caây con 
phaûi, moïi nuùt thuoäc moät trong hai caây con naøy seõ ñöôïc so saùnh vôùi nuùt goác cuûa noù. 
Töông töï, trong quicksort moïi khoùa trong moät danh saùch con ñöôïc so saùnh vôùi 
phaàn töû pivot cuûa noù. Tieáp tuïc theo caùch töông töï, chuùng ta coù ñöôïc nhaän xeùt sau: 

 
Treesort coù cuøng soá laàn so saùnh caùc khoùa vôùi quicksort. 
 
Nhö chuùng ta ñaõ bieát, quicksort laø moät phöông phaùp raát toát. Xeùt trung bình, 

trong caùc phöông phaùp maø chuùng ta ñaõ hoïc, chæ coù mergesort laø coù soá laàn so saùnh 
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caùc khoùa ít nhaát. Do ñoù chuùng ta coù theå hy voïng raèng treesort cuõng laø moät phöông 
phaùp toát neáu xeùt veà soá laàn so saùnh khoùa. Töø phaàn 8.8.4 chuùng ta coù theå keát luaän: 

 
Trong tröôøng hôïp trung bình, trong moät danh saùch coù thöù töï ngaãu nhieân coù n 

phaàn töû, treesort thöïc hieän  
 
     2n ln n + O(n) ≈ 1.39 lg n + O(n) 

 
soá laàn so saùnh. 

 
Treesort coøn coù moät öu ñieåm so vôùi quicksort. Quicksort caàn truy xuaát moïi 

phaàn töû trong suoát quaù trình saép thöù töï. Vôùi treesort, khi baét ñaàu quaù trình, caùc 
phaàn töû khoâng caàn phaûi coù saün moät luùc, maø chuùng ñöôïc theâm vaøo caây töøng phaàn 
töû moät. Do ñoù treesort thích hôïp vôùi caùc öùng duïng maø trong ñoù caùc phaàn töû ñöôïc 
nhaän vaøo moãi luùc moät phaàn töû. Öu ñieåm lôùn cuûa treesort laø caây nhò phaân tìm 
kieám vöøa cho pheùp theâm hoaëc loaïi phaàn töû ñi sau ñoù, vöøa cho pheùp tìm 
kieám theo thôøi gian logarit. Trong khi taát caû caùc phöông phaùp saép thöù töï tröôùc 
kia cuûa chuùng ta, vôùi hieän thöïc danh saùch lieân tuïc thì vieäc theâm hoaëc loaïi phaàn töû 
raát khoù, coøn vôùi danh saùch lieân keát, thì vieäc tìm kieám chæ coù theå laø tuaàn töï. 

 
Nhöôïc ñieåm chính cuûa treesort ñöôïc xem xeùt nhö sau. Chuùng ta bieát raèng 

quicksort coù hieäu quaû raát thaáp trong tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa noù, nhöng neáu phaàn 
töû pivot ñöôïc choïn toát thì tröôøng hôïp naøy cuõng raát hieám khi xaûy ra. Khi chuùng ta 
choïn phaàn töû ñaàu cuûa moãi danh saùch con laøm pivot, tröôøng hôïp xaáu nhaát laø khi 
caùc khoùa ñaõ coù thöù töï. Töông töï, neáu caùc khoùa ñaõ coù thöù töï  thì treesort seõ trôû neân 
raát dôû, caây tìm kieám seõ suy thoaùi veà moät chuoãi caùc maéc xích. Treesort khoâng bao 
giôø neân duøng vôùi caùc khoùa ñaõ coù thöù töï, hoaëc gaàn nhö coù thöù töï. 

 

9.3.5. Loaïi phaàn töû trong caây nhò phaân tìm kieám 

Khi xem xeùt veà treesort, chuùng ta ñaõ nhaéc ñeán khaû naêng thay ñoåi trong caây 
nhò phaàn tìm kieám laø moät öu ñieåm. Chuùng ta cuõng ñaõ coù moät giaûi thuaät theâm moät 
nuùt vaøo moät caây nhò phaân tìm kieám, vaø noù coù theå ñöôïc söû duïng cho caû tröôøng hôïp 
caäp nhaät laïi caây cuõng nhö tröôøng hôïp xaây döïng caây töø ñaàu. Nhöng chuùng ta chöa 
ñeà caäp ñeán caùch loaïi moät phaàn töû ra khoûi caây. Neáu nuùt caàn loaïi laø moät nuùt laù, thì 
coâng vieäc raát deã: chæ caàn söûa tham chieáu ñeán nuùt caàn loaïi thaønh NULL (sau khi ñaõ 
giaûi phoùng nuùt ñoù). Coâng vieäc cuõng vaãn deã daøng khi nuùt caàn loaïi chæ coù moät caây 
con khaùc roãng: tham chieáu  töø nuùt cha cuûa nuùt caàn loaïi ñöôïc chæ ñeán caây con khaùc 
roãng ñoù. 

 
Khi nuùt caàn loaïi coù ñeán hai caây con khaùc roãng, vaán ñeà trôû neân phöùc taïp hôn 

nhieàu. Caây con naøo seõ ñöôïc tham chieáu töø nuùt cha? Ñoái vôùi caây con coøn laïi caàn 
phaûi laøm nhö theá naøo? Hình 9.11 minh hoïa tröôøng hôïp naøy. Tröôùc tieân, chuùng ta 
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caàn tìm nuùt ngay keá tröôùc nuùt caàn loaïi trong pheùp duyeät inorder (coøn goïi laø nuùt 
cöïc phaûi cuûa caây con traùi) baèng caùch ñi xuoáng nuùt con traùi cuûa noù vaø sau ñoù ñi veà 
beân phaûi lieân tieáp nhieàu laàn cho ñeán khi khoâng theå ñi ñöôïc nöõa. Nuùt cöïc phaûi cuûa 
caây con traùi naøy seõ khoâng coù nuùt con beân phaûi, cho neân noù coù theå ñöôïc loaïi ñi moät 
caùch deã daøng. Nhö vaäy döõ lieäu cuûa nuùt caàn loaïi seõ ñöôïc cheùp ñeø bôûi döõ lieäu cuûa nuùt 
naøy, vaø nuùt naøy seõ ñöôïc loaïi ñi. Baèng caùch naøy caây vaãn coøn giöõ ñöôïc ñaëc tính cuûa 
caây nhò phaân tìm kieám, do giöõa nuùt caàn loaïi vaø nuùt ngay keá tröôùc noù trong pheùp 
duyeät inorder khoâng coøn nuùt naøo khaùc, vaø thöù töï duyeät inorder vaãn khoâng bò xaùo 
troän. (Cuõng coù theå laøm töông töï khi choïn ñeå loaïi nuùt ngay keá sau cuûa nuùt caàn loaïi 
- nuùt cöïc traùi cuûa caây con phaûi - sau khi cheùp döõ lieäu cuûa nuùt naøy leân döõ lieäu cuûa 
nuùt caàn loaïi). 

 

 
Chuùng ta baét ñaàu baèng moät haøm phuï trôï seõ loaïi ñi moät nuùt naøo ñoù trong caây 

nhò phaân tìm kieám. Haøm naøy coù thoâng soá laø ñòa chæ cuûa nuùt caàn loaïi. Thoâng soá naøy 
phaûi laø tham bieán ñeå vieäc thay ñoåi noù laøm thay ñoåi thöïc söï con troû ñöôïc gôûi laøm thoâng soá. Ngoaøi 
ra, muïc ñích cuûa haøm laø caäp nhaät laïi caây neân trong chöông trình goïi, thoâng soá thöïc söï phaûi laø moät 

 
Hình 9.11 – Loaïi moät phaàn töû ra khoûi caây nhò phaân tìm kieám 
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trong caùc tham chieáu ñeán chính moät nuùt cuûa caây, chöù khoâng phaûi chæ laø moät baûn sao cuûa noù. Noùi 
moät caùch khaùc, neáu nuùt con traùi cuûa nuùt x caàn bò loaïi thì haøm seõ ñöôïc goïi nhö sau 

 
     remove_root(x->left), 

 
neáu chính root caàn bò loaïi thì haøm seõ goïi 
 
     remove_root(root). 
 
Caùch goïi sau ñaây khoâng ñuùng do khi y thay ñoåi, x->left khoâng heà thay ñoåi: 

 
     y = x->left; remove_root(y); 
 
Haøm phuï trôï remove_root ñöôïc hieän thöïc nhö sau: 
 

template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::remove_root(Binary_node<Record> 

*&sub_root) 
/* 
pre: sub_root laø NULL, hoaëc laø ñòa chæ cuûa nuùt goác cuûa moät caây con maø nuùt goác naøy caàn ñöôïc 

loaïi khoûi caây nhò phaân tìm kieám. 
post: Neáu sub_root laø NULL, haøm traû veà not_present. Ngöôïc laïi, goác cuûa caây con naøy seõ 

ñöôïc loaïi sao cho caây coøn laïi vaãn laø caây nhò phaân tìm kieám. Thoâng soá sub_root ñöôïc gaùn 
laïi goác môùi cuûa caây con, haøm traû veà success. 

*/ 
{ 
   if (sub_root == NULL) return not_present; 
   Binary_node<Record> *to_delete = sub_root;  // Nhôù laïi nuùt caàn loaïi. 
   if (sub_root->right == NULL)  

sub_root = sub_root->left; 
   else if (sub_root->left == NULL)  

sub_root = sub_root->right; 
   else {                         // Caû 2 caây con ñeàu roãng. 
      to_delete = sub_root->left; // Veà beân traùi ñeå ñi tìm nuùt ñöùng ngay tröôùc nuùt caàn 

loaïi trong thöù töï duyeät inorder.. 
 
      Binary_node<Record> *parent = sub_root; 
      while (to_delete->right != NULL) {     // to_delete seõ ñeán ñöôïc nuùt   
         parent = to_delete; // caàn tìm vaø parent seõ laø  
         to_delete = to_delete->right; // nuùt cha cuûa noù. 
      } 
      sub_root->data = to_delete->data;  // Cheùp ñeø leân döõ lieäu caàn loaïi. 
 
      if (parent == sub_root) // Tröôøng hôïp ñaëc bieät: nuùt con  

     sub_root->left = to_delete->left; // traùi cuûa nuùt caàn loaïi cuõng 
 // chính laø nuùt ñöùng ngay tröôùc  
 // noù trong thöù töï duyeät inorder. 
      else parent->right = to_delete->left; 
   } 
   delete to_delete; // Loaïi phaàn töû cöïc phaûi cuûa caây con traùi cuûa phaàn töû caàn loaïi. 
   return success; 
} 
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Chuùng ta caàn phaûi caån thaän phaân bieät giöõa tröôøng hôïp nuùt ngay tröôùc nuùt caàn 
loaïi trong thöù töï duyeät inorder laø chính nuùt con traùi cuûa noù vôùi tröôøng hôïp chuùng 
ta caàn phaûi di chuyeån veà beân phaûi ñeå tìm. Tröôøng hôïp thöù nhaát laø tröôøng hôïp ñaëc 
bieät, nuùt con traùi cuûa nuùt caàn loaïi coù caây con beân phaûi roãng. Tröôøng hôïp thöù hai laø 
tröôøng hôïp toång quaùt hôn, nhöng cuõng caàn löu yù laø chuùng ta ñi tìm nuùt coù caây con 
phaûi laø roãng chöù khoâng phaûi tìm moät caây con roãng. 

 
Phöông thöùc remove döôùi ñaây nhaän thoâng soá laø döõ lieäu cuûa nuùt caàn loaïi chöù 

khoâng phaûi con troû chæ ñeán noù. Ñeå loaïi moät nuùt, vieäc ñaàu tieân caàn laøm laø ñi tìm 
noù trong caây. Chuùng ta keát hôïp vieäc tìm ñeä quy trong caây vôùi vieäc loaïi boû nhö sau: 

 
template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::remove(const Record &target) 
/* 
post: Neáu tìm ñöôïc döõ lieäu coù khoùa truøng vôùi khoùa trong target thì döõ lieäu ñoù seõ bò loaïi khoûi 

caây sao cho caây vaãn laø caây nhò phaân tìm kieám, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, 
phöông thöùc traû veà  not_present. 

uses: Haøm search_and_destroy 
*/ 
{ 
   return search_and_destroy(root, target); 
} 
 

Nhö thöôøng leä, phöông thöùc treân goïi moät haøm ñeä quy phuï trôï coù thoâng soá laø 
con troû root. 

 
template <class Record> 
Error_code Search_tree<Record>::search_and_destroy( 
           Binary_node<Record>* &sub_root, const Record &target) 
/* 
pre: sub_root laø NULL hoaëc laø ñòa chæ cuûa goác cuûa moät caây con cuûa caây nhò phaân tìm kieám. 
post: Neáu khoùa trong target khoâng coù trong caây con sub_root, haøm traû veà not_present. 

Ngöôïc laïi, nuùt coù chöùa döõ lieäu tìm thaáy seõ ñöôïc loaïi sao cho tính chaát caây nhò phaân tìm kieám 
vaãn ñöôïcbaûo toaøn, haøm traû veà success. 

uses: Haøm search_and_destroy (moät caùch ñeä quy) vaø haøm remove_root. 
*/ 
{ 
   if (sub_root == NULL || sub_root->data == target) 
      return remove_root(sub_root); 
   else if (target < sub_root->data) 
      return search_and_destroy(sub_root->left, target); 
   else 
      return search_and_destroy(sub_root->right, target); 
} 

9.4. Xaây döïng moät caây nhò phaân tìm kieám 
Giaû söû chuùng ta coù moät danh saùch caùc döõ lieäu ñaõ coù thöù töï, hoaëc coù theå laø moät 

file caùc baûn ghi coù caùc khoùa ñaõ coù thöù töï. Neáu chuùng ta muoán söû duïng caùc döõ lieäu 
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naøy ñeå tìm kieám thoâng tin, hoaëc thöïc hieän moät soá thay ñoåi naøo ñoù, chuùng ta coù 
theå taïo moät caây nhò phaân tìm kieám töø danh saùch hoaëc file naøy. 

 
Chuùng ta coù theå baét ñaàu töø moät caây roãng vaø ñôn giaûn söû duïng giaûi thuaät theâm 

vaøo caây ñeå theâm töøng phaàn töû. Tuy nhieân do caùc phaàn töû ñaõ coù thöù töï, caây tìm 
kieám cuûa chuùng ta seõ trôû thaønh moät chuoãi caùc maéc xích raát daøi, vaø vieäc söû duïng 
noù trôû neân raát chaäm chaïp vôùi toác ñoä cuûa tìm tuaàn töï chöù khoâng phaûi laø tìm nhò 
phaân. Thay vaøo ñoù chuùng ta mong muoán raèng caùc phaàn töû seõ ñöôïc xaây döïng thaønh 
moät caây caøng raäm raïp caøng toát, coù nghóa laø caây khoâng bò cao quaù, ñeå giaûm thôøi 
gian taïo caây cuõng nhö thôøi gian tìm kieám. Chaúng haïn, khi soá phaàn töû n baèng 31, 
chuùng ta muoán caây seõ coù ñöôïc daïng nhö hình 9.12. Ñaây laø caây coù ñöôïc söï caân baèng 
toát nhaát giöõa caùc nhaùnh, vaø ñöôïc goïi laø caây nhò phaân ñaày ñuû. 

 

Trong hình 9.12, caùc phaàn töû ñöôïc ñaùnh soá theo thöù töï maø giaù trò cuûa chuùng 
taêng daàn. Ñaây cuõng laø thöù töï töï duyeät caây inorder, vaø cuõng laø thöù töï maø chuùng seõ 
ñöôïc theâm vaøo caây theo giaûi thuaät cuûa chuùng ta. Chuùng ta cuõng seõ duøng caùc con soá 
naøy nhö laø nhaõn cuûa caùc nuùt trong caây. Neáu chuùng ta xem xeùt kyõ sô ñoà treân, 
chuùng ta coù theå nhaän thaáy moät ñaëc tính quan troïng cuûa caùc nhaõn. Caùc nhaõn cuûa 
caùc nuùt laù chæ toaøn soá leû. Caùc nhaõn cuûa caùc nuùt ôû möùc treân caùc nuùt laù moät baäc laø 2, 
6, 10, 14, 18, 22, 26, 30. Caùc soá naøy ñeàu gaáp ñoâi moät soá leû, coù nghóa chuùng ñeàu laø 
soá chaün, vaø chuùng ñeàu khoâng chia heát cho 4. Treân möùc cao hôn moät baäc caùc nuùt coù 
nhaõn 4, 12, 20 vaø 28, ñaây laø nhöõng con soá chia heát cho 4, nhöng khoâng chia heát 
cho 8. Cuoái cuøng, caùc nuùt ngay döôùi nuùt goác coù nhaõn laø 8 vaø 24. vaø nuùt goác coù 
nhaõn laø 16.  

 
Neáu caùc nuùt cuûa moät caây nhò phaân ñaày ñuû coù caùc nhaõn theo thöù töï duyeät  

inorder, baét ñaàu töø 1, thì nhaõn cuûa moãi nuùt laø moät soá coù soá laàn chia chaün cho 2 
baèng vôùi hieäu giöõa möùc cuûa noù vôùi möùc cuûa caùc nuùt laù. 

 
Nhö vaäy, neáu cho möùc cuûa caùc nuùt laù laø 1, khi theâm moät nuùt môùi, döïa vaøo nhaõn 

cuûa noù chuùng ta seõ tính ñöôïc möùc töông öùng. 
 

Hình 9.12 – Caây nhò phaân ñaày ñuû vôùi 31 nuùt. 
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Giaû söû chuùng ta khoâng bieát tröôùc soá nuùt seõ taïo caây. Ñieàu naøy ñöôïc giaûi thích 
raèng, khi caùc nuùt ñeán töø moät file hoaëc moät danh saùch lieân keát, chuùng ta khoâng coù 
caùch gì thuaän tieän ñeå ñeám tröôùc soá nuùt caû. Ñieàu giaû thieát naøy cuõng coøn moät öu 
ñieåm laø chuùng ta khoâng caàn phaûi lo laéng veà vieäc soá nuùt coù phaûi laø moät soá luõy thöøa 
cuûa 2 tröø ñi 1 hay khoâng. Trong tröôøng hôïp soá nuùt khoâng phaûi laø soá luõy thöøa cuûa 
2 tröø ñi 1, caây ñöôïc taïo ra seõ khoâng phaûi laø moät caây ñaày ñuû vaø ñoái xöùng hoaøn toaøn 
nhö hình 9.12. Vôùi giaû thieát caây seõ laø moät caây ñaày ñuû, chuùng ta seõ ñöa daàn caùc 
nuùt vaøo caây, cho ñeán khi moïi phaàn töû ñaõ ñöôïc ñöa vaøo caây, chuùng ta seõ xaùc ñònh 
caùch ñeå keát thuùc vieäc taïo caây. 

 

9.4.1. Thieát keá giaûi thuaät 

Khi nhaän phaàn töû thöù nhaát coù nhaõn laø 1, chuùng ta seõ taïo moät nuùt laù coù caùc con 
troû left vaø right ñeàu laø NULL. Nuùt soá 2 naèm treân nuùt 1, nhö hình 9.13. Do nuùt 2 
naém giöõ nuùt 1, baèng caùch naøo ñoù chuùng ta caàn nhôù ñòa chæ nuùt 1 cho ñeán khi coù 
nuùt 2. Nuùt soá 3 laïi laø nuùt laù, nhöng noù laø nuùt con phaûi cuûa nuùt 2, vaäy chuùng ta caàn 
nhôù laïi ñòa chæ nuùt 2 

 
Laøm nhö vaäy lieäu chuùng ta coù caàn phaûi naém giöõ moät danh saùch caùc con troû ñeán 

taát caû caùc nuùt ñaõ ñöôïc ñöa vaøo caây, ñeå sau ñoù chuùng môùi ñöôïc gaén vaøo con troû 

 
Hình 9.13 – Taïo caùc nuùt ñaàu tieân cho moät caây nhò phaân tìm kieám 
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left hoaëc right cuûa cha chuùng khi cha chuùng xuaát hieän sau hay khoâng? Caâu traû 
lôøi laø khoâng. Do khi nuùt 2 ñöôïc theâm vaøo, moïi moái noái vôùi nuùt 1 ñaõ hoaøn taát. Nuùt 
2 caàn ñöôïc nhôù cho ñeán khi nuùt 4 ñöôïc theâm vaøo, ñeå taïo lieân keát traùi cuûa nuùt 4. 
Töông töï, nuùt 4 caàn ñöôïc nhôù cho ñeán khi nuùt 8 ñöôïc theâm vaøo. Trong hình 9.13, 
caùc muõi teân chæ caùc nuùt caàn ñöôïc nhôù laïi khi caây ñang lôùn leân. 

 
Chuùng ta thaáy raèng ñeå thöïc hieän caùc moái noái sau ñoù, ñoái vôùi moãi möùc chuùng ta 

chæ caàn nhôù laïi duy nhaát moät con troû chæ ñeán moät nuùt, ñoù chính  laø nuùt cuoái cuøng 
trong möùc ñoù. Chuùng ta naém giöõ caùc con troû naøy trong moät danh saùch goïi laø 
last_node, vaø danh saùch naøy cuõng seõ raát nhoû. Laáy ví duï, moät caây coù 20 möùc coù 
theå chöùa ñeán 220-1 > 1,000,000 nuùt, nhöng chæ caàn 20 phaàn töû trong last_node. 

 
Khi moät nuùt ñöôïc theâm vaøo, chuùng ta coù theå gaùn con troû right cuûa noù laø NULL, 

coù theå chæ laø taïm thôøi, vì nuùt con phaûi cuûa noù (neáu coù) seõ ñöôïc theâm vaøo sau. Con 
troû traùi cuûa moät nuùt môùi seõ laø NULL neáu ñoù laø nuùt laù. Ngöôïc laïi, nuùt con traùi cuûa 
noù chính laø nuùt ôû ngay möùc thaáp hôn möùc cuûa noù maø ñòa chæ ñang chöùa trong 
last_node. Chuùng ta cuõng coù theå xöû lyù cho caùc nuùt laù töông töï nhö caùc nuùt khaùc 
baèng caùch, neáu cho möùc cuûa nuùt laù laø 1, thì chuùng ta seõ cho phaàn töû ñaàu tieân, taïi 
vò trí 0, cuûa last_node luoân mang trò NULL. Caùc möùc beân treân möùc cuûa nuùt laù seõ 
laø 2, 3, ... 

9.4.2. Caùc khai baùo vaø haøm main 

Chuùng ta coù theå ñònh nghóa moät lôùp môùi, goïi laø Buildable_tree, daãn xuaát töø 
lôùp Search_tree. 

 
template <class Record> 
class Buildable_tree: public Search_tree<Record> { 
public: 
   Error_code build_tree(const List<Record> &supply); 
 private: //  Caùc haøm phuï trôï. 
}; 

 
Böôùc ñaàu tieân cuûa build_tree laø nhaän caùc phaàn töû. Ñeå ñôn giaûn chuùng ta seõ 

cho raèng caùc phaàn töû naøy ñöôïc chöùa trong moät danh saùch caùc Record goïi laø 
supply. Tuy nhieân, chuùng ta cuõng coù theå vieát laïi haøm ñeå nhaän caùc phaàn töû töø moät 
haøng ñôïi, hoaëc moät taäp tin, hoaëc thaäm chí töø moät caây nhò phaân tìm kieám khaùc vôùi 
mong muoán caân baèng laïi caây naøy. 

 
Khi nhaän caùc phaàn töû môùi ñeå theâm vaøo caây, chuùng ta seõ caäp nhaät laïi moät bieán 

count ñeå bieát ñöôïc coù bao nhieâu phaàn töû ñaõ ñöôïc theâm vaøo. Roõ raøng laø trò cuûa 
count coøn ñöôïc duøng ñeå laáy döõ lieäu töø danh saùch supply. Quan troïng hôn nöõa, 
trò cuûa count coøn xaùc ñònh möùc cuûa nuùt ñang ñöôïc theâm vaøo caây, noù seõ ñöôïc gôûi 
cho moät haøm chuyeân lo vieäc tính toaùn naøy. 
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Sau khi taát caû caùc phaàn töû töø supply ñaõ ñöôïc theâm vaøo caây nhò phaân tìm kieám 
môùi, chuùng ta caàn tìm goác cuûa caây vaø noái taát caû caùc caây con phaûi coøn rôøi raïc.  

 
template <class Record> 
Error_code Buildable_tree<Record>::build_tree 

(const List<Record>&supply) 
/* 
post: Neáu döõ lieäu trong supply coù thöù töï taêng daàn, caây nhò phaân tìm kieám khaù caân baèng seõ 

ñöôïc taïo ra töø caùc döõ lieäu naøy, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, caây nhò phaân tìm 
kieám chæ ñöôïc taïo ra töø maûng caùc döõ lieäu taêng daàn daøi nhaát tính baét ñaàu töø ñaàu danh saùch 
supply, phöông thöùc traû veà fail. 

uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø caùc haøm build_insert, connect_subtrees, vaø 
find_root 

*/ 
{  Error_code ordered_data = success; // Seõ ñöôïc gaùn laïi laø fail neáu döõ lieäu 

khoâng taêng daàn. 
   int count = 0;                     
   Record x, last_x; 
   List<Binary_node<Record> *> last_node; // Chæ ñeán caùc nuùt cuoái cuøng cuûa moãi möùc 

trong caây. 
   Binary_node<Record> *none = NULL; 
   last_node.insert(0, none); // luoân laø NULL (daønh cho caùc nuùt laù trong caây). 
   while (supply.retrieve(count, x) == success) { 
      if (count > 0 && x <= last_x) { 
         ordered_data = fail; 
         break; 
      } 
      build_insert(++count, x, last_node); 
      last_x = x; 
   } 
   root = find_root(last_node); 
   connect_trees(last_node); 
   return ordered_data;   
} 

 

9.4.3. Theâm moät nuùt 

Phaàn treân ñaõ xem xeùt caùch noái caùc lieân keát traùi cuûa caùc nuùt, nhöng trong quaù 
trình xaây döïng caây, caùc lieân keát phaûi cuûa caùc nuùt coù luùc vaãn coøn laø NULL vaø chuùng 
caàn ñöôïc thay ñoåi sau ñoù. Khi moät nuùt môùi ñöôïc theâm vaøo, noù coù theå seõ coù moät caây 
con phaûi khoâng roãng. Do noù laø nuùt môùi nhaát vaø lôùn nhaát ñöôïc ñöa vaøo caây cho 
ñeán thôøi ñieåm hieän taïi, caùc nuùt trong caây con phaûi cuûa noù chöa coù. Ngöôïc laïi, moät 
nuùt môùi ñöôïc theâm cuõng coù theå laø nuùt con phaûi cuûa moät nuùt naøo ñoù ñaõ ñöôïc ñöa 
vaøo tröôùc. Ñoàng thôøi, noù coù theå laø con traùi cuûa moät nuùt coù khoùa lôùn hôn, trong 
tröôøng hôïp naøy thì nuùt cha cuûa noù chöa coù. Chuùng ta coù theå xaùc ñònh töøng tröôøng 
hôïp ñang xaûy ra nhôø vaøo danh saùch last_node. Neáu möùc level cuûa moät nuùt 
ñang ñöôïc theâm vaøo lôùn hôn hoaëc baèng 1, thì nuùt cha cuûa noù coù möùc level+1. 
Chuùng ta tìm phaàn töû thöù level+1 trong last_node. Neáu con troû right cuûa nuùt 
naøy vaãn coøn laø NULL thì nuùt ñang ñöôïc theâm môùi chính laø nuùt con phaûi cuûa noù. 
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Ngöôïc laïi, neáu noù ñaõ coù con phaûi thì nuùt ñang ñöôïc theâm môùi phaûi laø con traùi cuûa 
moät nuùt naøo ñoù seõ ñöôïc theâm vaøo sau. Xem hình 9.1. 

 
Chuùng ta coù theå vieát haøm theâm moät nuùt môùi vaøo caây nhö sau: 
 

template <class Record> 
void Buildable_tree<Record>::build_insert(int count,                           

const Record &new_data,                            
List<Binary_node<Record>*> &last_node) 

/* 
post: Moät nuùt môùi chöùa new_data ñöôïc theâm vaøo caây. Möùc cuûa nuùt naøy baèng soá laàn count chia 

chaün cho 2 coäng theâm 1, neáu xem möùc cuûa nuùt laù baèng 1. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List. 
*/ 
{ 
   int level; 
   for (level = 1; count % 2 == 0; level++) 
      count /= 2;   // Söû duïng count ñeå tính möùc cuûa nuùt keá. 
   Binary_node<Record> *next_node = new Binary_node<Record>(new_data), 
                       *parent;   
   last_node.retrieve(level - 1, next_node->left); // Nuùt môùi ñöôïc taïo ra  

// nhaän con traùi chính laø nuùt coù ñòa chæ ñang ñöôïc löu  
// trong last_node taïi phaàn töû töông öùng vôùi  möùc   
// ngay döôùi möùc cuûa nuùt môùi. 

   if (last_node.size() <= level) 
      last_node.insert(level, next_node); // Nuùt môùi laø nuùt ñaàu tieân xuaát hieän  

// trong möùc cuûa noù. 
   else 
      last_node.replace(level, next_node);// Ñaõ coù nhieàu nuùt cuøng möùc vaø nuùt  

// môùi naøy chính laø nuùt xuaát hieän 
// môùi nhaát trong caùc nuùt cuøng möùc  
// neân caàn löu laïi ñòa chæ. 

   if (last_node.retrieve(level + 1, parent)==success 
 && parent->right==NULL) 
// Ñaây laø tröôøng hôïp nuùt cha cuûa  
// nuùt môùi ñaõ toàn taïi vaø nuùt cha naøy 
// seõ nhaän noù laøm con phaûi. 

      parent->right = next_node; 
} 

 

9.4.4. Hoaøn taát coâng vieäc 

Tìm goác cuûa caây vöøa ñöôïc taïo laø moät vieäc deã daøng: goác chính laø nuùt ôû möùc cao 
nhaát trong caây, con troû chæ ñeán noù chính laø phaàn töû cuoái cuøng trong danh saùch 
last_node. Caây coù 21 nuùt nhö hình 9.13 coù nuùt cao nhaát laø nuùt 16 ôû möùc 5, ñoù 
chính goác cuûa caây. Caùc con troû ñeán caùc nuùt cuoái cuûa moãi möùc ñöôïc chöùa trong 
last_node nhö hình veõ 9.14. 
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Chuùng ta coù haøm nhö sau: 
 

template <class Record> 
Binary_node<Record> *Buildable_tree<Record>::find_root 

(List<Binary_node<Record>*> &last_node) 
/* 
pre: Danh saùch last_node chöùa ñòa chæ caùc nuùt cuoái cuøng cuûa moãi möùc trong caây nhò phaân tìm 

kieám.  
post: Traû veà ñòa chæ nuùt goác cuûa caây nhò phaân tìm kieám ñaõ ñöôïc taïo ra. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List. 
*/ 
{ 
   Binary_node<Record> *high_node; 
   last_node.retrieve(last_node.size() - 1, high_node); 
      // Tìm ñòa chæ nuùt goác cuûa caây taïi phaàn töû töông öùng vôùi möùc cao nhaát trong caây.                  
   return high_node; 
} 

 
Cuoái cuøng, chuùng ta caàn xaùc ñònh caùch noái caùc caây con coøn naèm ngoaøi. Chaúng 

haïn, vôùi caây coù n = 21, chuùng ta caàn noái ba thaønh phaàn ôû hình 9.13 vaøo moät caây 
duy nhaát. Theo hình veõ chuùng ta thaáy raèng moät soá nuùt trong caùc phaàn treân cuûa 
caây coù theå vaãn coøn con troû right laø NULL, trong khi caùc nuùt ñaõ theâm vaøo caây baây 
giôø phaûi trôû thaønh nuùt con phaûi cuûa chuùng. 

 
Baát kyø nuùt naøo trong soá caùc nuùt coù con troû right vaãn coøn laø NULL, tröø nuùt laù, 

ñeàu laø moät trong caùc nuùt naèm trong last_node. Vôùi n=21, ñoù laø caùc nuùt 16 vaø 20 

taïi caùc vò trí 5 vaø 3 töông öùng trong last_node trong hình 9.14. 
Trong haøm sau ñaây chuùng ta duøng con troû high_node ñeå chæ ñeán caùc nuùt coù 

con troû right laø NULL. Chuùng ta caàn xaùc ñònh con troû lower_node chæ ñeán nuùt con 
phaûi cuûa high_node. Con troû lower_node coù theå ñöôïc xaùc ñònh bôûi nuùt cao nhaát 
trong last_node maø khoâng phaûi laø nuùt con traùi cuûa high_node. Ñeå xaùc ñònh moät 

 
Hình 9.14 – Hoaøn taát caây nhò phaân tìm kieám. 
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nuùt coù phaûi laø con traùi cuûa high_node hay khoâng chuùng ta so saùnh khoùa cuûa noù 
vôùi khoùa cuûa high_node. 
template <class Record> 
void Buildable_tree<Record>::connect_trees 

(const List<Binary_node<Record>*> &last_node) 
/* 
pre: Danh saùch last_node chöùa ñòa chæ caùc nuùt cuoái cuøng cuûa moãi möùc trong caây nhò phaân tìm 

kieám. Caây nhò phaân tìm kieám ñöôïc ñaõ ñöôïc taïo gaàn hoaøn chænh. 
post: Caùc lieân keát cuoái cuøng trong caây ñöôïc noái laïi. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List. 
*/ 
{  Binary_node<Record> *high_node, //  from last_node with NULL right child 
                       *low_node;  //  candidate for right child of high_node 
   int high_level = last_node.size() - 1, 
       low_level; 
   while (high_level > 2) {        //  Nodes on levels 1 and 2 are already OK. 
      last_node.retrieve(high_level, high_node); 
      if (high_node->right != NULL) 
         high_level--;             //  Search down for highest dangling node. 
      else {                       //  Case: undefined right tree 
         low_level = high_level; 
         do {                //  Find the highest entry not in the left 

subtree. 
            last_node.retrieve(--low_level, low_node); 
         }while (low_node != NULL && low_node->data < high_node->data); 
         high_node->right = low_node; 
         high_level = low_level; 
      } 
   } 
} 

9.4.5. Ñaùnh giaù 

Caây nhò phaân tìm kieám do giaûi thuaät treân ñaây taïo ra khoâng luoân laø moät caây 
caân baèng toát nhaát. Nhö chuùng ta thaáy, hình 9.14 laø caây coù n = 21 nuùt. Neáu noù coù 
31 nuùt, noù môùi coù söï caân baèng toát nhaát. Neáu nuùt thöù 32 ñöôïc theâm vaøo thì noù seõ 
trôû thaønh goác cuûa caây, vaø taát caû 31 nuùt ñaõ coù seõ thuoäc caây con traùi cuûa noù. Trong 
tröôøng hôïp naøy, caùc nuùt laù naèm caùch nuùt goác 5 böôùc tìm kieám. Nhö vaäy caây coù 32 
nuùt thöôøng seõ phaûi caàn soá laàn so saùnh nhieàu hôn soá laàn so saùnh caàn thieát laø moät. 
Vôùi caây coù 32 nuùt, neáu nuùt goác ñöôïc choïn moät caùch toái öu, thì ña soá caùc nuùt laù caàn 
4 böôùc tìm kieám töø nuùt goác, chæ coù moät nuùt laù laø caàn 5 böôùc.  

 
Moät laàn so saùnh doâi ra trong tìm nhò phaân khoâng phaûi laø moät söï traû giaù cao, 

vaø roõ raøng raèng caây ñöôïc taïo ra bôûi phöông phaùp treân ñaây cuûa chuùng ta seõ khoâng 
bao giôø coù soá möùc nhieàu hôn soá möùc toái öu quaù moät ñôn vò. Coøn coù nhieàu phöông 
phaùp phöùc taïp hôn ñeå taïo ra moät caây nhò phaân tìm kieám ñaït ñöôïc söï caân baèng cao 
nhaát coù theå, nhöng moät phöông phaùp ñôn giaûn nhö treân ñaây cuõng raát caàn thieát, 
ñaëc bieät laø phöông phaùp naøy khoâng caàn bieát tröôùc soá nuùt seõ ñöôïc theâm vaøo 
caây. 
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Trong phaàn 9.5 chuùng ta seõ tìm hieåu veà caây AVL, trong ñoù vieäc theâm hay loaïi 
phaàn töû luoân baûo ñaûm caây vaãn gaàn vôùi traïng thaùi caân baèng. Tuy nhieân, ñoái vôùi 
nhieàu öùng duïng, giaûi thuaät ñôn giaûn maø chuùng ta moâ taû ôû ñaây ñaõ laø thích hôïp. 

9.5. Caân baèng chieàu cao: Caây AVL 

 
Giaûi thuaät trong phaàn 9.4 coù theå ñöôïc söû duïng ñeå xaây döïng moät caây nhò phaân 

tìm kieám gaàn nhö caân baèng, hoaëc ñeå khoâi phuïc söï caân baèng. Tuy nhieân, trong 
nhieàu öùng duïng, vieäc theâm vaø loaïi phaàn töû trong caây xaûy ra thöôøng xuyeân, vaø vôùi 
moät thöù töï khoâng bieát tröôùc. Trong moät vaøi öùng duïng loaïi naøy, ñieàu quan troïng 
caàn coù laø toái öu thôøi gian tìm kieám baèng caùch luoân duy trì caây gaàn vôùi tình traïng 
caân baèng. Töø naêm 1962 hai nhaø toaùn hoïc ngöôøi Nga, G. M. Adel’Son-Vel’Skil vaø 
E. M. Landis, ñaõ moâ taû moät phöông phaùp nhaèm ñaùp öùng yeâu caàu naøy, vaø caây nhò 
phaân tìm kieám naøy ñöôïc goïi laø caây AVL. 

 
Caây AVL ñaït ñöôïc muïc ñích laø vieäc tìm kieám, theâm vaøo, loaïi boû phaàn töû trong 

moät caây n nuùt coù ñöôïc thôøi gian laø O(log n), ngay caû trong tröôøng hôïp xaáu nhaát. 
Chieàu cao cuûa caây AVL n nuùt, maø chuùng ta seõ xem xeùt sau, seõ khoâng bao giôø vöôït 
quaù 1.44lg n, vaø nhö vaäy ngay caû trong tröôøng hôïp xaáu nhaát, caùc haønh vi trong 
caây AVL cuõng khoâng theå chaäm hôn moät caây nhò phaân tìm kieám ngaãu nhieân. Tuy 
nhieân, trong phaàn lôùn caùc tröôøng hôïp, thôøi gian tìm kieám thaät söï thöôøng raát gaàn 
vôùi lg n, vaø nhö vaäy haønh vi cuûa caùc caây AVL raát gaàn vôùi haønh vi cuûa moät caây nhò 
phaân tìm kieám caân baèng hoaøn toaøn lyù töôûng. 

 

9.5.1. Ñònh nghóa 

Trong moät caây caân baèng hoaøn toaøn, caùc caây con traùi vaø caây con phaûi cuûa baát kyø 
moät nuùt naøo cuõng phaûi coù cuøng chieàu cao. Maëc duø chuùng ta khoâng theå luoân luoân 
ñaït ñöôïc ñieàu naøy, nhöng baèng caùch xaây döïng caây nhò phaân  tìm kieám moät caùch 
caån thaän, chuùng ta luoân coù theå baûo ñaûm raèng chieàu cao cuûa caây con traùi vaø chieàu 
cao cuûa caây con phaûi cuûa baát kyø moät nuùt naøo ñeàu hôn keùm nhau khoâng quaù 1. 
Chuùng ta coù ñònh nghóa sau: 

 

Ñònh nghóa: Caây AVL laø moät caây nhò phaân tìm kieám trong ñoù chieàu cao caây con 
traùi vaø chieàu cao caây con phaûi cuûa nuùt goác hôn keùm nhau khoâng quaù 1, vaø caû hai 
caây con traùi vaø phaûi naøy ñeàu laø caây AVL. 

 
Moãi nuùt cuûa caây AVL coù theâm moät thoâng soá caân baèng mang trò left-higher, 

equal-height, hoaëc right-higher töông öùng tröôøng hôïp caây con traùi cao 
hôn, baèng, hoaëc thaáp hôn caây con phaûi.  
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Trong sô ñoà, chuùng ta duøng ‘/’ ñeå chæ nuùt coù caây con traùi cao hôn caây con phaûi, 
‘-‘ chæ nuùt caân baèng coù hai caây con cao baèng nhau, vaø ‘\’ chæ nuùt coù caây con phaûi 
cao hôn caây con traùi. Hình 9.15 minh hoïa moät vaøi caây AVL nhoû vaø moät soá caây nhò 
phaân khoâng thoûa ñònh nghóa caây AVL. 

Löu yù raèng, ñònh nghóa khoâng yeâu caàu moïi nuùt laù coù cuøng möùc hoaëc phaûi ôû caùc 
möùc keá nhau. Hình 9.16 minh hoïa moät vaøi caây AVL raát khoâng ñoái xöùng, vôùi caùc 
caây con traùi cao hôn caùc caây con phaûi. 

 

 
Chuùng ta duøng kieåu lieät keâ ñeå khai baùo thoâng soá caân baèng: 
 
enum Balance_factor {left_higher,equal_height,right_higher}; 

Hình 9.15  - Caùc ví duï veà caây AVL vaø caùc caây nhò phaân khaùc. 

 
Hình 9.16 – Moät soá caây AVL khoâng ñoái xöùng vôùi caây con traùi cao hôn caây con phaûi. 
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Thoâng soá caân baèng phaûi coù trong taát caû caùc nuùt cuûa caây AVL, chuùng ta caàn boå 
sung ñaëc taû moät node nhö sau: 
template <class Record> 
struct AVL_node: public Binary_node<Record> { 
   Balance_factor balance; 
// constructors: 
   AVL_node(); 
   AVL_node(const Record &x); 
// Caùc haøm aûo ñöôïc ñònh nghóa laïi: 
   void set_balance(Balance_factor b); 
   Balance_factor get_balance() const; 
}; 

 
Moät ñieåm caàn löu yù trong ñaëc taû naøy laø caùc con troû left vaø right cuûa Binary_node coù kieåu 

Binary_node*. Do ñoù caùc con troû maø AVL_node thöøa keá cuõng coù kieåu naøy. Tuy nhieân, trong moät 
caây AVL, roõ raøng laø chuùng ta caàn caùc nuùt cuûa caây AVL tham chieáu ñeán caùc nuùt khaùc cuûa caây AVL. 
Söï khoâng töông thích veà kieåu cuûa con troû naøy khoâng phaûi laø moät vaán ñeà nghieâm troïng, vì moät con 
troû ñeán moät ñoái töôïng cuûa moät lôùp cô sôû cuõng coù theå chæ ñeán moät ñoái töôïng cuûa lôùp daãn xuaát. 
Trong tröôøng hôïp cuûa chuùng ta, caùc con troû left vaø rigth cuûa moät AVL_node coù theå chæ ñeán caùc 
AVL_node khaùc moät caùch hôïp leä. Lôïi ích cuûa vieäc hieän thöïc AVL_node thöøa keá töø Binary_node laø 
söï söû duïng laïi taát caû caùc phöông thöùc cuûa caây nhò phaân vaø caây tìm kieám. Tuy nhieân, chuùng ta caàn 
baûo ñaûm raèng khi theâm moät nuùt môùi vaøo caây AVL, chuùng ta chæ theâm ñuùng caùc nuùt AVL maø thoâi. 

 
Chuùng ta seõ söû duïng caùc phöông thöùc get_balance vaø set_balance ñeå xaùc 

ñònh thoâng soá caân baèng cuûa AVL_node. 
template <class Record> 
void AVL_node<Record>::set_balance(Balance_factor b) 
{ 
   balance = b; 
} 
 
template <class Record> 
Balance_factor AVL_node<Record>::get_balance() const  
{ 
   return balance; 
} 

 
Chuùng ta seõ goïi hai phöông thöùc naøy thoâng qua con troû chæ ñeán nuùt cuûa caây, chaúng haïn left-

>get_balance(). Tuy nhieân, caùch goïi naøy coù theå gaëp vaán ñeà ñoái vôùi trình bieân dòch C++ do left 
laø con troû chæ ñeán moät Binary_node chöù khoâng phaûi AVL_node. Trình bieân dòch phaûi töø choái 
bieåu thöùc left->get_balance() do noù khoâng chaéc raèng ñoù coù laø phöông thöùc cuûa ñoái töôïng 
*left hay khoâng. Chuùng ta giaûi quyeát vaán ñeà naøy baèng caùch theâm vaøo caùc phieân baûn giaû (dummy 
version) cuûa caùc phöông thöùc get_balance() vaø set_balance() cho caáu truùc Binary_node. Caùc 
phöông thöùc giaû ñöôïc theâm vaøo naøy chæ ñeå daønh cho caùc hieän thöïc cuûa caây AVL daãn xuaát. 

 
Sau khi chuùng ta boå sung caùc phöông thöùc giaû cho caáu truùc Binary_node, trình bieân dòch seõ 

chaáp nhaän bieåu thöùc left->set_balance(). Tuy nhieân, vaãn coøn moät vaán ñeà maø trình bieân dòch 
vaãn khoâng theå giaûi quyeát ñöôïc: noù neân söû duïng phöông thöùc cuûa AVL_node hay phöông thöùc giaû? 
Söï löïa choïn ñuùng chæ coù theå ñöôïc thöïc hieän trong thôøi gian chaïy cuûa chöông trình, khi kieåu cuûa 
*left ñaõ ñöôïc bieát. Moät caùch töông öùng, chuùng ta phaûi khai baùo caùc phieân baûn set_balance vaø 
get_balance cuûa Binary_node laø caùc phöông thöùc aûo (virtual). Ñieàu naøy coù nghóa laø söï löïa choïn 
phieân baûn naøo seõ ñöôïc thöïc hieän trong thôøi gian chaïy cuûa chöông trình. Chaúng haïn, neáu 
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set_balance() ñöôïc goïi nhö moät phöông thöùc cuûa AVL_node, thì phieân baûn cuûa AVL seõ ñöôïc söû 
duïng, neáu noù ñöôïc goïi nhö moät phöông thöùc cuûa Binary_node thì phieân baûn giaû seõ ñöôïc söû duïng. 

 
Döôùi ñaây laø ñaëc taû cuûa Binary_node ñaõ ñöôïc söûa ñoåi: 

template <class Entry> 
struct Binary_node { 
//    data members: 
   Entry data; 
   Binary_node<Entry> *left; 
   Binary_node<Entry> *right; 
//    constructors: 
   Binary_node(); 
   Binary_node(const Entry &x); 
//    virtual methods: 
   virtual void set_balance(Balance_factor b); 
   virtual Balance_factor get_balance() const; 
}; 

 
template <class Entry> 
void Binary_node<Entry>::set_balance(Balance_factor b) 
{ 
} 
 
template <class Entry> 
Balance_factor Binary_node<Entry>::get_balance() const  
{ 
   return equal_height; 
} 

 
Ngoaøi ra khoâng coù söï thay ñoåi naøo khaùc trong caùc lôùp vaø caùc phöông thöùc cuûa 

chuùng ta, vaø moïi haøm xöû lyù cho caùc nuùt tröôùc kia cuûa chuùng ta baây giôø ñaõ coù theå 
söû duïng cho caùc nuùt AVL. 

 
Baây giôø chuùng ta ñaõ coù theå ñaëc taû lôùp cho caây AVL. Chuùng ta chæ caàn ñònh 

nghóa laïi caùc phöông thöùc theâm vaø loaïi phaàn töû ñeå coù theå duy trì caáu truùc caây caân 
baèng. Caùc phöông thöùc khaùc cuûa caây nhò phaân tìm kieám ñeàu coù theå ñöôïc thöøa keá 
maø khoâng caàn thay ñoåi gì. 

 
template <class Record> 
class AVL_tree: public Search_tree<Record> { 
public: 
   Error_code insert(const Record &new_data); 
   Error_code remove(const Record &old_data); 
 private: //  Caùc haøm phuï trôï. 
}; 

Thuoäc tính döõ lieäu lôùp naøy thöøa keá ñöôïc laø con troû root. Con troû naøy coù kieåu 
Binary_node<Record>* vaø do ñoù, nhö chuùng ta ñaõ thaáy, noù coù theå chöùa ñòa chæ cuûa moät 
nuùt cuûa caây nhò phaân nguyeân thuûy hoaëc ñòa chæ cuûa moät nuùt cuûa caây AVL. Chuùng ta phaûi baûo 
ñaûm raèng phöông thöùc insert ñöôïc ñònh nghóa laïi chæ taïo ra caùc nuùt coù kieåu AVL_node, 
laøm nhö vaäy môùi baûo ñaûm raèng moïi nuùt ñöôïc truy xuaát thoâng qua con troû root cuûa caây AVL 
ñeàu laø caùc nuùt AVL. 
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9.5.2. Theâm moät nuùt 

9.5.2.1. Daãn nhaäp 
Chuùng ta haõy theo doõi söï lôùn leân cuûa caây AVL trong hình 9.17 qua vieäc theâm 

moät soá phaàn töû. 
 
 

Quaù trình theâm ôû hình 9.17 ñöôïc tieán haønh chính xaùc theo cuøng moät caùch vôùi 
quaù trình theâm vaøo caây nhò phaân tìm kieám thoâng thöôøng, ngoaïi tröø vieäc caäp nhaät 
laïi thoâng soá caân baèng. Tuy nhieân, chuùng ta löu yù raèng caùc thoâng soá caân baèng chæ 
coù theå ñöôïc xaùc ñònh sau khi vieäc theâm vaøo ñaõ ñöôïc thöïc hieän. Khi v ñöôïc theâm 
vaøo theo hình 9.17, thoâng soá caân baèng trong goác k thay ñoåi, nhöng noù khoâng thay 
ñoåi khi p ñöôïc theâm keá sau ñoù. Caû v vaø p ñeàu ñöôïc theâm vaøo caây con phaûi t cuûa 
nuùt goác, vaø chæ sau khi vieäc theâm vaøo hoaøn taát, thoâng soá caân baèng taïi nuùt goác k 
môùi coù theå ñöôïc xaùc ñònh. 

 
Chuùng ta coù theå theâm moät nuùt môùi vaøo moät caây AVL baèng caùch nhö sau. Tröôùc 

heát theo ñuùng giaûi thuaät theâm vaøo moät caây nhò phaân tìm kieám bình thöôøng : so 
saùnh khoùa cuûa nuùt môùi vôùi khoùa cuûa nuùt goác, vaø theâm nuùt môùi vaøo caây con traùi 
hoaëc caây con phaûi thích hôïp. 

 
 

Hình 9.17 – Theâm nuùt vaøo caây AVL: caùc tröôøng hôïp ñôn giaûn  
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Trong quaù trình laàn tìm xuoáng caùc nhaùnh, neáu khoùa caàn theâm vaøo chöa coù thì 
vieäc theâm nuùt môùi cuoái cuøng seõ ñöôïc thöïc hieän taïi moät caây con roãng. Töø caây con 
roãng trôû thaønh caây con coù moät nuùt, chieàu cao noù ñaõ taêng leân. Ñieàu naøy coù theå aûnh 
höôûng ñeán caùc nuùt treân ñöôøng ñi töø nuùt cha cuûa noù trôû leân goác. Vì vaäy trong quaù 
trình duyeät caây ñi xuoáng ñeå tìm vò trí theâm vaøo, chuùng ta caàn löu laïi veát ñeå coù theå 
laàn ngöôïc veà ñeå xöû lyù. Chuùng ta coù theå duøng ngaên xeáp, hoaëc ñôn giaûn hôn laø duøng 
haøm ñeä quy.  

 
Tham bieán taller cuûa haøm ñeä quy ñöôïc gaùn baèng true taïi laàn ñeä quy cuoái 

cuøng, ñoù chính laø luùc nuùt môùi ñöôïc taïo ra taïi moät caây con roãng laøm cho noù taêng 
chieàu cao nhö ñaõ noùi ôû treân. Nhöõng vieäc sau ñaây caàn ñöôïc thöïc hieän taïi moãi nuùt 
naèm treân ñöôøng ñi töø nuùt cha cuûa nuùt vöøa ñöôïc taïo ra cho ñeán nuùt goác cuûa caây. 
Trong khi maø tham bieán taller traû leân coøn laø true, vieäc giaûi quyeát cöù phaûi tieáp 
tuïc cho ñeán khi coù moät nuùt nhaän ñöôïc trò traû veà cuûa tham bieán naøy laø false. Moät 
khi coù moät caây con naøo ñoù baùo leân raèng chieàu cao cuûa noù khoâng bò taêng leân thì caùc 
nuùt treân cuûa noù seõ khoâng bò aûnh höôûng gì, giaûi thuaät keát thuùc. Ngöôïc laïi, goïi nuùt 
ñang ñöôïc xöû lyù trong haøm ñeä quy laø sub_root. Sau khi goïi ñeä quy xuoáng caây con 
vaø nhaän ñöôïc thoâng baùo traû veà raèng chieàu cao caây con coù taêng (taller == true), 
caàn xeùt caùc tröôøng hôïp sau: 

 
1. Caây con taêng chieàu cao voán laø caây con thaáp hôn caây con coøn laïi, thì chæ coù 

thoâng soá caân baèng trong sub_root laø caàn thay ñoåi, caây coù goác laø 
sub_root cuõng khoâng thay ñoåi chieàu cao. Tham bieán taller ñöôïc gaùn veà 
false baét ñaàu töø ñaây. 

 
2. Tröôùc khi moät caây con baùo leân laø taêng chieàu cao thì hai caây con voán cao 

baèng nhau. Tröôøng hôïp naøy caàn thay ñoåi thoâng soá caân baèng trong 
sub_root, ñoàng thôøi caây coù goác laø sub_root cuõng cao leân. Tham bieán 
taller vaãn giöõ nguyeân laø true ñeå nuùt treân cuûa sub_root giaûi quyeát tieáp. 

 
3. Caây con taêng chieàu cao voán laø caây con cao hôn caây con coøn laïi. Khi ñoù 

sub_root seõ coù hai caây con coù chieàu cao cheânh leäch laø 2, khoâng thoûa ñònh 
nghóa caây AVL. Ñaây laø tröôøng hôïp chuùng ta caàn ñeán haøm right_balance 
hoaëc left_balance ñeå caân baèng laïi caây coù goác laø sub_root naøy. Chuùng 
ta seõ nghieân cöùu nhieäm vuï cuûa hai haøm naøy sau, nhöng taïi ñaây cuõng coù theå 
noùi tröôùc raèng vieäc caân baèng laïi luoân giaûi quyeát ñöôïc trieät ñeå. Coù nghóa laø 
caây coù goác laø sub_root seõ khoâng bò taêng chieàu cao, vaø nhö vaäy, tham bieán 
taller cuõng ñöôïc gaùn veà false baét ñaàu töø ñaây. 

 
Vôùi caùc quyeát ñònh treân, chuùng ta coù theå vieát caùc phöông thöùc vaø caùc haøm phuï 

trôï ñeå theâm moät nuùt môùi vaøo caây AVL. 
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template <class Record> 
Error_code AVL_tree<Record>::insert(const Record &new_data) 
/* 
post: Neáu khoùa trong new_data ñaõ coù trong caây, phöông thöùc traû veà duplicate_error. Ngöôïc 

laïi, new_data ñöôïc theâm vaøo caây sao cho caây vaãn thoaû caây AVL, phöông thöùc traû veà 
success. 

uses: Haøm avl_insert. 
*/ 
{  bool taller; 
   return avl_insert(root, new_data, taller); 
} 
 
template <class Record> 
Error_code AVL_tree<Record>::avl_insert(Binary_node<Record> *&sub_root, 
           const Record &new_data, bool &taller) 
/* 
pre: sub_root laø NULL hoaëc laø goác moät caây con trong caây AVL. 
post: Neáu khoùa trong new_data ñaõ coù trong caây, phöông thöùc traû veà duplicate_error. Ngöôïc 

laïi, new_data ñöôïc theâm vaøo caây sao cho caây vaãn thoaû caây AVL, phöông thöùc traû veà 
success. Neáu caây con coù taêng chieàu cao,  thoâng soá taller ñöôïc gaùn trò true, ngöôïc laïi 
noù ñöôïc gaùn trò false. 

uses: Caùc phöông thöùc cuûa AVL_node; haøm avl_insert moät caùch ñeä quy, caùc haøm 
left_balance vaø right_balance. 

*/ 
{  Error_code result = success; 
   if (sub_root == NULL) { 
      sub_root = new AVL_node<Record>(new_data); 
      taller = true; 
   } 
 
   else if (new_data == sub_root->data) { 
      result = duplicate_error; 
      taller = false; 
   } 
 
   else if (new_data < sub_root->data) {    //  Theâm vaøo caây con traùi. 
      result = avl_insert(sub_root->left, new_data, taller); 
      if (taller == true) 
         switch (sub_root->get_balance()) { //  Change balance factors. 
 
         case left_higher: 
            left_balance(sub_root); 
            taller = false;   // Caân baèng laïi luoân laøm cho caây khoâng bò cao leân. 
            break; 
 
         case equal_height: 
            sub_root->set_balance(left_higher); // Caây con coù goác sub_root  

// ñaõ bò cao leân, taller vaãn laø true. 
            break; 
 
         case right_higher: 
            sub_root->set_balance(equal_height); 
            taller = false; // Caây con coù goác sub_root khoâng bò cao leân. 
            break; 
         } 
   } 
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   else {                                  //  Theâm vaøo caây con phaûi. 
      result = avl_insert(sub_root->right, new_data, taller); 
      if (taller == true) 
         switch (sub_root->get_balance()) { 
 
         case left_higher: 
            sub_root->set_balance(equal_height); 
            taller = false;       // Caây con coù goác sub_root khoâng bò cao leân. 
 
            break; 
 
         case equal_height: 
            sub_root->set_balance(right_higher);// Caây con coù goác sub_root // ñaõ 

bò cao leân, taller vaãn laø true. 
            break; 
 
         case right_higher: 
            right_balance(sub_root); 
            taller = false;   // Caân baèng laïi luoân laøm cho caây khoâng bò cao leân. 
            break; 
         } 
   } 
   return result; 
} 

 

9.5.2.2. Caùc pheùp quay 
Chuùng ta haõy xeùt tröôøng hôïp nuùt môùi ñöôïc theâm vaøo caây con cao hôn  vaø chieàu 

cao cuûa noù taêng leân, cheânh leäch chieàu cao hai caây con trôû thaønh 2, vaø caây khoâng 
coøn thoaû ñieàu kieän cuûa caây AVL. Chuùng ta caàn toå chöùc laïi moät phaàn cuûa caây ñeå 
khoâi phuïc laïi söï caân baèng. Haøm right_balance seõ xem xeùt tröôøng hôïp caây coù 
caây con phaûi cao hôn caây con traùi 2 ñôn vò. (Tröôøng hôïp ngöôïc laïi ñöôïc giaûi quyeát 
trong haøm left_balance maø chuùng ta seõ xem nhö baøi taäp). Cho root laø goác cuûa 
caây vaø right_tree laø goác cuûa caây con phaûi cuûa noù. 

 
Coù ba tröôøng hôïp caàn phaûi xem xeùt, phuï thuoäc vaøo thoâng soá caân baèng cuûa goác 

cuûa right_tree. 
 

Tröôøng hôïp 1: Caây con phaûi cuûa right_tree cao hôn caây con traùi cuûa noù 
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Tröôøng hôïp thöù nhaát, khi thoâng soá caân baèng trong nuùt goác cuûa right_tree laø 

right_higher, xem hình 9.18, caàn thöïc hieän pheùp quay traùi (left rotation). 
Chuùng ta caàn quay nuùt goác cuûa right_tree höôùng veà root, haï root xuoáng thaønh 
caây con traùi. Caây con T2, voán laø caây con traùi cuûa right_tree, trôû thaønh caây con 
phaûi cuûa root. Do T2 goàm caùc nuùt coù khoùa naèm giöõa khoùa cuûa root vaø khoùa cuûa 
nuùt goác cuûa right_tree neân caùch thay ñoåi nhö vaäy vaãn baûo ñaûm thöù töï caùc khoùa 
cuûa moät caây nhò phaân tìm kieám. Pheùp quay traùi ñöôïc hieän thöïc trong haøm 
rotate_left döôùi ñaây. Chuùng ta ñaëc bieät löu yù raèng, khi thöïc hieän theo moät traät töï 
thích hôïp, caùc böôùc gaùn taïo thaønh moät söï quay voøng cuûa caùc trò trong ba bieán con 
troû. Sau pheùp quay, chieàu cao cuûa toaøn boä caây giaûm 1, nhöng do noù vöøa taêng nhö 
ñaõ noùi ôû treân (vaø ñaây cuõng chính laø nguyeân nhaân gaây neân söï maát caân baèng caàn 
phaûi caân baèng laïi baèng pheùp quay naøy) , neân chieàu cao cuoái cuøng cuûa caây xem nhö 
khoâng ñoåi. 

 
 

template <class Record> 
void AVL_tree<Record>::rotate_left(Binary_node<Record> *&sub_root) 
/* 
pre:  sub_root laø ñòa chæ cuûa goác cuûa moät caây con trong caây AVL. Caây con naøy coù caây con phaûi 

khoâng roãng. 
post: sub_root ñöôïc gaùn laïi ñòa chæ cuûa nuùt voán laø con phaûi cuûa noù,  nuùt goác cuûa caây con ban 

ñaàu seõ thaønh nuùt con traùi cuûa caây con môùi. 
*/ 
 

 
Hình 9.18 – Tröôøng hôïp 1: Khoâi phuïc söï caân baèng bôûi pheùp quay traùi. 
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{ 
   if (sub_root == NULL || sub_root->right == NULL) // caùc tröôøng hôïp  

// khoâng theå xaûy ra 
      cout << "WARNING: program error detected in rotate_left" << endl; 
    
else { 
      Binary_node<Record> *right_tree = sub_root->right; 
      sub_root->right = right_tree->left; 
      right_tree->left = sub_root; 
      sub_root = right_tree; 
   } 
} 

 

 
Tröôøng hôïp 2:  Caây con traùi cuûa right_tree cao hôn caây con phaûi cuûa noù 
 

Tröôøng hôïp thöù hai, khi thoâng soá trong right_tree laø left_higher, phöùc 
taïp hôn. Theo hình veõ 9.19, nuùt sub_tree caàn di chuyeån leân hai möùc ñeå thaønh 
nuùt goác môùi. Caây con phaûi T3 cuûa sub_tree seõ trôû thaønh caây con traùi cuûa 
right_tree. Caây con traùi T2 cuûa sub_tree trôû thaønh caây con phaûi cuûa root. 
Quaù trình naøy coøn ñöôïc goïi laø pheùp quay keùp (double rotation), do söï bieán ñoåi caàn 
qua hai böôùc. Thöù nhaát laø caây con coù goác laø right_tree ñöôïc quay sang phaûi ñeå 
sub_tree trôû thaønh goác cuûa caây naøy. Sau ñoù caây coù goác laø root quay sang traùi ñeå 
sub_tree trôû thaønh goác. 

 
Trong tröôøng hôïp thöù hai naøy, thoâng soá caân baèng môùi cuûa root vaø 

right_tree phuï thuoäc vaøo thoâng soá caân baèng tröôùc ñoù cuûa sub_tree. Thoâng soá 
caân baèng môùi cuûa sub_tree luoân laø equal_height. Hình 9.19 minh hoïa caùc caây 
con cuûa sub_tree coù chieàu cao baèng nhau, nhöng thöïc teá sub_tree coù theå laø 
left_higher hoaëc right_higher. Caùc thoâng soá caân baèng keát quaû seõ laø: 

 

Hình 9.19 – Tröôøng hôïp 2: Khoâi phuïc söï caân baèng bôûi pheùp quay keùp. 
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old sub_tree  new root  new right_tree  new sub_tree 

   -  -  -   - 
   /  -  \   - 
   \  /  -   - 

  
Tröôøng hôïp 3:  Hai caây con cuûa right_tree cao baèng nhau 
 

Cuoái cuøng, chuùng ta xeùt tröôøng hôïp thöù ba, khi caû hai caây con cuûa right_tree 
cao baèng nhau, nhöng thöïc teá tröôøng hôïp naøy khoâng theå xaûy ra.  

 
Cuõng neân nhaéc laïi raèng tröôøng hôïp caàn giaûi quyeát ôû ñaây laø do chuùng ta vöøa 

theâm moät nuùt môùi vaøo caây coù goác right_tree, laøm cho caây naøy coù chieàu cao lôùn 
hôn chieàu cao caây con traùi cuûa root laø 2 ñôn vò. Neáu caây right_tree coù hai caây 
con cao baèng nhau sau khi nhaän theâm moät nuùt môùi vaøo caây con traùi hoaëc caây con 
phaûi cuûa noù, thì noù ñaõ khoâng theå taêng chieàu cao, do chieàu cao cuûa noù vaãn luoân 
baèng chieàu cao cuûa caây con voán cao hôn coäng theâm 1. Vaäy, tröôùc khi theâm nuùt môùi 
maø caây coù goác laø right_tree ñaõ cao hôn caây con traùi cuûa root 2 ñôn vò laø voâ lyù 
vaø sai giaû thieát raèng caây voán phaûi thoûa ñieàu kieän cuûa caây AVL. 

9.5.2.3. Haøm right_balance   
Chuùng ta coù haøm right_balance döôùi ñaây. Caùc haøm rotate_right vaø 

left_balance cuõng töông töï rotate_left vaø right_balance, chuùng ta xem 
nhö baøi taäp. 

 
template <class Record> 
void AVL_tree<Record>::right_balance(Binary_node<Record> *&sub_root) 
/* 
pre:  sub_root chöùa ñòa chæ goác cuûa caây con trong AVL maø taïi nuùt goác naøy ñang vi phaïm ñieàu 

kieän AVL: caây con phaûi cao hôn caây con traùi 2 ñôn vò. 
post: Vieäc caân baèng laïi giuùp cho caây con coù goác sub_root ñaõ thoaû ñieàu kieän caây AVL. 
uses: caùc phöông thöùc cuûa AVL_node; caùc haøm rotate_right vaø rotate_left. 
*/ 
{ 
   Binary_node<Record> *&right_tree = sub_root->right; 
 
   switch (right_tree->get_balance()) { 
 
   case right_higher: // Thöïc hieän 1 pheùp quay ñôn sang traùi. 
      sub_root->set_balance(equal_height); 
      right_tree->set_balance(equal_height); 
      rotate_left(sub_root); 
      break; 
 
   case equal_height:   // Tröôøng hôïp khoâng theå xaûy ra. 
      cout << "WARNING:program error detected in right_balance" <<endl; 
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   case left_higher: // Quay keùp: quay ñôn sang phaûi, roài quay ñôn sang traùi. 
      Binary_node<Record> *sub_tree = right_tree->left; 
      switch (sub_tree->get_balance()) { 
       
      case equal_height: 
         sub_root->set_balance(equal_height); 
         right_tree->set_balance(equal_height); 
         break; 
 
      case left_higher: 
         sub_root->set_balance(equal_height); 
         right_tree->set_balance(right_higher); 
         break; 
 
      case right_higher: 
         sub_root->set_balance(left_higher); 
         right_tree->set_balance(equal_height); 
         break; 
      } 
      sub_tree->set_balance(equal_height); 
      rotate_right(right_tree); 
      rotate_left(sub_root); 
      break; 
   } 
} 

 
Hình 9.20 minh hoïa moät ví duï vieäc theâm vaøo caàn coù quay ñôn vaø quay keùp. 

9.5.2.4. Haønh vi cuûa giaûi thuaät 
Soá laàn maø haøm avl_insert goïi ñeä quy chính noù ñeå theâm moät nuùt môùi coù theå 

lôùn baèng chieàu cao cuûa caây. Thoaït nhìn, döôøng nhö laø moãi laàn goïi ñeä quy ñeàu daãn 
ñeán moät laàn quay ñôn hoaëc quay keùp cho caây con töông öùng, nhöng thöïc ra, nhieàu 
nhaát laø chæ coù moät pheùp quay (ñôn hoaëc keùp) laø ñöôïc thöïc hieän. Ñeå nhìn thaáy ñieàu 
naøy, chuùng ta bieát raèng caùc pheùp quay ñöôïc thöïc hieän chæ trong caùc haøm 
right_balance vaø left_balance, vaø caùc haøm naøy ñöôïc goïi chæ khi chieàu cao 
cuûa caây con coù taêng leân. Tuy nhieân, khi caùc haøm naøy thöïc hieän xong, caùc pheùp 
quay ñaõ laøm cho chieàu cao caây con trôû veà giaù trò ban ñaàu, nhö vaäy, ñoái vôùi caùc laàn 
goïi ñeä quy tröôùc ñoù chöa keát thuùc, chieàu cao caây con töông öùng seõ khoâng thay ñoåi, 
vaø seõ khoâng coù moät pheùp quay hay moät söï thay ñoåi caùc thoâng soá caân baèng naøo 
nöõa. 

 
Phaàn lôùn vieäc theâm vaøo caây AVL khoâng daãn ñeán pheùp quay. Ngay caû khi pheùp 

quay laø caàn thieát, noù thöôøng xaûy ra gaàn vôùi nuùt laù vöøa ñöôïc theâm vaøo. Maëc duø giaûi 
thuaät theâm vaøo moät caây AVL laø phöùc taïp, nhöng chuùng ta coù lyù do ñeå tin raèng 
thôøi gian chaïy cuûa noù khoâng khaùc bao nhieâu so vôùi vieäc theâm vaøo moät caây nhò 
phaân tìm kieám bình thöôøng coù cuøng chieàu cao. Chuùng ta coøn coù theå hy voïng raèng 
chieàu cao cuûa caây AVL nhoû hôn raát nhieàu chieàu cao cuûa caây nhò phaân tìm kieám 
bình thöôøng, vaø nhö vaäy caû hai vieäc theâm vaøo vaø loaïi boû nuùt seõ hieäu quaû hôn 
nhieàu so vôùi caây nhò phaân tìm kieám bình thöôøng. 
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9.5.3. Loaïi moät nuùt 

Vieäc loaïi moät nuùt x ra khoûi moät caây AVL cuõng theo yù töôûng töông töï, cuõng bao 
goàm pheùp quay ñôn vaø pheùp quay keùp. Chuùng ta seõ phaùc thaûo caùc böôùc cuûa giaûi 
thuaät döôùi ñaây, hieän thöïc cuï theå cuûa haøm xem nhö baøi taäp. 
 

1. Chuùng ta chæ caàn xem xeùt tröôøng hôïp nuùt x caàn loaïi coù nhieàu nhaát laø moät 
caây con, vì ñoái vôùi tröôøng hôïp x coù hai caây con, chuùng ta seõ tìm nuùt y laø nuùt 
keá tröôùc noù (hoaëc nuùt keá sau noù) trong thöù töï duyeät inorder ñeå loaïi thay cho 
noù. Töø nuùt con traùi cuûa x neáu di chuyeån sang phaûi cho ñeán khi khoâng theå di 
chuyeån ñöôïc nöõa, chuùng ta gaëp moät nuùt y khoâng coù con phaûi. Luùc ñoù chuùng 
ta seõ cheùp döõ lieäu trong y vaøo x, khoâng thay ñoåi thoâng soá caân baèng cuõng 
nhö con traùi vaø con phaûi cuûa x. Cuoái cuøng nuùt y seõ ñöôïc loaïi ñi thay cho nuùt 
x theo caùc böôùc döôùi ñaây.  

 
2. Goïi nuùt caàn loaïi laø x. Loaïi nuùt x ra khoûi caây. Do x coù nhieàu nhaát moät con, 

vieäc loaïi x ñôn giaûn chæ laø noái tham chieáu töø nuùt cha cuûa x ñeán nuùt con cuûa 
noù (hoaëc NULL neáu x khoâng coù con naøo). Chieàu cao caây con coù goác laø x giaûm 
ñi 1, vaø ñieàu naøy coù theå aûnh höôûng ñeán caùc nuùt naèm treân ñöôøng ñi töø 
x ngöôïc veà goác cuûa caây. Vì vaäy trong quaù trình duyeät caây ñeå xuoáng ñeán 
nuùt x, chuùng ta caàn löu veát baèng caùch söû duïng ngaên xeáp ñeå coù theå xöû lyù laàn 
ngöôïc veà. Ñeå ñôn giaûn, chuùng ta coù theå duøng haøm ñeä quy vôùi tham bieán 
shorter kieåu bool cho bieát chieàu cao cuûa caây con coù bò giaûm ñi hay 
khoâng. Caùc vieäc caàn laøm taïi moãi nuùt phuï thuoäc vaøo trò cuûa tham bieán 
shorter maø con noù traû veà sau khi vieäc goïi ñeä quy xuoáng caây con keát thuùc, 
vaøo thoâng soá caân baèng cuûa noù, vaø ñoâi khi phuï thuoäc vaøo caû thoâng soá caân 
baèng cuûa nuùt con cuûa noù. 

 
Hình 9.20 – Theâm nuùt vaøo caây AVL: caùc tröôøng hôïp caàn coù pheùp quay. 
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3. Bieán bool shorter ñöôïc khôûi gaùn trò true. Caùc böôùc sau ñaây seõ ñöôïc thöïc 
hieän taïi moãi nuùt naèm treân ñöôøng ñi töø nuùt cha cuûa x cho ñeán nuùt goác cuûa 
caây. Trong khi maø tham bieán shorter traû leân coøn laø true, vieäc giaûi quyeát 
cöù tieáp tuïc cho ñeán khi coù moät nuùt nhaän ñöôïc trò traû veà cuûa tham bieán naøy 
laø false. Moät khi coù moät caây con naøo ñoù baùo raèng chieàu cao cuûa noù khoâng 
bò giaûm ñi thì caùc nuùt treân cuûa noù seõ khoâng bò aûnh höôûng gì caû. Ngöôïc laïi, 
goïi nuùt p laø nuùt vöøa goïi ñeä quy xuoáng nuùt con xong vaø nhaän thoâng baùo 
shorter laø true, caàn xeùt caùc tröôøng hôïp sau: 

 
Tröôøng hôïp 1: Nuùt p hieän taïi coù thoâng soá caân baèng laø equal_height. 
Thoâng soá naøy seõ thay ñoåi tuøy thuoäc vaøo caây con traùi hay caây con phaûi cuûa 
noù ñaõ bò ngaén ñi. Bieán shorter ñoåi thaønh false. 
 
Tröôøng hôïp 2: Nuùt p hieän taïi coù thoâng soá caân baèng khoâng laø 
equal_height. Caây con voán cao hôn vöøa bò ngaén ñi. Thoâng soá caân 
baèng cuûa p chæ caàn ñoåi veà equal_height. Tröôøng hôïp naøy caây goác p cuõng 
bò giaûm chieàu cao neân tham bieán shorter vaãn laø true ñeå traû leân treân cho 
cha cuûa p giaûi quyeát tieáp. 
 
Tröôøng hôïp 3: Nuùt p hieän taïi coù thoâng soá caân baèng khoâng laø 
equal_height. Caây con voán thaáp hôn vöøa bò ngaén ñi. Nhö vaäy taïi nuùt 
p vi phaïm ñieàu kieän cuûa caây AVL, vaø chuùng ta thöïc hieän pheùp quay ñeå 
khoâi phuïc laïi söï caân baèng nhö sau. Goïi q laø goác cuûa caây con cao hôn cuûa p, 
coù 3 tröôøng hôïp töông öùng vôùi thoâng soá caân baèng trong q: 
 

Tröôøng hôïp 3a: Thoâng soá caân baèng cuûa q laø equal_height. Thöïc 
hieän moät pheùp quay ñôn ñeå thay ñoåi caùc thoâng soá caân baèng cuûa p vaø q, 
traïng thaùi caân baèng seõ ñöôïc khoâi phuïc, shorter ñoåi thaønh false. 
 

Tröôøng hôïp 3b: Thoâng soá caân baèng cuûa q gioáng vôùi thoâng soá caân 
baèng cuûa p. Thöïc hieän moät pheùp quay ñôn ñeå chuyeån caùc thoâng soá 
naøy thaønh equal_height, shorter vaãn laø true. 
 
Tröôøng hôïp 3c: Thoâng soá caân baèng cuûa q ngöôïc vôùi thoâng soá caân 
baèng cuûa p. Thöïc hieän moät pheùp quay keùp (tröôùc heát quay quanh q, 
sau ñoù quay quanh p), thoâng soá  caân baèng cuûa goác môùi seõ laø 
equal_height, caùc thoâng soá caân baèng cuûa p vaø q ñöôïc bieán ñoåi thích 
hôïp, shorter vaãn laø true. 
 

Trong caùc tröôøng hôïp 3a, b, c, chieàu cuûa caùc pheùp quay phuï thuoäc vaøo caây con 
traùi hay caây con phaûi bò ngaén ñi. Hình 9.21 minh hoïa moät vaøi tröôøng hôïp, vaø moät 
ví duï loaïïi moät nuùt ñöôïc minh hoïa trong hình 9.22. 
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Hình 9.21 – Caùc tröôøng hôïp loaïi moät nuùt ra khoûi caây AVL. 
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Hình 9.22 – Ví duï loaïi moät nuùt ra khoûi caây AVL. 
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9.5.4. Chieàu cao cuûa caây AVL 

Vieäc tìm chieàu cao cuûa moät caây AVL trung bình laø moät vieäc raát khoù, do ñoù vieäc 
xaùc ñònh soá böôùc trung bình caàn thöïc hieän bôûi caùc giaûi thuaät trong phaàn naøy cuõng 
khoâng deã. Caùch deã nhaát cho chuùng ta laø xaùc ñònh nhöõng gì seõ xaûy ra trong tröôøng 
hôïp xaáu nhaát, vaø caùc keát quaû naøy seõ cho chuùng ta thaáy raèng caùc haønh vi cuûa caây 
AVL trong tröôøng hôïp xaáu nhaát cuõng khoâng teä hôn caùc haønh vi cuûa caùc caây ngaãu 
nhieân. Baèng chöùng thöïc nghieäm cho thaáy caùc haønh vi trung bình cuûa caùc caây AVL 
toát hôn raát nhieàu so vôùi caùc caây ngaãu nhieân, haàu nhö noù coøn toát ngang vôùi nhöõng 
gì seõ coù ñöôïc töø moät caây caân baèng hoaøn toaøn. 

 
Ñeå xaùc ñònh chieàu cao toái ña coù theå coù ñöôïc cuûa moät caây AVL coù n nuùt, chuùng 

ta seõ xem thöû vôùi moät chieàu cao h cho tröôùc, caây AVL seõ coù soá nuùt toái thieåu laø bao 
nhieâu. Goïi Fh laø moät caây nhö vaäy, thì caây con traùi vaø caây con phaûi cuûa nuùt goác cuûa 
Fh  
 
seõ laø Fl vaø Fr. Moät trong hai caây con naøy phaûi coù chieàu cao laø h-1, giaû söû caây Fl, 
vaø caây con coøn laïi coù chieàu cao h-1 hoaëc h-2. Do Fh coù soá nuùt toái thieåu cuûa moät caây 
AVL coù chieàu cao h,  Fl cuõng phaûi coù soá nuùt toái thieåu cuûa caây AVL cao h-1 (coù 
nghóa laø Fl coù daïng Fh-1), vaø Fr  phaûi coù chieàu cao h-2 vôùi soá nuùt toái thieåu (Fr coù 
daïng Fh-2). 

 
Caùc caây ñöôïc taïo bôûi quy taéc treân, nghóa laø caùc caây thoûa ñieàu kieän caây AVL 

nhöng caøng thöa caøng toát, ñöôïc goïi laø caùc caây Fibonacci. Moät soá ít caây ñaàu tieân coù 
theå ñöôïc thaáy trong hình 9.23. 

 
Vôùi kyù hieäu |T| bieåu dieãn soá nuùt trong caây T, chuùng ta coù coâng thöùc sau: 
 
     | Fh | = | Fh-1 | + | Fh-2 | + 1. 
 

 
Hình 9.23 – Caùc caây Fibonacci 
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vôùi | F0 | = 1 vaø | F1 | = 2. Baèng caùch theâm 1 vaøo caû hai veá, chuùng ta thaáy 
con soá | Fh |+1 thoûa ñònh nghóa cuûa caùc soá Fibonacci baäc 2. Baèng caùch tính caùc 
soá Fibonacci chuùng ta coù  
 
     | Fh |+1  ≈  
 
 
Laáy logarit hai veá vaø chæ giöõ laïi caùc soá lôùn chuùng ta coù 
 
      h ≈ 1.44 lg | Fh |. 
 

Keát quaû cho thaáy moät caây AVL n nuùt thöa nhaát seõ coù chieàu cao xaáp xæ 1.44 lg 
n. Moät caây nhò phaân caân baèng hoaøn toaøn coù n nuùt coù chieàu cao baèng lg n, coøn caây 
suy thoaùi seõ coù chieàu cao laø n. Thôøi gian chaïy caùc giaûi thuaät treân caây AVL ñöôïc 
baûo ñaûm khoâng vöôït quaù 44 phaàn traêm thôøi gian caàn thieát ñoái vôùi caây toái öu. 
Trong thöïc teá, caùc caây AVL coøn toát hôn raát nhieàu. Ñieàu naøy coù theå ñöôïc chöùng 
minh nhö sau, ngay caû ñoái vôùi caùc caây Fibonacci - caùc caây AVL trong tröôøng hôïp 
xaáu nhaát – thôøi gian tìm kieám trung bình chæ coù 4 phaàn traêm lôùn hôn caây toái öu. 
Phaàn lôùn caùc caây AVL seõ khoâng thöa thôùt nhö caùc caây Fibonacci, vaø do ñoù thôøi 
gian tìm kieám trung bình treân caùc caây AVL trung bình raát gaàn vôùi caây toái öu. 
Thöïc nghieäm cho thaáy soá laàn so saùnh trung bình khoaûng lg n + 0.25 khi n lôùn. 

1 1+ 5
     ⎯   ⎯⎯  
    5      2

h+2 
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Chöông 10 – CAÂY NHIEÀU NHAÙNH 
 
Chöông naøy tieáp tuïc nghieân cöùu veà caùc caáu truùc döõ lieäu caây, taäp trung vaøo caùc 

caây maø soá nhaùnh taïi moãi nuùt nhieàu hôn hai. Chuùng ta baét ñaàu töø vieäc trình baøy 
caùc moái noái trong caây nhò phaân. Keá tieáp chuùng ta tìm hieåu veà moät lôùp cuûa caây goïi 
laø trie ñöôïc xem nhö töø ñieån chöùa caùc töø. Sau ñoù chuùng ta tìm hieåu ñeán caây B-tree 
coù yù nghóa raát lôùn trong vieäc truy xuaát thoâng tin trong caùc taäp tin. Moãi phaàn 
trong soá naøy ñoäc laäp vôùi caùc phaàn coøn laïi. Cuoái cuøng, chuùng ta aùp duïng yù töôûng 
cuûa B-tree ñeå coù ñöôïc moät lôùp khaùc cuûa caây nhò phaân tìm kieám goïi laø caây ñoû-ñen 
(red-black tree). 

10.1. Vöôøn caây, caây, vaø caây nhò phaân 
Nhö chuùng ta ñaõ thaáy, caây nhò phaân laø moät daïng caáu truùc döõ lieäu ñôn giaûn vaø 

hieäu quaû. Tuy nhieân, vôùi moät soá öùng duïng caàn söû duïng caáu truùc döõ lieäu caây maø 
trong ñoù soá con cuûa moãi nuùt chöa bieát tröôùc, caây nhò phaân vôùi haïn cheá moãi nuùt chæ 
coù toái ña hai con khoâng ñaùp öùng ñöôïc. Phaàn naøy laøm saùng toû moät ñieàu ngaïc nhieân 
thuù vò vaø höõu ích: caây nhò phaân cung caáp moät khaû naêng bieåu dieãn nhöõng caây khaùc 
bao quaùt hôn. 

10.1.1. Caùc teân goïi cho caây 

Tröôùc khi môû roäng veà caùc loaïi caây, chuùng ta xeùt ñeán caùc ñònh nghóa. Trong 
toaùn hoïc, khaùi nieäm caây coù moät yù nghóa roäng: ñoù laø moät taäp baát kyø caùc ñieåm (goïi 
laø ñænh), vaø taäp baát kyø caùc caëp noái hai ñænh khaùc nhau (goïi laø caïnh hoaëc nhaùnh) 
sao cho luoân coù moät daõy lieân tuïc caùc caïnh (ñöôøng ñi) töø moät ñænh baát kyø ñeán moät 
ñænh baát kyø khaùc, vaø khoâng coù chu trình, nghóa laø khoâng coù ñöôøng ñi naøo baét ñaàu 
töø moät ñænh naøo ñoù laïi quay veà chính noù. 

 
Ñoái vôùi caùc öùng duïng trong maùy tính, chuùng ta thöôøng khoâng caàn nghieân cöùu 

caây moät caùch toång quaùt nhö vaäy, vaø khi caàn laøm vieäc vôùi nhöõng caây naøy, ñeå nhaán 
maïnh, chuùng ta thöôøng goïi chuùng laø caùc caây töï do (free tree). Caùc caây cuûa chuùng 
ta phaàn lôùn luoân coù moät ñænh ñaëc bieät, goïi laø goác cuûa caây, vaø caùc caây daïng naøy 
chuùng ta seõ goïi laø caùc caây coù goác (rooted tree). 

 
Moät caây coù goác coù theå ñöôïc veõ theo caùch thoâng thöôøng cuûa chuùng ta laø goác naèm 

treân, caùc nuùt vaø nhaùnh khaùc quay xuoáng döôùi, vôùi caùc nuùt laù naèm döôùi cuøng. Maëc 
duø vaäy, caùc caây coù goác vaãn chöa phaûi laø taát caû caùc daïng caây maø chuùng ta thöôøng 
duøng. Trong moät caây coù goác, thöôøng khoâng phaân bieät traùi hoaëc phaûi, hoaëc khi moät 
nuùt coù nhieàu nuùt con, khoâng theå noùi raèng nuùt naøo laø nuùt con thöù nhaát, thöù hai, 
v.v...Neáu khoâng vì moät lyù do naøo khaùc, söï thi haønh tuaàn töï caùc leänh thöôøng buoäc 
chaët moät thöù töï leân caùc nuùt con cuûa moät nuùt. Chuùng ta ñònh nghóa moät caây coù thöù 
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töï  (ordered tree) laø moät caây coù goác trong ñoù caùc con cuûa moät nuùt ñöôïc gaùn cho 
moät thöù töï.  

Löu yù raèng caùc caây coù thöù töï maø trong ñoù moãi nuùt coù khoâng quaù hai con vaãn 
chöa phaûi cuøng moät lôùp vôùi caây nhò phaân. Neáu moät nuùt trong caây nhò phaân chæ coù 
moät con, noù coù theå naèm beân traùi hoaëc beân phaûi, luùc ñoù ta coù hai caây nhò phaân 
khaùc nhau, nhöng chuùng cuøng laø moät caây coù thöù töï. 

 
Nhö moät nhaän xeùt cuoái cuøng lieân quan ñeán caùc ñònh nghóa, chuùng ta haõy löu yù 

raèng caây 2-tree maø chuùng ta ñaõ nghieân cöùu khi phaân tích caùc giaûi thuaät ôû nhöõng 
chöông tröôùc laø moät caây coù goác (nhöng khoâng nhaát thieát phaûi laø caây coù thöù töï) vôùi 
ñaëc tính laø moãi nuùt trong caây coù 0 hoaëc 2 nuùt con.  

 
Hình 10.1 cho thaáy raát nhieàu daïng caây khaùc nhau vôùi soá nuùt nhoû. Moãi lôùp caây 

keå töø caây ñaàu tieân coù ñöôïc baèng caùch keát hôïp caùc caây töø caùc lôùp coù tröôùc theo 
nhieàu caùch khaùc nhau. Caùc caây nhò phaân coù theå coù ñöôïc töø caùc caây coù thöù töï töông 
öùng, baèng caùch phaân bieät caùc nhaùnh traùi vaø phaûi. 

Hình 10.1 - Caùc daïng khaùc nhau cuûa caây.
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10.1.2. Caây coù thöù töï 

10.1.2.1. Hieän thöïc trong maùy tính 
Neáu chuùng ta muoán söû duïng moät caây coù thöù töï nhö moät caáu truùc döõ lieäu, moät 

caùch hieån nhieân ñeå hieän thöïc trong boä nhôù maùy tính laø môû roäng caùch hieän thöïc 
chuaån cuûa moät caây nhò phaân, vôùi soá con troû thaønh vieân trong moãi nuùt töông öùng 
soá caây con coù theå coù, thay vì chæ coù hai nhö ñoái vôùi caây nhò phaân. Chaúng haïn, 
trong moät caây coù moät vaøi nuùt coù ñeán möôøi caây con, chuùng ta caàn phaûi giöõ ñeán 
möôøi con troû thaønh vieân trong moät nuùt. Nhöng nhö vaäy seõ daãn ñeán vieäc caây phaûi 
chöùa moät soá raát lôùn caùc con troû chöùa trò NULL. Chuùng ta coù theå tính ñöôïc chính 
xaùc con soá naøy. Neáu caây coù n nuùt, moãi nuùt coù k con troû thaønh vieân, thì seõ coù taát caû 
laø n x k con troû. Moãi nuùt coù chính xaùc laø moät con troû tham chieáu ñeán noù, ngoaïi tröø 
nuùt goác. Nhö vaäy coù n-1 con troû khaùc NULL. Tæ leä caùc con troû NULL seõ laø: 

 
       >   1 - 
         
Neáu moät nuùt coù theå coù möôøi caây con, thì coù hôn 90% con troû laø NULL. Roõ raøng 

laø phöông phaùp bieåu dieãn caây coù thöù töï naøy hao toán raát nhieàu vuøng nhôù. Lyù do laø 
vì, trong moãi nuùt, chuùng ta ñaõ giöõ moät danh saùch lieân tuïc caùc con troû ñeán taát caû 
caùc con cuûa noù, vaø caùc danh saùch lieân tuïc naøy chöùa quaù nhieàu vuøng nhôù chöa ñöôïc 
söû duïng. Chuùng ta caàn tìm caùch thay theá caùc danh saùch lieân tuïc naøy bôûi caùc danh 
saùch lieân keát. 

10.1.2.2. Hieän thöïc lieân keát 
Ñeå naém caùc con cuûa moät nuùt trong moät danh saùch lieân keát, chuùng ta caàn hai 

loaïi tham chieáu. Thöù nhaát laø tham chieáu töø nuùt cha ñeán nuùt con ñaàu tieân beân traùi 
cuûa noù, chuùng ta seõ goïi laø first_child. Thöù hai, moãi nuùt, ngoaïi tröø nuùt goác, seõ 
xuaát hieän nhö moät phaàn töû trong danh saùch lieân keát naøy, do ñoù noù caàn theâm moät 
tham chieáu ñeán nuùt keá trong danh saùch, nghóa laø tham chieáu ñeán nuùt con keá tieáp 
cuøng cha. Tham chieáu thöù hai naøy ñöôïc goïi laø next_sibling. Hieän thöïc naøy ñöôïc 
minh hoïa trong hình 10.2. 

 

(n x k) – (n – 1)
     ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯     
             n x k

 1
       ⎯  
       k

 
Hình 10.2 – Hieän thöïc lieân keát cuûa caây coù thöù töï 
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10.1.2.3. Söï töông öùng töï nhieân 
Ñoái vôùi moãi nuùt cuûa caây coù thöù töï chuùng ta ñaõ ñònh nghóa hai tham chieáu 

first_child vaø next_sibling. Baèng caùch söû duïng hai tham chieáu naøy chuùng ta 
coù ñöôïc caáu truùc cuûa moät caây nhò phaân, nghóa laø, hieän thöïc lieân keát cuûa moät caây coù 
thöù töï laø moät caây nhò phaân lieân keát. Neáu muoán, chuùng ta coù theå coù ñöôïc moät hình 
aûnh deã nhìn hôn cho caây nhò phaân baèng caùch söû duïng hieän thöïc lieân keát cuûa caây 
coù thöù töï vaø quay theo chieàu kim ñoàng hoà moät goùc nhoû, sao cho caùc tham chieáu 
höôùng xuoáng (first_child) höôùng sang traùi, vaø caùc tham chieáu naèm ngang 
(next_sibling) höôùng sang phaûi. Ñoái vôùi hình 10.2, chuùng ta coù ñöôïc caây nhò 
phaân ôû hình 10.3. 

 

10.1.2.4. Söï töông öùng ngöôïc laïi 
Giaû söû nhö chuùng ta laøm ngöôïc laïi caùc böôùc cuûa quaù trình treân, baét ñaàu töø moät 

caây nhò phaân vaø coá gaéng khoâi phuïc laïi moät caây coù thöù töï. Ñieàu quan saùt ñaàu tieân 
chuùng ta caàn nhaän thaáy laø khoâng phaûi moïi caây nhò phaân ñeàu coù theå coù ñöôïc töø 
moät caây coù thöù töï bôûi quaù trình treân: do tham chieáu next_sibling cuûa nuùt goác 
cuûa caây coù thöù töï luoân baèng NULL neân goác cuûa caây nhò phaân töông öùng luoân coù caây 
con beân phaûi roãng. Ñeå tìm hieåu söï töông öùng ngöôïc laïi naøy moät caùch caån thaän, 
chuùng ta caàn phaûi xem xeùt moät lôùp caáu truùc döõ lieäu khaùc qua moät soá ñònh nghóa 
môùi döôùi ñaây. 
 
 
 

 
Hình 10.3 – Hình ñaõ ñöôïc quay cuûa hieän thöïc lieân keát 
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10.1.3. Röøng vaø vöôøn 

Trong quaù trình tìm hieåu veà caây nhò phaân chuùng ta ñaõ coù kinh nghieäm veà caùch 
söû duïng ñeä quy, ñoái vôùi caùc lôùp khaùc cuûa caây chuùng ta cuõng seõ tieáp tuïc laøm nhö 
vaäy. Söû duïng ñeä quy coù nghóa laø thu heïp vaán ñeà thaønh vaán ñeà nhoû hôn. Do ñoù 
chuùng ta neân xem thöû ñieàu gì seõ xaûy ra neáu chuùng ta laáy moät caây coù goác hoaëc 
moät caây coù thöù töï vaø caét boû ñi nuùt goác. Nhöõng phaàn coøn laïi, neáu khoâng roãng, seõ 
laø moät taäp caùc caây coù goác hoaëc moät taäp coù thöù töï caùc caây coù thöù töï töông 
öùng. 

Thuaät ngöõ chuaån ñeå goïi moät taäp tröøu töôïng caùc caây ñoù laø röøng (forest), nhöng 
khi chuùng ta duøng thuaät ngöõ naøy, noùi chung chuùng ta thöôøng hình dung ñoù laø caùc 
caây coù goác. Cuïm töø “röøng coù thöù töï” (ordered forest) ñoâi khi coøn ñöôïc söû duïng ñeå 
goïi taäp coù thöù töï caùc caây coù thöù töï, do ñoù chuùng ta seõ ñeà cöû moät thuaät ngöõ coù 
tính ñaëc taû töông töï cho lôùp caùc caây coù thöù töï, ñoù laø thuaät ngöõ vöôøn (orchard). 

 
Löu yù raèng chuùng ta khoâng chæ coù ñöôïc moät röøng hoaëc moät vöôøn nhôø vaøo 

caùch loaïi boû ñi nuùt goác cuûa moät caây coù goác hoaëc moät caây coù thöù töï, chuùng ta 
coøn coù theå taïo neân moät caây coù goác hoaëc moät caây coù thöù töï baèng caùch baét ñaàu töø 
moät röøng hoaëc moät vöôøn, theâm moät nuùt môùi taïi ñænh, vaø noái caùc nhaùnh töø nuùt 
môùi naøy ñeán goác cuûa taát caû caùc caây trong röøng hoaëc vöôøn ñoù. Caùch naøy ñöôïc minh 
hoïa trong hình 10.4. 

Chuùng ta seõ söû duïng quaù trình naøy ñeå ñöa ra moät ñònh nghóa ñeä quy môùi cho 
caùc caây coù thöù töï vaø caùc vöôøn. Tröôùc heát, chuùng ta haõy xem thöû neân baét ñaàu nhö 
theá naøo. Chuùng ta nhôù raèng moät caây nhò phaân coù theå roãng. Moät röøng hay moät 
vöôøn cuõng coù theå roãng. Tuy nhieân moät caây coù goác hay moät caây coù thöù töï khoâng theå 
laø caây roãng, vì noù phaûi chöùa ít nhaát laø moät nuùt goác. Neáu chuùng ta muoán baét ñaàu 
xaây döïng caây vaø röøng, chuùng ta coù theå löu yù raèng moät caây vôùi chæ moät nuùt coù theå 
coù ñöôïc baèng caùch theâm moät goác môùi vaøo moät röøng ñang roãng. Moät khi chuùng ta 
ñaõ coù caây naøy roài thì chuùng ta coù theå taïo ñöôïc moät röøng goàm bao nhieâu caây moät 
nuùt cuõng ñöôïc. Sau ñoù chuùng ta coù theå theâm goác môùi ñeå taïo caùc caây coù goác chieàu 

 
Hình 10.4 – Loaïi boû vaø theâm nuùt goác. 
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cao laø 1. Baèng caùch naøy chuùng ta coù theå tieáp tuïc taïo neân caùc caây coù goác phuø hôïp 
vôùi ñònh nghóa ñeä quy sau: 
 

Ñònh nghóa: Moät caây coù goác (rooted tree) bao goàm moät nuùt ñôn ν, goïi laø goác 
(root) cuûa caây, vaø moät röøng F (forest) goàm caùc caây goïi laø caùc caây con 
cuûa nuùt goác.  

 
Moät röøng F laø moät taäp (coù theå roãng) caùc caây coù goác. 

 
Moät quaù trình taïo töông töï cho caùc caây coù thöù töï vaø vöôøn. 
 

Ñònh nghóa: Moät caây coù thöù töï T (ordered tree) bao goàm moät nuùt ñôn ν, goïi laø 
goác (root) cuûa caây,vaø moät vöôøn O (orchard) goàm caùc caây ñöôïc goïi laø caùc 
caây con cuûa goác ν. 

 
Chuùng ta coù theå bieåu dieãn caây coù thöù töï baèng moät caëp coù thöù töï  
 
     T = {ν, O}. 
 
Moät vöôøn O hoaëc laø moät taäp roãng, hoaëc goàm moät caây coù thöù töï T, goïi laø caây thöù 
nhaát (first tree) cuûa vöôøn, vaø moät vöôøn khaùc O’ (chöùa caùc caây coøn laïi cuûa vöôøn). 
Chuùng ta coù theå bieåu dieãn vöôøn baèng moät caëp coù thöù töï 
 
     O = (T, O’). 
 

Löu yù raèng thöù töï cuûa caùc caây aån chöùa trong ñònh nghóa cuûa vöôøn. Moät vöôøn 
khoâng roãng chöùa caây thöù nhaát vaø caùc caây coøn laïi taïo neân moät vöôøn khaùc, vöôøn 
naøy laïi coù moät caây thöù nhaát vaø laø caây thöù hai cuûa vöôøn ban ñaàu. Tieáp tuïc ñoái vôùi 
caùc vöôøn coøn laïi chuùng ta coù caây thöù ba, thöù tö, v.v...cho ñeán khi vöôøn cuoái cuøng laø 
moät vöôøn roãng. Xem hình 10.5. 

Hình 10.5 – Caáu truùc ñeä quy cuûa caùc caây coù thöù töï vaø vöôøn. 
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10.1.4. Söï töông öùng hình thöùc 

Baây giôø chuùng ta coù theå coù moät keát quaû mang tính nguyeân taéc cho phaàn naøy. 
  
Ñònh lyù: Cho S laø moät taäp höõu haïn baát kyø goàm  caùc nuùt. Coù moät aùnh xaï moät-moät f 
töø taäp caùc vöôøn coù  taäp  nuùt laø S ñeán taäp caùc caây nhò phaân coù  taäp nuùt laø S. 
 
Chöùng minh ñònh lyù: 

Chuùng ta seõ duøng nhöõng kyù hieäu trong caùc ñònh nghóa ñeå chöùng minh ñònh lyù 
treân. Tröôùc heát chuùng ta caàn moät kyù hieäu töông töï cho caây nhò phaân. Moät caây nhò 
phaân B hoaëc laø moät taäp roãng ∅ hoaëc goàm moät nuùt goác ν vaø hai caây nhò phaân B1 
vaø B2. Kyù hieäu cho moät caây nhò phaân khoâng roãng laø moät boä ba 

 
     B = [ν, B1, B2]. 
 
Chuùng ta seõ chöùng minh ñònh lyù baèng phöông phaùp quy naïp toaùn hoïc treân soá 

nuùt trong S. Tröôøng hôïp thöù nhaát ñöôïc xeùt laø moät vöôøn roãng ∅, töông öùng vôùi 
moät caây nhò phaân roãng. 

 
     f(∅) =  ∅. 
 
Neáu vöôøn O khoâng roãng, noù ñöôïc kyù hieäu baèng moät boä hai 
 
     O = (T, O2)  

 
vôùi T  laø moät caây coù thöù töï vaø O2 laø moät vöôøn khaùc. Caây thöù töï T  ñöôïc kyù hieäu 
bôûi moät caëp 
     T ={ν, O1} 
 
vôùi ν laø moät nuùt vaø O1 laø moät vöôøn khaùc. Thay bieåu thöùc T  vaøo bieåu thöùc O  ta coù 
     O  = ({ν, O1}, O2). 
 
Theo giaû thieát quy naïp, f laø moät aùnh xaï moät-moät töø caùc vöôøn coù ít nuùt hôn S ñeán 
caùc caây nhò phaân, vôùi O1 vaø O2  nhoû hôn O, neân caùc caây nhò phaân f(O1) vaø f(O2) 
ñöôïc xaùc ñònh bôûi giaû thieát quy naïp. Neáu chuùng ta ñònh nghóa aùnh xaï f töø moät 
vöôøn ñeán moät caây nhò phaân bôûi 
 
    f({ν, O1}, O2)  = [ν,  f(O1), f(O2)]. 
 
thì f  laø moät söï töông öùng moät-moät giöõa caùc vöôøn vaø caùc caây nhò phaân coù cuøng soá 
nuùt. Vôùi baát kyø caùch thay theá naøo cho caùc kyù töï ν, O1, vaø O2 ôû veá traùi ñeàu coù chính 
xaùc moät caùch ñeå thay theá cho chuùng ôû veá phaûi, vaø ngöôïc laïi. 
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10.1.5. Pheùp quay 

Chuùng ta coù theå söû duïng daïng kyù hieäu cuûa söï töông öùng ñeå hình dung pheùp 
bieán ñoåi töø vöôøn sang caây nhò phaân. Trong caây nhò phaân [ν,  f(O1), f(O2)] tham 
chieáu traùi töø ν ñeán nuùt goác cuûa caây nhò phaân  f (O1), ñoù laø nuùt con thöù nhaát cuûa ν 
trong caây coù thöù töï {ν, O1}. Tham chieáu phaûi töø ν ñeán nuùt voán laø goác cuûa caây coù 
thöù töï keá tieáp veà beân phaûi trong vöôøn. Coù nghóa laø, “tham chieáu traùi” trong caây 
nhò phaân töông öùng vôùi “con thöù nhaát” trong caây coù thöù töï, vaø “tham chieáu phaûi” 
töông öùng “em keá”. Caùc quy taéc bieán ñoåi trong hình nhö sau: 

 
1. Veõ vöôøn sao cho con thöù nhaát cuûa moãi nuùt naèm ngay döôùi noù, thay vì canh 

khoaûng caùch cho taát caû caùc con naèm ñeàu beân döôùi nuùt naøy. 
2. Veõ moät tham chieáu thaúng ñöùng töø moãi nuùt ñeán nuùt con thöù nhaát cuûa noù, vaø 

veõ moät tham chieáu naèm ngang töø moãi nuùt ñeán em keá cuûa noù. 
3. Loaïi boû taát caû caùc tham chieáu khaùc coøn laïi. 
4. Quay sô ñoà 45 ñoä theo chieàu kim ñoàng hoà, sao cho caùc tham chieáu thaúng 

ñöùng trôû thaønh caùc tham chieáu traùi vaø caùc tham chieáu naèm ngang trôû thaønh 
caùc tham chieáu phaûi. 

5. Quaù trình naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 10.6 
 

10.1.6. Toång keát 

Chuùng ta ñaõ xem xeùt ba caùch bieåu dieãn söï töông öùng giöõa caùc vöôøn vaø caùc caây 
nhò phaân: 

 
• Caùc tham chieáu first_child vaø next_sibling. 
• Pheùp quay caùc sô ñoà. 
• Söï töông ñöông kyù hieäu moät caùch hình thöùc. 
 
Nhieàu ngöôøi cho raèng caùch thöù hai, quay caùc sô ñoà, laø caùch deã nhôù vaø deã hình 

dung nhaát. Caùch thöù nhaát, taïo caùc tham chieáu, thöôøng ñöôïc duøng ñeå vieát caùc 
chöông trình thöïc söï. Cuoái cuøng, caùch thöù ba, söï töông ñöông kyù hieäu moät caùch 

 
Hình 10.6 – Chuyeån ñoåi töø vöôøn sang caây nhò phaân. 
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hình thöùc, thöôøng raát coù ích trong vieäc chöùng minh raát nhieàu ñaëc tính cuûa caây nhò 
phaân vaø vöôøn. 

10.2. Caây töø ñieån tìm kieám: Trie 
Trong caùc chöông tröôùc chuùng ta ñaõ thaáy söï khaùc nhau trong vieäc tìm kieám 

trong moät danh saùch vaø vieäc tra cöùu trong moät baûng. Chuùng ta coù theå aùp duïng yù 
töôûng trong vieäc tra cöùu baûng vaøo vieäc truy xuaát thoâng tin trong moät caây baèng 
caùch söû duïng moät khoùa hoaëc moät phaàn cuûa khoùa. Thay vì tìm kieám baèng caùch so 
saùnh caùc khoùa, chuùng ta coù theå xem khoùa nhö laø moät chuoãi caùc kyù töï (chöõ caùi hoaëc 
kyù soá), vaø söû duïng caùc kyù töï naøy ñeå xaùc ñònh ñöôøng ñi taïi moãi böôùc. Neáu caùc khoùa 
cuûa chuùng ta chöùa caùc chöõ caùi, chuùng ta seõ taïo moät caây coù 26 nhaùnh töông öùng 26 
chöõ caùi laø kyù töï ñaàu tieân cuûa caùc khoùa. Moãi caây con beân döôùi laïi coù 26 nhaùnh 
töông öùng vôùi kyù töï thöù hai, vaø cöù theá tieáp tuïc ôû caùc möùc cao hôn. Tuy nhieân 
chuùng ta cuõng coù theå tieán haønh phaân thaønh nhieàu nhaùnh ôû moät soá möùc ban ñaàu, 
sau ñoù neáu caây trôû neân quaù lôùn, chuùng ta coù theå duøng moät vaøi caùch thöùc khaùc naøo 
ñoù ñeå saép thöù töï cho nhöõng möùc coøn laïi. 

10.2.1. Tries 

Coù moät phöông phaùp laø caét tæa bôùt caùc nhaùnh khoâng caàn thieát trong caây. Ñoù laø 
caùc nhaùnh khoâng daãn ñeán moät khoùa naøo. Laáy ví duï, trong tieáng Anh, khoâng coù 
caùc töø baét ñaàu bôûi ‘bb’, ‘bc’, ‘bf’, ‘bg’, ..., nhöng coù caùc töø baét ñaàu bôûi ‘ba’, ‘bd’, ‘be’. 
Do ñoù, moïi nhaùnh vaø nuùt cho caùc töø khoâng toàn taïi coù theå ñöôïc loaïi khoûi caây. Caây 
keát quaû naøy ñöôïc goïi laø Trie. Töø naøy nguyeân thuûy ñöôïc laáy töø retrieval, nhöng 
thöôøng ñöôïc ñoïc laø “try”. 

 
Ñònh nghóa: Moät caây Trie baäc m coù theå ñöôïc ñònh nghóa moät caùch hình thöùc laø 

moät caây roãng hoaëc goàm moät chuoãi noái tieáp coù thöù töï cuûa  m caây Trie 
baäc m. 

10.2.2. Tìm kieám moät khoùa 

Giaû söû caùc töø coù 3 kyù töï coù nghóa goàm caùc töø ñöôïc löu trong caây Trie ôû hình 
10.7. Vieäc tìm kieám moät khoùa ñöôïc baét ñaàu töø nuùt goác. Kyù töï ñaàu tieân cuûa khoùa 
ñöôïc duøng ñeå xaùc ñònh nhaùnh naøo caàn ñi xuoáng. Nhaùnh caàn ñi roãng coù nghóa laø 
khoùa caàn tìm chöa coù trong caây. Ngöôïc laïi, treân nhaùnh ñöôïc choïn naøy, kyù töï thöù 
hai laïi ñöôïc duøng ñeå xaùc ñònh nhaùnh naøo trong möùc keá tieáp caàn ñi xuoáng, vaø cöù 
theá tieáp tuïc. Khi chuùng ta xeùt ñeán cuoái töø, laø chuùng ta ñaõ ñeán ñöôïc nuùt coù con troû 
tham chieáu ñeán thoâng tin caàn tìm. Ñoái vôùi nuùt töông öùng moät töø khoâng coù nghóa 
seõ coù con troû tham chieáu ñeán thoâng tin laø NULL. Chaúng haïn, töø a  laø phaàn ñaàu cuûa 
töø aba, töø naøy laïi laø phaàn ñaàu cuûa töø abaca, nhöng chuoãi kyù töï abac khoâng phaûi 
laø moät töø coù nghóa, do ñoù nuùt bieåu dieãn abac coù con troû tham chieáu thoâng tin laø 
NULL. 
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10.2.3. Giaûi thuaät C++ 

Chuùng ta seõ chuyeån quaù trình tìm kieám vöøa ñöôïc moâ taû treân thaønh moät 
phöông thöùc tìm kieám caùc baûn ghi coù khoùa laø caùc chuoãi kyù töï. Chuùng ta seõ söû 
duïng phöông thöùc char key_letter(int position) traû veà kyù töï taïi vò trí 
position trong khoùa hoaëc kyù töï roãng neáu khoùa coù chieàu daøi ngaén hôn position, 

vaø haøm phuï trôï int alphabetic_order(char symbol) traû veà thöù töï cuûa 
symbol trong baûng chöõ caùi. Haøm naøy traû veà 0 cho kyù töï roãng, 27 cho caùc kyù töï 
khoâng phaûi chöõ caùi. Trong hieän thöïc lieân keát, caây Trie chöùa moät con troû ñeán nuùt 
goác cuûa noù. 

 
class Trie { 
public:  // Caùc phöông thöùc caäp nhaät, tìm kieám, truy xuaát. 
 
private:  
   Trie_node *root; 
}; 

Hình 10.7 – Trie chöùa caùc töø ñöôïc caáu taïo töø a, b, c. 
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Moãi nuùt cuûa Trie caàn chöùa moät con troû chæ ñeán moät baûn ghi vaø moät maûng caùc 
con troû ñeán caùc nhaùnh. Soá nhaùnh laø 28 töông öùng keát quaû traû veà cuûa 
alphabetic_order.  

 
const int num_chars = 28; 
struct Trie_node { 
//    Caùc thuoäc tính 
   Record *data; 
   Trie_node *branch[num_chars]; 
//    constructors 
   Trie_node(); 
}; 

 
Constructor cho Trie_node ñôn giaûn chæ gaùn taát caû caùc con troû laø NULL. 

10.2.4. Tìm kieám trong caây Trie 

Phöông thöùc sau tìm moät baûn ghi chöùa khoùa cho tröôùc trong caây Trie. 
 

Error_code Trie::trie_search(const Key &target, Record &x) const 
/* 
post: Neáu tìm thaáy khoùa target, baûn ghi x chöùa khoùa seõ ñöôïc traû veà, phöông thöùc traû veà 

success. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà not_present. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Key. 
*/ 
{ 
   int position = 0; 
   char next_char; 
   Trie_node *location = root; 
   while (location!=NULL&&(next_char=target.key_letter(position))!=' ')      

{ 
      location = location->branch[alphabetic_order(next_char)]; 
                 // Ñi xuoáng daàn caùc nhaùnh töông öùng vôùi caùc kyù töï trong target. 
      position++;// Ñeå xeùt kyù töï keá tieáp cuûa target.  
   } 
 
   if (location != NULL && location->data != NULL) { 
      x = *(location->data); 
      return success; 
   } 
   else 
      return not_present; 
} 

 
Ñieàu kieän keát thuùc voøng laëp laø con troû location baèng NULL (khoùa caàn tìm 

khoâng coù trong caây), hoaëc kyù töï keá laø roãng (ñaõ xeùt heát chieàu daøi khoùa caàn tìm). 
Keát thuùc voøng laëp, con troû location neáu khaùc NULL chính laø con troû tham chieáu 
baûn ghi chöùa khoùa caàn tìm. 

10.2.5. Theâm phaàn töû vaøo Trie 

Theâm moät phaàn töû vaøo caây Trie hoaøn toaøn töông töï nhö tìm kieám: laàn theo 
caùc nhaùnh ñeå ñi xuoáng cho ñeán khi gaëp vò trí thích hôïp, taïo baûn ghi chöùa döõ lieäu 
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vaø cho con troû data chæ ñeán. Neáu treân ñöôøng ñi chuùng ta gaëp moät nhaùnh NULL, 
chuùng ta phaûi taïo theâm caùc nuùt môùi ñeå ñöa vaøo caây sao cho coù theå taïo ñöôïc moät 
ñöôøng ñi ñeán nuùt töông öùng vôùi khoùa môùi caàn theâm vaøo. 

 
Error_code Trie::insert(const Record &new_entry) 
/* 
post: Neáu khoùa cuûa new_entry ñaõ coù trong Trie, phöông thöùc traû veà duplicate_error. 

Ngöôïc laïi new_entry ñöôïc theâm vaøo Trie, phöông thöùc traû veà success. 
uses: caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp Record vaø Trie_node. 
*/ 
{ 
   Error_code result = success; 
   if (root == NULL) root = new Trie_node; // Taïo moät caây Trie roãng. 
   int position = 0;                // Vò trí kyù töï ñang xeùt trong new_entry. 
   char next_char; 
   Trie_node *location = root;      //  Ñi daàn xuoáng caùc nhaùnh trong Trie. 
   while (location != NULL && 
         (next_char = new_entry.key_letter(position)) != ' ') { 
      int next_position = alphabetic_order(next_char); 
      if (location->branch[next_position] == NULL) 
         location->branch[next_position] = new Trie_node; 
      location = location->branch[next_position]; 
      position++; 
   } 
           // Khoâng coøn nhaùnh ñeå ñi tieáp hoaëc ñaõ xeùt heát caùc kyù töï cuûa new_entry. 
   if (location->data != NULL) result = duplicate_error; 
   else location->data = new Record(new_entry); 
   return result; 
} 

 

10.2.6. Loaïi phaàn töû trong Trie 

Caùch thöïc hieän cuûa vieäc theâm vaø tìm kieám phaàn töû cuõng ñöôïc aùp duïng cho vieäc 
loaïi moät phaàn töû trong caây Trie. Chuùng ta laàn theo ñöôøng ñi töông öùng vôùi khoùa 
caàn loaïi, khi gaëp nuùt naøy, chuùng ta gaùn NULL cho con troû data. Tuy nhieân, neáu 
nuùt naøy coù taát caû caùc thuoäc tính ñeàu laø caùc con troû NULL (caùc caây con vaø con troû 
data), chuùng ta caàn xoùa luoân chính noù. Vaø ñieàu naøy caàn phaûi ñöôïc thöïc hieän cho 
taát caû caùc nuùt treân cuûa noù treân ñöôøng ñi töø noù ngöôïc veà nuùt goác cho ñeán khi gaëp 
moät nuùt coù ít nhaát moät thuoäc tính thaønh vieân khaùc NULL. Ñeå laøm ñöôïc ñieàu naøy, 
chuùng ta coù theå taïo moät ngaên xeáp chöùa caùc con troû ñeán caùc nuùt treân ñöôøng ñi töø 
nuùt goác ñeán nuùt caàn tìm ñeå loaïi. Hoaëc chuùng ta coù theå söû duïng ñeä quy trong giaûi 
thuaät loaïi phaàn töû nhaèm traùnh vieäc söû duïng ngaên xeáp moät caùch töôøng minh. Caû 
hai caùch naøy ñeàu ñöôïc xem nhö baøi taäp. 

10.2.7. Truy xuaát Trie 

Soá böôùc caàn thöïc hieän ñeå tìm kieám trong caây Trie (hoaëc theâm nuùt môùi vaøo 
Trie) tæ leä vôùi soá kyù töï taïo neân moät khoùa, khoâng phuï thuoäc vaøo logarit cuûa soá 
khoùa nhö caùc caùch tìm kieám döïa treân caùc caây khaùc. Neáu soá kyù töï nhoû so vôùi 
logarit cô soá 2 cuûa soá khoùa, caây Trie toû ra coù öu theá hôn caây nhò phaân tìm kieám 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 10 – Caây nhieàu nhaùnh 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät    249

nhieàu. Laáy ví duï, caùc khoùa goàm moïi khaû naêng cuûa moät chuoãi 5 kyù töï, thì caây Trie 
coù theå chöùa ñeán n = 265 = 11,881,376 khoùa vôùi moãi laàn tìm kieám toái ña laø 5 laàn 
laëp ñeå ñi xuoáng 5 möùc, trong khi ñoù caây nhò phaân tìm kieám toát nhaát coù theå thöïc 
hieän ñeán lg n ≈ 23.5 laàn so saùnh caùc khoùa. 

 
Tuy nhieân, trong nhieàu öùng duïng coù soá kyù töï trong moät khoùa lôùn, vaø taäp caùc 

khoùa thöïc söï xuaát hieän laïi ít so vôùi moïi khaû naêng coù theå coù cuûa caùc khoùa. Trong 
tröôøng hôïp naøy, soá laàn laëp caàn coù ñeå tìm moät khoùa trong caây Trie coù theå vöôït xa 
soá laàn so saùnh caùc khoùa caàn coù trong caây nhò phaân tìm kieám. 

 
Cuoái cuøng, lôøi giaûi toát nhaát coù theå laø söï keát hôïp cuûa nhieàu phöông phaùp. Caây 

Trie coù theå ñöôïc söû duïng cho moät ít kyù töï ñaàu cuûa caùc khoùa, vaø sau ñoù moät phöông 
phaùp khaùc coù theå ñöôïc söû duïng cho phaàn coøn laïi cuûa khoùa.  

10.3. Tìm kieám ngoaøi: B-tree 
Töø tröôùc ñeán nay, chuùng ta ñaõ giaû söû raèng moïi caáu truùc döõ lieäu ñeàu ñöôïc giöõ 

trong boä nhôù toác ñoä cao; nghóa laø chuùng ta ñaõ chæ xem xeùt vieäc truy xuaát thoâng tin 
trong (internal information retrieval). Vôùi moät soá öùng duïng, giaû thieát naøy coù theå 
chaáp nhaän ñöôïc, nhöng vôùi nhieàu öùng duïng quan troïng khaùc thì khoâng. Chuùng ta 
haõy xem xeùt vaán ñeà truy xuaát thoâng tin ngoaøi (external information retrieval), 
trong ñoù caùc baûn ghi caàn tìm kieám vaø truy xuaát ñöôïc löu trong caùc taäp tin. 

10.3.1. Thôøi gian truy xuaát 

Thôøi gian caàn coù ñeå thaâm nhaäp vaø truy xuaát moät töø trong boä nhôù toác ñoä cao 
nhieàu nhaát laø moät vaøi microgiaây. Thôøi gian caàn ñeå ñònh vò moät baûn ghi trong ñóa 
cöùng ñöôïc ño baèng miligiaây, ñoái vôùi ñóa meàm coù theå vöôït quaù moät giaây. Nhö vaäy 
thôøi gian cho moät laàn truy xuaát ngoaøi lôùn gaáp haøng ngaøn laàn so vôùi moät laàn truy 
xuaát trong. Khi moät baûn ghi naèm trong ñóa, thöïc teá moãi laàn khoâng phaûi chæ ñoïc 
moät töø, maø ñoïc moät trang lôùn (page) hay coøn goïi laø moät khoái (block) thoâng tin. 
Kích thöôùc chuaån cuûa khoái thöôøng töø 256 ñeán 1024 kyù töï hoaëc töø. 

 
Muïc ñích cuûa chuùng ta trong vieäc tìm kieám ngoaøi laø phaûi laøm toái thieåu soá laàn 

truy xuaát ñóa, do moãi laàn truy xuaát chieám thôøi gian ñaùng keå so vôùi caùc tính toaùn 
beân trong boä nhôù. Moãi laàn truy xuaát ñóa, chuùng ta coù ñöôïc moät khoái maø coù theå 
chöùa nhieàu baûn ghi. Baèng caùch söû duïng caùc baûn ghi naøy, chuùng ta coù theå choïn löïa 
giöõa nhieàu khaû naêng ñeå quyeát ñònh khoái naøo seõ ñöôïc truy xuaát keá tieáp. Nhôø ñoù maø 
toaøn boä döõ lieäu khoâng caàn phaûi löu ñoàng thôøi trong boä nhôù. Khaùi nieäm caây nhieàu 
nhaùnh maø chuùng ta seõ xem xeùt döôùi ñaây ñaëc bieät thích hôïp ñoái vôùi vieäc tìm kieám 
ngoaøi. 
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10.3.2. Caây tìm kieám nhieàu nhaùnh 

Caây nhò phaân tìm kieám ñöôïc toång quaùt hoùa moät caùch tröïc tieáp ñeán caây tìm 
kieám nhieàu nhaùnh, trong ñoù, vôùi moät soá nguyeân m naøo ñoù ñöôïc goïi laø baäc (order) 
cuûa caây, moãi nuùt coù nhieàu nhaát m nuùt con. Neáu k (k ≤ m) laø soá con cuûa moät nuùt thì 
nuùt naøy chöùa chính xaùc laø k-1 khoùa, vaø caùc khoùa naøy phaân hoaïch taát caû caùc khoùa 
cuûa caùc caây con thaønh k taäp con. Hình 10.8 cho thaáy moät caây tìm kieám coù 5 
nhaùnh naèm xen keõ caùc phaàn töû töø thöù 1 vaø ñeán thöù  4 trong moãi nuùt, trong ñoù 
moät vaøi nhaùnh coù theå roãng. 

 

 

10.3.3. Caây nhieàu nhaùnh caân baèng 

Giaû söû moãi laàn ñoïc taäp tin, chuùng ta ñoïc leân ñöôïc moät khoái chöùa caùc khoùa 
trong cuøng moät nuùt. Nhôø söï phaân hoaïch caùc khoùa trong caùc caây con döïa treân caùc 
khoùa naøy, chuùng ta bieát ñöôïc nhaùnh naøo chuùng ta caàn tieáp tuïc coâng vieäc tìm kieám 
khoùa caàn tìm. Baèng caùch naøy soá laàn ñoïc ñóa toái ña chính laø chieàu cao cuûa caây. Vaø 
chi phí boä nhôù cuõng chæ daønh toái ña laø cho caùc nuùt treân ñöôøng ñi töø nuùt goác ñeán 
nuùt coù khoùa caàn tìm, chöù khoâng phaûi toaøn boä döõ lieäu löu trong caây. 

 
Muïc ñích cuûa chuùng ta söû duïng caây tìm kieám nhieàu nhaùnh ñeå laøm giaûm vieäc 

truy xuaát taäp tin, do ñoù chuùng ta mong muoán chieàu cao cuûa caây caøng nhoû caøng toát. 
Chuùng ta coù theå thöïc hieän ñieàu naøy baèng caùch cho raèng, thöù nhaát, khoâng coù caùc 
caây con roãng xuaát hieän beân treân caùc nuùt laù (nhö vaäy söï phaân hoaïch caùc khoùa 
thaønh caùc taäp con seõ hieäu quaû nhaát); thöù hai, raèng moïi nuùt laù ñeàu thuoäc cuøng moät 
möùc (ñeå cho vieäc tìm kieám ñöôïc baûo ñaûm laø seõ keát thuùc vôùi cuøng soá laàn truy xuaát 

 
Hình 10.8 – Moät caây tìm kieám 5 nhaùnh (khoâng phaûi caây B-tree) 
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taäp tin); vaø, thöù ba, raèng moïi nuùt, ngoaïi tröø caùc nuùt laù coù ít nhaát moät soá nuùt con 
toái thieåu naøo ñoù. Chuùng ta ñöa ra yeâu caàu raèng, moïi nuùt, ngoaïi tröø caùc nuùt laù, coù ít 
nhaát laø moät nöûa soá con so vôùi soá con toái ña coù theå coù. Caùc ñieàu kieän treân daãn ñeán 
ñònh nghóa sau: 

 

Ñònh nghóa: Moät caây B-tree baäc m laø moät caây m nhaùnh, trong ñoù, 
1. Moïi nuùt laù coù cuøng möùc. 
2. Moïi nuùt trung gian (khoâng phaûi nuùt laù vaø nuùt goác), coù nhieàu nhaát m nuùt con 

khaùc roãng, ít nhaát laø ⎡m/2⎤ nuùt con khaùc roãng. 
3. Soá khoùa trong moãi nuùt trong nhoû hôn soá nuùt con khaùc roãng 1 ñôn vò, vaø caùc 

khoùa naøy phaân hoaïch caùc khoùa trong caùc caây con theo caùch cuûa caây tìm kieám. 
4. Nuùt goác coù nhieàu nhaát m nuùt con, vaø neáu noù khoâng ñoàng thôøi laø nuùt laù (tröôøng 

hôïp caây chæ coù 1 nuùt), thì noù coù theå coù ít nhaát laø 2 nuùt con. 

 
Caây trong hình 10.8 khoâng phaûi laø caây B-tree, do moät vaøi nuùt coù caùc nuùt con 

roãng, moät vaøi nuùt coù quaù ít con, vaø caùc nuùt laù khoâng cuøng moät möùc. Hình 10.9 
minh hoïa moät caây B-tree coù baäc laø 5 vôùi caùc khoùa laø caùc kyù töï chöõ caùi. Tröôøng 
hôïp naøy moãi nuùt trung gian coù ít nhaát 3 nuùt con (phaân hoaïch bôûi 2 khoùa). 

 

 

10.3.4. Theâm phaàn töû vaøo B-tree 

Ñieàu kieän moïi nuùt laù thuoäc cuøng möùc nhaán maïnh haønh vi ñaëc tröng cuûa B-
tree: Ngöôïc vôùi caây nhò phaân tìm kieám, B-tree khoâng cho pheùp lôùn leân taïi caùc 
nuùt laù; thay vaøo ñoù, noù lôùn leân taïi goác. Phöông phaùp chung ñeå theâm phaàn töû vaøo 
noù nhö sau. Tröôùc heát, thöïc hieän vieäc tìm kieám ñeå xem khoùa caàn theâm ñaõ coù 
trong caây hay chöa. Neáu chöa coù, vieäc tìm kieám seõ keát thuùc taïi moät nuùt laù. Khoùa 
môùi seõ ñöôïc theâm vaøo nuùt laù. Neáu nuùt laù voán chöa ñaày, vieäc theâm vaøo hoaøn taát. 

 

 
Hình 10.9 – Caây B-tree baäc 5. 
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Khi nuùt laù caàn theâm phaàn töû môùi ñaõ ñaày, nuùt naøy seõ ñöôïc phaân laøm hai nuùt caïnh 
nhau trong cuøng moät möùc, khoùa chính giöõa seõ khoâng thuoäc nuùt naøo trong hai nuùt 
naøy, noù ñöôïc gôûi ngöôïc leân ñeå theâm vaøo nuùt cha. Nhôø vaäy, sau naøy, khi caàn tìm 
kieám, söï so saùnh vôùi khoùa giöõa naøy seõ daãn ñöôøng xuoáng tieáp caây con töông öùng 
beân traùi hoaëc beân phaûi. Quaù trình phaân ñoâi caùc nuùt coù theå ñöôïc lan truyeàn ngöôïc 
veà goác. Quaù trình naøy seõ chaám döùt khi coù moät nuùt cha naøo ñoù caàn ñöôïc theâm moät 
khoùa gôûi töø döôùi leân maø chöa ñaày. Khi moät khoùa ñöôïc theâm vaøo nuùt goác ñaõ ñaày, 
nuùt goác seõ ñöôïc phaân laøm hai vaø khoùa naèm giöõa cuõng ñöôïc gôûi ngöôïc leân, vaø noù seõ 
trôû thaønh moät goác môùi. Ñoù chính laø luùc duy nhaát caây B-tree taêng tröôûng chieàu 
cao. 

 
Quaù trình naøy coù theå ñöôïc laøm saùng toû baèng ví duï theâm vaøo caây B-tree caáp 5 

ôû hình 10.10. Chuùng ta seõ laàn löôït theâm caùc khoùa 
 

 a   g   f   b   k   d   h   m   j   e   s   i   r   x   c   l   n   t   u   p     
 
vaøo moät caây roãng theo thöù töï naøy. 
 

Boán khoùa ñaàu tieân seõ ñöôïc theâm vaøo chæ moät nuùt, nhö trong phaàn ñaàu cuûa hình 
10.10. Chuùng ñöôïc saép thöù töï ngay khi ñöôïc theâm vaøo. Tuy nhieân, ñoái vôùi khoùa 
thöù naêm, k, nuùt naøy khoâng coøn choã. Nuùt naøy ñöôïc phaân laøm hai nuùt môùi, khoùa 
naèm giöõa, f, ñöôïc chuyeån leân treân vaø taïo neân nuùt môùi, ñoù cuõng laø goác môùi. Do caùc 
nuùt sau khi phaân chia chæ chöùa moät nöûa soá khoùa coù theå coù, ba khoùa tieáp theo coù 
theå ñöôïc theâm vaøo maø khoâng gaëp khoù khaên gì. Tuy nhieân, vieäc theâm vaøo ñôn giaûn 
naøy cuõng ñoøi hoûi vieäc toå chöùc laïi caùc khoùa trong moät nuùt. Ñeå theâm j, moät laàn nöõa 
laïi caàn phaân chia moät nuùt, vaø laàn naøy khoùa chuyeån leân treân chính laø j. 

 
Moät soá laàn theâm caùc khoùa tieáp theo ñöôïc thöïc hieän töông töï. Laàn theâm cuoái 

cuøng, p,  ñaëc bieät hôn. Vieäc theâm p vaøo tröôùc tieân laøm phaân chia moät nuùt voán 
chöùa k, l, m, n,  vaø gôûi khoùa naèm giöõa m leân treân cho nuùt cha chöùa c, f, j, r, tuy 
nhieân, nuùt naøy ñaõ ñaày. Nhö vaäy, nuùt naøy laïi phaân chia laøm hai nuùt môùi, vaø cuoái 
cuøng nuùt goác môùi chöùa j ñöôïc taïo ra. 

 
Coù hai ñieåm caàn chuù yù khi quan saùt söï lôùn leân coù traät töï cuûa B-tree. Thöù 

nhaát, khi moät nuùt ñöôïc phaân ñoâi, noù taïo ra hai nuùt môùi, moãi nuùt chæ coù moät nöûa 
soá phaàn töû toái ña coù theå coù. Nhôø ñoù, nhöõng laàn theâm tieáp theo coù theå khoâng caàn 
phaûi phaân chia nuùt laàn nöõa. Nhö vaäy moät laàn phaân chia nuùt laø chuaån bò cho moät 
vaøi laàn theâm ñôn giaûn. Thöù hai, khoùa ñöôïc chuyeån leân treân luoân laø khoùa naèm giöõa 
chöù khoâng phaûi chính khoùa caàn theâm vaøo. Do ñoù, nhieàu laàn theâm laäp laïi seõ coù 
chieàu höôùng caûi thieän söï caân baèng cho caây, khoâng phuï thuoäc vaøo thöù töï caùc khoùa 
ñöôïc theâm vaøo. 
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10.3.5. Giaûi thuaät C++: tìm kieám vaø theâm vaøo 

Ñeå phaùt trieån thaønh giaûi thuaät C++ tìm kieám vaø theâm vaøo moät caây B-tree, 
chuùng ta haõy baét ñaàu vôùi caùc khai baùo cho caây. Ñeå ñôn giaûn chuùng ta seõ xaây döïng 
caây B-tree trong boä nhôù toác ñoä cao, söû duïng caùc con troû chöùa ñòa chæ caùc nuùt 
trong caây. Trong phaàn lôùn caùc öùng duïng, caùc con troû naøy coù theå ñöôïc thay theá bôûi 

 
 

Hình 10.10 – Söï lôùn leân cuûa caây B-tree. 
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ñòa chæ cuûa caùc khoái hoaëc trang trong ñóa, hoaëc soá thöù töï caùc baûn ghi trong taäp 
tin. 

10.3.5.1. Caùc khai baùo 
Chuùng ta seõ cho ngöôøi söû duïng töï do choïn löïa kieåu cuûa baûn ghi maø hoï muoán 

löu vaøo caây B-tree. Lôùp B-tree cuûa chuùng ta, vaø lôùp node töông öùng, seõ coù 
thoâng soá template laø lôùp Record. Thoâng soá template thöù hai seõ laø moät soá 
nguyeân bieåu dieãn baäc cuûa B-tree. Ñeå coù ñöôïc moät ñoái töôïng B-tree, ngöôøi söû 
duïng chæ vieäc khai baùo moät caùch ñôn giaûn, chaúng haïn:B-tree<int, 5> 
sample_tree;  seõ khai baùo sample_tree laø moät caây B-tree baäc 5 chöùa caùc baûn 
ghi laø caùc soá nguyeân. 

 
template <class Record, int order> 
class B_tree { 
public:  //  Caùc phöông thöùc. 
 
private: //  Thuoäc tính: 
   B_node<Record, order> *root; 
         //  Caùc haøm phuï trôï. 
}; 

 
Beân trong moãi nuùt cuûa B-tree chuùng ta caàn moät danh saùch caùc phaàn töû vaø 

moät danh saùch caùc con troû ñeán caùc nuùt con. Do caùch danh saùch naøy ngaén, ñeå ñôn 
giaûn, chuùng ta duøng caùc maûng lieân tuïc vaø moät thuoäc tính count ñeå bieåu dieãn 
chuùng. 

 
template <class Record, int order> 
struct B_node { 
//  Caùc thuoäc tính: 
   int count; 
   Record data[order - 1]; 
   B_node<Record, order> *branch[order]; 
//  constructor: 
   B_node(); 
}; 

 
Thuoäc tính count chöùa soá baûn ghi hieän taïi trong töøng nuùt. Neáu count khaùc 0 

thì nuùt coù count+1 nuùt con khaùc roãng. Nhaùnh branch[0] chæ ñeán caây con chöùa 
caùc baûn ghi coù caùc khoùa nhoû hôn khoùa trong data[0]; vôùi moãi trò cuûa position 
naèm giöõa 1 vaø count-1, keå caû hai caän naøy, branch[position] chæ ñeán caây con 
coù caùc khoùa naèm giöõa hai khoùa cuûa data[position-1] vaø data[position]; vaø 
branch[count] chæ ñeán caây con coù caùc khoùa lôùn hôn khoùa trong data[count-
1]. 
 

Constructor cuûa B_node taïo moät nuùt roãng baèng caùch gaùn count baèng 0. 
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10.3.5.2. Tìm kieám 
Nhö ví duï ñôn giaûn ñaàu tieân, chuùng ta vieát phöông thöùc tìm kieám trong moät 

caây B-tree cho moät baûn ghi coù khoùa truøng vôùi khoùa cuûa target. Trong phöông 
thöùc tìm kieám cuûa chuùng ta, nhö thöôøng leä, chuùng ta seõ giaû thieát raèng caùc baûn ghi 
naøy coù theå ñöôïc so saùnh bôûi caùc toaùn töû so saùnh chuaån. Cuõng nhö vieäc tìm kieám 
trong caây nhò phaân tìm kieám, chuùng ta baét ñaàu baèng caùch goïi moät haøm ñeä quy 
phuï trôï. 

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::search_tree(Record &target) 
/* 
post: Neáu tìm thaáy phaàn töû coù khoùa truøng vôùi khoùa trong target thì toaøn boä baûn ghi phaàn töû 

naøy ñöôïc cheùp vaøo target, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, phöông thöùc traû veà 
not_present . 

uses: Haøm ñeä quy phuï trôï recursive_search_tree 
*/ 
{ 
   return recursive_search_tree(root, target); 
} 

 
Thoâng soá vaøo cho haøm ñeä quy phuï trôï recursive_search_tree laø con troû 

ñeán goác cuûa caây con trong B-tree vaø baûn ghi target chöùa khoùa caàn tìm. Haøm seõ 
traû veà maõ loãi cho bieát vieäc tìm kieám keát thuùc thaønh coâng hay khoâng; neáu tìm 
thaáy, target ñöôïc caäp nhaät bôûi baûn ghi chöùa khoùa ñöôïc tìm thaáy trong caây. 

 
Phöông phaùp chung ñeå tìm kieám baèng caùch laàn theo caùc con troû ñeå ñi xuoáng 

trong caây töông töï caùch tìm kieám trong caây nhò phaân tìm kieám. Tuy nhieân, trong 
moät caây nhieàu nhaùnh, chuùng ta caàn toán nhieàu coâng hôn trong vieäc xaùc ñònh ra 
nhaùnh caàn xuoáng tieáp theo trong moãi nuùt. Vieäc naøy seõ ñöôïc thöïc hieän bôûi moät 
haøm phuï trôï khaùc cuûa B-tree laø search_node, haøm naøy tìm baûn ghi coù khoùa 
truøng vôùi khoùa cuûa target trong soá caùc baûn ghi coù trong nuùt ñöôïc tham chieáu bôûi 
con troû current. Haøm search_node coù söû duïng tham bieán position, neáu tìm 
thaáy, tham bieán naøy seõ nhaän veà chæ soá cuûa baûn ghi chöùa khoùa caàn tìm trong nuùt 
tham chieáu bôûi current; ngöôïc laïi noù chöùa chæ soá cuûa nhaùnh beân döôùi tieáp theo 
caàn tìm. 

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::recursive_search_tree 

(B_node<Record, order> *current, Record &target) 
/* 
pre:  current laø NULL hoaëc chæ ñeán goác moät caây con trong B_tree. 
post: Neáu khoùa trong target khoâng tìm thaáy, haøm traû veà not_present. Ngöôïc laïi, target 

ñöôïc caäp nhaät bôûi baûn ghi coù chöùa khoùa tìm döôïc trong caây, haøm traû veà  success. 
uses: Haøm phuï trôï recursive_search_tree moät caùch ñeä quy vaø haøm search_node. 
*/ 
{ 
   Error_code result = not_present; 
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   int position; 
   if (current != NULL) { 
      result = search_node(current, target, position); 
      if (result == not_present) 
         result=recursive_search_tree(current->branch[position], 

target); 
      else 
         target = current->data[position]; 
   } 
   return result; 
} 

 
Haøm treân ñöôïc vieát ñeä quy ñeå chöùng toû söï töông töï giöõa caáu truùc cuûa noù vôùi caáu 
truùc cuûa haøm theâm phaàn töû trong phaàn tieáp theo döôùi ñaây. Tuy nhieân, ñaây laø ñeä 
quy ñuoâi, vaø noù coù theå ñöôïc thay bôûi caáu truùc laëp. 

10.3.5.3. Tìm kieám trong moät nuùt 
Haøm search_node döôùi ñaây thöïc hieän vieäc tìm tuaàn töï. Haøm naøy caàn xaùc 

ñònh xem target ñaõ coù trong nuùt hieän taïi hay chöa, neáu chöa, noù caàn xaùc ñònh 
nhaùnh naøo trong soá count+1 nhaùnh laø chöùa target. Döôùi ñaây laø caùch tìm tuaàn 
töï vôùi bieán taïm chaïy töø 0 ñeán vò trí tìm thaáy hoaëc vöøa vöôït qua khoùa cuûa 
target. 

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::search_node 
(B_node<Record, order> *current, const Record &target, int &position) 

/* 
pre:  current chöùa ñòa chæ 1 nuùt trong B_tree. 
post: Neáu khoùa trong target ñöôïc tìm thaáy trong *current, thoâng soá position seõ chöùa vò trí 

cuûa phaàn töû target trong nuùt naøy, target ñöôïc caäp nhaät laïi, haøm traû veà success. 
Ngöôïc laïi, haøm traû veà not_present, position seõ laø chæ soá cuûa nhaùnh con beân döôùi caàn 
tieáp tuïc vieäc tìm kieám. 

uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Record. 
*/ 
{ 
   position = 0; 
   while (position < current->count && target >current->data[position]) 
      position++;     //  Tìm tuaàn töï. 
   if (position < current->count && target == current->data[position]) 
      return success; 
   else 
      return not_present; 
} 

 
Ñoái vôùi caây B-tree coù caùc nuùt khaù lôùn, haøm treân caàn ñöôïc söûa ñoåi ñeå söû duïng 

caùch tìm nhò phaân thay vì tìm tuaàn töï. Trong moät vaøi öùng duïng, moãi baûn ghi cuûa 
caây B-tree chöùa raát nhieàu döõ lieäu, ñieàu naøy laøm cho baäc cuûa caây trôû neân töông 
ñoái nhoû, vaø vieäc tìm tuaàn töï trong moät nuùt laø thích hôïp. Trong nhieàu öùng duïng 
khaùc, chæ coù caùc khoùa laø ñöôïc chöùa trong caùc nuùt, neân baäc cuûa caây trôû neân khaù lôùn, 
chuùng ta caàn duøng caùch tìm nhò phaân ñeå tìm vò trí cuûa moät khoùa trong moät nuùt. 
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Moät khaû naêng khaùc cuõng coù theå ñöôïc xem xeùt, ñoù laø vieäc söû duïng moät caây nhò 

phaân tìm kieám thay cho maûng lieân tuïc caùc phaàn töû trong moãi nuùt cuûa caây B-tree. 

10.3.5.4. Theâm vaøo: phöông thöùc insert vaø haøm ñeä quy push_down 
Vieäc theâm phaàn töû vaøo moät caây B-tree coù theå ñöôïc xaây döïng moät caùch töï 

nhieân nhö moät haøm ñeä quy. Ñeä quy cho pheùp chuùng ta giöõ ñöôïc veát cuûa ñöôøng ñi 
ñeán moät nuùt trong caây, ñeå khi quay veà (khi caùc laàn goïi ñeä quy laàn löôït keát thuùc), 
chuùng ta coù theå thöïc hieän tieáp moät soá coâng vieäc caàn thieát ôû caùc nuùt thuoäc möùc 
treân theo thöù töï ngöôïc vôùi khi ñi xuoáng. Nhôø vaäy, chuùng ta khoâng caàn söû duïng 
ngaên xeáp moät caùch töôøng minh. Caùch laøm naøy hoaøn toaøn töông töï vôùi caùch maø 
chuùng ta ñaõ laøm trong vieäc caân baèng laïi khi theâm hoaëc loaïi moät nuùt trong caây caân 
baèng. 

 
Nhö thöôøng leä, chuùng ta caàn bieát chaéc laø khoùa caàn theâm chöa coù trong caây. 

Phöông thöùc theâm vaøo insert chæ caàn moät thoâng soá new_entry chöùa baûn ghi 
caàn theâm. Tuy nhieân, haøm ñeä quy push_down cuûa chuùng ta caàn theâm ba tham 
bieán boå sung. Thoâng qua caùc tham bieán naøy, moät nuùt, sau khi goïi ñeä quy xuoáng 
nuùt con cuûa noù, seõ bieát ñöôïc caàn phaûi giaûi quyeát nhöõng vieäc gì maø nuùt con cuûa noù 
ñaõ gôûi gaém trôû laïi. Ñoù chính laø khi moät nuùt ôû möùc naøo ñoù ñöôïc phaân ñoâi vaø quaù 
trình naøy coù theå seõ phaûi lan truyeàn ngöôïc veà nuùt goác cuûa caây. 

 
Haøm ñeä quy push_down vôùi thoâng soá new_entry ñöôïc goïi xuoáng caây con coù 

goác laø current ñeå theâm new_entry vaøo caây con naøy. Haøm push_down traû veà 
duplicate_error neáu new_entry ñaõ coù trong caây; traû veà success neáu vieäc 
theâm vaøo thaønh coâng vaø moïi chuyeän ñaõ ñöôïc giaûi quyeát trieät ñeå trong caây con maø 
noù xöû lyù. Trong tröôøng hôïp coù söï theâm new_entry vaøo caây con maø coâng vieäc coøn 
chöa giaûi quyeát trieät ñeå (ngay taïi nuùt *current coù söï phaân chia laøm hai nuùt), 
haøm push_down seõ traû veà overflow ñeå baùo leân nuùt cha cuûa caây con naøy giaûi 
quyeát tieáp. Luùc ñoù, caùc tham bieán seõ coù vai troø nhö sau. Do nuùt *current caàn 
ñöôïc phaân ñoâi, chuùng ta seõ ñeå current chæ ñeán nuùt chöùa moät nöûa soá phaàn töû beân 
traùi, vaø ñòa chæ cuûa nuùt môùi chöùa moät nöûa soá phaàn töû beân phaûi seõ ñöôïc traû leân möùc 
treân thoâng qua tham bieán right_branch. Tham bieán median ñöôïc söû duïng ñeå 
chöùa baûn ghi naèm giöõa ñeå traû leân möùc treân.  

 
Tröôøng hôïp coù moät nuùt ñöôïc phaân ñoâi ñöôïc minh hoïa trong hình 10.11. 
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Quaù trình ñeä quy ñöôïc baét ñaàu trong phöông thöùc insert cuûa B-tree. Trong 
tröôøng hôïp nhöõng vieäc caàn giaûi quyeát lan truyeàn leân ñeán taän nuùt goác vaø laàn goïi ñeä 
quy ngoaøi cuøng cuûa haøm push_down traû veà overflow, thì vaãn coøn moät baûn ghi, 
median, caàn ñöôïc theâm vaøo caây. Moät nuùt goác môùi caàn ñöôïc taïo ra ñeå chöùa baûn ghi 
naøy, vaø chieàu cao cuûa caây B-tree taêng theâm 1. Ñoù laø caùch duy nhaát ñeå B-tree 
taêng chieàu cao.  

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::insert(const Record &new_entry) 
/* 
post: Neáu khoùa trong new_entry ñaõ coù trong B-tree, phöông thöùc traû veà duplicate_error. 

Ngöôïc laïi, new_entry ñöôïc theâm vaøo caây sao cho caây vaãn thoûa ñieàu kieän caây B-tree, 
phöông thöùc traû veà success. 

uses: Caùc phöông thöùc cuûa B_node vaø haøm phuï trôï push_down. 
*/ 
{ 
   Record median; 
   B_node<Record, order> *right_branch, *new_root; 
   Error_code result =push_down(root, new_entry, median, right_branch); 
   if (result == overflow) {  //  Caây taêng chieàu cao leân 1 ñôn vò. 
       //Moät nuùt môùi ñöôïc taïo ra ñeå laøm goác môùi cho caây, goác cuõ cuûa caây seõ laø goác cuûa caây con 

thuoäc nhaùnh con ñaàu tieân cuûa nuùt goác. 
      new_root = new B_node<Record, order>; 
      new_root->count = 1; 
      new_root->data[0] = median; 
      new_root->branch[0] = root; 
      new_root->branch[1] = right_branch; 
      root = new_root; 
      result = success; 
   } 
   return result; 
} 

 
Hình 10.11- Haønh vi cuûa haøm push_down khi moät nuùt ñöôïc phaân ñoâi. 
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10.3.5.5. Theâm ñeä quy vaøo moät caây con 
Chuùng ta haõy hieän thöïc haøm ñeä quy push_down. Haøm naøy söû duïng con troû 

current tham chieáu ñeán goác cuûa caây con caàn thöïc hieän vieäc tìm kieám ñeå theâm 
vaøo. Trong caây B-tree, baûn ghi môùi tröôùc heát caàn ñöôïc theâm vaøo moät nuùt laù. 
Chuùng ta seõ söû duïng ñieàu kieän current == NULL ñeå keát thuùc ñeä quy; nghóa laø, 
chuùng ta seõ tieáp tuïc di chuyeån xuoáng theo caây trong khi tìm kieám new_entry cho 
ñeán khi gaëp phaûi moät caây con roãng. Do caây B-tree khoâng lôùn leân baèng caùch 
theâm nuùt laù môùi, chuùng ta khoâng theâm new_entry ngay laäp töùc, maø thay vaøo ñoù 
haøm seõ traû veà overflow, new_entry ñöôïc gôûi traû veà thoâng qua tham bieán 
median vaø seõ ñöôïc theâm vaøo moät nuùt laù ñaõ coù ôû möùc treân. Vieäc caàn laøm tieáp theo 
cuõng hoaøn toaøn gioáng vôùi tröôøng hôïp toång quaùt taïi baát cöù nuùt naøo trong caây maø 
chuùng ta seõ xem xeùt tieáp sau ñaây. 

 
Khi moät laàn ñeä quy traû veà overflow, cuõng coù nghóa laø coøn moät baûn ghi 

median vaãn chöa ñöôïc theâm vaøo caây, vaø chuùng ta seõ thöû theâm noù vaøo nuùt hieän 
taïi. Neáu nuùt naøy coøn choã troáng, vieäc theâm seõ hoaøn taát, haøm traû veà success. Ñieàu 
naøy cuõng laøm cho caùc laàn ñeä quy tröôùc ñoù seõ laàn löôït keát thuùc maø khoâng phaûi laøm 
gì theâm. Ngöôïc laïi, nuùt *current ñöôïc phaân thaønh hai nuùt *current vaø 
*right_branch, vaø moät baûn ghi naèm giöõa, median (coù theå khaùc vôùi baûn ghi 
median töø laàn ñeä quy beân döôùi traû veà), ñöôïc gôûi ngöôïc leân phía treân cuûa caây, 
thoâng soá traû veà vaãn ñöôïc giöõ nguyeân laø overflow.  

 
Push_down söû duïng ba haøm phuï trôï: search_node (gioáng nhö trong tröôøng 

hôïp tìm kieám); push_in theâm baûn ghi median vaøo nuùt *current vôùi giaû thieát 
raèng nuùt naøy coøn choã troáng; vaø split ñeå chia ñoâi nuùt *current ñaõ ñaày thaønh 
hai nuùt môùi, hai nuùt naøy seõ laø anh em trong cuøng moät möùc trong caây B-tree. 

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::push_down 

(B_node<Record, order> *current, 
 const Record &new_entry, 
 Record &median, 
 B_node<Record, order> *&right_branch) 

/* 
pre:  current laø NULL hoaëc chæ ñeán moät nuùt trong caây B_tree. 
post: Neáu khoùa trong new_entry ñaõ coù trong caây con coù goác current, haøm traû veà  

duplicate_error. Ngöôïc laïi new_entry ñöôïc cheøn vaøo caây con, neáu dieàu naøy laøm cho 
caây con cao leân, haøm traû veà overflow vaø baûn ghi median ñöôïc taùch ra ñeå ñöôïc cheøn ôû 
möùc cao hôn trong caây B-tree, ñoàng thôøi right_branch chöùa goác cuûa caây con beân phaûi 
baûn ghi median naøy. Neáu caây con khoâng caàn cao leân thì haøm traû veà success. 

uses: Haøm push_down (moät caùch ñeä quy), search_node, split_node, and push_in. 
*/ 
{ 
   Error_code result; 
   int position; 
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   if (current == NULL) { //  Do khoâng theå cheøn vaøo moät caây con roãng neân ñeä quy // keát 
thuùc, vieäc caàn laøm seõ ñöôïc giaûi quyeát ôû möùc treân sau ñoù. 

      median = new_entry; 
      right_branch = NULL; 
      result = overflow; 
   } 
   else {   //   Search the current node. 
      if (search_node(current, new_entry, position) == success) 
         result = duplicate_error; 
      else { 
         Record extra_entry; 
         B_node<Record, order> *extra_branch; 
         result = push_down(current->branch[position], new_entry, 
                            extra_entry, extra_branch); 
         if (result == overflow) { // Caàn giaûi quyeát coâng vieäc nuùt con gôûi leân. 
         if (current->count < order - 1) { 
               result = success; 
               push_in(current, extra_entry, extra_branch, position); 
            } 
 
            else split_node(current, extra_entry, extra_branch, 

position, right_branch, median); 
            //Baûn ghi median vaø right_branch ñöôïc caäp nhaät trong chính haøm naøy 
         } 
      } 
   } 
   return result; 
} 

10.3.5.6. Theâm moät khoùa vaøo moät nuùt 
Haøm phuï trôï keá tieáp, push_in, theâm baûn ghi entry vaø con troû beân phaûi cuûa 

noù laø right_branch vaøo nuùt *current, giaû söû raèng nuùt naøy coøn choã troáng ñeå 
theâm vaøo. Hình 10.12 minh hoïa tröôøng hôïp naøy. 

 
 

 
Hình 10.12- Haønh vi cuûa haøm push in.
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template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::push_in(B_node<Record, order> *current, 

const Record &entry, B_node<Record, 
order> *right_branch, int position) 

/* 
pre:  current chöùa ñòa chæ moät nuùt trong B_tree. Nuùt *current chöa ñaày vaø entry caàn 

ñöôïc cheøn vaøo *current taïi vò trí position, right_branch caàn ñöôïc caäp nhaät chính 
laø caây con beân phaûi cuûa entry trong *current. 

post: entry vaø right_branch ñaõ ñöôïc cheøn vaøo *current taïi vò trí position. 
*/ 
{ 
   for (int i = current->count; i > position; i--) {   
 // Di chuyeån caùc phaàn töû caàn thieát sang phaûi ñeå nhöôøng choã. 
      current->data[i] = current->data[i - 1]; 
      current->branch[i + 1] = current->branch[i]; 
   } 
   current->data[position] = entry; 
   current->branch[position + 1] = right_branch; 
   current->count++; 
} 

10.3.5.7. Phaân ñoâi moät nuùt ñang ñaày 
Haøm phuï trôï cuoái cuøng cho phöông thöùc theâm vaøo, split_node, ñöôïc söû duïng 

khi caàn theâm baûn ghi extra_entry cuøng con troû chæ ñeán caây con extra_branch 
vaøo nuùt ñaõ ñaày *current. Haøm naøy taïo nuùt môùi tham chieáu bôûi right_half vaø 
chuyeån moät nöûa soá baûn ghi beân phaûi cuûa nuùt *current sang, gôûi baûn ghi naèm 
giöõa leân phía treân cuûa caây ñeå noù coù theå ñöôïc theâm vaøo sau ñoù. 

 
Dó nhieân laø khoâng theå theâm baûn ghi extra_entry thaúng vaøo nuùt ñaõ ñaày: 

tröôùc heát chuùng ta caàn xaùc ñònh xem extra_entry seõ thuoäc nöûa beân traùi hay nöûa 
beân phaûi soá baûn ghi saün coù trong nuùt *current, sau ñoù di chuyeån caùc baûn ghi 
thích hôïp, vaø cuoái cuøng seõ theâm extra_entry vaøo beân töông öùng. Chuùng ta seõ 
chia ñoâi soá phaàn töû trong nuùt *current sao cho baûn ghi median laø phaàn töû coù 
khoùa lôùn nhaát trong nöûa soá phaàn töû beân traùi. Hình 10.13 minh hoïa ñieàu naøy. 

 
template <class Record, int order> 
void B_tree<Record,order>::split_node 
(B_node<Record,order> *current,    // Nuùt caàn ñöôïc phaân ñoâi. 
 const Record &extra_entry,        // Phaàn töû môùi caàn cheøn vaøo. 
B_node<Record,order>*extra_branch, // Caây con beân phaûi cuûa extra_entry. 
 int position,// Vò trí cuûa extra_entry trong *current so vôùi caùc phaàn töû ñaõ coù. 

 B_node<Record,order>*&right_half, 
               //Nuùt môùi ñeå chöùa moät nöûa soá phaàn töû töø *current.  
 Record &median)//Phaàn töû giöõa khoâng naèm trong caû hai *current hoaëc                      
// *right_half maø seõ ñöôïc chuyeån leân phía treân trong caây B_tree. 

/* 
pre:  current chöùa ñòa chæ moät nuùt trong caây B_tree. 
      Nuùt *current ñaõ ñaày, nhöng phaàn töû extra_entry cuøng caây con beân phaûi cuûa noù 

extra_branch caàn ñöôïc cheøn vaøo vò rí position, 0 <=position <order. 
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post: Caùc phaàn töû ñaõ coù trong nuùt *current cuøng vôùi extra_entry vaø extra_branch (xem 
nhö ñaõ ñöôïc xeáp vaøo ñuùng vò trí position) ñöôïc phaân phoái vaøo nuùt *current vaø nuùt môùi 
*right_half, ngoaïi tröø phaàn töû chính giöõa trong soá caùc phaàn töû naøy  ñöôïc ñöa vaøo 
median. 

uses: caùc phöông thöùc cuûa B_node, haøm push_in. 
*/ 
{  right_half = new B_node<Record, order>; 
   int mid = order/2;  // 
   if (position <= mid){ // Tröôøng hôïp 1: extra_entry thuoäc nöûa beân traùi. 
      for (int i = mid; i < order - 1; i++){ // Chuyeån caùc phaàn töû töø   

// *current sang *right_half tröôùc roài môùi goïi haøm push_in ñeå  
// cheøn extra_entry vaø extra_branch vaøo *current sau. 

         right_half->data[i - mid] = current->data[i]; 
         right_half->branch[i + 1 - mid] = current->branch[i + 1]; 
      } 
      current->count = mid; 
      right_half->count = order - 1 - mid; 
      push_in(current, extra_entry, extra_branch, position); 
   } 
   else {    //  Tröôøng hôïp 2:  extra_entry thuoäc nöûa beân phaûi. 
      mid++;      //  Taïm thôøi vaãn ñeå phaàn töû caàn cheùp vaøo median ôû laïi trong nöûa beân 

traùi. 
      for (int i = mid; i < order - 1; i++) {// Chuyeån caùc phaàn töû töø  

// *current sang  *right_half tröôùc roài môùi goïi haøm push_in ñeå  
// cheøn extra_entry vaø extra_branch vaøo *right_half sau. 

         right_half->data[i - mid] = current->data[i]; 
         right_half->branch[i + 1 - mid] = current->branch[i + 1]; 
      } 
      current->count = mid; 
      right_half->count = order - 1 - mid; 
      push_in(right_half, extra_entry, extra_branch, position - mid); 
   } 
      median = current->data[current->count -1];//Cheùp phaàn töû vaøo median 
      right_half->branch[0] = current->branch[current->count]; 
      current->count--; 
} 
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10.3.6. Loaïi phaàn töû trong B-tree 

10.3.6.1. Phöông phaùp 
Ñoái vôùi vieäc loaïi boû phaàn töû, chuùng ta mong muoán raèng phaàn töû ñöôïc loaïi boû 

thuoäc moät nuùt laù naøo ñoù. Neáu phaàn töû naøy khoâng thuoäc nuùt laù, thì phaàn töû ngay 
keá tröôùc noù (hoaëc ngay keá sau noù) theo thöù töï töï nhieân cuûa caùc khoùa seõ thuoäc nuùt 
laù. Chuùng ta seõ ñaët phaàn töû keá tröôùc naøy (hoaëc keá sau) theá vaøo choã cuûa phaàn töû 
caàn loaïi, sau ñoù loaïi vò trí cuûa noù ra khoûi nuùt laù. Caùch laøm naøy raát gioáng vôùi caùch 
laøm trong caây nhò phaân tìm kieám. 

 

 
Hình 10.13 – Haønh vi cuûa haøm split. 
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Neáu nuùt laù caàn loaïi ñi moät phaàn töû coù nhieàu hôn soá phaàn töû toái thieåu thì vieäc 
loaïi keát thuùc. Ngöôïc laïi, neáu nuùt laù ñang chöùa soá phaàn töû baèng soá phaàn töû toái 
thieåu, thì tröôùc heát chuùng ta seõ xem xeùt hai nuùt laù keá caän vôùi noù vaø cuøng moät cha 
(hoaëc chæ moät nuùt laù keá caän trong tröôøng hôïp nuùt laù ñang xeùt naèm ôû bieân), neáu 
moät trong hai coù nhieàu hôn soá phaàn töû toái thieåu thì moät phaàn töû trong soá ñoù coù 
theå di chuyeån leân nuùt cha vaø phaàn töû trong nuùt cha seõ di chuyeån xuoáng nuùt laù 
ñang thieáu phaàn töû (Chuùng ta bieát raèng caàn phaûi di chuyeån nhö vaäy ñeå baûo ñaûm 
thöù töï giöõa caùc phaàn töû). Cuoái cuøng, neáu caû hai nuùt laù keá caän chæ coù soá phaàn töû 
toái thieåu, thì nuùt laù ñang thieáu caàn keát hôïp vôùi moät trong hai nuùt laù keá caän, coù 
laáy theâm moät phaàn töû töø nuùt cha, thaønh moät nuùt laù môùi (Do soá nuùt con 
giaûm neân soá phaàn töû trong nuùt cha cuõng phaûi giaûm). Nuùt naøy seõ chöùa soá 
phaàn töû khoâng nhieàu hôn soá phaàn töû toái ña ñöôïc pheùp. Neáu böôùc naøy laøm cho nuùt 
cha coøn laïi soá phaàn töû ít hôn soá phaàn töû toái thieåu, thì vieäc giaûi quyeát cuõng töông 
töï, vaø quaù trình naøy seõ lan truyeàn ngöôïc leân phía treân cuûa caây. Quaù trình lan 
truyeàn seõ chaám döùt khi moät nuùt cha naøo ñoù khi cho ñi moät phaàn töû vaãn khoâng trôû 
neân thieáu huït phaàn töû. Trong tröôøng hôïp ñaëc bieät, khi phaàn töû cuoái cuøng trong 
nuùt goác bò laáy ñi thì nuùt naøy cuõng ñöôïc giaûi phoùng vaø caây seõ giaûm chieàu cao. 

10.3.6.2. Ví duï  
Quaù trình loaïi boû trong caây B-tree baäc 5 saün coù cuûa chuùng ta ñöôïc minh hoïa 

trong hình 10.14. Laàn loaïi thöù nhaát khoâng coù vaán ñeà gì do h naèm trong nuùt laù 
ñang coù nhieàu hôn soá phaàn töû toái thieåu. Laàn thöù hai, loaïi r, do r khoâng thuoäc nuùt 
laù, neân phaàn töû ngay keá sau r laø s ñöôïc cheùp ñeø leân r, vaø s ñöôïc loaïi khoûi nuùt laù. 
Laàn thöù ba, vieäc loaïi p laøm cho nuùt chöùa noù coøn quaù ít phaàn töû. Khoùa s töø nuùt cha 
ñöôïc chuyeån xuoáng laáp ñi söï thieáu huït vaø vò trí cuûa s ñöôïc theá bôûi t.  

 
Vieäc loaïi d tieáp theo phöùc taïp hôn, noù laøm cho nuùt coøn laïi quaù ít phaàn töû, vaø 

caû hai nuùt keá cuøng cha ñeàu khoâng theå sang bôùt phaàn töû cho noù. Nuùt ñang thieáu 
huït naøy phaûi keát hôïp vôùi moät trong hai nuùt keá, khi ñoù moät phaàn töû naèm giöõa 
chuùng töø nuùt cha ñöôïc ñöa xuoáng (bieåu dieãn bôûi neùt rôøi trong sô ñoà thöù nhaát cuûa 
tröôøng hôïp naøy). Nuùt keát hôïp ñöôïc goàm caùc phaàn töû a, b, c, e theo sô ñoà thöù hai. 
Tuy nhieân, quaù trình naøy laøm cho nuùt cha chæ coøn laïi moät phaàn töû f. Ba nuùt phía 
treân cuûa caây phaûi ñöôïc keát hôïp laïi vaø cuoái cuøng chuùng ta coù caây nhö sô ñoà cuoái cuûa 
hình veõ. 
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Hình 10.14 – Loaïi phaàn töû ra khoûi B-tree. 
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10.3.6.3. Hieän thöïc C++ 
Chuùng ta coù theå vieát giaûi thuaät loaïi phaàn töû vôùi caáu truùc toång theå töông töï nhö 

giaûi thuaät theâm vaøo. Chuùng ta seõ söû duïng ñeä quy, vôùi moät phöông thöùc rieâng ñeå 
khôûi ñoäng quaù trình ñeä quy. Thay cho vieäc ñaåy moät phaàn töû töø nuùt cha xuoáng 
trong khi goïi ñeä quy xuoáng beân döôùi, chuùng ta seõ cho haøm ñeä quy traû veà moät nuùt 
ñang thieáu phaàn töû thoâng qua tham bieán. Laàn goïi ñeä quy beân treân seõ phaân tích 
ñieàu gì ñaõ xaûy ra vaø thöïc hieän vieäc di chuyeån caùc phaàn töû caàn thieát. Khi phaàn töû 
cuoái cuøng trong nuùt goác bò laáy ñi, nuùt roãng seõ ñöôïc giaûi phoùng vaø chieàu cao cuûa caây 
giaûm bôùt 1. 

 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::remove(const Record &target) 
/* 
post: Neáu khoùa trong target ñöôïc tìm thaáy trong caây,  phaàn töû chöùa khoùa naøy bò loaïi khoûi caây, 

phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, phöông thöùc traû veà not_present. 
uses: Haøm recursive_remove. 
*/ 
{ 
   Error_code result; 
   result = recursive_remove(root, target); 
   if (root != NULL && root->count == 0) {  //  Caây giaûm chieàu cao. 
      B_node<Record, order> *old_root = root; 
      root = root->branch[0]; 
      delete old_root; 
   } 
   return result; 
} 

10.3.6.4. Loaïi ñeä quy 
Phaàn lôùn coâng vieäc ñöôïc thöïc hieän trong haøm ñeä quy recursive_remove. 

Tröôùc tieân noù tìm nuùt chöùa target. Neáu target ñöôïc tìm thaáy vaø nuùt chöùa noù 
khoâng laø nuùt laù, thì phaàn töû keá sau target seõ ñöôïc tìm vaø ñöôïc cheùp ñeø leân noù. 
Phaàn töû keá sau naøy seõ ñöôïc loaïi boû. Vieäc loaïi phaàn töû trong nuùt laù ñöôïc thöïc hieän 
moät caùch deã daøng, vaø nhöõng phaàn coâng vieäc coøn laïi seõ ñöôïc tieáp tuïc nhôø ñeä quy. 
Khi moät laàn goïi ñeä quy ñöôïc traû veà, haøm seõ kieåm tra xem nuùt töông öùng coù coøn ñuû 
soá phaàn töû hay khoâng, neáu thieáu, noù di chuyeån caùc phaàn töû ñeå ñaùp öùng yeâu caàu. 
Caùc haøm phuï trôï seõ ñöôïc söû duïng trong moät soá böôùc naøy. 
 
template <class Record, int order> 
Error_code B_tree<Record, order>::recursive_remove 

(B_node<Record, order> *current, const Record &target) 
/* 
pre:  current laø NULL hoaëc chöùa ñòa chæ nuùt goác cuûa moät caây con trong B_tree. 
post: Neáu khoùa trong target ñöôïc tìm thaáy trong caây,  phaàn töû chöùa khoùa naøy bò loaïi khoûi caây 

sao cho caây vaãn giöõ tính chaát caây B-tree, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, 
phöông thöùc traû veà not_present. 

uses: Caùc haøm search_node, copy_in_predecessor, 
      recursive_remove (moät caùch ñeä quy), remove_data, vaø restore. 
*/ 
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{ 
   Error_code result; 
   int position; 
   if (current == NULL) result = not_present; 
   else { 
      if (search_node(current, target, position) == success){  

// Khoùa trong target ñöôïc tìm thaáy trong current. 
         result = success; 
         if (current->branch[position] !=NULL){//current khoâng phaûi nuùt laù 
            copy_in_predecessor(current, position); 
 
            recursive_remove(current->branch[position], 
                             current->data[position]); 
         } 
         else remove_data(current, position);// Loaïi phaàn töû trong nuùt laù. 
      } 
      else result =recursive_remove(current->branch[position], target); 
      if (current->branch[position] != NULL) 
         if (current->branch[position]->count < (order - 1) / 2) 
            restore(current, position); 
   } 
   return result; 
} 

10.3.6.5. Caùc haøm phuï trôï 
Giôø chuùng ta ñaõ coù theå keát thuùc quaù trình loaïi boû trong moät caây B-tree baèng 

caùch vieát caùc haøm phuï trôï cho noù. Haøm remove_data loaïi moät phaàn töû vaø nhaùnh 
beân phaûi cuûa noù khoûi moät nuùt trong caây B-tree. Haøm naøy ñöôïc goïi chæ trong 
tröôøng hôïp khi moät phaàn töû ñöôïc loaïi khoûi moät nuùt laù cuûa caây. 

 
template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::remove_data(B_node<Record, order> *current, 
                                        int position) 
/* 
pre:  current laø ñòa chæ nuùt laù coù entry taïi vò trí position. 
post: entry ñöôïc loaïi khoûi nuùt *current. 
*/ 
{ 
   for (int i = position; i < current->count - 1; i++) 
      current->data[i] = current->data[i + 1]; 
   current->count--; 
} 

 
Haøm copy_in_predecessor ñöôïc goïi khi moät phaàn töû caàn ñöôïc loaïi ra khoûi 

moät nuùt khoâng phaûi nuùt laù. Trong tröôøng hôïp naøy, phaàn töû ngay keá tröôùc (theo 
thöù töï caùc khoùa) seõ ñöôïc tìm baèng caùch baét ñaàu töø nhaùnh beân traùi cuûa noù vaø ñi 
xuoáng theo caùc nhaùnh taän cuøng beân phaûi cuûa moãi nuùt cho ñeán khi gaëp nuùt laù. 
Phaàn töû taän cuøng beân phaûi cuûa nuùt laù naøy seõ thay theá phaàn töû caàn ñöôïc loaïi. 
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template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::copy_in_predecessor 

(B_node<Record, order> *current, int position) 
/* 
pre:  current laø ñòa chæ nuùt khoâng phaûi nuùt laù trong B-tree vaø coù entry laø phaàn töû caàn loaïi 

taïi position. 
post: entry ñöôïc thay theá bôûi phaàn töû ñöùng ngay keá tröôùc noù trong thöù töï taêng daàn cuûa khoùa. 
*/ 
{ 
   B_node<Record, order> *leaf = current->branch[position]; // Di chuyeån qua 

nhaùnh traùi ñeå tìm phaàn töû ngay keá tröôùc entry. 
   while (leaf->branch[leaf->count] != NULL) 
      leaf = leaf->branch[leaf->count]; // Xuoáng phaàn töû cöïc phaûi cuûa nhaùnh traùi cuûa 

current. 
   current->data[position] = leaf->data[leaf->count - 1]; 
} 

 
Cuoái cuøng, chuùng ta caàn chæ ra caùch khoâi phuïc laïi soá nuùt toái thieåu cho nuùt ñöôïc 

tham chieáu bôûi root->branch[position] neáu nhö laàn ñeä quy beân trong laøm cho 
noù trôû neân thieáu phaàn töû. Haøm chuùng ta vieát döôùi ñaây hôi thieân veà beân traùi, 
nghóa laø, tröôùc heát noù tìm nuùt anh em keà beân traùi ñeå xin bôùt phaàn töû, vaø noù chæ 
xeùt ñeán nuùt anh em keà beân phaûi khi nuùt keà beân traùi khoâng thöøa phaàn töû. Caùc 
böôùc thöïc hieän ñöôïc minh hoïa trong hình 10.15. 

 
 
 
 

 
Hình 10.15 – Khoâi phuïc laïi soá phaàn töû toái thieåu trong moät nuùt. 
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template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::restore(B_node<Record, order> *current, 
                                    int position) 
/* 
pre:  current laø ñòa chæ moät nuùt khoâng phaûi nuùt laù trong B-tree;  
      current->branch[position] laø ñòa chæ nuùt ñang bò thieáu moät phaàn töû. 
post: Nuùt do current->branch[position] chæ ñeán ñöôïc khoâi phuïc laïi cho ñuû soá phaàn töû toái 

thieåu caàn coù. 
uses: Caùc haøm move_left, move_right, combine. 
*/ 
{  if (position == current->count)// Tröôøng hôïp khoâng coù nuùt anh em beân phaûi. 
      if (current->branch[position - 1]->count > (order - 1) / 2) 
         move_right(current, position - 1); 
      else 
         combine(current, position); 
   else if (position == 0)        // Tröôøng hôïp khoâng coù nuùt anh em beân traùi. 
      if (current->branch[1]->count > (order - 1) / 2) 
         move_left(current, 1); 
      else 
         combine(current, 1); 
   else                           // Tröôøng hôïp coù nuùt anh em caû hai beân. 
      if (current->branch[position - 1]->count > (order - 1) / 2) 
         move_right(current, position - 1); 
      else if (current->branch[position + 1]->count > (order - 1) / 2) 
         move_left(current, position + 1); 
      else 
         combine(current, position); 
} 

 
Caùc haønh vi cuûa ba haøm coøn laïi move_left, move_right, vaø combine ñöôïc 

theå hieän raát roõ raøng trong hình 10.15. 
 

template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::move_left(B_node<Record, order> *current, 
                                      int position) 
/* 
pre:  current laø ñòa chæ moät nuùt trong B-tree, nhaùnh con taïi position coù nuùt goác coù soá 

phaàn töû nhieàu hôn soá phaàn töû toái thieåu theo quy ñònh, nhaùnh con taïi position–1 coù nuùt 
goác ñang thieáu 1 phaàn töû. 

post: Moät phaàn töû cuûa *current di chuyeån xuoáng nuùt goác cuûa nhaùnh con taïi 
position–1, phaàn töû taïi vò trí 0 trong nuùt goác cuûa nhaùnh taïi position di chuyeån leân 
*current (caây con taïi vò trí 0 cuõng nhö caùc phaàn töû coøn laïi trong nuùt goác cuûa nhaùnh naøy 
seõ ñöôïc dòch chuyeån hôïp lyù). 

*/ 
{  B_node<Record, order> *left_branch = current->branch[position - 1], 
                         *right_branch = current->branch[position]; 
   left_branch->data[left_branch->count] = current->data[position - 1];   

// Laáy moät entry töø nuùt cha *current. 
   left_branch->branch[++left_branch->count] = right_branch->branch[0]; 
   // Giaûi quyeát cho caây con taïi vò trí 0 trong nhaùnh con beân phaûi: soá phaàn töû trong nhaùnh con 

// beân traùi taêng theâm 1 neân soá caây con cuõng phaûi taêng theâm 1, ñoàng thôøi caùch di chuyeån naøy  
// vaãn baûo ñaûm thöù töï caùc khoùa trong caây. 

   current->data[position - 1] = right_branch->data[0];   
 // Nuùt cha *current laáy moät entry töø nhaùnh con beân phaûi. 
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      right_branch->count--; 
   for (int i = 0; i < right_branch->count; i++) {    

// Dòch chuyeån taát caû caùc phaàn töû veà beân traùi ñeå laáp choã troáng. 
      right_branch->data[i]   = right_branch->data[i + 1]; 
      right_branch->branch[i] = right_branch->branch[i + 1]; 
   } 
   right_branch->branch[right_branch->count] = 
                              right_branch->branch[right_branch->count + 1]; 
} 
 
 
template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::move_right(B_node<Record, order> *current, 
                                       int position) 
/* 
pre:  current laø ñòa chæ moät nuùt trong B-tree, nhaùnh con taïi position coù nuùt goác coù soá 

phaàn töû nhieàu hôn soá phaàn töû toái thieåu theo quy ñònh, nhaùnh con taïi position+1 coù nuùt 
goác ñang thieáu 1 phaàn töû. 

post: Moät phaàn töû cuûa *current di chuyeån xuoáng nuùt goác cuûa nhaùnh con taïi 
position+1. Phaàn töû coù khoùa lôùn nhaát (taïi count-1) trong nuùt goác cuûa nhaùnh taïi 
position di chuyeån leân *current (caây con beân phaûi cuûa noù ñöôïc boá trí laïi hôïp lyù). 

*/ 
{ 
   B_node<Record, order> *right_branch = current->branch[position + 1], 
                         *left_branch = current->branch[position]; 
   right_branch->branch[right_branch->count + 1] = 
      right_branch->branch[right_branch->count]; 
   for (int i = right_branch->count ; i > 0; i--) {   

// Di chuyeån sang phaûi ñeå daønh choã troáng cho phaàn töû töø *current ñöa xuoáng. 
      right_branch->data[i] = right_branch->data[i - 1]; 
      right_branch->branch[i] = right_branch->branch[i - 1]; 
   } 
   right_branch->count++; 
   right_branch->data[0] = current->data[position];  

//  Nhaän entry töø nuùt cha *current. 
   right_branch->branch[0] = left_branch->branch[left_branch->count]; 
      // Boá trí laïi caây con thöøa ôû nhaùnh traùi do soá phaàn töû giaûm bôùt 1 (thöù töï caùc khoùa trong 

B-tree vaãn baûo ñaûm). 
   left_branch->count--; 
   current->data[position] = left_branch->data[left_branch->count]; 
} 
 
 
template <class Record, int order> 
void B_tree<Record, order>::combine(B_node<Record, order> *current, 
                                    int position) 
/* 
pre:  current chöùa ñòa chæ moät nuùt trong B-tree coù caùc nuùt goác cuûa hai nhaùnh con taïi       

position vaø position – 1 caàn gheùp (laïi do khoâng ñuû soá phaàn töû ñeå di chuyeån qua laïi 
sao cho caû 2 nuùt vaãn ñuû soá phaàn töû toái thieåu). 

post: Hai nuùt goác cuûa hai nhaùnh taïi position-1 vaø position ñöôïc gheùp laïi (phaàn töû taïi vò trí 
position-1 cuûa *current cuõng di chuyeån xuoáng nuùt naøy ñeå baûo ñaûm raèng soá phaàn töû 
trong *current giaûm bôùt 1 khi soá nhaùnh con giaûm bôùt 1). 

*/ 
 
 
{ 
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   int i; 
   B_node<Record, order> *left_branch = current->branch[position - 1], 
                         *right_branch = current->branch[position]; 
   left_branch->data[left_branch->count] = current->data[position - 1]; 
   left_branch->branch[++left_branch->count] = right_branch->branch[0]; 
   for (i = 0; i < right_branch->count; i++) { 
      left_branch->data[left_branch->count] = right_branch->data[i]; 
      left_branch->branch[++left_branch->count] = 
                                        right_branch->branch[i + 1]; 
   } 
   current->count--; 
   for (i = position - 1; i < current->count; i++) { 
      current->data[i] = current->data[i + 1]; 
      current->branch[i + 1] = current->branch[i + 2]; 
   } 
   delete right_branch; 
} 

 
 

10.4. Caây ñoû-ñen 

10.4.1. Daãn nhaäp 

Trong phaàn tröôùc, chuùng ta ñaõ söû duïng danh saùch lieân tuïc ñeå chöùa caùc phaàn töû 
cuûa caây B-tree. Tuy nhieân, noùi moät caùc toång quaùt, chuùng ta coù theå duøng baát kyø 
caáu truùc coù thöù töï naøo ñeå chöùa caùc phaàn töû trong moãi nuùt cuûa B-tree. Moät caây nhò 
phaân tìm kieám nhoû laø moät löïa choïn toát. Chuùng ta chæ caàn chuù yù phaân bieät caùc con 
troû beân trong moãi nuùt cuûa caây B-tree (noái caùc nuùt cuûa caây nhò phaân tìm kieám) 
vôùi caùc con troû töø nuùt naøy ñeán nuùt khaùc cuûa B-tree. Chuùng ta haõy veõ caùc tham 
chieáu beân trong moät nuùt baèng caùc ñöôøng xoaén maøu ñoû vaø nhöõng con troû giöõa 
caùc nuùt trong caây B-tree baèng caùc ñöôøng thaúng maøu ñen. Xem hình 10.16. 

 
Hình 10.16 – Caây B-tree baäc 4 nhö moät caây tìm kieám nhò phaân. 
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10.4.2. Ñònh nghóa vaø phaân tích 

Caáu truùc naøy ñaëc bieät coù ích ñoái vôùi caây B-tree baäc 4 (hình 10.16), trong ñoù 
moãi nuùt cuûa caây chöùa moät, hai hoaëc ba phaàn töû. Tröôøng hôïp moät nuùt coù moät phaàn 
töû thì töông töï nhö trong caây B-tree vaø caây nhò phaân tìm kieám. Tröôøng hôïp moät 
nuùt coù ba phaàn töû ñöôïc bieán ñoåi nhö sau: 

 
 
 

 
Moät nuùt coù hai phaàn töû coù theå coù hai bieåu dieãn: 

  
Neáu muoán, chuùng ta chæ caàn söû duïng moät trong hai caùch bieåu dieãn treân, nhöng 

khoâng coù lyù do gì ñeå laøm ñieàu ñoù, chuùng ta seõ thaáy raèng caùc giaûi thuaät cuûa chuùng 
ta seõ sinh ra caû hai caùch bieåu dieãn naøy moät caùch töï nhieân. Nhö vaäy chuùng ta seõ söû 
duïng caû hai caùch bieåu dieãn cho caùc nuùt coù hai phaàn töû trong caây B-tree. 

 
Chuùng ta coù ñònh nghóa cô baûn cho phaàn naøy nhö sau: Moät caây ñoû-ñen (red-

black tree) laø moät caây nhò phaân tìm kieám, vôùi caùc tham chieáu coù maøu ñoû hoaëc ñen, 
coù ñöôïc töø moät caây B-tree baäc boán baèng caùch vöøa ñöôïc moâ taû treân.  
 
Sau khi chuyeån ñoåi moät caây B-tree thaønh caây ñoû ñen, chuùng ta coù theå söû duïng noù 
töông töï baát kyø caây nhò phaân tìm kieám naøo. Vieäc tìm kieám vaø duyeät caây ñoû ñen 
hoaøn toaøn gioáng nhö ñoái vôùi caây nhò phaân tìm kieám; chuùng ta chæ ñôn giaûn boû qua 
caùc maøu cuûa caùc tham chieáu. Tuy nhieân, vieäc theâm vaø loaïi phaàn töû ñoøi hoûi 
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nhieàu coâng söùc hôn ñeå duy trì caáu truùc cuûa moät caây B-tree. Chuùng ta haõy chuyeån 
ñoåi caùc yeâu caàu ñoái vôùi caây B-tree thaønh caùc yeâu caàu töông öùng ñoái vôùi caây ñoû 
ñen. 

 
Tröôùc heát, chuùng ta haõy löu yù moät soá ñieåm: chuùng ta seõ xem moãi nuùt trong caây 

ñoû ñen cuõng coù maøu nhö maøu cuûa tham chieáu ñeán no ù, nhö vaäy chuùng ta seõ 
goïi caùc nuùt maøu ñoû vaø caùc nuùt maøu ñen thay vì goïi caùc tham chieáu ñoû vaø caùc tham 
chieáu ñen. Baèng caùch naøy, chuùng ta chæ caàn giöõ theâm moät thoâng tin cho moãi nuùt 
ñeå chæ ra maøu cuûa noù. 

 
Do nuùt goác khoâng coù tham chieáu ñeán noù, noù seõ khoâng coù maøu. Ñeå laøm ñôn 

giaûn moät soá giaûi thuaät, chuùng ta quy öôùc raèng nuùt goác coù maøu ñen. Töông 
töï, chuùng ta seõ xem taát caû caùc caây roãng (töông öùng tham chieáu NULL) coù maøu 
ñen. 

 
Theo ñieàu kieän thöù nhaát trong ñònh nghóa cuûa caây B-tree, moïi caây con roãng 

phaûi thuoäc cuøng möùc, nghóa laø moïi ñöôøng ñi töø goác ñeán moãi caây con roãng seõ ñi qua 
cuøng moät soá nuùt B-tree nhö nhau. Moãi nuùt B-tree trong caây ñoû ñen luoân coù 
moät nuùt ñen, do caùc con troû giöõa caùc nuùt trong caây B-tree ñöôïc bieåu dieãn baèng 
caùc ñöôøng thaúng maøu ñen. Ñoái vôùi nuùt B-tree coù nhieàu hôn moät nuùt thì 
ngoaøi moät nuùt ñen, caùc nuùt coøn laïi phaûi coù maøu ñoû. Töø ñoù chuùng ta coù “ñieàu 
kieän ñen” nhö sau: 

 

Moïi ñöôøng ñi töø goác ñeán moãi caây con roãng ñeàu ñi qua cuøng moät soá nuùt ñen nhö 
nhau. 

 
Do caây B-tree  thoaû caùc ñaëc tính cuûa caây tìm kieám, neân caây ñoû ñen cuõng thoûa 

ñaëc tính naøy. Nhöõng phaàn coøn laïi trong ñònh nghóa ñoái vôùi caây B-tree baäc 4 noùi 
leân raèng moãi nuùt chöùa moät, hai hoaëc ba phaàn töû döõ lieäu. Chuùng ta caàn moät ñieàu 
kieän treân caây ñoû ñen ñeå baûo ñaûm raèng khi caùc nuùt trong caây naøy ñöôïc gom laïi 
thaønh caùc nuùt B-tree thì moãi nuùt B-tree coù khoâng quaù ba nuùt. Neáu moät nuùt B-
tree coù hai nuùt cuûa caây ñoû ñen, thì trong ñoù seõ coù moät nuùt cha vaø moät nuùt con, 
neáu moät nuùt B-tree coù ba nuùt cuûa caây ñoû ñen, thì trong ñoù seõ coù moät nuùt cha 
vaø hai nuùt con (theo hình veõ caùc caùch bieåu dieãn treân). Nuùt cha trong caû hai tröôøng 
hôïp treân phaûi luoân  coù maøu ñen do tham chieáu ñeán noù chính laø con troû giöõa caùc 
nuùt B-tree. Nhö vaäy, chuùng ta thaáy trong caây ñoû ñen khoâng theå coù moät nuùt ñoû 
maø coù nuùt cha maøu ñoû. Vaäy “ñieàu kieän ñoû” nhö sau ñaây seõ baûo ñaûm raèng moïi nuùt 
B-tree trong caây ñoû ñen coù khoâng quaù ba nuùt: 
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Neáu moät nuùt coù maøu ñoû, thì nuùt cha cuûa noù phaûi toàn taïi vaø coù maøu ñen. 

 
Do chuùng ta quy öôùc nuùt goác coù maøu ñen neân ñieàu kieän treân vaãn thoûa. 
 

Chuùng ta coù theå toång keát laïi caùc ñieàu phaân tích treân ñaây thaønh moät ñònh 
nghóa hình thöùc cho caây ñoû ñen nhö sau (vaø chuùng ta khoâng caàn nhaéc ñeán caây  
B-tree nöõa khi noùi ñeán caây ñoû ñen): 

 

Ñònh nghóa: Moät caây ñoû ñen laø moät caây tìm kieám nhò phaân, trong ñoù moãi nuùt coù 
maøu ñoû hoaëc ñen, thoûa caùc ñieàu kieän sau: 
1. Moïi ñöôøng ñi töø nuùt goác ñeán moãi caây con roãng (tham chieáu NULL) ñeàu ñi qua 

cuøng moät soá nuùt ñen nhö nhau. 
2. Neáu moät nuùt coù maøu ñoû thì nuùt cha cuûa noù phaûi toàn taïi vaø coù maøu ñen. 

 
Ñònh nghóa naøy daãn ñeán moät ñieàu laø trong caây ñoû ñen khoâng coù moät ñöôøng ñi 

naøo töø goác ñeán moät caây con roãng coù theå daøi hôn gaáp ñoâi moät ñöôøng ñi khaùc, bôûi vì, 
theo ñieàu kieän ñen, soá nuùt ñen cuûa taát caû caùc ñöôøng ñi naøy phaûi baèng nhau, vaø 
theo ñieàu kieän ñoû thì soá nuùt ñoû phaûi nhoû hôn hay baèng soá nuùt ñen. Do ñoù, ta coù 
ñònh lyù sau: 
 
Ñònh lyù: Chieàu cao cuûa moät caây ñoû ñen n nuùt khoâng lôùn hôn 2 lg n. 
 

Thôøi gian tìm kieám trong moät caây ñoû ñen coù n nuùt laø O(log n) trong moïi 
tröôøng hôïp. Chuùng ta cuõng seõ thaáy raèng thôøi gian theâm nuùt môùi cuõng laø O(log n), 
nhöng tröôùc heát chuùng ta caàn phaùt trieån giaûi thuaät tröôùc. 
 

Chuùng ta nhôù laïi trong phaàn 10.4, caây AVL, trong tröôøng hôïp xaáu nhaát, coù 
chieàu cao baèng 1.44 lg n, vaø trong tröôøng hôïp trung bình, coù chieàu cao thaáp hôn. 
Söï khaùc nhau veà chieàu cao lieân quan ñeán soá nuùt cuûa hai caây naøy laø do caây ñoû ñen 
khoâng caân baèng toát baèng caây AVL. Tuy nhieân, ñieàu naøy khoâng coù nghóa laø caùc 
thao taùc döõ lieäu treân caây ñoû ñen nhaát thieát phaûi chaäm hôn caây AVL, do caây AVL 
coù theå caàn ñeán nhieàu pheùp quay ñeå duy trì söï caân baèng hôn nhöõng gì maø caây ñoû 
ñen caàn ñeán. 

10.4.3. Ñaëc taû caây ñoû ñen 

Ñeå ñaëc taû moät lôùp C++ nhaèm bieåu dieãn cho caùc ñoái töôïng cuûa caây ñoû ñen, 
chuùng ta caàn khaûo saùt moät vaøi taùc vuï treân chuùng. Chuùng ta coù theå hieän thöïc caây 
ñoû ñen nhö laø caây B-tree maø caùc nuùt cuûa noù chöùa caùc caây tìm kieám thay vì caùc 
danh saùch lieân tuïc. Caùch tieáp caän naøy buoäc chuùng ta phaûi vieát laïi nhieàu phöông 
thöùc vaø haøm phuï trôï ñaõ coù ñoái vôùi caây B-tree, do phieân baûn tröôùc ñaây cuûa  
B-tree lieân quan chaët cheõ ñeán hieän thöïc lieân tuïc cuûa caùc phaàn töû trong moãi nuùt. 
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Vì theá chuùng ta seõ ñeà xuaát moät hieän thöïc lôùp caây ñoû ñen thöøa keá caùc ñaëc tính cuûa 
lôùp caây tìm kieám trong phaàn 10.2. 

 
Chuùng ta baét ñaàu baèng caùch theâm thuoäc tính maøu vaøo moãi nuùt cuûa caây ñoû ñen: 
 

enum Color {red, black}; 
 
template <class Record> 
struct RB_node: public Binary_node<Record> { 
   Color color; 
   RB_node(const Record &new_entry) { color = red; data = new_entry; 
                                      left = right = NULL; } 
   RB_node()                { color = red; left = right = NULL; } 
   void set_color(Color c)  { color = c; } 
   Color get_color() const  { return color; } 
}; 

 
Ñeå thuaän tieän, chuùng ta söû duïng caùc ñònh nghóa trong doøng (inline definition) 

cho caùc contructor vaø moät soá phöông thöùc khaùc cuûa RB_node. Caáu truùc struct 
RB_node raát gioáng vôùi caáu truùc struct AVL_node duøng trong caây AVL tröôùc kia 
trong phaàn 10.4: söï khaùc nhau duy nhaát chæ laø thuoäc tính maøu thay cho thuoäc 
tính caân baèng. 

 
Ñeå coù theå goïi caùc phöông thöùc get_color vaø set_color thoâng qua caùc con 

troû chæ ñeán Binary_node, chuùng ta caàn boå sung caùc haøm aûo töông öùng trong 
struct Binary_node, töông töï nhö chuùng ta ñaõ laøm khi xaây döïng caây AVL. 

 
Caáu truùc cuûa Binary_node ñaõ söûa ñoåi nhö sau: 
 

template <class Entry> 
struct Binary_node { 
   Entry data; 
   Binary_node<Entry> *left; 
   Binary_node<Entry> *right; 
   virtual Color get_color() const { return red; } 
   virtual void set_color(Color c) { } 
   Binary_node()                   { left = right = NULL; } 
   Binary_node(const Entry &x)     { data = x; left = right = NULL; } 
}; 

 
Baèng caùch söûa ñoåi nhö vaäy, chuùng ta ñaõ coù theå söû duïng laïi moïi phöông thöùc vaø 

haøm xöû lyù cho caây nhò phaân tìm kieám vaø caùc nuùt cuûa noù. Vieäc tìm kieám vaø duyeät 
treân caây ñoû ñen töông töï nhö ñoái vôùi caây nhò phaân tìm kieám. 

 
Chuùng ta seõ vieát phöông thöùc theâm phaàn töû vaøo caây ñoû ñen sao cho noù vaãn giöõ 

ñöôïc tính chaát cuûa caây ñoû ñen sau khi theâm vaøo. 
 

template <class Record> 
class RB_tree: public Search_tree<Record> { 
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public: 
   Error_code insert(const Record & new_entry); 
private:  //  Caùc haøm phuï trôï. 
}; 

10.4.4. Theâm phaàn töû 

Chuùng ta haõy baét ñaàu töø giaûi thuaät ñeä quy chuaån ñoái vôùi vieäc theâm vaøo moät 
caây tìm kieám nhò phaân. Nghóa laø, chuùng ta seõ so saùnh khoùa môùi cuûa target vôùi 
khoùa cuûa goác, neáu caây khoâng roãng, vaø sau ñoù theâm ñeä quy nuùt môùi vaøo caây con 
traùi hoaëc caây con phaûi cuûa goác. Quaù trình naøy keát thuùc khi chuùng ta gaëp moät caây 
con roãng, taïi ñoù chuùng ta seõ taïo moät nuùt môùi. 
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Nuùt môùi naøy neân laø maøu ñoû hay laø maøu ñen? Neáu cho noù maøu ñen, chuùng ta ñaõ 

laøm taêng soá nuùt ñen treân ñöôøng ñi töø goác ñeán noù, vaø vi phaïm ñieàu kieän ñen. Vaäy 
nuùt môùi phaûi coù maøu ñoû. Nhö vaäy khi theâm moät nuùt môùi vaøo caây ñoû ñen thì 

 
 

Hình 10.17 – Khoâi phuïc caùc ñieàu kieän ñoû vaø ñen. 
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noù luoân coù maøu ñoû. Neáu nuùt cha cuûa nuùt môùi naøy coù maøu ñen, vieäc theâm vaøo keát 
thuùc. Ngöôïc laïi, ñieàu kieän ñoû bò vi phaïm, vaø ñieàu vi phaïm naøy caàn phaûi ñöôïc giaûi 
quyeát. Chuùng ta seõ phaân tích caùc tröôøng hôïp vaø seõ xöû lyù rieâng reõ cho chuùng. 

 
Giaûi thuaät cuûa chuùng ta khaù laø ñôn giaûn neáu chuùng ta khoâng xem xeùt caùc 

tröôøng hôïp naøy ngay laäp töùc maø trì hoaõn chuùng laïi trong chöøng möïc coù theå. Khi 
taïo moät nuùt ñoû, chuùng ta seõ khoâng coá gaéng ñieàu chænh laïi caây ngay, thay vaøo ñoù, 
chuùng ta chæ ñôn giaûn traû veà moät chæ soá traïng thaùi cho bieát nuùt vöøa xöû lyù xong coù 
maøu ñoû. 

 
Khi moät laàn goïi ñeä quy keát thuùc, chæ soá traïng thaùi naøy ñöôïc gôûi ngöôïc veà laàn 

ñeä quy ñaõ goïi noù, vieäc xöû lyù seõ ñöôïc thöïc hieän ôû nuùt cha. Neáu nuùt cha coù maøu ñen, 
caùc ñieàu kieän cuûa caây ñoû ñen khoâng bò vi phaïm, quaù trình xöû lyù keát thuùc. Neáu nuùt 
cha coù maøu ñoû, chuùng ta cuõng seõ khoâng giaûi quyeát ngay, maø moät laàn nöõa laïi gaùn 
chæ soá traïng thaùi cho bieát vöøa coù hai nuùt maøu ñoû. Laàn ñeä quy beân treân taïi nuùt oâng 
seõ nhaän ñöôïc chæ soá traïng thaùi naøy, coù keøm theâm thoâng tin cho bieát hai nuùt maøu 
ñoû vöøa roài thuoäc caây con traùi hay caây con phaûi cuûa noù. 

 
Sau khi caùc laàn ñeä quy traû veà ñeán nuùt oâng, vieäc xöû lyù seõ ñöôïc tieán haønh taïi 

ñaây. Chuùng ta bieát raèng nuùt oâng luoân coù maøu ñen, do tröôùc khi xuaát hieän nuùt con 
maøu ñoû, caùc maøu cuûa nuùt cha vaø nuùt oâng phaûi thoûa ñieàu kieän cuûa caây ñoû ñen, maø 
nuùt cha ñoû thì nuùt oâng phaûi ñen. Quy öôùc nuùt goác maøu ñen coù lôïi trong tröôøng hôïp 
naøy, vì neáu nuùt cha maøu ñoû, thì noù khoâng theå laø nuùt goác. Khi quaù trình xöû lyù lan 
truyeàn veà taän goác thì nuùt oâng phaûi luoân luoân toàn taïi. 

 
Cuoái cuøng, taïi laàn ñeä quy cuûa nuùt oâng, chuùng ta coù theå bieán ñoåi caây ñeå khoâi 

phuïc laïi caùc ñieàu kieän ñoû ñen. Chuùng ta chæ caàn xem xeùt tröôøng hôïp hai nuùt ñoû 
thuoäc caây con traùi cuûa nuùt oâng. Tröôøng hôïp ngöôïc laïi chæ laø ñoái xöùng. Chuùng ta 
caàn phaân bieät hai tröôøng hôïp töông öùng vôùi maøu cuûa nuùt con coøn laïi cuûa nuùt oâng, 
nghóa laø nuùt chuù cuûa nuùt ñoû môùi xuaát hieän. 

 
Tröôùc tieân, giaû söû nuùt chuù coù maøu ñen. Tröôøng hôïp naøy coù goäp caû tröôøng hôïp 

nuùt chuù roãng, do quy öôùc caây con roãng coù maøu ñen. Caùc ñaëc tính cuûa caây ñoû ñen  
seõ ñöôïc khoâi phuïc nhôø moät pheùp quay ñôn hay moät pheùp quay keùp qua phaûi, nhö 
hai phaàn ñaàu cuûa hình 10.17. Trong caû hai sô ñoà naøy, pheùp quay, keùo theo söï thay 
ñoåi caùc maøu nuùt töông öùng, seõ loaïi ñöôïc söï vi phaïm ñieàu kieän ñoû, ñoàng thôøi baûo 
toaøn ñieàu kieän ñen do khoâng laøm thay ñoåi soá nuùt ñen trong baát kyø ñöôøng ñi naøo 
töø goác ñeán caùc nuùt laù. 

 
Giôø chuùng ta giaû söû nuùt chuù coù maøu ñoû, nhö hai phaàn beân döôùi cuûa hình 10.17. 

Vieäc bieán ñoåi raát ñôn giaûn: khoâng coù pheùp quay naøo xaûy ra, chæ coù söï thay ñoåi caùc 
maøu. Nuùt cha vaø nuùt chuù trôû thaønh maøu ñen, nuùt oâng trôû thaønh maøu ñoû. Ñieàu kieän 
ñoû vaãn baûo ñaûm khi xeùt moái quan heä giöõa nuùt oâng vaø nuùt cha, nuùt chuù; giöõa nuùt 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 10 – Caây nhieàu nhaùnh 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät    279

cha vaø nuùt con maøu ñoû môùi xuaát hieän beân döôùi. Ñieàu kieän ñen khoâng bò vi phaïm 
do soá nuùt ñen trong caùc ñöôøng ñi doïc theo caây khoâng heà thay ñoåi. Tuy nhieân, khi 
nuùt oâng vöøa ñöôïc bieán ñoåi thaønh maøu ñoû, ñieàu kieän ñoû coù theå bò vi phaïm khi xeùt 
moái quan heä vôùi nuùt cha cuûa nuùt naøy. Quaù trình xöû lyù chöa theå chaám döùt. Maëc duø 
vaäy, chuùng ta coù theå thaáy raèng nuùt oâng vöøa ñöôïc ñoåi sang maøu ñoû hoaøn toaøn gioáng 
vôùi tröôøng hôïp moät nuùt ñoû môùi xuaát hieän luùc tröôùc. Vaäy chuùng ta chæ caàn ñeå laïi 
cho caùc laàn goïi ñeä quy beân treân xöû lyù taïi caùc nuùt beân treân nöõa trong caây, baèng 
caùch laïi cho chæ soá traïng thaùi veà laïi tröôøng hôïp coù moät nuùt ñoû môùi xuaát hieän. Nhö 
vaäy quaù trình xöû lyù khi ñieàu kieän ñoû bò vi phaïm ñöôïc lan truyeàn doïc leân phía treân 
cuûa caây. Quaù trình naøy coù theå keát thuùc taïi moät nuùt naøo ñoù, hoaëc coù theå lan truyeàn 
leân taän goác. Vaø khi nuùt goác caàn ñöôïc ñoåi sang maøu ñoû, thì chöông trình ngoaøi 
cuøng chæ caàn ñoåi nuùt naøy thaønh maøu ñen cho ñuùng quy öôùc. Ñieàu naøy cuõng khoâng 
vi phaïm ñieàu kieän ñen, do noù laøm cho soá nuùt ñen trong taát caû caùc ñöôøng ñi doïc 
theo caây taêng theâm moät ñôn vò. Vaø ñaây cuõng chính laø tröôøng hôïp duy nhaát laøm 
cho soá nuùt ñen trong caùc ñöôøng ñi naøy taêng leân. 

10.4.5. Phöông thöùc theâm vaøo. Hieän thöïc 

Chuùng ta seõ chuyeån giaûi thuaät treân thaønh chöông trình C++. Cuõng nhö moïi 
khi, phaàn lôùn coâng vieäc ñeàu ñöôïc thöïc hieän bôûi haøm ñeä quy, phöông thöùc insert 
chæ caàn ñoåi nuùt goác thaønh maøu ñen khi caàn vaø kieåm tra loãi. Phaàn quan troïng nhaát 
cuûa giaûi thuaät theâm phaàn töû vaøo caây ñoû ñen laø naém giöõ ñöôïc chæ soá traïng thaùi moãi 
khi coù moät laàn ñeä quy keát thuùc. Chuùng ta caàn moät kieåu lieät keâ môùi ñeå phaân bieät 
caùc traïng thaùi: 
enum RB_code {okay, red_node, left_red, right_red, duplicate}; 
/*  Caùc giaù trò traïng thaùi maø moät laàn ñeä quy caàn chuaån bò tröôùc khi keát thuùc ñeå traû veà cho laàn ñeä 
quy beân treân nhö sau (giaû söû goïi nuùt ñang ñöôïc xöû lyù trong laàn ñeä quy hieän taïi laø *current): 
 
okay:      Maøu cuûa *current khoâng coù söï thay ñoåi naøo.  
 
red_node:  Maøu cuûa *current vöøa chuyeån töø ñen sang ñoû. Laàn ñeä quy beân treân khi nhaän ñöôïc 

thoâng tin naøy caàn xem xeùt ñeå xöû lyù.  
 
right_red: Maøu cuûa *current vaø nuùt con phaûi cuûa noù ñeàu laø ñoû, coù söï vi phaïm ñieàu kieän ñoû. 

Laàn ñeä quy beân treân khi nhaän ñöôïc thoâng tin naøy caàn thöïc hieän pheùp quay hoaëc ñoåi 
maøu caàn thieát. 

 
left_red:  Maøu cuûa *current vaø nuùt con traùi cuûa noù ñeàu laø ñoû, coù söï vi phaïm ñieàu kieän ñoû. 

Laàn ñeä quy beân treân khi nhaän ñöôïc thoâng tin naøy caàn thöïc hieän pheùp quay hoaëc ñoåi 
maøu caàn thieát. 

 
duplicate: Phaàn töû caàn theâm vaøo caây ñaõ coù trong caây. 
*/ 

 
 
 

template <class Record> 
Error_code RB_tree<Record>::insert(const Record &new_entry) 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 10 – Caây nhieàu nhaùnh 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät    280

/* 
post: Neáu khoùa trong new_entry ñaõ coù trong RB_tree, phöông thöùc traû veà 

duplicate_error. Ngöôïc laïi, phöông thöùc traû veà success vaø new_entry ñöôïc theâm 
vaøo caây sao cho caây vaãn thoûa caây RB-tree.  

uses: Caùc phöông thöùc cuûa struct RB_node vaø haøm ñeä quy rb_insert. 
*/ 
{ 
   RB_code status = rb_insert(root, new_entry); 
   switch (status) {   
      case red_node:   
         root->set_color(black);  
      case okay: 
         return success; 
      case duplicate: 
         return duplicate_error; 
      case right_red: 
      case left_red: 
         cout << "WARNING: Program error detected in RB_tree::insert" << 

endl; 
         return internal_error; 
   } 
} 

 
Haøm ñeä quy rb_insert thöïc hieän thöïc söï vieäc theâm phaàn töû môùi vaøo caây: tìm 

kieám trong caây theo caùch thoâng thöôøng, gaëp caây con roãng, theâm nuùt môùi vaøo taïi 
ñaây, caùc vieäc coøn laïi ñöôïc thöïc hieän treân ñöôøng quay veà cuûa caùc laàn goïi ñeä quy. 
Haøm naøy coù goïi modify_left hoaëc modify_right ñeå thöïc hieän caùc pheùp quay 
vaø ñoåi maøu töông öùng vôùi caùc tröôøng hôïp trong hình 10.17.  

 
template <class Record> 
RB_code RB_tree<Record>::rb_insert(Binary_node<Record> *&current, 
                                   const Record &new_entry) 
/* 
pre:  current laø NULL hoaëc laø ñòa chæ cuûa nuùt goác cuûa moät caây con trong RB_tree. 
post: Neáu khoùa trong new_entry ñaõ coù trong RB_tree, phöông thöùc traû veà 

duplicate_error. Ngöôïc laïi, phöông thöùc traû veà success vaø new_entry ñöôïc theâm 
vaøo caây con coù goác laø current. Tính chaát caây ñoû ñen trong caây con naøy vaãn thoûa ngoaïi 
tröø maøu taïi nuùt goác cuûa noù vaø moät trong hai nuùt con cuûa nuùt goác naøy. Traïng thaùi naøy seõ 
ñöôïc haøm modify_right hoaëc modify_left ñieàu chænh thích hôïp (töông öùng caùc trò cuûa 
RB_code) ñeå traû veà cho laàn ñeä quy beân treân cuûa laàn goïi rb_insert naøy.  

uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp RB_node, caùc haøm rb_insert (moät caùch ñeä quy), 
modify_left, vaø modify_right. 

*/ 
{ 
   RB_code status, 
           child_status; 
   if (current == NULL) { 
      current = new RB_node<Record>(new_entry); 
      status = red_node; 
   } 
 
   else if (new_entry == current->data) 
      return duplicate; 
   else if (new_entry < current->data) { 
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      child_status = rb_insert(current->left, new_entry); 
      status = modify_left(current, child_status); 
   } 
   else { 
      child_status = rb_insert(current->right, new_entry); 
      status = modify_right(current, child_status); 
   } 
   return status; 
} 
 

Haøm modify_left döïa vaøo traïng thaùi cuûa caùc nuùt con ñeå thöïc hieän pheùp quay 
hay söûa ñoåi maøu töông öùng, ñoàng thôøi caäp nhaät laïi vaø traû veà chæ soá traïng thaùi cho 
rb_insert. Chính trong haøm naøy chuùng ta quyeát ñònh trì hoaõn coâng vieäc khoâi 
phuïc caùc ñaëc tính cuûa caây ñoû ñen. Khi modify_left ñöôïc goïi, chuùng ta bieát raèng 
vieäc theâm vaøo vöøa ñöôïc thöïc hieän trong caây con beân traùi cuûa nuùt hieän taïi, bieát 
ñöôïc maøu cuûa nuùt hieän taïi, vaø thoâng qua chæ soá traïng thaùi, chuùng ta coøn bieát ñöôïc 
tröôøng hôïp naøo ñaõ xaûy ra ôû caây con traùi cuûa noù. Baèng caùch söû duïng caùc thoâng tin 
naøy, chuùng ta coù theå xaùc ñònh chính xaùc nhöõng vieäc caàn laøm ñeå khoâi phuïc caùc ñaëc 
tính cuûa caây ñoû ñen. 
 
 
template <class Record> 
RB_code RB_tree<Record>::modify_left(Binary_node<Record> *&current, 
                                     RB_code &child_status) 
/* 
pre:  Caây con beân traùi cuûa current vöøa ñöôïc theâm nuùt môùi, trò trong child_status seõ quyeát 

ñònh vieäc xöû lyù keá tieáp trong haøm naøy. 
post: Vieäc ñoåi maøu hoaëc quay caàn thieát ñaõ ñöôïc thöïc hieän, traïng thaùi thích hôïp ñöôïc traû veà bôûi 

haøm naøy.  
uses: Caùc phöông thöùc cuûa struct RB_node, caùc haøm rotate_right, 

double_rotate_right, vaø flip_color. 
*/ 
{ 
   RB_code status = okay; 
   Binary_node<Record> *aunt = current->right; 
   Color aunt_color = black; 
   if (aunt != NULL) aunt_color = aunt->get_color(); 
   switch (child_status) { 
   case okay: 
      break;  //  Vieäc xöû lyù ñaõ keát thuùc vaø khoâng caàn lan truyeàn leân treân nöõa. 
   case red_node: 
      if (current->get_color() == red) 
         status = left_red; 
      else 
         status = okay;// current maøu ñen, nuùt con traùi maøu ñoû, ñaõ thoûa caây 

RB-tree. 
      break; 
   case left_red: 
      if (aunt_color == black) status = rotate_right(current); 
      else                     status = flip_color(current); 
      break; 
   case right_red: 
      if (aunt_color == black) status = double_rotate_right(current); 
      else                     status = flip_color(current); 
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      break; 
   } 
   return status; 
} 

 
Haøm phuï trôï modify_right cuõng töông töï, noù xöû lyù cho caùc tình huoáng caây coù 

daïng nhö nhöõng hình aûnh phaûn chieáu qua göông cuûa caùc tình huoáng trong hình 
10.17. Haøm ñoåi maøu flip_color ñöôïc xem nhö baøi taäp. Caùc haøm quay döïa treân 
cô sôû caùc haøm quay cuûa caây AVL, coù theâm vieäc gaùn laïi caùc maøu vaø chæ soá traïng 
thaùi thích hôïp. 

10.4.6. Loaïi moät nuùt 

Cuõng nhö caây B-tree, vieäc loaïi boû moät nuùt phöùc taïp hôn vieäc theâm vaøo, ñoái 
vôùi caây ñoû ñen, vieäc loaïi nuùt coøn khoù khaên hôn raát nhieàu. Vieäc theâm vaøo taïo ra 
moät nuùt môùi maøu ñoû daãn ñeán nguy cô vi phaïm ñieàu kieän ñoû, chuùng ta caàn xem xeùt 
moät caùch caån thaän ñeå giaûi quyeát caùc vi phaïm naøy. Vieäc loaïi moät nuùt ñoû ra khoûi 
caây khoâng khoù laém. Tuy nhieân, vieäc loaïi moät nuùt ñen khoûi caây daãn ñeán nguy cô vi 
phaïm ñieàu kieän ñen, vaø noù ñoøi hoûi chuùng ta phaûi xem xeùt raát nhieàu tröôøng hôïp 
ñaëc bieät ñeå khoâi phuïc ñieàu kieän ñen cho caây.  
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Chöông 11 – HAØNG ÖU TIEÂN  
 
Caáu truùc döõ lieäu haøng ñôïi maø chuùng ta ñaõ xem xeùt trong chöông 3 laø theo ñuùng 

nguyeân taéc FIFO. Tuy nhieân trong thöïc teá, coù nhöõng tröôøng hôïp caàn coù söï linh 
ñoäng hôn. Chaúng haïn trong soá caùc coâng vieäc caàn xöû lyù, coù moät soá ít coâng vieäc voâ 
cuøng quan troïng, chuùng caàn ñöôïc xöû lyù caøng sôùm caøng toát ngay khi coù theå. Hoaëc 
trong tröôøng hôïp coù nhieàu taäp tin cuøng ñang chôø ñöôïc in, moät soá taäp tin chæ coù 1 
trang trong khi moät vaøi taäp tin khaùc thì raát daøi. Neáu caùc taäp tin 1 trang ñöôïc in 
tröôùc thì khoâng aûnh höôûng ñeán thôøi gian chôø ñôïi cuûa caùc taäp tin khaùc bao nhieâu. 
Ngöôïc laïi, neáu cöù theo thöù töï FIFO, moät soá baûn in chæ coù 1 trang laïi phaûi chôø ñôïi 
quaù laâu. 

 
Haøng coù xeùt thöù töï öu tieân, hay goïi taét laø haøng öu tieân (priority queue), laø moät 

caùch giaûi quyeát caùc tröôøng hôïp treân moät caùch thoûa ñaùng. Tuøy vaøo öùng duïng, tieâu 
chí ñeå xeùt ñoä öu tieân do chuùng ta quyeát ñònh. Trong chöông naøy chuùng ta seõ ñaëc 
taû vaø hieän thöïc CTDL cho haøng öu tieân naøy. 

11.1. Ñònh nghóa haøng öu tieân 
Haøng öu tieân coù caùc phöông thöùc gaàn gioáng nhö moät haøng ñôïi thoâng duïng, chæ 

khaùc veà maët chieán löôïc: 

Ñònh nghóa: Moät haøng öu tieân caùc phaàn töû kieåu T goàm caùc phaàn töû cuûa T, keøm 
caùc taùc vuï sau: 

1. Taïo môùi moät ñoái töôïng haøng roãng. 
2. priority_append: Theâm moät phaàn töû môùi vaøo haøng, giaû söû haøng chöa ñaày 

(tuøy vaøo ñoä öu tieân cuûa phaàn töû döõ lieäu môùi noù seõ ñöôïc ñöùng ôû moät vò trí thích 
hôïp).  

3. priority_serve: Loaïi moät phaàn töû ra khoûi haøng, giaû söû haøng chöa roãng 
(phaàn töû bò loaïi laø phaàn töû ñeán löôït ñöôïc xem xeùt theo quy öôùc ñoä öu tieân ñaõ 
ñònh). 

4. priority_retrieve: Xem phaàn töû taïi ñaàu haøng (phaàn töû saép ñöôïc xem xeùt). 

11.2. Caùc phöông aùn hieän thöïc haøng öu tieân 
Giaû söû ñoä öu tieân laø söï keát hôïp bôûi ñoä öu tieân theo tieâu chí maø chuùng ta ñaõ 

choïn cuøng vôùi thöù töï xuaát hieän cuûa coâng vieäc. Khi ñöa vaøo haøng, moãi coâng vieäc seõ 
coù moät thoâng soá ñeå chöùa ñoä öu tieân naøy. Chuùng ta quy öôùc raèng ñoä öu tieân caøng 
nhoû thöù töï öu tieân caøng cao. 

 
Chuùng ta coù theå duøng DSLK ñôn ñeå hieän thöïc haøng öu tieân. Vieäc theâm vaøo 

luoân thöïc hieän ôû ñaàu danh saùch, vieäc laáy ra seõ phaûi duyeät laàn löôït heát danh saùch 
ñeå choïn phaàn töû coù ñoä öu tieân cao nhaát. Ngöôïc laïi, neáu khi theâm vaøo luoân giöõ 
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danh saùch ñuùng thöù töï taêng daàn cuûa ñoä öu tieân, khi laáy ra chæ caàn laáy phaàn töû ñaàu 
danh saùch. Caû hai caùch ñeàu toán O(1) cho moät taùc vuï vaø O(N) cho taùc vuï coøn laïi. 

 
Phöông aùn thöù hai coù theå hieän thöïc haøng öu tieân bôûi moät caây nhò phaân tìm 

kieám (BST). Phöông aùn naøy caàn O(logN) cho moãi taùc vuï theâm hoaëc loaïi phaàn töû. 
Taùc vuï priority_serve seõ luoân laáy ra phaàn töû cöïc traùi cuûa caây nhò phaân, ñieàu 
naøy seõ laøm cho caây maát caân baèng vaø coù theå khaéc phuïc baèng caùch söû duïng caây AVL 
thay cho caây BST bình thöôøng. 

 
Tuy nhieân caùc phöông aùn söû duïng caây treân ñaây hôi bò thöøa. Vieäc quaûn lyù caây 

quaù phöùc taïp so vôùi muïc ñích cuûa chuùng ta.  
 
Caùch hieän thöïc ñôn giaûn vaø phoå bieán cho haøng öu tieân laø heap nhò phaân 

(binary heap), coù khi coøn ñöôïc goïi taét laø heap. Vaø vì noù khaù phoå bieán neân nhieàu 
luùc ngöôøi ta chæ goïi ñôn giaûn laø heap, chöù khoâng coøn goïi laø haøng öu tieân nöõa. 
Ñònh nghóa heap nhò phaân ñaõ ñöôïc trình baøy trong chöông 8. Trong chöông naøy 
chuùng ta söû duïng heap nhò phaân laø moät min-heap. 
 

Phaàn hieän thöïc moät CTDL heap cuï theå ñöôïc xem nhö baøi taäp. Phaàn tieáp sau 
ñaây trình baøy caùc thao taùc treân heap baèng maõ giaû, vaø ñeå deã daøng hình dung 
chuùng ta cuõng vaãn duøng hình aûnh cuûa caây nhò phaân ñeå minh hoïa.  

11.3. Hieän thöïc caùc taùc vuï cô baûn treân heap nhò phaân 

11.3.1. Taùc vuï theâm phaàn töû 

Ñeå theâm moät phaàn töû môùi vaøo heap, chuùng ta taïo moät choã troáng ngay sau 
phaàn töû cuoái cuûa heap, ñieàu naøy baûo ñaûm heap vaãn coù caáu truùc caây nhò phaân ñaày 
ñuû hoaëc gaàn nhö ñaày ñuû. Neáu phaàn töû môùi coù theå ñaët vaøo choã troáng naøy maø khoâng 
vi phaïm ñieàu kieän thöù hai cuûa heap (baèng caùch so saùnh phaàn töû môùi vôùi nuùt cha 
cuûa choã troáng naøy) thì giaûi thuaät keát thuùc. Ngöôïc laïi, chuùng ta laáy phaàn töû cha 
cuûa choã troáng naøy ñeå laáp vaøo choã troáng, luùc ñoù seõ xuaát hieän choã troáng môùi. Coâng 
vieäc laäp laïi töông töï cho ñeán khi tìm ñöôïc vò trí thích hôïp cho phaàn töû môùi. 
Hình 11.1 minh hoïa vieäc theâm phaàn töû 14 vaøo moät heap. 
Vieäc theâm phaàn töû môùi toán nhieàu nhaát laø O(logN). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 11 – Haøng öu tieân 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   285

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 11.1. Theâm phaàn töû 14 vaøo heap 
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ErrorCode Priority_Queue::priority_append(Entry item) 
/* 
pre: ñoái töôïng Priority_Queue coù thuoäc tính heap laø maûng lieân tuïc chöùa caùc phaàn töû. 
post: item ñöôïc theâm vaøo haøng öu tieân sao cho tính chaát heap vaãn thoaû. 
*/ 
{ 

1. if (full()) 
1. return overflow; 

2. else 
1. current_position = size() 
2. loop ((toàn taïi parent laø cha cuûa phaàn töû taïi current_position) AND 

                                                (parent > item)  
// Laàn löôït di chuyeån caùc nuùt cha xuoáng neáu cha lôùn hôn item ñeå laáp choã troáng 

1. heap[current_position] = parent 
2. Cho current_position laø vò trí cuûa parent 

3. endloop 
4. heap[current_position] = item 
5. // Caäp nhaät laïi kích thöôùc cuûa heap. 
6. return success 

3. endif 
} 
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11.3.2. Taùc vuï loaïi phaàn töû 

 Vieäc loaïi phaàn töû cuõng töông töï vieäc theâm vaøo. Phaàn töû laáy ra chính laø phaàn 
töû taïi goác cuûa caây vì ñoù laø phaàn töû coù ñoä öu tieân cao nhaát. Vieäc coøn laïi laø giaûi 
quyeát cho choã troáng naøy. Trong hình 11.2 chuùng ta seõ thaáy quaù trình di chuyeån 
cuûa choã troáng. Moät trong hai phaàn töû con cuûa noù seõ di chuyeån laáp ñaày choã troáng. 
Phaàn töû nhoû nhaát trong hai phaàn töû con ñöôïc choïn ñeå thoûa ñònh nghóa cuûa heap. 
Cuoái cuøng, vôùi choã troáng khoâng coøn nuùt con thì ñöôïc laáp ñaày bôûi phaàn töû cuoái cuûa 
heap vì chuùng ta luoân bieát raèng ñaây laø caây nhò phaân ñaày ñuû hoaëc gaàn nhö ñaày ñuû, 
noù luoân chöùa caùc phaàn töû coù theå ñieàn vaøo moät maûng lieân tuïc töø traùi sang phaûi. Vaø 
thöïc söï chuùng ta cuõng hieän thöïc heap trong moät maûng lieân tuïc chöù khoâng phaûi 
caáu truùc caây coù con troû. Moïi thao taùc vôùi caùc chæ soá ñeå ñònh vò ñeán caùc phaàn töû 
cha, con, ñeàu raát nhanh choùng. Chuùng ta coù theå chaéc chaén raèng ñieàu kieän thöù hai 
trong ñònh nghóa cuûa heap cuõng khoâng bò vi phaïm khi dôøi phaàn töû cuoái baèng caùch 
naøy. Chi phí trong vieäc loaïi phaàn töû laø O(logN). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 11.2. Loaïi moät phaàn töû ra khoûi heap 
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11.4. Caùc taùc vuï khaùc treân heap nhò phaân 

11.4.1. Taùc vuï tìm phaàn töû lôùn nhaát 

Taùc vuï priority_retrieve truy xuaát phaàn töû beù nhaát trong min-heap coù chi 
phí O(1). Ñoái vôùi vieäc tìm ra phaàn töû lôùn nhaát trong min-heap khoù khaên hôn. 
Tuy vaäy, chuùng ta cuõng khoâng phaûi duøng caùch tìm tuyeán tính treân toaøn boä heap, 
vì caùc phaàn töû trong heap luoân coù moät traät töï nhaát ñònh theo ñònh nghóa. Chuùng 
ta thaáy ngay raèng phaàn töû lôùn nhaát phaûi laø moät trong caùc nuùt laù, ñoù laø moät nöûa 
beân phaûi cuûa maûng lieân tuïc chöùa caùc phaàn töû cuûa heap. 

11.4.2. Taùc vuï taêng giaûm ñoä öu tieân 

Taïi thôøi ñieåm khi maø caùc coâng vieäc ñöôïc ñöa vaøo haøng öu tieân, moãi coâng vieäc 
ñeàu ñaõ ñöôïc xaùc ñònh ñoä öu tieân, vaø chæ soá naøy chính laø khoùa ñöôïc xöû lyù bôûi heap. 
Tuy nhieân, giaû söû trong khi caùc coâng vieäc ñang naèm trong haøng öu tieân ñeå chôø 
ñeán löôït ñöôïc cung caáp dòch vuï, ngöôøi ñieàu haønh muoán can thieäp vaøo thöù töï öu 
tieân naøy vì moät soá lyù do. Chaúng haïn coù moät coâng vieäc ñang phaûi chôø quaù laâu vaø coù 
moät yeâu caàu ñoät xuaát caàn thuùc ñaåy noù ñöôïc hoaøn thaønh sôùm hôn. Ngöôïc laïi ngöôøi 
ñieàu haønh cuõng coù theå muoán ñieàu chænh giaûm ñoä öu tieân moät coâng vieäc naøo khaùc. 
Nhöõng ñieàu naøy raát thöôøng xaûy ra neáu chuùng ta xeùt trong moät tình huoáng raèng, 
trong cheá ñoä phuïc vuï coù phaân chia thôøi gian, khi heát khoaûng thôøi gian quy ñònh, 
neáu coâng vieäc vaãn chöa thöïc hieän xong thì laïi phaûi quay laïi haøng ñôïi naèm chôø 
tieáp. Moãi coâng vieäc thöôøng phaûi ñôïi, ñöôïc phuïc vuï, ñôïi, ñöôïc phuïc vuï,… vaøi laàn nhö 
theá môùi keát thuùc. Nhö vaäy thì vieäc ngöôøi ñieàu haønh ñöôïc quyeàn can thieäp vaøo 
haøng ñôïi tuøy vaøo nhöõng tình theá cuï theå laø raát coù lôïi. Nhöõng coâng vieäc ñoâi khi do 

ErrorCode Priority_Queue::priority_serve() 
/* 
pre: ñoái töôïng Priority_Queue coù thuoäc tính heap laø maûng lieân tuïc chöùa caùc phaàn töû. 
post: phaàn töû nhoû nhaát trong haøng öu tieân ñöôïc laáy ñi. 
*/ 
{ 

1. if (empty()) 
1. return underflow; 

2. else 
1. current_position = 0 
2. loop (phaàn töû taïi current_position coù con)// Laàn löôït di chuyeån caùc nuùt  

// con leân ñeå laáp choã troáng. 
1. child laø phaàn töû nhoû nhaát trong hai con  
2. child ñöôïc cheùp leân vò trí current_position 
3. Cho current_position laø vò trí cuûa child vöøa ñöôïc cheùp  

3. endloop 
4. heap[current_position] = heap[size()-1] 
5. // Caäp nhaät laïi kích thöôùc cuûa heap. 
6. return success 

3. endif 
} 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 11 – Haøng öu tieân 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   288

tính thieáu hieäu quaû, ñaõ söû duïng toång thôøi gian phuïc vuï quaù lôùn maø vaãn chöa keát 
thuùc, thöôøng bò giaûm ñoä öu tieân nhö moät hình thöùc phaït. 

 
Tröôùc heát chuùng ta caàn boå sung moät vaøi CTDL vaø moät vaøi haøm phuï trôï sao cho 

khi moät coâng vieäc ñöôïc ñöa vaøo haøng öu tieân chuùng ta luoân naém ñöôïc vò trí cuûa noù 
trong haøng öu tieân, keå caû khi noù bò dòch chuyeån do caùc thao taùc cuûa caùc taùc vuï 
theâm, loaïi,…Taát nhieân nhöõng boå sung naøy seõ ñöôïc ñoùng kín trong CTDL 
Priority_Heap cuûa chuùng ta. Sau ñoù, chuùng ta coù theå thieát keá hai taùc vuï 
decrease_key(position, delta) vaø increase_key(position, delta) cho 
pheùp giaûm hoaëc taêng khoùa cuûa phaàn töû taïi vò trí position trong heap moät löôïng 
delta. Khi giaûm hoaëc taêng nhö vaäy, chuùng ta chæ caàn xöû lyù dòch chuyeån phaàn töû 
naøy leân hoaëc xuoáng vò trí thích hôïp trong heap so vôùi giaù trò môùi cuûa khoùa, vieäc 
naøy raát deã daøng vaø gaàn gioáng vôùi nhöõng gì chuùng ta ñaõ laøm trong hai taùc vuï 
priority_append vaø priority_serve. 

11.4.3. Taùc vuï loaïi moät phaàn töû khoâng ôû ñaàu haøng 

Chuùng ta cuõng coù theå boå sung theâm taùc vuï loaïi haún moät coâng vieäc ñang ñôïi 
trong haøng (khoâng phaûi laø phaàn töû ñang ôû ñaàu haøng vaø coù ñoä öu tieân cao nhaát) 
nhaèm ñaùp öùng yeâu caàu cuûa moät ngöôøi söû duïng naøo ñoù muoán ngöng khoâng thöïc 
hieän coâng vieäc nöõa. Taùc vuï delete(position) ñôn giaûn laø goïi 
decrease_key(position, delta) vôùi delta voâ cuøng lôùn roài goïi 
priority_serve. 

11.5. Moät soá phöông aùn khaùc cuûa heap  

Ñaëc tính chính yeáu cuûa heap laø traät töï giöõa caùc phaàn töû cha – con. Ñieàu 
naøy ñaùp öùng muïc ñích cuûa haøng öu tieân laø truy xuaát nhanh choùng phaàn töû nhoû 
nhaát. Heap nhò phaân khai thaùc tính naêng cuûa maûng lieân tuïc taïo hieäu quaû nhaát 
ñònh trong caùc thao taùc treân haøng öu tieân. Döôùi ñaây laø moät vaøi phöông aùn khaùc 
cuûa heap, chuùng khai thaùc caùc öu ñieåm cuûa caùc caùch hieän thöïc khaùc nhau. 

 

11.5.1. d-heaps 

Heap nhò phaân luoân phoå bieán khi ngöôøi ta caàn duøng ñeán haøng öu tieân. d-
heaps hoaøn toaøn gioáng heap nhò phaân ngoaïi tröø moãi nuùt coù d chöù khoâng phaûi 2 
con. d caøng lôùn caøng lôïi cho pheùp theâm vaøo, ngöôïc laïi, trong pheùp loaïi boû phaàn töû 
beù nhaát, caàn phaûi chi phí trong vieäc so saùnh d phaàn töû con cuûa moät nuùt ñeå laáy 
phaàn töû nhoû nhaát ñaåy leân. Do ñoù d-heap thích hôïp vôùi caùc öùng duïng maø pheùp 
theâm vaøo ñöôïc thöïc hieän thöôøng xuyeân. Ngoaøi ra coøn phaûi tính ñeán chi phí trong 
vieäc ñònh vò caùc nuùt cha, nuùt con trong maûng lieân tuïc. Neáu d laø luõy thöøa cuûa 2 thì 
caùc pheùp nhaân, chia ñöôïc thöïc hieän bôûi pheùp dòch chuyeån bit raát tieän lôïi. Cuoái 
cuøng, töông töï B-tree, khi döõ lieäu quaù lôùn khoâng chöùa ñuû trong boä nhôù thì  
d-heap cuõng thích hôïp vôùi vieäc söû duïng theâm boä nhôù ngoaøi. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 11 – Haøng öu tieân 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   289

Hình 11.3 . d-heap 
 
Nhöôïc ñieåm cuûa caùc heap treân ñaây laø vieäc tìm kieám moät phaàn töû baát kyø hay 

vieäc troän hai heap vôùi nhau khoâng thích hôïp. Chuùng ta seõ xem xeùt moät soá caáu 
truùc phöùc taïp hôn nhöng raát thích hôïp cho pheùp troän. 

11.5.2. Heap leäch traùi (Leftist heap) 

Vieäc söû duïng maûng lieân tuïc nhö heap nhò phaân thaät khoâng deã ñeå thöïc hieän 
pheùp troän moät caùch hieäu quaû, vì noù luoân ñoøi hoûi vieäc di chuyeån caùc phaàn töû. Moïi 
CTDL thích hôïp cho vieäc troän ñeàu duøng ñeán con troû. Nhöôïc ñieåm cuûa con troû laø 
thôøi gian xaùc ñinh vò trí caùc phaàn töû laâu hôn so vôùi trong maûng lieân tuïc. Heap 
leäch traùi seõ söû duïng caáu truùc lieân keát vôùi caùc con troû traùi vaø phaûi taïi moãi nuùt ñeå 
chöùa ñòa chæ cuûa hai nuùt con, muïc ñích ñeå khai thaùc ñieåm maïnh cuûa pheùp troän. 

 
Heap leäch traùi cuõng gioáng vôùi heap nhò phaân ôû caáu truùc nhò phaân vaø traät töï 

giöõa caùc phaàn töû cha – con. Chuùng ta luoân nhôù raèng, traät töï giöõa caùc phaàn töû cha 
– con laø tính chaát cô baûn nhaát cuûa moïi heap. Ñieåm khaùc ôû ñaây laø heap leäch traùi 
khoâng coù söï caân baèng. 

 
Chuùng ta ñònh nghóa chieàu daøi ñöôøng ñi ñeán NULL cuûa moät phaàn töû X (null 

path length – Npl(X)) laø chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø X ñeán moät nuùt laù. 
Npl cuûa nuùt laù vaø nuùt baäc moät baèng 0, Npl(NULL) = -1. Npl cuûa baát kyø nuùt naøo 
baèng Npl cuûa nuùt con coù Npl nhoû nhaát coäng theâm 1. 

 
Heap leäch traùi coù tính chaát sau ñaây: taïi moïi nuùt, Npl cuûa nuùt con traùi 

luoân lôùn hôn hoaëc baèng Npl cuûa nuùt con phaûi. Tính chaát naøy laøm cho heap 
leäch traùi maát caân baèng. Chuùng ta goïi ñöôøng ñi traùi (hoaëc phaûi) taïi moãi nuùt laø 
ñöôøng ñi ñeán nuùt döôùi cöïc traùi (cöïc phaûi) töông öùng cuûa nuùt ñoù. Moïi nuùt trong 
heap leäch traùi luoân coù khuynh höôùng coù ñöôøng ñi traùi daøi hôn ñöôøng ñi phaûi, do 
ñoù ñöôøng ñi phaûi taïi nuùt goác luoân laø ñöôøng ngaén nhaát trong caùc ñöôøng ñi töø goác 
ñeán caùc nuùt laù.  

 
Coù theå chöùng minh baèng suy dieãn raèng moät caây heap leäch traùi vôùi r nuùt treân 

ñöôøng ñi phaûi seõ coù ít nhaát 2r-1 nuùt. Töø ñoù caây heap leäch traùi N nuùt seõ coù nhieàu 
nhaát ⎣log(N+1)⎦  nuùt treân ñöôøng ñi phaûi. YÙ töôûng chính cuûa heap leäch traùi laø 
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moïi taùc vuï ñeàu ñöôïc thöïc hieän treân ñöôøng ñi phaûi ñeå luoân ñöôïc baûo ñaûm vôùi chi 
phí log(N). 

   (a)       (b) 
Hình�11.4. Npl taïi moãi nuùt. 
 (a)- Thoaû ñieàu kieän heap leäch traùi. 
 (b)- Nuùt coù daáu * vi phaïm ñieàu kieän heap leäch traùi.. 

 
Caùc taùc vuï treân heap leäch traùi 
 

Taùc vuï cô baûn nhaát cuûa heap leäch traùi laø taùc vuï troän. Chuùng ta seõ thaáy pheùp 
theâm vaøo vaø pheùp loaïi boû ñöôïc thöïc hieän deã daøng nhôø goïi pheùp troän naøy. 

 
Ngoaøi hai con troû traùi vaø phaûi, moãi nuùt trong heap leäch traùi coøn coù theâm thoâng 

tin laø Npl cuûa noù.  
 
Ñeå troän hai heap leäch traùi H1 vaø H2: 
• Neáu moät trong hai heap roãng thì traû veà heap coøn laïi. 
• Ngöôïc laïi, so saùnh döõ lieäu taïi hai nuùt goác, thöïc hieän troän heap coù goác lôùn 

hôn vôùi caây con phaûi cuûa heap coù goác nhoû hôn. Ñieàu naøy baûo ñaûm goác cuûa 
heap keát quaû luoân coù trò nhoû nhaát trong taát caû caùc nuùt, vì heap keát quaû coù 
goác chính laø goác cuûa heap ban ñaàu coù goác nhoû hôn. 

 
Ñaây chính laø quaù trình ñeä quy. Tröôùc khi keát thuùc moät laàn goïi ñeä quy, chuùng 

ta chæ caàn kieåm tra nuùt goác naøy coù thoûa ñieàu kieän cuûa heap leäch traùi hay khoâng, 
neáu caàn chuùng ta chæ caàn hoaùn vò hai con traùi vaø phaûi cuûa noù ñeå coù ñöôïc Npl cuûa 
nuùt con traùi lôùn hôn hoaëc baèng Npl cuûa nuùt con phaûi. Npl cuûa nuùt goác ñöôïc caäp 
nhaät baèng Npl cuûa nuùt con phaûi coäng theâm 1. 

 
Hình 11.5 minh hoïa quaù trình troän hai heap leäch traùi H1 vaø H2. 
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H1       H2 
 
(a)- Do 6>3, troän H2 vôùi caây con goác 8. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b)- Do8>6, troän caây con goác 8 vôùi caây con goác 7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(c)-Do 8>7, troän caây con goác 8 vôùi caây con goác 18. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(d)- Do 18>8, troän caây con goác 18 vôùi caây con phaûi cuûa 8 (NULL) 
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(e)- Taïi nuùt 18 vaø nuùt 8 khoâng vi phaïm heap leäch traùi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(f)-  Taïi nuùt 7 vi phaïm heap leäch traùi, hoaùn vò hai caây con. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(g)- Taïi nuùt 6 khoâng vi phaïm heap leäch traùi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(h)- Taïi nuùt 3 vi phaïm heap leäch traùi, hoaùn vò hai caây con. 

 
Hình 11.5- Troän hai heap leäch traùi H1 vaø H2 
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//Phaàn maõ giaû cho khai baùo vaø moät soá taùc vuï cho LeftistHeap. 
 
struct LeftistHeap_Node  
 DataType    data 
 LeftistHeap_Node* left 
 LeftistHeap_Node* right 
 int      Npl 
end struct 
 
class Leftist_Heap  
 public: 
  void merge(ref Leftist_Heap H1, ref Leftist_Heap H2) 
 private: 
      LeftistHeap_Node* recursive_merge(ref LeftistHeap_Node* p1,  

ref LeftistHeap_Node* p2) 
  LeftistHeap_Node* aux_merge(ref LeftistHeap_Node* p1, 

ref LeftistHeap_Node* p2) 
  LeftistHeap_Node* root 
end class 
 
 
void Leftist_Heap::merge(ref Leftist_Heap H1, ref Leftist_Heap H2) 
/* 
post: H1 laø heap leäch traùi laø keát quaû troän hai heap H1 vaø H2, H2 roãng. 
*/ 
{ 

1. recursive_merge(H1.root, H2.root); 
} 
 
 
LeftistHeap_Node* Leftist_Heap::recursive_merge(ref LeftistHeap_Node* p1, 

ref LeftistHeap_Node* p2) 
/* 
pre: p1 vaø p2 laø ñóa chæ nuùt goác cuûa hai heap leäch traùi. 
post: Traû veà ñòa chæ nuùt goác cuûa heap leäch traùi laø keát quaû troän hai heap ban ñaàu, p1 vaø p2 laø 

NULL. 
uses: Söû duïng haøm aux_merge. 
*/ 
{ 
 LeftistHeap_Node* p; 

1. if (p1 == NULL) 
1. p = p2; 

2. if (p2 = NULL) 
1. p = p1; 

3. if (p1->data < p2->data) 
1. p = aux_merge(p1, p2); 

4. else 
1. p = aux_merge(p2, p1); 

5. p1 = NULL; 
6. p2 = NULL; 
7. return p; 

} 
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Thôøi gian troän hai heap leäch traùi tæ leä vôùi chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi phaûi, vaø ñoù 
laø O(logN). Giaûi thuaät ñeä quy treân coù theå ñöôïc khöû ñeä quy nhö sau. Böôùc thöù 
nhaát thöïc hieän troän ñöôøng ñi phaûi cuûa hai heap, ñöôøng ñi phaûi cuûa heap keát quaû 
chính laø thöù töï taêng daàn cuûa caùc nuùt treân ñöôøng ñi phaûi cuûa hai heap ban ñaàu (3, 
6, 7, 8, 18). Keát quaû cho thaáy ôû hình 11.6. Böôùc thöù hai ñi laàn ngöôïc treân ñöôøng ñi 
phaûi cuûa caây keát quaû ñeå hoaùn vò caùc con traùi vaø con phaûi khi caàn thieát. Tröôøng 
hôïp chuùng ta vieäc hoaùn vò caàn thöïc hieän taïi nuùt 7 vaø nuùt 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 11.6. Keát quaû sau böôùc thöù nhaát cuûa giaûi thuaät troän khoâng ñeä quy. 
 
Pheùp theâm moät phaàn töû môùi chính laø pheùp troän heap leäch traùi ñaõ coù vôùi moät 

heap leäch traùi chæ coù duy nhaát nuùt caàn theâm vaøo. Pheùp loaïi phaàn töû nhoû nhaát cuûa 
heap leäch traùi laø pheùp laáy ñi phaàn töû taïi goác vaø troän hai caây con cuûa noù vôùi nhau. 
Nhö vaäy taát caû caùc taùc vuï treân heap leäch traùi ñeàu coù chi phí O(logN). 
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LeftistHeap_Node* Leftist_Heap::aux_merge(ref LeftistHeap_Node* p1,  
ref LeftistHeap_Node* p2) 

/* 
pre: p1 vaø p2 laø ñòa chæ nuùt goác cuûa hai heap leäch traùi. 
post: Heap p2 ñöôïc troän vôùi caây con phaûi cuûa heap p1, p2 gaùn veà NULL. 
uses: Söû duïng haøm SwapChildren vaø recursive_merge. 
*/ 
{ 

1. if (p1->left == NULL) // Tröôøng hôïp naøy p1_>right ñaõ laø NULL do ñieàu kieän 
1. p1->left = p2;   // cuûa heap leäch traùi. 

2. else 
1. p1->right = recursive_merge(p1->right, p2);  
2. if(p1->left->Npl < p1->right->Npl) 

1. SwapChildren(p1); // Traùo 2 caây con cuûa p1. 
3. p1->Npl = p1->right->Npl + 1; 

3. return p1; // p2 ñaõ ñöôïc gaùn NULL trong recursive_merge. 
} 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 11 – Haøng öu tieân 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   295

11.5.3. Skew heap 

Skew heap gioáng nhö heap leäch traùi nhöng khoâng chöùa thoâng tin veà Npl vaø 
khoâng coù raøng buoäc gì veà chieàu daøi ñöôøng ñi phaûi. Nhö vaäy trong tröôøng hôïp xaáu 
nhaát caùc taùc vuï chi phí ñeán O(N), khi caây nhò phaân suy bieán thaønh chuoãi maéc 
xích N nuùt veà beân phaûi. 

 
Taùc vuï chính cuûa skew heap cuõng laø pheùp troän, trong ñoù vieäc hoaùn vò hai 

nhaùnh con luoân ñöôïc laøm. Taùc vuï naøy coù theå ñöôïc hieän thöïc ñeä quy hoaëc khoâng ñeä 
quy. Keát quaû vieäc hoaùn vò taïi taát caû caùc nuùt seõ laø ñöôøng ñi traùi cuûa heap cuoái cuøng 
seõ chöùa taát caû caùc nuùt treân hai ñöôøng ñi phaûi cuûa hai heap ban ñaàu theo ñuùng thöù 
töï taêng daàn giuõa chuùng. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hình 11.7. Keát quaû troän H1 vaø H2 theo caùch cuûa skew heap, hoaùn vò hai con traùi vaø phaûi taïi 

moïi nuùt 
Nhö vaäy tuy tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa skew heap laø O(log N), nhöng skew 

heap coù öu ñieåm laø khoâng phaûi chi phí ñeå quaûn lyù Npl taïi moãi nuùt vaø cuõng khoâng 
phaûi so saùnh Npl ñeå qyeát ñònh coù hoaùn vò hai nuùt con taïi moãi nuùt hay khoâng. 

11.5.4. Haøng nhò thöùc (Binomial Queue) 

Haøng nhò thöùc laø moät phöông aùn hieän thöïc cuûa haøng öu tieân. Heap leäch traùi vaø 
skew heap thöïc hieän O(log N) moãi taùc vuï ñoái vôùi vieäc troän, theâm vaø loaïi phaàn 
töû nhoû nhaát. Heap nhò phaân thöïc hieän moãi taùc vuï theâm vaøo vôùi thôøi gian trung 
bình laø haèng soá. Haøng nhò thöùc trong tröôøng hôïp xaáu nhaát thöïc hieän O(logN) 
cho moãi taùc vuï, nhöng vieäc theâm vaøo cuõng coù thôøi gian trung bình laø haèng soá. 

 
Khaùc vôùi moïi hieän thöïc cuûa haøng öu tieân maø chuùng ta ñaõ xem xeùt, haøng nhò 

thöùc khoâng phaûi laø moät caây coù traät töï cuûa heap, maø laø moät röøng caùc caây coù traät töï 
cuûa heap, trong ñoù khoâng ñöôïc pheùp coù hai caây coù cuøng chieàu cao. Theo quy öôùc, 
caây coù chieàu cao 0 laø caây coù 1 nuùt; caây coù chieàu cao k coù ñöôïc baèng caùch noái moät 
caây chieàu cao k-1 vaøo nuùt goác cuûa moät caây chieàu cao k-1 khaùc. Hình 11.8 bieåu dieãn 
caùc caây coù chieàu cao laàn löôït laø 0, 1, 2, 3, 4. Töø hình veõ chuùng ta thaáy, caây Bk bao 
goàm moät nuùt goác vaø caùc caây con B0, B1,…, Bk-1. Caây Bk coù chính xaùc laø 2k nuùt, do ñoù 
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töø ñaây chuùng ta seõ goïi caùc caây naøy laø caây nhò thöùc. Soá nuùt ôû möùc d trong caây nhò 
thöùc laø Cd

k. Neáu moïi caây nhò thöùc trong haøng nhò thöùc ñeàu coù traät töï cuûa heap vaø 
khoâng cho pheùp coù nhieàu hôn moät caây nhò thöùc coù cuøng chieàu cao thì haøng öu tieân 
vôùi kích thöôùc baát kyø ñeàu coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät haøng nhò thöùc nhö theá 
naøy. Chaúng haïn haøng öu tieân coù 13 nuùt seõ goàm caùc caây nhò thöùc B3, B2, vaø B0. 
Bieåu dieãn nhò phaân cuûa 13 chính laø 1101, ñieàu naøy hoaøn toaøn töông öùng vôùi söï coù 
maët cuûa B3, B2, vaø B0, maø khoâng coù maët cuûa B1. 

 
 B0  B1  B2       B3 
 
 
 
 
     B4 
 
 
 
 
 
 
Hình 11.8- Hình daïng caùc caây nhò thöùc vôùi caùc chieàu cao 0, 1, 2, 3, vaø 4 ñöôïc quy ñònh trong 

haøng nhò thöùc. 
 
Hình 11.9 bieåu dieãn moät haøng nhò thöùc coù 6 nuùt. 
 
 
 
 
 

Hình 11.9- Haøng nhò thöùc coù 6 nuùt. 
 
Phaàn töû nhoû nhaát trong haøng nhò thöùc chính laø moät trong caùc nuùt goác cuûa caùc 

caây nhò thöùc coù trong haøng. Do haøng nhò thöùc coù nhieàu nhaát laø log N caây nhò thöùc 
khaùc nhau, vieäc tìm kieám chi phí O(log N). Neáu chuùng ta ñaùnh daáu phaàn töû nhoû 
nhaát moãi khi coù söï thay ñoåi bôûi moät taùc vuï naøo thì chi phí naøy laø O(1). 

 
Pheùp troän trong haøng nhò thöùc raát deã daøng. Giaû söû chuùng ta caàn troän hai haøng 

nhò thöùc H1 vaø H2 trong hình 11.10. H3 laø haøng nhò thöùc keát quaû. Trong H1 vaø H2 
chæ coù moät caây nhò thöùc B0, vaäy B0 seõ laø moät thaønh phaàn cuûa H3. Chuùng ta keát 
hôïp hai caây nhò thöùc B1 trong H1 vaø H2 baèng caùch cho caây nhò thöùc coù goác lôùn hôn 
laøm caây con cuûa caây nhò thöùc coøn laïi. Vôùi caây nhò thöùc B2 vöøa coù ñöôïc vaø hai caây 
nhò thöùc B2 ban ñaàu trong H1 vaø H2, chuùng ta ñeå laïi moät caây trong H3, vaø keát hôïp 
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hai caây B2 coøn laïi thaønh moät caây B3. Vì H3 chöa coù caây nhò thöùc B3 neân B3 cuoái 
cuøng naøy seõ laø thaønh phaàn cuûa H3. 

 
 
 
 
 
      H1         H2 

Hình 11.10- Hai haøng nhò thöùc H1 vaø H2. 
 

 
 
 
 

Hình 11.11 - Keát hôïp hai caây nhò thöùc B1 trong H1 vaø H2. 
 
 
 
 
 
 

Hình 11.12- Keát quaû troän H1 vaø H2 thaønh H3. 
 
Vieäc keát hôïp hai caây nhò thöùc toán O(1), vôùi O(log N) caây nhò thöùc trong moãi 

haøng nhò thöùc, vieäc troän hai haøng nhò thöùc cuõng toán O(log N) trong tröôøng hôïp 
xaáu nhaát. Ñeå taêng tính hieäu quaû, chuùng ta löu caùc caây nhò thöùc trong moãi haøng 
nhò thöùc theo thöù töï taêng daàn cuûa chieàu cao caùc caây. 

 
Vieäc theâm moät phaàn töû môùi vaøo haøng nhò thöùc töông töï nhö ñoái vôùi heap leäch 

traùi: troän haøng nhò thöùc coù duy nhaát phaàn töû caàn theâm vôùi haøng nhò thöùc ñaõ coù. 
 
Vieäc loaïi phaàn töû nhoû nhaát cuõng ñôn giaûn: tìm phaàn töû nhoû nhaát trong soá caùc 

nuùt goác cuûa caùc caây nhò thöùc. Giaû söû ñoù laø caây Bk. Sau khi loaïi boû nuùt goác cuûa caây 
Bk, chuùng ta coøn laïi caùc caây con cuûa noù: B0, B1,… Bk-1. Goïi röøng goàm caùc caây con 
naøy laø H’, vaø H’’ laø haøng nhò thöùc ban ñaàu khoâng keå BK. Vieäc cuoái cuøng caàn laøm laø 
troän H’ vaø H’’. Chuùng ta coù theå töï kieåm tra raèng caùc pheùp theâm vaø loaïi naøy ñeàu 
toán O(log N) trong tröôøng hôïp xaáu nhaát. 

16 

18 

12 

21 24 

65 

14 

26 

23 

51 24 

65 

13 

14 

26 16 

18 

23 

51 24 

65 

13 12 

21 24 

65 

14 

26 16 

18 

23

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 11 – Haøng öu tieân 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät   298

 
Hình 11.13- Quaù trình theâm caùc phaàn töû 1, 2,…, 7 vaøo haøng nhò thöùc. 
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        H 
 
 
 
 
 
 H’’        H’ 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 11.14- Quaù trình loaïi phaàn töû nhoû nhaát trong haøng nhò thöùc H. 
 

Hieän thöïc cuûa haøng nhò thöùc 
 
Vieäc tìm phaàn töû nhoû nhaát caàn duyeät qua caùc goác cuûa caùc caây nhò thöùc trong 

haøng nhò thöùc (12, 23 vaø 13 trong hình 11.14). Chuùng ta coù theå duøng danh saùch 
lieân keát ñeå chöùa caùc nuùt goác naøy. Danh saùch seõ coù thöù töï theo chieàu cao cuûa caùc 
caây nhò thöùc ñeå phuïc vuï cho pheùp troän hai haøng nhò thöùc ñöôïc deã daøng. 

 
Töông töï, caùc nuùt con cuûa nuùt goác cuûa moät caây nhò thöùc cuõng ñöôïc chöùa trong 

moät danh saùch lieân keát (14, 24 vaø 21 trong hình 11.14), ñeå khi loaïi boû nuùt goác 
(nuùt 12) thì phaàn coøn laïi cuõng coù caáu truùc töông töï nhö moät haøng nhò thöùc môùi, 
raát thuaän lôïi trong pheùp loaïi phaàn töû nhoû nhaát trong haøng nhò thöùc. 

Hình 11.15- Haøng nhò thöùc H 
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Hình 11.16- Hieän thöïc lieân keát cuûa haøng nhò thöùc H. 
 

Trong hình veõ treân chuùng ta thaáy hình elipse neùt rôøi bieåu dieãn caùc danh saùch 
lieân keát caùc nuùt maø chuùng ta thöôøng phaûi duyeät qua. Hình elipse neùt rôøi lôùn chöùa 
caùc goác cuûa caùc caây nhò thöùc trong haøng nhò thöùc, khi caàn tìm phaàn töû nhoû nhaát 
trong haøng nhò thöùc chuùng ta tìm trong danh saùch naøy. Hình elipse neùt rôøi nhoû 
chöùa caùc nuùt con cuûa nuùt goác trong moät caây nhò thöùc.  

 
Trong quaù trình hình thaønh haøng nhò thöùc trong moät soá thao taùc döõ lieäu, khi 

keát hôïp hai caây nhò thöùc coù cuøng chieàu cao (hình 11.18), chuùng ta caàn noái moät 
trong hai caây thaønh caây con cuûa caây coøn laïi, maø caây con môùi naøy cuõng chính laø 
caây con coù chieàu cao lôùn nhaát so vôùi caùc caây con ñaõ coù. Vieäc cheøn caây con môùi vaøo 
ñaàu cuûa danh saùch lieân keát seõ thuaän tieän hôn, vì vaäy chuùng ta cho danh saùch naøy 
coù thöù töï giaûm daàn theo chieàu cao cuûa caùc caây con (hình 11.18).  

 
Ngoaøi ra, moãi nuùt trong caây nhò thöùc seõ coù moät con troû cho pheùp truy xuaát ñeán 

danh saùch caùc con cuûa noù. Toùm laïi, hieän thöïc ñôn giaûn vaø hieäu quaû cho haøng nhò 
thöùc thaät ñôn giaûn nhö hình 11.18, ñoù laø caáu truùc cuûa moät caây nhò phaân, moãi nuùt 
coù con troû traùi chæ ñeán nuùt con ñaàu tieân cuûa noù vaø con troû phaûi chæ ñeán nuùt anh 
em cuûa noù. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Hình 11.17- Goác caùc caây nhò thöùc ñöôïc chöùa trong maûng lieân tuïc. 

 

Hình 11.17 laø moät phöông aùn thay danh saùch lieân keát treân cuøng bôûi maûng lieân 
tuïc. Chuùng ta coù theå duøng maûng lieân tuïc caáp phaùt ñoäng ñeå khaéc phuïc nhöôïc ñieåm 
do khoâng bieát tröôùc chieàu cao cuûa caây nhò thöùc cao nhaát trong haøng nhò thöùc. Vieäc 
duøng maûng lieân tuïc cho pheùp tìm nhò phaân phaàn töû nhoû nhaát, tuy nhieân seõ laø 
laõng phí lôùn khi haøng nhò thöùc goàm quaù ít caây nhò thöùc vôùi nhieàu chieàu cao khaùc 
nhau. 
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Hình 11.18- Keát hôïp hai caây nhò thöùc B2 thaønh moät caây nhò thöùc B3. 
 

Döôùi ñaây laø phaàn maõ giaû cho caùc khai baùo caáu truùc cuûa caây nhò thöùc vaø haøng 
nhò thöùc. Caùc taùc vuï keát hôïp hai caây nhò thöùc, troän hai haøng nhò thöùc, vaø loaïi 
phaàn töû nhoû nhaát trong haøng nhò thöùc cuõng ñöôïc trình baøy baèng maõ giaû. 

//Phaàn maõ giaû cho khai baùo vaø moät soá taùc vuï cho haøng nhò thöùc. 
 
struct Binomial_Node 
 DataType    data 
 Binomial_Node* leftChild 
 Binomial_Node* nextSibling 
end struct 
 
struct Binomial_Tree  
 Binomial_Tree combineTrees(ref Binomial_Tree T1, ref Binomial_Tree T2) 
 Binomial_Node* root 
 int notEmpty() // Traû veà 1 neáu caây khoâng roãng, ngöôïc laïi traû veà 0. 
end struct 
 
class Binomial_Queue 
 public: 
  Binomial_Queue(Binomial_Node* p, int k)// k laø soá nuùt trong haøng nhò thöùc. 
  int empty 
  Binomial_Queue merge(ref Binomial_Queue H1, ref Binomial_Queue H2) 
 protected: 
  int count // Toång soá nuùt trong taát caû caùc caây nhò thöùc. 
  Binomial_Tree Trees[MAX] 
end class  
 
Binomial_Tree Binomial_Tree::CombineTrees(ref Binomial_Tree T1,  

ref Binomial_Tree T2); 
/* 
pre: T1 vaø T2 khaùc roãng. 
post: T1 chöùa keát quaû keát hôïp hai caây T1 vaø T2, T2 roãng. Traû veà caây T1. 
*/ 
{ 

1. if (T1.root->data > T2.root->data) 
1. Traùo T1 vaø T2 cho nhau 

2. T2.root->nextSibling = T1.root->leftChild // Cheøn caây T2 vaøo ñaàu danh  
// saùch caùc caây con cuûa goác cuûa T1 

3. T1.root->leftChild = T2.root // Caäp nhaät nuùt con traùi cho nuùt goác cuûa T1 
4. T2.root  = NULL 
5. return T1 

} 
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Binomial_Queue Binomial_Queue::merge(ref Binomial_Queue H1,  
ref Binomial_Queue H2) 

/* 
post: H1 chöùa keát quaû troän hai haøng nhò thöùc H1 vaø H2, H2 roãng. Traû veà haøng H1. 
uses: haøm Binomial_Tree::notEmpty() traû veà 1 neáu caây khoâng roãng, ngöôïc laïi traû veà 0. 
*/ 
{ 
 Binomial_Tree T1, T2, carry 
 int i = 0 

1. H1.count = H1.count + H2.count 
2. loop (H2 chöa roãng hoaëc carry khoâng roãng) 

1. T1 = H1.Trees[i] 
2. T2 = H2.Trees[i] 
3. case (T1.notEmpty() + 2*T2.notEmpty() + 4*carry.notEmpty()) 

1. case 0: // Khoâng coù caây naøo 
2. case 1: // Chæ coù caây T1 

1. break 
3. case 2: // Chæ coù caây T2 

1. H1.Trees[i] = T2 
2. H2.Trees[i].root = NULL 
3. break 

4. case 4: // Chæ coù caây carry 
1. H1.Trees[i] = carry 
2. carry.root = NULL 
3. break 

5. case 3: // Coù caây T1 vaø T2 
1. carry = combineTrees(T1, T2) 
2. H1.Trees[i].root = NULL 
3. H2.Trees[i].root = NULL 
4. break 

6. case 5: // Coù caây T1 vaø carry 
1. carry = combineTrees(T1, carry) 
2. H1.Trees[i].root = NULL 
3. break 

7. case 6:// Coù caây T2 vaø carry 
1. carry = combineTrees(T2, carry) 
2. H2.Trees[i].root = NULL 
3. break 

8. case 7:// Coù caû 3 caây T1, T2, vaø carry 
1. H1.Trees[i] = carry 
2. carry = combineTrees(T1, T2) 
3. H2.Trees[i].root = NULL 
4. break 

4. endcase 
5. i = i + 1 

3. endloop 
4. return H1 

} 
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Toùm laïi, trong chöông naøy chuùng ta ñaõ xem xeùt moät soá caùch hieän thöïc cuûa 

haøng öu tieân. Heap nhò phaân vöøa ñôn giaûn vöøa hieäu quaû vì khoâng söû duïng con troû, 
noù chæ hôi toán nhieàu vuøng nhôù chöa söû duïng ñeán maø thoâi. Chuùng ta ñaõ nghieân cöùu 
theâm taùc vuï troän vaø boå sung theâm ba phöông aùn khaùc cuûa haøng öu tieân. Heap leäch 
traùi laø moät ví duï khaù hay veà giaûi thuaät ñeä quy. Skew heap gioáng heap leäch traùi 
nhöng ñôn giaûn hôn, vôùi hy voïng raèng caùc öùng duïng coù tính ngaãu nhieân thì caùc 
tröôøng hôïp xaáu nhaát seõ khoâng thöôøng xuyeân xaûy ra. Cuoái cuøng haøng nhò thöùc cho 
thaáy moät yù töôûng ñôn giaûn maø laïi giôùi haïn ñöôïc chi phí cho giaûi thuaät khaù toát. 

Binomial_Queue::Binomial_Queue(Binomial_Node* p, int k) 
/* 
pre: p laø ñòa chæ nuùt ñaàu tieân cuûa moät caáu truùc lieân keát caùc caây nhò thöùc Bk,Bk-1,…,B0. 
post: Haøng nhò thöùc môùi ñöôïc taïo thaønh töø caùc caây naøy. 
*/ 
{ 

1. count = (1 << (k+1)) –1 
2. loop (k >= 0) 

1. Trees[k] = p 
2. p = p->nextSibling 
3. Trees[k]->nextSibling = NULL// Caét rôøi caùc caây con ñeå ñöa vaøo maûng lieân  

// tuïc caùc caây nhò thöùc cho haøng nhò thöùc môùi. 
4. k = k – 1 

3. endloop 
} 
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Chöông 12 – BAÛNG VAØ TRUY XUAÁT THOÂNG TIN 
 

Chöông naøy tieáp tuïc nghieân cöùu veà caùch tìm kieám truy xuaát thoâng tin ñaõ ñeà 
caäp ôû chöông 7, nhöng taäp trung vaøo caùc baûng thay vì caùc danh saùch. Chuùng ta 
baét ñaàu töø caùc baûng hình chöõ nhaät thoâng thöôøng, sau ñoù laø caùc daïng baûng khaùc vaø 
cuoái cuøng laø baûng baêm.  

12.1. Daãn nhaäp: phaù vôõ raøo caûn lgn 
Trong chöông 7 chuùng ta ñaõ thaáy raèng, baèng caùch so saùnh khoùa, trung bình 

vieäc tìm kieám trong n phaàn töû khoâng theå coù ít hôn lg n laàn so saùnh. Nhöng keát 
quaû naøy chæ noùi ñeán vieäc tìm kieám baèng caùch so saùnh caùc khoùa. Baèng moät vaøi 
phöông phaùp khaùc, chuùng ta coù theå toå chöùc caùc döõ lieäu sao cho vò trí cuûa moät phaàn 
töû coù theå ñöôïc xaùc ñònh nhanh hôn. 

 
Thaät vaäy, chuùng ta thöôøng laøm theá. Neáu chuùng ta coù 500 phaàn töû khaùc nhau coù 

caùc khoùa töø 0 ñeán 499, thì chuùng ta seõ khoâng bao giôø nghó ñeán vieäc tìm kieám tuaàn 
töï hoaëc tìm kieám nhò phaân ñeå xaùc ñònh vò trí moät phaàn töû. Ñôn giaûn chuùng ta chæ 
löu caùc phaàn töû naøy trong moät maûng kích thöôùc laø 500, vaø söû duïng chæ soá n ñeå xaùc 
ñònh phaàn töû coù khoùa laø n baèng caùch tra cöùu bình thöôøng ñoái vôùi moät baûng. 

 
Vieäc tra cöùu trong baûng cuõng nhö  vieäc tìm kieám coù chung moät muïc ñích, ñoù laø 

truy xuaát thoâng tin. Chuùng ta baét ñaàu töø moät khoùa vaø mong muoán tìm moät phaàn 
töû chöùa khoùa naøy 

 
Trong chöông naøy chuùng ta tìm hieåu caùch hieän thöïc vaø truy xuaát caùc baûng 

trong vuøng nhôù lieân tuïc, baét ñaàu töø caùc baûng hình chöõ nhaät thoâng thöôøng, sau ñoù 
ñeán caùc baûng coù moät soá vò trí haïn cheá nhö caùc baûng tam giaùc, baûng loài loõm. Sau 
ñoù chuùng ta chuyeån sang caùc vaán ñeà mang tính toång quaùt hôn, vôùi muïc ñích tìm 
hieåu caùch söû duïng caùc maûng truy xuaát vaø caùc baûng baêm ñeå truy xuaát thoâng tin. 

 
Chuùng ta seõ thaáy raèng, tuyø theo hình daïng cuûa baûng, chuùng ta caàn coù moät soá 

böôùc ñeå truy xuaát moät phaàn töû, tuy vaäy, thôøi gian caàn thieát vaãn laø 0(1) - coù nghóa 
laø, thôøi gian coù giôùi haïn laø moät haèng soá vaø ñoäc laäp vôùi kích thöôùc cuûa baûng- vaø do 
ñoù vieäc tra cöùu baûng coù theå ñaït hieäu quaû hôn nhieàu so vôùi baát kyø phöông phaùp tìm 
kieám naøo. 

 
Caùc phaàn töû cuûa caùc baûng maø chuùng ta xem xeùt ñöôïc ñaùnh chæ soá baèng moät 

maûng caùc soá nguyeân, töông töï caùch ñaùnh chæ soá cuûa maûng. Chuùng ta seõ hieän thöïc 
caùc baûng ñöôïc ñònh nghóa tröøu töôïng baèng caùc maûng. Ñeå phaân bieät giöõa khaùi nieäm 
tröøu töôïng vaø caùc hieän thöïc cuûa noù, chuùng ta coù moät quy öôùc sau: 
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Chæ soá xaùc ñònh moät phaàn töû cuûa moät baûng ñònh nghóa tröøu töôïng ñöôïc bao bôûi 
caëp daáu ngoaëc ñôn, coøn chæ soá cuûa moät phaàn töû trong maûng ñöôïc bao bôûi caëp daáu 
ngoaëc vuoâng. 

 
Ví duï, T(1,2,3) laø phaàn töû cuûa baûng T ñöôïc ñaùnh chæ soá bôûi daõy soá 1, 2, 3, vaø 

A[1][2][3] töông öùng phaàn töû vôùi chæ soá trong maûng A cuûa C++. 

12.2. Caùc baûng chöõ nhaät 
Do taàm quan troïng cuûa caùc baûng chöõ nhaät, haàu heát caùc ngoân ngöõ laäp trình caáp 

cao ñeàu cung caáp maûng hai chieàu ñeå chöùa vaø truy xuaát chuùng, vaø noùi chung ngöôøi 
laäp trình khoâng caàn phaûi baän taâm ñeán caùch hieän thöïc chi tieát cuûa noù. Tuy nhieân, 
boä nhôù maùy tính thöôøng coù toå chöùc cô baûn laø moät maûng lieân tuïc (nhö moät maûng 
tuyeán tính coù phaàn töû naøy naèm keá phaàn töû kia), ñoái vôùi moãi truy xuaát ñeán baûng 
chöõ nhaät, maùy caàn phaûi coù moät soá tính toaùn ñeå chuyeån ñoåi moät vò trí trong hình 
chöõ nhaät sang moät vò trí trong maûng tuyeán tính. Chuùng ta haõy xem xeùt ñieàu naøy 
moät caùch chi tieát hôn.   

12.2.1. Thöù töï öu tieân haøng vaø thöù töï öu tieân coät 

Caùch töï nhieân ñeå ñoïc moät baûng chöõ nhaät laø ñoïc caùc phaàn töû ôû haøng thöù nhaát 
tröôùc, töø traùi sang phaûi, sau ñoù ñeán caùc phaàn töû haøng thöù hai, vaø cöù theá tieáp tuïc 
cho ñeán khi haøng cuoái ñaõ ñöôïc ñoïc xong. Ñaây cuõng laø thöù töï maø ña soá caùc trình 
bieân dòch löu tröõ baûng chöõ nhaät, vaø ñöôïc goïi laø thöù töï öu tieân haøng (row-major 
ordering). Chaúng haïn, moät baûng tröøu töôïng coù haøng ñöôïc ñaùnh soá laø töø 1 ñeán 2, 
vaø coät ñöôïc ñaùnh soá töø 5 ñeán 7, thì thöù töï cuûa caùc phaàn töû theo thöù töï öu tieân 
haøng nhö sau: 

 (1,5) (1,6) (1,7) (2,5) (2,6) (2,7) 
 
Ñaây cuõng laø thöù töï ñöôïc duøng trong C++ vaø haàu heát caùc ngoân ngöõ laäp trình caáp 

cao ñeå löu tröõ caùc phaàn töû cuûa moät maûng hai chieàu. FORTRAN chuaån laïi söû duïng 
thöù töï öu tieân coät, trong ñoù caùc phaàn töû cuûa coät thöù nhaát ñöôïc löu tröôùc, roài ñeán 
coät thöù hai,v.v...Ví duï thöù töï öu tieân coät nhö sau: 

 
 (1,5) (2,5) (1,6) (2,6) (1,7) (2,7) 
 
Hình 12.1 minh hoïa caùc thöù töï öu tieân cho moät baûng coù 3 haøng vaø 4 coät. 
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12.2.2. Ñaùnh chæ soá cho baûng chöõ nhaät 

Moät caùch toång quaùt, trình bieân dòch coù theå baét ñaàu töø chæ soá (i,j) ñeå tính vò trí 
trong moät maûng noái tieáp maø moät phaàn töû töông öùng trong baûng ñöôïc löu tröõ. 
Chuùng ta seõ ñöa ra coâng thöùc tính toaùn sau ñaây. Ñeå ñôn giaûn chuùng ta chæ söû 
duïng thöù töï öu tieân haøng cuøng vôùi giaû thieát laø haøng ñöôïc ñaùnh soá töø 0 ñeán m-1, vaø 
coät töø 0 ñeán n-1. Tröôøng hôïp caùc haøng vaø caùc coät ñöôïc ñaùnh soá khoâng phaûi töø 0 
ñöôïc xem nhö baøi taäp. Soá phaàn töû cuûa baûng seõ laø mn, vaø ñoù cuõng laø soá phaàn töû 
trong hieän thöïc lieân tuïc trong maûng. Chuùng ta ñaùnh soá caùc phaàn töû trong maûng töø 
0 ñeán mn –1. Ñeå coù coâng thöùc tính vò trí cuûa phaàn töû (i,j) trong maûng, tröôùc heát 
chuùng ta quan saùt moät vaøi tröôøng hôïp ñaëc bieät. Phaàn töû (0,0) naèm taïi vò trí 0, caùc 
phaàn töû thuoäc haøng ñaàu tieân trong baûng raát deã tìm thaáy: (0,j) naèm taïi vò trí j. 
Phaàn töû ñaàu cuûa haøng thöù hai (1,0) naèm ngay sau phaàn töû (0,n-1), ñoù laø vò trí n. 
Tieáp theo, chuùng ta thaáy phaàn töû (1,j) naèm taïi vò trí n+j. Caùc phaàn töû cuûa haøng keá 
tieáp cuõng seõ naèm sau soá phaàn töû cuûa hai haøng tröôùc ñoù (2n phaàn töû). Do ñoù phaàn 
töû (2,j) naèm taïi vò trí 2n+j. Moät caùch toång quaùt, caùc phaàn töû thuoäc haøng i coù n i 
phaàn töû phía tröôùc, neân coâng thöùc chung laø: 
 

Phaàn töû (i,j) trong baûng chöõ nhaät naèm taïi vò trí n i + j trong maûng noái tieáp. 
 
Coâng thöùc naøy cho bieát vò trí trong maûng noái tieáp maø moät phaàn töû trong baûng 

chöõ nhaät ñöôïc löu tröõ, vaø ñöôïc goïi laø haøm chæ soá (index function). 
 

Hình 12.1 – Bieåu dieãn noái tieáp cho maûng chöõ nhaät 
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12.2.3. Bieán theå: maûng truy xuaát 

Vieäc tính toaùn cho caùc haøm chæ soá cuûa caùc baûng chöõ nhaät thaät ra khoâng khoù 
laém, caùc trình bieân dòch cuûa haàu heát caùc ngoân ngöõ caáp cao seõ dòch haøm naøy sang 
ngoân ngöõ maùy thaønh moät soá böôùc tính toaùn caàn thieát. Tuy nhieân, treân caùc maùy 
tính nhoû, pheùp nhaân thöôøng thöïc hieän raát chaäm, moät phöông phaùp khaùc coù theå 
ñöôïc söû duïng ñeå traùnh pheùp nhaân. 

 
Phöông phaùp naøy löu moät maûng phuï trôï chöùa moät phaàn cuûa baûng nhaân vôùi 

thöøa soá laø n: 
   0, n, 2n, 3n, ..., (m-1)n. 
 
Löu yù raèng maûng naøy nhoû hôn baûng chöõ nhaät raát nhieàu, neân noù coù theå ñöôïc  

löu thöôøng tröïc trong boä nhôù. Caùc phaàn töû cuûa noù chæ phaûi tính moät laàn (vaø 
chuùng coù theå ñöôïc tính chæ baèng pheùp coäng). Khi gaëp moät yeâu caàu tham chieáu 
ñeán baûng chöõ nhaät, trình bieân dòch coù theå tìm vò trí cuûa phaàn töû (i,j) baèng caùch 
laáy phaàn töû thöù i trong maûng phuï trôï coäng theâm j ñeå ñeán vò trí caàn coù. 

 
Maûng phuï trôï naøy cung caáp cho chuùng ta moät ví duï ñaàu tieân veà moät maûng 

truy xuaát (access maûng) (Hình 12.2). Noùi chung, moät maûng truy xuaát laø moät 
maûng phuï trôï ñöôïc söû duïng ñeå tìm moät döõ lieäu ñöôïc löu tröõ ñaâu ñoù. Maûng truy 
xuaát coù khi coøn ñöôïc goïi laø vector truy xuaát (access vector). 

12.3. Caùc baûng vôùi nhieàu hình daïng khaùc nhau 
Thoâng tin thöôøng löu trong moät baûng chöõ nhaät coù theå khoâng caàn ñeán moïi vò trí 

trong hình chöõ nhaät ñoù. Neáu chuùng ta ñònh nghóa ma traän laø moät baûng chöõ nhaät 
goàm caùc con soá, thì thöôøng laø moät vaøi vò trí  trong ma traän ñoù mang trò 0. Moät vaøi 
ví duï nhö theá ñöôïc minh hoïa trong hình 12.3. Ngay caû khi caùc phaàn töû trong moät 
baûng khoâng phaûi laø nhöõng con soá, caùc vò trí ñöôïc söû duïng thöïc söï cuõng coù theå 
khoâng phaûi laø taát caû hình chöõ nhaät, vaø nhö vaäy coù theå coù caùch hieän thöïc khaùc hay 
hôn thay vì söû duïng moät baûng chöõ nhaät vôùi nhieàu choã troáng. Trong phaàn naøy, 
chuùng ta tìm hieåu caùc caùch hieän thöïc caùc baûng vôùi nhieàu hình daïng khaùc nhau, 

 
Hình 12.2 – Maûng truy xuaát cho baûng chöõ nhaät 
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nhöõng caùch naøy seõ khoâng ñoøi hoûi vuøng nhôù cho nhöõng phaàn töû vaéng maët nhö 
trong baûng chöõ nhaät. 

 

12.3.1. Caùc baûng tam giaùc 

Chuùng ta haõy xem xeùt caùch bieåu dieãn baûng tam giaùc döôùi nhö trong hình veõ 
12.3. Moät baûng nhö vaäy chæ caàn caùc chæ soá (i,j) vôùi i≥j. Chuùng ta coù theå hieän thöïc 
moät baûng tam giaùc trong moät maûng lieân tuïc baèng caùch tröôït moãi haøng ra sau 
haøng naèm ngay treân noù, nhö caùch bieåu dieãn ôû hình 12.4. 

 
Ñeå xaây döïng haøm chæ soá moâ taû caùch aùnh xaï naøy, chuùng ta cuõng giaû söû raèng caùc 

haøng vaø caùc coät ñeàu ñöôïc ñaùnh soá baét ñaàu töø 0. Ñeå tìm vò trí cuûa phaàn töû (i,j) 
trong maûng lieân tuïc chuùng ta caàn tìm vò trí baét ñaàu cuûa haøng i, sau ñoù ñeå tìm coät j 
chuùng ta chæ vieäc coäng theâm j vaøo ñieåm baét ñaàu cuûa haøng i. Neáu caùc phaàn töû cuûa 
maûng lieân tuïc cuõng ñöôïc ñaùnh soá baét ñaàu töø 0, thì chæ soá cuûa ñieåm baét ñaàu cuûa 
haøng thöù i cuõng chính laø soá phaàn töû naèm ôû caùc haøng treân haøng i. Roõ raøng laø treân 
haøng thöù 0 coù 0 phaàn töû, vaø chæ coù moät phaàn töû cuûa haøng 0 laø xuaát hieän tröôùc 
haøng 1. Ñoái vôùi haøng 2, coù 1 + 2 = 3 phaàn töû ñi tröôùc, vaø trong tröôøng hôïp toång 
quaùt chuùng ta thaáy soá phaàn töû coù tröôùc haøng i chính xaùc laø: 

             1 + 2 + . . . + i =   
2
1  i(i + 1). 

Hình 12.3 – Caùc baûng vôùi nhieàu daïng khaùc nhau. 
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Vaäy phaàn töû (i,j) trong baûng tam giaùc töông öùng phaàn töû  
2
1  i(i + 1) + j cuûa 

maûng lieân tuïc. 

Cuõng nhö chuùng ta ñaõ laøm cho caùc baûng chöõ nhaät, chuùng ta cuõng traùnh moïi 
pheùp nhaân vaø chia baèng caùch taïo moät maûng truy xuaát chöùa caùc phaàn töû töông öùng 
vôùi caùc chæ soá cuûa caùc haøng trong baûng tam giaùc. Vò trí i trong maûng truy xuaát 

mang trò 
2
1 i (i + 1). Maûng truy xuaát ñöôïc tính toaùn chæ moät laàn khi baét ñaàu 

chöông trình, vaø ñöôïc söû duïng laëp laïi cho moãi truy xuaát ñeán baûng tam giaùc. Chuù yù 
raèng ngay caû vieäc tính toaùn ban ñaàu cuõng khoâng caàn ñeán pheùp nhaân hoaëc chia maø 
chí coù pheùp coäng theo thöù töï sau maø thoâi: 

0, 1, 1+2, (1 + 2) + 3,  . . . 

12.3.2. Caùc baûng loài loõm 

 

 
Hình 12.4 – Hieän thöïc lieân tuïc cuûa baûng tam giaùc. 

 
Hình 12.5 – Maûng truy xuaát cho baûng loài loõm.  
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Trong caû hai ví duï ñaõ ñeà caäp tröôùc chuùng ta ñaõ xem xeùt moät baûng ñöôïc taïo töø 
caùc haøng cuûa noù. Trong caùc baûng chöõ nhaät thoâng thöôøng, taát caû caùc haøng ñeàu coù 
cuøng chieàu daøi; trong baûng tam giaùc, chieàu daøi moãi haøng coù theå ñöôïc tính döïa vaøo 
moät coâng thöùc ñôn giaûn. Baây giôø chuùng ta haõy xem xeùt ñeán tröôøng hôïp cuûa caùc 
baûng loài loõm töïa nhö hình 12.5, khoâng coù moät moái quan heä coù theå ñoaùn tröôùc naøo 
giöõa vò trí cuûa moät haøng vaø chieàu daøi cuûa noù. 

 
Moät ñieàu hieån nhieân ñöôïc nhìn thaáy töø sô ñoà raèng, tuy chuùng ta khoâng theå xaây 

döïng moät haøm thöù töï naøo ñeå aùnh xaï moät baûng loài loõm sang vuøng nhôù lieân tuïc, 
nhöng vieäc söû duïng moät maûng truy xuaát cuõng deã daøng nhö caùc ví duï tröôùc, vaø caùc 
phaàn töû cuûa baûng loài loõm coù theå ñöôïc truy xuaát moät caùch nhanh choùng. Ñeå taïo 
maûng truy xuaát, chuùng ta phaûi xaây döïng baûng loài loõm theo thöù töï voán coù cuûa noù, 
baét ñaàu töø haøng ñaàu tieân. Phaàn töû 0 cuûa maûng truy xuaát, cuõng nhö tröôùc kia, laø 
baét ñaàu cuûa maûng lieân tuïc. Sau khi moãi haøng cuûa baûng loài loõm ñöôïc xaây döïng 
xong, chæ soá cuûa vò trí ñaàu tieân chöa ñöôïc söû duïng tôùi cuûa vuøng nhôù lieân tuïc chính 
laø trò cuûa phaàn töû keá tieáp trong maûng truy xuaát vaø ñöôïc söû duïng ñeå baét ñaàu xaây 
döïng haøng keá cuûa baûng loài loõm. 

 

12.3.3.  Caùc baûng chuyeån ñoåi 

Tieáp theo, chuùng ta haõy xem xeùt moät ví duï minh hoïa vieäc söû duïng nhieàu maûng 
truy xuaát ñeå tham chieáu cuøng luùc ñeán moät baûng caùc phaàn töû qua moät vaøi khoùa 
khaùc nhau. 

 
Chuùng ta xem xeùt nhieäm vuï cuûa moät coâng ty ñieän thoaïi trong vieäc truy xuaát 

ñeán caùc phaàn töû veà caùc khaùch haøng cuûa hoï. Ñeå in danh muïc ñieän thoaïi, caùc phaàn 
töû caàn saép thöù töï teân khaùch haøng theo alphabet. Tuy nhieân, ñeå xöû lyù caùc cuoäc goïi 
ñöôøng daøi, caùc phaàn töû laïi caàn coù thöù töï theo soá ñieän thoaïi. Ngoaøi ra, ñeå tieán 
haønh baûo trì ñònh kyø, danh saùch caùc khaùch haøng saép thöù töï theo ñòa chæ seõ coù ích 
cho caùc nhaân vieân baûo trì. Nhö vaäy, coâng ty ñieän thoaïi caàn phaûi löu caû ba, hoaëc 
nhieàu hôn, danh saùch caùc khaùch haøng theo caùc thöù töï khaùc nhau. Baèng caùch naøy, 
khoâng nhöõng toán keùm nhieàu vuøng löu tröõ maø coøn coù khaû naêng thoâng tin bò sai 
leäch do khoâng ñöôïc caäp nhaät ñoàng thôøi.  

 
Chuùng ta coù theå traùnh ñöôïc vieäc phaûi löu nhieàu laàn cuøng moät taäp caùc phaàn töû 

baèng caùch söû duïng caùc maûng truy xuaát, vaø chuùng ta coù theå tìm caùc phaàn töû theo 
baát kyø moät khoùa naøo moät caùch nhanh choùng chaúng khaùc gì chuùng ñaõ ñöôïc saép thöù 
töï theo khoùa ñoù. Chuùng ta seõ taïo moät maûng truy xuaát cho teân caùc khaùch haøng. 
Phaàn töû ñaàu tieân cuûa maûng naøy chöùa vò trí cuûa khaùch haøng ñöùng ñaàu danh saùch 
theo alphabet. Phaàn töû thöù hai chöùa vò trí khaùch haøng thöù hai, vaø cöù theá. Trong 
maûng truy xuaát thöù hai, phaàn töû ñaàu tieân chöùa vò trí cuûa khaùch haøng coù soá ñieän 
thoaïi nhoû nhaát. Töông töï, maûng truy xuaát thöù ba coù caùc phaàn töû chöùa vò trí cuûa 
caùc khaùch haøng theo thöù töï  ñòa chæ cuûa hoï. (Hình 12.6) 
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Chuùng ta löu yù raèng trong phöông phaùp naøy caùc thaønh phaàn döõ lieäu ñöôïc xem 

nhö laø khoùa ñeàu ñöôïc xöû lyù cuøng moät caùch. Khoâng coù lyù do gì buoäc caùc phaàn töû 
phaûi coù thöù töï vaät lyù öu tieân theo khoùa naøy maø khoâng theo khoùa khaùc. Caùc phaàn 
töû coù theå ñöôïc löu tröõ theo moät thöù töï tuøy yù, coù theå noùi ñoù laø thöù töï maø chuùng 
ñöôïc nhaäp vaøo heä thoáng. Cuõng khoâng coù söï khaùc nhau giöõa vieäc caùc phaàn töû ñöôïc 
löu trong moät danh saùch lieân tuïc laø maûng (maø caùc phaàn töû cuûa caùc maûng truy xuaát 
chöùa caùc chæ soá cuûa maûng naøy) hay caùc phaàn töû ñang thuoäc moät danh saùch lieân keát 
(caùc phaàn töû cuûa caùc maûng truy xuaát chöùa caùc ñòa chæ ñeán töøng phaàn töû rieâng). 
Trong moïi tröôøng hôïp, chính caùc maûng truy xuaát ñöôïc söû duïng ñeå truy xuaát thoâng 
tin, vaø, cuõng gioáng nhö caùc maûng lieân tuïc thoâng thöôøng, chuùng coù theå ñöôïc söû 
duïng trong vieäc tra cöùu caùc baûng, hoaëc tìm kieám nhò phaân, hoaëc vôùi baát kyø muïc 
ñích naøo khaùc thích hôïp vôùi caùch hieän thöïc lieân tuïc. 

 
 
 

 
 

Hình 12.6 – Maûng truy xuaát cho nhieàu khoùa: baûng chuyeån ñoåi 
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12.4. Baûng: Moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng môùi 
Töø ñaàu chöông naøy chuùng ta ñaõ bieát ñeán moät soá haøm chæ soá ñöôïc duøng ñeå tìm 

kieám caùc phaàn töû trong caùc baûng, sau ñoù chuùng ta cuõng ñaõ gaëp caùc maûng truy xuaát 
laø caùc maûng ñöôïc duøng vôùi cuøng moät muïc ñích nhö caùc haøm chæ soá. Coù moät söï 
gioáng nhau raát lôùn giöõa caùc haøm vôùi vieäc tra cöùu baûng: vôùi moät haøm, chuùng ta baét 
ñaàu baèng moät thoâng soá ñeå tính moät giaù trò töông öùng; vôùi moät baûng, chuùng ta baét 
ñaàu baèng moät chæ soá ñeå truy xuaát moät giaù trò döõ lieäu töông öùng ñöôïc löu trong 
baûng. Chuùng ta haõy söû duïng söï töông töï naøy ñeå xaây döïng moät ñònh nghóa hình 
thöùc cho thuaät ngöõ baûng.  

12.4.1. Caùc haøm 

Trong toaùn hoïc, moät haøm ñöôïc ñònh nghóa döïa treân hai taäp hôïp vaø söï töông 
öùng töø caùc phaàn töû cuûa taäp thöù nhaát ñeán caùc phaàn töû cuûa taäp thöù hai. Neáu f laø moät 
haøm töø taäp A sang taäp B, thì f gaùn cho moãi phaàn töû cuûa A moät phaàn töû duy nhaát 
cuûa B. Taäp A ñöôïc goïi laø domain cuûa f, coøn taäp B ñöôïc goïi laø codomain cuûa f. Taäp 
con cuûa B chæ chöùa caùc phaàn töû laø caùc trò cuûa f ñöôïc goïi laø range cuûa f. Ñònh nghóa 
naøy ñöôïc minh hoïa trong hình 12.8. 

 

 
Hình 12.7 – Ví duï veà baûng tam giaùc ñoái xöùng qua 0. 
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Hình 12.8 – Domain, codomain vaø range cuûa moät haøm 

 
Vieäc truy xuaát baûng baét ñaàu baèng moät chæ soá vaø baûng ñöôïc söû duïng ñeå tra cöùu 

moät trò töông öùng. Ñoái vôùi moät baûng chuùng ta goïi domain laø taäp chæ soá (index set), 
vaø codomain laø kieåu cô sôû (base type) hoaëc kieåu trò (value type). Laáy ví duï, chuùng 
ta coù moät khai baùo maûng nhö sau: 

 
      double array[n]; 

 
thì taäp chæ soá laø taäp caùc soá nguyeân töø 0 ñeán n-1, vaø kieåu cô sôû laø taäp taát caû caùc soá 
thöïc. Laáy ví duï thöù hai, chuùng ta haõy xeùt moät baûng tam giaùc coù m haøng, moãi phaàn 
töû coù kieåu item. Kieåu cô sôû seõ laø kieåu item vaø taäp chæ soá laø taäp caùc caëp soá nguyeân  
 
     {(i,j) | 0 ≤ j ≤  i < m} 
 

12.4.2. Moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng 

Chuùng ta ñang ñi ñeán moät ñònh nghóa cho baûng nhö moät kieåu döõ lieäu tröøu 
töôïng môùi, ñoàng thôøi trong caùc chöông tröôùc chuùng ta ñaõ bieát raèng ñeå hoaøn taát 
moät ñònh nghóa cho moät caáu truùc döõ lieäu, chuùng ta caàn phaûi ñaëc taû caùc taùc vuï ñi 
keøm.  

 

Ñònh nghóa: Moät baûng vôùi taäp chæ soá I vaø kieåu cô sôû T laø moät haøm töø I ñeán T keøm 
caùc taùc vuï sau: 
1. Access (truy xuaát baûng): Xaùc ñònh trò cuûa haøm theo baát kyø moät chæ soá trong I. 
2. Assignment (ghi baûng): Söûa ñoåi haøm baèng caùch thay ñoåi trò cuûa noù taïi moät chæ 

soá naøo ñoù trong I thaønh moät trò môùi ñöôïc chæ ra trong pheùp gaùn. 

 
Hai taùc vuï naøy laø taát caû nhöõng gì ñöôïc cung caáp bôûi caùc maûng trong C++ hoaëc 

moät vaøi ngoân ngöõ khaùc, nhöng ñoù khoâng phaûi laø lyù do ñeå coù theå ngaên caûn chuùng 
ta theâm moät soá taùc vuï khaùc cho moät baûng tröøu töôïng. Neáu so saùnh vôùi ñònh nghóa 
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cuûa moät danh saùch (list), chuùng ta ñaõ coù caùc taùc vuï nhö theâm phaàn töû, xoùa phaàn töû 
cuõng nhö truy xuaát hoaëc caäp nhaät laïi. Vaäy chuùng ta coù theå laøm töông töï ñoái vôùi 
baûng. 

 
Caùc taùc vuï boå sung cho baûng: 

1. Creation (Taïo): Taïo moät haøm töø I vaøo T. 
2. Clearing (Doïn deïp): Loaïi boû moïi phaàn töû trong taäp chæ soá I, domain seõ laø moät 

taäp roãng. 
3. Insertion (Theâm): Theâm moät phaàn töû x vaøo taäp chæ soá I vaø xaùc ñònh moät trò 

töông öùng cuûa haøm taïi x. 
4. Deletion (Xoùa): Loaïi boû moät phaàn töû x trong taäp chæ soá I vaø haïn cheá chæ cho 

haøm xaùc ñònh treân taäp chæ soá coøn laïi. 
 

12.4.3. Hieän thöïc 

Ñònh nghóa treân chæ môùi laø ñònh nghóa cuûa moät kieåu döõ lieäu tröøu töôïng maø 
chöa noùi gì ñeán caùch hieän thöïc. Noù cuõng khoâng heà nhaéc ñeán caùc haøm chæ soá hay 
caùc maûng truy xuaát. Chuùng ta haõy xem hình minh hoïa trong hình 12.9. Phaàn treân 
cuûa hình naøy cho chuùng ta thaáy moät söï tröøu töôïng trong ñònh nghóa, truy xuaát 
baûng ñôn giaûn chæ laø moät aùnh xaï töø moät taäp chæ soá sang moät kieåu cô sôû. Phaàn döôùi 
cuûa hình laø yù töôûng toång quaùt cuûa phaàn hieän thöïc. Moät haøm chæ soá hoaëc moät maûng 
truy xuaát nhaän thoâng soá töø moät taäp chæ soá theo moät daïng ñaõ ñöôïc ñaëc taû naøo ñoù. 
Chaúng haïn (i,j) trong baûng 2 chieàu hoaëc (i,j,k) trong baûng 3 chieàu vôùi i, j, k ñaõ coù 
mieàn xaùc ñònh ñaõ ñònh. Keát quaû cuûa haøm chæ soá hoaëc maûng truy xuaát seõ laø moät 
trong caùc trò trong mieàn caùc chæ soá, chaúng haïn taäp con cuûa taäp caùc soá nguyeân. 
Mieàn trò naøy coù theå ñöôïc söû duïng tröïc tieáp nhö chæ soá cho maûng vaø ñöôïc cung caáp 
bôûi ngoân ngöõ laäp trình.  

 
Ñeán ñaây xem nhö chuùng ta ñaõ giôùi thieäu xong moät kieåu caáu truùc döõ lieäu môùi, 

ñoù laø baûng. Tuøy töøng muïc ñích cuûa caùc öùng duïng, baûng coù theå coù nhieàu phieân baûn 
khaùc nhau. Phaàn ñònh nghóa chi tieát hôn cho caùc phieân baûn naøy cuõng nhö caùc 
caùch hieän thöïc cuûa chuùng ñöôïc xem nhö baøi taäp. Phaàn tieáp theo ñaây trình baøy söï 
gioáng vaø khaùc nhau giöõa danh saùch vaø baûng. Sau ñoù chuùng ta seõ tieáp tuïc laøm quen 
vôùi moät caáu truùc döõ lieäu khaù ñaëc bieät vaø raát phoå bieán, ñoù laø baûng baêm. Caáu truùc 
döõ lieäu baûng baêm cuõng xuaát phaùt töø yù töôûng söû duïng baûng nhö phaàn naøy ñaõ giôùi 
thieäu. 

 

12.4.4. So saùnh giöõa danh saùch vaø baûng 

Chuùng ta haõy so saùnh hai kieåu döõ lieäu tröøu töôïng danh saùch vaø baûng. Neàn 
taûng toaùn hoïc cô baûn cuûa danh saùch laø moät chuoãi noái tieáp caùc phaàn töû, coøn ñoái 
vôùi baûng, ñoù laø taäp hôïp vaø haøm. Chuoãi noái tieáp coù moät traät töï ngaàm trong ñoù, ñoù 
laø phaàn töû ñaàu tieân, phaàn töû thöù hai, v.v..., coøn taäp hôïp vaø haøm khoâng coù thöù töï. 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 12 – Baûng vaø truy xuaát thoâng tin 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 316

Vieäc truy xuaát thoâng tin trong moät danh saùch thöôøng lieân quan ñeán vieäc tìm 
kieám, nhöng vieäc truy xuaát thoâng tin trong baûng ñoøi hoûi nhöõng phöông phaùp 
khaùc, ñoù laø caùc phöông phaùp coù theå ñi thaúng ñeán phaàn töû mong muoán. Thôøi gian 
caàn thieát ñeå tìm kieám trong danh saùch noùi chung phuï thuoäc vaøo n laø soá phaàn töû 
trong danh saùch vaø ít nhaát laø baèng lg n, nhöng thôøi gian ñeå truy xuaát baûng 
thöôøng khoâng phuï thuoäc vaøo soá phaàn töû trong baûng, vaø thöôøng laø O(1). Vì lyù do 
naøy, trong nhieàu öùng duïng, vieäc truy xuaát baûng thöïc söï nhanh hôn vieäc tìm kieám 
trong moät danh saùch. 

 

 
Maët khaùc, duyeät laø moät taùc vuï töï nhieân ñoái vôùi moät danh saùch, nhöng 

ñoái vôùi baûng thì khoâng. Vieäc di chuyeån xuyeân suoát moät danh saùch ñeå thöïc hieän 
moät taùc vuï naøo ñoù leân töøng phaàn töû cuûa noù noùi chung laø deã daøng. Ñieàu naøy ñoái vôùi 
baûng khoâng deã daøng chuùt naøo, ñaëc bieät trong tröôøng hôïp coù yeâu caàu tröôùc veà moät 
traät töï naøo ñoù cuûa caùc phaàn töû ñöôïc duyeät. 

 
Cuoái cuøng, chuùng ta caàn laøm roõ söï khaùc nhau giöõa baûng vaø maûng. Noùi chung, 

chuùng ta duøng töø baûng nhö laø chuùng ta ñaõ ñònh nghóa trong phaàn vöøa roài vaø giôùi 
haïn töø maûng chæ vôùi nghóa nhö laø moät phöông tieän duøng ñeå laäp trình cuûa C++ vaø 
phaàn lôùn caùc ngoân ngöõ caáp cao, caùc maûng naøy thöôøng ñöôïc söû duïng ñeå hieän thöïc 
caû hai: baûng vaø danh saùch lieân tuïc. 

 

 
Hình 12.9 – Hieän thöïc cuûa baûng 
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12.5. Baûng baêm 
Khi giôùi thieäu toång quaùt veà baûng cuõng nhö caùch söû duïng haøm chæ soá vaø maûng 

truy xuaát, chuùng ta caàn nhaän ra moät ñieàu raèng, thoâng soá cho haøm chæ soá hoaëc 
maûng truy xuaát phaàn naøo phaûn aùnh vò trí, hay noùi roõ hôn, ñoù laø traät töï cuûa phaàn 
töû caàn truy xuaát trong baûng. Chaúng haïn traät töï theo chæ soá haøng vaø coät trong 
baûng (i,j), hay tröôøng hôïp danh saùch caùc khaùch haøng söû duïng ñieän thoaïi: teân cuûa 
caùc khaùch haøng coù thöù töï theo alphabet. Baûng baêm maø chuùng ta seõ nghieân cöùu 
tieáp theo mang moät ñaëc ñieåm hoaøn toaøn khaùc. Vieäc truy xuaát baûng baét ñaàu töø giaù 
trò cuûa khoùa trong phaàn töû döõ lieäu, vaø thoâng thöôøng khoùa naøy khoâng lieân quan 
ñeán traät töï trong haøng hoaëc coät cuûa baûng ñeå coù theå söû duïng moät haøm chæ soá ñôn 
giaûn cho ra vò trí cuûa noù trong baûng nhö ôû phaàn treân ñaõ giôùi thieäu. 
 

12.5.1. Caùc baûng thöa 

12.5.1.1. Caùc haøm chæ soá 
Ñieàu chuùng ta coù theå laøm laø xaây döïng söï töông öùng moät – moät giöõa caùc khoùa 

vaø caùc chæ soá maø chuùng ta söû duïng ñeå truy xuaát baûng. So vôùi caùc phaàn tröôùc, haøm 
chæ soá maø chuùng ta xaây döïng ôû ñaây seõ phöùc taïp hôn, vì coù khi chuùng ta caàn ñeán söï 
bieán ñoåi cuûa caùc khoùa, chaúng haïn töø caùc chöõ caùi sang caùc soá nguyeân. Theo nguyeân 
taéc, ñieàu naøy luoân  coù theå laøm ñöôïc. 

 
Khoù khaên thöïc söï chæ laø khi soá caùc khoùa coù theå coù vöôït ra ngoaøi khoâng gian 

cuûa baûng. Laáy ví duï, neáu caùc khoùa laø caùc töø coù 8 kyù töï, thì coù theå coù ñeán 268 ≈ 2 x 
1011 khoùa khaùc nhau, vaø ñaây cuõng laø con soá lôùn hôn raát nhieàu dung löôïng cho 
pheùp cuûa moät boä nhôù toác ñoä cao. Tuy nhieân trong thöïc teá, chæ coù moät soá khoâng lôùn 
caùc khoùa naøy laø thöïc söï xuaát hieän. Ñieàu ñoù coù nghóa laø baûng chöùa seõ raát thöa thôùt. 
Chuùng ta coù theå xem baûng ñöôïc ñaùnh chæ soá baèng moät taäp raát lôùn, nhöng chæ coù 
moät soá töông ñoái ít vò trí laø thöïc söï coù phaàn töû.  

12.5.1.2. Khaùi nieäm baêm 
Nhaèm traùnh moät baûng quaù thöa thôùt coù nhieàu vò trí khoâng bao giôø ñöôïc duøng 

ñeán, chuùng ta laøm quen vôùi khaùi nieäm baêm. YÙ töôûng cuûa baûng baêm (hình 12.10) laø 
cho pheùp aùnh xaï moät taäp caùc khoùa khaùc nhau vaøo caùc vò trí trong moät maûng vôùi 
kích thöôùc cho pheùp. Goïi kích thöôùc maûng naøy laø hash_size, moãi khoùa seõ ñöôïc 
aùnh xaï vaøo moät chæ soá trong khoaûng [0, hash_size-1]. Aùnh xaï naøy ñöôïc goïi laø 
haøm baêm (hash function). Moät caùch lyù töôûng, haøm naøy caàn coù caùch tính ñôn giaûn 
vaø phaân boå caùc khoùa sao cho hai khoùa khaùc nhau luoân vaøo hai vò trí khaùc nhau. 
Nhöng do kích thöôùc maûng laø giôùi haïn vaø mieàn trò cuûa caùc khoùa laø raát lôùn, ñieàu 
naøy laø khoâng theå ñöôïc. Chuùng ta chæ coù theå hy voïng raèng moät haøm baêm toát thì seõ 
phaân boå ñöôïc caùc khoùa vaøo caùc chæ soá moät caùch khaù ñoàng ñeàu vaø traùnh ñöôïc hieän 
töôïng gom tuï. 
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Haøm baêm noùi chung luoân aùnh xaï moät vaøi khoùa khaùc nhau vaøo cuøng moät chæ soá. 
Neáu phaàn töû caàn tìm ñang naèm taïi chæ soá ñöôïc aùnh xaï ñeán, vaán ñeà cuûa chuùng ta 
xem nhö ñaõ ñöôïc giaûi quyeát; ngöôïc laïi, chuùng ta caàn söû duïng moät phöông phaùp 
naøo ñoù ñeå giaûi quyeát ñuïng ñoä. Vieäc ñuïng ñoä (collision) xaûy ra khi hai phaàn töû caàn 
ñöôïc chöùa trong cuøng moät vò trí cuûa baûng.  

 
Treân ñaây laø yù töôûng cô baûn cuûa vieäc söû duïng baûng baêm. Coù ba vaán ñeà chuùng ta 

caàn xem xeùt khi söû duïng phöông phaùp baêm: 
 

• Tìm haøm baêm toát. 
• Xaùc ñònh phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng ñoä. 
• Xaùc ñònh kích thöôùc baûng baêm. 

 

12.5.2. Löïa choïn haøm baêm 

Hai tieâu chí cô baûn ñeå choïn löïa moät haøm baêm laø: 
• Haøm baêm caàn ñöôïc tính toaùn deã daøng vaø nhanh choùng. 
• Vieäc phaân phoái caùc khoùa coù theå xuaát hieän raûi ñeàu treân baûng baêm. 

 
Neáu chuùng ta bieát tröôùc chính xaùc nhöõng khoùa naøo seõ xuaát hieän, thì chuùng ta 

coù theå xaây döïng moät haøm baêm thaät hieäu quaû, nhöng noùi chung chuùng ta thöôøng 
khoâng bieát tröôùc ñieàu naøy.  

 
Chuùng ta caàn löu yù raèng moät haøm baêm khoâng heà coù tính ngaãu nhieân. Khi tính 

nhieàu laàn cho cuøng moät khoùa, moät haøm baêm phaûi cho cuøng moät trò, coù nhö vaäy thì 
khoùa môùi coù theå ñöôïc truy xuaát sau khi ñöôïc löu tröõ. 

 

 
Hình 12.10 – Baûng baêm 
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12.5.2.1. Chia laáy phaàn dö (modular arithmetic) 
Tröôùc heát chuùng ta haõy xem xeùt moät tröôøng hôïp thaät ñôn giaûn. Neáu caùc khoùa 

laø caùc soá nguyeân, haøm baêm ñôn giaûn vaø phoå bieán ñöôïc duøng laø pheùp chia cho 
hash_size ñeå laáy phaàn dö, vì nhö vaäy chuùng ta seõ coù caùc chæ soá thuoäc [0, 
hash_size -1]. Tuy nhieân cuõng caàn löu yù nhöõng tröôøng hôïp caùc khoùa taäp trung 
vaøo moät soá giaù trò ñaëc bieät naøo ñoù. Chaúng haïn neáu hash_size = 10, maø phaàn lôùn 
caùc khoùa laïi coù con soá ôû haøng ñôn vò laø 0. Söï phaân taùn caùc khoùa phuï thuoäc nhieàu 
vaøo pheùp chia laáy phaàn dö, ñoù chính laø kích thöôùc cuûa baûng baêm. Neáu kích thöôùc 
ñoù laø moät boäi soá cuûa caùc soá nguyeân nhoû nhö 2 hoaëc 10, thì raát nhieàu khoùa seõ cho 
cuøng chæ soá nhö nhau, trong khi ñoù coù moät soá chæ soá raát ít ñöôïc söû duïng ñeán. Caùch 
choïn pheùp chia laáy phaàn dö toát nhaát thöôøng laø chia cho moät soá nguyeân toá (nhöng 
khoâng phaûi laø luoân luoân), keát quaû seõ raûi ñeàu caùc khoùa trong baûng baêm hôn. Nhö 
vaäy, thay vì choïn baûng baêm kích thöôùc 1000, chuùng ta neân choïn kích thöôùc 997 
hoaëc 1009; caùch choïn 210 = 1024 laø moät caùch choïn raát dôû.  

 
Thoâng thöôøng, caùc khoùa laø caùc chuoãi kyù töï. Moät caùch töï nhieân, ngöôøi ta thöôøng 

laáy moät soá nguyeân baèng vôùi toång cuûa caùc maõ ASCII cuûa caùc kyù töï trong khoùa laøm 
ñaïi dieän cho noù. Haøm baêm vôùi caùch vieát cuûa C chuaån sau ñaây thaät ñôn giaûn vaø 
tính cuõng raát nhanh: 

 

Tuy nhieân, neáu hash_size lôùn, haøm seõ khoâng phaân boå caùc khoùa toát. Laáy ví duï 
vôùi hash_size =10007 (moät soá nguyeân toá). Giaû söû caùc khoùa coù chieàu daøi 8 kyù töï 
hoaëc ít hôn. Moãi kyù töï coù maõ ASCII <=127. Giaù trò cuûa haøm baêm chæ coù theå töø 0 
ñeán 127 x 8 = 1016. 

 
Moät caûi tieán khaùc cuûa haøm baêm nhö sau: vôùi giaû thieát raèng caùc khoùa ñeàu coù ít 

nhaát 3 kyù töï, soá 27 ñöôïc duøng vì ñoù laø soá kyù töï trong baûng chöõ caùi tieáng Anh 
(tính caû khoaûng traéng). 

 

index Hash(const char *Key, int hash_size) 
{ 
 unsigned int HashVal = 0; 
 while (*Key != ‘\0’) 
 { 
  HashVal += *Key; 
  Key++; 
 } 
  return HashVal % hash_size; 
} 

index Hash(const char *Key, int hash_size) 
{ 
 return (Key[0] + 27*Key[1] + 27*27*Key[2]) %hash_size; 
} 
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Haøm naøy chæ quan taâm 3 kyù töï ñaàu cuûa caùc khoùa, nhöng neáu chuùng laø ngaãu 
nhieân vaø hash_size laø 10007 nhö treân, thì söï phaân boå khaù ñoàng ñeàu. Ñieàu khoâng 
may ôû ñaây laø caùc töø trong tieáng Anh khoâng phaûi laø moät söï gheùp caùc kyù töï moät 
caùch ngaãu nhieân. Maëc duø coù ñeán 263 = 17576 khaû naêng gheùp 3 kyù töï, thöïc teá 
trong töø ñieån cho thaáy chæ coù 2851 khaû naêng xaûy ra. Ngay caû khi khoâng coù söï 
ñuïng ñoä xaûy ra giöõa töøng caëp trong caùc khaû naêng naøy, thì cuõng chæ coù 28% vò trí 
trong baûng laø ñöôïc söû duïng. 

 
Theâm moät caûi tieán khaùc nhö sau ñaây: 

 
Haøm naøy quan taâm ñeán moïi kyù töï trong khoùa vaø noùi chung coù theå phaân boå caùc 

khoùa ñoàng ñeàu trong moät baûng kích thöôùc töông ñoái lôùn. Trò cuûa haøm ñöôïc tính 
∑i=0

KeySize-1  Key[KeySize-i-1].32i. Ñaây laø ña thöùc vôùi heä soá laø 32 vaø söû duïng 
coâng thöùc Horner. Ví duï, ñeå tính hk = k1 +27k2 +272k3, ngöôøi ta tính  
hk = ((k3)*27 +k2)*27 +k1. Vieäc duøng soá 32 thay soá 27 laø vì vôùi 32 thì khoâng 
caàn laøm pheùp nhaân maø chæ ñôn giaûn laø pheùp dòch chuyeån bit  (32 = 25), vaø thöïc 
teá laø duøng pheùp XOR. 

 
Haøm treân ñaây chöa phaûi laø haøm toát nhaát khi xeùt ñeán tieâu chí phaân boå ñoàng 

ñeàu, nhöng noù cho pheùp vieäc tính toaùn ñöôïc thöïc hieän raát nhanh choùng. Neáu khoùa 
quaù daøi thì noù cuõng loä nhöôïc ñieåm laø phaûi tính quaù laâu. Hôn nöõa quaù trình dòch 
bit seõ laøm maát ñi taùc duïng cuûa caùc kyù töï ñaõ ñöôïc xeùt tröôùc. Thöïc teá khaéc phuïc 
ñieàu naøy baèng caùch khoâng söû duïng taát caû caùc kyù töï coù trong khoùa. 

12.5.2.2. Caét xeùn (truncation) 
Phöông phaùp caét xeùn boû qua moät phaàn cuûa khoùa, phaàn coøn laïi ñöôïc xem nhö 

chæ soá (caùc döõ lieäu khoâng phaûi soá thì laáy theo baûng maõ cuûa chuùng). Ví duï, neáu 
khoùa laø moät soá nguyeân 8 kyù soá vaø baûng baêm coù 1000 vò trí, thì vieäc laáy töø  vò trí 
thöù nhaát, thöù hai vaø thöù naêm keå töø phaûi sang seõ laø haøm baêm. Coù nghóa laø khoùa 
21296876 coù chæ soá laø 976. Caét xeùn laø moät phöông phaùp cöïc nhanh, nhöng noù 
thöôøng khoâng phaân phoái caùc khoùa ñeàu khaép baûng baêm. 

 

index Hash(const char *Key, int hash_size) 
{ 
 unsigned int HashVal = 0; 
 while (*Key != ‘\0’) 
 { 
  HashVal = (HashVal << 5 ) + *Key); 
  Key++; 
 } 
  return HashVal % hash_size; 
} 
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12.5.2.3. Xaùo troän (folding) 
YÙ töôûng xaùo troän (folding) döôùi ñaây giuùp cho caùc boä phaän cuûa khoùa ñeàu coù theå 

tham gia vaøo vieäc xaùc ñònh keát quaû cuoái cuøng cuûa haøm baêm. Töø baêm ôû ñaây coù 
nghóa laø keát quaû sinh ra coù phaàn gioáng vôùi khoùa ban ñaàu. Ngoaøi ra, söï xaùo troän 
cho pheùp chuùng ta hy voïng raèng moïi khuoân maãu hoaëc söï laëp laïi coù theå xuaát hieän 
trong caùc khoùa (haäu quaû cuûa tính thieáu ngaãu nhieân cuûa döõ lieäu trong thöïc teá) seõ bò 
trieät tieâu. Coù nhö vaäy thì caùc keát quaû môùi ñöôïc phaân phoái theo cuøng moät quy luaät 
nhö nhau maø khoâng coù söï truøng laëp cuûa töøng nhoùm keát quaû vaø chuùng ta traùnh 
ñöôïc hieän töôïng gom tuï. ÔÛ ñaây chuùng ta thaáy raèng thuaät ngöõ “baêm” mang tính moâ 
taû roõ nhaát. Tuy nhieân trong moät soá taøi lieäu khaùc ngöôøi ta duøng caùc caùc töø mang 
tính kyõ thuaät hôn nhö “boä nhôù phaân taùn” (scatter-storage) hoaëc “pheùp bieán ñoåi 
khoùa” (key-transformation). 

 
Phöông phaùp xaùo troän chia khoùa laøm nhieàu phaàn vaø keát noái caùc phaàn naøy laïi 

theo moät caùch thích hôïp (thöôøng söû duïng pheùp coäng hoaëc pheùp nhaân). Laáy ví duï, 
moät soá nguyeân 8 kyù soá coù theå ñöôïc chia laøm 3 nhoùm goàm 3, 3, vaø 2 kyù soá, caùc 
nhoùm naøy ñöôïc coäng laïi vôùi nhau, sau ñoù coù theå ñöôïc caét xeùn bôùt neáu caàn thieát ñeå 
cho ra caùc chæ soá phuø hôïp kích thöôùc baûng baêm. Khoùa 21296876 seõ ñöôïc baêm 
thaønh 212 + 968 + 76 = 1256, caét ngaén coøn 256. Do moïi döõ lieäu trong khoùa ñeàu coù 
aûnh höôûng ñeán keát quaû haøm baêm neân phöông phaùp naøy laøm cho caùc khoùa raûi ñeàu 
treân baûng baêm hôn laø phöông phaùp caét xeùn neâu treân. 

 
Toùm laïi, chuùng ta ñaõ xem xeùt moät soá phöông phaùp maø chuùng ta coù theå keát hôïp 

laïi theo nhieàu caùch khaùc nhau ñeå xaây döïng haøm baêm. Laáy phaàn dö thöôøng laø moät 
caùch toát ñeå keát thuùc vieäc tính toaùn cuûa moät haøm baêm, do noù vöøa coù theå ñaït ñöôïc 
söï raûi ñeàu caùc khoùa trong baûng baêm vöøa baûo ñaûm keát quaû nhaän ñöôïc luoân naèm 
trong mieàn caùc chæ soá cho pheùp. 

 

12.5.3. Phaùc thaûo giaûi thuaät cho caùc thao taùc döõ lieäu trong baûng baêm 

Tröôùc heát, chuùng ta caàn khai baùo moät maûng ñeå chöùa baûng baêm. Sau ñoù, caùc vò 
trí trong maûng caàn ñöôïc khôûi taïo laø troáng. Giaù trò khôûi taïo phuï thuoäc vaøo öùng 
duïng, thoâng thöôøng chuùng ta cho caùc vò trí troáng naøy chöùa moät giaù trò ñaëc bieät 
naøo ñoù. Chaúng haïn, vôùi caùc khoùa laø caùc chöõ caùi, moät trò chöùa toaøn kyù töï troáng coù 
theå bieåu dieãn moät vò trí troáng. 

 
Ñeå theâm moät phaàn töû vaøo baûng baêm, caàn tính haøm baêm cho khoùa cuûa noù. Neáu 

vò trí tìm thaáy coøn troáng, phaàn töû seõ ñöôïc theâm vaøo; neáu ñaõ coù phaàn töû taïi vò trí 
naøy vaø khoùa cuûa noù truøng vôùi khoùa cuûa phaàn töû caàn theâm thì vieäc theâm seõ khoâng 
ñöôïc thöïc hieän; tröôøng hôïp cuoái cuøng, neáu taïi vò trí tìm thaáy ñaõ coù moät phaàn töû 
nhöng cuûa moät khoùa khaùc, chuùng ta seõ aùp duïng moät phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng 
ñoä naøo ñoù ñeå tìm ñeán moät vò trí khaùc cho vieäc theâm phaàn töû môùi cuûa chuùng ta. 
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Vieäc truy xuaát moät phaàn töû vôùi khoùa cho tröôùc ñöôïc laøm töông töï. Tröôùc tieân, 
haøm baêm ñöôïc tính cho khoùa cho tröôùc. Neáu phaàn töû caàn tìm ñang naèm taïi vò trí 
ñöôïc chæ bôûi haøm baêm, thì vieäc truy xuaát seõ ñöôïc thöïc hieän thaønh coâng; ngöôïc laïi, 
trong khi maø vò trí ñang xeùt khoâng troáng vaø moïi vò trí chöa ñöôïc xeùt ñeán, caàn 
tieán haønh caùc böôùc töông töï nhö caùc böôùc ñaõ ñöôïc söû duïng khi giaûi quyeát ñuïng ñoä 
trong quaù trình theâm vaøo. Neáu trong khi tìm kieám gaëp moät vò trí troáng, hoaëc khi 
moïi vò trí ñaõ ñöôïc xeùt ñeán, thì coù theå keát luaän vieäc tìm kieám thaát baïi: khoâng coù 
phaàn töû vôùi khoùa caàn tìm trong baûng baêm. 

 

12.5.4. Ví duï trong C++ 

Nhö  moät ví duï ñôn giaûn, chuùng ta seõ vieát moät haøm baêm trong C++ ñeå chuyeån 
ñoåi moät khoùa goàm 8 kyù töï chöõ caùi sang moät soá nguyeân trong mieàn  

 
    0 . . hash_size – 1. 
 
Chuùng ta coù moät lôùp Key vôùi caùc phöông thöùc nhö sau: 
 

class Key: public String{ 
public: 
    char key_letter(int position) const; 
    void make_blank(); 
    //  Caùc constructor vaø caùc phöông thöùc khaùc. 
}; 

 
Ñeå giaûm coâng söùc laäp trình khi hieän thöïc lôùp, chuùng ta choïn caùch thöøa keá caùc 

phöông thöùc cuûa lôùp String trong chöông 5. Chuùng ta seõ ñôõ phaûi vieát laïi caùc taùc 
vuï so saùnh. Phöông thöùc key_letter(int position)  traû veà kyù töï taïi vò trí 
position trong khoùa, hoaëc traû veà khoaûng traéng neáu khoùa coù chieàu daøi nhoû hôn n. 
Phöông thöùc  make_blank taïo moät khoùa troáng. 

 
int hash(const Key &target) 
/* 
post: Haøm baêm treân target traû veà trò trong mieàn 0 .. hash_size-1. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Key. 
*/ 
{ 
   int value = 0; 
   for (int position = 0; position < 8; position++) 
      value = 4 * value + target.key_letter(position); 
   return value % hash_size; 
} 

 
Haøm baêm treân ñôn giaûn chæ coäng doàn caùc maõ cuûa moãi kyù töï trong khoùa sau khi 

ñaõ nhaân vôùi 4. Chuùng ta khoâng theå lyù giaûi ñöôïc raèng phöông phaùp naøy laø toát hôn 
(hoaëc xaáu hôn) moät vaøi phöông phaùp khaùc. Chuùng ta cuõng coù theå laáy maõ cuûa kyù töï 
tröø ñi moät soá naøo ñoù, roài nhaân töøng caëp vôùi nhau, hoaëc boû qua moät vaøi kyù töï naøo 
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ñoù. Ñoâi khi moät öùng duïng seõ cho thaáy moät haøm baêm naøy laø toát hôn moät haøm baêm 
khaùc, ñoâi khi caàn phaûi coù söï khaûo saùt baèng thöïc nghieäm môùi chæ ra ñöôïc haøm naøo 
laø toát hôn. 

 

12.5.5. Giaûi quyeát ñuïng ñoä baèng phöông phaùp ñòa chæ môû 

Coù hai nhoùm phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng ñoä: nhoùm phöông phaùp ñòa chæ môû 
vaø nhoùm phöông phaùp noái keát. Nhoùm phöông phaùp ñòa chæ môû chæ söû duïng caùc 
maûng caáp phaùt tónh. Nhoùm phöông phaùp noái keát coù söû duïng nhöõng vuøng nhôù caáp 
phaùt ñoäng ñöôïc quaûn lyù bôûi caùc con troû noái keát. 

 
Döôùi ñaây laø caùc phöông phaùp duøng ñòa chæ môû. 

12.5.5.1. Thöû tuyeán tính 
Phöông phaùp ñôn giaûn nhaát ñeå giaûi quyeát ñuïng ñoä laø baét ñaàu töø vò trí traû veà töø 

haøm baêm coù xaûy ra ñuïng ñoä, vieäc tìm kieám seõ tieáp tuïc moät caùch tuaàn töï ôû caùc vò 
trí keá trong baûng cho ñeán khi gaëp khoùa mong muoán hoaëc moät vò trí troáng. Phöông 
phaùp naøy ñöôïc goïi laø phöông phaùp thöû tuyeán tính (linear probing). Baûng ñöôïc xem 
nhö moät maûng voøng, khi vieäc tìm kieám ñaït ñeán vò trí cuoái cuûa baûng thì seõ quay veà 
vò trí ñaàu cuûa baûng. 
 
Hieän töôïng gom tuï 
 

Nhöôïc ñieåm chính cuûa phöông phaùp thöû tuyeán tính laø khi coù khoaûng moät nöûa 
soá vò trí trong baûng ñaõ chöùa döõ lieäu, khuynh höôùng gom tuï seõ xuaát hieän; nghóa laø, 
caùc phaàn töû seõ naèm trong caùc chuoãi lieân tuïc caùc vò trí, giöõa caùc chuoãi naøy laø nhöõng 
loã hoång. Vieäc tìm kieám tuaàn töï moät vò trí troáng trong baûng seõ ngaøy caøng laâu hôn. 
Chuùng ta haõy xem ví duï ôû hình 12.11. Giaû söû maûng coù n vò trí thì xaùc suaát maø 
haøm baêm choïn moät vò trí naøo ñoù laø 1/n. Ban ñaàu vieäc phaân phoái ñöôïc thöïc hieän 
khaù ñeàu trong baûng (phaàn treân cuûa hình). Giaû söû caàn theâm döõ lieäu môùi maø haøm 
baêm traû veà vò trí b thì döõ lieäu ñöôïc theâm vaøo taïi ñaây, nhöng neáu haøm baêm traû veà 
vò trí a maø vò trí naøy ñaõ coù döõ lieäu, vieäc theâm vaøo seõ ñöôïc thöïc hieän taïi b. Nhö 
vaäy xaùc suaát ñeå vò trí b nhaän döõ lieäu laø 2/n. Taïi böôùc tieáp theo, khi döõ lieäu caàn 
theâm vaøo moät trong caùc vò trí a, b, c, hoaëc d thì choã troáng thöïc söï ñeå theâm vaøo chæ 
laø d, nhö vaäy xaùc suaát döõ lieäu theâm vaøo d laø 4/n. Sau ñoù, xaùc suaát döõ lieäu theâm 
vaøo vò trí e laïi laø 5/n. Vaø cöù nhö theá, khi döõ lieäu caøng ñöôïc theâm vaøo nhieàu thì 
chuoãi lieân tuïc caùc vò trí ñaõ coù döõ lieäu baét ñaàu töø a ngaøy caøng daøi ra. Nhö vaäy caùch 
thöïc hieän cuûa baûng baêm baét ñaàu suy thoaùi daàn tôùi söï tìm kieám tuaàn töï. 
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Hieän töôïng gom tuï chính laø nguyeân nhaân cuûa tính thieáu oån ñònh. Neáu moät soá 
ít caùc khoùa ngaãu nhieân naèm keá nhau, thì sau ñoù caùc khoùa khaùc boãng trôû neân keát 
dính vôùi chuùng, coù nghóa laø vò trí chöùa chuùng phuï thuoäc laãn nhau, vaø söï phaân phoái 
daàn daàn trôû neân thieáu caân baèng. 

12.5.5.2. Haøm gia taêng 
Ñeå traùnh hieän töôïng gom tuï, chuùng ta phaûi söû duïng phöông phaùp phöùc taïp hôn 

ñeå choïn ra chuoãi caùc vò trí caàn xem xeùt ñeán ñeå theâm moät döõ lieäu môùi naøo ñoù khi 
coù xaûy ra ñuïng ñoä. Coù nhieàu caùch ñeå thöïc hieän. YÙ töôûng chung laø söû duïng moät 
hoaëc moät vaøi haøm gia taêng ñeå xaùc ñònh khoaûng caùch töø vò trí vöøa ñuïng 
ñoä ñeán moät vò trí môùi.  Caàn löu yù raèng keát quaû cuûa haøm gia taêng khoâng ñöôïc 
pheùp traû veà trò 0. 

 
Haøm gia taêng coù theå phuï thuoäc vaøo khoùa, hoaëc vaøo soá laàn ñaõ thöû, sao cho coù 

theå traùnh ñöôïc hieän töôïng gom tuï. 
 
Tröôøng hôïp thöù nhaát, khi haøm gia taêng phuï thuoäc vaøo khoùa, chuùng ta coù 

khaùi nieäm baêm laïi. Ñoù laø caùch söû duïng moät haøm baêm thöù hai. Keát quaû cuûa haøm 
baêm naøy laø soá vò trí caàn di chuyeån keå töø vò trí ñaõ bò ñuïng ñoä tröôùc ñoù. Neáu vò trí 
naøy laïi ñuïng ñoä, chuùng ta laïi duøng moät haøm baêm khaùc nöõa ñeå tìm ñeán vò trí thöù 
ba, vaø cöù theá. Cuõng coù khi töø keát quaû tính cuûa haøm baêm thöù hai ngöôøi ta duøng 
luoân soá naøy ñeå di chuyeån giöõa hai laàn thöû keá tieáp. 

 
Trong tröôøng hôïp thöù hai, haøm gia taêng phuï thuoäc vaøo soá laàn ñaõ thöû, coù 

theå keå ra ñaây phöông phaùp thöû baäc hai. 
 
Thöû baäc hai 
 

Neáu coù söï ñuïng ñoä taïi ñòa chæ baêm ñöôïc h, phöông phaùp thöû baäc hai (quadratic 
probing) thöû caùc vò trí keá tieáp laø h+1, h+4, h+9, ... trong baûng, coù nghóa laø caùc 
vò trí h + i2, vôùi i laø laàn thöû. Noùi caùch khaùc, haøm gia taêng laø i2. 

 

 
Hình 12.11 – Hieän töôïng gom tuï trong baûng baêm. 
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Phöông phaùp thöû tuyeán tính ñaõ neâu treân cuõng coù theå xem nhö moät tröôøng hôïp 
söû duïng haøm gia taêng laø i. 

 
Phöông phaùp thöû baäc hai thöïc söï coù laøm giaûm hieän töôïng gom tuï, nhöng thöïc 

teá thöôøng noù khoâng theå thöû heát moïi vò trí trong baûng. Ñoái vôùi moät vaøi giaù trò cuûa 
hash_size, haøm i2  seõ thöû moät soá töông ñoái ít caùc vò trí trong baûng. Laáy ví duï, 
khi hash_size laø moät boäi soá lôùn cuûa 2, chæ khoaûng moät phaàn saùu soá caùc vò trí 
trong baûng baêm laø ñöôïc thöû. Khi hash_size laø moät soá nguyeân toá, thöû baäc hai seõ 
ñaït ñöôïc moät nöûa soá vò trí trong baûng baêm. 

 
Ñeå chöùng minh ñieàu treân, giaû söû raèng hash_size laø moät soá nguyeân toá. Giaû söû 

chuùng ta cuøng ñaït moät vò trí khi thöû laàn thöù i vaø laàn thöù  i + j vôùi j laø moät soá 
nguyeân > 0. Giaû söû j laø moät soá nguyeân nhoû nhaát theo ñieàu kieän treân. Giaù trò tính 
ñöôïc bôûi haøm baêm laàn thöù i vaø laàn thöù i + j khaùc nhau bôûi moät boäi soá cuûa 
hash_size. Noùi caùch khaùc, 

 
    h + i2  ≡ h + (i + j)2  (mod hash_size) 
 

Bieán ñoåi bieåu thöùc treân ta coù: 
 

        j2 + 2ij = j(j + 2i) ≡ 0 (mod hash_size). 
 
Bieåu thöùc naøy coù nghóa laø j(j + 2i) chia heát cho hash_size. Moät tích chia heát 
cho moät soá nguyeân toá chæ khi moät trong caùc thöøa soá cuûa tích ñoù chia heát cho soá 
nguyeân toá ñoù. Vaäy hoaëc j chia heát cho hash_size, hoaëc j+2i chia heát cho 
hash_size. Trong tröôøng hôïp thöù nhaát, chuùng ta ñaõ phaûi thöû j=hash_size laàn 
tröôùc khi gaëp laïi vò trí ñaõ thöû vôùi i (chuùng ta nhôù raèng j laø soá nhoû nhaát theo giaû 
thieát).  Tuy nhieân tröôøng hôïp thöù hai seõ xaûy ra sôùm hôn, khi j=hash_size –2i, 
hoaëc khi bieåu thöùc taêng theâm hash_size neáu bieåu thöùc naøy aâm. Do ñoù toång soá vò 
trí khaùc nhau ñöôïc thöû seõ laø 
 
     (hash_size + 1) / 2. 
 

Khi ñaõ thöû vôùi soá laàn nhö treân chuùng ta coù theå xem nhö baûng ñaõ ñaày. 
 
Chuù yù raèng phöông phaùp thöû baäc hai coù theå ñöôïc thöïc hieän maø khoâng caàn 

pheùp nhaân: Sau laàn thöû thöù nhaát taïi vò trí h, bieán taêng ñöôïc gaùn laø 1. Taïi moãi laàn 
thöû thaønh coâng, bieán taêng seõ taêng theâm 2 sau khi noù ñaõ ñöôïc theâm vaøo vò trí 
tröôùc ñoù.  

 
Do           1 + 3 + 5 + . . . + (2i -1) = i2 
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ñoái vôùi moïi i≥1 , laàn thöû i seõ tìm taïi vò trí h +1 +. . . +(2i-1)=h+i2, theo 
nhö mong muoán. 

12.5.5.3. Thöû ngaãu nhieân 
Phöông phaùp cuoái cuøng laø söû duïng soá ngaãu nhieân ñöôïc sinh ra ñeå laøm bieán gia 

taêng. Chuùng ta chæ ñöôïc duøng moät boä sinh soá ngaãu nhieân ñeå töø moät soá baét ñaàu cho 
tröôùc noù luoân luoân sinh ra cuøng moät chuoãi caùc soá ngaãu nhieân keá tieáp. Ñaây laø moät 
phöông phaùp raát toát ñeå traùnh hieän töôïng gom tuï, nhöng noù coù theå chaäm hôn caùc 
phöông phaùp khaùc. 

12.5.5.4. Giaûi thuaät C++ 
Ñeå keát thuùc vieäc nghieân cöùu veà phöông phaùp ñòa chæ môû, chuùng ta coù moät ví duï 

C++ vôùi caùc khoùa laø caùc kyù töï chöõ caùi. Chuùng ta giaû söû raèng lôùp Key vaø lôùp 
Record coù caùc ñaëc tính maø chuùng ta vöøa söû duïng trong hai phaàn cuoái. Lôùp Key coù 
phöông thöùc key_letter(int position) ñeå traû veà kyù töï taïi position, lôùp 
Record coù phöông thöùc ñeå laáy moät khoùa cuûa moät phaàn töû. 
 

Baûng baêm cuûa chuùng ta seõ coù khai baùo nhö sau: 
 

const int hash_size = 997;   //  Soá nguyeân toá 
class Hash_table { 
public: 
   Hash_table(); 
   void clear(); 
   Error_code insert(const Record &new_entry); 
   Error_code retrieve(const Key &target, Record &found) const; 
private: 
   Record table[hash_size]; 
}; 

 
Baûng baêm seõ ñöôïc khôûi taïo sao cho taát caû caùc phaàn töû trong maûng ñeàu chöùa 

khoùa ñaëc bieät goàm 8 khoaûng traéng. Ñaây laø nhieäm vuï cuûa constructor: 
 
Hash_table:: Hash_table(); 
// post: Baûng baêm ñöôïc taïo vaø ñöôïc khôûi taïo laø roãng. 

 
Phöông thöùc clear caàn ñeå loaïi taát caû caùc döõ lieäu hieän coù trong baûng baêm: 
 

void Hash_table::clear(); 
// post: Baûng baêm ñaõ ñöôïc doïn deïp vaø trôû thaønh baûng baêm roãng. 

 
Maëc duø chuùng ta ñaõ baét ñaàu ñaëc taû caùc phöông thöùc cuûa baûng baêm, chuùng ta seõ 

khoâng tieáp tuïc phaùt trieån thaønh moät goùi toång quaùt vaø ñaày ñuû. Do vieäc choïn moät 
haøm baêm toát phuï thuoäc nhieàu vaøo loaïi cuûa khoùa seõ ñöôïc söû duïng, caùc phöông thöùc 
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cuûa baûng baêm thöôøng phuï thuoäc maïnh meõ vaøo töøng öùng duïng rieâng, moät goùi toång 
quaùt cho moät baûng baêm laø khoâng coù lôïi. 

 
Ñeå minh hoïa caùch vieát caùc haøm tieáp theo, chuùng ta seõ söû duïng phöông phaùp 

thöû baäc hai ñeå giaûi quyeát ñuïng ñoä. Chuùng ta ñaõ chöùng minh raèng soá laàn thöû toái ña 
coù theå thöïc hieän theo phöông phaùp naøy laø (hash_size+1) / 2, neân seõ duøng 
bieán ñeám probe_count ñeå kieåm tra giôùi haïn naøy. 

Vôùi nhöõng quy öôùc nhö treân, chuùng ta coù phöông thöùc theâm moät phaàn töû 
new_entry vaøo baûng baêm nhö sau: 

 
Error_code Hash_table::insert(const Record &new_entry) 
/* 
post: Neáu baûng baêm ñaày, phöông thöùc traû veà overflow. 
     Neáu baûng baêm ñaõ chöùa phaàn töû coù khoùa truøng khoùa trong new_entry thì ph7ông thöùc traû 

veà duplicate_error. Ngöôïc laïi,  phaàn töû new_entry ñöôc theâm vaøo baûng baêm vaø 
phöông thöùc traû veà success.  

uses: Caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp Key vaø Record, haøm hash. 
*/ 
{ 
   Error_code result = success; 
   int probe_count,    //  Ñeám soá laàn thöû ñeå phaùt hieän baûng ñaày. 
       increment,      //  Soá gia taêng bôû pheùp thöû baäc hai. 
       probe;          //  Vò trí thöû hieän thôøi. 
   Key null;           //  Giaù trò NULL cuûa khoùa duøng cho pheùp so saùnh. 
   null.make_blank(); 
 
   probe = hash(new_entry); 
   probe_count = 0; 
   increment = 1; 
 
   while (table[probe] != null              // Vò trí thöû coù troáng hay khoâng? 
     && table[probe] != new_entry           // Khoùa ñaõ coù trong baûng baêm? 
     && probe_count < (hash_size + 1) / 2) {// Baûng ñaày hay chöa? 
      probe_count++; 
      probe = (probe + increment) % hash_size; 
      increment += 2;          // Tính laïi ñoä dôøi cho laàn thöû keá tieáp. 
   } 
   if (table[probe]==null) table[probe]= new_entry; 
   else if (table[probe] == new_entry) result = duplicate_error; 
   else result =  overflow;                         
   return result; 
} 

 
Phöông thöùc ñeå truy xuaát moät phaàn töû vôùi moät khoùa cho tröôùc coù daïng töông 

töï, chuùng ta daønh laïi nhö baøi taäp. Ñaëc taû cuûa noù nhö sau: 
 
Error_code Hash_table:: retrieve(const Key &target, Record &found) const; 
//post: Neáu moät phaàn töû trong baûng baêm coù khoùa gioáng target, thì found seõ ñöôïc gaùn trò cuûa 

phaàn töû ñoù, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi, traû veà not_present. 
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12.5.5.5. Loaïi boû moät phaàn töû 
Cho ñeán baây giôø, chuùng ta vaãn chöa noùi gì ñeán vieäc loaïi moät phaàn töû trong 

baûng baêm. Thoaït nhìn, döôøng nhö ñoù laø moät vieäc deã daøng, chæ caàn gaùn laïi cho vò 
trí caàn loaïi moät trò ñaëc bieät cuûa khoùa ñeå chæ ra raèng ñoù laø vò trí troáng. Tuy nhieân 
caùch naøy khoâng theå aùp duïng ñöôïc. Lyù do laø moät vò trí troáng ñöôïc xem nhö moät 
daáu hieäu ñeå keát thuùc quaù trình tìm kieám moät khoùa. Giaû söû nhö tröôùc khi loaïi, ñaõ 
xaûy ra moät hoaëc hai laàn ñuïng ñoä vaø moät phaàn töû naøo ñoù leõ ra phaûi ñöôïc theâm vaøo 
taïi vò trí ñang xeùt laïi phaûi dôøi ñeán moät vò trí ñaâu ñoù trong baûng. Neáu baây giôø 
chuùng ta caàn truy xuaát ñeán phaàn töû naøy thì choã troáng môùi ñöôïc taïo ra seõ keát thuùc 
vieäc tìm kieám, vaø chuùng ta khoâng theå tìm thaáy noù, maëc duø noù vaãn toàn taïi trong 
baûng. 

 
Moät phöông phaùp ñeå ngaên ngöøa tình huoáng treân laø söû duïng moät khoùa ñaëc bieät 

ñeå ñaët vaøo caùc vò trí caàn loaïi ñi phaàn töû. Khoùa ñaëc bieät naøy chæ ra raèng ñoù laø moät 
vò trí troáng coù theå theâm phaàn töû môùi vaøo, nhöng noù khoâng ñöôïc duøng ñeå keát thuùc 
quaù trình tìm kieám moät khoùa naøo khaùc trong baûng. Tuy nhieân caùch söû duïng khoùa 
ñaëc bieät naøy seõ laøm cho giaûi thuaät phöùc taïp hôn vaø chaäm hôn. Coøn moät soá phöông 
phaùp khaùc coù theå aùp duïng trong vieäc loaïi boû moät phaàn töû khoûi baûng baêm. Tuy 
nhieân chuùng ta caàn nhôù raèng phöông phaùp loaïi boû naøo cuõng phaûi töông thích vôùi 
chieán löôïc theâm vaø tìm kieám phaàn töû, ñeå hai taùc vuï naøy luoân hoaït ñoäng moät caùch 
chính xaùc. Danh saùch lieân keát trong maûng lieân tuïc trong phaàn 4.5 cuõng thöôøng 
ñöôïc söû duïng laøm baûng baêm, vaø cuõng thuoäc nhoùm phöông phaùp ñòa chæ môû ñeå giaûi 
quyeát ñuïng ñoä. Caùc phaàn töû coù cuøng giaù trò haøm baêm seõ ñöôïc noái keát trong cuøng 
moät danh saùch lieân keát. Vaø trong baûng baêm coù nhieàu danh saùch lieân keát nhö vaäy. 

  

12.5.6.  Giaûi quyeát ñuïng ñoä baèng phöông phaùp noái keát 

Cho ñeán baây giôø chuùng ta vaãn cöù ngaàm hieåu raèng chuùng ta chæ söû duïng vuøng 
nhôù lieân tuïc ñeå chöùa baûng baêm. Thaät vaäy, vuøng nhôù lieân tuïc laø caùch choïn töï nhieân 
ñeå hieän thöïc baûng baêm, do chuùng ta caàn truy xuaát moät vò trí ngaãu nhieân trong 
baûng moät caùch nhanh choùng, maø vuøng nhôù lieân keát thì khoâng hoã trôï vieäc truy 
xuaát ngaãu nhieân. Tuy nhieân, ñieàu ñoù khoâng coù nghóa laø vuøng nhôù lieân keát khoâng 
theå ñöôïc duøng ñeå chöùa caùc phaàn töû. Chuùng ta coù theå duøng baûng baêm laø moät maûng 
caùc danh saùch lieân keát. Chuùng ta haõy xem hình 12.12. 

 
Ngöôøi ta thöôøng quen goïi caùc danh saùch lieân keát töø baûng baêm laø caùc chuoãi maéc 

xích noái keát (chain) neân phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng ñoä naøy coøn ñöôïc goïi laø 
phöông phaùp noái keát (chaining). 

12.5.6.1. Öu ñieåm cuûa phöông phaùp noái keát 
Öu ñieåm thöù nhaát vaø cuõng laø öu ñieåm quan troïng nhaát cuûa phöông phaùp naøy laø 

noù coù theå tieát kieäm vuøng nhôù khi baûn thaân caùc phaàn töû khaù lôùn. Do baûng baêm laø 
moät maûng, chuùng ta caàn khai baùo tröôùc moät soá löôïng phaàn töû  khaù lôùn ñeå traùnh 
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hieän töôïng traøn. Neáu ñeå caùc phaàn töû naèm trong baûng baêm thì khi chöa coù nhieàu 
döõ lieäu, coù quaù nhieàu vò trí ñeå troáng, trong khi chöông trình cuûa chuùng ta coù theå 
caàn nhieàu vuøng nhôù cho nhöõng bieán khaùc nöõa. Ngöôïc laïi, neáu baûng baêm chæ chöùa 
caùc con troû maø moãi con troû chæ caàn chieám soá byte baèng soá byte cuûa moät töø thì kích 
thöôùc baûng baêm giaûm ñaùng keå. 
 
 

 
Öu ñieåm chính thöù hai cuûa vieäc löu caùc danh saùch lieân keát keøm vôùi baûng baêm 

laø noù cho pheùp xöû lyù ñuïng ñoä moät caùch ñôn giaûn vaø hieäu quaû. Vôùi moät haøm baêm 
toát, chæ coù moät soá ít khoùa laø truøng ñòa chæ baêm, vaø nhö vaäy caùc danh saùch lieân keát 
ñeàu ngaén vaø caùc khoùa ñeàu coù theå ñöôïc tìm kieám nhanh choùng. Gom tuï khoâng coøn 
laø vaán ñeà phaûi quan taâm bôûi vì caùc khoùa coù caùc ñòa chæ baêm khaùc nhau luoân naèm 
trong caùc danh saùch khaùc nhau. 

 
Öu ñieåm thöù ba laø kích thöôùc baûng baêm khoâng nhaát thieát phaûi lôùn hôn soá 

phaàn töû coù theå coù, chuùng ta khoâng coøn phaûi lo vaán ñeà traøn. Khi soá phaàn töû nhieàu 
hôn kích thöôùc baûng baêm thì chæ coù nghóa raèng, chaéc chaén laø coù moät vaøi danh 
saùch lieân keát naøo ñoù coù nhieàu hôn moät phaàn töû. Ngay caû khi soá phaàn töû nhieàu gaáp 
vaøi laàn kích thöôùc baûng baêm thì chieàu daøi trung bình cuûa moãi danh saùch lieân keát 
vaãn nhoû vaø vieäc tìm kieám tuaàn töï treân töøng danh saùch vaãn coøn hieäu quaû. 

 
Cuoái cuøng, vieäc loaïi moät phaàn töû trôû thaønh moät coâng vieäc deã daøng vaø nhanh 

choùng ñoái vôùi baûng baêm theo phöông phaùp noái keát. Vieäc loaïi boû naøy ñöôïc tieán 

 
Hình 12.12 – Baûng baêm noái keát  
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haønh hoaøn toaøn gioáng vôùi vieäc loaïi moät phaàn töû ra khoûi moät danh saùch lieân keát 
ñôn. 

12.5.6.2. Nhöôïc ñieåm cuûa phöông phaùp noái keát 
Caùc öu ñieåm cuûa baûng baêm theo phöông phaùp noái keát thöïc söï laø raát coù lôïi. 

Chuùng ta neân tin raèng phöông phaùp noái keát luoân laø phöông phaùp toát hôn so vôùi 
phöông phaùp ñòa chæ môû. Tuy vaäy, chuùng ta haõy xeùt ñeán moät nhöôïc ñieåm quan 
troïng cuûa noù: moïi moái lieân keát ñeàu chieám vuøng nhôù. Neáu phaàn töû coù kích thöôùc 
lôùn thì kích thöôùc cuûa caùc con troû seõ khoâng ñaùng keå, ngöôïc laïi seõ laø ñieàu khoâng 
hay. 

 
Giaû söû raèng moãi moái lieân keát chieám moät töø  (moät word chieám 2 hoaëc 4 bytes) 

vaø moãi phaàn töû cuõng chæ chieám moät töø. Nhöõng öùng duïng nhö vaäy cuõng töông ñoái 
phoå bieán, trong ñoù chuùng ta söû duïng baûng baêm chæ ñeå traû lôøi moät vaøi caâu hoûi yes-
no veà caùc khoùa. Giaû söû chuùng ta duøng baûng baêm theo phöông phaùp noái keát vaø 
khai baùo moät maûng nhoû ñeå chöùa baûng baêm vôùi n laø soá phaàn töû cuûa maûng maø cuõng 
laø soá phaàn töû seõ coù. Chuùng ta seõ phaûi söû duïng 3n töø trong boä nhôù: n cho baûng 
baêm, n cho caùc khoùa, vaø n cho caùc moái lieân keát ñeå tìm ñeán phaàn töû keá trong caùc 
danh saùch lieân keát. Do baûng baêm gaàn nhö ñaày neân ñuïng ñoä seõ xaûy ra nhieàu hôn, 
moät soá danh saùch lieân keát seõ coù vaøi phaàn töû. Vieäc tìm kieám seõ chaäm. Maët khaùc, 
giaû söû nhö chuùng ta duøng phöông phaùp ñòa chæ môû. Cuõng vôùi 3n töø cuûa boä nhôù, 
neáu chuùng ta chöùa tröïc tieáp caùc phaàn töû trong baûng baêm coù kích thöôùc 3n naøy thì 
chæ coù moät phaàn ba baûng laø coù döõ lieäu, nhö vaäy soá ñuïng ñoä cuõng seõ töông ñoái ít vaø 
vieäc tìm moät phaàn töû seõ nhanh hôn raát nhieàu. 

12.5.6.3. Caùc giaûi thuaät trong C++ 
Baûng baêm theo phöông phaùp noái keát trong C++ coù ñònh nghóa ñôn giaûn nhö 

sau: 
 

class Hash_table { 
public: 
   //  Specify methods here. 
private: 
   List<Record> table[hash_size]; 
}; 

 
ÔÛ ñaây lôùp List coù theå laø baát kyø moät hieän thöïc lieân keát toång quaùt naøo cuûa moät 

danh saùch ñaõ hoïc trong chöông 4. Ñeå ñöôïc nhaát quaùn, caùc phöông thöùc cuûa baûng 
baêm noái keát seõ chöùa moïi phöông thöùc cuûa hieän thöïc baûng baêm tröôùc kia cuûa chuùng 
ta. Constructor cuûa baûng baêm chæ ñôn giaûn goïi caùc constructor cho töøng danh saùch 
cuûa maûng. Trong khi ñoù vieäc doïn deïp xoùa saïch caùc phaàn töû trong baûng baêm noái 
keát laïi laø moät vieäc hoaøn toaøn khaùc, chuùng ta caàn doïn deïp töøng danh saùch taïi moãi 
vò trí trong baûng baêm. Vieäc naøy coù theå ñöôïc thöïc hieän nhôø phöông thöùc clear() 
cuûa List. 
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Chuùng ta coøn coù theå söû duïng caùc phöông thöùc trong ñoùng goùi List ñeå truy xuaát 
baûng baêm. Baûn thaân haøm baêm khoâng khaùc so vôùi baûng baêm theo phöông phaùp ñòa 
chæ môû. Ñeå truy xuaát döõ lieäu, chuùng ta coù theå ñôn giaûn söû duïng phieân baûn lieân keát 
cuûa haøm sequential_search trong phaàn 7.2. Coát loõi cuûa phöông thöùc 
Hash_table::retrieve laø  

 
sequential_search( table[hash(target)], target, position); 

 
Chi tieát cuûa vieäc chuyeån ñoåi haøm naøy thaønh moät haøm ñaày ñuû ñöôïc xem nhö baøi 

taäp. Töông töï, coát loõi cuûa vieäc theâm döõ lieäu vaøo baûng baêm laø 
 
   table[hash(new_entry)].insert( 0, new_entry ); 

 
ÔÛ ñaây chuùng ta choïn caùch khi theâm phaàn töû môùi vaøo thì noù seõ ñöôïc ñöùng taïi vò trí 
ñaàu cuûa danh saùch lieân keát, do ñaây laø caùch deã nhaát. Nhö chuùng ta ñaõ thaáy, caû hai 
vieäc theâm vaøo vaø truy xuaát phaàn töû naøy ñeàu ñôn giaûn hôn laø phöông phaùp ñòa chæ 
môû, do vieäc giaûi quyeát ñuïng ñoä khoâng coøn laø vaán ñeà nöõa. 
 

Vieäc loaïi phaàn töû ra khoûi baûng baêm noái keát cuõng ñôn giaûn hôn raát nhieàu so vôùi 
baûng baêm ñòa chæ môû. Ñeå loaïi moät phaàn töû vôùi moät khoùa cho tröôùc, chuùng ta chæ 
caàn tìm tuaàn töï phaàn töû ñoù trong danh saùch lieân keát coù chöùa noù vaø loaïi noù ra khoûi 
danh saùch naøy. Ñaëc taû cuûa phöông thöùc loaïi boû nhö sau: 
 
Error_code Hash_table::remove(const Key &target, Record &x); 
post: Neáu baûng coù chöùa phaàn töû coù khoùa baèng target, thì phaàn töû naøy ñöôïc cheùp vaøo x vaø ñöôïc 

loaïi khoûi baûng baêm, phöông thöùc traû veà success. Ngöôïc laïi phöông thöùc traû veà 
not_present. 

 
Hieän thöïc cuûa phöông thöùc naøy cuõng ñöôïc daønh laïi nhö baøi taäp. 

12.6. Phaân tích baûng baêm 

12.6.1. Ñieàu ngaïc nhieân veà ngaøy sinh 

Khaû naêng xaûy ra ñuïng ñoä trong vieäc baêm coù lieân quan ñeán moät chuyeän vui khaù 
noåi tieáng trong toaùn hoïc: neáu choïn moät caùch ngaãu nhieân töøng ngöôøi ñeå ñöa vaøo 
moät caên phoøng thì seõ ñöôïc bao nhieâu ngöôøi tröôùc khi coù theå xaûy ra vieäc hai ngöôøi 
trong soá ñoù coù cuøng moät ngaøy sinh. Do moãi naêm coù 365 ngaøy, nhieàu ngöôøi ñoaùn 
raèng caâu traû lôøi phaûi leân ñeán con soá haøng traêm, nhöng lôøi giaûi thöïc ra laø chæ coù 23 
ngöôøi. 

 
Chuùng ta coù theå ñònh ra xaùc suaát cho caâu hoûi naøy baèng caùch traû lôøi theo höôùng 

ngöôïc laïi: Vôùi m ngöôøi ñöôïc choïn moät caùch ngaãu nhieân ñeå ñöa vaøo phoøng, xaùc suaát 
ñeå hai ngöôøi coù cuøng ngaøy sinh laø bao nhieâu? Chuùng ta haõy baét ñaàu vôùi baát kyø 
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ngöôøi naøo vaø ñaùng daáu loaïi ngaøy sinh cuûa hoï treân lòch. Xaùc suaát ñeå ngöôøi thöù hai 
coù ngaøy sinh khaùc vôùi ngöôøi ñaõ choïn laø 364/365. Tieáp tuïc ñaùnh daáu loaïi ngaøy 
sinh cuûa ngöôøi naøy chuùng ta coù xaùc suaát ñeå ngöôøi thöù ba coù ngaøy sinh khaùc seõ laø 
363/365. Tieáp tuïc tieán haønh theo caùch naøy, chuùng ta seõ thaáy neáu m-1 ngöôøi ñaàu 
tieân coù caùc ngaøy sinh khaùc nhau, thì xaùc suaát ngöôøi thöù m coù ngaøy sinh khaùc nöõa 
laø (365 – m + 1) / 365. Do caùc ngaøy sinh cuûa nhöõng ngöôøi khaùc nhau laø ñoäc 
laäp nhau, caùc xaùc suaát naøy seõ ñöôïc nhaân vôùi nhau, vaø chuùng ta coù ñöôïc xaùc suaát ñeå 
m ngöôøi coù caùc ngaøy sinh khoâng truøng nhau laø  

 
 364   363   362          365-m+1 
         365   365   365              365 

 
Bieåu thöùc naøy seõ nhoû hôn 0.5 khi m ≥ 23. 

 
Khi xeùt ñeán baûng baêm, ñieàu ñaùng ngaïc nhieân veà caùc ngaøy sinh treân ñaây cho 

chuùng ta bieát raèng vôùi baát kyø moät kích thöôùc naøo thì haàu nhö söï ñuïng ñoä cuõng 
chaéc chaén seõ xaûy ra. Vì theá, caùch tieáp caän cuûa chuùng ta khoâng neân chæ döøng laïi ôû 
vieäc laøm giaûm soá laàn ñuïng ñoä, maø coøn phaûi xöû lyù chuùng caøng hieäu quaû caøng toát. 

 

12.6.2. Ñeám soá laàn thöû 

Cuõng nhö nhöõng phöông phaùp truy xuaát thoâng tin khaùc, chuùng ta muoán bieát soá 
laàn so saùnh trung bình cuûa caùc khoùa trong caû hai tröôøng hôïp tìm kieám thaønh 
coâng vaø khoâng thaønh coâng ñoái vôùi moät khoùa cho tröôùc. Chuùng ta seõ duøng töø thöû 
(probe) cho vieäc xem xeùt moät phaàn töû vaø so saùnh khoùa cuûa noù vôùi khoùa caàn tìm. 

 
Soá laàn thöû caàn thieát phuï thuoäc vaøo möùc ñoä ñaày cuûa baûng. Do ñoù (cuõng nhö caùc 

phöông phaùp tìm kieám), chuùng ta goïi n laø soá phaàn töû trong moät baûng vaø t (cuõng laø 
hash_size) laø soá vò trí trong maûng chöùa baûng baêm. Heä soá taûi (load factor) cuûa 
baûng seõ laø λ = n/t; λ = 0 coù nghóa laø baûng roãng; λ = 0.5 laø baûng chöùa moät 
nöûa soá phaàn töû. Ñoái vôùi baûng ñòa chæ môû, λ khoâng bao giôø coù theå vöôït quaù 1, 
nhöng ñoái vôùi baûng noái keát seõ khoâng coù giôùi haïn cho λ. Chuùng ta seõ xem xeùt 
rieâng töøng baûng treân. 

 

12.6.3. Phaân tích phöông phaùp noái keát 

Vôùi moät baûng noái keát chuùng ta ñi tröïc tieáp ñeán moät trong caùc danh saùch lieân 
keát tröôùc khi thöïc hieän baát kyø moät pheùp thöû naøo. Giaû söû nhö danh saùch coù chöùa 
khoùa caàn tìm coù k phaàn töû. Chuù yù raèng k coù theå baèng 0. 

 
Neáu vieäc tìm kieám khoâng thaønh coâng, thì khoùa caàn tìm seõ phaûi ñöôïc so saùnh 

vôùi taát caû k khoùa cuûa k phaàn töû töông öùng. Do caùc phaàn töû ñöôïc phaân phoái moät 
caùch nhö nhau treân taát caû t danh saùch (xaùc suaát xuaát hieän baèng nhau treân moïi 

xx x … x 
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danh saùch), soá phaàn töû ñöôïc mong ñôïi trong danh saùch ñang ñöôïc tìm kieám laø λ = 
n/t. Do ñoù soá laàn thöû trung bình cuûa moät laàn tìm kieám khoâng thaønh coâng laø λ. 

 
Baây giôø chuùng ta haõy giaû söû laø vieäc tìm kieám seõ thaønh soâng. Töø phaân tích cuûa 

vieäc tìm tuaàn töï, chuùng ta ñaõ bieát raèng soá laàn so saùnh trung bình laø 
2
1
(k+1), vôùi 

k laø chieàu daøi cuûa danh saùch chöùa phaàn töû caàn tìm. Nhöng chieàu daøi mong ñôïi cuûa 
danh saùch naøy khoâng lôùn hôn λ, vaø chuùng ta bieát tröôùc laø noù chöùa ít nhaát moät 
phaàn töû (phaàn töû caàn tìm). Ngoaïi tröø phaàn töû caàn tìm, n –1 phaàn töû coøn laïi ñöôïc 
phaân phoái nhö nhau treân taát caû t danh saùch; vaäy soá phaàn töû mong ñôïi treân danh 
saùch coù chöùa phaàn töû caàn tìm laø  1+(n-1)/t. Khoâng keå caùc baûng coù kích thöôùc 
nhoû, chuùng ta laáy xaáp xæ (n-1)/t baèng n/t=λ. Vaäy soá laàn thöû trung bình cho 
moät laàn tìm kieám thaønh coâng gaàn vôùi 

      
2
1
(k+1) ≈ 

2
1
(1 + λ + 1) = 1 + 

2
1
λ. 

 
Toùm laïi, vieäc truy xuaát moät baûng baêm noái keát coù heä soá taûi λ trung bình caàn 

ñeán 1 + 
2
1
λ laàn thöû cho moät laàn tìm kieám thaønh coâng vaø λ laàn thöû cho moät laàn 

tìm kieám khoâng thaønh coâng. 
 

12.6.4. Phaân tích phöông phaùp ñòa chæ môû 

Ñeå phaân tích soá laàn thöû trong baûng baêm ñòa chæ môû, tröôùc heát chuùng ta boû qua 
vaán ñeà gom tuï vôùi giaû thieát raèng khoâng chæ laàn thöû ñaàu tieân laø ngaãu nhieân maø 
ngay caû sau khi xaûy ra ñuïng ñoä, laàn thöû keá tieáp cuõng ngaãu nhieân treân khaép caùc vò 
trí coøn laïi cuûa baûng. Noùi caùch khaùc, giaû söû raèng baûng baêm coù kích thöôùc raát lôùn 
sao cho moïi laàn thöû coù theå ñöôïc xem laø ñoäc laäp nhau. Keát quaû tính ñöôïc nhö sau: 

  
Vieäc truy xuaát töø baûng baêm ñòa chæ môû, vôùi pheùp thöû ngaãu nhieân vaø heä soá taûi 

λ, coù soá laàn thöû trung bình xaáp xæ baèng    
                                                  1        1 

        ⎯   ln   ⎯⎯  
        λ    1 - λ 
trong tröôøng hôïp tìm kieám thaønh coâng vaø 1/(1-λ) trong tröôøng hôïp tìm kieám 
khoâng thaønh coâng. 
 

Trong tröôøng hôïp baûng baêm ñòa chæ môû vôùi pheùp thöû tuyeán tính, löu yù raèng giaû 
thieát caùc laàn thöû  ñoäc laäp nhau laø khoâng theå chaáp nhaän. Keát quaû tính ñöôïc nhö 
sau: 

 
Vieäc truy xuaát baûng baêm ñòa chæ môû vôùi pheùp thöû tuyeán tính vaø heä soá taûi λ 

caàn soá laàn thöû trung bình xaáp xæ baèng  
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          1          1 
       ⎯    1 + ⎯⎯   

  2          1 - λ 
 
trong tröôøng hôïp thaønh coâng vaø  
                          1           1 
         ⎯    1 + ⎯⎯⎯   

  2          (1 - λ)2 
 
trong tröôøng hôïp khoâng thaønh coâng. 
 
 

12.6.5. Caùc so saùnh lyù thuyeát 

 
Hình 12.13 cho thaáy caùc giaù trò cuûa caùc bieåu thöùc treân vôùi caùc trò khaùc nhau 

cuûa heä soá taûi λ. 
 
Chuùng ta coù theå thaáy ñöôïc moät vaøi keát luaän töø baûng naøy. Tröôùc heát, roõ raøng laø 

baûng baêm noái keát caàn  ít laàn thöû hôn baûng baêm ñòa chæ môû. Maët khaùc, vieäc duyeät 
caùc danh saùch lieân keát thöôøng chaäm hôn laø truy xuaát maûng, ñieàu naøy laøm giaûm öu 
ñieåm cuûa baûng baêm noái keát, nhaát laø trong nhöõng tröôøng hôïp maø vieäc so saùnh 
khoùa coù theå ñöôïc thöïc hieän raát nhanh. Phöông phaùp noái keát trôû neân hôïp lyù khi 
caùc phaàn töû coù kích thöôùc lôùn vaø thôøi gian caàn ñeå so saùnh caùc khoùa laø nhieàu. 
Ngoaøi ra, noù coøn toû ra coù lôïi theá khi vieäc tìm kieám khoâng thaønh coâng thöôøng xaûy 
ra, do nhöõng luùc quaù trình tìm kieám gaëp ñöôïc moät danh saùch roãng hoaëc moät danh 
saùch thaät ngaén vaø coù theå keát thuùc nhanh vôùi raát ít laàn so saùnh khoùa.  

 
Ñoái vôùi vieäc tìm kieám thaønh coâng trong baûng baêm ñòa chæ môû, phöông phaùp 

thöû tuyeán tính ñôn giaûn khoâng laøm chaäm quaù trình tìm kieám ñi nhieàu so vôùi caùc 
phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng ñoä phöùc taïp khaùc, ít nhaát laø cho ñeán khi baûng gaàn 

 
Hình 12.13 – So saùnh lyù thuyeát caùc phöông phaùp baêm
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nhö ñaày. Tuy nhieân, ñoái vôùi vieäc tìm kieám khoâng thaønh coâng, hieän töôïng gom tuï 
nhanh choùng laøm cho pheùp thöû tuyeán tính suy thoaùi thaønh quaù trình tìm kieám 
tuaàn töï. Vì theá, chuùng ta coù theå keát luaän raèng neáu vieäc tìm kieám thöôøng thaønh 
coâng, vaø heä soá taûi vöøa phaûi, thì pheùp thöû tuyeán tính seõ ñaùp öùng ñöôïc; coøn trong 
nhöõng tröôøng hôïp khaùc, neân söû duïng nhöõng phöông phaùp giaûi quyeát ñuïng ñoä khaùc 
nhö phöông phaùp thöû baäc hai chaúng haïn. 

 

12.6.6. Caùc so saùnh thöïc nghieäm 

Moät ñieàu quan troïng caàn nhôù laø caùc tính toaùn trong hình 12.13 chæ laø caùc con 
soá xaáp xæ, vaø trong thöïc teá khoâng coù gì laø hoaøn toaøn ngaãu nhieân, do ñoù chuùng ta 
luoân bieát raèng seõ coù moät vaøi ñieàu khaùc nhau giöõa caùc keát quaû lyù thuyeát vaø vieäc 
tính toaùn thöïc söï. Vì vaäy, ñeå so saùnh, hình 12.14 cho thaáy keát quaû cuûa vieäc 
nghieân cöùu baèng thöïc nghieäm vôùi 900 khoùa laáy ngaãu nhieân giöõa 0 vaø 1. 

 
Neáu so saùnh caùc con soá trong hai baûng 12.15 vaø 12.16, chuùng ta thaáy raèng keát 

quaû thöïc nghieäm treân baûng baêm noái keát gaàn gioáng vôùi keát quaû lyù thuyeát. Caùc keát 
quaû cuûa pheùp thöû baäc hai laïi gaàn gioáng vôùi keát quaû lyù thuyeát cuûa vieäc thöû ngaãu 
nhieân; söï khaùc nhau coù theå ñöôïc giaûi thích deã daøng laø vì thöû baäc hai chöa thaät söï 
ngaãu nhieân. Ñoái vôùi thöû tuyeán tính, caùc keát quaû töông töï khi baûng coøn töông ñoái 
troáng, nhöng khi baûng gaàn nhö ñaày thì caùc con soá xaáp xæ ñöôïc tính baèng lyù thuyeát 
khaùc nhieàu so vôùi thöïc nghieäm. Ñoù laø haäu quaû cuûa caùc giaû thieát ñaõ ñöôïc ñôn giaûn 
hoùa trong toaùn hoïc. 

 
So saùnh vôùi caùc phöông phaùp truy xuaát thoâng tin khaùc, ñieàu quan troïng caàn löu 

yù veà taát caû nhöõng con soá naøy laø chuùng chæ phuï thuoäc vaøo heä soá taûi, maø khoâng phuï 
thuoäc vaøo soá phaàn töû thöïc söï coù trong baûng. Vieäc truy xuaát töø baûng baêm coù 20,000 
phaàn töû trong 40,000 vò trí coù theå coù cuûa baûng, xeùt trung bình, khoâng chaäm hôn 

 
 

Hình 12.14 – So saùnh thöïc nghieäm caùc phöông phaùp baêm. 
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vieäc tìm kieám trong 20 phaàn töû trong 40 vò trí coù theå coù. Vôùi vieäc tìm tuaàn töï, moät 
danh saùch coù kích thöôùc lôùn gaáp 1000 laàn seõ laøm cho quaù trình tìm laâu hôn 1000 
laàn. Vôùi tìm kieám nhò phaân, tæ leä naøy giaûm xuoáng 10 (chính xaùc hôn laø lg1000), 
nhöng thôøi gian tìm kieám vaãn luoân phuï thuoäc vaøo kích thöôùc cuûa danh saùch,  ñieàu 
naøy khoâng coù ôû baûng baêm. 

 
Chuùng ta coù theå toång keát nhöõng khaûo saùt veà vieäc truy xuaát töø n phaàn töû nhö 

sau: 
• Tìm tuaàn töï laø θ(n). 
• Tìm nhò phaân laø θ(log n). 
• Truy xuaát baûng baêm laø θ(1). 

 
Cuoái cuøng, chuùng ta nhaán maïnh veà taàm quan troïng cuûa vieäc löïa choïn moät haøm 

baêm toát, moät haøm baêm thöïc hieän tính toaùn nhanh vaø raûi ñeàu caùc khoùa trong 
baûng. Neáu haøm baêm khoâng toát thì baêm seõ suy thoaùi veà tìm kieám tuaàn töï. 

12.7. Keát luaän: so saùnh caùc phöông phaùp 
Trong chöông naøy vaø chöông 7, chuùng ta ñaõ xem xeùt boán phöông phaùp khaùc 

nhau ñeå truy xuaát thoâng tin: 
 

• Tìm tuaàn töï, 
• Tìm nhò phaân, 
• Tra cöùu baûng, vaø 
• Baêm. 

 
Neáu ñöôïc hoûi raèng phöông phaùp naøo laø toát nhaát, tröôùc heát chuùng ta caàn choïn 

ra caùc tieâu chí ñeå ñaùnh giaù. Caùc tieâu chí goàm caùc yeâu caàu cuûa öùng duïng, vaø caùc moái 
quan taâm khaùc coù aûnh höôûng leân söï choïn löïa caáu truùc döõ lieäu, do hai phöông phaùp 
ñaàu chæ coù theå aùp duïng vôùi caùc danh saùch coøn hai phöông phaùp sau chæ daønh cho 
caùc baûng.  Trong nhieàu öùng duïng, chuùng ta cuõng ñöôïc töï do trong vieäc choïn löïa 
giöõa danh saùch vaø baûng. 

 
Veà maët toác ñoä cuõng nhö tính thuaän lôïi, vieäc tra cöùu theo thöù töï trong caùc baûng 

chaéc chaén laø toát nhaát, nhöng coù nhieàu öùng duïng maø ñieàu naøy laïi khoâng aùp duïng 
ñöôïc do taäp caùc khoùa khaù thöa thôùt hoaëc ñoái vôùi chuùng danh saùch toû ra öu theá 
hôn. Moät ñieàu khoâng thích öùng nöõa laø khi vieäc theâm vaø loaïi phaàn töû xaûy ra 
thöôøng xuyeân, trong vuøng nhôù lieân tuïc caùc taùc vuï naøy ñoøi hoûi phaûi di chuyeån moät 
soá lôùn döõ lieäu. 

 
Trong ba phöông phaùp coøn laïi, phöông phaùp naøo laø toát nhaát phuï thuoäc vaøo tieâu 

chí khaùc nhö daïng cuûa döõ lieäu. 
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Tìm tuaàn töï laø phöông phaùp meàm deûo nhaát trong caùc phöông phaùp. Döõ lieäu coù 
theå ñöôïc löu theo baát kyø thöù töï naøo, trong hieän thöïc lieân tuïc hoaëc lieân keát. Tìm 
nhò phaân ñoøi hoûi nhieàu hôn, caùc khoùa phaûi löu theo thöù töï vaø döõ lieäu phaûi löu 
trong vuøng nhôù cho pheùp truy xuaát ngaãu nhieân (vuøng nhôù lieân tuïc). Baêm coøn ñoøi 
hoûi nhieàu hôn nöõa, tuy thöù töï khaùc thöôøng cuûa caùc khoùa vaãn ñaùp öùng ñöôïc vieäc 
truy xuaát töø baûng baêm, nhöng noùi chung noù khoâng coù lôïi cho baát kyø moät muïc ñích 
naøo khaùc. Neáu nhö döõ lieäu caàn phaûi luoân saün saøng cho moät söï khaûo saùt thì moät 
thöù töï naøo ñoù laø caàn thieát, vaø nhö vaäy baûng baêm khoâng ñaùp öùng. 

 
Cuoái cuøng laø vaán ñeà lieân quan ñeán vieäc tìm kieám khoâng thaønh coâng. Tìm tuaàn 

töï vaø baêm khi khoâng thaønh coâng thì xem nhö khoâng coù keát quaû gì. Trong khi ñoù, 
neáu thaát baïi thì tìm nhò phaân seõ cho bieát döõ lieäu coù khoùa gaàn vôùi khoùa caàn tìm, 
vaø nhö vaäy noù coù theå cung caáp thoâng tin höõu ích. Trong chöông 9 vaø 10 chuùng ta 
ñaõ nghieân cöùu caùc phöông phaùp löu tröõ döõ lieäu döïa treân cô sôû caây, coù keát hôïp tính 
hieäu quaû cuûa tìm nhò phaân vôùi söï meàm deûo cuûa caùc caáu truùc lieân keát. 
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Chöông 13 – ÑOÀ THÒ 
 

Chöông naøy trình baøy veà caùc caáu truùc toaùn hoïc quan troïng ñöôïc goïi laø ñoà thò. 
Ñoà thò  thöôøng ñöôïc öùng duïng trong raát nhieàu lónh vöïc: ñieàu tra xaõ hoäi, hoùa hoïc, 
ñòa lyù, kyõ thuaät ñieän,…. Chuùng ta seõ tìm hieåu caùc phöông phaùp bieåu ñieãn ñoà thò 
baèng caùc caáu truùc döõ lieäu vaø xaây döïng moät soá giaûi thuaät tieâu bieåu lieân quan ñeán ñoà 
thò.  

13.1. Neàn taûng toaùn hoïc 

13.1.1. Caùc ñònh nghóa vaø ví duï 

Moät ñoà thò (graph) G goàm moät taäp V chöùa caùc ñænh cuûa ñoà thò, vaø taäp E chöùa 
caùc caëp ñænh khaùc nhau töø V. Caùc caëp ñænh naøy ñöôïc goïi laø caùc caïnh cuûa G. Neáu e 
= (ν, µ) laø moät caïnh coù hai ñænh ν vaø µ, thì chuùng ta goïi ν vaø µ naèm treân e, vaø e 
noái vôùi ν vaø µ. Neáu caùc caëp ñænh khoâng coù thöù töï, G ñöôïc goïi laø ñoà thò voâ höôùng 
(undirected graph), ngöôïc laïi, G ñöôïïc goïi laø ñoà thò coù höôùng (directed graph). 
Thoâng thöôøng ñoà thò coù höôùng ñöôïc goïi taét laø digraph, coøn töø graph thöôøng mang 
nghóa laø ñoà thò voâ höôùng. Caùch töï nhieân ñeå veõ ñoà thò laø bieåu dieãn caùc ñænh baèng 
caùc ñieåm hoaëc voøng troøn, vaø caùc caïnh baèng caùc ñöôøng thaúng hoaëc caùc cung noái caùc 
ñænh. Ñoái vôùi ñoà thò coù höôùng thì caùc ñöôøng thaúng hay caùc cung caàn coù muõi teân chæ 
höôùng. Hình 13.1 minh hoïa moät soá ví duï veà ñoà thò. 

 
Ñoà thò thöù nhaát trong hình 13.1 coù caùc thaønh phoá laø caùc ñænh, vaø caùc tuyeán bay 

laø caùc caïnh. Trong ñoà thò thöù hai, caùc nguyeân töû hydro vaø carbon laø caùc ñænh, caùc 
lieân keát hoùa hoïc laø caùc caïnh. Hình thöù ba laø moät ñoà thò coù höôùng cho bieát khaû 
naêng truyeàn nhaän döõ lieäu treân maïng, caùc nuùt cuûa maïng (A, B, …, F) laø caùc ñænh vaø 
caùc ñöôøng noái caùc nuùt laø coù höôùng. Ñoâi khi caùch choïn taäp ñænh vaø taäp caïnh cho ñoà 
thò phuï thuoäc vaøo giaûi thuaät maø chuùng ta duøng ñeå giaûi baøi toaùn, chaúng haïn baøi 
toaùn lieân quan ñeán quy trình coâng vieäc, baøi toaùn xeáp thôøi khoùa bieåu,… 

 
Ñoà thò ñöôïc söû duïng ñeå moâ hình hoùa raát nhieàu daïng quaù trình cuõng nhö caáu 

truùc khaùc nhau. Ñoà thò coù theå bieåu dieãn maïng giao thoâng giöõa caùc thaønh phoá, hoaëc 
caùc thaønh phaàn cuûa moät maïch in ñieän töû vaø caùc ñöôøng noái giöõa chuùng, hoaëc caáu 
truùc cuûa moät phaân töû goàm caùc nguyeân töû vaø caùc lieân keát hoùa hoïc. Nhöõng ngöôøi 
daân trong moät thaønh phoá cuõng coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi caùc ñænh cuûa ñoà thò maø 
caùc caïnh laø caùc moái quan heä giöõa hoï. Nhaân vieân trong moät coâng ty coù theå ñöôïc 
bieåu dieãn trong moät ñoà thò coù höôùng maø caùc caïnh coù höôùng cho bieát moái quan heä 
cuûa hoï vôùi nhöõng ngöôøi quaûn lyù. Nhöõng ngöôøi naøy cuõng coù theå coù nhöõng moái quan 
heä “cuøng laøm vieäc” bieåu dieãn bôûi caùc caïnh khoâng höôùng trong moät ñoà thò voâ 
höôùng. 
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13.1.2. Ñoà thò voâ höôùng 

Moät vaøi daïng cuûa ñoà thò voâ höôùng ñöôïc minh hoïa trong hình 13.2. Hai ñænh 
trong moät ñoà thò voâ höôùng ñöôïc goïi laø keà nhau (adjacent) neáu toàn taïi moät caïnh 
noái töø ñænh naøy ñeán ñænh kia. Trong ñoà thò voâ höôùng trong hình 13.2 a, ñænh 1 vaø 
2 laø keà nhau, ñænh 3 vaø 4 laø keà nhau, nhöng ñænh 1 vaø ñænh 4 khoâng keà nhau. Moät 
ñöôøng ñi (path) laø moät daõy caùc ñænh khaùc nhau, trong ñoù moãi ñænh keà vôùi ñænh keá 
tieáp. Hình (b) cho thaáy moät ñöôøng ñi. Moät chu trình (cycle) laø moät ñöôøng ñi chöùa 
ít nhaát ba ñænh sao cho ñænh cuoái cuøng keà vôùi ñænh ñaàu tieân. Hình (c) laø moät chu 
trình. Moät ñoà thò ñöôïc goïi laø lieân thoâng (connected) neáu luoân coù moät ñöôøng ñi töø 
moät ñænh baát kyø ñeán moät ñænh baát kyø naøo khaùc. Hình (a), (b), vaø (c) laø caùc ñoà thò 
lieân thoâng. Hình (d) khoâng phaûi laø ñoà thò lieân thoâng. Neáu moät ñoà thò laø khoâng 
lieân thoâng, chuùng ta xem moãi taäp con lôùn nhaát caùc ñænh lieân thoâng nhau nhö moät 
thaønh phaàn lieân thoâng. Ví duï, ñoà thò khoâng lieân thoâng ôû hình (d) coù hai thaønh 
phaàn lieân thoâng: moät thaønh phaàn chöùa caùc ñænh 1,2 vaø 4; moät thaønh phaàn chæ coù 
ñænh 3. 

 

 
Hình 13.1 – Caùc ví duï veà ñoà thò 

 
Hình 13.2 – Caùc daïng cuûa ñoà thò voâ höôùng 
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Phaàn (e) laø moät ñoà thò lieân thoâng khoâng coù chu trình. Chuùng ta coù theå nhaän 
thaáy ñoà thò cuoái cuøng naøy thöïc söï laø moät caây, vaø chuùng ta duøng ñaëc tính naøy ñeå 
ñònh nghóa: Moät caây töï do (free tree) ñöôïc ñònh nghóa laø moät ñoà thò voâ höôùng lieân 
thoâng khoâng coù chu trình. 

13.1.3. Ñoà thò coù höôùng 

Ñoái vôùi caùc ñoà thò coù höôùng, chuùng ta coù theå coù nhöõng ñònh nghóa töông töï. 
Chuùng ta yeâu caàu moïi caïnh trong moät ñöôøng ñi hoaëc moät chu trình ñeàu coù cuøng 
höôùng, nhö vaäy vieäc laàn theo moät ñöôøng ñi hoaëc moät chu trình coù nghóa laø phaûi di 
chuyeån theo höôùng chæ bôûi caùc muõi teân. Nhöõng ñöôøng ñi (hay chu trình) nhö vaäy 
ñöôïc goïi laø ñöôøng ñi coù höôùng (hay chu trình coù höôùng). Moät ñoà thò coù höôùng ñöôïc 
goïi laø lieân thoâng maïnh (strongly connected) neáu noù luoân coù moät ñöôøng ñi coù höôùng 
töø moät ñænh baát kyø ñeán moät ñænh baát kyø naøo khaùc. Trong moät ñoà thò coù höôùng 
khoâng lieân thoâng maïnh, neáu boû qua chieàu cuûa caùc caïnh maø chuùng ta coù ñöôïc moät 
ñoà thò voâ höôùng lieân thoâng thì ñoà thò coù höôùng ban ñaàu ñöôïc goïi laø ñoà thò lieân 
thoâng yeáu (weakly connected). Hình 13.3 minh hoïa moät chu trình coù höôùng, moät 
ñoà thò coù höôùng lieân thoâng maïnh vaø moät ñoà thò coù höôùng lieân thoâng yeáu. 

 

Caùc ñoà thò coù höôùng trong phaàn (b) vaø (c) hình 13.3 coù caùc caëp ñænh coù caùc caïnh 
coù höôùng theo caû hai chieàu giöõa chuùng. Caùc caïnh coù höôùng laø caùc caëp coù thöù töï vaø 
caùc caëp coù thöù töï (ν, µ) vaø (µ,ν) laø khaùc nhau neáu ν ≠ µ. Trong ñoà thò voâ höôùng, chæ 
coù theå coù nhieàu nhaát moät caïnh noái hai ñænh khaùc nhau. Töông töï, do caùc ñænh treân 
moät caïnh theo ñònh nghóa laø phaûi khaùc nhau, khoâng theå coù moät caïnh noái moät 
ñænh vôùi chính noù. Tuy nhieân, cuõng coù nhöõng tröôøng hôïp môû roäng ñònh nghóa, 
ngöôøi ta cho pheùp nhieàu caïnh noái moät caëp ñænh, vaø moät caïnh noái moät ñænh vôùi 
chính noù. 

13.2. Bieåu dieãn baèng maùy tính 
 

Neáu chuùng ta chuaån bò vieát chöông trình ñeå giaûi quyeát moät baøi toaùn coù lieân 
quan ñeán ñoà thò, tröôùc heát chuùng ta phaûi tìm caùch ñeå bieåu dieãn caáu truùc toaùn hoïc 
cuûa ñoà thò nhö laø moät daïng naøo ñoù cuûa caáu truùc döõ lieäu. Coù nhieàu phöông phaùp 

 
Hình 13.3 – Caùc ví duï veà ñoà thò coù höôùng 
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ñöôïc duøng phoå bieán, veà cô baûn chuùng khaùc nhau trong vieäc löïa choïn kieåu döõ lieäu 
tröøu töôïng ñeå bieåu dieãn ñoà thò, cuõng nhö nhieàu caùch hieän thöïc khaùc nhau cho moãi 
kieåu döõ lieäu tröøu töôïng. Noùi caùch khaùc, chuùng ta baét ñaàu töø moät ñònh nghóa toaùn 
hoïc, ñoù laø ñoà thò, sau ñoù chuùng ta tìm hieåu caùch moâ taû noù nhö moät kieåu döõ lieäu 
tröøu töôïng (taäp hôïp, baûng, hay danh saùch ñeàu coù theå duøng ñöôïc), vaø cuoái cuøng 
chuùng ta löïa choïn caùch hieän thöïc cho kieåu döõ lieäu tröøu töôïng maø chuùng ta choïn. 

13.2.1. Bieåu dieãn cuûa taäp hôïp 

Ñoà thò ñöôïc ñònh nghóa baèng moät taäp hôïp, nhö vaäy moät caùch heát söùc töï nhieân 
laø duøng taäp hôïp ñeå xaùc ñònh caùch bieåu dieãn noù nhö laø döõ lieäu. Tröôùc tieân, chuùng ta 
coù moät taäp caùc ñænh, vaø thöù hai, chuùng ta coù caùc caïnh nhö laø taäp caùc caëp ñænh. 
Thay vì thöû bieåu dieãn taäp caùc caëp ñænh naøy moät caùch tröïc tieáp, chuùng ta chia noù 
ra thaønh nhieàu phaàn nhoû baèng caùch xem xeùt taäp caùc caïnh lieân quan ñeán töøng 
ñænh rieâng reõ. Noùi moät caùch khaùc, chuùng ta coù theå bieát ñöôïc taát caû caùc caïnh trong 
ñoà thò baèng caùch naém giöõ taäp Eν caùc caïnh coù chöùa ν ñoái vôùi moãi ñænh ν trong ñoà 
thò, hoaëc, moät caùch töông ñöông, taäp Aν  goàm taát caû caùc ñænh keà vôùi ν. Thaät vaäy, 
chuùng ta coù theå duøng yù töôûng naøy ñeå ñöa ra moät ñònh nghóa môùi töông ñöông cho 
ñoà thò: 
 

Ñònh nghóa: Moät ñoà thò coù höôùng G bao goàm taäp V, goïi laø caùc ñænh cuûa G, vaø, ñoái 
vôùi moïi ν ∈ V, coù moät taäp con Aν , goïi laø taäp caùc ñænh keà cuûa ν. 

 
Töø caùc taäp con Aν chuùng ta coù theå taùi taïo laïi caùc caïnh nhö laø caùc caëp coù thöù töï 

theo quy taéc sau: caëp (ν, w) laø moät caïnh neáu vaø chæ neáu w∈ Aν. Xöû lyù cho taäp caùc 
ñænh deã hôn laø taäp caùc caïnh. Ngoaøi ra, ñònh nghóa môùi naøy thích hôïp vôùi caû ñoà thò 
coù höôùng vaø ñoà thò voâ höôùng. Moät ñoà thò laø voâ höôùng khi noù thoûa tính chaát ñoái 
xöùng sau: w∈ Aν keùo theo ν∈ Aw vôùi moïi ν, w∈V. Tính chaát naøy coù theå ñöôïc phaùt 
bieåu laïi nhö sau: Moät caïnh khoâng coù höôùng giöõa ν vaø w coù theå ñöôïc xem nhö hai 
caïnh coù höôùng, moät töø ν ñeán w vaø moät töø w ñeán ν. 

13.2.1.1. Hieän thöïc caùc taäp hôïp 
 

Coù nhieàu caùch ñeå hieän thöïc taäp caùc ñænh trong caáu truùc döõ lieäu vaø giaûi thuaät. 
Caùch thöù nhaát laø bieåu dieãn taäp caùc ñænh nhö laø moät danh saùch caùc phaàn töû cuûa noù, 
chuùng ta seõ tìm hieåu phöông phaùp naøy sau. Caùch thöù hai, thöôøng goïi laø chuoãi caùc 
bit (bit string), löu moät trò Boolean cho moãi phaàn töû cuûa taäp hôïp ñeå chæ ra raèng noù 
coù hay khoâng coù trong taäp hôïp. Ñeå ñôn giaûn, chuùng ta seõ xem caùc phaàn töû coù theå 
coù cuûa taäp hôïp ñöôïc ñaùnh chæ soá töø 0 ñeán max_set-1, vôùi max_set laø soá phaàn töû 
toái ña cho pheùp. Ñieàu naøy coù theå ñöôïc hieän thöïc moät caùch deã daøng baèng caùch söû 
duïng thö vieän chuaån (Standard Template Library- STL) 
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std::bitset<max_set>, hoaëc lôùp coù söû duïng template cho kích thöôùc taäp hôïp 
cuûa chuùng ta nhö sau: 

 
template <int max_set> 
struct Set { 
  bool is_element[max_set]; 
}; 

 
Ñaây chæ laø moät caùch hieän thöïc ñôn giaûn nhaát cuûa khaùi nieäm taäp hôïp. Sinh vieân 

coù theå thaáy raèng khoâng coù gì ngaên caûn chuùng ta ñaëc taû vaø hieän thöïc moät CTDL 
taäp hôïp vôùi caùc phöông thöùc hoäi, giao, hieäu, xeùt thaønh vieân cuûa noù,…, moät caùch 
hoaøn chænh neáu nhö caàn söû duïng taäp hôïp trong nhöõng baøi toaùn lôùn naøo ñoù. 

 
Giôø chuùng ta ñaõ coù theå ñaëc taû caùch bieåu dieãn thöù nhaát cho ñoà thò cuûa chuùng ta: 
 

// Töông öùng hình 13.4-b 
template <int max_size> 
class Digraph { 
   int count;   //  Soá ñænh cuûa ñoà thò, nhieàu nhaát laø max_size 
   Set<max_size> neighbors[max_size]; 
}; 

 
Trong caùch hieän thöïc naøy, caùc ñænh ñöôïc ñaët teân baèng caùc soá nguyeân töø 0 ñeán 

count-1. Neáu ν laø moät soá nguyeân thì phaàn töû neighbors[ν] cuûa maûng laø moät 
taäp caùc ñænh keà vôùi ñænh ν. 

13.2.1.2. Baûng keà 
Trong caùch hieän thöïc treân ñaây, caáu truùc Set ñöôïc hieän thöïc nhö moät maûng caùc 

phaàn töû kieåu bool. Moãi phaàn töû chæ ra raèng ñænh töông öùng coù laø thaønh phaàn cuûa 
taäp hôïp hay khoâng. Neáu chuùng ta thay theá taäp caùc ñænh keà naøy baèng moät maûng, 
chuùng ta seõ thaáy raèng maûng neighbors trong ñònh nghóa cuûa lôùp Graph coù theå 
ñöôïc bieán ñoåi thaønh maûng caùc maûng (maûng hai chieàu) nhö sau ñaây, vaø chuùng ta 
goïi laø baûng keà (adjacency table): 

 
// Töông öùng hình 13.4-c 
template <int max_size> 
class Digraph { 
   int count;   //  Soá ñænh cuûa ñoà thò, nhieàu nhaát laø max_size. 
   bool adjacency[max_size][max_size]; 
}; 
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Baûng keà chöùa caùc thoâng tin moät caùch töï nhieân nhö sau: adjacency[v][w] laø 
true neáu vaø chæ neáu ñænh v laø ñænh keà cuûa w. Neáu laø ñoà thò coù höôùng,  
adjacency[v][w] cho bieát caïnh töø v ñeán w coù trong ñoà thò hay khoâng. Neáu ñoà 
thò voâ höôùng, baûng keà phaûi ñoái xöùng, nghóa laø adjacency[v][w]= 
adjacency[v][w] vôùi moïi v vaø w. Bieåu dieãn ñoà thò bôûi taäp caùc ñænh keà vaø bôûi 
baûng keà ñöôïc minh hoïa trong hình 13.4. 

13.2.2. Danh saùch keà 

Moät caùch khaùc ñeå bieåu dieãn moät taäp hôïp laø duøng danh saùch caùc phaàn töû. 
Chuùng ta coù moät danh saùch caùc ñænh, vaø, ñoái vôùi moãi ñænh, coù moät danh saùch caùc 
ñænh keà. Chuùng ta coù theå xem xeùt caùch hieän thöïc cho ñoà thò baèng danh saùch lieân 
tuïc hoaëc danh saùch lieân keát ñôn. Tuy nhieân, ñoái vôùi nhieàu öùng duïng, ngöôøi ta 
thöôøng söû duïng caùc hieän thöïc khaùc cuûa danh saùch phöùc taïp hôn nhö caây nhò phaân 
tìm kieám, caây nhieàu nhaùnh tìm kieám, hoaëc laø heap. Löu yù raèng, baèng caùch ñaët 
teân caùc ñænh theo caùc chæ soá trong caùc caùch hieän thöïc tröôùc ñaây, chuùng ta cuõng coù 
ñöôïc caùch hieän thöïc cho taäp caùc ñænh nhö laø moät danh saùch lieân tuïc.  

13.2.2.1. Hieän thöïc döïa treân cô sôû laø danh saùch 
Chuùng ta coù ñöôïc  hieän thöïc cuûa ñoà thò döïa treân cô sôû laø danh saùch baèng caùch 

thay theá caùc taäp hôïp ñænh keà tröôùc kia baèng caùc danh saùch. Hieän thöïc naøy coù theå 
söû duïng hoaëc danh saùch lieân tuïc hoaëc danh saùch lieân keát. Phaàn (b) vaø (c) cuûa hình 
13.5 minh hoïa hai caùch hieän thöïc naøy. 

 
// Toång quaùt cho caû danh saùch lieân tuïc laãn lieân keát (hình 13.5-b vaø c). 
 
typedef int Vertex; 
template <int max_size> 
class Digraph { 
   int count;   //  Soá ñænh cuûa ñoà thò, nhieàu nhaát laø max_size. 
   List<Vertex> neighbors[max_size]; 
}; 

 

 
 (a) (b) (c) 

Hình 13.4 – Taäp caùc ñænh keà vaø baûng keà. 
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13.2.2.2. Hieän thöïc lieân keát 
Baèng caùch söû duïng caùc ñoái töôïng lieân keát cho caû caùc ñænh vaø cho caû caùc danh 

saùch keà, ñoà thò seõ coù ñöôïc tính linh hoaït cao nhaát. Hieän thöïc naøy ñöôïc minh hoïa 
trong hình 13.5-a vaø coù caùc ñònh nghóa nhö sau: 

 
class Edge;              
class Vertex { 
   Edge *first_edge;    //  Chæ ñeán phaàn töû ñaàu cuûa DSLK caùc ñænh keà. 
   Vertex *next_vertex; //  Chæ ñeán phaàn töû keá trong DSLK caùc ñænh coù trong ñoà thò. 
}; 
 
class Edge { 
   Vertex *end_point;  //  Chæ ñeán moät ñænh keà vôùi ñænh maø danh saùch naøy thuoäc veà. 
   Edge *next_edge;    //  Chæ ñeán phaàn töû bieåu dieãn ñænh keà keá tieáp trong danh saùch caùc 

ñænh keà vôùi moät ñænh maø danh saùch naøy thuoäc veà. 
}; 

 
 

Hình 13.5 – Hieän thöïc ñoà thò baèng caùc danh saùch 
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class Digraph { 
   Vertex *first_vertex;//  Chæ ñeán phaàn töû ñaàu tieân trong danh saùch caùc ñænh cuûa ñoà thò. 
}; 

13.2.3. Caùc thoâng tin khaùc trong ñoà thò 

Nhieàu öùng duïng veà ñoà thò khoâng nhöõng caàn nhöõng thoâng tin veà caùc ñænh keà 
cuûa moät ñænh maø coøn caàn theâm moät soá thoâng tin khaùc lieân quan ñeán caùc ñænh 
cuõng nhö caùc caïnh. Trong hieän thöïc lieân keát, caùc thoâng tin naøy coù theå ñöôïc löu 
nhö caùc thuoäc tính boå sung beân trong caùc baûn ghi töông öùng, vaø trong hieän thöïc 
lieân tuïc, chuùng coù theå ñöôïc löu trong caùc maûng caùc phaàn töû beân trong caùc baûn ghi. 
Laáy ví duï tröôøng hôïp maïng caùc maùy tính, noù ñöôïc ñònh nghóa nhö moät ñoà thò 
trong ñoù moãi caïnh coù theâm thoâng tin laø taûi troïng cuûa ñöôøng truyeàn töø maùy naøy 
qua maùy khaùc. Ñoái vôùi nhieàu giaûi thuaät treân maïng, caùch bieåu dieãn toát nhaát laø 
duøng baûng keà, trong ñoù caùc phaàn töû seõ chöùa taûi troïng thay vì moät trò kieåu bool. 
Chuùng ta seõ quay laïi vaán ñeà naøy sau trong chöông naøy. 

13.3. Duyeät ñoà thò 

13.3.1. Caùc phöông phaùp 

Trong nhieàu baøi toaùn, chuùng ta mong muoán ñöôïc khaûo saùt caùc ñænh trong ñoà thò 
theo moät thöù töï naøo ñoù. Töïa nhö ñoái vôùi caây nhò phaân chuùng ta ñaõ phaùt trieån moät 
vaøi phöông phaùp duyeät qua caùc phaàn töû moät caùch coù heä thoáng. Khi duyeät caây, 
chuùng ta thöôøng baét ñaàu töø nuùt goác. Trong ñoà thò, thöôøng khoâng coù ñænh naøo laø 
ñænh ñaëc bieät, neân vieäc duyeät qua ñoà thò coù theå baét ñaàu töø moät ñænh baát kyø naøo ñoù. 
Tuy coù nhieàu thöù töï khaùc nhau ñeå duyeät qua caùc ñænh cuûa ñoà thò, coù hai phöông 
phaùp ñöôïc xem laø ñaëc bieät quan troïng.  

 
Phöông phaùp duyeät theo chieàu saâu (depth-first traversal) treân moät ñoà thò gaàn 

gioáng vôùi pheùp duyeät preorder cho moät caây coù thöù töï. Giaû söû nhö pheùp duyeät vöøa 
duyeät xong ñænh ν, vaø goïi w1, w2,...,wk laø caùc ñænh keà vôùi ν, thì w1 laø ñænh ñöôïc 
duyeät keá tieáp, trong khi caùc ñænh w2,...,wk seõ naèm ñôïi. Sau khi duyeät qua ñænh w1 

chuùng ta seõ duyeät qua taát caû caùc ñænh keà vôùi w1, tröôùc khi quay laïi vôùi w2,...,wk.  
 
Phöông phaùp duyeät theo chieàu roäng (breadth-first traversal) treân moät ñoà thò 

gaàn gioáng vôùi pheùp duyeät theo möùc (level by level) cho moät caây coù thöù töï. Neáu 
pheùp duyeät vöøa duyeät xong ñænh ν, thì taát caû caùc ñænh keà vôùi ν seõ ñöôïc duyeät tieáp 
sau ñoù, trong khi caùc ñænh keà vôùi caùc ñænh naøy seõ ñöôïc ñaët vaøo moät danh saùch 
chôø, chuùng seõ ñöôïc duyeät tôùi chæ sau khi taát caû caùc ñænh keà vôùi ν ñaõ ñöôïc duyeät 
xong.  
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Hình 13.6 minh hoïa hai phöông phaùp duyeät treân, caùc con soá taïi caùc ñænh bieåu 
dieãn thöù töï maø chuùng ñöôïc duyeät ñeán. 

 

13.3.2. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu saâu 

Phöông phaùp duyeät theo chieàu saâu thöôøng ñöôïc xaây döïng nhö moät giaûi thuaät 
ñeä quy. Caùc coâng vieäc caàn laøm khi gaëp moät ñænh ν laø: 

    
visit(v); 

    for (moãi ñænh w keà vôùi ñænh v) 
     traverse(w); 
 
Tuy nhieân, trong pheùp duyeät ñoà thò, coù hai ñieåm khoù khaên maø trong pheùp 

duyeät caây khoâng coù. Thöù nhaát, ñoà thò coù theå chöùa chu trình, vaø giaûi thuaät cuûa 
chuùng ta coù theå gaëp laïi moät ñænh laàn thöù hai. Ñeå ngaên chaën ñeä quy voâ taän, chuùng 
ta duøng moät maûng caùc phaàn töû kieåu bool visited, visited[v] seõ laø true khi 
v vöøa ñöôïc duyeät xong, vaø chuùng ta luoân xeùt trò cuûa visited[w] tröôùc khi xöû lyù 
cho w, neáu trò naøy ñaõ laø true thì w khoâng caàn xöû lyù nöõa. Ñieàu khoù khaên thöù hai 
laø, ñoà thò coù theå khoâng lieân thoâng, vaø giaûi thuaät duyeät coù theå khoâng ñaït ñöôïc ñeán 
taát caû caùc ñænh cuûa ñoà thò neáu chæ baét ñaàu ñi töø moät ñænh. Do ñoù chuùng ta caàn thöïc 
hieän moät voøng laëp ñeå coù theå baét ñaàu töø moïi ñænh trong ñoà thò, nhôø vaäy chuùng ta 
seõ khoâng boû soùt moät ñænh naøo. Vôùi nhöõng phaân tích treân, chuùng ta coù phaùc thaûo 
cuûa giaûi thuaät duyeät ñoà thò theo chieàu saâu döôùi ñaây. Chi tieát hôn cho giaûi thuaät 
coøn phuï thuoäc vaøo caùch choïn löïa hieän thöïc cuûa ñoà thò vaø caùc ñænh, vaø chuùng ta ñeå 
laïi cho caùc chöông trình öùng duïng. 

 
template <int max_size> 
void Digraph<max_size>::depth_first(void (*visit)(Vertex &)) const 
/* 
post: Haøm *visit ñöôïc thöïc hieän taïi moãi ñænh cuûa ñoà thò moät laàn, theo thöù töï duyeät theo chieàu 

saâu. 
uses: Haøm traverse thöïc hieän duyeät theo chieàu saâu. 
*/ 
 
 

 
Hình 13.6 -  Duyeät ñoà thò 
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{ 
   bool visited[max_size]; 
   Vertex v; 
   for (all v in G) visited[v] = false; 
   for (all v in G) if (!visited[v]) 
      traverse(v, visited, visit); 
} 

 
Vieäc ñeä quy ñöôïc thöïc hieän trong haøm phuï trôï traverse. Do haøm naøy caàn 

truy nhaäp vaøo caáu truùc beân trong cuûa ñoà thò, noù phaûi laø haøm thaønh vieân cuûa lôùp  
Digraph. Ngoaøi ra, do traverse laø moät haøm phuï trôï vaø chæ ñöôïc söû duïng trong 
phöông thöùc depth_first, noù neân ñöôïc khai baùo private beân trong lôùp. 

 
template <int max_size> 
void Digraph<max_size>::traverse(Vertex &v, bool visited[], 
                                 void (*visit)(Vertex &)) const 
/* 
pre:  v laø moät ñænh cuûa ñoà thò Digraph. 
post: Duyeät theo chieàu saâu, haøm *visit seõ ñöôïc thöïc hieän taïi v vaø taïi taát caû caùc ñænh coù theå 

ñeán ñöôïc töø v. 
uses: Haøm traverse moät caùch ñeä quy. 
*/ 
{  Vertex w; 
   visited[v] = true; 
   (*visit)(v); 
   for (all w adjacent to v) 
     if (!visited[w]) 
        traverse(w, visited, visit); 
} 

13.3.3. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu roäng 

Do söû duïng ñeä quy vaø laäp trình vôùi ngaên xeáp veà baûn chaát laø töông ñöông, 
chuùng ta coù theå xaây döïng giaûi thuaät duyeät theo chieàu saâu baèng caùch söû duïng ngaên 
xeáp. Khi moät ñænh ñang ñöôïc duyeät thì caùc ñænh keà cuûa noù ñöôïc ñaåy vaøo ngaên xeáp, 
khi moät ñænh vöøa ñöôïc duyeät xong thì ñænh keá tieáp caàn duyeät laø ñænh ñöôïc laáy ra 
töø ngaên xeáp. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu roäng cuõng töông töï nhö giaûi thuaät vöøa 
ñöôïc ñeà caäp ñeán trong vieäc duyeät theo chieàu saâu, tuy nhieân haøng ñôïi caàn ñöôïc söû 
duïng thay cho ngaên xeáp. 

 
template <int max_size> 
void Digraph<max_size>::breadth_first(void (*visit)(Vertex &)) const 
/* 
post: Haøm *visit ñöôïc thöïc hieän taïi moãi ñænh cuûa ñoà thò moät laàn, theo thöù töï duyeät theo chieàu 

roäng. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Queue. 
*/ 
{  Queue q; 
   bool visited[max_size]; 
   Vertex v, w, x; 
   for (all v in G) visited[v] = false; 
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   for (all v in G) 
     if (!visited[v]) { 
        q.append(v); 
        while (!q.empty()){ 
           q.retrieve(w); 
           if (!visited[w]) { 
              visited[w] = true; 
              (*visit)(w); 
              for (all x adjacent to w) 
                 q.append(x); 
           } 
           q.serve(); 
        } 
     } 
} 

13.4. Saép thöù töï topo 

13.4.1. Ñaët vaán ñeà 

Neáu G laø moät ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu trình, thì thöù töï topo (topological 
order) cuûa G laø moät caùch lieät keâ tuaàn töï moïi ñænh trong G sao cho, vôùi moïi ν, 
µ∈G, neáu coù moät caïnh töø  ν ñeán µ, thì  ν naèm tröôùc µ.  

 
Trong suoát phaàn naøy, chuùng seõ chæ xem xeùt caùc ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu 

trình. Thuaät ngöõ acyclic coù nghóa laø moät ñoà thò khoâng coù chu trình. Caùc ñoà thò 
nhö vaäy xuaát hieän trong raát nhieàu baøi toaùn. Nhö moät ví duï ñaàu tieân veà thöù töï 
topo, chuùng ta haõy xem xeùt caùc moân hoïc trong moät tröôøng ñaïi hoïc nhö laø caùc 
ñænh cuûa ñoà thò, trong ñoù moät caïnh noái töø moân naøy ñeán moân kia coù nghóa laø moân 
thöù nhaát laø moân tieân quyeát cuûa moân thöù hai. Nhö vaäy thöù töï topo seõ lieät keâ taát 
caû caùc moân sao cho moïi moân tieân quyeát cuûa moät moân seõ naèm tröôùc moân ñoù. Ví duï 
thöù hai laø töø ñieån caùc thuaät ngöõ kyõ thuaät. Caùc töø trong töø ñieån ñöôïc saép thöù töï sao 
cho khoâng coù töø naøo ñöôïc söû duïng trong moät ñònh nghóa cuûa töø khaùc tröôùc khi 
chính noù ñöôïc ñònh nghóa. Töông töï, caùc taùc giaû cuûa caùc saùch söû duïng thöù töï topo 
cho caùc ñeà muïc trong saùch. Hai thöù töï topo khaùc nhau cuûa moät ñoà thò coù höôùng 
ñöôïc minh hoïa trong hình 13.7.  

Chuùng ta seõ xaây döïng haøm ñeå sinh ra thöù töï topo cho caùc ñænh cuûa moät ñoà thò 
khoâng coù chu trình theo hai caùch: söû duïng pheùp duyeät theo chieàu saâu vaø pheùp 
duyeät theo chieàu roäng. Caû hai phöông phaùp ñöôïc duøng cho moät ñoái töôïng cuûa lôùp 
Digraph söû duïng hieän thöïc döïa treân cô sôû laø danh saùch. Chuùng ta coù ñaëc taû lôùp 
nhö sau: 
typedef int Vertex; 
 
template <int graph_size> 
class Digraph { 
public: 
   Digraph(); 
   void read(); 
   void write(); 
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//  Caùc phöông thöùc saép thöù töï topo. 
   void depth_sort(List<Vertex> &topological_order); 
   void breadth_sort(List<Vertex> &topological_order); 
 
private: 
   int count; 
   List <Vertex> neighbors[graph_size]; 
   void recursive_depth_sort(Vertex v, bool visited[], 
                             List<Vertex> &topological_order); 
}; 

 
Haøm phuï trôï recursive_depth_sort ñöôïc söû duïng bôûi phöông thöùc 

depth_sort. Caû hai phöông phaùp saép thöù töï ñeàu seõ taïo ra moät danh saùch caùc 
ñænh cuûa ñoà thò theo thöù töï topo töông öùng. 

13.4.2. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu saâu 

Trong thöù töï topo, moãi ñænh phaûi xuaát hieän tröôùc moïi ñænh keà cuûa noù trong ñoà 
thò. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu saâu naøy ñaët daàn caùc ñænh vaøo maûng thöù töï topo 
töø phaûi sang traùi. Baét ñaàu töø moät ñænh chöa töøng ñöôïc duyeät ñeán, chuùng ta caàn goïi 
ñeä quy ñeå ñeán ñöôïc caùc ñænh maø khoâng coøn ñænh keà, caùc ñænh naøy seõ ñöôïc ñaët vaøo 
maûng thöù töï topo ôû caùc vò trí cuoái maûng. Tính töø phaûi sang traùi trong maûng thöù 
töï topo naøy, khi caùc ñænh keà cuûa moät ñænh ñaõ ñöôïc duyeät xong, thì chính ñænh ñoù 

 
Hình 13.7 – Caùc thöù tö topo cuûa moät ñoà thò coù höôùng
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coù theå coù maët trong maûng. Ñoù chính laø luùc caùc laàn goïi ñeä quy beân trong luøi veà laàn 
goïi ñeä quy beân ngoaøi. Phöông phaùp naøy laø moät caùch hieän thöïc tröïc tieáp cuûa thuû 
tuïc duyeät theo chieàu saâu moät caùch toång quaùt ñaõ ñöôïc trình baøy ôû treân. Ñieåm khaùc 
bieät laø vieäc xöû lyù taïi moãi ñænh (ghi vaøo maûng thöù töï topo) chæ ñöôïc thöïc hieän sau 
khi caùc ñænh keà cuûa noù ñaõ ñöôïc xöû lyù. 
template <int graph_size> 
void Digraph<graph_size>::depth_sort(List<Vertex> &topological_order) 
/* 
post: Caùc ñænh cuûa moät ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu trình ñöôïc xeáp theo thöù töï topo töông öùng 

caùch duyeät ñoà thò theo chieàu saâu. 
uses: Caùc phöong thöùc cuûa lôùp List, haøm ñeä quy recursive_depth_sort. 
*/ 
{ 
   bool visited[graph_size]; 
   Vertex v; 
   for (v = 0; v < count; v++) visited[v] = false; 
   topological_order.clear(); 
   for (v = 0; v < count; v++) 
      if (!visited[v]) // Theâm caùc ñænh keà cuûa v vaø sau ñoù laø v vaøo maûng töù töï topo töø 

phaûi sang 
traùi. 

         recursive_depth_sort(v, visited, topological_order); 
} 

 
Haøm phuï trôï recursive_depth_sort thöïc hieän vieäc ñeä quy, döïa treân phaùc 

thaûo cuûa haøm traverse toång quaùt, tröôùc heát ñaët taát caû caùc ñænh sau cuûa moät ñænh 
v vaøo caùc vò trí cuûa chuùng trong thöù töï topo, sau ñoù môùi ñaët v vaøo. 

 
template <int graph_size> 
void Digraph<graph_size>::recursive_depth_sort(Vertex v, bool *visited, 
                          List<Vertex> &topological_order) 
/* 
pre:  Ñænh v chöa coù trong maûng thöù töï topo. 
post: Theâm caùc ñænh keà cuûa v vaø sau ñoù laø v vaøo maûng töù töï topo töø phaûi sang traùi. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp List vaø haøm ñeä quy recursive_depth_sort. 
*/ 
{  visited[v] = true; 
   int degree = neighbors[v].size(); 
   for (int i = 0; i < degree; i++) { 
      Vertex w;                        
      neighbors[v].retrieve(i, w);  // Moät ñænh keà cuûa v. 
      if (!visited[w])              // Duyeät tieáp xuoáng ñænh w. 
         recursive_depth_sort(w, visited, topological_order); 
   } 
   topological_order.insert(0, v);    // Ñaët v vaøo maûng thöù töï topo. 
} 

 
Do giaûi thuaät naøy duyeät qua moãi ñænh cuûa ñoà thò chính xaùc moät laàn vaø xem xeùt 

moãi caïnh cuõng moät laàn, ñoàng thôøi noù khoâng heà thöïc hieän vieäc tìm kieám naøo, neân 
thôøi gian chaïy laø O(n+e), vôùi n laø soá ñænh vaø e laø soá caïnh cuûa ñoà thò. 
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13.4.3. Giaûi thuaät duyeät theo chieàu roäng 

Trong thöù töï topo theo chieàu roäng cuûa moät ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu 
trình, chuùng ta baét ñaàu baèng caùch tìm caùc ñænh coù theå laø caùc ñænh ñaàu tieân trong 
thöù töï topo vaø sau ñoù chuùng ta aùp duïng nguyeân taéc raèng, moïi ñænh caàn phaûi xuaát 
hieän tröôùc taát caû caùc ñænh sau cuûa noù trong thöù töï topo. Giaûi thuaät naøy seõ laàn 
löôït ñaët caùc ñænh cuûa ñoà thò vaøo maûng thöù töï topo töø traùi sang phaûi. 

 
Caùc ñænh coù theå laø ñænh ñaàu tieân chính laø caùc ñænh khoâng laø ñænh sau cuûa baát 

kyø ñænh naøo trong ñoà thò. Ñeå tìm ñöôïc chuùng, chuùng ta taïo moät maûng 
predecessor_count, moãi phaàn töû taïi chæ soá v chöùa soá ñænh ñöùng ngay tröôùc ñænh 
v. Caùc ñænh caàn tìm chính laø caùc ñænh maø khoâng coù ñænh naøo ñöùng ngay tröôùc noù, 
trò trong phaàn töû töông öùng cuûa maûng baèng 0. Caùc ñænh nhö vaäy ñaõ saün saøng ñöôïc 
ñaët vaøo maûng thöù tö topo. Nhö vaäy chuùng ta seõ khôûi ñoäng quaù trình duyeäït theo 
chieàu roäng baèng caùch ñaët caùc ñænh naøy vaøo moät haøng caùc ñænh seõ ñöôïc xöû lyù. Khi 
moät ñænh caàn ñöôïc xöû lyù, noù seõ ñöôïc laáy ra töø haøng vaø ñaët vaøo vò trí keá tieáp trong 
maûng topo, luùc naøy, vieäc xem xeùt noù xem nhö keát thuùc vaø ñöôïc ñaùnh daáu baèng 
caùch cho  caùc phaàn töû trong maûng predecessor_count töông öùng vôùi caùc ñænh laø 
ñænh sau cuûa noù giaûm ñi 1. Khi moät phaàn töû naøo trong maûng naøy ñaït ñöôïc trò 0, 
thì cuõng coù nghóa laø ñænh töông öùng vôùi noù coù caùc ñænh tröôùc ñaõ ñöôïc duyeät xong, 
vaø ñænh naøy ñaõ saün saøng ñöôïc duyeät neân ñöôïc ñöa vaøo haøng ñôïi. 
 
template <int graph_size> 
void Digraph<graph_size>::breadth_sort(List<Vertex> &topological_order) 
/* 
post: Caùc ñænh cuûa moät ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu trình ñöôïc xeáp theo thöù töï topo töông öùng 

caùch duyeät ñoà thò theo chieàu roäng. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa caùc lôùp List, Queue. 
*/ 
{  topological_order.clear(); 
   Vertex v, w; 
   int predecessor_count[graph_size]; 
   for (v = 0; v < count; v++) predecessor_count[v] = 0; 
   for (v = 0; v < count; v++) 
      for (int i = 0; i < neighbors[v].size(); i++) { // Caäp nhaät soá ñænh ñöùng 

tröôùc cho moãi ñænh.     
         neighbors[v].retrieve(i, w); 
         predecessor_count[w]++; 
      } 
   Queue<Vertex> ready_to_process; 
   for (v = 0; v < count; v++) 
      if (predecessor_count[v] == 0) 
         ready_to_process.append(v); 
    
   while (!ready_to_process.empty()) { 
      ready_to_process.retrieve(v); 
      topological_order.insert(topological_order.size(), v); 
      for (int j = 0; j < neighbors[v].size(); j++) { // Giaûm soá ñænh ñöùng tröôùc 
         neighbors[v].retrieve(j, w); // cuûa moãi ñænh keà cuûa v ñi 1 
         predecessor_count[w]--; 
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         if (predecessor_count[w] == 0) 
            ready_to_process.append(w); 
      } 
      ready_to_process.serve(); 
   } 
} 

 
Giaûi thuaät naøy caàn ñeán moät trong caùc hieän thöïc cuûa lôùp Queue. Queue coù theå 

coù hieän thöïc theo baát kyø caùch naøo ñaõ ñöôïc moâ taû trong chöông 3. Do caùc phaàn töû 
trong Queue laø caùc ñænh. Cuõng nhö duyeät theo chieàu saâu, thôøi gian caàn cho haøm 
breadth_first laø O(n+e), vôùi n laø soá ñænh vaø e laø soá caïnh cuûa ñoà thò. 

13.5. Giaûi thuaät Greedy: Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát 

13.5.1. Ñaët vaán ñeà 

Nhö moät öùng duïng khaùc cuûa ñoà thò, chuùng ta xem xeùt moät baøi toaùn hôi phöùc 
taïp sau ñaây. Chuùng ta coù moät ñoà thò coù höôùng G, trong ñoù moãi caïnh ñöôïc gaùn moät 
con soá khoâng aâm goïi laø taûi troïng (weight). Baøi toaùn cuûa chuùng ta laø tìm moät 
ñöôøng ñi töø moät ñænh ν ñeán moät ñænh w sao cho toång taûi troïng treân ñöôøng ñi laø 
nhoû nhaát. Chuùng ta goïi ñöôøng ñi nhö vaäy laø ñöôøng ñi ngaén nhaát (shortest path), 
maëc duø taûi troïng coù theå bieåu dieãn cho giaù caû, thôøi gian, hoaëc moät vaøi ñaïi löôïng 
naøo khaùc thay vì khoaûng caùch. Chuùng ta coù theå xem G nhö  moät baûn ñoà caùc tuyeán 
bay, chaúng haïn, moãi ñænh cuûa ñoà thò bieåu dieãn moät thaønh phoá vaø taûi troïng treân 
moãi caïnh bieåu dieãn chi phí bay töø thaønh phoá naøy sang thaønh phoá kia. Baøi toaùn 
cuûa chuùng ta laø tìm loä trình bay töø thaønh phoá ν ñeán thaønh phoá w sao cho toång chi 
phí laø nhoû nhaát. Chuùng ta haõy xem xeùt ñoà thò ôû hình 13.8. Ñöôøng ngaén nhaát töø 
ñænh 0 ñeán ñænh 1 ñi ngang qua ñænh 2 coù toång taûi troïng laø 4, so vôùi taûi troïng laø 5 
ñoái vôùi caïnh noái tröïc tieáp töø 0 sang 1, vaø toång taûi troïng laø 8 neáu ñi ngang qua 
ñænh 4. 

 
Coù theå deã daøng giaûi baøi toaùn moät caùch toång quaùt nhö sau: baét ñaàu töø moät ñænh, 

goïi laø ñænh nguoàn, tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát ñeán moïi ñænh coøn laïi, thay vì chæ tìm 
ñöôøng ñeán moät ñænh ñích. Chuùng ta caàn taûi troïng phaûi laø nhöõng soá khoâng aâm. 

 
Hình 13.8 – Ñoà thò coù höôùng vôùi caùc taûi troïng 
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13.5.2. Phöông phaùp 

Giaûi thuaät seõ ñöôïc thöïc hieän baèng caùch naém giöõ moät taäp S caùc ñænh maø ñöôøng 
ñi ngaén nhaát töø ñænh nguoàn ñeán chuùng ñaõ ñöôïc bieát. Môùi ñaàu, ñænh nguoàn laø ñænh 
duy nhaát trong S. Taïi moãi böôùc, chuùng ta theâm vaøo S caùc ñænh coøn laïi maø ñöôøng 
ñi ngaén nhaát töø nguoàn ñeán chuùng vöøa ñöôïc tìm thaáy. Baøi toaùn baây giôø trôû thaønh 
baøi toaùn xaùc ñònh ñænh naøo ñeå theâm vaøo S taïi moãi böôùc. Chuùng ta haõy xem nhöõng 
ñænh ñaõ coù trong S nhö ñaõ ñöôïc toâ moät maøu naøo ñoù, vaø caùc caïnh naèm trong caùc 
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh nguoàn ñeán caùc ñænh coù maøu cuõng ñöôïc toâ maøu.  

 
Chuùng ta seõ naém giöõ moät maûng distance cho bieát raèng, ñoái vôùi moãi ñænh ν, 

khoaûng caùch töø ñænh nguoàn doïc theo ñöôøng ñi coù caùc caïnh ñaõ coù maøu, coù theå tröø 
caïnh cuoái cuøng. Nghóa laø, neáu ν thuoäc S, thì distance[v] chöùa khoaûng caùch 
ngaén nhaát ñeán ν, vaø moïi caïnh naèm treân ñöôøng ñi töông öùng ñeàu coù maøu. Neáu ν 
khoâng thuoäc S, thì distance[v] chöùa chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi töø ñænh nguoàn ñeán 
moät ñænh w naøo ñoù coäng vôùi taûi troïng cuûa caïnh noái töø w ñeán ν, vaø moïi caïnh naèm 
treân ñöôøng ñi naøy, tröø caïnh cuoái, ñeàu coù maøu. Maûng distance ñöôïc khôûi taïo baèng 
caùch gaùn töøng distance[v] vôùi trò cuûa taûi troïng cuûa caïnh noái töø ñænh nguoàn ñeán 
ν neáu toàn taïi caïnh naøy, ngöôïc laïi noù ñöôïc gaùn baèng voâ cöïc. 

Ñeå xaùc ñònh ñænh ñöôïc theâm vaøo S taïi moãi böôùc, chuùng ta aùp duïng moät “tieâu 
chí tham lam” (greedy criterion) trong vieäc choïn ra moät ñænh ν coù khoaûng caùch 
nhoû nhaát töø trong maûng distance sao cho ν chöa coù trong S. Chuùng ta caàn chöùng 
minh raèng, ñoái vôùi ñænh ν naøy, khoaûng caùch chöùa trong maûng distance thöïc söï 
laø chieàu daøi cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh nguoàn ñeán ν. Giaû söû coù moät ñöôøng ñi 
ngaén hôn töø nguoàn ñeán ν, nhö hình 13.9. Ñöôøng ñi naøy ñi ngang moät ñænh x naøo 
ñoù chöa thuoäc S roài môùi ñeán ν (coù theå laïi qua moät soá ñænh khaùc coù naèm trong S 
tröôùc khi gaëp ν). Nhöng neáu ñöôøng ñi naøy ngaén hôn ñöôøng ñi ñaõ ñöôïc toâ maøu ñeán 
ν, thì ñoaïn ñöôøng ban ñaàu trong noù töø nguoàn ñeán x coøn ngaén hôn nöõa, nghóa laø 
distance[x] < distance[v], vaø nhö vaäy tieâu chí tham lam ñaõ phaûi choïn x 
thay vì ν laø ñænh keá tieáp ñöôïc theâm vaøo S. 

 
Hình 13.9 – Tìm moät ñöôøng ñi ngaén 
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Khi theâm ν vaø S, chuùng ta seõ toâ maøu ν vaø toâ maøu luoân ñöôøng ñi ngaén nhaát töø 
ñænh nguoàn ñeán ν (moïi caïnh trong noù tröø caïnh cuoái thöïc söï ñaõ ñöôïc toâ maøu tröôùc 

ñoù). Keá tieáp, chuùng ta caàn caäp nhaät laïi caùc phaàn töû cuûa maûng distance baèng 
caùch xem xeùt ñoái vôùi moãi ñænh w naèm ngoaøi S, ñöôøng ñi töø nguoàn qua ν roài ñeán w 
coù ngaén hôn khoaûng caùch töø nguoàn ñeán w ñaõ ñöôïc ghi nhaän tröôùc ñoù hay khoâng. 
Neáu ñieàu naøy xaûy ra coù nghóa laø chuùng ta vöøa phaùt hieän ñöôïc moät ñöôøng ñi môùi 
cho ñænh w coù ñi ngang qua ν ngaén hôn caùch ñi ñaõ xaùc ñònh tröôùc ñoù, vaø nhö vaäy 
chuùng ta caàn caäp nhaät laïi distance[w] baèng distance[v] coäng vôùi taûi troïng 
cuûa caïnh noái töø ν ñeán w. 

 

 
Hình 12.10 - Ví duï veà caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát 
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13.5.3. Ví duï 

Tröôùc khi vieát moät haøm cho phöông phaùp naøy, chuùng ta haõy xem qua ví duï ôû 
hình 13.10. Ñoái vôùi ñoà thò coù höôùng ôû hình (a), traïng thaùi ban ñaàu ñöôïc chæ ra ôû 
hình (b): taäp S (caùc ñænh ñaõ ñöôïc toâ maøu) chæ goàm coù nguoàn laø ñænh 0, caùc phaàn töû 
cuûa maûng distance chöùa caùc con soá ñöôïc ñaët caïnh moãi ñænh coøn laïi. Khoaûng caùch 
ñeán ñænh 4 ngaén nhaát, neân 4 ñöôïc theâm vaøo S nhö ôû hình (c), vaø distance[3] 
ñöôïc caäp nhaät thaønh 6. Do khoaûng caùch ñeán 1 vaø 2 ngang qua 4 lôùn hôn khoaûng 
caùch ñaõ chöùa trong maûng distance, neân caùc khoaûng caùch naøy trong distance 
ñöôïc giöõ khoâng ñoåi. Ñænh keá tieáp gaàn nhaát ñoái vôùi nguoàn laø ñænh 2, noù ñöôïc theâm 
vaøo S nhö hình (d), khoaûng caùch ñeán caùc ñænh 1 vaø 3 ñöôïc caäp nhaät laïi ngang qua 
ñænh naøy. Hai böôùc cuoái cuøng, trong hình (e) vaø (f), ñænh 1 vaø 3 ñöôïc theâm vaøo vaø 
caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh nguoàn ñeán caùc ñænh coøn laïi ñöôïc chæ ra trong sô 
ñoà cuoái. 

13.5.4. Hieän thöïc 

Ñeå hieän thöïc giaûi thuaät tìm ñöôøng ngaén nhaát treân, chuùng ta caàn choïn caùch 
hieän thöïc cho ñoà thò coù höôùng. Vieäc duøng baûng keà cho pheùp truy xuaát ngaãu nhieân 
ñeán moïi ñænh cuûa ñoà thò. Hôn nöõa, chuùng ta coù theå söû duïng baûng vöøa ñeå chöùa caùc 
taûi troïng vöøa ñeå chöùa thoâng tin veà caùc ñænh keà. Trong ñaëc taû döôùi ñaây cuûa ñoà thò 
coù höôùng, chuùng ta theâm thoâng soá template cho pheùp ngöôøi söû duïng choïn löïa 
kieåu cuûa taûi troïng theo yù muoán. Laáy ví duï, ngöôøi söû duïng khi duøng lôùp Digraph 
ñeå moâ hình hoùa maïng caùc tuyeán bay, hoï coù theå chöùa giaù veù laø moät soá nguyeân hay 
moät soá thöïc. 
template <class Weight, int graph_size> 
class Digraph { 
public: 
    //  Theâm constructor vaø caùc phöông thöùc nhaäp vaø xuaát ñoà thò. 
   void set_distances(Vertex source, Weight distance[]) const; 
protected: 
   int count; 
   Weight adjacency[graph_size][graph_size]; 
}; 

Thuoäc tính count chöùa soá ñænh cuûa moät ñoái töôïng ñoà thò. Trong caùc öùng duïng, 
chuùng ta caàn boå sung caùc phöông thöùc ñeå nhaäp hay xuaát caùc thoâng tin cuûa moät ñoái 
töôïng ñoà thò, nhöng do chuùng khoâng caàn thieát trong vieäc hieän thöïc phöông thöùc 
distance ñeå tìm caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát, chuùng ta xem chuùng nhö laø baøi taäp. 

 
Chuùng ta seõ giaû söû raèng lôùp Weight ñaõ coù caùc taùc vuï so saùnh. Ngoaøi ra, ngöôøi 

söû duïng seõ phaûi khai baùo trò lôùn nhaát coù theå coù cuûa Weight, goïi laø infinity. 
Chaúng haïn, chöông trình cuûa ngöôøi söû duïng vôùi taûi troïng laø soá nguyeân coù theå söû 
duïng thö vieän chuaån ANSI C++<limits> vôùi ñònh nghóa toaøn cuïc nhö sau: 

 
      const Weight infinity = numeric_limits<int>::max(); 
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Chuùng ta seõ ñaët trò cuûa infinity vaøo caùc phaàn töû cuûa maûng distance töông öùng 
vôùi caùc caïnh töø khoâng toàn taïi nguoàn ñeán moãi ñænh. Phöông thöùc set_distance 
seõ tìm caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát vaø caùc khoaûng caùch ngaén nhaát naøy seõ ñöôïc traû veà 
qua tham bieán distance[]. 

 
template <class Weight, int graph_size> 
void Digraph<Weight, graph_size>::set_distances(Vertex source, 
                                  Weight distance[]) const 
/* 
post: Maûng distance chöùa ñöôøng ñi coù taûi troïng ngaén nhaát töø ñænh nguoàn ñeán moãi ñænh trong 

ñoà thò. 
*/ 
{  Vertex v, w; 
   bool found[graph_size];   //  Bieåu dieãn caùc ñænh trong S. 
   for (v = 0; v < count; v++) { 
      found[v] = false; 
      distance[v] = adjacency[source][v]; 
   } 
   found[source]=true;// Khôûi taïo baèng caùch boû ñænh nguoàn vaøo S. 
   distance[source] = 0; 
   for(int i = 0; i < count; i++){ // Moãi laàn laëp boû theâm moät ñænh vaøo S. 
      Weight min = infinity; 
      for (w = 0; w < count; w++) if (!found[w]) 
         if (distance[w] < min) { 
            v = w; 
            min = distance[w]; 
         } 
      found[v] = true; 
      for (w = 0; w < count; w++) if (!found[w]) 
         if (min + adjacency[v][w] < distance[w]) 
             distance[w] = min + adjacency[v][w]; 
   } 
} 

 
Ñeå öôùc ñoaùn thôøi gian caàn ñeå chaïy haøm naøy, chuùng ta thaáy raèng voøng laëp 

chính thöïc hieän n-1 laàn, trong ñoù n laø soá ñænh, vaø beân trong voøng laëp chính coù hai 
voøng laëp khaùc, moãi voøng laëp naøy thöïc hieän n-1 laàn. Vaäy caùc voøng laëp thöïc hieän  
(n-1)2 laàn. Caùc leänh beân ngoaøi voøng laëp chæ heát O(n), neân thôøi gian chaïy cuûa haøm 
laø O(n2). 

13.6. Caây phuû toái tieåu 

13.6.1. Ñaët vaán ñeà 

Giaûi thuaät tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát cuûa phaàn treân coù theå ñöôïc aùp duïng vôùi 
maïng hay ñoà thò coù höôùng cuõng nhö maïng hay ñoà thò khoâng coù höôùng. Ví duï, hình 
13.11 minh hoïa öùng duïng tìm caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh nguoàn 0 ñeán caùc 
ñænh khaùc trong maïng. 
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Neáu maïng döïa treân cô sôû laø moät ñoà thò lieân thoâng G, thì caùc ñöôøng ñi ngaén 

nhaát töø moät ñænh nguoàn naøo ñoù seõ noái nguoàn naøy vôùi taát caû caùc ñænh khaùc trong 
G. Töø ñoù, nhö trong hình 13.11, neáu chuùng ta keát hôïp caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát 
tính ñöôïc laïi vôùi nhau, chuùng ta coù moät caây noái taát caû caùc ñænh cuûa G. Noùi caùch 
khaùc, ñoù laø caây ñöôïc taïo bôûi taát caû caùc ñænh vaø moät soá caïnh cuûa ñoà thò G. Chuùng 
ta goïi nhöõng caây nhö vaäy laø caây phuû (spanning tree) cuûa G. Cuõng nhö phaàn tröôùc, 
chuùng ta coù theå xem moät maïng treân moät ñoà thò G nhö laø moät baûn ñoà caùc tuyeán 
bay, vôùi moãi ñænh bieåu dieãn moät thaønh phoá vaø taûi troïng treân moät caïnh laø giaù veù 
bay töø thaønh phoá naøy sang thaønh phoá kia. Moät caây phuû cuûa G bieåu dieãn moät taäp 
caùc ñöôøng bay cho pheùp caùc haønh khaùch hoaøn taát moät chuyeán du lòch qua khaép 
caùc thaønh phoá. Dó nhieân raèng, haønh khaùch caàn phaûi thöïc hieän moät soá tuyeán bay 
naøo ñoù moät vaøi laàn môùi hoaøn taát ñöôïc chuyeán du lòch. Ñieàu baát tieän naøy ñöôïc buø 
ñaép bôûi chi phí thaáp. Neáu chuùng ta hình dung maïng trong hình 13.11 nhö moät heä 
thoáng ñieàu khieån taäp trung, thì ñænh nguoàn töông öùng vôùi saân bay trung taâm, vaø 
caùc ñöôøng ñi töø ñænh naøy laø nhöõng haønh trình bay. Moät ñieàu quan troïng ñoái vôùi 
moät saân bay theo heä thoáng ñieàu khieån taäp trung laø giaûm toái ña chi phí baèng caùch 
choïn löïa moät heä thoáng caùc ñöôøng bay maø toång chi phí nhoû nhaát.  
 

Ñònh nghóa: Moät caây phuû toái tieåu (minimal spanning tree) cuûa moät maïng lieân 
thoâng laø caây phuû maø toång caùc taûi troïng treân caùc caïnh cuûa noù laø nhoû nhaát. 

 
Maëc duø vieäc so saùnh hai caây phuû trong hình 13.12 laø khoâng khoù khaên, nhöng 

cuõng khoù maø bieát ñöôïc coøn coù caây phuû naøo coù trò nhoû hôn nöõa hay khoâng. Baøi toaùn 
cuûa chuùng ta laø xaây döïng moät phöông phaùp xaùc ñònh moät caây phuû toái tieåu cuûa moät 
maïng lieân thoâng. 

 
Hình 13.11 – Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát trong moät maïng 
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13.6.2. Phöông phaùp 

Chuùng ta ñaõ bieát giaûi thuaät tìm caây phuû trong moät ñoà thò lieân thoâng, do giaûi 
thuaät tìm ñöôøng ngaén nhaát ñaõ coù. Chuùng ta coù theå thay ñoåi chuùt ít trong giaûi 
thuaät tìm ñöôøng ngaén nhaát ñeå coù ñöôïc phöông phaùp tìm caây phuû toái tieåu maø R. C. 
Prim ñaõ ñöa ra laàn ñaàu vaøo naêm 1957. 

 
Tröôùc heát chuùng ta choïn ra moät ñænh baét ñaàu, goïi laø nguoàn, vaø trong khi tieán 

haønh phöông phaùp, chuùng ta naém giöõ moät taäp X caùc ñænh maø ñöôøng ñi töø chuùng 
ñeán ñænh nguoàn thuoäc veà caây phuû toái tieåu maø chuùng ta ñaõ tìm thaáy. Chuùng ta cuõng 
caàn naém moät taäp Y goàm caùc caïnh noái caùc ñænh trong X maø thuoäc caây ñang ñöôïc 
xaây döïng. Nhö vaäy, chuùng ta coù theå hình dung raèng caùc ñænh trong X vaø caùc caïnh 
trong Y ñaõ taïo ra moät phaàn cuûa caây maø chuùng ta caàn tìm, caây naøy seõ lôùn leân 
thaønh caây phuû toái tieåu cuoái cuøng. Luùc khôûi ñaàu, ñænh nguoàn laø ñænh duy nhaát 
trong X, vaø Y laø taäp roãng. Taïi moãi böôùc, chuùng ta theâm moät ñænh vaøo X: ñænh naøy 
ñöôïc choïn sao cho noù coù moät caïnh noái vôùi moät ñænh naøo ñoù ñaõ coù trong X coù taûi 
troïng nhoû nhaát, so vôùi caùc taûi troïng cuûa taát caû caùc caïnh khaùc noái caùc ñænh coøn 
naèm ngoaøi X vôùi caùc ñænh ñaõ coù trong X. Caïnh toái tieåu naøy seõ ñöôïc ñöa vaøo Y. 

 
Vieäc chöùng minh giaûi thuaät Prim ñem laïi caây phuû toái tieåu khoâng thöïc deã daøng, 

chuùng ta taïm hoaõn vieäc naøy laïi sau. Tuy nhieân, chuùng ta coù theå hieåu veà vieäc choïn 
löïa moät ñænh môùi ñeå theâm vaøo X vaø moät caïnh môùi ñeå theâm vaøo Y . Tieâu chí Prim 
cho chuùng ta moät caùch deã daøng nhaát ñeå thöïc hieän vieäc keát noái naøy, vaø nhö vaäy, 
theo tieâu chí tham lam, chuùng ta neân söû duïng noù.  

Khi hieän thöïc giaûi thuaät Prim, chuùng ta caàn naém giöõ moät danh saùch caùc ñænh 
thuoäc X nhö laø caùc phaàn töû cuûa moät maûng kieåu bool. Caùch naém giöõ caùc caïnh 
trong Y seõ deã daøng neáu nhö chuùng ta baét chöôùc caùch löu tröõ caùc caïnh trong moät 
ñoà thò. 

 
Hình 13.12 – Hai caây phuû trong moät maïng 
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Chuùng ta seõ caàn ñeán moät maûng phuï neighbor ñeå bieát theâm raèng, ñoái vôùi moãi 
ñænh ν, ñænh naøo trong X coù caïnh ñeán ν coù taûi troïng nhoû nhaát. Caùc taûi troïng nhoû 
nhaát naøy cuõng chöùa trong maûng distance töông öùng. Neáu moät ñænh ν khoâng coù 
moät caïnh naøo noái ñöôïc vôùi moät ñænh naøo ñoù trong X, trò cuûa phaàn töû töông öùng 
cuûa noù trong distance seõ laø infinity. 

 Maûng neighbor ñöôïc khôûi taïo baèng caùch gaùn neighbor[v] ñeán ñænh nguoàn 
cho taát caû caùc ñænh ν, vaø distance ñöôïc khôûi taïo baèng caùch gaùn distance[v] 
bôûi taûi troïng cuûa caïnh noái töø ñænh nguoàn ñeán ν hoaëc infinity neáu caïnh naøy 
khoâng toàn taïi. 

 
Ñeå xaùc ñònh ñænh naøo seõ ñöôïc theâm vaøo taäp X taïi moãi böôùc, chuùng ta choïn ñænh 

ν trong soá caùc ñænh chöa coù trong X maø trò töông öùng trong maûng distance laø 
nhoû nhaát. Sau ñoù chuùng ta caàn caäp nhaät laïi caùc maûng ñeå phaûn aùnh ñuùng söï thay 
ñoåi maø chuùng ta ñaõ laøm ñoái vôùi taäp X nhö sau: vôùi moãi w chöa coù trong X, neáu coù 

 
Hình 13.13 – Ví duï veà giaûi thuaät Prim 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 13 – Ñoà thò 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 361

moät caïnh noái ν vaø w, chuùng ta xem thöû taûi troïng cuûa caïnh naøy coù nhoû hôn 
distance[w] hay khoâng, neáu quaû thöïc nhö vaäy thì distance[w] caàn ñöôïc caäp 
nhaät laïi baèng trò cuûa taûi troïng naøy, vaø neighbor[w] seõ laø ν. 

 
Laáy ví duï, chuùng ta haõy xem xeùt maïng trong hình (a) cuûa hình 13.13. Traïng 

thaùi ban ñaàu trong hình (b): Taäp X (caùc ñænh ñöôïc toâ maøu) chæ goàm ñænh nguoàn 0, 
vaø ñoái vôùi moãi ñænh w, ñænh ñöôïc löu trong neighbor[w] ñöôïc chæ bôûi caùc muõi teân 
töø w. Trò cuûa distance[w] laø taûi troïng cuûa caïnh töông öùng. Khoaûng caùch töø 
nguoàn ñeán ñænh 1 laø moät trong nhöõng trò nhoû nhaát, neân 1 ñöôïc theâm vaøo X nhö 
hình (c), vaø trong caùc phaàn töû cuûa caùc maûng neighbor vaø distance chæ coù caùc 
phaàn töû töông öùng vôùi ñænh 2 vaø ñænh 5 laø ñöôïc caäp nhaät laïi. Ñænh keá tieáp gaàn vôùi 
caùc ñænh trong X nhaát laø ñænh 2, noù ñöôïc theâm vaøo X nhö hình (d), trong naøy 
cuõng ñaõ chæ ra caùc trò cuûa caùc maûng ñaõ ñöôïc caäp nhaät laïi. Caùc böôùc cuoái cuøng ñöôïc 
minh hoïa trong hình (e), (f) vaø (g). 

13.6.3. Hieän thöïc 

Ñeå hieän thöïc giaûi thuaät Prim, chuùng ta caàn choïn moät lôùp ñeå bieåu dieãn cho 
maïng. Söï töông töï cuûa giaûi thuaät naøy so vôùi giaûi thuaät tìm ñöôøng ngaén nhaát trong 
phaàn tröôùc giuùp chuùng ta quyeát ñònh thieát keá lôùp Network daãn xuaát töø lôùp 
Digraph.  

 
template <class Weight, int graph_size> 
class Network: public Digraph<Weight, graph_size> { 
public: 
   Network(); 
   void read();   //  Ñònh nghóa laïi ñeå nhaäp thoâng tin veà maïng.  
   void make_empty(int size = 0); 
   void add_edge(Vertex v, Vertex w, Weight x); 
   void minimal_spanning(Vertex source, 
                         Network<Weight, graph_size> &tree) const; 
}; 

 
Chuùng ta seõ vieát laïi phöông thöùc nhaäp read ñeå ñaûm baûo raèng taûi troïng cuûa 

caïnh (ν, w) luoân truøng vôùi taûi troïng cuûa caïnh (w, ν), vôùi moïi ν vaø w, vì ñaây laø moät 
maïng voâ höôùng. Phöông thöùc môùi make_empty(int size) taïo moät maïng coù 
size ñænh vaø khoâng coù caïnh. Phöông thöùc khaùc, add_edge, theâm moät caïnh coù 
moät taûi troïng cho tröôùc vaøo maïng. Chuùng ta cuõng ñaõ giaû söû raèng lôùp Weight ñaõ coù 
ñaày ñuû caùc toaùn töû so saùnh. Ngoaøi ra, ngöôøi söû duïng caàn khai baùo trò lôùn nhaát coù 
theå cuûa Weight goïi laø infinity. Phöông thöùc minimal_spanning maø chuùng ta 
seõ vieát ôû ñaây seõ tìm caây phuû toái tieåu vaø traû veà qua tham bieán tree. Tuy phöông 
thöùc chæ coù theå tìm caây phuû khi thöïc hieän treân moät maïng lieân thoâng, noù cuõng coù 
theå tìm moät caây phuû cho moät thaønh phaàn lieân thoâng coù chöùa ñænh source trong 
maïng. 
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template <class Weight, int graph_size> 
void Network<Weight, graph_size>::minimal_spanning(Vertex source, 
                     Network<Weight, graph_size> &tree) const 
/* 
post: Xaùc ñònh caây phuû toái tieåu trong thaønh phaàn lieân thoâng coù chöùa ñænh source cuûa maïng. 
*/ 
{ 
   tree.make_empty(count); 
   bool component[graph_size]; // Caùc ñænh trong taäp X. 
   Vertex neighbor[graph_size];// Phaàn töû thöù i chöùa ñænh tröôùc cuûa noù sao cho khoaûng 

//  caùch giöõa chuùng nhoû nhaát so vôùi caùc khoaûng caùch töø 
//  caùc ñænh tröôùc khaùc ñaõ coù trong taäp X ñeán noù.   

   Weight distance[graph_size];// Caùc khoaûng caùch nhoû nhaát töông öùng vôùi töøng phaàn töû 
//  trong maûng neighbor treân. 

   Vertex w; 
 
   for (w = 0; w < count; w++) { 
      component[w] = false; 
      distance[w] = adjacency[source][w]; 
      neighbor[w] = source; 
   } 
   component[source] = true;    //  Taäp X chæ coù duy nhaát ñænh nguoàn. 
   for (int i = 1; i < count; i++) { 
      Vertex v;                 //  Moãi laàn laëp boå sung theâm moät ñænh vaøo taäp X. 
      Weight min = infinity; 
      for (w = 0; w < count; w++) if (!component[w]) 
         if (distance[w] < min) { 
            v = w; 
            min = distance[w]; 
         } 
 
      if (min < infinity) { 
         component[v] = true; 
         tree.add_edge(v, neighbor[v], distance[v]); 
         for (w = 0; w < count; w++) if (!component[w]) 
            if (adjacency[v][w] < distance[w]) { 
               distance[w] = adjacency[v][w]; 
               neighbor[w] = v; 
            } 
      } 
      else break;      //  Xong moät thaønh phaàn lieân thoâng trong ñoà thò khoâng lieân thoâng. 
   } 
} 

 
Voøng laëp chính trong haøm treân thöïc hieän n-1 laàn, vôùi n laø soá ñænh, vaø trong 

voøng laëp chính coøn coù hai voøng laëp khaùc, moãi voøng laëp naøy thöïc hieän n-1 laàn. Vaäy 
caùc voøng laëp thöïc hieän (n-1)2 laàn. Caùc leänh beân ngoaøi voøng laëp chæ heát O(n), neân 
thôøi gian chaïy cuûa haøm laø O(n2). 

 

13.6.4. Kieåm tra giaûi thuaät Prim 

Chuùng ta caàn chöùng minh raèng, ñoái vôùi ñoà thò lieân thoâng G, caây phuû S sinh ra 
bôûi giaûi thuaät Prim phaûi coù toång taûi troïng treân caùc caïnh nhoû hôn so vôùi baát kyø 
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moät caây phuû naøo khaùc cuûa G. Giaûi thuaät Prim xaùc ñònh moät chuoãi caùc caïnh s1, s2, 
..., sn taïo ra caây phuû S. Nhö hình 13.14, s1 laø caïnh thöù nhaát ñöôïc theâm vaøo taäp Y 
trong giaûi thuaät Prim, s2 laø caïnh thöù hai ñöôïc theâm vaøo, vaø cöù theá. 

 
Ñeå chöùng minh S laø moät caây phuû toái tieåu, chuùng ta chöùng minh raèng neáu m laø 

moät soá nguyeân, 0 ≤ m ≤ n, thì seõ coù moät caây phuû toái tieåu chöùa caïnh si vôùi i ≤ m. 
Chuùng ta seõ chöùng minh quy naïp treân m. Tröôøng hôïp cô baûn, khi m = 0, roõ raøng 
laø ñuùng, vì baát kyø caây phuû toái tieåu naøo cuõng ñeàu phaûi chöùa moät taäp roãng caùc caïnh. 
Ngoaøi ra, khi chuùng ta hoaøn taát vieäc quy naïp, tröôøng hôïp cuoái cuøng vôùi m = n chæ 
ra raèng coù moät caây phuû toái tieåu chöùa taát caû caùc caïnh cuûa S, vaø chính laø S. (Löu yù 
raèng neáu theâm baát kyø moät caïnh naøo vaøo moät caây phuû thì cuõng taïo ra moät chu 
trình, neân baát kyø caây phuû naøo chöùa moïi caïnh cuûa S ñeàu phaûi chính laø S). Noùi caùch 
khaùc, khi chuùng ta hoaøn taát vieäc quy naïp, chuùng ta ñaõ chöùng minh ñöôïc raèng S 
chính laø caây phuû toái tieåu. 

 
Nhö vaäy chuùng ta caàn trình baøy caùc böôùc quy naïp baèng caùch chöùng minh raèng 

neáu m < n vaø T laø moät caây phuû toái tieåu chöùa caùc caïnh s i vôùi i ≤ m, thì phaûi coù moät 
caây phuû toái tieåu U cuõng chöùa caùc caïnh treân vaø theâm moät caïnh sm+1. Neáu sm+1 ñaõ coù 
trong T, chuùng ta coù theå ñôn giaûn cho U =  T, nhö vaäy chuùng ta coù theå giaû söû raèng 
sm+1 khoâng laø moät caïnh trong T. Chuùng ta haõy xem hình (b) cuûa hình 13.14. 

 
 
Chuùng ta haõy goïi X laø taäp caùc ñænh trong S thuoäc caùc caïnh s1, s2, ..., sm vaø R laø 

taäp caùc ñænh coøn laïi trong S. Trong giaûi thuaät Prim, caïnh sm+1 noái moät ñænh trong 

 
Hình 13.14 – Kieåm tra giaûi thuaät Prim  

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 13 – Ñoà thò 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 364

X vôùi moät ñænh trong R, vaø sm+1 laø moät trong caùc caïnh coù taûi troïng nhoû nhaát noái 
giöõa hai taäp naøy. Chuùng ta haõy xeùt aûnh höôûng cuûa vieäc theâm caïnh sm+1 naøy vaøo T, 
nhö minh hoïa trong hình (c). Vieäc theâm vaøo naøy phaûi taïo ra moät chu trình C, do 
maïng lieân thoâng T roõ raøng laø coù chöùa moät ñöôøng ñi coù nhieàu caïnh noái hai ñaàu cuûa 
caïnh sm+1. Chu trình C phaûi coù chöùa moät caïnh t ≠ sm+1 noái taäp X vôùi taäp R, do neáu 
chuùng ta di doïc theo ñöôøng ñi kheùp kín C chuùng ta phaûi ñi vaøo taäp X moät soá laàn 
baèng vôùi soá laàn chuùng ta ñi ra khoûi noù. Chuùng ta haõy xem hình (d). Giaûi thuaät 
Prim baûo ñaûm raèng taûi troïng cuûa sm+1 nhoû hôn hoaëc baèng taûi troïng cuûa t. Do ñoù, 
caây phuû môùi U trong hình (e), coù ñöôïc töø T baèng caùch loaïi ñi t vaø theâm vaøo sm+1, 
seõ coù toång taûi troïng khoâng lôùn hôn taûi troïng cuûa T. Nhö vaäy chuùng ta ñaõ coù ñöôïc 
U laø moät caây phuû toái tieåu cuûa G, maø U chöùa caùc caïnh s1, s2, ..., sm, sm+1. Ñieàu naøy 
hoaøn taát ñöôïc quaù trình quy naïp cuûa chuùng ta. 

13.7. Söû duïng ñoà thò nhö laø caáu truùc döõ lieäu 
 

Trong chöông naøy, chuùng ta ñaõ tìm hieåu chæ moät ít öùng duïng cuûa ñoà thò, nhöng 
chuùng ta ñaõ baét ñaàu thaâm nhaäp vaøo nhöõng vaán ñeà saâu saéc cuûa caùc giaûi thuaät veà ñoà 
thò. Nhieàu giaûi thuaät trong soá ñoù, ñoà thò xuaát hieän nhö caùc caáu truùc toaùn hoïc vaø ñaõ 
naém baét ñöôïc caùc ñaëc tröng thieát yeáu cuûa baøi toaùn, thay vì chæ laø nhöõng coâng cuï 
tính toaùn cho ra ñöôïc nhöõng lôøi giaûi cuûa chuùng. Löu yù raèng trong chöông naøy 
chuùng ta ñaõ noùi veà caùc ñoà thò nhö laø caùc caáu truùc toaùn hoïc, chöù khoâng nhö caùc caáu 
truùc döõ lieäu, do chuùng ta ñaõ söû duïng chuùng ñeå ñaëc taû caùc vaán ñeà trong toaùn hoïc, 
vaø ñeå vieát caùc giaûi thuaät, chuùng ta ñaõ hieän thöïc caùc ñoà thò trong caùc caáu truùc döõ 
lieäu nhö danh saùch hoaëc baûng. Tuy vaäy, roõ raøng laø ñoà thò töï baûn thaân noù coù theå 
ñöôïc xem nhö caùc caáu truùc döõ lieäu - caùc caáu truùc döõ lieäu maø coù chöùa caùc moái quan 
heä giöõa caùc döõ lieäu phöùc taïp hôn nhöõng gì ñaõ ñöôïc moâ taû trong moät danh saùch 
hoaëc moät caây. Do tính toång quaùt vaø meàm deûo, ñoà thò laø caáu truùc döõ lieäu raát hieäu 
quaû vaø ñaõ toû roõ nhöõng giaù trò cuûa noù trong nhöõng öùng duïng caáp tieán nhö thieát keá 
heä quaûn trò cô sôû döõ lieäu chaúng haïn. Taát nhieân, moät coâng cuï maïnh nhö vaäy caøng 
neân ñöôïc söû duïng moïi khi caàn thieát, nhöng vieäc söû duïng noù caàn phaûi ñöôïc keát hôïp 
vôùi vieäc xem xeùt moät caùch caån thaän ñeå söùc maïnh cuûa noù khoâng laøm cho cho chuùng 
ta bò roái. Caùch an toaøn nhaát trong vieäc söû duïng moät coâng cuï maïnh laø döïa treân söï 
chính quy; nghóa laø, chuùng ta chæ söû duïng coâng cuï maïnh trong nhöõng phöông 
phaùp ñaõ ñöôïc ñònh nghóa moät caùch caån thaän vaø deã hieåu. Do tính toång quaùt cuûa ñoà 
thò, vieäc tuaân thuû nguyeân taéc vöøa neâu ra trong vieäc söû duïng noù khoâng phaûi luoân deã 
daøng.  

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 14 – ÖÙng duïng cuûa ngaên xeáp 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 365

Phaàn 3 – CAÙC ÖÙNG DUÏNG CUÛA CAÙC LÔÙP CTDL 
 
 

Chöông 14 – ÖÙNG DUÏNG CUÛA NGAÊN XEÁP 
 

Döïa treân tính chaát cuûa caùc giaûi thuaät, caùc öùng duïng cuûa ngaên xeáp coù theå ñöôïc 
chia laøm boán nhoùm nhö sau: ñaûo ngöôïc döõ lieäu, phaân tích bieân dòch döõ lieäu, trì 
hoaõn coâng vieäc vaø caùc giaûi thuaät quay lui. Moät ñieàu ñaùng chuù yù ôû ñaây laø khi xem 
xeùt caùc öùng duïng, chuùng ta khoâng bao giôø quan taâm ñeán caáu truùc chi tieát cuûa ngaên 
xeáp. Chuùng ta luoân söû duïng ngaên xeáp nhö moät caáu truùc döõ lieäu tröøu töôïng vôùi caùc 
chöùc naêng maø chuùng ta ñaõ ñònh nghóa cho noù. 

14.1. Ñaûo ngöôïc döõ lieäu 

Trong phaàn trình baøy veà ngaên xeáp chuùng ta ñaõ ñöôïc laøm quen vôùi moät ví duï 
xuaát caùc phaàn töû theo thöù töï ngöôïc vôùi thöù töï nhaäp vaøo. ÔÛ ñaây chuùng ta tieáp tuïc 
tham khaûo theâm öùng duïng ñoåi moät soá thaäp phaân sang moät soá nhò phaân.  
 
ÖÙng duïng ñoåi soá thaäp phaân sang soá nhò phaân 

 
Giaûi thuaät döôùi ñaây chuyeån ñoåi soá thaäp phaân decNum sang moät soá nhò phaân. 
 
 

 
 
 
 

Tuy nhieân caùc kyù soá ñöôïc xuaát ra seõ laø thöù töï ngöôïc cuûa keát quaû maø chuùng ta 
mong muoán. Chaúng haïn soá 19 leõ ra phaûi ñöôïc ñoåi thaønh 10011 chöù khoâng phaûi laø 
11001. Thöïc laø deã daøng neáu chuùng ta söû duïng ngaên xeáp ñeå khaéc phuïc ñieàu naøy. 

1  loop (decNum > 0) 
 1  digit = decNum % 2    
 2 xuaát (digit) 
 3 decNum = decNum / 2 
2 endloop 
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Moät ñieàu deã nhaän thaáy laø neáu chuùng ta duøng moät maûng lieân tuïc (array trong 

C++) ñeå chöùa caùc soá digit roài tìm caùch in theo thöù töï ñaûo laïi, chuùng ta seõ phaûi 
tieâu toán söùc löïc vaøo vieäc quaûn lyù caùc bieán chæ soá chaïy treân maûng. Ñoù laø ñieàu neân 
traùnh. Vieäc tuaân thuû lôøi khuyeân naøy giuùp chuùng ta coù thoùi quen toát khi ñuïng phaûi 
nhöõng baøi toaùn lôùn hôn: chuùng ta coù theå taäp trung vaøo giaûi quyeát nhöõng vaán ñeà 
chính cuûa baøi toaùn. 

14.2. Phaân tích bieân dòch (parsing) döõ lieäu 

Vieäc phaân tích döõ lieäu thöôøng bao goàm phaân tích töø vöïng vaø phaân tích cuù 
phaùp. Chaúng haïn, ñeå chuyeån ñoåi moät chöông trình nguoàn ñöôïc vieát bôûi moät ngoân 
ngöõ naøo ñoù thaønh ngoân ngöõ maùy, trình bieân dòch caàn taùch chöông trình aáy ra 
thaønh caùc töø khoùa, caùc danh hieäu, caùc kyù hieäu, sau ñoù tieán haønh kieåm tra tính 
hôïp leä veà töø vöïng, veà cuù phaùp. Trong vieäc kieåm tra cuù phaùp thì vieäc kieåm tra caáu 
truùc khoái loàng nhau moät caùch hôïp leä laø moät trong nhöõng ñieàu coù theå ñöôïc thöïc 
hieän deã daøng nhôø ngaên xeáp.  

 
ÖÙng duïng kieåm tra tính hôïp leä cuûa caùc caáu truùc khoái loàng nhau 
 

Ñeå kieåm tra tính hôïp leä cuûa caùc caáu truùc khoái loàng nhau, chuùng ta caàn kieåm 
tra caùc caëp daáu ngoaëc nhö [], {}, () phaûi tuaân theo moät thöù töï ñoùng môû hôïp leä, coù 
nghóa laø moãi khoái caàn phaûi naèm goïn trong moät khoái khaùc, neáu coù.  

 
Lyù do söû duïng ngaên xeáp ñöôïc giaûi thích nhö sau: theo thöù töï xuaát hieän, moät 

daáu ngoaëc môû xuaát hieän sau caàn phaûi coù daáu ngoaëc ñoùng töông öùng xuaát hieän 
tröôùc. Ví duï […(…)…] laø hôïp leä, […(…]…) laø khoâng hôïp leä. Ñieàu naøy roõ raøng lieân quan 
ñeán nguyeân taéc FILO cuûa ngaên xeáp. Moãi caáu truùc khoái seõ ñöôïc chuùng ta bieát ñeán 

void DecimalToBinary (val int decNum)  
post: soá nhò phaân töông ñöông vôùi soá thaäp phaân decNum seõ ñöôïc xuaát ra. 
uses: söû duïng lôùp Stack ñeå ñaûo ngöôïc thöù töï caùc soá 1 vaø soá 0. 
{ 

1. Stack<int> reverse; // Khôûi taïo ngaên xeáp ñeå chöùa caùc kyù soá 0 vaø 1. 
2. loop (decNum > 0) 

1. digit = decNum % 2    
2. reverse.push(digit) 
3. decNum = decNum / 2 

3. endloop 
4. loop (!reverse.empty()) 

1. reverse.top(digit) 
2. reverse.pop() 
3. xuaát(digit) 

5 endloop 
} 
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khi baét ñaàu gaëp daáu ngoaëc môû cuûa noù, vaø chuùng ta seõ chôø cho ñeán khi naøo gaëp daáu 
ngoaëc ñoùng töông öùng cuûa noù thì xem nhö chuùng ta ñaõ duyeät qua caáu truùc ñoù. Caùc 
daáu ngoaëc môû maø chuùng ta gaëp, chuùng ta seõ laàn löôït löu vaøo ngaên xeáp, neáu ñoaïn 
chöông trình hôïp leä, thì chuùng ta cöù yeân taâm raèng caùc daáu ngoaëc ñoùng töông öùng 
cuûa chuùng seõ xuaát hieän theo ñuùng thöù töï ngöôïc laïi. Nhö vaäy, moãi khi gaëp moät daáu 
ngoaëc ñoùng, vieäc caàn laøm laø laáy töø ngaên xeáp ra moät daáu ngoaëc môû vaø so truøng.  

 
Vaên baûn caàn kieåm tra thöôøng laø moät bieåu thöùc tính toaùn hay moät ñoaïn chöông 

trình.  
 
Giaûi thuaät: Ñoïc ñoaïn vaên baûn töøng kyù töï moät. Moãi daáu ngoaëc môû (, [, { ñöôïc 

xem nhö moät daáu ngoaëc chöa so truøng vaø ñöôïc löu vaøo ngaên xeáp cho ñeán khi gaëp 
moät daáu ngoaëc ñoùng ), ], } so truøng töông öùng. Moãi daáu ngoaëc ñoùng caàn phaûi so 
truøng ñöôïc vôùi daáu ngoaëc môû vöøa ñöôïc löu cuoái cuøng, vaø nhö vaäy daáu ngoaëc môû 
naøy seõ ñöôïc laáy ra khoûi ngaên xeáp vaø boû ñi. Nhö vaäy vieäc kieåm tra seõ ñöôïc laëp cho 
ñeán khi gaëp moät daáu ngoaëc ñoùng maø khoâng so truøng ñöôïc vôùi daáu ngoaëc môû vöøa 
löu tröõ (loãi caùc khoái khoâng loàng nhau) hoaëc ñeán khi heát vaên baûn caàn kieåm tra. 
Tröôøng hôïp daáu ngoaëc ñoùng xuaát hieän maø ngaên xeáp roãng laø tröôøng hôïp vaên baûn bò 
loãi thöøa daáu ngoaëc ñoùng (tính ñeán vò trí ñang xeùt); ngöôïc laïi, khi ñoïc heát ñoaïn vaên 
baûn, neáu ngaên xeáp khoâng roãng thì do loãi thöøa daáu ngoaëc môû.  

 
Chöông trình coù theå môû roäng hôn ñoái vôùi nhieàu caëp daáu ngoaëc khaùc nhau, hoaëc 

cho caû tröôøng hôïp ñaëc bieät veà ñoaïn chuù thích trong moät chöông trình C (/*  ...phaàn 
trong naøy dó  nhieân khoâng caàn kieåm tra tính hôïp leä cuûa caùc caëp daáu ngoaëc ...*/)  

 
int main() 
/* 
post: Chöông trình seõ baùo cho ngöôøi söû duïng khi ñoaïn vaên baûn caàn phaân tích gaëp loãi. 
uses: lôùp Stack. 
*/ 
{ 
   Stack<char> openings; 
   char symbol; 
   bool is_matched = true; 
   while (is_matched && (symbol = cin.get()) != '\n') { 
      if (symbol == '{' || symbol == '(' || symbol == '[') 
         openings.push(symbol); 
      if (symbol == '}' || symbol == ')' || symbol == ']') { 
         if (openings.empty()) { 
            cout << "Unmatched closing bracket " << symbol 
                 << " detected." << endl; 
            is_matched = false; 
         } 
         else { 
            char match; 
            openings.top(match); 
            openings.pop(); 
            is_matched = (symbol == '}' && match == '{') 
                         || (symbol == ')' && match == '(') 
                         || (symbol == ']' && match == '['); 
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            if (!is_matched) 
               cout << "Bad match " << match << symbol << endl; 
         } 
      } 
   } 
   if (!openings.empty()) 
      cout << "Unmatched opening bracket(s) detected." << endl; 
} 

14.3. Trì hoaõn coâng vieäc 

Khi söû duïng ngaên xeáp ñeå ñaûo ngöôïc döõ lieäu, toaøn boä döõ lieäu caàn ñöôïc duyeät 
xong, chuùng ta môùi baét ñaàu laáy döõ lieäu töø ngaên xeáp. Nhoùm öùng duïng lieân quan 
ñeán vieäc trì hoaõn coâng vieäc thöôøng chæ caàn trì hoaõn vieäc xöû lyù döõ lieäu trong moät 
thôøi gian nhaát ñònh naøo ñoù maø thoâi.  

 
Coù nhieàu giaûi thuaät maø döõ lieäu caàn xöû lyù coù theå xuaát hieän baát cöù luùc naøo, chuùng 

seõ ñöôïc löu giöõ laïi ñeå chöông trình laàn löôït giaûi quyeát. Trong tröôøng hôïp döõ lieäu 
caàn ñöôïc xöû lyù theo ñuùng thöù töï maø chuùng xuaát hieän, chuùng ta seõ duøng haøng ñôïi 
laøm nôi löu tröõ döõ lieäu. Ngöôïc laïi, neáu thöù töï xöû lyù döõ lieäu ngöôïc vôùi thöù töï maø 
chuùng xuaát hieän, chuùng ta seõ duøng ngaên xeáp do nguyeân taéc FILO cuûa noù. 

14.3.1. ÖÙng duïng tính trò cuûa bieåu thöùc postfix 

Chuùng ta seõ xem xeùt ví duï veà caùch tính trò cuûa moät bieåu thöùc ôû daïng Balan 
ngöôïc (reverse Polish calculator- coøn goïi laø postfix). Trong bieåu thöùc naøy toaùn töû 
luoân ñöùng sau toaùn haïng cuûa noù. Trong quaù trình duyeät bieåu thöùc, khi gaëp caùc 
toaùn haïng chuùng ta phaûi hoaõn vieäc tính toaùn cho ñeán khi gaëp toaùn töû töông öùng 
cuûa chuùng, do ñoù chuùng seõ ñöôïc ñaåy vaøo ngaên xeáp. Khi gaëp toaùn töû, caùc toaùn haïng 
ñöôïc laáy ra khoûi ngaên xeáp, pheùp tính ñöôïc thöïc hieän vaø keát quaû laïi ñöôïc ñaåy vaøo 
ngaên xeáp (do keát quaû naøy coù theå laïi laø toaùn haïng cuûa moät pheùp tính khaùc maø toaùn 
töû cuûa noù chöa xuaát hieän). Thöù töï FILO ñöôïc nhìn thaáy ôû choã: toaùn töû cuûa nhöõng 
toaùn haïng xuaát hieän tröôùc luoân ñöùng sau toaùn töû cuûa nhöõng toaùn haïng xuaát hieän 
sau. Chaúng haïn, vôùi 8 5 2 - + (töông ñöông 8 + (5-2) ), soá 8 xuaát hieän tröôùc soá 2, 
nhöng pheùp tröø cuûa (5 - 2) laïi coù tröôùc pheùp coäng. 

 
Vieäc phaân tích moät bieåu thöùc lieân quan ñeán vieäc xöû lyù chuoãi ñeå taùch ra caùc 

toaùn haïng cuõng nhö caùc toaùn töû. Do phaàn tieáp theo ñaây chæ chuù troïng ñeán yù töôûng 
söû duïng ngaên xeáp trong giaûi thuaät, neân chöông trình seõ nhaän bieát caùc thaønh phaàn 
cuûa bieåu thöùc moät caùch deã daøng thoâng qua vieäc cho pheùp ngöôøi söû duïng laàn löôït 
nhaäp chuùng. Vieäc phaân tích bieåu thöùc coù theå ñöôïc xem nhö baøi taäp khi sinh vieân 
keát hôïp vôùi caùc kieán thöùc khaùc coù lieân quan ñeán vieäc xöû lyù chuoãi kyù töï. 

 
Trong chöông trình, ngöôøi söû duïng nhaäp daáu ? ñeå baùo tröôùc seõ nhaäp moät toaùn 

haïng, toaùn haïng naøy seõ ñöôïc chöông trình löu vaøo ngaên xeáp. Khi caùc daáu +, -, *, / 
ñöôïc nhaäp, chöông trình seõ laáy caùc toaùn haïng töø ngaên xeáp, tính vaø ñöa keát quaû 
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vaøo ngaên xeáp; daáu = yeâu caàu hieån thò phaàn töû taïi ñænh ngaên xeáp (nhöng khoâng laáy 
ra khoûi ngaên xeáp), ñoù laø keát quaû cuûa moät pheùp tính môùi nhaát vöøa ñöôïc thöïc hieän.  
 

Giaû söû a, b, c, d bieåu dieãn caùc giaù trò soá. Doøng nhaäp ? a ? b ? c - = * ? d + = 
ñöôïc thöïc hieän nhö sau:  
 
? a: ñaåy a vaøo ngaên xeáp; 
? b: ñaåy b vaøo ngaên xeáp 
? c: ñaåy c vaøo ngaên xeáp 
-   : laáy c vaø b ra khoûi ngaên xeáp, ñaåy b-c vaøo ngaên xeáp 
=  : in giaù trò b-c 
*  : laáy 2 toaùn haïng töø ngaên xeáp laø trò (b-c) vaø a, tính a * (b-c), ñöa keát quaû vaøo 

ngaên xeáp. 
? d: ñaåy d vaøo ngaên xeáp. 
+  : laáy 2 toaùn haïng töø ngaên xeáp laø d vaø trò (a * (b-c)), tính (a * (b-c)) + d, ñöa keát 

quaû vaøo ngaên xeáp. 
=  : in keát quaû (a * (b-c)) + d 
 

Öu ñieåm cuûa caùch tính Balan ngöôïc laø moïi bieåu thöùc phöùc taïp ñeàu coù theå ñöôïc 
bieåu dieãn khoâng caàn caëp daáu ngoaëc (). 
 

Caùch bieåu dieãn Balan ngöôïc raát tieän lôïi trong caùc trình bieân dòch cuõng nhö caùc 
pheùp tính toaùn. 
 

Haøm phuï trôï get_command nhaän leänh töø ngöôøi söû duïng, kieåm tra hôïp leä vaø 
chuyeån thaønh chöõ thöôøng bôûi tolower() trong thö vieän cctype.  
int main() 
/* 
post: chöông trình thöïc hieän tính toaùn trò cuûa bieåu thöùc soá hoïc daïng postfix do ngöôøi söû duïng 

nhaäp vaøo.  
uses: lôùp Stack vaø caùc haøm introduction, instructions, do_command,  get_command. 
*/ 
 
{ 
   Stack<double> stored_numbers; 
   introduction(); // Giôùi thieäu veà chöông trình. 
   instructions(); // Xuaát caùc höôùng daãn söû duïng chöông trình. 
   while (do_command(get_command(), stored_numbers)); 
} 

 
 

char get_command()  
/* 
post: traû veà moät  trong nhöõng kyù töï hôïp leä do ngöôøi söû duïng goõ vaøo (?, =, +, -, *, /, q). 
*/ 
{ 
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   char command; 
   bool waiting = true; 
   cout << "Select command and press <Enter>:"; 
 
   while (waiting) { 
      cin >> command; 
      command = tolower(command); 
      if (command == '?' || command == '=' || command == '+' || 
          command == '-' || command == '*' || command == '/' || 
          command == 'q' ) waiting = false; 

else { 
         cout << "Please enter a valid command:"   << endl 
              << "[?]push to stack   [=]print top" << endl 
              << "[+] [-] [*] [/]   are arithmetic operations" << endl 
              << "[Q]uit." << endl; 
      } 
   } 
   return command; 
} 

 
Ngaên xeáp stored_numbers laøm thoâng soá cho haøm do_command ñöôïc khai baùo laø tham chieáu 

do noù caàn phaûi thay ñoåi khi haøm ñöôïc goïi.  
 
bool do_command(char command, Stack<double> &numbers) 
/* 
pre:  command chöùa kyù hieäu cuûa pheùp tính soá hoïc (+, - *, /) hoaëc caùc kyù töï ñaõ quy ñònh (q, =, ?). 
post: Vieäc xöû lyù tuøy thuoäc thoâng soá  command. Haøm traû veà true, ngoaïi tröø tröôøng hôïp keát thuùc 

vieâc tính toaùn khi command laø ‘q’.  
uses: lôùp Stack. 
*/ 
{ 
   double p, q; 
   switch (command) { 
   case '?': 
      cout << "Enter a real number: " << flush; 
      cin >> p; 
      if (numbers.push(p) == overflow) 
         cout << "Warning: Stack full, lost number" << endl; 
      break; 
 
   case '=': 
      if (numbers.top(p) == underflow) 
         cout << "Stack empty" << endl; 
      else 
         cout << p << endl; 
      break; 
 
   case '+': 
      if (numbers.top(p) == underflow) 
         cout << "Stack empty" << endl; 
      else { 
         numbers.pop(); 
         if (numbers.top(q) == underflow) { 
            cout << "Stack has just one entry" << endl; 
            numbers.push(p); 
         } 
          
         else { 
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            numbers.pop(); 
            if (numbers.push(q + p) == overflow) 
               cout << "Warning: Stack full, lost result" << endl; 
         } 
      } 
      break; 
 
   //   Add options for further user commands. 
 
    case 'q': 
      cout << "Calculation finished.\n"; 
      return false; 
   } 
   return true; 
} 

 

14.3.2. ÖÙng duïng chuyeån ñoåi bieåu thöùc daïng infix thaønh daïng postfix 

Ngöôïc vôùi bieåu thöùc daïng postfix, bieåu thöùc daïng infix cho pheùp coù caùc daáu 
ngoaëc ñoùng môû quy öôùc veà ñoä öu tieân cuûa caùc pheùp tính. Chuùng ta coù ñoä öu tieân töø 
cao xuoáng thaáp theo thöù töï sau ñaây: 

 
Ñoä öu tieân 2 (cao nhaát): caùc pheùp tính * vaø / 
Ñoä öu tieân 1               : caùc pheùp tính + vaø - 
Ñoä öu tieân 0               : daáu (, ) 

 
Khi duyeät bieåu thöùc infix töø traùi sang phaûi, caùc toaùn haïng trong bieåu thöùc infix 

ñeàu ñöôïc ñöa ngay vaøo bieåu thöùc postfix, caùc toaùn töû caàn ñöôïc hoaõn laïi neân ñöôïc 
ñöa vaøo ngaên xeáp. Trong bieåu thöùc postfix, toaùn töû naøo gaëp tröôùc seõ ñöôïc tính 
toaùn tröôùc. Do ñoù, töø bieåu thöùc infix, tröôùc khi moät toaùn töû naøo ñoù caàn ñöôïc ñöa 
vaøo ngaên xeáp thì phaûi laáy töø ñænh ngaên xeáp taát caû caùc toaùn töû coù ñoä öu tieân cao 
hôn  noù ñeå ñaët vaøo bieåu thöùc postfix tröôùc. Rieâng tröôøng hôïp ñoä öu tieân cuûa toaùn 
töû ñang caàn ñöa vaøo ngaên xeáp baèng vôùi ñoä öu tieân cuûa toaùn töû ñang ôû ñænh ngaên 
xeáp, thì toaùn töû ôû ñænh ngaên xeáp cuõng ñöôïc laáy ra tröôùc neáu caùc toaùn töû naøy laø caùc 
toaùn töû keát hôïp traùi (Vieäc tính toaùn xöû lyù töø traùi sang phaûi). 

 
Chuùng ta quan saùt ba ví duï sau ñaây: 

a + b * c   ñöôïc chuyeån thaønh   a b c * +  (1) 
a * b + c   ñöôïc chuyeån thaønh   a b * c +  (2) 
a + b - c    ñöôïc chuyeån thaønh   a b + c - (3) 
 

Ví duï 1, daáu + vaãn ôû trong ngaên xeáp, vaø daáu * ñöôïc ñaåy vaøo ngaên xeáp. 
Ví duï 2, daáu * ñöôïc laáy ra khoûi ngaên xeáp tröôùc khi ñöa daáu + vaøo. 
Ví duï 3, daáu + ñöôïc laáy ra khoûi ngaên xeáp tröôùc khi ñöa daáu - vaøo. 
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Trong tröôøng hôïp coù daáu ngoaëc, daáu môû ‘(‘ caàn ñöôïc löu trong ngaên xeáp cho 
ñeán khi gaëp daáu ñoùng ‘)’ töông öùng. Chuùng ta quy öôùc ñoä öu tieân cuûa daáu ngoaëc môû 
thaáp nhaát laø hôïp lyù. Moïi toaùn töû xuaát hieän sau daáu ngoaëc môû ñeàu khoâng theå laøm 
cho daáu naøy ñöôïc laáy ra khoûi ngaên xeáp, tröø khi daáu ngoaëc ñoùng töông öùng ñöôïc 
duyeät ñeán. Khi gaëp daáu ñoùng ‘)’, xem nhö keát thuùc moïi vieäc tính toaùn trongcaëp 
daáu (), moïi toaùn töû coøn naèm treân daáu môû ‘(‘ trong ngaên xeáp ñeàu ñöôïc laáy ra ñeå ñöa 
vaøo bieåu thöùc daïng postfix. Do caùc daáu ngoaëc khoâng bao giôø xuaát hieän trong bieåu 
thöùc postfix, daáu ‘(‘ ñöôïc ñaët vaøo ngaên xeáp ñeå chôø daáu ‘)’ töông öùng, khi noù ñöôïc 
laáy ra thì seõ bò vaát boû. Daáu ‘)’ ñeå giaûi quyeát cho daáu ‘(‘, vaø cuõng seõ bò vaát ñi. 

 
Caùc toaùn töû +, -, *, / ñeàu laø caùc toaùn töû keát hôïp töø traùi sang phaûi. Bieåu thöùc  

a - b - c ( ñöôïc hieåu laø (a-b)-c ) ñöôïc chuyeån ñoåi thaønh a b - c - (khoâng phaûi a b 
c - - ). Vôùi moät soá toaùn töû keát hôïp töø phaûi sang traùi, chaúng haïn pheùp tính luõy thöøa 
thì 2^2^3 = 2^(2^3)= 2^8=256, khoâng phaûi (2^2)^3= 4^3=64, thì caùc xöû lyù treân 
caàn ñöôïc söûa ñoåi cho hôïp lyù. Chöông trình hoaøn chænh chuyeån ñoåi bieåu thöùc dang 
infix sang bieåu thöùc daïng postfix, cuõng nhö vieäc xöû lyù ñaëc bieät cho tröôøng hôïp 
toaùn töû keát hôïp phaûi ñöôïc xem nhö baøi taäp.  

14.4. Giaûi thuaät quay lui (backtracking) 

Ngaên xeáp coøn ñöôïc söû duïng trong caùc giaûi thuaät quay lui nhaèm löu laïi caùc 
thoâng tin ñaõ töøng duyeät qua ñeå coù theå quay ngöôïc trôû laïi. Chuùng ta seõ xem xeùt caùc 
ví duï sau ñaây. 

14.4.1. ÖÙng duïng trong baøi toaùn tìm ñích (goal seeking). 

Hình 14.1 minh hoïa cho baøi toaùn tìm ñích. Chuùng ta coù moät nuùt baét ñaàu vaø 
moät nuùt goïi laø ñích ñeán. Ñeå ñôn giaûn, chuùng ta xeùt ñoà thò khoâng coù chu trình vaø 
chæ coù duy nhaát moät ñöôøng ñi töø nôi baét ñaàu ñeán ñích. Nhìn hình veõ chuùng ta coù 
theå nhaän ra ngay ñöôøng ñi naøy. Tuy nhieân  maùy tính caàn moät giaûi thuaät thích 
hôïp ñeå tìm ra ñöôïc con ñöôøng naøy. 

 
Chuùng ta baét ñaàu töø nuùt 1, sang nuùt 2 vaø nuùt 3. Taïi nuùt 3 coù 2 ngaõ reõ, giaû söû 

chuùng ta ñi theo ñöôøng treân, ñeán nuùt 4 vaø nuùt 5. Taïi nuùt 5 chuùng ta laïi ñi theo 
ñöôøng treân ñeán nuùt 6 vaø nuùt 7. Ñeán ñaây chuùng ta khoâng coøn ñöôøng ñi tieáp vaø cuõng 
chöa tìm ñöôïc ñích caàn ñeán, chuùng ta phaûi quay trôû laïi nuùt 5 ñeå choïn loái ñi khaùc. 
Taïi nuùt 8 chuùng ta laïi phaûi quay laïi nuùt 5 ñeå ñi sang nuùt 9,…. Baèng caùch naøy, töø 
nuùt 13, khi chuùng ta tìm ñöôïc nuùt 16 thì chuùng ta khoâng caàn phaûi quay lui ñeå thöû 
vôùi nuùt 17, 18 nöõa. Giaûi thuaät keát thuùc khi tìm thaáy ñích ñeán. 

 
Giaûi thuaät cuûa chuùng ta caàn löu caùc nuùt ñeå quay laïi. So saùnh nuùt 3 vaø nuùt 5, 

chuùng ta thaáy raèng treân ñöôøng ñi chuùng ta gaëp nuùt 3 tröôùc, nhöng dieåm quay veà 
ñeå thöû tröôùc laïi laø nuùt 5. Do ñoù caáu truùc döõ lieäu thích hôïp chính laø ngaên xeáp vôùi 
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nguyeân taéc FILO cuûa noù. Ngoaøi ra neáu chuùng ta löu nuùt 3 vaø nuùt 5 thì coù söï baát 
tieän ôû choã laø khi quay veà, thoâng tin laáy töø ngaên xeáp khoâng cho chuùng ta bieát caùc 
nhaùnh naøo ñaõ ñöôïc duyeät qua vaø caùc nhaùnh naøo caàn tieáp tuïc duyeät. Do ñoù, taïi nuùt 
3, tröôùc khi ñi sang 4, chuùng ta löu nuùt 12, taïi nuùt 5, tröôùc khi ñi sang 6 chuùng ta 
löu nuùt 8 vaø nuùt 9,… 

 
Vôùi giaûi thuaät treân chuùng ta coù theå tìm ñeán ñích moät caùch deã daøng. Tuy nhieân, 

neáu baøi toaùn yeâu caàu in ra caùc nuùt treân ñöôøng ñi töø nuùt baét ñaàu ñeán ñích thì 
chuùng ta chöa laøm ñöôïc. Nhö vaäy chuùng ta cuõng caàn phaûi löu caû caùc nuùt treân 
ñöôøng maø chuùng ta ñaõ ñi qua. Nhöõng nuùt naèm treân nhöõng ñoaïn ñöôøng khoâng daãn 
ñeán ñích seõ ñöôïc dôõ boû khoûi ngaên xeáp khi chuùng ta quay lui. ÔÛ ñaây chuùng ta gaëp 
phaûi moät vaán ñeà cuõng töông ñoái phoå bieán trong moät soá baøi toaùn khaùc, ñoù laø nhöõng 
gì chuùng ta boû vaøo ngaên xeáp khoâng coù cuøng muïc ñích. Coù hai nhoùm thoâng tin khaùc 
nhau: moät laø caùc nuùt naèm treân ñöôøng ñang ñi qua, hai laø caùc nuùt naèm treân caùc 
nhaùnh reõ khaùc maø chuùng ta seõ laàn löôït thöû tieáp khi gaëp thaát baïi treân con ñöôøng 
ñang ñi. Trong nhöõng tröôøng hôïp nhö vaäy, vieäc giaûi quyeát raát laø deã daøng: chuùng 
ta duøng caùch ñaùnh daáu ñeå phaân bieät töøng tröôøng hôïp, khi laáy ra khoûi ngaên xeáp, 
caên cöù vaøo caùch ñaùnh daáu naøy chuùng ta seõ bieát phaûi xöû lyù nhö theá naøo cho thích 
hôïp (Vieäc duyeät caây theo thöù töï LRN trong chöông 10 neáu duøng ngaên xeáp cuõng laø 
moät ví duï). Trong hình 14.1, kyù töï B trong ngaên xeáp cho bieát ñoù laø nhöõng nuùt 
daønh cho vieäc quay lui (Backtracking) ñeå thöû vôùi nhaùnh khaùc. Vaäy khi gaëp ñieåm 
cuoái cuûa moät con ñöôøng khoâng daãn ñeán ñích, chuùng ta dôõ boû khoûi ngaên xeáp caùc 
nuùt cho ñeán khi gaëp moät nuùt coù kyù töï ‘B’, boû laïi nuùt naøy vaøo ngaên xeáp (khoâng coøn 
kyù töï ‘B’), vaø ñi tieáp caùc nuùt keá tieáp theo nuùt naøy. Cuoái cuøng khi gaëp ñích, con 
ñöôøng ñöôïc tìm thaáy chính laø caùc nuùt ñang löu trong ngaên xeáp maø khoâng coù kyù töï 
‘B’ ôû ñaàu. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 14.1- Ví duï vaø ngaên xeáp minh hoïa quaù trình backtracking. 
 

 Start node 

The goal2 3 1 

4 5 

6

8

9 10 11

16 1514 13 12 

17 18

7

           
    end       
    7    end  goal
    6  end  11  16 
  B8  B8  8  10  15 
  B9  B9  B9  9  14 
  5  5  5  5  B17
  4  4  4  4  13 

B12  B12  B12  B12  B12  12 
3  3  3  3  3  3 
2  2  2  2  2  2 
1  1  1  1  1  1 
(a)  (b)  (c)  (d)  (e)  (f)
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Treân ñaây laø maõ giaû cho baøi toaùn tìm ñích, caáu truùc döõ lieäu ñeå chöùa ñoà thò 

chuùng ta seõ ñöôïc tìm hieåu sau trong chöông 13. 

Algorithm seek_goal(val graph_type graph, val node_type start,  
val node_type goal) 

/*  
pre: graph chöùa ñoà thò khoâng coù chu trình, trong ñoù coù moät nuùt start vaø moät nuùt goal. 
post: neáu ñöôøng ñi töø start ñeán goal ñöôïc tìm thaáy seõ ñöôïc in ra theo thöù töï töø goal ngöôïc 

veà start 
*/ 
{ 

1. Stack<node_type> nodes. // node_type laø kieåu döõ lieäu thích hôïp. 
2. node_type current_node = start 
3. boolean fail = FALSE 
4. loop ((current_node chöa laø goal) AND (!fail)) 

1. nodes.push(current_node) 
2. if (current_node laø ñieåm reõ nhaùnh) 

1. next_node = nuùt reõ vaøo 1 nhaùnh 
2. loop (coøn nhaùnh chöa ñöa vaøo ngaên xeáp) // ñöa caùc nhaùnh  

// coøn laïi vaøo ngaên xeáp. 
1. nodes.push(nuùt reõ vaøo 1 nhaùnh, coù keøm ‘B’) 

3. endloop 
3. else 

1. if (toàn taïi nuùt keá) 
1. next_node = nuùt  keá 

2. else 
1. repeat 

1. if (nodes.empty()) 
1. fail = TRUE 

2. else 
1. nodes.top(next_node) 
2. nodes.pop() 

3. endif  
2. until ((fail) OR (next_node coù ‘B’)) 

3. endif 
4. endif 
5. current_node = next_node 

5. endloop 
6. if (!fail) 

1. print(“The path to your goal is:”) 
2. print(current_node)  // chính laø goal 
3. loop (!nodes.empty()) 

1. nodes.top(current_node) 
2. nodes.pop() 
3. if (current_node khoâng coù kyù töï ‘B’) 

1. print(current_node) 
4. endif 

4. endloop 
7. else 

1. print(“Path not found!”) 
8. endif 

} 
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14.4.2. Baøi toaùn maõ ñi tuaàn vaø baøi toaùn taùm con haäu 

Ví duï tieáp theo lieân quan ñeán baøi toaùn maõ ñi tuaàn. Thöïc ra baøi toaùn taùm con 
haäu ñöôïc trình baøy trong chöông 6 cuõng hoaøn toaøn töông töï. Sinh vieân coù theå 
tham khaûo yù töôûng ñöôïc trình baøy döôùi ñaây ñeå giaûi baøi toaùn taùm con haäu söû duïng 
ngaên xeáp thay vì ñeä quy. 

 
Vôùi baøn côø 64 oâ, baøi toaùn maõ ñi tuaàn yeâu caàu chuùng ta chæ ra ñöôøng ñi cho con 

maõ baét ñaàu töø moät oâ naøo ñoù, laàn löôït ñi qua taát caû caùc oâ, maø khoâng coù oâ naøo laäp 
laïi hôn moät laàn. 

 
Töø moät vò trí, con maõ coù toái ña laø 8 vò trí chung quanh coù theå ñi ñöôïc. Giaûi 

thuaät quay lui raát gaàn vôùi höôùng suy nghó töï nhieân cuûa chuùng ta. Trong caùc khaû 
naêng coù theå, chuùng ta thöôøng choïn ngaãu nhieân moät khaû naêng ñeå ñi. Vaø vôùi vò trí 
môùi chuùng ta cuõng laøm ñieàu töông töï. Moãi oâ ñi qua chuùng ta ñaùnh daáu laïi. Trong 
quaù trình thöû naøy, neáu coù luùc khoâng coøn khaû naêng löïa choïn naøo khaùc vì caùc oâ naèm 
trong khaû naêng ñi tieáp ñeàu ñaõ ñöôïc ñaùnh daáu, chuùng ta caàn phaûi luøi laïi ñeå thöû 
nhöõng khaû naêng khaùc. Thay vì bieåu dieãn ñöôøng ñi cho con maõ treân baøn côø (hình 
14.2a), chuùng ta veõ laïi caùc khaû naêng ñi vaø thaáy chuùng khoâng khaùc gì so vôùi baøi 
toaùn tìm ñích (hình 14.2b). Vaø nhö vaäy, chuùng ta thaáy caùch söû duïng ngaên xeáp 
trong nhöõng baøi toaùn daïng naøy hoaøn toaøn ñôn giaûn vaø töông töï. Phöông phaùp 
quay lui trong tröôøng hôïp naøy ñoâi khi coøn ñöôïc goïi laø phöông phaùp thöû sai (trial 
and error method). 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8
1         
2         
3         
4         
5         
6         
7         
8         

 
 
 
 
   (a)     (b)  

Hình 14.2- Baøi toaùn maõ ñi tuaàn. 
 

Hình treân ñaây minh hoïa baøi toaùn maõ ñi tuaàn vôùi ñieåm baét ñaàu laø (7,2). Ñích 
ñeán khoâng cuï theå nhö baøi toaùn treân, maø ñöôøng ñi caàn tìm chính laø ñöôøng ñi naøo 
trong ñoà thò naøy coù ñuû 64 nuùt. Baøi toaùn naøy phuï thuoäc vaøo soá oâ cuûa baøn côø vaø vò 

(7,2)

(5,1)

(8,4)

(5,3)

(4,3) 

(3,2) 

(6,3) 

(3,2) 

(4,1) 

(3,4) 

(4,5) 

(6,5) 

(4,1) 

(7,4) 
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trí baét ñaàu cuûa con maõ, khaû naêng coù lôøi giaûi vaø coù bao nhieâu lôøi giaûi chuùng ta 
khoâng xem xeùt ôû ñaây. Chuùng ta chæ quan taâm ñeán caùch söû duïng ngaên xeáp trong 
nhöõng baøi toaùn töông töï. Baûn chaát nhöõng baøi naøy ñeàu coù cuøng moät ñaëc tröng cuûa 
baøi toaùn tìm ñích treân moät ñoà thò khoâng coù chu trình. Ñích ñeán coù theå laø nhieàu 
hôn moät (töông öùng vôùi nhieàu lôøi giaûi ñöôïc tìm thaáy) nhö trong baøi toaùn taùm con 
haäu maø caùch giaûi ñeä quy đöôïc trình baøy trong chöông 6. Söï khaùc nhau cô baûn giöõa 
chuùng chæ laø moät vaøi kyõ thuaät nho nhoû duøng ñeå chuyeån töø döõ lieäu ban ñaàu cuûa baøi 
toaùn sang daïng ñoà thò bieåu dieãn caùc khaû naêng di chuyeån trong quaù trình tìm ñeán 
ñích maø thoâi. 
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Chöông 15 – ÖÙNG DUÏNG CUÛA HAØNG ÑÔÏI  
 

CTDL haøng ñôïi ñöôïc söû duïng raát roäng raõi trong caùc chöông trình maùy tính. 
Ñaëc bieät laø trong coâng vieäc cuûa heä ñieàu haønh khi caàn xöû lyù caùc coâng vieäc moät caùch 
tuaàn töï. Haøng ñôïi trong chöông 3 laø moät khaùi nieäm FIFO ñôn giaûn. Trong thöïc 
teá, ngöôøi ta thöôøng raát hay söû duïng caùc haøng ñôïi öu tieân ñöôïc trình baøy trong 
chöông 11. Chöông naøy minh hoïa moät soá öùng duïng ñôn giaûn cuûa haøng ñôïi. 

15.1. Caùc dòch vuï 
Chuùng ta coù theå vieát moät chöông trình moâ phoûng vieäc cung caáp caùc dòch vuï. 

Chaúng haïn taïi quaày baùn veù caùc tuyeán bay, coù nhieàu ngöôøi ñang ñeán vaø ñang saép 
haøng chôø ñeå mua veù. Coù khaû naêng chæ coù moät nhaân vieân baùn veù, hoaëc coù nhieàu 
nhaân vieân baùn veù ñoàng thôøi. Sinh vieân haõy xem ñaây nhö laø moät gôïi yù ñeå vieát 
thaønh moät öùng duïng cho CTDL haøng ñôïi. Nhöõng ñieàu thöôøng ñöôïc quan taâm laø: 

• Thôøi gian chôø ñôïi trung bình (queue time) cuûa moät khaùch haøng töø luùc ñeán cho 
ñeán luùc ñöôïc baét ñaàu ñöôïc phuïc vuï. 

• Thôøi gian phuïc vuï trung bình (service time) maø moät dòch vuï ñöôïc thöïc hieän. 

• Thôøi gian ñaùp öùng trung bình (response time) cuûa moät khaùch haøng töø luùc ñeán 
cho ñeán luùc rôøi khoûi quaày (chính baèng toång hai thôøi gian treân). 

• Taàn suaát ñeán cuûa khaùch haøng. 

Döïa vaøo nhöõng ñieàu treân ngöôøi ta coù theå ñieàu chænh caùc keá hoaïch phuïc vuï cho 
thích hôïp hôn. 

15.2. Phaân loaïi 
Moät ví duï veà phaân loaïi laø vieäc söû duïng nhieàu haøng ñôïi cuøng moät luùc. Tuøy theo 

ñaëc ñieåm cuûa caùc yeâu caàu coâng vieäc, moãi haøng ñôïi chæ nhaän caùc coâng vieäc cuøng ñaëc 
ñieåm maø thoâi. Nhö vaäy ñaàu ra cuûa moãi haøng ñôïi seõ laø nhöõng coâng vieäc coù chung 
ñaëc ñieåm. Vieäc söû duïng haøng ñôïi ôû ñaây giuùp ta phaân loaïi ñöôïc coâng vieäc, ñoàng thôøi 
trong caùc coâng vieäc cuøng loaïi, chuùng vaãn giöõ nguyeân thöù töï ban ñaàu giöõa chuùng. 
Hình aûnh deã thaáy nhaát chính laø ví duï treân vôùi moãi haøng ngöôøi ñôïi seõ ñöôïc mua veù 
ñi cuøng moät tuyeán bay naøo ñoù (moät oâ cöûa chæ baùn cho moät tuyeán bay nhaát ñònh). 
Moät ví duï khaùc veà söï phaân loaïi caùc böu kieän taïi moät trung taâm chuyeån phaùt: caùc 
böu kieän seõ ñöôïc phaân loaïi vaøo caùc haøng ñôïi döïa vaøo theå tích, troïng löôïng, nôi 
ñeán,…., maø thöù töï giöõa chuùng trong moät haøng ñôïi laø khoâng thay ñoåi. 

15.3. Phöông phaùp saép thöù töï Radix Sort 
ÖÙng duïng haøng lieân keát trong phöông phaùp saép thöù töï Radix Sort ñöôïc trình 

baøy trong chöông 8. 
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15.4. Tính trò cho bieåu thöùc prefix 
Ñeå tính trò cho bieåu thöùc daïng prefix ngöôøi ta duøng haøng ñôïi. Vieäc tính ñöôïc 

thöïc hieän laëp laïi nhieàu laàn, moãi laàn luoân xöû lyù cho bieåu thöùc töø traùi sang phaûi nhö 
döôùi ñaây: 

 
- + * 9 + 2 8 * + 4 8 6 3 
 
- + * 9 10 * 12 6 3 
 
- + 90 72 3 
 
- 162 3 
 
159 
 
Moãi laàn duyeät bieåu thöùc, chuùng ta thay theá moïi toaùn töû maø coù ñuû hai toaùn 

haïng ñöùng ngay sau baúng keát quaû cuûa pheùp tính cho toaùn töû ñoù. Do thöù töï duyeät 
qua bieåu thöùc luoân laø töø traùi sang phaûi, neân chuùng ta coù theå löu bieåu thöùc vaøo 
haøng ñôïi vaø söû duïng caùc phöông thöùc cuûa haøng ñôïi ñeå laáy töøng phaàn töû cuõng nhö 
ñöa töøng phaàn töû vaøo haøng. Hieän thöïc chöông trình ñöôïc xem nhö baøi taäp cho 
sinh vieân. 

15.5. ÖÙng duïng pheùp tính treân ña thöùc 
Ñaây laø moät öùng duïng coù söû duïng CTDL ngaên xeáp vaø haøng ñôïi. Trong öùng duïng 

naøy chuùng ta coù dòp nhìn thaáy coâng duïng cuûa caùc CTDL ñaõ ñöôïc thieát keá hoaøn 
chænh. Coù nhieàu baøi toaùn coù theå söû duïng caùc CTDL hoaøn chænh ñeå phaùt trieån theâm 
caùc lôùp thöøa keá raát tieän lôïi. Ngoaøi ra, phöông phaùp phaùt trieån daàn thaønh moät 
chöông trình hoaøn chænh ñöôïc trình baøy döôùi ñaây cuõng laø moät tham khaûo raát toát 
cho sinh vieân khi laøm quen vôùi caùc kyõ naêng thieát keá vaø laäp trình. 

15.5.1. Muïc ñích cuûa öùng duïng 

Trong phaàn 14.3 chuùng ta ñaõ vieát chöông trình moâ phoûng moät maùy tính ñôn 
giaûn thöïc hieän caùc pheùp coäng, tröø, nhaân, chia vaø moät soá pheùp tính khaùc töông töï. 
Phaàn naøy seõ moâ phoûng moät maùy tính töông töï thöïc hieän caùch tính Balan ngöôïc 
cho caùc pheùp tính treân ña thöùc. YÙ töôûng chính cuûa giaûi thuaät laø söû duïng ngaên xeáp 
ñeå löu caùc toaùn haïng. Coøn haøng ñôïi seõ ñöôïc söû duïng ñeå moâ phoûng ña thöùc. 

15.5.2. Chöông trình 

Chuùng ta seõ hieän thöïc moät lôùp ña thöùc (Polynomial) ñeå söû duïng trong chöông 
trình. Vieäc hieän thöïc chöông trình seõ trôû neân raát ñôn giaûn. Chöông trình chính 
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caàn khai baùo moät ngaên xeáp ñeå chöùa caùc ña thöùc, nhaän caùc yeâu caàu tính vaø thöïc 
hieän. 

 
int main() 
/* 
post: Chöông trình thöïc hieän caùc pheùp tính toaùn soá hoïc cho caùc ña thöùc do ngöôøi söû duïng nhaäp 

vaøo. 
uses: Caùc lôùp Stack, Polynomial vaø caùc haøm introduction, instructions, 

do_command, get_command. 
*/ 
{ 
   Stack<Polynomial> stored_polynomials; 
   introduction(); 
   instructions(); 
   while (do_command(get_command(), stored_polynomials)); 
} 

 
Chöông trình naøy haàu nhö töông töï vôùi chöông trình chính ôû phaàn 14.3, haøm 

phuï trôï get_command töông töï haøm ñaõ coù. 

15.5.2.1. Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Polynomial 
Töông töï phaàn 14.3, thay vì nhaäp moät con soá, daáu ? chôø ngöôøi söû duïng nhaäp 

vaøo moät ña thöùc. 
 
Phaàn lôùn caùc vieäc caàn laøm trong chöông trình naøy laø vieäc hieän thöïc caùc 

phöông thöùc cuûa Polynomial. Chaúng haïn chuùng ta caàn phöông thöùc equals_sum 
ñeå coäng hai ña thöùc. Cho p, q, r laø caùc ñoái töôïng ña thöùc, p.equals_sum(q,r) seõ 
thay p bôûi ña thöùc toång cuûa hai ña thöùc q vaø r. Töông töï chuùng ta coù caùc phöông 
thöùc equals_difference, equals_product, vaø equals_quotient ñeå thöïc 
hieän caùc pheùp tính soá hoïc khaùc treân ña thöùc. 

 
Ngoaøi ra, lôùp Polynomial coøn hai phöông thöùc khoâng thoâng soá laø print vaø 

read ñeå xuaát vaø ñoïc ña thöùc. 

15.5.2.2. Thöïc hieän caùc yeâu caàu 
 

Haøm do_command nhaän ñoái töôïng ngaên xeáp laø tham bieán do ngaên xeáp caàn 
ñöôïc bieán ñoåi trong haøm.  
 

bool do_command(char command, Stack<Polynomial> &stored_polynomials) 
/* 
pre:  command chöùa kyù töï hôïp leä bieåu dieãn yeâu caàu cuûa ngöôøi söû duïng. 
post: Yeâu caàu cuûa ngöôøi söû duïng ñöôïc thöïc hieän ñoái vôùi caùc ña thöùc trong ngaên xeáp, haøm traû veà 

true ngoaïi tröø tröôøng hôïp command='q' thì haøm traû veà false. 
uses: Caùc lôùp Stack vaø Polynomial. 
*/ 
 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 15 – ÖÙng duïng cuûa haøng ñôïi 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 380

{ 
   Polynomial p, q, r; 
   switch (command) { 
 
   case '?': 
      p.read(); 
      if (stored_polynomials.push(p) == overflow) 
         cout << "Warning: Stack full, lost polynomial" << endl; 
      break; 
 
   case '=': 
      if (stored_polynomials.empty()) 
         cout << "Stack empty" << endl; 
      else { 
         stored_polynomials.top(p); 
         p.print(); 
      } 
      break; 
 
   case '+': 
      if (stored_polynomials.empty()) 
         cout << "Stack empty" << endl; 
      else { 
         stored_polynomials.top(p); 
         stored_polynomials.pop(); 
         if (stored_polynomials.empty()) { 
            cout << "Stack has just one polynomial" << endl; 
            stored_polynomials.push(p); 
         } 
         else { 
            stored_polynomials.top(q); 
            stored_polynomials.pop(); 
            r.equals_sum(q, p); 
            if (stored_polynomials.push(r) == overflow) 
               cout << "Warning: Stack full, lost polynomial" << endl; 
         } 
      } 
      break; 
   //   Caàn boå sung caùc doøng leänh ñeå thöïc hieän caùc pheùp tính coøn laïi. 
 
    case 'q': 
      cout << "Calculation finished." << endl; 
      return false; 
   } 
   return true; 
} 

15.5.2.3. Caùc maåu chöông trình vaø coâng vieäc kieåm tra 
 
Caùch laøm sau ñaây minh hoïa yù töôûng söû duïng caùc maåu taïm trong chöông trình 

nhö ñaõ trình baøy trong phaàn 1.5.3 (caùc kyõ naêng laäp trình). 
  
Hieän taïi chuùng ta chæ phaùt trieån chöông trình vöøa ñuû ñeå coù theå dòch, chænh söûa 

loãi, vaø kieåm tra tính ñuùng ñaén cuûa nhöõng phaàn ñaõ vieát. 
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Ñeå dòch thöû chöông trình, chuùng ta caàn taïo caùc maåu cho moïi phaàn töû coøn thieáu 
cuûa chöông trình. Phaàn töû coøn thieáu ôû ñaây laø lôùp Polynomial. Do chuùng ta coøn 
chöa quyeát ñònh seõ hieän thöïc caùc ñoái töôïng ña thöùc nhö theá naøo, chuùng ta haõy 
chaïy chöông trình nhö moät maùy tính Balan ngöôïc daønh cho caùc soá thöïc. Thay vaøo 
choã caàn khai baùo döõ lieäu cho lôùp Polynomial, chuùng ta khai baùo soá thöïc.  

 
class Polynomial { 
public: 
   void read(); 
   void print(); 
   void equals_sum(Polynomial p, Polynomial q); 
   void equals_difference(Polynomial p, Polynomial q); 
   void equals_product(Polynomial p, Polynomial q); 
   ErrorCode equals_quotient(Polynomial p, Polynomial q); 
private: 
   double value; // maåu taïm duøng ñeå thöû chöông trình. 
}; 

 
Phöông thöùc equals_quotient caàn kieåm tra pheùp chia 0 neân caàn traû veà 

ErrorCode. Haøm sau ñaây laø moät ñieån hình cho maåu phöông thöùc duøng ñeå  thöû 
chöông trình. 

 
void Polynomial::equals_sum(Polynomial p, Polynomial q) 
{ 
   value = p.value + q.value; // Chæ vieát taïm, sau seõ vieát laïi ñuùng cho ña thöùc. 
} 

 
Vieäc taïo ra moät boä khung chöông trình taïi thôøi ñieåm naøy cho pheùp chuùng ta 

kieåm tra xem ngaên xeáp vaø caùc goùi tieän ích (chöùa caùc haøm phuï trôï) ñaõ ñöôïc keát noái 
moät caùch ñuùng ñaén trong chöông trình hay chöa. Chöông trình, cuøng caùc maåu thöû 
cuûa noù, phaûi thöïc thi moät caùch chính xaùc caû vôùi hieän thöïc ngaên xeáp lieân tuïc laãn 
ngaên xeáp lieân keát. 

15.5.3. Caáu truùc döõ lieäu cuûa ña thöùc 

Chuùng ta haõy quay laïi nhieäm vuï chính cuûa chuùng ta laø choïn löïa caùch bieåu dieãn 
ña thöùc vaø vieát caùc phöông thöùc xöû lyù cho chuùng. Caùc ña thöùc coù daïng sau 

 
    3x5 – 2x3 + x2 + 4 
 
Thoâng tin quan troïng trong moät ña thöùc laø caùc heä soá vaø caùc soá muõ cuûa x, coøn 

baûn thaân x chæ laø moät bieán. Chuùng ta xem ña thöùc ñöôïc taïo thaønh töø caùc soá haïng 
(term), moãi soá haïng chöùa moät heä soá vaø moät soá muõ. Trong maùy tính coù theå xem ña 
thöùc laø moät danh saùch caùc caëp goàm heä soá vaø soá muõ. Chuùng ta duøng struct ñeå 
khai baùo soá haïng 
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struct Term { 
   int degree; 
   double coefficient; 
   Term (int exponent = 0, double scalar = 0); 
}; 

 
Term::Term(int exponent, double scalar) 
/* 
post: Term ñöôïc khôûi taïo bôûi heä soá vaø soá muõ nhaän ñöôïc, neáu khoâng coù thoâng soá truyeàn vaøo thì 

hai soá naøy ñöôïc gaùn maëc ñònh laø 0. 
*/ 
{ 
   degree = exponent; 
   coefficient = scalar; 
} 

 
Chuùng ta chöa löu taâm veà thöù töï cuûa caùc soá haïng trong ña thöùc, tuy nhieân neáu 

cho pheùp caùc soá haïng coù moät thöù töï tuøy yù thì chuùng ta seõ gaëp khoù khaên trong vieäc 
nhaän ra caùc ña thöùc baèng nhau cuõng nhö trong vieäc tính toaùn treân caùc ña thöùc. 
Chuùng ta choïn phöông aùn buoäc caùc soá haïng trong moät ña thöùc phaûi coù thöù töï giaûm 
daàn theo soá muõ, ñoàng thôøi cuõng khoâng cho pheùp hai soá haïng coù cuøng soá muõ hoaëc 
soá haïng coù heä soá baèng khoâng. Vôùi söï raøng buoäc naøy, khi thöïc hieän moät pheùp tính 
soá hoïc naøo ñoù treân hai ña thöùc, chuùng ta thöôøng laàn löôït xöû lyù cho töøng caëp soá 
haïng cuûa hai ña thöùc töø traùi sang phaûi. Caùc soá haïng cuûa ña thöùc keát quaû cuõng 
ñöôïc ghi vaøo ña thöùc theo thöù töï naøy. Moät ña thöùc ñöôïc bieåu dieãn baèng moät danh 
saùch caùc Term. Nhö vaäy, caùc pheùp tính soá hoïc coù theå xem ña thöùc nhö laø moät 
Queue, hay chính xaùc hôn, nhö laø Extended_queue, vì chuùng ta thöôøng xuyeân 
caàn ñeán caùc phöông thöùc clear vaø serve_and_retrieve. 

 
Chuùng ta thöû hoûi neân duøng haøng lieân tuïc hay haøng lieân keát. Neáu bieát tröôùc baäc 

cuûa ña thöùc vaø caùc ña thöùc ít coù heä soá baèng khoâng thì chuùng ta neân duøng haøng 
lieân tuïc. Ngöôïc laïi, neáu khoâng bieát tröôùc baäc, hoaëc ña thöùc coù raát ít heä soá khaùc 
khoâng thì haøng lieân keát thích hôïp hôn. Hình 15.1 minh hoïa ña thöùc hieän thöïc 
baèng haøng lieân keát. 
 
Moãi phaàn töû trong haøng chöùa moät soá haïng cuûa ña thöùc vaø chæ coù nhöõng soá haïng coù 
heä soá khaùc khoâng môùi ñöôïc löu vaøo haøng. Ña thöùc baèng 0 bieåu dieãn bôûi haøng roãng.  

 
Vôùi caáu truùc döõ lieäu ñöôïc choïn cho ña thöùc nhö treân chuùng ta xaây döïng lôùp 

Polynomial laø lôùp daãn xuaát töø lôùp Extended_Queue, chuùng ta chæ vieäc boå sung 
caùc phöông thöùc rieâng cuûa ña thöùc. 

 
Ñeå hieän thöïc cuï theå cho lôùp daãn xuaát Polynomial, chuùng ta caàn ñaët caâu hoûi: 

moät ña thöùc coù haún laø moät Extended_Queue hay khoâng? 
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Moät Extended_Queue cung caáp caùc phöông thöùc nhö serve chaúng haïn, 
phöông thöùc naøy  khoâng nhaát thieát vaø cuõng khoâng neân laø phöông thöùc cuûa 
Polynomial. Seõ laø moät ñieàu khoâng hay khi chuùng ta cho pheùp ngöôøi söû duïng goïi 
phöông thöùc serve ñeå loaïi ñi moät phaàn töû cuûa Polynomial. Ña thöùc neân laø moät 
ñoái töôïng ñoùng kín. Vì vaäy moät Polynomial khoâng haún laø moät Extended_Queue. 
Maëc duø raát coù lôïi khi söû duïng laïi caùc thuoäc tính vaø caùc phöông thöùc töø 
Extended_Queue cho Polynomial, nhöng chuùng ta khoâng theå söû duïng pheùp thöøa 
keá ñôn giaûn, vì quan heä cuûa hai lôùp naøy khoâng phaûi laø quan heä “is-a”. 

 
Quan heä “is-a” laø daïng thöøa keá public trong C++. Neáu khai baùo thöøa keá public thì ngöôøi söû 

duïng coù theå xem moät ña thöùc cuõng laø moät haøng ñôïi. C++ cung caáp moät daïng thöøa keá thöù hai, goïi laø 
thöøa keá rieâng (private inheritance), ñaây chính laø ñieàu chuùng ta mong muoán. Söï thöøa keá rieâng cho 
pheùp lôùp daãn xuaát ñöôïc hieän thöïc baèng caùch söû duïng laïi lôùp cô sôû, nhöng ngöôøi söû duïng khoâng goïi 
ñöôïc caùc phöông thöùc cuûa lôùp cô sôû thoâng qua ñoái töôïng cuûa lôùp daãn xuaát. Quan heä naøy coøn ñöôïc 
goïi laø quan heä “is implemented of”. Chuùng ta seõ ñònh nghóa lôùp Polynomial thöøa keá rieâng töø lôùp 
Extended_Queue: caùc thuoäc tính vaø caùc phöông thöùc cuûa Extended_Queue coù theå ñöôïc söû duïng 
trong hieän thöïc cuûa lôùp Polynomial, nhöng chuùng khoâng ñöôïc nhìn thaáy bôûi ngöôøi söû duïng. 

 
class Polynomial: private Extended_queue<Term> {  //  Thöøa keá rieâng.  
 
public: 
   void read(); 
   void print() const; 
   void equals_sum(Polynomial p, Polynomial q); 
   void equals_difference(Polynomial p, Polynomial q); 
   void equals_product(Polynomial p, Polynomial q); 
   Error_code equals_quotient(Polynomial p, Polynomial q); 
   int degree() const; 
private: 
   void mult_term(Polynomial p, Term t); 
}; 

 

 
 

Hình 15.1- Bieåu dieãn ña thöùc bôûi moät haøng lieân keát caùc soá haïng 
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Ñònh nghóa treân boå sung theâm caùc phöông thöùc nhö degree traû veà baäc cuûa ña 
thöùc vaø mult_term ñeå nhaân moät ña thöùc vôùi moät term. 

15.5.4. Ñoïc vaø ghi caùc ña thöùc 

Vieäc in ña thöùc ñôn giaûn chæ laø duyeät qua caùc phaàn töû cuûa haøng vaø in döõ lieäu 
trong moãi phaàn töû. Phöông thöùc döôùi ñaây in ña thöùc vôùi moät soá xöû lyù cho caùc 
tröôøng hôïp ñaëc bieät nhö loaïi boû daáu + (neáu coù) ôû ñaàu ña thöùc, khoâng in heä soá hoaëc 
soá muõ neáu baèng 1 vaø khoâng in x0. 
 
void Polynomial::print() const 
/* 
post: Ña thöùc ñöôïc in ra cout. 
*/ 
{ 
   Node *print_node = front; 
   bool first_term = true; 
 
   while (print_node != NULL) { 
      Term &print_term = print_node->entry; 

      if (first_term) {     //  Khoâng in daáu ‘+’ ñaàu ña thöùc. 
         first_term = false; 
         if (print_term.coefficient < 0) cout << "- "; 
      } 
      else if (print_term.coefficient < 0) cout << " - "; 
      else cout << " + "; 
      double r = (print_term.coefficient >= 0) 
                 ? print_term.coefficient : -(print_term.coefficient); 
      if (r != 1) cout << r; 
      if (print_term.degree > 1) cout << " X^" << print_term.degree; 
      if (print_term.degree == 1) cout << " X"; 
      if (r == 1 && print_term.degree == 0) cout << " 1"; 
      print_node = print_node->next; 
   } 
   if (first_term) 
      cout << "0";  //  Print 0 for an empty Polynomial. 
   cout << endl; 
} 

 
Phöông thöùc ñoïc ña thöùc thöïc hieän vieäc kieåm tra ñeå caùc soá haïng nhaäp vaøo thoûa 

ñieàu kieän soá muõ giaûm daàn vaø moät soá raøng buoäc trong vieäc bieåu dieãn ña thöùc nhö 
ñaõ neâu treân. Vieäc nhaäp keát thuùc khi heä soá vaø soá muõ ñeàu nhaän trò 0. 
 
void Polynomial::read() 
/* 
post: Ña thöùc ñöôïc ñoïc töø cin. 
*/ 
 
{ 
   clear(); 
   double coefficient; 
   int last_exponent, exponent; 
   bool first_term = true; 
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   cout << "Enter the coefficients and exponents for the polynomial, " 
        << "one pair per line.  Exponents must be in descending order." 

<< endl 
        << "Enter a coefficient of 0 or an exponent of 0 to terminate." << 

endl; 
 
   do { 
      cout << "coefficient? " << flush; 
      cin  >> coefficient; 
 
      if (coefficient != 0.0) { 
         cout << "exponent? " << flush; 
         cin  >> exponent; 
         if ((!first_term && exponent >= last_exponent) || exponent < 0) { 
            exponent = 0; 
 
            cout << "Bad exponent: Polynomial terminates without its last 

term." 
                 << endl; 
         } 
         else { 
            Term new_term(exponent, coefficient); 
            append(new_term); 
            first_term = false; 
         } 
         last_exponent = exponent; 
      } 
   } while (coefficient != 0.0 && exponent != 0); 
} 

15.5.5. Pheùp coäng ña thöùc 

Phaàn naøy chuùng ta chæ hieän thöïc pheùp coäng ña thöùc, caùc pheùp tính khaùc xem 
nhö baøi taäp. 
Do caùc soá haïng trong caû hai ña thöùc coù soá muõ giaûm daàn neân pheùp coäng raát ñôn 
giaûn. Chuùng ta chæ caàn duyeät qua moät laàn vaø ñoàng thôøi ñoái vôùi caû hai ña thöùc. Neáu 
gaëp hai soá haïng cuûa hai ña thöùc coù soá muõ baèng nhau, chuùng ta coäng hai heä soá vaø 
keát quaû ñöa vaøo ña thöùc toång, ngöôïc laïi, soá haïng cuûa ña thöùc naøo coù soá muõ cao 
hôn ñöôïc ñöa vaøo toång, pheùp duyeät chæ dòch chuyeån tôùi moät böôùc treân ña thöùc naøy. 
Chuùng ta chæ phaûi löu yù ñeán tröôøng hôïp toång hai heä soá cuûa hai soá haïng baèng 0 thì 
seõ khoâng coù phaàn töû môùi ñöôïc ñöa vaøo ña thöùc toång. Ngoaøi ra, vì phöông thöùc naøy 
seõ phaù huûy caùc ña thöùc toaùn haïng ñöôïc ñöa vaøo neân chuùng ñöôïc gôûi baèng tham trò. 
 
void Polynomial::equals_sum(Polynomial p, Polynomial q) 
/* 
post: Ñoái töôïng ña thöùc seõ coù trò baèng toång hai ña thöùc nhaän vaøo töø thoâng soá. 
*/ 
{ 
   clear(); 
   while (!p.empty() || !q.empty()) { 
      Term p_term, q_term; 
      if (p.degree() > q.degree()) { 
         p.serve_and_retrieve(p_term); 
         append(p_term); 
      } 
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      else if (q.degree() > p.degree()) { 
         q.serve_and_retrieve(q_term); 
         append(q_term); 
      } 
      else { 
         p.serve_and_retrieve(p_term); 
         q.serve_and_retrieve(q_term); 
 
 
         if (p_term.coefficient + q_term.coefficient != 0) { 
            Term answer_term(p_term.degree, 
                             p_term.coefficient + q_term.coefficient); 
            append(answer_term); 
         } 
      } 
   } 
} 

 
Phöông thöùc treân baét ñaàu baèng vieäc doïn deïp moïi soá haïng trong ña thöùc seõ 

chöùa keát quaû cuûa pheùp coäng. Phöông thöùc degree ñöôïc goïi ñeå traû veà baäc cuûa ña 
thöùc, neáu ña thöùc roãng, degree seõ traû veà -1. 

15.5.6. Hoaøn taát chöông trình 

15.5.6.1. Caùc phöông thöùc coøn thieáu 
Pheùp tröø hai ña thöùc hoaøn toaøn töông töï pheùp coäng. Ñoái vôùi pheùp nhaân, tröôùc 

heát chuùng ta phaûi vieát haøm nhaân moät ña thöùc vôùi moät soá haïng, sau ñoù keát hôïp vôùi 
phöông thöùc coäng hai ña thöùc ñeå hoaøn taát pheùp nhaân. Pheùp chia ña thöùc phöùc taïp 
hôn raát nhieàu, pheùp chia ña thöùc cho moät keát quaû laø ña thöùc thöông vaø moät laø ña 
thöùc soá dö. 
 

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



Chöông 16 – ÖÙng duïng xöû lyù vaên baûn 

Giaùo trình Caáu truùc döõ lieäu vaø Giaûi thuaät 387

Chöông 16 – ÖÙNG DUÏNG XÖÛ LYÙ VAÊN BAÛN 
 

Phaàn naøy minh hoïa moät öùng duïng coù söû duïng caû lôùp List vaø String. Ñoù laø 
moät chöông trình xöû lyù vaên baûn, tuy chæ coù moät vaøi leänh ñôn giaûn, nhöng noù cuõng 
minh hoïa ñöôïc nhöõng yù töôûng cô baûn ñeå xaây döïng nhöõng chöông trình xöû lyù vaên 
baûn lôùn vaø tinh teá hôn. 

16.1. Caùc ñaëc taû 
Chöông trình xöû lyù vaên baûn cuûa chuùng ta cho pheùp ñoïc moät taäp tin töø ñóa vaøo 

boä nhôù maø chuùng ta goïi laø vuøng ñeäm (buffer). Vuøng ñeäm naøy ñöôïc hieän thöïc nhö 
moät ñoái töôïng cuûa lôùp Editor. Moãi doøng vaên baûn trong ñoái töôïng Editor laø moät 
String. Do ñoù lôùp Editor seõ ñöôïc thöøa keá töø lôùp List caùc String. Caùc leänh xöû 
lyù vaên baûn ñöôïc chia laøm hai nhoùm: nhoùm caùc taùc vuï cuûa List seõ xöû lyù cho caùc 
doøng vaên baûn, vaø nhoùm caùc taùc vuï cuûa String seõ xöû lyù cho caùc kyù töï trong moãi 
doøng vaên baûn. 

 
Taïi moãi thôøi ñieåm, ngöôøi söû duïng coù theå nhaäp hoaëc caùc kyù töï ñeå cheøn vaøo vaên 

baûn, hoaëc caùc leänh xöû lyù cho phaàn vaên baûn ñaõ coù. Chöông trình xöû lyù vaên baûn caàn 
bieát boû qua nhöõng kyù töï nhaäp khoâng hôïp leä, nhaän bieát caùc leänh, hoaëc hoûi laïi 
ngöôøi söû duïng tröôùc khi thöïc hieän caùc leänh quan troïng (chaúng haïn nhö xoùa toaøn 
boä vuøng ñeäm).  

 
Chöông trình xöû lyù vaên baûn coù caùc leänh döôùi ñaây. Moãi leänh seõ ñöôïc ngöôøi söû 

duïng nhaäp vaøo khi coù daáu nhaéc ‘??’ vaø coù theå nhaäp chöõ hoa hoaëc chöõ thöôøng. 
 
‘R’ (Read) Ñoïc taäp tin vaên baûn vaøo vuøng ñeäm. Teân taäp tin vaên baûn ñaõ ñöôïc chæ 

ra khi chaïy chöông trình. Noäi dung coù saün trong vuøng ñeäm ñöôïc xoùa saïch. 
Doøng ñaàu tieân cuûa vaên baûn ñöôïc xem laø doøng hieän taïi. 

‘W’(Write) Ghi noäi dung trong vuøng ñeäm vaøo taäp tin vaên baûn coù teân ñaõ ñöôïc 
chæ ra khi chaïy chöông trình. Vuøng ñeäm cuõng nhö  doøng hieän taïi ñeàu khoâng 
ñoåi. 

‘I’ (Insert) Theâm moät doøng môùi. Ngöôøi söû duïng coù theå nhaäp soá thöù töï cuûa doøng 
môùi seõ ñöôïc theâm vaøo. 

‘D’ (Delete) Xoùa doøng hieän taïi vaø chuyeån ñeán doøng keá. 
‘F’ (Find) Baét ñaàu töø doøng hieän taïi, tìm doøng ñaàu tieân coù chöùa chuoãi kyù töï do 

ngöôøi söû duïng yeâu caàu. 
‘L’ (Length) Cho bieát soá kyù töï coù trong doøng hieän taïi vaø soá doøng coù trong vuøng 

ñeäm. 
‘C’ (Change) Ñoåi moät chuoãi kyù töï sang moät chuoãi kyù töï khaùc. Chæ ñoåi trong 

doøng hieän taïi. 
‘Q’ (Quit) Thoaùt khoûi chöông trình. 
‘H’ (Help) In giaûi thích veà caùc leänh. Coù theå duøng ‘?’ thay cho ‘H’. 
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‘N’ (Next) Chuyeån sang doøng keá trong vuøng ñeäm. 
‘P’ (Previous) Trôû veà doøng tröôùc trong vuøng ñeäm. 
‘B’ (Beginning) Chuyeån ñeán doøng ñaàu tieân trong vuøng ñeäm. 
‘E’ (End) Chuyeån ñeán doøng cuoái trong vuøng ñeäm. 
‘G’ (Go) Chuyeån ñeán doøng coù soá thöù töï do ngöôøi söû duïng yeâu caàu. 
‘S’ (Subtitute) Thay doøng hieän taïi bôûi doøng do ngöôøi söû duïng nhaäp vaøo. Chöông 

trình seõ in doøng seõ bò thay theá ñeå kieåm tra laïi vaø hoûi ngöôøi söû duïng nhaäp 
doøng môùi. 

‘V’ (View) Xem toaøn boä noäi dung trong vuøng ñeäm. 

16.2. Hieän thöïc 

16.2.1. Chöông trình chính 

Nhieäm vuï ñaàu tieân cuûa chöông trình chính laø söû duïng caùc thoâng soá nhaäp vaøo töø 
doøng leänh ñeå môû taäp tin ñoïc vaø taäp tin ghi. Caùch söû duïng chöông trình: 

 
    edit  infile  outfile 

 
trong ñoù infile vaø outfile laø teân taäp tin ñoïc vaø teân taäp tin ghi töông öùng. Khi 
caùc taäp tin ñaõ môû thaønh coâng, chöông trình khai baùo moät ñoái töôïng Editor goïi laø 
buffer, laëp laïi vieäc chaïy phöông thöùc get_command cuûa Editor ñeå ñoïc caùc leänh 
roài xöû lyù caùc leänh naøy. 
 
int main(int argc, char *argv[]) // count, values of command-line arguments 
/* 
pre:  Thoâng soá cuûa doøng leänh laø teân taäp tin ñoïc vaø taäp tin ghi. 
post: Chöông trình ñoïc noäi dung töø taäp tin ñoïc, cho pheùp soaïn thaûo, chænh söûa vaên baûn, vaø ghi 

vaøo taäp tin ghi. 
uses: Caùc phöông thöùc cuûa lôùp Editor. 
*/ 
{ 
   if (argc != 3) { 
      cout << "Usage:\n\t edit  inputfile  outputfile" << endl; 
      exit (1); 
   } 
   ifstream file_in(argv[1]);    // Khai baùo vaø môû taäp tin ñoïc. 
   if (file_in == 0) { 
      cout << "Can't open input file " << argv[1] << endl; 
      exit (1); 
   } 
   ofstream file_out(argv[2]);    // Khai baùo vaø môû taäp tin ghi. 
   if (file_out == 0) { 
      cout << "Can't open output file " << argv[2] << endl; 
      exit (1); 
   } 
   Editor buffer(&file_in, &file_out); 
   while (buffer.get_command()) 
      buffer.run_command(); 
} 
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16.2.2. Ñaëc taû lôùp Editor 

Lôùp Editor caàn chöùa moät List caùc ñoái töôïng String, vaø cho pheùp caùc taùc vuï 
di chuyeån theo caû hai höôùng cuûa List moät caùch hieäu quaû. Chuùng ta cuõng khoâng 
bieát tröôùc vuøng ñeäm seõ phaûi lôùn bao nhieâu, do ñoù chuùng ta seõ khai baùo lôùp 
Editor daãn xuaát töø hieän thöïc danh saùch lieân keát keùp (doubly linked list). Lôùp 
daãn xuaát naøy caàn boå sung theâm hai phöông thöùc get_command vaø run_command 
maø chöông trình chính seõ goïi. Ngoaøi ra lôùp Editor coøn caàn theâm thuoäc tính ñeå 
chöùa leänh töø ngöôøi söû duïng (user_command) vaø caùc tham chieáu ñeán doøng nhaäp vaø 
xuaát (infile vaø outfile). 

 
class Editor:public List<String> { 
public: 
   Editor(ifstream *file_in, ofstream *file_out); 
   bool get_command(); 
   void run_command(); 
private: 
   ifstream *infile; 
   ofstream *outfile; 
   char user_command; 
 
//  Caùc haøm phuï trôï 
   Error_code next_line(); 
   Error_code previous_line(); 
   Error_code goto_line(); 
   Error_code insert_line(); 
   Error_code substitute_line(); 
   Error_code change_line(); 
   void read_file(); 
   void write_file(); 
   void find_string(); 
}; 

 
Trong ñaëc taû treân chuùng ta coøn thaáy moät soá haøm phuï trôï ñeå hieän thöïc caùc leänh 

xöû lyù vaên baûn khaùc nhau. 
 

Constructor thöïc hieän noái doøng nhaäp vaø doøng xuaát vôùi ñoái töôïng cuûa lôùp 
Editor. 

 
Editor::Editor(ifstream *file_in, ofstream *file_out) 
/* 
post: Khôûi taïo ñoái töôïng Editor vôùi trò cho hai thuoäc tính infile, outfile. 
*/ 
{ 
   infile = file_in; 
   outfile = file_out; 
} 
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16.2.3. Nhaän leänh töø ngöôøi söû duïng 

Do chöông trình xöû lyù vaên baûn phaûi bieát boû qua nhöõng kyù töï nhaäp khoâng hôïp 
leä, neân caùc leänh nhaäp vaøo phaûi ñöôïc kieåm tra kyõ löôõng. Chöông trình duøng haøm 
tolower chuyeån kyù töï hoa thaønh kyù töï thöôøng coù trong thö vieän <cctype>, cho 
pheùp ngöôøi söû duïng coù theå nhaäp chöõ hoa hoaëc chöõ thöôøng. Get_command seõ in 
doøng hieän taïi, hieän daáu nhaéc chôø leänh, ñoåi leänh sang kyù töï thöôøng. 

 
bool Editor::get_command() 
/* 
post: Gaùn trò cho thuoäc tính user_command; traû veà true tröø khi ngöôøi söû duïng goõ ‘q’ 
uses: Haøm tolower cuûa thö vieän C.. 
*/ 
{ 
   if (current != NULL) 
      cout << current_position << " : " 
           << current->entry.c_str() << "\n??" << flush; 
   else 
      cout << "File is empty. \n??" << flush; 
 
   cin >> user_command;// Boû qua caùc khoaûng traéng vaø nhaän leänh cuûa ngöôøi söû duïng   
   user_command = tolower(user_command); 
   while (cin.get() != '\n');         //  Boû qua phím “enter” 
   if (user_command == 'q') 
      return false; 
   else 
      return true; 
} 

16.2.4. Thöïc hieän leänh 

Phöông thöùc run_command chöùa leänh switch ñeå choïn caùc haøm khaùc nhau 
töông öùng vôùi caùc leänh caàn thöïc hieän. Moät vaøi leänh trong soá naøy (töïa nhö remove) 
laø caùc phöông thöùc cuûa List. Nhöõng leänh khaùc döïa treân caùc taùc vuï xöû lyù cuûa List 
nhöng coù boå sung  xöû lyù nhöõng yeâu caàu cuûa ngöôøi söû duïng. 

 
void Editor::run_command() 
/* 
post: Leänh trong user_command ñöôïc thöïc hieän. 
uses: Caùc phöông thöùc vaø caùc haøm phuï trôï cuûa caùc lôùp Editor, 
      String, vaù caùc haøm xöû lyù chuoãi kyù töï. 
*/ 
{ 
   String temp_string; 
   switch (user_command) { 
   case 'b': 
      if (empty()) 
         cout << " Warning: empty buffer " << endl; 
      else 
         while (previous_line() == success); 
      break; 
   case 'c': 
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      if (empty()) 
         cout << " Warning: Empty file" << endl; 
      else if (change_line() != success) 
         cout << " Error: Substitution failed " << endl; 
      break; 
 
   case 'd': 
      if (remove(current_position, temp_string) != success) 
         cout << " Error: Deletion failed " << endl; 
      break; 
 
   case 'e': 
      if (empty()) 
         cout << " Warning: empty buffer " << endl; 
      else 
         while (next_line() == success) 
            ; 
      break; 
 
   case 'f': 
      if (empty()) 
         cout << " Warning: Empty file" << endl; 
      else 
         find_string(); 
      break; 
 
   case 'g': 
      if (goto_line() != success) 
         cout << " Warning: No such line" << endl; 
      break; 
 
   case '?': 
   case 'h': 
      cout  << "Valid commands are: b(egin) c(hange) d(el) e(nd)"  

<< endl 
            << "f(ind) g(o) h(elp) i(nsert) l(ength) n(ext) p(rior) "  

<< endl 
            << "q(uit) r(ead) s(ubstitute) v(iew) w(rite) " << endl; 
 
   case 'i': 
      if (insert_line() != success) 
         cout << " Error: Insertion failed " << endl; 
      break; 
 
   case 'l': 
      cout << "There are " << size() << " lines in the file." << endl; 
      if (!empty()) 
         cout << "Current line length is " 
              << strlen((current->entry).c_str()) << endl; 
      break; 
 
   case 'n': 
      if (next_line() != success) 
         cout << " Warning: at end of buffer" << endl; 
      break; 
   case 'p': 
      if (previous_line() != success) 
         cout << " Warning: at start of buffer" << endl; 
      break; 
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   case 'r': 
      read_file(); 
      break; 
 
   case 's': 
      if (substitute_line() != success) 
         cout << " Error: Substitution failed " << endl; 
      break; 
 
   case 'v': 
      traverse(write); 
      break; 
 
   case 'w': 
      if (empty()) 
         cout << " Warning: Empty file" << endl; 
      else 
         write_file(); 
      break; 
 
   default : 
      cout << "Press h or ? for help or enter a valid command: "; 
   } 
} 

16.2.5. Ñoïc vaø ghi taäp tin 

Taäp tin seõ ñöôïc ñoïc vaø ghi ñeø leân vuøng ñeäm. Neáu vuøng ñeäm khoâng roãng, caàn coù 
thoâng baùo hoûi laïi ngöôøi söû duïng tröôùc khi thöïc hieän leänh. 

 
void Editor::read_file() 
/* 
pre:  Neáu Editor khoâng roãng thì ngöôøi söû duïng seõ traû lôøi coù cheùp ñeø noäi dung môùi leân hay 

khoâng. 
post: Ñoïc taäp tin ñoïc vaøo Editor. Noäi dung cuõ neáu coù trong Editor seõ bò cheùp ñeø. 
uses: Caùc phöông thöùc vaø caùc haøm cuûa  String vaø Editor. 
*/ 
 
{ 
   bool proceed = true; 
   if (!empty()) { 
      cout << "Buffer is not empty; the read will destroy it." << endl; 
      cout << " OK to proceed? " << endl; 
      if (proceed = user_says_yes()) clear(); 
   } 
 
  int line_number = 0, terminal_char; 
  while (proceed) { 
      String in_string = read_in(*infile, terminal_char); 
      if (terminal_char == EOF) { 
         proceed = false; 
         if (strlen(in_string.c_str()) > 0)  

insert(line_number , in_string); 
      } 
      else insert(line_number++, in_string); 
   } 
} 
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16.2.6. Cheøn moät haøng 

Ñeå cheøn moät doøng môùi, tröôùc heát chuùng ta ñoïc moät chuoãi kyù töï nhôø phöông 
thöùc read_in cuûa lôùp String trong phaàn 5.3. Sau ñoù chuoãi kyù töï ñöôïc cheøn vaøo 
List nhôø phöông thöùc insert cuûa List. Chuùng ta khoâng caàn kieåm tra vuøng ñeäm 
ñaõ ñaày hay chöa do caùc taùc vuï cuûa List ñaõ chòu traùch nhieäm veà vieäc naøy. 
Error_code Editor::insert_line() 
/* 
post: Moä doøng do ngöôøi söû duïng goõ vaøo seõ ñöôïc cheøn vaøo vò trí theo yeâu caàu. 
uses: Caùc phöông thöùc vaø caùc haøm cuûa  String vaø Editor. 
*/ 
{ 
   int line_number; 
   cout << " Insert what line number? " << flush; 
   cin  >> line_number; 
   while (cin.get() != '\n'); 
   cout << " What is the new line to insert? " << flush; 
   String to_insert = read_in(cin); 
   return insert(line_number, to_insert); 
} 

16.2.7. Tìm moät chuoãi kyù töï 

Ñaây laø moät coâng vieäc töông ñoái khoù. Vieäc tìm moät chuoãi kyù töï do ngöôøi söû duïng 
yeâu caàu ñöôïc thöïc hieän treân toaøn vuøng ñeäm. Haøm strstr cuûa String seõ tìm 
chuoãi kyù töï ñöôïc yeâu caàu trong doøng hieän taïi tröôùc, neáu khoâng coù seõ tìm tieáp ôû caùc 
doøng keá tieáp trong vuøng ñeäm. Neáu tìm thaáy, doøng coù chuoãi kyù töï caàn tìm seõ ñöôïc 
hieån thò vaø trôû thaønh doøng hieän taïi, daáu ‘^’ seõ chæ ra vò trí chuoãi kyù töï ñöôïc tìm 
thaáy. 
void Editor::find_string() 
/* 
pre:  Editor ñang chöùa vaên baûn. 
post: Chuoãi kyù töï ñöôïc yeâu caàu seõ ñöôïc tìm töø doøng hieän taïi trôû ñi. Neáu tìm thaáy thì hieän doøng 

chöùa chuoãi kyù töï ñoù, ñoàng thôøi chæ ra chuoãi kyù töï. 
uses: Caùc phöông thöùc vaø caùc haøm cuûa  String vaø Editor. 
*/ 
{ 
   int index; 
   cout << "Enter string to search for:" << endl; 
   String search_string = read_in(cin); 
   while ((index = strstr(current->entry, search_string)) == -1) 
      if (next_line() != success) break; 
   if (index == -1) cout << "String was not found."; 
   else { 
      cout << (current->entry).c_str() << endl; 
      for (int i = 0; i < index; i++) 
         cout << " "; 
      for (int j = 0; j < strlen(search_string.c_str()); j++) 
         cout << "^"; 
   } 
   cout << endl; 
} 
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16.2.8. Bieán ñoåi chuoãi kyù töï 

Haøm change_line nhaän moät chuoãi kyù töï caàn thay theá töø ngöôøi söû duïng. Khi 
chuoãi kyù töï naøy ñöôïc tìm thaáy trong doøng hieän taïi, ngöôøi söû duïng seõ ñöôïc yeâu caàu 
nhaäp chuoãi kyù töï ñeå thay theá. Cuoái cuøng laø moät loaït caùc taùc vuï cuûa String vaø C-
String ñöôïc thöïc hieän ñeå loaïi chuoãi kyù töï cuõ vaø theá chuoãi kyù töï môùi vaøo. 

 
Error_code Editor::change_line() 
/* 
pre:  Editor ñang chöùa vaên baûn. 
post: Neáu chuoãi kyù töï ñöôïc yeâu caàu ñöôïc tìm thaáy trong doøng hieän taïi thì seõ ñöôïc thay theá bôûi 

chuoãi kyù töï khaùc (cuõng do ngöôøi söû duïng goõ vaøo), raû veà success; ngöôïc laïi traû veà fail. 
uses: Caùc phöông thöùc vaø caùc haøm cuûa  String vaø Editor. 
*/ 
{ 
   Error_code result = success; 
   cout << " What text segment do you want to replace? " << flush; 
   String old_text = read_in(cin); 
   cout << " What new text segment do you want to add in? " << flush; 
   String new_text = read_in(cin); 
 
   int index = strstr(current->entry, old_text); 
   if (index == -1) result = fail; 
   else { 
      String new_line; 
      strncpy(new_line, current->entry, index); 
      strcat(new_line, new_text); 
      const char *old_line = (current->entry).c_str(); 

   strcat(new_line, (String)(old_line + index +                     +                  
strlen(old_text.c_str()))); 

      current->entry = new_line; 
   } 
   return result; 
} 

 
Leänh strcat(new_line, 

(String)(old_line+index+strlen(old_text.c_str())))  
tìm con troû taïm chæ vò trí baét ñaàu phaàn coøn laïi ngay sau chuoãi kyù töï ñöôïc thay theá 
trong doøng cuõ, con troû naøy seõ ñöôïc chuyeån ñoåi thaønh ñoái töôïng String vaø noái vôùi 
new_line. 
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Chöông 17 – ÖÙNG DUÏNG SINH CAÙC HOAÙN VÒ  
 

ÖÙng duïng naøy minh hoïa söï söû duïng caû hai loaïi danh saùch: danh saùch toång 
quaùt vaø DSLK trong maûng lieân tuïc. ÖÙng duïng naøy seõ sinh ra n! caùch hoaùn vò cuûa 
n ñoái töôïng moät caùch hieäu quaû nhaát. Chuùng ta goïi caùc hoaùn vò cuûa n ñoái töôïng 
khaùc nhau laø taát caû caùc phöông aùn thieát laäp chuùng theo moïi thöù töï coù theå coù. 

 
Chuùng ta coù theå choïn baát kyø ñoái töôïng naøo trong n ñoái töôïng ñaët taïi vò trí ñaàu 

tieân, sau ñoù coù theå choïn baát kyø trong n-1 ñoái töôïng coøn laïi ñaët taïi vò trí thöù hai, 
vaø cöù theá tieáp tuïc. Caùc choïn löïa naøy ñoäc laäp nhau neân toång soá caùch choïn löïa laø: 

 
   n x (n-1) x (n-2) x ... x 2 x 1 = n! 

 

17.1. YÙ töôûng 
 
Chuùng ta xaùc ñònh caùc hoaùn vò qua caùc nuùt treân caây. Ñaàu tieân chæ coù 1 ôû goác 

caây. Chuùng ta coù hai hoaùn vò cuûa {1, 2} baèng caùch ghi 2 beân traùi, sau ñoù beân phaûi 
cuûa 1. Töông töï, saùu  hoaùn vò cuûa {1, 2, 3} coù ñöôïc töø (2, 1) vaø (1, 2) baèng caùch 
theâm 3 vaøo caû ba vò trí coù theå (traùi, giöõa, phaûi). Nhö vaäy caùc hoaùn vò cuûa {1, 2, ..., 
k} coù ñöôïc nhö sau: 

 
Ñoái vôùi moãi hoaùn vò cuûa {1, 2, ..., k-1} chuùng ta ñöa caùc phaàn töû vaøo moät list. 

Sau ñoù cheøn k vaøo moïi vò trí coù theå trong list ñoù ñeå coù ñöôïc k hoaùn vò khaùc nhau 
cuûa {1, 2, ..., k}. 

 
Giaûi thuaät naøy minh hoïa vieäc söû duïng ñeä quy ñeå hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ñaõ 

taïm hoaõn. Chuùng ta seõ vieát moät haøm, ñaàu tieân laø theâm 1 vaøo moät danh saùch roãng, 

Hình 17.1- Sinh caùc hoaùn vò cho {1, 2, 3, 4} 
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sau ñoù goïi ñeä quy ñeå theâm laàn löôït caùc soá khaùc töø 2 ñeán n vaøo danh saùch. Laàn goïi 
ñeä quy ñaàu tieân seõ theâm 2 vaøo danh saùch chæ chöùa coù 1, giaû söû theâm 2 beân traùi 
cuûa 1, vaø trì hoaõn caùc khaû naêng theâm khaùc (nhö laø theâm 2 beân phaûi cuûa 1),  ñeå 
goïi ñeä quy tieáp. Cuoái cuøng, laàn goïi ñeä quy thöù n seõ theâm n vaøo danh saùch. Baèng 
caùch naøy, baét ñaàu töø moät caáu truùc caây, chuùng ta phaùt trieån moät giaûi thuaät trong ñoù 
caây naøy trôû thaønh moät caây ñeä quy. 

17.2. Tinh cheá 
 

Chuùng ta seõ phaùt trieån giaûi thuaät treân cuï theå hôn. Haøm theâm caùc soá töø 1 ñeán n 
ñeå sinh n! hoaùn vò seõ ñöôïc goïi nhö sau: 

 
            permute(1, n) 
 
Giaû söû ñaõ coù k-1 soá ñaõ ñöôïc theâm vaøo danh saùch, haøm sau seõ theâm caùc soá coøn 

laïi töø k ñeán n vaøo danh saùch: 
 

void permute(int k,int n) 
/* 
pre:  Töø 1 ñeán k - 1 ñaõ coù trong danh saùch caùc hoaùn vò; 
post: Cheøn caùc soá nguyeân töø k ñeán n vaøo danh saùch caùc hoaùn vò.  
*/ 
{ 
   for //  vôùi moãi vò trí trong k vò trí coù theå trong danh saùch. 
   { 
       //  Cheøn k vaøo vò trí naøy. 
       if (k == n) process_permutation; 
       else permute(k + 1, n); 
       //  Laáy k ra khoûi vò trí vöøa cheøn. 
   } 
} 

 
Khi coù ñöôïc moät hoaùn vò ñaày ñuû cuûa {1, 2, ..., n}, chuùng ta coù theå in keát 

quaû, hoaëc gôûi keát quaû nhö laø thoâng soá vaøo cho moät baøi toaùn naøo khaùc, ñoù laø nhieäm 
vuï cuûa haøm process_permutation. 

17.3. Thuû tuïc chung 
 

Ñeå chuyeån giaûi thuaät thaønh chöông trình C++, chuùng ta coù caùc teân bieán nhö 
sau: danh saùch caùc soá nguyeân permutation chöùa hoaùn vò cuûa caùc soá; new_entry, 
thay cho k,  laø soá nguyeân seõ ñöôïc theâm vaøo; vaø  degree, thay cho n, laø soá caùc 
phaàn töû caàn hoaùn vò. 
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void permute(int new_entry, int degree, List<int> &permutation) 
/* 
pre:  permutation chöùa 1 hoaùn vò vôùi caùc phaàn töû töø 1 ñeán new_entry - 1. 
post: Moïi hoaùn vò cuûa degree phaàn töû ñöôïc taïo neân töø hoaùn vò ñaõ coù vaø seõ ñöôïc xöû lyù trong haøm 

process_permutation. 
uses: haøm permute moät  caùch ñeä quy, haøm process_permutation, vaø caùc haøm cuûa List. 
*/ 
{ 
   for (int current = 0; current < permutation.size() + 1; current++) { 
      permutation.insert(current, new_entry); 
      if (new_entry == degree) 
         process_permutation(permutation); 
      else 
         permute(new_entry + 1, degree, permutation); 
      permutation.remove(current, new_entry); 
   } 
} 

 
Haøm treân ñaây coù theå söû duïng vôùi baát kyø hieän thöïc naøo cuûa danh saùch maø 

chuùng ta ñaõ laøm quen (DSLK söû duïng con troû, danh saùch lieân tuïc, DSLK trong 
maûng lieân tuïc). Vieäc xaây döïng öùng duïng ñaày ñuû ñeå sinh caùc hoaùn vò xem nhö baøi 
taäp. Tuy nhieân chuùng ta seõ thaáy raèng öu ñieåm cuûa DSLK trong maûng lieân tuïc raát 
thích hôïp ñoái vôùi baøi toaùn naøy trong phaàn tieáp theo döôùi ñaây.o3 

17.4. Toái öu hoùa caáu truùc döõ lieäu ñeå taêng toác ñoä cho chöông trình 
sinh caùc hoaùn vò 

 
n! taêng raát nhanh khi n taêng. Do ñoù soá hoaùn vò coù ñöôïc seõ raát lôùn. ÖÙng duïng 

treân laø moät trong caùc öùng duïng maø söï toái öu hoùa ñeå taêng toác ñoä chöông trình raát 
ñaùng ñeå traû giaù, ngay caû khi aûnh höôûng ñeán tính deã ñoïc cuûa chöông trình. Chuùng 
ta seõ duøng DSLK trong maûng lieân tuïc coù keøm moät chuùt caûi tieán cho baøi toaùn treân. 

 
Chuùng ta haõy xem xeùt moät vaøi caùch toå chöùc döõ lieäu theo höôùng laøm taêng toác ñoä 

chöông trình caøng nhanh caøng toát. Chuùng ta söû duïng moät danh saùch ñeå chöùa caùc 
soá caàn hoaùn vò. Moãi laàn goïi ñeä quy ñeàu phaûi caäp nhaät caùc phaàn töû trong danh 
saùch. Do chuùng ta phaûi thöôøng xuyeân theâm vaø loaïi phaàn töû cuûa danh saùch, DSLK 
toû ra thích hôïp hôn danh saùch lieân tuïc. Maët khaùc, do toång soá phaàn töû trong danh 
saùch khoâng bao giôø vöôït quaù n, chuùng ta neân söû duïng DSLK trong maûng lieân tuïc 
thay vì DSLK trong boä nhôù ñoäng.  

 
Hình 17.2 minh hoïa caùch toå chöùc caáu truùc döõ lieäu. Hình treân cuøng laø DSLK 

cho hoaùn vò (3, 2, 1, 4). Hình beân döôùi bieåu dieãn hoaùn vò naøy trong DSLK trong 
maûng lieân tuïc. Ñaëc bieät trong hình naøy, chuùng ta nhaän thaáy, trò cuûa phaàn töû ñöôïc 
theâm vaøo cuõng chính baèng chæ soá cuûa phaàn töû trong array, neân vieäc löu caùc trò naøy 
khoâng caàn thieát nöõa. (Chuùng ta chuù yù raèng, trong giaûi thuaät ñeä quy, caùc soá ñöôïc 
theâm vaøo danh saùch theo thöù töï taêng daàn, neân moãi phaàn töû seõ chieám vò trí trong 
maûng ñuùng baèng trò cuûa noù; caùc hoaùn vò khaùc nhau cuûa caùc phaàn töû naøy ñöôïc phaân 
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bieät bôûi thöù töï cuûa chuùng trong danh saùch, ñoù chính laø söï khaùc nhau veà caùch noái 
caùc tham chieáu). Cuoái cuøng chæ coøn caùc tham chieáu laø caàn löu trong maûng (hình 
döôùi cuøng trong hình 17.2). Node 0 duøng ñeå chöùa ñaàu vaøo cuûa DSLK trong maûng 
lieân tuïc. Trong chöông trình döôùi ñaây chuùng ta vieát laïi caùc coâng vieäc theâm vaø loaïi 
phaàn töû trong danh saùch thay vì goïi caùc phöông thöùc cuûa danh saùch ñeå taêng hieäu 
quaû toái ña. 

 

 

17.5. Chöông trình 
 
Chuùng ta coù haøm permute ñaõ ñöôïc caûi tieán: 
 
void permute(int new_entry, int degree, int *permutation) 
/* 
pre:  permutation chöùa 1 hoaùn vò vôùi caùc phaàn töû töø 1 ñeán new_entry - 1. 
post: Moïi hoaùn vò cuûa degree phaàn töû ñöôïc taïo neân töø hoaùn vò ñaõ coù vaø seõ ñöôïc xöû lyù trong haøm 

process_permutation. 
uses: haøm permute moät  caùch ñeä quy, haøm process_permutation. 
*/ 
{ 
   int current = 0; 
    
 
   do { 
      permutation[new_entry] = permutation[current]; 
      permutation[current] = new_entry; 

Hình 17.2 – Caáu truùc döõ lieäu chöùa hoaùn vò 

(entry) 

(next) 
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      if (new_entry == degree) 
         process_permutation(permutation); 
      else 
         permute(new_entry + 1, degree, permutation); 
      permutation[current] = permutation[new_entry]; 
      current = permutation[current]; 
   } while (current != 0); 
} 

 
Chöông trình chính thöïc hieän caùc khai baùo vaø khôûi taïo: 
 

main() 
/* 
pre:  Ngöôøi söû duïng nhaäp vaøo degree laø soá phaàn töû caàn hoaùn vò. 
post: Moïi hoaùn vò cuûa degree phaàn töû ñöôïc in ra. 
*/ 
{ 
   int degree; 
   int permutation[max_degree + 1]; 
 
   cout << "Number of elements to permute? "; 
   cin  >> degree; 
 
   if (degree < 1 || degree > max_degree) 
      cout << "Number must be between 1 and " << max_degree << endl; 
   else { 
      permutation[0] = 0; 
      permute(1, degree, permutation); 
   } 
} 

 
Danh saùch permutation laøm thoâng soá cho haøm process_permutation chöùa 

caùch noái keát caùc phaàn töû trong moät hoaùn vò, chuùng ta coù theå in caùc soá nguyeân cuûa 
moät caùch hoaùn vò nhö sau: 

 
void process_permutation(int *permutation) 
/* 
pre:  permutation trong caáu truùc lieân keát bôûi caùc chæ soá. 
post: permutation ñöôïc in ra. 
*/ 
{ 
   int current = 0; 
   while (permutation[current] != 0) { 
      cout << permutation[current] << " "; 
      current = permutation[current]; 
   } 
   cout << endl; 
} 
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Chöông 18 – ÖÙNG DUÏNG DANH SAÙCH LIEÂN KEÁT VAØ 
BAÛNG BAÊM 

 
 

Ñaây laø moät öùng duïng coù söû duïng CTDL danh saùch vaø baûng baêm. Thoâng qua 
öùng duïng naøy sinh vieân coù dòp naâng cao kyõ naêng thieát keá höôùng ñoái töôïng, giaûi 
quyeát baøi toaùn töø ngoaøi vaøo trong. Ngoaøi ra, ñaây cuõng laø moät ví duï raát hay veà vieäc 
söû duïng moät CTDL ñuùng ñaén khoâng nhöõng ñaùp öùng ñöôïc yeâu caàu baøi toaùn maø coøn 
laøm taêng hieäu quaû cuûa chöông trình leân raát nhieàu. 

18.1. Giôùi thieäu veà chöông trình Game_Of_Life 
 

Game_Of_Life laø moät chöông trình giaû laëp moät söï tieán trieån cuûa söï soáng, 
khoâng phaûi laø moät troø chôi vôùi ngöôøi söû duïng. Treân moät löôùi chöõ nhaät khoâng coù 
giôùi haïn, moãi oâ hoaëc laø oâ troáng hoaëc ñang coù moät teá baøo chieám giöõ. OÂ coù teá baøo 
ñöôïc goïi laø oâ soáng, ngöôïc laïi laø oâ cheát. Moãi thôøi ñieåm oån ñònh cuûa toaøn boä löôùi 
chuùng ta goïi laø moät traïng thaùi. Ñeå chuyeån sang traïng thaùi môùi, moät oâ seõ thay ñoåi 
tình traïng soáng hay cheát tuøy thuoäc vaøo soá oâ soáng chung quanh noù trong traïng thaùi 
cuõ theo caùc quy taéc sau: 

 
1. Moät oâ coù taùm oâ keá caän. 
2. Moät oâ ñang soáng maø khoâng coù hoaëc chæ coù 1 oâ keá caän soáng thì oâ ñoù seõ cheát do 

ñôn ñoäc. 
3. Moät oâ ñang soáng maø coù töø 4 oâ keá caän trôû leân soáng thì oâ ñoù cuõng seõ cheát do 

quaù ñoâng. 
4. Moät oâ ñang soáng maø coù 2 hoaëc 3 oâ keá caän soáng thì noù seõ soáng tieáp trong 

traïng thaùi sau. 
5. Moät oâ ñang cheát trôû thaønh soáng trong traïng thaùi sau neáu noù coù chính xaùc 3 oâ 

keá caän soáng. 
6. Söï chuyeån traïng thaùi cuûa caùc oâ laø ñoàng thôøi, coù nghóa laø caên cöù vaøo soá oâ keá 

caän soáng hay cheát trong moät traïng thaùi ñeå quyeát ñònh söï soáng cheát cuûa caùc oâ 
ôû traïng thaùi sau. 

18.2. Caùc ví duï 
 

Chuùng ta goïi moät ñoái töôïng löôùi chöùa caùc oâ soáng vaø cheát nhö vaäy laø moät caáu 
hình. Trong hình 18.1, con soá ôû moãi oâ bieåu dieãn soá oâ soáng chung quanh noù, theo 
quy taéc thì caáu hình naøy seõ khoâng coøn oâ naøo soáng ôû traïng thaùi sau. Trong khi ñoù 
caáu hình ôû hình 18.2 seõ beàn vöõng vaø khoâng bao giôø thay ñoåi. 
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Vôùi moät traïng thaùi khôûi ñaàu naøo ñoù, chuùng ta khoù löôøng tröôùc ñöôïc ñieàu gì seõ 

xaûy ra. Moät vaøi caáu hình ñôn giaûn ban ñaàu coù theå bieán ñoåi qua nhieàu böôùc ñeå 
thaønh caùc caáu hình phöùc taïp hôn nhieàu, hoaëc cheát daàn moät caùch chaäm chaïp, hoaëc 
seõ ñaït ñeán söï beàn vöõng, hoaëc chæ coøn laø söï chuyeån ñoåi laëp laïi giöõa moät vaøi traïng 
thaùi. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

18.3. Giaûi thuaät 
Muïc ñích cuûa chuùng ta laø vieát moät chöông trình hieån thò caùc traïng thaùi lieân 

tieáp nhau cuûa moät caáu hình töø moät traïng thaùi ban ñaàu naøo ñoù. 
 
Giaûi thuaät:  
• Khôûi taïo moät caáu hình ban ñaàu coù moät soá oâ soáng. 
• In caáu hình ñaõ khôûi taïo. 
• Trong khi ngöôøi söû duïng vaãn coøn muoán xem söï bieán ñoåi cuûa caùc traïng thaùi: 
 - Caäp nhaät traïng thaùi môùi döïa vaøo caùc quy taéc cuûa chöông trình. 

- In caáu hình. 

 
Hình 18.1- Moät trang thaùi  cuûa Game of Life

 
Hình 18.3 – Hai caáu hình naøy luaân phieân thay ñoåi nhau. 

 
Hình 18.2 – Caáu hình coù traïng thaùi beàn vöõng 
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Chuùng ta seõ xaây döïng lôùp Life maø ñoái töôïng cuûa noù seõ coù teân laø 
configuration. Ñoái töôïng naøy caàn 3 phöông thöùc: initialize() ñeå khôûi taïo, 
print() ñeå in traïng thaùi hieän taïi vaø update() ñeå caäp nhaät traïng thaùi môùi. 

18.4. Chöông trình chính cho Game_Of_Life 
 
#include "utility.h" 
#include "life.h" 
 
int main()  //  Chöông trình Game_Of_Life. 
/* 
pre:  Ngöôøi söû duïng cho bieát traïng thaùi ban ñaàu cuûa caáu hình. 
post: Chöông trình in caùc traïng thaùi thay ñoåi cuûa caáu hình cho ñeán khi ngöôøi söû duïng muoán 

ngöng chöông trình. Caùch thöùc thay ñoåi traïng thaùi tuaân theo caùc quy taéc cuûa troø chôi. 
uses: Lôùp Life vôùi caùc phöông thöùc initialize(), print(), update(). 
      Caùc haøm phuï trôï instructions(),  user_says_yes(). 
*/ 
 
{ 
   Life configuration; 
   instructions(); 
   configuration.initialize(); 
   configuration.print(); 
   cout << "Continue viewing new generations? " << endl; 
   while (user_says_yes()) { 
      configuration.update(); 
      configuration.print(); 
      cout << "Continue viewing new generations? " << endl; 
   } 
} 

 
Vôùi chöông trình Life naøy chuùng ta caàn hieän thöïc nhöõng phaàn sau: 
 

• Lôùp Life. 
• Phöông thöùc initialize()  khôûi taïo caáu hình cuûa Life. 
• Phöông thöùc print()  hieån thò caáu hình cuûa Life. 
• Phöông thöùc update() caäp nhaät ñoái töôïng Life chöùa caáu hình ôû traïng 

thaùi môùi. 
• Haøm user_says_yes() ñeå hoûi ngöôøi söû duïng coù tieáp tuïc xem traïng thaùi 

keá tieáp hay khoâng. 
• Haøm instruction() hieån thò höôùng daãn söû duïng chöông trình. 

 
Vôùi caùch phaùc thaûo naøy chuùng ta coù theå chuyeån sang giai ñoaïn keá, ñoù laø choïn 

löïa caùch toå chöùc döõ lieäu ñeå hieän thöïc lôùp Life. 
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18.4.1. Phieân baûn thöù nhaát cho lôùp Life 

Trong phieân baûn thöù nhaát naøy, chuùng ta chöa söû duïng moät lôùp CTDL coù saün 
naøo, maø chæ suy nghó ñôn giaûn raèng ñoái töôïng Life caàn moät maûng hai chieàu caùc 
soá nguyeân ñeå bieåu dieãn löôùi caùc oâ. Trò 1 bieåu dieãn oâ soáng vaø triï 0 bieåu dieãn oâ cheát. 
Kích thöôùc maûng laáy theâm boán bieân döï tröõ ñeå vieäc ñeám soá oâ soáng keá caän ñöôïc 
thöïc hieän deã daøng cho caû caùc oâ naèm treân caïnh bieân hay goùc. Taát nhieân vôùi caùch 
choïn löïa naøy chuùng ta ñaõ phaûi lô qua moät ñoøi hoûi cuûa chöông trình: ñoù laø löôùi chöõ 
nhaät phaûi khoâng coù giôùi haïn.  

Ngoaøi caùc phöông thöùc public, lôùp Life caàn theâm moät haøm phuï trôï 
neighbor_count ñeå tính caùc oâ soáng keá caän cuûa moät oâ cho tröôùc. 

 
const int maxrow = 20, maxcol = 60; // Kích thöôùc ñeå thöû chöông trình 
class Life { 
public: 
   void initialize(); 
   void print(); 
   void update(); 
private: 
   int grid[maxrow + 2][maxcol + 2];// Döï tröõ theâm 4 bieân nhö hình veõ döôùi ñaây 
   int neighbor_count(int row, int col); 
}; 
 

Döôùi ñaây laø haøm neighbor_count ñöôïc goïi bôûi phöông thöùc update. 
 
int Life::neighbor_count(int row, int col) 
/* 
pre:  Ñoái töôïng Life chöùa traïng thaùi caùc oâ soáng, cheát. row vaø col laø toïa ñoä hôïp leä cuûa moät oâ. 
post: Traû veà soá oâ ñang soáng chung quanh oâ taïi toïa ñoä row, col. 
*/ 
{ 
   int i, j; 
   int count = 0; 
    

 
Hình 18.4 – Löôùi caùc oâ cuûa Life coù döï tröõ boán bieân 
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 for (i = row - 1; i <= row + 1; i++) // Queùt taát caû 9 oâ, keå caû taïi (row, col) 
      for (j = col - 1; j <= col + 1; j++) 
         count += grid[i][j];  //  Neáu oâ (i,j) soáng thì coù trò 1 vaø ñöôïc coäng vaøo count 
   count -= grid[row][col]; //  Tröø ñi baûn thaân oâ ñang ñöôïc xeùt 
   return count; 
} 

 
Trong phöông thöùc update  döôùi ñaây chuùng ta caàn moät maûng taïm new_grid 

ñeå löu traïng thaùi môùi vöøa tính ñöôïc. 
 
void Life::update() 
/* 
pre:  Ñoái töôïng Life ñang chöùa moät traïng thaùi hieän taïi. 
post: Ñoái töôïng Life chöùa traïng thaùi môùi. 
*/ 
{ 
   int row, col; 
   int new_grid[maxrow + 2][maxcol + 2]; 
 
   for (row = 1; row <= maxrow; row++) 
      for (col = 1; col <= maxcol; col++) 
         switch (neighbor_count(row, col)) { 
         case 2: 
            new_grid[row][col] = grid[row][col];  //  giöõ nguyeân tình traïng cuõ 
            break; 
 
         case 3: 
            new_grid[row][col] = 1;                // oâ seõ soáng  
            break; 
         default: 
            new_grid[row][col] = 0;                // oâ seõ cheát 
         } 
 
   for (row = 1; row <= maxrow; row++) 
      for (col = 1; col <= maxcol; col++) 
         grid[row][col] = new_grid[row][col]; 
} 
 

Phöông thöùc initialize nhaän thoâng tin töø ngöôøi söû duïng veà caùc oâ soáng ôû 
traïng thaùi ban ñaàu. 
 
void Life::initialize() 
/* 
post: Ñoái töôïng Life ñang chöùa traïng thaùi ban ñaàu maø ngöôøi söû duïng mong muoán. 
*/ 
{ 
   int row, col; 
    
   for (row = 0; row <= maxrow+1; row++) 
      for (col = 0; col <= maxcol+1; col++) 
         grid[row][col] = 0; 
   cout << "List the coordinates for living cells." << endl; 
   cout << "Terminate the list with the special pair -1 -1" << endl; 
   cin >> row >> col; 
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   while (row != -1 || col != -1) { 
      if (row >= 1 && row <= maxrow) 
         if (col >= 1 && col <= maxcol) 
            grid[row][col] = 1; 
         else 
            cout << "Column " << col << " is out of range." << endl; 
      else 
         cout << "Row " << row << " is out of range." << endl; 
      cin >> row >> col; 
   } 
} 
 
 
void Life::print() 
/* 
pre:  Ñoái töôïng Life ñang chöùa moät traïng thaùi. 
post: Caùc oâ soáng ñöôïc in cho ngöôøi söû duïng xem. 
*/ 
 
{ 
   int row, col; 
   cout << "\nThe current Life configuration is:" <<endl; 
   for (row = 1; row <= maxrow; row++) { 
      for (col = 1; col <= maxcol; col++) 
         if (grid[row][col] == 1) cout << '*'; 
         else cout << ' '; 
      cout << endl; 
   } 
   cout << endl; 
} 

 
Caùc haøm phuï trôï 
 

Caùc haøm phuï trôï döôùi ñaây coù theå xem laø khuoân maãu vaø coù theå ñöôïc söûa ñoåi ñoâi 
chuùt ñeå duøng cho caùc öùng duïng khaùc. 

 
void instructions() 
/* 
post: In höôùng daãn söû duïng chöông trình Game_Of_Life. 
*/ 
 
{ 
   cout << "Welcome to Conway's game of Life." << endl; 
   cout << "This game uses a grid of size " 
        << maxrow << " by " << maxcol << " in which" << endl; 
   cout << "each cell can either be occupied by an organism or not." << endl; 
   cout << "The occupied cells change from generation to generation" << endl; 
   cout << "according to the number of neighboring cells which are alive." 
        << endl; 
} 

 
bool user_says_yes() 
{ 
   int c; 
   bool initial_response = true; 
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   do {  // Laëp cho ñeán khi ngöôøi söû duïng goõ moät kyù töï hôïp leä. 
      if (initial_response) 
         cout << " (y,n)? " << flush; 
 
      else 
         cout << "Respond with either y or n: " << flush; 
 
      do { //  Boû qua caùc khoaûng traéng. 
         c = cin.get(); 
      } while (c == '\n' || c ==' ' || c == '\t'); 
      initial_response = false; 
   } while (c != 'y' && c != 'Y' && c != 'n' && c != 'N'); 
   return (c == 'y' || c == 'Y'); 
} 

 

18.4.2. Phieân baûn thöù hai vôùi CTDL môùi cho Life 

Phieân baûn treân giaûi quyeát ñöôïc baøi toaùn Game_Of_Life nhöng vôùi haïn cheá laø 
löôùi caùc oâ coù kích thöôùc giôùi haïn. Yeâu caàu cuûa baøi toaùn laø taám löôùi chöùa caùc oâ cuûa 
Life laø khoâng coù giôùi haïn. Chuùng ta coù theå khai baùo lôùp Life chöùa moät maûng 
thaät lôùn nhö sau: 

 
class Life { 
public: 
   //  Caùc phöông thöùc. 
private: 
   bool map[int][int]; 
   //  Caùc thuoäc tính khaùc vaø caùc haøm phuï trôï. 
}; 

 
nhöng cho duø noù coù lôùn maáy ñi nöõa thì cuõng vaãn coù giôùi haïn, ñoàng thôøi caùc giaûi 
thuaät phaûi queùt heát taát caû caùc oâ trong löôùi laø hoaøn toaøn phí phaïm. Ñieàu khoâng 
hôïp lyù ôû ñaây laø taïi moãi thôøi ñieåm chæ coù moät soá giôùi haïn caùc oâ cuûa Life laø soáng, 
toát hôn heát chuùng ta neân nhìn caùc oâ soáng naøy nhö laø moät ma traän thöa. Vaø chuùng 
ta seõ duøng caùc caáu truùc lieân keát thích hôïp. 

18.4.2.1. Löïa choïn giaûi thuaät 
 

Chuùng ta seõ thaáy, caùc coâng vieäc caàn xöû lyù treân döõ lieäu goùp phaàn quyeát ñònh caáu 
truùc cuûa döõ lieäu. 

 
Khi caàn bieát traïng thaùi cuûa moät oâ ñang soáng hay cheát, neáu chuùng ta duøng 

phöông phaùp tra cöùu cuûa baûng baêm thì giaûi thuaät hieäu quaû hôn raát nhieàu: neáu oâ coù 
trong baûng thì coù nghóa laø noù ñang soáng, ngöôïc laïi laø noù ñang cheát. Vieäc duyeät 
danh saùch ñeå xaùc nhaän söï coù maët cuûa moät phaàn töû hay khoâng khoâng hieäu quaû 
baèng phöông phaùp baêm nhö chuùng ta ñaõ bieát. Ñoái vôùi baát kyø moät oâ naøo coù trong 
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caáu hình, chuùng ta coù theå xaùc ñònh soá oâ soáng chung quanh noù baèng caùch tra cöùu 
traïng thaùi cuûa chuùng.  

 
Trong hieän thöïc môùi cuûa chuùng ta cho phöông thöùc update, chuùng ta seõ duyeät 

qua taát caû caùc oâ coù khaû naêng thay ñoåi traïng thaùi, xaùc ñònh soá oâ soáng chung quanh 
moãi oâ nhôø söû duïng baûng, vaø choïn ra nhöõng oâ seõ thöïc söï soáng trong traïng thaùi keá. 

18.4.2.2. Ñaëc taû caáu truùc döõ lieäu 
 

Tuy raèng baûng baêm chöùa taát caû caùc oâ ñang soáng, nhöng noù chæ tieän trong vieäc 
tra cöùu traïng thaùi cuûa töøng oâ maø thoâi. Chuùng ta cuõng seõ caàn duyeät qua caùc oâ soáng 
trong caáu hình ñoù. Vieäc duyeät moät baûng baêm thöôøng khoâng hieäu quaû. Do ñoù, ngoaøi 
baûng baêm, chuùng ta caàn moät danh saùch caùc oâ soáng nhö laø thaønh phaàn döõ lieäu thöù 
hai cuûa moät caáu hình Life. Caùc ñoái töôïng ñöôïc löu trong danh saùch vaø baûng baêm 
cuûa caáu hình Life cuøng chöùa thoâng tin veà caùc oâ soáng, nhöng chuùng ta coù hai caùch 
truy caäp khaùc nhau. Ñieàu naøy phuc vuï ñaéc löïc cho giaûi thuaät cuûa baøi toaùn nhö ñaõ 
phaân tích ôû treân. Chuùng ta seõ bieåu dieãn caùc oâ baèng caùc theå hieän cuûa moät caáu truùc 
goïi laø Cell: moãi oâ caàn moät caëp toïa ñoä. 

 
struct Cell { 
   Cell() { row = col = 0; }   //  Caùc  constructor 
   Cell(int x, int y) { row = x;  col = y; } 
   int row, col;                
} 

 
Khi caáu hình Life nôùi roäng, caùc oâ ôû bìa ngoaøi cuûa noù seõ xuaát hieän daàn daàn. 

Nhö vaäy moät oâ môùi seõ xuaát hieän nhôø vaøo vieäc caáp phaùt ñoäng vuøng nhôù, vaø noù seõ 
chæ ñöôïc truy xuaát ñeán thoâng qua con troû. Chuùng ta seõ duøng moät List maø moãi 
phaàn töû chöùa con troû ñeán moät oâ (hình 18.5). Moãi phaàn töû cuûa List goàm hai con 
troû: moät chæ ñeán moät oâ ñang soáng vaø moät chæ ñeán phaàn töû keá trong List. 

 
Cho tröôùc moät con troû chæ moät oâ ñang soáng, chuùng ta coù theå xaùc ñònh caùc toïa 

ñoä cuûa oâ ñoù baèng caùch laàn theo con troû roài laáy hai thaønh phaàn row vaø col cuûa noù. 
Nhö vaäy, chuùng ta coù theå löu caùc con troû chæ ñeán caùc oâ nhö laø caùc baûn ghi trong 
baûng baêm; caùc toaï ñoä row vaø col cuûa caùc oâ, ñöôïc xaùc ñònh bôûi con troû, seõ laø caùc 
khoùa töông öùng. 

 
Chuùng ta caàn löïa choïn giöõa baûng baêm ñòa chæ môû vaø baûng baêm noái keát. Caùc 

phaàn töû seõ chöùa trong baûng baêm chæ coù kích thöôùc nhoû: moãi phaàn töû chæ caàn chöùa 
moät con troû ñeán moät oâ ñang soáng. Nhö vaäy, vôùi baûng baêm noái keát, kích thöôùc cuûa 
moãi baûn ghi seõ taêng 100% do phaûi chöùa theâm caùc con troû lieân keát trong caùc danh 
saùch lieân keát. Tuy nhieân, baûn thaân baûng baêm noái keát seõ coù kích thöôùc raát nhoû maø 
vaãn coù theå chöùa soá baûn ghi lôùn gaáp nhieàu laàn kích thöôùc chính noù. Vôùi baûng baêm 
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ñòa chæ môû, caùc baûn ghi seõ nhoû hôn vì chæ chöùa ñòa chæ caùc oâ ñang soáng, nhöng caàn 
phaûi döï tröõ nhieàu vò trí troáng ñeå traùnh hieän töôïng traøn xaûy ra vaø ñeå quaù trình 
tìm kieám khoâng bò keùo daøi quaù laâu khi ñuïng ñoä thöôøng xuyeân xaûy ra. 

 

Ñeå taêng tính linh hoaït, chuùng ta quyeát ñònh seõ duøng baûng baêm noái keát coù ñònh 
nghóa nhö sau: 

 
class Hash_table { 
public: 
   Error_code insert(Cell *new_entry); 
   bool retrieve(int row, int col) const; 
private: 
   List<Cell *> table[hash_size]; // Duøng danh saùch lieân keát. 
}; 

 
ÔÛ ñaây, chuùng ta chæ ñaëc taû hai phöông thöùc: insert vaø retrieve. Vieäc truy 

xuaát baûng laø ñeå bieát baûng coù chöùa con troû chæ ñeán moät oâ coù toïa ñoä cho tröôùc hay 
khoâng. Do ñoù phöông thöùc retrieve caàn hai thoâng soá chöùa toïa ñoä row vaø col vaø 
traû veà moät trò bool. Chuùng ta daønh vieäc hieän thöïc hai phöông thöùc naøy nhö laø 
baøi taäp vì chuùng raát töông töï vôùi nhöõng gì chuùng ta ñaõ thaûo luaän veà baûng baêm noái 
keát trong chöông 12. 

 
Chuùng ta löu yù raèng Hash_table caàn coù nhöõng phöông thöùc constructor vaø 

destructor cuûa noù. Chaúng haïn, destructor cuûa Hash_table caàn goïi destructor cuûa 
List cho töøng phaàn töû cuûa maûng table.  

 

 
Hình 18.5 – Danh saùch lieân keát giaùn tieáp. 
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18.4.2.3. Lôùp Life 
Vôùi caùc quyeát ñònh treân, chuùng ta seõ guùt laïi caùch bieåu dieãn vaø nhöõng ñieàu caàn 

löu yù cho lôùp Life. Ñeå cho vieäc thay ñoåi caáu hình ñöôïc deã daøng chuùng ta seõ löu 
caùc thaønh phaàn döõ lieäu moät caùch giaùn tieáp qua caùc con troû. Nhö vaäy lôùp Life caàn 
coù constructor vaø destructor ñeå ñònh vò cuõng nhö giaûi phoùng caùc vuøng nhôù caáp 
phaùt ñoäng cho caùc caáu truùc naøy. 
 
class Life { 
public: 
   Life(); 
   void initialize(); 
   void print(); 
   void update(); 
   ~Life(); 
 
private: 
   List<Cell *> *living; 
   Hash_table *is_living; 
   bool retrieve(int row, int col) const; 
   Error_code insert(int row, int col); 
   int neighbor_count(int row, int col) const; 
}; 

 
Caùc haøm phuï trôï retrieve  vaø neighbor_count xaùc ñònh traïng thaùi cuûa moät 

oâ baèng caùch truy xuaát baûng baêm. Haøm phuï trôï khaùc, insert, khôûi taïo moät ñoái 
töôïng Cell caáp phaùt ñoäng vaø cheøn noù vaøo baûng baêm cuõng nhö danh saùch caùc oâ 
trong ñoái töôïng Life. 

18.4.2.4. Caùc phöông thöùc cuûa Life 
Chuùng ta seõ vieát moät vaøi phöông thöùc vaø haøm cuûa Life ñeå minh hoïa caùch xöû lyù 

caùc oâ, caùc danh saùch vaø nhöõng gì dieãn ra trong baûng baêm. Caùc haøm coøn laïi xem 
nhö baøi taäp. 
 
Caäp nhaät caáu hình 
 

Phöông thöùc update coù nhieäm vuï xaùc ñònh caáu hình keá tieáp cuûa Life töø moät 
caáu hình cho tröôùc. Trong phieân baûn tröôùc, chuùng ta laøm ñieàu naøy baèng caùch xeùt 
moïi oâ coù trong löôùi chöùa caáu hình grid, tính caùc oâ keá caän chung quanh cho moãi oâ 
ñeå xaùc ñònh traïng thaùi keá tieáp cuûa noù. Caùc thoâng tin naøy ñöôïc chöùa trong bieán cuïc 
boä new_grid vaø sau ñoù ñöôïc cheùp vaøo grid. 

 
Chuùng ta seõ laëp laïi nhöõng coâng vieäc naøy ngoaïi tröø vieäc phaûi xeùt moïi oâ coù theå 

coù trong caáu hình do ñaây laø moät löôùi khoâng coù giôùi haïn. Thay vaøo ñoù, chuùng ta 
neân giôùi haïn taàm nhìn cuûa chuùng ta chæ trong caùc oâ coù khaû naêng seõ soáng trong 
traïng thaùi keá. Ñoù coù theå laø caùc oâ naøo? Roõ raøng ñoù chính laø caùc oâ ñang soáng trong 
traïng thaùi hieän taïi, chuùng coù theå cheát ñi nhöng cuõng coù theå tieáp tuïc soáng trong 
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traïng thaùi keá. Ngoaøi ra, moät soá oâ ñang cheát cuõng coù theå trôû neân soáng trong traïng 
thaùi sau, nhöng ñoù chæ laø nhöõng oâ ñang cheát naèm keà nhöõng oâ ñang soáng (caùc oâ coù 
maøu xaùm trong hình 9.18). Nhöõng oâ xa hôn nöõa khoâng coù khaû naêng soáng daäy do 
chuùng khoâng coù oâ naøo keá caän ñang soáng. 

 

 
Trong phöông thöùc update, bieán cuïc boä Life new_configuration duøng ñeå 

chöùa caáu hình môùi: chuùng ta thöïc hieän voøng laëp cho taát caû nhöõng oâ ñang soáng vaø 
nhöõng oâ keá caän cuûa chuùng, ñoái vôùi moãi oâ nhö vaäy, tröôùc heát caàn xaùc ñònh xem noù 
ñaõ ñöôïc theâm vaøo new_configuration hay chöa, chuùng ta caàn phaûi caån thaän ñeå 
traùnh vieäc theâm bò laëp laïi hai laàn cho moät oâ. Neáu quaû thaät oâ ñang xeùt chöa coù 
trong new_configuration, chuùng ta duøng haøm neighbor_count ñeå quyeát ñònh 
vieäc coù theâm noù vaøo caáu hình môùi hay khoâng. 

 
ÔÛ cuoái phöông thöùc, chuùng ta caàn hoaùn ñoåi caùc thaønh phaàn List vaø 

Hash_table giöõa caáu hình hieän taïi vaø caáu hình môùi new_configuration. Söï 
hoaùn ñoåi naøy laøm cho ñoái töôïng Life coù ñöôïc caáu hình ñaõ ñöôïc caäp nhaät, ngoaøi 
ra, noù coøn baûo ñaûm raèng caùc oâ, danh saùch, vaø baûng baêm trong caáu hình cuõ cuûa ñoái 
töôïng Life seõ ñöôïc giaûi phoùng khoûi boä nhôù caáp phaùt ñoäng (vieäc naøy ñöôïc thöïc 
hieän do trình bieân dòch töï ñoäng goïi destructor cho ñoái töôïng cuïc boä 
new_configuration).  
 
void Life::update() 
/* 
post: Ñoái töôïng Life chöùa caáu hình ôû traïng thaùi keá. 
uses: Lôùp Hash_table vaø lôùp Life vaø caùc haøm phuï trôï. 
*/ 
{ 
   Life new_configuration; 
   Cell *old_cell; 
    
 
 

 
Hình 18.6 – Caáu hình Life vôùi caùc oâ cheát vieàn chung quanh. 
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    for (int i = 0; i < living->size(); i++) { 
      living->retrieve(i, old_cell);      //  Laáy moät oâ ñang soáng. 
      for (int row_add = -1; row_add < 2; row_add ++) 
         for (int col_add = -1; col_add < 2; col_add++) { 
            int new_row = old_cell->row + row_add, 
                new_col = old_cell->col + col_add; 
 
//  new_row, new_col laø toaï ñoä cuûa oâ ñang xeùt hoaëc oâ keá caän cuûa noù. 
            if (!new_configuration.retrieve(new_row, new_col)) 
               switch (neighbor_count(new_row, new_col)) { 
               case 3:  //  Soá oâ soáng keá caän laø 3 thì oâ ñang xeùt trôû thaønh soáng.  
                  new_configuration.insert(new_row, new_col); 
                  break; 
 
               case 2:  //  Soá oâ soáng keá caän laø 2 thì oâ ñang xeùt giöõ nguyeân traïng thaùi.  
                  if (retrieve(new_row, new_col)) 
                     new_configuration.insert(new_row, new_col); 
                  break; 
 
               default: //  OÂ seõ cheát. 
                  break; 
               } 
         } 
   } 
// Traùo döõ lieäu trong configuration vôùi döõ lieäu trong new_configuration. 

new_configuration seõ ñöôïc doïn deïp bôûi destructor cuûa noù. 
   List<Cell *> *temp_list = living; 
   living = new_configuration.living; 
   new_configuration.living = temp_list; 
   Hash_table *temp_hash = is_living; 
   is_living = new_configuration.is_living; 
   new_configuration.is_living = temp_hash; 
} 

 
In caáu hình 
 

Ñeå in ñöôïc taát caû caùc oâ ñang soáng, chuùng ta coù theå lieät keâ laàn löôït moãi doøng 
moät oâ vôùi toïa ñoä row, col cuûa noù. Ngöôïc laïi neáu muoán bieåu dieãn ñuùng vò trí row, 
col treân löôùi, chuùng ta nhaän thaáy raèng chuùng ta khoâng theå hieån thò nhieàu hôn laø 
moät maåu nhoû cuûa moät caáu hình Life khoâng coù giôùi haïn leân maøn hình. Do ñoù 
chuùng ta seõ in moät cöûa soå chöõ nhaät ñeå hieån thò traïng thaùi cuûa 20 x 80 caùc vò trí ôû 
trung taâm cuûa caáu hình Life. 

 
Ñoái vôùi moãi oâ trong cöûa soå, chuùng ta truy xuaát traïng thaùi cuûa noù töø baûng baêm 

vaø in moät kyù töï traéng hoaëc khaùc traéng töông öùng vôùi traïng thaùi cheát hoaëc soáng 
cuûa noù. 

 
void Life::print() 
/* 
post: In moät traïng thaùi cuûa ñoái töôïng Life. 
uses: Life::retrieve. 
*/ 
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{ 
   int row, col; 
   cout << endl << "The current Life configuration is:" << endl; 
    
   for (row = 0; row < 20; row++) { 
      for (col = 0; col < 80; col++) 
         if (retrieve(row, col)) cout << '*'; 
         else cout << ' '; 
      cout << endl; 
   } 
   cout << endl; 
} 

 
Taïo vaø theâm caùc oâ môùi 
 

Phöông thöùc insert taïo moät oâ môùi vôùi toïa ñoä cho tröôùc vaø theâm noù vaøo baûng 
baêm is_living vaø vaøo danh saùch living. 
 
ErrorCode Life::insert(int row, int col) 
/* 
pre:  OÂ coù toïa ñoä (row,col) khoâng thuoäc veà ñoái töôïng Life (oâ ñang cheát) 
post: OÂ coù toïa ñoä (row,col) ñöôïc boå sung vaøo ñoái töôïng Life (oâ trôû neân soáng). Neáu vieäc 

theâm vaøo List hoaëc Hash_table khoâng thaønh coâng thì loãi seõ ñöôïc traû veà. 
uses: Caùc lôùp List, Hash_table, vaø caáu truùc Cell. 
*/ 
{ 
   Error_code outcome; 
   Cell *new_cell = new Cell(row, col); 
 
   int index = living->size(); 
   outcome = living->insert(index, new_cell); 
   if (outcome == success) 
      outcome = is_living->insert(new_cell); 
   if (outcome != success) 
      cout << " Warning: new Cell insertion failed" << endl; 
   return outcome; 
} 

 
Constructor vaø destructor cho caùc ñoái töôïng Life 
 

Chuùng ta caàn cung caáp constructor vaø destructor cho lôùp Life cuûa chuùng ta ñeå 
ñònh vò vaø giaûi phoùng caùc thaønh phaàn caáp phaùt ñoäng cuûa noù. Constructor caàn thöïc 
hieän toaùn töû new cho caùc thuoäc tính con troû. 

 
Life::Life() 
/* 
post: Caùc thuoäc tính thaønh phaàn cuûa ñoái töôïng Life ñöôïc caáp phaùt ñoäng vaø ñöôïc khôûi taïo. 
uses: Caùc lôùp Hash_table, List. 
*/ 
{ 
   living = new List<Cell *>; 
   is_living = new Hash_table; 
} 
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Destructor caàn giaûi phoùng moïi phaàn töû ñöôïc caáp phaùt ñoäng bôûi baát kyø moät 
phöông thöùc naøo ñoù cuûa lôùp Life. Beân caïnh hai con troû living vaø is_living 
ñöôïc khôûi taïo nhôø constructor coøn coù caùc ñoái töôïng Cell maø chuùng tham chieáu 
ñeán ñaõ ñöôïc caáp phaùt ñoäng trong phöông thöùc insert. Destructor caàn giaûi phoùng 
caùc ñoái töôïng Cell naøy tröôùc khi giaûi phoùng living vaø is_living. 
 
 
Life::~Life() 
/* 
post: Caùc thuoäc tính caáp phaùt ñoäng cuûa ñoái töôïng Life vaø caùc ñoái tuôïng do chuùng tham chieáu 

ñöôïc giaûi phoùng. 
uses: Caùc lôùp Hash_table, List. 
*/ 
{ 
   Cell *old_cell; 
   for (int i = 0; i < living->size(); i++) { 
      living->retrieve(i, old_cell); 
      delete old_cell; 
   } 
   delete is_living;         //  Goïi destructor cuûa Hash_table. 
   delete living;            //  Goïi destructor cuûa List. 
} 

 
Ñoái vôùi nhöõng caáu truùc coù nhieàu lieân keát baèng con troû nhö theá naøy, chuùng ta luoân 
phaûi ñaët vaán ñeà veà khaû naêng taïo raùc do nhöõng sô suaát cuûa chuùng ta. Thoâng 
thöôøng thì destructor cuûa moät lôùp luoân laøm toát nhieäm vuï cuûa noù, nhöng noù chæ doïn 
deïp nhöõng gì thuoäc ñoái töôïng cuûa noù, chöù khoâng bieát ñeán nhöõng gì maø ñoái töôïng 
cuûa noù tham chieáu ñeán. Neáu chuùng ta chuû quan, vieäc doïn deïp khoâng dieãn ra ñuùng 
nhö chuùng ta töôûng. Khi chaïy, chöông trình coù theå laø queân doïn deïp, cuõng coù theå 
laø doïn deïp nhieàu hôn moät laàn ñoái vôùi moät vuøng nhôù ñöôïc caáp phaùt ñoäng. Ñaây cuõng 
laø moät vaán ñeà khaù lyù thuù maø sinh vieân neân töï suy nghó theâm. 
 
Haøm baêm 
 

Haøm baêm ôû ñaây coù hôi khaùc vôùi nhöõng gì chuùng ta ñaõ gaëp trong nhöõng phaàn 
tröôùc, thoâng soá cuûa noù coù ñeán hai thaønh phaàn (row vaø col), nhôø vaäy chuùng ta coù 
theå deã daøng söû duïng moät vaøi daïng cuûa pheùp troän. Tröôùc khi quyeát ñònh neân laøm 
nhö theá naøo, chuùng ta haõy xeùt tröôøng hôïp moät maûng chöõ nhaät nhoû coù aùnh xaï moät 
moät döôùi ñaây chính laø moät haøm chæ soá. Coù chính xaùc laø maxrow phaàn töû trong moãi 
haøng, caùc chæ soá i, j ñöôïc aùnh xaï ñeán i + maxrow*j ñeå ñaët maûng chöõ nhaät vaøo 
moät chuoãi caùc vuøng nhôù lieân tuïc, haøng naøy keá tieáp haøng kia. 

 
Chuùng ta neân duøng caùch aùnh xaï töông töï cho haøm baêm cuûa chuùng ta vaø seõ thay 

theá maxrow baèng moät soá thích hôïp, chaúng haïn nhö moät soá nguyeân toá, ñeå vieäc 
phaân phoái ñöôïc raûi ñeàu vaø giaûm söï ñuïng ñoä.  
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const int factor = 101; 
 
int hash(int row, int col) 
/* 
post: Traû veà giaù trò haøm baêm töø 0 ñeán hash_size - 1 töông öùng vôùi toïa ñoä (row, col). 
*/ 
{ 
   int value; 
   value = row + factor * col; 
   value %= hash_size; 
   if (value < 0) return value + hash_size; 
   else return value; 
} 

 
Caùc chöông trình con khaùc 

 
Caùc phöông thöùc coøn laïi cuûa Life nhö initialize, retrieve, vaø 

neighbor_count ñeàu ñöôïc xem xeùt töông töï nhö caùc haøm vöøa roài hoaëc nhö caùc 
haøm töông öùng trong phieân baûn thöù nhaát. Chuùng ta daønh chuùng laïi nhö baøi taäp. 
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