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Giôùi thieäu

° Dynamic programming
— giaûi baøi toaùn baèng caùch keát hôïp caùc lôøi giaûi cuûa caùc baøi toaùn con.
— (ôû ñaây “programming” khoâng coù nghóa laø laäp trình).

° So saùnh dynamic programming vaø “chia-vaø-trò” (divide-and-conquer)
— Giaûi thuaät chia-vaø-trò

° chia baøi toaùn thaønh caùc baøi toaùn con ñoäc laäp ,
° giaûi chuùng baèng ñeä quy,
° keát hôïp chuùng ñeå coù lôøi giaûi cho baøi toaùn ban ñaàu.

— Giaûi thuaät dynamic programming
° caùc baøi toaùn con khoâng ñoäc laäp vôùi nhau: chuùng coù chung caùc 

baøi toaùn con nhoû hôn.
° giaûi moãi baøi toaùn con chæ moät laàn, vaø ghi nhôù lôøi giaûi ñoù trong 

moät baûng ñeå truy caäp khi caàn ñeán.
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Baøi toaùn toái öu

° Baøi toaùn toái öu
— coù theå coù nhieàu lôøi giaûi
— moãi lôøi giaûi coù moät trò

° Tìm lôøi giaûi coù trò toái öu (cöïc tieåu hay cöïc ñaïi).

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



13.9.2004 Ch. 1: Dynamic Programming 4

Nguyeân taéc cuûa dynamic programming

° Moät giaûi thuaät dynamic programming ñöôïc xaây döïng qua boán böôùc:
1. Xaùc ñònh caáu truùc cuûa moät lôøi giaûi toái öu.
2. Ñònh nghóa ñeä quy cho giaù trò cuûa moät lôøi giaûi toái öu.
3. Tính giaù trò cuûa moät lôøi giaûi toái öu töø döôùi leân (“bottom-up”).
4. Xaây döïng lôøi giaûi toái öu töø caùc thoâng tin ñaõ tính.
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Nhaân moät chuoãi ma traän
° Cho moät chuoãi ma traän A1, A2,..., An.
° Xaùc ñònh tích A1A2  An döïa treân giaûi thuaät xaùc ñònh tích cuûa hai ma 

traän.
° Bieåu dieãn caùch tính tích cuûa moät chuoãi ma traän baèng caùch “ñaët giöõa 

ngoaëc” (pa’renthesize) caùc caëp ma traän seõ ñöôïc nhaân vôùi nhau.
° Moät tích cuûa moät chuoãi ma traän laø fully parenthesized neáu noù laø

— moät ma traän hoaëc laø
— tích cuûa hai tích cuûa chuoãi ma traän fully parenthesized khaùc, vaø 

ñöôïc ñaët giöõa ngoaëc.
Ví duï: moät vaøi tích cuûa chuoãi ma traän ñöôïc fully parenthesized 

— A
— (AB)
— ((AB)C).
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Chuoãi ma traän fully parenthesized
° Ví duï: Cho moät chuoãi ma traän A1 , A2 , A3 , A4. Tích A1A2A3A4 coù theå 

ñöôïc fully parenthesized theo ñuùng 5 caùch khaùc nhau:

(A1(A2(A3A4)))
(A1((A2A3)A4))
((A1A2)(A3A4))
((A1(A2A3))A4)
(((A1A2)A3)A4)
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Nhaân hai ma traän

° Tích cuûa hai ma traän A vaø B vôùi
— A coù chieàu laø p  q
— B coù chieàu laø q  r

laø moät ma traän C coù chieàu laø p  r.

° Thôøi gian ñeå tính C tyû leä vôùi soá pheùp nhaân voâ höôùng thöïc thi trong 
doøng 7, töùc laø p  q  r .

MATRIX-MULTIPLY(A, B)
1   if columns[A]  rows[B]
2       then error “caùc chieàu khoâng töông thích”
3       else for i  1 to rows[A]
4                     do for j  1 to columns[B]
5                                do C[i, j]  0
6                                     for k  1 to columns[A]
7                                           do C[i, j]  C[i, j] + A[i, k]B[k, j]
8               return C
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Phí toån ñeå nhaân moät chuoãi ma traän

° Nhaän xeùt: Phí toån nhaân moät chuoãi ma traän tuøy thuoäc vaøo caùch ñaët 
giöõa ngoaëc (parenthesization).

° Ví duï: Cho chuoãi ma traän A1 , A2 , A3 trong ñoù caùc chieàu (dimension) 
cuûa caùc ma traän laø 10  100, 100  5, vaø 5  50
Coù ñuùng 2 caùch ñeå ñoùng ngoaëc hoaøn toaøn tích A1A2A3 :

— Caùch 1: ((A1A2)A3)
° Tính A1A2 caàn 10  100  5 = 5000 pheùp nhaân voâ höôùng
° Keá ñoù nhaân A1A2 vôùi A3 caàn 10  5  50 = 2500 pheùp nhaân voâ höôùng
° Toång coäng: 7500 pheùp nhaân voâ höôùng

— Caùch 2: (A1(A2A3))
° Tính A2A3 caàn 100  5  50 = 25000 pheùp nhaân voâ höôùng
° Keá ñoù nhaân A1 vôùi A2A3 caàn 10  100  50 = 50000 pheùp nhaân voâ 

höôùng
° Toång coäng: 75000 pheùp nhaân voâ höôùng.
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Baøi toaùn nhaân chuoãi ma traän

° Cho chuoãi ma traän A1, A2,..., An goàm n ma traän, trong ñoù chieàu cuûa 
Ai laø pi1  pi , vôùi i = 1, 2,…, n.

° Baøi toaùn: Xaùc ñònh moät ñoùng ngoaëc hoaøn toaøn cho tích A1A2An sao 
cho soá pheùp nhaân voâ höôùng laø toái thieåu.

° Giaûi baøi toaùn treân baèng caùch veùt caïn?
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Ñeám soá caùch ñoùng ngoaëc

° Cho moät chuoãi goàm n ma traän A1 , A2 , A3 ,..., An.
° Nhaän xeùt: taïo ra moät caùch ñoùng ngoaëc baèng caùch taùch (split) giöõa Ak

vaø Ak+1 , vôùi k = 1, 2,..., n - 1, taïo ra hai chuoãi con A1A2  Ak vaø Ak+1 
 An , sau ñoù ñoùng ngoaëc moãi chuoãi con.

° Goïi P(n) laø soá caùc caùch ñoùng ngoaëc cho moät chuoãi n ma traän
— neáu n = 1 thì chæ coù moät caùch ñoùng ngoaëc (khoâng caàn daáu ngoaëc 

töôøng minh). Vaäy P(1) = 1.
— neáu n  2 thì töø nhaän xeùt treân ta coù

Töø ñoù chöùng minh ñöôïc:

° Vaäy duøng phöông phaùp veùt caïn duyeät qua taát caû caùc caùch ñoùng 
ngoaëc ñeå tìm moät ñoùng ngoaëc toái öu caàn thôøi gian chaïy luõy thöøa.
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Böôùc 1: Caáu truùc cuûa moät ñoùng ngoaëc toái öu

° Böôùc 1 cuûa phöông phaùp dynamic programming laø
— xaùc ñònh tính chaát caáu truùc con toái öu
— döïa vaøo ñoù xaây döïng lôøi giaûi toái öu cho baøi toaùn töø caùc lôøi giaûi 

toái öu cho caùc baøi toaùn con.
ÔÛ ñaây:
° Goïi Ai.. j laø ma traän coù ñöôïc töø tích Ai Ai+1 Aj .
° Nhaän xeùt: Moät ñoùng ngoaëc toái öu baát kyø cuûa tích Ai Ai+1Aj taùch noù 

giöõa Ak vaø Ak+1, vôùi k naøo ñoù thoõa i  k  j :
(Ai Ai+1  Ak)(Ak+1  Aj)

Nghóa laø ñaàu tieân ta tính caùc ma traän Ai..k vaø Ak+1..j , sau ñoù ta nhaân 
chuùng vôùi nhau ñeå coù tích cuoái cuøng Ai..j . Do ñoù phí toån ñeå tính tích 
töø ñoùng ngoaëc toái öu laø phí toån ñeå tính Ai..k , coäng phí toån ñeå tính 
Ak+1..j , coäng phí toån ñeå nhaân chuùng vôùi nhau.
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Böôùc 1: Caáu truùc cuûa moät ñoùng ngoaëc toái öu (tieáp)

° Caáu truùc con toái öu
— Ñoùng ngoaëc cuûa chuoãi con “tieàn toá” Ai Ai+1  Ak coù ñöôïc töø ñoùng 

ngoaëc toái öu cuûa Ai Ai+1  Aj phaûi laø moät ñoùng ngoaëc toái öu cuûa  
Ai Ai+1  Ak . (Chöùng minh baèng phaûn chöùng).

— Töông töï, ñoùng ngoaëc cuûa chuoãi con coøn laïi Ak+1 Ak+2  Aj coù 
ñöôïc töø ñoùng ngoaëc toái öu cuûa Ai Ai+1  Aj phaûi laø moät ñoùng 
ngoaëc toái öu cuûa Ak+1 Ak+2  Aj .

° Ñeå cho goïn, seõ noùi “phí toån cuûa moät ñoùng ngoaëc” thay vì noùi “phí 
toån ñeå tính tích töø moät ñoùng ngoaëc”.

° Xaây döïng lôøi giaûi toái öu
— Chia baøi toaùn thaønh hai baøi toaùn con
— Tìm lôøi giaûi toái öu cho moãi baøi toaùn con
— Keát hôïp caùc lôøi giaûi tìm ñöôïc ôû treân.

Caàn tìm vò trí thích hôïp (trò cuûa k) ñeå taùch chuoãi ma traän Ai Ai+1 Aj !
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Böôùc 2: Giaûi ñeä quy

° Böôùc 2 cuûa phöông phaùp dynamic programming laø
— ñònh nghóa ñeä quy phí toån (trò) cuûa moät lôøi giaûi toái öu tuøy theo 

caùc lôøi giaûi toái öu cuûa caùc baøi toaùn con.
° Baøi toaùn con ôû ñaây: Xaùc ñònh phí toån toái thieåu cho moät ñoùng ngoaëc 

cuûa chuoãi ma traän Ai Ai+1 Aj  vôùi 1  i  j  n.
° Ñònh nghóa m[i, j] laø soá pheùp nhaân voâ höôùng toái thieåu ñeå tính ma traän 

Ai..j . Phaân bieät hai tröôøng hôïp:
— neáu i = j thì Ai Ai+1Aj = Ai . Vaäy, vôùi i = 1,..., n, 

m[i, i] = 0.
— neáu i < j thì töø böôùc 1 ta coù

m[i, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1 pk pj .
Nhöng trò cuûa k?
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Böôùc 2: Giaûi ñeä quy (tieáp)

Traû lôøi:
Baèng caùch duyeät qua taát caû caùc trò cuûa k, i  k  j - 1, ta tìm ñöôïc

m[i, j] = mini  k  j 1 {m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1 pk pj}.

° Ñeå ghi laïi caùch xaây döïng lôøi giaûi toái öu ta ñònh nghóa s[i, j] laø trò cuûa 
k xaùc ñònh nôi taùch chuoãi Ai Ai+1  Aj ñeå coù moät ñoùng ngoaëc toái öu. 
Nghóa laø s[i, j] laø moät trò k sao cho

m[i, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1 pk pj .
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Böôùc 3: Tính caùc chi phí toái öu

° Böôùc 3 cuûa phöông phaùp dynamic programming laø tính chi phí toái öu 
baèng moät phöông phaùp töø döôùi leân (bottom-up) vaø duøng baûng.

° Nhaän xeùt:
— Coù theå vieát ñöôïc ngay moät giaûi thuaät ñeä quy (döïa treân haøm ñeä 

quy ñaõ tìm ñöôïc) ñeå tính phí toån toái öu m[1, n] cho tính tích A1A2 
 An . Nhöng sau naøy chuùng ta seõ thaáy laø giaûi thuaät naøy chaïy 
trong thôøi gian luõy thöøa.
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Böôùc 3: Tính caùc chi phí toái öu (tieáp)

° Ma traän Ai coù chieàu laø pi1  pi , vôùi i = 1, 2,..., n .
° Input laø moät chuoãi p = < p0 , p1,..., pn >
° Giaûi thuaät traû veà hai baûng m[1..n, 1..n] vaø s[1..n, 1..n].

MATRIX-CHAIN-ORDER(p)
1 n  length[p]  1
2 for i  1 to n
3 do m[i, i]  0
4 for l  2 to n
5 do for i  1 to n  l + 1
6 do j  i + l  1
7 m[i, j] 
8 for k  i to j  1
9 do q  m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1 pk pj

10 if q < m[i, j]
11 then m[i, j]  q
12 s[i, j]  k
13 return m and s
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Phaân tích MATRIX-CHAIN-ORDER

° Thôøi gian chaïy cuûa MATRIX-CHAIN-ORDER laø O(n3).
° Giaûi thuaät caàn boä nhôù (n2) cho caùc baûng m vaø s.
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Chaïy MATRIX-CHAIN-ORDER leân moät ví duï

° Caùc baûng m vaø s tính ñöôïc:
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Böôùc 4: Xaây döïng moät lôøi giaûi toái öu

° Baûng s[1..n, 1..n] tröõ moät caùch ñoùng ngoaëc toái öu do MATRIX-CHAIN-
ORDER tìm ra.

° Thuû tuïc sau, MATRIX-CHAIN-MULTIPLY, traû veà tích cuûa chuoãi ma 
traän Ai..j khi cho A = A1 , A2 , A3 ,..., An, baûng s, vaø caùc chæ soá i vaø j.

° Goïi MATRIX-CHAIN-MULTIPLY(A, s, 1, n) ñeå tính tích cuûa chuoãi ma 
traän A.

MATRIX-CHAIN-MULTIPLY(A, s, i, j)
1 if j > i
2 then X  MATRIX-CHAIN-MULTIPLY(A, s, i, s[i, j])
3 Y  MATRIX-CHAIN-MULTIPLY(A, s, s[i, j] + 1, j)
4 return MATRIX-MULTIPLY(X, Y)
5 else return Ai
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Caùc yeáu toá ñeå aùp duïng dynamic programming

° Hai yeáu toá ñeå aùp duïng ñöôïc phöông phaùp dynamic programming vaøo 
moät baøi toaùn toái öu

— “Caáu truùc con toái öu”
— “Caùc baøi toaùn con truøng nhau”.
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Moät lôøi giaûi khoâng toái öu

° Giaûi thuaät khoâng ghi nhôù lôøi giaûi cuûa caùc baøi toaùn con.

RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, i, j)
1 if i = j
2 then return 0
3 m[i, j] 
4 for k  i to j  1
5 do q  RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, i, k)

+ RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, k + 1, j) + pi1 pk pj
6 if q < m[i, j]
7 then m[i, j]  q
8 return m[i, j]
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Phaân tích RECURSIVE-MATRIX-CHAIN

° Goïi T(n) laø thôøi gian chaïy cuûa RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, 1, n), 
thì T(n) phaûi thoûa (xem code)

Töø ñoù chöùng minh ñöôïc: T(n) = (2n).
° Taïi sao RECURSIVE-MATRIX-CHAIN chaïy trong thôøi gian (2n) coøn 

MATRIX-CHAIN-ORDER chæ caàn thôøi gian ña thöùc? Ñoù laø vì
— RECURSIVE-MATRIX-CHAIN laø giaûi thuaät ñeä quy töø treân xuoáng 

(top-down) vaø khoâng taän duïng ñöôïc tính chaát “caùc baøi toaùn con 
truøng nhau” (overlapping subproblems).

— MATRIX-CHAIN-ORDER laø giaûi thuaät dynamic-programming töø 
döôùi leân (bottom-up), taän duïng ñöôïc tính chaát “caùc baøi toaùn con 
truøng nhau”.
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Caây ñeä quy

° Caây ñeä quy cho RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, 1, 4)

1..4

2..2 1..13..4 2..3 4..4 2..2 3..3 1..24..4 1..1 2..3 3..3

1..1 2..4 1..2 3..4 1..3 4..4

4..43..3 2..2 3..3 1..12..2 3..3 2..2

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



13.9.2004 Ch. 1: Dynamic Programming 24

Moät bieán daïng cuûa dynamic programming: memoization

° Memoization laø phöông phaùp taän duïng tính chaát “caùc baøi toaùn con 
truøng nhau” ñeå caûi tieán giaûi thuaät ñeä quy töø treân xuoáng baèng caùch 

— söû duïng moät baûng chung maø moãi trieäu goïi cuûa giaûi thuaät ñeä quy 
coù theå truy caäp ñeå

° ghi keát quaû sau khi giaûi moät baøi toaùn con môùi
° ñoïc keát quaû cuûa moät baøi toaùn con ñaõ ñöôïc giaûi roài.
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Memoize giaûi thuaät RECURSIVE-MATRIX-CHAIN 

° Memoize giaûi thuaät RECURSIVE-MATRIX-CHAIN baèng caùch söû duïng 
baûng m[1..n, 1..n].

° MEMOIZED-MATRIX-CHAIN coù input laø moät chuoãi p = < p0 , p1,..., pn >

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN(p)
1 n  length[p]  1
2 for i  1 to n
3 do for j  i to n
4 do m[i, j] 
5 return LOOKUP-CHAIN(p, 1, n)
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Memoization

° LOOKUP-CHAIN bao giôø cuõng traû veà m[i, j]. Nhöng noù chæ tính m[i, j] 
khi naøo ñoù laø laàn goïi ñaàu tieân vôùi caùc tham soá i vaø j.

LOOKUP-CHAIN(p, i, j)
1 if m[i, j] < 
2 then return m[i, j] 
3 if i = j
4 then m[i, j]  0
5 else for k  i to j  1
6 do q  LOOKUP-CHAIN(p, i, k)

+ LOOKUP-CHAIN(p, k + 1, j) + pi1 pk pj
7 if q < m[i, j]
8 then m[i, j]  q
9 return m[i, j]
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Phaân tích MEMOIZED-MATRIX-CHAIN

° MEMOIZED-MATRIX-CHAIN chaïy trong thôøi gian O(n3).
° Nhaän xeùt:

— MEMOIZED-MATRIX-CHAIN taän duïng ñöôïc tính chaát “caùc baøi toaùn 
con truøng nhau”,

— coøn RECURSIVE-MATRIX-CHAIN chaïy trong thôøi gian (2n) vì noù 
luoân luoân giaûi caùc baøi toaùn con maø khoâng ñeå yù xem baøi toaùn con 
ñaõ ñöôïc giaûi roài hay chöa.
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Phaân tam giaùc

° Ña giaùc

° Ña giaùc ñôn (“simple”)

° Ña giaùc loài

° Phaân tam giaùc (triangulation)
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Caùc khaùi nieäm cô baûn

° Caïnh, ñænh, bieân cuûa moät ña giaùc
° Ta bieåu dieãn moät ña giaùc loài P baèng danh saùch caùc ñænh theo thöù töï 

ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà: P = v0 , v1,..., vn1
° Cung (“chord”) cuûa moät ña giaùc
° Moät phaân tam giaùc cuûa moät ña giaùc laø moät taäp hôïp caùc cung cuûa ña 

giaùc chia ña giaùc thaønh caùc tam giaùc rôøi nhau.
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Baøi toaùn phaân tam giaùc toái öu

° Cho:
— Moät ña giaùc loài P = v0 , v1 ,..., vn1 
— Moät haøm troïng soá w (“weight function”) ñöôïc ñònh nghóa treân caùc 

tam giaùc taïo bôûi caïnh vaø cung cuûa P.
° Baøi toaùn: Tìm moät phaân tam giaùc cho P sao cho toång caùc troïng soá 

cuûa caùc tam giaùc trong phaân tam giaùc naøy laø nhoû nhaát.
° Ví duï moät haøm troïng soá:

w(moät tam giaùc) = toång caùc chieàu daøi cuûa caùc caïnh cuûa tam giaùc.
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Parse tree cuûa moät bieãu thöùc

° Bieãu thöùc (expression)
— Ví duï moät bieãu thöùc: tích cuûa moät chuoãi ma traän ñaõ ñöôïc ñoùng 

ngoaëc hoaøn toaøn ((A1(A2A3))(A4(A5 A6)))
° Parse tree.

— Ví duï: parse tree cuûa bieãu thöùc ((A1(A2A3))(A4(A5 A6))) laø

A1

A2 A3

A4

A5 A6
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Parse tree cuûa moät bieãu thöùc

° Ñònh nghóa: parse tree cuûa moät bieãu thöùc laø moät caây maø
— Laù: coù nhaûn laø moät trong caùc nguyeân töû (“atomic element”, ví duï: 

A1) taïo neân bieãu thöùc.
— Neáu goác cuûa moät caây con cuûa parse tree coù caây con beân traùi 

töôïng tröng bieãu thöùc El vaø coù caây con beân phaûi töôïng tröng bieãu 
thöùc Er , thì caây con naøy töôïng tröng bieãu thöùc (ElEr).
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Töø phaân tam giaùc sinh ra parse tree

° Ví duï: Parse tree cho ña giaùc P = v0 , v1,…, v6 sau.

A1

A2

A3

A4

A5

A6

v0

v1

v2

v3
v4

v6

v5
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Töø parse tree sinh ra phaân tam giaùc

° Cho parse tree bieåu dieãn bôûi (((A1(A2A3))A4)(A5 A6)). Phaân tam giaùc 
töông öùng:

A1

A2

A3

A4

A5

A6

v0

v1

v2

v3 v4

v6

v5

A1

A2 A3 A5 A6

A4
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Töông öùng giöõa parse tree vaø phaân chia tam giaùc

° Töông öùng giöõa parse trees vaø caùc phaân chia tam giaùc laø töông öùng 
moät-ñoái-moät:

— Moãi phaân tam giaùc cuûa moät ña giaùc loài coù n + 1 caïnh töông öùng 
vôùi parse tree cho moät bieãu thöùc goàm n nguyeân töû.

— Moãi parse tree coù n laù töông öùng vôùi phaân tam giaùc cuûa moät ña 
giaùc loài coù n + 1 caïnh.
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Töông öùng giöõa ñoùng ngoaëc hoaøn toaøn cuûa tích cuûa n ma 
traän vaø phaân chia tam giaùc

° Ñoùng ngoaëc hoaøn toaøn cuûa tích cuûa n ma traän töông öùng vôùi phaân 
tam giaùc cuûa moät ña giaùc loài coù n + 1ñænh.

— Moãi ma traän Ai trong tích A1A2 An töông öùng vôùi caïnh vi-1vi cuûa 
ña giaùc loài.

— Cung vivj  , vôùi i < j, töông öùng vôùi ma traän Ai +1.. j .
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Nhaân chuoãi ma traän vaø phaân tam giaùc toái öu

° Baøi toaùn nhaân chuoãi ma traän laø moät tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi toaùn 
phaân tam giaùc toái öu.

— Tính tích A1A2 An thoâng qua moät baøi toaùn phaân tam giaùc toái öu:
° Ñònh nghóa moät ña giaùc loài coù n + 1 ñænh P = v0 , v1,…, vn
° Neáu ma traän Ai coù dimension pi1  pi , vôùi i = 1, 2,..., n, ñònh 

nghóa haøm troïng soá w cho phaân tam giaùc laø
w(vivjvk ) = pi pj pk

° Moät phaân tam giaùc toái öu cuûa P cho ta parse tree cuûa moät 
ñoùng ngoaëc toái öu cuûa A1A2 An .
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Nhaân chuoãi ma traän vaø phaân tam giaùc toái öu (tieáp)

° Ngöôïc laïi laø khoâng ñuùng: baøi toaùn phaân tam giaùc toái öu khoâng laø 
tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi toaùn nhaân chuoãi ma traän.

— Maëc duø vaäy, coù theå chænh laïi MATRIX-CHAIN-ORDER ñeå giaûi baøi 
toaùn phaân tam giaùc toái öu cho moät ña giaùc coù n + 1 ñænh nhö sau

° Thay chuoãi p = < p0 , p1,..., pn > cuûa caùc chieàu cuûa ma traän 
baèng chuoãi v0 , v1 ,..., vn  cuûa caùc ñænh.

° Thay caùc truy caäp ñeán p baèng caùc truy caäp ñeán v vaø thay 
doøng 9 bôûi
9 do q  m[i, k] + m[k + 1, j] + w(Dvi1 vk vj )

° Khi giaûi thuaät thöïc thi xong, m[1, n] chöùa troïng soá cuûa moät 
phaân tam giaùc toái öu.

— Phaàn sau cho thaáy taïi sao laøm ñöôïc nhö vaäy.
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Böôùc 1: Caáu truùc con cuûa moät phaân tam giaùc toái öu

° Cho T laø moät phaân tam giaùc toái öu cuûa moät ña giaùc P = v0 , v1,…, vn
, T chöùa tam giaùc Dv0vkvn vôùi k naøo ñoù, 1  k  n  1.

° Troïng soá cuûa T laø toång cuûa caùc troïng soá cuûa tam giaùc Dv0vkvn vaø caùc 
tam giaùc chöùa trong phaân tam giaùc cuûa hai ña giaùc con v0, v1,…, vk
vaø vk , vk+1,…, vn. Moät ña giaùc con suy thoaùi coù troïng soá laø 0.

° Do ñoù caùc phaân tam giaùc (xaùc ñònh bôûi T) cuûa caùc ña giaùc con treân 
cuõng phaûi laø toái öu. (Chöùng minh baèng phaûn chöùng.)

v0

v1

vk

vn

v2
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Böôùc 2: Lôøi giaûi ñeä quy

° Ñònh nghóa t[i, j] laø troïng soá cuûa moät phaân tam giaùc toái öu cuûa ña 
giaùc vi1,vi ,…, vj. Nhö vaäy troïng soá cuûa moät phaân tam giaùc toái öu 
cuûa ña giaùc P laø t[1, n].

° Xaùc ñònh t[,]
— neáu ña giaùc chæ coù 2 ñænh (ña giaùc suy thoaùi)

t[i, i] = 0 cho i = 1,..., n
— neáu ña giaùc coù ít nhaát 3 ñænh, i < j

t[i, j] = t[i, k] + t[k + 1, j] + w(vi1vkvj) .
Nhöng trò cuûa k?

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



13.9.2004 Ch. 1: Dynamic Programming 41

Böôùc 2: Lôøi giaûi ñeä quy (tieáp)

Baèng caùch duyeät qua taát caû caùc trò cuûa k, i  k  j - 1, ta nhaän 
ñöôïc
t[i, i] = 0, i = 1,..., n
t[i, j] = min i  k  j1 {t[i, k] + t[k + 1, j] + w(vi1vkvj)} neáu i < j .

° Haøm ñeä quy naøy töông töï haøm ñeä quy m[,] cho soá pheùp nhaân voâ 
höôùng toái thieåu ñeå tính Ai Ai+1 Aj . Do ñoù coù theå chænh laïi thuû tuïc 
MATRIX-CHAIN-ORDER (nhö ñaõ noùi) ñeå tính troïng soá cuûa moät phaân 
tam giaùc toái öu.

° Vaäy thuû tuïc phaân tam giaùc toái öu chaïy trong thôøi gian O(n3) vaø caàn 
boä nhôù (n2).

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



29.01.04 1

Baøi toaùn choïn hoaït ñoäng (activity-selection problem)

° Cho
– Moät taäp caùc hoaït ñoäng S = {1, 2,…, n}
– Moät taøi nguyeân chung maø taïi moïi thôøi ñieåm noù ñöôïc duøng bôûi 

nhieàu laém laø moät hoaït ñoäng
– Hoaït ñoäng i coù thôøi ñieåm baét ñaàu laø si vaø thôøi ñieåm chaám döùt laø fi 

– Neáu hoaït ñoäng i ñöôïc choïn thì i tieán haønh trong thôøi gian [si , fi )
– Hai hoaït ñoäng i vaø j laø töông thích nhau (“compatible”) neáu

[si , fi ) vaø [sj , fj ) khoâng chaïm nhau.
° Baøi toaùn choïn hoaït ñoäng laø tìm moät taäp caùc hoaït ñoäng töông thích 

nhau maø coù soá phaàn töû lôùn nhaát.
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Giaûi thuaät greedy cho baøi toaùn choïn hoaït ñoäng

° Giaûi thuaät
– Giaû söû:  f1  f2  …  fn .

GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR(s, f)
1 n  length[s]
2 A  {1}
3 j  1
4 for i  2 to n
5 do if si  fj
6 then A  A  {i}
7 j  i
8 return A

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



29.01.04 3

Chaïy GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR leân moät ví duï

1       1        4

2       3        5

3       0        6

4       5        7

5       3        8

6       5        9

7       6      10

8       8      11

9       8      12

10       2      13

11     12      14

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

4

4

4

4

4

4

4

4

8

8

8

8

11

2

4

3

5

6

7

8

9

10

11

0        1       2        3        4        5       6        7        8       9       10      11     12      13     14     thôøi gian

i      si fi

voøng laëp for vôùi i = 2

voøng laëp for vôùi i = 3
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Correctness cuûa giaûi thuaät greedy cho baøi toaùn choïn hoaït ñoäng

° Ñònh lyù     Giaûi thuaät GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR tìm ñöôïc lôøi giaûi toái öu 
cho baøi toaùn choïn hoaït ñoäng.

° Chöùng minh
– Goïi S = {1, 2,…, n} laø taäp hôïp caùc hoaït ñoäng. Caùc hoaït ñoäng ñöôïc xeáp 

thöù töï theo thôøi ñieåm chaám döùt. Do ñoù hoaït ñoäng 1 coù thôøi ñieåm chaám 
döùt sôùm nhaát.

– Ta chöùng minh coù lôøi giaûi toái öu baét ñaàu baèng hoaït ñoäng do choïn löïa 
greedy, töùc laø baét ñaàu baèng hoaït ñoäng 1:

• Giaû söõ A  S laø lôøi giaûi toái öu, ta xeáp thöù töï caùc hoaït ñoäng trong A 
theo thôøi ñieåm chaám döùt. Giaû söõ k laø hoaït ñoäng ñaàu tieân trong A.

• Neáu k = 1 thì ta xong. Neáu k  1, ta xeùt B = A  {k}  {1}. Vì f1  fk, 
neân B cuõng laø lôøi giaûi toái öu.

– Neáu A laø lôøi giaûi toái öu cho baøi toaùn nguyeân thuûy S, thì A’ = A  {1} laø 
lôøi giaûi toái öu cho baøi toaùn S’ = {i  S : si  f1}.
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Phaân tích khaáu hao

° Goïi T(n) laø thôøi gian caàn thieát ñeå thöïc thi moät chuoãi n thao taùc leân 
moät caáu truùc döõ lieäu.
– Ví duï: thöïc thi moät chuoãi PUSH, POP, MULTIPOP leân moät stack.

° Phaân tích khaáu hao (amortized analysis):
– Thôøi gian thöïc thi moät chuoãi caùc thao taùc ñöôïc laáy trung bình 

treân soá caùc thao taùc ñaõ thöïc thi,
T(n)/n ,

ñöôïc goïi laø phí toån khaáu hao.
(Ñaây chæ laø moät trong caùc ñònh nghóa cuûa phí toån khaáu hao, caùc ñònh 
nghóa khaùc seõ ñöôïc trình baøy trong caùc phaàn sau.)
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Sô löôïc

° Ba phöông phaùp ñeå xaùc ñònh phí toån khaáu hao:
– goäp chung (the aggregate method)
– keá toaùn (the accounting method)
– theá naêng (the potential method)

° Seõ minh hoïa caùc phöông phaùp treân thoâng qua vieäc phaân tích caùc caáu 
truùc döõ lieäu:
– stack
– boä ñeám nhò phaân daøi k bits
– baûng ñoäng.
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Caáu truùc döõ lieäu stack

° Caùc thao taùc leân moät stack S
– PUSH(S, x)
– POP(S)
– MULTIPOP(S, k)

MULTIPOP(S, k)
1    while not STACK-EMPTY(S) and k  0
2            do POP(S)
3                 k  k  1
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Caáu truùc döõ lieäu stack (tieáp)

° Minh hoïa thao taùc MULTIPOP

top  23
33
4

45
4

78
----

top  4
78

----

MULTIPOP(S, 4)

----

MULTIPOP(S, 7)
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Boä ñeám nhò phaân daøi k bit 

° Boä ñeám nhò phaân daøi k-bit (k-bit binary counter)
– laø moät maûng A[0..k - 1] cuûa caùc bit
– coù ñoä daøi, length[A], laø k.
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Boä ñeám nhò phaân daøi k bit (tieáp)

° Duøng boä ñeám ñeå tröõ moät soá nhò phaân x:
x = A[k - 1]2k - 1 + … + A[0]20

– INCREMENT: coäng 1 vaøo trò ñang coù trong boä ñeám (modulo 2k)

– Thuû tuïc INCREMENT

INCREMENT(A)
1    i  0
2    while i < length[A] and A[i] = 1
3            do A[i]  0
4 i  i + 1
5    if i < length[A]
6         then A[i]  1

0 1 1 1 1 0 0 0

INCREMENT(A)
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Phaân tích moät stack

° Baøi toaùn: xaùc ñònh thôøi gian chaïy cuûa moät chuoãi n thao taùc leân moät 
stack (ban ñaàu stack laø troáng).
Giaûi baèng phaân tích “thoâ sô”:

— Phí toån trong tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa MULTIPOP laø O(n). Vaäy 
phí toån trong tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa moät thao taùc baát kyø leân 
stack laø O(n).

— Do ñoù phí toån cuûa moät chuoãi n thao taùc laø O(n2).
° Nhaän xeùt: Chaän O(n2) tìm ñöôïc laø quaù thoâ.
° Tìm chaän treân toát hôn!

– Duøng phaân tích khaáu hao.
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Phöông phaùp goäp chung

° Ñònh nghóa: Trong phöông phaùp goäp chung (aggregate) cuûa phaân tích 
khaáu hao, chuùng ta goäp chung thôøi gian maø moät chuoãi n thao taùc caàn 
trong tröôøng hôïp xaáu nhaát (worst case) thaønh T(n).
– Chi phí khaáu hao (amortized cost) cuûa moãi thao taùc ñöôïc ñònh 

nghóa laø chi phí trung bình cho moãi thao taùc, töùc laø T(n)n.
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Phöông phaùp goäp chung: phaân tích stack

° Phaân tích moät chuoãi n thao taùc leân moät stack S (maø khi baét ñaàu thì 
stack laø troáng), chuoãi goàm caùc loaïi thao taùc
– PUSH(S, x)
– POP(S)
– MULTIPOP(S, k)

° Duøng phöông phaùp goäp chung ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 
thao taùc
– Moãi ñoái töôïng coù theå ñöôïc popped toái ña laø moät laàn sau khi noù 

ñöôïc pushed. Soá PUSH toái ña laø n, vaäy soá laàn POP ñöôïc goïi, keå caû 
töø MULTIPOP, laø n.

– Vaäy phí toån cuûa chuoãi n thao taùc PUSH, POP, vaø MULTIPOP laø 
O(n).

– Do ñoù phí toån khaáu hao cuûa moãi thao taùc laø O(n)/n = O(1).

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



12.9.2004 Ch. 2: Amortized Analysis 11

Phöông phaùp goäp chung: phaân tích boä ñeám nhò phaân

° Phaân tích moät chuoãi goàm n thao taùc INCREMENT leân moät boä ñeám nhò 
phaân coù chieàu daøi k bit

° Duøng phöông phaùp goäp chung ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 
thao taùc.
– Nhaän xeùt (giaû söû trò ban ñaàu cuûa boä ñeám laø 0)

bit A[0]  flips      n laàn
bit A[1]             n/2
bit A[2]             n/4
...

Toång quaùt:
bit A[i]   flips    n/2i laàn, i = 0,…, lg n
bit A[i]   khoâng flips neáu i > lg n .

– Tính ñöôïc toång cuûa n/2i töø i = 0 ñeán lg n laø  2n .
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Phöông phaùp goäp chung: phaân tích boä ñeám nhò phaân

° Duøng phöông phaùp goäp chung ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 
thao taùc (tieáp)
– Vaäy thôøi gian xaáu nhaát cho moät chuoãi n thao taùc INCREMENT leân 

moät boä ñeám (maø trò ban ñaàu laø 0) laø O(n).
 Thôøi gian khaáu hao cho moãi thao taùc laø O(n)n = O(1).

° Nhaän xeùt: Phaân tích thoâ sô
– Khi moïi bit cuûa boä ñeám laø 1, thao taùc INCREMENT coù theå caàn ñeán 

thôøi gian xaáu nhaát laø (k).
– Do ñoù moät chuoãi n thao taùc INCREMENT caàn thôøi gian xaáu nhaát laø 

nO(k) = O(nk).
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Phöông phaùp keá toaùn

° Trong phöông phaùp keá toaùn cuûa phaân tích khaáu hao, chuùng ta ñònh 
giaù (charge) khaùc nhau cho caùc thao taùc khaùc nhau.
Ta coù theå ñònh giaù cho moät thao taùc cao hôn hay thaáp hôn phí toån 
thöïc söï cuûa noù.
– Ñònh nghóa: Soá löôïng maø ta ñònh giaù cho moät thao taùc ñöôïc goïi laø 

phí toån khaáu hao cuûa noù.
– Ñònh nghóa chi phí traû tröôùc hay credit laø chi phí khaáu hao tröø chi 

phí thöïc söï.
° Ñeå cho chi phí khaáu hao toång coäng laø chaän treân leân chi phí 

thöïc söï toång coäng thì taïi moïi thôøi ñieåm credit toång coäng phaûi 
 0.

° Nhöng credit cho moät thao taùc caù bieät coù theå < 0 .
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Phöông phaùp keá toaùn: phaân tích stack

° Caùc thao taùc leân moät stack
– PUSH(S, x)
– POP(S)
– MULTIPOP(S, k) (POP k phaàn töû töø stack S)

° Duøng phöông phaùp keá toaùn ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 
thao taùc leân moät stack (ban ñaàu stack laø troáng).
– Nhaéc laïi: phí toån thöïc söï cuûa caùc thao taùc laø

° PUSH 1
° POP 1
° MULTIPOP min(k, s), (s laø soá phaàntöû trong S khi ñöôïc goïi)

– Ta quy cho caùc thao taùc caùc phí toån khaáu hao nhö sau
° PUSH 2
° POP 0
° MULTIPOP 0 laø moät haèng soá.
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Phöông phaùp keá toaùn: phaân tích stack (tieáp)

– Ta chöùng toû raèng coù theå traû cho moät chuoãi thao taùc baát kyø khi 
tính giaù theo caùc phí toån khaáu hao. (Duøng 1 ñoàng ñeå töôïng tröng 
1 ñôn vò phí toån.)
Moâ hình stack baèng moät choàng ñóa.

° Giaû söû thao taùc laø PUSH: traû 2 ñoàng, trong ñoù
– duøng 1 ñoàng ñeå traû cho phí toån thöïc söï
– duøng 1 ñoàng coøn laïi ñeå traû tröôùc phí toån cho POP sau naøy 

(neáu coù). Ñeå ñoàng naøy trong ñóa ñöôïc pushed vaøo choàng 
ñóa.

° Giaû söû thao taùc laø POP: khoâng caàn traû, maø
– duøng 1 ñoàng ñaõ ñöôïc traû tröôùc khi traû cho PUSH. Ñoàng 

naøy naèm trong ñóa ñöôïc popped khoûi choàng ñóa.
° Giaû söû thao taùc laø MULTIPOP: khoâng caàn traû, maø

– duøng 1 ñoàng ñaõ ñöôïc traû tröôùc khi traû cho PUSH.
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Phöông phaùp keá toaùn: phaân tích stack (tieáp)

° Keát luaän: Cho moät chuoãi baát kyø goàm n thao taùc PUSH, POP, vaø 
MULTIPOP, phí toån khaáu hao toång coäng laø moät caän treân cho phí toån 
thöïc söï toång coängï.
– Vì moãi thao taùc coù phí toån khaáu hao laø O(1) neân moät caän treân cho 

phí toån thöïc söï toång coäng laø O(n).

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



12.9.2004 Ch. 2: Amortized Analysis 17

Phöông phaùp keá toaùn: phaân tích moät boä ñeám nhò phaân

° Phaân tích moät chuoãi caùc thao taùc INCREMENT leân moät boä ñeám nhò 
phaân daøi k-bit maø trò ban ñaàu laø 0.

° Duøng phöông phaùp keá toaùn ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa 
INCREMENT

– Quy moät phí toån khaáu hao laø 2 ñoàng ñeå set moät bit thaønh 1.
° duøng 1 ñoàng ñeå traû phí toån thöïc söï
° duøng 1 ñoàng coøn laïi ñeå traû tröôùc cho phí toån ñeå reset bit naøy 

thaønh 0 sau naøy (neáu coù).
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Phöông phaùp keá toaùn: phaân tích moät boä ñeám nhò phaân

° Xaùc ñònh phí toån khaáu hao cuûa INCREMENT (tieáp)
– Phí toån khaáu hao cuûa INCREMENT:

° Phí toån cho resetting caùc bits trong voøng laëp while ñöôïc traû 
baèng caùc ñoàng ñaõ ñöôïc traû tröôùc khi bit ñöôïc set.

° Nhieàu nhaát laø 1 bit ñöôïc set.
– Vaäy phí toån khaáu hao cuûa INCREMENT toái ña laø 2 ñoàng.

° Vaäy chi phí khaáu hao cho n thao taùc INCREMENT laø O(n).
– Vì toång soá tieàn traû tröôùc khoâng bao giôø aâm (= soá caùc bit coù trò laø 

1 trong boä ñeám) neân chi phí khaáu hao toång coäng laø caän treân cho 
chi phí thöïc söï toång coäng.
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Phöông phaùp theá naêng

° Phaân tích moät chuoãi caùc thao taùc leân moät caáu truùc döõ lieäu.
– Cho moät caáu truùc döõ lieäu maø n thao taùc thöïc thi leân ñoù. Ban ñaàu 

caáu truùc döõ lieäu laø D0

– Goïi ci laø chi phí thöïc söï cuûa thao taùc thöù i, vôùi i = 1,..., n.
– Goïi Di laø caáu truùc döõ lieäu coù ñöôïc sau khi aùp duïng thao taùc thöù i

leân caáu truùc döõ lieäu Di  1 , vôùi i = 1,..., n.

D0

thao taùc thöù 1

D1 Di - 1

thao taùc thöù i

... Di
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Phöông phaùp theá naêng (tieáp)

° Ñònh nghóa moät haøm soá
 : {D0 ,..., Dn}  , vôùi  laø taäp hôïp caùc soá thöïc.
Haøm  ñöôïc goïi laø (haøm) theá naêng (potential function).
Trò (Di ) ñöôïc goïi laø theá naêng cuûa caáu truùc döõ lieäu Di , i = 0,...,n.

° Ñònh nghóa: phí toån khaáu hao (amortized cost) cuûa thao taùc thöù i laø
c^i = ci + (Di )  (Di  1 ) (*)
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Phöông phaùp theá naêng (tieáp)

° Ñieàu kieän cho theá naêng ñeå phí toån khaáu hao toång coäng laø caän treân
leân phí toån thöïc söï toång coäng:
– Ta coù töø (*)

– Vaäy phí toån khaáu hao toång coäng laø caän treân cuûa phí toån thöïc söï 
toång coäng neáu (Dn )  (D0 )  0. Vì khoâng bieát tröôùc n neân ta 
coù ñieàu kieän sau

(Di )  (D0 )  0 cho moïi i.
















n

i
ni

n

i
iii

n

i
i

DDc

DDcc

1
0

1
1

1

)()(

))()((ˆ
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích moät stack

° Phaân tích moät chuoãi goàm n thao taùc leân moät stack
– PUSH(S, x)
– POP(S)
– MULTIPOP(S, k).

° AÙp duïng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa 
moãi thao taùc
– Ñònh nghóa: theá naêng  cuûa moät stack laø soá ñoái töôïng trong 

stack.

top  23
33
4

45
4

78
----

stack coù theá naêng laø 6
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích moät stack (tieáp)

– Nhaän xeùt:
° Khi baét ñaàu thì stack troáng neân (D0) = 0.
° (Di)  0, vaäy (Di)  (D0) cho moïi i.

Vaäy phí toån khaáu hao toång coäng laø caän treân cuûa phí toån thöïc söï 
toång coäng.

° AÙp duïng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa 
moãi thao taùc
– Giaû söû thao taùc thöù i leân stack laø PUSH

(stack coù kích thöôùc laø s)
° Hieäu theá laø (Di)  (Di  1) = (s + 1)  s

= 1
° Vaäy phí toån khaáu hao cuûa PUSH

c^i = ci + (Di )  (Di  1)
= 1 + 1 = 2 .
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích moät stack

° AÙp duïng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí buø tröø cuûa moãi 
thao taùc (tieáp)
– Giaû söû thao taùc thöù i leân stack laø MULTIPOP(S, k)

(stack coù kích thöôùc laø s)
° Phí toån thöïc söï laø k’ = min(k, s)
° Hieäu theá laø (Di)  (Di  1) =  k’
° Vaäy phí toån khaáu hao cuûa MULTIPOP laø

c^i = ci + (Di )  (Di  1 )
= k’  k’
= 0 .
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích moät stack

° AÙp duïng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí buø tröø cuûa moãi 
thao taùc (tieáp)
– Phí toån khaáu hao cuûa POP laø 0.
– Phí toån khaáu hao cuûa moåi thao taùc leân stack laø O(1).

° Vaäy phí toån khaáu hao toång coäng cuûa moät chuoãi n thao taùc leân stack 
laø O(n).
Ñaõ thaáy laø (Di)  (D0) cho moïi i, vaäy phí toån trong tröôøng hôïp 
xaáu nhaát cuûa n thao taùc laø O(n).
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích boä ñeám nhò phaân daøi k bits

° Phaân tích moät chuoãi caùc thao taùc leân moät boä ñeám nhò phaân daøi k-bit.
° Duøng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 

thao taùc
– Ñònh nghóa theá naêng  cuûa boä ñeám sau thao taùc INCREMENT thöù i 

laø bi , soá caùc bits baèng 1 trong boä ñeám.

0 1 1 1

Theá naêng laø 3
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Phöông phaùp theá naêng: phaân tích boä ñeám nhò phaân daøi k bits

° Duøng phöông phaùp theá naêng ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi 
thao taùc (tieáp)
– Tính phí toån khaáu hao cuûa moät thao taùc INCREMENT

° INCREMENT thöù i resets ti bits vaø sets nhieàu laém laø 1 bit.
Vaäy phí toån thöïc söï cuûa INCREMENT thöù i nhieàu laém laø ti + 1.

° Hieäu theá laø
(Di )  (Di  1) = bi  bi  1 , maø bi  bi  1  ti + 1. Vaäy
(Di )  (Di  1)  1  ti  .

° Phí toån khaáu hao laø
c^i = ci + (Di )  (Di  1)  ti + 1 + 1  ti = 2 .

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



12.9.2004 Ch. 2: Amortized Analysis 28

Phöông phaùp theá naêng: phaân tích boä ñeám nhò phaân daøi k bits

° Trò cuûa boä ñeám baét ñaàu baèng 0, neân (D0) = 0, do ñoù (Di )  (D0). 
Vaäy chi phí khaáu hao toång coäng laø chaän treân cho chi phí thöïc söï toång 
coäng.
 Phí toån trong tröôøng hôïp xaáu nhaát cuûa n thao taùc laø O(n).
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Baûng ñoäng

° Trong moät soá öùng duïng, duøng moät “baûng” ñeå tröõ caùc ñoái töôïng maø 
khoâng bieát tröôùc bao nhieâu ñoái töôïng seõ ñöôïc tröõ. Do ñoù
– khi baûng hieän thôøi khoâng coù ñuû choå cho caùc ñoái töôïng môùi, caàn 

moät baûng môùi vôùi kích thöôùc lôùn hôn.
– khi baûng hieän thôøi dö nhieàu choå troáng do xoaù nhieàu ñoái töôïng, 

caàn moät baûng môùi vôùi kích thöôùc nhoû hôn.
° Caùc thao taùc leân moät baûng

– TABLE-INSERT: cheøn moät item vaøo baûng
– TABLE-DELETE: xoùa moät item khoûi baûng.
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Heä soá söû duïng cuûa moät baûng

° Ñònh nghóa heä soá söû duïng (load factor) cuûa moät baûng T (khoâng troáng) 
laø (T):

(T) = soá khe (slots) coù chöùa ñoái töôïng trong baûng chia cho soá 
khe cuûa baûng.

° Baøi toaùn: Xaùc ñònh chieán löôïc nôùi roäng vaø thu nhoû baûng sao cho
– heä soá söû duïng cuûa baûng cao

° ñöôïc chaän döôùi bôûi moät haèng soá 
– chi phí khaáu hao cuûa TABLE-INSERT vaø TABLE-DELETE laø O(1).
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Chieán löôïc môû roäng moät baûng

° Chieán löôïc khi naøo thì nôùi roäng moät baûng ñöôïc dieãn taû trong giaûi 
thuaät sau.

TABLE-INSERT(T, x)
1 if size[T] = 0
2 then allocate table[T] with 1 slot
3 size[T]  1
4 if num[T] = size[T]
5 then allocate new-table with 2  size[T] slots
6 insert all items in table[T] into new-table
7 free table[T] 
8 table[T]  new-table
9 size[T]  2  size[T] 

10 insert x into table[T] 
11 num[T]  num[T]  1
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Chieán löôïc môû roäng moät baûng (tieáp)

TABLE-INSERT

thöïc thi TABLE-INSERT

...


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Phaân tích moät chuoãi TABLE-INSERT

° Giaû söû:
– Thôøi gian thöïc thi cuûa TABLE-INSERT tæ leä vôùi thôøi gian cheøn töøng 

item (“cheøn sô ñaúng”) vaøo baûng ôû doøng 6 vaø 10.
– Chi phí cuûa moät cheøn sô ñaúng laø 1.

° Seõ phaân tích chi phí cuûa moät chuoãi goàm n INSERT leân moät baûng ñoäng 
duøng laàn löôït caùc phöông phaùp
– goäp chung
– keá toaùn
– theá naêng.
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Phaân tích chuoãi TABLE-INSERT baèng phöông phaùp goäp chung

° Duøng phöông phaùp goäp chung ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa 
INSERT

– Chi phí ci cuûa thao taùc thöù i
° laø i neáu i  1 = 2j

° laø 1 trong caùc tröôøng hôïp coøn laïi.
– Chi phí cuûa n thao taùc TABLE-INSERT

° laø n  toång caùc 2j töø j = 0 ñeán lg n
 n  2n = 3n .

° Vaäy chi phí khaáu hao cuûa INSERT laø 3n  n = 3.
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Phaân tích chuoãi TABLE-INSERT baèng phöông phaùp keá toaùn 

° Duøng phöông phaùp keá toaùn ñeå xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa TABLE-
INSERT

– Chi phí khaáu hao cuûa TABLE-INSERT laø 3.

– Traû nhö sau:
° 1 ñoàng ñeå traû cho chi phí thöïc söï cho rieâng noù
° 1 ñoàng ñeå traû tröôùc cho chính noù moät khi noù ñöôïc di chuyeån 

luùc baûng nôùi roäng
° 1 ñoàng ñeå traû tröôùc cho moät item khaùc trong baûng maø khoâng 

coøn tieàn traû tröôùc (vì ñaõ di chuyeån).
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Phaân tích chuoãi TABLE-INSERT baèng phöông phaùp theá naêng

° Duøng phöông phaùp theá naêng ñeå phaân tích moät chuoãi goàm n thao taùc 
INSERT leân moät baûng
– Ñònh nghóa theá naêng  laø

(T) = 2num[T]  size[T].
– Nhaän xeùt

° Ngay sau khi nôùi roäng (doøng 9 cuûa TABLE-INSERT thöïc thi 
xong)

• num[T] = size[T]  2
• (T) = 0 .

° Ngay tröôùc khi nôùi roäng num[T] = size[T]
• (T) = num[T].

° (0) = 0, (T)  0. Vì vaäy toång cuûa caùc chi phí khaáu hao cuûa 
n thao taùc TABLE-INSERT laø moät chaän treân leân toång cuûa caùc 
chi phí thöïc söï.
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Phaân tích chuoãi TABLE-INSERT baèng phöông phaùp theá naêng

(tieáp)
– Xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi thao taùc

° Giaû söû thao taùc thöù i khoâng gaây nôùi roäng. Ta coù sizei = sizei 1.
• Chi phí khaáu hao cuûa thao taùc laø

c^i = ci  i  i1

= 1  (2numi  sizei )  (2numi1  sizei1) 
= 1  (2numi  sizei )  (2(numi  1)  sizei ))
= 3 .

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



12.9.2004 Ch. 2: Amortized Analysis 38

Phaân tích chuoãi TABLE-INSERT baèng phöông phaùp theá naêng

– Xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi thao taùc (tieáp)
° Giaû söû thao taùc thöù i gaây nôùi roäng. Ta coù 

sizei / 2 = sizei1 

= numi  1 .
Chi phí khaáu hao cuûa thao taùc laø

c^i = ci  i  i1

= numi  (2numi  sizei)  (2numi1  sizei1)
= numi (2numi (2numi 2)) (2(numi 1)(numi 1))         
= numi  2  (numi  1)
= 3 .
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Xoùa moät item khoûi baûng

° Theâm thao taùc “Xoùa moät item khoûi baûng”: TABLE-DELETE.
– Heä soá söû duïng cuûa baûng coù theå trôû neân quaù nhoû.

° Nhaéc laïi ñònh nghóa cuûa heä soá söû duïng laø 
(T) = num[T] /size[T].

° Ta muoán
– giöû heä soá söû duïng cao, töùc laø noù ñöôïc chaän döôùi baèng moät haèng 

soá.
– chi phí buø tröø cuûa moät thao taùc leân baûng ñöôïc chaän treân baèng moät 

haèng soá.
° Giaû söû chi phí ñöôïc ño baèng soá laàn cheøn hay xoaù item sô ñaúng.
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Chieán löôïc nôùi roäng vaø thu nhoû baûng

° Moät chieán löôïc töï nhieân cho nôùi roäng vaø thu nhoû baûng laø
– Gaáp ñoâi baûng khi cheøn moät item vaøo moät baûng ñaõ ñaày.
– Giaûm nöûa baûng khi xoùa moät item khoûi moät baûng chæ ñaày nöûa 

baûng.
° Phaân tích

– Chieán löôïc treân baûo ñaûm (T)  1/2.
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Chieán löôïc nôùi roäng vaø thu nhoû baûng

° Phaân tích (tieáp)
– Tuy nhieân phí toån khaáu hao cuûa moãi thao taùc coù theå raát lôùn:

° Laáy n coù daïng 2m

° Xeùt moät chuoãi n thao taùc (I laø moät insert vaø D laø moät delete)
I  …  I (n/2 laàn), keá ñoù laø
I  D  D  I  I  D  D  I  I  … (n/2 laàn).

° Chuoãi n thao taùc naøy coù phí toån laø (n2), do ñoù phí toån khaáu 
hao cuûa moãi thao taùc laø (n).
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Chieán löôïc nôùi roäng vaø thu nhoû baûng (tieáp)

° Caûi tieán chieán löôïc treân baèng caùch cho pheùp heä soá söû duïng coù theå trôû 
neân nhoû hôn 1/2:
– Neáu (T) = 1, thì thao taùc TABLE-INSERT seõ gaáp ñoâi baûng.
– Neáu (T) = 1/4, thì thao taùc TABLE-DELETE seõ giaûm nöûa baûng.
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Chieán löôïc thu nhoû moät baûng (tieáp)

baûng môùi =
1/2 baûng cuõ

(T) = 1/4

thöïc thi TABLE-DELETE
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Phöông phaùp theá naêng

° Duøng phöông phaùp theá naêng ñeå phaân tích moät chuoãi goàm n thao taùc 
TABLE-INSERT vaø TABLE-DELETE leân moät baûng.
– Ñònh nghóa theá naêng  treân moät baûng laø

(T) = 2 num[T]  size[T] neáu (T)  1/2
= size[T] / 2  num[T] neáu (T)  1/2
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Phöông phaùp theá naêng (tieáp)

– Nhaän xeùt:
° (baûng troáng) = 0, vaø (T)  0
° Neáu heä soá söû duïng laø 1/2 thì (T) = 0.
° Neáu heä soá söû duïng laø 1 thì (T) = num[T].

– Ñuû ñeå traû phí toån moät khi coù nôùi roäng baûng do cheøn moät 
item.

° Heä soá söû duïng laø 1/4 thì (T) = num[T].
– Ñuû ñeå traû phí toån moät khi coù thu nhoû baûng do xoaù moät 

item.
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Phaân tích moät chuoãi caùc TABLE-INSERT vaø TABLE-DELETE

° Xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi thao taùc
– Neáu thao taùc thöù i laø TABLE-INSERT, ta phaân bieät caùc tröôøng hôïp:

° i1  1/2
– theo Section 18.4.1, thì c^i nhieàu laém laø 3.

° i1  1/2, ta phaân bieät 2 tröôøng hôïp:
– tröôøng hôïp i  1/2

c^i = ci  i  i1

= 0 .
– tröôøng hôïp i  1/2

c^i = ci  i  i1

= 3 .
– Vaäy chi phí khaáu hao cuûa thao taùc TABLE-INSERT nhieàu laém laø 3.
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Phaân tích moät chuoãi caùc TABLE-INSERT vaø TABLE-DELETE

° Xaùc ñònh chi phí khaáu hao cuûa moãi thao taùc (tieáp)
– Neáu thao taùc thöù i laø TABLE-DELETE, thì numi = numi1 1, ta 

phaân bieät caùc tröôøng hôïp:
° i1  1/2. Coù hai tröôøng hôïp con

– khoâng gaây thu nhoû: sizei = sizei1

c^i = ci  i  i1

= 2 .
– gaây thu nhoû: ci = numi  1, sizei / 2 = sizei1 / 4 = numi  1

c^i = ci  i  i1

= 1 .
° i1  1/2. Baøi taäp 18.4-3.

– Vaäy chi phí khaáu hao cuûa TABLE-DELETE ñöôïc chaän treân bôûi moät 
haèng soá.
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Phaân tích moät chuoãi caùc TABLE-INSERT vaø TABLE-DELETE

(tieáp)
° Keát luaän: Vì chi phí khaáu hao cuûa moãi thao taùc TABLE-INSERT vaø 

TABLE-DELETE ñöôïc chaän treân bôûi moät haèng soá, neân thôøi gian chaïy 
cho moät chuoåi baát kyø goàm n thao taùc leân moät baûng ñoäng laø O(n).
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B-Caây
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Caáu truùc döõ lieäu trong boä nhôù ngoaøi

° B-caây toång quaùt hoaù caây tìm kieám nhò phaân.
– “Heä soá phaân nhaùnh” (branching factor)

° B-caây laø caây tìm kieám caân baèng ñöôïc thieát keá ñeå laøm vieäc höõu hieäu 
trong boä nhôù ngoaøi (ñóa cöùng).
– Boä nhôù chính (main memory)
– Boä nhôù ngoaøi (secondary storage)

° Disk
– Track
– Page

° Thôøi gian chaïy goàm
– soá caùc truy caäp vaøo ñóa
– thôøi gian CPU
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Truy caäp ñóa

° Moät nuùt cuûa B-caây thöôøng chieám nguyeân caû moät disk page.
° Heä soá phaân nhaùnh tuøy thuoäc vaøo tæ leä giöõa kích thöôùc cuûa khoùa vaø 

kích thöôùc cuûa disk page.
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Caùc thao taùc leân moät ñóa

° Cho x laø moät con troû ñeán moät ñoái töôïng (ví duï: moät nuùt cuûa moät B-
caây). Ñoái töôïng x coù theå coù nhieàu tröôøng
– Neáu x naèm trong boä nhôù chính, truy caäp caùc tröôøng cuûa x nhö 

thöôøng leä, ví duï nhö key[x], leaf [x],...
– Neáu x coøn naèm treân ñóa thì duøng DISK-READ(x) ñeå ñoïc noù vaøo boä 

nhôù chính.
– Neáu x ñaõ thay ñoåi thì duøng DISK-WRITE(x) ñeå tröõ noù vaøo ñóa.

° Caùch laøm vieäc tieâu bieåu vôùi moät ñoái töôïng x

...
x  moät con troû ñeán moät ñoái töôïng naøo ñoù
DISK-READ(x)
caùc thao taùc truy caäp/thay ñoåi caùc tröôøng cuûa x
DISK-WRITE(x)
caùc thao taùc khoâng thay ñoåi moät tröôøng cuûa x
...
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Heä soá phaân nhaùnh

° Ví duï moät B-caây maø:
– moãi nuùt coù 1000 khoùa, töùc laø B-caây coù heä soá phaân nhaùnh laø 1001

1000 khoùa

1000 1000 1000

10001000 1000

1001 nhaùnh

100110011001

1 nuùt
1000 khoùa

1001 nuùt
1.001.000 khoùa

1.002.001 nuùt
1.002.001.000 khoùa

root[T]
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Ñònh nghóa cuûa B-caây

° Moät B-caây T laø moät caây coù goác, maø goác laø root[T], coù caùc tính chaát 
sau
– Moãi nuùt x coù caùc tröôøng sau

° n[x], soá löôïng khoùa ñang ñöôïc chöùa trong nuùt x
° caùc khoùa: coù n[x] khoùa, ñöôïc xeáp theo thöù töï khoâng giaûm, töùc 

laø
key1[x]  key2[x]    keyn[x ][x]

° leaf [x], coù trò bool laø
TRUE neáu x laø moät laù
FALSE neáu x laø moät nuùt trong

– Moãi nuùt trong x chöùa n[x]  1 con troû c1 [x], c2 [x],…, cn[x ]+1[x] 
ñeán caùc nuùt con cuûa noù.
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Ñònh nghóa cuûa B-caây

(tieáp)
Moâ hình moät nuùt cuûa B-caây

 N W 



x

ci [x]

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



22.9.2004 Ch. 4: B-Trees 8

Ñònh nghóa cuûa B-caây

(tieáp)
– Neáu ki laø khoùa tröõ trong caây con coù goác laø ci [x] thì

• k1  key1[x]  k2  key2[x]    kn[x ]  keyn[x ][x]  kn[x ]+1 

 N W x

ci [x]

ki
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Ñònh nghóa cuûa B-caây

(tieáp)
– Taát caû caùc laù coù cuøng moät ñoä saâu, ñoù laø chieàu cao h cuûa caây
– Coù moät soá nguyeân t  2 goïi laø baäc toái thieåu cuûa caây sao cho

° Moïi nuùt khoâng phaûi laø nuùt goác phaûi coù ít nhaát t  1 khoùa. Neáu 
caây   thì nuùt goác phaûi coù ít nhaát moät khoùa.

° Moåi nuùt coù theå chöùa toái ña 2t  1 khoùa. Moät nuùt laø ñaày neáu noù 
chöùa ñuùng 2t  1 khoùa.
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Chieàu cao cuûa moät B-caây

Ñònh lyù
Neáu n  1 thì moïi B-caây T vôùi n khoùa, chieàu cao h, vaø baäc toái thieåu t  2
coù

Chöùng minh
Coù toái thieåu 2 nuùt ôû ñoä saâu 1, 2t nuùt ôû ñoä saâu 2,..., vaø 2t h - 1 nuùt ôû ñoä 
saâu h. Vaäy soá khoùa toái thieåu laø

Do ñoù                   , töø ñaây suy ra ñònh lyù.

12   
1
1)1(21   

2)1(1
1

1







 




h

h

h

i

i

t
t
tt

ttn

2
1log 


nh t 

2
1


nth

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



22.9.2004 Ch. 4: B-Trees 11

Soá khoùa toái thieåu trong moät B-caây

° B-caây sao cho moïi nuùt ñeàu coù t  1 khoùa, ngoaïi tröø nuùt goác chæ coù
1 khoùa.

— Vaäy soá khoùa trong caây laø toái thieåu cho moïi caây coù baäc toái thieåu     
laø t vaø chieàu cao laø h.

1 khoùa ñoä saâu 0, soá nuùt: 1 

t  1 khoùa

t  1t  1

t  1 t  1 t  1 t  1

...

...

...

t  1

t  1t  1

t  1 t  1 t  1 t  1

...

...

... ... ... ...

ñoä saâu 1, soá nuùt: 2

...... ...

ñoä saâu 2, soá nuùt: 2t

ñoä saâu 3, soá nuùt: 2t2
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Caùc thao taùc leân moät B-caây

° Caùc thao taùc leân moät B-caây:
– B-TREE-SEARCH

– B-TREE-CREATE

– B-TREE-INSERT

– B-TREE-DELETE

° Trong caùc thuû tuïc treân ta quy öôùc:
– Goác cuûa B-caây luoân luoân naèm trong boä nhôù chính.
– Baát kyø moät nuùt maø laø moät tham soá ñöôïc truyeàn ñi trong moät thuû 

tuïc thì ñeàu ñaõ thöïc thi thao taùc DISK-READ leân noù.
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Tìm trong moät B-caây

° Thuû tuïc ñeå tìm moät khoùa trong moät B-caây
– Input:

° moät con troû chæ ñeán nuùt goác x cuûa moät caây con, vaø
° moät khoùa k caàn tìm trong caây con.

– Output:
° neáu k coù trong caây thì traû veà moät caëp (y, i) goàm moät nuùt y vaø 

moät chæ soá i maø keyi [y] = k
° neáu k khoâng coù trong caây thì traû veà NIL.

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



22.9.2004 Ch. 4: B-Trees 14

Tìm trong moät B-caây

(tieáp)

B-TREE-SEARCH(x, k)
1 i  1
2 while i  n[x] and k  keyi [x]
3 do i  i  1
4 if i  n[x] and k = keyi [x]
5 then return (x, i)
6 if leaf [x]
7 then return NIL
8 else DISK-READ(ci [x])
9 return B-TREE-SEARCH(ci [x], k)

 N W x

ci [x]
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Tìm trong moät B-caây

(tieáp)
° Caùc nuùt maø giaûi thuaät truy caäp taïo neân moät ñöôøng ñi töø goác xuoáng 

ñeán nuùt coù chöùa khoùa (neáu coù).
Thôøi gian CPU ñeå xöû lyù moãi nuùt laø O(t).

° Do ñoù
– soá disk pages maø B-TREE-SEARCH truy caäp laø (h) = (log t n), 

vôùi h laø chieàu cao cuûa caây, n laø soá khoaù cuûa caây.
– B-TREE-SEARCH caàn thôøi gian CPU O(t h) = O(t log t n).
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Taïo moät B-caây troáng

° Thuû tuïc ñeå taïo moät nuùt goác troáng
– Goïi thuû tuïc ALLOCATE-NODE ñeå chieám moät disk page laøm moät 

nuùt môùi.

– B-TREE-CREATE caàn O(1) thôøi gian CPU vaø O(1) disk operations.

B-TREE-CREATE(T )
1 x  ALLOCATE-NODE()
2 leaf [x]  TRUE
3 n[x]  0
4 DISK-WRITE(x)
5 root[T]  x
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Cheøn moät khoùa vaøo moät B-caây

° Khi moät nuùt y laø ñaày (n[y] = 2t - 1), ñònh nghóa khoùa giöõa (median 
key) cuûa y laø khoùa keyt [y].

° Ta seõ cheøn khoùa vaøo moät laù cuûa caây. Ñeå traùnh tröôøng hôïp cheøn khoùa 
vaøo moät laù ñaõ ñaày, ta caàn moät thao taùc taùch (split) moät nuùt ñaày y. 
Thao taùc naøy
– taùch nuùt ñaày y quanh nuùt giöõa cuûa noù thaønh hai nuùt, moãi nuùt coù       

t - 1 khoùa
– di chuyeån nuùt giöõa leân nuùt cha cuûa y (phaûi laø nuùt khoâng ñaày) vaøo 

moät vò trí thích hôïp.
° Ñeå cheøn khoùa maø chæ caàn moät löôït ñi töø nuùt goác ñeán moät laù, ta seõ 

taùch moïi nuùt ñaày maø ta gaëp treân ñöôøng ñi töø goác ñeán nuùt laù.
– Phaûi ñaûm baûo ñöôïc raèng khi taùch moät nuùt ñaày y thì nuùt cha cuûa 

noù phaûi laø khoâng ñaày.
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Ví duï taùch moät nuùt ñaày

° Baäc toái thieåu t = 4. Vaäy soá khoùa toái ña cuûa moät nuùt laø 7.
° Taùch nuùt ñaày y laø con cuûa nuùt khoâng ñaày x.

 N    W 

P    Q    R    S    T    U    V   

T8T1 T2 T7T6T5T4T3

 N     S     W 

P    Q    R  T    U    V

T1 T2 T4T3 T5 T6 T8T7

x

y = ci [x] y = ci [x] z = ci 1[x]
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Taùch moät nuùt cuûa moät B-caây

° Thuû tuïc B-TREE-SPLIT-CHILD

– Input: moät nuùt trong khoâng ñaày x, moät chæ soá i maø nuùt y = ci [x] laø 
moät nuùt ñaày

– Thuû tuïc taùch y thaønh hai nuùt vaø chænh x ñeå cho x coù theâm moät nuùt 
con.

B-TREE-SPLIT-CHILD(x, i, y)
1 z  ALLOCATE-NODE
2 leaf [z]  leaf [y]
3 n[z]  t  1
4 for j  1 to t  1
5 do keyj [z]  keyj + t [y]
6 if not leaf [y]
7 then for j  1 to t
8 do cj [z]  cj + t [y]
9 n[y]  t  1

 N    W 

P    Q    R    S    T    U    V   

x

y = ci [x]
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Taùch moät nuùt cuûa moät B-caây

(tieáp)

10 for j  n[x]  1 downto i  1
11 do cj +1 [x]  cj [x]
12 ci +1 [x]  z
13 for j  n[x] downto i
14 do keyj +1 [x]  keyj [x]
15 keyi [x]  keyt [y]
16 n[x]  n[x]  1
17 DISK-WRITE(y)
18 DISK-WRITE(z)
19 DISK-WRITE(x)
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Taùch moät nuùt cuûa moät B-caây

(tieáp)
° B-TREE-SPLIT-CHILD caàn

– (t) thôøi gian CPU (caùc doøng 4-5 vaø 7-8)
– O(1) disk operations (caùc doøng 17-19).
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Cheøn moät khoùa vaøo trong moät B-caây

° Thuû tuïc B-TREE-INSERT ñeå cheøn moät khoùa k vaøo moät B-caây T.
— Thuû tuïc goïi B-TREE-SPLIT-CHILD ñeå ñaûm baûo khi goïi ñeä quy thì 

seõ khoâng bao giôø xuoáng moät nuùt ñaõ ñaày.

B-TREE-INSERT(T, k)
1 r  root[T ]
2 if n[r] = 2t  1
3 then s  ALLOCATE-NODE()
4 root[T]  s
5 leaf [s]  FALSE
6 n[s]  0
7 c1[s]  r
8 B-TREE-SPLIT-CHILD(s, 1, r)
9 B-TREE-INSERT-NONFULL(s, k)

10 else B-TREE-INSERT-NONFULL(r, k)
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Taùch moät nuùt goác ñaày

° Ví duï: taùch moät nuùt goác ñaày cuûa moät B-caây maø baäc toái thieåu laø t = 4.
° Nuùt goác môùi laø s. Nuùt goác cuõ r ñöôïc taùch thaønh hai nuùt con cuûa s.
° Chieàu cao cuûa moät B-caây taêng theâm 1 moãi khi nuùt goác ñöôïc taùch.

A    D    F    H    L    N    P   

T8T1 T2 T7T6T5T4T3

H

A    D    F  L    N    P

T1 T2 T4T3 T5 T6 T8T7

root[T ]

root[T ]

r r

s
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Cheøn moät khoùa vaøo moät nuùt khoâng ñaày

° Thuû tuïc ñeå cheøn moät khoùa vaøo moät nuùt khoâng ñaày 

B-TREE-INSERT-NONFULL(x, k)
1 i  n[x]
2 if leaf [x]
3 then while i  1 and k  keyi [x]
4 do keyi+1[x]  keyi [x]
5 i  i  1
6 keyi+1[x]  k
7 n[x]  n[x]  1
8 DISK-WRITE(x)

 N    W 

x

nuùt laù
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Cheøn moät khoùa vaøo moät nuùt khoâng ñaày

(tieáp)

9 else while i  1 and k  keyi [x]
10                             do i  i  1
11                     i  i  1
12 DISK-READ(ci [x])
13 if n[ci [x]] = 2t  1
14 then B-TREE-SPLIT-CHILD(x, i, ci [x])
15 if k  keyi [x]
16 then i  i  1
17 B-TREE-INSERT-NONFULL(ci [x], k)

 N    W 

P    Q    R    S    T

x

y = ci [x]
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Phaân tích cheøn moät khoùa vaøo trong moät B-caây

° Thuû tuïc B-TREE-INSERT caàn
– soá truy caäp ñóa laø O(h) vì soá laàn goïi DISK-READ vaø DISK-WRITE

giöõa caùc goïi B-TREE-INSERT-NONFULL laø O(1).
– thôøi gian CPU laø O(t h) = O(t log t n)
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° Cho moät B-caây vôùi baäc toái thieåu t = 3
° Caây luùc ñaàu

° Ñaõ cheøn B vaøo

Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi cheøn moät khoùa vaøo moät B-caây

G   M   P   X

A   C   D   E J   K N   O R   S   T   U   V Y   Z

G   M   P   X

A   B   C   D   E J   K N   O R   S   T   U   V Y   Z
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi cheøn moät khoùa vaøo moät B-caây

G   M   P   X

A   B   C   D   E J   K N   O R   S   T   U   V Y   Z

G   M   P   T   X

A   B   C   D   E J   K N   O R   S Y   ZU   V

G   M   P   T   X

A   B   C   D   E J   K N   O Y   ZQ   R   S U   V

Ñaõ cheøn Q vaøo caây:

(tieáp)
Cheøn Q vaøo caây
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi cheøn moät khoùa vaøo moät B-caây

(tieáp)
° Cheøn L vaøo caây G   M   P   T   X

A   B   C   D   E J   K N   O Y   ZQ   R   S U   V

T   XG   M

A   B   C   D   E J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

T   XG   M

A   B   C   D   E N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

J   K

° Ñaõ cheøn L vaøo caây:
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi cheøn moät khoùa vaøo moät B-caây

(tieáp)
° Cheøn F vaøo caây

T   XG   M

A   B   C   D   E J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

T   XC   G   M

J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E   F

T   XC   G   M

J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

° Ñaõ cheøn F vaøo caây:
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

Thuû tuïc B-TREE-DELETE(x, k) ñeå xoùa khoùa k khoûi caây con coù goác taïi 
x baûo ñaûm raèng khi B-TREE-DELETE ñöôïc goïi ñeä quy leân x thì

— soá khoùa trong x phaûi  t (baäc toái thieåu cuûa caây).
Do ñoù ñoâi khi moät khoùa ñöôïc di chuyeån (töø moät nuùt thích hôïp khaùc) 
vaøo moät nuùt tröôùc khi ñeä quy xuoáng nuùt ñoù.
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

B-TREE-DELETE(x, k)
1. Neáu khoùa k coù trong nuùt x vaø x laø moät nuùt laù thì xoùa k khoûi x.

2. Neáu khoùa k coù trong nuùt x vaø x laø moät nuùt trong thì
a. Neáu nuùt con y ôû tröôùc k coù ít nhaát t khoùa thì tìm khoùa tröôùc 
(predecessor) k’ cuûa k trong caây con coù goác taïi y. Xoùa k’ baèng caùch 
goïi ñeä quy B-TREE-DELETE(y, k’), thay k baèng k’ trong x.

 k   

 k’

x

y
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

B-TREE-DELETE(x, k)
1. ...
2. Neáu khoùa k coù trong nuùt x vaø x laø moät nuùt trong thì

a. ...
b. Töông töï, neáu nuùt con z ôû sau k coù ít nhaát t khoùa thì tìm khoùa sau 
(successor) k’ cuûa k trong caây con coù goác taïi z. Xoùa k’ baèng caùch goïi 
ñeä quy B-TREE-DELETE(z , k’), thay k baèng k’ trong x.

 k   

k’            

x

z
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

B-TREE-DELETE(x, k)
1. ...
2. Neáu khoùa k coù trong nuùt x vaø x laø moät nuùt trong thì

a. ...
b. ...
c. Neáu khoâng, caû y laån z ñeàu chæ coù t  1 khoùa, hôïp nhaát k vaø nguyeân 
caû z vaøo y, thaønh ra x maát k vaø con troû ñeán z , vaø baây giôø y chöùa 2t 
1 khoùa. Giaûi phoùng (free) z vaø goïi ñeä quy B-TREE-DELETE(y, k) ñeå 
xoùa k khoûi caây coù goác y.

 k   

 k’

x

y l’ z
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

 

 k’   k   l’       

x

y z
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

B-TREE-DELETE(x, k)
1. ...
2. ...
3. Neáu khoùa k khoâng coù trong nuùt trong x thì xaùc ñònh goác ci[x] cuûa caây 
con chöùa k, neáu k coù trong caây. Neáu ci [x] chæ coù t  1 khoùa, thöïc thi 
böôùc 3a hay 3b neáu caàn ñeå ñaûm baûo raèng ta seõ xuoáng ñeán moät nuùt 
chöùa ít nhaát t khoùa. Xong roài goïi B-TREE-DELETE leân nuùt con thích 
hôïp cuûa x.
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

3. ...
a. Neáu ci [x] chæ coù t  1 khoùa, nhöng laïi coù moät nuùt anh em vôùi ít 
nhaát t khoùa, thì cho ci [x] theâm moät khoùa baèng caùch ñem moät khoùa 
töø x xuoáng ci [x], ñem moät khoùa töø nuùt anh em ngay beân traùi hay 
ngay beân phaûi cuûa ci [x] leân x, vaø ñem con troû töông öùng töø nuùt 
anh em vaøo ci [x] .

 m   

 l

x
ci [x]

n n’ 
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

 n   

 l m

x
ci [x]

n’ 
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

3. ...
a. ...
b. Neáu ci [x] vaø moïi nuùt anh em cuûa noù chæ coù t  1 khoùa, thì hôïp 
nhaát ci [x] vaø moät nuùt anh em baèng caùch ñem moät khoùa töø x xuoáng 
nuùt môùi taïo, khoùa naøy seõ laø khoùa giöõa cuûa nuùt.

 l   l’ x

ci [x]

m  m’ n  h
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

 l’   x

n  h   l   m   m’
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Xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

(tieáp)

Thuû tuïc B-TREE-DELETE caàn
— soá truy caäp leân ñóa laø O(h) vì coù O(1) laàn goïi DISK-READ vaø 

DISK-WRITE giöõa caùc goïi ñeä quy cuûa thuû tuïc.
— thôøi gian CPU cuûa thuû tuïc laø O(t h) = O(t log t n).
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

° Cho moät B-caây coù baäc toái thieåu t = 3
° Caây luùc ñaàu, xoùa F khoûi caây 

T   XC   G   M

J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E   F

T   XC   G   M

J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

° F ñaõ ñöôïc xoùa: tröôøng hôïp 1
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

° Xoùa M khoûi caây: tröôøng hôïp 2a

T   XC   G   M

J   K N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

T   XC   G   M

J   K   L N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

T   XC   G   L

J   K N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

° M ñaõ ñöôïc xoùa:

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



22.9.2004 Ch. 4: B-Trees 44

Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

° Xoùa G khoûi caây: tröôøng hôïp 2c

T   XC   L

N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E   G   J   K

T   XC   G   L

J   K N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E

T   XC   L

N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E   J   K

° G ñaõ ñöôïc xoùa:
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

° Xoùa D khoûi caây: tröôøng hôïp 3b

T   XC   L

N   O Y   ZQ   R   S U   V

P

A   B D   E   J   K

C    L    P    T    X

N   O Y   ZQ   R   S U   VA   B D   E   J   K

C    L    P    T    X

N   O Y   ZQ   R   S U   VA   B E   J   K

° D ñaõ ñöôïc xoùa:
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Ví duï cho caùc tröôøng hôïp khi xoùa moät khoùa khoûi moät B-caây

° Xoùa B khoûi caây: tröôøng hôïp 3a

C    L    P    T    X

N   O Y   ZQ   R   S U   VA   B E   J   K

E    L    P    T    X

N   O Y   ZQ   R   S U   VA   B   C J   K

E    L    P    T    X

N   O Y   ZQ   R   S U   VA   C J   K

° B ñaõ ñöôïc xoùa khoûi caây:
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Caùc heap hôïp nhaát ñöôïc

ª Heap nhò phaân
ª Moät heap hôïp nhaát ñöôïc (mergeable heap) laø moät caáu truùc döõ lieäu hoã 

trôï naêm thao taùc sau (goïi laø caùc thao taùc heap hôïp nhaát ñöôïc).
– MAKE-HEAP() taïo vaø traû veà moät heap troáng.
– INSERT(H, x) cheøn nuùt x, maø tröôøng key cuûa noù ñaõ ñöôïc ñieàn, vaøo 

heap H .
– MINIMUM(H) traû veà moät con troû chæ ñeán nuùt trong heap H maø khoùa 

cuûa noù laø nhoû nhaát.
– EXTRACT-MIN(H) taùch ra nuùt coù khoùa nhoû nhaát khoûi H, vaø traû veà 

moät con troû chæ ñeán nuùt ñoù.
– UNION(H1, H2) taïo vaø traû veà moät heap môùi chöùa taát caû caùc nuùt cuûa 

caùc heaps H1 vaø H2 . Caùc heaps H1 vaø H2 seõ bò huûy bôûi thao taùc 
naøy.
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Thôøi gian chaïy cuûa caùc thao taùc leân heaps hôïp nhaát ñöôïc

ª n laø soá nuùt cuûa heap

Thuû tuïc heap heap heap
nhò phaân nhò thöùc Fibonacci
(worst-case) (worst-case) (khaáu hao)

MAKE-HEAP (1) (1) (1)
INSERT (lg n) O(lg n) (1)
MINIMUM (1) O(lg n) (1)
EXTRACT-MIN (lg n) (lg n) O(lg n)
UNION (n) O(lg n) (1)
DECREASE-KEY (lg n) (lg n) (1)
DELETE (lg n) (lg n) O(lg n)
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Heap nhò thöùc

ª Heap nhò thöùc
Hoã trôï theâm caùc thao taùc
– DECREASE-KEY(H, x, k) gaùn vaøo nuùt x trong heap H trò môùi k cuûa 

khoùa, k nhoû hôn hay baèng trò hieän thôøi cuûa khoùa.
– DELETE(H, x) xoùa nuùt x khoûi heap H.

ª Nhaän xeùt:
– Heap nhò thöùc khoâng hoå trôï thao taùc SEARCH höõu hieäu.
– Do ñoù, caùc thao taùc DECREASE-KEY vaø DELETE caàn moät con troû 

ñeán nuùt caàn ñöôïc xöû lyù.
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Ñònh nghóa caây nhò thöùc

ª Caây nhò thöùc Bk vôùi k = 0, 1, 2,… laø moät caây coù thöù töï ñöôïc ñònh nghóa 
ñeä quy:
– Caây nhò thöùc B0 goàm moät nuùt duy nhaát.
– Caây nhò thöùc Bk goàm hai caây nhò thöùc Bk - 1 ñöôïc lieân keát vôùi nhau 

theo moät caùch nhaát ñònh:
° Nuùt goác cuûa caây naøy laø con beân traùi nhaát cuûa nuùt goác cuûa caây 

kia.

B0

Bk - 1

Bk - 1

Bk
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Ñònh nghóa caây nhò thöùc

B1 B2 B3 B4B0

ñoä saâu

0

1

2

3

4
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Ñaëc tính cuûa caây nhò thöùc

ª Lemma (Ñaëc tính cuûa moät caây nhò thöùc)
Caây nhò thöùc Bk coù caùc tính chaát sau:

1. coù 2k nuùt,

2. chieàu cao cuûa caây laø k,
3. coù ñuùng         nuùt taïi ñoä saâu i vôùi i = 0, 1,..., k
4. baäc cuûa nuùt goác cuûa caây laø k, noù lôùn hôn baäc cuûa moïi nuùt khaùc; 
ngoaøi ra neáu caùc con cuûa nuùt goác ñöôïc ñaùnh soá töø traùi sang phaûi baèng 
k - 1, k - 2,..., 0, thì nuùt con i laø goác cuûa caây con Bi .









i
k

)!(!
!

iki
k

i
k











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Ñaëc tính cuûa caây nhò thöùc

Chöùng minh
Duøng quy naïp theo k.
Böôùc cô baûn: deã daøng thaáy caùc tính chaát laø ñuùng cho B0

Böôùc quy naïp: giaû söû lemma laø ñuùng cho Bk - 1 .

1. Caây nhò thöùc Bk goàm hai Bk - 1 neân Bk coù 2k - 1 + 2k - 1 = 2k nuùt.

2. Do caùch lieân keát hai caây nhò thöùc Bk - 1 vôùi nhau ñeå taïo neân Bk neân 
ñoä saâu toái ña cuûa nuùt trong Bk baèng ñoä saâu toái ña cuûa nuùt trong Bk - 1
coäng theâm 1, töùc laø: (k - 1) + 1 = k.
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Ñaëc tính cuûa caây nhò thöùc

Chöùng minh (tieáp)
3. Goïi D(k, i) laø soá caùc nuùt taïi ñoä saâu i cuûa caây nhò thöùc Bk .





























 




i
k

i
k

i
k

ikDikDikD

            

            
1
11

)1,1(),1(),(

Ñoä saâu i - 1 Ñoä saâu i

Bk - 1

Bk - 1
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Ñaëc tính cuûa caây nhò thöùc

Chöùng minh (tieáp)
4. Söû duïng hình sau.

Bk - 1Bk - 1

Bk - 2

B2
B1

B0

...
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Ñaëc tính cuûa caây nhò thöùc

ª Heä luaän
Baäc toái ña cuûa moät nuùt baát kyø trong moät caây nhò thöùc coù n nuùt laø lg n.
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Ñònh nghóa heap nhò thöùc

ª Ñònh nghóa
Moät heap nhò thöùc H laø moät taäp caùc caây nhò thöùc thoûa caùc tính chaát 
heap nhò thöùc sau
1. Moïi caây nhò thöùc trong H laø heap-ordered: moïi nuùt ñeàu coù khoùa 

lôùn hôn hay baèng khoùa cuûa nuùt cha cuûa noù.
2. Vôùi moïi soá nguyeân k  0 cho tröôùc thì coù nhieàu nhaát moät caây nhò 

thöùc trong H maø goác cuûa noù coù baäc laø k.
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Tính chaát cuûa heap nhò thöùc

ª Tính chaát
1. Goác cuûa moät caây trong moät heap nhò thöùc chöùa khoùa nhoû nhaát 

trong caây.
2. Moät heap nhò thöùc H vôùi n nuùt goàm nhieàu laém laø lg n + 1 caây nhò 

thöùc.
Chöùng minh
1. Hieån nhieân.
2. n coù bieåu dieãn nhò phaân duy nhaát, bieåu dieãn naøy caàn  lg n + 1

bits, coù daïng b lg n , b lg n - 1 ,..., b0 sao cho

Cuøng vôùi ñònh nghóa 2, ta thaáy caây nhò thöùc Bi xuaát hieän trong H
neáu vaø chæ neáu bi = 1.

 
i

n

i
ibn 2

lg

0



 1 0 1 010 =
3      2     1     0
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Bieåu dieãn heap nhò thöùc

moät caây nhò thöùc

“beân traùi laø con,
beân phaûi laø anh em”
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Bieåu dieãn heap nhò thöùc

Qui taéc tröõ cho moãi caây nhò thöùc trong moät heap nhò thöùc: 
– bieåu dieãn theo kieåu “Beân traùi laø con, beân phaûi laø anh em” (left-

child, right-sibling representation)
ª Moãi nuùt x coù moät tröôøng sau:

– key[x]: tröõ khoùa cuûa nuùt.
ª Moãi nuùt x coù caùc con troû sau:

– p[x]: tröõ con troû ñeán nuùt cha cuûa x.
– child[x]: con troû ñeán con beân traùi nhaát cuûa x.

° Neáu x khoâng coù con thì child[x] = NIL

– sibling[x]: con troû ñeán anh em cuûa x ôû ngay beân phaûi x.
° Neáu x laø con beân phaûi nhaát cuûa cha cuûa noù thì sibling[x] = NIL.
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Bieåu dieãn heap nhò thöùc (tieáp)

ª Ngoaøi ra moãi nuùt x coøn coù moät tröôøng sau
– degree[x]: baäc cuûa x (= soá caùc con cuûa x)

ª Caùc goác cuûa caùc caây nhò thöùc trong moät heap nhò thöùc ñöôïc toå chöùc 
thaønh moät danh saùch lieân keát, goïi laø danh saùch caùc goác cuûa heap nhò 
thöùc.
– Khi duyeät danh saùch caùc goác cuûa moät heap nhò thöùc thì caùc baäc 

cuûa caùc goác theo thöù töï taêng daàn.
– Neáu x laø moät goác thì sibling[x] chæ ñeán goác keá ñeán trong danh saùch 

caùc goác.
ª Ñeå truy caäp moät heap nhò thöùc H

– head[H]: con troû chæ ñeán goác ñaàu tieân trong danh saùch caùc goác cuûa 
H.

° head[H] = NIL neáu H khoâng coù phaàn töû naøo.
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Taïo moät heap nhò thöùc

ª Thuû tuïc ñeå taïo moät heap nhò thöùc môùi:
MAKE-BINOMIAL-HEAP

– chieám choå cho vaø traû veà moät ñoái töôïng H vôùi head[H] = NIL.
– coù thôøi gian chaïy laø (1).
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Tìm khoùa nhoû nhaát

ª Thuû tuïc ñeå tìm khoùa nhoû nhaát trong moät heap nhò thöùc H coù n nuùt:
BINOMIAL-HEAP-MINIMUM

– traû veà moät con troû ñeán nuùt coù khoùa nhoû nhaát.

– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(lg n) vì caàn kieåm tra nhieàu laém laø 
lg n + 1 nuùt goác.

BINOMIAL-HEAP-MINIMUM(H)
1    y  NIL
2    x  head[H]
3    min 
4    while x  NIL
5           do if key[x] <min
6                    then min  key[x]
7                             y  x
8                x  sibling[x]
9    return y
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Lieân keát hai caây nhò thöùc

ª Thuû tuïc ñeå lieân keát hai caây nhò thöùc:
BINOMIAL-LINK

– lieân keát caây nhò thöùc Bk - 1 coù goác taïi nuùt y vaøo caây nhò thöùc Bk - 1
coù goác taïi nuùt z ñeå taïo ra caây nhò thöùc Bk . Nuùt z trôû neân goác cuûa 
moät caây Bk .

– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(1).

BINOMIAL-LINK(y, z)
1    p[y]  z
2    sibling[y]  child[z]
3    child[z]  y
4    degree[z]  degree[z] + 1
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Hoøa nhaäp hai heap nhò thöùc

ª Thuû tuïc ñeå hoøa nhaäp (merge) danh saùch caùc goác cuûa heap nhò thöùc H1
vaø danh saùch caùc goác cuûa heap nhò thöùc H2 :
BINOMIAL-HEAP-MERGE(H1 , H2 )
– hoøa nhaäp caùc danh saùch caùc goác cuûa H1 vaø H2 thaønh moät danh saùch 

caùc goác duy nhaát maø caùc baäc coù thöù töï taêng daàn.
– neáu caùc danh saùch caùc goác cuûa H1 vaø H2 coù toång coäng laø m goác, thì 

thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(m).
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Hôïp hai heap nhò thöùc

ª Thuû tuïc ñeå hôïp hai heap nhò thöùc:
BINOMIAL-HEAP-UNION

– hôïp nhaát hai heap nhò thöùc H1 vaø H2 vaø traû veà heap keát quaû.

BINOMIAL-HEAP-UNION(H1 , H2)
1 H  MAKE-BINOMIAL-HEAP()
2 head[H]  BINOMIAL-HEAP-MERGE(H1 , H2)
3 traû laïi caùc ñoái töôïng H1 vaø H2 nhöng giöû laïi caùc danh saùch maø 

chuùng chæ vaøo
4 if head[H] = NIL

5 then return H
6 prev-x  NIL

7 x  head[H]
8 next-x  sibling[x]
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Hôïp hai heap nhò thöùc
(tieáp)

9  while next-x  NIL
10         do if (degree[x]  degree[next-x] hay

(sibling[next-x]  NIL
vaø degree[sibling[next-x]] = degree[x])

11                 then prev-x  x  Tröôøng hôïp 1 vaø 2
12                          x  next-x  Tröôøng hôïp 1 vaø 2
13                 else if key[x]  key [next-x]
14                             then sibling[x]  sibling[next-x]  Tröôøng hôïp 3
15                                      BINOMIAL-LINK(next-x, x)  Tröôøng hôïp 3
16                             else if prev-x = NIL  Tröôøng hôïp 4
17                                         then head[H]  next-x  Tröôøng hôïp 4
18                                         else sibling[prev-x]  next-x  Tröôøng hôïp 4
19                                     BINOMIAL-LINK(x, next-x)  Tröôøng hôïp 4
20                                     x  next-x  Tröôøng hôïp 4
21              next-x  sibling[x] 
22  return H
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Ví duï thöïc thi BINOMIAL-HEAP-UNION
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Ví duï thöïc thi BINOMIAL-HEAP-UNION (tieáp)
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Caùc tröôøng hôïp xaûy ra trong BINOMIAL-HEAP-UNION
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Phaân tích BINOMIAL-HEAP-UNION

ª Thôøi gian chaïy cuûa BINOMIAL-HEAP-UNION laø O(lg n), vôùi n laø soá nuùt 
toång coäng trong caùc heaps H1 vaø H2 . Ñoù laø vì
– Goïi n1 laø soá nuùt cuûa H1, vaø n2 laø soá nuùt cuûa H2 , ta coù n = n1 + n2 .
– Do ñoù H1 chöùa toái ña lg n1 + 1 nuùt goác, vaø H2 chöùa toái ña lg n2
+ 1 nuùt goác. Vaäy BINOMIAL-HEAP-MERGE chaïy trong thôøi gian 
O(lg n).

– H chöùa toái ña lg n1 + lg n2 + 2 = O(lg n) nuùt ngay sau khi thöïc 
thi xong BINOMIAL-HEAP-MERGE. Do ñoù voøng laëp while laëp toái ña 
lg n1 + lg n2 + 2 laàn, moãi laàn laëp toán O(1) thôøi gian.
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ª Thuû tuïc ñeå cheøn moät nuùt vaøo moät heap nhò thöùc:
BINOMIAL-HEAP-INSERT

– cheøn moät nuùt x vaøo moät heap nhò thöùc H, giaû söû ñaõ daønh choå cho x
vaø khoùa cuûa x, key[x], ñaõ ñöôïc ñieàn vaøo.

– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(lg n).

Cheøn moät nuùt

BINOMIAL-HEAP-INSERT(H, x)
1    H’  MAKE-BINOMIAL-HEAP()
2    p[x]  NIL
3    child[x]  NIL
4    sibling[x]  NIL
5    degree[x]  0
6    head[H’]  x
7    H  BINOMIAL-HEAP-UNION(H, H’)
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Taùch ra nuùt coù khoùa nhoû nhaát

ª Thuû tuïc ñeå taùch ra nuùt coù khoùa nhoû nhaát khoûi heap nhò thöùc:
BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN

– ñem nuùt coù khoùa nhoû nhaát khoûi heap nhò thöùc H vaø traû veà moät con 
troû chæ ñeán nuùt ñöôïc taùch ra.

BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
1     tìm trong danh saùch caùc goác cuûa H goác x coù khoùa nhoû nhaát,

vaø ñem x ra khoûi danh saùch caùc goác cuûa H
2     H’  MAKE-BINOMIAL-HEAP()
3     ñaûo ngöôïc thöù töï cuûa caùc con cuûa x trong danh saùch lieân

keát cuûa chuùng, vaø gaùn vaøo head[H’] con troû chæ ñeán ñaàu
cuûa danh saùch coù ñöôïc

4     H  BINOMIAL-HEAP-UNION(H, H’)
5     return x
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Taùch ra nuùt coù khoùa nhoû nhaát

(tieáp)
– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(lg n) vì neáu H coù n nuùt thì moãi 

doøng töø 1 ñeán 4 thöïc thi trong thôøi gian O(lg n).
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Ví duï thöïc thi BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN
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Giaûm khoùa

ª Thuû tuïc ñeå giaûm khoùa cuûa moät nuùt trong moät heap nhò thöùc thaønh moät 
trò môùi:
BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY

– giaûm khoùa cuûa moät nuùt x trong moät heap nhò thöùc H thaønh moät trò 
môùi k.
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Giaûm khoùa

– Tính chaát heap-ordered cuûa caây chöùa x phaûi ñöôïc duy trì!

– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(lg n): vì x coù ñoä saâu toái ña laø lg 
n neân voøng laëp while (doøng 6-10) laëp toái ña lg n laàn.

BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, k)
1    if k > key[x]
2         then error “khoùa môùi lôùn hôn khoùa hieän thôøi”
3    key[x]  k
4    y  x
5    z  p[y]
6    while z  NIL vaø key[y] < key[z]
7            do traùo key[y]  key[z]
8                  Neáu y vaø z coù thoâng tin phuï thì cuõng traùo chuùng
9                 y  z

10                 z  p[y]
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Ví duï thöïc thi BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY
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Xoùa moät khoùa

ª Thuû tuïc ñeå xoùa khoùa cuûa moät nuùt x:
BINOMIAL-HEAP-DELETE

– xoùa khoùa cuûa moät nuùt x khoûi heap nhò thöùc H.

– Thôøi gian chaïy cuûa thuû tuïc laø O(lg n).

BINOMIAL-HEAP-DELETE(H, x)
1    BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, )
2    BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
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Fibonacci heap

ª ÖÙng duïng cuûa Fibonacci heap
– Giaûi thuaät Prim ñeå xaùc ñònh moät caây khung nhoû nhaát trong moät ñoà 

thò coù troïng soá.
– Giaûi thuaät Dijkstra ñeå tìm moät ñöôøng ñi ngaén nhaát trong ñoà thò coù 

höôùng vaø coù troïng soá döông.
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Caáu truùc cuûa Fibonacci heap

ª Ñònh nghóa
• Moät Fibonacci heap laø moät taäp caùc caây maø moãi caây ñeàu laø heap-

ordered.
– Caây trong Fibonacci heap khoâng caàn thieát phaûi laø caây nhò thöùc.
– Caây trong Fibonacci heap laø coù goác nhöng khoâng coù thöù töï 

(unordered).
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Caáu truùc cuûa Fibonacci heap (tieáp)

ª Hieän thöïc Fibonacci heap trong boä nhôù:
Moãi nuùt x coù caùc tröôøng
– p[x]: con troû ñeán nuùt cha cuûa noù.
– child[x]: con troû ñeán moät con naøo ñoù trong caùc con cuûa noù.

° Caùc con cuûa x ñöôïc lieân keát vôùi nhau trong moät danh saùch voøng 
lieân keát keùp (circular, doubly linked list), goïi laø danh saùch caùc 
con cuûa x.

° Moãi con y trong danh saùch caùc con cuûa x coù caùc con troû
– left[y], right[y] chæ ñeán caùc anh em beân traùi vaø beân phaûi cuûa 

y.
Neáu y laø con duy nhaát cuûa x thì left[y] = right[y] = y.
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Caáu truùc cuûa Fibonacci heap

(tieáp)
Caùc tröôøng khaùc trong nuùt x
– degree[x]: soá caùc con chöùa trong danh saùch caùc con cuûa nuùt x
– mark[x]: coù trò bool laø TRUE hay FALSE,

chæ raèng x coù maát moät con hay khoâng keå töø laàn cuoái maø x ñöôïc laøm 
thaønh con cuûa moät nuùt khaùc.
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Caáu truùc cuûa Fibonacci heap

(tieáp)
• Neáu H laø Fibonacci heap

– Truy caäp H baèng con troû min[H] ñeán nuùt goác cuûa caây chöùa khoaù 
nhoû nhaát goïi laø nuùt nhoû nhaát cuûa H.

° Neáu H laø troáng thì min[H] = NIL.
– Taát caû caùc nuùt goác cuûa caùc caây trong H ñöôïc lieân keát vôùi nhau bôõi 

caùc con troû left vaø right cuûa chuùng thaønh moät saùch lieân keát keùp 
voøng goïi laø danh saùch caùc goác cuûa H.

– n[H]: soá caùc nuùt hieän coù trong H.
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Caáu truùc cuûa Fibonacci heap: ví duï

moät danh saùch
caùc con

danh saùch
caùc goác
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Haøm theá naêng

ª Duøng phöông phaùp theá naêng ñeå phaân tích hieäu suaát cuûa caùc thao taùc 
leân caùc Fibonacci heap.

ª Cho moät Fibonacci heap H
– goïi soá caùc caây cuûa Fibonacci heap H laø t(H)
– goïi soá caùc nuùt x ñöôïc ñaùnh daáu (mark[x] = TRUE) laø m(H).

• Haøm theá naêng cuûa H ñöôïc ñònh nghóa nhö sau
– (H) = t(H) + 2 m(H)
– theá naêng cuûa moät taäp caùc Fibonacci heap laø toång cuûa caùc theá naêng 

cuûa caùc Fibonacci heap thaønh phaàn.
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Haøm theá naêng (tieáp)

ª Khi baét ñaàu haøm theá naêng coù trò laø 0, sau ñoù haøm theá naêng coù trò  0. 
Do ñoù chi phí khaáu hao toång coäng laø moät caän treân cuûa chi phí thöïc söï 
toång coäng cho daûy caùc thao taùc.
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Baäc toái ña

ª Goïi D(n) laø caän treân cho baäc lôùn nhaát cuûa moät nuùt baát kyø trong moät 
Fibonacci heap coù n nuùt.

ª Seõ chöùng minh: D(n) = O(lg n).

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.10.2004 Chöông 6: Fibonacci Heaps 10

Caùc thao taùc leân heap hôïp nhaát ñöôïc

ª Neáu chæ duøng caùc thao taùc leân heap hôïp nhaát ñöôïc:
– MAKE-HEAP

– INSERT

– MINIMUM

– EXTRACT-MIN

– UNION

• thì moãi Fibonacci heap laø moät taäp caùc caây nhò thöùc “khoâng thöù töï ”.
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Caây nhò thöùc khoâng thöù töï

ª Moät caây nhò thöùc khoâng thöù töï (unordered binomial tree) ñöôïc ñònh 
nghóa ñeä quy nhö sau
– Caây nhò thöùc khoâng thöù töï U0 goàm moät nuùt duy nhaát.
– Moät caây nhò thöùc khoâng thöù töï Uk ñöôïc taïo bôûi hai caây nhò thöùc 

khoâng thöù töï Uk - 1 baèng caùch laáy goác cuûa caây naøy laøm con (vò trí 
trong danh saùch caùc con laø tuøy yù) cuûa goác cuûa caây kia.

ª Lemma 19.1 ñuùng cho caùc caây nhò thöùc cuõng ñuùng cho caùc caây nhò 
thöùc khoâng thöù töï, nhöng vôùi thay ñoåi sau cho tính chaát 4:
4’. Ñoái vôùi caây nhò thöùc khoâng thöù töï Uk , nuùt goác coù baäc laø k, trò k lôùn 
hôn baäc cuûa moïi nuùt baát kyø khaùc. Caùc con cuûa goác laø goác cuûa caùc caây 
con U0 , U1 ,..., Uk - 1 trong moät thöù töï naøo ñoù.
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Taïo moät Fibonacci heap môùi

ª Thuû tuïc ñeå taïo moät Fibonacci heap troáng:
• MAKE-FIB-HEAP

– caáp phaùt vaø traû veà ñoái töôïng Fibonacci heap H, vôùi
n[H] = 0,
min[H] = NIL

ª Phaân tích thuû tuïc MAKE-FIB-HEAP

– Chi phí thöïc söï laø O(1)
– Theá naêng cuûa Fibonacci heap roãng laø
(H) = t(H) + 2 m(H)

= 0 .
– Vaäy chi phí khaáu hao laø O(1).
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Cheøn moät nuùt vaøo Fibonacci heap

ª Thuû tuïc ñeå cheøn moät nuùt vaøo moät Fibonacci heap:
FIB-HEAP-INSERT

– cheøn nuùt x (maø key[x] ñaõ ñöôïc gaùn trò) vaøo Fibonacci heap H

FIB-HEAP-INSERT(H, x)
1    degree[x]  0
2    p[x]  NIL
3    child[x]  NIL
4    left [x]  x
5    right [x]  x
6    mark [x]  FALSE
7    noái danh saùch caùc goác chöùa x vaøo danh saùch caùc goác cuûa H
8    if min[H] = NIL or key[x] < key [min[H]]
9        then min[H]  x

10    n[H]  n[H] + 1
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Ví duï cheøn moät nuùt vaøo Fibonacci heap

• (tieáp)

23 7 3 17 24

18 52 38 30 26 46

354139

23 7 3 17 24

18 52 38 30 26 46

354139

21

min[H ]

min[H ]

FIB-HEAP-INSERT(H, x), vôùi key[x ] = 21
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Cheøn moät nuùt vaøo Fibonacci heap (tieáp)

ª Phaân tích thuû tuïc FIB-HEAP-INSERT:
Phí toån khaáu hao laø O(1) vì
– Goïi H laø Fibonacci heap ñaàu vaøo, vaø H’ laø Fibonacci heap keát 

quaû.
– Ta coù: t(H’) = t(H) + 1,

m(H’) = m(H).
Vaäy hieäu theá (H’) -(H) baèng

((t(H) + 1) + 2m(H)) - (t(H) + 2m(H)) = 1.
– Phí toån khaáu hao baèng

phí toån thöïc söï + hieäu theá = O(1) + 1
= O(1).
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Tìm nuùt nhoû nhaát

ª Con troû min[H] chæ ñeán nuùt nhoû nhaát cuûa Fibonacci heap H.
ª Phaân tích:

– Phí toån thöïc söï laø O(1)
– Hieäu theá laø 0 vì theá naêng cuûa H khoâng thay ñoåi
– Vaäy phí toån khaáu hao laø O(1) (= phí toån thöïc söï).
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Hôïp nhaát hai Fibonacci heap

ª Thuû tuïc ñeå hôïp nhaát hai Fibonacci heap:
FIB-HEAP-UNION

– hôïp nhaát caùc Fibonacci heap H1 vaø H2

– traû veà H, Fibonacci heap keát quaû

FIB-HEAP-UNION(H1, H2)
1    H  MAKE-FIB-HEAP()
2    min[H]  min[H1]
3    noái danh saùch caùc goác cuûa H2 vôùi danh saùch caùc goác cuûa H
4    if (min[H1] = NIL) or (min[H2]  NIL and min[H2]  min[H1])
5        then min[H]  min[H2]
6    n[H]  n[H1]  n[H2] 
7    giaûi phoùng (free) caùc ñoái töôïng H1 vaø H2
8    return H
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Hôïp nhaát hai Fibonacci heap

• (tieáp)
ª Ví duï: giaû söû min[H1] < min[H2]

min[H1] min[H2]

min[H]
FIB-HEAP-UNION[H1, H2]
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Hôïp nhaát hai Fibonacci heap (tieáp)

ª Phaân tích thuû tuïc FIB-HEAP-UNION:
Phí toån khaáu hao ñöôïc tính töø
– phí toån thöïc söï laø O(1)
– hieäu theá laø
(H) - ((H1) + (H2))

= (t(H) + 2m(H)) - ((t(H1) + 2m(H1)) + (t(H2) + 2m(H2)))
= 0, vì t(H) = t(H1) + t(H2) vaø

m(H) = m(H1) + m(H2)
– Vaäy phí toån khaáu hao = phí toån thöïc söï + hieäu theá 

= O(1)
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Taùch ra nuùt nhoû nhaát

ª Thuû tuïc ñeå taùch ra nuùt nhoû nhaát:
FIB-HEAP-EXTRACT-MIN

– taùch nuùt nhoû nhaát khoûi Fibonacci heap H

FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
1     z  min[H]
2     if z  NIL
3         then for moåi con x cuûa z
4                         do theâm x vaøo danh saùch caùc goác cuûa H
5                              p[x]  NIL
6                  ñem z ra khoûi danh saùch caùc goác cuûa H
7                  if z = right[z]
8                      then min[H]  NIL
9                      else min[H]  right[z]

10                              CONSOLIDATE(H)
11                  n[H]  n[H]  1
12     return z
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Cuûng coá (consolidate)

• Thuû tuïc phuï: cuûng coá danh saùch caùc goác cuûa moät Fibonacci heap H
– lieân keát moïi caëp goác coù cuøng baäc thaønh moät goác môùi cho ñeán khi 

moïi goác coù baäc khaùc nhau.

CONSOLIDATE(H )
1    for i  0 to D(n[H ])
2            do A[i ]  NIL
3    for moåi nuùt w trong danh saùch caùc goác cuûa H
4            do x  w
5                 d  degree[x ]
6                 while A[d ]  NIL
7                        do y  A[d ]
8                             if key[x ] > key[y ]
9                                 then traùo x  y

10                             FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
11                             A[d ]  NIL
12                             d  d + 1
13                 A[d ]  x
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Cuûng coá (consolidate)

• (tieáp)

14    min[H ]  NIL
15    for i  0 to D(n[H ])
16            do if A[i ]  NIL
17                     then theâm A[i ] vaøo danh saùch caùc goác cuûa H
18                              if min[H ] = NIL or key[A[i ]] < key[min[H ]]
19                                 then min[H ]  A[i ]
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Lieân keát hai goác coù cuøng baäc

– Thuû tuïc CONSOLIDATE lieân keát caùc goác coù cuøng baäc maõi cho ñeán 
khi moïi goác coù ñöôïc sau ñoù ñeàu coù baäc khaùc nhau. 

° Duøng thuû tuïc FIB-HEAP-LINK(H, y, x) ñeå taùch goác y khoûi danh 
saùch goác cuûa H, sau ñoù lieân keát goác y vaøo goác x, goác x vaø goác y
coù cuøng baäc.

FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
1     ñem y ra khoûi danh saùch caùc goác cuûa H
2     laøm y thaønh con cuûa x, taêng degree[x]
3     mark[y]  FALSE
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Thöïc thi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN: ví duï
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Thöïc thi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN: ví duï (tieáp)
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Chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN

ª Goïi H laø Fibonacci heap ngay tröôùc khi goïi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN, 
soá nuùt cuûa H laø n.
– Chi phí thöïc söï bao goàm:

° O(D(n)): vì coù nhieàu laém laø D(n) con cuûa nuùt nhoû nhaát caàn ñöôïc 
xöû lyù bôõi:
– FIB-HEAP-EXTRACT-MIN

– caùc doøng 1-2 vaø 14-19 cuûa CONSOLIDATE

° O(D(n) + t(H)): vì khi goïi CONSOLIDATE chieàu daøi cuûa danh 
saùch goác nhieàu laém laø D(n) + t(H)  1, maø thôøi gian chaïy voøng 
laëp for doøng 3-13 nhieàu laém laø tæ leä vôùi chieàu daøi cuûa danh 
saùch goác naøy.

– Vaäy chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN laø O(D(n) + t(H)).
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Chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN

ª Goïi H’ laø Fibonacci heap sau khi goïi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN leân H.
– Nhaéc laïi: haøm theá naêng cuûa H ñöôïc ñònh nghóa laø

• (H) = t(H) + 2 m(H)
– Bieát:

chi phí khaáu hao = chi phí thöïc söï + (H’)  (H)
° Ñaõ tính: phí toån thöïc söï cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN laø O(D(n) 

+ t(H)).
° Sau khi goïi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN leân H, soá goác (hay soá caây) 

cuûa H’ nhieàu laém laø D(n) + 1, vaø khoâng coù nuùt naøo ñöôïc ñaùnh 
daáu. Vaäy
• (H’) = (D(n) + 1) + 2 m(H).
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Chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN

• (tieáp)
– Do ñoù chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP-EXTRACT-MIN laø
• O(D(n) + t(H)) + ((D(n) + 1) + 2 m(H))  (t(H) + 2 m(H))

• = O(D(n)) + O(t(H))  t(H)

• = O(D(n)) ,
• vì coù theå scale up ñôn vò cuûa theá naêng ñeå khoáng cheá haèng soá aån 

trong O(t(H)).
• (Ví duï: vôùi O(t(H)) = 99t(H) + 77 thì coù theå choïn 1 ñôn vò theá naêng 

= 78 )

ñeán töø theá naêng
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Giaûm khoùa cuûa moät nuùt

ª Thuû tuïc ñeå giaûm khoùa cuûa moät nuùt:
FIB-HEAP-DECREASE-KEY

– giaûm khoùa cuûa nuùt x trong Fibonacci heap H thaønh trò môùi k nhoû 
hôn trò cuõ cuûa khoùa.

FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, k)
1    if k > key[x]
2        then error “khoùa môùi lôùn hôn khoùa hieän thôøi”
3    key[x]  k
4    y  p[x]
5    if y  NIL and key[x] < key[y]
6        then CUT(H, x, y)
7                 CASCADING-CUT(H, y)
8    if key[x] < key[min[H]]
9        then min[H]  x
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Giaûm khoùa cuûa moät nuùt (tieáp)

ª Thuû tuïc phuï ñeå caét lieân keát giöõa x vaø y, cha cuûa noù, sau ñoù laøm x
thaønh moät goác.

CUT(H, x, y)
1    ñem x ra khoûi danh saùch caùc con cuûa y, giaûm degree[y]
2    theâm x vaøo danh saùch caùc goác cuûa H
3    p[x]  NIL
4    mark[x]  FALSE
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Giaûm khoùa cuûa moät nuùt (tieáp)

ª Thuû tuïc phuï ñeå xöû lyù cha cuûa nuùt bò caét döïa treân tröôøng mark[x].

CASCADING-CUT(H, y)
1    z  p[y]
2    if z  NIL
3        then if mark[y] = FALSE
4                     then mark[y]  TRUE
5                     else CUT(H, y, z)
6                             CASCADING-CUT(H, z)
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Giaûm khoaù cuûa moät nuùt: ví duï

(a)       Heap ban ñaàu
(b)       Giaûm khoùa 46 thaønh 15
(c)-(e) Giaûm khoùa 35 thaønh 5
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Chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY

ª Goïi H laø Fibonacci heap ngay tröôùc khi goïi FIB-HEAP-DECREASE-KEY, 
soá nuùt cuûa H laø n.
– Chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY bao goàm:

° O(1): doøng 1-5 vaø 8-9,
° thôøi gian thöïc thi caùc cascading cuts. Giaû söû CASCADING-CUT 

ñöôïc goïi ñeä quy c laàn. Thôøi gian thöïc thi CASCADING-CUT laø 
O(1) khoâng keå caùc goïi ñeä quy.

c laàn
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Chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY

• (tieáp)
– Vaäy phí toån thöïc söï cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY laø O(c).
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Chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY

ª Goïi H’ laø Fibonacci heap sau khi goïi FIB-HEAP-DECREASE-KEY leân H.
– Nhaéc laïi: haøm theá naêng cuûa H ñöôïc ñònh nghóa laø

• (H) = t(H) + 2 m(H)
– chi phí khaáu hao = chi phí thöïc söï + (H’)  (H)

° Ñaõ tính: chi phí thöïc söï cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY laø O(c).
° Sau khi goïi FIB-HEAP-DECREASE-KEY leân H, thì H’ coù t(H) + c

caây.
• (H’)  (H)  (t(H) + c) + 2(m(H)  c + 2)  (t(H) + 2 m(H))         
•  4  c.

soá laàn goïi CUT baèng soá laàn goïi CASCADING-CUT = c, maø
– moãi laàn thöïc thi CUT thì 1 nuùt trôû thaønh caây
– moãi laàn thöïc thi CASCADING-CUT ngoaïi tröø laàn cuoái cuûa goïi ñeä

quy thì 1 nuùt ñöôïc unmarked vaø laàn cuoái cuûa goïi ñeä quy
CASCADING-CUT coù theå marks 1 nuùt.

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.10.2004 Chöông 6: Fibonacci Heaps 36

Chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP-DECREASE-KEY

• (tieáp)
– Do ñoù chi phí khaáu hao cuûa FIB-HEAP- DECREASE-KEY laø

• O(c) + 4  c = O(1),

• vì coù theå scale up ñôn vò cuûa theá naêng ñeå khoáng cheá haèng soá aån 
trong O(c).

ñeán töø theá naêng

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.10.2004 Chöông 6: Fibonacci Heaps 37

Xoùa moät nuùt

ª Thuû tuïc ñeå xoùa moät nuùt:
FIB-HEAP-DELETE

– Xoùa moät nuùt x khoûi moät Fibonacci heap H.

FIB-HEAP-DELETE(H, x)
1 FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, )
2 FIB-HEAP -EXTRACT-MIN(H)
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát

• Lemma (saùch: Lemma 21.1)
Cho x laø moät nuùt baát kyø trong moät Fibonacci heap, vaø giaû söû degree[x] 
= k. Goïi y1, y2,..., yk laø caùc con cuûa x ñöôïc xeáp theo thöù töï luùc chuùng 
ñöôïc lieân keát vaøo x, töø luùc sôùm nhaát ñeán luùc treã nhaát. Thì degree[y1] 
0 vaø degree[yi ]  i - 2 vôùi i = 2, 3,..., k.

...

x

y1 y2 yk
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát

(tieáp)
Chöùng minh
– Roõ raøng laø degree[y1]  0.

i  2:
– Khi yi ñöôïc lieân keát vaøo x thì y1, y2 ,..., yi - 1 laø trong taäp caùc con cuûa 

x neân khi ñoù degree[x]  i - 1.
° Nuùt yi ñöôïc lieân keát vaøo x chæ khi naøo degree[x] = degree[yi ], 

vaäy khi ñoù degree[yi ] cuõng  i - 1.
– Keå töø khi ñoù ñeán nay, nuùt yi maát nhieàu laém laø moät con, vì neáu noù 

maát hai con thì noù ñaõ bò caét khoûi x. Vaäy
degree[yi ]  (i - 1) - 1

 i - 2 .
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát (tieáp)

• Ñònh nghóa
• Vôùi k = 0, 1, 2,... ñònh nghóa Fk laø soá Fibonacci thöùù k:

• Lemma (saùch: Lemma 21.2, baøi taäp)
Vôùi moïi soá nguyeân k  0,

Lemma (Baøi taäp 2.2-8)
Vôùi moïi soá nguyeân k  0, ta coù Fk + 2  f k , trong ñoù f= (1 + 5) / 2, tæ 
soá vaøng.

0 neáu k = 0,
Fk =    1 neáu k = 1,

Fk - 1 + Fk - 2 neáu k  2.

.  


 
k

i
ik FF

0
2 1
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát (tieáp)

• Lemma (saùch: Lemma 21.3)
Cho x laø moät nuùt baát kyø trong moät Fibonacci heap, vaø cho k = 
degree[x]. Thì size(x)  Fk + 2  f k , trong ñoù f= (1 + 5) / 2.
Chöùng minh
– Goïi sk laø trò nhoû nhaát coù theå ñöôïc cuûa size(z) treân moïi nuùt z maø 

degree[z] = k.
– Roõ raøng laø s0 = 1, s1 = 2, s2 = 3.
– Ta coù sk  size(x)
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát

Chöùng minh (tieáp)

– vì sk laø taêng ñôn ñieäu theo k, neân töø degree[yi ]  i - 2 (Lemma 
21.1) ta coù . Vaäy

...








k

i
ydegree

k

i
s

x
sx

2
][2

*

            

)size(            
)size(

x

y1 y2 yk





k

i
ik ss

2
22

2][  iydegree ss
i
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát

Chöùng minh (tieáp)
– duøng quy naïp theo k ñeå chöùng minh raèng sk   Fk + 2 , vôùi k  0:

° Böôùc cô baûn: vôùi k = 0 vaø k = 1 laø roõ raøng.
° Böôùc quy naïp:

– Giaû thieát quy naïp: k  2 vaø si   Fi + 2 vôùi i = 0, 1,…, k - 1. Töø 
treân ta coù 

– vaäy: size(x)  sk   Fk + 2  f k .
21.2) (Lemma              

    

    

2

0

2

2
2

1

2

2
























k

k
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i

k

i
i

k

i
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Chaän treân leân baäc lôùn nhaát (tieáp)

• Heä luaän
Baäc lôùn nhaát D(n) cuûa nuùt baát kyø trong moät Fibonacci heap coù n nuùt laø 
O(lg n).

Chöùng minh
Duøng Lemma 21.3.
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2

Caùc thao taùc leân caáu truùc döõ lieäu caùc taäp rôøi nhau

ª Caáu truùc döõ lieäu caùc taäp rôøi nhau ñöôïc ñònh nghóa bôûi
– Moät taäp S cuûa caùc taäp ñoäng rôøi nhau, S = {S1 , S2 ,..., Sk}

° Moãi taäp Si ñöôïc töôïng tröng bôûi moät phaàn töû ñaïi dieän laø moät 
phaàn töû naøo ñoù cuûa noù.

– Caùc thao taùc
° MAKE-SET(x): taïo moät taäp môùi chæ goàm x. Vì caùc taäp laø rôøi 

nhau neân x khoâng ñöôïc ñang naèm trong moät taäp khaùc.
° UNION(x, y): taïo taäp hoäi cuûa caùc taäp ñoäng Sx vaø Sy laàn löôït chöùa 

x vaø y, vôùi ñieàu kieän laø Sx vaø Sy laø rôøi nhau. 
° FIND-SET(x): traû veà moät con troû chæ ñeán phaàn töû ñaïi dieän cuûa 

taäp chöùa x.
ª Ñeå cho goïn, seõ duøng “caùc taäp rôøi nhau” ñeå goïi “caáu truùc döõ lieäu caùc 

taäp rôøi nhau”.
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3

Caùc thao taùc leân caùc taäp rôøi nhau (tieáp)

ª Phaân tích thôøi gian chaïy cuûa caùc thao taùc seõ döïa treân hai tham soá sau
– n, soá caùc thao taùc MAKE-SET

– m, soá toång coäng caùc thao taùc MAKE-SET, UNION, vaø FIND-SET.

ª Nhaän xeùt:
– Sau n  1 laàn goïi UNION leân caùc taäp rôøi nhau thì coøn laïi ñuùng moät 

taäp.
– m  n.
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4

Moät öùng duïng cuûa caùc taäp rôøi nhau

ª Xaùc ñònh caùc thaønh phaàn lieân thoâng cuûa moät ñoà thò voâ höôùng
– Thuû tuïc CONNECTED-COMPONENTS xaùc ñònh caùc thaønh phaàn lieân 

thoâng cuûa moät ñoà thò voâ höôùng.

V[G] laø taäp caùc ñænh cuûa ñoà thò G, E[G] laø taäp caùc caïnh cuûa G.

CONNECTED-COMPONENTS(G)
1    for moãi ñænh v  V[G]
2           do MAKE-SET(v)
3    for moãi caïnh (u, v)  E[G]
4           do if FIND-SET(u)  FIND-SET(v) 
5                    then UNION(u, v)
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5

Moät öùng duïng cuûa caùc taäp rôøi nhau (tieáp)

– Thuû tuïc SAME-COMPONENT xaùc ñònh hai ñænh coù cuøng moät thaønh 
phaàn lieân thoâng hay khoâng.

SAME-COMPONENT(u, v)
1    if FIND-SET(u) = FIND-SET(v)
2         then return TRUE
3         else return FALSE
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6

Thao taùc leân caùc taäp rôøi nhau

ª Ví duï: moät ñoà thò vôùi 4 thaønh phaàn lieân thoâng
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7

Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau duøng danh saùch lieân keát

ª Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau duøng danh saùch lieân keát (linked-list 
representation of disjoint sets):
– Bieåu dieãn moåi taäp baèng moät danh saùch lieân keát. Trong moãi danh 

saùch lieân keát
° Ñoái töôïng ñöùng ñaàu ñöôïc duøng laøm phaàn töû ñaïi dieän cuûa taäp.
° Moåi ñoái töôïng trong danh saùch lieân keát chöùa

– phaàn töû cuûa taäp
– con troû chæ ñeán ñoái töôïng chöùa phaàn töû keá tieáp
– con troû chæ ñeán phaàn töû ñaïi dieän cuûa taäp.

° Con troû head chæ ñeán ñaïi dieän cuûa taäp. Con troû tail chæ ñeán phaàn 
töû cuoái trong danh saùch.
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Bieåu dieãn taäp baèng danh saùch lieân keát

ª Ví duï

head

tail

head

tail
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9

Bieåu dieãn taäp baèng danh saùch lieân keát (tieáp)

ª Hieän thöïc caùc thao taùc
– Hieän thöïc MAKE-SET(x): taïo moät danh saùch lieân keát chæ goàm ñoái 

töôïng x.
– Hieän thöïc FIND-SET(x): traû veà con troû ñeán ñaïi dieän cuûa taäp chöùa x.
– Hieän thöïc UNION(x, y):

° gaén danh saùch cuûa x vaøo ñuoâi cuûa danh saùch cuûa y
° caäp nhaät caùc con troû cuûa caùc ñoái töôïng trong danh saùch cuõ cuûa x

ñeå chuùng chæ ñeán ñaïi dieän cuûa taäp, töùc laø ñaàu cuûa danh saùch cuõ 
cuûa y.
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Bieåu dieãn taäp baèng danh saùch lieân keát (tieáp)

ª Ví duï
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Thao taùc UNION khoâng duøng heuristic

ª Ví duï moät chuoãi goàm 2n - 1 thao taùc leân n ñoái töôïng maø caàn (n2)
thôøi gian.

Thao taùc Soá caùc ñoái töôïng ñöôïc caäp nhaät

MAKE-SET(x1 ) 1
MAKE-SET(x2 ) 1

.

.

.
MAKE-SET(xn ) 1
UNION(x1 , x2 ) 1
UNION(x2 , x3 ) 2
UNION(x3 , x4 ) 3

.

.

.
UNION(xn - 1 , xn ) n - 1

(n2)

n
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Heuristic ñeå taêng toác cuûa UNION

ª Nhaän xeùt: Khi hôïp hai danh saùch trong UNION, moïi con troû (chæ ñeán 
ñaïi dieän môùi) cuûa caùc phaàn töû trong danh saùch ñöôïc gaén vaøo ñuoâi cuûa 
danh saùch kia phaûi ñöôïc caäp nhaät.

Giaû söû moãi danh saùch coù chöùa theâm chieàu daøi cuûa noù.
ª Heuristic hôïp theo troïng soá (weighted-union heuristic): khi hôïp hai 

danh saùch
– gaén danh saùch ngaén hôn vaøo ñuoâi cuûa danh saùch daøi hôn (neáu caùc 

danh saùch daøi nhö nhau thì coù theå gaén tuøy yù).
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Heuristic hôïp theo troïng soá

ª Ví duï

c h e b f g d

chieàu daøi = 4

chieàu daøi = 3
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Bieåu dieãn taäp baèng danh saùch lieân keát: thôøi gian chaïy

ª Ñònh lyù (Theorem 22.1)
Baèng caùch duøng bieåu dieãn danh saùch lieân keát cho caùc taäp rôøi nhau vaø 
heuristic hôïp theo troïng soá (weighted-union heuristic), moät daõy goàm 
coù m thao taùc MAKE-SET, UNION, vaø FIND-SET, trong ñoù coù n thao taùc 
laø MAKE-SET, toán O(m + n lg n) thôøi gian.
Chöùng minh
– Moãi MAKE-SET chaïy trong thôøi gian O(1)
– Moãi FIND-SET chaïy trong thôøi gian O(1)
– Xaùc ñònh thôøi gian chaïy cuûa caùc thao taùc UNION:

° Thôøi gian chaïy cuûa caùc thao taùc UNION laø thôøi gian toång coäng 
laáy treân moïi phaàn töû cuûa moïi laàn caäp nhaät con troû chæ ñeán phaàn 
töû ñaïi dieän cuûa taäp chöùa phaàn töû ñoù.
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Bieåu dieãn taäp baèng danh saùch lieân keát: thôøi gian chaïy

Chöùng minh (tieáp theo)
° Xeùt ñoái töôïng x baát kyø trong moät taäp baát kyø cuûa caùc taäp rôøi 

nhau. Moãi laàn con troû chæ ñeán phaàn töû ñaïi dieän cuûa taäp chöùa x
ñöôïc caäp nhaät, thì x phaûi ñaõ naèm trong taäp nhoû hôn

• 
– Laàn 1 caäp nhaät con troû cuûa x: taäp keát quaû phaûi coù ít nhaát 2 phaàn töû
– Laàn 2 caäp nhaät con troû cuûa x: taäp keát quaû phaûi coù ít nhaát 4 phaàn töû
– …
– Laàn k caäp nhaät con troû cuûa x: taäp keát quaû phaûi coù ít nhaát 2k phaàn töû.

Vì taäp coù nhieàu laém laø n phaàn töû neân 2k  n. Vaäy soá laàn caäp 
nhaät con troû cuûa x nhieàu laém laø k  lg n. 

° Vì x laø phaàn töû baát kyø neân thôøi gian toång coäng ñeå caäp nhaät caùc 
con troû cuûa moïi phaàn töû laø O(n lg n).

– Thôøi gian chaïy toång coäng cuûa daõy m thao taùc laø: O(m) + O(n lg n) 
= O(m + n lg n) .
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Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau baèng röøng

ª Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau baèng röøng (disjoint-set forest)
– Bieåu dieãn moãi taäp baèng moät caây coù goác:

° Moãi nuùt cuûa caây chöùa moät phaàn töû cuûa taäp
ngoaøi ra

° Moãi nuùt chöùa moät con troû chæ ñeán cha cuûa noù
° Goác cuûa moãi caây chöùa ñaïi dieän cuûa taäp vaø laø cha cuûa chính noù.
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Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau baèng röøng (tieáp)

ª Ví duï
– Hai caây sau bieåu dieãn caùc taäp {b, c, e, h} vaø {d, f, g}.
– c vaø f laàn löôït laø phaàn töû ñaïi dieän cuûa caùc taäp {b, c, e, h} vaø {d, f, 

g}.
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Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau baèng röøng: caùc thao taùc

ª Caùc thao taùc leân caùc taäp rôøi nhau khi bieåu dieãn baèng röøng
– Hieän thöïc MAKE-SET: taïo moät caây chæ coù moät nuùt.
– Hieän thöïc FIND-SET baèng caùch ñuoåi theo caùc con troû chæ ñeán nuùt 

cha cho ñeán khi tìm ñöôïc nuùt goác cuûa caây.
° Caùc nuùt ñöôïc gheù qua khi goïi FIND-SET taïo thaønh ñöôøng daån

(find path).
– Hieän thöïc UNION: laøm cho con troû cuûa goác caây naøy chæ ñeán goác 

cuûa caây kia.
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Bieåu dieãn caùc taäp rôøi nhau baèng röøng 

ª Ví duï
– Hình (b) laø keát quaû cuûa UNION(e, g).

UNION

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



27.10.2004 Chöông 7: C¸aùc caáu truùc döõ lieäu cho 
caùc taäp rôøi nhau

20

Bieåu dieãn taäp baèng caây

ª Duøng hai heuristics ñeå giaûm thôøi gian chaïy cuûa caùc daõy caùc thao taùc 
leân caùc taäp rôøi nhau khi hieän thöïc baèng röøng:
– Heuristic hôïp theo thöù haïng (union by rank) khi thöïc thi UNION:

° duy trì cho moãi nuùt moät rank. Rank laø caän treân cho ñoä cao (*) 
cuûa nuùt. Moïi nuùt ñöôïc khôûi taïo vôùi rank = 0.

° khi hôïp theo thöù haïng hai caây, nuùt goác coù rank nhoû hôn ñöôïc 
laøm thaønh con cuûa nuùt coù rank lôùn hôn.

– Heuristic neùn ñöôøng daån (path compression).

(*) Ñoä cao cuûa moät nuùt trong moät caây laø soá caùc caïnh naèm treân ñöôøng ñi ñôn 
daøi nhaát töø nuùt ñeán moät nuùt laù.
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Heuristic hôïp theo thöù haïng

ª Ví duï: (soá beân caïnh moãi ñoái töôïng laø rank cuûa noù.)

c

d

c f

e

1

0

ba

a c

1

0

b

0

0 UNION

UNION

e

1

0

c

f

1

0

d

2

0

0

1

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



27.10.2004 Chöông 7: C¸aùc caáu truùc döõ lieäu cho 
caùc taäp rôøi nhau

22

Heuristic neùn ñöôøng daãn

– Heuristic neùn ñöôøng daån (path compression). Chaïy qua hai giai 
ñoaïn khi thöïc thi FIND-SET:

° giai ñoaïn chaïy leân ñeå tìm goác cuûa caây,
° giai ñoaïn chaïy xuoáng ñeå caäp nhaät caùc nuùt treân ñöôøng daån ñeå 

chuùng chæ tröïc tieáp ñeán goác.
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Heuristic neùn ñöôøng daån (tieáp)

ª Minh hoïa heuristic neùn ñöôøng daãn do thao taùc FIND-SET

– Caùc hình tam giaùc töôïng tröng caùc caây con coù goác taïi caùc nuùt trong 
hình (a). Moãi nuùt coù con troû chæ ñeán nuùt cha cuûa noù.

– Hình (b): sau khi thöïc thi FIND-SET(a) 
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Caùc heuristic hôïp theo thöù haïng vaø neùn ñöôøng daån

ª Caùc thuû tuïc hieän thöïc caùc heuristics hôïp theo thöù haïng vaø neùn ñöôøng 
daãn: MAKE-SET, UNION, vaø FIND-SET

– Cha cuûa nuùt x laø p[x].

MAKE-SET(x)
1    p[x]  x
2    rank[x]  0

UNION(x, y)
1    LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(y))

LINK(x, y)
1    if rank[x] > rank[y]
2         then p[y]  x
3         else p[x]  y
4                  if rank[x] = rank[y]
5                      then rank[y]  rank[y] + 1

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



27.10.2004 Chöông 7: C¸aùc caáu truùc döõ lieäu cho 
caùc taäp rôøi nhau

25

Caùc heuristics hôïp theo thöù haïng vaø neùn ñöôøng daån (tieáp)

FIND-SET(x)
1    if x  p[x]
2        then p[x]  FIND-SET(p[x])
3    return p[x]
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Aûnh höôûng cuûa caùc heuristics leân thôøi gian chaïy

ª Thôøi gian chaïy cuûa moät daõy caùc thao taùc goàm m MAKE-SET, UNION, 
vaø FIND-SET, trong ñoù coù n thao taùc MAKE-SET:

– Neáu chæ duøng heuristic hôïp theo thöù haïng
° O(m lg n)

– Neáu chæ duøng heuristic neùn ñöôøng daån, vôùi  f laø soá thao taùc FIND-
SET

° (f log(1 + f / n) n) neáu f  n
° (n + f lg n) neáu f  n

– Neáu duøng caû hai heuristics hôïp theo thöù haïng vaø neùn ñöôøng daån
° O(m a(m, n))

– a(m, n) laø haøm ñaûo cuûa haøm Ackermann
– trong moïi öùng duïng thöïc teá, a(m, n)  4 .

ª (Khoâng chöùng minh caùc chaän ñaõ lieät keâ ôû treân.)
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Bieåu dieãn caùc ñoà thò

ª Hai caùch bieåu dieãn moät ñoà thò G = (V, E):
– Bieåu dieãn danh saùch keà (adjacency list)

° maûng Adj goàm |V|danh saùch, 1 danh saùch cho moãi ñænh trong V.
° u  V, Adj[u] chöùa taát caû caùc ñænh v (hoaëc caùc con troû ñeán 

chuùng) sao cho (u, v)  E.
– Nhaän xeùt

° Bieåu dieãn danh saùch keà caàn (V + E) memory. (Ñeå ñôn giaûn, 
kyù hieäu V vaø E thay vì |V|vaø |E|.)
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Bieåu dieãn caùc ñoà thò

(tieáp)
– Bieåu dieãn ma traän keà (adjacency matrix)

° Ñaùnh soá ñænh 1, 2,..., |V|
° A = (aij ),ma traän |V| |V| 

aij  = 1 neáu (i, j)  E
0 trong caùc tröôøng hôïp coøn laïi.

– Nhaän xeùt
° Bieåu dieãn ma traän keà caàn (V 2) memory.
° Ñoà thò thöa (sparse), |E | <<|V| 2 : neân duøng danh saùch keà .
° ñoà thò ñaëc (dense), |E |  |V| 2 : neân duøng ma traän keà .
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Bieåu dieãn moät ñoà thò voâ höôùng

Bieåu dieãn
baèng moät danh saùch keà

Bieåu dieãn
baèng moät ma traän keà

Moät ñoà thò voâ höôùng
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Bieåu dieãn moät ñoà thò coù höôùng

Bieåu dieãn baèng
moät danh saùch keà

Bieåu dieãn baèng moät
ma traän keà

Moät ñoà thò coù höôùng
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Tìm kieám theo chieàu roäng 

Tìm kieám theo chieàu roäng (breadth-first-search, BFS)
ª Moät ñoà thò G = (V, E)

– moät ñænh nguoàn s
– bieåu dieãn baèng danh saùch keà

ª Moãi ñænh u  V
– color[u]: WHITE, GREY, BLACK

– p[u]: con troû chæ ñeán ñænh cha meï (predecessor hay parent) cuûa u
neáu coù.

– d[u]: khoaûng caùch töø s ñeán u maø giaûi thuaät tính ñöôïc.
ª first-in first-out queue Q

– head[Q]
– thao taùc ENQUEUE(Q, v)
– thao taùc DEQUEUE(Q).
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Tìm kieám theo chieàu roäng 

(tieáp)

BFS(G, s)
1 for each vertex u  V[G]  {s}
2 do color[u]  WHITE
3 d[u] 
4 p[u]  NIL
5 color[s]  GRAY
6 d[s]  0
7 p[s]  NIL
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Tìm kieám theo chieàu roäng 

(tieáp)

8 Q  {s}
9 while Q  

10 do u  head[Q] 
11 for each v  Adj[u]
12 do if color[v] = WHITE
13 then color[v]  GRAY
14 d[v]  d[u] + 1
15 p[v]  u
16 ENQUEUE(Q, v)
17 DEQUEUE(Q)
18 color[u]  BLACK
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Thao taùc cuûa BFS leân moät ñoà thò voâ höôùng -- Ví duï
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Q
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Thao taùc cuûa BFS leân moät ñoà thò voâ höôùng -- Ví duï (tieáp)

1 0

1

2 

2 

t
2

x

(d)

(e)

(fø)

v u

v u y

r s t u

v w x y

2 2 3

2 3 3

2 2 2

1 0

1

2 3

2 2

r s t u

v w x y

1 0

1

2 3

2 32

r s t u

v w x y

Q x v

Q

Q

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.11.2004 Ch. 8: Elementary Graph Algorithms 11

Thao taùc cuûa BFS leân moät ñoà thò voâ höôùng -- Ví duï (tieáp)
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Phaân tích BFS

ª Thôøi gian chaïy cuûa BFS laø O(V + E ) vì
– moãi ñænh cuûa ñoà thò ñöôïc sôn traéng ñuùng moät laàn, do ñoù

° moãi ñænh ñöôïc enqueued nhieàu laém laø moät laàn (maøu ñænh 
xaùm) vaø dequeued nhieàu laém laø moät laàn (maøu ñænh  ñen). 
Moãi thao taùc enqueue hay dequeue toán O(1) thôøi gian neân caùc 
thao taùc leân queue toán O(V) thôøi gian.

° Danh saùch keà cuûa moãi ñænh ñöôïc duyeät chæ khi ñænh ñöôïc 
dequeued neân noù ñöôïc duyeät nhieàu laém laø moät laàn. Vì chieàu 
daøi toång coäng cuûa caùc danh saùch keà laø (E) neân thôøi gian ñeå 
duyeät caùc danh saùch keà laø O(E).
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Ñònh nghóa
ª Khoaûng caùch ñöôøng ñi ngaén nhaát (s, v) (shortest path distance) töø s

ñeán v
– laø soá caïnh toái thieåu laáy trong moïi ñöôøng ñi töø s ñeán v, neáu coù 

ñöôøng ñi töø s ñeán v.
– laø  neáu khoâng coù ñöôøng ñi töø s ñeán v.

ª Moät ñöôøng ñi ngaén nhaát (shortest path) töø s ñeán v laø moät ñöôøng ñi töø s
ñeán v coù chieàu daøi laø (s, v).
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Lemma 23.1
° G = (V, E) laø moät ñoà thò höõu höôùng hay voâ höôùng,
° moät ñænh s  V baát kyø
 ñoái vôùi moät caïnh baát kyø (u, v)  E, ta coù (s, v)  (s, u) + 1.

Chöùng minh

– Neáu u ñeán ñöôïc töø s thì v cuõng ñeán ñöôïc töø s. Ñöôøng ñi töø s ñeán v
goàm moät ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán u vaø caïnh (u,v) coù chieàu daøi 
laø (s, u) + 1. Dó nhieân laø (s, v)  (s, u) + 1.

– Neáu u khoâng ñeán ñöôïc töø s thì (s, u) = , vaäy baát ñaúng thöùc cuõng 
ñuùng trong tröôøng hôïp naøy.

u

v
s

khi u ñeán ñöôïc töø s
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Lemma 23.2
° G = (V, E) laø moät ñoà thò höõu höôùng hay voâ höôùng.
° Chaïy BFS leân G töø moät ñænh nguoàn s.
 khi BFS xong, coù d[v]  (s, v) taïi moïi ñænh v.
Chöùng minh

 “Inductive hypothesis”: vôùi moïi v  V, sau moãi laàn moät ñænh naøo 
ñoù ñöôïc ñöa vaøo queue thì d[v]  (s, v).
– “Basis”: sau khi s ñöôïc ñöa vaøo Q. Kieåm tra  laø ñuùng.
– “Inductive step”: xeùt moät ñænh traéng v ñöôïc tìm thaáy khi thaêm 

doø töø moät ñænh u. Töø  coù d[u]  (s, u).
• d[v] = d[u] + 1, doøng 14
•  (s, u) + 1
•  (s, v), Lemma 23.1

• Sau ñoù v ñöôïc ñöa vaøo Q vaø d[v] khoâng thay ñoåi nöõa. Vaäy 
ñöôïc duy trì.
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Lemma 23.3
° chaïy BFS leân moät ñoà thò G = (V, E)
° trong khi thöïc thi BFS, queue Q chöùa caùc ñænh v1 , v2 ,…, vr, vôùi 

v1 laø ñaàu vaø vr laø ñuoâi cuûa Q.


° d[vr ]  d[v1] + 1,
° d[vi ]  d[vi +1 ], vôùi i = 1, 2,…, r  1.

ª Ví duï

x v u
2 2 3

1 0

1

2 3

2 2
v w x y

Q

v1 ...   vr
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Chöùng minh
° “Induction leân soá caùc thao taùc leân queue”
 “Inductive hypothesis”: (xem Lemma) sau moãi thao taùc leân 
queue.
– “Basis”: queue chæ chöùa s. Kieåm tra Lemma laø ñuùng.
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Chöùng minh (tieáp theo)
– “Inductive step”

° Sau khi dequeue moät ñænh baát kyø. Kieåm tra Lemma laø ñuùng 
duøng inductive hypothesis:
– dequeue v1 , ñaàu môùi cuûa queue laø v2 

– d[vr]  d[v1] + 1  d[v2] + 1
– caùc baát ñaúng thöùc coøn laïi khoâng bò aûnh höôûng tôùi.

° Sau khi enqueue moät ñænh baát kyø. Kieåm tra Lemma laø ñuùng 
duøng inductive hypothesis
– enqueue v, noù thaønh vr + 1 trong queue
– xem code thaáy: caïnh (u, v) ñang ñöôïc thaêm doø vôùi u = v1, 

v1 laø ñaàu cuûa queue, töø ñoù
• d[vr + 1] = d[v] = d[u] + 1 = d[v1] + 1,
• d[vr ]  d[v1] + 1 = d[u] + 1 = d[v] = d[vr + 1]
• caùc baát ñaúng thöùc coøn laïi khoâng bò aûnh höôûng tôùi.
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Ñònh lyù 23.4 Tính ñuùng ñaén (correctness) cuûa BFS
° G = (V, E) laø moät ñoà thò höõu höôùng hay voâ höôùng
° chaïy BFS leân G töø moät ñænh nguoàn s
 trong khi BFS chaïy

° BFS tìm ra moïi ñænh cuûa G tôùi ñöôïc töø s
° khi BFS xong, d[v] = (s, v) cho moïi v  V
° ñoái vôùi moïi ñænh v  s tôùi ñöôïc töø s, moät trong caùc ñöôøng ñi ngaén 

nhaát töø s ñeán v laø ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán p[v] theo sau laø 
caïnh (p[v], v).

Chöùng minh
° Tröôøng hôïp ñænh v khoâng ñeán ñöôïc töø s:

(a) d[v]  (s, v) =  (Lemma 23.2)
(b) Doøng 14 chæ ñöôïc thöïc thi khi v coù d[v] < , do ñoù neáu khoâng 
ñeán ñöôïc v töø s thì d[v] =  vaø v seõ khoâng ñöôïc tìm thaáy.
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Ñöôøng ñi ngaén nhaát

Chöùng minh (tieáp)
ª Tröôøng hôïp ñænh v ñeán ñöôïc töø s: ñònh nghóa Vk = {v  V : (s, v) = k}

– “Induction on k”.
° “Inductive hypothesis”: vôùi moïi v  Vk , trong khi thöïc thi BFS 

thì coù ñuùng moät thôøi ñieåm maø
– v ñöôïc sôn xaùm
– d[v] ñöôïc gaùn trò k
– Neáu v  s thì [v] ñöôïc gaùn trò u vôùi u  Vk 1

– v ñöôïc ñöa vaøo queue Q.
° “Basis”: k = 0, kieåm tra laø ñuùng
° “Inductive step”

– Xeùt v  Vk baát kyø, k  1.
– Coù u  Vk - 1 sao cho: u laø head cuûa queue vaø (u, v) ñöôïc 

thaêm doø.
ª Phaàn coøn laïi: ...
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Caây theo chieàu roäng

ª Cho moät ñoà thò G = (V, E) vaø moät ñænh nguoàn s.
ª Sau khi thöïc thi BFS leân G , duøng tröôøng p trong moãi ñænh ñeå ñònh 

nghóa moät “caây theo chieàu roäng”:
– Ñoà thò caùc ñænh cha meï (predecessor subgraph) cuûa G laø ñoà thò    

Gp = (Vp , Ep ) vôùi
° Vp = {v  V : p[v]  NIL}  {s}
° Ep = {(p[v], v) : v  Vp  {s}}

Ñònh nghóa: Gp  laø moät caây theo chieàu roäng neáu
– Vp goàm caùc ñænh trong V ñeán ñöôïc töø s , vaø
– coù moät ñöôøng ñi ñôn duy nhaát töø s ñeán v cho moïi v  Vp , ñaây cuõng 

laø ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán v trong G.
ª Nhaän xeùt:

– Moät caây theo chieàu roäng laø moät caây.
– Caùc caïnh trong Ep ñöôïc goïi laø caùc caïnh caây (tree edges).
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Caây tìm kieám theo chieàu roäng

Lemma 23.5
Khi BFS chaïy treân ñoà thò voâ höôùng hay höõu höôùng G = (V, E) thì noù 
seõ xaây döïng p sao cho Gp laø caây theo chieàu roäng.

Chöùng minh
° Vp goàm caùc ñænh trong V ñeán ñöôïc töø s: ñoù laø vì trong doøng 15 cuûa 

BFS, gaùn p[v]= u neáu (u, v)  E vaø (s, v) < , töùc laø v ñeán ñöôïc 
töø s.

° Coù ñöôøng ñôn duy nhaát töø s ñeán v cho moïi v  Vp ,, ñaây cuõng laø 
ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán v trong G: ñoù laø vì Gp laø moät caây neân 
toàn taïi ñöôøng ñi ñôn duy nhaát trong Gp töø s ñeán moãi ñænh v trong 
Vp . Theo ñònh lyù 23.4 ñöôøng ñi ñôn duy nhaát naøy laø ñöôøng ñi ngaén 
nhaát töø s ñeán v.
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Tìm kieám theo chieàu saâu

Tìm kieám theo chieàu saâu (depth-first-search, DFS)
ª Cho moät ñoà thò G = (V, E)
ª Sau khi thöïc thi DFS leân G , duøng tröôøng p trong moãi ñænh ñeå ñònh 

nghóa moät “caây theo chieàu saâu”:
– Ñoà thò caùc ñænh cha meï (predecessor subgraph) do tìm kieám theo 

chieàu saâu laø Gp = (V, Ep ) vôùi
° Ep = {(p[v], v) : v  V vaø p[v]  NIL}

– Predecessor subgraph do tìm kieám theo chieàu saâu taïo neân moät 
röøng theo chieàu saâu, goàm nhieàu caây theo chieàu saâu.

– Caùc caïnh trong Ep ñöôïc goïi laø caùc caïnh caây.

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.11.2004 Ch. 8: Elementary Graph Algorithms 24

Tìm kieám theo chieàu saâu

ª Trong khi tìm kieám, caùc ñænh ñöôïc toâ maøu ñeå chæ ra traïng thaùi cuûa noù
– khôûi ñaàu: maøu traéng
– ñöôïc tìm ra (discovered): maøu xaùm
– hoaøn taát, xong (finished): maøu ñen
– Moãi ñænh v ñöôïc ghi giôø (timestamp), coù hai timestamps

° d[v]: (discovered) ñænh v ñöôïc tìm ra, sôn v xaùm
° f [v]: (finished) hoaøn taát vieäc thaêm doø töø ñænh v, sôn v ñen.
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Tìm kieám theo chieàu saâu 

ª Moät ñoà thò G = (V, E) voâ höôùng hay coù höôùng
– bieåu dieãn duøng danh saùch keà
– bieán toaøn cuïc time: duøng cho timestamp

ª Moãi u  V
– color[u]: WHITE, GREY, BLACK

– d[u]: thôøi ñieåm ñænh u ñöôïc tìm ra
– f[u]: thôøi ñieåm hoaøn taát thaêm doø töø ñænh u
– [u]: con troû chæ ñeán cha meï cuûa u.
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Tìm kieám theo chieàu saâu 

DFS(G)
1 for each vertex u  V[G]
2 do color[u]  WHITE
3 p[u]  NIL
4 time  0
5 for each vertex u  V[G]
6 do if color[u] = WHITE
7 then DFS-VISIT(u)

DFS-VISIT(u)
1 color[u]  GRAY
2 d[u]  time  time + 1
3 for each v  Adj[u]
4 do if color[v] = WHITE
5 then p[v]  u
6 DFS-VISIT(v)
7 color[u]  BLACK
8 f[u]  time  time + 1
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Thao taùc cuûa DFS leân ñoà thò -- Ví duï

1/

v wu

y zx

1/ 2/

v wu

y zx

(a) (b)

1/ 2/

3/

v wu

y zx

(c)

1/ 2/

3/

v wu

y zx

(d)
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Thao taùc cuûa DFS leân ñoà thò -- Ví duï (tieáp theo)

1/ 2/

4/ 3/

v wu

y zx

(e)

1/ 2/

4/5 3/

v wu

y zx

(f)

1/ 2/

4/5 3/6

v wu

y zx

(g)

1/ 2/7

4/5 3/6

v wu

y zx

(h)

B B

B B
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Thao taùc cuûa DFS leân ñoà thò -- Ví duï (tieáp theo)

1/ 2/7

4/5 3/6

v wu

y zx

(i)

1/8 2/7

4/5 3/6

v wu

y zx

(j)

1/8 2/7 9/

4/5 3/6

v wu

y zx

(k)

1/8 2/7 9/

4/5 3/6

v wu

y zx

(l)

B BF F

BF BF C
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Thao taùc cuûa DFS leân ñoà thò -- Ví duï (tieáp theo)

1/8 2/7 9/

4/5 3/6 10/

v wu

y zx

(m)

1/8 2/7 9/

4/5 3/6 10/

v wu

y zx

(n)

1/8 2/7 9/

4/5 3/6 10/11

v wu

y zx

(o)

1/8 2/7 9/12

4/5 3/6 10/11

v wu

y zx

(p)

BF C

BF C BF C

BF C

B

BB
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Phaân tích DFS

ª Thôøi gian chaïy cuûa DFS laø (V + E) vì
– Caùc voøng laëp trong DFS caàn (V) thôøi gian, chöa keå thôøi gian thöïc 

thi caùc laàn goïi DFS-VISIT.
– DFS-VISIT ñöôïc goïi ñuùng moät laàn cho moãi ñænh v (vì ngay khi ñoù 

maøu ñænh v  xaùm).
° Thöïc thi DFS-VISIT(v): danh saùch keà cuûa v ñöôïc duyeät.

Vaäy thôøi gian ñeå duyeät taát caû caùc danh saùch keà laø (E).
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Ñaëc tính cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

Ñònh lyù 23.6 Ñònh lyù daáu ngoaëc, Parenthesis theorem
Trong moïi tìm kieám theo chieàu saâu cuûa moät ñoà thò höõu höôùng hay voâ 
höôùng G = (V, E), ñoái vôùi moïi caëp ñænh u vaø v, chæ moät trong ba ñieàu 
sau laø ñuùng

° caùc khoaûng [d[u], f [u]] vaø [d[v], f [v]] laø rôøi nhau,
° khoaûng [d[u], f [u]] hoaøn toaøn naèm trong khoaûng [d[v], f [v]], vaø u

laø moät haäu dueä cuûa v trong caây theo chieàu saâu,
° khoaûng [d[v], f [v]] hoaøn toaøn naèm trong khoaûng [d[u], f [u]], vaø v

laø moät haäu dueä cuûa u trong caây theo chieàu saâu.

Chöùng minh
• Tröôøng hôïp d[u] < d[v]: xeùt hai tröôøng hôïp con

° d[v] < f [u]. Ñænh v ñöôïc tìm ra trong khi u coøn laø xaùm, vaäy v laø moät 
haäu dueä cuûa u. Hôn nöõa vì v ñöôïc tìm ra sau u, neân moät khi moïi 
caïnh töø v ñöôïc thaêm doø xong thì v hoaøn taát, tröôùc khi vieäc tìm 
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Ñaëc tính cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

Chöùng minh (tieáp)
kieám quay veà u vaø hoaøn taát u, do ñoù f [v] < f [u]. Toång keát:
d[u] < d[v] < f [v] < f [u], töùc laø khoaûng [d[v], f [v]] hoaøn toaøn naèm 
trong khoaûng [d[u], f [u]].

° f [u] < d[v]. Hôn nöõa, vì d[u] < f [u] vaø d[v] < f [v] neân               d[u] 
< f [u] < d[v] < f [v], töùc laø caùc khoaûng [d[u], f [u]] vaø [d[v], f [v]] laø 
rôøi nhau.

Tröôøng hôïp d[v] < d[u]. Töông töï.
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Ñaëc tính cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

Ñònh lyù 23.8 Ñònh lyù white-path
Cho moät ñoà thò voâ höôùng hay coù höôùng G = (V, E ).
• Trong röøng theo chieàu saâu cuûa G, ñænh v laø moät haäu dueä cuûa ñænh u
•  vaøo thôøi ñieåm d[u] khi DFS tìm ra u, ñænh v coù theå ñeán ñöôïc töø 

u theo moät ñöôøng ñi chæ goàm caùc ñænh maøu traéng.

• Chöùng minh
•  : Giaû söû v laø moät haäu dueä cuûa ñænh u. Goïi w laø moät ñænh baát kyø 

naèm treân ñöôøng ñi töø u ñeán v trong caây theo chieàu saâu, thì w laø moät 
haäu dueä cuûa u. Vaäy d[u] < d[w], do ñoù w laø traéng vaøo luùc d[u].

•  : (sketch) d[u] < d[v] < f [v] < f [u].
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Ñaëc tính cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

ª Phaân loaïi caùc caïnh cuûa G = (V, E)
– Caùc caïnh caây (tree edge): laø caùc caïnh trong Gp .
– Caùc caïnh luøi (back edge): laø caùc caïnh (u, v) noái u ñeán moät nuùt toå 

tieân (ancestor) v trong moät depth-first tree.
– Caùc caïnh tieán (forward edge): laø caùc caïnh, khoâng phaûi laø caùc caïnh 

caây, (u, v) noái moät ñænh u ñeán moät haäu dueä (descendant) v trong 
moät depth-first tree.

– Caùc caïnh xuyeân (cross edge): laø taát caû caùc caïnh coøn laïi.
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Ñaëc tính cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

Ñònh lyù 23.9
Trong tìm kieám theo chieàu saâu cuûa moät ñoà thò voâ höôùng G, moãi caïnh 
cuûa G hoaëc laø moät caïnh caây hoaëc laø moät back edge.

Chöùng minh
° Xeùt moät caïnh baát kyø (u,v) cuûa G. Giaû söû d[u] < d[v].
° v phaûi ñöôïc hoaøn taát tröôùc u vì v naèm trong danh saùch caùc ñænh keà 

cuûa u.
° Hai tröôøng hôïp:

– Caïnh (u,v) ñöôïc thaêm doø laàn ñaàu theo höôùng töø u ñeán v: (u,v) laø 
caïnh caây.

– Caïnh (u,v) ñöôïc thaêm doø laàn ñaàu theo höôùng töø v ñeán u: (u,v) laø 
back edge vì ñænh u coøn laø xaùm (u hoaøn taát sau v).
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Caùc tính chaát cuûa tìm kieám theo chieàu saâu

3/6 2/9 1/10

4/5 7/8 12/13

w vx

(a)

11/16

14/15

u

z sy t

B F C B

C C C

1     2     3      4      5     6      7     8       9     10   11    12    13   14   15    16

s

z

y

x

t

w u

w
(b)

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.11.2004 Ch. 8: Elementary Graph Algorithms 38

ÖÙng duïng cuûa DFS: saép thöù töï toâ poâ

ª Cho moät ñoà thò coù höôùng khoâng coù chu trình (directed acyclic graph, 
hay dag) G = (V, E). Moät saép thöù töï toâpoâ cuûa dag G laø moät saép xeáp 
tuyeán tính cuûa taát caû caùc ñænh cuûa G sao cho
– neáu G chöùa moät caïnh (u, v) thì u xuaát hieän tröôùc v trong saép xeáp.

ª Nhaän xeùt
Neáu moät ñoà thò coù höôùng coù chu trình thì khoâng saép thöù töï toâ poâ cho 
noù ñöôïc.
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Saép thöù töï toâ poâ

ª Cho moät dag G = (V, E).

TOPOLOGICAL-SORT(G)
1 goïi DFS(G) ñeå tính thôøi ñieåm hoaøn taát f [v] cho moïi ñænh v
2 moãi khi moät ñænh hoaøn taát, cheøn noù vaøo phía tröôùc moät danh saùch

lieân keát
3 return danh saùch lieân keát caùc ñænh

Thôøi gian chaïy cuûa TOPOLOGICAL-SORT laø (V + E).
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Saép thöù töï toâ poâ -- Ví duï

quaàn loùt vôù

quaàn daøi giaøy

daây löng

aùo sô mi

caø vaït

aùo ngoaøi

ñoàng hoà

vôù quaàn loùt quaàn daøi giaøy ñoàng hoà aùo sô mi daây löng caø vaït aùo ngoaøi

17/18 11/16 12/15 13/14 9/10 1/8 6/7 2/5 3/4

11/16

12/15

6/7

17/18

9/10

13/14

1/8

2/5

3/4

(a)

(b)
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Ñaëc tính cuûa saép thöù töï toâ poâ

Lemma 23.10
Moät ñoà thò coù höôùng G laø khoâng coù chu trình (acyclic)
 moät tìm kieám theo chieàu saâu cuûa G khoâng cho ra back edge.

Chöùng minh
 :

Giaû söû tìm kieám theo chieàu saâu cuûa G cho ra back edge (u, v), vôùi v laø 
moät toå tieân cuûa u. Coù ñöôøng ñi P trong röøng theo chieàu saâu töø v ñeán u. 
Nhö vaäy P vaø back edge (u, v) taïo ra moät chu trình.
 : Baøi taäp!

uv

P

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



7.11.2004 Ch. 8: Elementary Graph Algorithms 42

Ñaëc tính cuûa saép thöù töï toâ poâ

Ñònh lyù 23.11
TOPOLOGICAL-SORT(G) tìm ñöôïc moät saép thöù töï toâpoâ cuûa moät ñoà thò 
coù höôùng khoâng chöùa chu trình G.

Chöùng minh
° Chaïy DFS leân dag G = (V, E) ñeå xaùc ñònh thôøi ñieåm hoaøn taát cuûa 

caùc ñænh.
° Caàn chöùng toû: vôùi moïi caëp u, v  V khaùc nhau, neáu coù moät caïnh 

trong G töø u ñeán v thì f [v] < f [u].
Xeùt moät caïnh baát kyø (u, v) ñöôïc thaêm doø bôûi DFS(G). Khi ñoù v
khoâng laø xaùm (vì neáu nhö vaäy thì v laø toå tieân cuûa u, vaø do ñoù (u, v) 
laø back edge, maâu thuaån! duøng Lemma 23.10). Vaäy v laø traéng 
hoaëc ñen:
– neáu traéng: v trôû thaønh con chaùu cuûa u, do ñoù f [v] < f [u]
– neáu ñen: dæ nhieân laø f [v] < f [u].
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Caây khung nhoû nhaát

ª Cho
– moät ñoà thò lieân thoâng, voâ höôùng G = (V, E )
– moät haøm troïng soá

w : E  R
ª Tìm moät taäp con khoâng chöùa chu trình T  E noái taát caû caùc ñænh sao 

cho toång caùc troïng soá 

w(T) = (u, v)  T w(u, v)
• laø nhoû nhaát.

– Taäp T laøø moät caây, vaø ñöôïc goïi laø moät caây khung nhoû nhaát.
ª Baøi toaùn tìm caây khung nhoû nhaát: baøi toaùn tìm T.
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Caây khung nhoû nhaát (tieáp)

ª Giaûi baøi toaùn tìm caây khung nhoû nhaát
– Giaûi thuaät cuûa Kruskal
– Giaûi thuaät cuûa Prim.
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Caây khung nhoû nhaát: ví duï 

b

f

c d

h g

ia e

8 7

9

10

1 2

4

14

2

4
7 6

11

8

° Taäp caùc caïnh xaùm laø moät caây khung nhoû nhaát
° Troïng soá toång coäng cuûa caây laø 37.
° Caây laø khoâng duy nhaát: neáu thay caïnh (b, c) baèng caïnh (a, h)
seõ ñöôïc moät caây khung khaùc cuõng coù troïng soá laø 37.
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Caïnh an toaøn

ª Cho moät ñoà thò lieân thoâng, voâ höôùng G = (V, E ) vaø moät haøm troïng soá 
w : E  R. Tìm moät caây khung nhoû nhaát cho G!

ª Giaûi baøi toaùn baèng moät chieán löôïc greedy: nuoâi moät caây khung lôùn 
daàn baèng caùch theâm vaøo caây töøng caïnh moät.

ª Ñònh nghóa caïnh an toaøn
Neáu A laø moät taäp con cuûa moät caây khung nhoû nhaát naøo ñoù, neáu (u, v) 
laø moät caïnh cuûa G sao cho taäp A  {(u, v)} vaãn coøn laø moät taäp con 
cuûa moät caây khung nhoû nhaát naøo ñoù, thì (u, v) laø moät caïnh an toaøn cho 
A.
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Moät giaûi thuaät toång quaùt (generic)

ª Moät giaûi thuaät toång quaùt (generic) ñeå tìm moät caây khung nhoû nhaát
– Input: moät ñoà thò lieân thoâng, voâ höôùng G

moät haøm troïng soá w treân caùc caïnh cuûa G
– Output: Moät caây khung nhoû nhaát cho G.

GENERIC-MST(G, w)
1 A 
2 while A khoâng laø moät caây khung nhoû nhaát
3 do tìm caïnh (u, v) an toaøn cho A
4 A  A  {(u, v)}
5 return A
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Pheùp caét

Caùc khaùi nieäm quan troïng
ª Moät pheùp caét (S, V  S) cuûa G = (V, E ) laø moät phaân chia (partition) 

cuûa V.
Ví duï: S = {a, b, d, e} trong ñoà thò sau.

ª Moät caïnh (u, v)  E xuyeân qua (cross) moät pheùp caét (S, V  S) neáu 
moät ñænh cuûa noù naèm trong S vaø ñænh kia naèm trong V  S.
Ví duï: caïnh (b, c).

b

f

c d

h g

ia e

8 7

9

10

1 2

4

14

2

4
7 6

11

8
S 

V  S 
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Caïnh nheï (light edge)

Caùc khaùi nieäm quan troïng (tieáp)
ª Moät pheùp caét baûo toaøn taäp caùc caïnh A (respects A) neáu khoâng coù caïnh 

naøo cuûa A xuyeân qua pheùp caét.
ª Moät caïnh laø moät caïnh nheï vöôït qua pheùp caét neáu troïng soá cuûa noù laø 

nhoû nhaát trong moïi troïng soá cuûa caùc caïnh xuyeân qua pheùp caét. Ví duï: 
caïnh (c, d).

b

f

c d

h g

ia e

8 7

9

10

1 2

4

14
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13.11.2004 Ch. 9: Cay khung nho nhat 9

Nhaän ra moät caïnh an toaøn
Ñònh lyù 24.1
Cho

° G = (V, E) laø moät ñoà thò lieân thoâng, voâ höôùng
° w laø moät haøm troïng soá treân E
° A laø moät taäp con cuûa moät caây khung nhoû nhaát cho G
° (S, V  S) laø moät pheùp caét baát kyø cuûa G baûo toaøn A
° (u, v) laø moät caïnh nheï vöôït qua (S, V  S)
 caïnh (u, v) laø an toaøn cho A.

Chöùng minh
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13.11.2004 Ch. 9: Cay khung nho nhat 10

Nhaän ra moät caïnh an toaøn

(tieáp)
° S: taäp caùc ñænh ñen, V  S: taäp caùc ñænh traéng
° Caùc caïnh cuûa moät caây khung nhoû nhaát T ñöôïc veõ ra trong hình, coøn 

caùc caïnh cuûa G thì khoâng
° A: taäp caùc caïnh xaùm
° Caïnh (u, v) laø caïnh nheï xuyeân qua pheùp caét (S, V  S).
° p laø ñöôøng ñi duy nhaát töø u ñeán v trong T.

x

u y

v

p
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13.11.2004 Ch. 9: Cay khung nho nhat 11

Nhaän ra moät caïnh an toaøn

(tieáp)
° Ñònh nghóa caây khung T’ = T - (x, y)  (u, v)

T’ laø caây khung nhoû nhaát vì
w(T’) = w(T) -w(x, y) + w(u, v)

 w(T), vì  w(u, v)  w(x, y)
° (u, v) laø an toaøn cho A vì A  (u, v)  T’ .

x

u y

v

p
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13.11.2004 Ch. 9: Cay khung nho nhat 12

Nhaän ra moät caïnh an toaøn (tieáp)

Heä luaän 24.2
Cho

° G = (V, E ) laø moät ñoà thò lieân thoâng, voâ höôùng vôùi moät haøm troïng 
soá w treân E

° A laø moät taäp con cuûa E sao cho A naèm trong moät caây khung nhoû 
nhaát cho G

° C = (VC , EC ) laø moät thaønh phaàn lieân thoâng (caây) trong röøng GA = 
(V, A).

Thì,
neáu (u, v) laø moät caïnh nheï noái C vôùi moät thaønh phaàn khaùc trong GA

 (u, v) laø an toaøn cho A.

Chöùng minh
Pheùp caét (VC , V - VC ) baûo toaøn A, do ñoù (u, v) laø moät caïnh nheï ñoái 
vôùi pheùp caét naøy.
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13.11.2004 Ch. 9: Cay khung nho nhat 13

Giaûi thuaät cuûa Kruskal

ª Giaûi thuaät cuûa Kruskal
– döïa treân giaûi thuaät GENERIC-MST, maø A ban ñaàu laø moät röøng maø 

moãi caây chæ chöùa moät ñænh cuûa G.

ª moãi taäp rôøi nhau chöùa caùc ñænh cuûa moät caây trong röøng hieän thôøi.

MST-KRUSKAL(G, w)
1 A 
2 for moãi ñænh v  V[G]
3 do MAKE-SET(v)
4 xeáp caùc caïnh  E theo thöù töï troïng soá w khoâng giaûm
5 for moãi caïnh (u, v)  E, theo thöù töï troïng soá khoâng giaûm
6 do if FIND-SET(u)  FIND-SET(v) 
7 then A  A  {(u, v)}
8 UNION(u, v)
9 return A
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Kruskal
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Caùc caïnh ñöôïc xeáp theo thöù töï troïng soá khoâng giaûm:
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Kruskal (tieáp)
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Kruskal (tieáp)
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Kruskal (tieáp)
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Kruskal (tieáp)
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Kruskal

ª Duøng caáu truùc döõ lieäu caùc taäp rôøi nhau (disjoint sets), chöông 22, vôùi 
caùc heuristics
– Hôïp theo thöù haïng (union-by-rank)
– Neùn ñöôøng daãn (path-compression).

ª Nhaän xeùt (caàn ñeán khi ñaùnh giaù thôøi gian chaïy)
– Giaûi thuaät goïi V laàn MAKE-SET vaø goïi toång coäng O(E) laàn caùc 

thao taùc MAKE-SET, UNION, FIND-SET.
– Vì G lieân thoâng neân |E| |V|- 1.
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Kruskal (tieáp)

ª Thôøi gian chaïy cuûa MST-KRUSKAL goàm
– Khôûi ñoäng: O(V)
– Saép xeáp ôû doøng 4: O(E lg E)
– Doøng 5-8: O(E (E, V)) (xem nhaän xeùt),

= O(E lg E) vì (E, V) = O(lg E).
• Vaäy thôøi gian chaïy cuûa MST-KRUSKAL laø O(E lg E).
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Giaûi thuaät cuûa Prim

ª Giaûi thuaät cuûa Prim
– döïa treân giaûi thuaät GENERIC-MST, ôû ñaây A laø moät caây duy nhaát

° trong khi thöïc thi giaûi thuaät
A = {(v, p[v]) : v  V - {r} -Q}

° khi giaûi thuaät xong, Q = , neân
A = {(v, p[v]) : v  V - {r}}
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Giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)

ª Taäp V -Q chöùa caùc ñænh cuûa caây ñang ñöôïc nuoâi lôùn.

MST-PRIM(G, w, r)
1 Q  V[G]
2 for moãi ñænh u  Q
3 do key[u] 
4 key[r]  0
5 p[r]  NIL
6 while Q  
7 do u  EXTRACT-MIN(Q)
8 for moãi ñænh v  Adj[u]
9 do if v  Q vaø w(u, v) < key[v]

10 then p[v]  u
11 key[v]  w(u, v)

r : goác cuûa caây khung nhoû  
nhaát seõ traû veà

Q : priority queue maø khoùa 
laø tröôøng key

[v] : ñænh cha meï cuûa v.
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Prim
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Sau khi khôûi ñoäng:
(caùc soá beân moãi ñænh laø trò cuûa key cuûa ñænh)
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)
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Sau laàn laëp 1:

Sau laàn laëp 2:

Caùc ñænh coøn trong Q maøu traéng, caùc ñænh ñaõ ñöôïc ñöa ra khoûi Q maøu ñen
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)
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Sau laàn laëp 7: Sau laàn laëp 8:
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)
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(i)Sau laàn laëp 9:
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Prim

ª Thôøi gian chaïy cuûa MST-PRIM tuøy thuoäc vaøo caùch hieän thöïc priority 
queue Q
– Tröôøng hôïp hieän thöïc Q laø binary heap

° Khôûi taïo trong doøng 1-4 duøng BUILD-HEAP toán O(V) thôøi gian
° Voøng while ñöôïc laëp V laàn, moãi EXTRACT-MIN toán O(lg V) 

thôøi gian. Nhö vaäy caùc laàn goïi EXTRACT-MIN toán taát caû O(V lg 
V) thôøi gian.

— Voøng for ñöôïc laëp O(E) laàn, trong voøng laëp naøy doøng 11 
(duøng HEAPIFY) toán O(lg V) thôøi gian.

° Vaäy thôøi gian chaïy toång coäng cuûa MST-PRIM laø O(V lg V + E lg 
V) = O(E lg V).
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Prim (tieáp)

– Tröôøng hôïp hieän thöïc Q laø Fibonacci heap
° Khôûi taïo trong doøng 1- 4 duøng MAKE-FIB-HEAP vaø FIB-HEAP-

INSERT toán O(V) amortized time
° Moãi FIB-HEAP-EXTRACT-MIN toán O(lg V) amortized time
° Moãi thao taùc FIB-HEAP-DECREASE-KEY caàn ñeå hieän thöïc doøng 

11 toán O(1) amortized time
° Vaäy thôøi gian chaïy toång coäng cuûa MST-PRIM laø O(E + V lg V).
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Caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät ñænh nguoàn

ª Baøi toaùn caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát: moät soá thuaät ngöõ.
Cho moät ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E), vôùi moät haøm troïng 
soá w : E 
– Troïng soá cuûa moät ñöôøng ñi p = v0 , v1,…, vk 

• w(p) = i = 1…k w(vi 1 , vi )
– Troïng soá cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát (shortest path weight) töø u ñeán v

min{w(p) : u v } neáu coù ñöôøng ñi töø u ñeán v
 caùc tröôøng hôïp khaùc

– Ñöôøng ñi ngaén nhaát töø u ñeán v laø baát kyø ñöôøng ñi p naøo töø u ñeán v
sao cho w(p) = d(u, v).

d(u, v) =
p

3
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724
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t v

x y

u
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Caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät ñænh nguoàn (tieáp)

ª Baøi toaùn caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát töø moät nguoàn duy nhaát (Single-
source shortest-paths problem):
– Cho ñoà thò G = (V, E) vaø moät ñænh nguoàn s  V.
– Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán moïi ñænh v  V.
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Caïnh coù troïng soá aâm

ª Giaû thieát: Troïng soá cuûa caïnh coù theå aâm
– Chu trình coù theå coù troïng soá aâm
– Neáu toàn taïi moät chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc (reachable) töø s

thì troïng soá cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát khoâng ñöôïc ñònh nghóa: khoâng 
ñöôøng ñi naøo töø s ñeán moät ñænh naèm treân chu trình coù theå laø ñöôøng 
ñi ngaén nhaát.

3 14

a b

5 11
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 
3e f
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s g
 


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soá trong moãi ñænh laø troïng soá ñöôøng ñi ngaén nhaát
töø ñænh nguoàn s.
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Caïnh coù troïng soá aâm (tieáp)

– Neáu toàn taïi moät chu trình coù troïng soá aâm treân moät ñöôøng ñi töø s
ñeán v, ta ñònh nghóa d(s, v) =  .

– Trong ví duï sau, caùc ñænh h, i, j khoâng ñeán ñöôïc töø s neân coù troïng 
soá ñöôøng ñi ngaén nhaát laø  (chöù khoâng laø  maëc duø chuùng naèm 
treân moät chu trình coù troïng soá aâm).
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Bieåu dieãn caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát

ª Ñoà thò G = (V, E )
– Vôùi moïi ñænh v, ñænh cha (predecessor) cuûa v laø moät ñænh khaùc hay 

laø NIL.
Duy trì p[v], con troû ñeán ñænh cha. Duøng p ñeå suy ra ñöôøng ñi ngaén 
nhaát töø s ñeán v.

– Ñoà thò con Gp = (Vp , Ep ) (predecessor subgraph)
• Vp = {v  V : p[v]  NIL}  {s}
• Ep = {(p[v], v)  E : v  Vp   {s}}

[v] v
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Bieåu dieãn caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

ª Cho G = (V, E) laø moät ñoà thò coù höôùng, coù troïng soá;
G khoâng chöùa chu trình troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø ñænh nguoàn s  V.
Caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát vôùi goác taïi s laø ñoà thò coù höôùng G’ = (V’, 
E’), vôùi V’  V vaø E’  E sao cho
1. V’ laø taäp caùc ñænh ñeán ñöôïc (reachable) töø s trong G
2. G’ laø caây coù goác vôùi goác laø s
3. Vôùi moïi v  V’, ñöôøng ñi ñôn duy nhaát töø s ñeán v laø ñöôøng ñi ngaén 

nhaát töø s ñeán v trong G .
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Caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát coù goác taïi ñænh nguoàn s
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(c)

Ví duï: trong (b) vaø (c) laø hai caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát coù goác taïi ñænh
nguoàn s cuûa ñoà thò trong (a)
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Caáu truùc cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát

ª Lemma 25.1 (Ñöôøng ñi con cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát cuõng laø ñöôøng 
ñi ngaén nhaát)
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E) vôùi haøm troïng soá

w : E 
– p = v1 , v2 ,…, vk ñöôøng ñi ngaén nhaát töø v1 ñeán vk

– Vôùi moïi i, j maø 1  i  j  k, goïi pij = vi , vi + 1 ,…, vj  laø ñöôøng ñi 
con (subpath) cuûa p töø vi  ñeán vj  .


pij laø moät ñöôøng ñi ngaén nhaát töø vi ñeán vj .

v1 vi

vj

vk

pij

p1i

pjk
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Caáu truùc cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

Chöùng minh
Phaûn chöùng. 

v1 vi

vj

vk
p’ij

pij

p1i

pjk
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Caáu truùc cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

ª Heä luaän 25.2
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E) vôùi haøm troïng soá

w : E 
– p laø ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán v, vaø coù theå ñöôïc phaân thaønh

s u  v.

Troïng soá cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán v laø
(s, v) = (s, u) + w(u, v).

s
u

v

p’

p’
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Caáu truùc cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

Chöùng minh

s
u

v

p’

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



20.11.2004 Ch. 10: Single-Source Shortest Paths 13

Caáu truùc cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

ª Lemma 25.3
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E) vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s

Vôùi moïi caïnh (u, v)  E, ta coù (s, v)  (s, u) + w(u, v).

s
u

v
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Kyõ thuaät nôùi loûng

ª Kyõ thuaät nôùi loûng (relaxation)
– Duy trì cho moãi ñænh v moät thuoäc tính d[v] duøng laøm chaän treân cho 

troïng soá cuûa moät ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán v.
– bieán d[v] ñöôïc goïi laø öôùc löôïng ñöôøng ñi ngaén nhaát (shortest path 

estimate)
– Khôûi ñoäng caùc öôùc löôïng ñöôøng ñi ngaén nhaát vaø caùc predecessors 

baèng thuû tuïc sau

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 for each vertex v  V[G]
2 do d[v] 
3 p[v]  NIL
4 d[s]  0
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Kyõ thuaät nôùi loûng (tieáp)

ª Thöïc thi nôùi loûng leân moät caïnh (u, v): kieåm tra xem moät ñöôøng ñi ñeán 
v thoâng qua caïnh (u, v) coù ngaén hôn moät ñöôøng ñi ñeán v ñaõ tìm ñöôïc 
hieän thôøi hay khoâng. Neáu ngaén hôn thì caäp nhaät d[v] vaø p[v].

RELAX(u, v, w)
1 if d[v]  d[u] + w(u, v)
2 then d[v]  d[u] + w(u, v)
3 p[v]  u

5 9
2

u v

0

s
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Thöïc thi nôùi loûng leân moät caïnh

5 9
2

u v

5 7
2

u v

RELAX(u, v, w)

(a)

5 6
2

u v

5 6
2

u v

RELAX(u, v, w)

(b)

Trò cuûa d[v] giaûm sau khi
goïi RELAX(u, v, w)

Trò cuûa d[v] khoâng thay ñoåi sau khi
goïi RELAX(u, v, w)
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Kyõ thuaät nôùi loûng (tieáp)

ª Caùc giaûi thuaät trong chöông naøy goïi INITIALIZE-SINGLE-SOURCE vaø 
sau ñoù goïi RELAX moät soá laàn ñeå nôùi loûng caùc caïnh.
– Nôùi loûng laø caùch duy nhaát ñöôïc duøng ñeå thay ñoåi caùc öôùc löôïng 

ñöôøng ñi ngaén nhaát vaø caùc predecessors.
– Caùc giaûi thuaät khaùc nhau ôû thöù töï vaø soá laàn goïi RELAX leân caùc 

caïnh.
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Caùc tính chaát cuûa kyû thuaät nôùi loûng

ª Lemma 25.4
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E )ø, vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Caïnh (u, v)  E.

Ngay sau khi goïi RELAX(u, v, w) ta coù
d[v]  d[u] + w(u, v) .
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Caùc tính chaát cuûa kyû thuaät nôùi loûng (tieáp)

ª Lemma 25.5
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E)ø, vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s.
– G ñöôïc khôûi ñoäng bôûi INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s). 

– Vôùi moïi v  V, d[v]  d(s, v), baát bieán naøy ñöôïc duy trì ñoái vôùi moïi 

daõy caùc böôùc nôùi loûng leân caùc caïnh cuûa G
– Moät khi d[v] ñaït ñeán caän döôùi d(s, v) cuûa noù thì noù seõ khoâng bao 

giôø thay ñoãi.
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Caùc tính chaát cuûa kyû thuaät nôùi loûng (tieáp)

ª Heä luaän 25.6
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng G = (V, E)ø, vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s
– Khoâng coù ñöôøng ñi töø s ñeán moät ñænh v  V.

Sau khi G ñöôïc khôûi ñoäng bôûi INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s), ta coù
– ñaúng thöùc d[v] = d(s, v)
– ñaúng thöùc naøy ñöôïc duy trì thaønh baát bieán ñoái vôùi moïi daõy caùc 

böôùc nôùi loûng leân caùc caïnh cuûa G.
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Caùc tính chaát cuûa kyû thuaät nôùi loûng (tieáp)

ª Ñeå chöùng minh tính ñuùng ñaén cuûa caùc giaûi thuaät tìm ñöôøng ñi ngaén 
nhaát (giaûi thuaät Dijkstra vaø giaûi thuaät Bellman-Ford) ta caàn Lemma 
sau.

ª Lemma 25.7
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá vaø coù höôùng G = (V, E), vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Moät ñænh nguoàn s, vaø s u  v laø moät ñöôøng ñi ngaén nhaát trong 

G vôùi caùc ñænh naøo ñoù u, v  V.
– G ñöôïc khôûi ñoäng bôõi INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s) vaø sau ñoù 

moät chuoãi caùc böôùc nôùi loûng trong ñoù coù goïi RELAX(u, v, w) ñöôïc 
thöïc thi leân caùc caïnh cuûa G.


Neáu d[u] = d(s, u) tröôùc khi goïi RELAX(u, v, w), thì sau khi goïi luoân 
luoân coù d[v] = d(s, v).
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Caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát

ª Lemma 25.8
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá vaø coù höôùng G = (V, E), vôùi haøm troïng soá 

w : E 
– Ñænh nguoàn s  V
– G khoâng chöùa chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s

Sau khi khôûi ñoäng G bôûi INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s), ta coù
– Ñoà thò Gp  laø caây coù goác s
– Moïi chuoåi caùc böôùc nôùi loûng leân caùc caïnh cuûa G duy trì tính chaát 

treân thaønh moät baát bieán.
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Caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát (tieáp)

ª Lemma 25.9
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá vaø coù höôùng G = (V, E), vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s  V
– G khoâng chöùa chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s.

Khôûi ñoäng G baèng INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s) vaø thöïc thi chuoåi 
baát kyø caùc böôùc nôùi loûng leân caùc caïnh cuûa G sao cho d[v] = (s, v) vôùi 
moïi ñænh v  V.

Ñoà thò Gp laø moät caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát coù goác taïi s.
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Giaûi thuaät cuûa Dijkstra

ª Ñoà thò G = (V, E) coù höôùng, coù troïng soá vôùi
– Haøm troïng soá w : E  maø w(u, v)  0 cho moïi caïnh (u, v)  E

– Ñænh nguoàn s.
ª Giaûi thuaät cuûa Dijkstra:

– Duøng moät priority queue Q vôùi khoùa laø caùc trò d[ ]

DIJKSTRA(G, w, s)
1    INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2    S 
3    Q  V[G]
4    while Q  
5           do u  EXTRACT-MIN(Q)
6                S  S  {u}
7                for each vertex v  Adj[u]
8                      do RELAX(u, v, w)
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Dijkstra

ª Thôøi gian chaïy phuï thuoäc vaøo hieän thöïc cuûa priority queue Q:
– Linear array

° Moãi EXTRACT-MIN toán O(V) thôøi gian, vaäy taát caû caùc EXTRACT-
MIN toán O(V 2)

° Taát caû caùc laàn goïi RELAX toán O(E) thôøi gian
Thôøi gian chaïy toång coäng: O(V 2 + E) = O(V 2).
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Dijkstra (tieáp)

ª Thôøi gian chaïy phuï thuoäc vaøo hieän thöïc cuûa priority queue Q:
– Binary heap

° Taïo heap toán O(V) thôøi gian.
° Moãi EXTRACT-MIN toán O(lg V) thôøi gian, vaäy taát caû caùc 

EXTRACT-MIN toán O(V lg V)
° Taát caû caùc laàn goïi RELAX toán O(E lg V) thôøi gian, vì moãi 

DECREASE-KEY ñeå hieän thöïc RELAX toán O(lg V) thôøi gian
Thôøi gian chaïy toång coäng: O((V + E) lg V).
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Dijkstra

(tieáp)
– Fibonacci heap

° Taïo heap vôùi V phaàn töû toán O(V) thôøi gian.
° Moãi EXTRACT-MIN toán O(lg V) phí toån buø tröø, vaäy taát caû caùc 

EXTRACT-MIN toán O(V lg V) thôøi gian
° Taát caû caùc laàn goïi RELAX toán O(E) thôøi gian, vì moãi DECREASE-

KEY ñeå hieän thöïc RELAX toán O(1) phí toån buø tröø
Thôøi gian chaïy toång coäng: O(V lg V + E).
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Dijkstra

 



0
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1
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x y

s

(a)

10 

5

0

10

1

649
7

2

2

5

3

u v

x y

s

(b)

Ñænh maøu ñen laø ñænh trong S
Ñænh maøu xaùm laø ñænh ñöôïc ñem vaøo S trong laàn laëp tôùi

Ngay tröôùc khi vaøo voøng laëp while: Voøng while: ngay sau laàn laëp 1

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



20.11.2004 Ch. 10: Single-Source Shortest Paths 29

Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Dijkstra (tieáp)
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(d)

Voøng while: ngay sau laàn laëp 2 Voøng while: ngay sau laàn laëp 3
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Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Dijkstra (tieáp)
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(e)
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(f)

Voøng while: ngay sau laàn laëp 4 Voøng while: ngay sau laàn laëp 5
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra

ª Ñònh lyù 25.10 (Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra)
Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Dijkstra leân ñoà thò G = (V, E) coù troïng soá vaø coù 
höôùng vôùi
– haøm troïng soá w : E  khoâng aâm
– ñænh nguoàn s.

Khi giaûi thuaät thöïc thi xong,
d[u] = d(s, u) cho moïi ñænh u  V .

Chöùng minh
Seõ chöùng minh: u  V, d[u] = d(s, u) khi u ñöôïc ñöa vaøo taäp S vaø sau 
ñoù ñaúng thöùc luoân ñöôïc duy trì.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra

Chöùng minh (tieáp)
Chöùng minh baèng phaûn chöùng.
(*) Goïi u laø ñænh ñaàu tieân sao cho d[u]  d(s, u) khi u ñöôïc ñöa vaøo 

taäp S.
– Phaûi coù moät ñöôøng ñi töø s ñeán u. Vì neáu khoâng thì d(s, u) = , do 

ñoù d[u] = , do ñoù d[u] = d(s, u) duøng Heä luaän 25.6, maâu thuaãn!
– Do ñoù coù ñöôøng ñi ngaén nhaát p töø s ñeán u, vôùi s  S vaø u  V  S. 

Goïi y laø ñænh ñaàu tieân treân p sao cho y  V  S. Ñaët x = p[y].

s
x

y

u

p1

p2
S
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra

Chöùng minh (tieáp)
– Chöùng toû d[y] = d(s, y) khi u ñöôïc ñöa vaøo taäp S: theo (*) ta phaûi 

coù d[x] = d(s, x) khi x ñöôïc ñöa vaøo S. Khi ñoù caïnh (x, y) ñöôïc nôùi 
loûng neân d[y] = d(s, y) duøng Lemma 25.7.

– Vì y tröôùc u treân ñöôøng ñi ngaén nhaát töø s ñeán u vaø moïi troïng soá 
ñeàu döông neân d(s, y)  d(s, u).
d[y] = d(s, y)

 d(s, u)
 d[u] duøng Lemma 25.5.

s
x

y

u

p1

p2
S
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra

Chöùng minh (tieáp)
– Khi u ñöôïc choïn bôûi EXTRACT-MIN thì y cuõng coøn trong Q neân d[u] 
 d[y], do ñoù baát ñaúng thöùc :
d[y] = d(s, y) = d(s, u) = d[u], töø ñoù d[u] = d(s, u), maâu thuaãn vôùi 
(*)!

– Duøng Lemma 25.5 ñeå chöùng minh phaàn coøn laïi.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Dijkstra (tieáp)

ª Heä luaän 25.11
Thöïc thi giaûi thuaät cuûa Dijkstra leân ñoà thò G = (V, E) coù troïng soá vaø coù 
höôùng vôùi
– haøm troïng soá w : E  khoâng aâm
– ñænh nguoàn s.

Khi giaûi thuaät thöïc thi xong thì ñoà thò Gp laø caây caùc ñöôøng ñi ngaén 
nhaát coù goác taïi s.
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Giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford

ª Cho G = (V, E) laø ñoà thò coù troïng soá, coù höôùng
– Haøm troïng soá w : E 
– Ñænh nguoàn s.

BELLMAN-FORD(G, w, s)
1    INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2    for i  1 to |V[G]|- 1
3           do for each edge (u, v)  E[G]
4                      do RELAX(u, v, w)
5    for each edge (u, v)  E[G]
6           do if d[v] > d[u] + w(u, v)
7                    then return FALSE
8    return TRUE
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Phaân tích giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford

ª Thôøi gian chaïy:
– Khôûi taïo: (V) thôøi gian
– |V| - 1 löôït, moãi löôït O(E) thôøi gian
– voøng laëp for doøng 5-7: O(E) thôøi gian

Thôøi gian chaïy toång coäng: O(V E)
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Thöïc thi giaûi thuaät Bellman-Ford

 



0

6

5

7

9

8

7

u v

x y

z

(a)

2
3
4

2

6 

7

0

6

5

7

9

8

7

u v

x y

z

(b)

2
3
4

2

Trong moãi löôït, thöù töï relax caùc caïnh laø:
(u, v) (u, x) (u, y) (v, u) (x, v) (x, y) (y, v) (y, z) (z, u) (z, x)

Ngay tröôùc löôït ñaàu: Ngay sau löôït ñaàu:

Caïnh (u, v) ñöôïc sôn xaùm neáu [v] = u
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Thöïc thi giaûi thuaät Bellman-Ford (tieáp)

2 4

27

0

6

5

7

9

8

7

u v

x y

z

(d)

2
3
4

2

2 4

27

0

6

5

7

9

8

7

u v

x y

z

(e)

2
3
4

2

6 4

27

0

6

5

7

9

8

7

u v

x y

z

(c)

2
3
4

2

Ngay sau löôït 2:

Ngay sau löôït 3: Ngay sau löôït 4:
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät Bellman-Ford

ª Lemma 25.12
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá vaø coù höôùng G = (V, E), vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s
– G khoâng chöùa caùc chu trình coù troïng soá aâm coù theå ñeán ñöôïc töø s.

Khi giaûi thuaät BELLMAN-FORD thöïc thi xong thì d[v] = d(s,v) cho moïi 
ñænh v ñeán ñöôïc töø s.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät Bellman-Ford (tieáp)

Chöùng minh
Goïi v laø moät ñænh ñeán ñöôïc töø s. Goïi p = <v0 ,..., vk > laø moät ñöôøng ñi 
ngaén nhaát töø s ñeán v. Vì p laø ñöôøng ñi ñôn neân k  |V |- 1.
Seõ chöùng minh: d[vi ] = (s, vi) sau löôït nôùi loûng thöù i, vôùi i = 0,...,k, vaø 
ñaúng thöùc ñöôïc duy trì sau ñoù.
Duøng quy naïp:
– Cô baûn: d[v0 ] = (s, v0) = 0 (vì v0 = s)
– Giaû thieát quy naïp: d[vi - 1 ] = (s, vi - 1) sau löôït nôùi loûng thöù i - 1.
– Böôùc quy naïp: Caïnh (vi - 1 , vi) ñöôïc nôùi loûng trong löôït thöù i neân

d[vi ] = (s, vi) sau löôït i vaø taïi moïi thôøi ñieåm sau ñoù, theo Lemma 
25.7.

Ñeå yù laø k  |V |- 1 vaø coù |V |- 1 löôït nôùi loûng.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät Bellman-Ford (tieáp)

ª Heä luaän 25.13
Cho
– Ñoà thò coù troïng soá vaø coù höôùng G = (V, E), vôùi haøm troïng soá

w : E 
– Ñænh nguoàn s

Vôùi moïi ñænh v  V, toàn taïi ñöôøng ñi töø s ñeán v neáu vaø chæ neáu 
BELLMAN-FORD hoaøn taát vôùi d[v]   khi noù thöïc thi treân G.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford (tieáp)

ª Ñònh lyù 25.14 (Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford)
Thöïc thi BELLMAN-FORD leân ñoà thò G = (V, E) coù troïng soá vaø coù 
höôùng vôùi
– haøm troïng soá w : E 
– ñænh nguoàn s

(i) Neáu G khoâng chöùa chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s, thì

(1)  giaûi thuaät traû veà TRUE.
(2)  d[v] = d(s,v) cho moïi ñænh v  V
(3)  ñoà thò Gp laø caây caùc ñöôøng ñi ngaén nhaát coù goác taïi s.

(ii) Neáu G chöùa moät chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s, thì giaûi   
thuaät traû veà FALSE.
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford (tieáp)

Chöùng minh
(i) Giaû söû G khoâng chöùa chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s.
– Neáu v ñeán ñöôïc töø s thì Lemma 25.12 chöùng minh (2).

Neáu v khoâng ñeán ñöôïc töø s thì coù (2) töø Heä luaän 25.6
– Lemma 25.9 cuøng vôùi (2) chöùng minh (3).
– Khi giaûi thuaät hoaøn taát, ta coù vôùi moïi caïnh (u, v):

d[v] = d(s,v)  d(s,u) + w(u, v)(töø Lemma 25.3)
= d[u] + w(u, v),

vaäy caùc test doøng 6 khieán giaûi thuaät traû veà TRUE, chöùng minh (1).
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Tính ñuùng ñaén cuûa giaûi thuaät cuûa Bellman-Ford

Chöùng minh (tieáp)
(ii) Giaû söû G chöùa moät chu trình coù troïng soá aâm ñeán ñöôïc töø s laø

c = v0 ,…,vk  vôùi v0 = vk

Vaäy  i = 1…k w(vi  1, vi ) < 0 (*)
Chöùng minh (ii) baèng phaûn chöùng:

° Giaû söû Bellman-Ford traû veà TRUE, thì (doøng 5-8)
d[vi ]  d[vi  1 ] + w(vi  1, vi ), vôùi i = 1,…,k
Töø treân, laáy toång,

 i = 1…k d[vi ]   i = 1…k d[vi  1 ] +  i = 1…k w(vi  1 , vi ) #
° Vì

 i = 1…k d[vi ] =  i = 1…k d[vi  1 ], vaø
d[vi ] <  (Heä luaän 25.13), neân cuøng vôùi # ta coù

0  i = 1…k w(vi  1 , vi ), maâu thuaãn vôùi (*)!

v0 , vk

v1

vk - 1
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25.9.2004 Chöông 11: Giao ñieåm cuûa hai ñoaïn 
thaúng

2

Tính chaát cuûa ñoaïn thaúng

ª Ñònh nghóa
– Moät toå hôïp loài cuûa hai ñieåm khaùc nhau p1 = (x1,y1) vaø p2 = (x2 ,y2) laø 

moät ñieåm p3 = (x3 ,y3) sao cho
x3 = a x1 + (1 - a) x2

y3 = a y1 + (1 - a) y2

0  a  1 .
– Ñoaïn thaúng p1p2 laø taäp moïi toå hôïp loài cuûa p1 vaø p2 , kyù hieäu ñt p1p2

– Caùc ñieåm ñaàu muùt cuûa ñoaïn thaúng p1p2 laø p1 vaø p2

– Ñoaïn thaúng coù höôùng p1p2 laø ñoaïn thaúng p1p2 ñöôïc ñònh höôùng töø 
p1 ñeán p2 , kyù hieäu p1

p2 .
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3

Tích cheùo

ª Ñònh nghóa Tích cheùo cuûa hai vectors p1 = (x1,y1) vaø p2 = (x2 ,y2) laø

ª Nhaän xeùt
– Neáu p1  p2 > 0 thì vectô p1 naèm theo chieàu kim ñoàng hoà töø vectô 

p2 ñoái vôùi (0, 0)

– Neáu p1  p2 < 0 thì vectô p1 naèm ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà töø vectô 
p2 ñoái vôùi (0, 0)

– Neáu p1  p2 = 0 thì O, p1 vaø p2 thaúng haøng.

p1

p2
(0,0)

p1

p2
(0,0)

1221

21

21
21 det

yxyx
yy
xx

pp












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4

Tích cheùo (tieáp)

x

y

p1

p2

(0,0)

p

x

y

(0,0)

vectô naèm ngöôïc chieàu
kim ñoàng hoà töø p

vectô naèm theo chieàu
kim ñoàng hoà töø p

p1  p2 laø dieän tích cuûa hình bình haønh
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5

Tích cheùo (tieáp)

ª Nhaän xeùt
Cho hai ñoaïn thaúng coù höôùng p0

p1 vaø p0
p2 . Duøng pheùp tònh tieán maø 

vectô tònh tieán laø - p0 , ta thaáy
– Neáu (p1 - p0)  (p2 - p0) > 0 thì p0

p1 naèm theo chieàu kim ñoàng hoà 
töø p0

p2 

– Neáu (p1 - p0)  (p2 - p0) < 0 thì p0
p1 naèm ngöôïc chieàu kim ñoàng 

hoà töø p0
p2 .

p0 

p1 

p2 

p0 

p1 

p2 

ngöôïc chieàu
kim ñoàng hoà

theo chieàu
kim ñoàng hoà
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6

Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng

ª Baøi toaùn
Cho hai ñoaïn thaúng p1p2 vaø p3p4 . Hoûi: Hai ñoaïn thaúng coù caét nhau 
khoâng? 

Hai caùch giaûi quyeát
ª Caùch giaûi 1: giaûi heä thoáng phöông trình baäc nhaát ñeå tìm toïa ñoä cuûa 

ñieåm caét (neáu coù). Caùch giaûi naøy caàn duøng pheùp chia neân khoâng chính 
xaùc khi töû soá gaàn baèng 0.

ª Caùch giaûi 2: khoâng caàn duøng pheùp chia (xem slide tôùi).
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

– Ñònh nghóa: Moät ñoaïn thaúng p1p2 naèm hai beân (“straddle”) moät 
ñöôøng thaúng neáu p1 vaø p2 naèm ôû hai beân khaùc nhau cuûa ñöôøng 
thaúng. (Tröôøng hôïp bieân: p1 hay p2 naèm treân ñöôøng thaúng.)

p2 

p1 

p2 

p1 

ñt p1p2 naèm hai beân
ñöôøng thaúng L

ñt p1p2 khoâng naèm hai beân
ñöôøng thaúng L

p2 

p1 

L L

L
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8

Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

– Ñònh lyù: Hai ñoaïn thaúng caét nhau neáu vaø chæ neáu moät trong caùc 
ñieàu kieän sau (hoaëc caû hai) laø ñuùng.

ª 1. Moãi ñoaïn thaúng naèm hai beân ñöôøng thaúng chöùa ñoaïn thaúng 
kia.

ª 2. Moät ñieåm ñaàu muùt (ñieåm cuoái) cuûa ñoaïn thaúng naøy naèm treân 
ñoaïn thaúng kia. 

a

b Ñoaïn thaúng a naèm hai beân ñöôøng 
thaúng chöùa b, vaø ñoaïn thaúng b naèm 
hai beân ñöôøng thaúng chöùa a
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

p2

p1

p3
p4

(p4  p1)  (p2  p1)  0
(p3  p1)  (p2  p1) < 0

p4

p1

p3
p2

(p4  p1)  (p2  p1) < 0
(p3  p1)  (p2  p1) < 0

Caùc tích cheùo (p3  p1)  (p2  p1) 
vaø (p4  p1)  (p2  p1) coù daáu 
khaùc nhau, do ñoù ñt p3 p4 naèm hai 
beân ñöôøng thaúng chöùa ñt p1 p2 (vaø 
ngöôïc laïi)

Caùc tích cheùo (p3  p1)  (p2  p1) 
vaø (p4  p1)  (p2  p1) coù cuøng 
daáu, do ñoù ñt p3 p4 khoâng naèm hai 
beân ñöôøng thaúng chöùa ñt p1 p2 (vaø 
ngöôïc laïi)

Duøng tích cheùo ñeå xaùc ñònh moät ñoaïn thaúng coù naèm hai beân moät ñöôøng
thaúng hay khoâng.
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

p1

p3

p4

p2

(p4  p1)  (p2  p1) = 0

(p3  p1)  (p2  p1) < 0

(p4  p1)  (p2  p1) = 0

(p3  p1)  (p2  p1) = 0

p1

p3
p2

p4

p1

p2

p3

p4
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

– Thuû tuïc ñeå kieåm tra hai ñoaïn thaúng p1p2 vaø p3p4 coù caét nhau khoâng 
(maõ giaû). Thuû tuïc traû veà TRUE neáu hai ñoaïn thaúng caét nhau vaø traû 
veà FALSE neáu chuùng khoâng caét nhau.

SEGMENTS-INTERSECT(p1, p2, p3, p4)

1 d1  DIRECTION(p3, p4, p1)
2 d2  DIRECTION(p3, p4, p2)
3 d3  DIRECTION(p1, p2, p3)
4 d4  DIRECTION(p1, p2, p4)
5 if ((d1 > 0 and d2 < 0) or (d1 < 0 and d2 > 0)) and

((d3 > 0 and d4 < 0) or (d3 < 0 and d4 > 0))
6 then return TRUE

(xem tieáp slide tôùi)
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

(tieáp)

7 elseif d1 = 0 and ON-SEGMENT(p3, p4, p1)
8 then return TRUE
9 elseif d2 = 0 and ON-SEGMENT(p3, p4, p2)

10 then return TRUE
11 elseif d3 = 0 and ON-SEGMENT(p1, p2, p3)
12 then return TRUE
13 elseif d4 = 0 and ON-SEGMENT(p1, p2, p4)
14 then return TRUE
15 else return FALSE
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Xaùc ñònh hai ñoaïn thaúng coù caét nhau khoâng (tieáp)

Thuû tuïc ON-SEGMENT

Input: pi , pj , pk , maø pk thaúng haøng vôùi ñoaïn pi pj

Output: TRUE neáu pk naèm treân ñoaïn pi pj

FALSE neáu pk naèm ngoaøi ñoaïn pi pj

DIRECTION(pi , pj , pk )

1 return (pk - pi )  (pj - pi )

ON-SEGMENT(pi , pj , pk )

1 if min(xi , xj )  xk  max(xi , xj ) and min(yi , yj )  yk  max(yi , yj )
2 then return TRUE
3 else return FALSE
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35.2    Xaùc ñònh coù caëp ñoaïn thaúng naøo caét nhau khoâng

Baøi toaùn: Cho taäp caùc ñoaïn thaúng trong maët phaúng. Xaùc ñònh coù caëp 
ñoaïn thaúng naøo caét nhau hay khoâng.

ª Ñeå ñôn giaûn, giaû söû:
– Khoâng coù ñoaïn thaúng naøo laø thaúng ñöùng
– Khoâng coù ba ñoaïn thaúng naøo caét nhau taïi moät ñieåm chung.
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Giaûi thuaät thoâ sô

ª Giaûi thuaät thoâ sô: Kieåm tra xem moãi caëp ñoaïn thaúng coù caét nhau hay 
khoâng. Thôøi gian chaïy laø (n2), vôùi n laø soá caùc ñoaïn thaúng.
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Kyõ thuaät queùt

ª Giaûi thuaät höõu hieäu duøng kyû thuaät queùt (sweeping):
Duøng moät ñöoøng thaúng thaúng ñöùng queùt töø traùi sang phaûi vaø xem xeùt 
caùc thay ñoåi cuûa phaàn giao cuûa ñöôøng thaúng queùt vôùi caùc ñoaïn thaúng.
– Ñöôøng thaúng queùt (sweep line)

° Ñöôøng thaúng queùt thaúng ñöùng, vò trí hieän thôøi laø toaï ñoä x

x
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Thöù töï caùc ñoaïn thaúng

° Ñònh nghóa moät thöù töï hoaøn toaøn treân caùc ñoaïn thaúng caét bôûi 
ñöôøng thaúng queùt.
– Hai ñoaïn thaúng s1 vaø s2 khoâng caét nhau laø coù theå so saùnh 

ñöôïc taïi x neáu ñöôøng thaúng queùt taïi vò trí x caét caû hai ñoaïn 
thaúng ñoù.

– Neáu s1 vaø s2 laø coù theå so saùnh ñöôïc taïi x vaø giao ñieåm cuûa s1
vôùi ñöôøng thaúng queùt ôû cao hôn giao ñieåm cuûa s2 vôùi cuøng 
ñöôøng thaúng queùt ñoù, thì ta noùi s1 ôû treân s2 , kyù hieäu s1 >x s2 
.

s2
s1
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a b

c

d
e

g

h

f

i

r t u v z w
(a) (b)

a >r c a >t b
b >t c
a >t c

b >u c

Ñoaïn thaúng d khoâng so saùnh ñöôïc vôùi
caùc ñoaïn thaúng khaùc trong hình (a).

e >v f  nhöng  f >w e 
Moïi ñöôøng thaúng queùt maø ñi qua vuøng 
xaùm ñeàu coù caùc ñoaïn thaúng e vaø f ôû 
lieân tieáp nhau trong quan heä thöù töï cuûa 
noù

Thöù töï caùc ñoaïn thaúng (tieáp)
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Caùc caáu truùc döõ lieäu trong kyõ thuaät queùt

– Ñöôøng thaúng queùt 
° Khi di chuyeån ñöôøng thaúng queùt, giaûi thuaät tröõ vaø duy trì caùc 

thoâng tin sau
– Tình traïng cuûa ñöôøng thaúng queùt (sweep-line status): cho 

bieát thöù töï giöõa caùc ñoái töôïng (ñoaïn thaúng) bò caét bôûi ñöôøng 
thaúng queùt vôùi nhau

– Lòch cuûa caùc bieán coá (event-point schedule): daõy caùc toïa ñoä 
x, saép töø traùi sang phaûi, xaùc ñònh caùc vò trí döøng cuûa ñöôøng 
thaúng queùt.
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Caùc thao taùc leân sweep-line status

ª Chi tieát giaûi thuaät höõu hieäu duøng kyû thuaät queùt
– Ñöôøng thaúng queùt 

° Khi di chuyeån ñöôøng thaúng queùt, giaûi thuaät tröõ vaø duy trì caùc 
thoâng tin sau
– Tình traïng cuûa ñöôøng thaúng queùt (sweep-line status): Caùc 

thao taùc leân T:
° INSERT(T, s): cheøn ñoaïn thaúng s vaøo T
° DELETE(T, s): xoaù ñoaïn thaúng s khoûi T
° ABOVE(T, s): traû veà ñoaïn thaúng ôû ngay treân s trong T
° BELOW(T, s): traû veà ñoaïn thaúng ôû ngay döôùi s trong T.
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Event-point schedule

– Lòch cuûa caùc bieán coá (event-point schedule): daõy caùc toïa ñoä 
x, saép töø traùi sang phaûi, xaùc ñònh caùc vò trí döøng cuûa ñöôøng 
thaúng queùt.

° Moãi ñieåm ñaàu muùt cuûa caùc ñoaïn thaúng (cuûa taäp input S) 
laø moät ñieåm bieán coá (event point), laø ñieåm maø thöù töï T
thay ñoåi.

° Lòch cuûa caùc bieán coá laø tónh vaø ñöôïc xaây döïng baèng caùch 
saép xeáp caùc ñieåm ñaàu muùt cuûa caùc ñoaïn thaúng theo thöù 
töï töø traùi qua phaûi.
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Xaùc ñònh coù caëp ñoaïn thaúng naøo caét nhau khoâng

ANY-SEGMENTS-INTERSECT(S)
1    T 
2    Saép caùc ñieåm ñaàu muùt cuûa caùc ñoaïn thaúng trong S theo                   

thöù töï töø traùi sang phaûi, breaking ties...
3    for moåi ñieåm p trong danh saùch saép xeáp cuûa caùc ñieåm ñaàu muùt
4           do if p laø ñieåm ñaàu muùt beân traùi cuûa ñoaïn thaúng s
5                    then INSERT(T, s)
6                             if (ABOVE(T, s) toàn taïi vaø caét s)

hay (BELOW(T, s) toàn taïi vaø caét s)
7                                then return TRUE
8                if p laø ñieåm ñaàu muùt beân phaûi cuûa ñoaïn thaúng s
9                    then if caû hai ABOVE(T, s) vaø BELOW(T, s) ñeàu toàn taïi

vaø ABOVE(T, s) caét BELOW(T, s)
10                               then return TRUE
11                           DELETE(T, s)
12  return FALSE
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Thöïc thi ANY-SEGMENTS-INTERSECT

a

b

c

d
e

f

a a a d d e e
b c a c d d

b c b c b
b b thôøi gian
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Breaking ties

ª Neáu khi saép xeáp caùc ñieåm ñaàu muùt cuûa caùc ñoaïn thaúng trong S töø traùi 
sang phaûi maø coù nhieàu ñieåm coù cuøng toïa ñoä x thì breaking ties nhö 
sau
– Caùc ñieåm ñaàu muùt beân traùi ñöôïc xeáp tröôùc caùc ñieåm ñaàu muùt beân 

phaûi.

a

b

p

q

p ñöôïc xeáp tröôùc q khi saép xeáp caùc ñieåm ñaàu muùt
ôû doøng 2 cuûa ANY-SEGMENTS-INTERSECT
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Tính ñuùng ñaén

ª Theorem 35.1 (Tính ñuùng ñaén)
Giaûi thuaät ANY-SEGMENTS-INTERSECT chaïy treân taäp S traû veà TRUE neáu 
vaø chæ neáu coù caét nhau giöûa caùc ñoaïn thaúng.

ª Chöùng minh
“”: xem maõ ta thaáy ANY-SEGMENTS-INTERSECT traû veà TRUE chæ khi 
naøo noù tìm thaáy hai ñoaïn thaúng caét nhau.

“”: Seõ chöùng minh raèng neáu toàn taïi hai ñoaïn thaúng caét nhau thì 
ANY-SEGMENTS-INTERSECT traû veà TRUE.
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Tính ñuùng ñaén (tieáp)

Giaû söû toàn taïi moät giao ñieåm.
Goïi p laø giao ñieåm beân traùi nhaát, goïi a vaø b laø caùc ñoaïn thaúng caét 
nhau taïi p.
Toàn taïi ñöôøng queùt z maø taïi ñoù a vaø b trôû neân lieân tieáp nhau trong thöù 
töï toaøn phaàn.
Toàn taïi ñieåm ñaàu muùt q maø laø event point ñeå cho a vaø b trôû neân lieân 
tieáp nhau trong thöù töï toaøn phaàn.

Coù 2 tröôøng hôïp: A) giaûi thuaät xöû lyù q vaø B) giaûi thuaät khoâng xöû lyù q.

p

z

a

b

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



13.11.2004 Chöông 35: Hình hoïc tính toaùn 15

Tính ñuùng ñaén (tieáp)

A)
Tröôøng hôïp 1: ñoaïn thaúng a hay b ñöôïc cheøn vaøo T, vaø ñoaïn thaúng kia 
ôû treân hay döôùi noù. Caùc doøng 4-7 tìm thaáy tröôøng hôïp naøy.

p

p

p

z z

q
q

q

p

z

q

p

z

q

z

p q

z
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Tính ñuùng ñaén (tieáp)

Tröôøng hôïp 2: caùc ñoaïn thaúng a vaø b ñang trong T, vaø moät ñoaïn thaúng 
ôû giöõa chuùng ñöôïc xoùa. Caùc doøng 8-11 tìm thaáy tröôøng hôïp naøy.

Trong caû hai tröôøng hôïp, giaûi thuaät tìm thaáy p vaø traû veà TRUE.
B)
Neáu q khoâng ñöôïc giaûi thuaät xöû lyù, thì coù nghóa laø giaûi thuaät ñaõ quay 
veà tröôùc khi xöû lyù xong taát caû caùc event points. Vaäy giaûi thuaät ñaõ tìm 
thaáy moät giao ñieåm vaø traû veà TRUE.

p

z

q
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Phaân tích ANY-SEGMENTS-INTERSECT

ª Thôøi gian chaïy
– Giaû söû taäp ñoaïn thaúng S goàm coù n ñoaïn thaúng. Duøng caáu truùc döõ 

lieäu thích hôïp (ví duï: döïa treân caây nhò phaân caân baèng) ñeå hieän thöïc 
T sao cho caùc thao taùc leân T ñeàu toán O(lg n) thôøi gian.

– Thôøi gian chaïy cuûa giaûi thuaät ANY-SEGMENTS-INTERSECT goàm
° Doøng 1: O(1) thôøi gian
° Doøng 2: O(n lg n) thôøi gian
° Voøng laëp for: O(n lg n) thôøi gian

Vaäy thôøi gian chaïy toång coäng cuûa giaûi thuaät laø O(n lg n).
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35.4    Tìm bao loài

ª Töï ñoïc.
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35.4    Tìm caëp ñieåm gaàn nhau nhaát

ª Töï ñoïc.
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NP-Ñaày Ñuû
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Vaøi khaùi nieäm cô baûn

ª Baøi toaùn
– caùc tham soá
– caùc tính chaát maø lôøi giaûi caàn phaûi thoûa maõn

ª Moät thöïc theå (instance) cuûa baøi toaùn laø baøi toaùn maø caùc tham soá coù 
trò cuï theå.
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Hình thöùc hoùa khaùi nieäm baøi toaùn

ª Ví duï: baøi toaùn SHORTEST-PATH laø
– “khoâng hình thöùc”: baøi toaùn tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát giöõa hai ñænh 

cho tröôùc trong moät ñoà thò voâ höôùng, khoâng coù troïng soá G = (V, 
E).

– “hình thöùc”:
° Moät thöïc theå cuûa baøi toaùn laø moät caëp ba goàm moät ñoà thò cuï 

theå vaø hai ñænh cuï theå.
° Moät lôøi giaûi laø moät daõy caùc ñænh cuûa ñoà thò .
° Baøi toaùn SHORTEST-PATH laø quan heä keát hôïp moãi thöïc theå 

goàm moät ñoà thò vaø hai ñænh vôùi moät ñöôøng ñi ngaén nhaát (neáu 
coù) trong ñoà thò noái hai ñænh:
SHORTEST-PATH  I  S
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Baøi toaùn tröøu töôïng

ª Ñònh nghóa: moät baøi toaùn tröøu töôïng Q laø moät quan heä nhò phaân treân 
moät taäp I, ñöôïc goïi laø taäp caùc thöïc theå (instances) cuûa baøi toaùn, vaø 
moät taäp S, ñöôïc goïi laø taäp caùc lôøi giaûi cuûa baøi toaùn:

Q  I  S
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Baøi toaùn quyeát ñònh

ª Moät baøi toaùn quyeát ñònh Q laø moät baøi toaùn tröøu töôïng maø quan heä nhò 
phaân Q laø moät haøm töø I ñeán S = {0, 1}, 0 töông öùng vôùi “no”, 1 töông 
öùng vôùi “yes”.

ª Ví duï: baøi toaùn quyeát ñònh PATH laø
Cho moät ñoà thò G = (V, E), hai ñænh u, v  V, vaø moät soá nguyeân 
döông k.
Ñaët i = G, u, v, k, moät thöïc theå cuûa baøi toaùn quyeát ñònh PATH,
– PATH(i) = 1 (yes) neáu toàn taïi moät ñöôøng ñi giöõa u vaø v coù chieàu 

daøi  k
– PATH(i) = 0 (no) trong caùc tröôøng hôïp khaùc.
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Baøi toaùn toái öu

ª Moät baøi toaùn toái öu laø moät baøi toaùn trong ñoù ta caàn xaùc ñònh trò lôùn 
nhaát hay trò nhoû nhaát cuûa moät ñaïi löôïng.

ª Ñoái töôïng cuûa lyù thuyeát NP-ñaày ñuû laø caùc baøi toaùn quyeát ñònh, neân 
ta phaûi eùp (recast) caùc baøi toaùn toái öu thaønh caùc baøi toaùn quyeát ñònh.
Ví duï: ta ñaõ eùp baøi toaùn toái öu ñöôøng ñi ngaén nhaát thaønh baøi toaùn 
quyeát ñònh PATH baèng caùch laøm chaän k thaønh moät tham soá cuûa baøi 
toaùn.
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Maõ hoaù (encodings)

ª Ñeå moät chöông trình maùy tính giaûi moät baøi toaùn tröøu töôïng thì caùc 
thöïc theå cuûa baøi toaùn caàn ñöôïc bieåu dieãn sao cho chöông trình maùy 
tính coù theå ñoïc vaø “hieåu” chuùng ñöôïc. 

ª Ta maõ hoùa (encode) caùc thöïc theå cuûa moät baøi toaùn tröøu töôïng ñeå moät 
chöông trình maùy tính coù theå ñoïc chuùng ñöôïc.
– Ví duï: Maõ hoaù taäp N = {0, 1, 2, 3, 4,...} thaønh taäp caùc chuoãi {0, 1, 
10, 11, 100,...}.Trong maõ hoaù naøy, e(17)= 10001.

– Maõ hoùa moät ñoái töôïng ña hôïp (chuoãi, taäp, ñoà thò,...) baèng caùch 
keát hôïp caùc maõ hoùa cuûa caùc thaønh phaàn cuûa noù.
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Maõ hoaù (tieáp)

ª Moät baøi toaùn cuï theå laø moät baøi toaùn maø taäp caùc thöïc theå cuûa noù laø 
taäp caùc chuoãi nhò phaân.

ª Moät giaûi thuaät giaûi moät baøi toaùn cuï theå trong thôøi gian O(T(n))neáu, 
khi ñöa noù moät thöïc theå i coù ñoä daøi n =  i  , thì noù seõ cho ra lôøi giaûi 
trong thôøi gian O(T(n)).

ª Moät baøi toaùn cuï theå laø coù theå giaûi ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc neáu 
toàn taïi moät giaûi thuaät giaûi noù trong thôøi gian O(nk)vôùi moät haèng soá k
naøo ñoù.
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Lôùp P

ª Ñònh nghóa: Lôùp P (complexity class P) laø taäp caùc baøi toaùn quyeát 
ñònh cuï theå coù theå giaûi ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc.
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Baøi toaùn tröøu töôïng vaø baøi toaùn cuï theå

ª Ta duøng maõ hoaù ñeå aùnh xaï caùc baøi toaùn tröøu töôïng ñeán caùc baøi toaùn 
cuï theå.
– Cho moät baøi toaùn quyeát ñònh tröøu töôïng Q, Q aùnh xaï moät taäp caùc 

thöïc theå I ñeán {0, 1}, ta coù theå duøng moät maõ hoùa e : I  {0, 1}
ñeå sinh ra moät baøi toaùn quyeát ñònh cuï theå töông öùng, kyù hieäu 
e(Q).
Maõ hoùa e phaûi thoõa ñieàu kieän

° Neáu Q(i)  {0, 1} laø lôøi giaûi cho i  I, thì lôøi giaûi cho thöïc 
theå e(i)  {0, 1} cuûa baøi toaùn quyeát ñònh cuï theå e(Q) cuõng laø 
Q(i).

I {0, 1}
Q

{0, 1}*

e(Q)
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Caùc maõ hoaù

ª Moät haøm f : {0, 1}{0, 1} laø coù theå tính ñöôïc trong thôøi gian ña 
thöùc neáu toàn taïi moät giaûi thuaät thôøi gian ña thöùc A sao cho, vôùi moïi 
input x  {0, 1} , A cho ra output laø f(x).

ª Cho I laø moät taäp caùc thöïc theå cuûa moät baøi toaùn, ta noùi raèng hai maõ 
hoaù e1 vaø e2 laø coù lieân quan ña thöùc neáu toàn taïi hai haøm coù theå tính 
ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc f12  vaø f21 sao cho vôùi moïi i  I ta coù 
f12(e1(i)) = e2(i) vaø f21(e2 (i)) = e1(i).
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Lieân quan giöõa caùc maõ hoùa

ª Lemma 36.1
• Cho Q laø moät baøi toaùn quyeát ñònh tröøu töôïng treân moät taäp caùc thöïc 

theå I, vaø cho e1 vaø e2 laø caùc maõ hoaù treân I coù lieân quan ña thöùc
• 
• e1(Q)  P  e2(Q)  P.

ª Theo Lemma treân, “ñoä phöùc taïp” cuûa moät baøi toaùn tröøu töôïng maø 
caùc thöïc theå cuûa noù ñöôïc maõ hoùa trong cô soá 2 hay 3 thì nhö nhau.

ª Yeâu caàu: seõ chæ duøng caùc maõ hoùa maø lieân quan ña thöùc vôùi “maõ hoùa 
chuaån”.
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Maõ hoùa chuaån (standard encoding)

ª Maõ hoùa chuaån
aùnh xaï caùc thöïc theå vaøo caùc “chuoãi coù caáu truùc” treân taäp caùc kyù töï   
 = {0, 1, - , [, ], (, ), ,}.
Caùc chuoãi coù caáu truùc (structured string) ñöôïc ñònh nghóa ñeä quy. ÔÛ 
ñaây chæ trình baøy vaøi ví duï
– Soá nguyeân 13  ñöôïc bieåu dieãn bôûi chuoãi coù caáu truùc 1101.
– Soá nguyeân -13 ñöôïc bieåu dieãn bôûi chuoãi coù caáu truùc -1101.
– Chuoãi [1101] laø moät chuoãi coù caáu truùc coù theå duøng laøm “teân” (ví 

duï, cho moät phaàn töû cuûa moät taäp, moät ñænh trong moät ñoà thò,...)
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Maõ hoùa chuaån (tieáp)

– Taäp {a, b, c, d} coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi chuoãi coù caáu truùc
([0], [1], [10], [11])

– Ñoà thò 

coù theå ñöôïc bieåu dieãn bôûi chuoãi coù caáu truùc
(([0], [1], [10]), (([0], [1]), ([1], [10])))

ª Maõ hoùa chuaån cuûa moät ñoái töôïng D ñöôïc kyù hieäu laø <D>.

taäp caùc ñænh taäp caùc caïnh
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Moät khung ngoân ngöõ hình thöùc

ª Moät baûng chöõ caùi  laø moät taäp höõu haïn caùc kyù hieäu.
ª Moät ngoân ngöõõ L treân  laø moät taäp caùc chuoãi taïo bôûi caùc kyù hieäu töø .

– Ví duï: neáu  = {0, 1}, thì L = {10, 11, 101, 111, 1011,...} laø ngoân 
ngöõ cuûa caùc bieåu dieãn nhò phaân cuûa caùc soá nguyeân toá.

– Chuoãi roãng ñöôïc kyù hieäu laø , ngoân ngöõ roãng ñöôïc kyù hieäu laø  .
ª Ngoân ngöõ cuûa taát caû caùc chuoãi treân  ñöôïc kyù hieäu laø  .

– Ví duï: neáu  = {0, 1}, thì  = {, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000,…} laø 
taäp taát caû caùc chuoãi nhò phaân.

– Moãi ngoân ngöõ L treân  ñeàu laø moät taäp con cuûa  .
– Hôïp vaø giao cuûa caùc ngoân ngöõ ñöôïc ñònh nghóa gioáng nhö trong 

lyù thuyeát taäp hôïp
– Phaàn buø cuûa L laø =  L .L
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Baøi toaùn quyeát ñònh vaø ngoân ngöõ töông öùng

ª Ñoàng nhaát moät baøi toaùn quyeát ñònh vôùi moät ngoân ngöõ:
– Taäp caùc thöïc theå cho baát kyø baøi toaùn quyeát ñònh Q naøo laø taäp  . 

Vì Q laø hoaøn toaøn ñöôïc ñaëc tröng bôûi taäp cuûa taát caû caùc thöïc theå 
naøo cuûa noù maø lôøi giaûi laø 1 (yes), neân coù theå xem Q nhö laø moät 
ngoân ngöõ L treân  = {0, 1}, vôùi

L = {x   : Q(x) = 1}
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Baøi toaùn quyeát ñònh vaø ngoân ngöõ töông öùng (tieáp)

– Ví duï: baøi toaùn quyeát ñònh PATH laø ngoân ngöõ 
{G, u, v, k : G = (V, E) laø moät ñoà thò voâ höôùng,

u, v  V,
k  0 laø moät soá nguyeân, vaø toàn taïi moät       
ñöôøng ñi giöõa u vaø v trong G maø chieàu daøi  k}

Ta vieát:
PATH = {G, u, v, k : G = (V, E) laø moät ñoà thò voâ höôùng,

u, v  V,
k  0 laø moät soá nguyeân, vaø toàn taïi moät       
ñöôøng ñi giöõa u vaø v trong G maø chieàu daøi 
 k}
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Ngoân ngöõ vaø giaûi thuaät

ª Moät giaûi thuaät A chaáp nhaän (accept) moät chuoãi x  {0, 1} neáu, vôùi 
input laø x, A outputs A(x) = 1.

ª Moät giaûi thuaät A töø choái (reject) moät chuoãi x  {0, 1} neáu A(x) = 0.
ª Ngoân ngöõ ñöôïc chaáp nhaän bôûi moät giaûi thuaät A laø taäp caùc chuoãi L = 

{x  {0, 1} : A(x) = 1}.
ª Moät ngoân ngöõ L ñöôïc quyeát ñònh bôûi moät giaûi thuaät A neáu

– moïi chuoãi nhò phaân trong L ñöôïc chaáp nhaän bôûi A vaø
– moïi chuoãi nhò phaân khoâng trong L ñöôïc töø choái bôûi A.
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Chaáp nhaän vaø quyeát ñònh ngoân ngöû trong thôøi gian ña thöùc

ª Moät ngoân ngöõ L ñöôïc chaáp nhaän trong thôøi gian ña thöùc bôûi moät giaûi 
thuaät A neáu

• 1. noù ñöôïc chaáp nhaän bôûi A vaø neáu
• 2. coù moät haèng soá k sao cho vôùi moïi chuoãi x  L coù ñoä daøi n thì A

chaáp nhaän x trong thôøi gian O(nk).
ª Moät ngoân ngöõ L ñöôïc quyeát ñònh trong thôøi gian ña thöùc bôûi moät giaûi 

thuaät A neáu coù moät haèng soá k sao cho vôùi moïi chuoãi x  {0, 1} coù 
chieàu daøi n thì A quyeát ñònh chính xaùc x coù trong L hay khoâng trong 
thôøi gian O(nk).
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Lôùp P

ª Moät ñònh nghóa khaùc cuûa lôùp P:
• P = {L  {0, 1}* : toàn taïi moät giaûi thuaät A quyeát ñònh L trong thôøi 

gian ña thöùc}
ª Ñònh lyù 36.2
• P = {L : L ñöôïc chaáp nhaän bôûi moät giaûi thuaät chaïy trong thôøi gian ña 

thöùc}
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Chöùng thöïc trong thôøi gian ña thöùc

Baøi toaùn chu trình Hamilton
ª Moät chu trình hamilton cuûa moät ñoà thò voâ höôùng G = (V, E) laø moät 

chu trình ñôn chöùa moãi ñænh trong V ñuùng moät laàn.

ª Moät ñoà thò ñöôïc goïi laø hamilton neáu noù chöùa moät chu trình hamilton, 
vaø ñöôïc goïi laø khoâng hamilton trong caùc tröôøng hôïp khaùc.

ª Baøi toaùn chu trình Hamilton laø “Ñoà thò G coù moät chu trình hamilton 
khoâng?” Baøi toaùn naøy döôùi daïng moät ngoân ngöõ hình thöùc:

• HAM-CYCLE = {G : G laø moät ñoà thò hamilton}.
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Chöùng thöïc trong thôøi gian ña thöùc (tieáp)

ª Laøm theá naøo ñeå moät giaûi thuaät quyeát ñònh ñöôïc ngoân ngöõ HAM-
CYCLE?
– Cho moät thöïc theå <G> cuûa baøi toaùn, a possible decision 

algorithm lieät keâ taát caû caùc giao hoaùn cuûa caùc ñænh cuûa G vaø 
kieåm tra moãi giao hoaùn coù laø moät chu trình hamilton hay khoâng.

– Thôøi gian chaïy cuûa giaûi thuaät treân?
° Giaû söû maõ hoùa moät ñoà thò baèng ma traän keà cuûa noù, thì soá caùc 

ñænh cuûa noù laø m = ( n), vôùi n = |<G>|laø chieàu daøi cuûa maõ 
hoùa cuûa G.

° Coù m! giao hoaùn cuûa caùc ñænh neân thôøi gian chaïy laø
(m!) = ( n!) = 

Giaûi thuaät khoâng chaïy trong thôøi gian ña thöùc.
)2( n
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Kieåm tra trong thôøi gian ña thöùc

Baøi toaùn chu trình Hamilton (tieáp)
ª Xeùt moät baøi toaùn ñôn giaûn hôn: cho moät ñöôøng ñi (moät danh saùch caùc 

ñænh) trong moät ñoà thò G = (V, E), kieåm tra xem noù coù phaûi laø moät 
chu trình hamilton hay khoâng.
– Giaûi thuaät:

° kieåm tra caùc ñænh treân ñöôøng ñi ñaõ cho coù phaûi laø moät giao 
hoaùn cuûa caùc ñænh cuûa V hay khoâng.

° kieåm tra caùc caïnh treân ñöôøng ñi coù thöïc söï laø caùc caïnh cuûa E
vaø taïo neân moät chu trình hay khoâng.

– Thôøi gian chaïy: O(n2).
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Giaûi thuaät chöùng thöïc

ª Ta ñònh nghóa moät giaûi thuaät chöùng thöïc (verification algorithm) laø 
moät giaûi thuaät A coù hai ñoái soá (two-argument algorithm), trong ñoù 
moät ñoái soá laø moät chuoãi input thoâng thöôøng x vaø ñoái soá kia laø moät 
chuoãi nhò phaân y, y ñöôïc goïi laø moät chöùng thö (certificate).

ª Ngoân ngöõ ñöôïc chöùng thöïc bôûi moät giaûi thuaät chöùng thöïc A laø
• L = {x  {0, 1}* : toàn taïi y  {0, 1}* sao cho A(x, y) = 1}.

– Ví duï: Trong baøi toaùn chu trình hamilton, chöùng thö laø danh saùch 
cuûa caùc ñænh trong chu trình hamilton.
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Lôùp NP

ª Lôùp NP (NP: “nondeterministic polynomial time”) laø lôùp caùc ngoân 
ngöõ coù theå ñöôïc chöùng thöïc bôûi moät giaûi thuaät thôøi gian ña thöùc. 
Chính xaùc hôn:
Cho moät ngoân ngöõ L.

• Ngoân ngöõ L thuoäc veà NP
• 
• Toàn taïi moät giaûi thuaät thôøi gian ña thöùc hai ñoái soá A cuøng vôùi moät 

haèng soá c sao cho
• L = {x  {0, 1}* : toàn taïi moät chöùng thö y vôùi ñoä daøi y  = O(x c) sao 

cho A(x, y) = 1}.
ª Ta noùi raèng giaûi thuaät A chöùng thöïc ngoân ngöõ L trong thôøi gian ña 

thöùc.
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Lôùp NP

– Ví duï: HAM-CYCLE  NP.
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Tính coù theå ruùt goïn ñöôïc (reducibility)

ª Laøm theá naøo ñeå so saùnh “ñoä khoù” cuûa caùc baøi toaùn?
ª Ví duï

– Baøi toaùn Q: Giaûi phöông trình baäc nhaát ax + b = 0
– Baøi toaùn Q’: Giaûi phöông trình baäc hai px2 + qx + r = 0 

ª Giaûi phöông trình baäc nhaát ax + b = 0 baèng caùch giaûi phöông trình 
baäc hai: 0x2 + ax + b = 0.
Ta noùi:
Baøi toaùn Q “coù theå ruùt goïn ñöôïc” veà baøi toaùn Q’ baèng caùch bieåu dieãn 
phöông trình baäc nhaát döôùi daïng: 0x2 + qx + r = 0 .

• Q laø “khoâng khoù hôn” Q’.
ª Ñieàu kieän: thôøi gian ñeå ruùt goïn baøi toaùn “khoâng ñöôïc laâu hôn” thôøi 

gian ñeå giaûi chính baøi toaùn ñoù.
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Tính coù theå ruùt goïn ñöôïc (tieáp)

ª Moät ngoân ngöõ L1 laø coù theå ruùt goïn ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc veà
moät ngoân ngöõ L2 , kyù hieäu L1  P L2 , neáu toàn taïi moät haøm coù theå tính 
ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc f : {0, 1}* {0, 1}* sao cho vôùi moïi x 
{0, 1}* ,
• x  L1  f(x)  L2 .
– Ta goïi haøm f laø haøm ruùt goïn (reduction function).
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Tính coù theå ruùt goïn ñöôïc (tieáp)

ª Nhaän xeùt: x  {0,1}*, traû lôøi “x  L1?” baèng caùch traû lôøi “f(x) 
L2?”
– khi f(x)  L2 thì x  L1

– khi f(x)  L2 thì x  L1

{0,1}* {0,1}*

L1

L2

f

x

f(x)
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Tính coù theå ruùt goïn ñöôïc (tieáp)

– Moät giaûi thuaät thôøi gian ña thöùc F tính f ñöôïc goïi laø moät giaûi 
thuaät ruùt goïn (reduction algorithm).
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Ruùt goïn trong thôøi gian ña thöùc

ª Lemma 36.3
• L1, L2   {0, 1}* laø caùc ngoân ngöõ sao cho L1  P L2 

• 
• Neáu L2  P thì L1  P .
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NP-ñaày ñuû

ª Moät ngoân ngöõ L  {0, 1}* laø NP-ñaày ñuû (NP-complete) neáu
• 1. L NP
• 2. L’  P L vôùi moïi L’  NP.
ª Moät ngoân ngöõ L  {0, 1}* laø NP-khoù (NP-hard) neáu tính chaát 2 ôû 

treân ñöôïc thoûa (trong khi tính chaát 1 khoâng nhaát thieát phaûi ñöôïc 
thoûa.)
“Moïi baøi toaùn trong NP ñeàu khoâng khoù hôn baøi toaùn L”

ª Ta ñònh nghóa NPC laø lôùp caùc ngoân ngöõ NP-ñaày ñuû.
“NPC laø lôùp caùc baøi toaùn khoù nhaát trong NP”
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NP-ñaày ñuû (tieáp)

ª Ñònh lyù 36.4
– Neáu coù baát kyø moät baøi toaùn NP-ñaày ñuû naøo coù theå giaûi ñöôïc 

trong thôøi gian ña thöùc, thì P =NP.
• Töông ñöông nhö theá:

– Neáu coù baát kyø moät baøi toaùn naøo trong NP laø khoâng theå giaûi ñöôïc 
trong thôøi gian ña thöùc, thì khoâng coù baøi toaùn NP-ñaày ñuû naøo laø 
giaûi ñöôïc trong thôøi gian ña thöùc.
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Baøi toaùn thoûa maõn maïch

ª Coång logic

ª Maïch toå hôïp bool

x z x
y

x
y zz

Coång NOT Coång AND Coång OR

x1
x2

x3 x4

x5

x6

x7

x8

x9 x10
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Baøi toaùn thoûa maõn maïch (tieáp)

ª Tính chaát thoûa maõn maïch
– Moät caùch gaùn trò bool (truth assignment) cho moät maïch toå hôïp 

bool laø moät taäp caùc trò input bool
– Moät maïch toå hôïp bool vôùi chæ moät output laø coù theå thoaû maõn 

ñöôïc (satisfiable) neáu noù coù moät caùch gaùn thoûa maõn (satisfying 
assignment), töùc laø moät caùch gaùn trò bool khieán cho output cuûa 
maïch laø 1.

x1
x2

x3 x4

x5

x6

x7

x8

x9 x10

1

1

0

1

0
0

1

1

1

1
1
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Baøi toaùn thoûa maõn maïch (tieáp)

ª Baøi toaùn thoûa maõn maïch laø “Cho moät maïch toå hôïp bool taïo bôûi caùc 
coång AND, OR, vaø NOT, noù coù theå thoûa maõn ñöôïc khoâng?”

• CIRCUIT-SAT = {C : C laø moät maïch toå hôïp bool coù theå thoûa maõn 
ñöôïc}.

ª Lemma 36.5
• Baøi toaùn thoûa maõn maïch thuoäc veà lôùp NP.
ª Lemma 36.6
• Baøi toaùn thoûa maõn maïch laø NP-khoù.
ª Theorem 36.7
• Baøi toaùn thoûa maõn maïch laø NP-ñaày ñuû.
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Caùch chöùng minh NP-ñaày ñuû

ª Lemma 36.8
• Neáu L laø moät ngoân ngöõ sao cho L’  P L vôùi moät L’  NPC, thì L laø 

NP-khoù. Theâm vaøo ñoù, neáu L  NP, thì L  NPC.
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Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool

ª Bieåu thöùc bool
•  = ((x1  x2)  ((x1  x3)  x4 ))  x2

– Moät caùch gaùn trò bool (truth assignment) cho moät bieåu thöùc bool 
 laø moät taäp caùc trò cho caùc bieán cuûa  .

– Moät caùch gaùn thoaû maõn (satisfying assignment) laø moät caùch gaùn 
trò bool khieán cho bieåu thöùc bool coù trò laø 1.

– Moät bieåu thöùc bool coù moät caùch gaùn thoûa maõn goïi laø moät bieåu 
thöùc coù theå thoûa maõn ñöôïc.

ª Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool
• SAT = {  :  laø bieåu thöùc bool coù theå thoûa maõn ñöôïc}.
ª Theorem 36.9
• Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool daïng 3-CNF

ª Bieåu thöùc bool daïng 3-CNF (3-conjunctive normal form)
•  = (x1  x1  x2)  (x3  x2  x4)  (x1  x3  x4 )
ª Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool daïng 3-CNF
• 3-CNF-SAT = {  :  laø bieåu thöùc bool daïng 3-CNF coù theå thoûa 

maõn ñöôïc}.
ª Theorem 36.9
• Baøi toaùn thoûa maõn bieåu thöùc bool daïng 3-CNF laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn clique

ª Caùc ñònh nghóa
– Moät clique cuûa moät ñoà thò voâ höôùng G = (V, E)laø moät ñoà thò con 

ñaày ñuû cuûa G.

– Kích thöôùc cuûa moät clique laø soá ñænh maø noù chöùa.
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Baøi toaùn clique (tieáp)

ª Baøi toaùn clique laø baøi toaùn toái öu tìm clique coù kích thöôùc lôùn nhaát 
cuûa moät ñoà thò.

ª Baøi toaùn quyeát ñònh töông öùng vôùi baøi toaùn clique laø
• CLIQUE = { G, k : G laø moät ñoà thò coù moät clique coù kích thöôùc k}.
ª Theorem 36.11
• Baøi toaùn clique laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn che phuû ñænh

ª Caùc khaùi nieäm cô baûn
– Moät che phuû ñænh (vertex cover) cuûa moät ñoà thò voâ höôùng G = (V, 

E) laø moät taäp con V’  V sao cho neáu (u, v) E thì u  V’ hoaëc v
 V’ (hoaëc caû hai).

– Kích thöôùc cuûa moät che phuû ñænh laø soá ñænh trong ñoù.
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Baøi toaùn che phuû ñænh (tieáp)

ª Baøi toaùn che phuû ñænh laø tìm moät che phuû ñænh coù kích thöôùc nhoû 
nhaát trong moät ñoà thò cho tröôùc.

ª Baøi toaùn quyeát ñònh töông öùng döôùi daïng moät ngoân ngöõ laø:
• VERTEX-COVER = { G, k : ñoà thò G coù moät che phuû ñænh coù kích 

thöôùc k}.
ª Theorem 36.12
• Baøi toaùn che phuû ñænh laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn toång cuûa taäp con

ª Cho moät taäp höõu haïn S  N vaø moät trò ñích t  N.
ª Baøi toaùn toång cuûa taäp con laø hoûi coù toàn taïi moät taäp con S’ S sao 

cho toång caùc phaàn töû cuûa noù baèng t hay khoâng.
– Ví duï: vôùi S = {1, 3, 5, 7, 11, 13}, vaø t = 12 thì taäp con S’ = {1, 

11} laø moät lôøi giaûi.
ª Baøi toaùn toång cuûa taäp con döôùi daïng moät ngoân ngöõ:
• SUBSET-SUM = {S, t : toàn taïi moät taäp con S’ S sao cho

• t =  s  S’ s }.
ª Theorem 36.13
• Baøi toaùn toång cuûa taäp con laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn chu trình Hamilton

ª Baøi toaùn chu trình Hamilton
• HAM-CYCLE = {G : G laø moät ñoà thò hamilton}
ª Theorem 36.14
• Baøi toaùn chu trình hamilton laø NP-ñaày ñuû.
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong

ª Caùc khaùi nieäm cô baûn
– Cho moät ñoà thò ñaày ñuû G. Moãi caïnh (i, j) noái hai ñænh i vaø j cuûa G

coù moät chi phí  laø moät soá nguyeân c(i, j) 
– Ta ñònh nghóa moät tua (tour) laø moät chu trình hamilton cuûa G, chi 

phí cuûa tua laø toång cuûa caùc chi phí cuûa moãi caïnh cuûa tua.
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong (tieáp)

ª Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong (TSP, travelling-salesperson problem) 
laø tìm moät tua coù chi phí nhoû nhaát.

ª Ngoân ngöõ hình thöùc cho baøi toaùn quyeát ñònh töông öùng laø
• TSP = { G, c, k : G = (V, E)laø moät ñoà thò ñaày ñuû,

• c laø moät haøm soá V  V  Z,
• k  Z, vaø
• G coù moät tua vôùi chi phí  k}.

ª Theorem 36.15  Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong laø NP-ñaày ñuû.
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P  NP?
Baøi toaùn môû quan troïng nhaát trong khoa hoïc maùy tính lyù thuyeát.
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Tieáp caän moät baøi toaùn NP-ñaày ñuû

° Neáu moät baøi toaùn laø NP-ñaày ñuû thì khoâng chaéc raèng ta seõ tìm ñöôïc 
moät giaûi thuaät thôøi gian ña thöùc ñeå giaûi noù moät caùch chính xaùc.

° Tieáp caän moät baøi toaùn NP-ñaày ñuû
1) Neáu caùc input coù kích thöôùc nhoû thì moät giaûi thuaät chaïy trong thôøi 
gian soá muõ vaãn coù theå thoaû maõn yeâu caàu
2) Thay vì tìm caùc lôøi giaûi toái öu, coù theå tìm caùc lôøi giaûi gaàn toái öu 
trong thôøi gian ña thöùc.
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Giaûi thuaät xaáp xæ

° Moät giaûi thuaät xaáp xæ laø moät giaûi thuaät traû veà lôøi giaûi gaàn toái öu.
° Giaû söû: chi phí cuûa lôøi giaûi  0. Goïi C laø chi phí cuûa lôøi giaûi toái öu.

Moät giaûi thuaät xaáp xæ cho moät baøi toaùn toái öu ñöôïc goïi laø coù tæ soá xaáp 
xæ r(n) (approximation ratio, ratio bound) neáu vôùi moïi input coù kích 
thöôùc n thì chi phí cuûa lôøi giaûi do giaûi thuaät xaáp xæ tìm ñöôïc seõ thoaû

• max(CC , C C)  r(n) .
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Giaûi thuaät xaáp xæ

° Chi phí cuûa lôøi giaûi do giaûi thuaät xaáp xæ tìm ñöôïc thoûa, vôùi tæ soá xaáp 
xæ r(n),

• max(CC , C C)  r(n)
– Baøi toaùn toái ña: 0  C  C , vaäy

max(CC , C C) = C C  r(n) .
Chi phí cuûa lôøi giaûi toái öu  r(n)laàn chi phí cuûa lôøi giaûi gaàn 
ñuùng.

– Baøi toaùn toái thieåu: 0  C  C, vaäy
max(CC , C C) = CC  r(n) .

Chi phí cuûa lôøi giaûi gaàn ñuùng  r(n)laàn chi phí cuûa lôøi giaûi toái 
öu.

° Moät giaûi thuaät xaáp xæ coù tæ soá xaáp xæ r(n)ñöôïc goïi laø moät giaûi thuaät 
r(n)-xaáp xæ.
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Baøi toaùn che phuû ñænh

Nhaéc laïi
° Moät che phuû ñænh (vertex cover) cuûa moät ñoà thò voâ höôùng G = (V, E) 

laø moät taäp con V’  V sao cho neáu (u, v)  E thì u  V’ hay v  V’
(hoaëc caû hai  V’).

Kích thöôùc cuûa moät che phuû ñænh laø soá phaàn töû cuûa noù.
° Baøi toaùn che phuû ñænh laø tìm moät che phuû ñænh coù kích thöôùc nhoû 

nhaát trong moät ñoà thò voâ höôùng ñaõ cho.
Baøi toaùn naøy laø daïng baøi toaùn toái öu cuûa ngoân ngöõ NP-ñaày ñuû
VERTEX-COVER = {G, k : ñoà thò G coù moät che phuû ñænh coù kích 

thöôùc k} .
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Moät giaûi thuaät xaáp xæ cho baøi toaùn che phuû ñænh

APPROX-VERTEX-COVER(G)
1 C 
2 E’  E[G]
3 while E’  
4 do xeùt (u, v) laø moät caïnh baát kyø cuûa E’
5 C  C  {u, v}
6 taùch khoûi E’ taát caû caùc caïnh lieân thuoäc taïi u hay v
7 return C

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



21.5.2004 Chöông 37
Approximation Algorithms

7

Thöïc thi APPROX-VERTEX-COVER
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Phaân tích APPROX-VERTEX-COVER

Nhaän xeùt: Thôøi gian chaïy cuûa APPROX-VERTEX-COVER laø O(E).

Ñònh lyù 37.1
APPROX-VERTEX-COVER laø moät giaûi thuaät 2-xaáp xæ trong thôøi gian ña 
thöùc.
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong vôùi baát ñaúng thöùc tam giaùc

° Cho moät ñoà thò ñaày ñuû voâ höôùng G = (V, E) cuøng vôùi moät haøm chi phí 
c : E  Z+. Tìm moät chu trình hamilton (moät tour) cuûa G vôùi phí toån 
nhoû nhaát.

° Ñieàu kieän: Haøm chi phí c: E  Z+ thoûa maõn baát ñaúng thöùc tam giaùc
c(u, w)  c(u, v) + c(v, w), u, v, w  V .

APPROX-TSP-TOUR(G, c)
1     choïn moät ñænh r  V[G]laøm moät ñænh “goác”
2     nuoâi lôùn moät caây khung nhoû nhaát T cho G töø 

goác r duøng giaûi thuaät MST-PRIM(G, c, r)
3     goïi L laø danh saùch caùc ñænh ñöôïc thaêm vieáng 

bôûi pheùp duyeät caây theo kieåu tieàn thöù töï
4     return chu trình hamilton H vieáng caùc ñænh 

theo thöù töï L

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



21.5.2004 Chöông 37
Approximation Algorithms

10

Thöïc thi APPROX-TSP-TOUR leân moät ví duï

a

b

c

d

e

f g

h

a

b

c

d

e

f g

h

(a) (b)

Caây khung nhoû nhaát T tính bôûi MST-
PRIM, ñænh a laø ñænh goác. 
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Thöïc thi APPROX-TSP-TOUR leân moät ví duï (tieáp)

a
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h
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(c) (d)

Duyeät caây T baét ñaàu töø a. Thöù töï caùc ñænh 
khi duyeät kieåu hoaøn toaøn laø: a, b, c, b, h, b, 
a, d, e, f, e, g, e, d, a. Thöù töï caùc ñænh khi 
duyeät kieåu tieàn thöù töï laø: a, b, c, h, d, e, f, g.

Tua H coù ñöôïc töø keát quaû duyeät caây 
theo kieåu tieàn thöù töï maø APPROX-
TSP-TOUR tìm ñöôïc. Chi phí cuûa 
tua H laø khoaûng chöøng 19,074.
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Thöïc thi APPROX-TSP-TOUR leân moät ví duï (tieáp)

a

b

c

d

e

f g

h

(e)

Tua toái öu H , coù chi phí laø 14,715.
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong vôùi baát ñaúng thöùc tam giaùc

• Ñònh lyù 37.2
• APPROX-TSP-TOUR laø moät giaûi thuaät 2-xaáp xæ thôøi gian ña thöùc cho 

baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong vôùi baát ñaúng thöùc tam giaùc.
• Chöùng minh

Cho A  E, ñònh nghóa

° Goïi H laø moät tua toái öu, goïi H laø tua maø APPROX-TSP-TOUR tìm 
ñöôïc

° Caàn chöùng minh: c(H)  2c(H) .
° (*) Ta coù c(T)  c(H  e)  c(H) vì neáu xoaù ñi baát cöù caïnh e naøo 

cuûa H thì ñöôïc moät caây khung, maø T laïi laø caây khung nhoû nhaát.





Avu

vucAc
),(

),()(
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong vôùi baát ñaúng thöùc tam giaùc

Chöùng minh (tieáp)
° c(W) = 2c(T), vôùi W laø keát quaû moät duyeät hoaøn toaøn caây T töø ñænh r, 

vì moãi caïnh cuûa T ñöôïc ñi qua hai laàn.
° c(W)  2c(H), töø treân vaø vì (*).
° Nhöng W khoâng phaûi laø tua vì moãi ñænh ñöôïc thaêm hai laàn, do ñoù 

“traùnh thaêm moïi ñænh laàn thöù hai” (= duyeät caây theo kieåu tieàn thöù töï) 
ñeå coù ñöôïc tua H, chi phí khoâng taêng vì baát ñaúng thöùc tam giaùc, do 
ñoù

• c(H)  c(W)  2c(H) .

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



21.5.2004 Chöông 37
Approximation Algorithms

15

Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong toång quaùt

• Ñònh lyù 37.3
• Neáu P  NP vaø r  1, thì khoâng toàn taïi giaûi thuaät xaáp xæ thôøi gian ña 

thöùc vôùi tæ soá xaáp xæ r cho baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong toång quaùt.

• Chöùng minh
Chöùng minh baèng phaûn chöùng.

° Giaû söû coù moät soá nguyeân r  1 vaø moät giaûi thuaät r-xaáp xæ thôøi gian 
ña thöùc A cho baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong toång quaùt.
Höôùng chöùng minh: Seõ duøng A ñeå giaûi baøi toaùn chu trình Hamilton 
HAM-CYCLE trong thôøi gian ña thöùc. Vì HAM-CYCLE laø NP-ñaày 
ñuû vaø theo giaû thieát P  NP neân A khoâng chaïy trong thôøi gian ña 
thöùc, maâu thuaån!
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong toång quaùt

• Chöùng minh (tieáp)
° Goïi G = (V, E) laø moät thöïc theå (instance) cuûa baøi toaùn chu trình 

hamilton.
Töø G ñònh nghóa ñoà thò G’ = (V, E’) laø ñoà thò ñaày ñuû treân V, vôùi haøm 
chi phí 

• c(u, v) = 1 neáu (u, v)  E
• = r|V| + 1          trong caùc tröôøng hôïp khaùc.
• Caùc bieåu dieån cuûa G’ vaø c coù theå tính ñöôïc töø moät bieåu dieãn cuûa G

trong thôøi gian ña thöùc theo |V|vaø |E|.
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Baøi toaùn ngöôøi baùn haøng rong toång quaùt

Chöùng minh (tieáp)
° Goïi H laø tua toái öu cuûa G’, goïi H laø tua maø A tìm ñöôïc, ta coù
• c(H )  rc(H). Phaân bieät hai tröôøng hôïp:

– Tröôøng hôïp c(H ) > r|V|
r|V| c(H )  rc(H)  |V| c(H)
Vaäy H phaûi chöùa ít nhaát moät caïnh  E. Suy ra G khoâng coù chu 
trình hamilton.

– Tröôøng hôïp c(H )  r|V|
• c(H )  r|V|  1 = chi phí cuûa moät caïnh baát kyø  E. Do ñoù H chæ 

chöùa caïnh cuûa G, töø ñoù suy ra H laø moät chu trình hamilton cuûa G.
° Vaäy ta coù theå duøng giaûi thuaät A ñeå giaûi baøi toaùn chu trình hamilton 

trong thôøi gian ña thöùc. Maâu thuaãn vôùi giaû thieát P  NP!
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Baøi toaùn che phuû taäp

° Moät thöïc theå (X, F ) cuûa baøi toaùn che phuû taäp goàm moät taäp höõu haïn X
vaø moät hoï F caùc taäp con cuûa X sao cho

Moät taäp con C  F ñöôïc goïi laø che phuû X neáu

° Baøi toaùn che phuû taäp laø tìm moät taäp con C  F , vôùi |C |laø nhoû nhaát, 
sao cho C che phuû X.

. 
  

SX
S


F



. 
  

SX
S


C


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Daïng quyeát ñònh cuûa baøi toaùn che phuû taäp

° Daïng baøi toaùn quyeát ñònh cho baøi toaùn che phuû taäp laø tìm moät che 
phuû sao cho kích thöôùc cuûa noù  k, vôùi k laø moät tham soá cuûa moät thöïc 
theå cuûa baøi toaùn quyeát ñònh.

° Baøi toaùn quyeát ñònh cho baøi toaùn che phuû taäp laø NP-ñaày ñuû.

Simpo PDF Merge and Split Unregistered Version - http://www.simpopdf.com



21.5.2004 Chöông 37
Approximation Algorithms

20

Moät giaûi thuaät xaáp xæ cho baøi toaùn che phuû taäp

° Moät giaûi thuaät xaáp xæ cho baøi toaùn che phuû taäp
– duøng phöông phaùp greedy.

GREEDY-SET-COVER(X, F )

1 U  X
2 C 
3 while U  
4 do choïn moät S  F sao cho | S  U |laø lôùn nhaát
5 U  U - S
6 C  C  {S}
7 return C
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Phaân tích GREEDY-SET-COVER

Goïi soá ñieàu hoøa thöù d laø Hd :

Tính chaát: Hd  ln d + 1 .

Ñònh lyù 37.4
GREEDY-SET-COVER laø moät giaûi thuaät (n)-xaáp xæ thôøi gian ña thöùc, 
vôùi (n) = H(max{| S |: S  F }).

Nhaän xeùt: max{| S |: S  F }  | X |
Heä luaän 37.5
GREEDY-SET-COVER laø moät giaûi thuaät (ln| X |+ 1)-xaáp xæ thôøi gian ña 
thöùc.


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