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phÇn më ®Çu 

C¬ häc nghiªn cøu c¸c quy luËt c©n b»ng vµ chuyÓn ®éng cña vËt thÓ d−íi 

t¸c dông cña lùc. C©n b»ng hay chuyÓn ®éng trong c¬ häc lµ tr¹ng th¸i ®øng yªn 

hay dêi chç cña vËt thÓ trong kh«ng gian theo thêi gian so víi vËt thÓ kh¸c ®−îc 

lµm chuÈn gäi lµ hÖ quy chiÕu. Kh«ng gian vµ thêi gian ë ®©y ®éc lËp víi nhau. 

VËt thÓ trong c¬ häc x©y dùng d−íi d¹ng c¸c m« h×nh chÊt ®iÓm, c¬ hÖ vµ vËt 

r¾n. 

C¬ häc ®−îc x©y dùng trªn c¬ së hÖ tiªn ®Ò cña Niu t¬n ®−a ra trong t¸c 

phÈm næi tiÕng " C¬ së to¸n häc cña triÕt häc tù nhiªn" n¨m 1687 - chÝnh v× thÕ 

c¬ häc cßn ®−îc gäi lµ c¬ häc Niu t¬n. 

C¬ häc kh¶o s¸t c¸c vËt thÓ cã kÝch th−íc h÷u h¹n vµ chuyÓn ®éng víi vËn 

tèc nhá h¬n vËn tèc ¸nh s¸ng. C¸c vËt  thÓ cã kÝch th−íc vÜ m«, chuyÓn ®éng cã 

vËn tèc gÇn víi vËn tèc ¸nh s¸ng ®−îc kh¶o s¸t trong gi¸o tr×nh c¬ häc t−¬ng ®èi 

cña Anhxtanh. 

Trong c¸c tr−êng ®¹i häc kü thuËt, c¬ häc lµm nÒn t¶ng cho c¸c m«n häc 

kü thuËt c¬ së vµ kü thuËt chuyªn ngµnh nh− søc bÒn vËt liÖu, nguyªn lý m¸y, 

®éng lùc häc m¸y, ®éng lùc häc c«ng tr×nh, lý thuyÕt tÝnh to¸n m¸y n«ng nghiÖp, 

lý thuyÕt « t« m¸y kÐo v.v... 

C¬ häc ®· cã lÞch sö l©u ®êi cïng víi qu¸ tr×nh ph¸t triÓn cña khoa häc tù 

nhiªn, b¾t ®Çu tõ thêi kú phôc h−ng sau ®ã ®−îc ph¸t triÓn vµ hoµn thiÖn dÇn. 

C¸c kh¶o s¸t cã tÇm quan träng ®Æc biÖt lµm nÒn t¶ng cho sù ph¸t triÓn cña c¬ 

häc lµ c¸c c«ng tr×nh cña  nhµ b¸c häc ng−êi ý Galilª (1564- 1642). Galilª ®· 

®−a ra c¸c ®Þnh luËt vÒ chuyÓn ®éng cña vËt thÓ d−íi t¸c dông cña lùc, ®Æc biÖt lµ 

®Þnh luËt qu¸n tÝnh. §Õn thêi kú Niut¬n (1643- 1727) «ng ®· hoµn tÊt trªn c¬ së 

thèng nhÊt vµ më réng c¬ häc cña Galilª, x©y dùng hÖ thèng c¸c ®Þnh luËt mang 

tªn «ng - ®Þnh luËt Niut¬n. TiÕp theo Niut¬n lµ §al¨mbe (1717- 1783),            

¬le ( 1707 - 1783) ®· cã nhiÒu ®ãng gãp cho c¬ häc hiÖn ®¹i ngµy nay. 
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 ¬le lµ ng−êi ®Æt nÒn mãng cho viÖc h×nh thµnh m«n c¬ häc gi¶i tÝch mµ 

sau nµy Lag¬r¨ng, Hamint¬n, Jaccobi, Gaox¬ ®· hoµn thiÖn thªm. 

C¨n cø vµo néi dung vµ c¸c ®Æc ®iÓm cña bµi to¸n kh¶o s¸t, ch−¬ng tr×nh 

c¬ häc gi¶ng cho c¸c tr−êng ®¹i häc kü thuËt cã thÓ chia ra thµnh c¸c phÇn: TÜnh 

häc, ®éng häc, ®éng lùc häc vµ c¸c nguyªn lý c¬ häc. TÜnh häc nghiªn cøu c¸c 

quy luËt c©n b»ng cña vËt thÓ d−íi t¸c dông cña lùc. §éng häc chØ nghiªn cøu 

c¸c quy luËt chuyÓn ®éng cña vËt thÓ ®¬n thuÇn vÒ mÆt h×nh häc. §éng lùc häc 

nghiªn cøu c¸c quy luËt chuyÓn ®éng cña vËt thÓ d−íi t¸c dông cña lùc. C¸c 

nguyªn lý c¬ häc lµ néi dung c¬ b¶n nhÊt cña c¬ häc gi¶i tÝch. C¬ häc gi¶i tÝch 

chÝnh lµ phÇn ®éng lùc häc cña hÖ ®−îc tr×nh bµy theo h−íng gi¶i tÝch ho¸. 

C¬ häc lµ khoa häc cã tÝnh hÖ thèng vµ ®−îc tr×nh bµy rÊt chÆt chÏ . Khi 

nghiªn cøu m«n häc nµy ®ßi hái ph¶i n¾m v÷ng c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ hÖ tiªn 

®Ò, vËn dông thµnh th¹o c¸c c«ng cô to¸n häc nh− h×nh gi¶i tÝch, c¸c phÐp tÝnh vi 

ph©n, tÝch ph©n, ph−¬ng tr×nh vi ph©n... ®Ó thiÕt lËp vµ chøng minh c¸c ®Þnh lý 

®−îc tr×nh bµy trong m«n häc. 

Ngoµi ra ng−êi häc cÇn ph¶i th−êng xuyªn gi¶i c¸c bµi tËp ®Ó cñng cè kiÕn 

thøc ®ång thêi rÌn luyÖn kü n¨ng ¸p dông lý thuyÕt c¬ häc gi¶i quyÕt c¸c bµi 

to¸n kü thuËt. 
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PhÇn I 

TÜnh Häc 
 

Ch−¬ng 1 

C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ hÖ tiªn ®Ò cña tÜnh häc 
lý thuyÕt vÒ m« men lùc vµ ngÉu lùc 

1.1. c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n  

TÜnh häc nghiªn cøu c¸c quy luËt c©n b»ng cña vËt r¾n tuyÖt ®èi d−íi t¸c 

dông cña lùc. Trong tÜnh häc cã hai kh¸i niÖm c¬ b¶n lµ vËt r¾n tuyÖt ®èi vµ lùc. 

1.1.1. VËt r¾n tuyÖt ®èi 

VËt r¾n tuyÖt ®èi lµ vËt thÓ cã h×nh d¹ng bÊt biÕn nghÜa lµ kho¶ng c¸ch hai 

phÇn tö bÊt kú trªn nã lu«n lu«n kh«ng ®æi. VËt thÓ cã h×nh d¹ng biÕn ®æi gäi lµ 

vËt biÕn d¹ng. Trong tÜnh häc chØ kh¶o s¸t nh÷ng vËt thÓ lµ r¾n tuyÖt ®èi th−êng 

gäi t¾t lµ vËt r¾n. Thùc tÕ cho thÊy hÇu hÕt c¸c vËt thÓ ®Òu lµ vËt biÕn d¹ng. Song 

nÕu tÝnh chÊt biÕn d¹ng cña nã kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn ®é chÝnh x¸c cÇn cã cña 

bµi to¸n cã thÓ xem nã nh− vËt r¾n tuyÖt ®èi trong m« h×nh tÝnh to¸n. 

1.1.2. Lùc vµ c¸c ®Þnh nghÜa vÒ lùc 

Lùc lµ ®¹i l−îng ®o t¸c dông c¬ häc gi÷a c¸c vËt thÓ víi nhau. Lùc ®−îc 

biÓu diÔn b»ng ®¹i l−îng vÐc t¬ cã ba yÕu tè ®Æc tr−ng: ®é lín (cßn gäi lµ c−êng 

®é), ph−¬ng chiÒu vµ ®iÓm ®Æt. ThiÕu mét trong ba yÕu tè trªn t¸c dông cña lùc 

kh«ng ®−îc x¸c ®Þnh. Ta th−êng dïng ch÷ c¸i cã dÊu vÐc t¬ ë trªn ®Ó ký hiÖu c¸c 

vÐc t¬ lùc. ThÝ dô c¸c lùc P
r

, 1F
r

,.... N
r

. Víi c¸c ký hiÖu nµy ph¶i hiÓu r»ng c¸c 

ch÷ c¸i kh«ng cã dÊu vÐc t¬ ë trªn chØ lµ ký hiÖu ®é lín cña nã. ThÝ dô ®é lín 

cña c¸c lùc P
r

, F
r

...  lµ P, F, ...N. §é lín cña c¸c lùc cã thø nguyªn lµ Niu t¬n 

hay béi sè Kil« Niu t¬n viÕt t¾t lµ (N hay kN). 

N
r

Sau ®©y giíi thiÖu mét sè ®Þnh nghÜa: 
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HÖ lùc: HÖ lùc lµ mét tËp hîp nhiÒu lùc cïng t¸c dông lªn vËt r¾n. 

Lùc t−¬ng ®−¬ng: Hai lùc t−¬ng ®−¬ng hay hai hÖ lùc t−¬ng ®−¬ng lµ hai 

lùc hay hai hÖ lùc cã t¸c ®éng c¬ häc nh− nhau. §Ó biÓu diÔn hai lùc t−¬ng 

®−¬ng hay hai hÖ lùc t−¬ng ®−¬ng ta dïng dÊu t−¬ng ®−¬ng nh− trong to¸n häc. 

ThÝ dô hai lùc F
r

 vµ P
r

t−¬ng ®−¬ng ta viÕt F
r

 ∼P
r

. Hai hÖ lùc ( 1F
r

, 2F
r

,.. nF
r

) vµ ( P1

r
, 

2P
r

,.. mP
r

) t−¬ng ®−¬ng ta viÕt ( 1F
r

, 2F
r

.. nF
r

) ∼ ( 1P
r

, 2P
r

,.. mP
r

). 

Hîp lùc: Hîp lùc cña hÖ lùc lµ mét lùc t−¬ng ®−¬ng víi hÖ lùc ®· cho. ThÝ 

dô nÕu cã R
r

 ∼ ( 1F
r

, 2F
r

,.. nF
r

) th× R
r

 ®−îc gäi lµ hîp lùc cña hÖ lùc ( 1F
r

, 2F
r

,.. nF
r

). 

HÖ lùc c©n b»ng: HÖ lùc c©n b»ng lµ hÖ lùc t−¬ng ®−¬ng víi kh«ng (hîp 

lùc cña nã b»ng kh«ng). ThÝ dô: hÖ lùc ( F1

r
, 2F

r
.. nF

r
) lµ c©n b»ng khi                 

( 1F
r

, 2F
r

.. nF
r

) ∼ 0. 

1.2. HÖ tiªn ®Ò cña tÜnh häc 

TÜnh häc ®−îc x©y dùng trªn c¬ së s¸u tiÒn ®Ò sau ®©y: 

Tiªn ®Ò 1: (HÖ hai lùc c©n b»ng) 

§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai lùc c©n b»ng lµ hai lùc ®ã cã cïng ®é lín, cïng 

ph−¬ng, ng−îc chiÒu vµ cïng ®Æt lªn mét vËt r¾n. Ta cã ( 1F
r

, 2F
r

) ∼ 0 khi 1F
r

 = - 2F
r

. 

Tiªn ®Ò 2 : ( Thªm hoÆc bít mét hÖ lùc c©n b»ng) 

T¸c dông cña hÖ lùc lªn vËt r¾n sÏ kh«ng ®æi nÕu ta thªm vµo hoÆc bít ®i 

mét hÖ lùc c©n b»ng. 

F
r

R
r

  

F
r

1  

2  Tiªn ®Ò 3: ( Hîp lùc theo nguyªn t¾c h×nh 

b×nh hµnh) 

Hai lùc cïng ®Æt vµo mét ®iÓm trªn vËt r¾n 

cã hîp lùc ®−îc biÓu diÔn b»ng ®−êng chÐo cña 

h×nh b×nh hµnh mµ hai c¹nh lµ hai lùc ®· cho. H×nh 1.1 
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H×nh vÏ 1.1 BiÓu diÔn hîp lùc cña hai lùc 1F
r

, 2F
r

. VÒ ph−¬ng diÖn vÐc t¬ cã 

thÓ  viÕt:    R
r

 = 1F
r

 + 2F
r

. 

Tiªn ®Ò 4: ( Lùc t¸c dông t−¬ng hç) 

Lùc t¸c dông t−¬ng hç gi÷a hai vËt r¾n cã cïng ®é lín, cïng ph−¬ng 

nh−ng ng−îc chiÒu. 

Tiªn ®Ò 5: (Tiªn ®Ò ho¸ r¾n) 

Mét vËt kh«ng tuyÖt ®èi r¾n ®ang ë tr¹ng th¸i c©n b»ng khi ho¸ r¾n nã vÉn 

gi÷ nguyªn tr¹ng th¸i c©n b»ng ban ®Çu. 

Tiªn ®Ò 6: ( Gi¶i phãng liªn kÕt) 

Tr−íc khi  ph¸t biÓu tiªn ®Ò nµy cÇn ®−a ra mét sè kh¸i niÖm vÒ: VËt r¾n 

tù do, vËt r¾n kh«ng tù do, liªn kÕt vµ ph¶n lùc liªn kÕt. 

VËt r¾n tù do lµ vËt r¾n cã kh¶ n¨ng di chuyÓn theo mäi phÝa quanh vÞ trÝ 

®ang xÐt. NÕu vËt r¾n bÞ ng¨n c¶n mét hay nhiÒu chiÒu di chuyÓn nµo ®ã ®−îc 

gäi lµ vËt r¾n kh«ng tù do. Nh÷ng ®iÒu kiÖn rµng buéc di chuyÓn cña vËt r¾n 

kh¶o s¸t gäi lµ liªn kÕt. Trong tÜnh häc chØ xÐt liªn kÕt do sù tiÕp xóc cña c¸c vËt 

r¾n víi nhau (liªn kÕt h×nh häc). Theo tiªn ®Ò 4 gi÷a vËt kh¶o s¸t vµ vËt liªn kÕt 

xuÊt hiÖn c¸c lùc t¸c dông t−¬ng hç. Ng−êi ta gäi c¸c lùc t¸c dông t−¬ng hç gi÷a 

vËt liªn kÕt lªn vËt kh¶o s¸t lµ ph¶n lùc liªn kÕt.  

§Ó kh¶o s¸t vËt r¾n kh«ng tù do ta ph¶i dùa vµo tiªn ®Ò gi¶i phãng liªn kÕt 

sau ®©y: 

Tiªn ®Ò:VËt r¾n kh«ng tù do cã thÓ xem nh− vËt r¾n tù do khi gi¶i phãng 

c¸c liªn kÕt vµ thay vµo ®ã b»ng c¸c ph¶n lùc liªn kÕt t−¬ng øng. 

X¸c ®Þnh ph¶n lùc liªn kÕt lªn vËt r¾n lµ mét trong nh÷ng néi dung c¬ b¶n 

cña c¸c bµi to¸n tÜnh häc. Sau ®©y giíi thiÖu mét sè liªn kÕt ph¼ng th−êng gÆp vµ 

tÝnh chÊt c¸c ph¶n lùc cña nã. 

Liªn kÕt tùa (vËt kh¶o s¸t tùa lªn vËt liªn kÕt): Trong d¹ng nµy c¸c ph¶n 
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lùc liªn kÕt cã ph−¬ng theo ph¸p tuyÕn chung gi÷a hai mÆt tiÕp xóc. Tr−êng hîp 

®Æc biÖt nÕu tiÕp xóc lµ mét ®iÓm nhän tùa lªn mÆt hay ng−îc l¹i th× ph¶n lùc 

liªn kÕt sÏ cã ph−¬ng ph¸p tuyÕn víi mÆt t¹i ®iÓm tiÕp xóc. ( H×nh vÏ 1.2, 1.3, 

1.4).                                         

B

A

C

A  

B  N
r

N
r

C  

N
r

                                      N  

 

 

 

 

 

Liªn kÕt lµ khíp b¶n lÒ:  

Khíp b¶n lÒ di ®éng ( h×nh 1.5) chØ h¹n chÕ chuyÓn ®éng cña vËt kh¶o s¸t 

theo chiÒu vuång gãc víi mÆt ph¼ng tr−ît do ®ã ph¶n lùc liªn kÕt cã ph−¬ng 

vu«ng gãc víi mÆt tr−ît. Khíp b¶n lÒ cè ®Þnh  ( h×nh 1.6) chØ cho phÐp vËt kh¶o 

s¸t quay quanh trôc cña b¶n lÒ vµ h¹n chÕ c¸c chuyÓn ®éng vu«ng gãc víi trôc 

quay cña b¶n lÒ. Trong tr−êng hîp nµy ph¶n lùc cã hai thµnh phÇn vu«ng gãc víi 

trôc b¶n lÒ. ( h×nh 1.6). 

 

 

 

 

   H×nh 1.5                                   H×nh 1.6  

Liªn kÕt lµ d©y mÒm hay thanh cøng: (h×nh 1.7 vµ h×nh 1.8) 

C¸c liªn kÕt d¹ng nµy chØ h¹n chÕ chuyÓn ®éng cña vËt thÓ theo chiÒu d©y 

hoÆc thanh. Ph−¬ng cña ph¶n lùc liªn kÕt lµ ph−¬ng däc theo d©y vµ thanh. 

N
r

  

H×nh 1.2  H×nh 1.3 H×nh 1.4  

N
r

  Y

X
O 

Xo 

Yo 

R
r
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sr A

A

B  sr

B
 sr

T
r

1 T
r

2 
T
r

 
 

 

 H×nh 1.7 
H×nh 1.8 

Liªn kÕt ngµm (h×nh 1.9). VËt kh¶o s¸t bÞ h¹n chÕ kh«ng nh÷ng di chuyÓn 

theo c¸c ph−¬ng mµ cßn h¹n chÕ c¶ chuyÓn ®éng quay. Trong tr−êng hîp nµy 

ph¶n lùc liªn kÕt cã c¶ lùc vµ m« men ph¶n lùc. ( Kh¸i niÖm m« men lùc sÏ ®−îc 

nãi tíi ë phÇn sau). 

Liªn kÕt lµ gãt trôc: ( h×nh 1.10) VËt kh¶o s¸t bÞ h¹n chÕ c¸c chiÒu chuyÓn 

®éng theo ph−¬ng ngang, ph−¬ng th¼ng ®øng vµ chuyÓn ®éng quay quanh c¸c 

trôc X vµ Y do ®ã ph¶n lùc liªn kÕt cã c¸c thµnh phÇn nh− h×nh vÏ.  

A

x

XA 

mX 

z

ZA 

mY YA 

 

mA 

YA 

XA 

 

 

y  

 

 
H×nh 1.9 H×nh 1.10

C¸c hÖ qu¶ suy ra tõ hÖ tiªn ®Ò tÜnh häc. 

HÖ qu¶ 1: ( §Þnh lý tr−ît lùc) 

T¸c dông cña mét lùc lªn vËt r¾n 

sÏ kh«ng ®æi nÕu ta tr−ît lùc ®ã däc theo 

®−êng t¸c dông ®Õn ®Æt ë ®iÓm kh¸c. 

ThËt vËy: Cho lùc F
r

 ®Æt t¹i A cña 

vËt r¾n  ( AF
r

). Ta ®Æt vµo ®iÓm B    trªn ®−êng 

t¸c dông cña F
r

 mét cÆp lùc c©n b»ng ( BF
r

, ′
BF
r

) (h×nh 1.11). Theo tiªn ®Ò hai cã 

 
 
 
 
 

B F
r

BF
r

A  A 'B  F
r

 

H×nh 1.11 
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thÓ viÕt: 

AF
r
∼ ( AF

r
, BF
r

, ′
BF
r

). ë ®©y c¸c chØ sè A, B ®i theo c¸c lùc ®Ó chØ ®iÓm ®Æt c¸c 

lùc ®ã, c¸c lùc nµy cã ®é lín b»ng nhau vµ cïng ph−¬ng . 

MÆt kh¸c theo tiªn ®Ò 1 hai lùc ( AF
r

, ′
BF
r

) lµ cÆp lùc c©n b»ng v× thÕ theo 

tiªn ®Ò hai cã thÓ bít cÆp lùc ®ã trªn vËt, nghÜa lµ: 

AF
r
∼ ( AF

r
, BF
r

, ′
BF
r

) ∼ BF
r

 

Nh− vËy ta ®· tr−ît lùc F
r

 ban ®Çu ®Æt t¹i A däc theo ®−êng t¸c dông cña 

nã vÒ ®Æt t¹i B mµ t¸c dông c¬ häc lªn vËt r¾n vÉn kh«ng ®æi. 

HÖ qu¶ 2: HÖ lùc c©n b»ng th× mét lùc bÊt kú trong hÖ lÊy theo chiÒu 

ng−îc l¹i sÏ lµ hîp lùc cña c¸c lùc kia. 

Chøng minh: Cho hÖ lùc c©n b»ng ( 1F
r

, 2F
r

,... nF
r

). Gi¶ sö ta lÊy ë trong hÖ 

mét lùc iF
r

vµ ®æi chiÒu sau ®ã cho t¸c dông lªn vËt r¾n. XÐt vËt r¾n chÞu t¸c dung 

cña lùc - iF
r

. Theo tiªn ®Ò 2 nÕu thªm vµo vËt r¾n hÖ lùc c©n b»ng ®· cho, t¸c dông 

lªn vËt r¾n vÉn kh«ng ®æi, nghÜa lµ: 

- iF
r
∼ (- iF

r
, 1F
r

, 2F
r

... iF
r

... nF
r

) 

Trong hÖ (n+1) lùc ë vÕ ph¶i cã hai lùc c©n b»ng lµ ( iF
r

, - iF
r

) theo tiªn ®Ò 2 

ta cã thÓ bít iF
r

, vµ - iF
r

 ®i nghÜa lµ: 

- iF
r
∼ ( 1F

r
, 2F
r

, 1iF −

r
... 1iF+

r
... nF

r
) 

BiÓu thøc nµy chøng tá - iF
r

 lµ hîp lùc cña hÖ lùc ®· cho khi kh«ng cã iF
r

. 

1.3. Lý thuyÕt vÒ m« men lùc vµ ngÉu lùc 

1.3.1. M« men lùc ®èi víi mét t©m vµ ®èi víi mét trôc 

1.3.1.1. M« men cña lùc ®èi víi mét t©m 

M« men cña lùc F
r

®èi víi t©m O lµ ®¹i l−îng vÐc t¬, ký hiÖu cã: )F(mo

rr
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- §é lín b»ng tÝch sè: F.d,  víi  F lµ ®é lín lùc F
r

vµ d lµ kho¶ng c¸ch tõ 

t©m O tíi ®−êng t¸c dông cña F
r

 gäi lµ c¸nh tay ®ßn. 

- Ph−¬ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng chøa t©m O vµ lùc F (mÆt ph¼ng t¸c 

dông). 

- ChiÒu h−íng vÒ phÝa sao cho khi nh×n tõ ®Ønh cña vÐc t¬  xuèng 

mÆt ph¼ng t¸c dông sÏ thÊy vÐc t¬ lùc 

)F(mo

rr

F
r

 chuyÓn ®éng theo chiÒu mòi tªn vßng 

quanh O theo ng−îc chiÒu kim ®ång hå (h×nh 1.12). 

D−¹ vµo h×nh vÏ dÔ dµng thÊy r»ng ®é lín cña vÐc t¬  b»ng hai lÇn 

diÖn tÝch tam gi¸c OAB ( tam gi¸c cã ®Ønh O vµ ®¸y b»ng lùc 

)F(mo

rr

F
r

). 

Víi ®Þnh nghÜa trªn cã thÓ biÓu diÔn vÐc t¬ m« men lùc F
r

 ®èi víi t©m O 

b»ng biÓu thøc sau: 

)F(mo

rr
 = OA x F

r
= rrx F

r
. 

Trong ®ã rr lµ vÐc t¬ ®Þnh vÞ cña ®iÓm ®Æt cña lùc F
r

 so víi t©m O. 

Trong tr−êng hîp mÆt ph¼ng t¸c dông cña m« men lùc ®· x¸c ®Þnh, ®Ó ®¬n 

gi¶n ta ®−a ra kh¸i niÖm m« men ®¹i sè cña lùc F
r

 ®èi víi t©m O nh− sau: 

M« men ®¹i sè cña lùc F
r

 ®èi víi t©m O lµ ®¹i l−îng ®¹i sè ký hiÖu: 

mo = ± F.d 

LÊy dÊu d−¬ng (+) khi nh×n vµo mÆt ph¼ng t¸c dông thÊy lùc F
r

 quay theo 

chiÒu mòi tªn vßng quanh O theo chiÒu ng−îc kim ®ång hå (h×nh 1.13), lÊy dÊu 

trõ  (-) trong tr−êng hîp quay ng−îc l¹i (h×nh 1.14). 

M« men ®¹i sè th−êng ®−îc biÓu diÔn bëi mòi tªn vßng quanh t©m O theo 

chiÒu cña m« men. 

 

 



 -10-

 

 

 

 

F
r

  
A(x,y,z)

B 

 
 

m
r

o( F
r

)   

z 
 

y

x

O

r

Bmo(F)=F.d

900

O
d

A

B F
r

  

d 900

F
r

  

mo(F)= - F.d

O A

 
H×nh 1.12 H×nh 1.13 H×nh 1.14

 

         1.3.1.2. M« men cña lùc ®èi víi mét trôc 

M« men cña lùc F
r

 ®èi víi trôc OZ lµ ®¹i l−îng ®¹i sè ký hiÖu mZ( F
r

) tÝnh 

theo c«ng thøc: mZ( F
r

) = ± F'.d' . Trong ®ã F' lµ h×nh chiÕu cña lùc F
r

 trªn mÆt 

ph¼ng π vu«ng gãc víi trôc Z. d' lµ kho¶ng c¸ch tÝnh tõ giao ®iÓm O cña trôc Z 

víi mÆt ph¼ng π ®Õn ®−êng t¸c dông cña F
r

' (h×nh 1.15). 

LÊy víi dÊu (+) khi nh×n tõ h−íng 

d−¬ng cña trôc OZ sÏ thÊy h×nh chiÕu F' 

quay quanh trôc OZ ng−îc chiÒu kim 

®ång hå. 

LÊy dÊu (-) trong tr−êng hîp 

ng−îc l¹i. 

d F
r

'  

O

F
rB1 

(π) A

Z ''  
B

F
r

Z  

H×nh 1.15 Tõ h×nh vÏ ta rót ra trÞ sè m« men 

cña lùc F
r

 ®èi víi trôc OZ b»ng hai lÇn 

diÖn tÝch tam gi¸c OAB1. 

1.3.1.3. Quan hÖ gi÷a m« men lùc F
r

 ®èi víi t©m O vµ víi trôc ®i qua O 

 Trªn h×nh 1.16 ta thÊy:  

mo( F
r

) = 2.diÖn tÝch (∆OAB). 

mZ( F
r

) = 2 diÖn tÝch (∆oa1b1) 
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V× oa1b1 lµ h×nh chiÕu cña tam gi¸c OAB trªn mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi 

trôc Z t¹i O. NÕu gäi α lµ gãc hîp bëi gi÷a hai mÆt ph¼ng OAB vµ mÆt ph¼ng 

oa1b1 th× gãc nµy còng chÝnh lµ gãc hîp gi÷a vÐc t¬ m« men víi trôc OZ, 

ta cã: 

)F(mo

rr

DiÖn tÝch ∆oa1b1 = diÖn tÝch 

∆OAB. cosα. 

hay mZ( F
r

) = .cosα. )F(mo

rr

KÕt qu¶ cho thÊy m« men cña lùc 

F
r

 ®èi víi trôc OZ lµ h×nh chiÕu vÐc t¬ 

m« men lùc F
r

 lÊy víi ®iÓm O nµo ®ã 

trªn trôc OZ chiÕu trªn trôc OZ ®ã. 

1.3.2. Lý thuyÕt vÒ ngÉu lùc 

1.3.2.1 §Þnh nghÜa vµ c¸c yÕu tè ®Æc tr−ng cña ngÉu lùc 

§Þnh nghÜa: NgÉu lùc lµ hÖ hai lùc song song ng−îc chiÒu cïng c−êng ®é.        

H×nh 1.17 biÓu diÔn ngÉu lùc ( 1F
r

, 2F
r

)  

MÆt ph¼ng chøa hai lùc gäi lµ mÆt ph¼ng t¸c dông. Kho¶ng c¸ch d gi÷a 

®−êng t¸c dông cña hai lùc gäi lµ c¸nh tay ®ßn. ChiÒu quay vßng cña c¸c lùc 

theo ®−êng khÐp kÝn trong mÆt ph¼ng t¸c dông gäi lµ chiÒu quay cña ngÉu lùc. 

TÝch sè m = d.F gäi lµ m« men 

cña ngÉu lùc. 

α 
m
r

o(F) 

F
r

 A  
B  

b  

F
r

 
a   

d   

d'  

z   

H×nh 1.16 

m
r

z(F) 

d 

 mr

d A2 A1 

mr

A2 A1 

T¸c dông cña ngÉu lùc ®−îc 

®Æc tr−ng bëi ba yÕu tè: 

 - §é lín m« men m 

- Ph−¬ng mÆt ph¼ng t¸c 

dông 
H×nh 1.17 
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- ChiÒu quay cña ngÉu. 

ThiÕu mét trong ba yÕu tè trªn t¸c dông cña ngÉu lùc ch−a ®−îc x¸c ®Þnh. 

§Ó biÓu diÔn ®Çy ®ñ ba yÕu tè trªn cña ngÉu lùc ta ®−a ra kh¸i niÖm vÒ vÐc 

t¬ m« men ngÉu lùc mr . VÐc t¬ m« men mr  cã trÞ sè b»ng tÝch sè d.F cã ph−¬ng 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng t¸c dông, cã chiÒu sao cho nh×n tõ mót cña nã xuèng 

mÆt ph¼ng t¸c dông thÊy chiÒu quay cña ngÉu lùc theo chiÒu ng−îc kim ®ång hå. 

Víi ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy vÐc t¬ m« men mr  cña ngÉu lùc chÝnh lµ vÐc t¬ 

m« men cña mét trong hai lùc thµnh phÇn lÊy ®èi víi ®iÓm ®Æt cña lùc kia. Theo 

h×nh 1.17 cã thÓ viÕt: 

m
r

 = m
r

A1( 2F
r

) = m
r

A2 ( 1F
r

)= 21AA x 2F
r

= A2A1 x 2F
r

 

1.3.2.2. §Þnh lý vÒ m« men cña ngÉu lùc 

Trong mét ngÉu lùc, tæng m« men cña hai lùc thµnh phÇn ®èi víi mét 

®iÓm bÊt kú lµ mét ®¹i l−îng kh«ng ®æi vµ b»ng vÐc t¬ m« men ngÉu lùc. 

Chøng minh: XÐt ngÉu lùc ( 1F
r

, 2F
r

) biÓu diÔn trªn h×nh 1.18. Chän  mét 

®iÓm O bÊt kú trong kh«ng gian, tæng m« men cña hai lùc 1F
r

, 2F
r

 lÊy víi O cã thÓ 

viÕt:    + )F(m 1o

rr )F(m 2o

rr
 = 

A1 

F
r

1   

A2 o 

F
r

= OA1 x 1F
r

+ OA2 x 2F
r

; 
2   

= OA1 x 1F
r

- OA2 x 2F
r

; 

= (OA1 - OA2) x 1F
r

 ; 
H×nh 1.18 

= A2A1 x 1F
r

 = mr . 

Trong ®Þnh lý trªn v× ®iÓm O lµ bÊt kú do ®ã cã thÓ kÕt luËn r»ng t¸c dông 

cña ngÉu lùc sÏ kh«ng thay ®æi khi ta rêi chç trong kh«ng gian nh−ng vÉn gi÷ 

nguyªn ®é lín, ph−¬ng chiÒu cña vÐc t¬ m« men m
r

. 

Còng tõ ®Þnh lý trªn rót ra hÖ qu¶ vÒ c¸c ngÉu lùc t−¬ng ®−¬ng sau ®©y. 
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HÖ qu¶ 1:  Hai ngÉu lùc cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng cã cïng trÞ sè m« 

men m cïng chiÒu quay sÏ t−¬ng ®−¬ng. 

HÖ qu¶ 2: Hai ngÉu lùc n»m trong hai mÆt ph¼ng song song cïng trÞ sè 

m« men, cïng chiÒu quay sÏ t−¬ng ®−¬ng víi nhau. 

ThËt vËy trong hai tr−êng hîp nµy c¸c ngÉu lùc ®Òu ®¶m b¶o cã vÐc t¬ m« 

men m
r

 nh− nhau. 

1.3.2.3. Hîp hai ngÉu lùc  

§Þnh lý: hîp hai ngÉu lùc cã m« men m
r

1 vµ m
r

2 cho ta mét ngÉu lùc cã 

m« men M b»ng tæng  h×nh häc c¸c vÐc t¬ m« men cña hai ngÉu lùc ®· cho. Ta 

cã      = m
r

1 + m
r

2  M

Chøng minh: XÐt hai ngÉu lùc cã m« men m
r

1 vµ m
r

2 n»m trong hai mÆt 

ph¼ng π1 vµ π1. Trªn giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng π1 vµ π2 lÊy mét ®o¹n th¼ng 

A1A2 ngÉu lùc cã m« men m
r

 thay b»ng ngÉu lùc ( 1F
r

 2F
r

) n»m trong mÆt ph¼ng π1 

vµ ®Æt vµo A1A2. NgÉu lùc cã m« men mr 2 thay b»ng ngÉu lùc ( pr 1 pr 2) n»m trong 

mÆt ph¼ng π2 vµ cïng ®Æt vµo A1A2 (h×nh 1.19).  

R
r P

r
1 

1 

F
r

mr

mr 2 

mr

1 

F
r

P
r

2 2 R
r

π2

π1 

 

 

 

 

 
2 

1 

 
H×nh 1.19

, 1P
r

 ®−îc lùc R
r

1   1F
r

T¹i A1 hîp hai lùc 

T¹i A2 hîp hai lùc 2F
r

 2P
r

 ®−îc lùc R
r

2

Do tÝnh chÊt ®èi xøng dÔ dµng nhËn thÊy hai vÐc t¬ R
r

1 vµ R
r

2 song song 
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ng−îc chiÒu vµ cã cïng c−êng ®é. Nãi kh¸c ®i hai lùc  R
r

1 R
r

2 t¹o thµnh mét 

ngÉu lùc. §ã chÝnh lµ ngÉu lùc tæng hîp cña hai ngÉu lùc ®· cho. 

Gäi M
r

 lµ m« men cña ngÉu lùc ( R
r

1 R
r

2) ta cã: 

M
r

 = A1A2 x R
r

2  = A1A2 x R
r

1

Thay R
r

1   = 1F
r

 + 1P
r

 vµ R
r

2 = 2F
r

 + 2P
r

, suy ra: 

 M
r

 = A1A2 x ( 2F
r

 + 2P
r

) = A1A2 x 2F
r

 + A1A2 x 2P
r

, 

M
r

 = m
r

A1 ( 2F
r

) + m
r

A1( 2P
r

) = m
r

1 + m
r

2. 

Tr−êng hîp hai ngÉu lùc cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. Khi ®ã c¸c m« 

men cña ngÉu lùc ®−îc biÓu diÔn bëi c¸c m« men ®¹i sè. Theo kÕt qu¶ trªn, ngÉu 

lùc tæng hîp trong tr−êng hîp nµy còng n»m trong mÆt ph¼ng t¸c dông cña hai 

ngÉu lùc ®· cho vµ cã m« men b»ng tæng ®¹i sè 2 m« men cña ngÉu lùc thµnh 

phÇn:        M = (m1 ± m2) 
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Ch−¬ng 2 

Lý thuyÕt vÒ hÖ lùc 

Trong tÜnh häc cã hai bµi to¸n c¬ b¶n: thu gän hÖ lùc vµ x¸c ®Þnh ®iÒu 

kiÖn c©n b»ng cña hÖ lùc. Ch−¬ng nµy giíi thiÖu néi dung cña hai bµi to¸n c¬ 

b¶n nãi trªn. 

2.1 §Æc tr−ng h×nh häc c¬ b¶n cña hÖ lùc 

HÖ lùc cã hai ®Æc tr−ng h×nh häc c¬ b¶n lµ vÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh. 

2.1.1. VÐc t¬ chÝnh 

XÐt hÖ lùc ( 1F
r

, 2F
r

,.. nF
r

) t¸c dông lªn vËt r¾n (h×nh 2.1a). 

VÐc t¬ chÝnh cña hÖ lùc lµ vÐc t¬ tæng h×nh häc c¸c vÐc t¬ biÓu diÔn c¸c 

lùc trong hÖ (h×nh 2.1b)  

 

 

 

 

 

       a/                                                           b/ 

F
r

F
r

1  2  F
r

F
r

3  

n  
R
r

   

H×nh 2.1

n 

F
r

F
r

1  

a c 
F
r

3  2  
b 

F
r

O

R
r

   

m 

n  

 

R
r

 = + + ...  = 1F
r

2F
r

nF
r

∑
=

n

1i
F
r

i       (2-1) 

H×nh chiÕu vÐc t¬ lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz ®−îc x¸c ®Þnh qua h×nh chiÕu 

c¸c lùc trong hÖ: 

R
r

R
r

x = x1 + x2 +...+ xn = ∑
=

n

1i
Xi;   
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R
r

y = y1 + y2 +...+ yn = ∑
=

n

1i
Yi; 

R
r

z = z1 + z2 +... +zn = ∑
=

n

1i
Zi. 

Tõ ®ã cã thÓ x¸c ®Þnh ®é lín, ph−¬ng, chiÒu vÐc t¬ chÝnh theo c¸c biÓu 

thøc sau: 

R
r

 = z
2

y
2

x
2 RRR ++ ; 

cos(R,X) = 
R
Rx ;            cos(R,Y) = 

R
R y ;                cos(R,Z) = 

R
Rz . 

VÐc t¬ chÝnh lµ mét vÐc t¬ tù do. 

2.1.2. M« men chÝnh cña hÖ lùc 

VÐc t¬ m« men chÝnh cña hÖ lùc ®èi víi t©m O lµ vÐc t¬ tæng cña c¸c vÐc 

t¬ m« men c¸c lùc trong hÖ lÊy ®èi víi t©m O (h×nh 2.2). NÕu ký hiÖu m« men 

chÝnh lµ  M
r

o ta cã 

M
r

o  = ∑
=

n

1i
mr o( F

r
i)        (2 -2)  

30  mr

A3   

A2   

F
r

3   

2   F
r

A1  F
r

1   

3zr    

   2zr

M
r

0 

m
r

20  

10  m
r

O

m2 

1zr    

•  

 

 

 

 

 

 
H×nh 2.2

H×nh chiÕu cña vÐc t¬ m« men chÝnh M
r

o trªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz ®−îc 

x¸c ®Þnh qua m« men c¸c lùc trong hÖ lÊy ®èi víi c¸c trôc ®ã: 
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Mx = mx( 1F
r

) + mx( ) +...+ m2F
r

x( nF
r

) = ∑
=

n

1i
mx( F

r
i); 

My = my( 1F
r

) + my( ) +...+ m2F
r

y( nF
r

) = ∑
=

n

1i
my( F

r
i); 

Mz = mz( ) + m1F
r

z( ) +... +m2F
r

z( nF
r

) = ∑
=

n

1i
mz( F

r
i). 

Gi¸ trÞ vµ ph−¬ng chiÒu vÐc t¬ m« men chÝnh ®−îc x¸c ®Þnh theo c¸c biÓu  

thøc sau: 

Mo = z
2

y
2

x
2 MMM ++  

cos(Mo,x) =  
o

x

M
M ;        cos(Mo,y) = 

o

y

M
M

;         cos(Mo,z) = 
o

z

M
M . 

Kh¸c víi vÐc t¬ chÝnh R
r

vÐc t¬  m« men chÝnh M
r

o lµ vÐc t¬ buéc nã phô 

thuéc vµo t©m O. Nãi c¸ch kh¸c vÐc t¬ chÝnh lµ mét ®¹i l−îng bÊt biÕn cßn vÐc 

t¬ m« men chÝnh lµ ®¹i l−îng biÕn ®æi theo t©m thu gän O. 

2.2. Thu gän hÖ lùc  

Thu gän hÖ lùc lµ ®−a hÖ lùc vÒ d¹ng ®¬n gi¶n h¬n. §Ó thùc hiÖn thu gän 

hÖ lùc tr−íc hÕt dùa vµo ®Þnh lý rêi lùc song song tr×nh bµy d−íi ®©y. 

2.2.1. §Þnh lý 2.1 : T¸c dông cña lùc lªn vËt r¾n sÏ kh«ng thay ®æi nÕu ta 

rêi song song nã tíi mét ®iÓm ®Æt kh¸c trªn vËt vµ thªm vµo ®ã mét ngÉu lùc phô 

F
r

'  

F
r

  

F
r

d

A

B  

'' 

H×nh 2.3 
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cã m« men b»ng m« men cña lùc ®· cho lÊy ®èi víi ®iÓm cÇn rêi ®Õn. 

Chøng minh: XÐt vËt r¾n chÞu t¸c dông lùc F
r

 ®Æt t¹i A. T¹i ®iÓm B trªn vËt 

®Æt thªm mét cÆp lùc c©n b»ng ( F
r

', F
r

'')   trong ®ã F
r

' = F
r

 cßn F '' = - 
r

F
r

. (xem 

h×nh 2.3). 

Theo tiªn ®Ò 2 cã: F   ∼ (
r

F
r

, F
r

', F
r

''). 

HÖ ba lùc (F
r

, ', '') cã hai lùc ( FF
r

F
r r

, F
r

'') t¹o thµnh mét ngÉu lùc cã m« 

men m
r  = m

r
B(F)  (theo ®Þnh nghÜa m« men cña ngÉu lùc). 

Ta ®· chøng minh ®−îc F
r

 ∼ F
r

' + ngÉu lùc ( F
r

, F
r

'') 

2.2.2 Thu gän hÖ lùc bÊt kú vÒ mét t©m 

a. §Þnh lý 2.2: HÖ lùc bÊt kú lu«n lu«n t−¬ng ®−¬ng víi mét lùc b»ng vÐc 

t¬ chÝnh ®Æt t¹i ®iÓm O chän tuú ý vµ mét ngÉu lùc cã m« men b»ng m« men 

chÝnh cña hÖ lùc ®èi víi t©m O ®ã. 

Chøng minh: Cho hÖ lùc bÊt kú ( 1F
r

, 2F
r

,..., nF
r

) t¸c dông lªn vËt r¾n. Chän 

®iÓm O tuú ý trªn vËt, ¸p dông ®Þnh lý rêi lùc song song ®−a c¸c lùc cña hÖ vÒ 

®Æt t¹i O. KÕt qu¶ cho ta hÖ lùc ( 1F
r

, 2F
r

,..., nF
r

)o ®Æt t¹i O vµ mét hÖ c¸c ngÉu lùc 

phô cã m« men lµ mr 1 = mr o( ) , 1F
r

mr 2 = mr o( 2F
r

), ... mr n = o( nF
r

) (h×nh 2.4). mr

Hîp tõng ®«i lùc nhê tiªn ®Ò 3 cã thÓ ®−a hÖ lùc  ( 1F
r

, ,... F )2F
r

n

r
o vÒ t−¬ng 

®−¬ng víi mét lùc . R
r

Cô thÓ cã:  

A3  

F
r

F
r

F
r

1   
A1   

O

mr 20  

m
r

30  

M = Mo 

F
r

1 

R
r

F
r

2 

F
r

3 

3   

2   
A2   

( , ) ∼ 1F
r

2F
r

R
r

1 trong ®ã R
r

1 = 1F
r

 + 2F
r

 

( R
r

1, F
r

3 ) ∼ R
r

2 trong ®ã R
r

R
r

F
r

2 = 1 + 3  = 

+ + F1F
r

2F
r r

3
mr 10  

.... 

( R
r

(n-1), F ) ∼  n

r
R
r

H×nh 2.4
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 trong ®ã   = R
r

R
r

(n-2) + nF
r

= ∑
=

n

1i
F
r

i

Hîp lùc R cña c¸c lùc ®Æt t¹i O lµ vÐc t¬ chÝnh 
r

R
r

0 cña hÖ lùc. 

C¸c ngÉu lùc phô còng cã thÓ thay thÕ b»ng mét ngÉu lùc tæng hîp theo 

c¸ch lÇn l−ît hîp tõng ®«i ngÉu lùc nh− ®· tr×nh bµy ë ch−¬ng 1. NgÉu lùc tæng 

hîp cña hÖ ngÉu lùc phô cã m« men M
r

o = ∑
=

n

1i
m
r

o( F
r

i). §©y lµ m« men chÝnh cña 

hÖ lùc ®· cho ®èi víi t©m O 

Theo ®Þnh lý 2.2, trong tr−êng hîp tæng qu¸t khi thu gän hÖ lùc vÒ t©m O 

bÊt kú ta ®−îc mét vÐc t¬ chÝnh vµ mét m« men chÝnh. VÐc t¬ chÝnh b»ng tæng 

h×nh häc c¸c lùc trong hÖ vµ lµ mét ®¹i l−îng kh«ng ®æi cßn m« men chÝnh b»ng 

tæng m« men c¸c lùc trong hÖ lÊy ®èi víi t©m thu gän vµ lµ ®¹i l−îng biÕn ®æi 

theo t©m thu gän. 

§Ó x¸c ®Þnh quy luËt biÕn ®æi cña m« men chÝnh ®èi víi c¸c t©m thu gän 

kh¸c nhau ta thùc hiÖn thu gän hÖ lùc vÒ hai t©m O vµ O1 bÊt kú (h×nh 2.4a). 

Thùc hiÖn thu gän hÖ vÒ t©m O ta 

®−îc R
r r

0 vµ M o. 

R
r

0     M
r

M
r

01     

O1     O    

R
r

R
r

0     01  

Trªn vËt ta lÊy mét t©m O1 kh¸c O 

sau ®ã rêi lùc R
r

o vÒ O1 ta ®−îc 

R
r

o ∼ R
r

o1 + ngÉu lùc ( R
r

o , R
r

'o1).  
'01  

Suy ra ( R
r

o, M
r

o) ∼ R
r

o1 + ngÉu lùc 

( R
r r r

o , 'R o1) + M o  

H×nh 2.4a  

NÕu thu gän hÖ vÒ O1 ta ®−îc M
r

o1 vµ R
r

o1 . 

§iÒu tÊt nhiªn ph¶i cã lµ : 

( R
r

o, M
r

o) ∼ ( R
r

o1 , M
r

o1 ). 

Thay kÕt qu¶ chøng minh ë trªn ta cã: 
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( R
r

o, M
r

o) ∼ Ro1 +( R
r

o, R
r

'o1) + Mo ∼ ( R
r

o +Mo1)    

hay M
r

01 ∼ M
r

o + ( R
r

o, R
r

'01)      (2.3) 

NgÉu lùc  ( R
r

o, R
r

01) cã m« men M
r

' =mo1.(Ro) 

KÕt luËn: Khi thay ®æi t©m thu gän vÐc t¬ m« men chÝnh thay ®æi mét ®¹i 

l−îng M' b»ng m« men cña vÐc t¬ chÝnh ®Æt ë t©m tr−íc lÊy ®èi víi t©m sau. 

2.2.3. C¸c d¹ng chuÈn cña hÖ lùc  

KÕt qu¶ thu gän hÖ lùc vÒ mét t©m cã thÓ xÈy ra 6 tr−êng hîp sau 

2.2.3.1. VÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh ®Òu b»ng kh«ng 

R
r

 = 0 ;                   M
r

o = 0 

HÖ lùc kh¶o s¸t c©n b»ng. 

2.2.3.2. VÐc t¬ chÝnh b»ng kh«ng cßn m« men chÝnh kh¸c kh«ng 

R
r

 = 0;                    M
r

o ≠ 0 

HÖ lùc t−¬ng ®−¬ng víi mét ngÉu lùc cã m« men b»ng m« men chÝnh. 

2.2.3.3. VÐc t¬ chÝnh kh¸c kh«ng cßn m« men chÝnh b»ng kh«ng 

  ≠ 0; R
r

M
r

o = 0 

HÖ cã mét hîp lùc b»ng vÐc t¬ chÝnh. 

2.2.3.4. VÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh ®Òu kh¸c kh«ng nh−ng vu«ng gãc víi 
nhau (h×nh 2.5) 

R
r

 ≠ 0; M
r

o ≠  0 vµ  ⊥ MR
r r

o

Trong tr−êng hîp nµy thay thÕ m« men chÝnh M
r

o b»ng ngÉu lùc ( R
r

', R
r

'') 

víi ®iÒu kiÖn: 

R
r

' = ; R
r

R
r

'' = -  vµ R
r

M
r

o = m
r

o( R
r

') 

 

 P

R
r

  O' 

O 
P' 

n
oR

r

d 
O

R
r

R
r

o  

M
r

o  

o  

O'

O

M
r

R
r

  

a)' b)O'
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Ta cã ( , MR
r r

o) ∼ ( , RR
r r

', R
r

'' ). 

Theo tiªn ®Ò 1 R
r

o vµ '' c©n b»ng do ®ã cã thÓ bít ®i vµ cuèi cïng hÖ cßn 

l¹i mét lùc b»ng vÐc t¬ chÝnh nh−ng ®Æt t¹i O

R
r

1. Nãi kh¸c ®i hÖ cã mét hîp lùc ®Æt 

t¹i O1. 

2.2.3.5. Hai vÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh kh¸c kh«ng nh−ng song song víi 
nhau (h×nh 2.6). 

R
r

o ≠ 0; M
r

o ≠ 0 vµ R
r

o // M
r

o

Trong tr−êng hîp nµy nÕu thay M
r

o b»ng mét ngÉu lùc (  ') mÆt ph¼ng 

cña ngÉu  nµy vu«ng gãc víi vÐc t¬ chÝnh 

P
r

P
r

R
r

. 

HÖ ®−îc gäi lµ hÖ vÝt ®éng lùc. NÕu vÐc t¬ R
r

 song song cïng chiÒu víi 

vÐc t¬ M
r

o hÖ gäi lµ hÖ vÝt ®éng lùc thuËn (ph¶i) vµ ng−îc l¹i gäi lµ hÖ vÝt ®éng 

lùc nghÞch (tr¸i). H×nh 2.6 biÓu diÔn vÝt ®éng lùc thuËn 

2.2.3.6. Hai vÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh kh¸c kh«ng vµ hîp lùc víi nhau 

mét gãc ϕ bÊt kú (h×nh 2.7) 

Tr−êng hîp nµy nÕu thay thÕ 

vÐc t¬ M
r

o b»ng mét ngÉu lùc ( P
r

P
r

') 

trong ®ã  cãlùc P
r

 ®Æt t¹i O cßn lùc 

' ®Æt t¹i OP
r

1 sao cho mo(P) = M
r

o. 

Râ rµng mÆt ph¼ng t¸c dông cña 

ngÉu lùc ( P ') kh«ng vu«ng gãc víi 
r

P
r

R
r

o. MÆt kh¸c t¹i O cã thÓ hîp hai 

lùc vµ P
r r

R o thµnh mét lùc R
r

'. Nh− 

R
r

'

R
r

0 

O1  

ϕ 

P
r

   

P
r

'   

M
r

0  

H×nh 2.7
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vËy ®· ®−a  hÖ vÒ t−¬ng ®−¬ng víi hai lùc P
r

', R
r

' hai lùc nµy chÐo nhau. 

2.2.4. §Þnh lý Va ri nh«ng 

§Þnh lý: Khi hÖ lùc cã hîp lùc R
r

 th× m« men cña R
r

 ®èi víi mét t©m hay 

mét trôc nµo ®ã b»ng tæng m« men cña c¸c lùc trong hÖ lÊy ®èi víi t©m hay trôc 

®ã. 

m
r

o( ) = R
r

∑
=

n

1i
m
r

o( F
r

i) 

m
r

z( R ) = 
r

∑
=

n

1i
m
r

z( F
r

i)   (2.4) 

F
r

n   
O   R

r
'  

R
r

  

F
r

2  
F
r

1  

x

y

z
Chøng minh: Cho hÖ lùc ( 1F

r
, 2F
r

,..., nF
r

) 

t¸c dông lªn  vËt r¾n. Gäi  lµ hîp lùc cña hÖ 

(h×nh 2.8). 

R
r

T¹i ®iÓm C trªn ®−êng t¸c dông cña 

hîp lùc  ®Æt thªm lùc ' = - R
r

R
r

R
r

.HÖ lùc ®· 

cho cïng víi ' t¹o thµnh mét hÖ lùc c©n 

b»ng: 

R
r

H×nh 2.8

 ( , ,... 1F
r

2F
r

nF
r

, + ') ∼ 0 R
r

Khi thu gän hÖ lùc nµy vÒ mét t©m O bÊt kú ta ®−îc mét vÐc t¬ chÝnh vµ 

mét m« men chÝnh. C¸c vÐc t¬ nµy b»ng kh«ng v× hÖ c©n b»ng, ta cã: 

M
r

o = ∑
=

n

1i
mr o( F

r
i) + mr o( R

r
') = 0 

Thay ' = -  ta cã:  R
r

R
r

∑
=

n

1i
m
r

o( F
r

i) - m
r

o( ) = 0 R
r

Hay mo( ) = R
r

∑
=

n

1i
m
r

o( F
r

i)   

ChiÕu ph−¬ng tr×nh trªn lªn trôc oz sÏ ®−îc: 
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mz( ) = R
r

∑
=

n

1i
mz( F

r
i) 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh 

2.2.5. KÕt qu¶ thu gän c¸c hÖ lùc ®Æc biÖt 

2.2.5.1. HÖ lùc ®ång quy 

HÖ lùc ®ång quy lµ hÖ lùc cã ®−êng t¸c dông cña c¸c lùc giao nhau t¹i mét 

®iÓm. Trong tr−êng hîp hÖ lùc ®ång quy nÕu chän t©m thu gän lµ ®iÓm ®ång quy 

kÕt qu¶ thu gän sÏ cho vÐc t¬ chÝnh ®óng b»ng hîp lùc cßn m« men chÝnh sÏ 

b»ng kh«ng.  

 R0 ≠ 0,     Mo = 0     víi O lµ ®iÓm ®ång quy. 

2.2.5.2.  HÖ ngÉu lùc 

NÕu hÖ chØ bao gåm c¸c ngÉu lùc, khi thu gän hÖ sÏ ®−îc mét ngÉu lùc 

tæng hîp cã m« men ®óng b»ng m« men chÝnh cña hÖ.  

M = ;    m∑
=

n

1i
im i  lµ m« men cña ngÉu lùc thø i vµ n lµ sè ngÉu lùc cña hÖ.

2.2.5.3. HÖ lùc ph¼ng 

HÖ lùc ph¼ng lµ hÖ cã c¸c lùc cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. 

NÕu chän t©m thu gän n»m trong mÆt ph¼ng cña hÖ th× kÕt qu¶ thu gän 

vÉn cho ta mét m« men chÝnh M
r

o vµ vÐc t¬ chÝnh R
r

o. VÐc t¬ chÝnh  n»m trong 

mÆt ph¼ng cña hÖ cßn m« men chÝnh M

R
r

r
o vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng cña hÖ. Theo 

kÕt qu¶ thu gän ë d¹ng chuÈn ta thÊy: hÖ lùc ph¼ng khi cã vÐc t¬ chÝnh R
r

vµ m« 

men chÝnh M
r

o kh¸c kh«ng bao giê còng cã mét hîp lùc n»m trong mÆt ph¼ng 

cña hÖ. 

2.2.5.4. HÖ lùc song song 

HÖ lùc song song lµ hÖ lùc cã ®−êng t¸c dông song song víi nhau. 

KÕt qu¶ thu gän vÒ mét t©m bÊt kú cho ta mét vÐc t¬ chÝnh  vµ mét m« 

men chÝnh 

R
r

M
r

o . VÐc t¬ chÝnh cã ®Æc ®iÓm song song víi c¸c lùc cña hÖ. 
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2.3. §iÒu kiÖn c©n b»ng vµ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc 

2.3.1. §iÒu kiÖn c©n b»ng vµ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc bÊt kú trong 
kh«ng gian 

2.3.1.1. §iÒu kiÖn c©n b»ng 

§iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ lùc bÊt kú trong kh«ng gian lµ vÐc t¬ chÝnh vµ 

m« men chÝnh cña nã khi thu gän vÒ mét t©m bÊt kú ®Òu b»ng kh«ng. 

R
r

 = ∑
=

n

1i
F
r

1 = 0 

M
r

o = ∑
=

n

1i
m
r

o( F
r

1) = 0       (2-5) 

2.3.1.2. Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng 

NÕu gäi Rx, Ry, Rz vµ Mx, My, Mz lµ h×nh chiÕu cña c¸c vÐc t¬ chÝnh vµ m« 

men chÝnh lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz th× ®iÒu kiÖn (2-5) cã thÓ biÓu diÔn b»ng c¸c 

ph−¬ng tr×nh ®¹i sè gäi lµ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc bÊt kú trong kh«ng 

gian. Ta cã: 

Rx = ∑
=

n

1i
Xi = 0,    Ry = ∑

=

n

1i
Yi =0,    Rz = ∑

=

n

1i
Zi = 0   

Mx = ∑
=

n

1i
mx( F

r
i) = 0,   My = ∑

=

n

1i
my( F

r
i) = 0,   Mz = ∑

=

n

1i
mz( F

r
i) = 0.  (2-6) 

Trong c¸c ph−¬ng tr×nh trªn Xi, Yi, Zi lµ thµnh phÇn h×nh chiÕu cña lùc Fi; 

mx( F
r

i), my( F
r

i), mz( F
r

i) lµ m« men cña c¸c lùc F
r

i ®èi víi c¸c trôc cña hÖ täa ®é 

oxyz. Ba ph−¬ng tr×nh ®Çu gäi lµ ba ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cßn 3 ph−¬ng tr×nh 

sau gäi lµ 3 ph−¬ng tr×nh m« men. 

2.3.2. Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña c¸c hÖ lùc ®Æc biÖt 

2.3.2.1 HÖ lùc ®ång quy 

NÕu chän t©m thu gän lµ ®iÓm ®ång quy O th× m« men chÝnh M
r

o sÏ b»ng 

kh«ng do ®ã 3 ph−¬ng tr×nh m« men lu«n lu«n tù nghiÖm. VËy ph−¬ng tr×nh c©n 

b»ng cña hÖ lùc ®ång quy chØ cßn: 
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 Rx = ∑
=

n

1i
Xi = 0 

Ry = ∑
=

n

1i
Yi =0        (2-7) 

Rz = ∑
=

n

1i
Zi = 0   

2.3.2.2. HÖ ngÉu lùc 

Khi thu gän hÖ ngÉu lùc vÒ mét t©m ta thÊy ngay vÐc t¬ chÝnh R
r

0 = 0 ®iÒu 

®ã cã nghÜa c¸c ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu lu«n lu«n tù nghiÖm. Ph−¬ng tr×nh c©n 

b»ng cña hÖ ngÉu lùc chØ cßn l¹i ba ph−¬ng tr×nh m« men sau: 

Mx = ∑
=

n

1i
mx( F

r
i) = ∑

=

n

1i
mix = 0, 

My = ∑
=

n

1i
my( F

r
i) = ∑

=

n

1i
miy = 0,      (2-8) 

Mz = ∑
=

n

1i
mz( F

r
i) = ∑

=

n

1i
miz = 0.   

ë ®©y mÜx, miy, miz lµ h×nh chiÕu lªn c¸c trôc  hÖ täa ®é oxyz cña vÐc t¬ m« 

men m
r

i cña ngÉu lùc thø i. 

 2.3.2.3. HÖ lùc song song 

Chän hÖ to¹ ®é oxyz sao cho oz song song víi c¸c lùc. Khi ®ã c¸c h×nh 

chiÕu Rx, Ry cña vÐc t¬ chÝnh vµ Mz cña m« men chÝnh lu«n lu«n b»ng kh«ng. 

V× vËy ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc song song chØ cßn l¹i ba ph−¬ng 

tr×nh sau: 

Rz = ∑
=

n

1i
Zi = 0; 

Mx = ∑
=

n

1i
mx( F

r
i) = 0;        (2-9) 
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My = ∑
=

n

1i
my( F

r
i) = 0 

Trong ®ã ph−¬ng tr×nh ®Çu lµ ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cßn hai ph−¬ng 

tr×nh cuèi lµ ph−¬ng tr×nh m« men. 

2.3.2.4. HÖ lùc ph¼ng        

CÇn l−u ý r»ng trong hÖ lùc ph¼ng vÐc t¬ chÝnh R
r

 vµ m« men chÝnh M
r

 

lu«n lu«n vu«ng gãc víi nhau, nghÜa lµ hÖ lùc ph¼ng lu«n lu«n cã hîp lùc R
r

 

n»m trong mÆt ph¼ng cña hÖ  ®· cho. §Ó ®¶m b¶o ®iÒu kiÖn hîp lùc cña hÖ b»ng 

kh«ng tøc lµ ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ ta cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh c©n b»ng d−íi 

3 d¹ng kh¸c nhau. 

1. D¹ng hai ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu mét ph−¬ng tr×nh m« men: 

§Ó hÖ lùc c©n b»ng còng nh− c¸c tr−êng hîp kh¸c ph¶i cã R = 0 vµ Mo = 

0. NÕu chän hÖ to¹ ®é oxy lµ mÆt ph¼ng chøa c¸c lùc cña hÖ ta thÊy ngay c¸c 

ph−¬ng tr×nh Rz = ∑
=

n

1i
 zi = 0; Mx = ∑

=

n

1i
 mx(Fi) = 0 vµ My = ∑

=

n

1i
my(Fi) = 0 lµ lu«n lu«n 

tù nghiÖm v× vËy ph−¬ng tr×nh c©n b»ng chØ cßn : 

Rx = ∑
=

n

1i
Xi = 0; 

Ry = ∑
=

n

1i
Yi = 0;         (2-10) 

Mz = ∑
=

n

1i
mz(Fi). 

Hai ph−¬ng tr×nh ®Çu lµ ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cßn ph−¬ng tr×nh thø ba 

lµ ph−¬ng tr×nh m« men. CÇn chó ý v× c¸c lùc cïng n»m trong mÆt ph¼ng oxy do 

®ã Mz  =  ∑
=

n

1i
mz(Fi) chÝnh lµ tæng m« men ®¹i sè cña c¸c lùc ®èi víi t©m O. 

Mz = ∑
=

n

1i
 ± mz(Fi) 
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2. D¹ng mét ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu vµ hai ph−¬ng tr×nh m« men 

§iÒu kiÖn hîp lùc  cña hÖ b»ng kh«ng cã thÓ biÓu diÔn b»ng ba ph−¬ng 

tr×nh sau ®©y: 

R
r

Rz = ∑
=

n

1i
 Xi = 0;  

MA = ∑
=

n

1i
 ± mA(Fi) = 0;       (2-11)   

MB = ∑
=

n

1i
 ± mB(Fi) = 0 

Víi ®iÒu kiÖn trôc x kh«ng vu«ng gãc víi AB. 

Th¹t vËy tõ ph−¬ng tr×nh (1) cho thÊy hîp lùc R
r

 cña hÖ lùc b»ng kh«ng 

hoÆc vu«ng gãc víi trôc x. 

 Theo ®Þnh lý Va ri nh«ng ,tõ ph−¬ng tr×nh (2) ta thÊy  hîp lùc R
r

 hoÆc 

b»ng kh«ng hoÆc ®Þ qua A. 

Tõ ph−¬ng tr×nh (3) ta còng thÊy hîp lùc R
r

 cña hÖ b»ng kh«ng hoÆc ®i 

qua B. 

KÕt hîp c¶ ba ph−¬ng tr×nh ta thÊy hîp lùc cña hÖ hoÆc b»ng kh«ng hoÆc 

ph¶i ®i qua hai ®iÓm A,B vµ vu«ng gãc víi trôc x (kh«ng vu«ng gãc víi AB). 

§iÒu kiÖn hîp lùc võa qua A, B vµ võa vu«ng gãc víi trôc x lµ kh«ng thùc hiÖn 

®−îc v× tr¸i víi gi¶ thiÕt. 

Nh− vËy nÕu hÖ tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh (2-11) th× hîp lùc cña nã sÏ b»ng 

kh«ng nghÜa lµ hÖ lùc c©n b»ng. 

3. D¹ng ba ph−¬ng tr×nh m« men ®èi víi 3 ®iÓm 

Ngoµi hai d¹ng ph−¬ng tr×nh c©n b»ng trªn hÖ lùc ph¼ng cßn cã ph−¬ng 

tr×nh c©n b»ng theo d¹ng sau: 

MA = ∑
=

n

1i
 ±mA( F

r
i) = 0 
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MB = ∑
=

n

1i
 ±mB( F

r
i) = 0        (2-12) 

MC = ∑
=

n

1i
 ±mo( F

r
i) =0      

Víi ®iÒu kiÖn A, B, C kh«ng th¼ng hµng. 

ThËt vËy, nÕu hÖ lùc ph¼ng tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh MA = ∑±mA( ) = 0 th× 

theo ®Þnh lý Va ri nh«ng hîp lùc cña hÖ sÏ b»ng kh«ng hoÆc ®i qua A. Còng lý 

luËn t−¬ng tù ta thÊy ®Ó tho¶ m·n M

F
r

B = 0 vµ Mc = 0 th× hîp lùc ph¶i b»ng kh«ng 

hoÆc ph¶i ®i qua B, ®i qua C. 

V× chän 3 ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng nªn ®iÒu  kiÖn ®Ó hîp lùc qua 3 

®iÓm lµ kh«ng thùc hiÖn ®−îc. ChØ cã thÓ hîp lùc b»ng kh«ng, cã nghÜa lµ nÕu 

tho¶ m·n hÖ ba ph−¬ng tr×nh (2-12) hÖ lùc ph¼ng cho sÏ c©n b»ng. 

2.4. Bµi to¸n c©n b»ng cña vËt r¾n 

VËt r¾n c©n  b»ng khi hÖ lùc t¸c dông lªn nã bao gåm c¸c lùc ®· cho vµ 

ph¶n lùc liªn kÕt c©n b»ng. 

Khi gi¶i bµi to¸n c©n b»ng cña vËt r¾n cã thÓ ¸p dông ph−¬ng ph¸p gi¶i 

tÝch hoÆc ph−¬ng ph¸p h×nh häc nh−ng phæ biÕn vµ cã hiÖu qu¶ nhÊt lµ ph−¬ng 

ph¸p gi¶i tÝch. 

Gi¶i bµi to¸n c©n b»ng cña vËt th−êng tiÕn hµnh theo c¸c b−íc sau: 

1. Chän vËt kh¶o s¸t: vËt kh¶o s¸t ph¶i lµ vËt r¾n mµ sù c©n b»ng cña nã 

cÇn thiÕt cho yªu cÇu x¸c ®Þnh cña bµi to¸n. NÕu nh− bµi to¸n t×m ph¶n lùc liªn 

kÕt th× vËt kh¶o s¸t ph¶i lµ vËt chÞu t¸c dông cña ph¶n lùc liªn kÕt cÇn t×m, nÕu lµ 

bµi to¸n t×m ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña vËt th× vËt kh¶o s¸t ph¶i chÝnh lµ vËt ®ã. 

2. Gi¶i phãng vËt kh¶o s¸t khái liªn kÕt vµ xem ®ã lµ vËt tù do d−íi t¸c 

dông cña c¸c lùc ®· cho vµ ph¶n lùc liªn kÕt. 

3. ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn c©n b»ng cu¶ vËt bëi c¸c ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña 

hÖ lùc t¸c dông lªn vËt kh¶o s¸t bao gåm c¸c lùc cho vµ ph¶n lùc liªn kÕt. 
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4. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng ®Ó x¸c ®Þnh trÞ sè vµ ph−¬ng chiÒu cña 

c¸c ph¶n lùc liªn kÕt hoÆc thiÕt lËp mèi quan hÖ gi÷a c¸c lùc ®Ó ®¶m b¶o ®iÒu 

kiÖn c©n b»ng cho vËt kh¶o s¸t . 

5. NhËn xÐt c¸c kÕt qu¶ thu ®−îc. 

CÇn chó ý r»ng chiÒu cña c¸c ph¶n lùc th−êng ch−a ®−îc x¸c ®Þnh v× thÕ 

lóc ®Çu  ph¶i tù chän chiÒu. Dùa vµo kÕt qu¶ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng ta cã 

thÓ  x¸c ®Þnh chiÒu cña c¸c ph¶n lùc chän ®óng hay sai. NÕu c¸c ph¶n lùc liªn 

kÕt cho trÞ sè d−¬ng th× chiÒu chän lµ ®óng vµ nÕu trÞ sè ©m th× chiÒu ph¶i ®¶o l¹i 

. MÆt kh¸c còng cÇn l−u ý r»ng bµi to¸n cã tr−êng hîp gi¶i ®−îc (bµi to¸n tÜnh 

®Þnh) khi sè Èn sè cÇn x¸c ®Þnh nhá h¬n hoÆc b»ng sè ph−¬ng tr×nh c©n b»ng. Cã 

tr−êng hîp kh«ng gi¶i ®−îc (bµi to¸n siªu tÜnh) khi  Èn sè cÇn t×m lín h¬n sè 

ph−¬ng tr×nh c©n b»ng. 

ThÝ dô 2.1. Cét ®iÖn OA ch«n th¼ng ®øng trªn mÆt ®Êt vµ ®−îc gi÷ bëi hai 

sîi d©y AB vµ AD hîp víi cét ®iÖn mét gãc α = 300 (xem h×nh 2-8a) Gãc gi÷a 

mÆt ph¼ng AOD vµ mÆt ph¼ng AOB lµ ϕ = 600. T¹i ®Çu A cña cét ®iÖn cã hai 

nh¸nh d©y ®iÖn m¾c song song víi trôc ox vµ oy. C¸c nh¸nh d©y nµy cã lùc kÐo 

lµ P1 vµ P2 nh− h×nh vÏ. Cho biÕt P1 = P2 = P = 100kN. 

X¸c ®Þnh lùc t¸c dông däc trong cét ®iÖn vµ trong c¸c d©y c¨ng AD, AB. 

Bµi gi¶i: 
z  

3  R
r

P
r

1  
P
r

2   

O B

D 

y

x

ϕ 

α 
α R

r
1  

R
r

2  

Chän vËt kh¶o s¸t lµ ®Çu A cña cét ®iÖn. 

Liªn kÕt ®Æt lªn ®Çu A lµ hai sîi d©y 

AB, AD vµ phÇn cét ®iÖn cßn l¹i. 

Gäi ph¶n lùc liªn kÕt trong d©y AB lµ 

R1, trong d©y AD lµ R
r

2 vµ lùc däc cét lµ R
r

3 

víi chiÒu chän nh− h×nh vÏ 2-8. Khi gi¶i 

phãng ®iÓm A khái liªn kÕt ®iÓm A sÏ chÞu t¸c 

dông cña c¸c lùc P1, P2 vµ c¸c ph¶n lùc R1R2 

H×nh 2.8a 



 -30-

R
r

3. §iÒu kiÖn ®Ó ®Çu A c©n b»ng lµ hÖ 5 lùc t¸c dông lªn nã c©n b»ng. Ta cã: 

( P
r

1, P
r

2, R
r

1, R
r

2 , R
r

3) ∼ 0. HÖ lùc nµy ®ång quy t¹i A do ®ã ph−¬ng tr×nh 

c©n b»ng thiÕt lËp theo ph−¬ng tr×nh (2.7)            

§Ó tr¸nh nhÇm lÉn ta lËp b¶ng (2-1) h×nh chiÕu c¸c lùc lªn 3 trôc  cña hÖ 

täa ®é oxyz nh− sau: 

B¶ng 2-1 

F1 P1 P2 R1 R2 R3

x1

y1

z1

0 

-P 

0 

-P 

0 

0 

0 

R1sinα 

-R1cosα 

R2sinαsinϕ 

R2sinαcosϕ 

-R2cosα 

0 

0 

R3

 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng viÕt ®−îc: 

∑Xi  =- P + R2sinαsinϕ = 0;                (a) 

∑Yi = - P + R1sinα + R2sinαcosϕ = 0             ( b) 

∑Zi =  -R1cosα - R2cosα + R3 = 0               (c) 

HÖ 3 ph−¬ng tr×nh trªn chøa 3 Èn sè R1, R2, R3 nªn bµi to¸n lµ tÜnh ®Þnh. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ®−îc: 

R1 = P 
α
ϕ−

sin
gcot1 ; R2 =  

ϕαsinsin
P ; R3 = P cotgα(1-cotgϕ + 

ϕsin
1 ); 

Thay c¸c trÞ sè cña α,ϕ vµ P ta nhËn ®−îc: 

R1 = 85kN; R2 = 231 kN; R3 = 273kN. 

KÕt qu¶ ®Òu d−¬ng nªn chiÒu c¸c ph¶n lùc chän lµ ®óng. 

ThÝ dô 2.2: Mét xe 3 b¸nh ABC ®Æt trªn mét mÆt ®−êng nh½n n»m ngang. 

Tam gi¸c ABC c©n cã ®¸y AB = 1m, ®−êng cao OC = 1,5m, träng l−îng cña xe 

lµ P KN ®Æt t¹i träng t©m G trªn ®o¹n OC c¸ch O lµ 0,5m. T×m ph¶n lùc cña mÆt 

®−êng lªn c¸c b¸nh xe (xem h×nh 2-9) 
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Bµi gi¶i: 

Kh¶o s¸t sù c©n b»ng cña xe. 

Gi¶i phãng xe khái mÆt ®−êng vµ 

thay b»ng c¸c ph¶n lùc cña mÆt ®Êt 

lªn c¸c b¸nh xe lµ N
r

A, N
r

B, N
r

C. 

P
r

   
N
r

C  

N
r

B  

N
r

A  

z

G

B

O

A

x

yC 

H×nh 2.9 

V× xe ®Æt trªn mÆt nh½n nªn 

c¸c ph¶n lùc nµy cã ph−¬ng vu«ng 

gãc víi mÆt ®−êng. 

Xe ë tr¹ng th¸i c©n b»ng d−íi 

t¸c dông cña 4 lùc , P
r

N
r

N
r

N
r

A, B, C. 

HÖ 4 lùc nµy lµ hÖ lùc song song. 

NÕu chän hÖ to¹ ®é oxyz nh− h×nh vÏ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc 

trªn theo (2-9) cã d¹ng: 

∑Zi = NA + NB + NC - P = 0   (a) 

 ∑mx(Fi) = -P.0,5 + NC.1,5 = 0  (b) 

∑my(Fi) = - NA.0,5 + NB.0,5 = 0  (c) 

  HÖ ba ph−¬ng tr×nh trªn chøa 3 Èn sè NA, NB, NC nªn bµi to¸n lµ tÜnh 

®Þnh. 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn x¸c ®Þnh ®−îc: 

NA = NB = NC = P/3   kN 

KÕt qu¶ cho c¸c gi¸ trÞ d−¬ng nªn chiÒu ph¶n lùc h−íng lªn lµ ®óng. 

P

D

G 

A

q

E C Bα M 

2 1 1 2 

ThÝ dô 2.3: Xµ AB ®−îc gi÷ 

n»m ngang nhê liªn kÕt nh− h×nh vÏ 

(2.10). T¹i A cã khíp b¶n lÒ cè 

®Þnh. T¹i C ®−îc treo bëi d©y CD 

®Æt xiªn mét gãc α so víi xµ. T¹i B 

cã d©y kÐo th¼ng ®øng nhê träng 
H×nh 2.10 
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vËt P buéc ë ®Çu d©y v¾t qua rßng räc. 

Xµ cã träng l−îng G ®Æt t¹i gi÷a, chÞu mét ngÉu lùc n»m trong mÆt ph¼ng 

h×nh vÏ vµ cã m« men M. §o¹n dÇm AE chÞu lùc ph©n bè ®Òu cã c−êng ®é q. 

X¸c ®Þnh ph¶n lùc t¹i A, trong sîi d©y CD cho biÕt G = 10kN, P = 5kN, M 

= 8 kNm; q = 0,5 kN/m; α = 300. C¸c kÝch th−íc cho trªn h×nh vÏ. 

Bµi gi¶i: 

Chän vËt kh¶o s¸t lµ xµ AB. Gi¶i phãng liªn kÕt ®Æt lªn xµ ta cã: 

Liªn kÕt t¹i A ®−îc thay thÕ b»ng ph¶n lùc R
r

A n»m trong mÆt ph¼ng h×nh 

vÏ. Liªn kÕt t¹i C ®−îc thay thÕ b»ng lùc c¨ng T
r

h−íng däc theo d©y. Liªn kÕt t¹i 

B thay b»ng lùc c¨ng ®óng b»ng P
r

 nh−ng cã chiÒu h−íng lªn trªn. ChiÒu cña R
r

A 

vµ chän nh− h×nh vÏ. Nh− vËy xµ AB ë tr¹ng th¸i c©n b»ng d−íi t¸c dông cña 

c¸c lùc (

T
r

G
r

, , M
r

R
r

A, , ), c¸c lùc nµy n»m trong mÆt ph¼ng th¼ng ®øng tøc lµ 

mÆt ph¼ng h×nh vÏ (hÖ lùc ph¼ng ). Chän hÖ to¹ ®é Axy nh− h×nh vÏ vµ lËp 

ph−¬ng tr×nh c©n b»ng d¹ng (2-10) ®−îc: 

T
r

P
r

∑Xi = XA - Tcos300;     (a) 

∑Yi = YA - Q - G +T cos600 + P = 0;     (b) 

∑mA( F
r

i) = - Q.1 - G.3 + T.4sin300 - M + 6P = 0. (c)   

Trong c¸c ph−¬ng tr×nh  trªn 

Q = 2q lµ tæng hîp lùc ph©n bè ®Òu  

®Æt t¹i ®iÓm gi÷a AE. 

B

  P
r

2 2 1 1 

A
Q
r

C 

G
r

 

α 

900

T
r

 YA 
XA 

M 

y

Ba ph−¬ng tr×nh trªn chøa 3 

Èn sè XA, YA, vµ T do ®ã bµi to¸n lµ 

tÜnh ®Þnh. 

x

H×nh 2.11 Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta 

®−îc: 

T = 5,4
5,0.4

6.583.101.1
30sin.4

6.pM3.G1.Q
0 =

−++
=

−++  kN; 
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XA = Tcos300 = 4,5.0,866 = 3,90kN; 

YA = Q + G -T cos600 - P = 1 + 10 - 4,5.0,5 - 5 = 3,75, kN 

KÕt qu¶ cho c¸c trÞ  sè cña T, XA, YA ®Òu d−¬ng do ®ã chiÒu chän ban ®Çu 

lµ ®óng. 

ThÝ dô 2.4: Trôc truyÒn n»m ngang ®Æt trªn hai gèi ®ì b¶n lÒ cè ®Þnh A vµ 

B (xem h×nh vÏ 2-12). Trôc nhËn 

chuyÓn ®éng quay tõ d©y ®ai dÉn 

®Õn b¸nh ®ai C cã b¸n kÝnh r1 = 20 

cm vµ ®Ó n©ng träng vËt P buéc vµo 

®Çu d©y c¸p v¾t qua rßng räc K vµ  

cuèn trªn trèng têi cã b¸n kÝnh r2 = 

15cm. Cho biÕt hai nh¸nh d©y ®ai 

cã ph−¬ng song song víi trôc oy vµ 

cã lùc c¨ng T1 vµ T2 víi T1 = 2T2; 

Träng vËt P= 180kN; a = 40cm; b = 

60cm vµ α = 300. X¸c ®Þnh ph¶n lùc 

t¹i hai gèi ®ì A vµ B. 

P 

YB 

ZB 

B

YA 

ZA 

z 

y

A 

C

T2 

T1 

a
b

a

αx

H×nh 2.12 

Bµi gi¶i: 

Chän vËt kh¶o s¸t lµ trôc BC. 

Liªn kÕt lªn trôc lµ c¸c æ ®ì A, B. C¸c lùc t¸c dông cho lµ T
r

1, T
r

2 vµ F
r

 . 

Lùc  t¸c dông däc theo d©y c¸p cã trÞ sè b»ng PF
r r

. V× c¸c æ ®ì lµ khíp b¶n lÒ cè 

®Þnh nªn ph¶n lùc liªn kÕt t¹i A vµ B cã hai thµnh phÇn theo trôc oy vµ oz. Gi¶i 

phãng liªn kÕt ®Æt lªn trôc vµ thay b»ng c¸c ph¶n lùc liªn kÕt khi ®ã trôc AC chÞu 

t¸c ®éng cña c¸c lùc: T
r

1, T
r

2, F
r

, R
r

A, R
r

B . C¸c lùc nµy ph©n bè bÊt kú trong 

kh«ng gian. Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc thiÕt lËp theo (2- 6). §Ó tr¸nh 

nhÇm lÉn ta lËp b¶ng h×nh chiÕu vµ m« men cña hÖ lùc ®èi víi c¸c trôc to¹ ®é 

(b¶ng 2-2)   . 
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B¶ng 2-2 

F
r

1 F
r

 T
r

1 T
r

2 R
r

A R
r

B

X1

Y1

Z1

mx(F) 

my(F) 

mz(F) 

0 

Fcosα 

-Fsinα 

-F.r2

Fsinα.b 

Fcosα.b 

0 

ThÐp 

45 

0 

T1r1

0 

-T1.a 

0 

T2

0 

-T2r1

0 

-T2a 

0 

YA

ZA

0 

0 

0 

0 

YB 

ZB

0 

-ZB(a+b) 

YA(a+b) 

C¸c ph−¬ng tr×nh c©n b»ng thiÕt lËp ®−îc: 

∑Yi = Pcosα + T1+T2 + YA + YB = 0; 

∑Zi =  Fsinα + ZA + ZB = 0; 

∑Mx = F.r2 + T1r1 - T2r1 = 0; 

∑My = Fsinα.b - ZB(a+b) = 0; 

∑Mz =  Fcosα.b - T1a- T2a + YB(a+b) = 0; 

HÖ 5 ph−¬ng tr×nh trªn chøa 5 Èn sè lµ YA, ZA, YB, ZB vµ T1 nªn bµi to¸n lµ 

tÜnh ®Þnh. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn t×m ®−îc: 

T2 = 
r
r.P 2 = 

20
15.180 = 135kN ; T1 = 2T2 = 270 kN; 

ZB = 
ba

sinP.b
+

α  = 
6040

5,0.180.60
+

 = 54 kN; 

YB =
ba

cosPbT3.a 2

+
α−

 = 
6040

2
3.60.180135.3.40

+

−
 = 69 kN 

YA  =- Pcosα-3T2 - YB = -180.
2
3

-3.135- 69 ≈ -630KN 

ZA = Psinα - ZB = 180. 0,5 - 54 = 36kN. 
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Trong c¸c kÕt qu¶ t×m ®−îc chØ cã gi¸ trÞ YA mang dÊu ©m do ®ã chiÒu cña 

nã ng−îc víi chiÒu ®· chän. 

ThÝ dô 2.5: Cho hÖ hai dÇm 

AB vµ BE nèi b»ng khíp b¶n lÒ 

t¹i B (xem h×nh vÏ 2-13). Träng 

l−îng cña dÇm AB lµ Q ®Æt ë gi÷a 

AB. Träng l−îng cña dÇm BE lµ P 

®Æt ë gi÷a BE. T¹i ®Çu A cã khíp 

b¶n lÒ cè ®Þnh, cßn t¹i c¸c ®iÓm 

C, D lµ c¸c ®iÓm tùa nhän. 

  

D 

A α BC
P
r

E

Q
r

 

X¸c ®Þnh ph¶n lùc t¹i c¸c 

gèi ®ì A vµ c¸c ®iÓm tùa C,D. 

Cho P = 40kN, Q = 20kN; CB = 
3
1  AB; DE = 

3
1  BE; α = 450. 

H×nh 2.13

Bµi gi¶i: CÇn l−u ý r»ng ®©y lµ bµi to¸n c©n b»ng cña hÖ vËt. VÒ nguyªn 

t¾c khi gi¶i bµi to¸n thuéc lo¹i nµy ph¶i t¸ch riªng tõng vËt ®Ó xÐt. Trªn hÖ vËt 

cÇn ph©n biÖt hai lo¹i vËt chÝnh vµ vËt phô. VËt chÝnh lµ vËt khi t¸ch ra cã thÓ 

®øng v÷ng ®−îc. VËt phô lµ vËt khi t¸ch ra kh«ng thÓ ®øng v÷ng ®−îc. Ta xÐt vËt 

phô tr−íc sau ®ã xÐt vËt chÝnh sau. Còng cÇn chó ý thªm khi t¸ch vËt t¹i c¸c 

khíp nèi sÏ ®−îc thay thÕ b»ng c¸c lùc t¸c dông t−¬ng hç, c¸c lùc nµy cïng 

ph−¬ng cïng trÞ sè nh−ng ng−îc chiÒu. 

§èi víi bµi to¸n trªn, hÖ gåm hai dÇm trong ®ã AB lµ dÇm chÝnh cßn BE 

lµ dÇm phô. T¸ch BE ®Ó xÐt. T¹i khíp nèi cã ph¶n lùc liªn kÕt RB (lùc t¸c dông 

t−¬ng hç cña dÇm chÝnh lªn dÇm BE). Ph¶n lùc RB n»m trong mÆt ph¼ng th¼ng 

®øng ( mÆt ph¼ng h×nh vÏ) vµ cã hai thµnh phÇn XB vµ YB ( xem h×nh 2-14). Gi¶i 

phãng liªn kÕt t¹i D thay vµo ®ã b»ng ph¶n lùc N
r

D ( N
r

D  vu«ng gãc BE. DÇm BE 

chÞu t¸c dông cña c¸c lùc , P
r

N
r

D, R
r

B. HÖ lùc nµy cïng n»m trong mÆt ph¼ng oxy 

do ®ã ph−¬ng tr×nh c©n b»ng viÕt ®−îc: 

∑X1 = XB - NDsinα = 0; 
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P
r

  

XB  

N
r

D  

D 

E
∑Y10 = YB - P + NDcosα = 0; 

YB
∑mB(F1) = ND 3

2 .a - P. 
2
a cosα = 0. 

B
G¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn t×m ®−îc: 

ND = 
4
3 Pcosα = 

4
3 .40.

2
2  ≈21,2 kN; H×nh 2.14 

YB

A C

Q
r

  

YA

XBXA  XB = 
8
3

P sin2α =
8
3

.40.1= 15kN; 

YB = P(1- 
4
3 cos2α)= 40(1-

4
3

4
2

)= 25kN. 

H×nh 2.15
Gi¸ trÞ c¸c ph¶n lùc ®Òu d−¬ng ®iÒu nµy 

chøng tá chiÒu cña chóng nh− ®· chän lµ ®óng. 

TiÕp theo xÐt ®Õn dÇm chÝnh AB. Gi¶i phãng c¸c liªn kÕt dÇm sÏ ë tr¹ng 

th¸i c©n b»ng d−íi t¸c dông cña hÖ lùc:  Q
r

, - R
r

B, R
r

A, N
r

C. C¸c lùc nµy cïng n»m 

trong mÆt ph¼ng oxy. ( xem h×nh 2.15 ) 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc viÕt ®−îc: 

∑X1 = XA - X'B = 0; 

∑mA(F) = - Y'B.b + NC 
3
2 b - Q. 

2
b = 0; 

∑mC(F) = - YA.
3
b2   + Q 

6
b  - Y'B. 

3
b = 0; 

Trong ®ã X'B = XB, Y'B = YB nh−ng cã chiÒu ng−îc l¹i. 

Gi¶i hÖ 3 ph−¬ng tr×nh trªn t×m ®−îc: 

XA = XB = 15kN; 

YA = 
4
1 Q - 

2
1 YB = -7,5kN; 

YC = 
4
3 Q + 

2
3 YB = 52,5kN. 

KÕt qu¶ cho gi¸ trÞ cña YA mang dÊu ©m cã nghÜa chiÒu YA chän lµ sai 

ph¶i ®¶o l¹i. 
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Ch−¬ng 3 

Ma s¸t vµ bµi to¸n c©n b»ng cña vËt khi cã ma s¸t 

3.1. Ma s¸t tr−ît vµ bµi to¸n c©n b»ng cña vËt khi cã ma s¸t 
tr−ît 

3.1.1. Ma s¸t tr−ît vµ c¸c tÝnh chÊt cña ma s¸t tr−ît 

Thùc tiÔn cho thÊy bÊt kú vËt nµo chuyÓn ®éng tr−ît trªn bÒ mÆt kh«ng 

nh½n cña vËt kh¸c ®Òu xuÊt hiÖn mét lùc c¶n l¹i sù tr−ît cña vËt gäi lµ lùc ma s¸t 

tr−ît ký hiÖu F
r

ms. Lµm thÝ nghiÖm biÓu diÔn trªn h×nh 3.1. VËt A ®Æt trªn mÆt 

tr−ît n»m ngang vµ chÞu t¸c dông cña lùc P
r

hîp víi ph−¬ng th¼ng ®øng mét gãc 

α. Ph©n tÝch  thµnh hai thµnh phÇn P
r

P
r

1 vµ P
r

2 nh− h×nh vÏ. NhËn thÊy r»ng P
r

1 

lu«n lu«n c©n b»ng víi ph¶n lùc ph¸p tuyÕn N
r

. Cßn lùc P
r

2 lµ lùc cÇn ®Ó ®Èy vËt 

A tr−ît trªn mÆt.  

Khi  kh«ng ®æi ta nhËn thÊy gãc α t¨ng th× P
r

P
r

2 t¨ng. Trong giai ®o¹n ®Çu vËt A ®øng yªn trªn 

mÆt B. Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña vËt A cho thÊy 
N
r

   
P
r

P
r

     2 

b»ng lùc ma s¸t nh−ng ng−îc chiÒu.  NÕu tiÕp tôc 

t¨ng gãc α ®Õn mét trÞ sè ϕ th× vËt A b¾t ®Çu tr−ît. 

Lùc ma s¸t lóc ®ã còng tiÕn tíi giíi h¹n F
r

n. 

α P
r

1   P
r

2   F
r

ms 

H×nh 3.1 

TrÞ sè Fn = Ntgϕ  (3.1) 

ë ®©y N = P1 lµ ph¶n lùc ph¸p tuyÕn cña mÆt tr−ît. Gãc ϕ gäi lµ gãc ma 

s¸t; tgϕ = f gäi lµ hÖ sè ma s¸t. Tõ (3.1) cã thÓ kÕt luËn: lùc ma s¸t tr−ît lu«n 

lu«n cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu víi chuyÓn ®éng tr−ît, cã trÞ sè tû lÖ thuËn 

víi ph¶n lùc ph¸p tuyÕn (¸p lùc) cña mÆt tr−ît. 

HÖ sè ma s¸t f ®−îc x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm, nã phô thuéc vµo vËt liÖu 

vµ tÝnh chÊt cña bÒ mÆt tiÕp xóc. B¶ng (3-1) cho ta trÞ sè cña hÖ sè ma s¸t tr−ît 

®èi víi mét vµi vËt liÖu th−êng gÆp 
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B¶ng 3-1 

Tªn vËt liÖu HÖ sè ma s¸t 

§¸ tr−ît trªn gç 

Gç tr−ît trªn gç 

Kim lo¹i tr−ît trªn gç 

§ång tr−ît trªn gang 

§ång tr−ît trªn s¾t 

ThÐp tr−ît trªn thÐp 

0,46 ÷ 0,6 

0,62 

0,62 

0,16 

0,19 

0,15 

Lùc ma s¸t xuÊt hiÖn trong giai ®o¹n vËt ë tr¹ng th¸i tÜnh gäi lµ ma s¸t 

tÜnh. Lùc ma s¸t tÜnh t¨ng tõ kh«ng ®Õn trÞ sè giíi h¹n Fn = f0N. Lùc ma s¸t xuÊt 

hiÖn trong giai ®o¹n vËt chuyÓn ®éng tr−ît ta gäi lµ lùc ma s¸t ®éng. Trong tr¹ng 

th¸i tÜnh lùc kÐo (®Èy) vËt  lu«n c©n b»ng víi lùc ma s¸t tÜnh cßn trong tr¹ng th¸i 

chuyÓn ®éng lùc kÐo (®Èy) P2 võa ph¶i th¾ng ma s¸t ®éng võa ph¶i d− mét phÇn 

®Ó t¹o ra chuyÓn ®éng cña vËt. NÕu gäi lùc ma s¸t ®éng cña vËt lµ Fmssd th× Fmsd = 

fdN, trong ®ã fd gäi lµ hÖ sè ma s¸t ®éng. Qua nhiÒu thùc nghiÖm thÊy r»ng lùc 

ma s¸t ®éng th−êng nhá h¬n mét chót so víi ma s¸t tÜnh giíi h¹n. HÖ sè ma s¸t 

®éng kh«ng nh÷ng phô thuéc vµo vËt liÖu vµ tÝnh chÊt bÒ mÆt tiÕp xóc cña vËt mµ 

cßn phô thuéc vµo vËn tèc  tr−ît cña vËt. Trong phÇn lín c¸c tr−êng hîp cho thÊy 

khi vËn tèc t¨ng th× hÖ sè ma s¸t ®éng gi¶m vµ ng−îc l¹i. ThÝ dô  hÖ sè ma s¸t 

®éng gi÷a b¸nh ®ai lµm b»ng gang víi d©y ®ai phanh b»ng thÐp cã thÓ x¸c ®Þnh 

theo c«ng thøc: 

fd  = 
v006,01
v0112,01

+
+  ft 

Trong ®ã v lµ vËn tèc tr−ît tÝnh b»ng km/h cßn ft = 0,45 khi mÆt tiÕp xóc 

kh« vµ ft = 0,25 khi mÆt tiÕp xóc −ít. 

Trong tÜnh häc v× chØ xÐt bµi to¸n c©n b»ng nªn ma s¸t ph¶i lµ ma s¸t tÜnh. 
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3.1.2. Bµi to¸n c©n b»ng cña vËt khi chÞu ma s¸t tr−ît 

XÐt vËt r¾n ®Æt trªn mÆt tùa (mÆt tr−ît). Gi¶ thiÕt vËt chÞu t¸c dông cña c¸c 

lùc F
r

1, 2F
r

, ... nF
r

. C¸c lùc liªn kÕt bao gåm ph¶n lùc ph¸p tuyÕn N
r

j vµ lùc ma s¸t 

F
r

msj. 

Khi vËt c©n b»ng ta cã hÖ lùc sau: 

( F
r

1, , ... 2F
r

nF
r

, N
r

j, F
r

msj) ∼ 0         j = 1 ....s  lµ sè bÒ mÆt tiÕp xóc 

§Ó vËt c©n b»ng ph¶i cã c¸c ph−¬ng tr×nh c©n b»ng nh− ®· xÐt ë ch−¬ng 2. 

Ngoµi c¸c ph−¬ng tr×nh c©n b»ng ra  ®Ó ®¶m b¶o vËt kh«ng tr−ît ph¶i cã c¸c ®iÒu 

kiÖn: 

Fnj ≤ foNj.   Fnj lµ lùc ®Èy tæng hîp. 

Trë l¹i s¬ ®å (3.1) ta thÊy khi kh«ng cã tr−ît th×  

tgα = 
N

Fms  ≤ fo  = tgϕ 

Ta cã thÓ ph¸t biÓu ®iÒu kiÖn kh«ng tr−ît nh− sau: 

§iÒu kiÖn ®Ó vËt kh«ng tr−ît lµ hîp lùc P
r

 t¸c dông lªn vËt n»m trong mÆt 

nãn cã gãc ®Ønh 2ϕ ( ta gäi nãn nµy lµ nãn ma s¸t).Khi P n»m trªn nãn ma s¸t lµ 

lóc s¾p x¶y ra sù tr−ît cña vËt A. 

ThÝ dô 3.1: X¸c ®Þnh ®iÒu kiÖn ®Ó 

cho vËt A cã träng l−îng P n»m c©n b»ng 

trªn mÆt nghiªng so víi ph−¬ng ngang mét 

gãc β. HÖ sè ma s¸t tÜnh lµ fo (h×nh 3.2)  

N
r

  F
r

ms   

β 
Bµi gi¶i: XÐt vËt A n»m c©n b»ng 

trªn mÆt nghiªng d−íi t¸c dông cña c¸c lùc 

( , P
r

N
r

, F
r

ms) V× vËt cã xu h−íng tr−ît 

xuèng nªn lùc ma s¸t F
r

ms lu«n lu«n h−íng 

vÒ phÝa trªn nh− h×nh vÏ. 

H×nh 3.2 

§Ó vËt c©n b»ng ph¶i cã: 
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( , P
r

N
r

, F
r

ms) ∼ 0  vµ FN ≤ foN. 

Gi¶ thiÕt r»ng vÞ trÝ ®ang xÐt lµ vÞ trÝ giíi h¹n gi÷a c©n b»ng vµ tr−ît th× lùc 

ma s¸t Fms = Fn = foN. §iÒu kiÖn ®Ó hÖ lùc t¸c dông lªn hÖ vËt c©n b»ng lµ:  

Fn = Ntgβ 

MÆt kh¸c v× Fn ≤ Nf0. Suy ra tgβ ≤ fo. 

Nh− vËy ®iÒu kiÖn ®Ó cho vËt c©n b»ng ph¶i lµ tgβ ≤ fo. 

TrÞ sè cña gãc β = βo víi tagβo = fo chÝnh b»ng gãc ma s¸t ϕ. 

ThÝ dô 3.2: Gi¸ treo vËt nÆng cã s¬ ®å nh− h×nh vÏ 3-3. VËt treo cã träng 

l−îng P, hÖ sè ma s¸t tr−ît t¹i c¸c ®iÓm tùa A vµ B lµ fo. KÝch th−íc cho theo 

h×nh vÏ. X¸c ®Þnh ®iÒu kiÖn c©n b»ng cho gi¸.  

Bµi gi¶i:  

Kh¶o s¸t sù c©n b»ng 

cña gi¸. Lùc t¸c dông lªn gi¸ 

ngoµi träng l−îng cña vËt 

A cßn cã ph¶n lùc ph¸p 

tuyÕn vµ lùc ma s¸t ë ®iÓm 

tùa A vµ B lµ: 

P
r

N
r

, N
r

', , ' F
r

F
r

NÕu kho¶ng c¸ch l lµ 

kh«ng ®æi, ®iÒu kiÖn c©n 

b»ng cña gi¸ lµ:      

y  

B

P
r

P
r

ϕo 

ϕo  A 

B 

h 

l R
r

B  R
r

A   

 

A

y 
'  F

r

N
r

' 

F
r

  h

N
r

 

l

x 

 
a) b) 

H×nh 3.3 

( ,P
r

N
r

, N
r

', F
r

, ') ∼ 0 F
r

vµ F ≤ foN; F' ≤ foN' 

T¹i vÞ trÝ giíi h¹n nghÜa lµ lóc s¾p xÈy ra sù tr−ît cña gi¸ trªn c¸c ®iÓm tùa 

ta cã ph−¬ng tr×nh c©n b»ng nh− sau: 

N- N' = 0;    (1)   F=foN   (4) 

F + F' -P = 0   (2)  F' = foN'  (5) 
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N.h - F.dgh - P = 0;   (3) 

ë ®©y dgh lµ kho¶ng c¸ch giíi h¹n cña hai ®iÓm tùa A vµ B cho phÐp øng 

víi lóc b¾t ®Çu tr−ît. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc: 

N  = N'       F = F';  P = 2foN; 

h = fodgh + 2fol hay  dgh = 
of
h  - 2l  

Kho¶ng c¸ch d cµng lín ¸p lùc N cµng lín vµ ma s¸t cµng lín, ®iÒu kiÖn 

c©n b»ng cña gi¸ viÕt ®−îc: 

dgh ≥ 
of
h  - 2l 

ThÝ dô 3.3: T×m ®iÒu kiÖn kh«ng tr−ît cña d©y ®ai quÊn trªn b¸nh ®ai trßn 

cã kÓ ®Õn ma s¸t tr−ît víi hÖ sè fo (h×nh 3-4) , bá qua tÝnh ®µn håi cña d©y ®ai. 

Bµi gi¶i: 

T×m ®iÒu kiÖn kh«ng tr−ît cña d©y ®ai cã nghÜa lµ t×m ®iÒu kiÖn c©n b»ng 

cña ®o¹n ®ai AB cña ®ai d−íi t¸c dông c¸c lùc T
r

1, T
r

2  (T2 > T1)  c¸c ph¶n lùc 

ph¸p tuyÕn N vµ c¸c lùc ma s¸t tr−ît F ph©n bè liªn tôc trªn cung AB. 

Khi d©y ®ai s¾p tr−ît ta xÐt mét cung nhá ED trªn d©y ®ai. Bªn nh¸nh chñ 

®éng cã lùc t¸c dông lµ  + ∆TT
r r

cßn bªn nh¸nh  

phô ®éng lùc t¸c dông lµ . Gäi ph¶n lùc ph¸p 

tuyÕn lªn cung ®ai nµy lµ 

T
r

N
r

vµ lùc ma s¸t tr−ît 

lªn cung nµy lµ F ta sÏ cã ph−¬ng tr×nh c©n b»ng: 

T
r

R 
D 

y 
d   N
r

( T
r

+d T
r

)    

dθ  

d F
r

 

T
r

  

dθ 

B 

T
r

1  

2  

A  α θ  
dθ  

- T cos 
2
dθ + (T+dT)cos 

2
dθ  - F = 0  

- N - Tsin 
2
dθ

 - (T- dT) = 0 

H×nh 3.4 
Trong ®ã F = fN. Bá qua c¸c v« cïng bÐ 
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bËc hai trë lªn ta ®−îc: F = dT vµ N = Tdθ. Thay gi¸ trÞ trªn vµo biÓu thøc F =fN 

ta cã dT = f.T.dθ. TÝch ph©n hai vÕ t−¬ng øng víi cËn tõ A ®Õn B ta ®−îc 

lnT
B
A

 = foθ 
B
A

 hay ln 
1

2

T
T  = f.α 

α lµ gãc ch¾n cung AB gäi lµ gãc bao cña ®ai. 

Suy ra: T2 = T1.e
fα

Lùc kÐo bªn nh¸nh chñ ®éng T2 cµng lín h¬n bªn nh¸nh bÞ ®éng th× kh¶ 

n¨ng tr−ît cµng nhiÒu do ®ã ®iÒu kiÖn ®Ó d©y kh«ng tr−ît ph¶i lµ: 

T2 ≤ T1.e
fα

C«ng thøc nµy ®−îc gäi lµ c«ng thøc ¬le 

3.2. Ma s¸t l¨n vµ bµi to¸n c©n b»ng cña vËt r¾n khi cã ma 
s¸t l¨n 

Ma s¸t l¨n lµ m« men c¶n chuyÓn ®éng l¨n cña vËt thÓ nµy trªn vËt thÓ kh¸c. 

XÐt mét con l¨n h×nh trô b¸n kÝnh R träng l−îng P l¨n trªn mét mÆt ph¼ng 

ngang, nhê lùc Q
r

 ®Æt vµo trôc con l¨n (xem h×nh 3.5). Trong tr−êng hîp nµy con 

l¨n chÞu t¸c dông cña c¸c lùc: P
r

, Q
r

, N
r

, F
r

ms. Trong c¸c lùc ®ã hai lùc Q
r

vµ F
r

ms 

t¹o thµnh mét ngÉu lùc cã t¸c dông lµm cho con l¨n chuyÓn ®éng l¨n. Cßn l¹i hai 

lùc  vµ P
r

N
r

trong tr−êng hîp con l¨n vµ mÆt l¨n lµ r¾n tuyÖt ®èi th× chóng trïng 

ph−¬ng.Trong thùc tÕ con l¨n vµ mÆt l¨n lµ nh÷ng vËt biÕn d¹ng hai lùc P vµ N 

kh«ng trïng ph−¬ng  lu«n  song song vµ c¸ch nhau mét kho¶ng c¸ch k. Hai lùc 

nµy t¹o thµnh mét ngÉu lùc cã t¸c dông c¶n l¹i sù l¨n cña con l¨n. M« men cña 

ngÉu ( , P
r

N
r

) ®−îc gäi lµ m« men ma s¸t l¨n. NÕu ký hiÖu m« men ma s¸t  l¨n lµ 

Mms th×  Mms = kN. 

Gäi k lµ hÖ sè ma s¸t l¨n. Kh¸c víi hÖ sè ma s¸t tr−ît hÖ sè ma s¸t l¨n k 

cã thø nguyªn lµ ®é dµi. 
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HÖ sè ma s¸t l¨n ®−îc x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm, nã còng phô thuéc vµo 

tÝnh chÊt vËt liÖu vµ bÒ mÆt l¨n, kh«ng phô thuéc vµo lùc N.  Sau ®©y lµ hÖ sè ma 

s¸t l¨n cña mét vµi vËt th−êng gÆp. 

 

VËt liÖu HÖ sè k (cm) 

Gç l¨n trªn gç 

ThÐp l¨n trªn thÐp 

Gç l¨n trªn thÐp 

Con l¨n thÐp trªn mÆt thÐp 

0,05 ÷ 0,08 

0,005 

0,03 ÷ 0,04 

0,001 

 

 

 

   

  Q
r

C 

A 

P
r

N
r

F   
r

  

F
r

  
C

A

P
r

Q

B
k

N
r
r  

  
a) b) 

 
H×nh 3.5

Bµi to¸n c©n b»ng cña vËt khi cã ma s¸t l¨n ngoµi ®iÒu kiÖn hÖ lùc t¸c 

dông lªn hÖ kÓ c¶ c¸c ph¶n lùc vµ lùc ma s¸t c©n b»ng cßn ph¶i thªm ®iÒu kiÖn 

kh«ng cã l¨n biÓu diÔn bëi ph−¬ng tr×nh: 

P
r

 

C N
r

F
r

  

1  P
r  

2  P
rα  

Mms ≥ Q.R 

ThÝ dô 3.4: T×m ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña con l¨n 

träng l−îng P, b¸n kÝnh R n»m trªn mÆt ph¼ng nghiªng mét 

gãc α. Cho hÖ sè ma s¸t l¨n lµ k. (xem h×nh 3-6) 

Bµi gi¶i: 

XÐt con l¨n ë vÞ trÝ c©n b»ng. Ph©n tÝch P
r

thµnh hai 

lùc P
r

1, P
r

2 nh− h×nh vÏ (3-6). 

H×nh 3.6 

Ta cã ®iÒu kiÖn ®Ó con l¨n kh«ng l¨n lµ:P1.R =  R.P.sinα ≤ P2.k = P cosα   

Hay         R.P.sinα ≤ P.cosα.     tgα ≤ 
R
k  
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Nh− vËy ®iÒu kiÖn ®Ó con l¨n c©n b»ng lµ: tgα ≤ 
R
k  

ThÝ dô 3.5: VËt h×nh trô cã träng l−îng P b¸n kÝnh R n»m trªn mÆt ph¼ng 

nghiªng mét gãc α. Khèi trô chÞu t¸c dông lùc ®Èy Q song song víi mÆt ph¼ng 

nghiªng. T×m ®iÒu kiÖn khèi trô ®øng yªn trªn mÆt ph¼ng nghiªng vµ ®iÒu kiÖn ®Ó 

nã l¨n kh«ng tr−ît lªn phÝa trªn. HÖ sè ma s¸t l¨n lµ k vµ hÖ sè ma s¸t tr−ît lµ f. 

y 
 

x  

 

α   
 

M   
 

A   
 

F
r

ms

 

  N
r

 P
r

    
 

O    
 

Q
r

 

y 

x  
 

M   
 

A  

O   

P
r

   

F mα   s

r

  N
r

Q
r

 

 

 

 

 

 

a)   b) 

 H×nh 3.7 

Bµi gi¶i: 

§iªï kiÖn ®Ó khèi trô c©n b»ng trªn mÆt ph¼ng nghiªng lµ : 

( , ,P
r

Q
r

N
r

, F
r

ms, M
r

ms) ∼ 0 

MÆt kh¸c ®Ó khèi trô kh«ng l¨n (h×nh3.7a ) kh«ng tr−ît xuèng ph¶i cã 

thªm ®iÒu kiÖn: 

Mms ≤ k.N;            Fms ≤ f.N 

Nh− vËy ph¶i tho¶ m·n c¸c ph−¬ng tr×nh sau: 

∑Xi = Q - Psinα  + Fms = 0;    (1) 

∑Yi = - Pcosα  +N = 0;              (2) 

∑mA = P.R.sinα - Q.R - Mms     = 0  (3) 

Fms ≤ f.N               (4) 

M ms≤ k.N               (5) 
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Tõ ba ph−¬ng tr×nh ®Çu t×m ®−îc: 

N = Pcosα  ;      Fms = Psinα - Q   ;     Mms = R(Psinα - Q) 

Thay c¸c kÕt qu¶ vµo hai bÊt ph−¬ng tr×nh cuèi ®−îc: 

P.sinα - Q ≤ f.Pcosα  ;      R(Psinα-Q) ≤ k.Pcosα 

Hay:  Q ≥ P(sinα - f.cosα) 

 Q ≥ P(sinα - 
R
k cosα) 

Th−êng th× 
R
k  < f do ®ã ®iÒu kiÖn tæng qu¸t lµ: 

P
Q  ≥ sinα - 

R
k cosα ≥ sinα - f.cosα 

§Ó vËt l¨n kh«ng tr−ît lªn ( h×nh3.7b ) ph¶i cã c¸c ®iÒu kiÖn: 

∑xi = Q-Psinα + Fms = 0;    (1') 

∑yi =- Pcosα +N = 0;    (2') 

∑mA = P.sinα - Q.R + Mms = 0;  (3') 

Fms ≤ f.N     (4') 

M ms≥ k.N     (5') 

BÊt ph−¬ng tr×nh (4') ®¶m b¶o cho vËt chuyÓn ®éng cã tr−ît lªn. Cßn bÊt 

ph−¬ng tr×nh (5') ®¶m b¶o cho con l¨n cã kh¶ n¨ng l¨n lªn trªn. 

Tõ 3 ph−¬ng tr×nh ®Çu ta ®−îc: 

N = Pcosα;  Fms = Q - Psinα    ;      Mms = R(Q-Psinα) 

Thay thÕ vµo hai ph−¬ng tr×nh cuèi ta ®−îc: 

Q - Psinα ≤ f.P.cosα; 

R(Q-Psinα) ≥ kPcosα. 

VËy ®iÒu kiÖn ®Ó khèi trô l¨n kh«ng tr−ît lªn trªn lµ: 

sinα + 
R
k cosα ≤ 

P
Q  < sinα + f cosα. 

  §iÒu nµy nãi chung cã thÓ ®−îc nghiÖm v× 
R
k  th−êng nhá h¬n f.s 



 -46-

Ch−¬ng 4 

Träng t©m cña vËt r¾n 

4.1. T©m cña hÖ lùc song song 

HÖ lùc song song ( F
r

1, 2F
r

, ... nF
r

) lu«n cã hîp lùc R
r

song song víi c¸c lùc 

®· cho. Theo lý thuyÕt vÒ hÖ lùc, hîp lùc R
r

®−îc x¸c ®Þnh bëi biÓu thøc: 

R
r

= F
r

1 + 2F
r

 +... nF
r

= ∑
=

n

1i
F
r

i        (4-1) 

Khi ta thay ®æi ph−¬ng cña hÖ lùc ph−¬ng cña hîp lùc còng thay ®æi theo. 

Ch¼ng h¹n lóc ®Çu hÖ lùc cã hîp lùc lµ  R song song víi c¸c lùc ®· cho , sau khi 

xoay hÖ lùc cho song song víi trôc oz ta sÏ ®−îc hîp lùc R' cã ®é lín b»ng R 

nh−ng cã ph−¬ng  song song víi 

trôc oz. MÆc dï hîp lùc thay ®æi 

ph−¬ng khi ph−¬ng cña hÖ lùc 

thay ®æi nh−ng ®−êng t¸c dông 

cña chóng ®Òu ®i qua ®iÓm C 

®iÓm nµy gäi lµ t©m cña hÖ lùc 

song song ®· cho. 

z

yO
zC 

yC 

xC 

R
r

'  R
r

  

4 r
r

r
r

'4 

A4 

3 r
r

r
r

'3 

A3 

2 r
r

r
r

'2 

A2 

r
r

1 

C
r
r

'1 

A1 

§Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña t©m C 

ta vËn dông ®Þnh lý Va-ri-nh«ng. 

Cho hîp lùc ' nh− h×nh vÏ ta cã: R
r

x

My(R') = ∑
=

n

1i
my(F

n
i); H×nh 4.1 

R.Xc = ∑
=

n

1i
Fixi;  

 hay Xc = 
R

xF
n

1i
ii∑

=    ; 
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Trong ®ã Xc lµ to¹ ®é cña ®iÓm C trªn trôc ox, xi lµ to¹ ®é cña ®iÓm Ai 

trªn trôc ox. 

B»ng c¸ch xoay ph−¬ng cña hÖ lùc cho song song víi trôc ox vµ oy ta sÏ 

nhËn ®−îc c¸c kÕt qu¶ t−¬ng tù víi to¹ ®é cña C trªn hai trôc oy vµ oz. Ta x¸c 

®Þnh hÖ to¹ ®é cña t©m C theo c¸c biÓu thøc sau: 

Xc = 
R

xF
n

1i
ii∑

= ; 

Yc = 
R

yF
n

1i
ii∑

= ;         (4-2) 

Zc = 
R

zF
n

1i
ii∑

= . 

Nh− vËy cã thÓ x¸c ®Þnh hîp lùc cña hÖ lùc song song nhê c¸c biÓu thøc 

(4-1) vµ (4-2) 

4.2. Träng t©m cña vËt r¾n 

Coi vËt r¾n lµ tËp hîp cña n phÇn tö cã träng l−îng P
r

1, P
r

2  ... P
r

n. C¸c 

träng lùc Pi t¹o thµnh mét hÖ lùc song song. T©m cña hÖ c¸c träng l−îng phÇn tö 

nµy gäi lµ träng t©m cña vËt. 

Nh− vËy gäi C lµ träng t©m cña vËt th× to¹ ®é cña ®iÓm C ®−îc x¸c ®Þnh 

b»ng c¸c biÓu thøc sau:  

Xc = 
P

xP
n

1i
ii∑

= ; 

Yc = 
P

yP
n

1i
ii∑

= ;         (4-3) 
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Zc = 
P

zP
n

1i
ii∑

= . 

Trong ®ã P
r

i vµ lµ träng l−îng cña phÇn tö thø i trong vËt, vµ träng l−îng 

cña c¶ vËt, cßn x

P
r

i, yi, zi lµ to¹ ®é cña phÇn tö thø i. 

Nh− vËy träng t©m cña vËt lµ mét ®iÓm C trªn vËt mµ tæng hîp träng 

l−îng cña c¶ vËt ®i qua khi ta xoay vËt ®ã ë bÊt kú chiÒu nµo trong kh«ng gian. 

4.3. Träng t©m cña mét sè vËt ®ång chÊt 

4.3.1. VËt r¾n lµ mét khèi ®ång chÊt 

Gäi träng l−îng riªng cña vËt lµ γ ( träng l−îng cña mét ®¬n vÞ thÓ tÝch) 

th× Pi = γ.vi vµ P = γ.v. Trong ®ã vi vµ v lµ thÓ tÝch cña phÇn tö thø i cña vËt vµ thÓ 

tÝch c¶ vËt. To¹ ®é träng t©m cña vËt lóc nµy cã thÓ x¸c ®Þnh bëi c¸c biÓu thøc: 

xc = 
v

xv
n

1i
ii∑

= ;  yc = 
v

yv
n

1i
ii∑

= ;    zc = 
v

zv
n

1i
ii∑

= . 

4.3.2. VËt r¾n lµ mét tÊm máng ®ång chÊt 

Gäi träng l−îng riªng cña vËt r¾n lµ γ ( träng l−îng cña mét ®¬n vÞ diÖn 

tÝch) ta sÏ cã Pi = γ.Si vµ P = γ.S ë ®©y Si vµ S lµ diÖn tÝch cña phÇn tö thø i cña 

vËt vµ diÖn tÝch toµn vËt. To¹ ®é träng t©m cña vËt trong hÖ to¹ ®é oxy chøa vËt 

x¸c ®Þnh theo biÓu thøc sau: 

xc = 
S

xS
n

1i
ii∑

= ;  yc = 
S

yS
n

1i
ii∑

= ;   

4.3.3. VËt r¾n lµ mét d©y hay thanh m¶nh ®ång chÊt 

Gäi träng l−îng riªng cña vËt lµ γ ( träng l−îng cña mét ®¬n vÞ chiÒu dµi 

vËt) ta cã Pi = γ.Li vµ P = γ.L. Trong ®ã Li vµ L lµ chiÒu dµi cña phÇn tö thø i vµ 

chiÒu dµi cña c¶ vËt. To¹ ®é träng t©m cña vËt lóc nµy cã thÓ x¸c ®Þnh bëi c¸c 

biÓu thøc: 
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xc = 
L

xL
n

1i
ii∑

= ;  yc = 
L

yL
n

1i
ii∑

= ;    zc = 
L

zL
n

1i
ii∑

= . 

4.3.4. VËt r¾n ®ång chÊt cã mét t©m, mét trôc hay mét mÆt ph¼ng ®èi xøng 

Ta cã nhËn xÐt r»ng trªn vËt bao giê còng t×m ®−îc hai phÇn tö ®èi xøng 

cã träng l−îng P1, P2 nh− nhau song song cïng chiÒu qua t©m ®èi xøng, trôc ®èi 

xøng hay mÆt ph¼ng ®èi xøng cña vËt vµ nh−  vËy hîp lùc cña nã sÏ ®i qua ®iÓm 

®èi xøng n»m trªn trôc ®èi xøng hay mÆt ph¼ng ®èi xøng. DÔ dµng nhËn thÊy 

r»ng hîp lùc cña c¸c P
r

i ( i = 1...n), nghÜa lµ träng l−îng cña vËt bao giê còng ®i 

qua t©m ®èi xøng, trôc ®èi xøng hay n»m trong mÆt ph¼ng ®èi xøng nÕu nh− 

xoay vËt sao cho mÆt ph¼ng ®èi xøng ®ã ë vÞ trÝ th¼ng ®øng. Nãi c¸ch kh¸c träng 

t©m cña vËt trong tr−êng hîp cã mét t©m ®èi xøng, cã mét trôc ®èi xøng hay cã 

mét mÆt ph¼ng ®èi xøng bao giê còng n»m trªn t©m ®èi xøng, trôc ®èi xøng hay 

mÆt ph¼ng ®èi xøng ®ã. 

4.3.5. Träng t©m cña vËt cã thÓ ph©n chia thµnh nh÷ng vËt nhá ®¬n gi¶n 

Trong tr−êng hîp nµy ta chia vËt thµnh 

c¸c phÇn cã h×nh d¹ng ®¬n gi¶n dÔ x¸c ®Þnh 

träng t©m, sau ®ã coi mçi vËt ®ã nh− mét phÇn 

tö nhá cña c¶ vËt, mçi phÇn tö nµy cã träng 

l−îng ®Æt t¹i träng t©m. X¸c ®Þnh ®−îc träng 

l−îng vµ träng t©m c¸c phÇn nhá cña vËt ta sÏ 

x¸c ®Þnh ®−îc träng t©m cña c¶ vËt nhê c¸c 

biÓu thøc x¸c ®Þnh to¹ ®é träng t©m ë trªn. 

O

C1 

C2 

C3 
y

H×nh 4.2

B¶ng 4.1 
 C1 C2 C3

xi 

yi 

Si

-1 
1 
4 

1 
5 
20 

5 
9 
12 

x

Sau ®©y ta vËn dông nh÷ng kÕt qu¶ trªn 

®Ó t×m träng t©m cña mét sè vËt.  

ThÝ dô 4.1: X¸c ®Þnh träng t©m cña tÊm 

t«n ph¼ng cã h×nh d¹ng nh− h×nh vÏ (4-2). 

BiÕt r»ng tÊm t«n lµ ®ång chÊt vµ kÝch 

th−íc cña c¸c c¹nh tÝnh b»ng cm ®· cho trªn 
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h×nh. 

Bµi gi¶i: 

Tr−íc hÕt chia vËt thµnh 3 phÇn, mçi phÇn lµ mét h×nh ch÷ nhËt nh− h×nh 

vÏ (4-2). C¸c h×nh nµy lµ c¸c tÊm ph¼ng vµ cã t©m ®èi xøng lµ C1, C2 vµ C3. To¹ 

®é träng t©m vµ diÖn tÝch cña nã cã thÓ x¸c ®Þnh nh− b¶ng 4.1. 

DiÖn tÝch cña c¶ vËt lµ : 

 S = S1 + S2 + S3  = 36 (cm2) 

¸p dông c«ng thøc (4.5) ta cã: 

xc = 
S

SxSxSx 332211 ++  = 
36

60204 ++−  = 2
9
1 cm  

yc = 
S

SySySy 332211 ++  = 
36

1081004 ++  = 5
9
8 cm  

Träng t©m C cña vËt hoµn toµn ®−îc x¸c ®Þnh. 

ThÝ dô 4.2. T×m to¹ ®é träng t©m cña tÊm ph¼ng giíi h¹n bëi hai ®−êng 

trßn b¸n kÝnh R vµ r ( xem h×nh vÏ 4.3). Cho biÕt kho¶ng c¸ch gi÷a hai t©m lµ 

c1c2 = a. 

Bµi gi¶i: 

Chän hÖ to¹ ®é nh− h×nh vÏ. Ph©n tÝch 

thµnh hai phÇn mçi phÇn lµ mét tÊm trßn 

nh−ng ë ®©y tÇm trßn cã b¸n kÝnh r ph¶i coi 

nh− vËt cã tiÕt diÖn ©m. Cô thÓ ta cã: PhÇn 1 

lµ mét tÊm trßn cã b¸n kÝnh R cã to¹ ®é 

träng t©m lµ x1 = 0 vµ y1 = 0. DiÖn tÝch lµ S1 

= πR2. PhÇn 2 lµ tÊm trßn cã b¸n kÝnh r, to¹ 

®é träng t©m lµ x2 = a, y2 = 0 vµ diÖn tÝch lµ 

S2 = -πr2.DiÖn tÝch c¶ vËt lµ : 

R

C2 

C1 C

r

a 

y 

S = S1 + S2 = π(R2 - r2) 
H×nh 4.3
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Ta cã thÓ tÝnh ®−îc to¹ ®é träng t©m cña vËt. 

xc = 
S

SxSx 2211 +  = - 22

2

rR
r.a
−

 ; 

yc = 
S

SySy 2211 +  = 0. 

ThÝ dô 4-3. T×m träng t©m cña mét  cung trßn AB b¸n kÝnh R, gãc ë t©m 

lµ A¤B = 2 α   ( h×nh 4-4) 

NÕu chän hÖ to¹ ®é nh− h×nh vÏ ta thÊy trôc ox lµ trôc ®èi xøng do ®ã 

träng t©m C cña chóng n»m trªn trôc ox cã nghÜa lµ yc =0. ë ®©y chØ cßn ph¶i 

x¸c ®Þnh xc 

Ta chia cung AB thµnh N phÇn nhá, mçi phÇn cã chiÒu dµi ∆lk, cã to¹ ®é 

xk = Rcosϕk. 

Theo c«ng thøc (4.6) cã: 

B

O

∆lk 

ϕk 

xk α

x

A
H×nh 4.4

y

xc = 
L
1

L

xl
n

1i
kk

=
∆∑

= ∑
=

n

1i
∆lkRcosϕk

Thay ∆lkcosϕk = ∆Yk  ta cã: 

Xc = 
L
1 R∑

=

n

1i
∆Yk= 

L
1 R.AB 

Thay L = R.2α vµ AB = 2R sinα ta ®−îc: 

Xc = 
α
α

2.R
sin2.R  = R.

α
αsin    (4-7) 

ThÝ dô 4-4: T×m träng t©m cña mét tÊm ph¼ng h×nh tam gi¸c ABC ®ång 

chÊt (h×nh 4-5).  

Bµi gi¶i:  

C

GK 

C 

A

Chia tam gi¸c thµnh c¸c d¶i nhá song song 

víi ®¸y BC. Mçi d¶i nhá thø i ®−îc coi nh− mét 

B E 

H×nh 4.5
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thanh m¶nh vµ träng t©m cña nã ®Æt t¹i gi÷a d¶i. Nh− vËy träng t©m cña c¸c d¶i 

sÏ n»m trªn ®−êng trung tuyÕn AE vµ träng t©m cña c¶ tam gi¸c còng n»m trªn 

AE. 

Chøng minh t−¬ng tù ta thÊy träng t©m cña tam gi¸c ph¶i n»m trªn trung 

tuyÕn BG vµ trung tuyÕn CK. Râ rµng träng t©m cña tam gi¸c chÝnh lµ giao ®iÓm 

cña ba ®−êng trung tuyÕn cña tam gi¸c ®ã. 

Trong h×nh häc ta ®· biÕt ®iÓm ®ã ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc: 

CE = 
3
1 AE 

ThÝ dô 4-5  T×m träng t©m cña vËt ®ång nhÊt h×nh tø diÖn ABDE nh− h×nh 

vÏ (4-6) . 

Bµi gi¶i: 

Ta chia h×nh thµnh c¸c phÇn nhá nhê c¸c 

mÆt ph¼ng  song song víi ®¸y ABD. Mçi tÊm 

®−îc coi nh− mét tÊm ph¼ng ®ång chÊt h×nh tam 

gi¸c träng t©m cña mçi phÇn ®−îc x¸c ®Þnh nh− 

ë thÝ dô 4-4. Líp s¸t ®¸y sÏ cã träng t©m lµ C1víi 

C1k = BK
3
1  (BK lµ trung tuyÕn cña ®¸y ABD). 

Nh− vËy tÊt c¶ c¸c träng t©m cña c¸c phÇn sÏ 

n»m trªn ®−êng EC1 vµ träng t©m cña c¶ vËt còng sÏ n»m trªn EC1. 

E

C

BK

C2 

A

C1 

D

H×nh 4.6 

T−¬ng tù ta t×m thÊy träng t©m cña vËt n»m trªn ®−êng BC2 víi C2 lµ träng 

t©m tam gi¸c EAD. KÕt qu¶ lµ träng t©m C cña h×nh vÏ n»m trªn ®iÓm C lµ giao 

®iÓm cña EC1 vµ BC2. 

Theo h×nh vÏ ta cã ∆CC1C2 ®ång d¹ng víi ∆ ECB mÆt kh¸c C1C2 =  

BE
3
1 vµ KC1 = KB

3
1  tõ ®ã suy ra: 

CE
CC1  = 

BE
CC 21  = 

3
1   
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Suy ra CC1 = CE
3
1  = EC

4
1

1  
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PhÇn 2 

§éng häc 
§éng häc nghiªn cøu c¸c qui luËt chuyÓn ®éng cña vËt thÓ ®¬n thuÇn vÒ 

h×nh häc, kh«ng ®Ò cËp ®Õn khèi l−îng vµ lùc. Nh÷ng kÕt qu¶ kh¶o s¸t trong 

®éng häc sÏ lµm c¬ së cho viÖc nghiªn cøu toµn diÖn c¸c qui luËt chuyÓn ®éng 

cña vËt thÓ trong phÇn ®éng lùc häc. 

Trong ®éng häc vËt thÓ ®−îc ®−a ra d−íi hai m« h×nh: ®éng ®iÓm vµ vËt 

r¾n. §éng ®iÓm lµ ®iÓm h×nh häc chuyÓn ®éng trong kh«ng gian, cßn vËt r¾n lµ 

tËp hîp nhiÒu ®éng ®iÓm mµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt kú trong nã lu«n 

lu«n kh«ng ®æi. Khi kh¶o s¸t c¸c vËt thùc cã kÝch th−íc kh«ng ®¸ng kÓ, cã thÓ 

coi nh− m« h×nh ®éng ®iÓm. 

ChuyÓn ®éng lµ sù thay ®æi vÞ trÝ cña vËt trong kh«ng gian theo thêi gian. 

§¬n vÞ ®o ®é dµi lµ mÐt vµ ký hiÖu m, ®¬n vÞ ®o thêi gian lµ gi©y viÕt t¾t lµ s. 

TÝnh chÊt cña chuyÓn ®éng phô thuéc vµo vËt chän lµm mèc ®Ó so s¸nh ta 

gäi lµ hÖ qui chiÕu. Trong ®éng häc hÖ qui chiÕu ®−îc lùa chän tuú ý sao cho 

viÖc kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña vËt ®−îc thuËn tiÖn . §Ó cã thÓ tÝnh to¸n ng−êi ta 

cßn ph¶i chän hÖ to¹ ®é g¾n víi hÖ qui chiÕu. Th«ng th−êng muèn h×nh vÏ ®−îc 

®¬n gi¶n ta dïng ngay hÖ to¹ ®é lµm hÖ quy chiÕu. 

TÝnh thêi gian th«ng th−êng ph¶i so s¸nh víi mèc thßi ®iÓm t0 chän tr−íc. 

VÒ néi dung, ®éng häc ph¶i t×m c¸ch x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña vËt vµ m« t¶ 

chuyÓn ®éng cña vËt theo thêi gian so víi hÖ quy chiÕu ®· chän. 

Th«ng sè x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña vËt so víi hÖ quy chiÕu ®· chän lµ th«ng sè 

®Þnh vÞ. Th«ng sè ®Þnh vÞ cã thÓ lµ vÐc t¬, lµ to¹ ®é, lµ gãc... 

Qui luËt chuyÓn ®éng ®−îc biÓu diÔn qua c¸c biÓu thøc liªn hÖ gi÷a c¸c 

th«ng sè ®Þnh vÞ víi thêi gian vµ ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng. Trong 

ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng th× thêi gian ®−îc coi lµ ®èi sè ®éc lËp. Khi khö ®èi 

sè thêi gian trong ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng ta ®−îc biÓu thøc liªn hÖ gi÷a c¸c 

th«ng sè ®Þnh vÞ vµ gäi lµ ph−¬ng tr×nh qòi ®¹o. 
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§Ó biÓu thÞ tÝnh chÊt cña chuyÓn ®éng ta ®−a ra c¸c ®¹i l−îng vËn tèc vµ 

gia tèc. VËn tèc lµ ®¹i l−îng biÓu thÞ h−íng vµ tèc ®é chuyÓn ®éng cña ®iÓm hay 

vËt.Gia tèc lµ ®¹i l−îng biÓu thÞ sù thay ®æi cña vËn tèc theo thêi gian. Gia tèc 

cho biÕt tÝnh chÊt chuyÓn ®éng ®Òu hay biÕn ®æi. VËn tèc  vµ gia tèc lµ c¸c ®¹i 

l−îng phô thuéc vµo thêi gian. 

C¨n cø néi dung ng−êi ta chia ®éng häc thµnh hai phÇn: ®éng häc ®iÓm vµ 

®éng häc vËt r¾n. Khi kh¶o s¸t ®éng häc cña vËt r¾n bao giê còng gåm hai phÇn: 

§éng häc cña c¶ vËt vµ ®éng häc cña mét ®iÓm thuéc vËt. 

Ch−¬ng 5 

ChuyÓn ®éng cña ®iÓm  

5.1. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña ®iÓm b»ng vÐc t¬ 

5.1.1. Th«ng sè ®Þnh vÞ vµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng  

XÐt ®éng ®iÓm M chuyÓn ®éng trong 

hÖ qui chiÕu oxyz (h×nh 5-1). 

VÞ trÝ ®éng ®iÓm M ®−îc x¸c ®Þnh nÕu 

biÕt vÐc t¬ rr  = OM . VÐc t¬ rr  lµ th«ng sè ®Þnh 

vÞ cña ®éng ®iÓm. 

Khi ®éng ®iÓm chuyÓn ®éng vÐc t¬ rr  

biÕn thiªn liªn tôc theo thêi gian t do ®ã ta 

viÕt ®−îc: 

rr  = rr (t)    (5-1) 

NÕu biÕt ®−îc qui luËt biÕn thiªn (5-1) 

ta hoµn toµn x¸c ®Þnh ®−îc vÞ trÝ cña ®éng 

®iÓm ë bÊt kú thêi ®iÓm nµo. BiÓu thøc (5-1) lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña 

®éng ®iÓm M viÕt d−íi d¹ng vÐc t¬. 

y

H×nh 5.1

(C)
M 

r
r

 

z

x

O
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Trong qu¸ tr×nh chuyÓn ®éng, ®éng ®iÓm v¹ch ra mét ®−êng gäi lµ quÜ ®¹o 

chuyÓn ®éng cña  ®éng ®iÓm. Ph−¬ng tr×nh cña ®−êng quÜ ®¹o còng chÝnh lµ 

ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng (5-1) nh−ng viÕt d−íi d¹ng th«ng sè. 

NÕu ®−êng quÜ ®¹o lµ th¼ng ta nãi ®éng ®iÓm chuyÓn ®éng th¼ng, nÕu 

®−êng quÜ ®¹o lµ cong ta nãi chuyÓn ®éng cña ®iÓm lµ chuyÓn ®éng cong. 

5.1.2. VËn tèc chuyÓn ®éng cña ®iÓm 

Gi¶ thiÕt t¹i thêi ®iÓm t vÞ trÝ cña ®éng ®iÓm x¸c ®Þnh bëi vÐc t¬ ®Þnh vÞ rr . 

T¹i thêi ®iÓm t1 = t + ∆t ®éng ®iÓm ®Õn vÞ trÝ M1 x¸c ®Þnh bëi rr 1, ta cã MM 1 = 

rr 1 - rr = r∆
r

 (xem h×nh 5-2). Gäi tû sè 
t
r

∆
∆

 lµ vËn tèc trung b×nh cña ®éng ®iÓm 

trong kho¶ng thêi gian ∆t vµ ký hiÖu lµ tbvr . Khi ∆t cµng nhá nghÜa lµ M1 cµng 

gÇn M th×  cµng gÇn ®Õn mét giíi h¹n, 

giíi h¹n ®ã gäi lµ vËn tèc tøc thêi t¹i thêi 

®iÓm t.  

tbvr

NÕu ký hiÖu vËn tèc tøc thêi cña 

®éng ®iÓm lµ  th×: vr

dt
rd

t
vlimv

0t

rr
=

∆
∆

=
→∆

   (5.3) 

z  

y  

x  

O  

r  

r1  

cp  v

∆r  

v   M1 

M

VËn tèc tøc thêi cña ®éng ®iÓm b»ng 

®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña vÐc t¬ 

®Þnh vÞ t¹i thêi ®iÓm ®ã. 

VÒ mÆt h×nh häc ta thÊy vÐc t¬ ∆ rr  

n»m trªn c¸t tuyÕn MM1 vµ h−íng tõ M ®Õn M1 v× vËy khi tiÕn tíi giíi h¹n vÐc t¬ 

vËn tèc  sÏ tiÕp tuyÕn víi quÜ ®¹o ë t¹i vÞ trÝ M ®ang xÐt vµ h−íng theo chiÒu 

chuyÓn ®éng cña ®iÓm. 

vr

H×nh 5.2 

§¬n vÞ ®Ó tÝnh vËn tèc lµ mÐt/gi©y viÕt t¾t lµ m/s 
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5.1.3. Gia tèc chuyÓn ®éng cña ®iÓm 

Gi¶ thiÕt t¹i thêi ®iÓm t ®iÓm cã vËn tèc vr  vµ t¹i thêi ®iÓm t1 ®iÓm cã vËn 

tèc lµ vr 1. Tû sè 
t
v
∆
∆
r

 = 
t

vv1

∆
−
rr

 gäi lµ gia tèc trung b×nh cña ®iÓm trong thêi gian 

∆t. Giíi h¹n tû sè ®ã khi ∆t tiÕn tíi kh«ng gäi lµ gia tèc tøc thêi  cña ®iÓm. Ta 

cã: 

wr

2

2

0t dt
rd

dt
vd

t
vlimw

rrr
r

==
∆
∆

=
→∆

  (5-3) 

Nh− vËy gia tèc tøc thêi cña ®iÓm lµ 

vÐc t¬ ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cu¶ 

vÐc t¬ vËn tèc hay ®¹o hµm bËc hai theo 

thêi gian cña vÐc t¬ ®Þnh vÞ. VÒ mÆt h×nh 

häc vÐc t¬ ∆  bµo giê còng h−íng vÒ phÝa 

lâm cña ®−êng cong (xem h×nh 5-3), do 

®ã vÐc t¬ gia tèc bao giê còng h−íng vÒ 

phÝa lâm cña ®−êng cong. §¬n vÞ ®Ó ®o gia tèc lµ mÐt/gi©y

vr

wr

2 viÕt t¾t lµ m/s2 

z  

y  

x  

O  

M1 

M
v  

ω
r

cpω
r

v1 

∆v

H×nh 5.3 

5.1.4. TÝnh chÊt cña chuyÓn ®éng 

§Ó xem xÐt chuyÓn ®éng cña ®iÓm lµ th¼ng hay cong ta c¨n cø vµo tÝch 

x =  vr wr cr

NÕu  = 0 th×  vµ  cïng ph−¬ng, nghÜa lµ vËn tèc  cã ph−¬ng kh«ng 

®æi. ChuyÓn ®éng lóc ®ã lµ chuyÓn ®éng th¼ng. 

cr vr wr vr

NÕu  ≠ 0 th×  vµ  hîp víi nhau mét gãc ®iÒu ®ã chøng tá vÐc t¬ cr vr wr vr  

thay ®æi ph−¬ng vµ chuyÓn ®éng sÏ lµ chuyÓn ®éng cong. §Ó xÐt chuyÓn ®éng 

cña ®iÓm lµ ®Òu hay biÕn ®æi ta c¨n cø vµo tÝch v« h−íng vr .  = B. wr

V× v2 = ( )vr 2 nªn 
dt

)v(d
dt

)v(d 22

=
r

  = 2 vr . wr    

Cho nªn nÕu B = 0 th× chøng tá vr  lµ h»ng sè nghÜa lµ ®éng ®iÓm chuyÓn 

®éng ®Òu. 
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NÕu B ≠ 0 th× v  lµ ®¹i l−îng biÕn ®æi, chuyÓn ®éng lµ biÒn ®æi. NÕu B > 0 

chuyÓn ®éng nhanh dÇn vµ B < 0 chuyÓn ®éng chËm dÇn. 

r

5.2. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña ®iÓm b»ng to¹ ®é §Ò c¸c 

5.2.1. Th«ng sè ®Þnh vÞ vµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng 

XÐt ®éng ®iÓm M chuyÓn ®éng theo 

®−êng cong trong hÖ trôc to¹ ®é ®Ò c¸c oxyz 

(h×nh 5-4). 

z  

y  

x  

O  
z  

M  

  

r  

y  

x  

J

k   

i   

ë ®©y c¸c to¹ ®é x,y,z lµ c¸c th«ng sè 

®Þnh vÞ cña ®iÓm M. 

Khi M chuyÓn ®éng c¸c to¹ ®é nµy thay 

®æi liªn tôc theo thêi gian do ®ã ta cã: 

x = x(t); 
H×nh 5.4 

y = y(t);    (5-4) 

z = z(t). 

C¸c ph−¬ng tr×nh (5-4) lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm vµ còng lµ 

ph−¬ng tr×nh quÜ ®¹o cña ®iÓm viÕt d−íi d¹ng th«ng sè trong to¹ ®é §Ò c¸c. 

5.2.2. VËn tèc chuyÓn ®éng cña ®iÓm 

NÕu gäi c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ trªn ba trôc to¹ ®é lµ ,i
r

j
r

, k
r

th× vÐc t¬ ®Þnh vÞ vµ  

vÐc t¬ vËn tèc cã thÓ viÕt: 

rr   = x + y  + z i
r

j
r

k
r

. Suy ra  

vr  = 
dt
rdr

 = 
dt
d (x  + y  + zi

r
j
r

k
r

) = 
dt
dx i

r
+ 

dt
dy j
r

 + 
dt
dz k

r
   

 (5.5) 

        BiÓu thøc trªn chøng tá: 

vx = 
dt
dx  = ;      vx& y = 

dt
dy   = ;        vy& x = 

dt
dz = .                      (5.6)  z&
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H×nh chiÕu vÐc t¬ vËn tèc lªn c¸c trôc to¹ ®é b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt theo 

thêi gian c¸c to¹ ®é t−¬ng øng. 

Dùa vµo c¸c biÓu thøc (5.6) dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc vÐc t¬ vËn tèc c¶ vÒ ®é 

lín vµ ph−¬ng chiÒu. 

v = 
222

z
2

y
2

x
2

dt
dz

dt
dy

dt
dxvvv ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++  

cos(ox,v) = 
v

vx ;        cos(oy,v) = 
v

vy ;           cos(oz,v) = 
v
vz . 

5.2.3. Gia tèc cña ®iÓm 

T−¬ng tù nh− ®èi víi vËn tèc, dùa vµo biÓu thøc (5.3) ta cã thÓ t×m thÊy: 

wx = 
dt

dvx  = x
dt

xd
2

2
&&= ; 

wy = 
dt

dvy  = y
dt

yd
2

2
&&= ;        (5.7) 

wx = 
dt

dvz  = z
dt

zd
2

2
&&= . 

Gia tèc chuyÓn ®éng cña ®iÓm sÏ ®−îc x¸c ®Þnh vÒ ®é lín vµ ph−¬ng 

chiÒu theo c¸c biÓu thøc sau: 

w = 222
z

2
y

2
x

2 zyxwww &&&&&& ++=++  

cos(ox,w) = 
w

w x ;      cos(oy,w) = 
w

w y ;        cos(oz,w) = 
w
wz . 

Khi biÕt  vµ  ta cã thÓ xem xÐt ®−îc tÝnh chÊt chuyÓn ®éng cña ®iÓm M. vr wr

5.3. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña ®iÓm b»ng to¹ ®é tù nhiªn 

5.3.1. Th«ng sè ®Þnh vÞ vµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng  

Gi¶ thiÕt  ®éng ®iÓm M chuyÓn ®éng theo mét ®−êng cong AB trong hÖ 

to¹ ®é oxyz. (xem h×nh vÏ 5.5). Trªn quÜ ®¹o AB lÊy ®iÓm O lµm gèc vµ chän 



 -60- 
 

chiÒu d−¬ng cho ®−êng cong. Th«ng th−êng ta chän chiÒu d−¬ng cña ®−êng 

cong lµ chiÒu mµ ®éng ®iÓm chuyÓn ®éng. Râ rµng nÕu biÕt cung OM  = s ta cã 

thÓ biÕt vÞ trÝ cña ®iÓm M trªn quÜ ®¹o. Nãi kh¸c ®i cung OM  = s lµ th«ng sè 

®Þnh vÞ cña ®éng ®iÓm, cßn gäi lµ to¹ ®é cong. Khi ®iÓm M chuyÓn ®éng s sÏ 

biÕn ®æi liªn tôc theo thêi gian nghÜa lµ: 

s = s(t)          (5.8) 

BiÕt ®−îc quy luËt biÕn thiªn (5.8) ta cã thÓ x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®iÓm M ë 

bÊt kú thêi ®iÓm nµo. BiÓu thøc (5.8) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña 

®iÓm. Theo ph−¬ng ph¸p nµy ®Ó x¸c ®Þnh chuyÓn ®éng cña ®iÓm ph¶i biÕt: 

- QuÜ ®¹o chuyÓn ®éng AB   

- ChiÒu chuyÓn ®éng trªn quÜ ®¹o 

- Quy luËt chuyÓn ®éng (5.8). 

5.3.2. VËn tèc chuyÓn ®éng cña ®iÓm 

Gi¶ thiÕt ®éng ®iÓm chuyÓn ®éng trªn ®−êng cong AB. T¹i thêi ®iÓm t 

®éng ®iÓm ë vÞ trÝ M x¸c ®Þnh b»ng to¹ ®é cong s. T¹i thêi ®iÓm t1 = t + ∆t ®iÓm 

ë vÞ trÝ M1 x¸c ®Þnh b»ng to¹ ®é cong s1 = s + ∆s. 

x1 
y1 

O1 

z1 

B

M

-0+ 

s 

A

Tû sè 
t
s

∆
∆  = tb

1 v
t
ss
=

∆
−  gäi lµ tèc ®é trung 

b×nh. 

Giíi h¹n cña tû sè nµy khi ∆t tiÕn tíi 

kh«ng gäi lµ tèc ®é tøc thêi cña ®iÓm t¹i thêi 

®iÓm t vµ ký hiÖu lµ v. 

H×nh 5.5 
v= s

dt
ds

t
slim

0t
&==

∆
∆

→∆
    

    (5.8) s1 

-0+ M1 

∆s vs

 VËn tèc cã gi¸ trÞ b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt 

theo thêi gian cña qu·ng ®−êng s, cã ph−¬ng tiÕp 

H×nh 5.6 
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tuyÕn víi quÜ ®¹o, h−íng theo chiÒu cña chuyÓn ®éng. ( xem h×nh 5.6). 

5.3.3. Gia tèc tiÕp tuyÕn vµ gia tèc ph¸p tuyÕn cña ®iÓm. 

5.3.3.1. HÖ to¹ ®é tù nhiªn 

Gi¶ thiÕt chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng theo 

®−êng cong AB nh− h×nh (5.7). 

Trªn ®−êng cong lÊy hai ®iÓm M1M1' 

l©n cËn hai bªn ®iÓm M. VÏ mÆt ph¼ng ®i 

qua ba ®iÓm ®ã. Khi hai ®iÓm M1M1' tiÕn  

gÇn ®Õn M th× mÆt ph¼ng trªn tiÕn gÇn ®Õn 

giíi h¹n cña nã lµ mÆt ph¼ng (π) gäi lµ mÆt 

ph¼ng mËt tiÕp. Trong mÆt ph¼ng mËt tiÕp 

vÏ ®−êng Mτ tiÕp tuyÕn víi quÜ ®¹o (trïng 

víi vÐc t¬ vËn tèc ( ). Mét trôc kh¸c vÉn 

n»m trong mÆt ph¼ng mËt tiÕp vµ vu«ng gãc víi Mτ t¹i M ký hiÖu lµ Mn gäi lµ 

ph¸p tuyÕn chÝnh. Trôc Mb vu«ng gãc víi hai trôc kia gäi lµ trïng ph¸p tuyÕn. 

Ta chän chiÒu cña ba trôc Mτnb t¹o thµnh  mét tam diÖn thuËn vµ gäi lµ hÖ to¹ 

®é tù nhiªn. 

vr

v 

n

b

M1

A

M

τ

v1n

v1τ

∆ϕ

B 
v1 

ba 
M1 

H×nh 5.7 

5.3.2. Gia tèc tiÕp tuyÕn vµ ph¸p tuyÕn cña ®iÓm  

Nh− trªn ®· biÕt: 

  wr

 

 =  lim  = 
t
v
∆
∆
r

 =    lim     = 
t
vv1

∆
−
rr

  
∆ ∆

 
t  0 t  0 

ChiÕu biÓu thøc nµy lªn c¸c trôc to¹ ®é tù nhiªn ta cã: 

t =  lim  = ;
t
vv t

1
t

∆
−   ∆t  0 w

 

 
wn =  lim  =  ∆;t 0 t

vv nn1

∆
−  ; 

wb = 0; 

Trªn h×nh (5.7) gäi cung MM1 = ∆s ; gãc hîp bëi vr vµ Mτ lµ ∆ϕ ta cã: 
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ρ
==

∆
ϕ∆

→∆

1k
slim

0t
 

Tû sè k gäi lµ ®é cong cßn ρ lµ b¸n kÝnh cong cña quü ®¹o t¹i M. 

MÆt kh¸c khi chiÕu vÐc t¬ vr vµ vr 1 lªn c¸c trôc ta ®−îc: 

vt = v    vt
1 = v1cos∆ϕ;  

vn = 0   vn
1 = v1sin∆ϕ; 

Thay thÕ kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo biÓu thøc cña wt vµ wn sÏ ®−îc: 

wt  = 
t

vcosv1

0t
lim

∆
−ϕ∆

→∆
; 

wn  = )
t

sinv( 1
0t

lim ∆
ϕ∆

→∆

; 

Khi ∆t tiÕn tíi 0, ®iÓm M1 dÇn tíi M vµ ∆ϕ tiÕn tíi 0, ∆s tiÕn tíi 0, v1 tiÕn 

tíi v; cosϕ tiÕn tíi 1. Thay c¸c gi¸ trÞ nµy vµo biÓu thøc trªn ta nhËn ®−îc: 

wt  = s
dt

sd
dt
dv

t
vv

lim 2

2
1 &&===
∆
−

; 

wn  = 
ρ

=
∆
∆

∆
ϕ∆

∆
ϕ∆ 2

1
v)

t
s.

s
.

t
sinvlim( . 

Trong biÓu thøc (5.9) wt vµ wn lµ gia tèc tiÕp tuyÕn vµ gia tèc ph¸p tuyÕn 

cña ®iÓm t¹i thêi ®iÓm t. 

Gia tèc tiÕp tuyÕn twr  cã trÞ sè b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña 

vËn tèc hay b»ng ®¹o hµm bËc hai theo thêi gian cña qu·ng ®−êng ®i s, cã 

ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi quÜ ®¹o, cïng chiÒu víi vr  khi wt > 0 vµ ng−îc chiÒu víi vr  

khi wt <0. (h×nh 5.8). 

Gia tèc ph¸p tuyÕn nwr  cã gi¸ trÞ b»ng b×nh ph−¬ng cña vËn tèc chia cho 

b¸n kÝnh cong, lu«n lu«n h−íng theo ph¸p tuyÕn Mn vÒ phÝa lâm cña ®−êng 

cong. 

Gia tèc toµn phÇn cña ®iÓm M cã thÓ x¸c ®Þnh theo biÓu thøc : 
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222
2n2r v

dt
dvwww ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ρ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=         (5.10) 

Ph−¬ng cña  lu«n lu«n h−íng vÒ phÝa lâm cña ®−êng cong vµ hîp víi 

ph¸p tuyÕn mét gãc µ. 

wr

tgµ = n

t

w

w
 ;         (5.11) 

n
 

 

 

 M 
-0+ 

τ 

n 

ωn 

 ωτ

ω 

µ 
M

ωn 

ωτ

ω 
µ 

τ 

-0+ b) a) 
 

Khi wt < 0 Khi wt > 0 
 

  H×nh 5.8 

5.3.4. Mét sè tr−êng hîp chuyÓn ®éng ®Æc biÖt 

5.3.4.1. ChuyÓn ®éng th¼ng 

Trong tr−êng hîp nµy ρ = ∞  vµ wn = 0v2
=

ρ
. 

Khi ®ã chØ cßn:  = twr wr  = 
dt
vdr  . 

Gia tèc b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña vËn tèc, cïng chiÒu víi 

 khi  > 0 vµ ng−îc chiÒu víi vr wr vr  khi wr  <0. CÇn chó ý khi chuyÓn ®éng cña 

®iÓm lµ th¼ng ta míi cã kÕt qu¶ trªn. 

5.3.4.2. ChuyÓn ®éng cong ®Òu 

Ta gäi chuyÓn ®éng cong ®Òu lµ chuyÓn ®éng cã trÞ sè vËn tèc kh«ng ®æi  

v = const. 

Khi ®ã wt = 0
dt
dv

=   vµ w = wn = 
ρ

2v  
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Gia tèc toµn phÇn b»ng gia tèc ph¸p tuyÕn c¶ vÒ ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu. 

Trong chuyÓn ®éng cong ®Òu ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cã thÓ thiÕt lËp nh− sau: 

Ta cã: ,v
dt
ds

=       ds = vdt. 

TÝch ph©n hai vÕ ta cã:  ∫ ∫=
S

0S

t

t

,vdtds

Hay s = s0 + v.t 

5.3.4.3. ChuyÓn ®éng th¼ng biÕn ®æi ®Òu 

Trong tr−êng hîp nµy wt = wn = 0 do ®ã w = 0. Suy ra ph−¬ng tr×nh 

chuyÓn ®éng  x = xo + v.t 

5.3.4.4. ChuyÓn ®éng cong biÕn ®æi ®Òu 

ChuyÓn ®éng cong biÕn ®æi ®Òu lµ chuyÓn ®éng cã wt = const. 

Ta cã: ;w
dt
dv t=   dv= wtdt 

LÊy tÝch ph©n hai vÕ sÏ ®−îc:  hay  v = v∫ ∫=
v

v

t

t

t

o

,dt.wdv o + wt.t 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng viÕt ®−îc: 

t.wv
dt
ds t

o +=     suy ra :   ds = vodt + wt.t.dt; 

Hay: s = so + vot + 
2
tw 2t

. 

Sau ®©y lµ mét sè bµi to¸n thÝ dô. 

M 

A 
y

O
x

B

ϕ 
v

w

ThÝ dô 5.1: X¸c ®Þnh quü ®¹o, vËn tèc 

vµ gia tèc cña ®iÓm M n»m gi÷a tay biªn AB 

cña c¬ cÊu biªn tay quay OAB, (xem h×nh 

5.9) cho biÕt OA = AB = 2a vµ thêi ®iÓm 

kh¶o s¸t t−¬ng øng víi gãc ϕ cña c¬ cÊu, víi 

ϕ = ωt. 
H×nh 5.9 
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Bµi gi¶i: 

Chän hÖ to¹ ®é oxy n»m trong mÆt ph¼ng c¬ cÊu. 

Gäi to¹ ®é cña ®iÓm M lµ x,y ta cã: 

x = 2acosϕ + a cosϕ = 3 acosϕ; 

y = a sinϕ. 

§©y chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm trong to¹ ®é §Ò c¸c. 

§Ó x¸c ®Þnh quü ®¹o cña ®iÓm, tõ ph−¬ng tr×nh trªn rót ra: 

cosωt = 
a3
x ;                   sinωt = 

a
y ; 

suy ra                 1
a
y

a9
x

2

2

2

2

=+ . 

§©y chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh Enlip nhËn c¸c trôc ®èi xøng lµ ox vµ oy ( xem 

h×nh vÏ 5.9). 

§Ó t×m vËn tèc ta ¸p dông biÓu thøc (5.6) cã: 

vx = tsina3
dt
dx

ω−= ; 

vy = tcosa
dt
dy

ωω= . 

Cuèi cïng x¸c ®Þnh ®−îc vËn tèc cña ®iÓm M nh− sau: 

vM = .a.tcostsin9vv 22
y

2
x

2 ω+ω=+  

Ph−¬ng chiÒu cña vr M  nh− h×nh vÏ. Tõ kÕt qu¶ trªn ta thÊy vmin = aω vµ 

vmax = 3aω. 

Theo biÓu thøc (5.7) x¸c ®Þnh ®−îc gia tèc cña ®iÓm M: 

wx = 2

2

dt
xd

 = -3aω2cosωt = - ω2x; 

wy = -aω2sinωt = - ω2y; 



 -66- 
 

Gia tèc toµn phÇn w = .r)yx( 2224 ω=+ω  

Ph−¬ng chiÒu cña w ®−îc x¸c ®Þnh nhê c¸c gãc chØ ph−¬ng nh− sau: 

cos(w,ox) = ;
r
x

w
w x −=    cos(w,oy) = 

r
y

w
w y −= . 

Tõ kÕt qu¶ trªn cho thÊy ph−¬ng chiÒu wr  lu«n lu«n h−íng tõ M vÒ O.  

ThÝ dô 5.2. §iÓm M chuyÓn ®éng theo ph−¬ng tr×nh: 

x= a sinωt  ;          y = a cosωt;               z=ut. 

Trong ®ã a, ω vµ u lµ kh«ng ®æi. 

X¸c ®Þnh quü ®¹o, vËn tèc vµ gia tèc cña ®iÓm M. 

Bµi gi¶i: 

Tõ hai ph−¬ng tr×nh ®Çu suy ra: 

sin2ωt + cos2ωt = a2        hay      x2 + y2 = a2                                    (a) 

KÕt hîp ph−¬ng tr×nh (a) víi ph−¬ng tr×nh z = ut ta thÊy ®iÓm chuyÓn 

®éng trªn mÆt trô b¸n kÝnh a vµ trôc lµ oz. 

Tõ z = ut suy ra t = z/u vµ thay vµo biÓu thøc cña x ta ®−îc: 

x = a sin ;z.
u
ω

                y = cos ;z.
u
ω

 

Quü ®¹o cña ®iÓm M lµ mét ®−êng vÝt, cã trôc oz. 

Gäi T1 lµ chu kú cña ®−êng vÝt. T1 x¸c ®Þnh tõ biÓu thøc: 

ωT = 2 π hay T1 = 
ω
π2

 

Trong thêi gian T1 ®éng ®iÓm quay quanh trôc oz ®−îc mét vßng ®ång 

thêi còng tiÕn theo däc trôc oz mét ®o¹n h =uT1 = 
ω
πu2

; h gäi lµ b−íc cña vÝt. 

§Ó x¸c ®Þnh vËn tèc vµ gia tèc ta ¸p dông ph−¬ng ph¸p to¹ ®é §Ò c¸c. 
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vx = aω cosωt; 

vy = aω sinωt; 

vz = u. 

Tõ ®ã x¸c ®Þnh vËn tèc v cña ®iÓm. 

v = 22222222
z

2
y

2
x

2 ua;u)tsint(cosavvv +ω=+ω+ωω=++  

Nh− vËy vËn tèc v cña ®iÓm cã trÞ sè kh«ng ®æi vµ ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi 

quü ®¹o (xem h×nh 5.10). T−¬ng tù ta x¸c ®Þnh ®−îc: 

wx = -aω2sinωt 

wx = -aω2cosωt; 

wz = 0. 

C
y

x

z 

a 

x
O 
α 

ω 
y 

β z 

a 

vµ w = .aww 2
y

2
x

2 ω=+  

Gia tèc cña ®iÓm cã ®é lín kh«ng ®æi 

cßn ph−¬ng chiÒu ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸c 

cosin chØ ph−¬ng. 

cos(w,x) = ;
a
xtsin

w
w x =ω−=  

cos(w,y) = ;
a
ytsin

w
w y =ω−=  

H×nh 5.10 

cos(w,x)
w
w z  = 0. 

MÆt kh¸c ta thÊy: 

α= cos
a
x

; β= cos
a
y

. 

α vµ β biÓu diÔn trªn h×nh vÏ. 

Nh− vËy gia tèc  lu«n lu«n h−íng theo b¸n kÝnh tõ ®éng ®iÓm vµo trôc oz. wr
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 ThÝ dô 5.3: Mét b¸nh xe b¸n kÝnh R l¨n kh«ng tr−ît trªn ®−êng th¼ng. 

VËn tèc t©m b¸nh xe v = v(t). 

LËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M n»m trªn vµnh b¸nh xe. 

Kh¶o s¸t vËn tèc vµ gia tèc cña ®iÓm M ®ã.  

Kh¶o s¸t tÝnh biÕn ®æi chuyÓn ®éng cña ®iÓm M trªn quü ®¹o øng víi mét 

vßng l¨n cña b¸nh xe khi V=Vo = cosnt.  

Bµi gi¶i: 

Chän gèc to¹ ®é lµ ®iÓm tiÕp xóc O gi÷a M vµ mÆt ®−êng (xem h×nh 

5.11). 

§Æt gãc PCM = ϕ. §Ó x¸c ®Þnh ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng ta t×m quan hÖ 

gi÷a c¸c to¹ ®é x.y cña ®iÓm víi gãc ϕ. 

A

x
M0 

O

H

C

P
ϕ

E

M
C0 

y

R 

v  C 

H×nh 5.11
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Trªn h×nh cã x = OH = OP - PH = Rϕ - R sinϕ; 

  y = HM =R + Rsin(ϕ-900) = R - Rcosϕ = R(1 - cosϕ); 

V× b¸nh xe l¨n kh«ng tr−ît nªn:  OP = . ∫
t

0
)t( dtv

Suy ra ϕ = ϕ(t) = ∫
t

o )t( dtv
R
1

 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M cã thÓ viÕt ®−îc: 

x= R(ϕ- sinϕ); 

y= R(1- cosϕ); 

ϕ = ϕ(t). 

§©y lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng Xycloit viÕt d−íi d¹ng th«ng sè. 

Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña ®iÓm M trªn cung OA. 

VËn tèc vµ gia tèc cña ®iÓm x¸c ®Þnh nh− sau: 

ϕϕ==
ϕ−ϕ==

sinRyv
);cos1(Rxv

v
y

x

&&

&&r
 

.sinRcosRvw
);cos1(RsinRvw

w
2

yy

2
xx

ϕϕ+ϕϕ==

ϕ−ϕ+ϕϕ==

&&&&

&&&&r
 

T¹i vÞ trÝ ch¹m ®Êt O vµ A th× ϕ =0 vµ ϕ = 2π. Khi ®ã sinϕ = 0, cosϕ =1. 

vµ:      vx = 0 ;    vy = 0    suy ra   v = 0; 

wx = 0;    wy = Rϕ2 > 0. 

wr  lóc nµy kh¸c kh«ng, do ®ã ®iÓm chØ dùng l¹i tøc thêi ë mÆt ®Êt. 

Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt v = v0 = h»ng sè th×: 

ϕ = ;
R

tv
dtv

R
1 ot

o )o( =∫  
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ϕ = ;
R

tvo      ϕo = 0;      ϕ& = ;
R
vo         .0=ϕ&&  

Lóc nµy:       vx = vo(1-cosϕ);           vy = vosinϕ; 

                     wx = ϕsin
R

v o
2

;          wy = ϕcos
R

v o
2

. 

§Ó xÐt tÝnh chÊt chuyÓn ®éng cña ®iÓm trªn cung OA  ta cã: 

vr .  = vwr x.wx + vy.wy = ( )[ ];cossincos1sin
R

v o
3

ϕϕ+ϕ−ϕ  = .sin
R

v o
3

ϕ   

Nh− vËy vr .  > 0 trong kho¶ng 0 < ϕ < π   vµ wr w.v rr
 < 0 trong kho¶ng π < 

ϕ < 2π. 

Trªn nöa cung ®Çu ®iÓm chuyÓn ®éng nhanh dÇn cßn nöa cung sau ®iÓm 

chuyÓn ®éng chËm dÇn. 

VÝ dô 5.4. Mét vËt r¾n b¾n ra theo ph−¬ng ngang víi vËn tèc ban ®Çu vr o 

sau ®ã r¬i xuèng theo quy luËt :         x = vot;              y = 2gt
2
1

  

T×m quü ®¹o, vËn tèc, gia tèc toµn phÇn, gia tèc tiÕp tuyÕn, gia tèc ph¸p 

tuyÕn, b¸n kÝnh cong cña quü ®¹o t¹i mét thêi ®iÓm t bÊt kú. 

Bµi gi¶i: 

Khö thêi gian t trong ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng ta ®−îc ph−¬ng tr×nh quü 

®¹o:          y = .x
v
g 2

o
2

 

§©y lµ ph−¬ng tr×nh parabol. (xem h×nh 

5.12). 

τ 

ωn 

n 

ω

ωτ

M 

x
O

VËn tèc cña vËt x¸c ®Þnh ®−îc 

vx = ;v
dt
dx

o=  

y

H×nh 5.12
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vy = ;gt
dt
dy

=  

v = .tgv 22
o

2 +  

Gia tèc cña ®iÓm ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

wx = ;0
dt

xd
2

2

=  wy = .g
dt

yd
2

2

=  

Suy ra w = g . Gia tèc cña vËt b»ng gia tèc träng tr−êng. 

§Ó x¸c ®Þnh gia tèc tiÕp tuyÕn ta cã: 

wt = .
v

tg

tgv

tg
dt
dv 2

222
o

2

=
+

=  

Theo kÕt qu¶ ë trªn v2 = vo
2 + g2t2 nªn suy ra: 

t = .vv
g
1 2

o
2 +  

Thay vµo biÓu thøc cña wt ta ®−îc: 

wt = g 2

2
0

v
v

1 − . 

Tõ kÕt qu¶ nµy ta thÊy t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu v = vo th× wt = 0 

Khi v  ∞ th× w→ t  g. →

TiÕp theo ta x¸c ®Þnh gia tèc ph¸p tuyÕn c¨n cø vµo biÓu thøc: 

w2 = w2
τ + w2

n

Ta cã:         w2
n = w2 - w2

τ = g2 + g2 ;
v
v

g
v
v

1 2

2
o2

2

2
o =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

suy ra :        .
v
v

gw o
n =  

T¹i thêi ®iÓm ®Çu v = vo do ®ã wn = g. 
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Tõ biÓu thøc t×m ®−îc cña wn ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc b¸n kÝnh cong cña 

quü ®¹o. 

wn = 
ρ

2v
 suy ra  ρ = 

n

2

w
v

 hay  ρ = .
gv

v

0

3

 

T¹i thêi ®iÓm ®Çu v = vo ta cã  ρ = .
g
v2

o  

Khi v  ∞ th× ρ →  ∞. →
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Ch−¬ng 6 

ChuyÓn ®éng tÞnh tiÕn vµ chuyÓn ®éng quay quanh 
mét trôc cè ®Þnh cña vËt r¾n 

ChuyÓn ®éng tÞnh tiÕn vµ chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc cè ®Þnh lµ hai 

chuyÓn ®éng c¬ b¶n cña vËt r¾n. Sau nµy sÏ râ, c¸c chuyÓn ®éng kh¸c cña vËt r¾n 

®Òu lµ kÕt qu¶ tæng hîp cña hai chuyÓn ®éng nãi trªn. 

6.1. ChuyÓn ®éng tÞnh tiÕn cña vËt r¾n. 

6.1.1. §Þnh nghÜa  

 ChuyÓn ®éng cña vËt r¾n gäi lµ tÞnh tiÕn khi mét ®−êng th¼ng bÊt kú g¾n 

víi vËt cã ph−¬ng kh«ng ®æi trong qu¸ tr×nh chuyÓn ®éng . 

CÇn ph©n biÖt gi÷a chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn víi chuyÓn ®éng th¼ng. Trong 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn quü ®¹o cña mét ®iÓm còng cã thÓ lµ th¼ng còng cã thÓ lµ 

cong. 

ThÝ dô : PÝt t«ng trong ®éng c¬ « t«, 

m¸y kÐo lµ vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn, mäi 

®iÓm trªn nã cã quü ®¹o lµ th¼ng. 
C2 

BA

Kh©u Ab trong c¬ cÊu h×nh b×nh hµnh 

OABO1 (h×nh 6.1) chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn, mäi 

®iÓm trªn nã cã quü ®¹o lµ mét ®−êng trßn. 

H×nh 6.1 

6.1.2. TÝnh chÊt cña chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn. 

§Þnh lý 6.1: Khi vËt r¾n chuyÓn ®éng 

tÞnh tiÕn mäi ®iÓm trªn vËt cã chuyÓn ®éng 

nh− nhau nghÜa lµ quü ®¹o, vËn tèc vµ gia 

tèc nh− nhau. 
rr B 

rr A 

A1 

B1 B 

A 

a
Z' 

O 

Z 

H×nh 6.2 

Chøng minh ®Þnh lý :  

Gi¶ tiÕt vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 
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trong hÖ täa ®é oxyz (h×nh 6.2). LÊy hai ®iÓm A vµ B bÊt kú trªn vËt. T¹i thêi 

®iÓm t hai ®iÓm A vµ B cã vÐc t¬ ®Þnh vÞ Ar
r

 , Br
r

. 

Theo h×nh vÏ ta cã :      

ABrr AB +=
rr

        (6.1) 

Trong qu¸ tr×nh chuyÓn ®éng, theo ®Þnh nghÜa  lµ vÐc t¬ kh«ng ®æi. 

Suy ra quü ®¹o ®iÓm B lµ tËp hîp cña c¸c ®iÓm n»m trªn quü ®¹o ®iÓm A ®· rêi 

®i mét ®o¹n th¼ng b»ng  vÒ ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu cña vÐc t¬ 

AB

AB . Nãi kh¸c ®i 

nÕu ta dêi quü ®¹o AA1 cña ®iÓm A theo vÐc t¬ AB th× AA1 sÏ trång khÝt lªn quü 

®¹o BB1. Ta ®· chøng minh ®−îc quü ®¹o cña ®iÓm A vµ B nh− nhau. 

Tõ biÓu thøc ( 6.1) dÔ dµng suy ra :  

A
AB

B v
dt

)AB(d
dt
rd

dt
rd

v r
rr

r
=+==  , v× 0

dt
AB

=  

vµ 
dt
vd

dt
vd AB

rr
=  hay BA ww rr

=  

V× ®iÓm A vµ B lÊy bÊt kú do ®ã ®Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

Do tÝnh chÊt trªn cña chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn nªn khi nãi vËn tèc vµ gia tèc 

mét ®iÓm nµo ®ã trªn vËt chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn còng cã thÓ hiÓu ®ã lµ vËn tèc vµ 

gia tèc cña vËt. 

6.2. ChuyÓn ®éng quay cña vËt r¾n quanh mét trôc cè ®Þnh. 

6.2.1. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña c¶ vËt. 

6.2.1.1. §Þnh nghÜa vµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng. 
ChuyÓn ®éng cña vËt r¾n ®−îc gäi lµ chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc cè 

®Þnh khi trªn vËt t×m ®−îc hai ®iÓm cè ®Þnh trong suèt thêi gian chuyÓn ®éng. 

§−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh ®ã gäi lµ trôc quay. 

ThÝ dô : C¸nh cöa quay quanh trôc b¶n lÒ ; PhÇn quay cña ®éng c¬ ®iÖn ; 

Rßng räc cè ®Þnh....lµ c¸c vËt r¾n chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc cè ®Þnh . 
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M« h×nh  vËt r¾n quay quanh mét trôc cè ®Þnh biÓu diÔn trªn h×nh vÏ (6.3). 

§Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña mét vËt ta dùng hai mÆt ph¼ng : mÆt ph¼ng π1 chøa 

trôc quay  cè ®Þnh trong kh«ng gian , mÆt ph¼ng π2 còng chøa trôc quay nh−ng 

g¾n víi vËt. Khi vËt chuyÓn ®éng mÆt ph¼ng π2 

chuyÓn ®éng theo, nÕu x¸c ®Þnh ®−îc gãc ϕ hîp bëi 

gi÷a π1 vµ π2 th× vÞ trÝ cña vËt ®−îc x¸c ®Þnh. V× vËy 

gãc ϕ lµ th«ng sè ®Þnh vÞ cña vËt. 

Khi vËt quay gãc ϕ biÕn ®æi liªn tôc theo thêi 

gian nghÜa lµ : 

 ϕ = ϕ(t)    (6.2) 

Ph−¬ng tr×nh (6.2) chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh 

chuyÓn ®éng cña vËt r¾n quay quanh mét trôc cè ®Þnh. 

ϕπ1

π2 

A

B 

C

Z 

H×nh 6.3 

6.2.1.2. VËn tèc gãc vµ gia tèc gãc cña vËt . 
Gi¶ tiÕt trong kho¶ng thêi gian ∆t = t1 - t0 vËt r¾n quay ®−îc mét gãc : 

∆ϕ = ϕ1 - ϕ0 

Ta gäi tû sè 
t∆
ϕ∆

 lµ vËn tèc gãc trung b×nh cña vËt trong kho¶ng thêi gian 

∆t ký hiÖu lµ ωtb . LÊy giíi h¹n cña vËn tèc gãc trung b×nh khi ∆t dÇn tíi kh«ng 

®−îc : 

ω=
ϕ

=
∆
ϕ∆

→∆ dt
d

tlim
0t

 

ω gäi lµ vËn tèc gãc tøc thêi cña vËt. 

Nh− vËy vËn tèc gãc tøc thêi cña vËt r¾n b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi 

gian cña gãc quay ϕ. DÊu cña ω cho biÕt chiÒu quay cña vËt. NÕu ω > 0 cã nghÜa 

lµ vËt quay theo chiÒu d−¬ng ®· chän vµ nÕu ω < 0 th× vËt quay ng−îc theo chiÒu 

d−¬ng ®· chän. TrÞ sè ω ®−îc tÝnh b»ng rad/gi©y viÕt t¾t lµ 1/s. 

§Ó biÓu diÓn c¶ vÒ tèc ®é quay vµ ph−¬ng chiÒu quay cña vËt ta ®−a ra 
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kh¸i niÖm vÐc t¬ vËn tèc gãc ω
r

. VÐc t¬ ω
r

 ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau : ®é lín cña nã 

tèc ®é gãc ω, h−íng däc theo trôc quay vÒ phÝa sao khi nh×n tõ mót cña ω sÏ 

thÊy vËt quay quanh trôc theo ng−îc chiÒu kim ®ång hå. 

ω
r

 = ω. k
r

 víi k
r

 lµ vÐc t¬ ®¬n vÞ trªn trôc quay. (h×nh 6.4). 

 
Z 

B 

A

ω
r

ε
r

k
r

B 

A 

ω
r

 

ε
r

 

k
r

 

Z 
 

 

 

 

 

 
H×nh 6.4a H×nh 6.4b

 

V× vËy vËn tèc gãc cho biÕt tèc ®é quay vµ chiÒu quay cña vËt do ®ã sù 

biÕn thiªn cña nã theo thêi gian ph¶n ¸nh tÝnh biÕn ®æi cña chuyÓn ®éng ®ã. Ta 

cã ®Þnh nghÜa gia tèc gãc nh− sau :  

Gia tèc gãc cña vËt ký hiÖu lµ ε b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña 

vËn tèc gãc hay ®¹o hµm bËc hai theo thêi gian cña gãc quay. 

2

2

dt
d

dt
d ϕ

=
ω

=ε      (6.4). 

§¬n vÞ tÝnh gia tèc lµ rad/(gi©y)2 viÕt t¾t lµ 1/s2. Còng nh− vËn tèc, gia tèc 

cã thÓ biÓu diÔn b»ng mét vÐc t¬ ε
r

 x¸c ®Þnh b»ng ®¹o hµm theo thêi gian cña 

vÐc t¬ . Ta cã :  ω
r

k.k.
dt
d

dt
d rrr

r
ε=

ω
=

ω
=ε    

Nh− vËy vÐc t¬ gia tèc gãc ε
r

 còng n»m trªn trôc quay, khi ε > 0 th× ε
r

 

cïng chiÒu víi  (h×nh 6.4a) vµ khi ε < 0 th× ω
r

ε
r

 ng−îc chiÒu víi  (h×nh 6.4b). ω
r
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6.1.1.3. ChuyÓn ®éng quay ®Òu vµ biÕn ®æi ®Òu. 
NÕu chuyÓn ®éng quay cã vËn tèc gãc ω kh«ng ®æi ta nãi chuyÓn ®éng 

quay lµ ®Òu. Khi ®ã biÓu thøc (6.3) rót ra : dϕ = ωdt. 

NÕu tÝch ph©n hai vÕ theo c¸c cËn t−¬ng øng ta cã : 

∫∫ ω=ϕ
ϕ

ϕ

t

0t0

dtd   hay    ϕ = ϕ0 + ω(t - t0) . 

Víi t0 = 0 th× ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cã thÓ viÕt :  

 ϕ  = ϕ0 + ωt . 

ë ®©y ϕ0 lµ gãc quay ban ®Çu øng víi t = t0 = 0 . 

NÕu chän ϕ0 = 0 th× ph−¬ng tr×nh cßn l¹i lµ :  

 ϕ = ωt . 

ë ®©y cã thÓ tÝnh ®Õn vËn tèc ω b»ng biÓu thøc  

 )s/rad(
t
ϕ

=ω . 

Tõ c«ng thøc nµy nÕu tÝnh vËn tèc gãc cho b»ng n  vßng/phót th× dÔ dµng 

suy ra vËn tèc gãc tÝnh theo radian/gi©y theo biÓu thøc :  

 )s/rad(1,0
30

n.
≈

π
=ω . 

NÕu gia tèc ε lµ kh«ng ®æi, chuyÓn ®éng quay cña vËt gäi lµ chuyÓn ®éng 

quay biÕn ®æi ®Òu.Tõ biÓu thøc (6.4) suy ra :  

∫ ∫
ϕ

ϕ

ε=ω
0 0

t

t

dtd   hay   ω  = ω0 + εt. 

MÆt kh¸c ta cã : 
dt
dϕ

=ω  nªn cã thÓ viÕt : dϕ = ω0dt + εtdt. 

LÊy ph©n tÝch hai vÕ ta ®−îc : 
2
tt

2

00
ε

+ω+ϕ=ϕ  
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NÕu chän ϕ0 = 0 th×  
2
tt

2

0
ε

+ω=ϕ  

6.2.2. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña mét ®iÓm trªn vËt r¾n chuyÓn ®éng quay 
quanh mét trôc. 

Kh¶o s¸t ®iÓm M n»m trªn vËt r¾n quay 

quanh mét trôc cè ®Þnh, c¸ch trôc quay mét 

®o¹n h. Khi vËt r¾n quay ®iÓm M v¹ch ra mét 

®−êng trßn b¸n kÝnh h n»m trong mÆt ph¼ng 

vu«ng gãc víi trôc quay cã t©m c n»m trªn trôc 

quayAZ.      (H×nh 6.5). 

B»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é tù nhiªn ta cã thÓ 

viÕt ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M :  

B 

A 

C 
h 

M 

VM 

ω 

Z 

H×nh 6.5 
 S= h . ϕ(t). 

S lµ cung mµ ®iÓm M ®i ®−îc, t−¬ng øng víi gãc quay ϕ(t) mµ vËt quay 

®−îc. V× ϕ lµ hµm cña thêi gian nªn S  còng lµ hµm cña thêi gian. BiÓu thøc (6.5) 

lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M. 

VËn tèc cña ®iÓm M dÔ dµng x¸c ®Þnh nhê biÓu thøc (5.8) ta cã :  

 ω=
ϕ

== .h
dt
d.h

dt
dsv       (6.6). 

VËn tèc ®iÓm M cã trÞ sè b»ng h.ω  vµ cã ph−¬ng  tiÕp tuyÕn víi quü ®¹o 

 cã chiÒu h−íng theo chiÒu quay cña vËt (h×nh 6.5) vµ n»m trong 

mÆt ph¼ng cña quü ®¹o. 

)MCv( M ⊥
r

Tõ  biÓu thøc (6.6) ta thÊy vËn tèc 

 cña ®iÓm tû lÖ víi kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm 

tíi trôc quay vµ cã thÓ biÓu diÔn theo h×nh 

vÏ (6.6). 

vr

AV

BV
ω A 

  C  B 

Còng theo ph−¬ng ph¸p to¹ ®é tù H×nh 6.6 
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nhiªn ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc gia tèc cña ®iÓm M. 

M
n

M
t

M www rrr
+= . 

ε=
ω

== .h
dt
dh

dt
dvw t

M  

2
222

n
M .h

h
hvw ω=
ω

=
ρ

=  

 ë ®©y nÕu ε > 0 chiÒu cña M
twr  cïng chiÒu víi vr , nÕu ε < 0 th× M

twr  

ng−îc chiÒu víi vr . Cßn chiÒu cña  lu«n h−íng tõ M vÒ t©m c. n
Mw

Gia tèc ®iÓm M x¸c ®Þnh  ®−îc c¶ vÒ ®é lín lÉn ph−¬ng chiÒu. 

 422222
M

2n
M

2t
M hh..hwww ω+ε=ω+ε=+=  

Mwr hîp víi b¸n kÝnh MC mét gãc µ x¸c ®Þnh bëi biÓu thøc : 

 2nw
wr

tg
ω
ε

==µ   (xem h×nh 6.7). 

 

M 
µ 

ε 

W
 

W
A
I

C

N

W N

I

µ 

µ 

AW M 

M 

C

W τ
M

µ

ε 

v
W M

n
MW

 

 

 

 

 
H×nh 6.7 H×nh 6.8 

 

Tõ biÓu thøc x¸c ®Þnh wM ta thÊy gia tèc cña ®iÓm M tû lÖ bËc nhÊt víi 

kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm tíi trôc quay. Cã thÓ biÓu diÔn quy luËt ph©n bè gia tèc c¸c 

®iÓm nh− ë h×nh ( 6.8.) 

ThÝ dô 6.1 : Mét b¸nh ®µ ®ang quay víi vËn tèc n = 90 vßng/phót ng−êi ta 

h·m cho nã quay chËm dÇn ®Òu cho ®Õn khi dõng h¼n hÕt 40 gi©y. X¸c ®Þnh sè 
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vßng quay b¸nh ®µ quay ®−îc trong thêi gian h·m ®ã. 

Bµi gi¶i: 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña b¸nh ®µ lµ :  

 
2
tt

2

ε−ω=ϕ  ; ω0  = ω0 - εt. 

ë ®©y ta chän gãc quay ban ®Çu ϕ0 = 0 . 

T¹i thêi ®iÓm t0 = 0  
30
n

0
π

=ω   t¹i thêi ®iÓm t = t1 khi b¸nh ®µ dõng 

h¼n ω = ω1 = 0. Suy ra : 

ω = 0 =ω0 - εt hay 
t30

n
t
0 π
=

ω
=ε  

Thay vµo trªn ta t×m ®−îc :  

11
1 t

60
nt

60
n

30
ntN2 π

=
π

−
π

=π=ϕ  , 

hay 30
120
ntN 1 ==

Tõ khi b¾t ®Çu p

vßng n÷a. 

ThÝ dô 6.2 : Trän

b¸n kÝnh r trªn ®ã l¾p b

R2 nh− h×nh vÏ ( 6.9 ). C

vµ cã gia tèc a kh«ng ®

tèc vµ gia tèc cña ®iÓm 

Bµi gi¶i: 

V× vËt B chuyÓn ®

 VB = at. 

§iÓm A cã vËn tè
 (vßng)
hanh cho ®Õn khi dõng h¼n b¸nh ®µ cßn quay ®−îc 30 

g vËt B r¬i xuèng truyÒn chuyÓn ®éng quay cho trèng cã 

¸nh r¨ng 1 b¸n kÝnh R1 ¨n khíp víi b¸nh r¨ng 2, b¸n kÝnh 

ho biÕt träng vËt ®−îc th¶ xuèng kh«ng vËn tèc ban ®Çu 

æi. X¸c ®Þnh quy luËt chuyÓn ®éng cña b¸nh r¨ng 2, vËn 

M trªn vµnh b¸nh r¨ng 2 t¹i thêi ®iÓm t = 2 gi©y. 

éng xuèng theo quy luËt nhanh dÇn víi gia tèc a nªn : 

c b»ng vËn tèc ®iÓm B 
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 VA = ω1r = at. 

Trong ®ã ω1 lµ vËn tèc gãc cña trôc b¸nh r¨ng 1. Suy ra : 

 
r
at

1 =ω   

§Ó x¸c ®Þnh vËn tèc gãc ω2 cña b¸nh r¨ng 2 c¨n cø vµo vËn tèc ®iÓm ¨n 

khíp C cña hai b¸nh r¨ng, ta cã : 

M

C 

v

ω2 

R2

ω1

R1

A
r

VC = ω1R1 = ω2R2, 

Hay 
r
at.

R
R.

R
R

2

1
1

2

1
2 =ω=ω . 

VËn tèc gãc b¸nh r¨ng 2 lµ hµm 

cña thêi gian. DÔ dµng t×m ®−îc gãc 

quay cña b¸nh r¨ng 2. Ta cã :  

2
1

B

dt
d

r
at.

R
R 2

2

1
2

ϕ
==ω    H×nh 6.9 

 hay  atdt.
rR
Rd

2

1
2 =ϕ . 

Chän ϕ0 = 0 øng víi t0 = 0 vµ ϕ1 øng víi t = t1. Sau ®ã tÝch ph©n hai vÕ ta 

®−îc :         at.
rR2

R

2

1
2 =ϕ 2 . 

§©y chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña b¸nh r¨ng 2. 

VËn tèc cña ®iÓm M trªn vµnh b¸nh r¨ng 2 b»ng vËn tèc cña ®iÓm C. Ta 

cã :  

at.
r

RRVV 1
11cM =ω==  (m/s ) 

Khi t= 2 gi©y gia tèc cña ®iÓm M còng nh− gia tèc ®iÓm C. Ta cã :  
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         2
dt
d.R.R 22

t
cW¦ ω

=ε=  víi  a.
rR

R
dt

d

2

12 =
ω

 

Thay vµo biÓu thøc gia tèc tiÕp tuyÕn vµ ph¸p tuyÕn cña ®iÓm C ta cã : 

a.
r

R
w 1t

C =  

2
2

2

22
1

2

22

2
2

2
1

.2
2
22

n
C t

rR

aR

r
ta.

R

R
RRw ==ω=  

Víi t = 2 sÏ ®−îc : 

2
2

22
1n

C rR

aR4
w =  

Gia tèc toµn phÇn cña ®iÓm C lµ ;  

22
2

22
11

22
2

44
1

22
2

22
1

2c rR
aR161

r
aR

rR
aR8

r.R
aRRw +=+=   

6.2.3.TruyÒn chuyÓn ®éng quay cña vËt r¾n quanh c¸c trôc song song 

Kh¶o s¸t tr−êng hîp rÊt phæ biÕn trong kü thuËt c¬ khÝ  lµ sù truyÒn 

chuyÓn ®éng quay cña c¸c b¸nh r¨ng trô . 

6.2.3.1. TruyÒn chuyÓn ®éng quay cña c¸c b¸nh r¨ng trô cã trôc quay cè ®Þnh 
Tr−íc hÕt ta xÐt hai b¸nh r¨ng 1 vµ 2 quay quanh hai trôc O1 vµ O2 cè ®Þnh 

biÓu diÔn trªn h×nh 6.10. H×nh 6.10a lµ hai b¸nh r¨ng ¨n khíp ngoµi cßn h×nh 

6.10.b lµ hai b¸nh r¨ng ¨n khíp trong. NÕu gäi A lµ ®iÓm ¨n khíp cña hai b¸nh 

r¨ng ta cã nhËn xÐt r»ng vËn tèc cña ®iÓm A trªn hai b¸nh r¨ng b»ng nhau nghÜa 

lµ: 

 ⏐ω1⏐.r1 = ⏐ω2⏐.r2   
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ω1
ω2

0

1 2

1 0 2

A

Trong ®ã r1 vµ r2 lµ b¸n kÝnh cña hai 

b¸nh r¨ng 1 vµ 2. Tõ kÕt qu¶ trªn suy ra biÓu 

thøc sau: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
ω

2

1
¨n khíp ngoµi = - 

1

2

r
r

 = - 
1

2

z
z

 (6.11) H×nh 6-10a 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
ω

2

1
¨n khíp trong =  

1

2

r
r

 = 
1

2

z
z

 (6.12) 

ω1

0

1

1

Aω2

02

2

z1 vµ z2 lµ sè r¨ng cña b¸nh r¨ng 1 vµ 2. 

TiÕp theo ta xÐt tr−êng hîp hÖ cã nhiÒu 

b¸nh r¨ng trô ¨n khíp víi nhau vµ cã trôc 

quay cè ®Þnh (H×nh 6.11). H×nh 6-10b 

Tr−íc hÕt kh¶o s¸t c¸c b¸nh 

r¨ng ¨n khíp ngoµi. Theo biÓu thøc 

(6.1) ¸p dông cho c¸c cÆp b¸nh r¨ng 

tiÕp theo ta cã: 

ω1
0 1

0 2

0 3

ω2

ω3

  

 

H×nh 6 - 11 

1

2

2

1

r
r

−=
ω
ω

;    
2

3

3

2

r
r

−=
ω
ω

; 

... ; ( )
1n

n1n

n

1n

r
r

1
−

−− −=
ω
ω

 

Hay  
1

2

2

1

r
r

−=
ω
ω

;  
1

3

3

1

r
r

=
ω
ω

 ; .....; ( )
1

n1n

n

1

r
r

1 −−=
ω
ω

 

Mét c¸ch tæng qu¸t ta cã: 

 ( )
1

nk

n

1

r
r

1−=
ω
ω

 (6.13) 

ë ®©y k lµ sè cÆp b¸nh r¨ng ¨n khíp ngoµi. NÕu sè cÆp b¸nh r¨ng ¨n khíp 



 -83-

ngoµi lµ ch½n th× ωn cïng chiÒu víi ω1 vµ sè cÆp b¸nh r¨ng ¨n khíp ngoµi lµ lÎ 

th× ωn ng−îc chiÒu víi ω1. Nãi c¸ch kh¸c ®i nÕu n ch½n th× ωn ng−îc chiÒu víi 

ω1 vµ n lÎ th× ωn cïng chÒu víi ω1. 

Trong tr−êng hîp c¸c b¸nh r¨ng ¨n khíp trong. Theo biÓu thøc (6.2) ¸p 

dông cho c¸c cÆp b¸nh r¨ng tiÕp theo dÔ dµng nhËn ®−îc kÕt qu¶: 

 
1

n

n

1

r
r

=
ω
ω

                        (6.14) 

§iÒu nµy chøng tá vËn tèc gãc cña c¸c b¸nh r¨ng tiÕp theo kh«ng ®æi 

chiÒu vµ chØ phô thuéc vµo tû sè gi÷a hai b¸n kÝnh r1 vµ rn. 

6.2.3.2. TruyÒn chuyÓn ®éng quay cña c¸c b¸nh r¨ng trô cã trôc quay n»m 
trªn gi¸ di ®éng 

Kh¶o s¸t sù truyÒn chuyÓn ®éng cña c¸c b¸nh r¨ng cho trªn h×nh (6.12) 

ë ®©y b¸nh r¨ng 1 cè ®Þnh cßn 

b¸nh r¨ng 2 vµ 3 cã trôc C vµ B n»m 

trªn gi¸ AB gi¸ nµy quay quanh A  víi 

vËn tèc gãc ωAB. 

ω

A
B

AB

(1)

(2) (3)

Bµi to¸n ®Æt ra lµ ph¶i x¸c ®Þnh 

vËn tèc gãc cña 2 b¸nh r¨ng 2 vµ 3. 

§Ó ®−a bµi to¸n vÒ tr−êng hîp 

®· xÐt ë 6.2.3. ta ph¶i t×m c¸ch cè ®Þnh gi¸ AB. Muèn vËy ta cho toµn bé hÖ quay 

ng−îc l¹i víi vËn tèc gãc ωAB quanh A. Ph−¬ng ph¸p nµy gäi lµ ph−¬ng ph¸p 

VilÝt. Khi ®ã c¸c vËn tèc gãc t−¬ng ®èi ωK' cña c¸c kh©u sÏ lµ ωK' = ωk - ωAB. 

Trong ®ã ωK lµ vËn tèc gãc tuyÖt ®èi. Râ rµng lóc nµy gi¸ AB sÏ cã vËn tèc lµ 

ωAB' = ωAB - ωAB = 0. Cßn c¸c b¸nh r¨ng 1 vµ 2 cã c¸c vËn tèc t−¬ng ®èi lµ: 

H×nh 6-12 

 ω1' = ω1 - ωAB  vµ  ω2' = ω2 - ωAB

Víi kÕt qu¶ nµy ta cã thÓ tÝnh ®−îc ω1' vµ ω2' theo kÕt qu¶ ®· kh¶o s¸t ë 

môc 6.2.3 vµ tõ ®ã x¸c ®Þnh ®−îc ω2 vµ ω3. 
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ThÝ dô6-3   : Kh¶o s¸t c¸c b¸nh r¨ng trªn h×nh (6.12 ) cho biÕt b¸nh r¨ng 

1 cã b¸n kÝnh R1. Gi¸ AB quay víi vËn tèc gãc ωAB. B¸nh r¨ng  3 cã b¸n kÝnh 

R3. X¸c ®Þnh vËn tèc cña b¸nh r¨ng 3. 

Bµi gi¶i: 

ω

A
B

AB

(1)

(2) (3)

−ωAB
1ω′ 3ω′

AB

Gäi vËn tèc gãc tuyÖt ®èi cña c¸c 

b¸nh r¨ng lµ ω1, ω2, ω3. V× b¸nh r¨ng 1 

cè ®Þnh nªn ω1 = 0. 

¸p dông ph−¬ng ph¸p VilÝt vµo hÖ 

ta cã: 
H×nh 6-13 

ω1' = 0 - ωAB;   ω2' = ω2 - ωAB; 

ω3' = ω3 - ωAB

 cßn   ωAB' =  0 nghÜa lµ gi¸ AB ®øng yªn. 

¸p dông c«ng thøc (6. 13) cho tr−êng hîp nµy víi k = 2 ta  cã: 

 
1

3
'
3

'
1

r
r

=
ω

ω
 hay 

1

3

AB3

AB

r
r

=
ω−ω

ω−
 

Suy ra:           ω3 = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

3

1

r
r

1 .ωAB

NÕu r1 < r3 th× ω3 cïng chiÒu víi ωAB cßn r1 > r3 th× ω3 ng−îc chi×u víi ωAB 

vµ ®Æc biÖt r1 = r3 th× ω3 = 0  b¸nh r¨ng 3 sÏ chuyÓn ®éng tÜnh tiÕn. 
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Ch−¬ng 7 

ChuyÓn ®éng tæng hîp cña ®iÓm 

7.1. ChuyÓn ®éng tuyÖt ®èi, chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi vµ 
chuyÓn ®éng kÐo theo. 

ChuyÓn ®éng tæng hîp cña ®iÓm lµ chuyÓn ®éng ®−îc t¹o thµnh khi ®iÓm 

tham gia hai hay nhiÒu chuyÓn ®éng ®ång thêi. Ta xÐt bµi to¸n trong m« h×nh 

sau ®©y : Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña ®iÓm M trªn hÖ to¹ ®é ®éng o1x1y1z1 g¾n 

trªn vËt A. VËt A l¹i chuyÓn ®éng 

trong hÖ to¹ ®é cè ®Þnh oxyz (xem 

h×nh 7.1). 

 x

y

 z

 O
 x1 

 y1  z1 
 M

 A

 r

 ro 

z1 

 o1 
 y1 

 x1 k1 
 j1 

 i1 

ChuyÓn ®éng cña ®iÓm M so 

víi hÖ cè ®Þnh oxyz gäi lµ chuyÓn 

®éng tuyÖt ®èi. VËn tèc vµ gia tèc cña 

chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi ký hiÖu lµ : avr  

vµ awr . H×nh 7.1

ChuyÓn ®éng cña ®iÓm M so víi hÖ ®éng o1x1y1z1 gäi lµ chuyÓn ®éng 

t−¬ng ®èi ký hiÖu lµ  vµ . rvr rwr

ChuyÓn ®éng cña hÖ ®éng (vËt A) so víi hÖ cè ®Þnh oxyz gäi lµ chuyÓn 

®éng kÐo theo. VËn tèc vµ gia tèc cña ®iÓm thuéc vËt A ( hÖ ®éng ) bÞ ®iÓm M 

chiÕm chç ( trïng ®iÓm ) trong chuyÓn ®éng kÐo theo lµ vËn tèc vµ gia tèc kÐo 

theo cña ®iÓm M vµ ký hiÖu lµ : evr  vµ ewr . 

Nh− vËy chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi cña ®iÓm M lµ chuyÓn ®éng tæng hîp cña 

hai chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi vµ kÐo theo cña nã. 

ThÝ dô : Con thuyÒn chuyÓn ®éng víi vËn tèc ur  so víi n−íc. Dßng n−íc 

ch¶y víi vËn tèc vr  so víi bê s«ng. ë ®©y chuyÓn ®éng cña con thuyÒn so víi bê 

s«ng lµ chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi . ChuyÓn ®éng cña con thuyÒn so víi mÆt n−íc lµ 

chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi víi vËn tèc .uvr
rr

=  ChuyÓn ®éng cña dßng n−íc so víi 
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bê lµ chuyÓn ®éng kÐo theo, vËn tèc cña chuyÓn ®éng kÐo theo . vve
rr

=

Theo ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy, ®Ó xÐt chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi ta xem hÖ 

®éng nh− cè ®Þnh. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng viÕt d−íi d¹ng vÐc t¬ nh− 

sau :           11111111 kzjyixMOr
rrrrr

++== .     (7-1) 

ë ®©y 1i
r

, 1j
r

, 1k
r

  lµ c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ trªn c¸c hÖ ®éng. Khi xÐt chuyÓn 

®éng t−¬ng ®èi nh− ë trªn ®· nãi c¸c vÐc t¬ 1i
r

, 1j
r

, 1k
r

 ®−îc xem nh− kh«ng ®æi. 

Cßn c¸c to¹ ®é x1 , y1 , z1 lµ c¸c hµm cña thêi gian. 

 x1 = x1(t)   ;  y1 = y1(t)   ;  z1 = z1(t). 

Muèn xÐt chuyÓn ®éng kÐo theo cña ®iÓm ta chØ cÇn cè ®Þnh nã trong hÖ 

®éng khi ®ã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña M so víi hÖ cè ®Þnh oxyz lµ ph−¬ng 

tr×nh chuyÓn ®éng kÐo theo. Ta cã : 

111111010 kzjyixrrrOMr
rrrrrrr

+++=+==      (7-2). 

Trong ph−¬ng tr×nh (7.2) v× ta cè ®Þnh ®iÓm trong hÖ ®éng nªn c¸c to¹ ®é 

x1 , y1 , z1 lµ kh«ng ®æi, cßn 1i
r

, 1j
r

, 1k
r

 lµ c¸c vÐc t¬ biÕn ®æi theo thêi gian. 

)t(rr 00
rr

= ; )t(ii
rr

= ; )t(jj
rr

=  ; )t(kk
rr

= . 

7.2. §Þnh lý hîp vËn tèc. 

XÐt ®iÓm M chuyÓn ®éng t−¬ng 

®èi trong hÖ ®éng o1x1y1z1 víi vËn tèc 

; HÖ ®éng chuyÓn ®éng trong hÖ cè 

®Þnh oxyz kÐo theo ®iÓm M chuyÓn 

®éng víi vËn tèc kÐo theo  (xem h×nh 

7-2). §Ó x¸c ®Þnh vËn tèc tuyÖt ®èi ta 

thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng 

tuyÖt ®èi cña ®iÓm M. Ta cã :  

rvr

evr
  r o 

  r
a 

 x

y

 z

 O
 x1 

 y1  z1 
 M

c1 

c2 

  ve v

r v

1 r

 o1 

H×nh 7.2

111111010 kzjyixr)t(rrr
rrrrrrr

+++=+=      (7-3) 
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Ph−¬ng tr×nh nµy gièng ph−¬ng tr×nh (7-2) nh−ng cÇn l−u ý lµ mäi tham 

sè cña ph−¬ng tr×nh ®Òu lµ c¸c hµm cña thêi gian. 

§¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian ph−¬ng tr×nh (7-3) ta ®−îc : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++== 1

1
1

1
1

1
111

0
a k

dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
kdz

dt
jdy

dt
idx

dt
rd

dt
rdv

rrr
rrrrr

r
  

Trong kÕt qu¶ t×m ®−îc, nhãm sè h¹ng thø nhÊt 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

dt
kdz

dt
jdy

dt
idx

dt
rd

111
0

rrrr

  

chÝnh lµ ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña ph−¬ng tr×nh (7-2) (ph−¬ng 

tr×nh chuyÓn ®éng kÐo theo ) lµ vËn tèc kÐo theo evr . 

Nhãm c¸c sè h¹ng cßn l¹i : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1

1
1

1
1

1 k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx rrr

  

lµ ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña ph−¬ng tr×nh (7.1) (ph−¬ng tr×nh 

chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi ) do ®ã ®−îc thay thÕ b»ng vËn tèc t−¬ng ®èi rvr . 

Thay c¸c kÕt qu¶ võa t×m ®−îc vµo vËn tèc tuyÖt ®èi ta ®ù¬c : 

rea vvv rrr
+= . 

§Þnh lý 7.1 : Trong chuyÓn ®éng tæng hîp cña ®iÓm vËn tèc tuyÖt ®èi 

b»ng tæng h×nh häc vËn tèc kÐo theo vµ vËn tèc t−¬ng ®èi :  

 rea vvv rrr
+= .       (7-4) 

7.3. §Þnh lý hîp gia tèc 

§Ó thiÕt lËp biÓu thøc cña gia tèc tuyÖt ®èi ta ®¹o hµm bËc hai theo thêi 

gian ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi cña ®iÓm (ph−¬ng tr×nh 7.3). Ta cã : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++=== 12

1
2

12
1

2

12
1

2

2

2

12

2

12

2

12
0

2
a

2

a k
dt

zdj
dt

ydi
dt

xd
dt

kdz
dt

jdy
dt

idx
dt

rd
dt
vd

dt
rdw

rrr
rrrrrr

r
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

dt
kd

dt
dz

dt
jd

dt
dy

dt
id

dt
dx2 111111

rrr

  

 Trong kÕt qu¶ t×m ®−îc nhãm c¸c sè h¹ng thø nhÊt : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++ 2

2

12

2

12

2

12
0

2

dt
kdz

dt
jdy

dt
idx

dt
rd

rrrr

 

lµ ®¹o hµm bËc hai theo thêi gian cña ph−¬ng tr×nh (7.2) ( ph−¬ng tr×nh 

chuyÓn ®éng kÐo theo ) cã thÓ thay b»ng gia tèc kÐo theo ewr . 

Nhãm c¸c sè h¹ng thø hai :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 12

1
2

12
1

2

12
1

2

k
dt

zdj
dt

ydi
dt

xd rrr
 

lµ ®¹o hµm bËc hai theo thêi gian cña ph−¬ng tr×nh (7.1) ( ph−¬ng tr×nh 
chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi ) cã thÓ thay b»ng gia tèc t−¬ng ®èi rwr . 

Nhãm c¸c sè h¹ng cßn l¹i :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

dt
kd

dt
dz

dt
jd

dt
dy

dt
id

dt
dx2 111111

rrr

  

®−îc gäi lµ gia tèc quay hay gia tèc Koriolit ký hiÖu lµ . kwr

Thay c¸c kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo biÓu thøc cña gia tèc tuyÖt ®èi ta ®−îc : 

krea wwww rrrr
++= .  

Ta ®i ®Õn ®Þnh lý sau ®©y gäi lµ ®Þnh lý hîp gia tèc. 

§inh lý 7.2 : Trong chuyÓn ®éng tæng hîp cña ®iÓm gia tèc tuyÖt ®èi b»ng 

tæng h×nh häc cña gia tèc kÐo theo, gia tèc t−¬ng ®èi vµ gia tèc Koriolit. 

krea wwww rrrr
++= .  (7.5) 

7.4. Gia tèc Koriolit. 

Gia tèc Koriolit kwr  ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

dt
kd

dt
dz

dt
jd

dt
dy

dt
id

dt
dx2w 111111

k

rrr
r
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Khi hÖ ®éng cã chuyÓn ®éng quay th× c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ 1i
r

, 1j
r

, 1k
r

 sÏ quay 

theo khi ®ã ®¹o hµm cña nã theo thêi gian kh¸c kh«ng. Trong tr−êng hîp hÖ 

®éng kh«ng tham gia chuyÓn ®éng quay th× c¸c ®¹o hµm cña nã sÏ b»ng kh«ng 

vµ do ®ã gia tèc Koriolit sÏ kh«ng cã v× vËy gia tèc nµy cßn ®−îc gäi lµ gia tèc 

quay. Gia tèc Koriolit biÓu diÔn ¶nh h−ëng chuyÓn ®éng quay cña hÖ ®éng ®Õn 

gia tèc cña ®iÓm. 

NÕu vËn tèc gãc cña hÖ ®éng (vËn tèc gãc kÐo theo ) lµ  th× khi hÖ ®éng 

quay quanh trôc o

eϖ

1ε víi vËn tèc gãc ωe th× ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian cña 

c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ 1i
r

, 1j
r

, 1k
r

 chÝnh lµ vËn tèc ®Çu mót cña chóng trong chuyÓn 

®éng quay quanh trôc o1ε. (xem h×nh 7.3). 

z

x

yA

O

k1 j1 

i1 

vA 

ωe 

ε 

Ta cã :  

1e
1 i

dt
id rr
r

×ω=   1e
1 j

dt
jd rr
r

×ω=

 1e
1 k

dt
kd rr
r

×ω=  

Thay c¸c kÕt qu¶ biÓu thøc trªn vµo biÓu 

thøc cña  ta ®−îc : kwr H×nh 7.3 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

dt
kd

dt
dz

dt
jd

dt
dy

dt
id

dt
dx

2w 111111
k

rrr
r

 

 ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω+ω+ω= kx

dt
dz

jx
dt

dy
ix

dt
dx

2 C
1

C
1

C
1

rrrrrr
 

re1
1

1
1

1
1

e v2k
dt

dz
j

dt
dy

i
dt

dx
x2 rrrrrr

×ω=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ω=  

Nh− vËy gia tèc Koriolit b»ng hai lÇn tÝch h÷u h−íng gi÷a vËn tèc gãc kÐo 

theo vµ vÐc t¬ vËn tèc t−¬ng ®èi. 
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rek v2w rrr
×ω= .                                                                   ( 7.6) 

Tõ (7.6) ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®é lín cña gia tèc Koriolit theo biÓu thøc : 

( )rerek v.sinv.2w ωω= . 

Ta thÊy ngay gia tèc Koriolit b»ng kh«ng trong tr−êng hîp sau : 

- Khi hÖ ®éng chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn nghÜa lµ khi ωe = 0 ; 

- Khi ®éng ®iÓm ®øng yªn trong hÖ 

®éng, nghÜa lµ khi 0vr =
r

; 

- Khi chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi theo 

ph−¬ng däc theo trôc quay cña chuyÓn ®éng 

kÐo theo nghÜa lµ khi gãc hîp gi÷a eω
r

 vµ rvr  

b»ng kh«ng hoÆc b»ng 1800 . 

ω e 

vr r 

w k 

H×nh 7.4 

H×nh 7.4 

ω e 

wK 

M

v'r 
     

vr e ωTheo (7.6) gia tèc Koriolit cã ph−¬ng 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng chøa hai vÐc t¬ eω
r

 

vµ cã chiÒu sao cho khi nh×n tõ mót cña 

nã xuèng mÆt ph¼ng ®ã sÏ thÊy 

rvr

eω
r

quay 

ng−îc chiÒu kim ®ång hå ®i mét gãc nhá 

h¬n 1800 sÏ ®Õn trïng víi  (xem h×nh 7.4).  rvr

H×nh 7.5 
Trong thùc hµnh ta cã thÓ x¸c ®Þnh 

ph−¬ng chiÒu cña  nh− sau : kwr

ChiÕu vÐc t¬ vËn tèc t−¬ng ®èi rvr  lªn mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc quay 

cña chuyÓn ®éng kÐo theo. Sau ®ã quay h×nh chiÕu rvr  ®ã ®i mét gãc 900 theo 

chiÒu quay cña eω  trong mÆt ph¼ng trªn (xem h×nh 7.5) ta sÏ x¸c ®Þnh ®−îc 

ph−¬ng chiÒu cña gia tèc Koriolit. 

Sau ®©y sÏ giíi thiÖu mét sè vÝ dô  vËn dông c¸c ®Þnh lý hîp vËn tèc vµ 

hîp gia  tèc trong chuyÓn ®éng tæng hîp cña ®iÓm. 
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ThÝ dô 7.1: Tay quay OA cña c¬ cÊu tay quay cu lit quay quanh trôc O 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng cña c¬ cÊu. §Çu A cña tay quay nèi b»ng khíp b¶n lÒ 

víi con tr−ît B. Con tr−ît B cã thÓ tr−ît trong m¸ng BC cña cu lit. M¸ng BC cã 

thÓ chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn lªn xuèng nhê r·nh h−íng dÉn 

E. X¸c ®Þnh vËn tèc, gia tèc cña m¸ng BC còng nh− vËn 

tèc gia tèc cña con tr−ît so víi cu lit BC. 

A

E 

D 

CB O Cho biÕt tay quay cã chuyÓn ®éng quay ®Òu víi 

vËn tèc gãc n = 120 vßng/phót. §é dµi OA = 1 = 30cm 

(xem h×nh 7.6). 

H×nh 7.6 Bµi gi¶i: 

NÕu chän hÖ ®éng g¾n víi cu lit (m¸ng BC) vµ hÖ cè ®Þnh g¾n víi trôc 

quay O th× chuyÓn ®éng cña con tr−ît A trong m¸ng lµ chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi. 

ChuyÓn ®éng cña m¸ng tÞnh tiÕn lªn xuèng lµ chuyÓn ®éng kÐo theo cßn chuyÓn 

®éng cña A quay quanh O lµ chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi. 

Tr−íc hÕt ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc vËn tèc tuyÖt  ®èi vµ gia tèc tuyÖt ®èi 

cña ®iÓm A. 

VËn tèc cña tay quay OA. 

)s/rad(4
30
120.

30
n.

π=
π

=
π

=ω  . 

r

B3 
C3 

B1 C1 
A1 

xr 

E

D 

B

A3 

O

A w
r

ϕ 
w
r

v
r

v
rv

r
e 

w
r

e

a

VÞ trÝ cña c¬ cÊu ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 

gãc quay cña tay quay OA : 

ϕ = ωt = 4πt  (rad). 

§Çu A cña tay quay thùc hiÖn chuyÓn 

®éng trßn t©m O b¸n kÝnh OA = 1. 

VËn tèc cña ®iÓm A : Va = ω.1 = 4π.30 

= 120π ≈ 3,77 m/s. 
H×nh 7.7 
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avr  cã ph−¬ng vu«ng gãc víi OA h−íng theo chiÒu quay ω (xem h×nh 7.7). 

avr  chÝnh lµ vËn tèc tuyÖt ®èi cña ®iÓm A : va = vA. 

V× tay quay quay ®Òu nªn gia tèc ®iÓm A chØ cã mét thµnh phÇn ph¸p 

tuyÕn. 

n
AA ww rr

=   vÒ ®é lín 

wA  = ω2.1 = 16π2.1 

= 16π2.30 ≈ 4733 cm/s2 ;  

= 47,33 m/s2

Gia tèc  cã chiÒu h−íng tõ A vµo O. Gia tèc tuyÖt ®èi cña ®iÓm A lµ Awr

Awr . 

§Ó t×m vËn tèc cña m¸ng (vËn tèc kÐo theo) vµ vËn tèc cña con tr−ît A 

trong m¸ng (vËn tèc t−¬ng ®èi) ta ¸p dông ®Þnh lý hîp vËn tèc. Ta cã :  

rea vvv rrr
+=  

ë ®©y Aa vv rr
=  ®· biÕt c¶ ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu. evr  lµ vËn tèc cña m¸ng 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn lªn xuèng do ®ã cã ph−¬ng th¼ng ®øng. Cßn  lµ vËn tèc 

cña con tr−ît däc theo m¸ng BC nªn cã ph−¬ng n»m ngang. Tõ ®Þnh lý hîp vËn 

tèc ta cã thÓ nhËn ®−îc mét h×nh b×nh hµnh mµ ®−êng chÐo lµ  cßn hai c¹nh lµ 

 vµ . DÔ dµng t×m ®−îc c¸c vÐc t¬ vËn tèc kÐo theo 

rvr

avr

evr rvr evr  vµ  nh− trªn h×nh 

(7.7). Ta cã :  

rvr

)s/m(t.4sin.77,3sin.vv Ae π=ϕ=  

)s/m(t.4cos.77,3cos.vv Ar π=ϕ=  

Ph−¬ng chiÒu cña c¸c vËn tèc evr  vµ rvr  nh− h×nh vÏ.  

§Ó x¸c ®Þnh gia tèc kÐo theo vµ t−¬ng ®èi (gia tèc cña m¸ng vµ gia tèc cña 

con tr−ît trong m¸ng) ta ¸p dông dÞnh lý hîp gia tèc. 
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krea wwww rrrr
++= . 

Trong bµi to¸n nµy hÖ ®éng chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn nªn  ta chØ cßn 

biÓu thøc : 

0w k =
r

rea www rrr
+= . 

ë ®©y gia tèc tuyÖt ®èi ®· ®−îc x¸c ®Þnh. Gia tèc kÐo theo ewr  cã ph−¬ng 

th¼ng ®øng cßn gia tèc t−¬ng ®èi rwr  cã ph−¬ng n¨m ngang. Còng dÔ dµng nhËn 

thÊy c¸c vÐc t¬ gia tèc kÐo theo ewr  vµ gia tèc t−¬ng ®èi rwr  lµ hai c¹nh cña h×nh 

b×nh hµnh nhËn gia tèc  lµm ®−êng chÐo (xem h×nh 7.7). Ta cã :  awr

t.4cos.33,47cos.ww Ae π=ϕ=  

t.4sin.33,47sin.ww Ar π=ϕ=  

Ph−¬ng chiÒu cña gia tèc ewr  vµ rwr  nh− trªn h×nh vÏ 7.7 . 

KÕt qu¶ trªn cho thÊy vËn tèc, gia tèc cña m¸ng BC ( ve, wed ) vµ vËn tèc, 

gia tèc con tr−ît trong m¸ng ( vr , wr ) lµ hµm cña thêi gian. Ta cã thÓ x¸c ®Þnh 

chóng t¹i c¸c vÞ trÝ ®Æc biÖt sau :  

Khi ϕ1 = 4πt = 0 ta cã ve = 0 ; vr = 3,77 m/s 

     We = 47,33 m/s  ;  wr = 0 

Khi ϕ2 = 4πt = π / 2 ta cã ve = 3,7 m / s ;  vr = 0  

 we= 0 m / s  ;   wr = 3,77 m / s  

 

ThÝ dô 7.2 : §éng ®iÓm M chuyÓn ®éng b¾t ®Çu tõ ®Ønh O cña nãn däc 

theo ®−êng sinh OC víi vËn tèc kh«ng ®æi vr = 24 cm / s . Nãn còng ®ång thêi 

quay b¾t ®Çu cïng thêi ®iÓm xuÊt ph¸t cña ®iÓm M theo quy luËt ϕ = 0,125t2. 

X¸c ®Þnh vËn tèc tuyÖt ®èi vµ gia tèc tuyÖt ®èi cña ®éng ®iÓm M t¹i thêi ®iÓm t = 

4 gi©y. (xem h×nh 7.8). Cho biÕt gãc ®Ønh nãn lµ 600. 
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Bµi gi¶i  

Trong bµi to¸n nµy chuyÓn ®éng cña ®iÓm M däc 

theo ®−êng sinh OC lµ chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi. Nh− vËy 

vËn tèc t−¬ng ®èi cña ®iÓm ®· biÕt. 
z 

B

A 

α 

O

ωe

εe

k

C 

r

vr
evr

M 
vr

Vr = 24 cm / s = 0,24 m / s cã ph−¬ng chiÒu tõ O 

®Õn C. 
a

ChuyÓn ®éng quay cña nãn quanh trôc AB víi 

quy luËt ϕ = 0,125t2 lµ chuyÓn ®éng kÐo theo. 

§Ó x¸c ®Þnh ®−îc vËn tèc kÐo theo cña ®iÓm ta 

ph¶i x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña nã t¹i thêi ®iÓm t1 trªn nãn. 
H×nh 7.8 

Ta cã OM = vr.t = 24.4 = 96 cm  

Kho¶ng c¸ch tõ ®éng ®iÓm t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt tíi trôc quay AB lµ :  

MK = OM.sin300 = 96.0,5 = 48 cm. 
z 

B

A 

C 

M 
vr 

wτ
ek

ε
r

e

ω
r

e

O

α 
wk

wn
e 

y x 
VËn tèc kÐo theo t¹i thêi ®iÓm t1 lµ :  

t25,0
dt
d

e =
ϕ

=ω   víi t = t1 = 4 gi©y 

ωet1 = 0,25.4 = 1 rad / s ; 

Gia tèc gãc trong chuyÓn ®éng kÐo theo lµ : 

)s/rad(25,0
dt
d 2

2

2

e =
ϕ

=ε  H×nh 7.9 

C¸c vÐc t¬ ωe vµ εe biÓu diÔn trªn h×nh vÏ (7.9). 

C¸c vÐc t¬ vËn tèc kÐo theo evr vµ vËn tèc t−¬ng ®èi lµ  t¹i thêi ®iÓm trvr 1 = 

4s ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 7.8. 

VÒ ®é lín vËn tèc kÐo theo x¸c ®Þnh ®−îc :  

ve = MK . ωe = 48,1 cm / s ≈ 0,48 m / s . 
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¸p dông ®Þnh lý hîp vËn tèc ta cã : rea vvv rrr
+=  

VÒ ®é lín vËn tèc tuyÖt ®èi cña M t¹i thêi ®iÓm t1 lµ :  

)s/m(5364,0)s/cm(64,532448vvVV 222
r

2
eMa ==+=+== . 

§Ó x¸c ®Þnh gia tèc tuyÖt ®èi cña M, tõ ®Þnh lý hîp gia tèc ta cã : 

kreMa wwwww rrrrr
++==  

ChuyÓn ®éng kÐo theo lµ chuyÓn ®éng trßn nªn r
e

n
ee www rrr

+= . 

Trong ®ã :  cã ph−¬ng chiÒu h−íng tõ M vÒ K (xem h×nh 7.9), cã ®é 

lín :     . 

n
ewr

)s/cm(481.48.MKw 22
e

n
e ==ω=

r
ewr  cã ph−¬ng chiÒu trïng víi ph−¬ng chiÒu evr  cã ®é lín : 

)s/cm(1225,0.48.MKw 22
e

r
e ==ε= . 

Gia tèc t−¬ng ®èi  trong tr−êng hîp nµy b»ng kh«ng cßn gia tèc 

Koriolit  cã ph−¬ng chiÒu nh− trªn h×nh vÏ. Cã ®é lín :  

rwr

kwr

wk = 2ωe . vr .sin300 = 2.1.24.0,5 = 24 (cm / s2) . 

ChiÕu biÓu thøc trªn lªn hai trôc Mxy nh− trªn h×nh ta cã : 

wx = we
r + wk = 12 + 24 = 36 cm / s2 = 0,36 m/ s2. 

wy = we
n = 48 cm / s2 = 0,48 m / s2. 

Gia tèc tuyÖt ®èi cña ®iÓm 

)s/cm(c604836www 2222
y

2
xM =+=+= . 

Ph−¬ng vµ chiÒu cña wM cã thÓ x¸c ®Þnh b»ng c¸c gãc chØ ph−¬ng x¸c 

®Þnh nh− sau : 

( ) 6,0
w
w

xwcos
M

x
M ==  ; ( ) 8,0

w

w
ywcos

M

y
M ==  

ThÝ dô 7.3. : C¬ cÊu ®iÒu chØnh ly t©m biÓu diÔn nh− h×nh vÏ 7.10. T¹i 
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thêi ®iÓm ®ang xÐt qu¶ cÇu quay quanh ®iÓm treo O cïng víi thanh OM víi vËn 

tèc gãc vµ gia tèc gãc ω1 = 2 rad / s vµ ε1 = 0,2 rad / s2. C¬ cÊu quay quanh trôc 

th¼ng ®øng víi vËn tèc gãc vµ gia tèc gãc ω2 =4 rad / s vµ ε2 = o,8 rad / s2. X¸c 

®Þnh vËn tèc tuyÖt ®èi vµ gia tèc tuyÖt ®èi cña qu¶ cÇu M t¹i thêi ®iÓm ®ã. Cho 

biÕt kÝch th−íc cña c¬ cÊu t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt lµ : 

 l = 40 cm ; e = 5 cm ; α = 300. 

Bµi gi¶i                               

 

ze 

C 

ve 

M
vr R

ε2 

 

ll ε
ω1 

e
o

ω2 1 vM = vA 

Trong bµi to¸n nµy, chuyÓn ®éng cña c¬ cÊu quay 

quanh trôc th¼ng ®øng lµ chuyÓn ®éng kÐo theo. VËn tèc gãc 

kÐo theo ωe = ω2 = 4 rad / s vµ gia tèc gãc trong chuyÓn ®éng 

kÐo theo lµ εe = ε2 = 0,8 rad / s2. 

ChuyÓn ®éng cña qu¶ cÇu M quay quanh O lµ chuyÓn 

®éng t−¬ng ®èi.VËn tèc gãc trong chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi lµ 

ωr = ω1 = 2 rad / s vµ gia tèc gãc trong chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi 

lµ εr = ε1 = 0,2 rad / s2. 

H

Quü ®¹o chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi cña M lµ ®−êng trßn b¸n kÝnh

Quü ®¹o chuyÓn ®éng kÐo theo cña  M lµ ®−êng trßn n»m tr

vu«ng gãc víi trôc quay AB vµ cã b¸n kÝnh : 

CM = R = e+1sin300 = 5+40.0,5 = 25 cm. 

VËn tèc tuyÖt ®èi cña ®iÓm M ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau : 

reMa vvvv rrrr
+== ;      

 ve = R.ωe = 25.4 = 100 cm / s 

ve cã ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi quü ®¹o cña chuyÓn ®éng kÐo t

chiÒu quay cña c¬ cÊu ; Vr tiÕp tuyÕn víi quü ®¹o cña chuyÓn ®én

nghÜa lµ vu«ng  

 

α

×nh 7.10

 1 vµ t©m 0 

ong mÆt ph¼ng 

heo , h−í theo 

g t−¬ng ®èi cã 
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gãc víi thanh OM h−íng theo chiÒu quay cña ωr , cã trÞ sè Vr = l.ωr  = 

40.2 = 80 cm/s 

Nh− vËy hai vÐc t¬  vµ evr rvr  vu«ng gãc víi nhau v× vËy ®é lín vËn tèc 

tuyÖt ®èi x¸c ®Þnh ®−îc :  

)s/cm(12880100vvv 222
r

2
eM =+=+= . 

Ph−¬ng chiÒu cña VM x¸c ®Þnh nh− trªn h×nh vÏ 7.10. 

V× chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi vµ chuyÓn ®éng kÐo theo ®Òu lµ chuyÓn ®éng 

trßn nªn biÓu thøc gia tèc tuyÖt ®èi cña ®iÓm M ta cã thÓ viÕt :  

n
r

r
rke

n
e

r
M wwwwww rrrrrr

++++= .  (a) 

Sau ®©y x¸c ®Þnh ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu cña c¸c thµnh phÇn gia tèc ë vÕ ph¶i . 

We
t = R . εe = 25 . 0,8 = 20 cm / s2 . We

t cïng ph−¬ng chiÒu víi vËn tèc 

kÐo theo . 

n
ewr  = R. ω2

2 = 25.16 = 400cm/s2. H−íng tõ M vµo C 

wr
r = 1 . εr = 40 . 0,2 = 8 cm / s2.     r

rwr  h−íng theo chiÒu cña vr . 

wr
n = 1 . ω2

r = 40 . 4 = 160 cm / s2.      n
rwr  h−íng tõ M vµo O 

wk = 2ωe . vr sin(ωetvr) = 2 . 4. 80 .0,866 = 554 cm / s2

ë ®©y gãc <   ( ) 0
re 60v, =ω
rr

C 
R M

wK 

wτ
r

 

εr

εe

ωe

ωr

wn
e 

wn
r 

wt
c 

Z 

x
 

α 

O

 

nªn sin(ωe,vr) = 0,866. 

Ph−¬ng chiÒu cña  x¸c ®Þnh theo ph−¬ng ph¸p 

thùc O hµnh sÏ t×m thÊy nh− ë h×nh vÏ (7.11) . 

kwr

y

§Ó x¸c ®Þnh gia tèc tuyÖt ®èi Mwr  ta chiÕu ph−¬ng 

tr×nh (a) lªn 3 trôc xyz  chän nh− h×nh vÏ. 

Víi c¸ch chän hÖ trôc trªn ta thÊy gia tèc kwr  vµ r
ewr  

n»m trªn trôc x c¸c gia tèc n
ewr  , r

rwr  , n
rwr  n¨m trong mÆt 

ph¼ng yMz. H×nh 7.11 

KÕt qu¶ chiÕu lªn c¸c trôc thu ®−îc :wx = - wk - we
n = -
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554 - 20 = -574 cm / s2. 

wy = we
r . cos300 - wr

n . sin300 - we
n ; 

     = 8 . 0,866 - 160 . 0,5 - 400 = -473 cm / s2 ; 

Cuèi cïng ta cã : 

( ) ( ) ( ) =+−+−=++= 2222
z

2
y

2
xM 142473574wwww   

      = 869 cm / s2 = 8,69 m / s2

§Ó x¸c ®Þnh ph−¬ng chiÒu cña M ta ph¶i x¸c ®Þnh c¸c gãc chØ ph−¬ng cña 

chóng ®èi víi c¸c trôc : 

( )
869
574

w
w

xwcos
M

x
M

−
==  ;  ( )

869
473

w

w
ywcos

M

y
M

−
==

( )
869
142

w
w

zwcos
M

z
M == . 
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Ch−¬ng 8 

ChuyÓn ®éng song ph¼ng Cña vËt r¾n 

8.1. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng, vËn tèc vµ gia tèc cña c¶ 
vËt. 

8.1.8.§Þnh nghÜa vµ ph©n tÝch chuyÓn ®éng song ph¼ng. 

ChuyÓn ®éng song ph¼ng cña vËt r¾n lµ chuyÓn ®éng khi mçi ®iÓm thuéc 

vËt lu«n lu«n chuyÓn ®éng trong mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh song song víi mÆt 

ph¼ng quy chiÕu ®· chän tr−íc ( mÆt ph¼ng c¬ së ). Nãi c¸ch kh¸c chuyÓn ®éng 

song ph¼ng lµ chuyÓn ®éng cña vËt khi mçi ®iÓm cña nã trong qu¸ tr×nh chuyÓn 

®éng cã kho¶ng c¸ch ®Õn mÆt ph¼ng c¬ së lµ kh«ng ®æi . 

Trong kü thuËt cã nhiÒu chi tiÕt m¸y chuyÓn ®éng song ph¼ng nh− b¸nh 

xe l¨n trªn mét ®−êng th¼ng, thanh biªn trong c¬ cÊu biªn tay quay, rßng räc 

®éng ..v..v... 

a y

O

(s) 

π 

H×nh 8.1 

ϕ
A

xA 

y1 

y

O

b

M  

.XÐt vËt r¾n A chuyÓn ®éng song 

ph¼ng cã mÆt ph¼ng c¬ së  π (h×nh 8.1 ) 

§−êng  th¼ng ab thuéc vËt vu«ng gãc 

víi mÆt ph¼ng c¬ së, sÏ thùc hiÖn chuyÓn 

®éng tÞnh tiÕn. Mäi ®iÓm n»m trªn ®−êng 

th¼ng nµy cã chuyÓn ®éng nh− nhau vµ ®−îc 

®Æc tr−ng bëi chuyÓn ®éng cña ®iÓm M n¨m 

trªn ab. NÕu xem vËt lµ tËp hîp v« sè c¸c 

®−êng ab nh− vËy suy ra chuyÓn ®éng cña 

vËt ®−îc ®Æc tr−ng bëi tiÕt diÖn S trªn mÆt 

ph¼ng oxy. M« h×nh bµi to¸n chuyÓn ®éng 

song ph¼ng cña vËt r¾n ®−îc ®−a vÒ nghiªn 

cøu chuyÓn ®éng cña mét tiÕt diÖn (S) trong 

mÆt ph¼ng oxy cña nã (h×nh 8.2) gäi t¾t lµ H×nh 8-2
'

x

x

B
(S)

x1 
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chuyÓn ®éng ph¼ng cña tiÕt diÖn S. 

VÞ trÝ cña tiÕt diÖn (S) trong mÆt ph¼ng oxy ®−îc x¸c ®Þnh khi ta biÕt ®−îc 

vÞ trÝ cña mét ®o¹n th¼ng AB thuéc tiÕt diÖn (S). 

XÐt chuyÓn ®éng cña tiÕt diÖn (S) tõ 

vÞ trÝ (1) x¸c ®Þnh bëi vÞ trÝ ®o¹n th¼ng A1B1 

®Õn vÞ trÝ (2) x¸c ®Þnh bëi vÞ trÝ cña ®o¹n 

th¼ng A2B2 ( h×nh 8.3).  

DÔ dµng thÊy r»ng ta cã thÓ thay thÕ 

chuyÓn ®éng cña tiÕt diÖn (S) b»ng hai 

chuyÓn ®éng c¬ b¶n sau :  

Cho tiÕt diÖn (S) chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn theo cùc A hay cùc B tõ vÞ trÝ A1B1 

®Õn vÞ trÝ  A'
1B2 hay A2B

'
1 . TiÕp theo ta quay tiÕt diÖn S quanh A2 hay B2 mét gãc 

ϕ1 hay ϕ2. V× A2B'1//A'1B2 nªn ë ®©y ϕ1 = ϕ2 = ϕ. 

Cã thÓ ®i ®Õn kÕt luËn ; chuyÓn ®éng cña tiÕt diÖn (S) trong mÆt ph¼ng cña 

nã (chuyÓn ®éng song ph¼ng ) lu«n lu«n cã thÓ ph©n tÝch thµnh hai chuyÓn ®éng: 

tÞnh tiÕn theo mét t©m cùc vµ chuyÓn ®éng quay quanh t©m cùc ®ã. ChuyÓn ®éng 

tÞnh tiÕn phô thuéc vµo t©m cùc nh−ng chuyÓn ®éng quay kh«ng phô thuéc vµo 

t©m cùc. Nh− vËy chuyÓn ®éng song ph¼ng chÝnh lµ chuyÓn ®éng tæng hîp cña 

vËt r¾n khi nã ®ång thêi tham gia hai chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc cã 

ph−¬ng kh«ng ®æi vµ tÞnh tiÕn theo ph−¬ng vu«ng gãc víi trôc quay. 

8.1.2. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng, vËn tèc vµ gia tèc cña vËt . 

XÐt tiÕt diÖn (S) chuyÓn ®éng trong 

mÆt ph¼ng oxy chøa nã. NÕu chän A lµ t©m 

cùc vµ dùng ®o¹n th¼ng AB trªn tiÕt diÖn ta 

sÏ thÊy vÞ trÝ cña tiÕt diÖn (S) trong mÆt ph¼ng 

oxy sÏ ®−îc x¸c ®Þnh nÕu ta biÕt vÞ trÝ cña cùc 

A vµ ph−¬ng cña AB so víi trôc ox. Nãi kh¸c 

®i, th«ng sè ®Þnh vÞ cña tiÕt diÖn (S) trong 

mÆt ph¼ng oxy lµ xA, yA, vµ ϕ (h×nh 8.4). 

A1 

B1 

(S)

A2 

B2 

B'1 

A'1 

ϕ2 ϕ1 

H×nh 8-3

x

ϕ

B (S)

A

xA 

y

O

yA 

H×nh 8-4
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Trong thêi gian chuyÓn ®éng c¸c th«ng sè nµy biÕn ®æi theo thêi gian ta 

cã :  

xA = xA(t) 

yA = yA(t)        (8.1) 

ϕ = ϕ(t) 

BiÕt quy luËt biÕn ®æi (8.1) ta cã thÓ x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña tiÕt diÖn (S) ë bÊt 

kü thêi ®iÓm nµo. C¸c ph−¬ng tr×nh (8.1) lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña tiÕt 

diÖn ph¼ng (S) trong mÆt ph¼ng cña nã (ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng song ph¼ng ). 

Tõ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng (8.1) ta thÊy vËn tèc vµ gia tèc cña vËt ®−îc 

biÓu diÔn bëi hai thµnh phÇn : vËn tèc vµ gia tèc trong chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn theo 

t©m cùc A lµ : AA w,v rr
. VËn tèc gãc vµ gia tèc gãc cña tiÕt diÖn trong chuyÓn 

®éng quay quanh t©m cùc A lµ ω, ε. 

V× chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn phu thuéc t©m cùc A nªn vËn tèc vµ gia tèc trong 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn phô thuéc vµo t©m cùc A. Ta cã : 

Ai2A1A vvv rrr
≠≠  

Ai2A1A www rrr
≠≠  

π
S 

A

O 

ε 

ω 

ChuyÓn ®éng quay kh«ng phô thuéc vµo 

t©m A nªn cã : 

ωA1 = ωA2 = ωAi = ω 

H×nh 8.5 εA1 = εA2 = εAi = ε 

VËn tèc gãc ω vµ gia tèc gãc ε cã thÓ biÓn diÔn b»ng vÐc t¬ vu«ng gãc víi 

tiÕt diÖn (S) nh− h×nh( 8.5) . Khi hai vÐc t¬ nµy cïng chiÒu ta cã chuyÓn ®éng 

quay nhanh dÇn vµ nÕu chóng  ng−îc chiÒu cã chuyÓn ®éng quay chËm dÇn. 
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8.2. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng, vËn tèc vµ gia tèc cña ®iÓm 
Trªn vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng 

8.2.1. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng  

XÐt ®iÓm M bÊt kú trªn tiÕt diÖn. Gi¶ thiÕt chän t©m cùc A cã to¹ ®é xAyA 

(h×nh 8-6). 

M 
r' 

rA 

r
A ϕ 

O
x

yKý hiÖu gãc hîp gi÷a AM víi ph−¬ng 

ox lµ ϕ vµ kho¶ng c¸ch AM = b.To¹ ®é cña 

®iÓm M trong chuyÓn ®éng tuyÖt ®èi so víi hÖ 

quy chiÕu oxy cã thÓ x¸c ®Þnh : 

xM = xA +b.cosϕ ; 
H×nh 8.6 

yM =yA + b.sinϕ ; 

C¸c th«ng sè xA, yA vµ ϕ lµ c¸c hµm cña tthêi gian, nghÜa lµ : 

xA = xA(t)  yA = yA(t)   ϕ = ϕ(t) 

Do ®ã xM, yM còng lµ hµm cña thêi gian . Ta cã :  

xM =xM(t) = xA (t)+b.cosϕ(t) ; 

yM =yM(t)=yA (t)+ b.sinϕ (t);      (8.2) 

(8.2) lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M. 

Còng cã thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®iÓm M d−íi d¹ng 

vÐc t¬. Trªn h×nh 8-6 cã  : r =r(t)=rA + r'    (8.2a) 

ë ®©y  r' =AM cã ®é lín kh«ng ®æi b»ng b, vµ quay quanh trôc A víi vËn 

tèc gãc lµ ω. 

8.2.2. C¸c ®Þnh lý vËn tèc cña ®iÓm 

8.2.2.1. C¸c ®Þnh lý vËn tèc cña ®iÓm trªn vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng 

§Þnh lý 8-1: VËn tèc cña mét ®iÓm bÊt kú trªn tiÕt diÖn chuyÓn ®éng song 

ph¼ng b»ng tæng h×nh häc cña vËn tèc t©m cùc A vµ vËn tèc gãc cña ®iÓm ®ã 

trong chuyÓn ®éng cña tiÕt diÖn quay quanh trôc A víi vËn tèc gãc ω. Ta cã :  
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MAAM vvv rrr
+= . 

Chøng minh ®Þnh lý : Tõ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng (8-2a) ta cã : 

dt
'rd

dt
rd

dt
rdv A

M

rrr
r

+== . 

Thay AMv
dt

'rd;v
dt
rd

MAA
A ×ω===

rr
r

r
r

 

Ta sÏ cã MAAM vvv rrr
+= , ®Þnh lý ®−îc chøng minh. CÇn chó ý vÐc t¬ vËn 

tèc cña ®iÓm M quay quanh A ký hiÖu lµ AMvr  cã ph−¬ng vu«ng gãc víi AM, cã 

chiÒu h−íng theo chiÒu quay  cña vËn tèc ω (h×nh 8-6). 

§Þnh lý 8-2 : §Þnh lý vÒ h×nh chiÕu vËn tèc hai ®iÓm 

Trong chuyÓn ®éng song  ph¼ng cña tiÕt diÖn S (chuyÓn ®éng song ph¼ng) 

h×nh chiÕu vËn tèc cña hai ®iÓm bÊt kú trªn tiÕt diÖn lªn ph−¬ng nèi hai ®iÓm ®ã 

lu«n lu«n b»ng nhau. 

( ) ( )
ABBABA vv rr

=  

Chøng minh ®Þnh lý : Theo ®Þnh lý 8-1, nÕu chän A lµm t©m cùc th× vËn 

tèc ®iÓm B x¸c ®Þnh theo biÓu thøc : 

BAAB vvv rrr
+=  víi  vu«ng gãc 

AB. ChiÕu biÓu thøc trªn lªn ph−¬ng AB ta 

cã : ( )

BAvr

( ) ( )ABBAABAABB vvv rrr
+= . Trong ®ã : 

( ) 0v ABBA =
r

 v× ABvBA⊥
r

. A 

vB 

vBA

α
vA vA β

α 
90 

B ba

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 
H×nh 8.7Ta cã thÓ minh häa ®Þnh lý trªn b»ng 

h×nh vÏ( 8-7). Trªn h×nh vÏ ta cã : 

Aa = Bb hay vAcosα = vBcosβ. 

8.2.2.2. T©m vËn tèc tøc thêi - X¸c ®Þnh vËn tèc cña ®iÓm trªn tiÕt diÖn 

chuyÓn ®éng ph¼ng theo t©m vËn tèc tøc thêi 

- T©m vËn tèc tøc thêi lµ ®iÓm thuéc tiÕt diÖn cã vËn tèc tøc thêi 
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b»ng kh«ng. NÕu gäi P lµ t©m vËn tèc tøc thêi th× : vP = 0.  

§Þnh lý 8-3 : Trong chuyÓn ®éng song ph¼ng cña vËt r¾n t¹i mçi thêi 

®iÓm lu«n lu«n tån t¹i mét vµ chØ mét t©m vËn tèc tøc thêi. 

Chøng minh ®Þnh lý :  

XÐt tiÕt diÖn (S) chuyÓn ®éng ph¼ng víi vËn tèc cña t©m cùc A lµ Avr  vµ 

vËn tèc gãc trong chuyÓn ®éng quay lµ ω . Quay vÐc t¬ V  ®i mét gãc b»ng 90  

theo chiÒu quay cña ω ta sÏ dùng ®−îc tia 

. Trªn tia lÊy mét ®iÓm P c¸ch A mét 

®o¹n 

∆ ∆

ω
= AvAP  (h×nh 8.8) 

Theo biÓu thøc (8-2) ta cã  : 

. ë ®©y PAAP vvv rrr
+=

ω
ω=ω= A

PA
vPA.v  

= vA. ∆ 

vA 
A

d

(S)

ωA 

vA P
vPA

Ph−¬ng cña PAvr  vu«ng gãc víi AP 

h−íng theo chiÒu quay vßng cña ω nghÜa lµ PAvr  cã ®é lín b»ng víi ®é lín cña 

vA, cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu víi Avr . 

H×nh 8.8

Thay vµo biÓu thøc tÝnh Pvr  ta ®−îc vP = vA - vA = 0 chÝnh lµ t©m vËn tèc 

tøc thêi. 

Chøng minh tÝnh duy nhÊt cña t©m vËn tèc tøc thêi : 

Gi¶ thiÕt t¹i thêi ®iÓm trªn vËt cã hai t©m vËn tèc tøc thêi P1 vµ P2 víi vP1 = 

0 vµ vP2 = 0. 

Theo ®Þnh lý 8-1 ta cã : 1P2P1P2P vvv rrr
+=  hay 1P2Pv00 r

+= . 

Thay vP2P1 = ω . P2P1 ta thÊy vP2P1 = 0 khi ω = 0 hoÆc P2P1 = 0. V× vËt 

chuyÓn ®éng song ph¼ng nªn 0≠ω  vËy chØ cã thÓ P2P1 = 0. §iÒu nµy cã nghÜa 

P1    trïng víi P2. Kh«ng thÓ cã hai t©m vËn tèc tøc thêi kh¸c nhau cïng tån t¹i ë 

mét thêi ®iÓm. 
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- X¸c ®Þnh vËn tèc trªn vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng theo t©m vËn tèc tøc 

thêi P. 

XÐt vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng cã vËn tèc gãc ω vµ t©m vËn tèc tøc thêi 

P. Theo biÓu thøc (8-2) nÕu lÊy P lµm t©m cùc ta viÕt biÓu thøc vËn tèc cña ®iÓm 

M nh− sau :  

900

900 

(S)

vB 

B

vA A

a
b ωP

MPPM vvv rrr
+=  

Thay vP = 0 ta cã : MPM vv rr
=  

Nh− vËy vËn tèc tøc thêi cña ®iÓm M ®−îc 

tÝnh nh− vËn tèc cña ®iÓm M trong chuyÓn ®éng cña 

vËt quay tøc thêi quanh t©m vËn tèc tøc thêi P. H×nh 8.9

Mvr  cã ph−¬ng vu«ng gãc víi PM, h−íng 

theo chiÒu quay vßng cña ω quanh P, cã ®é lín vM =PM . ω 

Ta cã kÕt luËn : vËn tèc cña ®iÓm bÊt kú trªn vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng 

lu«n lu«n h−íng vu«ng gãc vµ tû lÖ thuËn víi kho¶ng c¸ch tõ t©m vËn tèc tøc 

thêi ®Õn ®iÓm. Quy luËt ph©n bè vËn tèc c¸c ®iÓm biÓu diÔn trªn h×nh ( 8-9.). 

Trong thùc hµnh cã thÓ x¸c ®Þnh t©m vËn tèc tøc thêi P theo mét sè tr−êng hîp 

sau : 

Tr−êng hîp 1 : VËt chuyÓn ®éng l¨n kh«ng tr−ît trªn mét ®−êng th¼ng 

hay ®−êng cong ph¼ng  cè ® Þnh (h×nh 8-10a) cã thÓ x¸c ®Þnh ngay ®iÓm tiÕp xóc 

chÝnh lµ t©m vËn tèc tøc thêi v× r»ng ®iÓm ®ã cã vËn tèc b»ng kh«ng. 

Tr−êng hîp 2: Khi biÕt ph−¬ng vËn tèc hai ®iÓm hay quü ®¹o chuyÓn ®éng 

cña hai ®iÓm trªn vËt chuyÓn ®éng song ph¼ng th× t©m vËn tèc tøc thêi lµ giao 

®iÓm cña hai ®−êng th¼ng kÎ vu«ng gãc víi hai ph−¬ng vËn tèc hay hai ph−¬ng 

tiÕp tuyÕn cña quü ®¹o t¹i hai ®iÓm ®ã (h×nh 8-10b). Trong tr−êng hîp nµy nÕu 

hai ®−êng ®ã song song víi nhau cã nghÜa t©m P ë xa v« cïng, ta nãi vËt tøc thêi 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn (h×nh 8-10b). 

Tr−êng hîp 3: Khi biÕt ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu vËn tèc hai ®iÓm n»m trªn 

cïng mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi vËn tèc hai ®iÓm ®ã (h×nh 8-10c), t©m P lµ 
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giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng ®i qua hai mót vÐc t¬ vËn tèc vµ ®−êng th¼ng ®i qua 

hai ®iÓm ®ã. 

 

c)

vA 

P

B
A

vB 
 

 

 b)

vB 

P

vA 

P ∞

vA 

vB 

P

S vA 

P

A

B
vB 

a)
 H×nh 8.10

ThÝ dô 8.1: C¬ cÊu ph¼ng biÓu diÔn trªn h×nh (8-11) cã vËn tèc BA v,v rr
 cña 

hai con tr−ît A vµ B ®· biÕt. X¸c ®Þnh vËn tèc cña khíp C. 

Bµi gi¶i:  

Khi c¬ cÊu ho¹t ®éng th× c¸c thanh biªn 

AC vµ BC chuyÓn ®éng song ph¼ng. §Ó x¸c 

®Þnh vËn tèc cña ®iÓm C ta ¸p dông ®Þnh lý h×nh 

chiÕu vËn tèc cho thanh AC vµ BC. V× vA vµ vB 

®· biÕt nªn dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc h×nh chiÕu 

cña chóng lªn ph−¬ng AC vµ BC lµ Aa  vµ Bb . 

T¹i C kÐo dµi c¸c ®o¹n th¼ng AC vµ BC, Trªn 

®ã lÊy c¸c ®iÓm C1, C2 víi CC1 = Aa, CC2 = Bb. 

C¸c ®o¹n nµy lµ h×nh chiªó cña VC lªn hai ph−¬ng AC vµ BC. Ta vÏ tø gi¸c 

vu«ng gãc t¹i C1 vµ C2 (h×nh 8-11) ®−êng chÐo CC' cña tø gi¸c ®ã chÝnh lµ vËn 

tèc VC. 

A

K 

C 
C1C2

ba

vA
vB B

H×nh  8.11 

B

A
O

2 

H×nh  8.12

vc

ThÝ dô 8-2 : Tay quay OA 

quay quanh trôc O víi vËn tèc gãc 

kh«ng ®æi n =60 vßng / phót vµ 

dÉn ®éng cho thanh biªn AB g¾n 

víi b¸nh xe 2 (h×nh 8-12). B¸nh xe 

2 truyÒn chuyÓn ®éng cho b¸nh xe 

1
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1 kh«ng g¾n víi tay quay OA nh−ng quay quanh trôc O. 

X¸c ®Þnh vËn tèc con tr−ît B; VËn tèc gãc cña b¸nh xe 1 t¹i thêi ®iÓm khi 

tay quay OA song song vµ vu«ng gãc víi ph−¬ng ngang. 

Cho biÕt c¬ cÊu cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng vµ r1 = 50 cm ; r2 = 20 cm; 

AB = 130 cm. 

Bµi gi¶i :

C¬ cÊu cã 5 kh©u : b¸nh xe 1 chuyÓn ®éng quay quanh trôc O; con tr−ît B 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn theo ph−¬ng ngang; Thanh AB chuyÓn ®éng song song 

ph¼ng; B¸nh xe 2 chuyÓn ®éng song ph¼ng; tay quay OA chuyÓn ®éng quay 

quanh O. 

1) XÐt tr−êng hîp tay quay OA ë vÞ trÝ song song víi ph−¬ng ngang (h×nh 

8-12a). 

VËn tèc gãc thanh OA lµ : s/12
30
60

30
n

π=
π

=
π

=ω . 

VËn tèc ®iÓm A : vA =OA . ω = 2π . (r1 - r2) = 60π = 188,5 cm / s. 

Trªn thanh AB cã ph−¬ng vËn tèc hai ®iÓm A vµ B ®· biÕt nªn x¸c ®Þnh 

®−îc t©m vËn tèc tøc thêi P1 (h×nh 8-12a). 

Bb)

A

O

I
vB

PAB

CvC

vA
II

Ba) 

vA

ωI 
III 

O 
A

ω2 

vC 

P2 
C

H×nh 8.12

 

 



 -108-

Tõ h×nh vÏ x¸c ®Þnh ®−îc : 

 P2B = r1 = 50cm  

 cm12050130BPABAP 222
AB

2
2 =+=−=  

 P2C = PAB - r2 = 120 - 20 = 100cm 

X¸c ®Þnh vËn tèc cña c¸c ®iÓm A, B, C theo t©m vËn tèc tøc thêi P2 vµ vËn 

tèc ω1 cña thanh AB ta cã ; 

 VA = ω2 . P2A; 

 VB = ω2 . P2B; 

 Vc = ω2.  P2C; 

Trong ®ã : )s/1(
2120

60
AP

V

2

A
2

π
=

π
==ω  

Thay vµo c¸c biÓu thøc cña VB vµ VC ta cã : 

 )s/cm(2550.
2

VB π=
π

=  

 )s/cm(50100.
2

VC π=
π

=  

V× b¸nh xe 2 ¨n khíp víi b¸nh xe 1 nªn vËn tèc ®iÓm C cßn cã thÓ x¸c 

®Þnh theo c«ng thøc : 

VC = ω1 . r1   suy ra : π==ω
1

C
1 r

V
 (1/s) 

2) Tay quay OA ë vÞ trÝ th¼ng ®øng (h×nh 8-12b). 

T¹i vÞ trÝ nµy vËn tèc hai ®iÓm A vµ B song song víi nhau v× thÕ theo ®Þnh 

lý h×nh chiÕu ta cã : VAcosα = VBcosα suy ra BA VV
rr

= . Thanh AB tøc thêi 

chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn. Mäi ®iÓm trªn nã vµ b¸nh xe 2 g¾n víi nã cã chuyÓn 

®éng nh− nhau. Ta cã : 
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)s/cm(5,188
50
60VVV ACB =
π

=== . 

Ph−¬ng chiÒu cña c¸c vËn tèc biÓu diÔn trªn h×nh vÏ . 

VËn tèc gãc cña b¸nh xe 1 dÔ dµng t×m ®−îc : 

ωr = π=
π

=
5
6

50
60

r
v

1

c  (rad/s) 

ThÝ dô 8-3: tay quay OA quay quanh O víi vËn tèc gãc ωoA, truyÒn 

chuyÓn ®éng cho b¸nh r¨ng I ¨n khíp víi b¸nh r¨ng II cè ®Þnh. Hai b¸nh r¨ng cã 

b¸n kÝnh nh− nhau vµ b»ng R. Thanh truyÒn BD cã ®Çu B liªn kÕt víi b¸nh xe I 

b»ng khíp b¶n lÒ cßn ®Çu D nèi 

b»ng khíp b¶n lÒ víi tay quay CD       

(h×nh 8-13). 

X¸c ®Þnh vËn tèc gãc cña 

thanh truyÒn BD t¹i thêi ®iÓm cã 

gãc BDC = 450. Cho BD = 1 (cm). 

P1

C
vB

450 

B

A

vA

I
II

O
P

P

450 

900 

450 

900 

D

 Bµi gi¶i : 

Trong c¬ cÊu b¸nh r¨ng I vµ 

thanh truyÒn BD  chuyÓn ®éng song 

ph¼ng. B¸nh r¨ng 1 cã t©m vËn tèc 

tøc thêi P. VËn tèc ®iÓm A ®−îc 

tÝnh nh− sau : 

H×nh  8.13 

 VA=ωOA . 2R. 

AV
r

 h−íng vu«ng gãc víi OA theo chiÒu quay vßng cña ωOA. Suy ra vËn 

tèc gãc cña b¸nh r¨ng 1 : 

 OA
OAA

1 2
R
.R2

R
V

ω=
ω

==ω . 

VËn tèc ®iÓm B cã ®é lín : 
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 OA1B R22.R21.PBV ω=ω=ω= . 

VB Cã ph−¬ng vu«ng gãc víi víi PB cã chiÒu theo chiÒu quay cña b¸nh 

r¨ng 1 quanh P (h×nh vÏ 8-13). 

Thanh BD chuyÓn ®éng song ph¼ng, §Çu B cã vËn tèc ®· x¸c ®Þnh, ®Çu D 

cã ph−¬ng vËn tèc vu«ng gãc víi CD do ®ã nhËn ®−îc t©m vËn tèc thøc thêi P1 

nh− trªn h×nh vÏ . 

Trªn h×nh ta cã .
2
21BP1 =  VËn tèc ®iÓm B  ®−îc x¸c ®Þnh theo P1: 

 VB = P1.B.ωBD  suy ra : OA
1

B
BD 1

R.4
BP

V
ω==ω  

ChiÒu quay cña ωBD nh− h×nh vÏ. 

8.2.3. Gia tèc cña ®iÓm  

8.2.3.1. §Þnh lý 8-3 : Gia tèc cña ®iÓm M bÊt kú thuéc tiÕt diÖn (S) 

chuyÓn ®éng song ph¼ng, b»ng tæng h×nh häc gia tèc cña t©m cùc A vµ gia tèc 

cña ®iÓm M trong chuyÓn ®éng cña tiÕt diÖn quay quanh A (h×nh 8-14). 

 MAAM www rrr
+=       (8-4) 

Trong ®ã : n
MAMAMA www rrr

+= τ  

Víi : Wτ
MA = ε.AM    vµ   Wn

MA = ω2.AM 

Chøng minh ®Þnh lý : 

§¹o hµm bËc hai theo thêi gian ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng (8-2) ta cã : 

 2

2

2
A

2

2

2

M dt
'rd

dt
rd

dt
rdw

rrr
r

+==  

Thay A2
A

2

w
dt

rd r
r

=  cßn ( ) MA2

2

wAM
dt
d

dt
'rd rr
r

=×ω=  

 MAMA VAMAM
dt
dAM

dt
dw

rrr
r

+×ε=×ω+×
ω

=  



 -111-

Víi chó ý AM  cã ®é lín kh«ng ®æi nªn ( ) MAVAMAM
dt
d rr

=×ω=  

Ta cã : MAAM VAMww
rrrrr

×ω+×ε+=  

AM×ε
r

 lµ gia tèc ph¸p tuyÕn cña M trong chuyÓn ®éng cña (S) quay 

quanh A. 

MAV
rr

×ω  lµ gia tèc ph¸p tuyÕn cña M trong chuyÓn ®éng cña (S) quay 

quanh A. Ta ®· chøng minh ®−îc : 

n
MAMAAM wwww rrrr

++= τ  

V× c¸c vÐc t¬ ω cã ph−¬ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng cña tiÕt diÖn nghÜa lµ 

vu«ng gãc víi AM vµ  nªn dÔ dµng t×m ®−îc : MAV
r

 WMA
τ = AM . ε  cßn WMA

n = AM . ω2

Suy ra : 42
MA .AMw ω+ε=  

VÐc t¬  cã ph−¬ng hîp víi AM mét gãc µ víi MAwr 2tg
ω
ε

=µ  (h×nh 8.14). 

8.2.3.2. T©m gia tèc tøc thêi 
 

§iÓm trªn tiÕt diÖn cã gia tèc tøc thêi b»ng kh«ng gäi lµ t©m gia tèc tøc 

thêi. Ký hiÖu t©m gia tèc tøc thêi lµ J . Ta cã : Wj = 0. 

§Þnh lý 8-4 :  

T¹i mçi thêi ®iÓm trªn tiÕt diÖn chuyÓn ®éng song ph¼ng lu«n tån t¹i mét 

vµ chØ mét t©m gia tèc tøc thêi J. 

Chøng minh tÝnh tån t¹i cña t©m gia tèc tøc thêi : gi¶ thiÕt tiÕt diÖn chuyÓn 

®éng song ph¼ng víi vËn tèc gãc vµ gia tèc gãc lµ ω vµ ε. Trªn tiÕt diÖn cã ®iÓm 

A biÕt gia tèc WA (h×nh 8-15). Xoay WA theo chiÒu quay cña ε quanh A ®i mét 

gãc µ víi 2tg
ω
ε

=µ . Dùng nöa ®−êng th¼ng Ax theo ph−¬ng ®ã.vµ lÊy trªn Ax 
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mét ®iÓm J c¸ch A mét ®o¹n 
42

AwAJ
ω+ε

= . 

§iÓm J ®ã cã gia tèc : 

 JAAJ www rrr
+=  

Trong ®ã WJA cã ®é lín b»ng 42
JA .AJw ω+ε= .' 

Thay 
42

AwAJ
ω+ε

= . Ta ®−îc : A42

42
A

JA www =
ω+ε

ω+ε
= . 

JAwr hîp víi AJ mét gãc µ víi 2tg
ω
ε

=µ  h−íng theo chiÒu quay cña ε 

quanh A. Nh− trªn h×nh vÏ (8-15) ta thÊy hai vÐc t¬ gia tèc  vµ  cã ®é lín 

b»ng nhau song song vµ ng−îc chiÒu do ®ã : 

Awr JAwr

 0www JAAJ =+=
rrr

 

ε

wA 

B

J 

µ

Cµ

wB 
wC 

A

x 

wA 

µ

wM

wA J

x

µ

ω
A
ε

 

 

 

 

M 

wM wA 

ϕ
wMwA 

ω 

A 
ε 

H×nh  8.16H×nh  8.15H×nh  8.14 

§iÓm J chÝnh lµ t©m gia tèc tøc thêi cña tiÕt diÖn . 

TiÕp theo ta chøng minh tÝnh duy nhÊt cña t©m gia tèc tøc thêi J : gi¶ thiÕt 

t¹i thêi ®iÓm trªn tiÕt diÖn cã hai t©m gia tèc tøc thêi J1 vµ J2. 

Khi ®ã WJ1 = 0 vµ WJ2= 0. 

Theo biÓu thøc (4-8) ta cã thÓ viÕt : 

1J2J1J2J www rrr
+= . 

Thay WJ1 = 0 vµ WJ2= 0 vµo biÓu thøc trªn ta ®−îc WJ2J1= 0. 
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V× 42
121J2J JJw ω+ε=  trong ®ã   0≠ε  0≠ω  

nªn WJ2J1 chØ cã thÓ b»ng kh«ng khi J2J1 = 0 nghÜa lµ J2 trïng víi J1. 

Kh«ng thÓ cã hai t©m gia tèc cïng mét thêi ®iÓm trªn tiÕt diÖn chuyÓn ®éng 

ph¼ng. 

 NÕu trªn tiÕt diÖn cã mét t©m gia tèc tøc thêi J vµ chän J lµ t©m cùc th× 

gia tèc cña ®iÓm M trªn tiÕt diÖn cã thÓ x¸c ®Þnh theo biÓu thøc : 

MJJM www rrr
+= . 

V× wJ = 0 nªn cã thÓ viÕt : 

n
MJMJMJM wwww rrrr

+== τ . 

VÒ trÞ sè 42
M .MJw ω+ε=  cã ph−¬ng hîp víi MJ mét gãc µ víi 

2tg
ω
ε

=µ  theo chiÒu quay cña ε quanh J (h×nh 8-16). Nh− vËy ta nhËn thÊy gia 

tèc cña c¸c ®iÓm trªn tiÕt diÖn chuyÓn ®éng song ph¼ng lu«n lu«n hîp víi 

ph−¬ng nèi tõ ®iÓm ®Õn t©m gia tèc tøc thêi mét gãc µ cã ®é lín tû lÖ víi 

kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm ®Õn t©m gia tèc tøc thêi J. V× c¸c tÝnh chÊt ®ã quy luËt ph©n 

bè gia tèc c¸c ®iÓm trªn tiÕt diÖn biÓu diÔn nh− trªn h×nh (8-16). Còng tõ c¸c 

tÝnh chÊt trªn cã thÓ x¸c ®Þnh t©m gia tèc tøc thêi trong mét sè tr−êng hîp biÓu 

diÔn trªn c¸c h×nh (8-17), (8-18) , (8-19), (8-20), (8-21), (8-22). 

α
α

wA 

A
J B

wB 

H×nh  8.18

ε

α α 

wA 

wB 

A B
J

H×nh  8.17 

ε
ε

wA 

A
J

B

wB 

H×nh  8.19
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Trªn h×nh (8-17) vµ (8-18) khi 0<µ<900;0 0,0; 0,0 ≠ε≠ω  

Trªn h×nh (8-19) vµ (8-20) khi µ=900; 0,0 ≠ε≠ω  

Trªn h×nh (8-21) vµ (8-22) khi µ = 0; 0,0 =ε≠ω  

Trªn h×nh (8-23) BA ww rr
= . 

ThÝ dô 8-4 : B¸nh xe tÇu ho¶, b¸n kÝnh vµnh ngoµi R b¸n kÝnh vµnh l¨n lµ 

r l¨n kh«ng tr−ît trªn ray th¼ng. Cho biÕt vËn tèc vµ gia tèc  cña tÇu lµ Vc = 0,4 

m/s vµ WC = 0,2 m/s2. X¸c ®Þnh gia tèc 

cña c¸c ®iÓm M1, M2, M3, M4 trªn vµnh 

ngoµi cña b¸nh xe t¹i thêi ®iÓm ®ang 

xÐt nh− h×nh (8-23). BiÕt r = 40cm, R = 

50cm. 

Bµi gi¶i : 

B¸nh xe chuyÓn ®éng song 

ph¼ng ®· biÕt vËn tèc vµ gia tèc t©m C. 

Tr−íc hÕt x¸c ®Þnh vËn tèc gãc 

vµ gia tèc gãc cña b¸nh xe. 

w4 w

wτ
MC

M

ω

wC 

M3 

wn
MCwC 

wC M1 

w1 

wn
MC

wτ
MC

wC wτ
MC

wn
MC w2 

M2 ε

α 
wA 

J B

wB 
ε

H×nh  8.20 

wA A
J

B wB 

ε

H×nh  8.21

µ

µ
A

B

wA 

wB 

J --> ∞

H×nh  8.22

ε

 

Cã thÓ x¸c ®Þnh vËn tèc gãc theo 

vC. V× t©m vËn tèc tøc thêi lµ ®iÓm tiÕp xóc gi÷a b¸nh xe víi ®−ên

H×nh  8

).s/rad(1
4,0
4,0

r
v

PC
v CC ====ω  

Gia tèc gãc : 
C

wτ
MC

w3 
n

MC

4 wC 

g ray nªn cã : 

.23 
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)s/rad(59,0
4,0
2,0

r
w

dt
dv.

r
1

r
v

dt
d

dt
d 2CCC ====⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ω
=ε  

X¸c ®Þnh gia tèc c¸c ®iÓm M theo biÕu thøc : 

 n
MC

r
MCCM wwww rrrr

++=  ë ®©y nhËn t©m C lµ t©m cùc. 

C¸c vÐc t¬  cña c¸c ®iÓm cã trÞ sè nh− nhau, chØ kh¸c nhau vÒ 

ph−¬ng chiÒu. 

n
MC

r
MC w,w rr

VÒ ®é lín ta cã : WMC
τ = CM.ε = R.ε =0,5.0,5 = 0,25 m/s2; 

 WMC
n = CM.ω2 = R.ω2 = 0,5.12 = 0,5 m/s2; 

Ph−¬ng chiÒu c¸c vÐc t¬ nµy ë c¸c ®iÓm biÓu diÔn trªn h×nh vÏ. C¨n cø vµo 

h×nh vÏ vµ trÞ sè ®· thu ®−îc ta cã thÓ tÝnh gia tèc c¸c ®iÓm M1, M2, M3, M4 nh− 

sau :  

( ) ( ) 2222
MC

2n
MCC1 s/m74,025,05,02,0wwww =++=++= τ  

( ) ( ) 2222n
MC

2
MCC2 s/m67,05,025,02,0wwww =++=++= τ  

( ) ( ) 2222
MC

2
C

n
CM3 s/m39,025,02,05,0wwww =++=++= τ  

( ) ( ) 2222n
MC

2
CCM4 s/m50,05,02,025,0wwww =++=++= τ  

ThÝ dô 8-5 : Tay quay OA quay ®Òu víi vËn tèc gãc ωOA. T×m gia tèc cña 

con tr−ît B vµ gia tèc gãc cña thanh AB trªn c¬ 

cÊu h×nh vÏ (8-24). Cho biÕt t¹i thêi ®iÓm kh¶o 

s¸t gãc BOA = 900 ; ®é dµi OA = r ; AB = 1. 

B

wr A

vA 

vB wB 

l

J

ε

A

r

O

ω0 
Bµi gi¶i : 

T¹i vÞ trÝ kh¶o s¸t cã :vA  = vB

H×nh  8.24 Thanh AB tøc thêi chuyÓn ®éng tÞnh 

tiÕn: ωAB = 0 

Gia tèc ®iÓm A b»ng : WA = WA
n = rω0

2 cã ph−¬ng chiÒu h−íng tõ A vµo O. 
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Gia tèc ®iÓm B lu«n cã ph−¬ng n»m ngang. 

§Ó x¸c ®Þnh t©m gia tèc tøc thêi ta x¸c ®Þnh gãc µ: 

 ∞=
ω
ε

=µ 2tg   do ®ã  µ = 900

DÔ dµng t×m ®−îc t©m gia tèc tøc thêi cña thanh AB lµ giao ®iÓm cña hai 

®−êng th¼ng h¹ vu«ng gãc  víi ph−¬ng WA vµ WB t¹i A vµ B. 

V× ωAB = 0 nªn cã thÓ viÕt : WA=JA.εAB ;  WB =JB.εAB

Suy ra : ,
JB
w

JA
w BA =  

ë ®©y JB = r cßn  22 rlJA −=  nªn  22

22

2

B s/rad.
rl

rw ω
−

=  

Ph−¬ng cña  theo ph−¬ng ngang, chiÒu h−íng theo chiÒu quay vßng 

cña ε

Bwr

AB quanh J nh− h×nh vÏ. 

Tõ biÓu thøc :     WA = JA.εAB   suy ra 22

22
AA

AB s/rad.
rl

w
JA
w

ω
−

==ε  

Thay WA  = r.ω0
2 ta ®−îc : 22

22AB s/rad.
rl

r
ω

−
=ε  

ThÝ dô 8-6  : Cho c¬ cÊu gåm hai b¸nh r¨ng ¨n khíp víi nhau. B¸nh r¨ng 

1 b¸n kÝnh r1 = 0,3 m cè ®Þnh; B¸nh 

r¨ng 2 b¸n kÝnh r2 = 0,2 m l¨n trªn vµnh 

b¸nh r¨ng 1 vµ nhËn chuyÓn ®éng tõ 

tay quay OA quay víi vËn tèc gãc lµ 

ωOA vµ gia tèc gãc εOA (h×nh 8-25a). 

H×nh  8.25 

2

1

P

D

ε2 

ω2 
vA 

wAτ

wAn

ω
εO

y

xD
wAn

wAτ

wn
D

wτ
D

A

ω2 

ε2 

X¸c ®Þnh gia tèc ®iÓm D trªn 

vµnh b¸nh r¨ng 2 t¹i thêi ®iÓm cã ; 
b)a)

ωOA =1 rad/s2  

 vµ εOA = =4 rad/s2. 



 -117-

 Bµi gi¶i :  B¸nh r¨ng 2 chuyÓn ®éng song ph¼ng. VËn tèc vµ gia tèc cña 

t©m A ®−îc x¸c ®Þnh : 

vA = OA.ωOA = 0,5 m/s ; 

WA
τ = OA.εOA = -2 m/s2;   WA

n = OA.ω2 = 0,5 m/s2. 

Ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc vËn tèc gãc ω2 cña b¸nh r¨ng 2 : 

s/rad5,2
2,0
5,0

r
v

2

A
2 ===ω  

ChiÒu quay cña ω2 nh− h×nh vÏ (8-25). 

Gia tèc gãc ε2 cña b¸nh r¨ng 2 ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc : 

 2

2

aA
2

2
2 s/rad10

2,0
2

r
w

dt
dv.

r
l

dt
d

−=
−

===
ω

=ε
τ

 

§iÒu nµy chøng tá b¸nh r¨ng 2 chuyÓn ®éng chËm dÇn, chiÒu cña ε2 ng−îc 

chiÒu víi ω2. 

Gia tèc ®iÓm D cã thÓ viÕt :  

 n
DADA

n
AAD wwwww rrrrr

+++= ττ    (a) 

T¹i thêi ®iÓm kh¶o s¸t cã : 

 WDA
τ = DA.ε2 = r2ε2 = 0,2.(10) = 2 m/s2; 

 WDA
n = DA.ω2 = r2ω2

2 = 0,2.(2,5)2 = 1,25 m/s2. 

ChiÕu hai vÕ ®¼ng thøc (a) lªn hai trôc Dx vµ Dy (h×nh 8-25b) ta ®−îc : 

 WDx = WA
τ + WDA

n  = 2  + 1,25 = 3,25 m/s2; 

 WDy = WDA
τ - WA

n = 2 - 0,5 = 1,5  m/s2. 

Suy ra : 2222
Dy

2
DxD s/m58,35,125,3www ≈+=+=  
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Ch−¬ng 9 

ChuyÓn ®éng quay cña vËt r¾n quanh mét ®iÓm cè ®Þnh 

- chuyÓn ®éng tæng qu¸t cña vËt r¾n 

9.1. ChuyÓn ®éng quay cña vËt r¾n quanh mét ®iÓm cè ®Þnh 

9.1.1 §Þnh nghÜa 

ChuyÓn ®éng cña vËt r¾n cã mét ®iÓm lu«n lu«n cè ®Þnh ®−îc gäi lµ 

chuyÓn ®éng quay quanh mét ®iÓm cè ®Þnh 

ThÝ dô: Con quay t¹i chç, b¸nh 

xe «t« chuyÓn ®éng khi «t« l¸i trªn 

®−êng vßng; c¸nh qu¹t cña m¸y bay 

khi m¸y bay l−în vßng .v 

O 

ω 

∆ 

∆ 

ω
r

O 

M« h×nh nghiªn cøu vËt r¾n 

chuyÓn ®éng quay quanh mét ®iÓm  

cè ®Þnh  biÓu diÔn trªn    h×nh 9.1. 
H×nh 9 - 1 

9.1.2 Th«ng sè ®Þnh vÞ. 

VËt r¾n quay quanh mét ®iÓm cè 

®Þnh cã thÓ biÓu diÔn b»ng tiÕt diÖn( S) 

cña vËt quay quanh ®iÓm O ( h×nh 9.2 ). 

TiÕt diÖn nµy kh«ng ®i qua ®iÓm cè ®Þnh 

O vµ chuyÓn ®éng trong hÖ to¹ ®é cè 

®Þnh Oxyz. §Ó x¸c ®Þnh th«ng sè ®Þnh vÞ 

cña vËt ta dùng trôc oz, vu«ng gãc víi 

tiÕt diÖn (S). Dùng  mÆt ph¼ng π chøa hai 

trôc oz vµ oz1 . MÆt  ph¼ng  nµy  c¾t   mÆt 

ph¼ng oxy theo  ®−êng OD. VÏ ®−êng 

th¼ng  ON vu«ng  gãc  víi  mÆt  

0

y

1

y

x 1 
x

N

N

Π

ψ ϕ

θ

H×nh 9-2 

1
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ph¼ng π  khi ®ã cã gãc DON = 
2
π

. §−êng ON n»m trong mÆt ph¼ng Oxy 

vµ gäi lµ ®−êng mót. 

 §Ó   x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña vËt trong hÖ to¹ ®é   oxyz tr−íc hÕt ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc vÞ 

trÝ cña trôc oz1, nghÜa lµ ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc c¸c gãc θ vµ α. TiÕp theo ph¶i x¸c 

®Þnh ®−îc vÞ trÝ cña  vËt so víi  trôc oz1  nghÜa lµ ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc vÞ trÝ cña nã 

so víi mÆt ph¼ng ONz1, nhê gãc ϕ= NIA. Nh− vËy ta cã thÓ chän ba gãc ϕ, α vµ 

θ lµ ba th«ng sè ®Þnh vÞ cña vËt., ë ®©y gãc α cßn cã thÓ thay thÕ b»ng gãc ψ = 

α−
π
2

. 

Ba gãc ϕ, ψ, θ gäi lµ 3 gãc ¥le. 

Gãc ϕ gäi lµ gãc quay riªng; gãc ψ gäi lµ gãc tiÕn ®éng vµ gãc θ gäi lµ 

gãc ch−¬ng ®éng. 

9.1.2.2. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng 

Trong qóa tr×nh chuyÓn ®éng cña vËt c¸c gãc ¬le thay ®æi theo thêi gian v× 

thÕ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña vËt r¾n quay quanh mét ®iÓm cè ®Þnh cã 

d¹ng: 

ϕ= ϕ (t). 

ψ= ψ(t).                                      (9.1 ) 

θ= θ( t). 

C¨n cø vµo kÕt qu¶ trªn cã thÓ ph¸t biÓu c¸c hÖ qu¶ vÒ sù  tæng hîp vµ 

ph©n tÝch chuyÓn ®éng cña vËt r¾n quay quanh mét ®iÓm cè ®Þnh nh− sau: 

HÖ qu¶ 9. 1: ChuyÓn ®éng cña vËt r¾n quay quanh 1 ®iÓm cè ®Þnh bao giê 

còng cã thÓ ph©n tÝch thµnh ba chuyÓn ®éng quay thµnh phÇn quanh ba trôc giao 

nhau t¹i ®iÓm cè ®Þnh O. C¸c chuyÓn ®éng ®ã lµ: chuyÓn ®éng quau riªng quanh 

trôc Oz1 víi ph−¬ng tr×nh ϕ = ϕ( t); ChuyÓn ®éng quay ch−¬ng ®éng quanh trôc 

ON víi ph−¬ng tr×nh θ = θ( t) vµ chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng quanh trôc Oz víi 
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ph−¬ng tr×nh ψ = ψ(t). 

HÖ qu¶ 9.2: Tæng hîp hai hay nhiÒu chuyÓn ®éng quay quanh c¸c trôc 

giao nhau t¹i mét ®iÓm lµ mét chuyÓn ®éng quay quanh  mét ®iÓm cè ®Þnh ®ã. 

9.1.2.3. VËn tèc gãc vµ gia tèc gãc cña vËt. 

- VËn tèc gãc. 

Gäi vËn tèc gãc cña c¸c chuyÓn ®éng quay riªng, quay tiÕn ®éng vµ quay 

ch−¬g ®éng lÇn l−ît lµ ϖ1, ϖ2 vµ ϖ3 ta cã: 

ϖ1=  ;    ϖϕ& 2=  ;      ϖψ& 3 =θ&  

Theo hÖ qu¶ 9.2 dÔ dµng suy ra vËn tèc gãc tæng hîp ϖ  cña vËt  

ϖ= ϖ1 + ϖ2 + ϖ3         (9.2).       

V× c¸c vect¬ ϖ1, ϖ2, ϖ3 thay ®æi theo thêi gian nªn ϖ còng  lµ vect¬ thay 

®æi theo thêi gian c¶ vÒ ®é lín lÉn ph−¬ng chiÒu. 

Nh− vËy vect¬ ϖ lµ 

vect¬ vËn tèc gãc tøc thêi 

T¹i mét thêi ®iÓm cã thÓ 

xem chuyÓn ®éng cña vËt 

r¾n quay quanh mét ®iÓm 

cè ®Þnh nh− lµ mét chuyÓn 

®éng quay tøc thêi víi vËn 

tèc gãc ϖ  quanh trôc quay 

tøc thêi ∆ ®i qua mét ®iÓm 

cè ®Þnh O.( h×nh 9.3). 

∆
ω

1 ω

θ

y

1

ω3

0

2ω
x

N

ψ

H×nh 9-3 - Gia tèc gãc: 

Gäi gia tèc gãc tuyÖt ®èi ε  cña vËt ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ®¹o hµm bËc nhÊt 

theo thêi gian cña vÐc t¬ ω  
r
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N

 ω=ω=ε
.

dt
d rr

 (9.3) ω

VÒ ph−¬ng diÖn h×nh häc cã thÓ x¸c ®Þnh 

vÐc t¬  nh− lµ vÐc t¬ vËn tèc cña ®iÓm ®Çu N 

vÐc t¬ vËn tèc gãc 

ε
r

ω  (h×nh 9.4). 

       XÐt tr−êng hîp ®Æc biÖt chuyÓn ®éng quay 

tiÕn ®éng ®Òu. 

ChuyÓn ®éng cña vËt r¾n quay quanh 1 

®iÓm cè ®Þnh cã chuyÓn ®éng quay riªng vµ chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng lµ ®Òu 

cßn chuyÓn ®éng quay ch−¬ng ®éng kh«ng cã , nghÜa lµ ϖ1 = const ; ϖ2 = const;   

ϖ3 = 0 

0 

ω 1 
ω2ε 

ε 

H×nh 9-4

         Tr−êng hîp ®Æc biÖt nµy gäi lµ chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng ®Òu. 

Trong tr−êng hîp chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng ®Òu vËn tèc gãc  ®−îc x¸c 

®Þnh: 

ϖ = ϖ1+ϖ2 = ϖr+ ϖe                                                         (9.4) 

Vµ gia tèc gãc: 

   ε = VN     víi N lµ ®iÓm mót cña ϖ. 

Nh−ng ë ®©y theo h×nh vÏ 9.4  h×nh b×nh hµnh vËn tèc gãc ®−îc g¾n víi 

mÆt ph¼ng π ( Oz vµ Oz1) vµ quay quanh Oz víi vËn tèc ϖ2( ϖe). 

Do ®ã : 

 VN= ϖe x ON = ϖe x ϖ = ϖe x ( ϖe x ϖr)  = ϖe x ϖr

nghÜa lµ trong tr−êng hîp chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng ®Òu th×: 

 ε = ϖe x ϖr = ϖ2 x ϖ                (9.5). 
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9.1.3. Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña mét ®iÓm trªn vËt 

9.1.3.1. Quü ®¹o chuyÓn ®éng cña ®iÓm 

Khi vËt chuyÓn ®éng, v× mäi ®iÓm cã kho¶ng c¸ch tíi ®iÓm O cè ®Þnh lµ 

kh«ng ®æi v× thÕ quü ®¹o cña chóng lu«n n»m trªn mét mÆt cÇu cã t©m lµ O vµ 

b¸n kÝnh b»ng kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm kh¶o s¸t tíi ®iÓm cè ®Þnh O. ChÝnh v× thÕ 

ng−êi ta cßn gäi chuyÓn ®éng quay cña mét vËt quanh mét ®iÓm cè ®Þnh lµ 

chuyÓn ®éng cÇu. 

9.1.3.2. VËn tèc cña ®iÓm 

XÐt ®iÓm M trªn vËt. T¹i mét thêi ®iÓm vËt cã chuyÓn ®éng quay tøc thêi 

víi vËn tèc gãc quanh trôc quay thøc 

thêi ∆ ®i qua O v× thÕ vËn tèc cña ®iÓm M 

cã thÓ x¸c ®Þnh theo biÓu thøc: 

ω
r

0 

∆ 

vM

ω 

h 

r 

Mα 

  =  ω  × MV
r r OM  (9.6) 

VÐc t¬  h−íng vu«ng gãc víi 

mÆt ph¼ng chøa trôc ∆ vµ ®iÓm M vµ cã 

®é lín V

MV
r

M =  ω.h. Trong ®ã h lµ kho¶ng 

c¸ch tõ ®iÓm kh¶o s¸t M ®Õn trôc quay 

tøc thêi ∆ (h×nh 9.5). 
H×nh 9-5 

9.1.3.3. Gia tèc cña ®iÓm 

Gia tèc cña ®iÓm M trªn vËt 

r¾n quay quanh mét ®iÓm cè ®Þnh 

®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

( )OM.
dt
dV

dt
dW MM ×ω==

r
 

H×nh 9-6 

0

∆ 

ω 

h 
r 

M 

α Wε
h1

Wω H

ε

= OM
dt
dOM

dt
d

×
ω

+×ω
r

r
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 = OMV M ×ε+×ω
rrr

 

§Æt MM WV ω=×ω
r

 vµ  MWOM ε=×ε
r

 

Cuèi cïng ta ®−îc : 

 MMM WWW εω +=  (9.7) 

Trong ®ã: MWω  h−íng tõ M vÒ H vµ cã ®é lín WωM = h.ω2; MWε h−íng 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng chøa vÐc t¬ ε
r

 vµ ®iÓm M cã ®é lín WεM = h1. ε. Víi h1 

lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M tíi vÐct¬ ε . 

Chó ý: VÒ h×nh thøc c¸c vÐc t¬  vµ gièng nh− gia tèc ph¸p 

tuyÕn 

MWω MWε

W nM vµ gia tèc tiÕp tuyÕn MWτ   cña ®iÓm M khi nã quay quanh trôc ∆ cè 

®Þnh nh−ng thùc chÊt lµ chóng kh¸c nhau v× ë ®©y hai vÐc t¬ ω  vµ  kh«ng 

trïng ph−¬ng nh− trong chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc cè ®Þnh. 

ε
r

ThÝ dô 9.1: Kh¶o s¸t 

chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng ®Òu 

cña con quay cã hai bËc tù do 

cho trªn h×nh vÏ (h×nh 9 -7). Cho 

biÕt chuyÓn ®éng quay t−¬ng ®èi 

cña con quay quanh trôc Oz, cã 

vËn tèc gãc 
s
1.200r π=ω  vµ 

chuyÓn ®éng quay kÐo theo cña 

trôc Oz1 quanh trôc Oz cã vËn 

tèc gãc ωC = 2 
S
1

π . Hai trôc Oz vµ Oz1 hîp víi nhau mét gãc α = 300. T×m vËn 

tèc gãc vµ gia tèc gãc cña con quay. 

1

rω

ω

eω

ε

α
0

H×nh 9-7 

Bµi gi¶i: 

ChuyÓn ®éng cña con quay lµ tæng hîp cña 2 chuyÓn ®æng t−¬ng ®èi vµ 

kÐo theo . Hai chuyÓn ®éng nµy lµ c¸c chuyÓn ®éng quay quanh hai trôc c¾t nhau 
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t¹i mét ®iÓm O cè ®Þnh. Nh− vËy chuyÓn ®éng cña con quay lµ chuyÓn ®éng 

quay quanh ®iÓm O cè ®Þnh. ë ®©y chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi víi vËn tèc gãc rω  lµ 

chuyÓn ®éng quay riªng ω
r

1 =  ω
r

r; cßn chuyÓn ®éng kÐo theo víi vËn tèc  ϖ  lµ 

chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng cßn ω 3 =0. Con quay thùc hiÖn chuyÓn ®éng quay 

tiÕn ®éng ®Òu . 

Theo (9.4) ta cã vËn tèc gãc tuyÖt ®èi ω  =  ω
r

r =  ω
r

e

VÐc t¬   ®−îc biÓu diÔn b¼ng ®−êng chÐo h×nh b×nh hµnh  mµ hai c¹nh lµ ω
r

ω r vµ ω e. 

V× ω r hîp víi ω e mét gãc 30 ®é do ®ã dÔ dµng t×m ®−îc: 

 ω2 = ωr
2 + ωe

2 + 2ωe.ωr.cos300

hay: ω = 0
re

2
e

2
r 30cos..2 ωω+ω+ω  

• Thay sè ta ®−îc ω = 202 π
S
1

. 

Gia tèc gãc tuyÖt ®èi ε  ®−îc x¸c ®Þnh theo (9.5). 

 reeN ONV ω×ω=×ω==ε
rr

 

         = ω e  × (ω e + ω r) = ω e × ω r

VÐc t¬ ε  h−íng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng Ozz1 nh− h×nh vÏ vµ cã gi¸ trÞ: 

ε = ωe.ωr sin300 = 200 π 2. 2S
1

 

ThÝ dô 9.2: Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng 

cña b¸nh xe «t« khi nã chuyÓn ®éng ®Òu 

trªn ®−êng trßn b¸n kÝnh R =10m. 

1

W

0

aω aε

∆

I

p Wε

P

Cho biÕt b¸n kÝnh b¸nh xe r = 0,5m; 

vËn tèc t©m b¸nh xe (vËn tèc «t«) lµ V0 =  

36 km/h. 

X¸c ®Þnh vËn tèc gãc, gia tèc gãc H×nh 9-8 
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tuyÖt ®èi cña b¸nh xe vµ vËn tèc, gia tèc cña ®iÓm P trªn vµnh b¸nh xe (h×nh 

9.8). 

Bµi gi¶i: 

ChuyÓn ®éng cña b¸nh xe ®−îc hîp thµnh tõ hai chuyÓn ®éng thµnh phÇn: 

ChuyÓn ®éng quay cña b¸nh xe quanh trôc Oz cña nã víi vËn tèc gãc ω 1 vµ 

chuyÓn ®éng cña trôc b¸nh xe Oz1 quay quanh trôc Oz th¼ng ®øng víi vËn tèc 

gãc ω 2. Hai trôc z vµ z1 giao nhau t¹i ®iÓm cè ®Þnh I v× thÕ cã thÓ nãi chuyÓn 

®«ng tæng hîp cña b¸nh xe lµ chuyÓn ®éng quay quanh mét ®iÓm I cè ®Þnh. 

Trong tr−êng hîp nµy ω 1 lµ vËn tèc gãc cña chuyÓn ®éng quay riªng, ω 2 lµ vËn 

tèc gãc cña chuyÓn ®éng quay tiÕn ®éng. ChuyÓn ®éng quay ch−¬ng ®éng cã 

vËn tèc b»ng kh«ng. 

- X¸c ®Þnh vËn tèc gãc tuyÖt ®èi  ω
r

 cña b¸nh xe. Theo c«ng thøc (9.2) ta 

cã: 

  ω  =  ω
r r

1 +  ω
r

2

V× hai trôc quay Iz vµ Iz1 lu«n lu«n vu«ng gãc do ®ã:  ω
r

1 vu«ng gãc  ω
r

2. 

MÆt kh¸c v× b¸nh xe l¨n kh«ng tr−ît trªn ®−êng nªn vËn tèc ®iÓm P lµ 

VP=0. 

Suy ra ®−êng IP chÝnh lµ trôc quay tøc thêi cña b¸nh xe. C¨n cø vµo h×nh 

vÏ x¸c ®Þnh ®−îc ω1 = ω2.cotgα. 

Trong ®ã: ω2 = 
R
V0  vµ tgα = 

R
r

. 

Vµ ω = 2
2

2
1 ω+ω  

Thay sè t×m ®−îc: ω1 = 20 (1/s), ω2 = 1 (1/s) vµ ω = 20 (1/s). 

ChuyÓn ®éng cña b¸nh xe lµ chuyÓn ®éng tiÕn ®éng ®Òu do ®ã x¸c ®Þnh 

gia tèc gãc tuyÖt ®èi.nh− sau: 

 = ε
r

NV =  ω
r

2 × IN  =  ω
r

2 ×  ω
r

1
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VÒ trÞ sè:ε = ω2 ω1 sin
2
u

 = 20  1/s2  h−íng vµo trong vµ vu«ng gãc víi mÆt 

ph¼ng h×nh vÏ. 

- X¸c ®Þnh vËn tèc ®iÓm P 

Do P n»m trªn trôc quay tøc thêi nªn vËn tèc cña nã Vp = 0. 

- X¸c ®Þnh gia tèc ®iÓm P 

Theo (9.7) W P = W ωP + W εP

V× P n»m trªn trôc quay tøc thêi nªn W ωP =  ω
r

 × OP =0 

Cßn ω εP h−íng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng chøa vÐc t¬ vµo ®iÓm P nh− 

h×nh vÏ víi trÞ sè: 

ε
r

WεP =  IP. ε = 10.20 = 200 m/s2.   

 

9.2. ChuyÓn ®éng tæng qu¸t cña vËt r¾n (chuyÓn ®éng tù do 
cña vËt r¾n) 

9.2.1. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng 

Kh¶o s¸t vËt r¾n chuyÓn ®éng tù do trong  hÖ trôc to¹ ®é cè ®Þnh Oxyz. §Ó 

thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña vËt ta chän mét ®iÓm A bÊt kú trªn vËt 

lµm t©m cùc vµ g¾n vµo vËt hÖ trôc Ox1y1z1 cã c¸c trôc song song víi Ox, Oy, 

Oz. Khi ®ã vÞ trÝ cña vËt sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi vÞ trÝ cña hÖ Ax1y1z1 so víi hÖ 

Oxyzvµ vi trÝ cña v¹t so víi hÖ di ®éng o x y z. Tõ ®ã suy ra th«ng sè ®Þnh vÞ cña 

vËt so víi hÖ Oxyz sÏ lµ to¹ ®é xA, yA, zA cña ®iÓm A vµ 3 gãc ¥le ϕ, ψ vµ θ cña 

vËt. Suy ra ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña vËt sÏ lµ: 

xA = xA (t)      yA = yA (t)       zA = zA (t)                                             

ϕ = ϕ(t)          ψ = ψ(t)           θ = θ(t)                       ( 9.7 ) 

ChuyÓn ®éng tù do cña vËt lu«n lu«n cã thÓ ph©n tÝch thµnh 2 chuyÓn 

®éng: 
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- TÜnh tiÕn theo mét t©m cùc A 

- ChuyÓn ®éng quay quanh t©m cùc A 

9.2.2. VËn tèc vµ gia tèc cña c¶ vËt 

VËn tèc cña c¶ vËt ®−îc biÓu diÔn qua vËn tèc cña t©m cùc A lµ AV
v

vµ vËn 

tèc gãc tøc thêi ω  cña vËt quay quanh trôc quay tøc thêi ∆ ®i qua cùc A. 

T−¬ng tù gia tèc cña vËt còng ®−îc biÓu diÔn bëi gia tèc cña t©m cùc A lµ 

wr A vµ gia tèc gãc tøc thêi  trong chuyÓn ®éng quay tøc thêi quanh trôc quay 

tøc thêi ®i qua A. 

ε

9.2.3. VËn tèc vµ gia tèc cña mét ®iÓm trªn vËt 

XÐt ®iÓm M bÊt kú trªn vËt r¾n chuyÓn ®éng tù do. VËn tèc cña ®iÓm M sÏ 

®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc: MAAM VVV
rrr

+= .            ( 9.8 ) 

Víi AV
v

 lµ vËn tèc t©m cùc A cßn MAV
v

 lµ vËn tèc cña ®iÎm M trong 

chuyÓn ®éng quay quanh ®iÓm A. Ta cã: 

 AMVMA ×ω= v
r

; ω  lµ vËn tèc gãc tøc thêi cña vËt trong chuyÓn 

®éng quay quanh A. 

T−¬ng tù gia tèc cña ®iÓm M còng ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓ thøc: 

                                        ( 9.9 ) MAAM WWW
rrr

+=

Trong ®ã:  W MA = W ω
MA  + W ε

MA  

Víi:  W ω
MA =   ×  ω

r
MAV
r

 W ε
MA  =   ×  ε

r
MAV
r

Cuèi cïng ta cã: 

  = MW
r

εω ++ MAMAA WWW
rrr

.          (  9. 10 ) 
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PhÇn 3 

§éng lùc häc 
 

Ch−¬ng 11 

C¸c ®Þnh luËt cña niu-t¬n vµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
chuyÓn ®éng 

11.1. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n 

§éng lùc lµ phÇn tæng qu¸t cña c¬ häc. §éng lùc häc nghiªn cøu chuyÓn 

®éng cña vËt thÓ d−íi t¸c dông cña lùc. §éng lùc häc thiÕt lËp  c¸c ®Þnh luËt liªn 

hÖ gi÷a lùc t¸c dông víi nh÷ng ®Æc tr−ng ®éng häc vµ ¸p dông c¸c ®Þnh luËt ®ã 

cã thÓ gi¶i c¸c bµi to¸n kü thuËt. 

VËt thÓ trong ®éng lùc häc ®−îc xÐt d−íi d¹ng m« h×nh : chÊt ®iÓm, c¬ hÖ, 

vËt r¾n. 

ChÊt ®iÓm lµ mét ®iÓm h×nh häc cã mang khèi l−îng. ChÊt ®iÓm lµ m« 

h×nh ®¬n gi¶n nhÊt vµ c¬ b¶n nhÊt cña vËt thÓ trong ®éng lùc häc. 

C¬ hÖ lµ tËp hîp nhiÒu chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng phô thuéc lÉn nhau. 

VËt r¾n lµ c¬ hÖ ®Æc biÖt khi kho¶ng c¸ch gi÷a hai chÊt ®iÓm bÊt kú trong 

®ã lu«n lu«n kh«ng ®æi. 

Kh¸c víi tÜnh häc, lùc trong ®éng lùc häc cã thÓ lµ kh«ng ®æi, cã thÓ biÕn 

®æi c¶ vÒ ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu. 

Lùc phô thuéc vµo thêi gian nh− lùc kÐo ®Çu m¸y, phô thuéc vµo vÞ trÝ cña 

vËt nh− lùc hÊp dÉn, lùc ®µn håi cña lß xo, phô thuéc vµo vËn tèc nh− lùc c¶n cña 

kh«ng khÝ. Mét c¸ch tæng qu¸t trong ®éng lùc häc lùc lµ mét hµm cña thêi gian, 

vÞ trÝ vµ vËn tèc. Ta cã : ( )v,r,tFF rrrr
=  . 

Trong ®éng lùc häc c¸c lùc ®−îc ph©n chia thµnh néi lùc, ngoµi lùc hay 

ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt. Néi lùc ký hiÖu lµ iF
r

 . iF
r

 lµ lùc t¸c ®éng t−¬ng hç 
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gi÷a c¸c chÊt ®iÓm trong mét c¬ hÖ. 

Ngo¹i lùc ký hiÖu  lµ c¸c lùc do chÊt ®iÓm hay vËt thÓ ngoµi hÖ t¸c dông 

vµo hÖ. Ph¶n lùc liªn kÕt ký hiÖu 

eF
r

N
r

lµ lùc t¸c dông do c¸c vËt g©y liªn kÕt lªn c¬ 

hÖ kh¶o s¸t. Ho¹t lùc lµ c¸c lùc t¸c dông lªn c¬ hÖ kh«ng kÓ ph¶n lùc liªn kÕt, 

th−êng ký hiÖu lµ F   a

r

§Ó kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña vËt bao giê còng chän tr−íc mét hÖ quy 

chiÕu. HÖ quy chiÕu kh«ng phô thuéc vµo thêi gian gäi lµ hÖ quy chiÕu qu¸n 

tÝnh, ng−îc l¹i hÖ quy chiÕu phô thuéc vµo thêi gian gäi lµ hÖ quy chiÕu kh«ng 

qu¸n tÝnh . 

11.2. C¸c ®Þnh luËt cña Niu -T¬n 

C¬ së lý luËn cña ®éng lùc häc chñ yÕu lµ c¸c ®Þnh luËt cña NIU - TON. 

I-s¸c Niu T¬n (1643-1727) lµ nhµ b¸c häc lçi l¹c ®· ®Æt nÒn mãng cho c¬ 

häc cæ ®iÓn vµ ®· x©y dùng lý thuyÕt c¬ häc hoµn thiÖn c©n ®èi. V× thÕ c¬ häc cæ 

®iÓn cßn gäi lµ c¬ häc Niu - T¬n. 

Sau ®©y giíi thiÖu c¸c ®Þnh luËt cña Niu - T¬n vµ xem nh− lµ hÖ tiÒn ®Ò 

cña c¬ häc. 

§Þnh luËt 1(§Þnh luËt qu¸n tÝnh) 

ChÊt ®iÓm kh«ng chÞu t¸c dông cña lùc nµo sÏ ®øng yªn hoÆc chuyÓn 

®éng th¼ng ®Òu. 

Tr¹ng th¸i ®øng yªn hoÆc chuyÓn ®éng th¼ng ®Òu lµ tr¹ng th¸i chuyÓn 

®éng theo qu¸n tÝnh. Khi chuyÓn ®éng theo qu¸n tÝnh chÊt ®iÓm sÏ cã : 

 vµ constv =r 0w =
r

. 

§Þnh luËt 2 (®Þnh luËt c¬ b¶n cña ®éng lùc häc ) 

D−íi t¸c dông cña lùc chÊt ®iÓm sÏ chuyÓn ®éng víi gia tèc cïng ph−¬ng 

chiÒu víi lùc (h×nh 9-1) 

M 

v 

F
W

H×nh 11.1 

W.mF
rr

=  
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 m lµ hÖ sè tû lÖ,  phô thuéc vµo l−îng vËt chÊt cã trong chÊt ®iÓm. 

Theo ®Þnh luËt nµy lùc lµ nguyªn nh©n lµm cho chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã 

gia tèc. 

BiÓu thøc (11-1) cho thÊy : NÕu lùc F
r

 kh«ng ®æi m cµng lín  cµng nhá 

vµ ng−îc l¹i, ®iÒu ®ã chøng tá kkèi l−îng m lµ sè do qu¸n tÝnh cña vËt (tÝnh ú 

cña vËt) 

W
r

Tõ hÖ thøc (11-1) nÕu lùc lµ träng l−îng cña vËt sÏ cã :P = mg. ë ®©y g 

®−îc gäi lµ gia tèc träng tr−êng.  

HÖ thøc (11-1) gäi lµ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc. 

§Þnh luËt 3 (®Þnh luËt vÒ tÝnh ®éc lËp t¸c dông cña lùc) 

D−íi t¸c dông ®ång thêi cña mét hÖ lùc chÊt ®iÓm sÏ chuyÓn ®éng víi gia 

tèc b»ng tæng h×nh häc c¸c gia tèc mµ chÊt ®iÓm thu ®−îc khi nã chÞu t¸c dông 

®éc lËp tõng lùc mét . 

n21 w.....www rrrr
+++= .   (11-2) 

wr lµ gia tèc cña chÊt ®iÓm khi hÖ lùc cïng t¸c dông ®ång thêi ; 

 lµ gia tèc cña chÊt ®iÓm khi nã chÞu t¸c dông  tõng lùc: 

®éc lËp . 

n21 w,w,w rrr

n21 F,....F,F
rrr

Tõ hÖ (11-2) nÕu nh©n hai vÕ víi khèi l−îng m sÏ ®−îc : 

n21 wm.....wmwmwm rrrr
+++=   

Theo ®Þnh luËt hai th× :   

  

Do ®ã ta cã : ∑
=

=+++=
n

1i
n21 FF.....FFwm

rrrrr
  (11-3) 

HÖ thøc (11-3) lµ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc khi chÊt ®iÓm 

chÞu mét hÖ lùc t¸c dông. 

§Þnh luËt 4 (®Þnh luËt t¸c dông vµ ph¶n t¸c dông ) 
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Lùc t¸c dông t−¬ng hç gi÷a hai chÊt ®iÓm lµ nh÷ng lùc cïng ph−¬ng, cïng 

®é lín vµ ng−îc chiÒu. 

§Þnh luËt nµy m« t¶ t¸c dông t−¬ng hç gi÷a hai chÊt ®iÓm vµ lµ c¬ së 

nghiªn cøu cho ®éng lùc häc cña hÖ. 

CÇn chó ý r»ng hai lùc t−¬ng hç kh«ng ph¶i lµ mét cÆp lùc c©n b»ng v× 

chóng ®Æt lªn hai chÊt ®iÓm kh¸c nhau. 

11-3. Ph−¬ng  tr×nh vi ph©n  chuyÓn  ®éng  cña  chÊt   ®iÓm              
vµ  c¬  hÖ. 

XÐt chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng trong hÖ quy chiÕu qu¸n tÝnh oxyz, d−íi t¸c 

dông cña c¸c lùc n321 F,....F,F,F
rrrr

. §èi víi chÊt ®iÓm tù do c¸c lùc nµy lµ c¸c ho¹t 

lùc ®Æt lªn chÊt ®iÓm. §èi víi chÊt ®iÓm kh«ng tù do c¸c lùc nµy bao gåm c¶ 

ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt. C¨n cø vµo ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc 

ta cã thÓ thµnh lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm d−íi c¸c 

d¹ng kh¸c nhau. 

11.3.1.D¹ng vÐc t¬ 

Gäi vÐc t¬ ®Þnh vÞ cña chÊt ®iÓm lµ rr  ta cã : 

 r
dt

rdw
2

2
&&

r
r

==  

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n viÕt cho chÊt ®iÓm nh− sau :  

 ∑
=

=
n

1i
12

2

F
dt

rdm
rr

       (11-4) 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n (11-4) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng 

cña chÊt ®iÓm d−íi d¹ng vÐc t¬. 

11.3.2. D¹ng to¹ ®é §Ò c¸c 

ChiÕu ph−¬ng tr×nh (9-4) lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz sÏ ®−îc : 
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 ; ∑
=

=
n

1i
iXxm &&

 ;        (11-5) ∑
=

=
n

1i
iYym &&

 . ∑
=

=
n

1i
iZzm &&

ë ®©y x, y, z lµ to¹ ®é cña chÊt ®iÓm trong hÖ oxyz, cßn Xi, Yi, Zi lµ h×nh 

chiÕu cña lùc  lªn c¸c trôc ox, oy, oz. iF
r

HÖ ph−¬ng tr×nh (11-5) ®−îc gäi lµ hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng 

cña chÊt ®iÓm d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c. 

11.3.3. D¹ng to¹ ®é tù nhiªn 

Gäi Wτ, Wη, Wβ lµ h×nh chiÕu cña  gia tèc ®iÓm vµ Fi
τ, Fi

η, Fi
β lµ h×nh 

chiÕu cña Fi lªn c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é tù nhiªn. Sau khi chiÕu ph−¬ng tr×nh (11-

4) lªn c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é tù nhiªn ta ®−îc : 

 ; ∑
=

ττ ==
n

1i
iFsmmw &&

 ∑
=

ηη =
ρ

=
n

1i
i

2

Fvmmw ;      (11-6) 

 . ∑
=

ββ ==
n

1i
iF0mw

§èi víi c¬ hÖ chóng ta cã thÓ t¸ch mét chÊt ®iÓm trong hÖ ra ®Ó xÐt. Gäi 

hîp c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm thø k ®−îc t¸ch ra lµ  vµ hîp c¸c néi 

lùc t¸c dông lªn nã lµ . 

keF
r

kiF
r

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm viÕt d−íi d¹ng vÐc t¬ : 

kekikk FFwm
rrr

+=  

Trong ®ã mk vµ  lµ khèi l−îng vµ gia tèc cña chÊt ®iÓm thø k . kwr
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Khi xÐt tÊt c¶ c¸c chÊt ®iÓm ta  sÏ thu ®−îc N ph−¬ng tr×nh sau : 

 e1i111 FFwm
rrr

+= ;

 e2i2122 FFwm
rrr

+= ;      (11-7) 

 ........................... 

 neninn FFwm
rrr

+= . 

HÖ ph−¬ng tr×nh (11-7) ®−îc gäi lµ  hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng 

cña hÖ d−íi d¹ng vÐc t¬. NÕu chiÕu hÖ ph−¬ng tr×nh (11.7) lªn c¸c trôc cña hÖ 

to¹ ®é §Ò c¸c hoÆc hÖ to¹ ®é tù nhiªn ta sÏ ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn 

®éng cña c¬ hÖ d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c vµ hÖ to¹ ®é tù nhiªn. 

11-4. Hai bµi to¸n c¬ b¶n cña ®éng lùc häc  

Tõ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm ta thÊy trong ®éng 

lùc häc cã hai bµi to¸n c¬ b¶n sau ®©y : 

- Bµi to¸n c¬ b¶n thø nhÊt: Cho biÕt chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm x¸c ®Þnh 

lùc ®· g©y ra chuyÓn ®éng ®ã. Bµi to¸n nµy gäi lµ bµi to¸n thuËn. 

- Bµi to¸n c¬ b¶n thø hai: Cho biÕt c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm vµ ®iÒu 

kiÖn ban ®Çu cña chuyÓn ®éng x¸c ®Þnh quy luËt chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm. Bµi 

to¸n nµy gäi lµ bµi to¸n nghÞch. 

Sau ®©y giíi thiÖu c¸ch gi¶i hai bµi to¸n c¬ b¶n nãi trªn. 

§èi víi bµi to¸n thø nhÊt ta thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña chuyÓn 

®éng chÊt ®iÓm. Tõ ph−¬ng tr×nh vi ph©n ta x¸c ®Þnh ®−îc lùc t¸c dông lªn tõng 

chÊt ®iÓm. §iÒu c¬ b¶n cña bµi to¸n lµ x¸c ®Þnh gia tèc cña chÊt ®iÓm  ®iÒu nµy 

®· ®−îc gi¶i quyÕt trong ®éng häc. 

§èi víi bµi to¸n thø hai, ta thay lùc vµo vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

sau ®ã tÝch ph©n ph−¬ng tr×nh vi ph©n t×m ®−îc. §Ó t×m d¹ng chuyÓn ®éng cô thÓ 

ta x¸c ®Þnh h»ng sè tÝch ph©n c¨n cø vµo c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu cña chuyÓn ®éng. 

NÕu ph−¬ng tr×nh vi ph©n viÕt d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c sau khi lÊy tÝch ph©n hai 
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lÇn sÏ xuÊt hiÖn 6 h»ng sè tÝch ph©n, nghÜa lµ c¸c nghiªm x, y, z thu ®−îc lµ c¸c 

hµm cña thêi gian vµ 6 h»ng sè tÝch ph©n ®ã : 

 x=f1(t,C1,C2....C6) 

 y= f2(t,C1,C2....C6) 

 z= f3(t,C1,C2....C6) 

C¸c h»ng sè tÝch ph©n trªn ®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu ; 

Khi  t=0  x=x0 ;  y=y0; z=z0  ; 

000 zz;yy;xx &&&&&& ===  

ThÝ dô 11-1: 

ChÊt ®iÓm cã khèi l−îng m chuyÓn ®éng theo ®−êng enlip x=acoskt vµ 

y=bsinkt   h·y t×m lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm (h×nh 11-2). 

Bµi gi¶i : 

M 

O

y
b

xa 

v 

F r 

Bµi to¸n nµy thuéc bµi to¸n c¬ b¶n thø 

nhÊt. C¨n cø vµo ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng  

 x=acoskt 

 y=bsinkt 
H×nh 11.2 

X¸c ®Þnh ®−îc : 

 xkktcosakx 22 −==&& ; 

 ; ykktsinbky 22 −==&&

Ta cã ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng nh− sau : 

  xmkFmx 2
x −==&&

  ymkFmy 2
y −==&&

Lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm sÏ lµ F víi : 

 rmkyxmkFFF 22222
y

2
x =+=+=  
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C¸c gãc chØ ph−¬ng cña F
r

 lµ : 

 
r
x

F
F)x,Fcos( x −

==  

 
r
y

F
F

)y,Fcos( y −
==  

MÆt kh¸c ta còng cã : 

 
r
x)x,rcos( =  

 
r
y)y,rcos( =  

DÔ dµng nhËn thÊy F
r

 cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu víi vÐc t¬ ®Þnh vÞ 

rr  cña chÊt ®iÓm. 

Ta cã : rmkF rr
−= . 

ThÝ dô 11-2 : §Ó ph©n lo¹i h¹t ng−êi ta cho h¹t ®i qua mét sµng dao ®éng 

ngang cã nhiÒu lç. BiÕt r»ng vËn tèc cña h¹t khi b¾t ®Çu chuyÓn ®éng qua lç 

(h×nh 11-3). H¹t cã h×nh d¹ng cÇu, b¸n kÝnh R. Bá qua lùc c¶n cña kh«ng khÝ 

x¸c ®Þnh ®é dµi bÐ nhÊt b cña lç ®Ó h¹t cã thÓ r¬i qua lç ®−îc. 

0vr



 -143-

Bµi gi¶i: 

§Ó h¹t  r¬i qua lç sµng träng 

t©m cña h¹t t¹i vÞ trÝ bÊt ®Çu ch¹m 

mÐp bªn kia cña lç ph¶i n»m d−íi 

mÆt ph¼ng ngang cña sµng. §Ó gi¶i 

quyÕt ®−îc ®iÒu kiÖn ®ã ta x¸c 

®Þnh qu·ng ®−êng h¹t ®i ®−îc theo ph−¬ng ngang (ph−¬ng ox) khi t©m h¹t r¬i 

xuèng ®−îc mét ®o¹n x=R. Lùc t¸c dông lªn h¹t coi nh− ®· biÕt ®ã lµ träng 

l−îng b¶n th©n cña nã. Bµi to¸n ë ®©y thuéc lo¹i bµi to¸n c¬ b¶n thø hai. 

R 

b

v→o 

x 

y 

H×nh 

Chän hÖ to¹ ®é oxy g¾n víi sµng (h×nh 11-3) coi sµng ®øng yªn cßn h¹t 

chuyÓn ®éng so víi sµng. Lùc t¸c dông lªn h¹t cã : 

 Fy = 0  Fx = +mg. 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña h¹t viÕt ®−îc : 

 mgxm =&&  ;   hay    ; gx =&&

 0ym =&&  ;   hay    ; 0y =&&

TÝch ph©n hai vÕ ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc : 

    Cgtx +=& 21

2

CtC
2

gtx ++=  

    3Cy =& 43 CtCy +=  

§Ó x¸c ®Þnh h»ng sè tÝch ph©n ta dùa vµo ®iÒu kiÖn ®Çu ®· cho cña chuyÓn 

®éng. 

Khi t = 0   suy ra C0xx && = 1=0 

       x=x0 suy ra C4=0. 

Thay vµo nghiÖm ®· t×m ®−îc ta cã : 

 
2

gtx
2

=    tvy 0=  



 -144-

Ph−¬ng tr×nh quü ®¹o thu ®−îc : 

  
g
x2vy 0=  

Khi x=R th× 
g
R2vRby 0=−=  

Suy ra 
g
R2vRb 0+=  

§Ó h¹t ch¾c ch¾n r¬i qua lç ta ph¶i cã : 

 
g
R2vRb 0+≥  

ThÝ dô 11.3 : 

Mét chÊt ®iÓm cã khèi l−îng m chuyÓn ®éng trong mÆt ph¼ng ngang d−íi 

t¸c dông cña lùc hót vÒ t©m O lµ rmkF 2 rr
−= . ë ®©y rr  lµ vÐc t¬ ®Þnh vÞ cßn k lµ 

hÖ sè tû lÖ. H·y t×m ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng vµ quü ®¹o cña chÊt ®iÓm. Cho 

biÕt t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu t0 = 0 , x0 = 1 , y0 = 0 , 0x =&  , 0vy =& (h×nh 11-4) 

Bµi gi¶i: 

Bµi to¸n nµy thuéc bµi to¸n c¬ b¶n thø hai. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn 

®éng cña chÊt ®iÓm viÕt d−íi d¹ng vÐc t¬ : 

 rmkWm 2 rr
−=  

chä hÖ to¹ ®é oxy nh− h×nh vÏ ta cã thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n d−íi 

d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c nh− sau : 

 mxkxm 2−=&&  

  mykym 2−=&&

Khö khèi l−îng m ë hai vÕ 

ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc : 

M y

x 

y 

F 
O 

l x

H×nh 11.4 
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 0xkx 2 =−=&&  

  0yky 2 =−=&&

NghiÖm tæng qu¸t cña hai ph−¬ng tr×nh cã d¹ng: 

 x=c1coskt + c2sinkt  

 y=c3coskt + c4sinkt 

C¸c h»ng sè tÝch ph©n c1, c2, c3, c4 ®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn ®Çu cña 

chuyÓn ®éng. 

Ki t =t0 = 0 cã : 

 x = x0 = l = C1;    2kC0x ==&  

 y = y0 = 0 = C3;    40 kCvy ==&  

Suy ra : 

 C1 = 1; C2 = 0; C3 = 0; vµ C4 = v0/k 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng chÊt ®iÓm ®−îc viÕt : 

 x=lcoskt;        y = (v0sinkt)/k  

Khö t trong ph−¬ng tr×nh trªn sÏ t×m ®−îc ph−¬ng tr×nh quü ®¹o d¹ng  

 1
k/v

y
l
x

22
0

2

2

2

=+  

§©y lµ ph−¬ng tr×nh ®−êng enlip nhËn c¸c trôc ox, oy lµ trôc 

ThÝ dô 11-4: Con l¾c to¸n häc gåm chÊt ®iÓm M cã khèi l−îng m treo vµo 

®Çu sîi d©y kh«ng d·n vµ kh«ng träng l−îng, chuyÓn ®éng trong mÆt ph¼ng 

th¼ng ®øng. X¸c ®Þnh ph¶n lùc N cña d©y (h×nh 

vÏ 11-5). Cho biÕt lóc ®Çu con l¾c ë vÞ trÝ  M0 vµ 

cã vËn tèc v0 ϕ
ϕo 

P
→ 

h
τ

N
→ 

Mo 
vo 
→ 

M

Bµi gi¶i : 

 XÐt chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm M. C¸c 

H×nh 11.5
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lùc t¸c dông lªn nã gåm P vµ N.  Cã thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh  vi ph©n viÕt d−íi 

d¹ng täa ®é t− nhiªn nh− s¨u : 

ϕ−=ϕ−= sinmgsinPsm &&  (a) 

NcosmgNcosPVm
2

+ϕ−=+ϕ−=
ρ

 (b) 

Thay lϕ = s vµo ph−¬ng tr×nh (a) 

Ta ®−îc : ϕ−=ϕ sinmgml &&         hay :     0sin
l
g

=ϕ+ϕ&&  

XÐt dao ®éng lµ nhá lÊy sinϕ  ≈ ϕ, ta cã  

    (c)                Trong ®ã : 0k2 =ϕ+ϕ&&
l
gk2 =

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh nµy lµ :   ϕ = Asin(kt + ∝) 

A, ∝ lµ h»ng sè ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ®iÒu kiÖn ®Çu cña chuyÓn ®éng . 

§Ó t×m N c¨n cø vµo ph−¬ng tr×nh (b). 

Ta cã : 

 ϕ+= cosmg
l

mvN
2

 

§Ó tÝnh v2 ta chó ý  :    
ϕ
ω

ω=
ϕ

ϕ
ω

=
ω

=
ϕ

d
d

dt
d

d
d

dt
d

dt
d2

 

Thay kÕt qu¶ trªn vµo ph−¬ng tr×nh ( c) ta cã : 

 0sin
l
g

=ϕ+ϕ&&  ta cã : 

 ϕ−=
ω

ω sin
l
g

dt
d

 

 ccos
l
gd +ϕ−=ωω  
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H»ng c ®−îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn ban ®Çu. Gäi gãc ban ®Çu vµ vËn tèc 

gãc ban ®Çu kµ ϕ0 vµ ω0 ta sÏ cã : 

 02

2
0

0

2
0 cos

l
g

l2
vcos

l
g

2
c ϕ−=ϕ−

ω
=  

Thay c vµo biÓu thøc (c) ta ®−îc : 

 02

2
02 cos

l
g

l
vcos

l
g2

ϕ−+ϕ=ω ; 

  0
2
0

222 cos(cosgl2vlv ϕ−ϕ+=ω=

Cuèi cïng  nhËn ®−îc : 

 )cos2cos3
gl
v(PN 0

2
0 ϕ−ϕ+=  

Nh− vËy ph¶n lùc N phô thuéc vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu vµ vÞ trÝ cña ®iÓm M. 

KÕt qu¶ nµy còng ®óng cho c¶ khi dao ®éng lµ kh«ng nhá. 
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Ch−¬ng 12 

C¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc 

C¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc lµ hÖ qu¶ cña ®Þnh luËt c¬ b¶n cña 

Niu-T¬n. Nã thiÕt lËp mèi quan hÖ gi÷a c¸c ®¹i l−îng do chuyÓn ®éng cña chÊt 

®iÓm hay c¬ hÖ víi c¸c ®¹i l−îng ®o  t¸c dông cña lùc.lªn chÊt ®iÓm hay c¬ hÖ 

®ã. C¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc cho phÐp ta nghiªn cøu tÝnh chÊt 

quan träng cña chuyÓn ®éng mµ kh«ng cÇn biÕt chi tiÕt chuyÓn ®éng ®ã. V× thÕ 

nã cho phÐp ta gi¶i thuËn lîi mét sè bµi to¸n cña ®éng lùc häc ®Æc biÖt lµ bµi 

to¸n vÒ ®éng lùc häc cña c¬ hÖ mµ nÕu ¸p dông ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®Ó gi¶i th× 

sÏ gÆp rÊt nhiÒu khã kh¨n. 

12.1. C¸c ®Æc tr−ng h×nh häc khèi cña c¬ hÖ vµ vËt r¾n. 

Khi kh¶o s¸t ®éng lùc häc cña c¬ hÖ ng−êi ta ph¶i ®Ó ý ®Õn khèi l−îng cña 

chóng vµ sù ph©n bè khèi l−îng Êy trong kh«ng gian. C¸c ®Æc tr−ng liªn quan 

®Õn ph©n bè khèi l−îng cña c¬ hÖ hay vËt r¾n lµ khèi t©m vµ m« men qu¸n tÝnh. 

12.1.1. Khèi t©m cña hÖ 

XÐt hÖ N chÊt ®iÓm M1, M2,...Mn cã khèi l−îng m1, m2, ...m.N. VÐc t¬ ®Þnh 

vÞ chóng lµ: rr 1, rr 2,.... rr N.( H×nh 12.1)   .Ta cã ®Þnh nghÜa sau: 

Khèi t©m cña hÖ lµ ®iÓm C x¸c ®Þnh 

b»ng biÓu thøc: 

rr C rr n 

rr 2 

1r
r

C
Mn 

M2 

M1 

z

O
y

r
r

C = 
M

rm
N

1k
kk∑

=

r

  ;   

   (12-1) 

x
Víi M = . ∑

=

N

1k
km H×nh 12.1 

ChiÕu biÓu thøc (12-1) lªn c¸c trôc 
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to¹ ®é oxyz (h×nh 10-1) ta ®−îc: 

xc = 
M

xm
N

1k
kk∑

=  

yC = 
M

ym
N

1k
kk∑

=          (12-2) 

zC = 
M

zm
N

1k
kk∑

=  

Trong ®ã xC, yC, zC lµ to¹ ®é khèi t©m C; xk, yk, zk lµ to¹ ®é cña chÊt ®iÓm 

thø k trong c¬ hÖ. Tr−êng hîp ®Æc biÖt trong tr−êng träng lùc hÖ lµ vËt r¾n khèi 

t©m sÏ trïng víi träng t©m cña vËt. 

12.1.2. M« men qu¸n tÝnh cña vËt 

12.1.2.1. M« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi mét t©m 

M« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi mét t©m ký hiÖu lµ Jo b»ng tæng c¸c tÝch 

sè gi÷a c¸c khèi l−îng cña mçi chÊt ®iÓm víi b×nh ph−¬ng kho¶ng c¸ch gi÷a 

chÊt ®iÓm ®ã víi ®iÓm O (h×nh 10-1) 

Jo =          (12-3) ∑
=

N

1k

2
kkrm

12.1.2.2. M« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi mét trôc 

M« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi mét trôc z ký hiÖu lµ Jz b»ng tæng c¸c 

tÝch khèi l−îng mk cña mçi chÊt ®iÓm trong vËt víi b×nh ph−¬ng kho¶ng c¸ch dk 

tõ chÊt ®iÓm ®Õn trôc (h×nh 12-1). 

Jz =          (12-4) ∑
=

N

1k

2
kkdm

Gäi to¹ ®é c¸c chÊt ®iÓm Mk trong hÖ to¹ ®é oxyz lµ xk,yk, zk th× m« men 

qu¸n tÝnh cña hÖ ®èi víi c¸c trôc to¹ ®é lµ ox, oy, oz vµ ®èi víi gèc to¹ ®é O viÕt 

®−îc: 
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Jx =    ∑ + );zy(m 2
k

2
kk

Jy =    ∑ + );zx(m 2
k

2
kk

Jz =          (12-5)  ∑ + );xy(m 2
k

2
kk

Jo =    ∑ ∑ ++= ).zyx(mrm 2
k

2
k

2
kk

2
kk

Tõ ®ã suy ra: 

Jx + Jy + Jz = Jo.        (12-6) 

Trong kü thuËt ta tÝnh m« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi mét trôc theo 

biÓu thøc: 

Jz = M.ρ2

M lµ khèi l−îng cña vËt, ρ gäi lµ b¸n kÝnh qu¸n tÝnh cña vËt víi trôc z. 

12.1.2.3. M« men qu¸n tÝnh cña mét sè vËt ®ång chÊt 

- VËt lµ mét thanh máng ®ång chÊt 

Gäi chiÒu dµi cña thanh lµ l, khèi l−îng cña nã lµ M. Chän trôc Ax däc 

theo thanh (h×nh 12-2). 
y

B xmk 

dx 
xk 

XÐt mét phÇn tö cña thanh cã 

chiÒu dµi dx ë vÞ trÝ c¸ch A mét ®o¹n 

xR, cã khèi l−îng dm = ρ1.dx ë ®©y 

ρ1 lµ khèi l−îng riªng trªn mét ®¬n 

vÞ chiÒu dµi cña thanh  ρ = M/l 

A

H×nh 12-2
BiÓu thøc m« men qu¸n tÝnh 

cña thanh lÊy ®èi víi trôc Az vu«ng gãc víi 

thanh t¹i A lµ: 

JAz = 2Ml
3

l

0
2

i
l

0
2

3
1

3
ldxxdmx =ρ=ρ= ∫∫       

(127) 

A

H×nh 12.3 

B 
x

D 

C 

dx 

x 
y



 -151-

- VËt lµ mét tÊm ph¼ng h×nh ch÷ nhËt (h×nh 12-3) 

Gäi c¸c c¹nh cña h×nh lµ a, b, khèi l−îng cña tÊm ph¼ng lµ M. Chia h×nh 

thµnh nhiÒu gi¶i nhá song song víi trôc o mçi gi¶i cã bÒ réng lµ dx, cã m« men 

qu¸n tÝnh ®èi víi trôc Ax lµ Jk = 2
k am

3
1

(theo h×nh 12-3) 

Trong ®ã mk lµ khèi l−îng cña gi¶i ®ang xÐt. 

M« men qu¸n tÝnh cña c¶ h×nh ®èi víi trôc Ax lµ : 

Jx = ;ma
3
1am

3
1J

n

1k
k

n

1k

22
k

n

1k
kx ∑∑∑

===
==  

Jx = Ma
3
1 2          (12-8) 

T−¬ng tù suy ra: 

Jy = Mb
3
1 2     (12- 9) y R

C x

- VËt lµ mét vµnh trßn ®ång chÊt 

Gäi b¸n kÝnh vµ khèi l−îng cña vµnh lµ R vµ 

M. TÝnh m« men qu¸n tÝnh cña vµnh ®èi víi trôc 

Cz vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng cña  vµnh vµ ®i qua 

t©m C. (h×nh 12-4). H×nh 12.4 

Ta cã: 

x

y 

R

O 

drk

rk 

Jcz =  ;Rmrm
n

1k

2
k

n

1k

2
kk ∑∑

==
=

Jcz =    (12-10) .MRmR 2
n

1k
k

2 =∑
=

C«ng thøc (12-10) còng dïng ®Ó tÝnh m« 

men qu¸n tÝnh cña mét èng trôc trßn ®ång chÊt ®èi 

víi trôc cña nã. H×nh 12.5 
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- VËt lµ mét tÊm ph¼ng trßn ®ång chÊt 

Gäi b¸n kÝnh vµ khèi l−îng cña tÊm lµ R vµ M. Ta cã thÓ tÝnh m« men 

qu¸n tÝnh ®èi víi trôc Cz ký hiÖu lµ Jcz vµ m« men qu¸n tÝnh ®èi víi trôc Cx hay 

Cy trïng víi ®−êng kÝnh cña nã ký hiÖu lµ Jx, Jy. 

Chia tÊm thµnh nhiÒu vµnh nhá cïng t©m C b¸n kÝnh mçi vµnh thø k lµ rk. 

BÒ réng cña mçi vµnh thø k lµ drk. Khèi l−îng cña líp vµnh thø k lµ : 

mk = ρ.2π.rk.drk

Trong ®ã ρ lµ khèi l−îng riªng cña tÊm trªn mét ®¬n vÞ diÖn tÝch  ρ = .
R
M

2π
 

Theo c«ng thøc (12-10) m« men qu¸n tÝnh cña líp vµnh thø k nµy ®èi víi 

trôc Cz viÕt ®−îc. 

Jk
cz = mkrk

2 = 2πρ.rk
3drk

M« men qu¸n tÝnh cña c¶ tÊm ®èi víi tôc Cz viÕt ®−îc: 

Jcz =  ∑∑
==

πρ=
n

1k
k

3
k

n

1k

k
cz drr2J

hay: Jcz = .R
2
1drr2 4R

o k
3
k πρ=πρ∫  

Cuèi cïng ta cã: 

Jcz = 2MR
2
1

         (12-11) 

§Ó tÝnh Jcz vµ Jcy ta cã nhËn xÐt mäi ®iÓm cña tÊm cã zx = 0, v× thÕ theo 

(12-5) viÕt ®−îc: 

Jcx =    ∑∑
==

=+
n

1k

2
kk

n

1k

2
k

2
kk ;ym)zy(m

Jcy =    ∑∑
==

=+
n

1k

2
kk

n

1k

2
k

2
kk ;xm)zx(m
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Jcz =          .)yx(m
n

1k

2
k

2
kk∑

=
+

Tõ c¸c biÓu thøc trªn suy ra trong tr−êng hîp nµy: 

Jcz = Jcx + Jcy. 

Do ®èi xøng nªn sù ph©n bè khèi l−îng cña tÊm ®èi víi trôc cx vµ cy hoµn 

toµn nh− nhau. Ta cã: 

Jcx = Jcy = Jcz/2= MR2/4.       (12-11) 

C«ng thøc (10-11) còng cã thÓ tÝnh m« men qu¸n tÝnh cho vËt lµ mét trôc 

trßn ®ång chÊt ®èi víi trôc cña nã. 

12.1.2.4. M« men qu¸n tÝnh ®èi víi c¸c trôc song song. 

-§Þnh lý Huy-Ghen: M« men qu¸n tÝnh cña mét vËt ®èi víi mét trôc z1 

nµo ®ã b»ng m« men qu¸n tÝnh cña nã ®èi víi trôc z song song víi trôc z1 ®i qua 

khèi t©m cña vËt céng víi tÝch khèi l−îng cña vËt víi b×nh ph−¬ng kho¶ng c¸ch 

gi÷a hai trôc. 

Jz1 = Jcz + Md2       (12-12) 

Chøng minh: 

x

z'

z

αk d

d'k 

dk 

B

Mk 

y

C

yk xk 

Theo ®Þnh nghÜa Jz1 = ∑   (a) 2
kk 'dm

KÎ trôc cz song song víi z1 vµ ®i qua khèi 

t©m c (h×nh 12-6) 

Ta cã: 

2
k'd  = dk

2 + d2 - 2dkdcosαk. 

Gäi to¹ ®é cña ®iÓm Mk lµ xk, yk, zk. 

xk = dkcosαk suy ra: 

d'k
2 = dk

2 + d2 - 2dxk

H×nh 12.6 
Thay kÕt qu¶ vµo biÓu thøc (a) sÏ ®−îc: 

Jz1 = ∑mk(dk
2 + d2 - 2xkd) = ∑mkdk

2 +∑mkd
2 - 2∑mkdxk), 
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trong ®ã: ∑mkdk
2 = Jcz; 

∑mkd
2 = Md2  cßn   ∑mkdxk = d∑mkxk = dMxC 

Do gèc to¹ ®é trïng víi khèi t©m c nªn xC =0. 

Do ®ã:   ∑mkdxk = 0    Cuèi cïng ®−îc:      Jz1 = Jcz + Md2. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

12.2. §Þnh  lý  ®éng  l−îng vµ  ®Þnh  lý  chuyÓn   ®éng cña 
khèi t©m 

12.2.1. §Þnh lý ®éng l−îng 

12.2.1.1. §éng l−îng cña chÊt ®iÓm vµ cña hÖ 

§éng l−îng cña chÊt ®iÓm lµ mét ®¹i l−îng vÐc t¬ ký hiÖu lµ k
r

 b»ng tÝch 

gi÷a khèi l−îng vµ vÐc t¬ vËn tèc cña chÊt ®iÓm. 

k
r

 = m .         (12-14) vr

§éng l−îng cña hÖ lµ ®¹i l−îng vÐc t¬ ký hiÖu K
r

 b»ng tæng h×nh häc 

®éng l−îng c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ. 

K
r

 = ∑
=

n

1k
k
r

k = m∑
=

n

1k
v vr k.       (12-15) 

§¬n vÞ ®o ®éng l−îng lµ kgm/s 

Ta còng cã thÓ biÓu diÔn ®éng l−îng cña hÖ qua khèi l−îng vµ vËn tèc 

khèi t©m cña hÖ. 

Tõ (12-1) suy ra: 

∑mk rr k = M rr c. 

§¹o hµm hai vÕ theo thêi gian nhËn ®−îc: 

∑mk vr k = M vr o. 

§éng l−îng cña hÖ b»ng tÝch gi÷a khèi l−îng vµ vÐc t¬ vËn tèc khèi t©m 

cña hÖ. 
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12.2.1.2. Xung l−îng cña lùc (xung lùc) 

Lùc t¸c dông trong mét kho¶ng thêi gian nhá bÐ dt th× ®¹i l−îng vÐc t¬ ®o 

b»ng tÝch gi÷a lùc víi kho¶ng thêi gian v« cïng bÐ ®ã lµ xung l−îng phÇn tö cña 

lùc ký hiÖu lµ dF
r

sr  = .dt.        (12-17) F
r

NÕu lùc F
r

 t¸c dông trong kho¶ng thêi gian h÷u h¹n tõ to ®Õn t th× ®¹i 

l−îng vÐc t¬ tÝnh b»ng tÝch ph©n c¸c xung lùc phÇn tö  trong kho¶ng thêi gian ®ã 

gäi lµ xung l−îng cña lùc   trong kho¶ng thêi gian tõ tF
r

o ®Õn t vµ ký hiÖu lµ sr . 

sr  =          (12-18) ∫∫ =
t

to

t

to
dtFsd
rr

Theo (10-18) nÕu lùc  = const th×: F
r

sr  = .τ F
r

ë ®©y τ = t - to

12.2.1.3. §Þnh lü ®éng l−îng 

§Þnh lý 12.1: §¹o hµm theo thêi gian ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm b»ng hîp 

lùc c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm. 

)vm(
dt
d r

 =         (12-19) ∑
=

n

1i
iF
r

Chøng minh: XÐt chÊt ®iÓm cã khèi l−îng m chuyÓn ®éng víi vËn tèc v 

d−íi t¸c dông cña hÖ lùc ( F
r

1, F
r

2,... F
r

n). Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n viÕt cho chÊt ®iÓm: 

m = W
r

∑
=

n

1i
iF
r

      

Thay  = W
r

dt
vdr

 vµo biÓu thøc trªn sÏ ®−îc: 

m = W
r

∑
=

=
n

1i
iF)vm(

dt
d rr

 

§Þnh lý ®−îc chøng minh. 

BiÓu thøc (12-19) thùc chÊt lµ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n viÕt d−íi d¹ng ®éng 

l−îng cho chÊt ®iÓm. 
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§Þnh lý 12.2: BiÕn thiªn ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm trong kho¶ng thêi gian 

tõ to ®Õn t1 b»ng tæng h×nh häc xung l−îng cña c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm 

trong kho¶ng thêi gian ®ã. 

m vr 1 - m vr o = ∑∑∫
==

=
n

1k
k

n

1k

1t

to k SdtF
rr

      (12-20) 

Chøng minh:  Tõ ph−¬ng tr×nh (10-19) suy ra: 

d(m ) =   vr ∑∫
=

n

1k

1t

to k dtF
r

TÝch ph©n hai vÕ ph−¬ng tr×nh nµy t−¬ng øng víi c¸c cËn t¹i to vµ t1 sÏ cã: 

∑∫∫ ∑∫
==

==
n

1k

1t

to

1t

to

n

1k
k

1mv

mvo
;dtFdtF)vm(d

rrr
 

m vr 1 - m vr o =  ∑
=

n

1k
kS
r

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

§Þnh lý 12.3: §¹o hµm theo thêi gian ®éng l−îng cña hÖ b»ng vÐc t¬ 

chÝnh cña c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ. 

∑
=

=
N

1k
keF

dt
Kd r
r

         (12-21) 

Chøng minh: XÐt hÖ gåm N chÊt ®iÓm. Ký hiÖu hîp ngo¹i lùc vµ hîp néi 

lùc ®Æt lªn chÊt ®iÓm thø k lµ F
r

ke  vµ F
r

ki. 

Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc viÕt cho chÊt ®iÓm ®ã lµ: 

mk(  = )Wk

r
F
r

ke  + F
r

ki     (a) 

ViÕt cho N chÊt ®iÓm cña hÖ ta sÏ cã N ph−¬ng tr×nh (a) nghÜa lµ k = 1...N 

Céng vÕ víi vÕ cña N ph−¬ng tr×nh trªn víi nhau ta sÏ ®−îc: 

∑∑∑
===

+=
N

1k
ki

N

1k
ke

N

1k
kk FFWm

rrr
 

Theo ®Þnh luËt Niu T¬n c¸c lùc t¸c dông t−¬ng hç b»ng nhau vÒ ®é lín, 
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cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu v× vËy tæng h×nh häc c¸c néi lùc ( c¸c lùc t¸c 

dông t−¬ng hç cu¶ c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ) lu«n lu«n b»ng kh«ng. 

Ta cã: ∑F
r

ki = 0 

Cßn l¹i: 

∑∑
==

=
N

1k
ke

N

1k
kk FWm

rr
   

Thay ,K
dt
dvm

dt
vd

mWm
N

1k
kk

N

1k

k
k

N

1k
kk

vr
rr

=== ∑∑∑
===

 

Ta cã: ∑
=

=
N

1k
keFK

dt
d rv

. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

§Þnh lý 12.4: BiÕn thiªn ®éng l−îng cña hÖ trong kho¶ng thêi gian tõ to 

®Õn t1 b»ng tæng h×nh häc xung l−îng c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ trong 

kho¶ng thêi gian ®ã. 

k
r

1 - k
r

0 =         (12-22) ∑
=

N

1k
keS
r

Chøng minh: 

Tõ ph−¬ng tr×nh (12-10) suy ra: 

d k
r

 =   dtF
N

1k
ke∑

=

r

TÝch ph©n hai vÕ biÓu thøc nµy t−¬ng øng víi c¸c cËn t¹i thêi ®iÓm ®Çu vµ 

cuèi sÏ ®−îc: 

∑∫∫ ∑∫ ==
1t

to ke
1t

to ke
1k

ko
dtFdtFdk

rr
; 

k
r

1 - k
r

o = ∑sr ke . 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

Chý ý r»ng c¸c biÓu thøc (10-19); (10-20), (10-21) vµ (10-22) lµ c¸c biÓu 
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thøc vÐc t¬, nÕu chiÕu c¸c biÓu thøc nµy lªn ba trôc to¹ ®é oxyz ta sÏ ®−îc c¸c 

biÓu thøc h×nh chiÕu t−¬ng øng ph¶n ¸nh sù biÕn thiªn ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm 

vµ hÖ theo h−íng c¸c trôc to¹ ®é. 

§Þnh luËt b¶o toµn ®éng l−îng cña hÖ 

Tõ biÓu thøc (12-21) suy ra: 

Khi ∑F
r

ke = 0 th× K = const.      

Khi ∑Xk = 0 th× Kx = const. 

NghÜa lµ khi vÐc t¬ chÝnh cña ngo¹i lùc hoÆc tæng h×nh chiÕu cña c¸c 

ngo¹i lùc lªn mét trôc nµo ®ã b»ng kh«ng th× ®éng l−îng cña hÖ hoÆc h×nh chiÕu 

®éng l−îng cña hÖ lªn trôc ®ã b¶o toµn. 

Cuèi cïng chó ý r»ng trong c¸c biÓu thøc kh«ng cã néi lùc ®iÒu nµy chøng 

tá néi lùc kh«ng cã t¸c dông lµm thay ®æi ®éng l−îng cña mét hÖ. 

ThÝ dô 12-1: Mét h¹t ngò cèc cã träng l−îng P tr−ît trong r·nh n»m 

nghiªng mét gãc α so víi ph−¬ng ngang. BiÕt hÖ sè ma s¸t gi÷a c¸c h¹t vµ r·nh 

lµ f, vËn tèc ban ®Çu cña h¹t lµ vo. TÝnh xem sau bao l©u th× vËn tèc h¹t t¨ng lªn 

gÊp ®«i. (h×nh 12-7) 

Bµi gi¶i 

Xem h¹t nh− mét chÊt ®iÓm. Lùc t¸c dông 

lªn h¹t gåm träng l−îng P, lùc ma s¸t Fms vµ 

ph¶n lùc ph¸p tuyÕn N. 

x α  

msF
r N

r

P
r

  ViÕt biÓu thøc h×nh chiÕu lªn trôc ox cña 

®Þnh lý ®éng l−îng ta cã: 

H×nh 12.7 
m ( )∫∑ −α==−

t

0 msio1 dtFsinPxxmx &&  

;vx1 =&        F;vx o0 =& ms = P.cosα.f   ta cã: 

mv-mvo = (Psinα-fPcosα)t. 

Khi v = 2vo th× thêi gian cÇn thiÕt lµ: 
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t = 
)cosf(sing

v
cosfmgsinmg

mv oo

α−α
=

α−α
. 

ThÝ dô 12-2: N−íc ch¶y ra tõ mét vßi víi vËn tèc u = 10m/s vµ ®Ëp th¼ng 

gãc vµo mét t−êng ch¾n (h×nh 10-8). §−êng kÝnh miÖng vßi d = 4cm. X¸c ®Þnh 

¸p lùc cña n−íc lªn t−êng. LÊy khèi l−îng 

riªng cña n−íc lµ ρ = 1000kg/m3

H×nh 12.8 

R x

b1 b1 

d d

c1 c1 

c c
ut1 

a1 

a1 a

a

Bµi gi¶i: 

XÐt chuyÓn ®éng cña khèi n−íc aabc 

(xem h×nh vÏ 12.8). Ngo¹i lùc t¸c dông lªn 

hÖ gåm: 

Träng l−îng P, hîp lùc cña ¸p lùc t¹i 

mÆt c¾t cña khèi n−íc vµ ¸p lùc do ph¶n lùc 

cña t−êng lªn n−íc. 

Theo biÓu thøc (12-22) ta cã: 

k1x - kox = ∑Skk  (a) 

Gi¶ thiÕt sau thêi gian t1 khèi n−íc chuyÓn ®Õn vÞ trÝ a1a1b1c1. Tõ h×nh vÏ 

ta thÊy phÇn n−íc cã ¶nh h−ëng ®Õn sù biÕn ®æi ®éng l−îng cña khèi n−íc lªn 

ph−¬ng x lµ phÇn n»m trong ®o¹n aa1. V× vËy cã thÓ thÊy: 

k1x - kox = -mu 

ë ®©y m lµ khèi l−îng cña phÇn n−íc n»m trong ®o¹n aa1

m = 1

2

ut
4
d

g
πγ

  

Cßn ∑Sx lµ xung lùc cña c¸c lùc t¸c dông lªn khèi n−íc theo ph−¬ng x. 

NÕu gäi c¸c hîp lùc theo ph−¬ng x nµy lµ Rx ta sÏ cã: 

∑Skx = Rxt1 = Rt1. 

Thay vµo biÓu thøc (a) c¸c kÕt qu¶ t×m ®−îc sÏ cã: 
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mu = Rt1

R =   

Nh− vËy ta t×m ®−îc ¸p lùc cña n−íc lªn t−êng còng b»ng R = 12,8kN cã 

ph−¬ng vu«ng gãc víi t−êng theo chiÒu h−íng vµo mÆt t−êng. 

12.2.2. §Þnh lý chuyÓn ®éng cña khèi t©m 

- §Þnh lý 12.5:Khèi t©m cña  hÖ chuyÓn ®éng nh− mét chÊt ®iÓm mang 

khèi l−îng cña c¶ hÖ d−íi t¸c dông cña lùc b»ng vÐc t¬ chÝnh cña  hÖ c¸c ngo¹i 

lùc t¸c dông lªn hÖ. 

M         (12-23) ∑
=

=
n

1i
keC FW

r

Chøng minh: XÐt c¬ hÖ N chÊt ®iÓm cã khèi l−îng lµ m1, m2, ...mN chuyÓn 

®éng d−íi t¸c dông cña hÖ ngo¹i lùc F
r

1e, F
r

2e, ... F
r

Ne vµ hÖ c¸c néi lùc F
r

1i, F
r

2i, ... 

F
r

Ni. ë ®©y F
r

ke vµ F
r

kilµ hîp lùc cña ngo¹i lùc vµ néi lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm 

thø k. 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng viÕt cho hÖ lµ: 

∑
=

n

1k
mk ∑∑

==
+=

n

1k
ki

n

1k
ke FFW

rrr
       (a) 

MÆt kh¸c tõ c«ng thøc x¸c ®Þnh khèi t©m cña hÖ ta cã: 

∑
=

n

1k
mk kr

r = M r
r

C

LÊy ®¹o hµm theo thêi gian hai vÕ ®−îc: 

∑
=

n

1k
mk

dt
rd

M
dt

rd C
22

=
r

  hay m∑
=

n

1k
k W
r

k = M W
r

C 

Thay vµo biÓu thøc (a) ë trªn vµ l−u ý r»ng ∑
=

n

1k
F
r

ki = 0 ta cã: 

M W
r

C  = ∑
=

n

1k
F
r

ke. 
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§Þnh lý ®−îc chøng minh. 

Tõ ph−¬ng tr×nh vÐc t¬ (12-21) khi chiÕu lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz ta ®−îc 

ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña khèi t©m viªt d−íi d¹ng sau: 

M =2
C

2

dt

Xd
∑
=

n

1k
Xk ;  M 2

C
2

dt

Yd
= Y∑

=

n

1k
k ;  M 2

C
2

dt

Zd
 = Z∑

=

n

1k
k .    (12-22) 

- §Þnh luËt b¶o toµn chuyÓn ®éng cña khèi t©m: 

Tõ biÓu thøc (12-21) suy ra: 

NÕu ∑
=

n

1k
F
r

k = 0 th× Wc = 0 vµ vc = const. 

NghÜa lµ: nÕu vÐc t¬ chÝnh cña c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ b»ng kh«ng 

th× chuyÓn ®éng khèi t©m cña hÖ ®−îc b¶o toµn. §©y lµ ®Þnh luËt b¶o toµn 

chuyÓn ®éng cña khèi t©m. 

T−¬ng tù tõ biÓu thøc (12-20) suy ra: 

NÕu X∑
=

n

1k
k = 0 th× Wx =0 vµ vx = const. 

NghÜa lµ nÕu tæng h×nh chiÕu c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ lªn mét trôc x 

nµo ®ã b»ng  kh«ng th× chuyÓn ®éng cña khèi t©m theo trôc x ®ã ®−îc b¶o toµn. 

§©y lµ ®Þnh luËt b¶o toµn chuyÓn ®éng cña khèi t©m theo mét trôc. 

Chó ý trong c¸c ®Þnh lý vÒ chuyÓn ®éng cña khèi t©m kh«ng ®Ò cËp ®Õn 

néi lùc v× vËy cã thÓ kÕt luËn néi lùc kh«ng lµm thay ®æi chuyÓn ®éng cña khèi 

t©m. 

Sau ®©y lµ mét vµi vÝ dô vËn dông ®Þnh lý chuyÓn ®éngcña khèi t©m vµ 

®Þnh luËt b¶o toµn chuyÓn ®éng cña khèi l−îng. 

ThÝ dô 12-3: 

Träng t©m phÇn  quay cña ®éng c¬ ®iÖn ®Æt lÖch t©m so víi trôc quay A 

mét ®o¹n AB =a. Träng l−îng cña phÇn quay lµ P, träng l−îng cña vá ®éng c¬ 

(phÇn kh«ng quay) lµ Q. (h×nh 12-9) 
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T×m quy luËt chuyÓn ®éng cña phÇn vá ®éng 

c¬ trªn sµn  n»m ngang. Cho biÕt vËn tèc gãc 

cña phÇn quay kh«ng ®æi.       NÕu ta cè 

®Þnh vá ®éng c¬ trªn sµn b»ng bu l«ng D th× 

lùc c¾t lªn bu l«ng ®−îc x¸c ®Þnh nh− thÕ nµo. 

Coi ma s¸t gi÷a nÒn vµ ®éng c¬ kh«ng ®¸ng 

kÕ. 

ϖ

Bµi gi¶i: 

1. Khi ®éng c¬ ®Ó tù do trªn sµn. Ngo¹i 

lùc t¸c dông gåm träng l−îng P vµ Q cña 

®éng c¬, ph¶n lùc ph¸p tuyÕn N cña sµn lªn 

®éng c¬. C¸c lùc nµy ®Òu vu«ng gãc víi sµn nªn cã: 

x

m

A

ω
 P

rB

 Q
r

N
r

 
m1 D

H×nh 12.9

∑Xk  = 0. Theo ®Þnh luËt b¶o toµn chuyÓn ®éng cña khèi t©m ta cã         

vox = const.       Lóc ®Çu ®éng c¬ ®øng yªn nªn suy ra xo = const. 

Chän hÖ to¹ ®é sao cho khi ë thêi ®iÓm t nµo ®ã gãc quay ϕ = ωt cßn c¸c 

®iÓm A vµ B cã c¸c to¹ ®é t−¬ng øng sau: 

xA = x; xB = x + asinϕ. 

ta cã: xC = 0
PQ

)sinax(PQx
=

+
ϕ++

 

Hay: Qx + Px + Pasinϕ = 0 

Suy ra x = 
QP

sins.a.P
+

ϕ
 

§©y chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng dao ®éng ngang cña vá ®éng c¬ 

trªn sµn quanh vÞ trÝ ban ®Çu. 

2. Khi cè ®Þnh ®éng c¬ trªn sµn b»ng bu l«ng D. 

Gäi Rx lµ lùc c¾t bu l«ng theo ph−¬ng ngang ta cã ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

chuyÓn ®éng cña khèi t©m: 
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m x2
c

2

R
dt

xd
= ; 

ë ®©y : xc = 
QP
PxQx BA

+
+

. 

V× vá ®éng c¬ cè ®Þnh nªn xA = const = 0 cßn xB = asinϕ. 

Ta cã: 

Rx = M ;tsina
QP

P
g

QP
dt

xd 2
2
C

2

ωω
+

+
=  

Rx = ;tsina
g
P 2 ωω−  

§©y lµ lùc do bu l«ng t¸c dông lªn ®éng c¬, ng−îc l¹i ®éng c¬ còng t¸c 

dông mét lùc c¾t bu l«ng b»ng trÞ sè nh−ng ng−îc chiÒu víi Rx. 

Lùc c¾t nµy sÏ lín nhÊt khi sinωt = 1 vµ b»ng Paω2/g, t−¬ng øng víi gãc 

quay ϕ =900. 

ThÝ dô 12-4: Tay quay AB cã 

chiÒu dµi r cã träng l−îng P quay 

®Òu víi vËn tèc gãc ω vµ truyÒn 

chuyÓn ®éng cho cu lÝt g¾n liÒn víi 

pÝt t«ng D cã träng l−îng chung lµ 

G. PÝt t«ng D chÞu t¸c ®éng lùc Q 

theo ph−¬ng ngang (h×nh 12-10). X¸c ®Þnh ph¶n lùc

ngang. Cho biÕt kho¶ng c¸ch tõ träng t©m chung cñ

lÝt mét ®o¹n a. 

ω
y 

A
Rz

a 

B 

 Q
a D

Bµi gi¶i: 

XÐt c¬ hÖ gåm tay quay AB vµ côm cu lÝt p

mÆt tr−ît, ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ gåm : träng l−

®ì R
r

A. C¸c ph¶n lùc ph¸p tuyÕn ë mÆt tr−ît N
r

1, N
x

 Rx lªn gèi ®ì A theo ph−¬ng 

a culÝt vµ pÝt t«ng ®Æt c¸ch cu 

G P 

H×nh 12.10 

Ýt t«ng. Bá qua ma s¸t ë c¸c 

îng P
r

vµ G
r

, ph¶n lùc t¹i gèi 
r

2 vµ lùc Q
r

. C¸c lùc P
r

 , G
r

, 
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N
r

1, N
r

2 vu«ng gãc víi mÆt ngang nªn ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng khèi 

t©m cña hÖ theo ph−¬ng ngang viÕt ®−îc: 

M ,QR
dt

Xd
x2

c
2

−=          ë ®©y: Mxc = m1x1 + m2x2, 

m1 = ,
g
P

     x1 = tcos
2
r

ω        ;     m2 = ;
g
G

          x2 = a rcosωt 

Suy ra:  Mxc = )tcosra(
g
Gtcos

2
r

g
P

ω++ω  

Thay vµo biÓu thøc ta ®−îc:           Rx = Q + M ;
dt
Xd

2
o

2

 

 Hay  :        Rx = Q - .tcos)G
2
P(

g
r 2

ω+
ω

 

§©y chÝnh lµ ph¶n lùc theo ph−¬ng ngang t¹i gèi ®ì A. Ph¶n lùc nµy cã trÞ 

sè cùc ®¹i b»ng: 

Rx = Q + )G
2
P(

g
r 2

+
ω

          khi ϕ = ωt= 1800

12.3. §Þnh lý m« men ®éng l−îng 

Trong phÇn nµy sÏ kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a ®¹i l−îng ®o chuyÓn ®éng 

quay lµ m«men ®éng l−îng víi ®¹i l−îng ®o m« men lùc. 

12.3.1. M« men ®éng l−îng 

M« men ®éng l−îng cña mét chÊt ®iÓm lÊy ®èi víi t©m O hay ®èi víi trôc 

z lµ ®¹i l−îng ký hiÖu lo hay lz b»ng m« men cña vÐc t¬ ®éng l−îng chÊt ®iÓm Êy 

lÊy ®èi víi t©m O hay trôc z ®ã. Ta cã: 

;v.xmr)v.m(ml oo
rrrrr

==         (12-23) 

h'.v.m)v.m(ml zz ±==
r

        (12-24) 

Trong c¸c biÓu thøc (12-23), (12-24) th× m lµ khèi l−îng,  lµ vËn tèc vr
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chÊt ®iÓm, v' lµ h×nh chiÕu cña vr trªn mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc z. BiÓu thøc 

(12-24) lÊy dÊu + khi nh×n tõ chiÒu d−¬ng cña trôc z sÏ thÊy v' cã chiÒu quay 

vßng quanh z theo chiÒu ng−îc chiÒu k×m ®ång hå vµ lÊy dÊu - trong tr−êng hîp 

ng−îc l¹i. 

T−¬ng tù nh− m« men lùc dÔ dµng suy ra r»ng: 

[ ] [ ] .l)v.m.(m)v.m(ml zzzozo ===
rrrr

 

NghÜa lµ: h×nh chiÕu trªn trôc z vÐc t¬ m« men ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm 

lÊy ®èi víi mét ®iÓm trªn trôc b»ng m« men ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm ®èi víi 

trôc ®ã. 

NÕu biÓu diÔn m« men ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm ®èi víi 3 trôc to¹ ®é 

oxyz lµ hµm theo to¹ ®é vµ h×nh chiÕu cña c¸c täa ®é lªn c¸c trôc ta cã: 

mzmymx
zyx
kji

v.xmr)v.m(ml o

rrr

rrrrr
=== =m(yz-zy) i

r
+m(zx-xz) +m(xyx)j

r
k
r

; 

lo = lx i
r

+ ly j
r

+ lz k
r

.       Suy ra : 

lx = m(yz-zy); 

ly = m(zx-xz);         (12-25) 

lz = m(xy- yx). 

§èi víi mét hÖ ta cã c¸c ®Þnh nghÜa sau: 

M« men ®éng l−îng cña hÖ ®èi víi mét t©m hay mét trôc lµ tæng m« men 

®éng l−îng cña c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ lÊy ®èi víi t©m  hay trôc ®ã. Ký hiÖu m« 

men ®éng l−îng cña hÖ ®èi víi t©m O vµ ®èi trôc z lµ lo vµ lz ta cã: 

l
r

o = = ∑
=

n

1k
kko )vm(m rr

∑
=

n

1k
r
r

kxmk vr k;      (12-26) 

lz = m∑
=

n

1k
z(mk vr k) = l∑

=

n

1k
kz = ±m∑

=

n

1k
kkkv'k      (12-27) 
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Khi hÖ lµ vËt r¾n quay quanh mét trôc z víi vËn tèc gãc ω (h×nh 12-11) ta 

cã: 

B 
z 

mk vr k

A 

ω 

vr k

rk  

lkz  = ±r2
kmkω. 

Gäi ±ω = ωz ta cã : 

lkz  = r2
kmkωz. 

Thay vµo biÓu thøc (12-27) ta cã: 

lz  = ∑ l
=

n

1k
zk = r∑

=

n

1k

2
kmkωz = ωz. m∑

=

n

1k
kr

2
k. 

Thay m∑
=

n

1k
kr

2
k = Jz ta ®−îc: H×nh 12.11 

Jz = Jz. ωz

Th−êng ng−êi ta chän h−íng d−¬ng cña trôc quay ®Ó ωz = ω khi ®ã ta cã: 

lz = Jz.ω (12-28) 

12.3.2. §Þnh lý m« men ®éng l−îng 

§Þnh lü 12-6: ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian m« men ®éng l−îng cña 

chÊt ®iÓm lÊy ®èi víi mét t©m  hay ®èi víi mét trôc b»ng tæng h×nh häc  hay 

tæng ®¹i sè m« men cña c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm lÊy ®èi víi t©m (hay trôc 

®ã). 

( ) (∑
=

=
n

1i
ioo Fmvmm

dt
d rrrr );        (12-29) 

( ) (∑
=

=
n

1i
izz Fmvmm

dt
d rr );        (12-29) 

Chøng minh: Gi¶ thiÕt chÊt ®iÓm chÞu t¸c dông cña c¸c lùc: F
r

1, 2F
r

,.. nF
r

. 

Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc viÕt ®−îc: 

m = W
r

∑
=

n

1i
iF
r

 . 
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Ta cã thÓ biÕn ®æi thµnh: ∑= iF
dt

)vm(d rr

. 

Nh©n h÷u h−íng hai vÕ biÓu thøc trªn víi vÐc t¬ ®Þnh vÞ rr  nèi tõ t©m o tíi 

chÊt ®iÓm vµ l−u ý r»ng: 

0vxmvv.xm
dt
rd

==
rrr

r

 vµ r
r xm vr = m

r
o(m vr ) ta cã : 

r
r x 

( ) ( ) ( ) ∑
=

==+=
n

1i
iFrvxmr

dt
dvxm

dt
rd

dt
vmdr

dt
vmd rrrrr

rr
r

r
. 

BiÓu thøc (12-29) ®· ®−îc chøng minh. 

ChiÕu biÓu thøc (12-29) lªn trôc z ta sÏ ®−îc biÓu thøc (12-30). 

§Þnh lý 12-7: ®¹o hµm theo thêi gian m« men ®éng l−îng cña hÖ ®èi víi 

mét t©m hay mét trôc b»ng tæng m« men cña c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ ®èi 

víi t©m (hay trôc ®ã). 

);F(ml
dt
d

ke

n

1k
oo

rr
∑
=

=        (12-31) 

);F(ml
dt
d

ke

n

1k
zz

rrr
∑
=

=        (12-32) 

Chøng minh: XÐt c¬ hÖ cã N chÊt ®iÓm. T¸ch mét chÊt ®iÓm thø k ®Ó xÐt. 

Gäi mk, vr k lµ khèi l−îng vµ vËn tèc cña nã; gäi F
r

ki, F
r

ke lµ néi lùc vµ ngo¹i lùc 

t¸c dông lªn chÊt ®iÓm. ¸p dông biÓu thøc (12-29) cho chÊt ®iÓm nµy ta cã: 

( ) ( keokiook FmFml
dt
d )rrrrr

+= . 

Cho k tõ 1 ®Õn N ta ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng trªn. NÕu céng vÕ víi vÕ 

hÖ ph−¬ng tr×nh tr×nh trªn ta ®−îc: 

( ) ( )∑∑∑
===

+=
N

1k
keo

N

1k
kio

N

1i
ok FmFml

dt
d rrrrr

. 

trong ®ã: 
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o

N

1i
ok

N

1i
ok l

dt
dl

dt
dl

dt
d rrr

== ∑∑
==

. 

Cßn ( )∑
=

N

1k
kio Fm
rr

 = 0 (theo tÝnh chÊt cña néi lùc) 

cuèi cïng ( )∑
=

=
N

1k
keoo Fml

dt
d rrr

 

Ta d· chøng minh ®−îc biÓu thøc (12-31) 

ChiÕu biÓu thøc (12-31) lªn trôc z sÏ ®−îc biÓu thøc (12-23). 

§Þnh lý 12-7 ®· ®−îc chøng minh. 

Chó ý: Néi lùc kh«ng cã trong ®Þnh lý 12-7 nªn cã thÓ nãi r»ng néi lùc 

kh«ng lµm thay ®æi m« men ®éng l−îng cña hÖ. 

12.3.3. §Þnh luËt b¶o toµn m« men ®éng l−îng 

Tõ biÓu thøc (12-31) vµ (12-32) ta thÊy 

khi ∑m
r

o( F
r

ke) = 0 th× l
r

o = const   

khi ∑
=

n

1k
m z( F

r
ke) = 0 th× l z = const 

§iÒu nµy cã thÓ ph¸t biÓu thµnh ®Þnh luËt gäi lµ ®Þnh luËt b¶o toµn m« 

men ®éng l−îng cña hÖ nh− sau: 

NÕu tæng m« men c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ lÊy ®èi víi mét t©m o hay 

víi trôc z b»ng kh«ng th× m« men ®éng l−îng cña hÖ víi t©m o hay ®èi víi trôc z 

®ã ®−îc b¶o toµn. 

ThÝ dô 12-5: Mét ®Üa trßn ®ång chÊt träng l−îng P b¸n kÝnh R quay 

quanh trôc cz th¼ng ®øng ®Æt vu«ng gãc víi ®Üa. Trªn vµnh ®Üa cã mét viªn bi 

träng l−îng Q. T¹i thêi ®iÓm ®Çu to = 0 viªn bi ®øng yªn trªn ®Üa quay víi vËn 

tèc ωo. TÝnh vËn tèc ω cña ®Üa t¹i thêi ®iÓm viªn bi chuyÓn ®éng t−¬ng ®èi so víi 

®Üa víi vËn tèc u. (xem h×nh 12-12) 

Bµi gi¶i: XÐt hÖ gåm ®Üa vµ viªn bi. 
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Ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ gåm: träng l−îng P
r

, ph¶n lùc t¹i c¸c æ trôc R
r

A, 

R
r

B. 

A 
A

B 

z 

  P
r

O 

Mo

BR
r

Q
r

e   vr

  ur
R  M 

§Æc ®iÓm cña c¸c lùc nµy cã ∑mz( F
r

ke) = 0 

Do ®ã m« men ®éng l−îng cña hÖ ®−îc b¶o 

toµn. Ta cã:      lz
(o) = lz

(1). 

ë ®©y: 

Lz
(0)= Jzωo + o

2R
g
Q

ω  = ( o
22 )R

g
QR

g2
P

ω+    
R
r

Cßn: 
H×nh 12.12 

Lz
(1)= Jzω1 + )RRu 1

2ω+(
g
Q

 = 

1
2

1
2 RuR(

g
QR

g2
P

ω++ω ) 

Suy ra: 

(
g
QR

g2
P)R

g
QR

g2
P

1
2

o
22 +ω=ω+ 1

2RuR( ω+ ) 

Hay: ω1 = ωo - ( ) R
u

QP5,0
Q
+

 

VËn tèc gãc cña ®Üa t¹i thêi ®iÓm t1 nhá h¬n vËn tèc ban ®Çu. VËn tèc nµy 

cµng nhá khi vËn tèc u cña bi cµng lín. 

VÝ dô 12-6: Têi n©ng hµng gåm trèng têi b¸n kÝnh r, träng l−îng P, trªn 

nã cã cuèn líp d©y c¸p. §Çu cña d©y c¸p mãc vµo vËt cã träng l−îng Q. Bá qua 

khèi l−îng cña d©y, bá qua ma s¸t. X¸c ®Þnh gia t«c trèng têi khi vËt nÆng r¬i 

xuèng th¼ng ®øng. BiÕt b¸n kÝnh qu¸n tÝnh cña trèng têi lµ ρ. (H×nh 12-13). 

Bµi gi¶i: 
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XÐt c¬ hÖ gåm trèng têi vµ vËt nÆng. 

C¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ gåm träng lùc P
r

, 

Q
r

 vµ ph¶n lùc R
r

o. 
o  

Q 

Q

A

O  

ω  R
r

 Chän chiÒu d−¬ng cña trôc quay oz h−íng vµo 

mÆt sau h×nh vÏ. 

¸p dông ®Þnh lý m« men ®éng l−îng ta cã:  

v

)R(m)Q(m)P(m)F(m
dt
ld

ozzzkez
z

rrrr
r

++== ∑  

H×nh 12.13ë ®©y ta cã: 

lz = l(trèng) +l (vËt) = Jzω+ ( )ωrr
g
Q

. 

lz = ( 22 r
g
Q

g
P

+ρ )ω 

mz(P) = 0;         mz(Q) = rQ;        mz(Ro) = 0. 

Thay vµo biÓu thøc ë trªn ta cã:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ= 22

z r
g
Q

g
P

dt
dl

dt
d

ω = rQ. 

Suy ra:  ε = 
dt
dω

= 22 QrP
Qrg
+ρ

 

12.4. §Þnh lý ®éng n¨ng 

12.4.1. §éng n¨ng 

§éng n¨ng cña chÊt ®iÓm lµ mét ®¹i l−îng v« h−íng ký hiÖu t b»ng nöa 

tÝch sè gi÷a khèi l−îng vµ b×nh ph−¬ng vËn tèc cña chÊt ®iÓm ®ã: 

t = 
2
1

mv2         (12-33) 
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§éng n¨ng cña hÖ lµ mét ®¹i l−îng v« h−íng ký hiÑu T b»ng tæng ®éng 

n¨ng cña tÊt c¶ c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ ®ã: 

T = ∑
=

N

1k

2
kk vm

2
1

        (12-34) 

Khi hÖ lµ mét vËt r¾n cã thÓ x¸c ®Þnh ®éng n¨ng trong mét sè tr−êng hîp 

sau ®©y: 

12.4.1.1. VËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

V× mäi ®iÓm trªn vËt ®Òu cã vËn tèc nh− nhau vµ b»ng vËn tèc khèi t©m 

nghÜa lµ vk = vo. Do ®ã: 

T = ∑
=

N

1k
km

2
1

v2
c = 2

c

N

1k
k

2
c Mv

2
1mv

2
1

=∑
=

     (12-35) 

§éng n¨ng cña mét vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn b»ng nöa tÝch khèi 

l−îng cña vËt víi b×nh ph−¬ng vËn tèc khèi t©m. 

12.4.1.2. VËt r¾n quay quanh mét trôc cè ®Þnh 

Nh− ®· biÕt trong ®éng häc, vËn tèc mét ®iÓm trªn vËt b»ng vk = rk.ω 

trong ®ã rk lµ kho¶ng c¸ch tõ chÊt ®iÓm thø k ®Õn trôc quay cßn ω lµ vËn tèc gãc 

cña vËt. Ta cã: 

T = 2
k

N

1k
k vm

2
1
∑
=

 = 22
k

N

1k
k rm

2
1

ω∑
=

= 2
k

N

1k
k rm

2
1
∑
=

ω   

Thay = J∑
=

N

1k

2
kk rm z lµ m« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi trôc quay z ta 

®−îc: 

T = 2
zJ

2
1

ω          (12-36) 

§éng n¨ng cña vËt r¾n quay quanh mét trôc b»ng nöa tÝch gi÷a m« men 

qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi trôc quay vµ b×nh ph−¬ng vËn tèc gãc. 

12.4.1.3. ChuyÓn ®éng song ph¼ng 

Nh− ®· thÊy trong ®éng häc vËt r¾n chuyÓn ®éng song ph¼ng lu«n lu«n cã 

thÓ thay thÕ b»ng chuyÓn ®éng tÝnh tiÕn cña vËt theo khèi t©m C vµ chuyÓn ®éng 
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quay quanh khèi t©m C. NÕu gäi vËn tèc khèi t©m lµ vc vµ vËn tèc gãc cña vËt lµ 

ω dÔ dµng t×m ®−îc: 

T = 2
c

2
c J

2
1Mv

2
1

ω+        (12-37) 

trong ®ã M lµ khèi l−îng cña c¶ vËt, Jc lµ m« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi 

víi trôc quay qua khèi t©m C. 

§éng n¨ng cña vËt r¾n chuyÓn ®éng song ph¼ng b»ng ®éng n¨ng cña nã 

trong chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn theo khèi t©m céng víi ®éng n¨ng cña nã trong 

chuyÓn ®éng quay quanh trôc ®i qua khèi t©m 

vµ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng c¬ së. 

x
y

z   F
r
τ  

M1 C 
M2 

  

O

r
r

ω 

vM  
r   12.4.2.1. C«ng nguyªn tè cña lùc F (vi ph©n 

c«ng) 

C«ng nguyªn tè cña lùc F khi ®iÓm ®Æt 

di chuyÓn mét ®o¹n v« cïng nhá ds lµ ®¹i 

l−îng v« h−íng ký hiÖu dA b»ng tÝch gi÷a 

h×nh chiÕu Fτ cña  lªn ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi 

vi ph©n ®é dêi ds. 

F
r

H×nh 12-14 
dA = F

r
τd sr   

Thay F
r
τ = Fcosα 

d sr  = dt vr

ta cã: dA = F.v.cosαdt 

V×  F.v.cosα = .  nªn F
r

vr

dA = F.V.dt = .dF
r

rr .        (12-39) 

NÕu gäi X,Y,Z lµ h×nh chiÕu cña F
r

 vµ dx, dy, dz lµ h×nh chiÕu cña d rr  lªn 

c¸c trôc ta cã thÓ viÕt: 

dA = Xdx + Ydy + Zdz       (12-40) 
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12.4.2.2. C«ng cña lùc  trªn qu∙ng ®−êng h÷u h¹n 

Khi ®iÓm ®Æt cña lùc F  di chuyÓn trªn mét qu·ng ®−êng h÷u h¹n th× c«ng 

cña lùc  lµ mét ®¹i l−îng v« h−íng ký hiÖu A b»ng tÝch ph©n c«ng nguyªn tè 

cña lùc trªn ®o¹n ®−êng M

r

F
r

oM1 ®ã 

AMoM1 =         (12-41) ∫ 1MoM
dA

§¬n vÞ ®Ó tÝnh c«ng lµ jun ký hiÖu lµ J. 

J = Niu t¬n x mÐt 

Sau ®©y tÝnh c«ng cña mét sè lùc th−êng gÆp 

- C«ng cña träng lùc 

y

z   M1(xo,yo,zo) 

(C)  
P
r

' 

P
r
M1(x1,y1,z1) 

  
O

 xÐt mét chÊt ®iÓm M cã träng l−îng P 

dêi chç theo ®−êng cong C trong kh«ng gian. 

NÕu chän hÖ to¹ ®é cã trôc oz th¼ng ®øng th× 

träng l−îng P sÏ cã c¸c h×nh chiÕu lµ: 

X= 0, Y = 0, Z= -P  (h×nh 12-15) 

x
¸p dông c«ng thøc tÝnh c«ng ta cã: 

AMoM1 =  ∫∫ =++=
1M0M

1M0M

)ZdzYdyXdx(dA H×nh12-15 

 = =P(z∫ −
1z

2z

Pdz 0-z1) = ±P.h   (12-42) 

ë ®©y h lµ hiÖu ®é cao ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi cña qu·ng ®−êng ®ã, lÊy 

dÊu + khi vËt chuyÓn ®éng tõ cao xuèng thÊp vµ lÊy dÊu (- ) khi vËt chuyÓn ®éng 

tõ thÊp lªn cao. 

Tõ biÓu thøc (12-42) ta thÊy c«ng cña träng lùc kh«ng phô thuéc vµo quü 

®¹o mµ chØ phô thuéc vµo ®é cao cña ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi. 

- C«ng cña lùc ®µn håi tuyÕn tÝnh 

C¸c lùc ®µn håi tuyÕn tÝnh (lùc ®µn håi lß xo, lùc ®µn håi cña c¸c thanh 

chÞu uèn, xo¾n) ®−îc tÝnh theo biÓu thøc : 
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rr o 

rr  1 r
r

Mo 

M
M1 

y

z  

O

F
r

= -c r
r   

Trong ®ã c lµ hÖ sè tû lÖ ®−îc gäi lµ hÖ 

sè cøng, cßn rr  lµ vÐc t¬ ®Þnh vÞ cña chÊt ®iÓm 

so víi t©m cña lùc ®µn håi (h×nh 12-16).  

C«ng cña F
r

r trªn ®o¹n ®−êng M0M1 cã 

thÓ viÕt : 
x

H×nh 12-16  

AM0M1  = 

∫∫∫ −==
1r

0r

1r

0r1M0M

crdrdr.FdA ∫
1r

0r

2)r(d
2
c

. 

AM0M1 =- ∫
1r

0r

2)r(d
2
c

= )rr(
2
c 2

0
2

1 −  = )rr(
2
c 2

1
2
0 −    (12-43) 

NÕu gäi λ lµ ®é biÕn d¹ng cña lß xo  vµ chs ý r»ng lùc ®µn håi cã chiÒu 

ng−îc víi chiÒu chuyÓn ®éng c«ng cña lùc ®µn håi lß xo tõ vÞ trÝ ch−a biÕn d¹ng 

®Õn khi ®· biÕn d¹ng lµ: 

A = - 2

2
c
λ . 

Nh− vËy c«ng cña lùc ®µn håi tuyÕn tÝnh 

kh«ng phô thuéc vµo d¹ng quÜ ®¹o mµ chØ phô 

thuéc vµo vÞ trÝ ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi cu¶ 

chuyÓn ®éngvµ lu«n cã dÊu ©m . 

τ 

F
r

O 

z 

F
r

  

C 

ds M 
r 
dϕ 

τ

- C«ng cña lùc ®Æt lªn vËt r¾n chuyÓn 

®éng quay quanh mét trôc cè ®Þnh (h×nh12-17). 

dA = F2.dr = F.dr.cosα = Fcosα.r.dϕ 
H×nh 12-17 

dA = mz(F)dϕ   (12-44) 

trong ®ã mz(F) = F.cosα.r  = Fτr lµ m« men cña lùc F
r

 ®èi víi trôc quay z. 

- C«ng cña lùc  t¸c dông lªn ®iÓm M thuéc vËt r¾n chuyÓn ®éng song F
r
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ph¼ng (h×nh 10-18) 

Theo ®éng häc ta cã: vr M = vr A  + vr MA nÕu vËt cã vËn tèc gãc lµ ω th× : 

vr M = vr A  + ω
r

.x. r
r   víi r

r= AM . 

Thay vµo biÓu thøc tÝnh vi ph©n c«ng ta ®−îc: 

r
r

  

M  

A  vr A

ω 
dA = F.V.dt = FvAdt + F

r
( rxω )dt. 

dA = .dF
r

r
r  + dt ;  )xFr(rr

ω
F
r

  

      = .dF
r

r
r  +  m

r
A (F). ω

r
dt 

NÕu gäi gãc hîp bëi gi÷a mA(F) víi trôc quay 

lµ α th×  
H×nh12-18

m
r

A(F)ω
r

 = m
r

A( ) . ω.cosα. F
r

Hay mA(F)cosα = mz(F) ta ®−îc: 

dA = dF
r

rr A  + mz( ).dϕ.    F
r

Víi dϕ = ωdt. 

Trong tr−êng hîp chän cùa A trïng víi khèi t©m C ta ®−îc: 

dA = .dF
r

rr C + mc( )dϕ.     (12-45) F
r

C«ng cña lùc t¸c dông lªn vËt r¾n chuyÓn ®éng song ph¼ng b»ng tæng 

c«ng nguyªn tè cña lùc ®ã trong chuyÓn ®éng tÝnh tiÕn theo khèi t©m vµ c«ng 

nguyªn tè cña lùc ®ã trong chuyÓn ®éng quay 

quanh trôc ®i qua khèi t©m vµ vu«ng gãc víi mÆt 

ph¼ng c¬ së. vr

F
r

ms   ds    

Mms   P
r

  N
r

 dϕ   Q
r

- C«ng cña lùc ma s¸t: 

§èi víi ma s¸t tr−ît do tÝnh chÊt cña lùc 

ma s¸t lµ c¶n l¹i sù tr−ît, dÔ dµng tÝnh: 
H×nh 12-19 

dA = - Fms.ds   (12-46) 
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§èi víi ma s¸t l¨n, m« men ma s¸t Mms chèng l¹i sù chuyÓn ®éng l¨n cña 

vËt nªn còng tÝnh ®−îc : 

dA = -Mmsdϕ  (12-47) 

Nh− vËy c«ng cña lùc ma s¸t lµ nh÷ng c«ng ©m. 

- C«ng cña c¸c néi lùc trong vËt r¾n 

XÐt hai chÊt ®iÓm M1 M2 cã c¸c lùc t¸c dông t−¬ng hç lµ F12  vµ F21. C¸c 

lùc nµy h−íng theo ®−êng M1M2 vµ ng−îc chiÒu nhau F12 = - F21. Tæng c«ng 

nguyªn tè cña hai lùc nµy lµ: 

dA1
1 + dA2

1  = F
r

12 d rr 1 + F
r

21d rr 2  = F
r

12d rr - F
r

12d rr 2   

= F
r

12(d r
r

1 - d r
r

2) = F
r

12( vr 1 - vr 2)dt. 

Theo ®éng häc cã: 

1MV
r

= V
r

M2 + V
r

M1M2  hay V
r

1 = V
r

2 +V
r

M1M2  

suy ra V
r

1 - V
r

2 = V
r

M1M2. VÐc  t¬ nµy lu«n lu«n vu«ng gãc víi M1M2

V× thÕ ta cã  F12.VM1M2 = 0. 

NghÜa lµ :     dA1
1 + dA2

1 = 0. 

Suy ra tæng c«ng cña tÊt c¶ c¸c néi lùc trong vËt r¾n víi bÊt kú chuyÓn 

®éng nµo còng b»ng kh«ng. 

∑
=

n

1k
dAk

i = 0 

CÇn chó ý r»ng nÕu hÖ kh«ng ph¶i lµ vËt r¾n th× VM1M2 sÏ kh«ng vu«ng gãc 

víi M1M2 do ®ã F12.VM1M2 ≠ 0 vµ suy ra: 

∑dAk
i ≠ 0. 

12.4.3. §Þnh lý ®éng n¨ng 

§Þnh lý 12-7. Vi ph©n ®éng n¨ng cña chÊt ®iÓm b»ng tæng c«ng nguyªn 

tèc cña c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm ®ã. 
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d( )
2

mv2

= ∑         (12-48) 
=

N

1i
idA

Chøng minh: XÐt chÊt ®iÓm  khèi l−îng m chÞu t¸c ®éng cña c¸c lùc ( F
r

1, 

F
r

2,... F
r

n). Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc viÕt ®−îc: 

m = ∑W
r

=

N

1i
F
r

i   hay 

m
dt
vdr

= ∑
=

N

1i
F
r

i  Nh©n v« h−íng hai vÕ víi d rr  ta ®−îc : 

md r
r

dt
vdr

 = m vdv rr
 = ∑

=

N

1i
F
r

i d r
r  = ∑dA

=

N

1i
1. 

Thay m.v.dv = d(
2

mv2

) ta ®−îc biÓu thøc:     d(
2

mv2

) = ∑dA
=

N

1i
1. 

§Þnh lý ®· ®−îc chøng minh. 

§Þnh lý 12-8: BiÕn thiªn ®éng n¨ng cña mét chÊt ®iÓm trªn mét ®o¹n 

®−êng b»ng tæng c«ng cña c¸c lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm trªn ®o¹n ®−êng ®ã. 

2
mv

2
mv 2

0
2
1 − = ∑dA

=

N

1i
i       (12-49) 

Chøng minh: Gi¶ thiÕt chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng trªn ®o¹n ®−êng M0M1. T¹i 

vÞ trÝ ban ®Çu Mo chÊt ®iÓm cã vËn tèc  V
r

o.vµ t¹i vÞ trÝ M1 cã v©n tèc V
r

1. Theo 

®Þnh lý 12-7 ta cã: 

d(
2

mv2

) = ∑dA
=

N

1i
i 

NÕu lÊy tÝch ph©n hai vÕ ph−¬ng tr×nh nµy theo c¸c cËn t−¬ng øng t¹i vÞ trÝ 

®Çu vµ vÞ trÝ cuèi cña qu·ng ®−êng ta cã: 

∫ ∑∫
−

=
1M0M

N

1i
i

1v

vo

2

dA)
2

mv(  
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Hay: ∑
=

=−
N

1i
i

2
0

2
1 dA

2
mv

2
mv

 

§©y chÝnh lµ biÓu thøc (12-49) 

§Þnh lý 12-9: Vi ph©n ®éng n¨ng cña hÖ b»ng tæng vi ph©n c«ng cña 

ngo¹i lùc vµ néi lùc t¸c dông lªn hÖ. 

dT = ∑ dA
=

N

1k
k

i
  + dA∑

=

N

1k
k
e        .       

Chøng minh: XÐt hÖ N chÊt ®iÓm. Gäi néi lùc vµ ngo¹i lùc t¸c dông lªn 

chÊt ®iÓm thø k lµ F
r

ki vµ F
r

ke. 

Theo ®Þnh lý 12-7 viÕt ®−îc: 

d(
2
vm 2

kk ) = dAk
i + dAe

k. 

ViÕt ph−¬ng tr×nh trªn cho N chÊt ®iÓm cña hÖ, nghÜa lµ cho k = 1...N ta 

®−îc hÖ N ph−¬ng tr×nh. Céng vÕ víi vÕ cña c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã sÏ ®−îc: 

∑
=

N

1k
d(

2
vm 2

kk ) = ∑ dA
=

N

1k

i
k  + dA∑

=

N

1k
k

e

Hay: d∑
=

N

1k 2
vm 2

kk  = ∑ dA
=

N

1k

i
k  + ∑ dA

=

N

1k
k

e

dT = ∑ dA
=

N

1k

i
k  + dA∑

=

N

1k
k
e

§©y lµ kÕt qu¶ cÇn chøng minh. 

§Þnh lý 12-10: BiÕn thiªn ®éng n¨ng cña hÖ trªn mét ®o¹n ®−êng h÷u h¹n 

MoM1 nµo ®ã b»ng tæng c«ng cña néi lùc vµ ngo¹i lùc t¸c dông lªn hÖ trªn ®o¹n 

®−êng ®ã. 

T1 - T0 = ∑ A
=

N

1k

i
k  + ∑ A

=

N

1k
k
e
        (12-51) 

Chøng minh: LÊy tÝch ph©n hai vÕ biÓu thøc (12-50) theo c¸c cËn øng víi 
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vÞ trÝ ban ®Çu vµ cuèi ®o¹n ®−êng MoM1 ta ®−îc: 

∑ ∫∑ ∫∫
==

+=
N

1k 1MoM
k

e
N

1k 1MoM
k

i
1T

To
dAdAdT  

Hay T1 - To = ∑ A
=

N

1k

i
k  + A∑

=

N

1k
k

e

Chó ý: kh¸c víi c¸c ®Þnh lý kh¸c ®· tr×nh bµy ®Þnh lý ®éng n¨ng ®èi víi 

hÖ cã kÓ ®Õn néi lùc. Trõ tr−êng hîp c¬ hÖ lµ vËt r¾n tuyÖt ®èi míi cã thÓ bá qua 

¶nh h−ëng cña néi lùc ®Õn biÕn ®æi cña ®éng n¨ng. 

ThÝ dô 12-7: VËt nÆng treo vµo ®Çu sîi d©y cã chiÒu dµi l (h×nh 12-20) 

®−îc th¶ tõ vÞ trÝ Mo t−¬ng øng cã gãc hîp gi÷a d©y víi ®−êng th¼ng ®−íng ϕo vµ 

kh«ng cã vËn tèc ban ®Çu. T×m vËn tèc cña vËt t¹i thêi ®iÓm khi sîi d©y hîp víi 

®−êng th¼ng mét gãc ϕ. 

Bµi gi¶i: 

O

P
r

  T
r

ϕ0 ϕ 

M0

M 

h

XÐt chuyÓn ®éng cña vËt nÆng M. C¸c lùc 

t¸c dông lªn vËt gåm träng lùc P, lùc c¨ng T cña 

d©y. 

¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng n¨ng cña 

vËt r¾n trªn ®o¹n ®−êng tõ M0  ®Õn M ta cã: 

∑
=

==
N

1i
1M0M

2
0

2

A
2

mv
2

mv
 

  

H×nh 12-20  

ë ®©y vo = 0; c«ng cña l−c c¨ng T b»ng 

kh«ng v× lùc nµy lu«n vu«ng gãc víi ph−¬ng tiÕp tuyÕn. C«ng cña träng lùc P 

theo biÓu thøc (10-42) viÕt ®−îc A(P) = + hP trong ®ã h lµ ®é cao cña ®iÓm ®Çu 

so víi ®iÓm cuèi cña qu·ng ®−êng. 

Tõ h×nh vÏ ta cã:  

h = l(cosϕ - cosϕo) 

Do ®ã A(P) = Pl(cosϕ - cosϕ0). BiÓu thøc biÕn thiªn ®éng n¨ng trong 
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tr−êng hîp nµy viÕt ®−îc: 

2
mv2

= lP(cosϕ - cosϕo) 

Suy ra: 

v = )cos(cosgl2 oϕ−ϕ  

ThÝ dô 12-8: Mét vËt nÆng ®−îc th¶ tõ ®é cao H so víi mÆt ngang cña xµ 

®µn håi víi vËn tèc ban ®Çu b»ng kh«ng vµ ®iÓm r¬i lµ g÷a xµ (h×nh 12-21). Khi 

®Ó vËt n»m tÜnh trªn xµ th× xµ vâng xuèng mét ®o¹n ft. Hái ®é vâng  fd cña xµ khi 

vËt r¬i xuèng xµ nÕu nh− bá qua träng l−îng 

cña xµ vµ gi¶ thiÕt r»ng khi vËt nÆng r¬i 

xuèng kh«ng bÞ b¾n lªn vµ kh«ng bÞ mÊt 

nhiÖt. 

Bµi gi¶i: 

Kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña mét vËt 

nÆng (coi nh− mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng). 

Trªn ®o¹n ®−êng r¬i tù do H nã chÞu t¸c 

dông chØ cã träng lùc P. Khi ch¹m xµ nã 

chuyÓn ®éng cïng víi xµ trªn ®o¹n ®−êng nµy l¸c t¸c dông

lùc cßn cã ph¶n lùc ®µn håi F. 

ft 

BA

Mo 

H 

 

H×nh

¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng n¨ng trªn c¶ ®o¹n ®

r¬i cho ®Õn khi xµ vâng xuèng ta ®−îc: 

2
mv

2
mv 2

0
2
1 − = A(P) + A(F)     

trogn ®ã vo = 0; v1 = 0. 

A(P) = P(H+fd) ë ®©y fd lµ ®é vâng cña xµ cÇn ph¶i x¸c

A(F) = - 
2
1

cf2
d víi c lµ ®é cøng cña xµ. 
M1
 lªn vËt ngoµi träng 

 12-21

−êng tõ løc b¾t ®Çu 

(a) 

 ®Þnh. 
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§Ó x¸c ®Þnh c ta chó ý r»ng khi vËt ®Æt tÜnh lªn xµ ®é vâng cña xµ nh− ®· 

cho lµ ft. Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng ë tr¹ng th¸i tÜnh ta cã: 

P = c.ft suy ra c = P/ft

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo biÓu thøc (a) ta ®−îc: 

P(H+fd) - 
2
d

t

f
f2
P

= 0. 

Hay fd
2 - 2ftfd- 2Hft = 0; 

fd = ft + t
2
t Hf2f +  

fd ®−îc gäi lµ ®é vâng ®éng, nã lín gÊp nhiÒu lÇn so víi ®é vâng tÜnh ft. 

Tõ biÓu thøc x¸c ®Þnh fd ta thÊy ngay ë ®é cao H =0 ®· cã fd = 2ft. H cµng lín fd 

cµng lín , thÝ dô khi ®éng vâng tÜnh ft = 1mm, ®é cao H = 20m th× fd = 21mm = 

21.ft nghÜa lµ gÊp 21 lÇn ft. 

ThÝ dô 12-9: Mét « t« cã träng 

l−îng kÓ c¶ b¸nh lµ Q. Mçi b¸nh xe cã 

träng l−îng lµ P b¸n kÝnh r vµ b¸n kÝnh 

qu¸n tÝnh lµ ρ. Trªn b¸nh xe chñ ®éng 

nhËn mét m« men chñ ®éng tõ ®éng c¬ lµ 

Md lµm cho « t« chuyÓn ®éng tõ tr¹ng 

th¸i ®øng yªn. Cho biÕt trong mçi trôc cña b¸nh xe chÞu mét m« men ma s¸t lµ 

Mms; Lùc c¶n cña kh«ng khÝ tû lÖ bËc hai víi vËn tèc cña « t« Rc = - µv2. X¸c 

®Þnh vËn tèc tíi h¹n cña « t« (h×nh 12-22). 

C

Mm Md 

C 

Mm

FmsFms

RC 

v 

H×nh 12-22

Bµi gi¶i: 

§Ó x¸c ®Þnh vËn tèc tíi h¹n cña « t« ta ¸p dông ®Þnh lý vi ph©n ®éng n¨ng. 

§éng n¨ng T cña « t« x¸c ®Þnh ®−îc theo biÓu thøc: 

T = 2
02

2
2

o
2
0 v)

r
P4Q(

g2
1)J

2
1(4v

g
Q

2
1 ρ

+=ω+  

vo lµ vËn tèc cña t©m b¸nh xe vµ còng lµ vËn tèc « t«. 
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Ngo¹i lùc t¸c dông lªn « t« gåm: träng lùc P
r

, ph¶n lùc ph¸p tuyÕn cña 

mÆt ®−êng N
r

, lùc ma s¸t F
r

ms, lùc c¶n R
r

C. Trong c¸c lùc trªn chØ cã lùc c¶n R
r

C 

sinh c«ng do ®ã: 

∑dA = - RCdso = -µv2. dso

Néi lùc trong hÖ gåm cã m« men chñ ®éng Md vµ m« men ma s¸t Mms. 

C«ng cña c¸c lùc nµy tÝnh ®−îc: 

∑dAi = (Md-Mms) dϕ = (Md - Mms) r
ds

     

Thay c¸c kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo biÓu thøc (12-50) sÏ ®−îc: 

dt
ds)rvMM(

r
1

dt
dv

v)
r

P4Q(
g
1 2

msd
o

02

2

µ−−=
ρ

+  

Thay vo = 
dt
ds

 vµ rót gän ta ®−îc: 

)rvMM(
r
gw)

r
P4Q( 2

msd02

2

µ−−=
ρ

+  

Khi vo ®¹t tíi gi¸ trÞ tíi h¹n th× cã ngh·i lµ gia tè wo =0 do ®ã suy ra: 

Md = Mms- µrv2
gh = 0 

Hay  vgh = 
r
M4Md ms

µ
−

 

§©y chÝnh lµ vËn tèc tíi h¹n cña « t«. 

ThÝ dô 12-10: Bé truyÒn ®ai cã s¬ ®å nh− h×nh vÏ (12-23). B¸nh ®ai A 

quay víi vËn tèc gãc ωo. Träng l−îng 

chung cña hai b¸nh ®ai A vµ B lµ P. Träng 

l−îng cña d©y ®ai lµ Q. §Ó h·m hÖ thèng 

dõng l¹i ta dïng mét lùc phanh F t¸c dông 

vµo m¸ phanh, cho biÕt hÖ sè ma s¸t gi÷a 

m¸ phanh vµ b¸nh ®ai A lµ f. X¸c ®Þnh sè 

Q
r

ms   F
r

P
r

B  P
r

B 
ω 

F
r

   A
ω

  

A  

H×nh 12-23   
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vßng quay cña b¸nh ®ai A tõ lóc b¾t ®Çu phanh cho tíi khi nã dõng h¼n. 

Bµi gi¶i: 

XÐt chuyÓn ®éng cña hÖ bao gåm hÖ hai b¸nh ®ai A,B vµ d©y ®ai. ¸p dông 

®Þnh lý biÕn thiªn ®éng n¨ng cho hÖ trong kho¶ng thêi gian tõ khi b¾t ®Çu phanh 

cho ®Õn khi c¬ cÊu dõng h¼n ta cã: 

T - To = ∑Ae
k + ∑Ak

1 (a) 

øng víi thêi ®iÓm cuèi lµ T = 0. T¹i thêi ®iÓm ®Çu. 

To = TA + TB  + Td

Gi¶ thiÕt ®ai kh«ng cã tr−ît ta cã vËn tèc ®ai lµ V = Rω0 vËn tèc gãc ωB 

cña b¸nh ®ai B lµ: 

ωB = 
r

R oω
 

Trong ®ã r lµ b¸n kÝnh b¸nh ®ai B 

Ta cã: TA= 2
0

2 )R
g2
P(

2
1

ω ; 

TB= 2
o

2B
2

2
o

2
2B

B
2B R

g
P

4
1

r

R
)r

g2
P

(
2
1)r

g2
P

(
2
1

ω=
ω

=ω . 

§éng n¨ng d©y ®ai: 

Td = 2
o

22 R
g
Q

4
1v

g
Q

4
1

ω= . 

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo biÓu thøc ®éng n¨ng cña c¶ hÖ vµ chó ý r»ng 

PA + PB = P ta ®−îc: 

To = 2
o

2R
g

Q2P
4
1

ω
+

 

C¸c lùc t¸c dông lªn hÖ gåm träng lùc, lùc ma s¸t Fms ë phanh. Trong ®ã 

chØ cã lùc ma s¸t Fms lµ sinh c«ng, ta cã: 
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∑Ai = 0 vµ 

∑Ae = A(Fms) = -(f.F.R).ϕ = - f.F.R.2πN (vßng) 

Thay vµo (a) ta ®−îc: 

To = 2
o

2R
g

Q2P
4
1

ω
+

 = f.F.R.2ω.N 

Suy ra: N = 2
o

2R
gfF2

Q2P
4
1

ω
π
+

 (vßng). 

ThÝ dô 12-11: Mét xe goßng ®−îc kÐo lªn dèc bëi lùc F = 16KN. Träng 

l−îng ch−a kÓ 4 b¸nh lµ P = 18KN. Träng l−îng mçi b¸nh xe goßng lµ Q = 2KN 

(h×nh 12-24). 

X¸c ®Þnh vËn tèc cña goßng t¹i 

thêi ®iÓm khi xe goßng ®· ®i ®−îc mét 

®o¹n s = 4m. Cho biÕt lóc ®Çu xe goßng 

®øng yªn tøc vo = 0. X¸c ®Þnh gia tèc 

cña xe goßng. Gi¶ thiÕt c¸c b¸nh xe 

chuyÓn ®éng l¨n kh«ng tr−ît vµ ma s¸t 

trong c¸c trôc lµ kh«ng ®¸ng kÓ, gãc 

nghiªng α = 300. 

F
r

  

S

α 
P
r

+4Q
r

  

H×nh 12-24  

Bµi gi¶i: 

§Ó x¸c ®Þnh vËn tèc v1 cña xe goßng ta ¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng 

n¨ng cho xe trªn ®o¹n ®−êng s. Ta cã: 

T1 - To = ∑A0
k         víi  To = 0 

T1 = )v
g
Q

4
3(4v

g
P

2
1 2

1
2

1 +  = 2
1v)Q6P(

g2
1

+ . 

Ngo¹i lùc t¸c dông lªn xe goßng gåm : lùc kÐo F, träng l−îng P vµ 4Q, lùc 

ma s¸t Fms cña mÆt ®−êng lªn b¸nh xe. Trong c¸c lùc trªn lùc ma s¸t kh«ng sinh 

c«ng v× b¸nh xe l¨n kh«ng tr−ît. 
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Ta cã: ∑Ao = A(F) + A(P) + 4A(Q) 

  = QS - (P+4Q)h = FS + (P+4Q)sinα 

Thay vµo biÓu thøc ban ®Çu ®−îc: 

2
1v)Q4P(

g2
1

+  = [F + (P+4Q)sinα]S    (b) 

Suy ra: 

v1 = 
Q6P

S)]Q4P(F[g2
+
++

 = 9,445 m/s 

§Ó x¸c ®Þnh gia tèc ta ®¹o hµm bËc nhÊt theo thêi gian hai vÕ ph−¬ng tr×nh 

(b) sÏ ®−îc: 

]sin)Q4P(F[
dt
dvv)Q4P(

g
1

α++=+
dt
ds

 

Thay W
dt
dv

= vµ 
dt
ds

= v ta suy ra 

W = g
Q6P

sin)Q4P(F
+

α+−
 = 0,98 m/s2

12.4.4. §Þnh luËt b¶o toµn c¬ n¨ng 

12.4.4.1. Tr−êng lùc vµ tr−êng lùc cã thÕ 

Tr−êng lùc lµ kho¶ng kh«ng gian vËt lý mµ chÊt ®iÓm ®Æt trong ®ã sÏ chÞu 

t¸c dông mét lùc chØ phô thuéc vµo vÞ trÝ cu¶ chÊt ®iÓm. Tr−êng lùc thÕ lµ tr−êng 

lùc mµ c«ng cña c¸c lùc ®Æt lªn chÊt ®iÓm kh«ng phôc thuéc vµo d¹ng quÜ ®¹o 

cña chuyÓn ®éng mµ chØ phô thuéc vµo vÞ trÝ ®Çu vµ vÞ trÝ cuèi qu·ng ®−êng di 

chuyÓn cña chÊt ®iÓm. Lùc trong tr−êng lùc thÕ gäi lµ lùc cã thÕ. Tr−êng träng 

lùc, tr−êng lùc ®µn håi lµ nh÷ng vÝ dô vÒ tr−êng lùc cã thÕ; Träng lùc vµ lùc ®µn 

håi lµ c¸c lùc cã thÕ. 

12.4.4.2 ThÕ n¨ng 

XÐt chÊt ®iÓm M ®Æt trong tr−êng lùc cã thÕ. NÕu gäi vÞ trÝ M0 lµ " vÞ trÝ 
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kh«ng" hay cßn gäi lµ mèc, vµ vÞ trÝ ®ang xÐt lµ M(1) ( H×nh 12.25 ) ta cã ®Þnh 

nghÜa sau: 

ThÕ n¨ng cña chÊt ®iÓm t¹i vÞ trÝ M(1) b»ng c«ng cña lùc cã thÓ t¸c dông 

lªn chÊt ®iÓm khi nã dêi chç tõ vÞ trÝ M(1) vÒ 

vÞ trÝ M0. Ký hiÖu thÕ n¨ng ë vÞ trÝ M(1) lµ π(1). x

z

O

M 

z1 

h 

H

Ta cã: π(1)
  = A1-0. 

Theo ®Þnh nghÜa vÒ tr−êng lùc thÕ thi 

c«ng cña lùc cã thÕ phô thuéc vµo to¹ ®é cña 

®iÓm ®ang xÐt do ®ã suy ra π(1) = π (x1,y1,z1). 

Hµm π ®−îc gäi lµ hµm thÕ. 

Chó ý r»ng v× ®iÓm M0 lµ vÞ trÝ chän 

tuú ý do ®ã khi chän vÞ trÝ Mo kh¸c nhau thÕ 

n¨ng cña chÊt ®iÓm t¹i mét vÞ trÝ nµo ®ã sÏ sai kh¸c nhau mét h»ng sè. 

H×nh 12-25 

Tõ kÕt qu¶ trªn ta cã thÓ viÕt biÓu thøc tÝnh thÕ n¨ng cña lùc träng tr−êng 

vµ lùc ®µn håi. 

§èi víi lùc träng tr−êng T ta cã: π(1)
  = AM1M0(P) = ±Ph 

Trong ®ã h lµ ®é cao cña ®iÓm cuèi so víi ®iÓm ®Çu v× thÕ ta chän hÖ to¹ 

®é cã gèc O trïng víi vÞ trÝ kh«ng cßn trôc oz lµ trôc h−íng th¼ng ®øng xuèng 

d−íi vµ ký hiÖu H lµ ®é cao cña ®iÓm o, z1 lµ to¹ ®é cu¶ ®iÓm ®ang xÐt ta cã: 

±h = H - z1

Suy ra biÓu thøc tÝnh thÕ n¨ng: 

π(1) = P(H-z1)         (12-52) 

Theo biÓu thøc (12-52) nÕu chän ®iÓm M0 n»m trªn mÆt ®Êt th× thÕ n¨ng 

cña vËt ë ®é cao z1 sÏ tÝnh b»ng: 

π(1)
 = Pz1. 

§èi víi lß xo: lùc cã thÕ     F = - cx.  víi c lµ hÖ sè cøng cña lß xo.  
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Chän vÞ trÝ M(0) lµ vÞ trÝ mµ lß xo ë tr¹ng th¸i tù nhiªn (kh«ng bÞ nÐn hay 

gi·n). Khi vËt ë vÞ trÝ M(1) ta cã : 

AM1M0
  = 2cx

2
1

 

AF
r

 
x

Do ®ã suy ra: 

π(1)
  

2cx
2
1

   (12-53) M1 Mo 

H×nh 12-26

Trªn ®©y chóng ta ®· tÝnh thÕ n¨ng qua 

c¸c biÓu thøc tÝnh c«ng, ng−îc l¹i chóng ta còng cã thÓ biÓu diÔn c«ng qua thÕ 

n¨ng nh− sau: 

XÐt chÊt ®iÓm ®Æt trong tr−êng lùc thÕ vµ dêi chç tõ vÞ trÝ M(1) ®Õn vÞ trÝ 

M(2). Khi ®ã ta cã: 

A1-2 = A1-0
  + A0-2 = A1-0 - A2-0

Thay A1-0 = π1 , A2-0 = π2 th× A1-2 = π1 - π2. 

Nh− vËy c«ng cña lùc cã thÕ ®Æt vµo chÊt ®iÓm chuyÓn dêi trªn mét ®o¹n 

®−êng nµo ®ã b»ng hiÖu thÕ n¨ng cña chÊt ®iÓm ë vÞ trÝ cuèi cña ®o¹n ®−êng ®ã. 

MÆt kh¸c thÊy r»ng nÕu hai ®iÓm M(1) vµ M(0) gÇn nhau nghÜa lµ: 

M(1)(x1,y1,z1) vµ ®iÓm M(2)(x1 + dx,y1 + dy,z1 + dz) th× cã thÓ viÕt: 

dA = π(1)
 - π(2) = - dπ. Thay dA = Xdx + Ydy+ Zdz trong ®ã X,Y,Z lµ c¸c 

thµnh phÇn cña lùc cã thÕ h−íng theo c¸c trôc to¹ ®é oy. 

MÆt kh¸c v× π = π(x,y,z) nªn ta cã: 

dπ = dz
z

dy
y

dx
x ∂

π∂
+

∂
π∂

+
∂
π∂

 

§èi chiÕu gi÷a c¸c biÓu thøc dA vµ dπ ta rót ra: 

X=  
x∂
π∂

; Y =  
y∂
π∂

; Z = 
z∂
π∂

      (12-55) 
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12.4.4.3 §Þnh luËt b¶o toµn c¬ n¨ng 

XÐt hÖ ®Æt trong tr−êng lùc thÕ. §Þnh lý ®éng n¨ng viÕt ®−îc: 

T1 - To = A∑
=

n

1k

e
k + A∑

=

n

1k
k

i = A∑
=

n

1k
k. 

Khi hÖ chuyÓn ®éng tõ vÞ trÝ kh«ng ®Õn vÞ trÝ  1 ta cã : 

∑
=

n

1k
Ak = πo - π1. 

Trong ®ã π lµ thÕ n¨ng cña hÖ néi vµ ngoµi lùc. Ta cã: 

T1 - To = π0 - π1. 

Hay To + π0 = T1 + π1

Khi hÖ chuyÓn ®éng trong tr−êng lùc thÕ tæng ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña 

hÖ ë mçi vÞ trÝ lµ kh«ng ®æi vµ ký hiÖu lµ E. 

E = T + π 

HÖ c¸c chÊt ®iÓm nghiÖm ®óng ®Þnh luËt b¶o toµn c¬ n¨ng ®−îc gäi lµ hÖ 

b¶o toan, lùc cã thÕ t¸c ®éng lªn hÖ ®ã gäi lµ lùc b¶o toµn. 

ThÝ dô 12-12: Kh¶o s¸t con l¾c 

(h×nh vÏ 12-27), chuyÓn ®éng tõ vÞ trÝ 

ban ®Çu x¸c ®Þnh bëi gãc ϕ0 víi vËn tèc 

b»ng kh«ng vµ cã thÕ n¨ng πo = Pz0. 

Trong ®ã P lµ träng l−îng cña con l¾c, 

zo lµ to¹ ®é träng t©m cña con l¾c t¹i 

thêi ®iÓm ban ®Çu. Bá qua lùc c¶n, biÕt 

m« men qu¸n tÝnh cña con l¾c ®èi víi 

®iÓm treo A lµ JA. 

z

C
Co

A

ϕo ϕ

zo 

H×nh 12-27

X¸c ®Þnh vËn tèc gãc cña con l¾c 

t¹i vÞ trÝ khèi t©m C cã ®é cao z. 

Bµi gi¶i: 
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¸p dông ®Þnh luËt b¶o toµn c¬ n¨ng cho con l¾c ta cã: 

To + πo = T1 + π1 (a) 

To vµ π o lµ ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña con l¾c t¹i thêi ®iÓm ®Çu t−¬ng øng 

víi vÞ trÝ t©m c cã ®é cao zo. T1 vµ π1 lµ ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña con l¾c t¹i vÞ 

trÝ kh¶o s¸t. 

Theo ®Ò bµi To = 0; π0 = Pz0;π1 = Pz; T1 = JAω2/2 

Thay vµo (a) ta ®−îc: 

Pzo = JAω2/2 + Pz 

Suy ra: 

ω = )zz(
J
P2

o
A

−  

KÕt qu¶ cho thÊy gi¸ trÞ ω phô thuéc vµo vÞ trÝ cña con l¾c. 
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Ch−¬ng 13 

Lý thuyÕt va ch¹m 

13.1. C¸c ®Æc ®iÓm vµ gi¶ thiÕt vÒ va ch¹m 

13.1.1. §Þnh nghÜa 

Va ch¹m lµ mét qu¸ tr×nh ®éng lùc häc ®Æc biÖt trong ®ã vËn tèc cña vËt 

biÕn ®æi râ rÖt vÒ c¶ ®é lín vµ ph−¬ng chiÒu trong mét thêi gian v« cïng bÐ. 

ThÝ dô: Qu¶ bãng ®Ëp vµo t−êng lËp tøc b¾n trë l¹i, bóa ®Ëp vµo ®e sÏ 

dõng l¹i h¼n hay nÈy lªn.v.v. 

13.1.1.2. C¸c ®Æc ®iÓm vµ c¸c gi¶ thiÕt ®¬n gi¶n ho¸ 

- Thêi gian va ch¹m: Theo ®Þnh nghÜa thêi gian va ch¹m lµ rÊt nhá, thùc tÕ 

thêi gian va ch¹m th−êng b»ng 10-2 gi©y, 10-3 gi©y hoÆc 10-4 gi©y tuú thuéc vµo 

c¬ lý tÝnh cña vËt va ch¹m. V× thêi gian va ch¹m rÊt nhá nªn ®−îc xem lµ mét 

®¹i l−îng v« cïng bÐ. 

VËn tèc vµ gia tèc: còng theo ®Þnh nghÜa th× vËn tèc cña vËt thay ®æi ®ét 

ngét vµ do ®ã l−îng biÕn ®æi vËn tèc ∆v cña vËt trong thêi gian va ch¹m lµ giíi 

néi. MÆt kh¸c theo gi¶ thiÕt thêi gian va ch¹m lµ v« cïng bÐ nªn gia tèc trung 

b×nh trong qu¸ tr×nh va ch¹m wtb = ∆v/τ lµ  ®¹i l−îng rÊt lín. Trong ®ã τ lµ thêi 

gian va ch¹m. 

NÕu gäi l lµ ®o¹n ®−êng dÞch chuyÓn trong thêi gian va ch¹m cña vËt th×: 

l =  =  ∫
τ

0

dtvr τ.v tb
r

V×  τ lµ ®¹i l−îng v« cïng bÐ nªn l còng lµ ®¹i l−îng v« cïng bÐ. §Ó ®¬n 

gi¶n ng−êi ta ®−a ra gi¶ thiÕt trong qu¸ tr×nh va ch¹m c¬ hÖ kh«ng di chuyÓn vÞ 

trÝ. 

- Lùc vµ xung lùc va ch¹m 
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Khi va ch¹m ngoµi c¸c lùc th−êng nh− träng lùc, lùc c¶n.v.v. vËt cßn chÞu 

t¸c dông cña ph¶n lùc n¬i tiÕp xóc (Lùc t¸c dông t−¬ng hç). ChÝnh lùc nµy lµ 

nguyªn nh©n t¹o nªn gia tèc chuyÓn ®éng cña vËt 

trong qu¸ tr×nh va ch¹m. Lùc ®ã gäi lµ lùc va 

ch¹m ký hiÖu N
r

. 

N 

t 

N*

O τ 

H×nh 13-1 

N(t) 

Lùc va ch¹m N
r

 kh¸c víi lùc th−êng F
r

 nã 

chØ xuÊt hiÖn trong qu¸ tr×nh va ch¹m, kh«ng tån 

t¹i tr−íc vµ sau va ch¹m. 

Th−êng khã x¸c ®Þnh tr−íc ®−îc lùc va 

ch¹m nh−ng quy luËt biÕn ®æi cña nã cã thÓ biÓu 

diÔn trªn h×nh (13. 1). 

V× gia tèc trong va ch¹m lµ rÊt lín nªn lùc va ch¹m N
r

 còng rÊt lín. Th«ng 

th−êng lùc va ch¹m lín h¬n rÊt nhiÒu so víi lùc th−êng F
r

. MÆt kh¸c lùc va ch¹m 

l¹i biÕn ®æi rÊt râ trong thêi gian va ch¹m τ v« cïng nhá nªn ng−êi ta ®¸nh gi¸ 

t¸c dông cña nã qua xung lùc. 

¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng cho hÖ trong thêi gian va ch¹m cã 

thÓ viÕt: 

mk∆vk = +      (k = 1...n). ∫
τ

0
kdtF
r

∫
τ

0

dtN
r

Trong ®ã xung lùc cña lùc th−êng  lµ rÊt nhá so víi xung lùc va 

ch¹m vµ ¶nh h−ëng cña nã ®Õn l−îng biÕn ®æi ®éng l−îng cña hÖ kh«ng ®¸ng kÓ. 

Ng−êi ta ®−a ra gi¶ thiÕt lµ bá qua t¸c dông cña lùc th−êng. Ta cã thÓ viÕt biÓu 

thøc biÕn thiªn ®éng l−îng cña hÖ trong va ch¹m nh− sau: 

∫
τ

0
kdtF
r

mk∆vk =  =         (13-1) ∫
τ

0

dtN
r

sr

BiÓu thøc (13-1) lµ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n trong qu¸ tr×nh va ch¹m. 

- BiÕn d¹ng vµ hÖ sè håi phôc 
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Quan s¸t qu¸ tr×nh va ch¹m ng−êi ta chia ra hai giai ®o¹n: giai ®o¹n biÕn 

d¹ng  vµ giai ®o¹n håi phôc. 

Giai ®o¹n biÕn d¹ng trong thêi gian τ1 tõ lóc  b¾t ®Çu va ch¹m cho ®Õn khi 

vËt th«i biÕn d¹ng. Giai ®o¹n håi phôc kÐo dµi trong thêi gian τ2 tõ khi kÕt thóc 

giai ®o¹n biÕn d¹ng ®Õn khi lÊy l¹i h×nh d¹ng ban ®Çu ®Õn møc ®é nhÊt ®Þnh tuú 

thuéc vµo tÝnh chÊt ®µn håi cña vËt. C¨n cø vµo møc ®é håi phôc cña vËt ta cã 

thÓ chia va ch¹m thµnh ba lo¹i: va ch¹m mÒm lµ va ch¹m mµ sau giai ®o¹n  biÕn 

d¹ng vËt kh«ng cã kh¶ n¨ng håi phôc tøc lµ kh«ng cã giai ®äan håi phôc. 

Va ch¹m hoµn toµn ®µn håi lµ va ch¹m mµ sau khi kÕt thóc va ch¹m vËt 

lÊy l¹i nguyªn h×nh d¹ng ban ®Çu. 

Va ch¹m kh«ng hoµn toµn ®µn håi lµ va ch¹m mµ sau khi kÕt thóc va 

ch¹m vËt lÊy l¹i mét phÇn h×nh d¹ng ban ®Çu. 

§Ó ph¶n ¸nh tÝnh chÊt håi phôc cña vËt ë giai ®o¹n hai ( gia ®o¹n håi 

phôc) ta ®−a ra kh¸i niÖm hÖ sè håi phôc k. k b»ng tû sè gi÷a xung lùc giai ®o¹n 

2 vµ xung lùc giai ®o¹n 1 ta cã: 

k = 
1

2

S
S

 

 Víi kh¸i niÖm trªn ta thÊy øng víi va ch¹m mÒm k = 0; víi va ch¹m hoµn 

toµn ®µn håi k =1 vµ va ch¹m kh«ng hoµn toµn ®µn håi 0 < k < 1. 

13.2.   C¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc ¸p dông vµo 
va ch¹m 

C¨n cø vµo c¸c gi¶ thiÕt vµ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cã thÓ thiÕt lËp c¸c ®Þnh lý 

tæng qu¸t trong qu¸ tr×nh va ch¹m nh− sau: 
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13.2.1. §Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng 

XÐt va ch¹m cña mét c¬ hÖ gåm c¸c chÊt ®iÓm M1, M2, ... Mn cã khèi t©m 

c vµ vËn tèc vr c. Gäi khèi l−îng cña hÖ lµ M = m∑
=

n

1k
k , víi mk lµ khèi l−îng cña 

chÊt ®iÓm thø k. Ta cã biÓu thøc ®éng l−îng cña c¶ hÖ lµ: 

K
r

= m∑
=

n

1k
k vr k = M vr C

Gäi tæng xung l−îng va ch¹m ngoµi t¸c dông lªn chÊt ®iÓm mk lµ S
r

k
e vµ 

tæng xung l−îng va ch¹m trong S
r

k
i ta cã  S∑

=

n

1k

r
k
i = 0. 

NÕu bá qua xung l−îng cña lùc th−êng th× ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng 

cho hÖ viÕt ®−îc: 

MV
r

C(2) - M V
r

C(1) = ∑
=

n

1k
S
r

k
e       (11-2) 

Trong ®ã V
r

C(2) vµ V
r

C(1) lµ vËn tèc khèi t©m cña hÖ sau vµ tr−íc lóc va 

ch¹m. 

ThÝ dô 13.1. Qña cÇu cã träng l−îng P = 1KN r¬i ë ®é cao H = 3m xuèng 

mÆt ph¼ng nh½n. Cho biÕt hÖ sè håi phôc k = 5/9. 

H 
h 

X¸c ®Þnh xung lùc va ch¹m s trong thêi gian va 

ch¹m vµ vËn tèc cña qu¶ cÇu sau va ch¹m (h×nh 13.2). 

Bµi gi¶i: ¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng 

ta cã: 

M( s)vu rrr
=−  

v,u rr
 lµ vËn tèc cña qu¶ cÇu lóc va ch¹m vµo mÆt 

ph¼ng. C¸c vÐc t¬ nµy cã ph−¬ng th¼ng ®øng. ChiÕu biÓu thøc lªn ph−¬ng th¼ng 

®øng ta ®−îc: 

H×nh 13.2 

 M (u + v) = S  (a) 



 -194-

VËn tèc cña qu¶ cÇu tr−íc lóc va ch¹m lµ: 

 v = s/m7,73.81,9.2gH2 ≈=  

§Ó x¸c ®Þnh vËn tèc u sau va ch¹m ta ¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng 

cho tõng giai ®o¹n biÕn d¹ng vµ phôc håi. Gäi v' lµ vËn tèc cña qu¶ cÇu øng víi 

cuèi giai ®o¹n biÕn d¹ng ta  cã: 

 M(u+v') = S1

S1 lµ xung l−îng va ch¹m trong giai ®o¹n biÕn d¹ng, ë ®©y v' b»ng vËn tèc 

mÆt sµn nªn b»ng kh«ng, v' = 0 ta cã: 

 Mv = S1

§èi víi giai ®o¹n håi phôc ta còng cã: 

 M(u+v') = S2 Mu = S2

Theo ®Þnh nghÜa vÒ hÖ sè håi phôc ta cã: 

 k = 
9
5

v
u

M
M

s
s

v

u

1

2 ===  

Suy ra u = kv = 
9
5

.7,7 = 4,3 m/s 

Thay vµo biÓu thøc (a) ta ®−îc: 

 s = ( ) KNS2,1k1.v.
g
P

≈+  

NÕu lÊy thêi gian va ch¹m τ = 0,0005 gi©y th× lùc va ch¹m trung b×nh lµ  

Ntb = KN2400S
=

τ
. 

13.2.2. §Þnh lý biÕn thiªn m«men ®éng l−îng 

T¸ch mét chÊt ®iÓm thø k trong hÖ lµ Mk ®Ó xÐt. Ta cã thÓ viÕt biÓu thøc 

biÕn thiªn m«men ®éng l−îng cña chÊt ®iÓm nh− sau: 

 ( ) ( ) ( )i
k0

e
k0kkkk0 smsmvmu.m.m rrrrrrr
+=−  

ThiÕt lËp cho c¶ hÖ ta sÏ cã: 

( ) ( ) ( ) ( )i
k0

N

1i

e
k0

N

1i
kk0kk0 smsmvmmu.mm rrrrrrrr

∑∑∑∑
==

+=−  
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ë ®©y . NÕu bá qua lùc th−êng th×   lµ m«men cã 

xung lùc va ch¹m ngoµi ®èi víi t©m O. 

( ) 0sm
N

1k

i
k0 =∑

=

rr (∑
=

N

1k

e
k0 sm rr )

Ta cã: 

 ( ) ( ) ( )e
k

N

1k
01020 SmLL
rrrr

∑
=

=−  (13-13) 

Trong ®ã ;  lµ m«men ®éng l−îng cña hÖ ®èi víi t©m O t¹i thêi 

®iÓm sau vµ tr−íc lóc va ch¹m. 

( )20L
r

( )10L
r

ChiÕu biÓu thøc (13-3) lªn mét trôc Ox nµo ®ã ta ®−îc: 

 Lx(2) - Lx(1) = ( )∑
=

N

1k

e
kx sm r

 (13-3)' 

Trong biÓu thøc (13-3), Lx(2) vµ Lx(1) lµ m«men ®éng l−îng cña hÖ ®èi víi 

trôc Ox, cßn  lµ tæng m« men lÊy ®èi víi trôc Ox c¶ xung lùc va ch¹m 

ngoµi S

(∑
=

N

1k

e
kx sm r )

k
e. 

BiÓu thøc (13-3)' ®−îc ¸p dông cho va ch¹m cña c¸c vËt chuyÓn ®éng quay. 

ThÝ dô 13-2: Hai b¸nh r¨ng ®éc lËp víi nhau quanh cïng mét trôc víi vËn 

tèc gãc lµ ω1 vµ ω2. Cho biÕt m«men qu¸n tÝnh cña chóng ®èi víi trôc quay lµ ω1 

vµ ω2. Cho biÕt m«men qu¸n tÝnh cña chóng ®èi víi trôc quay lµ J1 vµ J2. Cho hai 

b¸nh r¨ng ®ét ngét ¨n khíp víi nhau. X¸c ®Þnh vËn tèc gãc ω sau va ch¹m cña 

hai b¸nh r¨ng. 

Bµi gi¶i: 

Bá qua t¸c dông cña träng l−îng vµ 

lùc ma s¸t. XÐt hÖ gåm c¶ hai b¸nh r¨ng, 

khi ®ã xung lùc va ch¹m t¹i r¨ng ¨n khíp 

lµ xung lùc trong (néi xung lùc).  

Nh− vËy xung lùc va ch¹m ngoµi 

∑Sk
e = 0. ¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn 

m«men ®éng l−îng ta cã: 

J1.ω1 

J.ω

J2.ω2 

H×nh 13.3
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 Lx(2) - Lx(1)  = 0  (a) 

M«men ®éng l−îng cña hÖ tr−íc lóc va ch¹m lµ: 

 Lx(1) = J1ω1 + J2ω2

M«men ®éng l−îng cña hÖ sau va ch¹m lµ: 

 Lx(2) = (J1  + J2)ω 

Thay vµo biÓu thøc (a) ta ®−îc: 

 J1ω1 + J2ω2 = (J1 + J2) ω 

Suy ra: ω = 
21

2211

JJ
JJ

+
ω+ω

 

13.2.3. §Þnh lý ®éng n¨ng 

§Þnh lý biÕn ®æi ®éng n¨ng ®èi víi c¸c bµi to¸n va ch¹m kh«ng thÓ ¸p dông 

®−îc. Nguyªn nh©n trong qu¸ tr×nh va ch¹m ta ®· gi¶ thiÕt di chuyÓn lµ kh«ng 

®¸ng kÓ. MÆt kh¸c thùc tÕ cho thÊy khi va ch¹m ®éng n¨ng cña vËt th−êng bÞ 

mÊt m¸t ®Ó chuyÓn ho¸ thµnh nhiÖt n¨ng vµ g©y ra biÕn d¹ng d− (®èi víi va 

ch¹m kh«ng hoµn toµn ®µn håi). NÕu gäi l−îng ®éng n¨ng lµ ∆T th× râ rµng  

∆T = T1 - T2 > 0. 

Trong ®ã T1 vµ T2 lµ ®éng n¨ng cña hÖ ngay tr−íc vµ sau va ch¹m. L−îng 

mÊt ®éng n¨ng ∆T phô thuéc vµo nhiÒu yÕu tè: Tr¹ng th¸i chuyÓn ®éng, tÝnh 

chÊt c¬ lý cña vËt. Trong kü thuËt tuú thuéc vµo yªu cÇu cña bµi to¸n ®Æt ra mµ ta 

cÇn t¨ng hay gi¶m l−îng mÊt ®éng n¨ng. 

ThÝ dô khi sö dông va ch¹m vµo viÖc g©y biÕn d¹ng nh− rÌn, dËp vËt liÖu ta 

ph¶i t×m c¸ch t¨ng l−îng mÊt ®éng n¨ng ∆T. Tr¸i l¹i khi cÇn sö dông va ch¹m 

vµo viÖc g©y chuyÓn cña vËt thÓ nh− ®ãng cäc, ®ãng ®inh th× ph¶i t×m c¸ch gi¶m 

l−îng mÊt ®éng n¨ng ∆T. 

13.3. Hai bµi to¸n c¬ b¶n vÒ va ch¹m 

13.3.1. Va ch¹m th¼ng xuyªn  t©m cña hai vËt chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

13.3.1.1. §Þnh nghÜa 
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 XÐt hai vËt cã khèi l−îng m¸y biÕn ¸p vµ m2 chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn víi vËn 

tèc v1 vµ v2 va ch¹m vµo nhau (h×nh 13-4). 

C1 

v1 

v2 
C2 

I

n

v2 n I n'
C2 

v1 C1 
n'

a)
b)

H×nh 13.4

- Va ch¹m th¼ng: Lµ va ch¹m trong ®ã c¸c vËn tèc v1 vµ v2 ®Òu song song 

víi ph¸p tuyÕn chung nn'. §−êng nIn' gäi lµ ®−êng va ch¹m. 

- Va ch¹m xuyªn t©m: lµ va ch¹m trong ®ã ®−êng va ch¹m nIn' trïng víi 

®−êng xuyªn t©m c1Ic2 cña vËt (h×nh 13-4b). 

13.3.1.2. Bµi to¸n va ch¹m th¼ng xuyªn t©m cña hai vËt chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

Cho hai qu¶ cÇu cã khèi l−îng M1 vµ M2 chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn theo ®−êng 

xuyªn t©m c1c2 víi c¸c vËn tèc 21 v,v rr
va ch¹m nhau. Cho biÕt M1, M2, 21 v,v rr

vµ 

hÖ sè håi phôc k, t×m vËn tèc 21 u,u rr
cña hai qu¶ cÇu sau va ch¹m, ®ång thêi thiÕt 

lËp biÓu thøc mÊt ®éng n¨ng ∆T cña hÖ. 

M« h×nh c¬ häc ®−îc m« t¶ trªn h×nh (13-5). 

 

 

 

 

 

 

 

v1 v2 

C2 

I
C1 

N12

N21

u u
C2 

I
C1 

Nmax

N'max N'21

N'12

v1 u2 

C2 

I
C1 

BiÕn d¹ng
Håi phôc

 
H×nh 13.5
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¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l−îng cho mçi qu¶ cÇu ë giai ®o¹n biÕn 

d¹ng vµ giai ®o¹n håi phôc ta cã: 

 M1 (u - v1) = S21 = - S  (a) 

 M2 (u - v2) = S1 =  S  (b) 

Giai ®o¹n håi phôc: 

 M1 (u1 - u) = S'21 = - S'  (c) 

 M2 (u2 - u) = S'12 =  S  (d) 

Theo ®Þnh nghÜa vÒ hÖ sè håi phôc ta cã thªm ph−¬ng tr×nh: 

 S' = k.S  (e) 

Trong 5 ph−¬ng tr×nh trªn cã 5 Èn sè lµ u, u1, u2, S, S' ta cã thÓ gi¶i vµ t×m ra 

kÕt qu¶ sau: 

 u = 
21

2211

21

2211

MM
uMuM

MM
vMvM

+
+

=
+
+

 

 u1 = V1 - (1+k). ( )21
21

2 VV.
MM

M
−

+
 

 u2 = V2 - (1+k). ( 21
21

2 VV.
MM

M
−

+
) (13-4) 

 S = 21
21

21 VV
MM

MM
−

+
 

 S = 21
21

21 uu
MM

MM
−

+
 

Trong tr−êng hîp nµy l−îng mÊt ®éng n¨ng ∆T ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

 ∆T = T1 - T2

Víi T1 = 
2
vM

2
uM 2211 +  lµ ®éng n¨ng cña hÖ sau va ch¹m. 

Ta cã:  

 ∆T = ( ) ( )2
2

2
2

22
1

2
1

1 uV
2

M
uV.

2
M

−+−  

Thay gi¸ trÞ cña u1 vµ u2 tõ biÓu thøc (11-4) ta ®−îc: 
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 ∆T = ( ) ( )( 2
21

2

21

21 vvk1.
MM2

MM
−−

+
)  (13-5) 

So víi ®éng n¨ng ban ®Çu cña bóa T0 = 
2
vM 2

11  

Ta cã: 

 ( ) η=
+

−
=

+
−=

∆

2

1

2

21

22

0

M
M

1

k1
MM

M
k1

T
T

 

η gäi lµ hiÖu suÊt cña bóa. Râ rµng muèn t¨ng hiÖu suÊt cña bóa ta ph¶i 

t¨ng khèi l−îng cña ®e. 

NÕu ¸p dông biÓu thøc (13-5) vµo bóa ®ãng cäc ta sÏ thÊy kÕt qu¶ ng−îc 

l¹i. V× ph¶i gi¶m l−îng mÊt ®éng n¨ng nªn hiÖu suÊt cña bóa ®−îc tÝnh theo biÓu 

thøc: 

 η = 
00

0

T
T1

T
TT ∆

−=
∆−

 

Suy ra: 

 η = 1 - 

2

1

2

M
M

1

k1

+

−
 

Muèn t¨ng hiÖu suÊt cña bóa ta ph¶i t¨ng tû sè 
2

1

M
M

 nghÜa lµ ph¶i t¨ng khèi 

l−îng cña bóa ®Ó ®¶m b¶o khèi l−îng bóa lín h¬n nhiÒu 

lÇn so víi khèi l−îng cäc. 

B

ω S→

A

13.3.2.2. Va ch¹m cña vËt r¾n chuyÓn ®éng quay quanh 
mét trôc 

Kh¶o s¸t vËt r¾n quay quanh trôc (h×nh 13-6). T¹i thêi 

®iÓm nµo ®ã vËt chÞu t¸c dông xung lùc va ch¹m S
r

. Khi ¸p 

dông ®Þnh lý biÕn thiªn m«men ®éng l−îng cã: 

 Lz(1) - Lz(2) = mz (S) 

H×nh  13.6NÕu gäi vËn tèc gãc cña vËt tr−íc vµ sau va ch¹m lµ 



 -200-

ω0 vµ ω1 ta sÏ cã: 

 Jz (ω1 - ω0) = mz (S)  (13-6) 

Tõ (13-6) cã thÓ tÝnh vËn tèc c¶ vËt sau va ch¹m: 

 ω1 = ω0 + 
z

z

J
)S(m

  (13-7) 

ë ®©y Jz lµ m«men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi trôc quay z. 

Trong va ch¹m cña vËt quay c¸c xung lùc, ph¶n lùc ë æ ®ì lµ Asr  vµ Bsr  rÊt 

cã h¹i v× nã lµm tiªu hao n¨ng l−îng vµ g©y h− háng ë æ ®ì trôc. NhiÖm vô cña 

bµi to¸n lµ t×m c¸ch h¹n chÕ c¸c xung lùc Asr  vµ Bsr . 

Gi¶i quyÕt vÊn ®Ò trªn ta ¸p dông ®Þnh lý ®éng l−îng ®èi víi vËt. §Ó ®¬n 

gi¶n ta gi¶ thiÕt lóc ®Çu vËt ®øng yªn tøc lµ ω=0, ta cã: 

 BA01 SSSKK
rrrrr

++=−  

V× ω0 = 0 nªn  = 0 ph−¬ng tr×nh cßn l¹i: 0K
r

 BAc1 SSSuMK
rrrrr

++==  (a) 

M lµ khèi l−îng cña vËt, ur 0 lµ vËn tèc khèi t©m cña vËt sau va ch¹m. §Ó 

cho  tõ (a) ta ph¶i cã ®iÒu kiÖn 0ss BA ==
rr

cuMS rr
= . 

V× vËt quay quanh trôc z nªn u0 cã ph−¬ng 

vu«ng gãc víi OC vµ  n»m trong mÆt ph¼ng 

vu«ng gãc víi trôc quay  ®i qua C. (Xem h×nh 

13-7). MÆt ph¼ng ®ã lµ mÆt ph¼ng oxy. 

SA 

x

y

z
B

A

O C
uC 

Sh

ω1 

H×nh  13.7 

SB 

AsrTa suy ra ®iÒu kiÖn thø nhÊt ®Ó   vµ 

Bsr triÖt tiªu lµ xung lùc S ph¶i n»m trong mÆt 

ph¼ng vu«ng gãc víi trôc quay vµ song song 

víi vËn tèc u  nghÜa lµ còng vu«ng gãc víi OC. 

VÒ trÞ sè S = Muc = M.a.ω1. 

Thay ω1 = 
( )
Z

Z

J
Sm

 ta cã: S =  M. a. 
ZJ
h.S
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Suy ra: 1
J

h.a.M

Z
=  hay h = 

a.M
JZ  

KÕt luËn: §Ó xung l−îng va ch¹m ë c¸c æ ®ì b»ng kh«ng cÇn ph¶i tho¶ m·n 

c¸c ®iÒu kiÖn sau: 

1. Xung lùc va ch¹m S ph¶i ®Æt trong mÆt ph¼ng oxy qua khèi t©m c cña vËt 

vµ vu«ng gãc víi trôc quay z. 

2. Xung lùc S ph¶i ®Æt vu«ng gãc víi ®−êng OC nèi tõ trôc quay qua c t¹i 

®iÓm k ®Æt c¸ch trôc quay mét ®o¹n h. 

 h = 
a.M

JZ  

§iÓm K ®−îc x¸c ®Þnh nh− trªn gäi lµ t©m va ch¹m. 

Tõ biÓu thøc (13-8) ta nhËn thÊy r»ng khi khèi t©m C n»m trªn trôc quay th× 

®iÓm K ë xa v« cïng v× khi ®ã h = ω. Trong tr−êng hîp nµy æ ®ì lu«n lu«n nhËn 

xung lùc va ch¹m kh¸c kh«ng. 

ThÝ dô 13-3: Thanh AB cã khèi l−îng M, m«men qu¸n tÝnh ®èi v¬i trôc 

quay A lµ Jk. ChuyÓn ®éng víi vËn tèc ω0 va ®Ëp vµo vËt C cã khèi l−îng m ®ang 

®Æt ®øng yªn trªn r·nh k (h×nh 13-8). X¸c ®Þnh vËn tèc sau va ch¹m cña thanh 

AB vµ vËt C còng nh− xung lùc t¹i æ trôc A. KÝch th−íc cho trªn h×nh vÏ. 

Bµi gi¶i: 

Gäi xung lùc va ch¹m t¸c dông lªn vËt C lµ 2S
r

 vµ xung lùc t¸c dông lªn vËt 

AB lµ S
r

1 ta cã: 

S1 = S2=  S 

Ph−¬ng tr×nh biÓu diÔn ®Þnh lý biÕn 

thiªn m«men ®éng l−îng cho thanh AB viÕt 

®−îc: 

JA (ω1 - ω0) = -S.b  (a) b

y

B

a

x S 2 A

C

S1 

K

S2 

C
D

ω2 

Ph−¬ng tr×nh biÓu diÔn ®Þnh lý biÕn 

thiªn ®éng l−îng cho vËt C viÕt ®−îc: 

muc - mvc = S ë ®©y v0 = 0 

do ®ã chØ cßn: H×nh 13.8



 -202-

muc = S  (b) 

XÐt c¶ hÖ sè:  

LA
(1) - LA

(0) = ∑mA ( ( ) 0Sc =
r

 

suy ra:  LA
(1) = LA

(0) hay 

JA ω0 = JA.ω1 + m.u.b = JA ω1 + m.ω1.b
2

ω1 (JA + mb2) = JA.ω0 suy ra: 

ω1 = 

A

2
0

2
A

0A

J
mb1mbJ

.J

+

ω
=

+
ω

 

u = ω1b = 

A

2
0

J
mb1

b

+

ω
 S = M.u = 

A

2
0

J
b

m
1

b

+

ω
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PhÇn 4 

C¸c nguyªn lý c¬ häc 

Cïng víi hai vÊn ®Ò ®· nghiªn cøu lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña chuyÓn 

®éng vµ c¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc; c¸c nguyªn lý c¬ häc tr×nh bµy 

d−íi ®©y sÏ cho ta mét ph−¬ng ph¸p tæng qu¸t kh¸c gi¶i quyÕt cã hiÖu qu¶ vµ 

nhanh gän nhiÒu bµi to¸n ®éng lùc häc cña c¬ hÖ kh«ng tù do. 

C¸c nguyªn lý c¬ häc lµ phÇn c¬ së cña c¬ häc gi¶i tÝch. C¨n cø vµo nguån 

n¨ng l−îng vµ ®Æc ®iÓm kÕt cÊu cña c¬ hÖ, c¬ häc gi¶i tÝch sö dông c«ng cô gi¶i 

tÝch to¸n häc ®Ó thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng vµ t×m c¸ch tÝch 

ph©n c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã. Trong phÇn nµy chØ giíi thiÖu mét sè vÊn ®Ò c¬ b¶n 

nhÊt cña c¬ häc gi¶i tÝch cô thÓ lµ chØ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng 

cho c¬ hÖ kh«ng tù do vµ nªu lªn mét sè tÝnh chÊt cña nã mµ ta kh«ng ®i s©u vµo 

ph−¬ng ph¸p  tÝch ph©n c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã. 

 

Ch−¬ng 14 

Nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ 

14.1. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ c¬ hÖ 

§Ó lµm c¬ së cho viÖc thiÕt lËp c¸c nguyªn lý c¬ häc tr−íc hÕt nªu mét sè 

kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ c¬ hÖ kh«ng tù do. 

14.1.1. Liªn kÕt vµ ph©n lo¹i liªn kÕt 

14.1.1.1. C¬ hÖ kh«ng tù do 

C¬ hÖ kh«ng tù do lµ mét tËp hîp nhiÒu chÊt ®iÓm mµ trong chuyÓn ®éng 

cña chóng ngoµi lùc t¸c dông ra vÞ trÝ vµ vËn tèc cña chóng cßn bÞ rµng buéc bëi 

mét sè ®iÒu kiÖn h×nh häc vµ ®éng häc cho tr−íc. 
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14.1.1.2. Liªn kÕt vµ ph©n lo¹i liªn kÕt 

Liªn kÕt lµ ®iÒu kiÖn rµng buéc chuyÓn ®éng lªn c¸c chÊt ®iÓm cña c¬ hÖ 

kh«ng tù do. C¸c biÕu thøc to¸n häc m« t¶ c¸c ®iÒu kiÖn rµng buéc ®ã gäi lµ 

ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. D¹ng tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh liªn kÕt cã thÓ viÕt :  

fi(rk,vk,t) ≥ 0  j = 1...m ; k = 1...n 

j lµ sè thø tù c¸c ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 

k lµ sè thø tù c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ. 

Ph©n lo¹i liªn kÕt 

C¨n cø vµo ph−¬ng tr×nh liªn kÕt ta cã thÓ ph©n lo¹i liªn kÕt thµnh :  liªn 

kÕt dõng hay kh«ng dõng ,liªn kÕt gi÷ hay kh«ng gi÷ , liªn kÕt h×nh häc hay 

®éng häc 

NÕu liªn kÕt mµ ph−¬ng tr×nh kh«ng chøa thêi gian t gäi lµ liªn kÕt dõng. 

Ng−îc l¹i ph−¬ng tr×nh liªn kÕt chøa thêi gian t gäi lµ liªn kÕt kh«ng dõng hay 

h÷u thêi 

NÕu liªn kÕt mµ ph−¬ng tr×nh m« t¶ b»ng ®¼ng thøc ta gäi lµ liªn kÕt gi÷ 

hay liªn kÕt hai phÝa. NÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh m« t¶ b»ng bÊt ®¼ng thøc gäi 

lµ liªn kÕt kh«ng gi÷ hay liªn kÕt mét phÝa.  

NÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh kh«ng chøa vËn tèc v gäi lµ liªn kÕt h×nh häc 

hay liªn kÕt h« n« n«m. Ng−îc l¹i nÕu liªn kÕt cã ph−¬ng tr×nh chøa yÕu tè vËn 

tèc v gäi lµ liªn kÕt ®éng häc hay kh«ng h« n« n«m. 

Sau ®©y nªu mét vµi thÝ dô vÒ c¸c lo¹i liªn kÕt. 

C¬ cÊu biªn tay quay OAB biÓu diÔn trªn h×nh (14-1) cã ph−¬ng tr×nh liªn 

kÕt :  

xA
2 + yA

2 = r2 ; 

(xB
 + xA)2 + yA

2 = l2 ; 

yB = 0 . 

C¸c ph−¬ng tr×nh liªn kÕt trªn thÓ hiÖn liªn kÕt dõng, gi÷ vµ h« n« n«m. 
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B¸nh xe b¸nh kÝnh R l¨n kh«ng tr−ît trªn ®−êng th¼ng (h×nh 14-2) cã 

ph−¬ng tr×nh liªn kÕt : 

y0 ≥ R ; 

VP = 0 ; 

Liªn kÕt nµy lµ liªn kÕt dõng, kh«ng gi÷ vµ kh«ng h« n« n«m. 

VËt A treo vµo ®Çu sîi d©y v¾t qua rßng däc cè ®Þnh B. §Çu kia cña d©y 

®−îc cuèn l¹i liªn tôc theo thêi gian. Gi÷ cho vËt dao ®éng trong mÆt ph¼ng oxy 

th¼ng ®øng (h×nh 14-3). Ph−¬ng tr×nh liªn kÕt ®−îc viÕt : 

xA
2 + yA

2 = ≤ l2(t) ; 

zA    = 0 . 

Liªn kÕt nµy kh«ng dõng, kh«ng gi÷ vµ h« n« n«m. 

 
y

P

M

R

x

 

 

 

 

A 
1 2

O 

y 

A 

P(t) 
B 

C

B 
 H×nh 14.3H×nh 14.2H×nh 14.1

14.1.2. To¹ ®é suy réng. 

To¹ ®é suy réng lµ c¸c th«ng sè ®Þnh vÞ cña c¬ hÖ. Ký hiÖu to¹ ®é suy 

réng lµ qj ; qj  cã thÓ ®o b»ng ®¬n vÞ ®é dµi, ®¬n vÞ gãc quay, ®iÖn l−îng... 

NÕu sè c¸c to¹ ®é suy réng ®ñ ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña hÖ ta gäi lµ to¹ ®é suy 

réng ®ñ. NÕu sè to¹ ®é d− thõa nghÜa lµ v−ît qu¸ sè to¹ ®é cÇn thiÕt ®Ó x¸c ®Þnh 

vÞ trÝ cña hÖ gäi lµ to¹ ®é d−. Sè c¸c to¹ ®é d− ®−îc liªn hÖ víi nhau b»ng biÓu 

thøc d¹ng :  

fi(qk,qk,t) ≥ 0  gäi lµ ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 
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C¬ cÊu tay quay thanh truyÒn biÓu diÔn trªn h×nh 14-1 nÕu chän q1 = ϕ vµ 

q2 = Ψ th× gi÷a q1 vµ q2  cã ph−¬ng tr×nh  : 

rsinq1 - lsinq2 = 0. 

NÕu chän q1 = xA vµ q2 = yA th× gi÷a q1 vµ q2  cã ph−¬ng tr×nh  : 

q1
2 + q2

2 = r2 ; 

q1 = Rcosq3 . 

14.1.3. Di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ 

Di chuyÓn kh¶ dÜ lµ di chuyÓn v« cïng nhá cña c¬ hÖ t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt 

sang vÞ trÝ l©n cËn mµ c¬ hÖ cã thÓ thùc hiÖn phï hîp víi liªn kÕt ®Æt liªn hÖ. §Ó 

ph©n biÖt víi di chuyÓn thùc dr ta ký hiÖu di chuyÓn kh¶ dÜ lµ ∂r .  

NÕu gäi  vµ kr
r '

kr
r

 lµ vÐc t¬ ®Þnh vÞ cña chÊt ®iÓm thø k trong hÖ t¹i vÞ trÝ 

®ang xÐt vµ t¹i vÞ trÝ l©n c©n th× '
kkk rrr rrr

−=∂  ta cã : 

fj(rk
',vk

',t) - fj(rk,vk,t) = 0   (j = 1...m). 

Víi ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy di chuyÓn thùc kh¸c víi di chuyÓn kh¶ dÜ ë 

chç : 

Di chuyÓn thùc rdr phô thuéc vµo lùc t¸c dông vµ ®iÒu kiÖn ®Çu vµ liªn kÕt 

®Æt lªn hÖ cßn di chuyÓn kh¶ dÜ chØ phô thuéc 

vµo liªn kÕt ®Æt lªn hÖ mµ th«i. ChÝnh v× thÕ di 

chuyÓn thùc chØ cã mét cßn di chuyÓn kh¶ dÜ 

cã thÓ cã mét hoÆc nhiÒu. §èi víi hÖ chÞu liªn 

kÕt dõng di chuyÓn thùc sÏ trïng víi mét 

trong sè c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ. Trong c¬ cÊu 

tay quay thanh truyÒn (h×nh 14-1) di chuyÓn kh¶ dÜ cña hÖ lµ mét tËp hîp c¸c vÐc 

t¬  vµ  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn liªn kÕt nh− sau : H×nh chiÕu lªn AB cña 

b»ng h×nh chiÕu lªn Ab cña 

Ar∂ Br∂

Ar∂ Br∂ . ChÊt ®iÓm ®Æt lªn mÆt cong (h×nh 14-4) cã 

di chuyÓn kh¶ dÜ lµ tËp hîp c¸c vÐc t¬ rr∂ tiÕp tuyÕn víi mÆt cong t¹i vÞ trÝ ®ang 

xÐt. 

δ r  M 

H×nh 14.4 
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14.1.4. BËc tù do cña c¬ hÖ  

Di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ lµ cã nhiÒu tuy nhiªn møc ®ä nhiÒu cã h¹n 

chÕ. Trong sè c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ cña c¬ hÖ cã thÓ cã mét hay mét sè m di 

chuyÓn c¬ së. C¸c di chuyÓn cßn l¹i ®−îc biÓu diÔn qua c¸c di chuyÓn c¬ së nãi 

trªn. C¸c di chuyÓn c¬ së ®éc lËp tuyÕn tÝnh víi nhau vµ ®óng b»ng th«ng sè 

®Þnh vÞ cña c¬ hÖ tøc lµ b»ng sè to¹ ®é suy réng ®ñ. Ta goi c¸c sè di chuyÓn kh¶ 

dÜ c¬ së cña hÖ lµ sè bËc tù do m cña hÖ. 

Trong c¬ cÊu tay quay thanh truyÒn râ rµng sè bËc tù do m = 1, vµ cã thÓ 

chän mét trong ϕ hay µ lµm di chuyÓn c¬ së.  

Sè bËc tù do cña hÖ cµng cao th× møc ®é tuú ý cña c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ 

cµng lín cã thÓ x¸c ®Þnh sè bËc tù do cña c¬ hÖ b»ng biÓu thøc : m = r - s. 

Trong ®ã r lµ sè to¹ ®é d− vµ s lµ sè ph−¬ng tr×nh liªn kÕt. 

14.1.5. Liªn kÕt lý t−ëng - Lùc suy réng 

14.1.5.1. Liªn kÕt lý t−ëng  

NÕu tæng céng nguyªn tè cña ph¶n lùc liªn kÕt trong mäi di chuyÓn kh¶ dÜ 

cña c¬ hÖ ®Òu triÖt tiªu th× liªn kÕt ®Æt lªn c¬ hÖ ®−îc gäi lµ liªn kÕt lý t−ëng. 

Gäi  lµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c dông lªn chÊt ®iÓm MkN
r

k; ∂rk lµ vÐc t¬ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm ®ã th× theo ®Þnh nghÜa trªn ta cã : 

∑
=

=∂
n

1k
kk 0r.N rr

        (14-1) 

Trong thùc tÕ nÕu cÇn bá qua lùc ma s¸t vµ tÝnh ®µn håi cña vËt thÓ t¹o 

thµnh c¬ hÖ th× ®a sè c¸c c¬ hÖ tho¶ m·n biÓu thøc trªn vsf nh− vËy chóng chÞu 

c¸c liªn kÕt lý t−ëng. Khi ph¶i kÓ ®Õn c¸c lùc ma s¸t vµ tÝnh ®µn håi cña v¹t thÓ 

ta vÉn dïng d−îc kh¸i niÖm liªn kÕt lý t−ëng trªn ®©y nh−ng ph¶i xem c¸c lùc do 

ma s¸t hoÆc do tÝnh ®µn håi cña vËt thÓ t¸c dông lªn c¬ hÖ nh− lµ c¸c ho¹t lùc. 

VËt r¾n tuyÖt ®èi tù do lµ mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 
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Qu¶ vËy nÕu ta xÐt mét cÆp chÊt ®iÓm M, N bÊt kú trong vËt th× lùc t¸c 

dông t−¬ng hç gi÷a chóng lµ F, F' víi F = -F'. Gäi ∂r vµ ∂r' lµ c¸c vÐc t¬ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm M, N, ta cã :  

( )'''
2

1k
kk rrFrFr.FrN rrrrrrrr

∂+∂=∂+∂=∂∑
=

. 

Theo ®éng häc vËt r¾n ta cã : 

MNrr ' ∂+∂=∂
rr

 nghÜa lµ : MNrr ' ∂=∂−∂
rr

. VÐc t¬ MN cã ®é lín kh«ng 

®æi nªn ( )'rrMN rr
∂−∂=∂  vu«ng gãc víi F

r
. Cuèi cïng suy ra ( ) 0rr.F ' =∂−∂

rrr
, 

hay , ®iÒu nµy chøng tá vËt r¾n tù do lµ c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. ∑
=

=∂
n

1k
kk 0rN rr

Hai vËt r¾n cã bÒ mÆt tr¬n nh½n tiÕp xóc víi nhau t¹o thµnh mét c¬ hÖ chÞu 

liªn kÕt lý t−ëng. 

Còng dÔ dµng nhËn thÊy hai vËt r¾n cã bÒ mÆt tr¬n nh½n tiÐp xóc víi nhau 

t¹o thµnh mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 

D©y mÒm kh«ng d·n v¾t qua rßng räc khi bá qua sù tr−ît cña d©y vµ bá 

qua ma s¸t æ trôc còng lµ mét c¬ hÖ chÞu liªn kÕt lý t−ëng. 

14.1.5.2. Lùc suy réng 

XÐt c¬ hÖ N chÊt ®iÓm, cã m to¹ ®é suy réng ®ñ q1q2...qm. BiÓu thøc tæng 

c«ng cña c¸c ho¹t lùc trong mét di chuyÓn kh¶ dÜ nµo ®ã cña c¬ hÖ cã thÓ viÕt: 

 ∑ ∑
= =

∂=∂
n

1k

n

1k
k

a
k

a
k rFA rr

.     (a) 

Trong ®ã a
kF
r

 lµ tæng c¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm Mk ; ∂rk lµ di 

chuyÓn kh¶ dÜ cña chÊt ®iÓm Mk t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt. 

BiÓu diÔn vÐc t¬ ®Þnh vÞ rr k vµ di chuyÓn kh¶ dÜ ∂ rr k qua c¸c to¹ ®é suy 

réng ta cã :  

 ( )m21kk q.,.........qqrr rr
= ; 
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 m
m

k
2

2

k
1

1

k
k q

q
r

.........q
q
r

q
q
r

r ∂
∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
=∂

rrr
r

 . 

Thay kÕt qu¶ vµo biÎu thøc (a) ë trªn ta ®−îc 

 ∑ ∑
= = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂

∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
=∂

N

1k

N

1k
m

m

k
2

2

k
1

1

k
k

a
k q

q
r

.........q
q
r

q
q
r

FA
rrr

r
 

 m
m

k
N

1k

a
k2

2

k
N

1k

a
k1

1

k
N

1k

a
k q

q
r

F.........q
q
r

Fq
q
r

F ∂
∂

∂
+∂

∂

∂
+∂

∂

∂
= ∑∑∑

===

r
r

r
r

r
r

 

∑
=

∂=∂+∂+∂
n

1j
jjnn2211 qQqQ................qQqQ  

§¹i l−îng 
j

k
N

1k

a
kj q

rFQ
∂
∂

= ∑
=

rr
 ®−îc gäi lµ lùc suy réng t−¬ng øng víi to¹ ®é 

suy réng qj . 

Ta cã ®Þnh nghÜa : Lùc suy réng Qj øng víi to¹ ®é suy réng qj lµ ®¹i l−îng 

v« h−íng biÓu thÞ b»ng hÖ sè cña biÕn ph©n t−¬ng øng trong biÓu thøc tæng c«ng 

cña c¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn c¬ hÖ trong di chuyÓn kh¶ dÜ bÊt kú cña c¬ hÖ ®ã. 

B¶n chÊt vËt lý cña lùc suy réng phô thuéc vµo b¶n chÊt vËt lý cña to¹ ®é 

suy réng t−¬ng øng. Ch¼ng h¹n ta th−êng gÆp :  

To¹ ®é suy réng qj lµ ®é dµi th× Qj lµ lùc; lµ gãc quay th× Qj lµ m« men lùc 

; qj lµ ®iÖn l−îng th× Qj lµ ®iÖn thÕ. qj lµ ®iÖn thÕ th× Qj lµ ®iÖn l−îng. 

Trong thùc hµnh ®Ó x¸c ®Þnh lùc suy réng Qj ta cã ph−¬ng ph¸p sau ®©y. 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂qj ≠ cßn c¸c biÕn ph©n kh¸c cña to¹ ®é suy 

réng cho b»ng kh«ng, sau ®ã tÝnh c«ng cña c¸c lùc trong di chuyÓn ®è cña hÖ. 

Theo ®Þnh nghÜa trªn ta cã : 

  ∑ ∑
= =

∂=∂
N

1k

n

1j
jj

a
k qQA

V× c¸c biÕn ph©n ∂q ≠ ∂qj ®Òu triÖt tiªu nªn biÓu thøc trªn viÕt ®−îc :  
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  ∑ ∑
= =

∂=∂
N

1k

n

1j
jj

a
k qQA

Tõ ®©y suy ra biÕu thøc x¸c ®Þnh lùc suy réng Qj ; 

 
j

N

1k

a
k

j q

A
Q

∂

∂
=
∑
=  

ThÝ dô 14.1 : X¸c ®Þnh lùc suy réng t−¬ng øng víi to¹ ®é suy réng cña hÖ 

con l¾c vËt lý kÐp biÓu diÔn trªn h×nh (14-5). Cho biÕt träng l−îng cña mçi con 

l¾c ®Òu b»ng P vµ ®Æt t¹i ®iÓm gi÷a C1, Chøng tõ cña c¸c con l¾c ; §é dµi cña 

mçi con l¾c lµ 1. 

O 
x

y 

 C2

C1 
A 

P2 

P1 

ϕ2 

ϕ1 

Bµi gi¶i : 

Chän to¹ ®é suy réng ®ñ cña hÖ lµ c¸c gãc ϕ1 ϕ2 

nh− trªn h×nh vÏ. Gäi c¸c lùc t−¬nh ønh lµ Q1, Q2. Tr−íc 

hÕt x¸c ®Þnh Q1, ta cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ sao cho 

∂ϕ1 ≠ 0 cßn ∂ϕ2 = 0. C«ng cña c¸c ho¹t lùc P1, P2 trong di 

chuyÓn ®ã tÝnh ®−îc :  

H×nh 14.5 

∑
=

ϕ∂ϕ−ϕ∂ϕ−=∂
k

11211
a
k sinlP,sin

2
1.PA  ; 

1111 Qsinl
2
Pl3

ϕ∂=ϕ∂ϕ=  . 

Suy ra : 

11 sinl
2
Pl3Q ϕ−=  . 

§Ó tÝnh Q2 cho  hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂ϕ1 =  0 cßn ∂ϕ2 ≠ 0. Khi ®ã 

chØ cã con l¾c AB di chuyÓn vµ c«ng cña ho¹t lùc trong di chuyÓn nµy lµ : 

2222222

N

1k

a
k Qsin

2
1.Psin

2
1.PA ϕ∂=ϕ∂ϕ−=ϕ∂ϕ−=∂∑

=

 . 

Suy ra : ϕ−= sin
2
1.PQ2  . 
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14.2.1. Nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ  

Khi c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng th× ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó nã c©n 

b»ng t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt lµ tæng c«ng cña c¸c ho¹t lùc trong mäi di chuyÓn kh¶ dÜ 

cña hÖ t¹i vÞ trÝ ®¹ng xÐt b»ng kh«ng. 

  . ∑∑ =∂=∂
=

0r.FA kka

N

1k

a
k

rr

Tr−íc hÕt ta chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn. XÐt c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý 

t−ëng. Gi¶ sö ë vÞ trÝ ®ang xÐt hÖ can b»ng. Ta ph¶i chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn cã 

lµ ∑ =∂ 0r.F kka

r
 . ThËt vËy, v× hÖ c©n b»ng nªn chÊt ®iÓm Mk trong hÖ còng c©n 

b»ng. NÕu gäi   vµ  lµ ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c dông lªn chÊt ®iÓm kh¶o 

s¸t ta sÏ cã : 

a
kF
r

kN
r

  .  0NF k
a
k =+

rr

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt vµ gäi kr
r
∂  lµ di chuyÓn cña 

chÊt ®iÓm Mk ta còng cã thÓ viÕt :  

0r.Nr.F kkk
a
k =∂+∂

rrrr
 . 

ViÕt cho c¶ hÖ, nghÜa lµ cho k tiÕn tõ 1 ®Õn N sau ®ã céng vÕ víi vÕ cña 

c¸c biÓu thøc sÏ ®−îc : 

0r.Nr.F k

N

1k
kk

N

1k

a
k =∂+∂ ∑∑

==

rrrr
 . 

V× liªn kÕt lµ lý t−ëng nªn 0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 do ®ã cÇn ph¶i cã  

 0r.F k
a
k =∂
rr

 . 

Sau ®©y chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. 

Gi¶ thiÕt c¬ hÖ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 0r.F k

N

1k

a
k =∂∑

=

rr
 ta ph¶i chøng minh r»ng 

®iÒu kiÖn nµy ®ñ ®Ó cho hÖ tù c©n b»ng ë vÞ trÝ ®ang xÐt. ThËt vËy nÕu c¬ hÖ tho¶ 

m·n ®iÒu kiÖn trªn mµ kh«ng c©n b»ng th× chøng tá nã ph¶i khëi ®éng t¹i vÞ trÝ 

®ang xÐt ®ã. Nh− vËy biÕn thiªn cña hÖ ph¶i d−¬ng. dT > 0. Theo ®Þnh lý ®éng 

n¨ng ta cã : 
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 ∑ ∑∑ ∂+∂==
=

kk

N

1k
k

a
k

a
k r.Nr.FdAdT rrrr

. 

Víi hÖ chÞu liªn kÕt dõng th× di chuyÓn thùc dr sÏ trïng víi mét trong c¸c 

di chuyÓn kh¶ dÜ. Ta cã krdr r
∂= . 

Thay vµo biÓu thøc trªn ta ®−îc : 

 ∑ ∑
= =

>∂+∂=
N

1k

N

1k
kkk

a
.k 0r.NrFdT rrrr

 

V× hÖ chÞu lùc liªn kÕt lý t−ëng nªn :  

  . 0r.N k

N

1k
k =∂+ ∑

=

rr

ChØ cßn l¹i  : . ∑
=

>∂=
N

1k
k

a
.k 0rFdT rr

§iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt ®· nªu, chøng tá c¬ hÖ kh«ng thÓ khëi ®éng t¹i 

vÞ trÝ ®ang xÐt nghÜa lµ khi tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 th× ch¸c ch¾n c¬ hÖ 

sÏ c©n b»ng. 

14.2.2. Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cña c¬ hÖ kh«ng tù do 

Tõ ®iÒu kiÖn c©n b»ng 0r.N k

N

1k
k =∂∑

=

rr
 cã thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t cho c¬ hÖ d−íi hai d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c vµ to¹ ®é suy réng. 

- D¹ng to¹ ®é §Ò c¸c . 

Gäi Xk
a, Yk

a, Zk
a lµ h×nh chiÕu cña ho¹t lùc a

kF
r

 vµ ∂xk, ∂yk, ∂zk, lµ h×nh 

chiÕu cña di chuyÓn  lªn c¸c trôc to¹ ®é oxyz. Ta cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh c©n 

b»ng cña hÖ d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh sau ®©y:  

kr
r
∂

(∑∑ ∑
==

∂+∂+∂=∂=∂
N

1k
k

a
kk

a
kk

a
kk

N

1k

a
kk zZyYxXr.FA rr ).   (14-3) 

Ph−¬ng tr×nh nµy gäi lµ ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cña hÖ d−íi d¹ng 

to¹ ®é §Ì c¸c. 

- D¹ng to¹ ®é suy réng. 

XÐt hÖ cã m to¹ ®é suy réng ®ñ q1q2....qm. §iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ cã 

thÓ viÕt : 
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  . ∑∑ ∑
==

=∂=∂=∂
N

1k
jjk

N

1k

s
kk 0qQr.FA rr

NÕu hÖ chÞu liªn kÕt h×nh häc (h« n« n«m) th× c¸c ∂qj lµ ®éc lËp víi nhau 

vµ dÔ dµng suy ra c¸c ®iÒu kiÖn c©n b»ng sau ®©y :  

Q1 = 0  ;  Q2 = 0  ; ......Qm = 0.     (14-4) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (12-3) vµ (12-4) chÝnh lµ ®iÒu kiÖn c©n b»ng tæng qu¸t 

cña c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng, h« n« n«m lµ lý t−ëng. 

Sau ®©y lµ c¸c bµi to¸n thÝ dô. 

ThÝ dô 14 .1 

Xµ kÐp gåm hai ®o¹n AC vµ chuyÓn ®éng nèi víi nhau b»ng khíp b¶n lÒ ë 

C. Trªn ®o¹n chuyÓn ®éng cã lùc tËp trung P t¸c dông theo ph−¬ng vu«ng gãc 

víi xµ t¹i E. X¸c ®Þnh ph¶n lùc t¹i gèi ®ì di ®éng B. KÝch th−íc kÐt cÊu xµ cho 

trªn h×nh (14-6a). 

 

A 

l1 

a 

B C E D

NB 

b

l2 

A D 
B C E 
δsB 

δsE δsC 

P
 

 

 

 

 
H×nh 14.6b H×nh 14.6a  

Bµi gi¶i : 

§Ó x¸c ®Þnh ph¶n lùc NB ta gi¶i pháng liªn kÕt (gèi tùa di ®éng) t¹i B vµ 

thay vµo ®ã ph¶n lùc NB. 

Cho hÖ di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂SB, ∂Sc, ∂ScE nh− h×nh vÏ. 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng tæng qu¸t cho hÖ viÕt ®−îc : 

0S.PSNA EBB
a
k =δ−∂=∂∑ . Trong ®ã : 

B
2

1
E S

l
l

a
bS ∂=∂ .Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cßn viÕt ®−îc : 

0S
l
l.

a
b.PSN B

2

1
BB =∂−∂  hay 0

l
l

a
b.PN

2

1
B =−  
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Suy ra : 

 
2

1
B l

l
a
b.PN =  . 

KÕt qu¶ cho ta gi¸ trÞ d−¬ng chøng tá chiÒu cña ph¶n lùc NB chän nh− 

h×nh vÏ lµ ®óng. 

ThÝ dô 142: Cho c¬ cÊu chÞu t¸c dông c¸c lùc c©n b»ng biÓu diÔn trªn 

h×nh (14-7). 

X¸c dÞnh ®é biÕn d¹ng h cña lß xo nÕu cho Q = 100N; ®é cøng lß xo  c = 5N/cm; 

r1 = 20cm; r2 = 40cm; r3 = 10cm; OA = 50cm; α = 300; β = 900. 

O1 

P 

r1 

r2 

1

δϕ1 
δs K

δϕ3 

δs1 

G3 
G1 

r3 

3o2 

β

α

F
B

x

δsA A

y

δsB 

δψ
δψ

H×nh 14.7
Q 

Bµi gi¶i:  

XÐt hÖ bao gåm vËt D ®Õn con tr−ît B. bá qua ma s¸t ë trôc vµ mÆt tr−ît 

liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ dõng, mét phÝa, h« n« n«m vµ lý t−ëng. 

Ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ gåm träng l−îng P,G,G,Q 31

rrrr
 vµ c¸c lùc ®µn håi 

F
r

 cña lß xo. Trong c¸c lùc trªn chØ cã lùc Q
r

 vµ F
r

 lµ sinh c«ng. 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi ∂s lµ di chuyÓn cña vËt D lµm c¬ së. Ta 

cã thÓ t×m ®−îc ci chuyÓn cña ®iÓm B nh− sau : 
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Ta cã : 
1

1 r
s∂

=ϕ∂  

§iÓm tiÕp xóc K gi÷a hai b¸nh r¨ng 2 vµ 3 cã di chuyÓn ∂s1 víi : 

s
r
rrs

1

2
111 ∂=ϕ∂=∂  . di chuyÓn gãc  quay cña b¸nh r¨ng 3 sÏ lµ  

31

21
3 rr

rs∂
=ϕ∂  . 

V× thanh O3A g¾n víi b¸nh r¨ng A nªn ®iÓm A cã di chuyÓn : 

s
rr

rl.AOs
31

2
33A ∂=ϕ∂=∂  . 

Ta cã thÓ x¸c ®Þnh di chuyÓn cña B th«ng qua ∂sA. V× thanh AB chuyÓn 

®éng song ph¼ng víi P lµ t©m vËn tèc tøc thêi nªn suy ra : 

A

B

s
s

PB
PA

∂
∂

=  , hay : AB s
PB
PAa ∂=∂  . 

Trong tam gi¸c APB ta cã : 030cos
1

PA
PB

=  . 

Nªn : s
30cosrr

rs 0
31

2
B ∂=∂  . 

ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn c©n b»ng cho hÖ nhê nguyªn lý di chuyÓn kh¶ dÜ. Ta 

cã: 

   Thay F = c . h ∑ =∂−∂=∂ 0sFsQrF Bkk

rr

ta ®−îc : 0s
30cosrr

rh.csQ 0
31

2 =∂−∂  . 

Suy ra : cm74,1
50.40.5

87,0.10.20.100s
r

30cosrr
c
Qh

2

0
31 ==∂=  . 

Nh− vËy hÖ c©n b»ng khi lß xo bÞ nÐn mét ®o¹n h = 1,74cm. 
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Ch−¬ng 15 

nguyªn lý da lam be 

15.1. Lôc qu¸n tÝnh vµ nguyªn lý Da lam be ®ãi víi chÊt ®iÓm 

XÐt chÊt ®iÓm cã khèi l−îng m chuyÓn ®éng víi gia tèc  d−íi t¸c dông 

c¸c cña lùc   (h×nh 15-1). 

W
r

n21 F.....F,F
rrr

M 

Fn 

H×nh 15.1 

F2 

F1 Fqt
Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña ®éng lùc häc 

viÕt cho chÊt ®iÓm : 

∑
=

=++=
N

1i
in21 FF......FFWm
rrrrr

 . W

ChuyÓn c¸c sè h¹ng cña ph−¬ng tr×nh trªn 

sang mét vÕ ®−îc : 

( ) 0WmFi =−+∑
rr

.   (1) 

Sè h¹ng ( )Wm
r

−  cã thø nguyªn cña lùc b»ng tÝch sè gi÷a khèi l−îng m 

víi gia tèc w, cïng ph−¬ng nh−ng ng−îc chiÒu víi gia tèc ®−îc gäi lµ lùc qu¸n 

tÝnh cña chÊt ®iÓm vµ ký hiÖu lµ qtF
r

. 

Ta cã . WmFqt

rr
−=

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (1) ta ®−îc : 

0FF
N

1i
qti =+∑

=

rr
. 

C¸c lùc ∑ iF
r

 vµ lùc  ®ång quy t¹i chÊt ®iÓm v× vËy cã thÓ viÕt : qtF
r

( ) 0F,F......FF qtn21 =
rrrr

  .       (15-1) 

BiÓu thøc (15-1) biÓu diÔn nguyªn lý §a Lam Be cho chÊt ®iÓm vµ ®−îc 

ph¸t biÓu nh− sau : 

Khi chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng, c¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn chÊt ®iÓm (bao 

gåm c¸c ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt) cïng víi lùc qu¸n tÝnh cña nã t¹o thµnh 

mét hÑ klùc c©n b»ng. 
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§iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ lùc biÓu diÔn nguyªn lý §a Lam Be cho chÊt 

®iÓm viÕt ®−îc :  

ΣXi = X1 + X2 + ....... + Xn +Xqt = 0. 

ΣYi = Y1 + Y2 + ....... + Yn +Yqt = 0. 

ΣZi = Z1 + Z2 + ....... + Zn +Zqt = 0. 

Trong ®ã : 

Xi , Yi , Zi vµ Xqt , Yqt , Zqt lµ c¸c h×nh chiÕu cña lùc Fi thùc sù r¸c ®éng len 

chÊt ®iÓm cña lùc qu¸n tÝnh  lªn c¸c trôc oxyz. qtF
r

Chó ý : 

1. Lùc qu¸n tÝnh  kh«ng ®Æt lªn chÊt ®iÓm, ®ã lµ lùc t−ëng t−îng thªm 

vµo ®Ó cã nguyªn lý §a L¨m Be. Thùc tÕ lùc qu¸n tÝnh ®Æt vµo liªn kÕt cña chÊt 

®iÓm. ThÝ dô khi buéc mét vËt nÆng vµo ®Çu mét sîi d©y vµ quay th× lùc thùc sù 

t¸c dông lªn vËt trong tr−êng hîp nµy chØ cã träng lùc, lùc c¨ng cña d©y, lùc c¶n 

kh«ng khÝ, cßn lùc qu¸n tÝnh cña vËt l¹i ®Æt lªn sîi d©y vµ cã xu h−íng ®øt d©y. 

qtF
r

2. Khi chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cong, gia tèc cña chÊt ®iÓm cã hai thµnh 

phÇn tiÕp tuyÕn vµ ph¸p tuyÕn do ®ã lùc qu¸n tÝnh còng cã hai thµnh phÇn t−¬ng 

øng. Ta cã : 

nWWW
rrr

+= τ . 

n
qtqt

n
qt FFWmWmWmF

rrrrrr
+=−−=−= ττ . 

Trong ®ã lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn τ
qtF
r

 cã ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi quü ®¹o cã 

chiÒu phô thuéc vµo tÝnh chÊt chuyÓn ®éng cña chÊt ®iÓm. NÕu 0
dt
dvW >=  th× 

lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn ng−îc chiÒu víi vËn tèc cña chÊt ®iÓm. 

 0
dt
dvW <=τ  th× lùc qu¸n tÝnh tiÕp tuyÕn cïng chiÒu víi vËn tèc cña chÊt 

®iÓm. V× vËy gia tèc ph¸p tuyÕn Wn lu«n lu«n cïng h−íng vµo t©m cña ®−êng 

conh t¹i vÞ trÝ ®ang xÐt nen n
qtF
r

 lu«n lu«n cã chiÒu h−íng tõ t©m ®−êng cong ra 

ngoµi v× thÕ  ®−îc gäi lµ lùc qu¸n tÝnh ly t©m (h×nh 15-2) n
qtF
r
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M 

n Fqt

Wn

Fqt
τ 

v
Wτ Fqt

τ 

Wn 

M

Wτ

v

nFqt 

 

 

 

 

 
H×nh 15.2

 

Nhê nguyªn lý §a L¨m Be ta cã thÓ gi¶i thÝch c¸c bµi ®éng lùc häc cña 

chÊt ®iÓm b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n c©n b»ng cña hÖ lùc ®ång quy ®· biÕt 

trong tÜnh häc. 

ThÝ dô 15-1 

M 

W

O 
α 

P

Fe
qt

T

Fqt P

T α

Mét bãng ®Ìn cã träng l−îng P treo 

trªn trÇn cña toa tÇu ®ang ch¹y. T¹i mét thêi 

®iÓm nµo ®ã ng−êi ta thÊy d©y treo ®Ìn lÖch 

®i so víi ph−¬ng ®øng mét gãc α. T×nh gia 

tèc cña tÇu t¹i thêi ®iÓm ®ã. TÝnh lùc c¨ng 

cña d©y (h×nh 15-3). 

H×nh 15.3 Bµi gi¶i : 

XÐt chuyÓn ®éng cña bãng ®Ìn. Gäi gia tèc cña bãng ®Ìn lµ  ta cã : c¸c 

lùc thùc sù t¸c dông lªn bãng ®Ìn lµ träng lùc P

W
r

r
, lùc c¨ng T

r
 cña d©y. Lùc qu¸n 

tÝnh cña bãng ®Ìn lµ : 

W
g
PFqt

rr
−=  . 

Theo nguyen lý §a L¨m Be cã : 

( )qtF,T,P
rrr

   0 

HÖ lùc nµy gåm 3 lùc ®ång quy ta cã thÓ thiÕt lËp ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña 

chóng b»ng tam gi¸c khÐp kÝn nh− trªn h×nh (15-3b). 

Tõ tam gi¸c lùc nµy suy ra : Fqt = Ptgα. 

Hay  mw = ptgα = mgtgα; 
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 w = gtgα. 

T¹i thêi ®iÓm xÐt coi bãng ®Ìn lµ c©n b»ng t−¬ng ®èi trong toa tÇu do ®ã 

gia tèc cña bãng ®µn còng chÝnh lµ gia tèc cña toa xe. 

Cuèi cïng lùc c¨ng T tÝnh ®−îc ; P
cos

1
cos

PT
α

=
α

= . 

Ta cã ph−¬ng chiÌu biÓu diÔn nh− h×nh vÏ. 

ThÝ dô 15-2 : Mét b×nh h×nh trô chøa chÊt láng 

quay quanh trôc th¼ng ®øng víi vËn tèc kh«ng ®æi ω0. 

T×m d¹nh mÆt tho¸ng chÊt láng ë vÞ trÝ c©n b»ng t−¬ng 

®èi (h×nh 15-4). 

Bµi gi¶i:  

XÐt mät phÇn tö chÊt láng M n»m trªn mÆt 

tho¸ng. 

Gi¶ thiÕt mÆt ph¼ng oxy c¾t mÆt tho¸ng theo 

giao tuyÕn AOB di qua ®iÓm M (h×nh 15-4). C¸c lùc 

thùc sù t¸c ®äng lªn chÊt ®iÓm M gåm : Träng lùc P
r

 ph¶n lùc  cña phÇn chÊt 

láng cßn l¹i t¸c dông lªn chÊt ®iÓm cã h−íng theo ph¸p tuyÕn Mn. 

N
r

O 
M

B τ

α 
Fqt

x
P 

N 

r 

n 

y 

A

H×nh 15.4 

Lùc qu¸n tÝnh cña ch¸t ®iÓm lµ WmFqt

rr
=  v× khèi láng quay ®Òu quanh 

trôc quay nªn gia tèc  chØ gåm thµnh phÇn ph¸p tuyÕn  vµ lùc qu¸n tÝnh 

 cã ph−¬ng chiÒu nh− h×nh vÏ : 

W
r

nW
r

qtF
r

Fqt = Fqt
n = mω2.x , 

ë ®©y x lµ to¹ ®é cña ®iÓm M. 

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be cho chÊt ®iÓm M ta cã : 

( )qtF,N,P
rrr

 ∼ 0. 

Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng cña hÖ lùc nµy trªn trùc tuyÕn Mτ viÕt ®−îc :  

m x ω2cosα - mgsinα = 0 ; 

α lµ gãc nghiªng cña ®−êng tiÕp tuyÕn víi trôc x. 

Suy ra x.
g

tg
2ω

=α  
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Thay 
dx
dytg =α  ta ®−îc : x.

gdx
dy 2ω

=  

Hay dx.x.
g

dy
2ω

=  . 

L¸y tÝch ph©n hai vÕ theo c¸c cËn t−¬ng øng cã :  

dx.x.
g

dy
y

0

2y

0
∫∫
ω

=  , 

Hay 2
2

x.
g2

y ω
=  . 

Nh− vËy ®−êng AOB lµ ®−êng parabol vµ mÆt tho¸ng cña chÊt láng lµ mét 

mÆt paraboloit trßn xoay nhËn trôc oy lµ trôc ®èi xøng. 

15.2. Nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ 

15.2.1. Nguyªn lý 

XÐt hÖ gåm n chÊt ®iÓn : M1,M2, ........Mn. 

T¸ch mét chÊt ®iÓm Mk ra xÐt. Gäi i
kF
r

 vµ e
kF
r

 lµ tæng c¸c néi lùc vµ tæng 

c¸c ngo¹i lùc t¸c dông lªn chÊt ®iÓm. NÕu chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng víi gia tèc 

 th× lùc qu¸n tÝnh cña chÊt ®iÓm sÏ lµ kW
r

kkqtk WmF
rr

−= . 

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be cho ch¸t ®iÓm ta cã : 

( )qtk
e
k

i
k F,F,F

rrr
   0. 

Cho k tiÕn tõ 1 ... n ta ®−îc n hÖ lùc c©n b»ng viÕt theo d¹ng trªn. TÊt c¶ 

c¸c hÖ lùc ®ã hîp l¹i thµnh mét hÖ lùc c©n b»ng :  

( )qtk
e
k

i
k F,F,F

rrr
   0.  (k = 1.... n)     (15-3) 

BiÓu thøc (15-3) biÓu diÔn nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ vµ ®−îc ph¸t 

biÓu nh− sau : 

Khi hÖ chuyÓn ®éng c¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn hÖ (kÓ c¶ néi lùc vµ 

ngo¹i lùc) cïng víi lùc qu¸n tÝnh cña hÖ t¹o thµnh mét hÖ lùc c©n b»ng. 

HÖ lùc biÓu diÔn bëi biÓu thøc (15-3) lµ hÖ lùc bÊt kú trong kh«ng gian vµ 

vËy ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña hÖ cã thÓ viÕt nh− sau : 
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( )∑
=

=++
N

1ki
qtk

e
k

i
k 0FFF

rrr
 ; 

[ ]∑
=

=++
N

1ki
qtk0

e
k0

i
k0 0)F(m)F(m)F(m

rrrrrr
 . 

V×  nªn ph−¬ng tr×nh cßn l¹i : 0F
N

1ki

i
k =∑

=

r

( )∑
=

=+
N

1ki

qte
k 0RF

rr
 ; 

[∑
=

=+
N

1ki

qt
0

e
k0 0M)F(m

rrr ]        (15-4) 

Trong ®ã qtR
r

 vµ  lµ vÐc t¬ chÝnh vµ m« men chÝnh lùc qu¸n tÝnh cña 

hÖ. 

qt
0M

r

NÕu viÕt d−íi d¹ng h×nh chiÕu ta cã 6 ph−¬ng tr×nh sau : 

∑ =+ 0XX qte
k ; 

∑ =+ 0YY qte
k ;  

∑ =+ 0ZZ qte
k ;  

∑ =+ 0M)F(m qt
x

e
kx  ; 

∑ =+ 0M)F(m qt
y

e
ky  ; 

∑ =+ 0M)F(m qt
z

e
kz . 

Trong ®ã : Xk
e, Yk

e , Zk
e , Xqt , Yqt , Zqt lµ c¸c thµnh phÇn h×nh chiÕu lªn 

c¸c trôc oxyz cña ngo¹i lùc 0
kF
r

 vµ vÐc t¬ chÝnh cña lùc qu¸n tÝnh qtR
r

 cßn 

 vµ M)F(m),F(m),F(m e
kz

e
ky

e
kx

rrr
x

qt , My
qt , Mz

qt  lµ m« men ®èi víi ba trôc oxyz 

cña ngo¹i lùc  vµ m« men chÝnh cña lùc qu¸n tÝnh ®èi víi ba trôc. 0
kF
r

Còng nh− ®èi víi chÊt ®iÓm nguyªn lý §a L¨m Be ®èi víi hÖ cho ta 

ph−¬ng ph¸p gi¶i c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc cho hÖ theo ph−¬ng ph¸p tÜnh häc vµ 

®−îc gäi lµ ph−¬ng ph¸p tÜnh ®éng....Ph−¬ng ph¸p tÜnh ®éng ®−îc ¸p dông réng 

r·i ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc ®Æc biÖt lµ nh÷ng bµi to¸n x¸c ®Þnh c¸c 

ph¶n lùc liªn kÕt. Khi sö dông ph−¬ng ph¸p khã kh¨n chÝnh lµ viÖc x¸c ®Þnh vÐc 
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t¬ chÝnh qtR
r

 vµ m« men chÝnh, Mc
qt. Sau ®©y sÏ tr×nh bµy kÕt qu¶ thu gän hÖ lùc 

qu¸n tÝnh trong mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt. 

15.2.2. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh 

15.2.2.1. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

 C¸c chÊt ®iÓm trong vËt cã gia tèc nh− nhau vµ b»ng gia tèc khèi t©m : 

. ( )n....1kWW ck ==
rr

Khi thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh vÒ khèi t©m C ta ®−îc : 

∑ −=−= cck
qt
c WMWmR

rrr
 ; 

( ) ∑∑ ==−=−= 0WxrMWxmrWmmM cccckkkkc
qt
c

rrrrrr
. 

V× 0rcc =
r

 do ta chän C lµm t©m thu gän. 

Nh− vËy trong tr−êng hîp vËt chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn hîp lùc cña c¸c lùc 

qu¸n tÝnh b»ng vÐc t¬ chÝnh c
qt
c WMR

rr
−=  vµ ®i qua khèi t©m C. 

15.2.2.2. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng quay quanh mét 
trôc cè ®Þnh ®i qua khèi t©m C 

Gäi vËn tèc vµ gia tèc cña vËt lµ ω vµ ε ta cã : 

0WMWmR ckk
qt
c =−=−=∑

rrr
 v× 0Wc =

r
. 

( ) ( ) ( )qt
n

N

1k
cz

qtN

1k
cz

qt
N

1k
cz

qt
k FmFmFmM

rrr
∑∑∑
=

τ
==

+==  . 

C¸c lùc qu¸n tÝnh ph¸p tuyÕn lu«n lu«n ®i qua trôc quay do ®ã : 

( )∑ =
k

qt
ncz 0Fm
r

 . Ta cã :  

( )∑ ∑
=

τ ε−=ε−==
N

1k
ozkkk

qt
cz

qt
cz JdmdFmM

r
. 

Mcz
qt = - Jozε. 

Víi Joz lµ m« men qu¸n tÝnh cña vËt ®èi víi trôc quay. 

KÕt qu¶ thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chuyÓn ®éng quay quanh mét trôc 

®i qua khèi t©m lµ : 

0R qt
c =

r
 vµ Mcz

qt = - Jozε. 
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15.2.2.3. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh cña vËt r¾n chuyÓn ®éng song ph¼ng 

Theo ®éng häc chuyÓn ®éng song ph¼ng cña vËt cã thÓ ph©n tÝch thµnh hai 

chuyÓn ®éng c¬ b¶n lµ tÜnh tiÕn theo khèi t©m vµ chuyÓn ®éng quay quanh trôc z 

®i qua khèi t©m C vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng c¬ së. Thu gän hÖ lùc qu¸n tÝnh víi 

tõng chuyÓn ®éng c¬ b¶n ®ã ®· ®−îc tr×nh bµy trong hai tr−êng hîp trªn. DÔ 

dµng nhËn thÊy khi thu gän c¸c lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chuyÓn ®éng song ph¼ng cã 

kÕt qu¶ sau :  

c
qt
C WMR

rr
−=  vµ Mcz

qt = - Jozε. 

trong ®ã M vµ Joz lµ khèi l−îng vµ m« men qu¸n tÝnh cña hÖ ®èi víi trôc 

quay cz. Wc vµ ε lµ gia tèc khèi t©m vµ gia tèc gãc cña hÖ. 

Sau ®©y gi¶i mét sè bµi to¸n cã vËn dông nguyªn lý §a L¨m Be cho hÖ. 

ThÝ dô 15-3: 

Hai vËt A vµ B cã träng l−îng P1 vµ P2 liªn kÕt víi nhau b»ng mét sîi d©y 

kh«ng d·n träng l−îng kh«ng ®¸ng kÓ. Hai vËt chuyÓn ®éng trªn mÆt ph¼ng n»m 

ngang cã hÖ sè ma s¸t f nhê t¸c dông lùc Q vµo vËt B theo ph−¬ng ngang ( h×nh 

15-5 ). X¸c ®Þnh gia tèc cña hai vËt vµ lùc c¨ng cña sîi d©y. 

Bµi gi¶i : 

XÐt hÖ gåm c¶ hai vËt. C¸c lùc ngoµi t¸c dông lªn hÖ gåm träng l−îng 

, ph¶n lùc ph¸p tuyÕn 21 P,P
rr

21 N,N
rr

, lùc ma s¸t tr−ît 21 F,F
rr

 vµ lùc kÐo Q. 

 

N1 

F1 
qt

N2 

P2 

F2 
qt

F1 

B A Q

P1 

F2 
P2 

N2 

F2 
qt

T

F2 

 

 

 

 b)a) 
 

H×nh 15.5 

Gäi lùc qu¸n tÝnh ®Æt lªn vËt A vµ B lµ qt
2

qt
1 F,F
rr

 ta cã : 

2
2qt

21
1qt

1 W
g
PF;W

g
PF

rrrr
−=−=  



 -224-

víi WWW 21

rrr
==  . 

Theo nguyªn lý §a L¨m Be ta cã : 

( ) 0F,F,Q,F,F,N,N,P,P qt
2

qt
1212121 =

rrrrrrrrr
 

C¸c lùc nµy ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh (15-5a). Ph−¬ng tr×nh c©n b»ng theo 

ph−¬ng trôc ox n»m ngang viÕt ®−îc: 

0FFFFQ 11
qt
2

qt
1 =−−−−

rrrr
, 

hay ( ) 0fPPW
g

PPQ 12
12 =+−

+
−=

r
. 

Suy ra gia tèc hai vËt : 

g.f
PP

QW
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=  

Tõ kÕt qu¶ t×m ®−îc nhËn thÊy vËt chuyÓn ®éng khi : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

<
12 PP

Qf . 

§Ó tÝnh lùc c¨ng T cña d©y ta ph¶i t¸ch mét trong hai vËt ra ®Ó xÐt ch¼ng 

h¹n xÐt vËt B. C¸c lùc thùc sù t¸c dông lªn vËt B lµ : ( )T,Q,F,N,P 222

rrrr
. lùc qu¸n 

tÝnh lµ . C¸c lùc nµy ®−îc biÓu diÓn trªn h×nh (15-5b). qt
2F
r

¸p dông nguyªn lý §a L¨m Be ta cã :  

( , P
r

N
r

, 2F
r

, , T , qtQ
r r

F
r

2 )∼ 0. 

ViÕt ph−¬ng tr×nh cña hÖ c©n b»ng nµy lªn ph−¬ng ngang ta cã: 

Q - T - F2 - F2
qt = 0      

Q - T - p2.f - p2
g
w  = 0 

Thay gi¸ trÞ t×m ®−îc cña w vµo ph−¬ng tr×nh trªn tÝnh ®−îc : 

T = 
21

1

PP
QP
+

. 

KÕt qu¶ cho thÊy lùc c¨ng cña d©y kh«ng phô thuéc lùc ma s¸t. 
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ThÝ dô 15-4: 

Thanh ®ång chÊt cã chiÒu dµi l, träng l−îng P
r

. §Çu A ®−îc gi÷ b»ng khíp 

b¶n lÒ vµ ®Çu B ®−îc  gi÷ b»ng sîi d©y (h×nh 15.6). X¸c ®Þnh lùc c¨ng  cña d©y 

BD khi trôc quay ®Òu víi vËn tèc ω

T
r

o. 

Cho biÕt gãc hîp bëi gi÷a thanh AB vµ trôc quay AD lµ α. 

Bµi gi¶i: 

XÐt chuyÓn ®éng cña thanh AB. C¸c lùc ngoµi t¸c dông lªn thanh lµ: 

Träng lùc P , phµn lùc R
r r

A vµ lùc c¨ng T
r

 cña d©y. Gäi hîp lùc cña c¸c lùc qu¸n 

tÝnh lµ qtR
r

 . Theo nguyªn lý §a lam be ta cã: 

  ( , ,P
r

T
r

R
r

A, R  qtr
 )∼ 0. 

Ta cã nhËn xÐt: Lùc qu¸n tÝnh F
r  qt

k cña c¸c phÇn tö trªn thanh cã cïng 

ph−¬ng chiÒu vµ tû lÖ víi to¹ ®é x  cña nã. k

y

A

yA 

xA 

P
→

x

ω2xdm 

Rn

E
EB

ωo 

D T

C 

α

H×nh 15.8

h

§iÒu nµy cho phÐp vÏ biÓu ®å ph©n bè 

c¸c lùc qu¸n tÝnh theo h×nh (15-6). Ta nhËn 

thÊy r»ng hîp lùc cña hÖ lùc nµy R
r qt = M. 

W
r

c vµ ®i qua träng t©m cña tam gi¸c ABE, 

nghÜa lµ ®i qua ®iÓm F c¸ch A mét ®o¹n 

b»ng 21/3. DÔ dµng t×m thÊy ph−¬ng tr×nh 

c©n b»ng cho hÖ lùc: 

∑ =++−= 0RXTX qt
A ; 

∑Y=YA - P = 0 ; 

2
1Pcos

3
2.Rcos.l.T)F(m qt

iA −α−α=∑ 0sin =α

.Thay 2
c

qt sin
2
l

g
PW.MR αω==  vµ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α

ω
= tg

2
1sin

g3
lPT

2
0 ; 

PYA =  vµ 2
0

2
0

A sin
2
l

g
Ptg

2
1sin

g3
lPX αω−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α

ω
=  . 
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Ch−¬ng 16 

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc -  
Ph−¬ng tr×nh lagrang lo¹i 2 

16.1. Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc 

Nh− ®· biÕt ë ch−¬ng 12 vµ ch−¬ng 13, nguyªn lý §a L¨m Be cho ta 

ph−¬ng ph¸p tÜnh ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n ®éng lùc häc, cßn nguyªn lý di 

chuyÓn kh¶ dÜ cho ta ph−¬ng ph¸p tæng qu¸t gi¶i c¸c bµi to¸n c©n b»ng cña c¬ hÖ 

tù do. KÕt hîp hai nguyªn lý trªn cho chóng ta thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

chuyÓn ®éng cña c¬ hÖ tù do  gäi lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc. 

XÐt c¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng chuyÓn ®éng d−íi t¸c dông cña 

c¸c ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt. Gäi k
a
k N,F
rr

 lµ ho¹t lùc vµ ph¶n lùc liªn kÕt t¸c 

dông lªn chÊt ®iÓm Mk . Nguyªn lý §a L¨m Be cho chÊt ®iÓm Mk cã thÓ viÕt ; 

0WmNF kkkk =−+
rrr

.  (a) 

Cho hÖ di chuyÓn kh¶ dÜ, gäi kr
r
∂  lµ di chuyÓn cña chÊt ®iÓm Mk . Nh©n hai 

vÕ cña ph−¬ng tr×nh (a) víi kr
r
∂  ta ®−îc 

0rWmrNrF kkkkkk
a
k =∂−∂+∂

rrrrrr
.   (b) 

ViÕt ph−¬ng tr×nh (b) cho tÊt c¶ c¸c chÊt ®iÓm trong hÖ nghÜa lµ cho k = 1 

... N ta sÏ ®−îc hÖ N ph−¬ng tr×nh : 

0rWmrNrF 111111
a =∂−∂+∂

rrrrrr
 ; 

0rWmrNrF 222222
a =∂−∂+∂

rrrrrr
 ; 

.............................................. 

0rWmrNrF nnnnnn
a
n =∂−∂+∂

rrrrrr
 . 

TiÕn hµnh céng vÕ víi vÕ cña hÖ N ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc :  

0rWmrNrF
N

1k
kkk

N

1k
kk

N

1k
k

a
k =∂−∂+∂ ∑∑∑

===

rrrrrr
 .     (c) 

V× liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ liªn kÕt lý t−ëng nªn sè hµng thø hai trong ph−¬ng 

tr×nh (c) triÖt tiªu :      . 0rN
N

1k
kk =∂∑

=

rr
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Cuèi cïng ta cã : 

0rWmrF
N

1k
kkk

N

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrrr
 

Hay : 0r)WmF( kkk

N

1k

a
k =∂−∑

=

rrr
      (16-1) 

Ph−¬ng tr×nh (16-1) lµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ®−îc gäi 

lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc d−íi d¹ng vÐc t¬. 

Còng cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh nµy d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c sau ®©y. 

∑ ∑∑
= ==

=∂−+∂−+∂−
N

1k

N

1k
kkk

a
kkkk

a
k

N

1k
kkk

a
k 0z)zmZ.(y)ymY.(x)xmX.( rrr

 (16-2) 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc ta thÊy khi c¬ hÖ chÞu liªn 

kÕt dõng vµ lý t−ëng tæng vi ph©n c«ng cña c¸c ho¹t lùc vµ c¸c lùc qu¸n tÝnh 

lu«n lu«n b»ng kh«ng. Ta cã : 

0A.A.
N

1k

qa
k

N

1k

a
k =∂+∂ ∑∑

==

       (16-3). 

ThÝ dô 16-1 

Trôc cña bé ®iÒu chØnh ly t©m ®Æt 

th¼ng ®øng vµ quay víi vËn tèc gãc ω 

(h×nh 16-1). Träng l−îng cña mçi qu¶ 

v¨ng lµ P1 = P2 = P. Träng l−îng cña con 

tr−ît CC1lµ Q. X¸c ®Þng gãc α cña thanh 

A1O1 vµ A2O2 hîp víi trôc quay lµ hµm 

theo vËn tèc gãc ω. Cho A1O1 = A2O2 = 

1; O1B1 = O2B2 = B1C1 = B2C2 = a 

Bµi gi¶i : 

Xem  bé ®iÒu chØnh bao gåm qu¶ 

v¨ng A1A2 vµ con tr−ît lµ mét c¬ hÖ. NÕu 

bá qua lùc ma s¸t ë c¸c æ trôc vµ c¸c 

khíp nèi ta cã thÓ xem c¬ hÖ nµy chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. C¸c ho¹t lùc t¸c 

dông lªn hÖ bao gåm träng l−îng cña c¸c qu¶ v¨ng vµ con tr−ît lµ 21 P,P
rr

 vµ Q. 

Khi hÖ quay æn ®Þnh víi vËn tèc gãc ω th× lùc qu¸n tÝnh cña hÖ chØ bao gåm c¸c 

α

ω y
O1 O2 

Q3 

x

P1 

F1
n

A2 A1 

B2 B1 

C1 C2 

P2 

F2
n

H×nh 16.1 
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lùc qu¸n tÝnh ly t©m  cña hai qu¶ v¨ng. Do ®èi xøng c¸c lùc qu¸n tÝnh nµy 

cã trÞ sè b»ng nhau vµ b»ng :  

qt
2

qt
1 F,F
rr

αω== sinl
g
PFF 2qt

2
qt

1

rr
 . 

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc viÕt d−íi d¹ng to¹ ®é §Ò c¸c ®· 

chän nh− h×nh vÏ lµ : 

P1∂x1 + P2∂x2 - F1
qt∂y1 + F2

qt∂y2 + Q∂x0 = 0. 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c biÕn ph©n cña to¹ ®é tõ h×nh vÏ ta cã : 

x1 = x2 = lcosα ; 

y1 = -y2 = -lsinα ; 

xc = 2acosα. 

Suy ra: ∂x1 =∂x2 = -lsinα.∂α; 

 ∂y1 =-∂y2 = -lcosα.∂α; 

 ∂xc = -2a.sinα.∂α; 

Thay c¸c kÕt qu¶ võa t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh thiÕt lËp ë trªn : 

0sin.Q2cosl.sinl
g
P2sina2.P2 2 =α∂α−α∂ααω+α∂α−  . 

Suy ra :  

g
Pl

QaPlcos 22ω
+

=α  , 

Hay : g
Pl

QaPlarccos 22ω
+

=α  . 

V× cosα ≤ 1 nªn còng tõ kÕt qu¶ nµy suy ra : 

g
Pl

QaPl
22

2

ω
+

≥ω  . 

§Ó cã gãc t¸ch α cho tr−íc vËn tèc gãc cña trôc bao giê còng lín h¬n 

hoÆc b»ng g
Pl

QaPl
22ω

+
. 
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ThÝ dô 16-2 

C¬ cÊu n©ng h¹ cã kÕt cÊu biÓu 

diÔn trªn h×nh (16-2). B¸nh xe 1 cã 

träng P1, b¸n kÝnh qu¸n tÝnh ρ1. B¸nh xe 

2 cã träng P2, b¸n kÝnh qu¸n tÝnh ρ2. X¸c 

®Þnh gia tèc cña vËt nÆng A cã träng 

l−îng Q khi ta t¸c ®éng lªn b¸nh xe mét 

m« men quay M. 

Bµi gi¶i : 

XÐt hÖ gåm b¸nh xe 1, b¸nh xe 2 

vµ vËt nÆng A. Coi ma s¸t trong trôc 

b¸nh xe lµ kh«ng ®¸ng kÓ th× liªn kÕt ®Æt lªn hÖ lµ liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ®−îc viÕt d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh tæng 

qu¸t cña ®éng lùc häc. 

2

M2
qt

M

1

Mt
qt

δϕ1 δϕ2 

ε2 

ε1 

A

δs1 
ω1 

Q
FA

qt

H×nh 16.2 

0rWm.rF.
N

1k
kkk

n

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrr
 

Ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ bao gåm m« men M vµ c¸c träng lùc . Q,P,P 21

rr

Khi hÖ chuyÓn ®éng, c¸c lùc qu¸n tÝnh t¸c dông lªn hÖ bao gåm  . qt
2

qt
1

qt
A M,M,F
r

Lùc qu¸n tÝnh cña vËt A cã thÓ x¸c ®Þnh :    A
qt
A W

g
QF
rr

−=  

C¸c m« men lùc qu¸n tÝnh cña b¸nh xe    2
2
2

2qt
21

2
1

1qt
1 g

PM;
g
PM ερ=ερ= . 

ë ®©y  lµ gia tèc cña vËt A ; εAW
r

1 vµ ε2 lµ gia tèc cña gãc cña b¸nh xe 1 

vµ 2. Theo kÕt cÊu cña hÖ ta cã:     A
2

1
2

A
1 W

rr
r;

r
W

=ε=ε  . 

Cho hÖ mét di chuyÓn kh¶ dÜ víi di chuyÓn ∂sA cña vËt A lµm c¬ së. Theo 

kÕt cÊu ta còng suy ra di chuyÓn cña c¸c b¸nh xe lµ :  

r
s

r
r

r
r;

r
s A

2

1

2

1
2

A
1

∂
=ϕ∂=ϕ∂

∂
=ϕ∂  

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña hÖ ®éng lùc häc viÕt cô thÓ sÏ lµ : 
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- 0
r
s

r
r

Ms
rr
r

g
P

r
s

g
P

sW
g
QsQ A

2

1
A

2

1
2

2
2

2A
1

2
1

1
AAA =

∂
+∂ερ−

∂
ερ−∂−∂  . 

Hay : 0
rr
rMW

rr
r

g
P

r
W

g
P)

g
W1(Q

2

1
A2

2
2

2
12

2
2

2
A2

1
1A =+ρ−ρ−−−  . 

Suy ra : 

12
2

2
1

2
2

2
1

2

1

A

P
r
r

r
P

r
rQ

rQM
r
r

W
ρ

+
ρ

+

−
=  . 

16.2. Ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i II 

Ph−¬ng tr×nh tr×nh tæng qu¸t cña ®éng lùc häc viÕt d−íi d¹ng to¹ ®é suy 

réng d−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2. 

XÐt hÖ chÞu liªn kÕt dõng vµ lý t−ëng. Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña hÖ lµ : 

,0r)WmF.(
N

1k
kkk

a
k =∂=∑

=

rrr
   hay :  .0rWm.rF.

N

1k
kkk

N

1k
k

a
k =∂−∂ ∑∑

==

rrrr
 

Nh− ®· biÕt ë ch−¬ng 14 ta cã thÓ thay :     ∑∑
==

∂=∂
m

1j
jj

N

1k
k

a
k qQ.rF. rr

 

ë ®©y Qj lµ lùc suy réng øng víi to¹ ®é suy réng qj .  

§Ó cã ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 ta cßn ph¶i biÕn ®æi trùc tiÕp sè h¹ng 

 sang to¹  ®é suy réng. ta cã : ∑
=

∂
N

1k
kkk rWm. rr

.q)
q
rWm.()q

q
r.(Wm.rWm. j

m

1j j

k
N

1k
kk

N

1k

m

1j
j

j

k
kk

N

1k
kkk ∂

∂
∂

=∂
∂
∂

=∂ ∑ ∑∑ ∑∑
= == ==

rrrrrr
 

ë trªn ®· thay : )
t
rq

q
r.......q

q
rq

q
r(r k

j
m

k
j

2

k
j

1

k
k ∂

∂
+∂

∂
∂

+∂
∂
∂

+∂
∂
∂

=∂
rrr

 

§Æt 
j

k
N

1k
kk q

r
Wm

∂

∂
∑
=

r
r

 = Zj ta sÏ ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng:

∑∑
==

∂=∂
m

1j
jj

N

1k
kkk qZ.rWm. rr

 

Sau ®©y t×m biÓu thøc cña Zj : 
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∑∑∑
=== ∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

=
N

1k 1

k
kk

1

k
N

1k
kk

N

1k 1

k
kkj )

q
r(

dt
dvm.

q
rvm.(

dt
d

q
rWm.Z

r
r

r
r

rr
 . 

Thay ;
t
r

q
q
r

......q
q
r

q
q
r

dt
rd

v k
m

1

k
2

1

k
1

1

kk
k ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
==

r

&

r

&

r

&

rr
r

 

.
t
r

q
q
r

v
m

1j

k
j

j

k
k ∑

= ∂

∂
+

∂

∂
=

r

&

r
r

 

Tõ kÕt qu¶ nµy suy ra hai biÓu thøc sau : 

j

k

j

k

q
v

q
r

&

rr

∂

∂
=

∂

∂
      (e) 

Thay : 

1

k
2

m
mj

k
2

2
2j

k
2

1
1j

k
2

j

k

qt
r

q
qq
r

........q
qq
r

q
qq

r
)

q
r

(
dt
d

∂∂

∂
+

∂∂

∂
++

∂∂

∂
+

∂∂

∂
=

∂

∂
r

&

r

&

r

&

rr
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== ∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂

∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂∂

∂
=

m

1j j

kk
j

j

k

j

m

1j j

k
2

j
jj

k
2

q
v

)
t
r

q
q
r

.(
qqt

r
q
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r

.
rr

&

rr

&

r

 

Suy ra : .
q
v)

q
r(

dt
d

j

k

j

k

∂
∂

=
∂
∂

rr

    (g) 

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc tõ biÓu thøc (e) vµ (g) vµo biÓu thøc cña Zj ta ®−îc : 

∑ ∑
= = ∂

∂
−

∂

∂
=

N

1k j

k
N

1k
kk

j

k
kkj ;

q
v

vm.)
q
v

vm.(
dt
dZ

r
r

&

r
r

 

∑ ∑
= ∂

∂
∂
∂

=
N

1k

2
k

k
j

2
k

kk
j

.)
2

v
m.(

q
.

2
v

vm.(
q

.
dt
d r

&
 

Hay : 
jj

j q
T)

q
T(

dt
dZ

∂
∂

−
∂
∂

=
&

 

Thay kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh (d) ta cã : 

.0q.Z.qQ.rWm.rF.
m

1j
jj

m

1j
jj

N

1k
kkk

N

1k
2

a
k =∂−∂=∂−∂ ∑∑∑∑

====

rrrr
 

Hay : )m....1j(Q
q
T)

q
T(

dt
d

j
jj

==
∂
∂

−
∂
∂
&

     (16-4). 
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HÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng (16-4) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2. 

Trong ®ã T lµ ®éng n¨ng cña hÖ. Qj lµ lùc suy réng øng víi to¹ ®é suy réng qj . 

Trong tr−êng hîp lùc ho¹t ®éng lµ lùc cã thÕ 
j

j q
Q

∂
π∂

−=  th× ph−¬ng tr×nh 

(16-4) trë thµnh : 

.)m....1j(
qq

T)
q
T(

dt
d

jjj

=
∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

    (16-5) 

CÇn chó ý r»ng ,0
q j

=
∂
π∂

  do ®ã : 

)
qq

T()
qq

T(
dt
d

jjjj ∂
π∂

−
∂
∂

−
∂
π∂

−
∂
∂
&

= 0 

NÕu ®Æt T - π = L ( qj , ,t) th× ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 cã d¹ng : jq&

.)m...1j(0
q
L)

q
L(

dt
d

jj

==
∂
∂

−
∂
∂
&

     (16-6) 

ThÝ dô 16-1 

Mét trô trßn ®ång chÊt cã khèi l−îng M chuyÓn ®éng l¨n kh«ng tr−ît trªn 

mÆt ph¼ng nghiªng cña l¨ng trô h×nh tam gi¸c cã khèi l−îng m vµ cã gãc 

nghiªng víi mÆt ngang lµ α. L¨ng trô cã thÓ tr−ît trªn mÆt ngang nh½n          

(h×nh 16-3). LËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña c¬ hÖ. 

XÐt hÖ l¨ng trô vµ trô trßn. 

C¬ hÖ chÞu liªn kÕt dõng, gi÷, h« 

n« n«m vµ lý t−ëng. Ho¹t lùc t¸c 

dông lªn hÖ gåm cã : Träng lùc 

P
r

 vµ  cña trô trßn vµ l¨ng trô 

tam gi¸c. C¸c lùc nµy lµ lùc cã 

thÕ. NÕu chän hÖ to¹ ®é suy réng 

®ñ cña hÖ lµ q

Q
r

1 = x vµ q2 = s (h×nh 

16-3) ta thÊy hÖ cã hai bËc tù do vµ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 cã thÓ viÕt d−íi 

d¹ng : 

α B

A

Q

P

O

x

y

O1 

x

H×nh 16.3
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jjj xx
T)

x
T(

dt
d

∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

   (a) 

jjj ss
T)

s
T(

dt
d

∂
π∂

−=
∂
∂

−
∂
∂
&

   (b) 

ThÕ n¨ng cña hÖ øng víi lùc P
r

 tÝnh nh− sau : 

π(P) = -Mg.sinα.s + C1 víi C1 lµ h»ng sè. 

ThÕ n¨ng cña hÖ øng víi lùc Q lµ mét h»ng sè 

π(Q) = const = C2

ThÕ n¨ng cña c¶ hÖ π = - Mg.S.sinα + C  ; C lµ h»ng sè  

Suy ra :        0
x
=

∂
π∂

 vµ α−=
∂
π∂ sinMg
s

 

§éng n¨ng cña hÖ bao gåm ®éng n¨ng cña trô trßn vµ ®éng n¨ng cña l¨ng 

trô. 

L¨ng trô chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn nªn ®éng n¨ng cña nã cã thÓ viÕt : 

2
xm

2
mVT

22

1
&

== . 

 Trô trßn chuyÓn ®éng song ph¼ng nªn ®éng n¨ng tÝnh ®−îc : 

2
J

2
MVT

2

0

2

tr

ω
==  

V0 lµ vËn tèc tuyÖt ®èi cña trôc trô trßn. 

rc0 VVV
rrv

+=  

Suy ra :  

α+=+= cosSxVVV rxcxx0
&&  

α+=+= sinSyVVV rycyy0
&&  

222
oy

2
ox

2
0 )sinSy()cosSx(VVV α++α+=+= &&&&  

     α++= cosSx2Sx 2222 &&&&  

R
S

R
V

R
V ror

&
===ω  vµ 

2

2
2

R
s&

=ω  cßn 
4

MRJ
2

0 =  

Thay c¸c kÕt qu¶ trªn vµo biÓu thøc cña ®éng n¨ng hÖ ta ®−îc : 
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ThÖ = [ ]
2

2
22

2

R
s

4
MR)sinSy()cosSx(

2
M

w
xm &&&&&
&

+α++α++  

α+++= cosSxM
2
s

2
M3

2
x)mM(

22
&&

&&
 . 

Suy ra : α++=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ cosSMx)mM(

x
T;0

s
T;0

x
T &&

&
 

  α++=
∂
∂ cosSMx)mM()
x
T(

dt
d &&&&

&
 

α+=
∂
∂

α+=
∂
∂ cosxMS

2
M3)

s
T(

dt
d;cosxMS

2
M3

s
T

&&&&
&

&&
&

 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ ph−¬ng tr×nh Lagrang lo¹i 2 

nhËn ®−îc : 

;0cosSMx)mM( =α++ &&&&  

.sinMgcosxMS
2
M3

α=α+ &&&&  

Tõ hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta t×m ®−îc : 

0
cosM2)mM(3

2sinMgx
2

<
α−+

α
=&&  

0
cosM2)mM(3

sing)mM(2S
2

>
α−+

α+
=&&  

NÕu ban ®Çu hÖ ®øng yªn th× sau ®ã trô trßn l¨n xuèng cßn l¨ng trô tr−ît 

qua ph¶i. C¸c chuyÓn ®éng ®Òu lµ chuyÓn ®éng biÕn ®æi ®Òu. 

ThÝ dô 16-2 

zCon l¾c eliptic gåm con tr−ît A vµ qu¶ cÇu B 

nèi víi A b»ng mét thanh treo AB. Cho biÕt khèi 

l−îng cña con tr−ît m1, khèi l−îng cña qu¶ cÇu lµ 

m2, khèi l−îng thanh treo kh«ng ®¸ng kÓ. Con tr−ît 

A cã thÓ tr−ît theo ph−¬ng AY trªn mÆt ph¼ng 

ngang nh½n. Con l¾c AB cã thÓ quay trßn quanh trôc 

A trong mÆt ph¼ng th¼ng ®øng oxy (h×nh 16-4). 

ThiÕt lËp ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ. 

ϕ

B

l

A
y

y

H×nh 16.4
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Bµi gi¶i 

XÐt hÖ gåm con tr−ît A vµ con l¾c AB. 

Cã thÓ chän hai to¹ ®é suy réng ®ñ cña hÖ lµ : 

q1 = y vµ q2 = ϕ. 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ cã thÓ viÕt d−íi d¹ng : 

;Q
y
T)

y
T(

dt
d

y=
∂
∂

−
∂
∂
&

 

.QT)T(
dt
d

ϕ=
ϕ∂
∂

−
ϕ∂
∂
&

 

Víi T lµ ®éng n¨ng cña hÖ, Qy vµ Qϕ lµ c¸c lùc suy réng øng víi to¹ ®é 

suy réng lµ y vµ ϕ. 

C¸c ho¹t lùc t¸c dông lªn hÖ gåm 1P
r

 vµ 2P
r

®Òu lµ c¸c lùc cã thÕ nªn cã thÓ 

viÕt : 

.Q;
y

Qy ϕ∂
π∂

−=
∂
π∂

−= ϕ  

ThÕ n¨ng cña hÖ cã thÓ tÝnh nh− sau : 

π = -m2g.x + const = -m2glcosϕ  + const. 

Suy ra : 0Q
y y ==
∂
π∂

−    vµ   ϕ==
ϕ∂
π∂

− ϕ singlmQ 2  

§éng n¨ng cña hÖ        T = TA + TB. 

§éng n¨ng cña con tr−ît : .
2
ym

2
VmT

2
1

2
A1

A

&
==  

§éng n¨ng cña qu¶ cÇu : .)yx(
2

m
2
VmT 2

B
2
B

1
2
B1

B && +==  

Víi xB = lcosϕ vµ ϕϕ−= sinlx B&   ; yB = y + lsinϕ vµ ϕϕ+= coslyyB &&&  

Ta cã : 

[ ]222
B )cosly()sinl(

2
m

T ϕϕ++ϕϕ−= &&  .)cosyl2yl(
2

m 2222 ϕϕ++ϕ= &&&&  

BiÓu thøc ®éng n¨ng cña hÖ thu ®−îc :  
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).cosyl2yl(
2

m
2
ym

TTT 2222
2

1
BA ϕϕ++ϕ+=+= &&&&

&
 

Tõ ®ã suy ra :       ;cosylmlmT
2

2
2 ϕ+ϕ=

ϕ∂
∂

&&  

;sinylmcosylmlm)T(
dt
d

22
2

2 ϕϕ−ϕ+ϕ=
ϕ∂
∂

&&&&&&
&

 

;coslmy)mm(
y
T

212 ϕϕ++=
∂
∂

&&
&

 

;)sincos(lmy)mm()T(
dt
d 2

221 ϕϕ−ϕϕ++=
ϕ∂
∂

&&&&&
&

 

;0T
=

ϕ∂
∂

 

.sinylmT
o2 ϕϕ−=

ϕ∂
∂

&&  

Thay c¸c gi¸ trÞ t×m ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hÖ ta ®−îc : 

;singlmsinylmsinylmcosylmlm 2222
2

2 ϕ−=ϕϕ+ϕϕ−ϕ+ϕ &&&&&&&&  

.0sinlmcoslmy)mm( 2
2221 =ϕϕ−ϕϕ++ &&&&&  

Sau khi rót gän ®−îc ph−¬ng tr×nh vi ph©n chuyÓn ®éng cña hÖ : 

;0singycosl =ϕ+ϕ+ϕ &&&&  

ϕϕ−ϕϕ++ sinlmcoslmy)mm( 2
2221 &&&&&  
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