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1.1 D- i.nh ngh̃ıa và các khái niê.m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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.p ma trâ.n tro.ng lu.o.
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Tài liê.u tham khȧ’o 209
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Lò.i nói d̄à̂u

Trong thu.. c tế d̄ê̇’ miêu tȧ’ mô. t số t̀ınh huống ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng biê̇’u thi. bà̌ng mô.t h̀ınh ȧ’nh
gò̂m các d̄iê̇’m (các d̄ı̇’nh)-biê̇’u diẽ̂n các thu.. c thê̇’-và vẽ các d̄oa.n thȧ̌’ng nối cǎ.p các d̄ı̇’nh biê̇’u
diẽ̂n mối quan hê. giũ.a chúng. Nhũ.ng h̀ınh nhu. thế thu.̀o.ng go. i là các d̄ò̂ thi.. Mu.c d̄ı́ch cu̇’a
giáo tr̀ınh này cung cấp nhũ.ng kiến thú.c co. bȧ’n d̄ê̇’ nghiên cú.u các d̄ò̂ thi.. Các d̄ò̂ thi. xuất
hiê.n trong nhiè̂u l̃ınh vu.. c vó.i các tên go. i khác nhau: “cấu trúc” trong công tr̀ınh xây du.. ng,
“ma.ch” trong d̄iê.n tu.’̇ , “lu.o.. c d̄ò̂ quan hê.”, “cấu trúc truyè̂n thông”, “cấu trúc tô̇’ chú.c”
trong xã hô. i và kinh tế, “cấu trúc phân tu.’̇ ” trong hoá ho.c, vân vân.

Do nhũ.ng ú.ng du.ng rô.ng rãi cu̇’a nó trong nhiè̂u l̃ınh vu.. c, có rất nhiè̂u nghiên cú.u
xung quanh lý thuyết d̄ò̂ thi. trong nhũ.ng nǎm gà̂n d̄ây; mô. t nhân tố chu̇’ yếu góp phà̂n thúc
d̄â̇’y su.. phát triê̇’n d̄ó là xuất hiê.n các máy t́ınh ló.n có thê̇’ thu.. c hiê.n nhiè̂u phép toán vó.i
tốc d̄ô. rất nhanh. Viê.c biê̇’u diẽ̂n tru.. c tiếp và chi tiết các hê. thống thu.. c tế, chȧ̌’ng ha.n các
ma.ng truyè̂n thông, d̄ã d̄u.a d̄ến nhũ.ng d̄ò̂ thi. có ḱıch thu.́o.c ló.n và viê.c phân t́ıch thành
công hê. thống phu. thuô.c rất nhiè̂u vào các thuâ. t toán “tốt” cũng nhu. khȧ’ nǎng cu̇’a máy
t́ınh. Theo d̄ó, giáo tr̀ınh này sẽ tâ.p trung vào viê.c phát triê̇’n và tr̀ınh bày các thuâ. t toán
d̄ê̇’ phân t́ıch các d̄ò̂ thi..

Các phu.o.ng pháp phân t́ıch và thiết kế các thuâ. t toán trong giáo tr̀ınh cho phép sinh
viên có thê̇’ viết dẽ̂ dàng các chu.o.ng tr̀ınh minh ho.a. Giáo tr̀ınh d̄u.o.. c biên soa.n cho các d̄ối
tu.o.. ng là sinh viên Toán-Tin và Tin ho.c.

Giáo tr̀ınh su.’̇ du.ng ngôn ngũ. C d̄ê̇’ minh ho.a, tuy nhiên có thê̇’ dẽ̂ dàng chuyê̇’n d̄ô̇’i
sang các ngôn ngũ. khác; và do d̄ó, sinh viên cà̂n có mô. t số kiến thú.c vè̂ ngôn ngũ. C. Ngoài
ra, hà̂u hết các chu.o.ng tr̀ınh thao tác trên cấu trúc dũ. liê.u nhu. danh sách liên kết, nên d̄òi
hȯ’i sinh viên phȧ’i có nhũ.ng kỹ nǎng lâ.p tr̀ınh tốt.

Giáo tr̀ınh bao gò̂m bȧ’y chu.o.ng và mô.t phà̂n phu. lu. c vó.i nhũ.ng nô. i dung ch́ınh nhu.

sau:

• Chu.o.ng thú. nhất tr̀ınh bày nhũ.ng khái niê.m cǎn bȧ’n vè̂ d̄ò̂ thi..

• Chu.o.ng 2 tr̀ınh bày nhũ.ng số co. bȧ’n cu̇’a d̄ò̂ thi.. Ý ngh̃ıa thu.. c tiẽ̂n cu̇’a các số này.
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• Chu.o.ng 3 t̀ım hiê̇’u bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất.

• Chu.o.ng 4 d̄è̂ câ.p d̄ến khái niê.m vè̂ cây. Ú
.
ng du.ng cu̇’a cây Huffman trong nén dũ.

liê.u. Ngoài ra xây du.. ng các thuâ. t toán t̀ım cây bao trùm nhȯ’ nhất.

• Bài toán Euler và bài toán Hamilton và nhũ.ng mo.’̇ rô.ng cu̇’a chúng sẽ d̄u.o.. c nói d̄ến
trong Chu.o.ng 5.

• Chu.o.ng 6 nghiên cú.u các t́ınh chất phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi.; và cuối cùng

• Chu.o.ng 7 t̀ım hiê̇’u các bài toán trên ma.ng vâ.n tȧ’i.

Ngoài ra, phà̂n phu. lu. c tr̀ınh bày các cấu trúc dũ. liê.u và nhũ.ng thu̇’ tu. c cà̂n thiết d̄ê̇’

d̄o.n giȧ’n hoá các d̄oa.n chu.o.ng tr̀ınh minh ho.a các thuâ. t toán d̄u.o.. c tr̀ınh bày.

Giáo tr̀ınh d̄u.o.. c biên soa.n là̂n d̄à̂u tiên nên không tránh khȯ’i khá nhiè̂u thiếu sót. Tác
giȧ’ mong có nhũ.ng d̄óng góp tù. ba.n d̄o.c.

Tôi xin cȧ’m o.n nhũ.ng giúp d̄õ. d̄ã nhâ.n d̄u.o.. c tù. nhiè̂u ngu.̀o.i mà không thê̇’ liê.t kê
hết, d̄ǎ. c biê.t là các ba.n sinh viên, trong quá tr̀ınh biên soa.n giáo tr̀ınh này.

D- à La.t, ngày 5 tháng 3 nǎm 2002

PHA. M Tiến So.n
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Chu.o.ng 1

D- a. i cu.o.ng vè̂ d̄ò̂ thi.

1.1 D- i.nh ngh̃ıa và các khái niê.m

1.1.1 D- ò̂ thi. có hu.́o.ng

D- ò̂ thi. có hu.́o.ng G = (V, E) gò̂m mô.t tâ.p V các phà̂n tu.’̇ go. i là d̄ı̇’nh (hay nút) và mô. t tâ.p
E các cung sao cho mỗi cung e ∈ E tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t cǎ.p các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c sǎ́p thú. tu.. . Nếu
có d̄úng mô.t cung e tu.o.ng ú.ng các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c sǎ́p thú. tu.. (a, b), ta sẽ viết e := (a, b).

Chúng ta sẽ giȧ’ su.’̇ các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c d̄ánh số là v1, v2, . . . , vn hay giȧ’n tiê.n, 1, 2, . . . , n,
trong d̄ó n = #V là số các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi..

Nếu e là mô. t cung tu.o.ng ú.ng cǎ.p các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c sǎ́p thú. tu.. vi và vj th̀ı d̄ı̇’nh vi go. i là
gốc và d̄ı̇’nh vj go. i là ngo. n; cung e go. i là liên thuô. c hai d̄ı̇’nh vi và vj. Chúng ta sẽ thu.̀o.ng
ký hiê.u m = #E−số ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G. Các ca.nh thu.̀o.ng d̄u.o.. c d̄ánh số là e1, e2, . . . , em.

Mô.t cách h̀ınh ho.c, các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i các d̄iê̇’m, và e = (vi, vj) d̄u.o.. c biê̇’u
diẽ̂n bo.’̇ i mô. t cung nối các d̄iê̇’m vi và vj.

Mô.t cung có gốc trùng vó.i ngo.n go. i là khuyên.

Nếu có nhiè̂u ho.n mô.t cung vó.i gốc ta. i vi và ngo.n ta. i vj th̀ı G go. i là d̄a d̄ò̂ thi. và các
cung tu.o.ng ú.ng go. i là song song. D- o.n d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng là d̄ò̂ thi. không khuyên trong d̄ó hai
d̄ı̇’nh bất kỳ vi và vj có nhiè̂u nhất mô. t cung (vi, vj). Chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.1 có
cung e8 là khuyên; các cung e4 và e9 là song song do cùng tu.o.ng ú.ng cǎ.p d̄ı̇’nh v3 và v4.
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Hı̀nh 1.1: Vı́ du. cu̇’a 2−d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng.

1.1.2 D- ò̂ thi. và ánh xa. d̄a tri.

Vó.i mỗi x ∈ V, ký hiê.u Γ(x) := {y ∈ V | (x, y) ∈ E}. Khi d̄ó ta có mô. t ánh xa. d̄a tri.
Γ: V → 2V , x 7→ Γ(x). Ký hiê.u Γ−1 là ánh xa. (d̄a tri.) ngu.o.. c cu̇’a Γ.

Nếu G là d̄o.n d̄ò̂ thi., th̀ı d̄ò̂ thi. này hoàn toàn d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i tâ.p V và ánh xa. d̄a
tri. Γ tù. V vào 2V . Vı̀ vâ.y, d̄ò̂ thi. này còn có thê̇’ ký hiê.u là G = (V, Γ).

Nếu xoá cung e9 trong Hı̀nh 1.1 ta nhâ.n d̄u.o.. c d̄o.n d̄ò̂ thi. và do d̄ó có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n
bo.’̇ i ánh xa. d̄a tri. Γ. Trong tru.̀o.ng ho.. p này ta có

Γ(v1) = {v2}, Γ(v2) = {v1, v3}, Γ(v3) = {v4, v5}, Γ(v4) = {v5}, Γ(v5) = {v1, v5}.

1.1.3 D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng

Khi nghiên cú.u mô.t số t́ınh chất cu̇’a các d̄ò̂ thi., ta thấy rà̌ng chúng không phu. thuô.c vào
hu.́o.ng cu̇’a các cung, tú.c là không cà̂n phân biê.t su.. khác nhau giũ.a các d̄iê̇’m bǎ́t d̄à̂u và
kết thúc. D- iè̂u này d̄o.n giȧ’n là mỗi khi có ı́t nhất mô. t cung giũ.a hai d̄ı̇’nh ta không quan
tâm d̄ến thú. tu.. cu̇’a chúng.

Vó.i mỗi cung, tú.c là mỗi cǎ.p có thú. tu.. (vi, vj) ta cho tu.o.ng ú.ng cǎ.p không có thú.

tu.. (vi, vj) go. i là các ca. nh. Tu.o.ng d̄u.o.ng, ta nói rǎ̀ng ca.nh là mô. t cung mà hu.́o.ng d̄ã bi. bȯ’

quên. Vè̂ h̀ınh ho.c, ca.nh (vi, vj) d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i các d̄oa.n thȧ̌’ng (hoǎ.c cong) và không
có mũi tên liên thuô.c hai d̄iê̇’m tu.o.ng ú.ng hai d̄ı̇’nh vi và vj.
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Nghiên cú.u các t́ınh chất vô hu.́o.ng cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, E) d̄u.a vè̂ khȧ’o sát tâ.p E là
tâ.p các ca. nh, tú.c là, mô. t tâ.p hũ.u ha.n các phà̂n tu.’̇ mà mỗi phà̂n tu.’̇ là mô. t cǎ.p hai d̄ı̇’nh
phân biê.t hay d̄ò̂ng nhất cu̇’a V.

D- a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng là d̄ò̂ thi. mà có thê̇’ có nhiè̂u ho.n mô.t ca.nh liên thuô.c hai d̄ı̇’nh.

D- ò̂ thi. go. i là d̄o.n nếu nó không có khuyên và hai d̄ı̇’nh bất kỳ có nhiè̂u nhất mô. t ca.nh
liên thuô.c chúng.
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Hı̀nh 1.2: D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.1.

1.1.4 Các d̄i.nh ngh̃ıa ch́ınh

Hai cung, hoǎ.c hai ca.nh go. i là kè̂ nhau nếu chúng có ı́t nhất mô. t d̄ı̇’nh chung. Chȧ̌’ng ha.n,
hai ca.nh e1 và e3 trong Hı̀nh 1.2 là kè̂ nhau. Hai d̄ı̇’nh vi và vj go. i là kè̂ nhau nếu tò̂n ta. i
ca.nh hoǎ.c cung ek liên thuô.c chúng. Vı́ du. trong Hı̀nh 1.2 hai d̄ı̇’nh v2 và v3 là kè̂ nhau (liên
thuô.c bo.’̇ i ca.nh e3), nhu.ng d̄ı̇’nh v2 và v5 không kè̂ nhau.

Bâ.c và nu.’̇ a bâ.c

Bâ. c ngoài cu̇’a d̄ı̇’nh v ∈ V, ký hiê.u d+
G(v) (hay d+(v) nếu không so.. nhà̂m lẫn) là số các cung

có d̄ı̇’nh v là gốc. Bâ. c trong cu̇’a d̄ı̇’nh v ∈ V, ký hiê.u d−G(v) (hay d−(v) nếu không so.. nhà̂m
lẫn) là số các cung có d̄ı̇’nh v là ngo.n.

Chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 1.1 có d+(v2) = 2, d−(v2) = 1.
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Hiê̇’n nhiên rǎ̀ng, tô̇’ng các bâ.c ngoài cu̇’a các d̄ı̇’nh bǎ̀ng tô̇’ng các bâ.c trong cu̇’a các
d̄ı̇’nh và bà̌ng tô̇’ng số cung cu̇’a d̄ò̂ thi. G, tú.c là

n∑

i=1

d+(vi) =
n∑

i=1

d−(vi) = m.

Nếu G là d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, bâ. c cu̇’a d̄ı̇’nh v ∈ V, ký hiê.u dG(v) (hay d(v) nếu không so..
nhà̂m lẫn) là số các ca.nh liên thuô.c d̄ı̇’nh v vó.i khuyên d̄u.o.. c d̄ếm hai là̂n. Vı́ du. d̄ò̂ thi. vô
hu.́o.ng trong Hı̀nh 1.2 có d(v2) = 3, d(v5) = 5.

Các cung (ca.nh) liên thuô.c tâ.p A ⊂ V. Các d̄ối chu tr̀ınh

Giȧ’ su.’̇ A ⊂ V. Ký hiê.u ω+(A) là tâ.p tất cȧ’ các cung có d̄ı̇’nh gốc thuô.c A và d̄ı̇’nh ngo.n
thuô.c Ac := V \A, và ω−(A) là tâ.p tất cȧ’ các cung có d̄ı̇’nh ngo.n thuô.c A và d̄ı̇’nh gốc thuô.c
Ac. D- ǎ. t

ω(A) = ω+(A) ∪ ω−(A).

Tâ.p các cung hoǎ.c ca.nh có da.ng ω(A) go. i là d̄ối chu tr̀ınh cu̇’a d̄ò̂ thi..

D- ò̂ thi. có tro.ng số

D- ò̂ thi. có tro. ng số nếu trên mỗi cung (hoǎ.c ca.nh) e ∈ E có tu.o.ng ú.ng mô.t số thu.. c w(e) go. i
là tro.ng lu.o.. ng cu̇’a cung e.

D- ò̂ thi. d̄ối xú.ng

D- ò̂ thi. có hu.́o.ng go. i là d̄ối xú.ng nếu có bao nhiêu cung da.ng (vi, vj) th̀ı cũng có bấy nhiêu
cung da.ng (vj, vi).

D- ò̂ thi. phȧ’n d̄ối xú.ng

D- ò̂ thi. có hu.́o.ng go. i là phȧ’n d̄ối xú.ng nếu có cung da.ng (vi, vj) th̀ı không có cung da.ng
(vj, vi).
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D- ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’

D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng go. i là d̄à̂y d̄u̇’ nếu hai d̄ı̇’nh bất kỳ vi và vj tò̂n ta. i mô. t ca.nh da.ng (vi, vj).
D- o.n d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng d̄à̂y d̄u̇’ n d̄ı̇’nh d̄u.o.. c ký hiê.u là Kn.

D- ò̂ thi. con

Giȧ’ su.’̇ A ⊂ V. D- ò̂ thi. con d̄u.o.. c sinh bo.’̇ i tâ.p A là d̄ò̂ thi. GA := (A,EA) trong d̄ó các d̄ı̇’nh là
các phà̂n tu.’̇ cu̇’a tâ.p A và các cung trong EA là các cung cu̇’a G mà hai d̄ı̇’nh nó liên thuô.c
thuô.c tâ.p A.

Nếu G là d̄ò̂ thi. biê̇’u diẽ̂n bȧ’n d̄ò̂ giao thông cu̇’a nu.́o.c Viê.t Nam th̀ı d̄ò̂ thi. biê̇’u diẽ̂n
bȧ’n d̄ò̂ giao thông cu̇’a thành phố D- à La.t là mô. t d̄ò̂ thi. con.

D- ò̂ thi. bô. phâ.n

Xét d̄ò̂ thi. G = (V, E) và U ⊂ E. D- ò̂ thi. bô. phâ. n sinh bo.’̇ i tâ.p U là d̄ò̂ thi. vó.i tâ.p d̄ı̇’nh V
và các cung thuô.c U (các cung cu̇’a E \ U bi. xoá khȯ’i G).

D- ò̂ thi. con bô. phâ.n

Xét d̄ò̂ thi. G = (V, E) và A ⊂ V, U ⊂ E. D- ò̂ thi. con bô. phâ. n sinh bo.’̇ i tâ.p A và U là d̄ò̂ thi.
bô. phâ.n cu̇’a GA sinh bo.’̇ i U.

1.2 Ma trâ.n biê̇’u diẽ̂n d̄ò̂ thi.

1.2.1 Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung

Ma trâ. n liên thuô. c d̄ı̇’nh-cung cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, E) là ma trâ.n A = (aij), i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , m, vó.i các phà̂n tu.’̇ 0, 1 và −1, trong d̄ó mỗi cô. t biê̇’u diẽ̂n mô.t cung cu̇’a G và mỗi
hàng biê̇’u diẽ̂n mô.t d̄ı̇’nh cu̇’a G. Nếu ek = (vi, vj) ∈ E th̀ı tất cȧ’ các phà̂n tu.’̇ cu̇’a cô. t k bǎ̀ng
không ngoa. i trù.

aik = 1, ajk = −1.
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Vı́ du. 1.2.1 Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.3 là




e1 e2 e3 e4 e5

a +1 +1 0 0 0
b −1 0 +1 +1 0
c 0 −1 −1 0 +1
d 0 0 0 −1 −1


.
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...............................................................................................................................................

a b

d c

• •

• •

e1

e2

e3

e4

e5

Hı̀nh 1.3:

Nhǎ́c la. i rà̌ng, ma trâ.n vuông go. i là unimodular nếu d̄i.nh thú.c cu̇’a nó bǎ̀ng 1 hoǎ.c
−1. Ma trâ.n A cấp m× n go. i là total unimodular nếu tất cȧ’ các ma trâ.n vuông con không
suy biến cu̇’a A là unimodular.

Mê.nh d̄è̂ 1.2.2 Ma trâ. n liên thuô. c d̄ı̇’nh-cung cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V,E) là total unimodular.

Chú.ng minh. Chú ý rǎ̀ng ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, E) chú.a d̄úng
hai phà̂n tu.’̇ khác không trên mỗi cô. t, mô. t bà̌ng 1 và mô.t bà̌ng −1. Do d̄ó ta có thê̇’ chú.ng
minh theo quy na.p nhu. sau: Hiê̇’n nhiên, tất cȧ’ các ma trâ.n vuông con không suy biến cấp 1
cu̇’a A là modular; giȧ’ su.’̇ khȧ̌’ng d̄i.nh d̄úng cho mo. i ma trâ.n con không suy biến cấp (k− 1).

Xét ma trâ.n vuông con A′ cấp k cu̇’a A. Nếu mỗi cô. t cu̇’a A′ chú.a d̄úng hai phà̂n tu.’̇

khác không th̀ı det(A′) = 0 (thâ. t vâ.y, tô̇’ng tất cȧ’ các hàng cu̇’a A′ là vector không, do d̄ó các
hàng là d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh). Nếu tò̂n ta. i mô. t cô. t cu̇’a A′ không có phà̂n tu.’̇ khác không th̀ı
det(A′) = 0. Cuối cùng, nếu tò̂n ta. i cô. t j cu̇’a A′ sao cho có d̄úng mô.t phà̂n tu.’̇ khác không
aij (bà̌ng 1, hay −1) th̀ı det(A′) = ± det(A′′), trong d̄ó A′′ là ma trâ.n vuông cấp (k − 1)
nhâ.n d̄u.o.. c tù. A′ bǎ̀ng cách xoá hàng i và cô. t j. Theo giȧ’ thiết quy na.p, det(A′) bà̌ng 1, −1
hay 0 và do d̄ó mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. /
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1.2.2 Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh

Xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G = (V, E). Ma trâ. n liên thuô. c d̄ı̇’nh-ca. nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G là ma trâ.n
A = (aij), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, vó.i các phà̂n tu.’̇ 0 và 1, trong d̄ó mỗi cô. t biê̇’u diẽ̂n
mô.t ca.nh cu̇’a G và mỗi hàng biê̇’u diẽ̂n mô.t d̄ı̇’nh cu̇’a G; ngoài ra, nếu ca.nh ek liên thuô.c
hai d̄ı̇’nh vi và vj th̀ı tất cȧ’ các phà̂n tu.’̇ cu̇’a cô. t k bǎ̀ng không ngoa. i trù.

aik = 1, ajk = 1.

Vı́ du. 1.2.3 Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.4 là




e1 e2 e3 e4 e5

a 1 1 0 0 0
b 1 0 1 1 0
c 0 1 1 0 1
d 0 0 0 1 1



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Hı̀nh 1.4:

Trái vó.i ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung, nói chung ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh không
total unimodular. Chȧ̌’ng ha.n, trong v́ı du. trên, ma trâ.n con




1 1 0
1 0 1
0 1 1




có d̄i.nh thú.c bǎ̀ng −2.

D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G = (V,E) go. i là hai phà̂n nếu có thê̇’ phân hoa.ch tâ.p các d̄ı̇’nh
V thành hai tâ.p con rò.i nhau V1 và V2 sao cho d̄ối vó.i mỗi ca.nh (vi, vj) ∈ E th̀ı hoǎ.c
vi ∈ V1, vj ∈ V2 hoǎ.c vj ∈ V1, vi ∈ V2.
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Hı̀nh 1.5: D- ò̂ thi. hai phà̂n K2,3.

Vı́ du. 1.2.4 Dẽ̂ kiê̇’m tra d̄ò̂ thi. K2,3 trong Hı̀nh 1.5 là hai phà̂n.

Mê.nh d̄è̂ 1.2.5 Ma trâ. n liên thuô. c d̄ı̇’nh-ca. nh cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G = (V,E) là total
unimodular nếu và chı̇’ nếu G là d̄ò̂ thi. hai phà̂n.

Chú.ng minh. (1) Nếu d̄ò̂ thi. là hai phà̂n, th̀ı chúng ta có thê̇’ chú.ng minh theo quy na.p rǎ̀ng
mo. i ma trâ.n vuông con B cu̇’a ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh có d̄i.nh thú.c det(B) = 0, 1 hoǎ.c
−1. D- iè̂u này d̄úng vó.i các ma trâ.n vuông con cấp 1; giȧ’ su.’̇ khȧ̌’ng d̄i.nh d̄úng vó.i các ma
trâ.n vuông con cấp (k − 1). Xét ma trâ.n vuông con B cấp k.

Nếu mỗi cô. t Bj cu̇’a B chú.a d̄úng hai phà̂n tu.’̇ bà̌ng 1 th̀ı
∑

i∈I1

Bi =
∑

i∈I2

Bi,

trong d̄ó I1 và I2 là các tâ.p chı̇’ số tu.o.ng ú.ng hai phân hoa.ch cu̇’a tâ.p các d̄ı̇’nh V và Bi là
vector hàng cu̇’a B. Các vector hàng phu. thuô.c tuyến t́ınh, nên det(B) = 0.

Nếu, ngu.o.. c la. i, tò̂n ta. i cô. t có d̄úng mô.t phà̂n tu.’̇ bà̌ng 1, chȧ̌’ng ha.n bij = 1, ký hiê.u C
là ma trâ.n nhâ.n d̄u.o.. c tù. B bà̌ng cách xoá hàng i và cô. t j. Th̀ı

det(B) = ± det(C) (= 0, 1 hoǎ.c − 1 theo quy na.p).

(2) Mǎ.t khác, dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̌ng ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. là mô. t chu
tr̀ınh d̄ô. dài lė’ (tú.c là số ca.nh trên chu tr̀ınh là lė’-xem Phà̂n 1.3) có d̄i.nh thú.c bà̌ng ±2. Do
d̄ó G không chú.a chu tr̀ınh d̄ô. dài lė’ và v̀ı vâ.y nó là hai phà̂n theo bô̇’ d̄è̂ sau. /

Bô̇’ d̄è̂ 1.2.6 D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G là hai phà̂n nếu và chı̇’ nếu G không chú.a chu tr̀ınh có d̄ô.
dài lė’.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Do V d̄u.o.. c phân hoa.ch thành V1 và V2 :

V = V2 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅.
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Giȧ’ thiết tò̂n ta. i mô. t chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’

µ = {vi1 , vi2 , . . . , viq , vi1}

và không mất t́ınh tô̇’ng quát, lấy vi1 ∈ V1. Do G là hai phà̂n, nên hai d̄ı̇’nh liên tiếp trên
chu tr̀ınh µ phȧ’i có mô. t d̄ı̇’nh thuô.c V1 và d̄ı̇’nh kia thuô.c V2. Do d̄ó vi2 ∈ V2, vi3 ∈ V1, . . . ,
và tô̇’ng quát, vik ∈ V1 nếu k lė’ và vik ∈ V2 nếu k chǎ̃n. Mà chu tr̀ınh µ có d̄ô. dài lė’ nên
viq ∈ V1 và bo.’̇ i vâ.y vi1 ∈ V2. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i V1 ∩ V2 = ∅.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Không mất t́ınh tô̇’ng quát giȧ’ thiết d̄ò̂ thi. G liên thông. Giȧ’ su.’̇ không tò̂n
ta. i chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’.

Cho.n d̄ı̇’nh bất kỳ, chȧ̌’ng ha.n vi và gán nhãn cho nó là “ + ”. Sau d̄ó lǎ.p la. i các phép
toán sau:

Cho.n d̄ı̇’nh d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn vj và gán nhãn ngu.o.. c vó.i nhãn cu̇’a vj cho tất cȧ’ các
d̄ı̇’nh kè̂ vó.i d̄ı̇’nh vj.

Tiếp tu. c quá tr̀ınh này cho d̄ến khi xȧ’y ra mô.t trong hai tru.̀o.ng ho.. p:

(a) Tất cȧ’ các d̄ı̇’nh d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn và hai d̄ı̇’nh bất kỳ kè̂ nhau có nhãn khác nhau (mô.t
mang dấu + và mô.t mang dấu −); hoǎ.c

(b) Tò̂n ta. i d̄ı̇’nh, chȧ̌’ng ha.n vjk
, d̄u.o.. c gán hai nhãn khác nhau.

Trong Tru.̀o.ng ho.. p (a), d̄ǎ. t V1 là tâ.p tất cȧ’ các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn “+” và V2 là tâ.p tất
cȧ’ các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn “−”. Do tất cȧ’ các ca.nh liên thuô.c giũ.a các cǎ.p d̄ı̇’nh có nhãn
khác nhau nên d̄ò̂ thi. G là hai phà̂n.

Trong Tru.̀o.ng ho.. p (b), d̄ı̇’nh vjk
d̄u.o.. c gán nhãn “+” do.c theo mô.t dây chuyè̂n µ1 nào

d̄ó, vó.i các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn “+” và “−” xen kẽ nhau xuất phát tù. vi và kết thúc ta. i
vjk

. Tu.o.ng tu.. , d̄ı̇’nh vjk
d̄u.o.. c gán nhãn “−” do.c theo mô.t dây chuyè̂n µ2 nào d̄ó, vó.i các

d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn “+” và “−” xen kẽ nhau xuất phát tù. vi và kết thúc ta. i vjk
. Nhu.ng

nhu. thế chu tr̀ınh d̄i do.c theo µ1 tù. d̄ı̇’nh vi d̄ến d̄ı̇’nh vjk
sau d̄ó d̄i ngu.o.. c la. i do.c theo µ2

vè̂ la. i vi có d̄ô. dài lė’. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i giȧ’ thiết, và do d̄ó không thê̇’ xȧ’y ra Tru.̀o.ng
ho.. p (b). D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh. /

1.2.3 Ma trâ.n kè̂ hay ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-d̄ı̇’nh

Giȧ’ su.’̇ G = (V, E) là d̄ò̂ thi. sao cho có nhiè̂u nhất mô. t cung liên thuô.c hai d̄ı̇’nh bất kỳ vi

và vj. Ma trâ. n kè̂ hay ma trâ. n liên thuô. c d̄ı̇’nh-d̄ı̇’nh là ma trâ.n vuông A = (aij) cấp n× n

17



http://www.ebook.edu.vn

vó.i các phà̂n tu.’̇ 0 hoǎ.c 1:

aij :=

{
1 nếu (vi, vj) ∈ E,
0 nếu ngu.o.. c la. i.

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, ma trâ.n kè̂ cu̇’a d̄o.n d̄ò̂ thi. cũng có thê̇’ d̄u.o.. c d̄i.nh
ngh̃ıa bà̌ng cách xem mỗi ca.nh (vi, vj) tu.o.ng ú.ng hai cung (vi, vj) và (vj, vi). Trong tru.̀o.ng
ho.. p này, ma trâ.n kè̂ là d̄ối xú.ng.

1.2.4 Các biê̇’u diẽ̂n cu̇’a d̄ò̂ thi.

D- ê̇’ mô tȧ’ mô. t d̄ò̂ thi., ta có thê̇’ su.’̇ du.ng mô.t số cách biê̇’u diẽ̂n khác nhau. Vó.i quan d̄iê̇’m
lâ.p tr̀ınh, nói chung các biê̇’u diẽ̂n này không tu.o.ng d̄u.o.ng theo kh́ıa ca.nh hiê.u quȧ’ cu̇’a
thuâ. t toán.

Có hai cách biê̇’u diẽ̂n ch́ınh: Thú. nhất, su.’̇ du.ng ma trâ.n kè̂ hoǎ.c các dẫn xuất cu̇’a
nó; thú. hai, su.’̇ du.ng ma trâ.n liên thuô.c hoǎ.c các dẫn xuất cu̇’a nó.

Su.’̇ du.ng ma trâ.n kè̂

Chúng ta biết rà̌ng các ma trâ.n kè̂ cho phép miêu tȧ’ hoǎ.c các 1-d̄ò̂ thi. d̄i.nh hu.́o.ng, hoǎ.c
các d̄o.n d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng. Vó.i cách biê̇’u diẽ̂n d̄ò̂ thi. qua ma trâ.n kè̂, ta thấy số lu.o.. ng thông
tin, gò̂m các bit 0 và 1, cà̂n lu.u trũ. là n2. Các bit có thê̇’ d̄u.o.. c kết ho.. p trong các tù.. Ký
hiê.u w là d̄ô. dài cu̇’a tù. (tú.c là số các bit trong mô.t tù. máy t́ınh). Khi d̄ó mỗi hàng cu̇’a ma
trâ.n kè̂ có thê̇’ d̄u.o.. c viết nhu. mô.t dãy n bit trong dn/we tù. 1. Do d̄ó số các tù. d̄ê̇’ lu.u trũ.

ma trâ.n kè̂ là ndn/we.

Ma trâ.n kè̂ cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng là d̄ối xú.ng, nên ta chı̇’ cà̂n lu.u trũ. nu.’̇ a tam giác trên
cu̇’a nó, và do d̄ó chı̇’ cà̂n n(n− 1)/2 bit. Tuy nhiên, vó.i cách lu.u trũ. này, sẽ tǎng d̄ô. phú.c
ta.p và thò.i gian t́ınh toán trong mô.t số bài toán.

Trong tru.̀o.ng ho.. p các ma trâ.n thu.a (m ¿ n2 vó.i d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng; m ¿ 1
2
n(n+1) d̄ối

vó.i d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng) cách biẽ̂u diẽ̂n này là lãng ph́ı. Do d̄ó ta sẽ t̀ım cách biê̇’u diẽ̂n chı̇’ các
phà̂n tu.’̇ khác không.

Vı̀ mu. c d̄ı́ch này ta sẽ su.’̇ du.ng mô.t mȧ’ng danh sách kè̂ cho d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng. D- ò̂ thi. có
hu.́o.ng d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i mô. t mȧ’ng các con trȯ’ V out[1], V out[2], . . . , V out[n], trong d̄ó
mỗi con trȯ’ tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t d̄ı̇’nh trong d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng. Mỗi phà̂n tu.’̇ cu̇’a mȧ’ng V out[i]
chı̇’ d̄ến mô.t nút d̄à̂u lu.u trũ. mu. c dũ. liê.u cu̇’a nút tu.o.ng ú.ng d̄ı̇’nh vi và chú.a mô.t con trȯ’

1Ký hiê.u dxe là số nguyên nhȯ’ nhất không bé ho.n x.
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chı̇’ d̄ến mô.t danh sách liên kết cu̇’a các d̄ı̇’nh kè̂ (d̄ı̇’nh d̄u.o.. c nối vó.i vi theo hu.́o.ng tù. vi ra).
Mỗi nút kè̂ có hai tru.̀o.ng:

1. Tru.̀o.ng số nguyên: lu.u trũ. số hiê.u cu̇’a d̄ı̇’nh kè̂; và

2. Tru.̀o.ng liên kết chı̇’ d̄ến nút kế tiếp trong danh sách kè̂ này.
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Hı̀nh 1.6:

Cách biê̇’u diẽ̂n mȧ’ng danh sách kè̂ V out[] cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 1.6 d̄u.o.. c
cho tu.o.ng ú.ng trong Hı̀nh 1.7 (giȧ’ su.’̇ các mu. c dũ. liê.u tu.o.ng ú.ng các d̄ı̇’nh theo thú. tu.. là
A, B, C, D, E, F ).

Nút d̄à̂u

V out[1]....................................................................... ..............
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Hı̀nh 1.7: Danh sách kè̂ V out[] tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.6.

Thay v̀ı con trȯ’ chı̇’ d̄ến mô.t danh sách các d̄ı̇’nh tù. vi d̄i ra trong V out[i], ta trȯ’ d̄ến
danh sách các d̄ı̇’nh d̄i d̄ến vi và do d̄ó có thê̇’ lu.u trũ. d̄ò̂ thi. thông qua mȧ’ng các danh sách
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kè̂ V in[i]. Hı̀nh 1.8 minh ho.a mȧ’ng các danh sách kè̂ V in[] cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh
1.6.

D- ê̇’ ý rà̌ng, các số trong nút kè̂ cu̇’a V out[] (tu.o.ng ú.ng, V in[]) là nhũ.ng chı̇’ số cô. t
(tu.o.ng ú.ng, hàng) trong ma trâ.n kè̂ cu̇’a d̄ò̂ thi. mà o.’̇ d̄ó số 1 xuất hiê.n. Ngoài ra, trong
tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, hai danh sách kè̂ này là trùng nhau.

Khi d̄ò̂ thi. có tro. ng số, tú.c là nếu mỗi cung hoǎ.c ca.nh e ∈ E có mô. t tro.ng lu.o.. ng w(e),
ta chı̇’ cà̂n mo.’̇ rô.ng cấu trúc cu̇’a mỗi nút trong danh sách kè̂ bǎ̀ng cách thêm mô.t tru.̀o.ng
lu.u trũ. tro.ng lu.o.. ng cu̇’a cung.

Cách biê̇’u diẽ̂n bǎ̀ng danh sách kè̂ cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng có thê̇’ d̄u.o.. c cài d̄ǎ. t trong ngôn
ngũ. lâ.p tr̀ınh C vó.i các khai báo trong thu. viê.n Graph.h (xem Phu. lu. c A). D- ê̇’ xây du.. ng
mȧ’ng các danh sách kè̂ V out[] và V in[] cho mô.t d̄ò̂ thi., ta có thê̇’ su.’̇ du.ng các thu̇’ tu. c
MakeV out() và MakeV in() tu.o.ng ú.ng.

Nút d̄à̂u
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Hı̀nh 1.8: Danh sách kè̂ V in[] tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.6.

Su.’̇ du.ng các ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung hoǎ.c d̄ı̇’nh-ca.nh

Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung hoǎ.c d̄ı̇’nh-ca.nh cho phép chúng ta mô tȧ’ d̄à̂y d̄u̇’ cấu trúc cu̇’a
mô.t d̄a d̄ò̂ thi. không có khuyên. Tuy nhiên, do chı̇’ có hai phà̂n tu.’̇ khác không trong mỗi
cô. t, nên có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n thông tin o.’̇ da.ng th́ıch ho.. p ho.n.

Chúng ta d̄i.nh ngh̃ıa hai mȧ’ng tuyến t́ınh α[] và β[] chiè̂u m trong d̄ó vó.i mỗi cung
hoǎ.c ca.nh ek, k = 1, 2, . . . ,m, các giá tri. α[k] và β[k] là các chı̇’ số cu̇’a các d̄ı̇’nh mà ek liên
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Hı̀nh 1.9:

thuô.c. Trong tru.̀o.ng ho.. p có hu.́o.ng, chúng ta quyết d̄i.nh α[k] là d̄ı̇’nh gốc và β[k] là d̄ı̇’nh
ngo.n cu̇’a cung ek.

Chú ý rà̌ng, trái vó.i ma trâ.n kè̂, cách biê̇’u diẽ̂n này cũng có thê̇’ d̄ǎ. c tru.ng cho các d̄a
d̄ò̂ thi. có khuyên.

Chȧ̌’ng ha.n, d̄a d̄ò̂ thi. cu̇’a Hı̀nh 1.9 trong d̄ó các cung d̄u.o.. c d̄ánh số, ta nhâ.n d̄u.o.. c

k 1 2 3 4 5 6 7 8

α 1 3 1 2 2 3 2 2

β 3 1 3 1 1 2 3 2

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có tro.ng số, ta chı̇’ cà̂n thêm mô.t mȧ’ng w[] ḱıch thu.́o.c m lu.u
trũ. tro.ng lu.o.. ng cu̇’a mỗi ca.nh hoǎ.c cung vó.i tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t các mȧ’ng α[] và β[].

Vè̂ cách khác biê̇’u diẽ̂n hiê.u quȧ’ ho.n cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng su.’̇ du.ng danh sách các ca.nh
xem [43].

Mối liên hê. giũ.a các biê̇’u diẽ̂n

Dẽ̂ dàng thấy rǎ̀ng tò̂n ta. i các thuâ. t toán d̄a thú.c d̄ê̇’ chuyê̇’n d̄ô̇’i giũ.a các kiê̇’u dũ. liê.u trên
d̄ò̂ thi.. Hı̀nh 1.10 minh ho.a các khȧ’ nǎng có thê̇’ có.

D- ê̇’ chuyê̇’n d̄ô̇’i giũ.a các kiê̇’u dũ. liê.u, cà̂n các chu.o.ng tr̀ınh thu.. c hiê.n d̄iè̂u này (bài
tâ.p). Các biê̇’u diẽ̂n này có thê̇’ cȧ’i biên cho phù ho.. p vó.i yêu cà̂u. Chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi. có
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Ma trâ.n kè̂ d̄u.o.. c kết theo hàng

Ma trâ.n kè̂ da.ng tu.̀o.ng minh

Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung
hoǎ.c ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh

da.ng tu.̀o.ng minh

Ma trâ.n kè̂ d̄u.o.. c kết theo cô. t

Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung
hoǎ.c ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh

da.ng kết theo hàng

Ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-cung
hoǎ.c ma trâ.n liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh

da.ng kết theo cô. t

↑|
O(n2)

|↓

↑|
O(mn)

|↓

↑|
O(mn)

|↓

↑|
O(m)

|↓

↑|
O(m)

|↓

↑|
O(m)

|↓

Hı̀nh 1.10: Mối liên hê. và d̄ô. phú.c ta.p t́ınh toán khi chuyê̇’n d̄ô̇’i giũ.a các biê̇’u diẽ̂n khác
nhau trong d̄ò̂ thi..

tro.ng số có thê̇’ d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i mô. t ma trâ. n tro. ng lu.o.. ng (còn go. i là ma trâ. n chi ph́ı
hay khoȧ’ng cách) cấp n × n trong d̄ó phà̂n tu.’̇ (i, j) bà̌ng tro.ng lu.o.. ng cu̇’a ca.nh hay cung
(vi, vj). Tuy nhiên, cà̂n chú ý rǎ̀ng, t́ınh hiê.u quȧ’ cu̇’a nhiè̂u vấn d̄è̂ phu. thuô.c vào biê̇’u diẽ̂n
cu̇’a d̄ò̂ thi.. Do d̄ó, viê.c cho.n lu.. a các cấu trúc dũ. liê.u mô. t cách th́ıch ho.. p là quan tro.ng.

22



http://www.ebook.edu.vn

1.3 T́ınh liên thông

1.3.1 Dây chuyè̂n và chu tr̀ınh

Giȧ’ su.’̇ v0, vk là các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G := (V,E). Dây chuyè̂n µ tù. v0 d̄ến vk d̄ô.
dài k là mô. t dãy xen kẽ (k + 1) d̄ı̇’nh và k ca.nh bǎ́t d̄à̂u tù. v0 và kết thúc ta. i vk,

µ := {v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vk−1, ek, vk},
trong d̄ó ca.nh ei liên thuô.c các d̄ı̇’nh vi−1 và vi, i = 1, 2, . . . , k. D- ê̇’ giȧ’n tiê.n, ta thu.̀o.ng viết

µ := {e1, e2, . . . , ek}.

Dây chuyè̂n d̄u.o.. c go. i là d̄o.n giȧ’n (tu.o.ng ú.ng, so. cấp) nếu nó không d̄i hai là̂n qua
cùng mô.t ca.nh (tu.o.ng ú.ng, d̄ı̇’nh).

Chu tr̀ınh là mô. t dây chuyè̂n trong d̄ó d̄ı̇’nh d̄à̂u trùng vó.i d̄ı̇’nh cuối. Chu tr̀ınh qua
mỗi ca.nh d̄úng mô.t là̂n go. i là d̄o.n giȧ’n. Chu tr̀ınh là so. cấp nếu nó d̄i qua mỗi d̄ı̇’nh d̄úng
mô.t là̂n trù. d̄ı̇’nh d̄à̂u tiên hai là̂n (mô.t là̂n lúc xuất phát và mô. t lúc tro.’̇ vè̂).

D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.11 có

(a, e1, b, e2, c, e3, d, e4, b)

là dây chuyè̂n tù. d̄ı̇’nh a d̄ến d̄ı̇’nh b có d̄ô. dài bốn. Các chu tr̀ınh sau là so. cấp

(b, e2, c, e3, d, e4, b), và (b, e5, f, e7, e, e6, b).
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Hı̀nh 1.11:

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. không có ca. nh song song (tú.c là hai d̄ı̇’nh có nhiè̂u nhất mô. t
ca.nh liên thuô.c chúng), d̄ê̇’ d̄o.n giȧ’n dây chuyè̂n µ d̄u.o.. c viết la. i

µ = {v0, v1, v2, . . . , vk}.
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1.3.2 D- u.̀o.ng d̄i và ma.ch

Giȧ’ su.’̇ v0, vk là các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G := (V, E). D- u.̀o.ng d̄i µ tù. v0 d̄ến vk d̄ô. dài
k là mô. t dãy xen kẽ (k + 1) d̄ı̇’nh và k cung bǎ́t d̄à̂u tù. v0 và kết thúc ta. i vk,

µ := {v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vk−1, ek, vk},

trong d̄ó cung ei liên thuô.c các d̄ı̇’nh vi−1 và vi, i = 1, 2, . . . , k. D- ê̇’ giȧ’n tiê.n, ta có thê̇’ ký
hiê.u d̄u.̀o.ng d̄i µ là {e1, e2, . . . , ek}.

Do d̄ó trong Hı̀nh 1.12 dãy các cung

µ1 := {e6, e5, e9, e8, e4}
µ2 := {e1, e6, e5, e9}
µ3 := {e1, e6, e5, e9, e10, e6, e4}

là các d̄u.̀o.ng d̄i.

D- u.̀o.ng d̄i là d̄o.n giȧ’n nếu không chú.a cung nào quá mô.t là̂n. Suy ra các d̄u.̀o.ng d̄i
µ1, µ2 là d̄o.n giȧ’n, nhu.ng d̄u.̀o.ng d̄i µ3 không d̄o.n giȧ’n do nó su.’̇ du.ng cung e6 hai là̂n.

D- u.̀o.ng d̄i là so. cấp nếu không d̄i qua d̄ı̇’nh nào quá mô.t là̂n. Khi d̄ó d̄u.̀o.ng d̄i µ2 là
so. cấp nhu.ng các d̄u.̀o.ng d̄i µ1 và µ3 là không so. cấp. Hiê̇’n nhiên, d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp là d̄o.n
giȧ’n nhu.ng ngu.o.. c la. i không nhất thiết d̄úng. Chȧ̌’ng ha.n, chú ý rà̌ng d̄u.̀o.ng d̄i µ1 là d̄o.n
giȧ’n nhu.ng không so. cấp, d̄u.̀o.ng d̄i µ2 vù.a d̄o.n giȧ’n và vù.a so. cấp, d̄u.̀o.ng d̄i µ3 không
d̄o.n giȧ’n cũng không so. cấp.

Chú ý rà̌ng, khái niê.m dây chuyè̂n là bȧ’n sao không có hu.́o.ng cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i và áp
du.ng cho các d̄ò̂ thi. mà không d̄ê̇’ ý d̄ến hu.́o.ng cu̇’a các cung.

D- u.̀o.ng d̄i cũng có thê̇’ d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i dãy các d̄ı̇’nh mà chúng d̄i qua trong tru.̀o.ng
ho.. p không có cung song song (tú.c hai cung có cùng gốc và cùng ngo.n). Do d̄ó, d̄u.̀o.ng d̄i
µ1 có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i dãy d̄ı̇’nh {v2, v5, v4, v3, v5, v6}.

Ma. ch là mô. t d̄u.̀o.ng d̄i {e1, e2, . . . , ek} trong d̄ó d̄ı̇’nh gốc cu̇’a cung e1 trùng vó.i d̄ı̇’nh
ngo.n cu̇’a cung ek. Do d̄ó d̄u.̀o.ng d̄i {e5, e9, e10, e6} trong Hı̀nh 1.12 là ma.ch.

1.3.3 T́ınh liên thông

D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng go. i là liên thông nếu tất cȧ’ các cǎ.p d̄ı̇’nh vi và vj tò̂n ta. i dây chuyè̂n tù. vi

d̄ến vj. Quan hê. viRvj nếu và chı̇’ nếu vi = vj hoǎ.c tò̂n ta. i mô. t dây chuyè̂n nối hai d̄ı̇’nh vi

và vj là quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng (phȧ’n xa. , d̄ối xú.ng và bǎ́c cà̂u).
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Hı̀nh 1.12:

Ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng trên V xác d̄i.nh bo.’̇ i quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng R phân hoa.ch tâ.p V
thành các tâ.p con rò.i nhau V1, V2, . . . , Vp. Số p go. i là số thành phà̂n liên thông cu̇’a d̄ò̂ thi..
Theo d̄i.nh ngh̃ıa, d̄ò̂ thi. liên thông nếu và chı̇’ nếu số thành phà̂n liên thông bà̌ng mô.t. Các
d̄ò̂ thi. con G1, G2, . . . , Gp sinh bo.’̇ i các tâ.p con V1, V2, . . . , Vp go. i là các thành phà̂n liên thông
cu̇’a d̄ò̂ thi.. Mỗi thành phà̂n liên thông là mô. t d̄ò̂ thi. liên thông.

Hı̀nh 1.13 minh ho.a d̄ò̂ thi. có ba thành phà̂n liên thông.
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Hı̀nh 1.13: D- ò̂ thi. có ba thành phà̂n liên thông.

Xác d̄i.nh số thành phà̂n liên thông cu̇’a d̄ò̂ thi. là mô. t trong nhũ.ng bài toán co. bȧ’n cu̇’a
lý thuyết d̄ò̂ thi. và có nhiè̂u ú.ng du.ng trong thu.. c tiẽ̂n; chȧ̌’ng ha.n, xác d̄i.nh t́ınh liên thông
cu̇’a ma.ch d̄iê.n, ma.ng d̄iê.n thoa. i, v.v.

Chúng ta sẽ tr̀ınh bày mô.t số thuâ. t toán có thò.i gian O(m) giȧ’i bài toán này v̀ı nó
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cho phép t̀ım lò.i giȧ’i cu̇’a mô.t số bài toán khác.

Bǎ́t d̄à̂u vó.i d̄ı̇’nh nào d̄ó cu̇’a d̄ò̂ thi., chúng ta liê.t kê các d̄ı̇’nh theo thú. tu.. cu̇’a thuâ. t
toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu, tú.c là chúng ta d̄i, d̄à̂u tiên, xa nhất có thê̇’ d̄u.o.. c trên d̄ò̂ thi.
mà không ta.o thành chu tr̀ınh, và sau d̄ó tro.’̇ vè̂ vi. tŕı rẽ nhánh gà̂n d̄ây nhất mà chúng ta
d̄ã bȯ’ qua, và tiếp tu. c cho d̄ến khi tro.’̇ vè̂ d̄ı̇’nh xuất phát. Do d̄ó tâ.p các d̄ı̇’nh bǎ́t gǎ.p sẽ
ta.o thành thành phà̂n liên thông d̄à̂u tiên.

Nếu tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c duyê.t th̀ı d̄ò̂ thi. liên thông; ngu.o.. c la. i, chúng ta
kho.’̇ i d̄à̂u la. i thu̇’ tu. c trên vó.i mô. t d̄ı̇’nh mó.i chu.a d̄u.o.. c viếng thǎm; do d̄ó ta xây du.. ng d̄u.o.. c
thành phà̂n liên thông thú. hai, và vân vân.

Thuâ. t toán du.́o.i d̄ây tr̀ınh bày giai d̄oa.n d̄à̂u tiên, tú.c là t̀ım thành phà̂n liên thông
chú.a mô.t d̄ı̇’nh d̄ã cho-nếu thành phà̂n này chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. th̀ı d̄ò̂ thi. liên
thông.

Ký hiê.u num(i) là số hiê.u cu̇’a d̄ı̇’nh vi trong quá tr̀ınh t̀ım kiếm. Nếu ta bǎ́t d̄à̂u bǎ̀ng
d̄ı̇’nh s th̀ı d̄ǎ. t num(s) = 1. Ký hiê.u P (i) là d̄ı̇’nh d̄ú.ng liè̂n tru.́o.c d̄ı̇’nh vi trong cây có gốc
(xem Chu.o.ng 4) d̄u.o.. c xây du.. ng trong quá tr̀ınh thu.. c hiê.n thuâ. t toán.

Xét d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i ánh xa. d̄a tri. Γ. D- ǎ. t d+
i là số các d̄ı̇’nh kè̂ d̄ı̇’nh vi : d+

i :=
#Γ(vi). Vó.i mỗi k = 1, 2, . . . , n, ký hiê.u Γk(vi) là d̄ı̇’nh thú. k trong tâ.p Γ(vi).

D- ê̇’ thu.. c hiê.n t̀ım kiếm trên d̄ò̂ thi., chúng ta cà̂n mỗi giai d̄oa.n cu̇’a thuâ. t toán chı̇’ số
n(i) cu̇’a d̄ı̇’nh d̄u.o.. c viếng thǎm cuối cùng tù. d̄ı̇’nh vi. Do d̄ó ta bǎ́t d̄à̂u vó.i n(i) = 0.

Du.́o.i d̄ây là thuâ. t toán (da.ng không d̄ê. qui) cu̇’a Trémaux d̄u.a ra nà̌m 1882 và sau d̄ó
d̄u.o.. c Tarjan cȧ’i tiến [53].

Thuâ.t toán Trémaux-Tarjan t̀ım thành phà̂n liên thông chú.a d̄ı̇’nh s.

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t P (i) = 0, d+
i := #Γ(vi) và n(i) = 0 vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi, i = 1, 2, . . . , n;

k = 0, num(s) = 1, P (s) = s (tuỳ ý, khác không), i = s.

2. [Bu.́o.c lǎ.p] Trong khi (n(i) 6= d(i)) hoǎ.c (i 6= s) thu.. c hiê.n

• Nếu n(i) = d(i) d̄ǎ. t i = P (i) (là̂n ngu.o.. c);

• ngu.o.. c la. i, d̄ǎ. t n(i) = n(i) + 1 (viếng thǎm d̄ı̇’nh kế tiếp trong Γ(vi)), và j =
Γn(i)(vi). Nếu P (j) = 0 th̀ı gán P (j) = i, i = j, k = k + 1, num(i) = k.

Kết thúc thuâ. t toán, nếu k = n th̀ı d̄ò̂ thi. liên thông; ngu.o.. c la. i thành phà̂n liên thông chú.a
d̄ı̇’nh s gò̂m k d̄ı̇’nh mà num(i) nhâ.n các giá tri. tù. 1 d̄ến k.
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Vı́ du. 1.3.1 Xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.14. Các d̄ı̇’nh sẽ d̄u.o.. c viếng thǎm theo thú. tu.. 1, 4, 2, 3
và 5. Quá tr̀ınh t̀ım kiếm có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n thành cây có gốc (d̄ı̇’nh gốc là v1) trong Hı̀nh
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Hı̀nh 1.15:

Thuâ.t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu

1. Thǎm d̄ı̇’nh xuất phát s.

2. Vó.i mỗi d̄ı̇’nh w kè̂ vó.i v (có hu.́o.ng tù. v d̄ến w) làm các bu.́o.c sau:

Nếu w chu.a d̄u.o.. c thǎm, áp du.ng thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu vó.i w nhu. là
d̄ı̇’nh xuất phát.

Trong cách t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu, ta d̄i theo d̄u.̀o.ng tù. d̄ı̇’nh xuất phát cho d̄ến khi
d̄a. t d̄ến mô.t d̄ı̇’nh có tất cȧ’ các d̄ı̇’nh kè̂ nó d̄ã d̄u.o.. c viếng thǎm. Sau d̄ó ta quay la. i d̄ı̇’nh
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cuối cùng vù.a d̄u.o.. c thǎm do.c theo d̄u.̀o.ng này sao cho các d̄ı̇’nh kè̂ vó.i nó (có hu.́o.ng tù.

nó d̄i ra trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng) có thê̇’ thǎm d̄u.o.. c. D- ê̇’ có thê̇’ quay tro.’̇ la. i, ta
lu.u trũ. các d̄ı̇’nh do.c theo d̄u.̀o.ng này trong mô.t ngǎn xếp. Nếu thu̇’ tu. c d̄u.o.. c viết da.ng d̄ê.
quy th̀ı ngǎn xếp này d̄u.o.. c bȧ’o tr̀ı mô. t cách tu.. d̄ô.ng; trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i, cà̂n mô.t
mȧ’ng d̄ánh dấu các d̄ı̇’nh d̄ã d̄u.o.. c viếng thǎm.

Thuâ.t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng

Trong thuâ. t toán này, chúng ta thǎm các d̄ı̇’nh theo tù.ng mú.c mô.t, và khi thǎm mô.t d̄ı̇’nh
o.’̇ mú.c nào d̄ó, ta phȧ’i lu.u trũ. nó d̄ê̇’ có thê̇’ tro.’̇ la. i khi d̄i hết mô. t mú.c, v̀ı vâ.y có thê̇’ thǎm
các d̄ı̇’nh kè̂ cu̇’a nó. Thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng du.́o.i d̄ây dùng mô.t hàng d̄o.. i theo
cách này.

1. Thǎm d̄ı̇’nh xuất phát.

2. Kho.’̇ i d̄ô.ng mô.t hàng d̄o.. i chı̇’ chú.a d̄ı̇’nh xuất phát.

3. Trong khi hàng d̄o.. i không rỗng làm các bu.́o.c sau:

Lấy mô.t d̄ı̇’nh v tù. hàng d̄o.. i.

Vó.i tất cȧ’ các d̄ı̇’nh w kè̂ vó.i v, làm các bu.́o.c sau:

Nếu (w chu.a d̄u.o.. c thǎm) th̀ı:

Thǎm w.

Thêm w vào hàng d̄o.. i.

Các thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng và t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu là rất co. bȧ’n cho
nhiè̂u thuâ. t toán khác d̄ê̇’ xu.’̇ lý d̄ò̂ thi.. Vı́ du. , d̄ê̇’ duyê.t mô. t d̄ò̂ thi., ta có thê̇’ áp du.ng nhiè̂u
là̂n mô.t trong các cách nói trên, cho.n các d̄ı̇’nh xuất phát mó.i nếu cà̂n thiết, cho d̄ến khi
tất cȧ’ các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c thǎm.

1.3.4 Cà̂u, k−liên thông

D- iê̇’m khó.p cu̇’a d̄ò̂ thi. là mô. t d̄ı̇’nh mà xoá nó sẽ tǎng số thành phà̂n liên thông; cà̂u là ca.nh
mà xoá nó cũng có ȧ’nh hu.o.’̇ ng tu.o.ng tu.. . D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.14 có mô. t d̄iê̇’m khó.p là d̄ı̇’nh
v4 và hai cà̂u là các ca.nh (v1, v4) và (v4, v5).

Vı́ du. 1.3.2 Trong mô.t d̄ò̂ thi. không có chu tr̀ınh, các d̄ı̇’nh không phȧ’i là d̄ı̇’nh treo, tú.c
d̄ı̇’nh có bâ.c ≥ 2, là d̄iê̇’m khó.p. Ngu.o.. c la. i, d̄ò̂ thi. có chu tr̀ınh Hamilton (xem Phà̂n 5.3)
không có d̄iê̇’m khó.p.

28



http://www.ebook.edu.vn

Vı́ du. 1.3.3 [Ma. ng thông tin] Giȧ’ su.’̇ V là tâ.p ho.. p nhũ.ng ngu.̀o.i thuô.c mô.t tô̇’ chú.c nào
d̄ó; ta d̄ǎ. t (a, b) ∈ E nếu ngu.̀o.i a và b có thê̇’ báo tin vó.i nhau. Nhũ.ng ngu.̀o.i liên la.c là
nhũ.ng d̄iê̇’m khó.p. Nhũ.ng ngu.̀o.i d̄ó là nhũ.ng mǎ́t x́ıch quan tro.ng, v̀ı mất ho. sẽ phá võ.

t́ınh thống nhất và su.. liên kết cu̇’a tô̇’ chú.c.

D- i.nh lý 1.3.4 Giȧ’ su.̇’ G = (V, E) là d̄ò̂ thi. liên thông. Khi d̄ó d̄ı̇’nh v ∈ V là d̄iê̇’m khó.p
nếu và chı̇’ nếu tò̂n ta. i hai d̄ı̇’nh a và b sao cho mo. i dây chuyè̂n nối a vó.i b d̄è̂u d̄i qua v.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Nếu d̄ò̂ thi. con sinh bo.’̇ i tâ.p ho.. p V \ {v} không liên thông th̀ı
nó chú.a ı́t nhất hai thành phà̂n C và C; giȧ’ su.’̇ a là mô. t d̄ı̇’nh nào d̄ó cu̇’a C và b là mô. t
d̄ı̇’nh nào d̄ó cu̇’a C. Trong d̄ò̂ thi. liên thông ban d̄à̂u G mo.i dây chuyè̂n bất kỳ nối a vó.i b
d̄è̂u phȧ’i d̄i qua v.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Nếu mô.t dây chuyè̂n bất kỳ nối a vó.i b d̄è̂u d̄i qua v th̀ı d̄ò̂ thi. con sinh ra
bo.’̇ i V \ {v} không thê̇’ liên thông; bo.’̇ i vâ.y d̄ı̇’nh v là d̄iê̇’m khó.p. /

Ta có thê̇’ d̄i.nh ngh̃ıa: d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh (n ≥ 3) là 2−liên thông hay d̄ò̂ thi. không tách
d̄u.o.. c nếu và chı̇’ nếu nó liên thông và không có d̄iê̇’m khó.p. Các d̄ò̂ thi. con 2−liên thông cu.. c
d̄a. i cu̇’a G ta.o thành mô.t phân hoa.ch cu̇’a G, và go. i là các thành phà̂n 2−liên thông cu̇’a G.

D- ê̇’ t̀ım các d̄iê̇’m khó.p và các thành phà̂n 2−liên thông ta có thê̇’ su.’̇ du.ng thuâ. t toán
t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu.

Vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi, xét tâ.p D(i) các d̄ı̇’nh d̄ú.ng liè̂n tru.́o.c d̄ı̇’nh vi trong cây T xác d̄i.nh
bo.’̇ i thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu. Khi d̄ó, vó.i mo. i d̄ı̇’nh vj ∈ D(i) ta có

l(j) = min
k∈Γ(vj)

(num(k))

là số nhȯ’ nhất d̄u.o.. c gán cho d̄ı̇’nh kè̂ vó.i d̄ı̇’nh vj trong G. Bây giò. ta d̄i.nh ngh̃ıa mô.t chı̇’ số
mó.i

inf(i) := min
vj∈D(i)

l(j).

Do d̄ó chı̇’ số này tu.o.ng ú.ng cu.. c tiê̇’u cu̇’a num(i) và số nhȯ’ nhất d̄u.o.. c gán cho các
d̄ı̇’nh mà có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c bà̌ng d̄úng mô.t ca.nh tù. mô. t trong các hâ. u duê. cu̇’a vi trong cây
T.

Do d̄ó, trong Vı́ du. 1.3.1 (Hı̀nh 1.15), d̄ı̇’nh v2 có d̄úng mô.t d̄ı̇’nh tru.́o.c liè̂n kè̂ là d̄ı̇’nh
v4, và do d̄ó inf(2) = num(4) = 2.

Chú ý rà̌ng inf(i) ≤ num(i) v̀ı kho.’̇ i d̄à̂u tù. tiè̂n bối cu̇’a vi nó có thê̇’ tro.’̇ vè̂ vi.
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Ho.n nũ.a, dẽ̂ dàng chı̇’ ra rà̌ng, nếu inf(i) = num(i) th̀ı d̄ı̇’nh vi là d̄iê̇’m khó.p cu̇’a d̄ò̂
thi.. Ngoài ra, các d̄ı̇’nh bǎ́t gǎ.p khi duyê.t tro.’̇ la. i d̄ı̇’nh vi ta.o thành mô.t thành phà̂n 2−liên
thông.

Thuâ. t toán du.́o.i d̄ây tr̀ınh bày phu.o.ng pháp xác d̄i.nh các d̄iê̇’m khó.p cu̇’a d̄ò̂ thi. liên
thông xuất phát tù. d̄ı̇’nh s.

Thuâ.t toán Tarjan t̀ım d̄iê̇’m khó.p cu̇’a d̄ò̂ thi. liên thông xuất phát tù. d̄ı̇’nh s

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t P (i) = 0, d+
i := #Γ(vi), n(i) = 0 và inf(i) = ∞ vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi, i =

1, 2, . . . , n; k = 0, num(s) = 1, P (s) = s, i = s.

2. [Bu.́o.c lǎ.p] Trong khi (n(i) 6= d(i)) hoǎ.c (i 6= s) thu.. c hiê.n

• Nếu n(i) = d(i) d̄ǎ. t

q = inf(i), i = P (i), inf(i) = min(q, inf(i)).

Nếu inf(i) =num(i) th̀ı vi là d̄iê̇’m khó.p (và ta có thê̇’ xác d̄i.nh thành phà̂n 2−liên
thông).

• Ngu.o.. c la. i, tú.c là n(i) 6= d(i) (viếng thǎm d̄ı̇’nh kế tiếp trong Γ(vi))

Nếu j = P (i) th̀ı gán n(i) = n(i) + 1, j = Γn(i)(i).

Nếu P (j) = 0 th̀ı gán

inf(i) = min(inf(i), num(i)), P (j) = i, i = j, k = k + 1, num(i) = k.

Ngu.o.. c la. i nếu P (j) 6= 0 gán inf(i) = min(inf(i), num(j)).

Dẽ̂ dàng kiê̇’m tra vó.i v́ı du. tru.́o.c, d̄ı̇’nh v4 là d̄iê̇’m khó.p. Chú ý rà̌ng có thê̇’ xác d̄i.nh
thành phà̂n 2−liên thông bǎ̀ng cách su.’̇ a d̄ô̇’i Bu.́o.c 2 trong Thuâ. t toán Tarjan.

Mê.nh d̄è̂ sau là hiê̇’n nhiên:

Mê.nh d̄è̂ 1.3.5 Các thuâ. t toán Trémaux-Tarjan và Tarjan có thò.i gian O(m).

Thiết diê.n A ⊂ V cu̇’a d̄ò̂ thi. liên thông G là tâ.p con A các d̄ı̇’nh sao cho d̄ò̂ thi. con
GV \A nhâ.n d̄u.o.. c tù. G bà̌ng cách xoá các d̄ı̇’nh trong A (và các ca.nh liên thuô.c nó) không
liên thông.

D- ò̂ thi. go. i là k−liên thông nếu và chı̇’ nếu nó liên thông, có số d̄ı̇’nh n ≥ k+1, và không
chú.a mô.t thiết diê.n có lu.. c lu.o.. ng (k − 1).
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Các d̄ò̂ thi. con k−liên thông cu.. c d̄a. i cu̇’a G ta.o thành mô.t phân hoa.ch cu̇’a G và go. i
là các thành phà̂n k−liên thông.

Các thành phà̂n 3−liên thông cu̇’a d̄ò̂ thi. có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c trong thò.i gian O(m) bǎ̀ng
thuâ. t toán tu.o.ng tu.. cu̇’a Tarjan.

D- a d̄ò̂ thi. liên thông G go. i là k−ca. nh liên thông nếu nó vẫn còn liên thông khi xoá d̄i
ı́t ho.n k ca.nh.

Do d̄ó, d̄a d̄ò̂ thi. là 2−liên thông nếu và chı̇’ nếu nó liên thông và không chú.a cà̂u.
Bà̌ng cách su.’̇ a d̄ô̇’i la. i thuâ. t toán Tarjan, ta có thê̇’ xác d̄i.nh các cà̂u trong thò.i gian O(m).
Xét t́ınh 2−ca.nh liên thông có nhiè̂u ú.ng du.ng trong thu.. c tế: ma.ng d̄iê.n, d̄iê.n thoa. i, v.v.,
phȧ’i 2−ca.nh liên thông!

1.3.5 D- ò̂ thi. liên thông ma.nh

D- ò̂ thi. có hu.́o.ng go. i là liên thông ma. nh nếu tất cȧ’ các cǎ.p d̄ı̇’nh vi và vj tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i
tù. vi d̄ến vj.

Xét quan hê. viRvj nếu và chı̇’ nếu hoǎ.c vi = vj hoǎ.c tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i tù. d̄ı̇’nh vi d̄ến
d̄ı̇’nh vj và d̄u.̀o.ng d̄i tù. d̄ı̇’nh vj d̄ến d̄ı̇’nh vi. Dẽ̂ thấy d̄ây là quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng (phȧ’n
xa. , d̄ối xú.ng và bǎ́c cà̂u).

Ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng trên V xác d̄i.nh bo.’̇ i quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng R phân hoa.ch tâ.p V
thành các tâ.p con rò.i nhau V1, V2, . . . , Vp. Số p go. i là số thành phà̂n liên thông ma. nh cu̇’a d̄ò̂
thi.. Các d̄ò̂ thi. con G1, G2, . . . , Gp sinh bo.’̇ i các tâ.p con V1, V2, . . . , Vp go. i là các thành phà̂n
liên thông ma. nh cu̇’a G. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, d̄ò̂ thi. liên thông ma.nh nếu và chı̇’ nếu số thành
phà̂n liên thông ma.nh bà̌ng mô.t.

Nhâ.n xét rà̌ng, thành phà̂n liên thông ma.nh Cl chú.a d̄ı̇’nh vl d̄u.o.. c cho bo.’̇ i

Cl = Γ̂vl
∩ Γ̂−1

vl
,

và tù. d̄ó suy ra mô.t thuâ. t toán rất d̄o.n giȧ’n thò.i gian d̄a thú.c O(m) du.. a trên thuâ. t toán
t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu mà có thê̇’ su.’̇ du.ng nó d̄ê̇’ t̀ım Cl.

Do d̄ó t́ınh liên thông ma.nh dẽ̂ dàng kiê̇’m tra. Chı̇’ cà̂n xét khi nào Cl ≡ V. (Hãy giȧ’i
bài toán này bǎ̀ng ma trâ.n).

Nếu mǎ.t khác, chúng ta muốn t̀ım tất cȧ’ các thành phà̂n liên thông ma.nh, ta sẽ su.’̇

du.ng Thuâ. t toán Tarjan.
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Thâ.t vâ.y ta sẽ chú.ng minh rǎ̀ng, thuâ. t toán Tarjan áp du.ng vó.i các d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng,
cho phép t̀ım các thành phà̂n liên thông ma.nh.

Chúng ta kho.’̇ i d̄à̂u vó.i thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu, nhu. trong các thuâ. t toán
t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu và Tarjan. Vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi xét mô.t chı̇’ số mó.i là số nhȯ’ nhất cu̇’a
chı̇’ số d̄ı̇’nh mà có thê̇’ d̄ến nó bà̌ng chı̇’ mô. t cung tù. mô. t hâ. u duê. cu̇’a vi trong cây gia phȧ’.
Chı̇’ số mó.i này d̄u.o.. c ký hiê.u là inf(i).

Nhâ.n xét rà̌ng chúng ta luôn luôn có inf(i) ≤ num(i). Dẽ̂ dàng chı̇’ ra rǎ̀ng khi chúng
ta tro.’̇ la. i trong cây gia phȧ’, th̀ı mô. t d̄ı̇’nh mà xȧ’y ra d̄ȧ̌’ng thú.c inf(i) = num(i) sẽ phân
hoa.ch d̄ò̂ thi. thành ı́t nhất hai thành phà̂n liên thông ma.nh, và mô. t trong chúng tu.o.ng ú.ng
tâ.p các d̄ı̇’nh mà d̄ã d̄u.o.. c viếng thǎm tru.́o.c khi tó.i d̄ı̇’nh vi.

D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.16 có ba thành phà̂n liên thông ma.nh:

C1 = {a, b, c, d, e}, C6 = {g, f}, C8 = {h}.
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Hı̀nh 1.16:

Chúng ta su.’̇ du.ng thuâ. t ngũ. d̄ò̂ thi. thu go. n d̄ê̇’ biê̇’u diẽ̂n d̄ò̂ thi. G qua quan hê. liên
thông ma.nh Gr := G/R. Do d̄ó các d̄ı̇’nh cu̇’a Gr là các thành phà̂n liên thông ma.nh cu̇’a G
và tò̂n ta. i cung giũ.a hai d̄ı̇’nh Ci và Cj nếu và chı̇’ nếu tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t cung giũ.a mô.t
d̄ı̇’nh cu̇’a Ci và Cj trong G. Hiê̇’n nhiên d̄ò̂ thi. Gr không có ma.ch. Hı̀nh 1.17 là d̄ò̂ thi. thu
go.n cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 1.16. Nghiên cú.u các thành phà̂n liên thông ma.nh và
t̀ım d̄ò̂ thi. thu go.n là nhũ.ng bài toán thu.. c tiẽ̂n quan tro.ng; chȧ̌’ng ha.n trong mối liên hê. vó.i
x́ıch Markov, trong phân t́ıch cấu trúc cu̇’a mô.t hê. thống (xem [30]). Phà̂n tiếp theo chúng
ta sẽ d̄ê̇’ câ.p thêm vè̂ vấn d̄è̂ này.
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Hı̀nh 1.17:

1.4 Pha.m vi và liên thông ma.nh

Ta biết rǎ̀ng hê. thống truyè̂n thông cu̇’a mô.t tô̇’ chú.c có thê̇’ xem nhu. mô.t d̄ò̂ thi. trong d̄ó
mỗi ngu.̀o.i tu.o.ng ú.ng mô.t d̄ı̇’nh và các kênh truyè̂n thông tu.o.ng ú.ng các cung. Câu hȯ’i
d̄ǎ. t ra là trong hê. thống này, thông tin tù. vi có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c vj không? Tú.c là có tò̂n ta. i
d̄u.̀o.ng d̄i tù. vi d̄ến vj? Nếu d̄u.̀o.ng d̄i d̄ó tò̂n ta. i ta nói vj thuô.c pha.m vi cu̇’a vi. Chúng ta
cũng quan tâm d̄ến có d̄u.̀o.ng d̄i tù. vi d̄ến vj vó.i số cung ha.n chế không? Mu. c d̄ı́ch cu̇’a
phà̂n này là thȧ’o luâ.n mô.t vài khái niê.m co. bȧ’n liên quan d̄ến các t́ınh chất pha.m vi và
liên thông ma.nh cu̇’a các d̄ò̂ thi. và gió.i thiê.u mô.t số thuâ. t toán co. so.’̇ .

Theo thuâ. t ngũ. cu̇’a d̄ò̂ thi. biẽ̂u diẽ̂n cho mô.t tô̇’ chú.c, phà̂n này khȧ’o sát mô. t số câu
hȯ’i:

1. Số ngu.̀o.i ı́t nhất mà mỗi ngu.̀o.i trong tô̇’ chú.c có thê̇’ liên la.c d̄u.o.. c bà̌ng bao nhiêu?

2. Số ngu.̀o.i nhiè̂u nhất có thê̇’ liên la.c d̄u.o.. c vó.i nhau bà̌ng bao nhiêu?

3. Hai bài toán trên có quan hê. g̀ı vó.i nhau?

1.4.1 Ma trâ.n pha.m vi

Ma trâ. n pha.m vi R = (rij) d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

rij :=

{
1 nếu tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i tù. d̄ı̇’nh vi d̄ến d̄ı̇’nh vj,
0 nếu ngu.o.. c la. i.

Tâ.p R(vi) các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. d̄ı̇’nh vi gò̂m các d̄ı̇’nh vj sao cho
phà̂n tu.’̇ rij bà̌ng 1. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, tất cȧ’ các phà̂n tu.’̇ trên d̄u.̀o.ng chéo cu̇’a ma trâ.n pha.m
vi bà̌ng 1.
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Do Γ(vi) là tâ.p các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. vi theo mô.t d̄u.̀o.ng d̄i có d̄ô. dài 1 nên
tâ.p Γ(Γ(vi)) = Γ2(vi) gò̂m nhũ.ng d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. vi theo mô.t d̄u.̀o.ng d̄i có d̄ô. dài
2. Tu.o.ng tu.. , Γp(vi) là tâ.p nhũ.ng d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. vi theo mô.t d̄u.̀o.ng d̄i có d̄ô. dài
p. Do vâ.y, tâ.p các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. vi là

R(vi) = {vi} ∪ Γ1(vi) ∪ Γ2(vi) ∪ · · · .

Nhu.ng do d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c xét là hũ.u ha.n và mo. i d̄u.̀o.ng d̄i d̄è̂u chú.a mô.t d̄u.̀o.ng d̄i con so. cấp
trong d̄ó, nên tò̂n ta. i p sao cho

R(vi) = {vi} ∪ Γ1(vi) ∪ Γ2(vi) ∪ · · · ∪ Γp(vi). (1.1)

Suy ra tâ.p pha.m vi R(vi) có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c tù. Phu.o.ng tr̀ınh (1.1) bǎ̀ng cách thu.. c hiê.n các
phép toán ho.. p tù. trái sang phȧ’i cho d̄ến khi tâ.p hiê.n hành không tǎng ḱıch thu.́o.c trong là̂n
lǎ.p kế tiếp. Số các phép toán ho.. p phu. thuô.c vào d̄ò̂ thi., mǎ.c dù hiê̇’n nhiên rǎ̀ng p ≤ n− 1,
trong d̄ó n là số d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi..

Vâ.y ma trâ.n pha.m vi có thê̇’ d̄u.o.. c xây du.. ng nhu. sau. T̀ım tâ.p R(vi) vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi

theo trên. D- ǎ. t rij = 1 nếu vj ∈ R(vi), và rij = 0 nếu ngu.o.. c la. i.

Ma trâ. n d̄a. t d̄u.o.. c Q = (qij) d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

qij :=

{
1 nếu tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i tù. d̄ı̇’nh vj d̄ến d̄ı̇’nh vi,
0 nếu ngu.o.. c la. i.

Tâ.p Q(vi) cu̇’a d̄ò̂ thi. G là tâ.p các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c d̄ı̇’nh vi. Tu.o.ng tu.. nhu. trên
ta cũng có

Q(vi) = {vi} ∪ Γ−1(vi) ∪ Γ−2(vi) ∪ · · · ∪ Γ−p(vi), (1.2)

trong d̄ó Γ−2(vi) = Γ−1(Γ−1(vi)), . . . .

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa, hiê̇’n nhiên có Q = Rt.

Vı́ du. 1.4.1 Xét d̄ò̂ thi. G trong Hı̀nh 1.18. Ma trâ.n kè̂ cu̇’a G là

A =




v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

v1 0 1 0 0 1 0 0
v2 0 1 0 1 0 0 0
v3 0 0 0 1 0 0 0
v4 0 0 0 0 1 0 0
v5 0 0 0 0 1 0 0
v6 0 0 1 0 0 0 1
v7 0 0 0 1 0 1 0




.
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Hı̀nh 1.18:

Các tâ.p pha.m vi có thê̇’ xác d̄i.nh tù. Phu.o.ng tr̀ınh (1.1) nhu. sau

R(v1) = {v1} ∪ {v2, v5} ∪ {v2, v4, v5} ∪ {v2, v4, v5}
= {v1, v2, v4, v5},

R(v2) = {v2} ∪ {v2, v4} ∪ {v2, v4, v5} ∪ {v2, v4, v5}
= {v2, v4, v5},

R(v3) = {v3} ∪ {v4} ∪ {v5} ∪ {v5}
= {v3, v4, v5},

R(v4) = {v4} ∪ {v5} ∪ {v5}
= {v4, v5},

R(v5) = {v5} ∪ {v5}
= {v5},

R(v6) = {v6} ∪ {v3, v7} ∪ {v4, v6} ∪ {v3, v5, v7} ∪ {v4, v5, v6}
= {v3, v4, v5, v6, v7},

R(v7) = {v7} ∪ {v4, v6} ∪ {v3, v5, v7} ∪ {v4, v5, v6}
= {v3, v4, v5, v6, v7}.
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Do d̄ó ma trâ.n pha.m vi có da.ng

R =




v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

v1 1 1 0 1 1 0 0
v2 0 1 0 1 1 0 0
v3 0 0 1 1 1 0 0
v4 0 0 0 1 1 0 0
v5 0 0 0 0 1 0 0
v6 0 0 1 1 1 1 1
v7 0 0 1 1 1 1 1




.

Cà̂n chú ý rà̌ng, do R và Q là các ma trâ.n Boole, mỗi hàng cu̇’a chúng có thê̇’ lu.u da.ng
mô.t hoǎ.c ho.n mô.t tù. (word) . Viê.c t̀ım các ma trâ.n này là mô. t t́ınh toán d̄o.n giȧ’n do chı̇’

du.. a vào các phép toán logic.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa, R(vi)∩Q(vj) là tâ.p các d̄ı̇’nh vk mà có ı́t nhất mô. t d̄u.̀o.ng d̄i tù. vi d̄ến
vj qua d̄ı̇’nh vk. Các d̄ı̇’nh này go. i là cốt yếu. Tất cȧ’ các d̄ı̇’nh vk /∈ R(vi)∩Q(vj) go. i là không
cốt yếu hay du. thù.a do bȯ’ chúng d̄i không ȧ’nh hu.o.’̇ ng d̄ến các d̄u.̀o.ng d̄i tù. vi d̄ến vj.

Các ma trâ.n R và Q d̄i.nh ngh̃ıa trên là tuyê.t d̄ối theo ngh̃ıa số các cung trên d̄u.̀o.ng
d̄i tù. vi d̄ến vj không bi. ha.n chế. Mǎ.t khác ta cũng có thê̇’ d̄i.nh ngh̃ıa tu.o.ng tu.. các ma
trâ.n này vó.i số cung trên d̄u.̀o.ng d̄i không vu.o.. t quá mô.t số cho tru.́o.c. Vó.i mo.’̇ rô.ng này ta
cũng có thê̇’ t́ınh d̄u.o.. c các ma trâ.n ha.n chế theo lu.o.. c d̄ò̂ trên.

D- ò̂ thi. d̄u.o.. c go. i là bǎ́c cà̂u nếu tò̂n ta. i các cung (vi, vj) và (vj, vk) th̀ı cũng tò̂n ta. i cung
(vi, vk). Bao d̄óng bǎ́c cà̂u cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, E) là d̄ò̂ thi. Gtc = (V, E ∪ E ′) trong d̄ó E ′ là
các cung d̄u.o.. c thêm vào ı́t nhất d̄ê̇’ d̄ò̂ thi. Gtc có t́ınh bǎ́c cà̂u. Dẽ̂ dàng chú.ng minh rǎ̀ng
ma trâ.n kè̂ cu̇’a d̄ò̂ thi. Gtc ch́ınh là ma trâ.n pha.m vi R và bà̌ng

A + A2 + · · ·+ Ap, (p ≤ n− 1),

trong d̄ó A là ma trâ.n kè̂ cu̇’a G. (Ta. i sao?)

1.4.2 T̀ım các thành phà̂n liên thông ma.nh

Thành phà̂n liên thông ma.nh d̄i.nh ngh̃ıa trong phà̂n tru.́o.c tru.́o.c là d̄ò̂ thi. con liên thông
ma.nh ló.n nhất trong G. Vı̀ vó.i d̄ò̂ thi. liên thông ma.nh, vó.i mo. i cǎ.p d̄ı̇’nh vi, vj, luôn luôn
tò̂n ta. i mô. t d̄u.̀o.ng d̄i tù. d̄ı̇’nh vi d̄ến d̄ı̇’nh vj và ngu.o.. c la. i, nên tò̂n ta. i duy nhất mô.t thành
phà̂n liên thông ma.nh chú.a mô.t d̄ı̇’nh cho tru.́o.c và vi sẽ xuất hiê.n trong tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a
mô.t và chı̇’ mô. t thành phà̂n liên thông ma.nh. Khȧ̌’ng d̄i.nh này là hiê̇’n nhiên (ta. i sao?).
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Nếu d̄ı̇’nh vi d̄u.o.. c coi vù.a là xuất phát vù.a là kết thúc th̀ı tâ.p các d̄ı̇’nh cốt yếu tu.o.ng
ú.ng vó.i hai d̄ı̇’nh trùng nhau này (tú.c là tâ.p các d̄ı̇’nh thuô.c ma.ch nào d̄ó chú.a vi) xác d̄i.nh
bo.’̇ i R(vi) ∩Q(vi). Vı̀ tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cốt yếu này có thê̇’ d̄ến tù. vi và ngu.o.. c la. i nên chúng
cũng có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c các d̄ı̇’nh khác trong tâ.p này và ngu.o.. c la. i. Ho.n nũ.a, dẽ̂ thấy rà̌ng
tâ.p R(vi) ∩Q(vi) xác d̄i.nh các d̄ı̇’nh cu̇’a thành phà̂n liên thông ma.nh duy nhất tu.o.ng ú.ng
vó.i d̄ı̇’nh vi.

Nếu ta loa. i các d̄ı̇’nh này khȯ’i d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) th̀ı có thê̇’ áp du.ng t̀ım thành phà̂n
liên thông ma.nh trên d̄ò̂ thi. con nhâ.n d̄u.o.. c G′ vó.i tâ.p d̄ı̇’nh V \ (R(vi) ∩Q(vi)). Quá tr̀ınh
này lǎ.p la. i cho d̄ến khi tất cȧ’ các thành phà̂n liên thông ma.nh d̄u.o.. c t̀ım. Kết thúc ta có d̄ò̂
thi. G d̄u.o.. c phân hoa. ch thành các thành phà̂n liên thông ma.nh.

Vı́ du. 1.4.2 Xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.19. Chúng ta hãy t̀ım thành phà̂n liên thông ma.nh
chú.a d̄ı̇’nh v1.
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Hı̀nh 1.19: D- ò̂ thi. G.

Tù. các phu.o.ng tr̀ınh (1.1) và (1.2) ta có

R(v1) = {v1, v2, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10}

và

Q(v1) = {v1, v2, v3, v5, v6}.
Do d̄ó thành phà̂n liên thông ma.nh chú.a d̄ı̇’nh v1 là d̄ò̂ thi. con

〈R(v1) ∩Q(v1)〉 = 〈{v1, v2, v5, v6}〉.
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Tu.o.ng tu.. , thành phà̂n liên thông ma.nh chú.a d̄ı̇’nh v8 là d̄ò̂ thi. con 〈{v8, v10}〉, chú.a
d̄ı̇’nh v7 là d̄ò̂ thi. con 〈{v4, v7, v9}〉, chú.a d̄ı̇’nh v11 là d̄ò̂ thi. con 〈{v11, v12, v13}〉, và chú.a d̄ı̇’nh
v3 là d̄ò̂ thi. con 〈{v3}〉. D- ò̂ thi. thu go.n Gr d̄u.o.. c cho trong Hı̀nh 1.20.
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v∗1 = {v1, v2, v5, v6} v∗2 = {v8, v10}

v∗3 = {v4, v7, v9}v∗5 = {v3}

v∗4 = {v11, v12, v13}
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Hı̀nh 1.20: D- ò̂ thi. thu go.n Gr.

Các phép toán d̄u.o.. c miêu tȧ’ trên d̄ê̇’ t̀ım các thành phà̂n liên thông ma.nh cu̇’a mô.t d̄ò̂
thi. cũng có thê̇’ su.’̇ du.ng tru.. c tiếp d̄ối vó.i các ma trâ.n R và Q d̄i.nh ngh̃ıa phà̂n tru.́o.c. Do
d̄ó nếu ta ký hiê.u R ⊗ Q có ngh̃ıa là ma trâ.n nhâ.n d̄u.o.. c tù. R và Q bà̌ng cách nhân các
phà̂n tu.’̇ tu.o.ng ú.ng th̀ı phà̂n tu.’̇ (R⊗Q)ij = rijqij bà̌ng 1 nếu tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i tù. vi d̄ến vj

và ngu.o.. c la. i, và bǎ̀ng 0 trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i. Do d̄ó hai d̄ı̇’nh thuô.c cùng mô.t thành
phà̂n liên thông ma.nh nếu và chı̇’ nếu các hàng (hoǎ.c cô. t) tu.o.ng ú.ng bà̌ng nhau. Các d̄ı̇’nh
mà hàng tu.o.ng ú.ng chú.a mô.t phà̂n tu.’̇ 1 o.’̇ cô. t vj ta.o thành tâ.p d̄ı̇’nh cu̇’a thành phà̂n liên
thông ma.nh chú.a vi. Hiê̇’n nhiên rà̌ng có thê̇’ biến d̄ô̇’i ma trâ.n R ⊗ Q bà̌ng phép hoán vi.
các hàng và các cô. t sao cho ma trâ.n thu d̄u.o.. c có da.ng khối chéo; mỗi ma trâ.n con chéo
tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t thành phà̂n liên thông ma.nh cu̇’a G và có các phà̂n tu.’̇ bà̌ng 1, các phà̂n
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tu.’̇ khác bǎ̀ng 0. Vó.i v́ı du. trên, ma trâ.n R⊗Q d̄u.o.. c sǎ́p xé6p la. i có da.ng

R⊗Q =




v1 v2 v5 v6 v8 v10 v4 v7 v9 v11 v12 v13 v3

v1 1 1 1 1
v2 1 1 1 1
v5 1 1 1 1
v6 1 1 1 1
v8 1 1
v10 1 1
v4 1 1 1
v7 1 1 1
v9 1 1 1
v11 1 1 1
v12 1 1 1
v13 1 1 1
v3 1




.

1.4.3 Co. so.’̇

Tâ.p B các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c mo. i d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. và nhȯ’ nhất theo ngh̃ıa không có tâ.p
con thu.. c su.. nào cu̇’a nó có t́ınh chất này go. i là co. so.’̇ . Do d̄ó nếu ta viết R(B) là tâ.p pha.m
vi cu̇’a B-tú.c là

R(B) = ∪vi∈BR(vi)

th̀ı B là co. so.’̇ nếu và chı̇’ nếu

1. B(V ) = V ; và

2. vó.i mo. i tâ.p con S ⊂ B th̀ı R(S) 6= V.

D- iè̂u kiê.n thú. hai tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i d̄iè̂u kiê.n vj /∈ R(vi) vó.i hai d̄ı̇’nh phân biê.t vi, vj ∈ B;
tú.c là mô. t d̄ı̇’nh thuô.c B không thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. mô. t d̄ı̇’nh khác trong B. D- iè̂u này có thê̇’

chú.ng minh nhu. sau:

Do vó.i hai tâ.p con H và H ′ ⊂ H ta có R(H ′) ⊂ R(H) nên d̄iè̂u kiê.n R(S) 6= V vó.i mo. i
S ⊂ B tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i R(B\{vj}) 6= V vó.i mo. i vj ∈ B. Nói cách khác, R(vj) 6⊂ R(B\{vj}).
Nhu.ng d̄iè̂u kiê.n này thoȧ’ mãn nếu và chı̇’ nếu vj /∈ R(B \ {vj}), tú.c là vj /∈ R(vi) vó.i mo. i
vi, vj ∈ B.

Vâ.y, co. so.’̇ là mô. t tâ.p B các d̄ı̇’nh thoȧ’ mãn hai d̄iè̂u kiê.n sau:
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1. tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. d̄ı̇’nh nào d̄ó cu̇’a B; và

2. không d̄ı̇’nh nào trong B có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. mô. t d̄ı̇’nh thuô.c B.

Tù. hai d̄iè̂u kiê.n này ta suy ra

Mê.nh d̄è̂ 1.4.3 (i) Không tò̂n ta. i hai d̄ı̇’nh trong co. so.̇’ B sao cho chúng thuô. c cùng mô. t
thành phà̂n liên thông ma. nh cu̇’a G.

(b) D- ò̂ thi. không ma. ch có duy nhất mô. t co. so.̇’ gò̂m tâ. p các d̄ı̇’nh có bâ. c trong bà̌ng không.

Chú.ng minh. Suy tru.. c tiếp tù. d̄i.nh ngh̃ıa. /

Theo Mê.nh d̄è̂ trên và do d̄ò̂ thi. thu go.n Gr cu̇’a d̄ò̂ thi. G không có ma.nh nên tâ.p co.

so.’̇ Br cu̇’a Gr là tâ.p các d̄ı̇’nh có bâ.c trong bà̌ng không. Các tâ.p co. so.’̇ cu̇’a G có thê̇’ xác d̄i.nh
du.. a vào Br. Cu. thê̇’ là nếu Br = {S1, S2, . . . , Sk}, trong d̄ó k là số các tâ.p d̄ı̇’nh Sj trong co.

so.’̇ Br cu̇’a Gr, th̀ı B là tâ.p da.ng {vi1 , vi2 , . . . , vik} vó.i vij ∈ Sj, j = 1, 2, . . . , k.

Vı́ du. 1.4.4 Vó.i d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.19, d̄ò̂ thi. thu go.n trong Hı̀nh 1.20. Co. so.’̇ cu̇’a d̄ò̂
thi. này là {v∗4, v∗5} do v∗4 và v∗5 là hai d̄ı̇’nh duy nhất cu̇’a G có bâ.c trong bǎ̀ng không. Suy ra
các tâ.p co. so.’̇ cu̇’a G là {v3, v11}, {v3, v12} và {v3, v13.}

D- ối ngẫu vó.i khái niê.m co. so.’̇ có thê̇’ d̄i.nh ngh̃ıa theo thuâ. t ngũ. cu̇’a các tâ.p ho.. p Q(vi)
nhu. sau.

D- ối co. so.’̇ là tâ.p B̄ các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) thoȧ’ mãn

Q(B̄) =
⋃

vi∈B

Q(vi) = V,

∀S ⊂ B̄, Q(S) 6= V.

Tú.c là B̄ là tâ.p nhȯ’ nhất các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. các d̄ı̇’nh khác. Các t́ınh chất cu̇’a B̄
tu.o.ng tu.. vó.i cu̇’a B trong d̄ó các khái niê.m vè̂ hu.́o.ng d̄u.o.. c thay bà̌ng bȧ’n sao ngu.o.. c la. i.

Do vâ.y, d̄ối co. so.’̇ cu̇’a d̄ò̂ thi. thu go.n Gr là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a Gr có bâ.c ngoài bà̌ng
không, và tù. d̄ó ta có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c d̄ối co. so.’̇ cu̇’a G tu.o.ng tu.. nhu. d̄ã thu.. c hiê.n o.’̇ trên.

Trong v́ı du. cu̇’a d̄ò̂ thi. G trong Hı̀nh 1.19, d̄ò̂ thi. thu go.n Gr chı̇’ chú.a mô.t d̄ı̇’nh v∗3
có bâ.c ngoài bǎ̀ng không. Do d̄ó d̄ối co. so.’̇ cu̇’a Gr là {v∗3} và bo.’̇ i vâ.y d̄ối co. so.’̇ cu̇’a G là
{v4}, {v7} và {v9}.
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Áp du.ng trong cấu trúc tô̇’ chú.c

Nếu d̄ò̂ thi. biê̇’u diẽ̂n cấu trúc ȧ’nh hu.o.’̇ ng cu̇’a mô.t tô̇’ chú.c th̀ı các phà̂n tu.’̇ cu̇’a mô.t thành
phà̂n liên thông ma.nh cu̇’a G có ȧ’nh hu.o.’̇ ng và chú.c nǎng ngang nhau. Mô.t co. so.’̇ cu̇’a G có
thê̇’ hiê̇’u là mô. t “liên minh” có số ngu.̀o.i ı́t nhất nhu.ng lãnh d̄a.o mo. i cá nhân trong tô̇’ chú.c.

Trên tâ.p các d̄ı̇’nh biê̇’u diẽ̂n các thành viên cu̇’a cùng tô̇’ chú.c, ta xét d̄ò̂ thi. G′ d̄u.o.. c
xây du.. ng d̄ê̇’ biê̇’u diẽ̂n các kênh truyè̂n thông sao cho tò̂n ta. i cung (vi, vj) nếu vi có thê̇’ giao
tiếp vó.i vj. D- ò̂ thi. G′ d̃ı nhiên có liên quan vó.i G. Số ngu.̀o.i ı́t nhất mà biết hoǎ.c có thê̇’

nhâ.n tất cȧ’ các su.. kiê.n vè̂ tô̇’ chú.c ta.o thành mô.t d̄ối co. so.’̇ cu̇’a G′. Ta có thê̇’ nói rà̌ng mô.t
liên minh hiê.u quȧ’ d̄ê̇’ lãnh d̄a.o tô̇’ chú.c là tâ.p H nhũ.ng ngu.̀o.i thoȧ’ mãn:

H = B(G) ∪ B̄(G′),

trong d̄ó B(G) và B̄(G′) là mô. t trong các co. so.’̇ và các d̄ối co. so.’̇ cu̇’a G và G′ tu.o.ng ú.ng
d̄u.o.. c cho.n sao cho #H nhȯ’ nhất.

Kế tiếp xét co. so.’̇ luỹ thù.a là tâ.p các d̄ı̇’nh Bp ⊂ V sao cho

R(Bp) = V, Q(Bp) = Bp,
R(S) 6= V, ∀S ⊂ Bp.

D- iè̂u kiê.n thú. hai ngh̃ıa là chı̇’ nhũ.ng ngu.̀o.i bên trong Bp mó.i có thê̇’ có ȧ’nh hu.o.’̇ ng d̄ến
ngu.̀o.i khác cũng trong Bp và có thê̇’ thay bǎ̀ng d̄iè̂u kiên tu.o.ng d̄u.o.ng: R(V \Bp)∩Bp = ∅.
D- iè̂u kiê.n này chı̇’ ra rà̌ng nếu mô.t d̄ı̇’nh trong thành phà̂n liên thông ma.nh cu̇’a G thuô.c Bp

th̀ı mo. i d̄ı̇’nh khác trong cùng thành phà̂n liên thông ma.nh này cũng thuô.c Bp. Do tâ.p co.

so.’̇ cu̇’a Gr là tâ.p các d̄ı̇’nh có bâ.c trong bà̌ng không nên tâ.p co. so.’̇ lũy thù.a cu̇’a G ch́ınh là

Bp =
⋃

Si∈B∗
Si.

Chȧ̌’ng ha.n d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.19 có co. so.’̇ lũy thù.a là {v3, v11, v12, v13}. Cà̂n chú ý
rǎ̀ng, nếu d̄ò̂ thi. này tu.o.ng ú.ng mô.t tô̇’ chú.c th̀ı v3 có thê̇’ xem là ngu.̀o.i lãnh d̄a.o cao nhất
cu̇’a các nhóm v∗1, v

∗
2 và v∗3.

1.5 D- ȧ̌’ng cấu cu̇’a các d̄ò̂ thi.

Ta d̄ã biết rà̌ng cùng mô.t d̄ò̂ thi. có thê̇’ d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bǎ̀ng nhiè̂u h̀ınh vẽ khác nhau. Viê.c
nhâ.n biết d̄u.o.. c trong tru.̀o.ng ho.. p nào hai h̀ınh vẽ biê̇’u diẽ̂n cùng mô.t d̄ò̂ thi., trong tru.̀o.ng
ho.. p nào biê̇’u diẽ̂n hai d̄ò̂ thi. khác nhau, là mô. t vấn d̄è̂ không d̄o.n giȧ’n.
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Rõ ràng là hai h̀ınh cho tru.́o.c biê̇’u diẽ̂n cùng mô.t d̄ò̂ thi. chı̇’ khi các d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây
d̄u.o.. c thoȧ’ mãn:

1. Số d̄ı̇’nh bà̌ng nhau;

2. Số ca.nh bà̌ng nhau;

3. Số d̄ı̇’nh cùng bâ.c bà̌ng nhau.

D- ó là nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cà̂n: hai h̀ınh không thoȧ’ mãn mô.t trong các d̄iè̂u kiê.n d̄ó th̀ı
không biê̇’u diẽ̂n cùng mô.t d̄ò̂ thi.. Nhu.ng chúng cũng không phȧ’i là d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ (hãy cho
v́ı du. ). Hiê̇’n nhiên rǎ̀ng

D- i.nh lý 1.5.1 D- iè̂u kiê. n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’ hai h̀ınh biê̇’u diẽ̂n cùng mô. t d̄ò̂ thi. là tò̂n ta. i mô. t
tu.o.ng ú.ng mô. t-mô. t lên giũ.a các d̄ı̇’nh cu̇’a hai h̀ınh sao cho nếu hai d̄ı̇’nh cu̇’a h̀ınh này d̄u.o.. c
nối bo.̇’ i mô. t ca. nh th̀ı hai d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng cu̇’a h̀ınh kia cũng d̄u.o.. c nối vó.i nhau bo.̇’ i mô. t
ca. nh và ngu.o.. c la. i.

Viê.c t̀ım mô.t tiêu chuâ̇’n d̄o.n giȧ’n và hiê.u quȧ’ d̄ê̇’ phát hiê.n t́ınh d̄ȧ̌’ng cấu cu̇’a các d̄ò̂
thi. vẫn là bài toán mo.’̇ cu̇’a lý thuyết d̄ò̂ thi. và d̄ang còn d̄u.o.. c tiếp tu. c nghiên cú.u.

1.5.1 1−d̄ȧ̌’ng cấu

D- ò̂ thi. có các d̄iê̇’m khó.p gò̂m ı́t nhất hai d̄ò̂ thi. con không có d̄iê̇’m khó.p. Mỗi d̄ò̂ thi. con
liên thông ló.n nhất không có d̄iê̇’m khó.p go. i là khối. D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.21 có nǎm khối
(và ba d̄iê̇’m khó.p a, b và c). Chú ý rà̌ng d̄ò̂ thi. liên thông không có d̄iê̇’m khó.p chı̇’ có mô. t
khối.
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Hı̀nh 1.21:
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So sánh d̄ò̂ thi. không liên thông trong Hı̀nh 1.22 và d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.21. Hiê̇’n nhiên
hai d̄ò̂ thi. này không d̄ȧ̌’ng cấu (chúng có số d̄ı̇’nh khác nhau); nhu.ng chúng có mối liên hê.
là các khối trong Hı̀nh 1.21 d̄ȧ̌’ng cấu vó.i các thành phà̂n cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.22. Các
d̄ò̂ thi. này go. i là 1-d̄ȧ̌’ng cấu. Ch́ınh xác ho.n:

D- i.nh ngh̃ıa 1.5.2 Hai d̄ò̂ thi. G1 và G2 go. i là 1−d̄ȧ̌’ng cấu nếu chúng tro.’̇ thành d̄ȧ̌’ng cấu
vó.i nhau sau khi áp du.ng mô.t số là̂n phép toán sau:

Phép toán 1. “Tách” mô.t d̄iê̇’m khó.p thành hai d̄ı̇’nh d̄ê̇’ ta.o thành hai d̄ò̂ thi. con
không có d̄iê̇’m khó.p rò.i nhau.
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Hı̀nh 1.22:

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa suy ra rà̌ng hai d̄ò̂ thi. không có d̄iê̇’m khó.p là 1-d̄ȧ̌’ng cấu nếu và chı̇’

nếu chúng d̄ȧ̌’ng cấu.

D- iè̂u g̀ı sẽ xȧ’y ra khi ta nối hai thành phà̂n cu̇’a Hı̀nh 1.22 bǎ̀ng cách “dán” hai d̄ı̇’nh
(chȧ̌’ng ha.n x và y)? Chúng ta nhâ.n d̄u.o.. c d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.23.

Hiê̇’n nhiên các d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.23 là 1−d̄ȧ̌’ng cấu vó.i d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.22. Vı̀
các khối cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.23 d̄ȧ̌’ng cấu vó.i các khối cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.21, nên
hai d̄ò̂ thi. này là 1−d̄ȧ̌’ng cấu. Do d̄ó ba d̄ò̂ thi. trong các Hı̀nh 1.21, 1.22 và 1.23 là d̄ôi mô. t
1−d̄ȧ̌’ng cấu.

1.5.2 2−d̄ȧ̌’ng cấu

Trong phà̂n trên chúng ta d̄ã tô̇’ng quát hoá khái niê.m d̄ȧ̌’ng cấu bǎ̀ng khái niê.m 1−d̄ȧ̌’ng
cấu. Các d̄ò̂ thi. d̄ȧ̌’ng cấu th̀ı 1−d̄ȧ̌’ng cấu nhu.ng ngu.o.. c la. i không d̄úng. Su.. tô̇’ng quát hoá
rất hũ.u ı́ch trong viê.c nghiên cú.u các d̄ò̂ thi. có d̄iê̇’m khó.p.
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Hı̀nh 1.23:

Chúng ta còn có thê̇’ mo.’̇ rô.ng khái niê.m này cho các d̄ò̂ thi. 2−liên thông nhu. sau.

Trong d̄ò̂ thi. 2−liên thông G xét hai d̄ı̇’nh x và y mà xoá chúng (và các ca.nh liên thuô.c
chúng) th̀ı d̄ò̂ thi. mất t́ınh liên thông. Nói cách khác, G gò̂m mô.t d̄ò̂ thi. con g1 và phà̂n bù
cu̇’a nó ḡ1 sao cho g1 và ḡ1 có d̄úng hai d̄ı̇’nh chung: x và y. Giȧ’ su.’̇ rà̌ng chúng ta thu.. c hiê.n
phép toán sau trên G :

Phép toán 2. “Tách” d̄ı̇’nh x thành x1 và x2 và d̄ı̇’nh y thành y1 và y2 sao cho ta thu
d̄u.o.. c tù. G hai thành phà̂n g1 và ḡ1. Giȧ’ su.’̇ các d̄ı̇’nh x1 và y1 thuô.c thành phà̂n g1 và x2

và y2 thuô.c ḡ1. Bây giò. nối hai d̄ò̂ thi. g1 và ḡ1 bà̌ng cách ho.. p nhất d̄ı̇’nh x1 vó.i d̄ı̇’nh y2 và
d̄ı̇’nh x2 vó.i d̄ı̇’nh y1. (Hiê̇’n nhiên các ca.nh mà liên thuô.c vó.i x hoǎ.c y trong G d̄i cùng vó.i
g1 hoǎ.c ḡ1, không ȧ’nh hu.o.’̇ ng d̄ến d̄ò̂ thi. thu d̄u.o.. c o.’̇ bu.́o.c cuối).

Hai d̄ò̂ thi. go. i là 2−d̄ȧ̌’ng cấu nếu chúng tro.’̇ thành d̄ȧ̌’ng cấu sau Phép toán 1 hoǎ.c
Phép toán 2, hoǎ.c cȧ’ hai phép toán sau mô.t số là̂n thu.. c hiê.n. Hı̀nh 1.24 chı̇’ ra hai d̄ò̂ thi.
trong Hı̀nh 1.24(a) và (d) là 2−d̄ȧ̌’ng cấu. Chú ý rǎ̀ng trong Hı̀nh 1.24(a), bâ.c cu̇’a d̄ı̇’nh x
bǎ̀ng bốn, còn trong Hı̀nh 1.24(d) không có d̄ı̇’nh nào bâ.c bốn.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa, suy ra 1−d̄ȧ̌’ng cấu là 2−d̄ȧ̌’ng cấu, nhu.ng ngu.o.. c la. i chu.a chǎ́c d̄úng.
Tuy nhiên, vó.i các d̄ò̂ thi. k−liên thông vó.i k ≥ 3 th̀ı ba khái niê.m d̄ȧ̌’ng cấu, 1−d̄ȧ̌’ng cấu
và 2−d̄ȧ̌’ng cấu là nhu. nhau (ta. i sao?).

Tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh

Hai d̄ò̂ thi. G1 và G2 go. i là cho mô.t tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh nếu chúng thoȧ’ d̄iè̂u kiê.n sau: Tò̂n
ta. i tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t giũ.a các ca.nh cu̇’a G1 và G2 và mô. t tu.o.ng ú.ng giũ.a các chu tr̀ınh
cu̇’a G1 và G2 sao cho mô.t chu tr̀ınh trong G1 d̄u.o.. c ta.o bo.’̇ i các ca.nh cu̇’a G1 có mô. t chu
tr̀ınh tu.o.ng ú.ng trong G2 d̄u.o.. c ta.o bo.’̇ i các ca.nh tu.o.ng ú.ng trong G2, và ngu.o.. c la. i. Tù.
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Hı̀nh 1.24:

d̄i.nh ngh̃ıa suy ra các d̄ò̂ thi. d̄ȧ̌’ng cấu có tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh.

Vı̀ trong d̄ò̂ thi. có d̄iê̇’m khó.p G, mỗi chu tr̀ınh thuô.c mô.t khối nào d̄ó, nên mỗi chu
tr̀ınh trong G vẫn tu.o.ng ú.ng các ca.nh cu̇’a nó khi thu.. c hiê.n Phép toán 1 trên G. Do d̄ó, các
d̄ò̂ thi. 1−d̄ȧ̌’ng cấu có t́ınh chất tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh.

Tu.o.ng tu.. , xét chu tr̀ınh µ trong d̄ò̂ thi. G sau khi thu.. c hiê.n Phép toán 2 trên G. Vó.i
chu tr̀ınh µ, ta có ba tru.̀o.ng ho.. p xȧ’y ra:

1. Các ca.nh thuô.c µ nà̌m hoàn toàn trong g1; hoǎ.c

2. Các ca.nh thuô.c µ nà̌m hoàn toàn trong ḡ1; hoǎ.c

3. Các ca.nh thuô.c µ nà̌m trong cȧ’ hai d̄ò̂ thi. con g1 và ḡ1; và trong tru.̀o.ng ho.. p này µ
phȧ’i chú.a cȧ’ hai d̄ı̇’nh x và y.

Trong các Tru.̀o.ng ho.. p 1 và 2, chu tr̀ınh µ không ȧ’nh hu.o.’̇ ng qua Phép toán 2. Trong Tru.̀o.ng
ho.. p 3, µ vẫn gò̂m các ca.nh cũ, ngoa. i trù. dây chuyè̂n giũ.a các d̄ı̇’nh x và y trong g1 (thuô.c
chu tr̀ınh µ) bi. “d̄ȧ’o ngu.o.. c la. i”. Do d̄ó, mỗi chu tr̀ınh sau Phép toán 2 vẫn gò̂m ch́ınh
nhũ.ng ca.nh cũ. Suy ra các d̄ò̂ thi. 2−d̄ȧ̌’ng cấu cũng có t́ınh chất tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh.
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D- i.nh lý 1.5.3 Hai d̄ò̂ thi. là 2−d̄ȧ̌’ng cấu nếu và chı̇’ nếu chúng có tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiên d̄u̇’ suy tù. các lý luâ.n trên. Chú.ng minh d̄iè̂u kiê.n cà̂n khó ho.n và
có thê̇’ xem [55]. /

Nhu. sẽ thấy sau, các khái niê.m 2−d̄ȧ̌’ng cấu và tu.o.ng ú.ng chu tr̀ınh d̄óng vai trò quan
tro.ng khi nghiên cú.u d̄ối ngẫu cu̇’a các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng.

1.6 Các d̄ò̂ thi. d̄ǎ.c biê.t

Phà̂n này gió.i thiê.u mô.t số d̄ò̂ thi. d̄ǎ. c biê.t thu.̀o.ng gǎ.p trong các mô h̀ınh thu.. c tế. Các d̄ò̂
thi. này d̄u.o.. c quan tâm nhiè̂u v̀ı:

• Tù. phát biê̇’u mô.t số bài toán;

• Tù. các t́ınh chất d̄ǎ. c biê.t cu̇’a chúng;

• Phu. c vu. cho mô.t số thuâ. t toán.

1.6.1 D- ò̂ thi. không có ma.ch

D- ây là d̄ò̂ thi. thu.̀o.ng gǎ.p nhất khi biê̇’u diẽ̂n các quan hê. thú. tu.. bô. phâ.n trên các phà̂n tu.’̇ :
vó.i mô. t quan hê. thú. tu.. ≤ trên tâ.p V, xét d̄ò̂ thi. G = (V,E) trong d̄ó

(vi, vj) ∈ E ⇔ i ≤ j.

Các bài toán luò̂ng trên ma.ng vâ.n tȧ’i xét các d̄ò̂ thi. này (cũng xem các bài toán lâ.p li.ch
trong [30]).

1.6.2 D- ò̂ thi. phȧ̌’ng

D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G go. i là phȧ̌’ng nếu có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mô.t mǎ.t phȧ̌’ng R2 vó.i các d̄ı̇’nh
tu.o.ng ú.ng các d̄iê̇’m phân biê.t trên R2 và các d̄u.̀o.ng cong không tu.. cǎ́t tu.o.ng ú.ng các ca.nh
sao cho hai d̄u.̀o.ng cong bất kỳ không cǎ́t nhau ngoa. i trù. ta. i các d̄ı̇’nh chung.

D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 1.25(a) là phȧ̌’ng v̀ı chúng ta có thê̇’ vẽ la. i nhu. trong Hı̀nh 1.25(b).

Các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng sẽ d̄u.o.. c nghiên cú.u trong Chu.o.ng 6.
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Hı̀nh 1.25: D- ò̂ thi. (a) d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n la. i trong h̀ınh (b) là phȧ̌’ng.
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Chu.o.ng 2

Các số co. bȧ’n cu̇’a d̄ò̂ thi.

2.1 Chu số

Khái niê.m mà chúng ta sẽ d̄è̂ câ.p o.’̇ d̄ây không phu. thuô. c vào su.. d̄i.nh hu.́o.ng: ta sẽ nói vè̂
ca. nh chú. không phȧ’i cung. D- ê̇’ tô̇’ng quát xét d̄a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G := (V,E) có n d̄ı̇’nh, m
ca.nh và p thành phà̂n liên thông. D- ǎ. t

ρ(G) := n− p,
ν(G) := m− ρ(G) = m− n + p.

Ta go. i ν(G) là chu số cu̇’a d̄ò̂ thi. G.

D- i.nh lý 2.1.1 Cho d̄a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G = (V,E). Giȧ’ su.̇’ G′ là d̄ò̂ thi. nhâ. n d̄u.o.. c tù. G
bà̌ng cách nối hai d̄ı̇’nh a và b cu̇’a G bo.̇’ i mô. t ca. nh mó.i; nếu a và b trùng nhau hoǎ. c có thê̇’

nối vó.i nhau bo.̇’ i mô. t dây chuyè̂n cu̇’a G th̀ı

ρ(G′) = ρ(G), ν(G′) = ν(G) + 1;

trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i

ρ(G′) = ρ(G) + 1, ν(G′) = ν(G).

Chú.ng minh. Theo cách xây du.. ng, d̄a d̄ò̂ thi. G′ có n′ = n d̄ı̇’nh, m′ = m + 1 ca.nh và giȧ’ su.’̇

G′ có p′ thành phà̂n liên thông.

Nếu a ≡ b hoǎ.c có mô. t dây chuyè̂n nối a vó.i b. Khi d̄ó phép biến d̄ô̇’i G thành G′

không thay d̄ô̇’i số thành phà̂n liên thông, tú.c là p = p′. Do d̄ó

ρ(G′) = n′ − p′ = n− p = ρ(G),
ν(G′) = m′ − ρ(G′) = ν(G) + 1.
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Ngu.o.. c la. i, nếu a 6= b và không tò̂n ta. i dây chuyè̂n nối a và b, th̀ı do cách xác d̄i.nh G′

ta có p′ = p− 1. Suy ra

ρ(G′) = n′ − p′ = n− (p− 1) = n− p + 1 = ρ(G) + 1,
ν(G′) = m′ − ρ(G′) = (m + 1)− (ρ(G) + 1) = m− ρ(G) = ν(G).

/

Hê. quȧ’ 2.1.2 ρ(G) ≥ 0 và ν(G) ≥ 0.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, xuất phát tù. d̄ò̂ thi. thành lâ.p bà̌ng các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄a d̄ò̂ thi. vô
hu.́o.ng G, d̄ı̇’nh no. cô lâ.p vó.i d̄ı̇’nh kia, ta xây du.. ng G′ dà̂n dà̂n tù.ng ca.nh mô.t; kho.’̇ i d̄à̂u ta
có ρ = 0, ν = 0; mỗi khi thêm mô.t ca.nh, th̀ı hoǎ.c ρ tǎng và lúc d̄ó ν không d̄ô̇’i, hoǎ.c ν tǎng
và lúc d̄ó ρ không d̄ô̇’i. Nhu. vâ.y, trong quá tr̀ınh xây du.. ng d̄ò̂ thi. G′, các số ρ và ν chı̇’ có
thê̇’ tǎng. /

D- ê̇’ có thê̇’ vâ.n du.ng nhũ.ng kết quȧ’ phong phú cu̇’a d̄a. i số vector trong viê.c nghiên cú.u,
ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng d̄ǎ. t tu.o.ng ú.ng mỗi chu tr̀ınh trong G vó.i mô. t vector theo cách sau d̄ây.

Mỗi ca.nh cu̇’a d̄a d̄ò̂ thi. G d̄è̂u d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng mô.t cách tùy ý; nếu chu tr̀ınh µ d̄i
qua ca.nh ek, rk là̂n thuâ.n hu.́o.ng và sk là̂n ngu.o.. c hu.́o.ng th̀ı ta d̄ǎ. t ck := rk − sk (nếu ek là
mô. t khuyên th̀ı ta luôn qui u.́o.c sk = 0). Vector m chiè̂u

(c1, c2, . . . , cm)

go. i là vector chu tr̀ınh tu.o.ng ú.ng vó.i µ và ký hiê.u là ~µ (hay là µ nếu không thê̇’ gây ra
nhà̂m lẫn).

Các chu tr̀ınh µ, µ′, µ′′, . . . go. i là d̄ô. c lâ. p nếu các vector chu tr̀ınh tu.o.ng ú.ng d̄ô. c lâ.p
tuyến t́ınh. Chú ý rǎ̀ng, d̄i.nh ngh̃ıa này không phu. thuô.c vào hu.́o.ng gán cho các ca.nh.

D- i.nh lý 2.1.3 Chu số ν(G) cu̇’a G = (V,E) bà̌ng số cu.. c d̄a. i các chu tr̀ınh d̄ô. c lâ. p.

Chú.ng minh. Tiến hành nhu. trong Hê. quȧ’ 2.1.2: d̄à̂u tiên ta lấy d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng không
có ca.nh vó.i tâ.p các d̄ı̇’nh là V. Sau d̄ó ta xây du.. ng d̄a d̄ò̂ thi. G′ bà̌ng cách thêm tù.ng ca.nh
mô.t vào. Theo D- i.nh lý 2.1.1, chu số sẽ tǎng mô.t d̄o.n vi. nếu ca.nh thêm vào lâ.p ra các chu
tr̀ınh mó.i, chu số không thay d̄ô̇’i trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i.

Giȧ’ su.’̇ , tru.́o.c khi thêm ca.nh ek ta d̄ã có mô. t co. so.’̇ gò̂m các chu tr̀ınh d̄ô. c lâ.p:
µ1, µ2, µ3, . . . ; và sau khi thêm ca.nh ek xuất hiê.n thêm các chu tr̀ınh so. cấp mó.i γ1, γ2, . . . ,
nào d̄ó. Hiê̇’n nhiên γ1 không thê̇’ biê̇’u diẽ̂n tuyến t́ınh qua hê. các chu tr̀ınh µj (v̀ı các vector
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tu.o.ng ú.ng các chu tr̀ınh µj có thành phà̂n thú. k bǎ̀ng không, trong khi vector tu.o.ng ú.ng
chu tr̀ınh γ1 có thành phà̂n thú. k khác không). Mǎ.t khác các vector γ2, γ3, . . . có thê̇’ biê̇’u
diẽ̂n tuyến t́ınh qua γ1, µ1, µ2, µ3, . . . . Tóm la. i mỗi khi chu số tǎng mô.t d̄o.n vi. th̀ı số cu.. c
d̄a. i các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh cũng tǎng lên mô.t d̄o.n vi.. D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh.
/

Tù. kết quȧ’ này, dẽ̂ dàng suy ra:

Hê. quȧ’ 2.1.4 (a) D- a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G không có chu tr̀ınh nếu và chı̇’ nếu ν(G) = 0.

(b) D- a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G có d̄úng mô. t chu tr̀ınh nếu và chı̇’ nếu ν(G) = 1.

D- i.nh lý 2.1.5 Trong d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng liên thông ma. nh, chu số bǎ̀ng số cu.. c d̄a. i các ma. ch
d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng lâ.p bo.’̇ i các cung khác nhau cu̇’a G (mỗi cung
tu.o.ng ú.ng mô.t cǎ.p ca.nh) và mô.t chu tr̀ınh so. cấp µ; ta phân hoa.ch tâ.p các d̄ı̇’nh trên chu
tr̀ınh này thành: tâ.p S các d̄ı̇’nh có mô. t cung tó.i nó và mô. t cung ra khȯ’i nó, tâ.p S ′ các d̄ı̇’nh
có hai cung cu̇’a µ ra khȯ’i nó và tâ.p S ′′ các d̄ı̇’nh có hai cung cu̇’a µ d̄i tó.i nó. Vı̀ số các cung
d̄i ra bǎ̀ng số các cung d̄i tó.i nên #S ′ = #S ′′; giȧ’ su.’̇ v′1, v

′
2, . . . , v

′
k là các phà̂n tu.’̇ cu̇’a S ′ và

v′′1 , v
′′
2 , . . . , v

′′
k là các phà̂n tu.’̇ cu̇’a S ′′.

Trên chu tr̀ınh µ, các phà̂n tu.’̇ cu̇’a S ′ và cu̇’a S ′′ xen kẽ nhau và ta giȧ’ su.’̇ rà̌ng sau d̄ı̇’nh
v′i th̀ı d̄ı̇’nh d̄à̂u tiên bǎ́t gǎ.p (không thuô.c S) là v′′i ; cuối cùng, nếu µ0 là mô. t d̄u.̀o.ng d̄i gǎ.p
d̄ı̇’nh x tru.́o.c d̄ı̇’nh y th̀ı ta ký hiê.u µ0[x, y] là d̄u.̀o.ng d̄i bô. phâ.n cu̇’a µ0 tù. x d̄ến y. Vı̀ d̄ò̂
thi. liên thông ma.nh nên tò̂n ta. i ma.ch µ1 d̄i qua v′i+1 và v′′i và dùng các cung cu̇’a µ d̄ê̇’ d̄i tù.

v′i+1 d̄ến v′′i . Chu tr̀ınh µ là mô. t tô̇’ ho.. p tuyến t́ınh cu̇’a các ma.ch v̀ı ta có thê̇’ viết

µ = µ[v′1, v
′′
1 ]− µ1[v

′
2, v

′′
1 ] + µ[v′2, v

′′
2 ] + · · ·

= µ[v′1, v
′′
1 ] + µ1[v

′′
1 , v

′
2] + µ[v′2, v

′′
2 ] + µ2[v

′′
2 , v

′
3] + · · · − (µ1 + µ2 + · · ·).

Vâ.y mo. i chu tr̀ınh so. cấp d̄è̂u là tô̇’ ho.. p tuyến t́ınh cu̇’a các ma.ch, d̄ối vó.i các chu tr̀ınh
bất kỳ d̄iè̂u d̄ó cũng d̄úng (v̀ı nó là tô̇’ ho.. p tuyến t́ınh cu̇’a các chu tr̀ınh so. cấp).

Trong Rm, các ma.ch lâ.p thành mô.t co. so.’̇ cu̇’a không gian vector con sinh bo.’̇ i các chu
tr̀ınh, và theo D- i.nh lý 2.1.3 th̀ı co. so.’̇ này có số chiè̂u là ν(G). Vâ.y số cu.. c d̄a. i các ma.ch d̄ô.c
lâ.p tuyến t́ınh bǎ̀ng ν(G). /
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2.2 Sǎ́c số

Giȧ’ su.’̇ rà̌ng chúng ta có mô. t d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G vó.i n d̄ı̇’nh, và cà̂n tô màu các d̄ı̇’nh sao
cho hai d̄ı̇’nh kè̂ nhau có màu khác nhau. Hiê̇’n nhiên là có thê̇’ dùng n màu d̄ê̇’ tô các d̄ı̇’nh
d̄ó, nhu.ng nhu. thế vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra la. i không mang t́ınh thu.. c tiẽ̂n. Thế th̀ı số màu tối thiê̇’u
d̄òi hȯ’i là bao nhiêu? D- ây ch́ınh là bài toán tô màu. Khi các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c tô, chúng ta có thê̇’

nhóm chúng vào các tâ.p khác nhau-mô.t tâ.p gò̂m các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c tô màu d̄ȯ’, mô. t tâ.p các
d̄ı̇’nh d̄u.o.. c tô màu xanh, vân vân. D- ây ch́ınh là bài toán phân hoa.ch. Bài toán tô màu và
phân hoa.ch d̃ı nhiên có thê̇’ xét trên các ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi.. Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng
thâ.m ch́ı có thê̇’ quan tâm d̄ến viê.c tô màu các diê.n.

Trong phà̂n này ta chı̇’ xét các d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng liên thông.

D- i.nh ngh̃ıa 2.2.1 Cho tru.́o.c mô.t số nguyên p, ta nói rà̌ng d̄ò̂ thi. G là p−sǎ́c nếu bà̌ng p
màu khác nhau ta có thê̇’ tô màu các d̄ı̇’nh, sao cho hai d̄ı̇’nh kè̂ nhau không cùng mô.t màu.
Số p nhȯ’ nhất, mà d̄ối vó.i số d̄ó G là p−sǎ́c go. i là sǎ́c số cu̇’a d̄ò̂ thi. G và ký hiê.u là γ(G).

Vı́ du. 2.2.2 Hı̀nh 2.1 minh ho.a ba cách tô màu khác nhau cu̇’a d̄ò̂ thi.. Dẽ̂ dàng kiê̇’m tra
rǎ̀ng d̄ò̂ thi. này là 2−sǎ́c.
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Hı̀nh 2.1:

Vı́ du. 2.2.3 Bȧ’n d̄ò̂ d̄i.a lý. Ta vẽ trên mǎ.t phȧ̌’ng mô.t bȧ’n d̄ò̂. Go. i V là tâ.p ho.. p các
nu.́o.c, d̄ǎ. t (i, j) ∈ E nếu các nu.́o.c i và j có biên gió.i chung. D- ò̂ thi. G = (V,E) d̄ối xú.ng
và có t́ınh chất rất d̄ǎ. c biê.t là: có thê̇’ vẽ nó lên mǎ.t phȧ̌’ng mà không có hai ca.nh nào cǎ́t
nhau (trù. ta. i các d̄ı̇’nh chung); nói cách khác, G là d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng. Ngu.̀o.i ta d̄ã biết rà̌ng sǎ́c
số cu̇’a mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng d̄è̂u nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng bốn (D- i.nh lý 6.4.7). Nhu. vâ.y bà̌ng bốn
màu cũng d̄u̇’ d̄ê̇’ tô màu bȧ’n d̄ò̂ phȧ̌’ng sao cho hai nu.́o.c kè̂ nhau không cùng mô.t màu.
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Tù. d̄i.nh ngh̃ıa dẽ̂ dàng suy ra

1. Mô.t d̄ò̂ thi. chı̇’ có các d̄ı̇’nh cô lâ.p là 1−sǎ́c.

2. Mô.t d̄ò̂ thi. có mô. t hoǎ.c hai ca.nh (không phȧ’i là mô. t khuyên) có sǎ́c số ı́t nhất bǎ̀ng
hai.

3. D- ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ n d̄ı̇’nh Kn là n−sǎ́c.

4. D- ò̂ thi. là mô. t chu tr̀ınh d̄o.n giȧ’n vó.i n d̄ı̇’nh, n > 3, là 2−sǎ́c nếu n chǎ̃n và 3−sǎ́c
nếu n lė’.

5. Hiê̇’n nhiên, mo. i d̄ò̂ thi. 2−sǎ́c là hai phà̂n do chúng ta có thê̇’ phân hoa.ch tâ.p các d̄ı̇’nh
V thành hai tâ.p con theo màu d̄u.o.. c tô trên các d̄ı̇’nh. Tu.o.ng tu.. , d̄ò̂ thi. hai phà̂n là
2−sǎ́c, vó.i mô. t tru.̀o.ng ho.. p ngoa. i lê. tà̂m thu.̀o.ng: d̄ò̂ thi. có ı́t nhất hai d̄ı̇’nh cô lâ.p và
không có ca.nh là hai phà̂n nhu.ng là 1−sǎ́c.

D- i.nh ngh̃ıa 2.2.4 Ta go. i sǎ́c ló.p cu̇’a d̄ò̂ thi. G là số nguyên q có các t́ınh chất sau:

1. Có thê̇’ dùng q màu khác nhau d̄ê̇’ tô màu các ca.nh cu̇’a G sao cho hai ca.nh kè̂ nhau
không cùng mô.t màu;

2. D- iè̂u này không thê̇’ làm d̄u.o.. c vó.i (q − 1) màu.

Nhâ.n xét rǎ̀ng sǎ́c ló.p cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V,E) ch́ınh là sǎ́c số cu̇’a d̄ò̂ thi. G′ = (V ′, E ′)
d̄u.o.. c xác d̄i.nh nhu. sau: mỗi d̄ı̇’nh cu̇’a G′ tu.o.ng ú.ng mô.t ca.nh cu̇’a G; ca.nh e′ = (v′1, v

′
2) ∈ E ′

nếu các ca.nh e1 và e2 (tu.o.ng ú.ng vó.i hai d̄ı̇’nh v′1, v
′
2) kè̂ nhau.

Nhu. vâ.y bài toán sǎ́c ló.p d̄u.a vè̂ bài toán sǎ́c số. Du.́o.i d̄ây là mô. t vài kết quȧ’ co. bȧ’n
vè̂ sǎ́c số.

D- i.nh lý 2.2.5 [König] D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G là 2−sǎ́c nếu và chı̇’ nếu nó không có chu tr̀ınh
có d̄ô. dài lė’.

Chú.ng minh D- iè̂u kiê.n cà̂n. Nếu d̄ò̂ thi. G là 2−sǎ́c, th̀ı tất nhiên G không chú.a chu
tr̀ınh có d̄ô. dài lė’, v̀ı các d̄ı̇’nh cu̇’a mô.t chu tr̀ınh loa. i nhu. vâ.y không thê̇’ tô bà̌ng hai màu
theo nhu. quy tǎ́c d̄ã chı̇’ ra o.’̇ trên.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Giȧ’ su.’̇ d̄ò̂ thi. G không có chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’, ta chú.ng minh nó là 2−sǎ́c.
Không giȧ’m tô̇’ng quát coi G là liên thông. Ta sẽ tô màu dà̂n các d̄ı̇’nh cu̇’a G theo quy tǎ́c
sau:
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• tô màu xanh cho mô.t d̄ı̇’nh a nào d̄ó;

• nếu mô.t d̄ı̇’nh x nào d̄ó d̄ã d̄u.o.. c tô xanh, th̀ı ta tô d̄ȯ’ tất cȧ’ các d̄ı̇’nh kè̂ vó.i nó; nếu
d̄ı̇’nh y d̄ã d̄u.o.. c tô d̄ȯ’, th̀ı ta tô xanh tất cȧ’ các d̄ı̇’nh kè̂ vó.i y.

Vı̀ d̄ò̂ thi. G liên thông, nên só.m hay muô.n th̀ı mo. i d̄ı̇’nh cu̇’a nó d̄è̂u d̄u.o.. c tô màu hết, và
mô. t d̄ı̇’nh x không thê̇’ cùng mô.t lúc d̄u.o.. c tô xanh và tô d̄ȯ’, v̀ı nhu. vâ.y th̀ı x và a sẽ cùng
nǎ̀m trên mô.t chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’. Vâ.y d̄ò̂ thi. G là 2−sǎ́c. /

Chú ý rǎ̀ng t́ınh chất d̄ò̂ thi. G không có chu tr̀ınh vó.i d̄ô. dài lė’ tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i t́ınh
chất G không có chu tr̀ınh so. cấp vó.i d̄ô. dài lė’. Thâ. t vâ.y giȧ’ su.’̇ có mô. t chu tr̀ınh

µ = {v0, v1, . . . , vp = v0}

có d̄ô. dài p lė’. Mỗi khi gǎ.p hai d̄ı̇’nh vj và vk vó.i j < k < p và vj = vk, ta phân chia µ thành
hai chu tr̀ınh bô. phâ.n µ1 = {vj, . . . , vk} và µ2 = {v0, . . . , vj, vk, . . . , v0}; ho.n nũ.a mô.t trong
hai chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’ (v̀ı nếu không nhu. thế th̀ı µ sẽ có d̄ô. dài chǎ̃n). Ta thấy rà̌ng nếu
tiếp tu. c phân chia chu tr̀ınh µ theo cách d̄ó cho d̄ến khi còn có thê̇’ làm d̄u.o.. c, th̀ı mỗi là̂n
vẫn còn d̄u.o.. c mô.t chu tr̀ınh có d̄ô. dài lė’; v̀ı cuối cùng mo. i chu tr̀ınh d̄è̂u là so. cấp, nên xȧ’y
ra mâu thuẫn; và ta có d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

D- i.nh lý sau d̄ây cho ta biết câ.n trên cu̇’a sǎ́c số.

D- i.nh lý 2.2.6 Ký hiê. u dmax là bâ. c cu.. c d̄a. i cu̇’a các d̄ı̇’nh trong G. Khi d̄ó

γ(G) ≤ 1 + dmax.

Chú.ng minh. Bài tâ.p. /

Brooks [9] d̄ã chú.ng minh rà̌ng nếu G là d̄ò̂ thi. không d̄à̂y d̄u̇’, có dmax d̄ı̇’nh th̀ı

γ(G) ≤ dmax.

2.2.1 Cách t̀ım sǎ́c số

Xét d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) có n d̄ı̇’nh và m ca.nh; muốn t̀ım sǎ́c số cu̇’a nó ta có thê̇’ dùng mô.t
phu.o.ng pháp thu.. c nghiê.m rất d̄o.n giȧ’n, áp du.ng tru.. c tiếp d̄u.o.. c, nhu.ng không phȧ’i lúc nào
cũng có hiê.u quȧ’ hoǎ.c có thê̇’ dùng phu.o.ng pháp giȧ’i t́ıch, nó cho ta mô.t lò.i giȧ’i hê. thống,
nhu.ng nói chung cà̂n máy t́ınh d̄iê.n tu.’̇ .
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Phu.o.ng pháp thu.. c nghiê.m

Bà̌ng cách tô màu tùy ý dùng các màu 1, 2, . . . , p và t̀ım cách loa. i dà̂n mô.t màu nào d̄ó (go. i
là “màu tó.i ha.n”) trong các màu ấy. Muốn vâ.y, ta xét d̄ı̇’nh v có màu tó.i ha.n d̄ó và các
thành phà̂n liên thông Cjk

1 , Cjk
2 , . . . cu̇’a d̄ò̂ thi. con sinh ra bo.’̇ i hai màu không tó.i ha.n j và

k. Ta có thê̇’ lâ.p tú.c thay màu cu̇’a d̄ı̇’nh v nếu các tâ.p ho.. p Cjk
1 ∩ Γ(v), Cjk

2 ∩ Γ(v), . . . không
phȧ’i là hai màu: lấy riêng rẽ mỗi thành phà̂n Cjk mà vó.i thành phà̂n d̄ó th̀ı các d̄ı̇’nh cu̇’a
Cjk ∩Γ(v) có màu j, hoán vi. trong các thành phà̂n d̄ó các màu j và k (không thay d̄ô̇’i màu
cu̇’a các d̄ı̇’nh khác), cuối cùng tô d̄ı̇’nh v màu j (lúc này d̄ı̇’nh v không kè̂ vó.i d̄ı̇’nh nào có
màu j).

Phu.o.ng pháp giȧ’i t́ıch

Kiê̇’m tra bà̌ng cách giȧ’i t́ıch xem d̄ò̂ thi. G có thê̇’ d̄u.o.. c tô bà̌ng p màu d̄u.o.. c không. Phu.o.ng
pháp d̄ó nhu. sau: Vó.i mỗi cách tô bǎ̀ng p màu, ta cho tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t hê. thống các số
xij, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , p, d̄u.o.. c xác d̄i.nh nhu. sau:

xij =

{
1 nếu d̄ı̇’nh i có màu j,
0 trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i.

D- ǎ. t

rij =

{
1 nếu ca.nh ej liên thuô.c d̄ı̇’nh vi,
0 trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c la. i.

Lúc d̄ó bài toán tro.’̇ thành t̀ım các số nguyên xij sao cho:





xij ≥ 0,∑p
q=1 xiq ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,∑n
k=1 rjkxkq ≤ 1, j = 1, 2, . . . , m; q = 1, 2, . . . , p.

Ta có hê. bất d̄ȧ̌’ng thú.c tuyến t́ınh. Dẽ̂ ràng thấy rà̌ng hê. d̄ó th́ıch ho.. p vó.i các phu.o.ng
pháp thông thu.̀o.ng cu̇’a quy hoa.ch nguyên và do d̄ó có thê̇’ dùng phu.o.ng pháp cu̇’a Gomory
(du.. a trên phu.o.ng pháp d̄o.n h̀ınh cu̇’a Dantzig) d̄ê̇’ giȧ’i.

2.3 Số ô̇’n d̄i.nh trong

Vó.i d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) cho tru.́o.c ta thu.̀o.ng quan tâm d̄ến tâ.p con cu̇’a V có nhũ.ng t́ınh chất
nào d̄ó. Chȧ̌’ng ha.n, t̀ım mô.t tâ.p con S ⊂ V có số phà̂n tu.’̇ ló.n nhất sao cho d̄ò̂ thi. con sinh
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bo.’̇ i S là d̄à̂y d̄u̇’? Hoǎ.c t̀ım tâ.p con các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G có số phà̂n tu.’̇ nhiè̂u nhất sao cho
hai d̄ı̇’nh trong d̄ó không kè̂ nhau. Mô.t bài toán khác là t̀ım tâ.p con S cu̇’a V có số phà̂n tu.’̇

ı́t nhất sao cho mo. i d̄ı̇’nh thuô.c V \ S kè̂ vó.i mô. t d̄ı̇’nh trong S.

Các số và các tâ.p con tu.o.ng ú.ng lò.i giȧ’i các bài toán trên cho nhũ.ng t́ınh chất quan
trong cu̇’a d̄ò̂ thi. và có nhiè̂u ú.ng du.ng tru.. c tiếp trong bài toán lâ.p li.ch, phân t́ıch cluster,
phân loa. i số, xu.’̇ lý song song trên máy t́ınh, vi. tŕı thuâ.n lo.. i và thay thế các thành phà̂n
d̄iê.n tu.’̇ , v.v.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.1 Xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G := (V, Γ); tâ.p ho.. p S ⊂ V d̄u.o.. c go. i là tâ. p ho.. p
ô̇’n d̄i.nh trong nếu hai d̄ı̇’nh bất kỳ cu̇’a S d̄è̂u không kè̂ nhau; nói cách khác, vó.i mo. i cǎ.p
d̄ı̇’nh a, b ∈ S th̀ı b /∈ Γ(a).

Ký hiê.u S là ho. các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu̇’a d̄ò̂ thi. G. Khi d̄ó

1. Tâ.p trống ∅ thuô.c S.

2. Nếu S ∈ S và A ⊂ S th̀ı A ∈ S. Nói cách khác, tâ.p con cu̇’a mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong
cũng là mô. t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong.

Tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong là cu.. c d̄a. i nếu thêm mô.t d̄ı̇’nh bất kỳ vào nó th̀ı sẽ không còn ô̇’n d̄i.nh
trong nũ.a. D- a. i lu.o.. ng

α(G) := max{#S | S ∈ S}
d̄u.o.. c go. i là số ô̇’n d̄i.nh trong cu̇’a G.

Vı́ du. 2.3.2 Xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.2. Tâ.p các d̄ı̇’nh {v7, v8, v2} là ô̇’n d̄i.nh trong nhu.ng
không cu.. c d̄a. i; tâ.p {v7, v8, v2, v5} là ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i. Các tâ.p {v1, v3, v7} và {v4, v6}
cũng là tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i và do d̄ó, nói chung có thê̇’ có nhiè̂u tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong
cu.. c d̄a. i. Ho. các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i cu̇’a d̄ò̂ thi. này là

{v7, v8, v2, v5}, {v1, v3, v7}, {v4, v6}, {v3, v6}, {v1, v5, v7}, {v1, v4}, {v3, v7, v8}.

Vı́ du. 2.3.3 [Gauss] Bài toán tám con hâ. u. Trên bàn cò. có thê̇’ bố tŕı tám con hâ.u, sao
cho không có con nào chém d̄u.o.. c con nào không? Bài toán nô̇’i tiếng này d̄u.a vè̂ t̀ım mô.t
tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng có 64 d̄ı̇’nh (là các ô trên bàn cò.), trong
d̄ó y ∈ Γ(x) nếu các ô x và y nà̌m trên cùng mô.t hàng, mô.t cô. t hay mô.t d̄u.̀o.ng chéo. Thu.. c
tế, khó khǎn la. i ló.n ho.n là khi ngu.̀o.i ta mó.i thoa.t nh̀ın: lúc d̄à̂u Gauss tu.o.’̇ ng có 76 lò.i
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Hı̀nh 2.2:

giȧ’i, còn tò. báo vè̂ cò. o.’̇ Berlin“Schachzeitung” nǎm 1854 chı̇’ mó.i d̄u.a ra 40 lò.i giȧ’i thế cò.

do các nhà ham cò. t̀ım ra. Su.. thâ. t th̀ı có 92 lò.i giȧ’i nhu. 12 so. d̄ò̂ du.́o.i d̄ây:

(72631485) (61528374) (58417263)
(35841726) (46152837) (57263148)
(16837425) (57263184) (48157263)
(51468273) (42751863) (35281746)

Mỗi so. d̄ò̂ trên tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t hoán vi., và tù. mô. t so. d̄ò̂ ta suy ra tám lò.i giȧ’i khác
nhau: ba lò.i giȧ’i bà̌ng cách quay 900, 1800 và 2700; các lò.i giȧ’i khác suy ra bà̌ng cách d̄ối
xú.ng mỗi so. d̄ò̂ nhâ.n d̄u.o.. c qua d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh; hoán vi. cuối cùng (35281746) chı̇’ có bốn
lò.i giȧ’i v̀ı so. d̄ò̂ tu.o.ng ú.ng sẽ trùng vó.i ch́ınh nó sau khi quay 1800.

Vı́ du. 2.3.4 Bè cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. G là tâ.p ho.. p C ⊂ V sao cho

a ∈ C, b ∈ C suy ra b ∈ Γ(a).

Nếu V là mô. t tâ.p ho.. p ngu.̀o.i, và b ∈ Γ(a) chı̇’ su.. d̄ò̂ng t̀ınh giũ.a a và b, th̀ı thu.̀o.ng yêu cà̂u
t̀ım bè cu.. c d̄a. i, ngh̃ıa là hô. i có số ngu.̀o.i tham gia nhiè̂u nhất. Xét d̄ò̂ thi. G′ := (V, Γ′) xác
d̄i.nh nhu. sau:

b ∈ Γ(a′) nếu và chı̇’ nếu b /∈ Γ(a).

Bài toán quy vè̂ t̀ım mô.t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i cu̇’a d̄ò̂ thi. (V, Γ′).

Vı́ du. 2.3.5 Bài toán vè̂ các cô gái là d̄ối tu.o.. ng cu̇’a nhiè̂u công tr̀ınh toán ho.c, có thê̇’ phát
biê̇’u nhu. sau: mô.t ký túc xá nuôi du.̃o.ng 15 cô gái, ký hiê.u là a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l, m, n, o;
hàng ngày các cô d̄i da.o cho.i thành tù.ng bô. ba, có thê̇’ d̄u.a các cô d̄i cho.i trong bȧ’y ngày
liè̂n sao cho không có hai cô nào cùng d̄i trong mô.t bô. ba quá mô. t là̂n d̄u.o.. c không?

Vó.i nhũ.ng nhâ.n xét vè̂ d̄ối xú.ng, Cayley d̄ã t̀ım ra lò.i giȧ’i nhu. sau:
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Chu̇’ Nhâ. t Thú. Hai Thú. Ba Thú. Tu. Thú. Nǎm Thú. Sáu Thú. Bȧ’y

afk abe alm ado agn ahj aci

bgl cno bcf bik bdj bmn bho

chm dfl deh cjl cek cdg dkm

din ghk gio egm fmo fei eln

ejo ijm jkn fhn hil klo fgj

Bài toán vè̂ các cô gái cùng loa. i vó.i mô. t bài toán thú. hai cũng nô̇’i tiếng go. i là bài
toán bô̇’ tro.. : vó.i 15 cô gái có thê̇’ là̂n lu.o.. t lâ.p 35 bô. ba khác nhau sao cho không có hai cô
nào cùng trong mô.t bô. ba quá mô.t là̂n không? D- ê̇’ giȧ’i bài toán bô̇’ tro.. , chı̇’ cà̂n lâ.p d̄ò̂ thi.
G có các d̄ı̇’nh là 455 bô. ba có thê̇’ có, hai bô. ba d̄u.o.. c xem là kè̂ nhau nếu chúng có chung
hai cô gái: khi d̄ó cà̂n t̀ım mô.t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i. Ta có α(G) ≤ 35 v̀ı mô. t cô
gái chı̇’ có mǎ. t nhiè̂u nhất là trong 7 bô. ba khác nhau, nên tất cȧ’ có 15× 7× 1

3
= 35 bô. là

nhiè̂u nhất; v̀ı vâ.y mo. i tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong có 35 bô. ba d̄è̂u là cu.. c d̄a. i.

D- ê̇’ xét xem mô.t lò.i giȧ’i nào d̄ó cu̇’a bài toán bô̇’ tro.. có cho lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán vè̂ các
cô gái không, ta lâ.p d̄ò̂ thi. G′ có các d̄ı̇’nh là 35 bô. ba cho nghiê.m cu̇’a bài toán bô̇’ tro.. , hai
bô. ba d̄u.o.. c xem là kè̂ nhau nếu có chung mô.t cô gái; nếu sǎ́c số γ(G′) > 7 th̀ı phȧ’i cho.n
tâ.p ho.. p khác gò̂m các bô. ba cho nghiê.m cu̇’a bài toán bô̇’ tro.. . Dẽ̂ dàng kiê̇’m tra rǎ̀ng tò̂n
ta. i nhũ.ng lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán bô̇’ tro.. không dẫn d̄ến lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán vè̂ các cô gái.

Nhâ.n xét 2.3.6 (a) Sǎ́c số γ(G) và số ô̇’n d̄i.nh trong α(G) liên hê. vó.i nhau bǎ̀ng bất d̄ȧ̌’ng
thú.c

γ(G)× α(G) ≥ n.

Thâ.t vâ.y, có thê̇’ phân hoa.ch V thành γ := γ(G) tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong, lâ.p bo.’̇ i các
d̄ı̇’nh cùng màu và tu.o.ng ú.ng chú.a n1, n2, . . . , nγ d̄ı̇’nh. Vâ.y ta có

n = n1 + n2 + · · ·+ nγ ≤ α(G) + α(G) + · · ·+ α(G) = γ(G).α(G).

(b) Ta có thê̇’ hȯ’i: phȧ’i chǎng mối liên hê. giũ.a hai khái niê.m là chu.a chǎ. t chẽ. Phȧ’i chǎng
có thê̇’ t̀ım sǎ́c số bà̌ng cách: tru.́o.c hết dùng màu (1) d̄ê̇’ tô tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i S1.
Rò̂i dùng màu (2) d̄ê̇’ tô tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i S2 cu̇’a d̄ò̂ thi. con sinh ra bo.’̇ i các d̄ı̇’nh
cu̇’a V \S1, sau dó dùng màu (3) d̄ê̇’ tô tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i cu̇’a d̄ò̂ thi. con còn la. i,
v.v. Thu.. c ra không phȧ’i nhu. vâ.y. D- ò̂ thi. trên Hı̀nh 2.3 (có sǎ́c số bǎ̀ng 4) chú.ng tȯ’ d̄iè̂u
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d̄ó: các d̄ı̇’nh kè̂ vó.i các d̄ı̇’nh a, b, c và d lâ.p thành tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i duy nhất, nếu
ta tô chúng cùng mô.t màu th̀ı ta phȧ’i dùng ba màu chı̇’ d̄ê̇’ tô các d̄ı̇’nh a, b, c, d, nhu.ng rõ
ràng d̄iè̂u d̄ó không thê̇’ làm d̄u.o.. c.
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Hı̀nh 2.3:

Vı́ du. 2.3.7 [Shannon] Bài toán vè̂ dung lu.o.. ng thông tin cu̇’a mô. t tâ. p ho.. p t́ın hiê.u. Xét
tru.̀o.ng ho.. p rất d̄o.n giȧ’n là máy phát có thê̇’ truyè̂n d̄i nǎm t́ın hiê.u: a, b, c, d, e; o.’̇ máy thu,
mỗi t́ın hiê.u có thê̇’ cho hai cách hiê̇’u khác nhau: t́ın hiê.u a có thê̇’ hiê̇’u là p hay q, t́ın hiê.u
b có thê̇’ hiê̇’u là q hay r, . . . (Hı̀nh 2.4 (a)).

Số cu.. c d̄a. i các t́ın hiê.u mà ta có thê̇’ su.’̇ du.ng là bao nhiêu d̄ê̇’ cho o.’̇ máy thu không xȧ’y
ra nhà̂m lẫn giũ.a các t́ın hiê.u d̄u.o.. c su.’̇ du.ng. Bài toán quy vè̂ t̀ım mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong
cu.. c d̄a. i S cu̇’a d̄ò̂ thi. G (Hı̀nh 2.4(b)), trong d̄ó hai d̄ı̇’nh là kè̂ nhau nếu chúng biê̇’u thi. hai
t́ın hiê.u có thê̇’ lẫn lô.n vó.i nhau o.’̇ máy thu, ta sẽ lấy S = {a, c}, và rõ ràng α(G) = 2. Thay
cho các t́ın hiê.u mô.t chũ. cái, ta có thê̇’ dùng các “tù.” gò̂m hai chũ. cái vó.i d̄iè̂u kiê.n là các
tù. này không gây ra là̂m lẫn o.’̇ máy thu. Vó.i các chũ. cái a và c (các chũ. cái này không
thê̇’ lẫn lô.n nhau) ta lâ.p mã: aa, ac, ca, cc; nhu. vâ.y ta d̄u.o.. c [α(G)]2 = 4 tù.. Nhu.ng ta còn
có thê̇’ lâ.p mã phong phú ho.n: aa, bc, ce, db, ed. (Dẽ̂ dàng kiê̇’m tra rà̌ng hai tù. bất kỳ trong
các tù. này không thê̇’ lẫn lô.n vó.i nhau o.’̇ máy thu).

T̀ım tất cȧ’ các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i

Phu.o.ng pháp suy luâ.n sau (không hiê.u quȧ’ d̄ối vó.i các d̄ò̂ thi. ló.n) t̀ım tất cȧ’ các tâ.p ô̇’n
d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i du.. a trên d̄a. i số Boole. Ta xem mỗi d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t
biến Boole. Ký hiê.u x + y, xy và x′ là các phép toán tuyê̇’n, hô. i và phu̇’ d̄i.nh cu̇’a các biến
Boole x, y.

Vó.i d̄ò̂ thi. G cho tru.́o.c, ta cà̂n t̀ım mô.t tâ.p con cu.. c d̄a. i các d̄ı̇’nh không kè̂ nhau trong
G. Biê̇’u diẽ̂n mỗi ca.nh (x, y) bà̌ng mô.t t́ıch Boole xy và sau d̄ó lấy tô̇’ng cu̇’a tất cȧ’ các t́ıch
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Hı̀nh 2.4:

này ta d̄u.o.. c biê̇’u thú.c Boole

ϕ =
∑

(x,y)∈E

xy.

Kế tiếp biê̇’u diẽ̂n phu̇’ d̄i.nh ϕ′ da.ng tô̇’ng cu̇’a các t́ıch Boole

ϕ′ = f1 + f2 + · · ·+ fk.

Mô.t tâ.p các d̄ı̇’nh là ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i nếu và chı̇’ nếu ϕ = 0, ngh̃ıa là ϕ′ = 1; hay tu.o.ng
d̄u.o.ng có ı́t nhất mô. t fi = 1; tú.c là nếu mỗi d̄ı̇’nh xuất hiê.n trong fi (o.’̇ da.ng phu̇’ d̄i.nh)
d̄u.o.. c loa. i ra khȯ’i tâ.p d̄ı̇’nh cu̇’a G. Do d̄ó mỗi fi sẽ cho tu.o.ng ú.ng mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong
cu.. c d̄a. i và do d̄ó phu.o.ng pháp này cho ta tất cȧ’ các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i. Chȧ̌’ng ha.n
xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.5 ta có

ϕ = ab + bc + bd + be + ce + de + ef + eg + fg.

ϕ′ = (a′ + b′)(b′ + c′)(b′ + d′)(b′ + e′)(c′ + e′)(d′ + e′)(e′ + f ′)(e′ + g′)(f ′ + g′).

Rút go.n và d̄u.a vè̂ da.ng tô̇’ng cu̇’a các t́ıch ta d̄u.o.. c

ϕ′ = b′e′f ′ + b′e′g′ + a′c′d′e′f ′ + a′c′d′e′g′ + b′c′d′f ′g′.

Bây giò. nếu loa. i bȯ’ khȯ’i tâ.p d̄ı̇’nh cu̇’a G các d̄ı̇’nh xuất hiê.n trong bất kỳ mô. t trong nǎm số
ha.ng cu̇’a tô̇’ng, ta sẽ thu d̄u.o.. c mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i. Các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c
d̄a. i tu.o.ng ú.ng là

{a, c, d, g}, {a, c, d, f}, {b, g}, {b, f}, và {a, e}.

Và do d̄ó số ô̇’n d̄i.nh trong cu̇’a d̄ò̂ thi. này bà̌ng 4.
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Hı̀nh 2.5:

2.4 Số ô̇’n d̄i.nh ngoài

D- i.nh ngh̃ıa 2.4.1 Cho d̄ò̂ thi. G := (V, Γ). Tâ.p ho.. p con T các d̄ı̇’nh cu̇’a V là tâ.p ô̇’n d̄i.nh
ngoài nếu mo. i d̄ı̇’nh không thuô.c T kè̂ vó.i ı́t nhất mô. t d̄ı̇’nh trong T ; tú.c là T ∩Γ(v) 6= ∅ vó.i
mo. i d̄ı̇’nh v /∈ T.

Ký hiê.u T là ho. các tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu̇’a d̄ò̂ thi. G th̀ı:

1. V ∈ T .

2. T ∈ T và T ⊂ A th̀ı A ∈ T .

Ta d̄i.nh ngh̃ıa số ô̇’n d̄i.nh ngoài cu̇’a d̄ò̂ thi. G là số

β(G) := min{#T | T ∈ T }.

Tâ. p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u là tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài sao cho bȯ’ d̄i mô. t d̄ı̇’nh th̀ı không còn ô̇’n
d̄i.nh ngoài nũ.a.

Vı́ du. 2.4.2 Xét d̄ò̂ thi. G trong Hı̀nh 2.5. Các tâ.p {b, g} và {a, b, c, d, f} là ô̇’n d̄i.nh ngoài.
Các tâ.p {b, e} và {a, c, d, f} là ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u. Dẽ̂ thấy β(G) = 2.

Vı́ du. 2.4.3 Vó.i d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.6, tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u chú.a số nhȯ’ nhất các
phà̂n tu.’̇ là {v1, v4} và do d̄ó β(G) = 2.

Bài toán ta xét o.’̇ d̄ây là xây du.. ng mô.t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh ngoài vó.i số phà̂n tu.’̇ ı́t nhất.
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Hı̀nh 2.6:

Vı́ du. 2.4.4 Bài toán vè̂ nhũ.ng ngu.̀o.i d̄ú.ng gác. Trong mô.t tra. i giam o.’̇ thành phố N,
mỗi nhà giam có mô.t tra.m gác d̄ô. c lâ.p, nhu.ng ngu.̀o.i d̄ú.ng gác, chȧ̌’ng ha.n o.’̇ nhà giam v1,
cũng có thê̇’ nh̀ın thấy nhũ.ng g̀ı xȧ’y ra o.’̇ các nhà giam v2, v6, v8, v9, nhũ.ng nhà giam này
thông vó.i nhà giam v1 bo.’̇ i mô. t hành lang thȧ̌’ng nhu. ta thấy trên Hı̀nh 2.7. Hȯ’i số ngu.̀o.i
d̄ú.ng gác cà̂n thiết ı́t nhất là bao nhiêu d̄ê̇’ quan sát d̄u.o.. c mo. i nhà giam? Ta phȧ’i t̀ım số
ô̇’n d̄i.nh ngoài cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng trong Hı̀nh 2.7, d̄ối vó.i so. d̄ò̂ rất d̄o.n giȧ’n này th̀ı số ô̇’n
d̄i.nh ngoài là 2.
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Hı̀nh 2.7:

Vı́ du. 2.4.5 Vi. tŕı cu̇’a các “tâm” d̄ê̇’ phu̇’ mô. t vùng. Có nhiè̂u l̃ınh vu.. c liên quan d̄ến bài
toán này:

1. Vi. tŕı cu̇’a các máy phát T.V. hay radio truyè̂n d̄ến mô.t số vi. tŕı cho tru.́o.c.
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2. Vi. tŕı cu̇’a các tra.m gác d̄ê̇’ giám sát mô.t vùng.

3. Tra.m làm viê.c cu̇’a ngu.̀o.i bán hàng d̄ê̇’ phu. c vu. mô.t vùng.

Giȧ’ su.’̇ rà̌ng mô.t vùng-cho bo.’̇ i h̀ınh vuông ló.n trong Hı̀nh 2.8-d̄u.o.. c phân hoa.ch thành 16
vùng nhȯ’ ho.n. Giȧ’ su.’̇ mô. t tra.m gác d̄u.o.. c d̄ǎ. t trong mô.t vùng nhȯ’ có thê̇’ giám sát không
chı̇’ h̀ınh vuông nó d̄ǎ. t mà còn nhũ.ng h̀ınh vuông có chung biên vó.i nó. Câu hȯ’i d̄ǎ. t ra là
số tối thiê̇’u các tra.m gác và vi. tŕı cu̇’a chúng sao cho có thê̇’ d̄iè̂u khiê̇’n toàn bô. vùng. Nếu
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Hı̀nh 2.8:

ta biê̇’u diẽ̂n mỗi vùng nhȯ’ bo.’̇ i mô. t d̄ı̇’nh và mô.t ca.nh liên thuô.c hai d̄ı̇’nh nếu hai vùng
tu.o.ng ú.ng có chung mô.t biên (hãy vẽ h̀ınh!). Bài toán d̄u.a vè̂ t̀ım tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài có số
phà̂n tu.’̇ nhȯ’ nhất-là β(G). Trong v́ı du. này, β(G) = 4 và các tra.m gác cà̂n d̄ǎ. t ta. i các vi. tŕı
{3, 5, 12, 14} hoǎ.c ta. i {2, 9, 15, 8}.

Vı́ du. 2.4.6 Bài toán vè̂ 5 con hâ. u. Trên bàn cò. quốc tế cà̂n bố tŕı bao nhiêu con hâ.u d̄ê̇’

cho mo. i ô trên bàn cò. d̄è̂u bi. ı́t nhất mô. t con hâ.u khống chế. Bài toán này d̄u.a vè̂ t̀ım mô.t
tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u cho d̄ò̂ thi. có 64 d̄ı̇’nh (là các ô cu̇’a bàn cò.), trong d̄ó hai
d̄ı̇’nh kè̂ nhau nếu và chı̇’ nếu các ô tu.o.ng ú.ng nà̌m trên cùng mô.t hàng, mô. t cô. t hoǎ.c cùng
mô.t d̄u.̀o.ng chéo.

Số ô̇’n d̄i.nh là +5 d̄ối vó.i các con hâ.u, chȧ̌’ng ha.n vó.i hai cách sǎ́p xếp:

(3, 3), (4, 6), (5, 4), (6, 2), (7, 5)

và

(5, 1), (8, 3), (4, 4), (3, 6), (7, 8),

trong d̄ó (i, j) là vi. tŕı cu̇’a con hâ.u o.’̇ hàng i và cô. t j. Cũng dẽ̂ thấy số ô̇’n d̄i.nh là: +8 d̄ối
vó.i các con tháp; +12 d̄ối vó.i các con mã; +8 d̄ối vó.i các con d̄iên.
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Vı́ du. 2.4.7 Bài toán vè̂ sáu cái d̄ı̃a d̄ȯ’. Trò cho.i sau d̄ây rất quen thuô.c d̄ối vó.i nhũ.ng
ngu.̀o.i u.a th́ıch hô. i cho.. Pháp: Trên bàn d̄ǎ. t mô. t cái d̄ı̃a ló.n màu trǎ́ng (bán ḱınh 1), hãy
t̀ım cách phu̇’ hoàn toàn d̄ı̃a d̄ó bo.’̇ i sáu d̄ı̃a con d̄ȯ’ (bán ḱınh r < 1) là̂n lu.o.. t d̄ǎ. t trên bàn,
và khi d̄ã d̄ǎ. t rò̂i th̀ı không d̄u.o.. c xê di.ch nũ.a. Hȯ’i bán ḱınh r nhȯ’ nhất bà̌ng bao nhiêu d̄ê̇’

có thê̇’ giȧ’i d̄u.o.. c?

Bài toán d̄u.a vè̂ t̀ım mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u T cho “d̄ò̂ thi. vô ha.n” (V, E),
trong d̄ó V là tâ.p ho.. p các d̄iê̇’m cu̇’a d̄ı̃a trǎ́ng, và hai d̄ı̇’nh kè̂ nhau nếu khoȧ’ng cách giũ.a
hai d̄iê̇’m tu.o.ng ú.ng nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng r.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa dẽ̂ dàng suy ra

1. Tâ.p gò̂m d̄úng mô.t d̄ı̇’nh trong d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ Kn là tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u.

2. Mo. i tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài chú.a ı́t nhất mô. t tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u.

3. Mô.t d̄ò̂ thi. có thê̇’ có nhiè̂u tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u vó.i ḱıch thu.́o.c khác nhau.

4. Tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u có thê̇’ hoǎ.c không là ô̇’n d̄i.nh trong.

5. Mo. i tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i là tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài. Thâ. t vâ.y, nếu trái la. i th̀ı có ı́t
nhất mô. t d̄ı̇’nh không nǎ̀m trong tâ.p này và cũng không kè̂ vó.i mô. t d̄ı̇’nh bất kỳ trong
d̄ó. Mô.t d̄ı̇’nh nhu. thế có thê̇’ thêm vào mà không phá võ. t́ınh ô̇’n d̄i.nh trong và do d̄ó
mâu thuẫn vó.i t́ınh cu.. c d̄a. i cu̇’a nó.

6. Mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong có t́ınh ô̇’n d̄i.nh ngoài chı̇’ nếu nó là tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i.

7. Vó.i mo. i d̄ò̂ thi. G bất d̄ȧ̌’ng thú.c sau luôn thoȧ’

β(G) ≤ α(G).

T̀ım các tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u

Tu.o.ng tu.. cách xác d̄i.nh tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i, ta có thê̇’ dùng d̄a. i số Boole d̄ê̇’ xác d̄i.nh
các tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u cu̇’a d̄ò̂ thi. G.

D- ê̇’ kiê̇’m tra d̄ı̇’nh vi ta cà̂n lấy hoǎ.c d̄ı̇’nh vi hoǎ.c mô.t d̄ı̇’nh kè̂ vó.i nó. Tâ.p nhȯ’ nhất
các d̄ı̇’nh thoȧ’ mãn d̄iè̂u kiê.n này là tâ.p cà̂n t̀ım. Do d̄ó, vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi trong G chúng ta
xét t́ıch Boole cu̇’a các tô̇’ng (vi1 + vi2 + · · ·+ vid) trong d̄ó vi1 , vi2 , . . . , vid là các d̄ı̇’nh kè̂ vó.i
d̄ı̇’nh vi và d là bâ.c cu̇’a nó:

θ =
∏

vi∈V

(vi1 + vi2 + · · ·+ vid).
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Khi θ viết du.́o.i da.ng tô̇’ng cu̇’a các t́ıch, mỗi số ha.ng trong d̄ó sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t tâ.p ô̇’n
d̄i.nh ngoài cu.. c tiê̇’u. Chúng ta minh ho.a thuâ. t toán này su.’̇ du.ng d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.5. Ta
có

θ = (a + b)(b + c + d + e + a)(c + b + e)(d + b + e)(e + b + c + d + f + g)(f + e + g)(g + e + f).

Theo luâ. t hấp thu. (x + y)x = x ta suy ra

θ = (a + b)(c + b + e)(d + b + e)(f + e + g)
= ae + be + bf + bg + acdf + acdg.

Mỗi số ha.ng trong sáu biê̇’u thú.c này tu.o.ng ú.ng mô.t tâ.p ô̇’n d̄i.nh ngoài tối thiê̇’u. Hiê̇’n
nhiên β(G) = 2.

D- ê̇’ xác d̄i.nh mô.t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i, hay mô.t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh ngoài cu.. c
tiê̇’u, ta có thê̇’ xét là̂n lu.o.. t mỗi tâ.p ho.. p con T cu̇’a V và kiê̇’m tra xem nó có thoȧ’ mãn các
d̄iè̂u kiê.n d̄ã d̄è̂ ra hay không. Tất nhiên phu.o.ng pháp loa. i dà̂n này nói chung không dùng
d̄u.o.. c. Ngu.̀o.i ta cà̂n phȧ’i d̄u.a ra các thuâ. t toán. Chȧ̌’ng ha.n, khi giȧ’i quyết bài toán vè̂ tám
con hâ.u, nếu dùng phu.o.ng pháp loa. i dà̂n cà̂n khoȧ’ng 10 giò. d̄ê̇’ t́ınh toán, trong khi d̄ó nếu
có mô. t thuâ. t toán tốt, chúng ta chı̇’ cà̂n ba phút là thù.a d̄u̇’; ngoài ra cà̂n chú ý rǎ̀ng: nếu
ta d̄ã d̄a. t d̄u.o.. c viê.c xếp 8 con hâ.u trên bàn cò., th̀ı mô. t lâ.p luâ.n rất d̄o.n giȧ’n chı̇’ cho ta rõ
rǎ̀ng không thê̇’ làm tǎng số con hâ.u lên d̄u.o.. c nũ.a trong tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát ho.n, cũng
cà̂n có mô. t tiêu chuâ̇’n d̄o.n giȧ’n d̄ê̇’ nhâ.n biết mô. t tâ.p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i hay không,
và chı̇’ có thuâ. t toán d̄ã d̄u.o.. c suy ngh̃ı kỹ mó.i có thê̇’ giúp ta biết d̄iè̂u d̄ó (xem [4]).

2.5 Phu̇’

Tâ.p g các ca.nh d̄u.o.. c go. i là phu̇’ cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) nếu mỗi d̄ı̇’nh bất kỳ thuô.c V liên
thuô.c vó.i ı́t nhất mô. t ca.nh trong g.

Vı́ du. 2.5.1 (a) Cây bao trùm trong d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng liên thông là mô. t phu̇’.

(b) Chu tr̀ınh Hamilton (nếu nó tò̂n ta. i) trong d̄ò̂ thi. là mô. t phu̇’.

Vı́ du. 2.5.2 Trong tra. i giam cu̇’a thành phố N, so. d̄ò̂ vẽ kèm theo d̄ây, mỗi ngu.̀o.i gác o.’̇

hành lang (a, b) phȧ’i giám sát hai gian a và b là hai d̄à̂u cu̇’a hành lang; hȯ’i số ngu.̀o.i gác
ı́t nhất là bao nhiêu d̄ê̇’ mỗi gian ı́t nhất có mô. t ngu.̀o.i giám sát? Bài toán này d̄u.a vè̂ t̀ım
phu̇’ cu.. c tiê̇’u cu̇’a mô. t d̄ò̂ thi.. Trên d̄ò̂ thi. Hı̀nh 2.11, phu̇’ nhȯ’ nhất có nǎm d̄ı̇’nh, vâ.y nǎm
ngu.̀o.i gác là d̄u̇’.
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Hı̀nh 2.9:

Trong mô.t d̄ò̂ thi., có thê̇’ có nhiè̂u phu̇’, vấn d̄è̂ o.’̇ d̄ây là cà̂n nghiên cú.u phu̇’ mà có
mô. t vài t́ınh chất d̄ǎ. c biê.t nào d̄ó nhu. cây bao trùm hay chu tr̀ınh Hamnilton. Ta sẽ nghiên
cú.u phu̇’ tối thiê̇’u: là phu̇’ mà nếu bȯ’ d̄i mô. t ca.nh th̀ı sẽ phá hu̇’y thuô.c t́ınh phu̇’ cu̇’a nó.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa dẽ̂ dàng suy ra

1. Tò̂n ta. i phu̇’ trong mô.t d̄ò̂ thi. nếu và chı̇’ nếu d̄ò̂ thi. không có d̄ı̇’nh cô lâ.p.

2. Mô.t phu̇’ cu̇’a d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh có ı́t nhất [n/2] ca.nh (ký hiê.u [x] là số nguyên ló.n nhất
không vu.o.. t quá x).

3. Mo. i ca.nh treo trong d̄ò̂ thi. nà̌m trong phu̇’ cu̇’a d̄ò̂ thi..

4. Mo. i phu̇’ d̄è̂u chú.a phu̇’ tối thiê̇’u.

5. Tâ.p các ca.nh g là mô. t phu̇’ nếu và chı̇’ nếu, vó.i mo. i d̄ı̇’nh v ∈ V ta có dG\g(v) ≤ dG(v)−1,
trong d̄ó G \ g là d̄ò̂ thi. G xoá d̄i các ca.nh thuô.c g.

6. Phu̇’ tối thiê̇’u không chú.a chu tr̀ınh. Do vâ.y mo. i phu̇’ tối thiê̇’u cu̇’a d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh không
chú.a ho.n (n− 1) ca.nh.

7. Mô.t d̄ò̂ thi., nói chung, có nhiè̂u phu̇’ tối thiê̇’u, và chúng có thê̇’ có ḱıch thu.́o.c khác
nhau (gò̂m số các ca.nh khác nhau). Số các ca.nh trong mô.t phu̇’ tối thiê̇’u có cõ. nhȯ’

nhất d̄u.o.. c go. i là số phu̇’ cu̇’a d̄ò̂ thi..

D- i.nh lý 2.5.3 Phu̇’ g cu̇’a mô. t d̄ò̂ thi. là tối thiê̇’u nếu và chı̇’ nếu g không chú.a các dây
chuyè̂n có d̄ô. dài ló.n ho.n hoǎ. c bà̌ng ba.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Giȧ’ su.’̇ g là phu̇’ tối thiê̇’u cu̇’a G mà chú.a mô.t dây chuyè̂n có
d̄ô. dài ba là

µ := {v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4}.
Trong g bȯ’ ca.nh e2 th̀ı ta vẫn thu d̄u.o.. c mô.t phu̇’ cu̇’a G, d̄iè̂u này mâu thuẫn vó.i t́ınh tối
thiê̇’u cu̇’a g.
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(d)

Hı̀nh 2.10: Các d̄ò̂ thi. h̀ınh sao.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Ngu.o.. c la. i, nếu g không chú.a mô.t dây chuyè̂n nào có d̄ô. dài ló.n ho.n hoǎ.c
bǎ̀ng ba th̀ı các thành phà̂n cu̇’a nó phȧ’i có mô. t trong các da.ng “h̀ınh sao” nhu. trong Hı̀nh
2.10. Hiê̇’n nhiên nếu xoá bất kỳ mô. t ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. h̀ınh sao th̀ı sẽ có ı́t nhất mô. t d̄ı̇’nh
không liên thuô.c vó.i ca.nh còn la. i cu̇’a g. Vâ.y g là phu̇’ tối thiê̇’u. /

Vı́ du. 2.5.4 Giȧ’ su.’̇ d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.11 biê̇’u diẽ̂n bȧ’n d̄ò̂ giao thông cu̇’a mô.t thành
phố. Mỗi d̄ı̇’nh là mô. t nút giao thông thu.̀o.ng xȧ’y ra tǎ́c nghẽn và mỗi ca.nh tu.o.ng ú.ng mô.t
d̄a. i lô. nối hai nút giao thông. Cà̂n d̄ǎ. t các d̄ô. i tuà̂n tra trên các d̄a. i lô. sao cho có thê̇’ giám
sát tất cȧ’ các nút giao thông. Vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra là số tối thiê̇’u các d̄ô. i tuà̂n tra là bao nhiêu?
Câu trȧ’ lò.i ch́ınh là t̀ım phu̇’ tối thiê̇’u vó.i số phà̂n tu.’̇ ı́t nhất cu̇’a d̄ò̂ thi.. Dẽ̂ kiê̇’m tra hai
tâ.p sau là phu̇’ tối thiê̇’u:

{(a, d), (b, e), (c, f), (f, i), (g, h), (k, l)}

và
{(a, b), (b, d), (b, e), (c, f), (f, g), (f, i), (h, l)}.

Do có 11 d̄ı̇’nh và mỗi ca.nh phu̇’ nhiè̂u nhất hai d̄ı̇’nh nên không thê̇’ phu̇’ d̄ò̂ thi. ı́t ho.n sáu
ca.nh.
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Hı̀nh 2.11:
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Cu.. c tiê̇’u hoá hàm Boole

Mô.t phà̂n quan tro.ng trong viê.c thiết kế các ma.ch số là cu.. c tiê̇’u hoá hàm Boole tru.́o.c khi
thiết kế nó. Giȧ’ su.’̇ ta muốn xây du.. ng ma.ch logic cho bo.’̇ i hàm Boole bốn biến

f(x, y, z, w) = w′x′y′z′ + w′x′yz′ + w′x′yz + w′xyz′ + w′xyz + wxyz.

Chúng ta hãy biê̇’u diẽ̂n mỗi mô. t trong bȧ’y thành phà̂n cu̇’a f bo.’̇ i mô. t d̄ı̇’nh và mô. t ca.nh
liên thuô.c hai d̄ı̇’nh nếu và chı̇’ nếu hai thành phà̂n chı̇’ khác nhau d̄úng mô.t biến. D- ò̂ thi.
tu.o.ng ú.ng hàm f cho trong Hı̀nh 2.12.
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wx′y′z′

•w′x′y′z′ •
w′x′yz′

•w′xyz′
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w′x′yz
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w′xyz
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wxyz

Hı̀nh 2.12:

Mô.t ca.nh liên thuô.c hai d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng mô.t thành phà̂n vó.i ba biến.

Mô.t phu̇’ tối thiê̇’u cu̇’a d̄ò̂ thi. cho ta mô.t d̄o.n giȧ’n hoá hàm Boole f, vó.i cùng chú.c
nǎng nhu. f nhu.ng thiết kế su.’̇ du.ng ı́t cô̇’ng logic ho.n.

Các ca.nh treo e1 và e7 cà̂n thuô.c mo. i phu̇’ cu̇’a d̄ò̂ thi.. Bo.’̇ i vâ.y các thành phà̂n x′y′z′

và xyz là không thê̇’ khu.’̇ d̄u.o.. c. Hai ca.nh e3 và e6 (hoǎ.c e4 và e5, hoǎ.c e3 và e5) sẽ phu̇’ các
d̄ı̇’nh còn la. i. Do d̄ó ta có thê̇’ viết la. i

f = x′y′z′ + xyz + w′yz′ + w′yz.
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Hı̀nh 2.13:
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Biê̇’u thú.c này la. i có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.13.

Các thành phà̂n x′y′z′ và xyz không thê̇’ phu̇’ bo.’̇ i mô. t ca.nh do d̄ó không thê̇’ cu.. c tiê̇’u
thêm vó.i chúng. Ngoài ra có mô. t ca.nh phu̇’ hai d̄ı̇’nh còn la. i w′yz và w′yz′. Do d̄ó biê̇’u thú.c
Boole tối thiê̇’u là

f = x′y′z′ + xyz + w′y.

2.6 Nhân cu̇’a d̄ò̂ thi.

2.6.1 Các d̄i.nh lý vè̂ tò̂n ta. i và duy nhất

Xét d̄ò̂ thi. G := (V, Γ). Ta nói tâ.p ho.. p S ⊂ V là nhân cu̇’a d̄ò̂ thi. G nếu S là tâ.p ô̇’n d̄i.nh
trong và ngoài cu̇’a G; tú.c là nếu

1. Nếu v ∈ S th̀ı Γ(v) ∩ S = ∅; và

2. Nếu v /∈ S th̀ı Γ(v) ∩ S 6= ∅.

D- iè̂u kiê.n (1) suy ra rǎ̀ng nhân S không có khuyên; d̄iè̂u kiê.n (2) suy ra nhân S chú.a mo. i
d̄ı̇’nh v ∈ V có Γ(v) = ∅; ngoài ra, rõ ràng tâ.p trống ∅ không phȧ’i là nhân.

Vı́ du. 2.6.1 [Von Neumann-Morgenstern] Khái niê.m nhân d̄à̂u tiên d̄u.o.. c d̄u.a vào lý
thuyết trò cho.i vó.i tên go. i là “lò.i giȧ’i”.

Giȧ’ su.’̇ có n d̄ấu thu̇’, ký hiê.u là (1), (2), . . . , (n), ho. có thê̇’ thoȧ’ thuâ.n vó.i nhau d̄ê̇’

cho.n t̀ınh thế v trong tâ.p ho.. p V ; nếu d̄ấu thu̇’ (i) u.ng t̀ınh thế a ho.n t̀ınh thế b th̀ı ta viết
a º b. Hiê̇’n nhiên º là quan hê. tiè̂n thú. tu.. toàn phà̂n1. Vı̀ nhũ.ng su.. th́ıch ú.ng cu̇’a các cá
nhân º có thê̇’ không phù ho.. p nhau nên ta phȧ’i d̄u.a thêm khái niê.m th́ıch ú.ng hiê.u quȧ’

Â . Nếu t̀ınh huống a d̄u.o.. c th́ıch ú.ng hiê.u quȧ’ ho.n t̀ınh huống b (ký hiê.u a Â b) th̀ı ngh̃ıa
là: có mô. t tâ.p d̄ấu thu̇’, do cho rǎ̀ng a ho.n b nên ho. có thê̇’ cho quan d̄iê̇’m cu̇’a mı̀nh thǎ́ng
thế; nếu ngoài ra la. i có b Â c th̀ı có mô. t tâ.p các d̄ấu thu̇’ có khȧ’ nǎng làm cho t̀ınh huống b
thǎ́ng thế; nhu.ng v̀ı tâ.p ho.. p thú. hai không bǎ́t buô.c phȧ’i trùng vó.i tâ.p ho.. p thú. nhất nên
có thê̇’ không bǎ́t buô.c a Â c : quan hê. Â không có t́ınh bǎ́c cà̂u2!

1Quan hê. º trên tâ.p V là tiè̂n thú. tu.. toàn phà̂n nếu nó thoȧ’ mãn: t́ınh phȧ’n xa. , t́ınh bǎ́c cà̂u và hai
phà̂n tu.’̇ bất kỳ a, b ∈ V th̀ı hoǎ.c a º b hoǎ.c b º a.

2Thuâ. t ngũ. th́ıch ú.ng hiê.u quȧ’ do G. T. Guilbaud d̄u.a ra trong [40]; Von Neumann và Morgenstern la. i
dùng danh tù. áp d̄ȧ’o. Vè̂ các cách phát biê̇’u toán ho.c khác cu̇’a su.. th́ıch ú.ng hiê.u quȧ’, xem [5].
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Bây giò. xét d̄ò̂ thi. G = (V, Γ) trong d̄ó Γ(x) là tâ.p các t̀ınh huống d̄u.o.. c th́ıch ú.ng
hiê.u quȧ’ ho.n x. Go. i S là nhân (nếu có) cu̇’a d̄ò̂ thi.. Von Neumann và Morgenstern d̄è̂ nghi.
chı̇’ ha.n chế trò cho.i vó.i các phà̂n tu.’̇ cu̇’a S thôi. Su.. ô̇’n d̄i.nh trong cu̇’a S biê̇’u thi. rǎ̀ng:
không có mô. t t̀ınh huống nào cu̇’a S d̄u.o.. c th́ıch ú.ng hiê.u quȧ’ ho.n mô.t t̀ınh huống khác x;
su.. ô̇’n d̄i.nh ngoài cu̇’a S biê̇’u thi. rà̌ng: mo. i t̀ınh huống x không thuô.c S không d̄u.o.. c th́ıch
ú.ng hiê.u quȧ’ ho.n mô.t t̀ınh huống nào d̄ó cu̇’a S, do d̄ó t̀ınh huống x lâ.p tú.c d̄u.o.. c loa. i trù..

Vı́ du. 2.6.2 Không phȧ’i mo. i d̄ò̂ thi. d̄è̂u có nhân. Nếu d̄ò̂ thi. có nhân S0 th̀ı các số ô̇’n
d̄i.nh cu̇’a nó thoȧ’ mãn d̄iè̂u kiê.n:

α(G) = max
S∈S

#S ≥ #S0 ≥ min
T∈T

= β(G).

D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.14 không có nhân v̀ı

α(G) = 1 < 2 = β(G).

Trái la. i, d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 2.15 có hai nhân là S ′ = {b, d} và S ′′ = {a, c}.

......................................................................................................................... ........................................................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.................
..............
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
...................................................................................................................................

......
...........
...

........................................................................................................................

a b

c

• •

•

Hı̀nh 2.14:

Bây giò. ta d̄u.a ra tiêu chuâ̇’n d̄ê̇’ nhâ.n biết mô. t d̄ò̂ thi. có nhân hay không, và nhân có
duy nhất không?
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Hı̀nh 2.15:

70



http://www.ebook.edu.vn

D- i.nh lý 2.6.3 Nếu S là nhân cu̇’a d̄ò̂ thi. (V, Γ) th̀ı S là tâ. p ho.. p cu.. c d̄a. i trong ho. S các
tâ. p ô̇’n d̄i.nh trong; tú.c là

A ∈ S, S ⊂ A ⇒ A = S.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, giȧ’ su.’̇ ngu.o.. c la. i tò̂n ta. i tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong A chú.a nhân S và A 6= S.
Khi d̄ó tò̂n ta. i a ∈ A sao cho a 6= S; tù. d̄ó suy ra Γ(a) ∩ S 6= ∅. Vâ.y Γ(a) ∩ A 6= ∅, mâu
thuẫn vó.i A ∈ S. /

D- i.nh lý 2.6.4 Trong d̄ò̂ thi. d̄ối xú.ng không khuyên, mo. i tâ. p ho.. p cu.. c d̄a. i cu̇’a ho. S các
tâ. p ho.. p ô̇’n d̄i.nh trong d̄è̂u là nhân

Chú.ng minh. Giȧ’ su.’̇ S là tâ.p ho.. p cu.. c d̄a. i trong S, ta phȧ’i chú.ng minh rà̌ng mo. i d̄ı̇’nh a /∈ S
d̄è̂u thoȧ’ mãn Γ(a)∩S 6= ∅. Thâ.t vâ.y, nếu Γ(a)∩S 6= ∅ vó.i d̄ı̇’nh a ∈ S th̀ı tâ.p A = S ∪{a}
ô̇’n d̄i.nh trong (v̀ı a /∈ Γ(a), d̄ò̂ng thò.i S ⊂ A, A 6= S, mâu thuẫn vó.i giȧ’ thiết S là tâ.p ô̇’n
d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i. /

Hê. quȧ’ 2.6.5 Mo. i d̄ò̂ thi. d̄ối xú.ng không khuyên d̄è̂u có nhân.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, lâ.p d̄ò̂ thi. phu. (S, Γ̄) có các d̄ı̇’nh là các tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu̇’a d̄ò̂
thi. d̄ối xú.ng d̄ã cho, và S ∈ Γ̄S′ nếu và chı̇’ nếu S ′ ⊂ S. D- ò̂ thi. phu. là cȧ’m ú.ng, vâ.y theo
Bô̇’ d̄è̂ Zorn, tò̂n ta. i d̄ı̇’nh S ∈ S không có dòng dõi nên S là tâ.p ô̇’n d̄i.nh trong cu.. c d̄a. i và
theo D- i.nh lý 2.6.4 S là nhân cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ã cho. /

Trong d̄ò̂ thi. d̄ối xú.ng không khuyên, quá tr̀ınh t̀ım nhân là nhu. sau:

Lấy mô.t d̄ı̇’nh bất kỳ v0 và d̄ǎ. t S0 = {v0}; sau d̄ó lấy mô.t d̄ı̇’nh v1 /∈ Γ(S0) và d̄ǎ. t
S1 = S0 ∪ {v1}; tiếp theo lấy v2 /∈ Γ(S1) và d̄ǎ. t S2 = S1 ∪ {v2}; và vân vân. Vı̀ d̄ò̂ thi. hũ.u
ha.n nên só.m hay muô.n ta sẽ d̄u.o.. c Γ(Sk) = V, và v̀ı Sk là tâ.p ho.. p cu.. c d̄a. i cu̇’a S nên nó là
nhân.

D- i.nh lý 2.6.6 D- iè̂u kiê. n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’ tâ. p S là nhân là hàm d̄ǎ. c tru.ng cu̇’a nó

ϕS(x) :=

{
1 nếu x ∈ S,
0 nếu ngu.o.. c la. i,

thoȧ’ mãn hê. thú.c
ϕS(x) = 1− max

y∈Γ(x)
ϕS(y).

Nếu Γ(x) = ∅ th̀ı ta quy u.́o.c
max
y∈Γ(x)

ϕS(y) = 0.
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Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Giȧ’ su.’̇ S là nhân. Do t́ınh ô̇’n d̄i.nh trong nên ϕS(x) = 1 suy
ra x ∈ S và do d̄ó

max
y∈Γ(x)

ϕS(y) = 0.

Mǎ.t khác, do t́ınh ô̇’n d̄i.nh ngoài nên ϕS(x) = 0 suy ra x /∈ S và do d̄ó

max
y∈Γ(x)

ϕS(y) = 1.

Tù. d̄ó suy ra hê. thú.c d̄ã phát biê̇’u.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Giȧ’ su.’̇ ϕS(x) là hàm d̄ǎ.c tru.ng cu̇’a mô.t tâ.p ho.. p S nào d̄ó. Nếu hê. thú.c cu̇’a
d̄i.nh lý thoȧ’ mãn th̀ı ta có

1. x ∈ S suy ra ϕS(x) = 1 nên maxy∈Γ(x) ϕS(y) = 0. Vâ.y Γ(x) ∩ S = ∅.
2. x /∈ S suy ra ϕS(x) = 0 nên maxy∈Γ(x) ϕS(y) = 1. Vâ.y Γ(x) ∩ S 6= ∅.

Do d̄ó S là nhân. /

D- i.nh lý 2.6.7 [Richardson] Nếu d̄ò̂ thi. hũ.u ha. n không có ma. ch vó.i d̄ô. dài lė’, th̀ı nó có
nhân (nhu.ng không nhất thiết duy nhất).

Chú.ng minh. Xem, chȧ̌’ng ha.n [4]. /

2.6.2 Trò cho.i Nim

Giũ.a hai d̄ấu thu̇’ mà chúng ta ký hiê.u là (A) và (B) có mô. t d̄ò̂ thi. (V, Γ) cho phép xác
d̄i.nh mô.t trò cho.i nào d̄ó, trong trò cho.i ấy mỗi thế là mô. t d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi.; d̄ı̇’nh kho.’̇ i d̄à̂u
v0 d̄u.o.. c cho.n bǎ̀ng cách rút thǎm, và các d̄ấu thu̇’ là̂n lu.o.. t d̄i: d̄à̂u tiên d̄ấu thu̇’ (A) cho.n
d̄ı̇’nh v1 trong tâ.p ho.. p Γ(v0); sau d̄ó (B) cho.n d̄ı̇’nh v2 trong tâ.p Γ(v1); tiếp theo (A) la. i cho.n
d̄ı̇’nh v3 trong tâ.p Γ(v2), . . . . Nếu mô.t d̄ấu thu̇’ cho.n d̄u.o.. c d̄ı̇’nh vk mà Γ(vk) = ∅ th̀ı ván d̄ó
kết thúc; d̄ấu thu̇’ nào cho.n d̄u.o.. c d̄ı̇’nh cuối cùng th̀ı thǎ́ng cuô.c và d̄ấu thu̇’ kia thua. Hiê̇’n
nhiên do ta chı̇’ xét d̄ò̂ thi. hũ.u ha.n nên cuô.c cho.i sẽ kết thúc sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c.

D- ê̇’ kẏ’ niê.m mô.t trò cho.i tiêu khiê̇’n quen thuô.c mà Nim d̄ã tô̇’ng quát hoá, ta go. i trò
cho.i vù.a mô tȧ’ là trò cho.i Nim và ký hiê.u là (V, Γ) cũng nhu. d̄ò̂ thi. xác d̄i.nh nó. Bài toán
d̄ǎ. t ra là phát hiê.n các thế thǎ́ng; ngh̃ıa là các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. mà ta phȧ’i cho.n d̄ê̇’ bȧ’o d̄ȧ’m
chǎ́c thǎ́ng mǎ.c dù d̄ối phu.o.ng chống trȧ’ ra sao. Kết quȧ’ chu̇’ yếu nhu. sau:
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D- i.nh lý 2.6.8 Nếu d̄ò̂ thi. có nhân S và nếu mô. t d̄ối thu̇’ d̄ã cho. n mô. t d̄ı̇’nh trong nhân S,
th̀ı viê. c cho. n này bȧ’o d̄ȧ’m cho anh ta thǎ́ng hoǎ. c hoà.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, nếu d̄ấu thu̇’ (A) cho.n d̄ı̇’nh v1 ∈ S th̀ı hoǎ.c Γ(v1) = ∅ lúc d̄ó anh
ta thǎ́ng; hoǎ.c d̄ối phu.o.ng buô.c phȧ’i cho.n mô.t d̄ı̇’nh v2 trong V \ S, do d̄ó d̄ến lu.o.. t mı̀nh,
d̄ấu thu̇’ (A) la. i có thê̇’ cho.n mô.t d̄ı̇’nh v3 ∈ S và cú. nhu. thế mãi. Nếu d̄ến mô.t lúc nào d̄ó,
mô. t trong các d̄ấu thu̇’ thǎ́ng bà̌ng cách cho.n mô.t d̄ı̇’nh vk mà Γ(vk) = ∅ th̀ı ta có vk ∈ S.
Vâ.y d̄ấu thu̇’ thǎ́ng nhất d̄i.nh phȧ’i là (A). Ta có d̄iè̂u phȧ’i chú.ng minh. /

Mô.t phu.o.ng pháp co. bȧ’n d̄ê̇’ cho.i tốt là t̀ım hàm Grundy (nếu nó tò̂n ta. i) (xem [4])
và tù. d̄ó suy ra nhân cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ã cho. Ba.n d̄o.c quan tâm vè̂ các trò cho.i trên d̄ò̂ thi. có
thê̇’ xem [4] (Chu.o.ng 6).
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Chu.o.ng 3

Các bài toán vè̂ d̄u.̀o.ng d̄i

Trong các ú.ng du.ng thu.. c tế, ta cà̂n t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i (nếu có) giũ.a hai d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi.. D- ǎ.c
biê.t, bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. có ý ngh̃ıa to ló.n. Có
thê̇’ dẫn vè̂ bài toán nhu. vâ.y tù. nhiè̂u bài toán thu.. c tế. Vı́ du. , bài toán t̀ım hành tr̀ınh
tiết kiê.m nhất (theo tiêu chuâ̇’n khoȧ’ng cách, thò.i gian hoǎ.c chi ph́ı) trên mô.t bȧ’n d̄ò̂ giao
thông; bài toán cho.n phu.o.ng pháp tiết kiê.m nhất d̄ê̇’ d̄u.a mô.t hê. d̄ô.ng lu.. c tù. tra.ng thái
này sang tra.ng thái khác v.v... Hiê.n nay có rất nhiè̂u phu.o.ng pháp du.. a trên lý thuyết d̄ò̂
thi. tȯ’ ra là các phu.o.ng pháp có hiê.u quȧ’ nhất.

Chu.o.ng này tr̀ınh bày các thuâ. t toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất trên d̄ò̂ thi. có tro.ng số.

3.1 D- u.̀o.ng d̄i giũ.a hai d̄ı̇’nh

3.1.1 D- u.̀o.ng d̄i giũ.a hai d̄ı̇’nh

Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.. p, chúng ta cà̂n trȧ’ lò.i câu hȯ’i: Tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i µ tù. d̄ı̇’nh s d̄ến
d̄ı̇’nh t cu̇’a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G := (V,E)? Nếu có, hãy chı̇’ ra cách d̄i cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i µ.

Lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán này khá d̄o.n giȧ’n: chúng ta chı̇’ cà̂n áp du.ng thuâ. t toán t̀ım kiếm
theo chiè̂u rô.ng (hoǎ.c chiè̂u sâu) trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G nhu. sau. Gán mỗi d̄ı̇’nh cu̇’a G mô.t
chı̇’ số. Bǎ̀ng phu.o.ng pháp lǎ.p, dà̂n dà̂n ta sẽ cho mỗi d̄ı̇’nh v mô.t chı̇’ số nào d̄ó bà̌ng d̄ô.
dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất (số cung ı́t nhất) tù. s tó.i v. D- ánh dấu d̄ı̇’nh s bà̌ng chı̇’ số 0. Nếu
các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c d̄ánh dấu bà̌ng chı̇’ số m lâ.p thành mô.t tâ.p ho.. p P (m) d̄ã biết, th̀ı ta d̄ánh
dấu chı̇’ số (m + 1) cho mo. i d̄ı̇’nh cu̇’a tâ.p ho.. p:

P (m + 1) := {vj chu.a d̄u.o.. c d̄ánh dấu | tò̂n ta. i vi ∈ P (m) vó.i (vi, vj) ∈ E}.
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Thuâ. t toán dù.ng khi không thê̇’ d̄ánh dấu d̄u.o.. c nũ.a. Có hai tru.̀o.ng ho.. p xȧ’y ra:

1. D- ı̇’nh t d̄u.o.. c d̄ánh dấu, chȧ̌’ng ha.n t ∈ P (m) vó.i m nào d̄ó, th̀ı ta xét các d̄ı̇’nh v1, v2, ...,
sao cho

v1 ∈ P (m− 1), v2 ∈ P (m− 2), . . . , vm ∈ P (0).

Khi d̄ó µ := {s = vm, vm−1, ..., v1, t} là d̄u.̀o.ng d̄i phȧ’i t̀ım.

2. D- ı̇’nh t không d̄u.o.. c d̄ánh dấu. Trong tru.̀o.ng ho.. p này, ta kết luâ.n không tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng
d̄i tù. s d̄ến t.

Theo cách xây du.. ng cu̇’a thuâ. t toán, dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̌ng

Mê.nh d̄è̂ 3.1.1 Nếu d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.̇’ i dãy liên tiếp các d̄ı̇’nh, th̀ı thuâ. t toán có
thò.i gian O(m).

3.1.2 D- ò̂ thi. liên thông ma.nh

Nhǎ́c la. i là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G go. i là liên thông ma. nh nếu hai d̄ı̇’nh s và t tùy ý cu̇’a G luôn
luôn tò̂n ta. i mô. t d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến t. Hiê̇’n nhiên rà̌ng

D- i.nh lý 3.1.2 Cho G = (V, E) là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng, và v ∈ V. Khi d̄ó G liên thông ma. nh
nếu và chı̇’ nếu mo. i cǎ. p d̄ı̇’nh a, b ∈ V, tò̂n ta. i mô. t d̄u.̀o.ng d̄i tù. a d̄ến v và mô. t d̄u.̀o.ng d̄i tù.

v d̄ến b.

Du.. a trên thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu, ta có thê̇’ mô tȧ’ cách xác d̄i.nh mô.t d̄ò̂
thi. có hu.́o.ng có liên thông ma.nh hay không thông qua d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.1.3 Cho G = (V, E) là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng, và v ∈ V. Ký hiê. u G′ := (V, E ′) là d̄ò̂
thi. có hu.́o.ng nhâ. n d̄u.o.. c tù. G bà̌ng cách d̄ȧ’o hu.́o.ng mỗi cung trong E. Khi d̄ó G là liên
thông ma. nh nếu và chı̇’ nếu thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G,
kho.̇’ i d̄à̂u tù. v, d̄a. t d̄u.o.. c mo. i d̄ı̇’nh cu̇’a G và thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu trên d̄ò̂ thi.
có hu.́o.ng G′, kho.̇’ i d̄à̂u tù. v, d̄a. t d̄u.o.. c mo. i d̄ı̇’nh cu̇’a G′.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.4 D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G go. i là d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng ma. nh nếu có thê̇’ d̄i.nh hu.́o.ng
trên các ca.nh cu̇’a G sao cho d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng tu.o.ng ú.ng nhâ.n d̄u.o.. c là liên thông ma.nh.
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D- i.nh lý sau cho chúng ta mô.t d̄ǎ. c tru.ng cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng ma.nh.
Ta nói cà̂u trong d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng liên thông là mô. t ca.nh mà bȯ’ d̄i th̀ı d̄ò̂ thi. sẽ mất t́ınh
liên thông.

D- i.nh lý 3.1.5 D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng ma. nh nếu và chı̇’ nếu nó liên thông
và không có cà̂u.

Chú.ng minh. Bài tâ.p. /

Du.. a trên thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu, ta có thê̇’ d̄i.nh hu.́o.ng các ca.nh cu̇’a d̄ò̂
thi. vô hu.́o.ng d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng ma.nh nhu. sau. Lấy mô.t d̄ı̇’nh bất kỳ trong d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng
G làm d̄ı̇’nh kho.’̇ i d̄à̂u và thu.. c hiê.n thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu. Vı̀ d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng
là liên thông, kết quȧ’ cu̇’a viê.c t̀ım kiếm này cho ta mô.t cây bao trùm1 T = (Vn, En), trong
d̄ó Vn = {v1, v2, . . . , vn} là các d̄ı̇’nh cu̇’a G. Nếu e = (vi, vj) là mô. t ca.nh trong cây bao trùm
T, ta d̄i.nh hu.́o.ng nó tù. d̄ı̇’nh có chı̇’ số nhȯ’ ho.n d̄ến d̄ı̇’nh có chı̇’ số ló.n ho.n. Tú.c là nếu
i < j, d̄i.nh hu.́o.ng ca.nh e tù. vi d̄ến vj, và nếu j < i th̀ı d̄i.nh hu.́o.ng ca.nh e tù. vj d̄ến vi.
Nếu ca.nh e = (vi, vj) cu̇’a G không thuô.c cây T, th̀ı ta d̄i.nh hu.́o.ng ca.nh này tù. d̄ı̇’nh có chı̇’

số ló.n ho.n d̄ến d̄ı̇’nh có chı̇’ số nhȯ’ ho.n. Tú.c là nếu i > j, d̄i.nh hu.́o.ng ca.nh e tù. vi d̄ến vj,
và nếu j > i th̀ı d̄i.nh hu.́o.ng ca.nh e tù. vj d̄ến vi.

Hı̀nh 3.1 minh ho.a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng và cách d̄i.nh hu.́o.ng nó.
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Hı̀nh 3.1: (a) D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G. (b) D- ò̂ thi. G d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng.

1Khái niê.m này sẽ d̄u.o.. c tr̀ınh bày trong ??.

77



http://www.ebook.edu.vn

3.2 D- u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh

Cho d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G = (V, E) mà các cung cu̇’a nó d̄u.o.. c gán các tro.ng lu.o.. ng cho bo.’̇ i ma
trâ.n vuông cấp n : W = (wij = (w(vi, vj)). Bài toán d̄ǎ. t ra là t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i µ tù. mô. t d̄ı̇’nh
xuất phát s ∈ V d̄ến mô.t d̄ı̇’nh cuối là t ∈ V sao cho tô̇’ng các tro.ng lu.o.. ng trên d̄u.̀o.ng d̄i µ :

∑
ek∈µ

w(ek)

là nhȯ’ nhất.

Các phà̂n tu.’̇ wij, i, j = 1, ..., n, cu̇’a ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng có thê̇’ du.o.ng, âm hoǎ.c bà̌ng
không. Mô.t d̄iè̂u kiê.n duy nhất d̄ǎ. t ra là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G không chú.a các ma.ch µ vó.i
tô̇’ng tro.ng lu.o.. ng trên ma.ch µ âm. Vı̀ rà̌ng, nếu có mô. t ma.ch µ nhu. vâ.y và v là mô. t d̄ı̇’nh
nào d̄ó cu̇’a nó, th̀ı xuất phát tù. nút s ta d̄i d̄ến d̄ı̇’nh v, và sau d̄ó d̄i vòng quanh ma.ch µ
mô.t số d̄u̇’ ló.n là̂n rò̂i mó.i d̄ến t ta sẽ thu d̄u.o.. c mô.t d̄u.̀o.ng d̄i có tro.ng lu.o.. ng d̄u̇’ nhȯ’. Vı̀
vâ.y, trong tru.̀o.ng ho.. p này, d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất là không tò̂n ta. i.

Nhâ.n xét rà̌ng, nếu ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng W thoȧ’ mãn

wij :=

{
1 nếu (vi, vj) ∈ E,
0 nếu ngu.o.. c la. i,

th̀ı d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t d̄u.o.. c xác d̄i.nh bà̌ng thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng
nhu. d̄ã tr̀ınh bày trong phà̂n tru.́o.c.

Tru.́o.c tiên chúng ta xét thuâ. t toán Dijkstra, d̄o.n giȧ’n và rất hiê.u quȧ’, d̄ê̇’ giȧ’i bài toán
d̄ǎ. t ra trong tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng W có các phà̂n tu.’̇ không âm. Sau d̄ó phát
triê̇’n nó d̄ê̇’ giȧ’i quyết bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát.

3.2.1 Tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng không âm

Thuâ. t toán Dijkstra [20] t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. d̄ı̇’nh s d̄ến d̄ı̇’nh t trong d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng
có tro.ng lu.o.. ng không âm. Phu.o.ng pháp này du.. a trên viê.c gán các nhãn ta.m thò.i cho các
d̄ı̇’nh: Nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi, ký hiê.u L(vi), là mô. t câ.n trên cu̇’a d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến vi.
Các nhãn này sau d̄ó tiếp tu. c d̄u.o.. c giȧ’m bó.t bo.’̇ i mô. t thu̇’ tu. c lǎ.p và ta. i mỗi bu.́o.c lǎ.p có
d̄úng mô.t nhãn ta.m thò.i tro.’̇ thành nhãn cố d̄i.nh. Khi d̄ı̇’nh vi d̄u.o.. c gán nhãn cố d̄i.nh th̀ı
không thê̇’ giȧ’m L(vi); số này ch́ınh là d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi.
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Thuâ.t toán Dijkstra (wij ≥ 0)

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t

L(vi) :=

{
0 nếu vi = s,
+∞ nếu ngu.o.. c la. i.

vó.i mo. i vi ∈ V. D- ánh dấu d̄ı̇’nh s có nhãn cố d̄i.nh, các d̄ı̇’nh khác có nhãn ta.m thò.i.
D- ǎ. t c = s.

2. [Câ.p nhâ. t] Vó.i mo. i vi ∈ Γ(c) sao cho vi có nhãn ta.m thò.i d̄ǎ. t

L(vi) := min{L(vi), L(c) + w(c, vi)};

3. T̀ım d̄ı̇’nh vi∗ có nhãn ta.m thò.i sao cho

L(vi∗) := min{L(vi) < +∞ | vi có nhãn ta.m thò.i}.

4. D- ánh dấu d̄ı̇’nh vi∗ có nhãn cố d̄i.nh và d̄ǎ. t c := vi∗ .

5. (a) (Nếu t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến t) Nếu vi = t th̀ı thuâ. t toán dù.ng, L(t) là d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t; ngu.o.. c la. i, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

(b) (Nếu t̀ım tất cȧ’ các d̄u.̀o.ng d̄i xuất phát tù. s) Nếu không thê̇’ gán nhãn cố d̄i.nh
cho d̄ı̇’nh vi∗ trong Bu.́o.c 4 th̀ı thuâ. t toán dù.ng; giá tri. L(vi) cu̇’a d̄ı̇’nh vi có nhãn cố
d̄i.nh cho ta d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi. Ngu.o.. c la. i chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

D- i.nh lý 3.2.1 Thuâ. t toán Dijkstra cho ta d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t (nếu có).

Chú.ng minh. Tru.́o.c hết chú ý rà̌ng các d̄ı̇’nh không d̄u.o.. c gán nhãn cố d̄i.nh sẽ không tò̂n
ta. i d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến nó (nhũ.ng d̄ı̇’nh này có nhãn L bǎ̀ng ∞).

Giȧ’ su.’̇ L(vi) cu̇’a các d̄ı̇’nh có nhãn cố d̄i.nh o.’̇ bu.́o.c nào d̄ó là d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n
nhất tù. s d̄ến vi. Ký hiê.u S1 là tâ.p tất cȧ’ các d̄ı̇’nh này và S2 là tâ.p các d̄ı̇’nh có nhãn ta.m
thò.i. Cuối Bu.́o.c 2 cu̇’a mỗi là̂n lǎ.p, nhãn ta.m thò.i L(vi) là d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất µi

tù. s d̄ến vi qua các d̄ı̇’nh trong tâ.p S1. (Vı̀ trong mỗi là̂n lǎ.p chı̇’ có mô. t d̄ı̇’nh d̄u.o.. c d̄u.a vào
S1 nên câ.p nhâ. t la. i L(vi) chı̇’ xȧ’y ra trong Bu.́o.c 2).

Xét d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi∗ không hoàn toàn d̄i qua các d̄ı̇’nh cu̇’a S1 mà
chú.a ı́t nhất mô. t d̄ı̇’nh thuô.c S2 và giȧ’ su.’̇ vj ∈ S2 là d̄ı̇’nh d̄à̂u tiên nhu. vâ.y trên d̄u.̀o.ng d̄i
này. Do wij không âm, d̄oa.n d̄u.̀o.ng d̄i tù. vj d̄ến vi∗ phȧ’i có d̄ô. dài ∆ không âm sao cho
L(vj) < L(vi∗)−∆ < L(vi∗). Tuy nhiên d̄iè̂u này mâu thuẫn vó.i khȧ̌’ng d̄i.nh rà̌ng L(vi∗) có
nhãn ta.m thò.i nhȯ’ nhất, và do d̄ó các d̄ı̇’nh trên d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất d̄ến vi∗ thuô.c S1 và
do d̄ó L(vi∗) là d̄ô. dài cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i này.
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Vı̀ S1 kho.’̇ i ta.o là {s} và trong mỗi bu.́o.c lǎ.p, d̄ı̇’nh vi∗ d̄u.o.. c thêm vào S1, nên bà̌ng
qui na.p, L(vi) là d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ S1. Do d̄ó thuâ. t
toán cho lò.i giȧ’i tối u.u. /

Mê.nh d̄è̂ 3.2.2 Thuâ. t toán Dijkstra d̄òi hȯ’i thò.i gian O(n2). Nếu d̄ò̂ thi. thu.a và d̄u.o.. c xác
d̄i.nh bo.̇’ i dãy liên tiếp các d̄ı̇’nh, th̀ı thò.i gian cu.. c d̄a. i cu̇’a thuâ. t toán là O(m log n).

Chú.ng minh. Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. liên thông ma.nh d̄à̂y d̄u̇’ n d̄ı̇’nh và cà̂n t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất tù. s d̄ến mo. i d̄ı̇’nh khác, thuâ. t toán cà̂n n(n− 1)/2 phép cô.ng và so sánh trong
Bu.́o.c 2 và n(n− 1)/2 phép so sánh khác trong Bu.́o.c 3. Ngoài ra, các Bu.́o.c 2 và 3 cà̂n xác
d̄i.nh các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn ta.m thò.i nên cà̂n thêm n(n− 1)/2 phép so sánh. Các số này
cũng là câ.n trên cho số các phép toán cà̂n thiết d̄ê̇’ t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t, và
thâ. t vâ.y, các giá tri. này d̄a. t d̄u.o.. c khi t là d̄ı̇’nh cuối cùng d̄u.o.. c gán nhãn cố d̄i.nh. /

Khi Thuâ. t toán Dijkstra kết thúc, các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất d̄u.o.. c xác d̄i.nh bǎ̀ng d̄ê.
qui theo Phu.o.ng tr̀ınh (3.1) du.́o.i d̄ây. Do d̄ó nếu v′i là d̄ı̇’nh tru.́o.c d̄ı̇’nh vi trong d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi th̀ı vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi cho tru.́o.c, d̄ı̇’nh v′i có thê̇’ lấy là d̄ı̇’nh mà

L(vi) = L(v′i) + w(v′i, vi). (3.1)

Nếu tò̂n ta. i duy nhất d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi th̀ı các cung (v′i, vi) trên d̄u.̀o.ng
d̄i ngǎ́n nhất ta.o thành mô.t cây có hu.́o.ng (xem Chu.o.ng 4) vó.i gốc là d̄ı̇’nh s. Nếu có nhiè̂u
ho.n mô.t d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến bất kỳ mô. t d̄ı̇’nh khác, th̀ı Phu.o.ng tr̀ınh 3.1 sẽ d̄u.o.. c
thoȧ’ mãn bo.’̇ i ho.n mô.t d̄ı̇’nh khác v′i vó.i vi nào d̄ó.

Thu̇’ tu. c sau minh ho.a thuâ. t toán Dijkstra. Trong thu̇’ tu. c này, mȧ’ng Mark[] d̄u.o.. c su.’̇

du.ng d̄ê̇’ d̄ánh dấu các d̄ı̇’nh có nhãn ta.m thò.i hay cố d̄i.nh: Mark[i] = FALSE nếu d̄ı̇’nh vi

có nhãn ta.m thò.i; ngu.o.. c la. i bà̌ng TRUE. Giá tri. Label[i] tu.o.ng ú.ng nhãn L(vi) và Pred[i],
sau khi kết thúc thuâ. t toán, là d̄ı̇’nh liè̂n tru.́o.c d̄ı̇’nh vi trong d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến
vi. Nếu tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t, th̀ı thu̇’ tu. c PathTwoVertex() sẽ in ra thông
tin cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i này.

void Dijkstra(byte Start, byte Terminal)

{

byte i, Current;

AdjPointer Tempt;

Path Pred;

int Label[MAXVERTICES], NewLabel, Min;

Boolean Mark[MAXVERTICES];
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for(i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

Mark[i] = FALSE;

Pred[i] = 0;

Label[i] = +Infty;

}

Mark[Start] = TRUE;

Pred[Start] = 0;

Label[Start] = 0;

Current = Start;

while (Mark[Terminal] == FALSE)

{

Tempt = V_out[Current]->Next;

while (Tempt != NULL)

{

if (Mark[Tempt->Vertex] == FALSE)

{

NewLabel = Label[Current] + Tempt->Length;

if (NewLabel < Label[Tempt->Vertex])

{

Label[Tempt->Vertex] = NewLabel;

Pred[Tempt->Vertex] = Current;

}

}

Tempt = Tempt->Next;

}

Min = +Infty;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

if ((Mark[i] == FALSE) && (Label[i] < Min))

{

Min = Label[i];

Current = i;

}

if (Min == +Infty)

{

printf("Khong ton tai duong di tu %d", Start);

printf(" den %d", Terminal);
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return;

}

Mark[Current] = TRUE;

}

printf("Ton tai duong di tu %d", Start);

printf(" den %d", Terminal);

printf("\nDuong di qua cac dinh:");

printf("\n % d " , Start);

PathTwoVertex(Pred, Start, Terminal);

printf("\nDo dai la: %d ", Label[Terminal]);

}

3.2.2 Tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng tuỳ ý

Thuâ. t toán Dijkstra chı̇’ áp du.ng trong tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng W không âm. Tuy
nhiên, nhiè̂u bài toán thu.. c tế, W là ma trâ.n chi ph́ı, cho nên nhũ.ng cung mang la. i lo.. i nhuâ.n
phȧ’i có chi ph́ı âm. Trong tru.̀o.ng ho.. p này, phu.o.ng pháp cho du.́o.i d̄ây t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n
nhất tù. s d̄ến tất cȧ’ các d̄ı̇’nh khác. D- ây cũng là phu.o.ng pháp lǎ.p và du.. a trên cách d̄ánh
nhãn, trong d̄ó cuối bu.́o.c lǎ.p thú. k các nhãn biê̇’u diẽ̂n giá tri. d̄ô. dài cu̇’a các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n
nhất (tù. s d̄ến tất cȧ’ các d̄ı̇’nh khác) có số cung không vu.o.. t quá (k + 1). Thuâ. t toán này
d̄u.a ra là̂n d̄à̂u tiên bo.’̇ i Ford [26] vào giũ.a nǎm 1950. Sau d̄ó d̄u.o.. c Moore [45] và Bellman
[3] cȧ’i tiến nhu. sau.

Thuâ.t toán Ford, Moore, Bellman

Ký hiê.u Lk(vi) là nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi o.’̇ cuối là̂n lǎ.p thú. (k + 1).

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t S = Γ(s), k = 1; và

L1(vi) :=





0 nếu vi = s,
w(s, vi) nếu vi 6= s, vi ∈ Γ(s),
+∞ nếu ngu.o.. c la. i.

2. [Câ.p nhâ. t nhãn] Vó.i mỗi vi ∈ Γ(S), vi 6= s, thay d̄ô̇’i nhãn cu̇’a nó theo quy tǎ́c:

Lk+1(vi) := min[Lk(vi), min
vj∈Ti

{Lk(vj) + w(vj, vi)}], (3.2)
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trong d̄ó Ti := Γ−1(vi)∩S. Tâ.p S chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh vi sao cho d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất
(hiê.n hành) tù. s d̄ến vi có số cung là k.

Tâ.p Ti chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh vj sao cho d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi có số cung là
k (tú.c là vj ∈ S) và kết thúc bǎ̀ng cung (vj, vi). Chú ý rà̌ng, nếu vi 6∈ Γ(S) th̀ı d̄u.̀o.ng
d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi không thê̇’ có số cung là (k + 1) và ta không thay d̄ô̇’i nhãn
cu̇’a d̄ı̇’nh này:

Lk+1(vi) := Lk(vi), vó.i mo. i vi 6∈ Γ(S).

3. [Kiê̇’m tra kết thúc] (a) Nếu k ≤ n− 1 và Lk+1(vi) = Lk(vi), vó.i mo. i vi ∈ V, th̀ı thuâ. t
toán dù.ng; nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi cho ta d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi.

(b) Nếu k < n− 1 và Lk+1(vi) 6= Lk(vi), vó.i vi nào d̄ó, th̀ı chuyê̇’n sang Bu.́o.c 4.

(c) Nếu k = n − 1 và Lk+1(vi) 6= Lk(vi), vó.i vi nào d̄ó, th̀ı d̄ò̂ thi. G có ma.ch vó.i d̄ô.
dài âm. Thuâ. t toán kết thúc.

4. [Câ.p nhâ. t S] D- ǎ. t

S := {vi | Lk+1(vi) 6= Lk(vi)}.
(Tâ.p S bây giò. chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh mà d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến nó có số cung
là (k + 1)).

5. Thay k bo.’̇ i (k + 1) và lǎ.p la. i Bu.́o.c 2.

Khi thuâ. t toán kết thúc và d̄ò̂ thi. không có ma.ch d̄ô. dài âm, chúng ta có thê̇’ t̀ım tất
cȧ’ các d̄u.̀o.ng d̄i (nếu tò̂n ta. i) ngǎ́n nhất tù. s d̄ến tất cȧ’ các d̄ı̇’nh khác. Ho.n nũ.a các d̄u.̀o.ng
d̄i có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c tru.. c tiếp nếu, trong phép cô.ng vào các nhãn Lk(vi) o.’̇ Phu.o.ng tr̀ınh
3.2, ta thêm mô.t nhãn P k(vi) lu.u trũ. thông tin mỗi d̄ı̇’nh trong suốt quá tr̀ınh t́ınh toán,
trong d̄ó P k(vi) là d̄ı̇’nh kè̂ tru.́o.c d̄ı̇’nh vi trên d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi o.’̇ bu.́o.c lǎ.p
thú. k. Ta có thê̇’ kho.’̇ i ta.o

P 1(vi) :=

{
s nếu vi ∈ Γ(s),
0 nếu ngu.o.. c la. i.

Nhãn P k(vi) d̄u.o.. c câ.p nhâ. t theo Phu.o.ng tr̀ınh 3.2 trong Bu.́o.c 2 sao cho P k+1(vi) = P k(vi)
nếu giá tri. nhȯ’ nhất d̄a. t d̄u.o.. c o.’̇ phà̂n tu.’̇ d̄à̂u tiên trong dấu ngoǎ.c cu̇’a Phu.o.ng tr̀ınh 3.2;
hoǎ.c P k+1(vi) = vj nếu ngu.o.. c la. i. Nếu ký hiê.u P(vi) là vector d̄u.o.. c xây du.. ng tù. các nhãn
P khi kết thúc thuâ. t toán, th̀ı d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vi nhâ.n d̄u.o.. c theo thú. tu..
ngu.o.. c:

s, . . . , P 3(vi), P
2(vi), P (vi), vi,

trong d̄ó P 2(vi) có ngh̃ıa là P (P (vi)), . . . .

D- oa.n chu.o.ng tr̀ınh sau minh ho.a thuâ. t toán d̄ã tr̀ınh bày.
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void Ford_Moore_Bellman(byte Start)

{

byte i, k, Terminal;

AdjPointer Tempt1, Tempt2;

Path OldPred, NewPred;

int OldLabel[MAXVERTICES], NewLabel[MAXVERTICES], Min;

Boolean Done, Mark[MAXVERTICES];

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

Mark[i] = FALSE;

OldPred[i] = 0;

OldLabel[i] = +Infty;

}

OldLabel[Start] = 0;

Tempt1 = V_out[Start]->Next;

while (Tempt1 != NULL)

{

Mark[Tempt1->Vertex] = TRUE;

if (Tempt1->Vertex != Start)

{

OldPred[Tempt1->Vertex] = Start;

OldLabel[Tempt1->Vertex] = Tempt1->Length;

}

Tempt1 = Tempt1->Next;

}

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

NewPred[i] = OldPred[i];

NewLabel[i] = OldLabel[i];

}

for (k = 1; k < NumVertices; k++)

{

printf("\n ");

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

if (Mark[i] == TRUE)

{

Tempt1 = V_out[i]->Next;
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while (Tempt1 != NULL)

{

NewPred[Tempt1->Vertex] = Tempt1->Vertex;

Min = OldLabel[Tempt1->Vertex];

Tempt2 = V_in[Tempt1->Vertex]->Next;

while (Tempt2 != NULL)

{

if (Mark[Tempt2->Vertex] == TRUE)

{

if ((OldLabel[Tempt2->Vertex] + Tempt2->Length) < Min)

{

NewPred[Tempt1->Vertex] = Tempt2->Vertex;

Min = OldLabel[Tempt2->Vertex] + Tempt2->Length;

}

}

Tempt2 = Tempt2->Next;

}

NewLabel[Tempt1->Vertex] = Min;

Tempt1 = Tempt1->Next;

}

}

}

Done = TRUE;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

if (OldLabel[i] != NewLabel[i])

{

Done = FALSE;

break;

}

}

if (Done == TRUE)

{

for (Terminal = 1; Terminal <= NumVertices; Terminal++)

if (OldLabel[Terminal] < +Infty)

{

printf("\n ");

printf("Ton tai duong di tu %d", Start);

printf(" den %d", Terminal);
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printf("\n Duong di qua cac dinh:");

printf(" % d " , Start);

PathTwoVertex(OldPred, Start, Terminal);

i = Terminal;

printf(" Do dai la: %d ", OldLabel[Terminal]);

printf("\n ");

getch();

}

else

{

printf("\n ");

printf("Khong ton tai duong di tu %d", Start);

printf(" den %d", Terminal);

}

return;

}

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

if (OldLabel[i] != NewLabel[i])

{

Mark[i] = TRUE;

OldPred[i] = NewPred[i];

OldLabel[i] = NewLabel[i];

}

else Mark[i] = FALSE;

}

printf("\n Ton tai mach co do dai am");

}

D- ê̇’ chú.ng minh thuâ. t toán t̀ım d̄u.o.. c cho lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a bài toán cà̂n su.’̇ du.ng
nguyên lý tối u.u cu̇’a quy hoa.ch d̄ô.ng và tù. nhâ.n xét là nếu không có d̄u.̀o.ng d̄i tối u.u qua
k cung th̀ı sẽ không có d̄u.̀o.ng d̄i tối u.u qua (k + 1) cung. Chúng ta không tr̀ınh bày chú.ng
minh d̄ó; ba.n d̄o.c quan tâm có thê̇’ xem [6].

D- ò̂ thi. có hu.́o.ng có tro.ng số âm nhu.ng không có ma.ch d̄ô. dài âm

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng có tro.ng số tuỳ ý nhu.ng không có ma.ch có d̄ô. dài âm
th̀ı thuâ. t toán Moore-Bellman-d’Usopo t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t tr̀ınh bày du.́o.i
d̄ây sẽ hiê.u quȧ’ ho.n.
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Nhãn cu̇’a mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ V là cǎ.p (P (vi), L(vi)). Kết thúc thuâ. t toán, L(t) là d̄ô. dài
cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến t và vector P cho ta thông tin cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i này.

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t

L(vi) :=

{
+∞ nếu vi 6= s,
0 nếu vi = s,

và

P (vi) :=

{
−1 nếu vi 6= s,
0 nếu vi = s,

Kho.’̇ i ta.o Stack chı̇’ có mô. t phà̂n tu.’̇ là s.

2. [Bu.́o.c lǎ.p] Trong khi Stack khác NULL

{
lấy ra phà̂n tu.’̇ vi o.’̇ d̄à̂u Stack;

vó.i mo. i d̄ı̇’nh vj ∈ V sao cho vj ∈ Γ(vi),

{
nếu [L(vi) + w(vi, vj) < L(vj)] th̀ı gán

{
L(vj) = L(vi) + w(vi, vj);

P (vj) = vi;

nếu d̄ı̇’nh vj chu.a bao giò. o.’̇ trong Stack th̀ı chèn vj vào cuối Stack;

ngu.o.. c la. i, nếu vj d̄ã tù.ng o.’̇ trong Stack, nhu.ng hiê.n ta. i không có trong
d̄ó th̀ı chèn vj vào d̄à̂u cu̇’a Stack.

}
}

}

3.3 D- u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a tất cȧ’ các cǎ.p d̄ı̇’nh

Giȧ’ su.’̇ cà̂n phȧ’i t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh tùy ý. Rõ ràng ta có thê̇’ giȧ’i bài
toán này bǎ̀ng cách su.’̇ du.ng n là̂n thuâ. t toán mô tȧ’ o.’̇ phà̂n tru.́o.c, mà trong mỗi là̂n thu.. c
hiê.n, ta sẽ cho.n s là̂n lu.o.. t là các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi.. Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có ma
trâ.n tro.ng lu.o.. ng không âm, số phép t́ınh cà̂n thiết tı̇’ lê. vó.i n3; trái la. i vó.i ma trâ.n tro.ng
lu.o.. ng tô̇’ng quát, số phép t́ınh tı̇’ lê. vó.i n4.
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Trong phà̂n này chúng ta sẽ tr̀ınh bày hai cách hoàn toàn khác d̄ê̇’ giȧ’i bài toán t̀ım
d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a tất cȧ’ các cǎ.p d̄ı̇’nh. Nhũ.ng phu.o.ng pháp này có thê̇’ áp du.ng cho
các ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng tô̇’ng quát và chı̇’ d̄òi hȯ’i số phép t́ınh tı̇’ lê. vó.i n3. Vó.i tru.̀o.ng ho.. p
ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng không âm, nói chung, các phu.o.ng pháp này sẽ nhanh ho.n 50% cách
áp du.ng thuâ. t toán Dijkstra n là̂n.

3.3.1 Thuâ.t toán Hedetniemi (tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng
không âm)

Mô.t trong nhũ.ng mu. c d̄ı́ch cu̇’a các thuâ. t toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất là xác d̄i.nh tất cȧ’

các d̄ô. dài cu̇’a các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất có thê̇’ có trong mô.t d̄ò̂ thi. có tro.ng lu.o.. ng ta. i cùng
mô.t thò.i d̄iê̇’m. Trong phà̂n này, chúng ta thȧ’o luâ.n cách tiếp câ.n khác giȧ’i quyết bài toán
này (xem [2]).

Thuâ. t toán d̄u.o.. c xây du.. ng trên co. so.’̇ mô. t cách t́ınh mó.i lũy thù.a cu̇’a các ma trâ.n,
mà chúng ta sẽ go. i là tô̇’ng ma trâ. n Hedetniemi. Tô̇’ng này d̄u.o.. c Hedetniemi tr̀ınh bày vó.i
Nystuen ta. i tru.̀o.ng d̄a. i ho.c Michigan.

Xét d̄ò̂ thi. liên thông có tro.ng lu.o.. ng G = (V, Γ) vó.i tâ.p các d̄ı̇’nh V = {v1, v2, . . . , vn}
và ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng không âm W := [wij] cấp n× n.

Chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 3.2 có ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng

W =




0 30 ∞ 30 ∞ ∞ ∞ ∞ 40
30 0 25 40 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ 25 0 50 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
30 40 50 0 30 20 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 30 0 ∞ 25 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 20 ∞ 0 20 ∞ 20
∞ ∞ ∞ ∞ 25 20 0 25 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 25 0 20
40 ∞ ∞ ∞ ∞ 20 ∞ 20 0




.

Chúng ta gió.i thiê.u mô.t phép toán mó.i trên các ma trâ.n go. i là tô̇’ng ma trâ.n Hedet-
niemi.

D- i.nh ngh̃ıa 3.3.1 Giȧ’ su.’̇ A là ma trâ.n cấp m × n và B là ma trâ.n cấp n × p. Tô̇’ng ma
trâ. n Hedetniemi cu̇’a hai ma trâ.n A và B là ma trâ.n C cấp m× p, ký hiê.u A⊕B, xác d̄i.nh
bo.’̇ i:

cij := min{ai1 + b1j, ai2 + b2j, . . . , ain + bnj}.
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•

•

•
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Hı̀nh 3.2:

Vı́ du. 3.3.2 T̀ım tô̇’ng ma trâ.n A⊕B nếu A =




0 1 2
2 0 3
5 6 0


 và B =




0 3 4
5 0 4
3 1 0


 .

Ta có

A⊕B =




0 1 2
2 0 3
5 6 0


 +




0 3 4
5 0 4
3 1 0


 =




0 1 2
2 0 3
3 1 0


 .

Chȧ̌’ng ha.n, phà̂n tu.’̇ c23 xác d̄i.nh bo.’̇ i

c23 = min{2 + 4, 0 + 4, 3 + 0} = 3.

Vı́ du. 3.3.3 T̀ım tô̇’ng ma trâ.n A⊕B nếu A =




0 1 ∞
1 0 4
∞ 4 0


 và B =




1 0 ∞
1 0 4
∞ 4 0


 .

Ta có

A⊕B =




0 1 ∞
1 0 4
∞ 4 0


 +




1 0 ∞
1 0 4
∞ 4 0


 =




1 0 5
1 0 4
5 4 0


 .

Chȧ̌’ng ha.n, phà̂n tu.’̇ c13 xác d̄i.nh bo.’̇ i

c23 = min{0 +∞, 1 + 4,∞+ 0} = 5.

Bây giò. áp du.ng tô̇’ng ma trâ.n Hedetniemi vào viê.c t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất. Xét v́ı
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du. trong Hı̀nh 3.2. Ký hiê.u W 2 := W ⊕W,W k := W k−1 ⊕W,k ≥ 2. Khi d̄ó

W 2 =




0 30 55 30 60 50 ∞ 60 40
30 0 25 40 70 60 ∞ ∞ 70
55 25 0 50 80 70 ∞ ∞ ∞
30 40 50 0 30 20 40 ∞ 40
60 70 80 30 0 ∞ 25 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 20 ∞ 0 20 ∞ 20
∞ ∞ ∞ ∞ 25 20 0 25 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 25 0 20
40 ∞ ∞ ∞ ∞ 20 ∞ 20 0




.

Chúng ta hãy xét cách xác d̄i.nh mô.t phà̂n tu.’̇ cu̇’a ma trâ.n W 2 = [a
(2)
ij ] :

a
(2)
13 = min{0 +∞, 30 + 25,∞+ 0, 30 + 50,∞+∞,∞+∞,∞+∞,∞+∞, 40 +∞}

= 55.

Chú ý rà̌ng giá tri. 55 là tô̇’ng cu̇’a 30, d̄ô. dài cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất vó.i số cung mô.t tù.

d̄ı̇’nh v1 d̄ến d̄ı̇’nh v2, và cu̇’a 25, d̄ô. dài cu̇’a cung nối d̄ı̇’nh v2 và d̄ı̇’nh v3. Do d̄ó a
(2)
13 là d̄ô. dài

cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v2 vó.i số cung nhiè̂u nhất hai. Suy ra W 2 cho ta thông
tin cu̇’a tất cȧ’ các d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh có số cung nhiè̂u nhất hai.

Tu.o.ng tu.. , W 3 cho ta thông tin cu̇’a tất cȧ’ các d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai
d̄ı̇’nh có số cung nhiè̂u nhất ba, và vân vân. Do d̄ò̂ thi. có n d̄ı̇’nh nên có nhiè̂u nhất (n− 1)
cung trên d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh. Vâ.y

D- i.nh lý 3.3.4 Trong d̄ò̂ thi. có tro. ng số không âm n d̄ı̇’nh, phà̂n tu.̇’ hàng i cô. t j cu̇’a ma
trâ. n Hedetniemi W n−1 là d̄ô. dài cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a d̄ı̇’nh vi và vj.

Vó.i d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 3.2 có ch́ın d̄ı̇’nh, ta có

W 8 =




0 30 55 30 60 50 70 60 40
30 0 25 40 70 60 80 90 70
55 25 0 50 80 70 90 110 90
30 40 50 0 30 20 40 60 40
60 70 80 30 0 45 25 50 65
50 60 70 20 45 0 20 40 20
70 80 90 40 25 20 0 25 40
60 90 110 60 50 40 25 0 20
40 70 90 40 65 20 40 20 0




.

Do d̄ó, d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v7 có d̄ô. dài 70.
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D- iè̂u lý thú nhất trong v́ı du. này là W 4 = W 8. Thâ.t vâ.y, d̄ȧ̌’ng thú.c suy tru.. c tiếp tù.

d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 3.2: mo. i d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất d̄i qua nhiè̂u nhất bốn cung. Bo.’̇ i vâ.y d̄ô. dài
cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i ma trâ.n W 4 thay v̀ı phȧ’i t́ınh d̄ến W 8. Tô̇’ng
quát ta có

D- i.nh lý 3.3.5 Trong d̄ò̂ thi. có tro. ng số không âm n d̄ı̇’nh, nếu ma trâ. n Hedetniemi W k 6=
W k−1, còn W k = W k+1, th̀ı W k biê̇’u thi. tâ. p các d̄ô. dài cu̇’a các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất, và số
cung trên mỗi d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất không vu.o.. t quá k.

Do d̄ó, thuâ. t toán này có thê̇’ dù.ng o.’̇ bu.́o.c lǎ.p thú. k < (n − 1). Du.́o.i d̄ây là d̄oa.n
chu.o.ng tr̀ınh minh ho.a t́ınh ma trâ.n luỹ thù.a cu̇’a ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng W.

void Hetdetniemi()

{

int i, j, k, t;

int Old[MAXVERTICES][MAXVERTICES], New[MAXVERTICES][MAXVERTICES];

Boolean Flag;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

for (j = 1; j <= NumVertices; j++) Old[i][j] = w[i][j];

for (t = 1; t < NumVertices; t++)

{

Flag = TRUE;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

for (j = 1; j <= NumVertices; j++)

{

New[i][j] = Old[i][1] + w[1][j];

for (k = 2; k <= NumVertices; k++)

New[i][j] = min(New[i][j], Old[i][k] + w[k][j]);

if (New[i][j] != Old[i][j])

{

Flag = FALSE;

Old[i][j] = New[i][j];

}

}

}
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if (Flag == TRUE) break;

}

}

Xác d̄i.nh d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất

Bây giò. ta t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v7 (d̄ô. dài 70). Ta có

w
(4)
14 = w

(3)
1k ⊕ wk7

vó.i k nào d̄ó. Nhu.ng các phà̂n tu.’̇ w
(3)
1k ta.o thành vector hàng

(0, 30, 55, 30, 60, 50, 70, 60, 40)

và các phà̂n tu.’̇ wk7 ta.o thành vector cô. t

(∞,∞,∞,∞, 25, 20, 0, 25,∞).

Vı̀ giá tri. nhȯ’ nhất d̄a. t d̄u.o.. c ta. i k = 6 ú.ng vó.i 70 = 50 + 20 (và k = 7) nên d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n
nhất tù. v1 d̄ến v7 sẽ d̄i qua nhiè̂u nhất ba cung tù. v1 d̄ến v6 và kết thúc vó.i cung d̄ô. dài 20
tù. v6 d̄ến v7. (Thâ. t ra, do giá tri. nhȯ’ nhất cũng d̄a.t d̄u.o.. c ta. i k = 7 (ú.ng vó.i 70 + 0) nên
tò̂n ta. i d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v7 vó.i tô̇’ng số cung d̄i qua không vu.o.. t quá ba).

Tiếp d̄ến ta t̀ım cung tru.́o.c khi d̄ến d̄ı̇’nh v6. Chú ý rà̌ng w
(4)
16 = 70 − 20 = 50. Các

phà̂n tu.’̇ wk6 ta.o thành vector cô. t

(∞,∞,∞, 20,∞, 0, 20,∞, 20).

Là̂n này giá tri. nhȯ’ nhất d̄a. t ta. i k = 4 (ú.ng vó.i 50 = 30 + 20) nên d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất d̄ô.
dài 50 tù. v1 d̄ến v6 kết thúc vó.i cung (v4, v6) d̄ô. dài 20. Cuối cùng, các phà̂n tu.’̇ wk4 ta.o
thành vector cô. t

(30, 40, 50, 0, 30, 20,∞,∞,∞),

và giá tri. nhȯ’ nhất d̄a. t ta. i k = 1 hoǎ.c k = 4 (ú.ng vó.i 30 + 0 hoǎ.c 0 + 30) nên tò̂n ta. i cung
d̄ô. dài 30 tù. v1 d̄ến v4. Vâ.y d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v7 là v1, v4, v6, v7 (các cung có
d̄ô. dài 30, 20, 20).

Do d̄ó thuâ. t toán Hedetniemi cho mô.t minh ho.a h̀ınh ho.c trong mỗi bu.́o.c lǎ.p, và su.’̇

du.ng các ma trâ.n có thê̇’ phu. c hò̂i d̄u.o.. c d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất. Nhu. vâ.y, chúng ta cà̂n thêm
mô.t ma trâ.n P lu.u trũ. thông tin cu̇’a các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất. Ma trâ.n này sẽ d̄u.o.. c câ.p
nhâ. t trong mỗi bu.́o.c lǎ.p khi t́ınh W k tù. W k−1.
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3.3.2 Thuâ.t toán Floyd (tru.̀o.ng ho.. p ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng tuỳ ý)

Thuâ. t toán du.́o.i d̄ây d̄u.o.. c d̄u.a ra là̂n d̄à̂u tiên bo.’̇ i Floyd [25] và d̄u.o.. c làm mi.n ho.n bo.’̇ i
Murchland [46].

Thuâ.t toán Floyd

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t k := 0.

2. k := k + 1.

3. [Bu.́o.c lǎ.p] Vó.i mo. i i 6= k sao cho wik 6= ∞ và vó.i mo. i j 6= k sao cho wkj 6= ∞, thu.. c
hiê.n phép gán

wij := min{wij, (wik + wkj)}. (3.3)

4. [D- iè̂u kiê.n kết thúc] (a) Nếu tò̂n ta. i chı̇’ số i sao cho wii < 0 th̀ı tò̂n ta. i ma.ch vó.i d̄ô.
dài âm chú.a d̄ı̇’nh vi. Bài toán vô nghiê.m; thuâ. t toán dù.ng.

(b) Nếu wii ≥ 0 vó.i mo. i i = 1, 2, . . . , n, và k = n, bài toán có lò.i giȧ’i: ma trâ.n wij cho
d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. vi d̄ến vj. Thuâ. t toán dù.ng.

(c) Nếu wii ≥ 0 vó.i mo. i i = 1, 2, . . . , n, nhu.ng k < n, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

Chú.ng minh t́ınh d̄úng d̄ǎ́n cu̇’a thuâ. t toán Floyd là hoàn toàn d̄o.n giȧ’n [35], [25] và
dành cho ngu.̀o.i d̄o.c. Phép toán co. bȧ’n cu̇’a Phu.o.ng tr̀ınh 3.3 trong thuâ. t toán này go. i là
phép toán bô. ba và có nhiè̂u ú.ng du.ng trong nhũ.ng bài toán tu.o.ng tu.. bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng
d̄i ngǎ́n nhất (xem [14], [30]).

Các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c d̄ò̂ng thò.i cùng vó.i các d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất bà̌ng cách su.’̇ du.ng quan hê. d̄ê. qui tu.o.ng tu.. Phu.o.ng tr̀ınh 3.2. Bǎ̀ng cách áp
du.ng co. chế cu̇’a Hu [35] d̄ê̇’ lu.u giũ. thông tin các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất cùng vó.i d̄ô. dài cu̇’a
nó. Cu. thê̇’ là d̄u.a vào ma trâ.n vuông cấp n : P := [θij]; và biến d̄ô̇’i nó d̄ò̂ng thò.i vó.i viê.c
biến d̄ô̇’i ma trâ.n W. Phà̂n tu.’̇ θij cu̇’a ma trâ.n P sẽ chı̇’ ra d̄ı̇’nh d̄i tru.́o.c vj trong d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất tù. vi d̄ến vj; o.’̇ bu.́o.c d̄à̂u tiên ta gán cho ma trâ.n P các giá tri. d̄à̂u là θij := vi

vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi và vj.

Cùng vó.i viê.c biến d̄ô̇’i ma trâ.n W theo Phu.o.ng tr̀ınh 3.3 trong Bu.́o.c 3, ta biến d̄ô̇’i
P theo quy tǎ́c

θij :=

{
θkj nếu (wik + wkj) < wij,
θij nếu ngu.o.. c la. i.

Kết thúc thuâ. t toán, ma trâ.n P thu d̄u.o.. c sẽ giúp cho ta viê.c t̀ım các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất.
Chȧ̌’ng ha.n d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a hai d̄ı̇’nh vi và vj là

vi, vν , . . . , vγ, vβ, vα, vj
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trong d̄ó vα = θij, vβ = θiα, vγ = θiβ, ..., cho d̄ến khi vi = θiν .

Cà̂n chú ý o.’̇ d̄ây là nếu tất cȧ’ các giá tri. wii d̄u.o.. c kho.’̇ i ta.o bà̌ng ∞ (thay cho bǎ̀ng
0) lúc xuất phát thuâ. t toán, th̀ı các giá tri. cuối cùng cu̇’a wii là d̄ô. dài cu̇’a ma.ch ngǎ́n nhất
xuất phát tù. d̄ı̇’nh vi. Ngoài ra cũng có thê̇’ dẽ̂ dàng xác d̄i.nh ma.ch có d̄ô. dài âm khi wii < 0
du.. a vào ma trâ.n d̄u.̀o.ng d̄i P.

Thu̇’ tu. c Floyd() sau minh ho.a thuâ. t toán d̄ã tr̀ınh bày.

void Floyd()

{

byte i, j, k;

AdjPointer Tempt;

byte Pred[MAXVERTICES][MAXVERTICES];

int Weight[MAXVERTICES][MAXVERTICES], NewLabel;

byte Start, Terminal;

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

for (j = 1; j <= NumVertices; j++)

{

Weight[i][j] = +INFTY;

Pred[i][j] = i;

}

Weight[i][i] = 0;

}

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

Tempt = V_out[i]->Next;

while (Tempt != NULL)

{

Weight[i][Tempt->Vertex] = (long)Tempt->Length;

Tempt = Tempt->Next;

}

}

for (k = 1; k <= NumVertices; k++)

{

for (i = 1; i <= NumVertices; i++)

{

if ((i != k) && (Weight[i][k] < +INFTY))
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for (j = 1; j <= NumVertices; j++)

if ((j != k) && (Weight[k][j] < +INFTY))

{

NewLabel = Weight[i][k] + Weight[k][j];

if (Weight[i][j] > NewLabel)

{

Weight[i][j] = NewLabel;

Pred[i][j] = Pred[k][j];

}

}

if (Weight[i][i] < 0)

{

printf("Ton tai mach do dai am qua dinh %d", i);

printf(" %6d ", Weight[i][i]);

return;

}

}

}

// Vi du minh hoa

Start = 1;

Terminal = 3;

if (Weight[Start][Terminal] < +INFTY)

{

printf("Ton tai duong di tu %d", Start);

printf(" den %d", Terminal);

printf("\nDuong di qua cac dinh:");

i = Terminal;

while (i != Start)

{

printf("%3d ", i);

i = Pred[Start][i];

}

printf("%3d ", Start);

printf("\nTrong luong la %3d ", Weight[Start][Terminal]);

}

else

printf("\n Khong ton tai duong di tu %d den %d", Start, Terminal);

}
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3.4 Phát hiê.n ma.ch có d̄ô. dài âm

Vấn d̄è̂ phát hiê.n các ma.ch có d̄ô. dài âm trong mô.t d̄ò̂ thi. tô̇’ng quát là quan tro.ng không
nhũ.ng trong ch́ınh bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất mà còn là mô. t bu.́o.c co. bȧ’n trong
nhũ.ng thuâ. t toán khác (xem Phà̂n 3.4.1 và [14]).

Ta biết rǎ̀ng Thuâ. t toán Floyd t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất giũ.a các cǎ.p d̄ı̇’nh có thê̇’ phát
hiê.n các ma.ch d̄ô. dài âm trong d̄ò̂ thi.. Ho.n nũ.a, nếu d̄ò̂ thi. chú.a mô.t d̄ı̇’nh s mà có thê̇’ d̄ến
tất cȧ’ các d̄ı̇’nh khác tù. d̄ó, th̀ı có thê̇’ áp du.ng Thuâ. t toán Ford-Moore-Bellman (t̀ım tất cȧ’

các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất xuất phát tù. d̄ı̇’nh s) d̄ê̇’ phát hiê.n các ma.ch có d̄ô. dài âm nhu. d̄ã
thu.. c hiê.n trong Bu.́o.c 3 cu̇’a phà̂n này. Nếu tò̂n ta. i d̄ı̇’nh không thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. s (chȧ̌’ng
ha.n, khi G là d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng không liên thông) th̀ı Thuâ. t toán Ford-Moore-Bellman sẽ kết
thúc và chı̇’ các d̄ı̇’nh có thê̇’ d̄ến d̄u.o.. c tù. s có nhãn hũ.u ha.n, các d̄ı̇’nh khác không d̄ến d̄u.o.. c
tù. s có nhãn bǎ̀ng ∞. Trong tru.̀o.ng ho.. p này có thê̇’ tò̂n ta. i các ma.ch có d̄ô. dài âm trong
thành phà̂n liên thông không chú.a s và không d̄u.o.. c phát hiê.n. Tuy nhiên, nhiè̂u ú.ng du.ng
cà̂n kiê̇’m tra có ma.ch d̄ô. dài âm hay không, d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c xét có d̄ı̇’nh s d̄ến d̄u.o.. c tất cȧ’ các
d̄ı̇’nh khác, và do d̄ó vó.i nhũ.ng tru.̀o.ng ho.. p nhu. vâ.y, d̄ê̇’ xác d̄i.nh su.. tò̂n ta. i cu̇’a ma.ch d̄ô.
dài âm, Thuâ. t toán Ford-Moore-Bellman sẽ cho phép t́ınh toán hiê.u quȧ’ ho.n Thuâ. t toán
Floyd.

Các nguyên tǎ́c kết thúc cu̇’a Thuâ. t toán Ford-Moore-Bellman d̄u.o.. c tr̀ınh bày d̄ê̇’ t́ınh
toán ı́t nhất các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s khi không có ma.ch d̄ô. dài âm. Các nguyên tǎ́c
này có thê̇’ cȧ’i biên d̄ê̇’ phát hiê.n ma.ch d̄ô. dài âm só.m ho.n nhu. sau.

Sau khi gán la. i nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi tù. mô. t d̄ı̇’nh vj∗ theo Phu.o.ng tr̀ınh 3.2 ta kiê̇’m tra
d̄ı̇’nh vi có thuô.c d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất hiê.n hành (mà có thê̇’ suy tù. các nhãn hiê.n hành θ)
tù. s d̄ến vj∗ hay không. Nếu d̄úng, th̀ı d̄ı̇’nh vj∗ d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn thông qua vi và d̄iè̂u
này dẫn d̄ến Lk(vj∗) + w(vj∗ , vi) < Lk(vi); do d̄ó mô. t phà̂n cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất hiê.n
hành tù. vi d̄ến vj∗ cô.ng thêm cung (vj∗ , vi) sẽ ta.o thành ma.ch có d̄ô. dài âm và thuâ. t toán
kết thúc. Nếu mǎ.t khác, nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi hoǎ.c không thay d̄ô̇’i bo.’̇ i Phu.o.ng tr̀ınh 3.2, hoǎ.c
nhâ.n nhãn mó.i tù. mô. t d̄ı̇’nh vj∗ nhu.ng vi không thuô.c d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. s d̄ến vj∗ , th̀ı
thuâ. t toán tiếp tu. c Bu.́o.c 3 nhu. tru.́o.c. Cà̂n chú ý rà̌ng, cȧ’i tiến trên ch́ınh là giȧ’m nhũ.ng
du. thù.a không cà̂n thiết trong Thuâ. t toán Ford-Moore-Bellman, do mô.t ma.ch có d̄ô. dài âm
d̄u.o.. c xác d̄i.nh ngay khi nó d̄u.o.. c ta.o ra và không cà̂n d̄o.. i kết thúc thu̇’ tu. c.

3.4.1 Ma.ch tối u.u trong d̄ò̂ thi. có hai tro.ng lu.o.. ng

Mô.t vấn d̄è̂ nȧ’y sinh trong nhiè̂u l̃ınh vu.. c liên quan d̄ến mô.t d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng mà mỗi cung
(vi, vj) d̄u.o.. c gán hai tro.ng lu.o.. ng: wij và bij. Bài toán là t̀ım mô.t ma.ch Φ mà cu.. c tiê̇’u (hoǎ.c
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cu.. c d̄a. i) hàm mu. c tiêu

z(Φ) :=

∑
(vi,vj)∈Φ wij∑
(vi,vj)∈Φ bij

.

Chȧ̌’ng ha.n, xét hành tr̀ınh cu̇’a mô.t con tàu hay mô.t máy bay trên ma.ng giao thông
và giȧ’ su.’̇ rǎ̀ng wij là “lo.. i nhuâ.n” và bij là “thò.i gian” cà̂n thiết d̄ê̇’ di chuyê̇’n trên cung
(vi, vj). Bài toán d̄ǎ. t ra là t̀ım hành tr̀ınh d̄ê̇’ tối d̄a lo.. i nhuâ.n vó.i thò.i gian nhȯ’ nhất.

Các vấn d̄è̂ khác có thê̇’ phát biê̇’u da.ng bài toán t̀ım các ma.ch tối u.u trong d̄ò̂ thi.
có hai tro.ng lu.o.. ng: Lâ.p li.ch d̄ê̇’ t́ınh toán song song, tối u.u d̄a mu. c tiêu trong xu.’̇ lý công
nghiê.p.

Bài toán t̀ım mô.t ma.ch Φ trong d̄ò̂ thi. có hai tro.ng lu.o.. ng d̄ê̇’ cu.. c tiê̇’u hàm mu. c tiêu
z(Φ) có thê̇’ giȧ’i quyết nhò. thuâ. t toán phát hiê.n các ma.ch có d̄ô. dài âm nhu. sau. Giȧ’ su.’̇

rǎ̀ng các tro.ng lu.o.. ng wij và bij là các số thu.. c tuỳ ý (du.o.ng, âm hoǎ.c bà̌ng không) nhu.ng
thoȧ’ mãn ràng buô.c

∑
(vi,vj)∈Φ bij > 0, vó.i mo. i ma.ch Φ trong G. (Trong hà̂u hết các t̀ınh

huống, chȧ̌’ng ha.n các vấn d̄è̂ nêu trên, wij ∈ R nhu.ng bij ≥ 0 vó.i mo. i i và j).

Chúng ta cho.n mô.t giá tri. thu.’̇ zk d̄ối vó.i hàm mu. c tiêu z(Φ) và xét d̄ò̂ thi. có tro.ng
lu.o.. ng

wk
ij = wij − zkbij.

Vó.i ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng wk
ij mó.i, xét bài toán d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất trên G. Có ba tru.̀o.ng

ho.. p xȧ’y ra:

Tru.̀o.ng ho.. p A. Tò̂n ta. i ma.ch có d̄ô. dài âm Φ− sao cho

∑

(vi,vj)∈Φ−
wk

ij < 0.

Tru.̀o.ng ho.. p B. Không tò̂n ta. i ma.ch có d̄ô. dài âm và

∑

(vi,vj)∈Φ

wk
ij > 0

vó.i mo. i ma.ch Φ.

Tru.̀o.ng ho.. p C. Tò̂n ta. i ma.ch có d̄ô. dài bà̌ng không (nhu.ng không có ma.ch d̄ô. dài âm);
tú.c là ∑

(vi,vj)∈Φ0

wk
ij = 0

vó.i ma.ch Φ0 nào d̄ó.
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Trong Tru.̀o.ng ho.. p A chúng ta có thê̇’ nói rà̌ng z∗ (giá tri. cu.. c tiê̇’u cu̇’a z) nhȯ’ ho.n zk v̀ı

∑

(vi,vj)∈Φ−
wk

ij ≡
∑

(vi,vj)∈Φ−
wij − zk

∑

(vi,vj)∈Φ−
bij < 0

chı̇’ có thê̇’ d̄úng nếu ∑
(vi,vj)∈Φ−1 wij∑
(vi,vj)∈Φ−1 bij

< zk

mà hiê̇’n nhiên chı̇’ ra rà̌ng z∗ < zk.

Tu.o.ng tu.. , trong Tru.̀o.ng ho.. p B ta có thê̇’ nói rà̌ng z∗ > zk; và trong Tru.̀o.ng ho.. p C
th̀ı z∗ = zk.

Do d̄ó thuâ. t toán t̀ım kiếm nhi. phân d̄ê̇’ giȧ’i quyết bài toán nhu. sau: Kho.’̇ i d̄à̂u vó.i
giá tri. thu.’̇ z1; nếu nó quá ló.n (tú.c là Tru.̀o.ng ho.. p A) thu.’̇ vó.i z2 < z1; nếu nó quá nhȯ’ (tú.c
là Tru.̀o.ng ho.. p B) thu.’̇ vó.i z2 > z1. Khi d̄ã có các câ.n trên và du.́o.i (zu và zl tu.o.ng ú.ng) ta
có thê̇’ xác d̄i.nh z∗ bà̌ng cách thu.’̇ zk = (zu + zl)/2 và thay zu bà̌ng zk nếu xȧ’y ra Tru.̀o.ng
ho.. p A, hoǎ.c thay zl bà̌ng zk nếu xȧ’y ra Tru.̀o.ng ho.. p B. Do số các phép thu.’̇ tı̇’ lê. vó.i 1/η,
trong d̄ó 0 < η ¿ 1 là sai số cho tru.́o.c, và do mỗi là̂n thu.’̇ (xác d̄i.nh ma.ch d̄ô. dài âm hoǎ.c
t́ınh toán ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng) d̄òi hȯ’i n3 phép toán, nên t̀ım nghiê.m cu̇’a bài toán trên d̄òi
hȯ’i O[n3 log 1/η] phép toán.
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Chu.o.ng 4

CÂY

4.1 Mo.’̇ d̄à̂u

Cây là mô. t trong nhũ.ng khái niê.m quan tro.ng nhất cu̇’a lý thuyết d̄ò̂ thi., và thu.̀o.ng xuất
hiê.n trong nhũ.ng lãnh vu.. c ı́t có liên quan d̄ến d̄ò̂ thi..

Trong chu.o.ng này, tru.́o.c hết sẽ nghiên cú.u cây Huffman và nhũ.ng ú.ng du.ng cu̇’a nó
trong viê.c nén dũ. liê.u. Kế tiếp chúng ta xét tr̀ınh bày các thuâ. t toán t̀ım cây bao trùm, cây
bao trùm có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất khi các ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c gǎ́n vó.i các chi ph́ı (tro.ng
lu.o.. ng). Cây bao trùm nhȯ’ nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. có nhiè̂u ú.ng du.ng trong nhũ.ng tru.̀o.ng ho.. p các
d̄u.̀o.ng dẫn (ống dẫn ga, dây dẫn trong ma.ng d̄iê.n, v.v) d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ nối n d̄iê̇’m vó.i
nhau theo cách tốt nhất: tô̇’ng khoȧ’ng cách cu̇’a các d̄u.̀o.ng dẫn là nhȯ’ nhất. Nếu n d̄iê̇’m
d̄u.o.. c nối vó.i nhau trên mô.t mǎ.t phȧ̌’ng, ta có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i mô. t d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ trong d̄ó
các chi ph́ı ca.nh là khoȧ’ng cách giũ.a hai d̄iê̇’m tu.o.ng ú.ng. Khi d̄ó cây bao trùm vó.i tro.ng
lu.o.. ng nhȯ’ nhất sẽ cho ma.ng giao thông vó.i chi ph́ı ı́t nhất. Nếu có thê̇’ nối thêm ngoài n
d̄iê̇’m cho phép, ta có thê̇’ thâ.m ch́ı xây du.. ng d̄u.o.. c ma.ng vó.i ch́ı ph́ı rė’ ho.n và xác d̄i.nh nó
ch́ınh là giȧ’i quyết bài toán Steiner. Bài toán sau này sẽ d̄u.o.. c d̄è̂ câ.p o.’̇ phà̂n cuối chu.o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 4.1.1 Các d̄i.nh ngh̃ıa sau cu̇’a cây (vô hu.́o.ng) là tu.o.ng d̄u.o.ng:

1. D- ò̂ thi. liên thông có n d̄ı̇’nh và (n− 1) ca.nh.

2. D- ò̂ thi. liên thông không có chu tr̀ınh.

3. D- ò̂ thi. mà mo. i cǎ.p d̄ı̇’nh d̄u.o.. c nối vó.i nhau bo.’̇ i mô. t và chı̇’ mô. t dây chuyè̂n so. cấp.

4. D- ò̂ thi. liên thông và khi bó.t mô. t ca.nh bất kỳ th̀ı mất t́ınh liên thông.
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Hı̀nh 4.1 minh ho.a cây có bȧ’y d̄ı̇’nh và sáu ca.nh.
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Hı̀nh 4.1: Mô.t v́ı du. vè̂ cây.

Khái niê.m vè̂ cây nhu. mô.t thu.. c thê̇’ cu̇’a toán ho.c d̄u.o.. c d̄u.a ra là̂n d̄à̂u tiên bo.’̇ i
Kirchhoff [37] khi liên hê. vó.i d̄i.nh ngh̃ıa các ma.ch co. bȧ’n d̄u.o.. c su.’̇ du.ng trong phân t́ıch các
ma.ng d̄iê.n. Khoȧ’ng 10 nǎm sau d̄ó, mô. t cách d̄ô. c lâ.p, Cayley [11] d̄ã phát hiê.n la. i các cây
và nhũ.ng t́ıch chất cu̇’a nó khi nghiên cú.u các t́ınh chất hoá ho.c cu̇’a các chất d̄ò̂ng phân
cu̇’a hydrocarbon.

Cây có gốc (còn go. i là cây gia phȧ’) d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa tu.o.ng tu.. nhu. sau:

D- i.nh ngh̃ıa 4.1.2 Cây có gốc T là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng không ma.ch mà mo. i d̄ı̇’nh, ngoa. i trù.

mô. t d̄ı̇’nh (chȧ̌’ng ha.n v1), có bâ.c trong bǎ̀ng mô.t: bâ.c trong cu̇’a d̄ı̇’nh v1 (go. i là gốc cu̇’a cây)
bǎ̀ng không; nói cách khác, mo. i d̄ı̇’nh v ∈ T tò̂n ta. i duy nhất mô.t d̄u.̀o.ng d̄i tù. gốc d̄ến v.

Hı̀nh 4.2 minh ho.a mô.t d̄ò̂ thi. là cây có gốc vó.i d̄ı̇’nh v1 là gốc. Tù. d̄i.nh ngh̃ıa suy ra
rǎ̀ng cây có gốc n d̄ı̇’nh có (n− 1) cung và là d̄ò̂ thi. liên thông (khi bȯ’ qua hu.́o.ng trên các
cung).

Cà̂n chú ý rǎ̀ng, có thê̇’ d̄i.nh hu.́o.ng trên mô.t cây (vô hu.́o.ng) sao cho d̄ò̂ thi. thu d̄u.o.. c
là cây có gốc: Ta chı̇’ cà̂n cho.n mô.t d̄ı̇’nh tuỳ ý, chȧ̌’ng ha.n v1, làm gốc và d̄i.nh hu.́o.ng các
cung theo dây chuyè̂n tù. v1 d̄ến các d̄ı̇’nh treo. Ngu.o.. c la. i, nếu bȯ’ qua các hu.́o.ng trên cây
có gốc ta thu d̄u.o.. c mô.t cây.

Cây gia phȧ’ mà trong d̄ó mỗi ngu.̀o.i d̄àn ông biê̇’u thi. mô. t d̄ı̇’nh và các cung d̄u.o.. c vẽ
tù. các cha d̄ến các con cu̇’a ho. là mô. t v́ı du. quen thuô.c cu̇’a cây có gốc, gốc cu̇’a cây là ngu.̀o.i
d̄à̂u tiên trong dòng ho. mà có thê̇’ xác d̄i.nh d̄u.o.. c.
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Hı̀nh 4.2: Mô.t v́ı du. vè̂ cây có gốc.

4.2 Cây Huffman

Tiến tr̀ınh gán dãy các bit cho các ký hiê.u go. i là mã hoá. Trong phà̂n này chúng ta mô.t tȧ’

mô. t thuâ. t toán mã hoá rất quen thuô.c-thuâ. t toán mã hoá Huffman.

4.2.1 Các bô. mã “tốt”

Khi ta nói vè̂ mã hoá có ngh̃ıa là gán dãy các bit cho các phà̂n tu.’̇ cu̇’a mô. t bȧ’ng chũ. cái.
Tâ.p các chuỗi nhi. phân go. i là bô. mã và các phà̂n tu.’̇ cu̇’a chúng go. i là tù. mã. Mô.t bȧ’ng
chũ. cái là mô. t tâ.p ho.. p các ký hiê.u, go. i là các ký tu.. . Chȧ̌’ng ha.n, bȧ’ng chũ. cái su.’̇ du.ng
trong hà̂u hết các sách (tiếng Anh) gò̂m 26 ký tu.. thu.̀o.ng, 26 ký tu.. hoa, và các dấu ngǎ́t câu
(nhu. dấu phâ̇’y). Mã ASCII (viết tǎ́t cu̇’a các chũ. cái d̄à̂u tiên cu̇’a chuỗi American Standard
Code for Information Interchange cu̇’a ký tu.. A là 01000001, cu̇’a ký tu.. a là 01100001 và ký
tu.. , là 0011010. Chú ý rǎ̀ng trong mã ASCII số các bit su.’̇ du.ng d̄ê̇’ biê̇’u diẽ̂n các ký tu.. là
bǎ̀ng nhau. Mã nhu. vâ.y go. i là mã có d̄ô. dài cố d̄i.nh. Nếu ta muốn giȧ’m số các bit d̄òi hȯ’i
d̄ê̇’ biê̇’u diẽ̂n các thông báo khác nhau, ta cà̂n các chuỗi bit biê̇’u diẽ̂n ký tu.. có d̄ô. dài (nói
chung) không bǎ̀ng nhau. Nếu biê̇’u diẽ̂n các bit dài ho.n cho các ký tu.. thu.̀o.ng xuyên xuất
hiê.n và ngu.o.. c la. i, chúng ta có thê̇’, vè̂ trung b̀ınh, giȧ’m số bit biê̇’u diẽ̂n các ký hiê.u. Chȧ̌’ng
ha.n, mã Morse [31] su.’̇ du.ng các tù. mã ngǎ́n ho.n cho các ký tu.. xuất hiê.n thu.̀o.ng xuyên:
mã cu̇’a cu̇’a a là ·−, cu̇’a e là ·, trong khi cu̇’a z là −− · · · · , q là −− ·−, j là · − − − .

Tuy nhiên d̄ô. dài trung b̀ınh cu̇’a mã không phȧ’i là tiêu chuâ̇’n quan tro.ng khi thiết kế
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mô.t bô. mã “tốt”. Xét v́ı du. sau. Giȧ’ su.’̇ bȧ’ng chũ. cái gò̂m bốn ký tu.. a1, a2, a3, a4 vó.i các
xác suất xuất hiê.n tu.o.ng ú.ng là P (a1) = 1

2
, P (a2) = 1

4
, P (a3) = 1

8
, P (a4) = 1

8
. Entropy cu̇’a

mã nguò̂n này là 1.75 bit/ký hiê.u (xem [31] d̄ê̇’ có khái niê.m vè̂ entropy). Xét các bô. mã
trong nguò̂n này cho bo.’̇ i bȧ’ng sau

Các ký tu.. Mã C1 Mã C2 Mã C3 Mã C4

a1 1 1 1 1

a2 1 0 01 10

a3 0 11 001 100

a4 01 00 000 1000

D- ô. dài trung b̀ınh 1.125 1.125 1.75 1.875

D- ô. dài trung b̀ınh l cu̇’a mỗi mã xác d̄i.nh bo.’̇ i

l =
4∑

i=1

P (ai)n(ai) (bit/ký hiê.u),

trong d̄ó n(ai) là số các bit cu̇’a tù. mã ai.

Du.. a trên d̄ô. dài trung b̀ınh, mã C1 là tốt nhất. Tuy nhiên, các mã cà̂n phȧ’i có khȧ’

nǎng truyè̂n thông tin sao cho ngu.̀o.i nhâ.n có thê̇’ hiê̇’u d̄u.o.. c rõ ràng. Hiê̇’n nhiên mã C1

không có t́ınh chất này: Vı̀ cȧ’ hai ký hiê.u a1 và a2 d̄è̂u d̄u.o.. c gán là 1 nên khi nhâ.n d̄u.o.. c
thông tin là 1, ngu.̀o.i nhâ.n không thê̇’ phân biê.t d̄ó là ký hiê.u a1 hay a2. Chúng ta muốn
mỗi ký hiê.u d̄u.o.. c gán duy nhất mô.t tù. mã.

Mã C2 có các ký tu.. d̄u.o.. c gán các chuỗi bit khác nhau cho các ký tu.. . Tuy nhiên, giȧ’

su.’̇ mã hoá dãy a2a1a1 d̄u.o.. c 011 và gu.’̇ i d̄i chuỗi bit này. Ngu.̀o.i nhâ.n chuỗi 011 có mô. t số
cách giȧ’i mã: a2a1a1 hoǎ.c a2a3. D- iè̂u này có ngh̃ıa là mô. t dãy d̄u.o.. c mã hoá vó.i bô. mã C2

th̀ı dãy này có thê̇’ d̄u.o.. c giȧ’i mã không trùng vó.i thông báo ban d̄à̂u. Nói chung, d̄ây không
phȧ’i là d̄iè̂u chúng ta mong muốn khi thiết kế các bô. mã. Chúng ta muốn có t́ınh chất giȧ’i
mã duy nhất; tú.c là mo. i dãy các tù. mã chı̇’ có duy nhất mô. t cách giȧ’i mã. Có thê̇’ chú.ng
minh các mã C3 và C4 thoȧ’ mãn t́ınh chất này.

Mǎ.c dù viê.c kiê̇’m tra t́ınh duy nhất khi giȧ’i mã là khó, ta có thê̇’ chú.ng minh t́ınh
chất này cho bô. mã C3 du.. a trên thuô.c t́ınh cu̇’a bô. mã: không có tù. mã nào trong mã C3

là “tiè̂n tố” cu̇’a tù. mã khác. Bô. mã nhu. vâ.y go. i là mã tiè̂n tố. Mô.t cách d̄o.n giȧ’n d̄ê̇’ kiê̇’m
tra mô.t bô. mã có phȧ’i là tiè̂n tố hay không ta vẽ cây nhi. phân (mỗi d̄ı̇’nh có bâ.c ≤ 2) tu.o.ng
ú.ng vó.i bô. mã. Cây d̄u.o.. c vẽ xuất phát tù. mô. t nút d̄o.n (nút gốc) và mỗi nút trong có bâ.c
ngoài nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng hai. Mô.t trong hai nhánh con tu.o.ng ú.ng bit 1 và nhánh còn la. i
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tu.o.ng ú.ng bit 0. D- ê̇’ thuâ. t tiê.n, ta quy u.́o.c nhánh con bên phȧ’i tu.o.ng ú.ng 0 và nhánh con
bên trái tu.o.ng ú.ng 1. Theo cách này, các cây nhi. phân tu.o.ng ú.ng các mã C2, C3 và C4 cho
trong Hı̀nh 4.3. (D- ê̇’ d̄o.n giȧ’n, ta sẽ không vẽ các mũi tên trong các cây nhi. phân).
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Mã C4

Hı̀nh 4.3:

Chú ý rà̌ng ngoài nút gốc, cây nhi. phân có hai loa. i nút: các nút lá có bâ.c ngoài bǎ̀ng
không; và các nút trong có bâ.c ngoài khác không. Trong bô. mã tiè̂n tố, các tù. mã chı̇’ tu.o.ng
ú.ng các nút lá. Mã C4 không phȧ’i là mã tiè̂n tố do tò̂n ta. i tù. mã tu.o.ng ú.ng nút trong.
Duyê.t cây tù. gốc d̄ến các nút lá cho ta biê̇’u diẽ̂n chuỗi bit tu.o.ng ú.ng ký hiê.u. Mỗi nhánh
d̄óng góp mô.t bit vào tù. mã cu̇’a nó: bit 1 cho nhánh trái và bit 0 cho nhánh phȧ’i.

Mã tiè̂n tố luôn luôn d̄u.o.. c giȧ’i mã duy nhất nhu.ng ngu.o.. c la. i không d̄úng (chȧ̌’ng ha.n
mã C4). Tuy nhiên có thê̇’ chú.ng minh rǎ̀ng bô. mã có thê̇’ giȧ’i mã duy nhất tu.o.ng d̄u.o.ng
vó.i mã tiè̂n tố theo ngh̃ıa: số trung b̀ınh các bit biê̇’u diẽ̂n các ký hiê.u bà̌ng nhau.

4.2.2 Mã Huffman

Mã Huffman là mã tiè̂n tố và tối u.u vó.i các xác xuất cho tru.́o.c. Phu.o.ng pháp xây du.. ng
mã Huffman du.. a trên hai quan sát sau:

1. Trong mô.t bô. mã tốt u.u, các ký hiê.u xuất hiê.n thu.̀o.ng xuyên (có xác suất hay tà̂n số
xuất hiê.n ló.n) sẽ có các tù. mã ngǎ́n ho.n các ký hiê.u ı́t xuất hiê.n.

2. Trong mô.t bô. mã tốt u.u, hai ký hiê.u xuất hiê.n ı́t nhất sẽ có các tù. mã cùng d̄ô. dài.

D- ê̇’ xây du.. ng mã Huffman, chúng ta có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n qua cây nhi. phân mà các nút lá
tu.o.ng ú.ng các ký hiê.u. Duyê.t cây nhi. phân sẽ cho ta các tù. mã cu̇’a bô. mã: xuất phát tù.
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nút gốc và d̄i d̄ến các nút lá, thêm bit 1 vào tù. mã mỗi là̂n qua nhánh trái và bit 0 mỗi là̂n
qua nhánh phȧ’i. Vó.i cây trong Hı̀nh 4.4, ta có biê̇’u diẽ̂n các ký tu.. qua các tù. mã nhu. sau:

Ký tu.. Mã hoá

A 1

O 00

R 010

S 0110

T 0111
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Hı̀nh 4.4:

D- ê̇’ giȧ’i mã mô.t chuỗi bit, chúng ta bǎ́t d̄à̂u tù. gốc và di chuyê̇’n do.c theo cây cho d̄ến
khi gǎ.p ký tu.. : d̄i theo nhánh trái nếu d̄ó là bit 1, ngu.o.. c la. i d̄i theo nhánh phȧ’i. Chȧ̌’ng
ha.n, chuỗi bit

01010111

tu.o.ng ú.ng tù. RAT. Vó.i mô. t cây xác d̄i.nh mã Huffman nhu. Hı̀nh 4.4, chuỗi bit bất kỳ d̄u.o.. c
giȧ’i mã duy nhất mǎ.c dù các ký tu.. tu.o.ng ú.ng vó.i nhũ.ng chuỗi bit có d̄ô. dài thay d̄ô̇’i.

Huffman d̄ã chı̇’ ra thuâ. t toán xây du.. ng mã Huffman tù. bȧ’ng các tà̂n số xuất hiê.n cu̇’a
các ký tu.. nhu. sau:

Thuâ.t toán xây du.. ng mã Huffman

Xét chuỗi cà̂n mã hoá s tù. n ký tu.. vó.i n ≥ 2.

1. Xây du.. ng dãy tà̂n số fi, i = 1, 2, . . . , n, xuất hiê.n cu̇’a các ký tu.. trong chuỗi s.
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2. Nếu n = 2 (giȧ’ su.’̇ f1 ≤ f2), xuất cây nhu. trong Hı̀nh 4.5 và dù.ng.
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f1 f2

1 0

•

•

•

Hı̀nh 4.5:

3. Giȧ’ su.’̇ f và f ′ là hai tà̂n số nhȯ’ nhất và f ≤ f ′. Ta.o mô.t danh sách tà̂n số mó.i bà̌ng
cách thay f và f ′ bo.’̇ i f + f ′. Go. i thuâ. t toán này su.’̇ du.ng danh sách tà̂n số mó.i d̄ê̇’ ta.o
cây T ′. Thay d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn f + f ′ d̄ê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c cây T trong Hı̀nh 4.6. Xuất T.
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•

Hı̀nh 4.6:

Vı́ du. 4.2.1 Cho bȧ’ng tà̂n số

Ký tu.. tà̂n số

A 2

B 3

C 7

D 8

E 12

Khi d̄ó cây Huffman tu.o.ng ú.ng cho trong Hı̀nh 4.7.

4.3 Cây bao trùm

Chúng ta d̄ã nghiên cú.u riêng biê.t các t́ınh chất cu̇’a mô.t cây, trong mu. c này chúng ta sẽ
nghiên cú.u cây khi gǎ́n nó nhu. mô.t d̄ò̂ thi. con cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. khác. Chúng ta biết rà̌ng
cho d̄ò̂ thi. có m ca.nh, có thê̇’ xây du.. ng d̄u.o.. c 2m d̄ò̂ thi. con khác nhau; rõ ràng là trong số
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Hı̀nh 4.7:

d̄ó có mô. t vài d̄ò̂ thi. con là mô. t cây. Chúng ta quan tâm d̄ến mô.t loa. i cây d̄ǎ. c biê.t: “cây
bao trùm”. Khái niê.m cây bao trùm là̂n d̄à̂u tiên d̄u.o.. c su.’̇ du.ng và phát triê̇’n lý thuyết vè̂
cây bo.’̇ i nhà vâ. t lý ngu.̀o.i D- ú.c Kirchoff nǎm 1847. Kirchoff d̄ã su.’̇ du.ng cây bao trùm nhǎ̀m
giȧ’i hê. các phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh d̄ê̇’ xác d̄i.nh cu.̀o.ng d̄ô. dòng d̄iê.n trong mỗi nhánh và
xung quanh ma.ch cu̇’a mô.t ma.ng d̄iê.n.

Vı́ du. 4.3.1 D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 4.8(a) có cây bao trùm trong Hı̀nh 4.8(b).
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Hı̀nh 4.8:

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.2 Cây T d̄u.o.. c go. i là cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi. liên thông G nếu T là d̄ò̂
thi. con cu̇’a G và T chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G.

D- i.nh lý 4.3.3 D- ò̂ thi. G = (V,E) có d̄ò̂ thi. bô. phâ. n là mô. t cây nếu và chı̇’ nếu G liên
thông. Nói cách khác, cho tru.́o.c mô. t d̄ò̂ thi. liên thông và có n d̄ı̇’nh, bao giò. ta cũng có thê̇’

bȯ’ d̄i mô. t số ca. nh cu̇’a G d̄ê̇’ d̄u.o.. c mô. t cây chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G (cây có n d̄ı̇’nh).
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Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Nếu G liên thông th̀ı ta thu.’̇ t̀ım xem có ca.nh nào mà khi xóa
d̄i không làm cho d̄ò̂ thi. mất t́ınh liên thông không. Nếu không có mô. t ca.nh nào nhu. vâ.y
th̀ı G là mô. t cây; nếu có mô. t ca.nh nhu. vâ.y th̀ı xóa nó d̄i, và ta la. i d̄i t̀ım mô.t ca.nh mó.i d̄ê̇’

xóa... Cho tó.i khi không thê̇’ xóa mô.t ca.nh nào d̄u.o.. c nũ.a th̀ı ta có mô. t cây mà tâ.p ho.. p các
d̄ı̇’nh cu̇’a nó d̄úng bǎ̀ng V.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Giȧ’ su.’̇ a, b là hai d̄ı̇’nh trong G và do d̄ó thuô.c cây bao trùm T cu̇’a G. Khi
d̄ó tò̂n ta. i dây chuyè̂n µ trong T tù. a d̄ến b. Suy ra µ cũng thuô.c G. Vâ.y G liên thông. /

Chúng ta sẽ su.’̇ du.ng thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô. ng d̄ê̇’ xây du.. ng cây bao trùm
cu̇’a d̄ò̂ thi. liên thông.

4.3.1 Thuâ.t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng xác d̄i.nh cây bao trùm

Trong thuâ. t toán này, S ký hiê.u là mô. t dãy.

Nhâ.p: D- ò̂ thi. liên thông G := (V,E) vó.i các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c d̄ánh số thú. tu..

v1, v2, . . . , vn.

Xuất: Cây bao trùm T.

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t S := [v1] và T là d̄ò̂ thi. gò̂m d̄ı̇’nh v1 và không có ca.nh. Ký hiê.u v1 là
d̄ı̇’nh gốc.

2. [Thêm ca.nh] Vó.i mỗi x ∈ S, theo thú. tu.. , thêm ca.nh (x, y) ∈ E và d̄ı̇’nh y (theo thú.

tu.. ) vào T nếu T ∪ (x, y) không ta.o thành chu tr̀ınh. Nếu không có ca.nh nhu. vâ.y,
dù.ng. T là cây bao trùm.

3. [Câ.p nhâ. t S] Thay S bo.’̇ i con (trong T ) cu̇’a S theo thú. tu.. . Chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

D- ê̇’ t̀ım cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi. liên thông ta còn có thê̇’ dùng thuâ. t toán t̀ım kiếm
theo chiè̂u sâu (còn go. i là quay lui) nhu. sau:

4.3.2 Thuâ.t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu xác d̄i.nh cây bao trùm

Nhâ.p: D- ò̂ thi. liên thông G := (V,E) vó.i các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c d̄ánh số thú. tu..

v1, v2, . . . , vn.

Xuất: Cây bao trùm T.
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1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t w := v1 và T là d̄ò̂ thi. gò̂m d̄ı̇’nh v1 và không có ca.nh. Ký hiê.u v1 là
d̄ı̇’nh gốc.

2. [Thêm ca.nh] Cho.n ca.nh (w, vk) vó.i chı̇’ số k nhȯ’ nhất sao cho viê.c thêm ca.nh này vào
T không ta.o ra chu tr̀ınh. Nếu không tò̂n ta. i, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 3. Ngu.o.. c la. i, thêm
ca.nh (w, vk) và d̄ı̇’nh vk vào T ; d̄ǎ. t w := vk và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

3. [Kết thúc?] Nếu w = v1, thuâ. t toán dù.ng, T là cây bao trùm.

4. [Quay lui] D- ǎ. t x là cha cu̇’a w (trong T ); gán w := x và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

Vı́ du. 4.3.4 D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 4.9(a) có các cây bao trùm, Hı̀nh 4.9(b) và 4.9(c), d̄u.o.. c
xây du.. ng theo các thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng và chiè̂u sâu tu.o.ng ú.ng.
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Hı̀nh 4.9: (a) D- ò̂ thi. G. (b) Cây bao trùm sinh bo.’̇ i thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng. (c)
Cây bao trùm sinh bo.’̇ i thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu.

4.3.3 T̀ım cây bao trùm du.. a trên hai mȧ’ng tuyến t́ınh

D- ê̇’ cài d̄ǎ. t các thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u rô.ng và chiè̂u sâu trên d̄ò̂ thi. liên thông G
t̀ım cây bao trùm T ta có thê̇’ dùng cấu trúc dũ. liê.u ma trâ.n kè̂ hay cȧ’i biên, mȧ’ng các danh
sách kè̂ Vout[]. Tuy nhiên, trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i hai mȧ’ng tuyến t́ınh
α và β th̀ı cách tiếp câ.n sau sẽ hiê.u quȧ’ ho.n. Ngoài ra, phu.o.ng pháp sau này cũng cho ta
mô.t “rù.ng” (tâ.p các cây bao trùm) chú.a (n − p) ca.nh trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có p > 1
thành phà̂n liên thông. Hiê̇’n nhiên, vó.i nhũ.ng thuâ. t toán xây du.. ng cây bao trùm ta có thê̇’

kiê̇’m tra d̄ò̂ thi. có liên thông hay không, và nếu nó không liên thông th̀ı có thê̇’ xác d̄i.nh các
thành phà̂n liên thông. Nếu mǎ.t khác, d̄ò̂ thi. có tro.ng số th̀ı chúng ta có thê̇’ t̀ım cây bao
trùm có tô̇’ng tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất (xem Phà̂n 4.4). Ho.n nũ.a chúng ta cũng có thê̇’ xây
du.. ng hê. các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p du.. a trên cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi. nhu. trong Phà̂n 4.3.4.
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Xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G không có khuyên n d̄ı̇’nh và m ca.nh. Các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán
nhãn v1, v2, . . . , vn, và d̄ò̂ thi. xác d̄i.nh bo.’̇ i hai mȧ’ng tuyến t́ınh α, β, trong d̄ó αi và βi, i =
1, 2, . . . , m, là các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c liên thuô.c bo.’̇ i ca.nh ei.

Mỗi bu.́o.c lǎ.p cu̇’a thuâ. t toán, mô. t ca.nh mó.i d̄u.o.. c d̄u.a vào kiê̇’m tra d̄ê̇’ xác d̄i.nh các
d̄ı̇’nh cu̇’a ca.nh d̄ó có xuất hiê.n trong cây nào d̄ó (d̄ã d̄u.o.. c thiết lâ.p o.’̇ bu.́o.c tru.́o.c; bu.́o.c

d̄à̂u tiên chúng ta chu.a có cây bao trùm nào). O
.’̇ bu.́o.c thú. i, 1 ≤ i ≤ m, khi kiê̇’m tra ca.nh

(αi, βi) có nǎm tru.̀o.ng ho.. p xȧ’y ra:

1. Nếu cȧ’ hai d̄ı̇’nh không nà̌m trong bất cú. mô. t cây nào d̄ã d̄u.o.. c xây du.. ng o.’̇ (i − 1)
bu.́o.c tru.́o.c, khi d̄ó các d̄ı̇’nh αi, βi d̄u.o.. c gán số thành phà̂n liên thông là số c, sau d̄ó
tǎng c lên mô.t d̄o.n vi..

2. Nếu αi thuô.c cây Tj còn βi thuô.c cây Tk (j, k = 1, . . . , c và j < k), ca.nh thú. i d̄u.o.. c
su.’̇ du.ng d̄ê̇’ nối hai cây này; do d̄ó, mo. i d̄ı̇’nh trong cây Tk d̄u.o.. c gán là số thành phà̂n
liên thông cu̇’a Tj. Giá tri. c giȧ’m mô.t d̄o.n vi..

3. Nếu cȧ’ hai d̄ı̇’nh cùng nà̌m trong mô.t cây, th̀ı ca.nh (αi, βi) cùng vó.i mô. t số ca.nh khác
cu̇’a cây sẽ ta.o thành mô.t chu tr̀ınh và do d̄ó không xu.’̇ lý tru.̀o.ng ho.. p này.

4. Nếu d̄ı̇’nh αi thuô.c cây Tj còn βi không thuô.c cây nào, khi d̄ó ca.nh (αi, βi) d̄u.o.. c thêm
vào cây Tj bà̌ng cách gán số thành phà̂n liên thông cu̇’a Tj cho d̄ı̇’nh βi.

5. Nếu d̄ı̇’nh βi thuô.c cây Tk còn αi không thuô.c cây nào, khi d̄ó ca.nh (αi, βi) d̄u.o.. c thêm
vào cây Tk bà̌ng cách gán số thành phà̂n liên thông cu̇’a Tk cho d̄ı̇’nh αi.

D- ê̇’ thu.. c hiê.n viê.c kiê̇’m tra các d̄ı̇’nh cuối cu̇’a mô.t ca.nh d̄u.o.. c khȧ’o sát có xuất hiê.n
trong cây nào không, chúng ta xây du.. ng mô.t mȧ’ng tuyến t́ınh n phà̂n tu.’̇ Vertex[]. Khi mô.t
ca.nh (vi, vj) nǎ̀m trong cây thú. c th̀ı các phà̂n tu.’̇ thú. i và j cu̇’a mȧ’ng này d̄u.o.. c d̄ǎ. t là c.

Trong các quá tr̀ınh xu.’̇ lý kế sau, khi mô.t ca.nh khác (αi, βi) d̄u.o.. c d̄u.a vào kiê̇’m tra,
chúng ta chı̇’ cà̂n kiê̇’m tra các phà̂n tu.’̇ thú. αi và βi trong mȧ’ng Vertex[] có khác 0 không.
Phà̂n tu.’̇ thú. q trong mȧ’ng Vertex[] bǎ̀ng 0 chı̇’ ra rà̌ng d̄ı̇’nh thú. q này không nǎ̀m trong bất
cú. cây nào. Kết thúc chu.o.ng tr̀ınh, mȧ’ng Vertex[] cho chúng ta biết các thành phà̂n liên
thông cu̇’a d̄ò̂ thi. G.

Nhâ.n xét rǎ̀ng, cây không chı̇’ d̄u.o.. c mô tȧ’ bo.’̇ i tâ.p các d̄ı̇’nh. Bo.’̇ i vâ.y, chúng ta cà̂n có
mô. t mȧ’ng các ca.nh d̄ê̇’ xuất dũ. liê.u. D- ǎ. t mȧ’ng này là Edge[]. Nếu ca.nh thú. i nà̌m trong
cây thú. c, ta có Edge[k] = c; ngu.o.. c la. i, nó d̄u.o.. c d̄ǎ. t bà̌ng 0. Tất cȧ’ các phà̂n tu.’̇ 0 trong
mȧ’ng này tu.o.ng ú.ng vó.i các khuyên cô lâ.p (tú.c là các ca.nh không nà̌m trong bất cú. cây
bao trùm hay rù.ng nào). Mȧ’ng này cùng vó.i các mȧ’ng α và β, xác d̄i.nh duy nhất cây bao
trùm (hoǎ.c rù.ng) d̄u.o.. c sinh bo.’̇ i thuâ. t toán này.
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Trong thuâ. t toán này, vòng lǎ.p ch́ınh thu.. c hiê.n m là̂n. Thò.i gian d̄òi hȯ’i d̄ê̇’ kiê̇’m tra
các d̄ı̇’nh có xuất hiê.n trong cây hay không là hǎ̀ng số-không phu. thuô.c vào n và m. Do d̄ó
thò.i gian thu.. c hiê.n thuâ. t toán tı̇’ lê. vó.i m1. Trong tru.̀o.ng ho.. p m À n, ta có thê̇’ giȧ’m thò.i
gian thu.. c hiê.n bà̌ng cách lu.u trũ. mô. t biến d̄ếm số các ca.nh d̄u.o.. c d̄ǎ. t vào cây. Khi biến
này d̄a.t giá tri. (n− 1) chu.o.ng tr̀ınh sẽ kết thúc (nếu d̄ò̂ thi. liên thông; trái la. i ta cà̂n kiê̇’m
tra mo. i ca.nh).

Thu̇’ tu. c sau minh ho.a thuâ. t toán t̀ım cây bao trùm du.. a trên hai mȧ’ng tuyến t́ınh α[]
và β[] :

void SpaningTree()

{

byte i, j, Tempt, Count = 0;

byte Vertex[MaxVertices], Edge[MaxEdges];

for (j = 1; j <= NumVertices; j++) Vertex[j] = 0;

for (i = 1; i <= NumEdges; i++) Edge[i] = 0;

for (i = 1; i <= NumEdges; i++)

{

if (Vertex[alpha[i]] == 0)

{

if (Vertex[beta[i]] == 0)

{

Count++;

Edge[i] = Count;

Vertex[alpha[i]] = Count;

Vertex[beta[i]] = Count;

}

else

{

Edge[i] = Vertex[beta[i]];

Vertex[alpha[i]] = Vertex[beta[i]];

}

}

else

{

if (Vertex[beta[i]] == 0)

{

1Thò.i gian d̄òi hȯ’i d̄ê̇’ trô.n hai cây Ti và Tj d̄u.o.. c thu.. c hiê.n trong ngôn ngũ. C không phu. thuô.c vào n.
Tuy nhiên, có nhũ.ng thuâ. t toán trô.n rất hiê.u quȧ’ cho phép thu.. c hiê.n tiến tr̀ınh này.
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Edge[i] = Vertex[alpha[i]];

Vertex[beta[i]] = Vertex[alpha[i]];

}

else if (Vertex[alpha[i]] != Vertex[beta[i]])

{

Edge[i] = Vertex[alpha[i]];

Tempt = Vertex[beta[i]];

for (j = 1; j <= NumEdges; j++)

{

if (Vertex[beta[j]] == Tempt)

{

Vertex[alpha[j]] = Vertex[alpha[i]];

Vertex[beta[j]] = Vertex[alpha[i]];

}

if (Vertex[beta[j]] == Count)

{

Vertex[alpha[j]] = Tempt;

Vertex[beta[j]] = Tempt;

}

}

Edge[Count] = Tempt;

Count--;

}

}

}

printf("So thanh phan lien thong la %d ", Count);

for (j = 1; j <= Count; j++)

{

printf(" \n Cay bao trum thu %d gom cac canh ", j);

for (i = 1; i <= NumEdges; i++)

if (Edge[i] == j) printf(" %d %d ", alpha[i], beta[i]);

}

}
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4.3.4 Thuâ.t toán t̀ım tất cȧ’ các cây bao trùm

Viê.c phân t́ıch các ma.ch d̄iê.n vè̂ co. bȧ’n có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán t̀ım tất cȧ’ các cây bao trùm
cu̇’a d̄ò̂ thi. (xem [19]). Do tà̂m quan tro.ng cu̇’a nó, có nhiè̂u thuâ. t toán khác nhau giȧ’i quyết
bài toán này. Mô.t trong nhũ.ng phu.o.ng pháp là hoán d̄ô̇’i các chu tr̀ınh nhu. sau: Xuất phát
tù. mô. t cây bao trùm T nào d̄ó. Vó.i mỗi ca.nh không nǎ̀m trên cây T, khi thêm vào cây này
sẽ ta.o ra duy nhất mô.t chu tr̀ınh. Xóa bȯ’ mô. t ca.nh bất kỳ trong chu tr̀ınh này sẽ cho ta
mô.t cây bao trùm mó.i.

Do số các cây bao trùm là rất ló.n thâ.m ch́ı cȧ’ vó.i nhũ.ng d̄ò̂ thi. nhȯ’, t́ınh hiê.u quȧ’

cu̇’a nhũ.ng thuâ. t toán giȧ’i quyết bài toán rất quan tro.ng (xem [14]). Mô.t tô̇’ng quan cu̇’a các
phu.o.ng pháp này là mô. t luâ.n án tiến s̃ı cu̇’a Chase [12]. Chase d̄ã chı̇’ ra rà̌ng thuâ. t toán
d̄u.a ra bo.’̇ i Minty có hiê.u quȧ’ nhất: liên tiếp thu go.n d̄ò̂ thi. bà̌ng các phép toán xoá mô.t
ca.nh và ho.. p nhất các d̄ı̇’nh d̄à̂u cuối cu̇’a nó. Tù. các cây bao trùm cu̇’a các d̄ò̂ thi. thu go.n
(mà nhȯ’ ho.n rất nhiè̂u) ta có thê̇’ du.. ng d̄u.o.. c tất cȧ’ các cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi. ban d̄à̂u.
D- ê̇’ bȧ’o d̄ȧ’m thuâ. t toán kết thúc, các d̄ò̂ thi. có ḱıch thu.́o.c du.́o.i mô. t ngu.̃o.ng cho tru.́o.c sẽ
không d̄u.o.. c thu go.n thêm; thay vào d̄ó là các cây bao trùm cu̇’a chúng d̄u.o.. c suy ra.

4.3.5 Hê. co. so.’̇ cu̇’a các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p

Nhǎ́c la. i rǎ̀ng chu số cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G có n d̄ı̇’nh, m ca.nh, p thành phà̂n liên thông
bǎ̀ng c(G) = m − n + p−ch́ınh là số cu.. c d̄a. i các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p. Phà̂n du.́o.i d̄ây ta xây
du.. ng thuâ. t toán t̀ım hê. co. so.’̇ cu̇’a các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p du.. a trên cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi..
Không giȧ’m tô̇’ng quát, có thê̇’ giȧ’ thiết d̄ò̂ thi. G liên thông, v̀ı trong tru.̀o.ng ho.. p trái la. i,
th̀ı ta xét tù.ng thành phà̂n liên thông. Ý tu.o.’̇ ng o.’̇ d̄ây là

1. Xây du.. ng cây bao trùm T := (V,ET ).

2. Giȧ’ su.’̇ e1, e2, . . . , em−n+1 là các ca.nh cu̇’a E mà không thuô.c cây T. Khi thêm mô.t ca.nh
bất kỳ trong các ca.nh này, chȧ̌’ng ha.n ca.nh ek, vào cây T ta d̄u.o.. c mô.t và chı̇’ mô. t chu
tr̀ınh µk. Các chu tr̀ınh µ1, µ2, . . . , µm−n+1 là d̄ô. c lâ.p v̀ı mỗi chu tr̀ınh chú.a mô.t ca.nh
không thuô.c các chu tr̀ınh kia; mǎ. t khác ta có (m− n + 1) = c(G) chu tr̀ınh nhu. vâ.y,
nên ta d̄ã xác d̄i.nh d̄u.o.. c hê. co. so.’̇ cu̇’a các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p.

Nhu. vâ.y bài toán d̄u.a vè̂ t̀ım các chu tr̀ınh µk khi thêm ca.nh ek vào cây T. Trong khi
kiê̇’m tra ca.nh ek = (αk, βk) trong thuâ. t toán 4.3.3, nếu d̄iè̂u kiê.n 3 d̄úng (tú.c là cȧ’ hai d̄ı̇’nh
αk và βk xuất hiê.n trong cùng cây Ti) th̀ı thay cho viê.c loa. i bȯ’ ca.nh này chúng ta cà̂n t̀ım
các ca.nh trong Ti mà ta.o thành dây chuyè̂n giũ.a hai d̄ı̇’nh αk và βk. Dây chuyè̂n này cùng
vó.i ca.nh (αk, βk) ta.o thành mô.t chu tr̀ınh co. bȧ’n. Vấn d̄è̂ ch́ınh o.’̇ d̄ây là t̀ım dây chuyè̂n
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này. Có nhiè̂u phu.o.ng pháp hiê.u quȧ’ giȧ’i quyết bài toán, trong số d̄ó thuâ. t toán cu̇’a Paton
[50] là hiê.u quȧ’ nhất.

Thuâ.t toán Paton t̀ım hê. co. so.’̇ cu̇’a các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p

Chúng ta cũng sẽ kiê̇’m tra mỗi ca.nh có ta.o thành chu tr̀ınh vó.i nhũ.ng ca.nh trong cây d̄u.o.. c
xây du.. ng trong quá tr̀ınh thu.. c hiê.n thuâ. t toán, nhu.ng thay viê.c lấy các ca.nh theo thú. tu..
tuỳ ý (nhu. trong Thuâ. t toán 4.3.3), ta cho.n mô.t d̄ı̇’nh z và kiê̇’m tra các ca.nh liên thuô.c vó.i
nó. (D- ı̇’nh z là d̄ı̇’nh vù.a d̄u.o.. c thêm vào cây). D- ê̇’ d̄o.n giȧ’n, ta sẽ su.’̇ du.ng ma trâ.n kè̂ A biê̇’u
diẽ̂n d̄ò̂ thi.. Ký hiê.u T là tâ.p hiê.n hành các d̄ı̇’nh trong cây d̄u.o.. c xây du.. ng o.’̇ bu.́o.c nào d̄ó
và W là tâ.p các d̄ı̇’nh chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra (tú.c là nhũ.ng d̄ı̇’nh thuô.c T hoǎ.c không nhu.ng
có ı́t nhất mô. t ca.nh liên thuô.c vó.i nó chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra).

Chúng ta kho.’̇ i d̄à̂u thuâ. t toán bà̌ng cách d̄ǎ. t T = {v1} và W = V. D- ı̇’nh v1 sẽ là gốc
cu̇’a cây. Sau quá tr̀ınh kho.’̇ i ta.o, thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

1. Nếu T ∩W = ∅ thuâ. t toán dù.ng.

2. Nếu T ∩W 6= ∅ cho.n d̄ı̇’nh z ∈ T ∩W.

3. Kiê̇’m tra z bà̌ng cách xét mỗi ca.nh liên thuô.c vó.i nó. Nếu không có ca.nh nào, khu.’̇ z
tù. W và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 1.

4. Nếu tò̂n ta. i ca.nh (z, p) ∈ E kiê̇’m tra z có thuô.c T không.

5. Nếu p ∈ T t̀ım chu tr̀ınh co. bȧ’n gò̂m ca.nh (z, p) và mô. t dây chuyè̂n (duy nhất) tù.

z d̄ến p trong cây d̄ang d̄u.o.. c xây du.. ng. Xoá ca.nh (z, p) khȯ’i d̄ò̂ thi. và chuyê̇’n sang
Bu.́o.c 3.

6. Nếu p /∈ T thêm ca.nh (z, p) vào cây và d̄ı̇’nh p vào T. Xoá ca.nh (z, p) khȯ’i d̄ò̂ thi. và
chuyê̇’n sang Bu.́o.c 3.

Nhu. d̄ã d̄è̂ câ.p, vấn d̄è̂ co. bȧ’n là Bu.́o.c 5. Chúng ta phȧ’i t̀ım dây chuyè̂n tù. z d̄ến p
nhu. thế nào? Thu̇’ tu. c sau sẽ trȧ’ lò.i câu hȯ’i này.

Chúng ta su.’̇ du.ng mô.t ngân xếp (stack) TW = T ∩W d̄ê̇’ lu.u trũ. các d̄ı̇’nh trong cây
nhu.ng chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra. D- ı̇’nh d̄u.o.. c thêm gà̂n d̄ây nhất vào cây sẽ d̄u.o.. c chèn vào d̄à̂u
ngân xếp. Mỗi là̂n mô.t d̄ı̇’nh d̄u.o.. c kiê̇’m tra d̄u.o.. c lấy ra khȯ’i tù. d̄ı̇’nh cu̇’a ngân xếp. Ta su.’̇

du.ng thêm hai mȧ’ng tuyến t́ınh d̄ô. dài n : mȧ’ng l[j] là khoȧ’ng cách tù. gốc v1 d̄ến d̄ı̇’nh vj

trong cây bao trùm; và Pred[j] là d̄ı̇’nh vi sao cho ca.nh (vi, vj) là mô. t ca.nh trong cây vó.i
vi gà̂n gốc ho.n vj. Nói cách khác, Pred[j] là d̄ı̇’nh liè̂n tru.́o.c d̄ı̇’nh vj trong dây chuyè̂n tù.
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v1 d̄ến vJ . Nhãn l[J ] = −1 nếu và chı̇’ nếu d̄ı̇’nh vj không thuô.c tâ.p T. Kho.’̇ i ta.o l[1] = 0 và
l[j] = −1 vó.i mo. i j = 2, 3, . . . , n.

Trong Bu.́o.c 5, khi xét d̄ı̇’nh z và ca.nh (z, p) d̄u.o.. c t̀ım thấy vó.i p ∈ T. D- ê̇’ xác d̄i.nh chu
tr̀ınh co. bȧ’n sinh bo.’̇ i ca.nh (z, p) chúng ta là̂n theo dây chuyè̂n tù. z d̄ến p trong cây bà̌ng
cách t̀ım liên tiếp các “tiè̂n bối” Pred[z], Pred[Prede[z]], . . . cho d̄ến khi chúng ta bǎ́t gǎ.p
Pred[p]-tiè̂n bối cu̇’a p. Nói cách khác, nhu. chı̇’ ra trong Hı̀nh ??, chu tr̀ınh co. bȧ’n d̄u.o.. c ta.o
ra là

z, Pred[z], Pred[Pred[z]], . . . , Pred[p], p, z.

Cà̂n chú ý rǎ̀ng tiè̂n bối Pred[k] cu̇’a mo. i d̄ı̇’nh k ∈ T là mô. t d̄ı̇’nh mà hoǎ.c d̄ã d̄u.o.. c
kiê̇’m tra hoǎ.c d̄ang d̄u.o.. c kiê̇’m tra. Tú.c là, nếu k ∈ T ∩W th̀ı

Pred[k] /∈ W nhu.ng Pred[k] ∈ T.

Thu̇’ tu. c FundamentalCircuits() minh ho.a các bu.́o.c d̄ã tr̀ınh bày o.’̇ trên.

Thò.i gian thu.. c hiê.n cu̇’a thuâ. t toán bi. chǎ.n trên bo.’̇ i nν trong d̄ó giá tri. thu.. c ν ∈ [2, 3]
phu. thuô.c vào cấu trúc cu̇’a d̄ò̂ thi. cũng nhu. cách d̄ánh nhãn các d̄ı̇’nh [50].

Mǎ.c dù d̄ê̇’ d̄o.n giȧ’n chúng ta d̄ã giȧ’ su.’̇ G liên thông, tuy nhiên thuâ. t toán có thê̇’

dẽ̂ dàng cȧ’i biên cho tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát. D- à̂u tiên, thuâ. t toán sẽ ta.o ra tất cȧ’ các chu
tr̀ınh co. bȧ’n trong thành phà̂n liên thông chú.a d̄ı̇’nh xuất phát v1. Sau d̄ó ta cho.n d̄ı̇’nh y
mà l[y] = −1 và bǎ́t d̄à̂u vó.i y là gốc cu̇’a cây bao trùm thú. hai. Thuâ. t toán lǎ.p la. i cho d̄ến
khi tất cȧ’ các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn l khác −1.

4.4 Cây bao trùm tối thiê̇’u

D- i.nh ngh̃ıa 4.4.1 Giȧ’ su.’̇ G là d̄ò̂ thi. có tro.ng số. Cây bao trùm tối thiê̇’u cu̇’a G là mô. t
cây bao trùm cu̇’a G vó.i tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất.

Bài toán này rất hay gǎ.p trong thông tin liên la.c và trong các ngành khác. Chȧ̌’ng ha.n
ta d̄ǎ. t câu hȯ’i nhu. sau: d̄ô. dài dây d̄iê.n ngǎ́n nhất cà̂n thiết d̄ê̇’ nối n thành phố d̄ã d̄i.nh
là bao nhiêu? Khi d̄ó coi các thành phố là các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. và w(a, b) là khoȧ’ng cách
t́ınh bǎ̀ng km giũ.a các thành phố a và b. Ma.ng dây d̄iê.n cà̂n phȧ’i liên thông, và v̀ı d̄ô. dài

dây d̄iê.n cà̂n ngǎ́n nhất nên nó không có chu tr̀ınh: vâ.y ma.ng d̄ó là mô. t cây. O
.’̇ d̄ây ta cà̂n

t̀ım mô.t cây “tối thiê̇’u” có thê̇’ d̄u.o.. c và là mô. t d̄ò̂ thi. bô. phâ.n cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có n d̄ı̇’nh.
Mô.t ú.ng du.ng gián tiếp: bài toán t̀ım cây bao trùm tối thiê̇’u là bu.́o.c trung gian trong viê.c
t̀ım lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán ngu.̀o.i du li.ch-mô.t bài toán thu.̀o.ng xuất hiê.n trong thu.. c tế.
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Cà̂n chú ý rǎ̀ng, cây bao trùm tối thiê̇’u cu̇’a d̄ò̂ thi. không liên quan d̄ến cây sinh bo.’̇ i
tất cȧ’ các dây chuyè̂n ngǎ́n nhất tù. mô. t d̄ı̇’nh cho tru.́o.c. Do d̄ó, d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 4.10(a),
vó.i các số trên các ca.nh tu.o.ng ú.ng các tro.ng lu.o.. ng ca.nh, cây sinh ra bo.’̇ i d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n
nhất tù. d̄ı̇’nh cho tru.́o.c, chȧ̌’ng ha.n v1, trong Hı̀nh 4.10(b); ngu.o.. c la. i, cây bao trùm tối thiê̇’u
cho trong Hı̀nh 4.10(c).
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(c)

Hı̀nh 4.10: (a) D- ò̂ thi. G. (b) Cây sinh bo.’̇ i d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất xuất phát tù. v1. (c) Cây bao
trùm nhȯ’ nhất.

T̀ım cây bao trùm tối thiê̇’u là mô. t trong nhũ.ng bài toán cu̇’a lý thuyết d̄ò̂ thi. có thê̇’

giȧ’i quyết triê.t d̄ê̇’. Do d̄ó, d̄ǎ. t Ti và Tj là hai cây con d̄u.o.. c ta.o ra trong quá tr̀ınh xây du.. ng
cây bao trùm tối thiê̇’u. Nếu Ti d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ biê̇’u diẽ̂n tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a cây con th̀ı ∆ij

có thê̇’ d̄i.nh ngh̃ıa là khoȧ’ng cách ngǎ́n nhất tù. mô. t d̄ı̇’nh trong Ti d̄ến mô.t d̄ı̇’nh trong Tj;
tú.c là

∆ij := min
vi∈Ti

[min
vj∈Tj

{w(vi, vj)}], i 6= j. (4.1)

Khi d̄ó, dẽ̂ dàng chú.ng minh rǎ̀ng lǎ.p la. i phép toán sau sẽ cho ta cây bao trùm tối
thiê̇’u:

Phép toán I. Vó.i cây con Ts nào d̄ó, t̀ım cây con Tj∗ sao cho ∆sj∗ = minTj
[∆sj], và d̄ǎ. t

(vs, vj∗) là ca.nh tu.o.ng ú.ng giá tri. ∆sj∗ trong (4.1) d̄a. t d̄u.o.. c. Khi d̄ó (vs, vj∗) thuô.c
cây bao trùm tối thiê̇’u và có thê̇’ d̄u.o.. c thêm vào vó.i các ca.nh khác trong quá tr̀ınh
lǎ.p d̄ê̇’ ta.o ra cây bao trùm tối thiê̇’u.

Thâ. t vâ.y, giȧ’ su.’̇ các ca.nh trong các cây con o.’̇ bu.́o.c k nào d̄ó thuô.c cây bao trùm tối
thiê̇’u Tm o.’̇ bu.́o.c cuối cùng. Giȧ’ su.’̇ ca.nh (vs, vj∗) d̄u.o.. c cho.n nhu. trên không thuô.c cây bao

115



http://www.ebook.edu.vn

trùm tối thiê̇’u Tm. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, cây con Ts o.’̇ bu.́o.c cuối cùng d̄u.o.. c nối vó.i cây con khác
nào d̄ó bǎ̀ng ca.nh (vi, vj) trong d̄ó vi ∈ Ts và vj /∈ Ts và ngoài ra Ts phȧ’i chú.a trong cây
bao trùm tối thiê̇’u Tm. Xoá ca.nh (vi, vj) khȯ’i cây Tm sẽ cho ta hai thành phà̂n liên thông
và thay nó bo.’̇ i ca.nh (vs, vj∗) sẽ ta.o mô.t cây mó.i có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ ho.n tro.ng lu.o.. ng cây
Tm, mâu thuẫn. Vâ.y, vó.i nhũ.ng giȧ’ thiết trên, ta có thê̇’ thêm ca.nh (vs, vj∗) d̄ê̇’ ta.o thành
cây (chú.a trong cây bao trùm tối thiê̇’u) o.’̇ bu.́o.c k và tiếp tu. c vó.i bu.́o.c (k + 1). Cũng cà̂n
chú ý rà̌ng, phu.o.ng pháp trên không phu. thuô.c vào cây Ts d̄u.o.. c cho.n. Ho.n nũ.a, do bu.́o.c
kho.’̇ i ta.o (tú.c là tru.́o.c khi bất cú. ca.nh nào d̄u.o.. c cho.n) giȧ’ thiết là không tò̂n ta. i (và do d̄ó
d̄úng) nên lǎ.p la. i thuâ. t toán trên cuối cùng sẽ ta.o ra cây bao trùm tối thiê̇’u.

Hà̂u hết các phu.o.ng pháp t̀ım cây bao trùm tối thiê̇’u d̄è̂u du.. a trên nhũ.ng tru.̀o.ng ho.. p
d̄ǎ. c biê.t cu̇’a thu̇’ tu. c trên. D- à̂u tiên, trong số d̄ó là phu.o.ng pháp cu̇’a Kruskal [39] nhu. sau.

4.4.1 Thuâ.t toán Kruskal

Ý tu.o.’̇ ng cu̇’a thuâ. t toán Kruskal t̀ım cây bao trùm trong d̄ò̂ thi. liên thông có tro.ng số G
nhu. sau: Kho.’̇ i ta.o vó.i d̄ò̂ thi. T gò̂m tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G và không có ca.nh. Ta. i mỗi bu.́o.c
lǎ.p chúng ta thêm mô.t ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất lên cây T mà không ta.o thành chu
tr̀ınh trong T. Thuâ. t toán dù.ng khi T có (n− 1) ca.nh.

1. [Kho.’̇ i ta.o] Giȧ’ su.’̇ T là d̄ò̂ thi. gò̂m n d̄ı̇’nh và không có ca.nh.

2. [Sǎ́p xếp] Sǎ́p xếp thú. tu.. các ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G theo thú. tu.. tro.ng lu.o.. ng tǎng dà̂n.

3. [Thêm ca.nh] Thêm ca.nh (bǎ́t d̄à̂u tù. ca.nh d̄à̂u tiên) trong danh sách các ca.nh d̄u.o.. c
sǎ́p xếp vào cây T sao cho không ta.o thành chu tr̀ınh trong T khi thêm. (Ca.nh d̄u.o.. c
thêm vào go. i là chấp nhâ. n d̄u.o.. c).

4. [Kết thúc] Nếu T có (n− 1) ca.nh th̀ı thuâ. t toán dù.ng; T là cây bao trùm tối thiê̇’u.

Thuâ. t toán này thêm vào cây T nhũ.ng ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất chấp nhâ.n d̄u.o.. c
ho.n là thêm ca.nh giũ.a mô.t cây con cu̇’a T, chȧ̌’ng ha.n Ts, và mô.t cây con nào khác (nhu.

chı̇’ ra trong Phép toán I). Hiê̇’n nhiên ca.nh d̄u.o.. c cho.n có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất giũ.a mô.t
cây con nào d̄ó và bất kỳ cây con khác, nên nguyên tǎ́c cho.n cu̇’a thuâ. t toán Kruskal là mô. t
tru.̀o.ng ho.. p d̄ǎ. c biê.t cu̇’a Phép toán I. Tuy nhiên có thê̇’ xȧ’y ra tru.̀o.ng ho.. p ca.nh e d̄u.o.. c
kiê̇’m tra d̄ê̇’ thêm vào liên thuô.c giũ.a hai d̄ı̇’nh cu̇’a cùng mô.t cây con và do d̄ó nó sẽ ta.o ra
mô.t chu tr̀ınh nếu thêm vào; tú.c là ca.nh e là không chấp nhâ.n d̄u.o.. c. Vı̀ vâ.y, trong Bu.́o.c 3,
các ca.nh cà̂n d̄u.o.. c kiê̇’m tra t́ınh chấp nhâ.n cu̇’a nó tru.́o.c khi thêm vào T. Tiến tr̀ınh kiê̇’m
tra này có thê̇’ thu.. c hiê.n hiê.u quȧ’ bà̌ng cách su.’̇ du.ng thuâ. t toán xây du.. ng cây bao trùm
du.. a trên hai mȧ’ng tuyến t́ınh nhu. d̄ã tr̀ınh bày trong Phà̂n 4.3.3.
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Vı́ du. 4.4.2 Xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 4.11(a). Sǎ́p xếp các ca.nh theo tro.ng lu.o.. ng tǎng dà̂n
(su.’̇ du.ng hai mȧ’ng tuyến t́ınh α và β) ta d̄u.o.. c

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

α c a e a c a b c d

β d c f e f b d e f

Tro.ng lu.o.. ng 1 2 2 3 3 4 5 6 6

Các ca.nh (không ta.o thành chu tr̀ınh) d̄u.o.. c thêm vào cây T theo thú. tu.. là

(c, d), (a, c), (e, f), (a, e), (a, b).

T là cây bao trùm nhȯ’ nhất có tro.ng lu.o.. ng 12 (Hı̀nh 4.11(b)).
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(b)

Hı̀nh 4.11:

Bô̇’ d̄è̂ 4.4.3 Nếu Kn = (V, E) là d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’, và nếu tất cȧ’c các tro. ng lu.o.. ng cu̇’a các
ca. nh khác nhau th̀ı tò̂n ta. i duy nhất mô. t cây bao trùm tối thiê̇’u T = (V, ET ).

Chú.ng minh. Ký hiê.u Ek := {e1, e2, . . . , ek} là tâ.p các ca.nh d̄u.o.. c thêm vào cây T trong
Thuâ. t toán 4.4.1 o.’̇ bu.́o.c lǎ.p thú. k, 1 ≤ k ≤ n− 1. Hiê̇’n nhiên theo cách xây du.. ng, T là d̄ò̂
thi. có (n− 1) ca.nh và không có chu tr̀ınh nên T là cây bao trùm cu̇’a Kn.

Giȧ’ su.’̇ T ′ = (V,ET ′) là cây bao trùm tối thiê̇’u, ta chú.ng minh ET ′ = En−1. Thâ.t vâ.y,
giȧ’ su.’̇ ngu.o.. c la. i tò̂n ta. i chı̇’ số k nhȯ’ nhất sao cho ca.nh ek không thuô.c ET ′ . Khi d̄ó theo
t́ınh chất cu̇’a cây, tò̂n ta. i tò̂n ta. i mô. t và chı̇’ mô. t chu tr̀ınh µ trong T ′ ∪{ek}. Trên chu tr̀ınh
này có mô. t ca.nh e0 mà e0 /∈ En−1, v̀ı nếu ngu.o.. c la. i tò̂n ta. i mô. t chu tr̀ınh, là µ, trong cây
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T−mâu thuẫn. Nếu d̄ǎ. t ET ′′ := (ET ′ ∪ {ek}) \ {e0}) th̀ı d̄ò̂ thi. T ′′ := (V, ET ′′) không có chu
tr̀ınh và có (n− 1) ca.nh nên nó là mô. t cây.

Mǎ.t khác Ek−1 ∪ {e0} ⊂ ET ′′ nên Ek−1 ∪ {e0} không chú.a chu tr̀ınh. Suy ra

w(e0) > w(ek).

Nhu.ng cây T ′′ nhâ.n d̄u.o.. c tù. cây T ′ bà̌ng cách thay ca.nh e0 thành ca.nh ek nên W (T ′′) <
W (T ′). Mâu thuẫn v̀ı T ′ là cây bao trùm tối thiê̇’u. /

D- i.nh lý 4.4.4 Thuâ. t toán Kruskal là d̄úng; tú.c là, kết thúc thuâ. t toán T là cây bao trùm
tối thiê̇’u.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y tru.́o.c hết ta thu xếp d̄ê̇’ mo. i ca.nh d̄è̂u có d̄ô. dài khác nhau; chȧ̌’ng
ha.n nếu w(e1) = w(e2) = · · · = w(es) th̀ı thu.. c hiê.n phép biến d̄ô̇’i:

w(e1) = w(e1) + ε,

w(e2) = w(e2) + ε2,
...

w(es) = w(es) + εs,

trong d̄ó ε là số du.o.ng d̄u̇’ bé sao cho không làm d̄ȧ’o lô.n thú. tu.. vè̂ quan hê. giũ.a tro.ng lu.o.. ng
cu̇’a các ca.nh.

Cũng thế, ta cũng có thê̇’ thêm các ca.nh f vó.i tro.ng lu.o.. ng d̄u̇’ ló.n w(f) >
∑

e∈E w(e)
và khác nhau sao cho d̄ò̂ thi. nhâ.n d̄u.o.. c Kn = (V, E ′) là d̄à̂y d̄u̇’.

Theo Bô̇’ d̄è̂ 4.4.3 tò̂n ta. i duy nhất mô.t cây bao trùm tối thiê̇’u T trong d̄ò̂ thi. Kn. Mǎ.t
khác, mo. i cây bao trùm cu̇’a d̄ò̂ thi. G có tro.ng lu.o.. ng không vu.o.. t quá

∑
e∈E w(e) và mo. i cây

bao trùm cu̇’a G cũng là cây bao trùm cu̇’a Kn. Suy ra T là cây bao trùm tối thiê̇’u cu̇’a G. /

Nhâ.n xét rà̌ng, có thê̇’ dùng phu.o.ng pháp d̄ối ngẫu: loa. i dà̂n các ca.nh có tro.ng lu.o.. ng
ló.n nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. mà không làm mất t́ınh liên thông cu̇’a nó cho d̄ến khi không thê̇’ loa. i
ca.nh d̄u.o.. c nũ.a.

D- ô. phú.c ta.p t́ınh toán cu̇’a thuâ. t toán Kruskal phu. thuô.c vào Bu.́o.c 2: d̄ò̂ thi. có m
ca.nh cà̂n m log2 m phép toán d̄ê̇’ thu.. c hiê.n sǎ́p xếp mȧ’ng theo tro.ng lu.o.. ng tǎng dà̂n. Tuy
nhiên, nói chung ta không cà̂n duyê.t toàn bô. mȧ’ng v̀ı cây bao trùm tối thiê̇’u gò̂m (n − 1)
ca.nh chấp nhâ.n d̄u.o.. c nên chı̇’ cà̂n kiê̇’m tra r < m phà̂n tu.’̇ d̄à̂u tiên cu̇’a mȧ’ng. Do d̄ó ta có
thê̇’ cȧ’i tiến thuâ. t toán này d̄ê̇’ tǎng tốc d̄ô. thu.. c hiê.n (xem [14], [36]).

Mǎ.c dù có nhũ.ng cȧ’i tiến, nhu.ng thuâ. t toán Kruskal chı̇’ th́ıch ho.. p vó.i nhũ.ng d̄ò̂ thi.
tu.o.ng d̄ối thu.a. Vó.i nhũ.ng d̄ò̂ thi. khác, chȧ̌’ng ha.n d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có số ca.nh m = n(n−1)/2,
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Prim [49] và Dijkstra [20] d̄ã d̄u.a ra nhũ.ng thuâ. t toán khác du.. a trên viê.c d̄ǎ. c biê.t hoá hiê.u
quȧ’ ho.n Phép toán I.

4.4.2 Thuâ.t toán Prim

Thuâ. t toán này xây du.. ng cây T bà̌ng cách liên tiếp thêm các ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất
liên thuô.c mô.t d̄ı̇’nh trong cây d̄ang d̄u.o.. c h̀ınh thành và mô.t d̄ı̇’nh không thuô.c cây này cho
d̄ến khi nhâ.n d̄u.o.. c cây bao trùm tối thiê̇’u. Trong mỗi bu.́o.c lǎ.p, quá tr̀ınh thêm ca.nh này
sẽ bȧ’o d̄ȧ’m không ta.o thành chu tr̀ınh trong T.

Chúng ta minh ho.a thuâ. t toán bǎ̀ng cách su.’̇ du.ng “ma trâ.n tro.ng lu.o.. ng” W =
(wij)n×n, trong d̄ó

wij =





0 nếu i = j,
+∞ nếu không tò̂n ta. i ca.nh (vi, vj),
w(vi, vj) nếu tò̂n ta. i ca.nh (vi, vj).

Kho.’̇ i d̄à̂u tù. d̄ı̇’nh v1 và nối nó d̄ến mô.t d̄ı̇’nh kè̂ gà̂n nhất (tú.c là d̄ı̇’nh mà có phà̂n tu.’̇

nhȯ’ nhất trong hàng thú. nhất trong ma trâ.n W ), giȧ’ su.’̇ là vk. Bây giò. khȧ’o sát v1 và vk

nhu. mô.t d̄ò̂ thi. con, và nối d̄ò̂ thi. con này vó.i mô. t d̄ı̇’nh kè̂ vó.i nó và gà̂n nhất (tú.c là d̄ı̇’nh
khác v1 và vk mà có phà̂n tu.’̇ nhȯ’ nhất trong tất cȧ’ các phà̂n tu.’̇ cu̇’a hàng thú. nhất và thú.

k trong W ). Giȧ’ su.’̇ d̄ı̇’nh mó.i là vi. Kế tiếp, xem cây vó.i các d̄ı̇’nh v1, vk, vi nhu. mô.t d̄ò̂ thi.
con, và tiếp tu. c xu.’̇ lý cho d̄ến khi tất cȧ’ n d̄ı̇’nh d̄u.o.. c nối bo.’̇ i (n− 1) ca.nh.

Tô̇’ng quát ta có thuâ. t toán d̄u.o.. c tr̀ınh bày nhu. sau:

1. [Kho.’̇ i ta.o] Giȧ’ su.’̇ T là d̄ò̂ thi. chı̇’ có mô. t d̄ı̇’nh v1 và không có ca.nh.

2. [Kết thúc] Nếu T có (n− 1) ca.nh th̀ı thuâ. t toán dù.ng; T là cây bao trùm tối thiê̇’u.

3. [Thêm ca.nh] Trong số tất cȧ’ các ca.nh không thuô.c cây T mà liên thuô.c vó.i mô. t d̄ı̇’nh
trong T và không ta.o thành chu tr̀ınh khi thêm vào T, cho.n ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’

nhất và thêm nó và d̄ı̇’nh nó liên thuô.c vào cây T. Chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

Vı́ du. 4.4.5 Áp du.ng Thuâ. t toán Prim cho d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 4.12(a) vó.i d̄ı̇’nh xuất phát
là v1 ta có các ca.nh d̄u.o.. c là̂n lu.o.. t thêm vào cây T theo thú. tu.. là

(v1, v5), (v1, v4), (v4, v2), (v2, v3), (v2, v6).

Cây bao trùm nhȯ’ nhất có tro.ng lu.o.. ng 12 (Hı̀nh 4.12(b)).
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(b)

Hı̀nh 4.12: (a) D- ò̂ thi. G. (b) Cây bao trùm nhȯ’ nhất cu̇’a G sinh bo.’̇ i Thuâ. t toán Prim.

Thuâ. t toán Prim là mô. t v́ı du. cu̇’a thuâ. t toán tham lam (greedy algorithm). Thuâ. t
toán tham lam là thuâ. t toán cho.n lu.. a tối u.u ta. i mỗi bu.́o.c lǎ.p mà không quan tâm d̄ến
su.. cho.n lu.. a o.’̇ bu.́o.c tru.́o.c. Có thê̇’ nói nguyên lý này là “thu.. c hiê.n tốt nhất vè̂ mǎ. t d̄i.a
phu.o.ng”. Trong thuâ. t toán Prim, v̀ı chúng ta muốn t̀ım cây bao trùm tối thiê̇’u nên ta. i mỗi
bu.́o.c lǎ.p chúng ta thêm mô.t ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất (nếu viê.c thêm không ta.o thành
chu tr̀ınh).

Tối u.u hoá ta. i mỗi bu.́o.c lǎ.p không nhất thiết cho lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a bài toán gốc.
T́ınh d̄úng d̄ǎ́n cu̇’a thuâ. t toán Prim sẽ d̄u.o.. c chú.ng minh trong D- i.nh lý 4.4.6. Mô.t v́ı du.
cu̇’a thuâ. t toán tham lam nhu.ng không d̄u.a d̄ến lò.i giȧ’i tối u.u nhu. sau: xét “thuâ. t toán t̀ım
d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất” trong d̄ó, mỗi bu.́o.c lǎ.p chúng ta cho.n ca.nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất
(mà không ta.o thành chu tr̀ınh khi thêm vào) liên thuô.c vó.i d̄ı̇’nh d̄u.o.. c thêm vào gà̂n d̄ây
nhất. Nếu ta áp du.ng thuâ. t toán này vó.i d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 4.13 d̄ê̇’ t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i
ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v4, chúng ta sẽ cho.n cung (v1, v3) và sau d̄ó cung (v3, v4). Tuy nhiên,
d̄ây không phȧ’i là d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất tù. v1 d̄ến v4.
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Hı̀nh 4.13:

D- i.nh lý sau chú.ng minh t́ınh d̄úng d̄ǎ́n cu̇’a thuâ. t toán Prim.
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D- i.nh lý 4.4.6 Thuâ. t toán Prim là d̄úng; tú.c là, kết thúc thuâ. t toán T là cây bao trùm tối
thiê̇’u.

Chú.ng minh. Trong chú.ng minh này chúng ta sẽ d̄ǎ. c tru.ng cây bo.’̇ i mȧ’ng các ca.nh cu̇’a nó.

Theo cách xây du.. ng, kết thúc Thuâ. t toán Prim, T là d̄ò̂ thi. con liên thông không chu
tr̀ınh cu̇’a d̄ò̂ thi. G và chú.a tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G; do d̄ó T là cây bao trùm cu̇’a G.

D- ê̇’ chı̇’ ra T là cây bao trùm tối thiê̇’u, chúng ta chú.ng minh bǎ̀ng quy na.p rǎ̀ng o.’̇ bu.́o.c
thú. k cu̇’a Thuâ. t toán Prim, T d̄u.o.. c chú.a trong mô.t cây bao trùm tối thiê̇’u. Và do d̄ó, kết
thúc thuâ. t toán T là cây bao trùm tối thiê̇’u. Ký hiê.u Tk là cây d̄u.o.. c ta.o ra o.’̇ bu.́o.c lǎ.p thú.

k.

Nếu k = 1 th̀ı T1 gò̂m mô.t d̄ı̇’nh và do d̄ó d̄u.o.. c chú.a trong mo. i cây bao trùm tối thiê̇’u.
Khȧ̌’ng d̄i.nh d̄úng.

Giȧ’ su.’̇ rà̌ng o.’̇ bu.́o.c thú. (k − 1) cu̇’a Thuâ. t toán Prim, cây Tk−1 chú.a trong cây bao
trùm tối thiê̇’u T ′. Ký hiê.u Vk−1 là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a Tk−1. Theo Thuâ. t toán Prim, ca.nh
e = (vi, vj) có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất vó.i vi ∈ Vk−1 và vj /∈ Vk−1 d̄u.o.. c thêm vào Tk−1 d̄ê̇’ ta.o
ra Tk. Nếu e ∈ T ′ th̀ı Tk chú.a trong cây bao trùm tối thiê̇’u T ′. Nếu e /∈ T ′ th̀ı T ′ ∪{e} chú.a
mô.t chu tr̀ınh µ. Cho.n ca.nh (vx, vy) 6= e trên chu tr̀ınh µ sao cho vx ∈ Vk−1 và vy /∈ Vk−1.
Ta có

w(x, y) ≥ w(i, j).

Suy ra d̄ò̂ thi. T” := [T ′ ∪ {e}] − {(vx, vy)} có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng tro.ng lu.o.. ng
cu̇’a T ′. Vı̀ T” là cây bao trùm nên T” là cây bao trùm tối thiê̇’u. Do d̄ó ta có d̄iè̂u cà̂n chú.ng
minh. /

Thuâ. t toán Prim cà̂n kiê̇’m tra O(n3) ca.nh trong tru.̀o.ng ho.. p xấu nhất (bài tâ.p) d̄ê̇’

xác d̄i.nh cây bao trùm tối thiê̇’u trong d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh. Chúng ta có thê̇’ chı̇’ ra Thuâ. t toán
4.4.3 du.́o.i d̄ây chı̇’ cà̂n kiê̇’m tra O(n2) ca.nh trong tru.̀o.ng ho.. p xấu nhất. Vı̀ Kn có n2 ca.nh
nên thuâ. t toán sau hiê.u quȧ’ ho.n.

4.4.3 Thuâ.t toán Dijkstra-Kevin-Whitney

Thuâ. t toán du.́o.i d̄ây t̀ım cây bao trùm tối thiê̇’u trong d̄ò̂ thi. liên thông có tro.ng số hiê.u
quȧ’ ho.n phu.o.ng pháp cu̇’a Prim. Phu.o.ng pháp sau này d̄u.a ra bo.’̇ i Dijkstra [20], và bo.’̇ i
Kevin và Whitney [41].

Ý tu.o.’̇ ng cu̇’a thuâ. t toán là gán mỗi d̄ı̇’nh vj /∈ Ts mô.t nhãn (αj, βj), trong d̄ó o.’̇ bu.́o.c
nào d̄ó αj là d̄ı̇’nh thuô.c Ts gà̂n vó.i d̄ı̇’nh vj nhất và βj là d̄ô. dài ca.nh (αj, vj). Ta. i mỗi bu.́o.c
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trong suốt quá tr̀ınh thu.. c hiê.n thuâ. t toán, mô. t d̄ı̇’nh mó.i, chȧ̌’ng ha.n vj∗ , vó.i giá tri. βj nhȯ’

nhất d̄u.o.. c thêm cùng vó.i ca.nh (αj∗ , vj∗) vào cây Ts. Vı̀ cây Ts d̄u.o.. c thêm d̄ı̇’nh vj∗ nên các
nhãn (αj, βj) cu̇’a các d̄ı̇’nh vj /∈ Ts cà̂n d̄u.o.. c câ.p nhâ. t la. i (nếu, chȧ̌’ng ha.n, w(vj, vj∗) nhȯ’

ho.n nhãn tru.́o.c d̄ó βj), và tiến tr̀ınh d̄u.o.. c xu.’̇ lý tiếp tu. c. Thu̇’ tu. c gán nhãn này tu.o.ng tu..
vó.i thu̇’ tu. c gán nhãn cu̇’a thuâ. t toán Dijkstra t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất.

Thuâ. t toán nhu. sau:

1. [Kho.’̇ i ta.o] D- ǎ. t Ts := {s}, trong d̄ó s là d̄ı̇’nh d̄u.o.. c cho.n tuỳ ý, và As = ∅. (As là tâ.p
các ca.nh cu̇’a cây bao trùm nhȯ’ nhất d̄u.o.. c ta.o ra trong quá tr̀ınh lǎ.p).

2. [Gán nhãn] Vó.i mo. i d̄ı̇’nh vj /∈ Ts t̀ım d̄ı̇’nh αj ∈ Ts sao cho

w(αj, vj) = min{w(vi, vj) | vi ∈ Ts} = βj

và gán nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vj là (αj, βj).

Nếu không tò̂n ta. i d̄ı̇’nh αj, tú.c là Γ(vj) ∩ Ts = ∅ th̀ı d̄ǎ. t nhãn cu̇’a vj là (0, +∞).

3. [Thêm ca.nh] Cho.n d̄ı̇’nh vj∗ sao cho

βj∗ = min{βj | vj /∈ Ts}.
Câ.p nhâ. t Ts := Ts ∪ {vj∗}, As := As ∪ {(αj∗ , vj∗)}.
Nếu #Ts = n thuâ. t toán dù.ng; các ca.nh trong As cho cây bao trùm nhȯ’ nhất. Ngu.o.. c
la. i, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 4.

4. [Câ.p nhâ. t nhãn] Vó.i mo. i vj /∈ Ts và vj ∈ Γ(vj∗) câ.p nhâ. t các nhãn nhu. sau:

Nếu βj > w(vj∗ , vj) th̀ı d̄ǎ. t βj = w(vj∗ , vj), αj = vj∗ . Chuyê̇’n sang Bu.́o.c 3.

4.5 Bài toán Steiner

Trong phà̂n tru.́o.c chúng ta d̄ã xét bài toán t̀ım cây bao trùm nhȯ’ nhất. Mô.t bài toán có
liên quan vó.i t̀ım cây bao trùm nhȯ’ nhất nhu.ng khó ho.n nhiè̂u là “bài toán Steiner trong
các d̄ò̂ thi.” [21]. Trong bài toán Steiner, cây bao trùm nhȯ’ nhất T d̄òi hȯ’i d̄i qua mô.t tâ.p
con P ⊂ V cho tru.́o.c cu̇’a d̄ò̂ thi. G. Các d̄ı̇’nh khác (thuô.c V \ P ) có thê̇’ thuô.c hoǎ.c không
thuô.c cây vó.i d̄iè̂u kiê.n cu.. c tiê̇’u tro.ng lu.o.. ng cu̇’a cây T. Do d̄ó, bài toán Steiner trên d̄ò̂
thi. tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i t̀ım cây bao trùm nhȯ’ nhất trong d̄ò̂ thi. con G′ = (V ′, Γ′) cu̇’a G vó.i
P ⊆ V ′ ⊆ V.

Thâ.t ra, bài toán Steiner d̄u.o.. c phát biê̇’u o.’̇ da.ng nguyên thuẏ’ là mô. t bài toán h̀ınh
ho.c [15], trong d̄ó tâ.p P các d̄iê̇’m trên mǎ.t phȧ̌’ng d̄u.o.. c nối vó.i nhau bà̌ng các d̄oa.n thȧ̌’ng
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sao cho tô̇’ng các d̄oa.n thȧ̌’ng d̄u.o.. c vẽ là ı́t nhất. Nếu giȧ’ thiết hai d̄oa.n thȧ̌’ng chı̇’ có thê̇’

cǎ́t nhau ta. i các d̄ı̇’nh cu̇’a P th̀ı bài toán tro.’̇ thành t̀ım cây bao trùm nhȯ’ nhất cu̇’a d̄ò̂ thi.
tu.o.ng d̄u.o.ng có #P d̄ı̇’nh vó.i ma trâ.n trong lu.o.. ng xác d̄i.nh bo.’̇ i ma trâ.n khoȧ’ng cách giũ.a
các d̄iê̇’m thuô.c tâ.p P. Tuy nhiên, khi các “d̄ı̇’nh nhân ta.o” khác (go. i là các d̄iê̇’m Steiner)
d̄u.o.. c ta.o thêm trên mǎ.t phȧ̌’ng th̀ı tro.ng lu.o.. ng cu̇’a cây bao trùm nhȯ’ nhất tu.o.ng ú.ng tâ.p
d̄ı̇’nh mó.i P ′ ⊃ P sẽ có thê̇’ giȧ’m d̄i. Chȧ̌’ng ha.n, xét bốn d̄iê̇’m trong Hı̀nh 4.14(a) vó.i cây
bao trùm nhȯ’ nhất T ; tuy nhiên khi thêm hai d̄iê̇’m mó.i s1 và s2 ta d̄u.o.. c cây bao trùm nhȯ’

nhất mó.i T ′ qua sáu d̄ı̇’nh có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ ho.n cây T (xem Hı̀nh 4.14(b)). Do d̄ó trong
bài toán Steiner gốc, nhiè̂u d̄iê̇’m Steiner d̄u.o.. c thêm vào trong mǎ.t phȧ̌’ng d̄ê̇’ ta.o ra cây bao
trùm nhȯ’ nhất qua nhũ.ng d̄ı̇’nh cho tru.́o.c P. Kết quȧ’ d̄u.o.. c d̄ò̂ thi. go. i là cây Steiner nhȯ’

nhất.
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Hı̀nh 4.14: (a) Cây bao trùm nhȯ’ nhất có tro.ng lu.o.. ng bǎ̀ng 10.123. (b) Cây Steiner nhȯ’

nhất có tro.ng lu.o.. ng 9.196.

Có rất nhiè̂u công tr̀ınh nghiên cú.u xung quanh bài toán Steiner trên mǎ.t phȧ̌’ng
Euclide, và nhiè̂u t́ınh chất cu̇’a cây Steiner nhȯ’ nhất d̄u.o.. c phát hiê.n. Trong số d̄ó, các t́ınh
chất sau là quan tro.ng nhất (chú.ng minh các t́ınh chất này có thê̇’ xem [28]):

1. D- ối vó.i d̄iê̇’m Steiner si có bâ.c d(si) = 3. Bà̌ng h̀ınh ho.c dẽ̂ dàng chı̇’ ra rà̌ng góc liên
thuô.c giũ.a các d̄iê̇’m Steiner bâ.c ba bà̌ng 1200, và có d̄úng ba ca.nh liên thuô.c vó.i d̄iê̇’m
Steiner si. Do d̄ó d̄iê̇’m này là “tâm” (tâm Steiner) cu̇’a “tam giác ȧ’o” mà ba d̄ı̇’nh cu̇’a
tam giác khác nhau d̄u.o.. c nối vó.i d̄ı̇’nh si trong cây bao Steiner nhȯ’ nhất.

Mô.t số d̄iê̇’m ta.o thành các d̄ı̇’nh cu̇’a tam giác này có thê̇’ là các d̄iê̇’m Steiner khác.
Chȧ̌’ng ha.n, trong Hı̀nh 4.14, d̄iê̇’m Steiner s2 là tâm Steiner cu̇’a tam giác ȧ’o vó.i các
d̄ı̇’nh là P3, P4 và s1.

2. Vó.i d̄ı̇’nh Pi ∈ P nào d̄ó mà d(Pi) ≤ 3. Nếu d(Pi) = 3 th̀ı góc giũ.a hai ca.nh bất kỳ
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trong ba ca.nh liên thuô.c vó.i Pi bà̌ng 1200, và d(Pi) = 2 th̀ı góc giũ.a hai ca.nh liên
thuô.c Pi ló.n ho.n hoǎ.c bà̌ng 1200.

3. Số k các d̄iê̇’m Steiner trong cây bao trùm nhȯ’ nhất Steiner thoȧ’ ràng buô.c 0 ≤ k ≤
n− 2, trong d̄ó n = #P.

Mǎ.c dù có nhiè̂u cố gǎ́ng trong viê.c giȧ’i quyết bài toán Steiner trên mǎ.t phȧ̌’ng Euclide,
nhu.ng chúng ta chı̇’ mó.i thu d̄u.o.. c nhũ.ng kết quȧ’ rất ha.n chế (trong tru.̀o.ng ho.. p #P ≤ 10).
Vó.i nhũ.ng bài toán có ḱıch thu.́o.c ló.n ta cà̂n dùng phu.o.ng pháp heuristics.

Mô.t da.ng khác cu̇’a bài toán Steiner su.’̇ du.ng khoȧ’ng cách bàn cò. thay cho khoȧ’ng cách
Euclide. Bài toán này d̄u.o.. c xét là̂n d̄à̂u tiên bo.’̇ i Hanan [32] và có liên quan vó.i các d̄u.̀o.ng
dẫn d̄u.o.. c in trên các bȧ’ng ma.ch d̄iê.n tu.’̇ . Nhǎ́c la. i rà̌ng, khoȧ’ng cách bàn cò. cu̇’a hai d̄iê̇’m
(x1, y1) và (x2, y2) trong mǎ.t phȧ̌’ng R2 xác d̄i.nh bo.’̇ i

d1,2 := |x1 − x2|+ |y1 − y2|.

Vó.i các d̄iè̂u kiê.n này, có thê̇’ chú.ng minh rà̌ng nếu kė’ mô. t lu.́o.i các d̄u.̀o.ng thȧ̌’ng nà̌m ngang
và d̄ú.ng d̄i qua các d̄iê̇’m cu̇’a tâ.p P th̀ı lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán Steiner có thê̇’ xác d̄i.nh bǎ̀ng
cách xem vi. tŕı các d̄iê̇’m Steiner thuô.c vào các giao d̄iê̇’m cu̇’a lu.́o.i này.

Do d̄ó, nếu d̄ò̂ thi. G d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i tâ.p d̄ı̇’nh V là các giao d̄iê̇’m cu̇’a lu.́o.i và mô. t
ca.nh liên thuô.c hai d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng d̄oa.n thȧ̌’ng thuô.c lu.́o.i nối hai giao d̄iê̇’m. Khi d̄ó bài
toán Steiner trên mǎ.t phȧ̌’ng vó.i khoȧ’ng cách bàn cò. tro.’̇ thành bài toán Steiner trên d̄ò̂ thi.
hũ.u ha.n G. Hı̀nh 4.15(b) minh ho.a v́ı du. cu̇’a cây Steiner nhȯ’ nhất trong bài toán Steiner
6 d̄iê̇’m vó.i khoȧ’ng cách bàn cò. và Hı̀nh 4.15(a) là cây bao trùm nhȯ’ nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. xác
d̄i.nh bo.’̇ i 6 d̄iê̇’m (d̄ê̇’ d̄o.n giȧ’n lu.́o.i không d̄u.o.. c vẽ ra).

Bài toán Steiner trên d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng tô̇’ng quát d̄u.o.. c nghiên cú.u bo.’̇ i nhiè̂u tác giȧ’

và d̄ã có nhũ.ng thuâ. t toán (không hiê.u quȧ’ vè̂ mǎ. t t́ınh toán) giȧ’i quyết chúng. Tuy nhiên
(nhu. trong tru.̀o.ng ho.. p bài toán Steiner vó.i khoȧ’ng cách Euclide), ḱıch thu.́o.c ló.n nhất cu̇’a
mô.t bài toán Steiner trên d̄ò̂ thi. có thê̇’ giȧ’i trên máy t́ınh d̄iê.n tu.’̇ vó.i thò.i gian cho phép
vẫn không vu.o.. t quá 10 d̄ı̇’nh (trong P ). Nói cách khác, bài toán Steiner trên d̄ò̂ thi. cũng có
thê̇’ xem là bài toán chu.a có lò.i giȧ’i.
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Hı̀nh 4.15: (a) Cây bao trùm nhȯ’ nhất có tro.ng lu.o.. ng bà̌ng 18. (b) Cây Steiner nhȯ’ nhất
có tro.ng lu.o.. ng bà̌ng 15 (? = các d̄iê̇’m Steiner).

125



http://www.ebook.edu.vn

Chu.o.ng 5

Bài toán Euler và bài toán Hamilton

Lý thuyết d̄ò̂ thi. phát triê̇’n bǎ́t nguò̂n tù. nhũ.ng bài toán cô̇’ d̄iê̇’n, trong số d̄ó bài toán Euler
và bài toán Hamilton t̀ım hành tr̀ınh d̄i qua mỗi ca.nh d̄úng mô.t là̂n và qua mỗi d̄ı̇’nh d̄úng
mô.t là̂n tu.o.ng ú.ng d̄óng vai trò quan tro.ng.

Hai bài toán này có liên quan d̄ến nhũ.ng ú.ng du.ng: các bài toán t̀ım hành tr̀ınh tốt
nhất (ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa, ngu.̀o.i chào hàng), tu.. d̄ô.ng hoá thiết kế bà̌ng máy t́ınh,
lâ.p li.ch, vân vân.

Mǎ.c dù hai bài toán này d̄u.o.. c phát biê̇’u rất giống nhau, nhu.ng mú.c d̄ô. khó trong
viê.c giȧ’i quyết chúng là rất khác nhau.

Chúng ta sẽ chú.ng minh rǎ̀ng trong d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, tò̂n ta. i thuâ. t toán d̄a thú.c t̀ım
hành tr̀ınh Euler và bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa có thê̇’ d̄u.a vè̂ t̀ım cǎ.p ghép hoàn
hȧ’o có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất [30] (cũng xem Phà̂n 7.5). Các thuâ. t toán này sẽ d̄u.o.. c tr̀ınh
bày trong các Phà̂n 5.1 và 5.2.

Mǎ.t khác, vấn d̄è̂ tò̂n ta. i chu tr̀ınh hay ma.ch Hamilton là nhũ.ng bài toán không d̄a
thú.c không d̄u.o.. c d̄è̂ câ.p o.’̇ d̄ây. Ba.n d̄o.c quan tâm có thê̇’ xem, chȧ̌’ng ha.n [30]. Chúng ta
chı̇’ tr̀ınh bày trong Phà̂n 5.3 nhũ.ng kết quȧ’ ch́ınh liên quan d̄ến su.. tò̂n ta. i cu̇’a các chu tr̀ınh
hay ma.ch Hamilton. Khi có d̄iè̂u kiê.n, các chú.ng minh có t́ınh kiến thiết thuâ. t toán hoǎ.c
có thê̇’ d̄è̂ xuất nhũ.ng phu.o.ng pháp heuristic.

5.1 Bài toán Euler

D- i.nh ngh̃ıa 5.1.1 Giȧ’ su.’̇ G = (V, E) là d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng (d̄o.n hoǎ.c d̄a d̄ò̂ thi.). Dây chuyè̂n
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Euler là dây chuyè̂n chú.a tất cȧ’ các ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi., mỗi ca.nh d̄úng mô.t là̂n. Chu tr̀ınh
Euler là dây chuyè̂n Euler mà d̄ı̇’nh d̄à̂u trùng vó.i d̄ı̇’nh cuối.

Vı́ du. 5.1.2 (Bài toán Euler) Cách d̄ây khoȧ’ng ba trǎm nǎm, nhiè̂u ngu.̀o.i dân thành phố
Königsberg cu̇’a nu.́o.c Nga (sau này là thành phố Kaliningrat) d̄ã tù.ng thǎ́c mǎ́c vấn d̄è̂ nhu.

sau: Thành phố có sông Pregel chȧ’y qua, giũ.a sông có cù lao Kneiphof, và có 7 chiếc cà̂u
bǎ́c qua sông nhu. trên Hı̀nh 5.1(a); có thê̇’ d̄i da.o qua khǎ́p các cà̂u nhu.ng mỗi cà̂u chı̇’ d̄i
mô. t là̂n thôi không? Nếu ta coi mỗi khu vu.. c a, b, c, d cu̇’a thành phố nhu. mô.t d̄ı̇’nh, mỗi cà̂u
qua la. i hai khu vu.. c nhu. mô.t ca.nh nối hai d̄ı̇’nh, th̀ı bȧ’n d̄ò̂ thành phố Königsberg là mô. t
d̄ò̂ thi. (Hı̀nh 5.1(b)). Thǎ́c mǎ́c cu̇’a ngu.̀o.i dân thành phố ch́ınh là: có thê̇’ vẽ d̄u.o.. c d̄ò̂ thi.
bǎ̀ng mô.t nét bút liè̂n hay không? Nói cách khác: tò̂n ta. i chu tr̀ınh Euler?

Nhà toán ho.c L. Euler (1707-1783) là ngu.̀o.i d̄à̂u tiên d̄ã chú.ng minh bài toán không
có lò.i giȧ’i (nǎm 1736, xem [22], [23]), và v̀ı vâ.y bài toán thu.̀o.ng d̄u.o.. c go. i là bài toán Euler
vè̂ các cà̂u o.’̇ Königsberg.

a

b c

d
..................................

..........................................
.............................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................................................

.....................................
................

........

........

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

......

........

........

........

........

........

........

......

........

........

........

........

........

........

......

........

........

........

........

........

........

......

..................................................................................................................................................................

........

........

........

........

........

........

..

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

...

........

........

........

........

........

........

...

...........................................................................................................

...........................................................................................................

.....................
..........
........
........
.........
...........

.................

.....................
..........
........
........
.........
...........
.................

........
.........
............

.................
.................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................
..................

............
..........
........
.

(a)

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
............
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
..

.................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

a

b c

d
(b)

Hı̀nh 5.1: (a) Bȧ’n d̄ò̂ cu̇’a thành phố Königsberg. (b) D- ò̂ thi. tu.o.ng d̄u.o.ng.

D- i.nh lý 5.1.3 [Euler] D- a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng liên thông G = (V, E) có dây chuyè̂n Euler nếu
và chı̇’ nếu số các d̄ı̇’nh bâ. c lė’ bà̌ng 0 hoǎ. c 2.

Chú.ng minh. Tru.́o.c hết chú ý rà̌ng d̄ò̂ thi. không liên thông không thê̇’ chú.a dây chuyè̂n
hoǎ.c chu tr̀ınh Euler.

Bây giò. ta chú.ng minh d̄iè̂u kiê.n cà̂n. Nếu µ là dây chuyè̂n Euler, th̀ı chı̇’ có hai d̄ı̇’nh
d̄à̂u và cuối có bâ.c lė’. Nếu ngoài ra, hai d̄ı̇’nh này trùng nhau (chu tr̀ınh Euler) th̀ı không
có d̄ı̇’nh bâ.c lė’.
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Kế tiếp ta chú.ng minh d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ bà̌ng quy na.p theo số ca.nh m cu̇’a G. Hiê̇’n nhiên
d̄i.nh lý d̄úng nếu m = 1. Giȧ’ su.’̇ d̄i.nh lý d̄úng cho mo. i d̄ò̂ thi. liên thông m ca.nh. Nếu G có
hai d̄ı̇’nh bâ.c lė’, giȧ’ su.’̇ các d̄ı̇’nh này là a và b (nếu tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G có bâ.c chǎ̃n, cho.n
d̄ı̇’nh a bất kỳ và lấy b = a). Ký hiê.u µ là dây chuyè̂n mà ta d̄i trên d̄ò̂ thi. G xuất phát tù. a
theo hu.́o.ng tuỳ ý, d̄i qua mỗi ca.nh d̄úng mô.t là̂n. Nếu ta. i thò.i d̄iê̇’m nào d̄ó ta o.’̇ d̄ı̇’nh x 6= b
ngh̃ıa là ta d̄ã su.’̇ du.ng mô.t số lė’ ca.nh liên thuô.c vó.i x nên có thê̇’ d̄i theo ca.nh khác chu.a
d̄u.o.. c su.’̇ du.ng. Nếu ta không thê̇’ d̄i d̄u.o.. c nũ.a, ngh̃ıa là d̄ang o.’̇ d̄ı̇’nh b. Nếu tất cȧ’ các ca.nh
d̄ã d̄u.o.. c su.’̇ du.ng, µ là mô. t dây chuyè̂n Euler và d̄i.nh lý d̄úng. Trong tru.̀o.ng ho.. p ngu.o.. c
la. i, d̄ò̂ thi. con G′ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i các ca.nh chu.a d̄u.o.. c su.’̇ du.ng chı̇’ có nhũ.ng d̄ı̇’nh bâ.c
chǎ̃n. Ký hiê.u G′

1, G
′
2, . . . , G

′
p là các thành phà̂n liên thông cu̇’a G′ chú.a ı́t nhất mô. t ca.nh.

Khi d̄ó các d̄ò̂ thi. G′
i có số ca.nh ı́t ho.n m và do d̄ó theo giȧ’ thiết quy na.p, chúng chú.a mô.t

chu tr̀ınh Euler µi. Vı̀ G liên thông, dây chuyè̂n µ có chung vó.i các d̄ò̂ thi. G′
1, G

′
2, . . . , G

′
p các

d̄ı̇’nh theo thú. tu.. i1, i2, . . . , ip. Khi d̄ó hành tr̀ınh: xuất phát tù. a d̄i trên µ d̄ến d̄ı̇’nh i1, d̄i
do.c theo chu tr̀ınh µ1 tù. i1 vè̂ i1, d̄i trên µ d̄ến d̄ı̇’nh i2 d̄i do.c theo chu tr̀ınh µ2 tù. i2 vè̂ i2,
và vân vân, là mô. t dây chuyè̂n Euler xuất phát tù. a và kết thúc ta. i b. D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng
minh. /

D- ò̂ thi. thoȧ’ các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a D- i.nh lý Euler go. i là d̄ò̂ thi. Euler.

5.1.1 Thuâ.t toán t̀ım dây chuyè̂n Euler

Cách chú.ng minh D- i.nh lý Euler 5.1.3 cho ta mô.t thuâ. t toán xây du.. ng dây chuyè̂n Euler
trong mô.t d̄ò̂ thi. Euler.

1. Xây du.. ng mô.t dây chuyè̂n d̄o.n giȧ’n µ xuất phát tù. s.

2. Nếu tất cȧ’ các ca.nh cu̇’a G d̄ã d̄u.o.. c su.’̇ du.ng th̀ı dù.ng và ta có µ là dây chuyè̂n Euler.
Ngu.o.. c la. i sang Bu.́o.c 3.

3. Ký hiê.u G1 là d̄ò̂ thi. con cu̇’a G gò̂m các ca.nh chu.a d̄u.o.. c su.’̇ du.ng. Cho.n d̄ı̇’nh c cu̇’a G1

nà̌m trên dây chuyè̂n µ. Xây du.. ng chu tr̀ınh d̄o.n giȧ’n µ1 trong d̄ò̂ thi. G1 xuất phát
tù. d̄ı̇’nh c.

4. Mo.’̇ rô.ng dây chuyè̂n µ bǎ̀ng cách gǎ́n thêm chu tr̀ınh µ1 ta. i d̄ı̇’nh c (tú.c là dãy các
ca.nh cu̇’a µ1 d̄u.o.. c chèn vào dãy các ca.nh cu̇’a µ).

5. Thay G bo.’̇ i G1 và lǎ.p la. i bu.́o.c 2.

Vı́ du. 5.1.4 D- ò̂ thi. trong Hı̀nh 5.2 có mô. t chu tr̀ınh Euler

(v1, e1, v2, e2, v3, e3, v2, e4, v3, e15, v4, e14, v5, e13, v4, e12, v6, e11,
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Hı̀nh 5.2: Mô.t v́ı du. vè̂ d̄ò̂ thi. Euler.

v5, e16, v3, e17, v7, e10, v6, e9, v8, e8, v7, e5, v1, e7, v8, e6, v1).

Mô.t dây chuyè̂n hay chu tr̀ınh Euler có thê̇’ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i mô. t danh sách có thú.

tu.. các d̄ı̇’nh cu̇’a G chú.a trong nó. Chȧ̌’ng ha.n, ta có thê̇’ su.’̇ du.ng mô.t cấu trúc danh sách
liên kết

typedef struct PathNode *PathPtr;

struct PathNode

{

byte Vertex;

PathPtr Next;

};

d̄ê̇’ d̄ánh dấu các d̄ı̇’nh liên tiếp trên dây chuyè̂n, trong d̄ó V ertex là số hiê.u d̄ı̇’nh trên dây
chuyè̂n; và con trȯ’ Next chı̇’ nút kế tiếp chú.a số hiê.u cu̇’a d̄ı̇’nh kè̂ V ertex trên dây chuyè̂n.
Dẽ̂ thấy rǎ̀ng, danh sách này có số nút bà̌ng (m + 1).

Tù. d̄ây vè̂ sau ta sẽ giȧ’ thiết G d̄u.o.. c cho bo.’̇ i mȧ’ng các danh sách kè̂ V out[] (có
tro.ng số), trong d̄ó vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi ∈ V, V out[i] là danh sách các d̄ı̇’nh liên thuô.c d̄ı̇’nh vi

và tru.̀o.ng d̄ô. dài Length o.’̇ nút thú. j (tu.o.ng ú.ng d̄ı̇’nh vj) là số ca.nh liên thuô.c vó.i d̄ı̇’nh
vi. Trong quá tr̀ınh thu.. c hiê.n thuâ. t toán, mỗi khi d̄i qua ca.nh (vi, vj) nào d̄ó, ta giȧ’m d̄ô.
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dài Length mô.t d̄o.n vi. o.’̇ nút thú. j trong danh sách V out[i] d̄ê̇’ d̄ánh dấu ca.nh d̄ã d̄u.o.. c su.’̇

du.ng.

Vı̀ mỗi ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c kiê̇’m tra nhiè̂u nhất hai là̂n nên d̄ô. phú.c ta.p cu̇’a thuâ. t
toán là O(m).

5.2 Bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa

Xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng liên thông G := (V,E) có tro. ng số (tú.c là mỗi ca.nh e ∈ E ta gán mô.t
số w(e) go. i là tro. ng lu.o.. ng cu̇’a ca.nh e).

Bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa (không d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng) phát biê̇’u rà̌ng t̀ım mô.t
dây chuyè̂n giũ.a hai d̄ı̇’nh cho tru.́o.c a, b ∈ V su.’̇ du.ng mỗi ca.nh cu̇’a G ı́t nhất mô. t là̂n và có
d̄ô. dài nhȯ’ nhất (xem [44]).

Nhiè̂u bài toán vè̂ hành tr̀ınh (ngu.̀o.i d̄u.a thu., ngu.̀o.i giao sũ.a, ngu.̀o.i chào hàng, v.v)
có thê̇’ phát biê̇’u o.’̇ da.ng này. Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng, trong d̄ó mỗi cung cu̇’a G
cà̂n d̄u.o.. c su.’̇ du.ng ı́t nhất mô. t là̂n, bài toán có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán luò̂ng vó.i chi ph́ı nhȯ’

nhất (bài tâ.p).

Tù. d̄ây vè̂ sau chúng ta chı̇’ xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng. Không mất t́ınh tô̇’ng quát có thê̇’

giȧ’ thiết d̄ı̇’nh xuất phát a và d̄ı̇’nh kết thúc b trên dây chuyè̂n là trùng nhau. Trong tru.̀o.ng
ho.. p ngu.o.. c la. i, ta chı̇’ cà̂n thêm mô.t ca.nh (a, b) vó.i d̄ô. dài bà̌ng không. Vó.i mỗi chu tr̀ınh
có d̄ô. dài nhȯ’ nhất trên d̄ò̂ thi. mó.i này, tò̂n ta. i mô. t dây chuyè̂n trên G có cùng d̄ô. dài và
do d̄ó là nhȯ’ nhất.

Nếu G là d̄ò̂ thi. Euler th̀ı tò̂n ta. i mô. t chu tr̀ınh Euler d̄i qua mỗi ca.nh d̄úng mô.t là̂n
và v̀ı vâ.y là mô. t nghiê.m tối u.u cu̇’a bài toán.

Nói chung, G không phȧ’i là d̄ò̂ thi. Euler, nên tò̂n ta. i mô. t số các d̄ı̇’nh bâ.c lė’. Ký hiê.u
V1 là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a G có bâ.c lė’. Dẽ̂ thấy rà̌ng số phà̂n tu.’̇ cu̇’a tâ.p V1 là mô. t số chǎ̃n. Khi
d̄ó bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa d̄u.a vè̂ viê.c thêm mô.t số ca.nh vào G d̄ê̇’ tro.’̇ thành
d̄ò̂ thi. Euler và cùng lúc, cu.. c tiê̇’u hoá tô̇’ng các tro.ng lu.o.. ng cu̇’a các ca.nh d̄u.o.. c thêm vào.

Chúng ta không thêm mô.t ca.nh e′ = (vi, vj) trù. khi d̄ã tò̂n ta. i mô. t ca.nh e = (vi, vj)
trong G và gán tro.ng lu.o.. ng cu̇’a ca.nh e′ là w(e′) := w(e). Ca.nh e′ go. i là bȧ’n sao cu̇’a e.

Xét mô.t lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a bài toán và d̄ǎ. t E ′ là tâ.p các ca.nh d̄u.o.. c thêm vào G. Ký
hiê.u G′ = (V, E + E ′) là d̄ò̂ thi. Euler nhâ.n d̄u.o.. c.
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Bô̇’ d̄è̂ 5.2.1 Giȧ’ su.̇’ vi là mô. t d̄ı̇’nh bâ. c lė’ trong G. Khi d̄ó tâ. p E ′ chú.a mô. t dây chuyè̂n
so. cấp nối d̄ı̇’nh vi vó.i mô. t d̄ı̇’nh vj 6= vi có bâ. c lė’ trong G.

Chú.ng minh. Vó.i mo. i d̄ı̇’nh vk ∈ V1 ta có dG(vk) ≡ 1 (mod 2) và dG′(vk) ≡ 0 (mod 2); ngoài
ra, theo cách xây du.. ng dG′(vk) ≥ dG(vk). Do d̄ó tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t ca.nh e1 ∈ E ′ liên thuô.c
d̄ı̇’nh vi.

Ký hiê.u vi1 là d̄ı̇’nh khác vi mà ca.nh e1 liên thuô.c. Nếu dG(vi1) ≡ 1 (mod 2) th̀ı bô̇’ d̄è̂
d̄u.o.. c chú.ng minh vó.i vj = vi1 . Ngu.o.. c la. i, nếu dG(vi1) ≡ 0 (mod 2) th̀ı dG′(vi1) ≥ dG(vi1)+2
và tò̂n ta. i ca.nh e2 ∈ E ′, e2 6= e1, liên thuô.c d̄ı̇’nh vi1 . Ký hiê.u vi2 là d̄ı̇’nh khác vi1 mà ca.nh
e2 liên thuô.c. Nếu dG(vi2) ≡ 1 (mod 2) th̀ı bô̇’ d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh vó.i vj = vi2 . Ngu.o.. c la. i,
tò̂n ta. i ca.nh e3 ∈ E ′, e3 6= e2, liên thuô.c d̄ı̇’nh vi2 , và vân vân.

Do d̄ó ta xây du.. ng d̄u.o.. c mô.t dây chuyè̂n so. cấp dài nhất có thê̇’

(vi, e1, vi1 , e2, vi2 , . . . , ep, vip).

Nếu dG(vip) ≡ 1 (mod 2) th̀ı bô̇’ d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh vó.i vj = vip . Ngu.o.. c la. i, tò̂n ta. i ca.nh
ep+1 ∈ E ′, ep 6= ep+1, liên thuô.c d̄ı̇’nh vip và vip+1 . Trong tru.̀o.ng ho.. p này, tò̂n ta. i chı̇’ số
q, 1 ≤ q ≤ p, sao cho viq ≡ vip+1 và ta có mô. t chu tr̀ınh xuất hiê.n. Loa. i bȯ’ tất cȧ’ các ca.nh
trong chu tr̀ınh này ta d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. con G′′ cu̇’a G′ sao cho nó vẫn là d̄ò̂ thi. Euler và
ho.n nũ.a

dG′′(vk) ≥ dG(vk),

vó.i mo. i d̄ı̇’nh vk ∈ V.

Lǎ.p la. i cách xây du.. ng dây chuyè̂n trên, xuất phát tù. d̄ı̇’nh viq chı̇’ su.’̇ du.ng các ca.nh
cu̇’a G′′.

Do số các ca.nh trong E ′ là hũ.u ha.n, nên sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c ta d̄u.o.. c mô.t d̄ı̇’nh
vip sao cho dG(vip) ≡ 1 (mod 2) và bô̇’ d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh vó.i vj = vip . /

Bô̇’ d̄è̂ 5.2.2 Giȧ’ su.̇’ vi và vj là hai d̄ı̇’nh thoȧ’ mãn các d̄iè̂u kiê. n cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 5.2.1 và ký
hiê. u dây chuyè̂n tu.o.ng ú.ng là

µ′ := {e′1, e′2, . . . , e′p}
trong d̄ó e′k ∈ E ′, k = 1, 2, . . . , p. Các ca. nh e′1, e

′
2, . . . , e

′
p là các bȧ’n sao cu̇’a các ca. nh

e1, e2, . . . , ep trong G và xét dây chuyè̂n µ := {e1, e2, . . . , ep} trong G. Khi d̄ó µ là dây
chuyè̂n (trong G) có tro. ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất nối d̄ı̇’nh vi vó.i d̄ı̇’nh vj.

Chú.ng minh. Nếu tò̂n ta. i mô. t dây chuyè̂n µ̄ = {ē1, ē2, . . . , ēq} nối d̄ı̇’nh vi vó.i d̄ı̇’nh vj trong
G có d̄ô. dài nhȯ’ ho.n th̀ı bà̌ng cách loa. i các ca.nh e′1, e

′
2, . . . , e

′
p khȯ’i G′ và thêm các bȧ’n sao

132



http://www.ebook.edu.vn

ē′1, ē
′
2, . . . , ē

′
q cu̇’a ē1, ē2, . . . , ēq ta nhâ.n d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. Euler mó.i có tô̇’ng tro.ng lu.o.. ng nhȯ’

ho.n, mâu thuẫn. /

Bây giò. xét d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ K(V1) trên tâ.p các d̄ı̇’nh V1 trong d̄ó các ca.nh thêm vào
(vi, vj) có tro.ng lu.o.. ng wij bà̌ng d̄ô. dài cu̇’a dây chuyè̂n nhȯ’ nhất trong G giũ.a hai d̄ı̇’nh vi

và vj. Khi d̄ó mỗi ca.nh cu̇’a K(V1) tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t dây chuyè̂n trong G. Vı̀ w(e) ≥ 0 vó.i
mo. i ca.nh e ∈ E nên wij có thê̇’ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bà̌ng thuâ. t toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất,
chȧ̌’ng ha.n Floyd (xem 3.3.2) hay Dantzig [16].

D- i.nh lý 5.2.3 Tò̂n ta. i tu.o.ng ú.ng mô. t-mô. t giũ.a lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a bài toán ngu.̀o.i d̄u.a
thu. Trung Hoa vó.i mô. t cǎ. p ghép hoàn hȧ’o có tro. ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất trong d̄ò̂ thi. K(V1).

Chú.ng minh. Xét mô.t lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa và d̄ǎ. t E ′ là
tâ.p các ca.nh thêm vào G. Theo Bô̇’ d̄è̂ 5.2.1 ta có thê̇’ thiết lâ.p tu.o.ng ú.ng vó.i mỗi d̄ı̇’nh
vi ∈ V1 vó.i mô. t d̄ı̇’nh vj ∈ V1 bà̌ng mô.t dây chuyè̂n so. cấp µij mà các ca.nh thuô.c E ′. Theo
Bô̇’ d̄è̂ 5.2.2, µij có d̄ô. dài nhȯ’ nhất. Trong d̄ò̂ thi. K(V1) các dây chuyè̂n µij tu.o.ng ú.ng ca.nh
(vi, vj). Do d̄ó tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a V1 d̄u.o.. c kết ho.. p, hai vó.i hai, và các ca.nh (vi, vj) tu.o.ng
ú.ng dây chuyè̂n µij cu̇’a G′, ta.o thành mô.t cǎ.p ghép hoàn hȧ’o K cu̇’a d̄ò̂ thi. K(V1). (Trong
d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ vó.i số chǎ̃n d̄ı̇’nh luôn luôn tò̂n ta. i mô. t cǎ.p ghép hoàn hȧ’o; xem Phà̂n 7.5).
Vı̀ tro.ng lu.o.. ng cu̇’a cǎ.p ghép hoàn hȧ’o K bà̌ng tô̇’ng các tro.ng lu.o.. ng cu̇’a các ca.nh cu̇’a E ′

nên lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa là tối u.u nếu và chı̇’ nếu K là mô. t cǎ.p
ghép hoàn hȧ’o vó.i tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất. Ta có d̄iè̂u phȧ’i chú.ng minh. /

Do d̄ó nghiê.m cu̇’a bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa d̄u.a vè̂ bài toán t̀ım mô.t cǎ.p
ghép hoàn hȧ’o có tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ Kn. Viê.c xác d̄i.nh nghiê.m cu̇’a
bài toán sau là mô. t thuâ. t toán khá phú.c ta.p và do d̄ó sẽ không d̄u.o.. c tr̀ınh bày o.’̇ d̄ây. Ba.n
d̄o.c quan tâm có thê̇’ tham khȧ’o các tài liê.u [14], [30].

Nhâ.n xét 5.2.4 Nếu tò̂n ta. i ca.nh e trong G sao cho w(e) < 0 th̀ı bài toán không có nghiê.m
tối u.u: Thâ. t vâ.y, bà̌ng cách thêm mô.t tâ.p E ′ hũ.u ha.n các bȧ’n sao cu̇’a các ca.nh cu̇’a G ta
có thê̇’ thêm ca.nh e mô.t số chǎ̃n là̂n d̄u̇’ ló.n, và do d̄ó nhâ.n d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. Euler vó.i d̄ô.
dài nhȯ’ tuỳ ý. Vâ.y giȧ’ thiết các ca.nh có tro.ng lu.o.. ng không âm là không mất t́ınh tô̇’ng
quát d̄ê̇’ loa. i trù. tru.̀o.ng ho.. p tà̂m thu.̀o.ng này.

Vı́ du. 5.2.5 Xét d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 5.3 vó.i các số trên các ca.nh là tro.ng lu.o.. ng ca.nh. Ta
cà̂n t̀ım mô.t chu tr̀ınh qua mỗi ca.nh ı́t nhất mô. t là̂n và có d̄ô. dài nhȯ’ nhất.

Tô̇’ng các tro.ng lu.o.. ng các ca.nh cu̇’a G bà̌ng 31. Vı̀ G không là d̄ò̂ thi. Euler nên d̄ô. dài
cu̇’a chu tr̀ınh cà̂n t̀ım sẽ ló.n ho.n 31.
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Hı̀nh 5.3:

Tâ.p các d̄ı̇’nh bâ.c lė’ là V1 = {1, 2, 3, 4}. Theo thuâ. t toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất (xem
Chu.o.ng 3), ta t̀ım tất cȧ’ các dây chuyè̂n có d̄ô. dài nhȯ’ nhất giũ.a các cǎ.p d̄ı̇’nh cu̇’a V1 trong
G. Ta nhâ.n d̄u.o.. c mà trâ.n d̄ô. dài d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất:




1 2 3 4

1 0 4 5 7
2 4 0 2 5
3 5 2 0 3
4 7 5 3 0


.

Tiếp d̄ến ta xây du.. ng d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ K(V1) trong d̄ó tro.ng lu.o.. ng ca.nh (vi, vj) là d̄ô.
dài cu̇’a dây chuyè̂n ngǎ́n nhất giũ.a vi và vj (xem Hı̀nh 5.4).

3
..................................................................................................................................................................................

4
..................................................................................................................................................................................

7

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..

2

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..

5

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..

5

..........................................................................................................................................................................................................................................................................m4

m1

m3

m2

Hı̀nh 5.4: D- ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ K(V1).

Cǎ.p ghép hoàn hȧ’o vó.i tro.ng lu.o.. ng nhȯ’ nhất trên K(V1) gò̂m các ca.nh (1, 2) và (3, 4)
(tro.ng lu.o.. ng bǎ̀ng 4 + 3 = 7). Các dây chuyè̂n tu.o.ng ú.ng là {1, 7, 2} và {3, 4}.

Nghiê.m tối u.u cu̇’a bài toán nhâ.n d̄u.o.. c bà̌ng cách thêm vào d̄ò̂ thi. ban d̄à̂u các ca.nh
(1, 7), (7, 2) và (3, 4). D- ò̂ thi. G′ nhâ.n d̄u.o.. c là d̄ò̂ thi. Euler (Hı̀nh 5.5).
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Hı̀nh 5.5: D- ò̂ thi. Euler G′ nhâ.n d̄u.o.. c tù. G bà̌ng cách thêm các ca.nh tu.o.ng ú.ng các dây
chuyè̂n nhȯ’ nhất giũ.a 1 và 2 và giũ.a 3 và 4.

Cuối cùng ta chı̇’ cà̂n t̀ım mô.t chu tr̀ınh Euler trong G′, chȧ̌’ng ha.n

{6, 2, 3, 7, 2, 7, 1, 7, 4, 5, 1, 6}

là chu tr̀ınh có d̄ô. dài 31 + 7 = 38 là nghiê.m tối u.u cà̂n t̀ım.

5.3 Bài toán Hamilton

Giȧ’ su.’̇ G := (V, E) là d̄ò̂ thi. liên thông (hay liên thông ma.nh trong tru.̀o.ng ho.. p có hu.́o.ng)
có n d̄ı̇’nh.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.1 Dây chuyè̂n (hay d̄u.̀o.ng d̄i) d̄i qua tất cȧ’ các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G, mỗi
d̄ı̇’nh mô.t là̂n, go. i là dây chuyè̂n Hamilton (hay d̄u.̀o.ng d̄i Hamilton).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, dây chuyè̂n (hay d̄u.̀o.ng d̄i Hamilton) là so. cấp, và có d̄ô. dài (n−1).

Chu tr̀ınh (hay ma. ch) Hamilton là mô. t chu tr̀ınh (hay ma.ch) d̄i qua tất cȧ’ các d̄ı̇’nh
cu̇’a d̄ò̂ thi. G, mỗi d̄ı̇’nh d̄úng mô.t là̂n. Dẽ̂ thấy rà̌ng, chu tr̀ınh Hamilton là chu tr̀ınh so. cấp
có d̄ô. dài n. Ta nói rǎ̀ng, G là d̄ò̂ thi. Hamilton nếu nó chú.a mô.t chu tr̀ınh Hamilton (trong
tru.̀o.ng ho.. p vô hu.́o.ng) hoǎ.c mô.t ma.ch Hamilton (trong tru.̀o.ng ho.. p có hu.́o.ng).

Vı́ du. 5.3.2 Nǎm 1859, nhà toán ho.c Hamilton (1805-1865) ngu.̀o.i Ailen d̄ã cho bán mô.t
d̄ò̂ cho.i d̄ô. c d̄áo, phà̂n ch́ınh là mô. t khối nhi. diê.n d̄è̂u (khối d̄a diê.n có 12 mǎ.t ngũ giác d̄è̂u

và 20 d̄ı̇’nh, mỗi d̄ı̇’nh có 3 ca.nh) làm bà̌ng gỗ. O
.’̇ mỗi d̄ı̇’nh có ghi tên mô.t thành phố ló.n:

Beruych, Quȧ’ng châu, Deli, Frangfua, v.v... Cách cho.i là t̀ım mô.t d̄u.̀o.ng d̄i do.c theo các
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ca.nh cu̇’a thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u và qua mỗi d̄ı̇’nh (thành phố) vù.a d̄úng mô.t là̂n. Muốn trò cho.i
d̄u.o.. c hấp dẫn ho.n có thê̇’ quy d̄i.nh tru.́o.c tr̀ınh tu.. qua mô.t vài thành phố d̄à̂u tiên, và d̄ê̇’

giúp nhó. dẽ̂ dàng các thành phố d̄ã d̄i qua, o.’̇ mỗi d̄ı̇’nh cu̇’a khối thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u có d̄óng
mô.t chiếc d̄inh mũ to, quanh d̄ó có thê̇’ quấn so.. i dây nhȯ’ d̄ê̇’ chı̇’ d̄oa.n d̄u.̀o.ng d̄ã d̄i qua. Vè̂
sau d̄ê̇’ d̄o.n giȧ’n, Hamilton d̄ã thay khối thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u bà̌ng mô.t h̀ınh phȧ̌’ng. Bài toán
d̄u.o.. c phát biê̇’u du.́o.i da.ng d̄ò̂ thi. nhu. sau. Ta biết rà̌ng h̀ınh thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u có 12 mǎ.t,
30 ca.nh, 20 d̄ı̇’nh; mỗi mǎ. t là mô. t ngũ giác d̄è̂u, mỗi d̄ı̇’nh là d̄à̂u mút cu̇’a 3 ca.nh. Các d̄ı̇’nh
và các ca.nh cu̇’a h̀ınh thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u lâ.p thành mô.t d̄ò̂ thi. nhu. Hı̀nh 5.6. Bài toán d̄ǎ. t
ra là hãy t̀ım mô.t chu tr̀ınh Hamilton cu̇’a d̄ò̂ thi. G.
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Hı̀nh 5.6: Hành tr̀ınh xung quanh thế gió.i (khối thâ.p nhi. diê.n d̄è̂u) cu̇’a Hamilton.

Vı́ du. 5.3.3 (Bài toán ngu.̀o.i chào hàng). Mô.t ngu.̀o.i chào hàng viếng thǎm n khách hàng
v1, v2, . . . , vn, xuất phát tù. thành phố v0 và sau d̄ó tro.’̇ vè̂ vi. tŕı xuất phát. Anh ta biết
khoȧ’ng cách d0j tù. v0 d̄ến tất cȧ’ các khách hàng vj và khoȧ’ng cách dij giũ.a hai khách hàng
vi và vj (d̄ǎ. t dij = dji).

Ngu.̀o.i chào hàng cà̂n d̄i d̄ến các khách hàng cu̇’a mı̀nh theo thú. tu.. nào d̄ê̇’ tô̇’ng quãng
d̄u.̀o.ng d̄i là nhȯ’ nhất? Nói cách khác cà̂n t̀ım mô.t chu tr̀ınh Hamilton vó.i d̄ô. dài nhȯ’ nhất
trên d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có tro.ng số d̄u.o.. c xây du.. ng tù. tâ.p các d̄ı̇’nh v0, v1, v2, . . . , vn, và tro.ng
lu.o.. ng ca.nh (vi, vj) là dij. Vè̂ các thuâ. t toán giȧ’i bài toán này có thê̇’ xem, chȧ̌’ng ha.n [30].

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ı̇’nh cuối vn+1 khác d̄ı̇’nh xuất phát v0, bài toán d̄u.a vè̂ t̀ım dây
chuyè̂n Hamilton tù. v0 d̄ến vn+1 có tô̇’ng d̄ô. dài nhȯ’ nhất. Bǎ̀ng cách biến d̄ô̇’i mô. t cách
th́ıch ho.. p trên d̄ò̂ thi., ta có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán t̀ım chu tr̀ınh Hamilton có tô̇’ng d̄ô. dài nhȯ’

nhất.
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Vı́ du. 5.3.4 (Bài toán lâ. p li.ch). Trong mô.t số bài toán lâ.p li.ch, ta cà̂n t̀ım mô.t thú. tu..
thu.. c hiê.n n tiến tr̀ınh cho tru.́o.c (hai tiến tr̀ınh không d̄u.o.. c thu.. c hiê.n cùng mô.t lúc) và thoȧ’

mãn nhũ.ng ràng buô.c nhất d̄i.nh; bǎ̀ng cách xây du.. ng d̄ò̂ thi. G trong d̄ó tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a
G tu.o.ng ú.ng vó.i tâ.p các tiến tr̀ınh và mô.t cung liên thuô.c hai d̄ı̇’nh vi và vj nếu tiến tr̀ınh
i d̄u.o.. c thu.. c hiê.n tru.́o.c tiến tr̀ınh j, bài toán d̄u.a vè̂ t̀ım mô.t d̄u.̀o.ng d̄i Hamilton trong G.

Vı́ du. 5.3.5 (Lâ. p li.ch và bài toán ngu.̀o.i chào hàng trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng). Trong thu.. c tế
ta thu.̀o.ng lâ.p kế hoa.ch mà mỗi cung (vi, vj), biê̇’u diẽ̂n mô.t ràng buô.c nào d̄ó, gǎ́n vó.i mô. t
số thu.. c tij là khoȧ’ng thò.i gian ı́t nhất có thê̇’ bǎ́t d̄à̂u thu.. c hiê.n công viê.c thú. j khi công
viê.c thú. i d̄ã tiến hành.

Thò.i gian nhȯ’ nhất d̄ê̇’ thu.. c hiê.n tất cȧ’ các tiến tr̀ınh d̄u.o.. c xác d̄i.nh bǎ̀ng cách t̀ım
mô.t d̄u.̀o.ng d̄i Hamilton có d̄ô. dài nhȯ’ nhất trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng. D- ây ch́ınh là bài toán
ngu.̀o.i chào hàng trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng. Vè̂ thuâ. t toán giȧ’i bài toán này có thê̇’ xem, chȧ̌’ng
ha.n [30].

Bài toán ngu.̀o.i chào hàng trên d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng hoǎ.c có hu.́o.ng thu.̀o.ng gǎ.p trong cuô.c
sống và có nhiè̂u ú.ng du.ng: lâ.p thò.i khoá biê̇’u, lâ.p li.ch, lǎ́p d̄ǎ. t hê. thống d̄iê.n, tô̇’ng ho.. p
các ma.ch logic tuà̂n tu.. , v.v.

Ngoài ra, nhiè̂u bài toán có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán ngu.̀o.i chào hàng: bài toán nhiè̂u ngu.̀o.i
chào hàng, mô.t vài bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất vó.i d̄iè̂u kiê.n qua tất cȧ’ các d̄ı̇’nh (hay
cung) cu̇’a mô.t tâ.p cho tru.́o.c chı̇’ mô. t là̂n, các chu tr̀ınh (hay ma.ch) Euler có chi ph́ı nhȯ’

nhất.

Cuối cùng, ta có thê̇’ chı̇’ ra rà̌ng, bài toán ngu.̀o.i chào hàng trên d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng có
thê̇’ d̄u.a vè̂ tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng.

Trái vó.i bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa, ngoa. i trù. nhũ.ng tru.̀o.ng ho.. p d̄ǎ. c biê.t,
ngu.̀o.i ta chu.a t̀ım d̄u.o.. c mô.t thuâ. t toán d̄a thú.c d̄ê̇’ giȧ’i bài toán ngu.̀o.i chào hàng. Các
thuâ. t toán hiê.u quȧ’ nhất su.’̇ du.ng các phu.o.ng pháp nhánh và câ.n [30].

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.6 Mô.t chu tr̀ınh (tu.o.ng ú.ng, ma.ch) d̄i qua tất cȧ’ các d̄ı̇’nh, mỗi d̄ı̇’nh ı́t
nhất mô. t là̂n, go. i là chu tr̀ınh (tu.o.ng ú.ng, ma. ch) tiè̂n Hamilton. D- ò̂ thi. G chú.a mô.t chu
tr̀ınh hay ma.ch nhu. vâ.y go. i là d̄ò̂ thi. tiè̂n Hamilton. Dẽ̂ thấy rà̌ng, d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’

G là d̄ò̂ thi. tiè̂n Hamilton là G liên thông (liên thông ma.nh).

T̀ım kiếm mô.t chu tr̀ınh (hay ma.ch) Hamilton có d̄ô. dài nhȯ’ nhất trên d̄ò̂ thi. có tro.ng
số d̄u.a vè̂ bài toán xác d̄i.nh chu tr̀ınh (hay ma.ch) trong d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ G′ nhâ.n d̄u.o.. c tâ.p
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các d̄ı̇’nh cu̇’a G và tro.ng lu.o.. ng trên ca.nh (cung) (vi, vj) cu̇’a G′ bà̌ng d̄ô. dài cu̇’a dây chuyè̂n
(d̄u.̀o.ng d̄i) ngǎ́n nhất tù. vi d̄ến vj trong G.

Nhiè̂u da.ng bài toán ngu.̀o.i chào hàng ch́ınh là các bài toán tiè̂n Hamilton, và d̄ê̇’ giȧ’i
chúng tru.́o.c hết ta cà̂n t̀ım ma trâ.n tu.o.ng ú.ng các dây chuyè̂n (d̄u.̀o.ng d̄i) ngǎ́n nhất.

Cuối cùng nhâ.n xét rǎ̀ng, tò̂n ta. i mô. t tru.̀o.ng ho.. p mà bài toán chu tr̀ınh tiè̂n Hamilton
có d̄ô. dài nhȯ’ nhất có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa; d̄iè̂u này xȧ’y ra khi
G là d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu1 cu̇’a d̄o.n d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G∗ nào d̄ó và khi d̄ô. dài cu̇’a các ca.nh (vi, vj)
có da.ng ai + aj. Trong tru.̀o.ng ho.. p này, bài toán t̀ım chu tr̀ınh tiè̂n Hamilton trong G ch́ınh
là bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa trong G∗ vó.i d̄ô. dài ca.nh e∗i cu̇’a G∗ là ai.

Nhâ.n xét tu.o.ng tu.. cho bài toán t̀ım ma.ch tiè̂n Hamilton có d̄ô. dài nhȯ’ nhất trong
tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng G là d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a d̄a d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng nào d̄ó.

5.3.1 Các d̄iè̂u kiê.n cà̂n d̄ê̇’ tò̂n ta. i chu tr̀ınh Hamilton

Hiê̇’n nhiên rǎ̀ng, mô.t d̄iè̂u kiê.n cà̂n d̄ê̇’ tò̂n ta. i chu tr̀ınh Hamilton là G 2-liên thông. Tuy
nhiên, d̄ây không phȧ’i d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’.

Hı̀nh 5.7 là mô. t v́ı du. d̄ò̂ thi. 2-liên thông không chú.a chu tr̀ınh Hamilton (ho.n nũ.a,
có thê̇’ chı̇’ ra rà̌ng, d̄ó là d̄ò̂ thi. có số d̄ı̇’nh ı́t nhất thoȧ’ mãn t́ınh chất này).

..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
..............
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................•

•

•

•

•

Hı̀nh 5.7: D- ò̂ thi. 2-liên thông có số d̄ı̇’nh ı́t nhất không có chu tr̀ınh Hamilton.

D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng Petersen (Hı̀nh 5.8) là v́ı du. khác không có chu tr̀ınh Hamilton. D- ây
là d̄ò̂ thi. ch́ınh quy 3-liên thông nhȯ’ nhất có tất cȧ’ các d̄ı̇’nh bâ.c ba. Nhiè̂u phȧ’n v́ı du. vè̂
bài toán Hamilton d̄u.o.. c xây du.. ng tù. d̄ò̂ thi. Petersen.

1D- ò̂ thi. vô hu.́o.ng G∗ là d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a G = (V,E) nếu mỗi d̄ı̇’nh cu̇’a G∗ tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t ca.nh
e ∈ E và hai d̄ı̇’nh trong G∗ kè̂ nhau nếu hai ca.nh tu.o.ng ú.ng kè̂ nhau. D- ò̂ thi. có hu.́o.ng G∗ là d̄ò̂ thi. d̄ối
ngẫu cu̇’a G = (V, E) nếu mỗi d̄ı̇’nh e∗ cu̇’a G∗ tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t cung e ∈ E và tò̂n ta. i cung (e∗1, e

∗
2) trong

G∗ nếu d̄ı̇’nh ngo.n cu̇’a cung e1 là d̄ı̇’nh gốc cu̇’a cung e2.
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Hı̀nh 5.8: D- ò̂ thi. Petersen.

Có nhiè̂u d̄iè̂u kiê.n cà̂n khác (xem [30], [14]) nhu.ng không có mô. t d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u̇’

vè̂ su.. tò̂n ta. i chu tr̀ınh (ma.ch) Hamiton.

Do d̄ó chúng ta sẽ tâ.p trung mô.t số d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ dẫn d̄ến các phu.o.ng pháp có t́ınh
xây du.. ng chu tr̀ınh Hamilton.

5.3.2 Các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ vè̂ su.. tò̂n ta. i chu tr̀ınh Hamilton

Mê.nh d̄è̂ 5.3.7 Kn là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Chú.ng minh. Hiê̇’n nhiên. /

Xét d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng n d̄ı̇’nh G := (V, E). Giȧ’ su.’̇ s và t là hai d̄ı̇’nh không kè̂ nhau sao
cho

dG(s) + dG(t) ≥ n.

Ký hiê.u G + (s, t) là d̄ò̂ thi. nhâ.n d̄u.o.. c tù. G bà̌ng cách thêm ca.nh (s, t). Khi d̄ó

Mê.nh d̄è̂ 5.3.8 Nếu G + (s, t) là d̄ò̂ thi. Hamilton th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton. Ta nói t́ınh
chất này là ô̇’n d̄i.nh Hamilton qua phép biến d̄ô̇’i G → G + (s, t).

Chú.ng minh. Giȧ’ su.’̇ G + (s, t) chú.a chu tr̀ınh Hamilton µ := (v1, v2, . . . , vn). Nếu µ không
d̄i qua ca.nh (s, t) th̀ı G là Hamilton. Ngu.o.. c la. i, G chú.a mô.t dây chuyè̂n Hamilton µ \ (s, t)
nối s và t. (Không mất t́ınh tô̇’ng quát, có thê̇’ giȧ’ thiết s = v1, t = vn).
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Ta chú.ng minh rà̌ng tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t chı̇’ số i, 3 ≤ i ≤ n, sao cho s kè̂ vó.i vi và t kè̂
vó.i vi−1.

Thâ.t vâ.y, xét các tâ.p con cu̇’a tâ.p Y := {v3, v4, . . . , vn−1} :

A = {vi | (s, vi) ∈ E và 3 ≤ i ≤ n− 1},
B = {vi | (t, vi−1) ∈ E và 3 ≤ i ≤ n− 1}.

Vı̀ s và t không kè̂ nhau trong G nên

#A + #B = dG(s) + dG(t)− 2 ≥ n− 2

và nhâ.n xét rà̌ng #Y = n− 3 suy ra tò̂n ta. i

vi ∈ A ∩B (3 ≤ i ≤ n− 1).

Do d̄ó, thêm các ca.nh (s, vi) và (t, vi−1) và xoá ca.nh (vi, vi−1) ta d̄u.o.. c mô.t chu tr̀ınh Hamilton
trong G (xem Hı̀nh 5.9), và mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. /
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Hı̀nh 5.9:

Giȧ’ su.’̇ G là d̄o.n d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh và k là số nguyên thoȧ’ 1 ≤ k ≤ n. Xét thu̇’ tu. c d̄ê.
quy sau: Xuất phát tù. G, thêm các ca.nh nối các d̄ı̇’nh không kè̂ nhau mà tô̇’ng các bâ.c cu̇’a
chúng ló.n ho.n hoǎ.c bà̌ng k. (Số phép toán d̄òi hȯ’i trong thu̇’ tu. c này tı̇’ lê. vó.i n4). Vı̀ các
bâ.c không giȧ’m, d̄ò̂ thi. nhâ.n d̄u.o.. c không phu. thuô.c vào thú. tu.. các ca.nh d̄u.o.. c thêm. D- ò̂
thi. này (chú.a G) go. i là k−bao d̄óng cu̇’a G và ký hiê.u là [G]k. Vó.i k = n, tù. Mê.nh d̄è̂ 5.3.8
suy ra

D- i.nh lý 5.3.9 [8] G là d̄ò̂ thi. Hamilton nếu và chı̇’ nếu [G]n là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Trong tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát, t̀ım chu tr̀ınh Hamilton trong [G]n không phȧ’i lúc nào
cũng dẽ̂ ho.n trong G. Tuy nhiên, vó.i nhũ.ng tru.̀o.ng ho.. p d̄ǎ. c biê.t, chȧ̌’ng ha.n khi [G]n là d̄ò̂
thi. d̄à̂y d̄u̇’ Kn ta có thê̇’ dẽ̂ dàng xây du.. ng chu tr̀ınh Hamilton trong [G]n :
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D- i.nh lý 5.3.10 D- iè̂u kiê. n d̄u̇’ d̄ê̇’ G là d̄ò̂ thi. Hamilton là [G]n = Kn.

Có thê̇’ chı̇’ ra rà̌ng hà̂u hết các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ã biết (d̄u.o.. c liê.t kê du.́o.i d̄ây) liên quan
d̄ến bâ.c cu̇’a G suy ra [G]n = Kn và do d̄ó là các hê. quȧ’ cu̇’a D- i.nh lý 5.3.10.

Giȧ’ su.’̇ G là d̄o.n d̄ò̂ thi. liên thông n d̄ı̇’nh.

Hê. quȧ’ 5.3.11 [Ore] [47] Nếu dG(vi) + dG(vj) ≥ n vó.i mo. i (vi, vj) /∈ E th̀ı G là d̄ò̂ thi.
Hamilton.

Hê. quȧ’ 5.3.12 [Dirac] [17] Nếu dG(vi) ≥ n
2

vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ V th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Hê. quȧ’ 5.3.13 [Pósa] [51] Nếu các d̄ı̇’nh cu̇’a G d̄u.o.. c d̄ánh số thu.. tu.. sao cho

dG(v1) ≤ dG(v2) ≤ · · · ≤ dG(vn)

và nếu
∀k : 1 ≤ k <

n

2
⇒ dG(vk) > k,

th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Hê. quȧ’ 5.3.14 [Bondy] [7] Giȧ’ su.̇’ các d̄ı̇’nh cu̇’a G d̄u.o.. c d̄ánh số thu.. tu.. sao cho

dG(v1) ≤ dG(v2) ≤ · · · ≤ dG(vn).

Nếu d̄iè̂u kiê. n sau d̄úng:

p < q, dG(vp) ≤ p, dG(vq) ≤ q − 1 ⇒ dG(vp) + dG(vq) ≥ n,

th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Hê. quȧ’ 5.3.15 [Chvátal] [13] Nếu các d̄ı̇’nh cu̇’a G d̄u.o.. c d̄ánh số thu.. tu.. sao cho

dG(v1) ≤ dG(v2) ≤ · · · ≤ dG(vn)

và nếu
dG(vk) ≤ k <

n

2
⇒ dG(vn−k) ≥ n− k

th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton.
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Hê. quȧ’ 5.3.16 [Las Vergnas] [42] [30] Nếu các d̄ı̇’nh cu̇’a G d̄u.o.. c d̄ánh số thu.. tu.. v1, v2, . . . , vn

sao cho
j < k, k ≥ n− j
(vj, vk) /∈ E
dG(vj) ≤ j, dG(vk) ≤ k − 1




⇒ dG(vj) + dG(vk) ≥ n

th̀ı G là d̄ò̂ thi. Hamilton.

Các chú.ng minh. Chú.ng minh cu̇’a Hê. quȧ’ 5.3.11 suy tru.. c tiếp tù. cách xây du.. ng [G]n : tất
cȧ’ các ca.nh (vi, vj) /∈ E có thê̇’ d̄u.o.. c thêm và do d̄ó ta có [G]n = Kn. Hê. quȧ’ 5.3.12 suy tru.. c
tiếp tù. Hê. quȧ’ 5.3.11.

Ho.n nũ.a, dẽ̂ dàng thấy rà̌ng, d̄ò̂ thi. thoȧ’ mãn các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a Hê. quȧ’ 5.3.13, 5.3.14
hay 5.3.15 cũng thoȧ’ mãn các giȧ’ thiết cu̇’a Hê. quȧ’ 5.3.16.

D- ê̇’ chú.ng minh Hê. quȧ’ 5.3.16, ta sẽ su.’̇ du.ng kết quȧ’ sau cho d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ [G]n = Kn.

D- i.nh lý 5.3.17 [8] Nếu các d̄ı̇’nh cu̇’a G d̄u.o.. c d̄ánh số thu.. tu.. v1, v2, . . . , vn sao cho

i < j
(vi, vj) /∈ E
dG(vi) ≤ i + k − n
dG(vj) ≤ j + k − n− 1
i + j ≥ 2n− k





⇒ dG(vi) + dG(vj) ≥ k

th̀ı k−bao d̄óng cu̇’a G là d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ Kn.

Chú.ng minh. /

Hê. quȧ’ 5.3.16 suy tru.. c tiếp tù. D- i.nh lý 5.3.17 vó.i k = n. Hê. quȧ’ 5.3.16 là tô̇’ng quát
nhất cu̇’a tất cȧ’ các d̄iè̂u kiê.n d̄ã biết có liên quan d̄ến bâ.c cu̇’a d̄ò̂ thi.. Tuy nhiên, d̄iè̂u kiê.n
d̄u̇’ cu̇’a D- i.nh lý 5.3.10 là tô̇’ng quát ho.n: d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 5.10 có [G]6 = K6 nhu.ng không
tò̂n ta. i cách d̄ánh số các d̄ı̇’nh cu̇’a G thoȧ’ các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a Hê. quȧ’ 5.3.16.

5.3.3 Các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ vè̂ su.. tò̂n ta. i ma.ch Hamilton

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng, có mô. t số các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ bȧ’o d̄ȧ’m su.. tò̂n ta. i cu̇’a ma.ch
Hamilton. Kết quȧ’ tô̇’ng quát nhất là:
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Hı̀nh 5.10: Vó.i d̄ò̂ thi. này, [G]6 = K6 nhu.ng không thê̇’ áp du.ng Hê. quȧ’ 5.3.16.

D- i.nh lý 5.3.18 [Meyniel, 1973] Giȧ’ su.̇’ G = (V,E) là d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng n d̄ı̇’nh liên thông
ma. nh không khuyên sao cho

(vi, vj) /∈ E và (vj, vi) /∈ E ⇒ dG(vi) + dG(vj) ≥ 2n− 1.

Khi d̄ó G chú.a mô. t ma. ch Hamilton.

Chúng ta sẽ d̄u.a ra chú.ng minh có t́ınh kiến thiết d̄i.nh lý này (theo Minoux, 1977)
và mô. t thuâ. t toán có d̄ô. phú.c ta.p O(n4) d̄ê̇’ t̀ım ma.ch Hamilton. Chú.ng minh du.. a trên
phu.o.ng pháp (không kiến thiết) cu̇’a Bondy và Thmassen (1977). Tru.́o.c hết, chúng ta cà̂n
mô.t số khái niê.m.

Giȧ’ su.’̇ S ⊂ V. Vó.i mỗi vi ∈ V (có thê̇’ vi ∈ S), ký hiê.u δS(i) là số các cung nối (theo
hu.́o.ng bất kỳ) d̄ı̇’nh vi vó.i tâ.p con S. Vı̀ G không có khuyên nên ta luôn luôn có

vi ∈ S ⇒ δS(i) ≤ 2#S − 2.

Vó.i S là tâ.p con thu.. c su.. cu̇’a V ta go. i S−bô. hành là mô. t d̄u.̀o.ng d̄i mà các d̄ı̇’nh d̄à̂u và
cuối (không nhất thiết phân biê.t) thuô.c S và các d̄ı̇’nh trung gian là phân biê.t và ta.o thành
mô.t tâ.p con khác trống cu̇’a tâ.p V \ S. Mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i là mô. t S−bô. hành mà các d̄iê̇’m
d̄à̂u và cuối khác nhau.

Ta có bô̇’ d̄è̂ sau:

Bô̇’ d̄è̂ 5.3.19 Giȧ’ su.̇’ µ = (v0, v1, . . . , vp) là d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp cu̇’a G, S là tâ. p các d̄ı̇’nh cu̇’a
nó và d̄ǎ. t v ∈ V \ S. Nếu không tò̂n ta. i hai d̄ı̇’nh liên tiếp vk và vk+1 (0 ≤ k ≤ p− 1) cu̇’a µ
sao cho (vk, v) ∈ E và (v, vk+1) ∈ E th̀ı

δS(v) ≤ #S + 1.
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Chú.ng minh. Xét các tâ.p con cu̇’a S \ {vp} :

A := {vi ∈ S \ {vp} | (vi, v) ∈ E}

và

A := {vi ∈ S \ {vp} | (v, vi+1) ∈ E}.
Theo giȧ’ thiết, A ∩B = ∅ và #(A ∪B) ≤ #S − 1 (do vp /∈ A, vp /∈ B). Vâ.y

δS(v) ≤ #A + #B + 2 = #(A ∪B)−#(A ∩B) + 2 ≤ #S + 1,

d̄iè̂u phȧ’i chú.ng minh. /

Bây giò. chúng ta chú.ng minh D- i.nh lý 5.3.18.

Chú.ng minh cu̇’a D- i.nh lý 5.3.18. Xét d̄ò̂ thi. G thoȧ’ mãn các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a d̄i.nh lý.

(1) Vı̀ G liên thông ma.nh nên tò̂n ta. i mô. t ma.ch d̄ô. dài ı́t nhất hai.

Ta nói ma.ch µ trong G là tu.. a cu.. c d̄a. i nếu vó.i mo. i d̄ı̇’nh v /∈ µ không tò̂n ta. i hai d̄ı̇’nh
vk và vk+1 liên tiếp trên ma.ch µ sao cho

(vk, v) ∈ U và (vk+1, v) ∈ U.

Hiê̇’n nhiên rà̌ng d̄ê̇’ kiê̇’m tra mô.t ma.ch có phȧ’i tu.. a cu.. c d̄a. i hay không, hoǎ.c d̄ê̇’ phát
hiê.n mô.t ma.ch d̄ô. dài ló.n ho.n 1 ta cà̂n thu.. c hiê.n O(n2) phép toán so. cấp.

Do d̄ó, thuâ. t toán xây du.. ng mô.t ma.ch tu.. a cu.. c d̄a. i trong G bǎ́t d̄à̂u tù. mô. t ma.ch tuỳ
ý d̄òi hȯ’i O(n3) phép toán so. cấp.

Giȧ’ su.’̇ µ là ma.ch tu.. a cu.. c d̄a. i, và ký hiê.u S là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a nó. Nếu S = V ta
dù.ng: µ là ma.ch Hamilton. Ngu.o.. c la. i, ta sẽ chı̇’ ra rà̌ng có thê̇’ mo.’̇ rô.ng ma.ch µ d̄ê̇’ nhâ.n
d̄u.o.. c mô.t ma.ch µ′ có d̄ô. dài ló.n ho.n, và do d̄ó, theo quy na.p, ta sẽ có mô. t ma.ch Hamilton.

(2) Chúng ta chú.ng minh tò̂n ta. i mô. t S−d̄u.̀o.ng d̄i trong G.

Bà̌ng phȧ’n chú.ng, giȧ’ su.’̇ không tò̂n ta. i S−d̄u.̀o.ng d̄i. Vı̀ G liên thông ma.nh, tò̂n ta. i
ı́t nhất mô. t S−bô. hành P mà các d̄ı̇’nh d̄à̂u cuối cu̇’a nó là v ∈ S.

D- ǎ. t R là tâ.p các d̄ı̇’nh thuô.c P và khác v; d̄ǎ. t T là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a G không thuô.c
S ∪R.

Theo giȧ’ thiết không tò̂n ta. i S−d̄u.̀o.ng d̄i nên không tò̂n ta. i d̄ı̇’nh thuô.c R và kè̂ vó.i
mô. t d̄ı̇’nh trong S \ {v}.
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Do d̄ó vó.i mỗi d̄ı̇’nh vi ∈ R và d̄ı̇’nh vj ∈ S \ {v} ta có

δR(vi) ≤ 2#R− 2, δR(vj) = 0,
δS(vi) ≤ 2, δS(vj) ≤ 2#S − 2.

Ho.n nũ.a ta cà̂n có
δT (vi) + δT (vj) ≤ 2#T.

(Nếu không, tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t d̄u.̀o.ng d̄i d̄ô. dài 2 hoǎ.c giũ.a vi và vj, hoǎ.c giũ.a vj và vi;
d̄u.̀o.ng d̄i này (có mô. t phà̂n nǎ̀m trên P ) ta.o thành mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i).

Có thê̇’ chú.ng minh rǎ̀ng các d̄ı̇’nh vi và vj là hai d̄ı̇’nh không kè̂ nhau sao cho

δ(vi) + δ(vj) = δS(vi) + δR(vi) + δT (vi) + δS(vj) + δR(vj) + δT (vj)
≤ 2(#R + #S + #T )− 2 = 2n− 2,

mâu thuẫn vó.i giȧ’ thiết.

(3) Vı̀ tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t S−d̄u.̀o.ng d̄i, ta sẽ t̀ım mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i P xuất phát tù. x và kết
thúc ta. i y sao cho d̄ô. dài cu̇’a d̄u.̀o.ng d̄i con µ(x, y) tù. x d̄ến y trên µ là nhȯ’ nhất (theo số
các cung).

Vó.i mô. t d̄ı̇’nh x ∈ S cho tru.́o.c, chúng ta có thê̇’ su.’̇ du.ng thuâ. t toán t̀ım kiếm theo
chiè̂u rô.ng trên d̄ò̂ thi. G nhu. d̄ã tr̀ınh bày trong Chu.o.ng 3. Phu.o.ng pháp này d̄òi hȯ’i O(m)
phép toán so. cấp. Do d̄ó thuâ. t toán t̀ım mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i P vó.i t́ınh chất d̄òi hȯ’i cà̂n nhiè̂u
nhất O(mn) phép toán so. cấp.

Ký hiê.u R là tâ.p các d̄ı̇’nh trung gian cu̇’a P, và S1 là tâ.p các d̄ı̇’nh trung gian trên
d̄u.̀o.ng d̄i µ(x, y) cu̇’a µ.

Nếu S1 = ∅ th̀ı thay cung (x, y) bo.’̇ i S−d̄u.̀o.ng d̄i P và chúng ta nhâ.n d̄u.o.. c mô.t ma.ch
µ′ có d̄ô. dài ló.n ho.n hoǎ.c bà̌ng (#S + 1).

(4) Kế tiếp ta giȧ’ su.’̇ S1 6= ∅, và d̄ǎ. t S2 := S \ S1 và T là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a G không thuô.c
R và S.

Chúng ta xây du.. ng mô.t d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp tu.. a cu.. c d̄a. i Q giũ.a y và x mà tâ.p các d̄ı̇’nh
cu̇’a nó là S ′ thoȧ’ mãn S ′ ⊂ S và S2 ⊂ S ′ bǎ̀ng phu.o.ng pháp lǎ.p nhu. sau:

1. Kho.’̇ i ta.o vó.i Q := µ(x, y), S ′ := S2, S
′′ := S1.

2. T̀ım d̄ı̇’nh s ∈ S ′′ sao cho (k, s) ∈ U và (s, l) ∈ U vó.i hai d̄ı̇’nh k và l liên tiếp trên Q.
(Nhâ.n xét rà̌ng, d̄iè̂u này d̄òi hȯ’i nhiè̂u nhất O(n) phép toán so. cấp). Nếu không tò̂n
ta. i d̄ı̇’nh s nhu. vâ.y (hoǎ.c là S ′′ = ∅) th̀ı dù.ng: d̄u.̀o.ng d̄i Q là tu.. a cu.. c d̄a. i (hoǎ.c cu.. c
d̄a. i).
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3. Giȧ’ su.’̇ tò̂n ta. i d̄ı̇’nh s th̀ı chèn nó vào giũ.a hai d̄ı̇’nh k và l d̄ê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c mô.t d̄u.̀o.ng
d̄i mó.i Q′ có d̄ô. dài ló.n ho.n d̄u.̀o.ng d̄i tru.́o.c d̄ó mô. t. Thay S ′ bo.’̇ i S ′ ∪ {s}, S ′′ bo.’̇ i
S ′′ \ {s}, Q bo.’̇ i Q′ và lǎ.p la. i Bu.́o.c 2.

Chú ý rà̌ng, số phép toán cà̂n thu.. c hiê.n trong thuâ. t toán này không vu.o.. t quá O(n3).

Ta sẽ chı̇’ ra rà̌ng, kết thúc thuâ. t toán th̀ı S ′′ = ∅.

Thâ.t vâ.y, giȧ’ su.’̇ ngu.o.. c la. i S ′′ 6= ∅.

Theo cách xây du.. ng cu̇’a P, các d̄ı̇’nh cu̇’a R không kè̂ vó.i mô. t d̄ı̇’nh cu̇’a S1 (v̀ı nếu
ngu.o.. c la. i, ta có thê̇’ t̀ım mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i mà các d̄ı̇’nh d̄à̂u cuối cu̇’a nó gà̂n µ ho.n P ). Do
d̄ó, vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ R và mo. i d̄ı̇’nh vj ∈ S1 ta có

δR(vj) = δS1(vi) = 0.

Mǎ.t khác, v̀ı µ là ma.ch tu.. a cu.. c d̄a. i, d̄ı̇’nh vi thoȧ’ mãn các giȧ’ thiết cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 5.3.19 vó.i
d̄u.̀o.ng d̄i con µ(x, y) sao cho

δS2(vi) ≤ #S2 + 1.

Cho.n vj ∈ S ′′ ⊂ S1. Theo cách xây du.. ng cu̇’a Q, áp du.ng la. i Bô̇’ d̄è̂ 5.3.19 vó.i d̄ı̇’nh vj và
d̄u.̀o.ng d̄i Q, ta d̄u.o.. c

δS′(vj) ≤ #S ′ + 1.

Mǎ.t khác, ta cà̂n có (nhu. d̄ã chú.ng minh trong Phà̂n (2))

δT (vi) + δT (vj) ≤ 2#T

(ngu.o.. c la. i, ta có thê̇’ t̀ım mô.t S−d̄u.̀o.ng d̄i mà các d̄ı̇’nh d̄à̂u cuối cu̇’a nó gà̂n µ ho.n P ).

Cuối cùng, ta luôn luôn có

δS′′(vj) ≤ 2#S ′′ − 2, và δR(vi) ≤ 2#R− 2.

Suy ra
δ(vi) + δ(vj) ≤ 2#R + #S2 + 2#S ′′ + #S ′ − 2

và
#S2 ≤ #S ′ ⇒ δ(vi) + δ(vj) ≤ 2n− 2

vó.i hai d̄ı̇’nh không kè̂ nhau vi và vj, mâu thuẫn vó.i giȧ’ thiết.

Vâ.y S ′′ = ∅ và tù. d̄u.̀o.ng d̄i Q vó.i S−d̄u.̀o.ng d̄i P ta có thê̇’ xây du.. ng mô.t ma.ch µ′ có
d̄ô. dài ≥ #S + 1.

(5) Trong tất cȧ’ các tru.̀o.ng ho.. p (tham khȧ’o các Phà̂n (3) và (4) trên) khi #S < n ta có
thê̇’ t̀ım (nhiè̂u nhất O(mn + n3) phép toán so. cấp) mô.t ma.ch µ′ có d̄ô. dài ló.n ho.n ma.ch
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cũ 1. Tru.́o.c khi lǎ.p la. i thuâ. t toán, ta cà̂n kiê̇’m tra µ′ có phȧ’i là ma.ch tu.. a cu.. c d̄a. i. (Nếu
không phȧ’i, xây du.. ng mô.t ma.ch tu.. a cu.. c d̄a. i µ′′ tù. µ′-d̄òi hȯ’i nhiè̂u nhất O(n3) phép toán
so. cấp).

Sau nhiè̂u nhất (n − 1) là̂n lǎ.p mo.’̇ rô.ng ma.ch, thuâ. t toán cho chúng ta mô.t ma.ch
Hamilton cu̇’a d̄ò̂ thi. G. D- i.nh lý 5.3.18 d̄u.o.. c chú.ng minh bà̌ng thuâ. t toán kiến thiết cách
xây du.. ng ma.ch Hamilton vó.i d̄ô. phú.c ta.p thuâ. t toán là O(n4). /
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Chu.o.ng 6

D- ò̂ thi. phȧ̌’ng

Chúng ta d̄ã nghiên cú.u các t́ınh chất cu̇’a các d̄ò̂ thi. con, chȧ̌’ng ha.n, các dây chuyè̂n, chu
tr̀ınh và các cây bao trùm trong mô.t d̄ò̂ thi. d̄ã cho. Trong chu.o.ng này, chúng ta sẽ nghiên
cú.u toàn bô. d̄ò̂ thi. G vó.i câu hȯ’i sau: khi nào G là phȧ̌’ng?

Chu.o.ng này bǎ́t d̄à̂u vó.i hai v́ı du. vè̂ d̄ò̂ thi. Kuratowski d̄óng vai trò trung tâm trong
viê.c kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi.. Kế tiếp là các t́ınh chất cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng, chȧ̌’ng ha.n
d̄i.nh lý Euler và giȧ’ thuyết bốn màu nô̇’i tiếng “mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng là 4−sǎ́c” (phát biê̇’u nǎm
1850 và d̄u.o.. c chú.ng minh nǎm 1976). Chúng ta cũng t̀ım hiê̇’u tiêu chuâ̇’n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’ d̄ò̂
thi. là phȧ̌’ng-D- i.nh lý Kuratowski. Cuối cùng là d̄ối ngẫu h̀ınh ho.c cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng.

6.1 D- i.nh ngh̃ıa và các v́ı du.

Nhǎ́c la. i rà̌ng d̄ò̂ thi. G d̄u.o.. c go. i là phȧ̌’ng nếu tò̂n ta. i mô. t phép biê̇’u diẽ̂n G lên mô.t mǎ.t
phȧ̌’ng sao cho hai ca.nh bất kỳ cu̇’a d̄ò̂ thi. không cǎ́t nhau ngoa. i trù. ta. i d̄ı̇’nh cu̇’a chúng. Các
d̄ò̂ thi. mà có thê̇’ biến d̄ô̇’i cho trùng nhau bǎ̀ng phép biến da.ng co dãn liên tu. c trên mǎ.t
phȧ̌’ng th̀ı không coi là nhũ.ng d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng khác nhau. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh
6.1 là phȧ̌’ng.

Vı́ du. 6.1.1 (Bài toán ba biê. t thu.. và ba nhà máy). Có ba biê.t thu.. a, b, c và ba nhà máy:
mô.t nhà máy nu.́o.c d, mô.t nhà máy ho.i d̄ốt e và mô.t nhà máy d̄iê.n f. Mỗi biê.t thu.. nối vó.i
các nhà máy bǎ̀ng nhũ.ng ống dẫn nu.́o.c, ống dẫn ho.i và d̄u.̀o.ng dây d̄iê.n. Vâ.y có thê̇’ vẽ
trên mǎ.t phȧ̌’ng ba biê.t thu.. và ba nhà máy và tất cȧ’ các d̄u.̀o.ng vâ.n chuyê̇’n sao cho không
có hai d̄u.̀o.ng nào cǎ́t nhau o.’̇ mô. t d̄iê̇’m khác các d̄à̂u mút cu̇’a chúng hay không? Ta có mô
h̀ınh hoá bo.’̇ i d̄ò̂ thi. hai phà̂n K3,3 : Các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. tu.o.ng ú.ng các nhà và các nhà máy
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Hı̀nh 6.1: Vı́ du. vè̂ d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng.

(xem Hı̀nh 6.2); mô. t ca.nh liên thuô.c hai d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t nhà và mô. t nhà máy. Bài
toán d̄u.a vè̂ kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. Kuratowski K3,3. Bà̌ng thu.. c nghiê.m có thê̇’ chı̇’

ra rà̌ng d̄ò̂ thi. này không phȧ̌’ng.
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Hı̀nh 6.2: D- ò̂ thi. Kuratowski K3,3.

Vı́ du. 6.1.2 Cũng bǎ̀ng thu.. c nghiê.m, có thê̇’ chú.ng tȯ’ d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ K5 (xem Hı̀nh 6.3)
là không phȧ̌’ng.

Vè̂ t́ınh không phȧ̌’ng cu̇’a các d̄ò̂ thi. K3,3 và K5 sẽ d̄u.o.. c giȧ’i th́ıch trong nhũ.ng phà̂n
sau. Chú ý rǎ̀ng các d̄ò̂ thi. K5 và K3,3 có nhũ.ng t́ınh chất:

1. Cȧ’ hai là không phȧ̌’ng;

2. Nếu xoá mô.t ca.nh hoǎ.c mô.t d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. th̀ı sẽ nhâ.n d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng.
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Hı̀nh 6.3: D- ò̂ thi. Kuratowski K5.

3. K5 là d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng có số d̄ı̇’nh ı́t nhất; K3,3 là d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng có số ca.nh ı́t
nhất.

6.2 Các biê̇’u diẽ̂n khác nhau cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng

Tru.́o.c hết ta có kết quȧ’ sau.

D- i.nh lý 6.2.1 [Fary] Mo. i d̄o.n d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mô. t mǎ. t phȧ̌’ng sao cho
các ca. nh là các d̄oa. n thȧ̌’ng và chúng chı̇’ cǎ́t nhau ta. i các d̄ı̇’nh chung.

Chú.nh minh. Chú.ng minh cu̇’a d̄i.nh lý này khá phú.c ta.p và không d̄óng góp nhiè̂u trong
viê.c hiê̇’u t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi.. Ba.n d̄o.c quan tâm có thê̇’ xem [24]. Chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi.
trong Hı̀nh 6.1 có thê̇’ vẽ la. i chı̇’ su.’̇ du.ng các d̄oa.n thȧ̌’ng nhu. trong Hı̀nh 6.4. Trong d̄i.nh
lý này, d̄ò̂ thi. cà̂n phȧ’i d̄o.n v̀ı các khuyên hoǎ.c mô.t trong hai ca.nh song song không thê̇’ vẽ
bo.’̇ i các d̄oa.n thȧ̌’ng. /

Diê.n

Ký hiê.u R(G) là d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng G d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng. Các vùng liên thông (theo
tô pô cu̇’a mǎ.t phȧ̌’ng R2) cu̇’a tâ.p R2 \R(G) go. i là các diê.n. Mô.t diê.n là mô. t vùng cu̇’a mǎ.t
phȧ̌’ng d̄u.o.. c gió.i ha.n bo.’̇ i các ca.nh go. i là biên; hai diê.n go. i là kè̂ nhau nếu các d̄u.̀o.ng biên
cu̇’a chúng có ı́t nhất mô. t ca.nh chung.
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Hı̀nh 6.4:

Nói chung, biên cu̇’a diê.n gò̂m các chu tr̀ınh d̄o.n giȧ’n vó.i các ca.nh rò.i nhau, các ca. nh
treo (ca.nh có mô. t d̄ı̇’nh bâ.c mô.t), hoǎ.c các ca.nh nối hai chu tr̀ınh. Diê.n ph́ıa ngoài, go. i
là diê.n vô ha. n, luôn luôn tò̂n ta. i mô. t chu tr̀ınh là d̄u.̀o.ng biên chú.a bên trong nó các ca.nh
khác; d̄ó là chu tuyến cu̇’a diê.n vô ha.n.

Vı́ du. 6.2.2 Bȧ’n d̄ò̂ d̄i.a lý là d̄ò̂ thi. tô pô phȧ̌’ng không có cà̂u; d̄ò̂ thi. d̄ó có t́ınh chất d̄ǎ. c
biê.t là: bâ.c cu̇’a mỗi d̄ı̇’nh ≥ 3. Mô.t diê.n có thê̇’ kè̂ vó.i diê.n khác o.’̇ nhiè̂u ca.nh. Trên Hı̀nh
6.5 ta chú ý rǎ̀ng các diê.n d và g không kè̂ nhau mǎ.c dù chúng có mô. t d̄ı̇’nh chung; a là diê.n
vô ha.n.
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Hı̀nh 6.5:
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Biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t cà̂u

D- ê̇’ tránh phân biê.t giũ.a các diê.n hũ.u ha.n và diê.n vô ha.n, chúng ta thu.̀o.ng biê̇’u diẽ̂n các
d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng trên mǎ.t cà̂u S2 ⊂ R3 du.. a vào phép chiếu nô̇’i tù. S2 lên R2. Ký hiê.u S là
d̄iê̇’m tiếp xúc cu̇’a mǎ.t cà̂u vó.i mǎ. t phȧ̌’ng, và N là d̄iê̇’m thuô.c mǎ. t cà̂u sao cho NS vuông
góc vó.i mǎ. t phȧ̌’ng. Vó.i mỗi d̄iê̇’m P ∈ S2, P 6= N, d̄u.̀o.ng thȧ̌’ng NP cǎ́t mǎ. t phȧ̌’ng R2 ta. i
d̄úng mô.t d̄iê̇’m Q. Nhu. vâ.y ta có tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t tù. mǎ. t cà̂u (bȯ’ d̄i d̄iê̇’m N) lên mǎ.t
phȧ̌’ng.

Theo cách xây du.. ng này, hiê̇’n nhiên rǎ̀ng d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu có thê̇’ biê̇’u
diẽ̂n nó trên mô.t mǎ.t cà̂u sao cho các ca.nh cu̇’a nó không cǎ́t nhau ngoài các d̄ı̇’nh chung.
Do d̄ó, theo D- i.nh lý 6.2.1 ta có

D- i.nh lý 6.2.3 Mô. t d̄ò̂ thi. có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mǎ. t cà̂u sao cho các ca. nh không tu.. cǎ́t
nếu và chı̇’ nếu nó có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng trên mǎ. t phȧ̌’ng.

Mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t cà̂u sẽ phân chia mǎ.t cà̂u thành nhiè̂u vùng
khác nhau. Mỗi vùng trên mǎ.t cà̂u là miè̂n gió.i nô. i, diê.n vô ha.n trên mǎ.t phȧ̌’ng d̄u.o.. c ánh
xa. thành vùng trên mǎ.t cà̂u chú.a d̄iê̇’m cu.. c bǎ́c N. Hiê̇’n nhiên rà̌ng, bà̌ng phép quay th́ıch
ho.. p quȧ’ cà̂u chúng ta có thê̇’ ánh xa. mô.t vùng bất kỳ thành diê.n vô ha.n trên mǎ.t phȧ̌’ng.
Tù. d̄ó ta nhâ.n d̄u.o.. c:

D- i.nh lý 6.2.4 Mô. t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mô. t mǎ. t phȧ̌’ng sao cho diê. n bất kỳ
cho tru.́o.c là diê. n vô ha. n.

Mối liên quan các vùng trên mǎ.t cà̂u cho phép chúng ta thấy rà̌ng không có su.. phân
biê.t thu.. c su.. giũ.a diê.n vô ha.n và các diê.n hũ.u ha.n trên mǎ.t phȧ̌’ng. Do d̄ó, khi nói vè̂ các
vùng trong mô.t biê̇’u diẽ̂n cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng trên mǎ.t phȧ̌’ng, chúng ta xét cȧ’ diê.n vô ha.n.
Ngoài ra, do không có su.. khác nhau cốt yếu giũ.a các phép biê̇’u diẽ̂n d̄ò̂ thi. trên mô.t mǎ.t
phȧ̌’ng hay mǎ.t cà̂u (mǎ.t phȧ̌’ng có thê̇’ xem là mǎ. t cà̂u bȯ’ d̄i mô. t d̄iê̇’m), thuâ. t ngũ. “biê̇’u
diẽ̂n phȧ̌’ng” cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. thu.̀o.ng d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ bao hàm các phép biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t
cà̂u cũng nhu. trên mǎ.t phȧ̌’ng.

Biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng và t́ınh liên thông

Trong mô.t d̄ò̂ thi. không liên thông, viê.c biê̇’u diẽ̂n mỗi thành phà̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng có thê̇’

d̄u.o.. c khȧ’o sát mô. t cách d̄ô. c lâ.p. Do d̄ó, d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu các thành phà̂n
liên thông cu̇’a nó là phȧ̌’ng. Tu.o.ng tu.. , trong mô.t d̄ò̂ thi. tách d̄u.o.. c (tú.c 1−liên thông) viê.c
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biê̇’u diẽ̂n mỗi khối (tú.c là d̄ò̂ thi. con không tách d̄u.o.. c cu.. c d̄a. i) trên mǎ.t phȧ̌’ng có thê̇’ d̄u.o.. c
khȧ’o sát d̄ô. c lâ.p. Do d̄ó mô. t d̄ò̂ thi. tách d̄u.o.. c là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu mỗi khối là phȧ̌’ng.

Vâ.y, kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. chı̇’ cà̂n xét d̄ối vó.i d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c.

Mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng không tách d̄u.o.. c có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n duy nhất lên mô.t mǎ.t cà̂u không?
Tru.́o.c khi trȧ’ lò.i câu hȯ’i này, chúng ta cà̂n giȧ’i th́ıch ý ngh̃ıa cu̇’a tù. “biê̇’u diẽ̂n duy nhất”.
Hai biê̇’u diẽ̂n cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng là giống nhau nếu chúng có thê̇’ làm trùng nhau bǎ̀ng
phép quay mǎ.t cà̂u này thành mǎ.t cà̂u kia và có thê̇’ biến da.ng các vùng (không di chuyê̇’n
d̄ı̇’nh bǎng qua ca.nh). Nếu tất cȧ’ các phép biê̇’u diẽ̂n lên mô.t mǎ.t cà̂u là trùng nhau th̀ı ta
nói d̄ò̂ thi. có duy nhất mô. t phép biê̇’u diẽ̂n. D- i.nh lý du.́o.i d̄ây, cho chúng ta ch́ınh xác câu
trȧ’ lò.i khi nào th̀ı mô. t d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n duy nhất trên mô.t mǎ.t cà̂u.

D- i.nh lý 6.2.5 [Whitney] Phép biê̇’u diẽ̂n lên mǎ. t cà̂u cu̇’a mỗi d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng 3−liên thông
là duy nhất.

Chú.ng minh. Xem [54]. /

D- i.nh lý này d̄óng mô.t vai trò quan tro.ng trong viê.c xác d̄i.nh xem mô.t d̄ò̂ thi. có phȧ̌’ng
hay không: Vó.i các d̄ò̂ thi. 3−liên thông, nếu có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mô.t mǎ.t cà̂u th̀ı phép
biê̇’u diẽ̂n này là duy nhất.

6.3 Các t́ınh chất cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng

Phà̂n này liê.t kê nghiên cú.u mô.t số t́ınh chất co. bȧ’n cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng. Tru.́o.c hết ta có

D- i.nh lý 6.3.1 [Berge] Trong mô. t d̄ò̂ thi. tô pô phȧ̌’ng, các chu tuyến cu̇’a diê. n hũ.u ha. n ta. o
thành mô. t hê. co. so.̇’ các chu tr̀ınh d̄ô. c lâ. p.

Chú.ng minh. Chúng ta sẽ chú.ng minh bà̌ng quy na.p theo số diê.n f cu̇’a d̄ò̂ thi. G.

Hiê̇’n nhiên d̄i.nh lý d̄úng khi G có mô. t hoǎ.c hai diê.n hũ.u ha.n. Giȧ’ su.’̇ d̄i.nh lý d̄úng
cho mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có số diê.n hũ.u ha.n là (f − 1); ta chú.ng minh d̄i.nh lý d̄úng cho mo. i
d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có f diê.n hũ.u ha.n.

Thâ. t vâ.y, giȧ’ su.’̇ không phȧ’i tất cȧ’ các chu tuyến d̄è̂u là các chu tr̀ınh không giao nhau
(theo ngh̃ıa là có ca.nh chung) v̀ı vó.i tru.̀o.ng ho.. p d̄ó th̀ı d̄i.nh lý là hiê̇’n nhiên. Khi d̄ó ta có
thê̇’ bȯ’ bó.t mô. t ca.nh e nào d̄ó cu̇’a G và d̄u.o.. c d̄ò̂ thi. G′ có (f − 1) diê.n hũ.u ha.n mà các chu
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tuyến cu̇’a nó theo giȧ’ thiết quy na.p lâ.p thành mô.t co. so.’̇ gò̂m các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p. Khi
trȧ’ la. i ca.nh e, ta có mô. t diê.n hũ.u ha.n mó.i mà chu tuyến là mô. t chu tr̀ınh không phu. thuô.c
vào các chu tr̀ınh tru.́o.c (v̀ı nó chú.a mô.t ca.nh không thuô.c vào mô.t chu tr̀ınh nào trong số
các chu tr̀ınh ấy). Do bô̇’ sung mô.t ca.nh không thê̇’ làm tǎng chu số lên quá mô.t d̄o.n vi., nên
số diê.n hũ.u ha.n cu̇’a d̄ò̂ thi. G quȧ’ là xác d̄i.nh mô.t co. so.’̇ gò̂m các chu tr̀ınh d̄ô.c lâ.p. /

Hê. quȧ’ 6.3.2 [Euler, 1752] Giȧ’ su.̇’ G là d̄ò̂ thi. tô pô phȧ̌’ng liên thông n d̄ı̇’nh, m ca. nh và
f diê. n. Khi d̄ó

f = m− n + 2.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, số các diê.n hũ.u ha.n bǎ̀ng chu số ν(G), nên

f = ν(G) + 1 = (m− n + 1) + 1 = m− n + 2.

Cũng có thê̇’ chú.ng minh cách khác nhu. sau.

Nhâ.n xét rà̌ng chı̇’ cà̂n chú.ng minh cho mô.t d̄o.n d̄ò̂ thi., v̀ı viê.c thêm mô.t khuyên hoǎ.c
thêm mô.t ca.nh song song chı̇’ d̄o.n giȧ’n là tǎng số diê.n và số ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. lên mô.t d̄o.n vi..
Chúng ta cũng có thê̇’ xoá tất cȧ’ các d̄ı̇’nh treo và các ca.nh liên thuô.c nó. Nếu thêm (hoǎ.c
bó.t) mô.t ca.nh và mô.t d̄ı̇’nh th̀ı hiê.u số (m− n) không d̄ô̇’i.

Vı̀ mỗi d̄o.n d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng sao cho mỗi ca.nh là mô. t
d̄oa.n thȧ̌’ng (D- i.nh lý 6.2.1), nên mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có thê̇’ d̄u.o.. c vẽ trên mǎ.t phȧ̌’ng sao cho
các diê.n là các d̄a giác. Ký hiê.u f là số diê.n và kp là số các diê.n có p ca.nh. Vı̀ mỗi ca.nh
thuô.c biên cu̇’a d̄úng hai d̄a giác, nên

3k3 + 4k4 + 5k5 + · · ·+ rkr = 2m,

trong d̄ó kr là số các d̄a giác vó.i số ca.nh cu.. c d̄a. i.

Mǎ.t khác
k3 + k4 + · · ·+ kr = f.

Tô̇’ng tất cȧ’ các góc ta. i mỗi d̄ı̇’nh trong d̄a giác tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ thi. là 2nπ. Nhǎ́c la. i rǎ̀ng tô̇’ng
tất cȧ’ các góc trong mô.t d̄a giác p ca.nh là (p− 2)π và tô̇’ng tất cȧ’ các góc ngoài là (p + 2)π.
Do d̄ó

2nπ = (3− 2)πk3 + (4− 2)πk4 + · · ·+ (r − 2)πkr + 4π
= (2m− 2f)π + 4π.

Tù. các d̄ȧ̌’ng thú.c trên, ta suy ra

2(m− f)π + 4π = 2nπ.

Vâ.y f = m− n + 2. /
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Vı́ du. 6.3.3 [Euler] Ta xét trong không gian ba chiè̂u mô.t d̄a diê.n lò̂i có n d̄ı̇’nh, m ca.nh
và f diê.n. Hiê̇’n nhiên ta có thê̇’ vẽ nó trên mô.t mǎ.t cà̂u sao cho hai ca.nh bất kỳ không cǎ́t
nhau ta. i nhũ.ng d̄iê̇’m khác các d̄à̂u mút. Sau d̄ó tiến hành phép chiếu nô̇’i vó.i tâm o.’̇ giũ.a
mô.t trong các diê.n ta có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n d̄a diê.n d̄ó trên mǎ.t phȧ̌’ng. Vı̀ d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng nên
ta có hê. thú.c co. bȧ’n sau d̄ây cu̇’a các d̄a diê.n lò̂i:

n−m + f = 2.

Hê. quȧ’ 6.3.4 Trong mô. t d̄o.n d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng, liên thông có f diê. n, n d̄ı̇’nh, m ca. nh (m ≥ 2),
các bất d̄ȧ̌’ng thú.c sau luôn nghiê.m d̄úng

{
2m ≥ 3f,
3n− 6 ≥ m.

Chú.ng minh. Mỗi diê.n có biên ı́t nhất là ba ca.nh, mỗi ca.nh là chung cu̇’a ch́ınh xác hai
diê.n, do d̄ó

2m ≥ 3f.

Thay thế f = m− n + 2 trong công thú.c Euler, ta có bất d̄ȧ̌’ng thú.c thú. hai. /

Chúng ta lu.u ý rà̌ng bất d̄ȧ̌’ng thú.c thú. hai chı̇’ là mô. t d̄iè̂u kiê.n cà̂n mà không d̄u̇’ vè̂
t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi.. Nói cách khác, mo. i d̄o.n d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng cà̂n phȧ’i thȯ’a mãn các
d̄iè̂u kiê.n này, nhu.ng d̄iè̂u ngu.o.. c la. i là không d̄úng. Chȧ̌’ng ha.n d̄ò̂ thi. Kuratowski K3,3 thȯ’a

3n− 6 = 3.6− 6 = 12 ≥ m = 9.

Nhu.ng

Vı́ du. 6.3.5 D- ò̂ thi. K3,3 không phȧ̌’ng. D- ê̇’ chú.ng minh chúng ta cà̂n chı̇’ ra rǎ̀ng trong d̄ò̂
thi. này không tò̂n ta. i diê.n mà biên cu̇’a nó có số ca.nh nhȯ’ ho.n 5. Thâ. t vâ.y, nếu d̄ò̂ thi. là
phȧ̌’ng th̀ı 2m ≥ 4f.

Theo công thú.c Euler
2m ≥ 4(m− n + 2).

Vâ.y
2.9 ≥ 4(9− 6 + 2).

Hay 18 ≥ 20! Mâu thuẫn. Do d̄ó d̄ò̂ thi. K3,3 không phȧ̌’ng.

Vı́ du. 6.3.6 D- ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có nǎm d̄ı̇’nh K5 là không phȧ̌’ng. Thâ. t vâ.y, nếu ngu.o.. c la. i th̀ı
K5 sẽ có

f = m− n + 2 = 10− 5 + 2 = 7
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diê.n. Chu tuyến cu̇’a mỗi diê.n d̄è̂u có ı́t nhất ba ca.nh. Nếu lâ.p d̄o.n d̄ò̂ thi. liên thuô.c
diê.n-ca.nh, th̀ı số ca.nh mô.t mǎ.t ≤ 2m và mǎ.t khác la. i ≥ 3f. Tù. d̄ó

20 = 2m ≥ 3f = 21.

Vô lý, vâ.y K5 là không phȧ̌’ng.

Hê. quȧ’ 6.3.7 Mỗi bȧ’n d̄ò̂ d̄i.a lý có ı́t nhất mô. t diê. n mà số ca. nh cu̇’a chu tuyến nhȯ’ ho.n
hoǎ. c bà̌ng 5.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, trong bȧ’n d̄ò̂ d̄i.a lý, mỗi d̄ı̇’nh là d̄à̂u mút cu̇’a ı́t nhất 3 ca.nh; nếu
lâ.p d̄o.n d̄ò̂ thi. liên thuô.c d̄ı̇’nh-ca.nh th̀ı số ca.nh mô.t mǎ.t ≤ 2m, mǎ.t khác la. i ≥ 3n, vâ.y
n ≤ 2m/3. Nếu giȧ’ thiết rǎ̀ng mỗi diê.n có chu tuyến gò̂m ı́t nhất 6 ca.nh và nếu lâ.p d̄o.n
d̄ò̂ thi. liên thuô.c diê.n-ca.nh, th̀ı số ca.nh cu̇’a nó, mô. t mǎ. t ≤ 2m, mǎ.t khác la. i ≥ 6f. Vâ.y
f ≤ 2m/6. Ta luôn luôn có thê̇’ giȧ’ thiết là d̄ò̂ thi. liên thông (nếu không th̀ı chú.ng minh hê.
quȧ’ cho tù.ng thành phà̂n), và do d̄ó có thê̇’ viết

2 = n−m + f ≤ 2m/3−m + m/3 = 0.

D- iè̂u d̄ó không thê̇’ xȧ’y ra. /

Hê. quȧ’ 6.3.8 Giȧ’ su.̇’ G là d̄o.n d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng liên thông. Khi d̄ó tò̂n ta. i d̄ı̇’nh v ∈ V sao
cho d(v) ≤ 5.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, trong d̄ò̂ thi. G, mỗi diê.n d̄u.o.. c bao ı́t nhất bo.’̇ i ba ca.nh khác nhau;
nếu lâ.p d̄ò̂ thi. H liên thuô.c diê.n-ca.nh (tú.c là d̄ò̂ thi. gò̂m tâ.p X các d̄iê̇’m dùng d̄ê̇’ biê̇’u thi.
các diê.n, tâ.p ho.. p Y các d̄iê̇’m dùng d̄ê̇’ biê̇’u thi. các ca.nh và các ca.nh nối d̄iê̇’m x ∈ X vó.i
y ∈ Y nếu diê.n x liên thuô.c ca.nh y) th̀ı số ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. H, mô.t mǎ.t ≤ 2m, mǎ.t khác la. i
≥ 3f, vâ.y f ≤ 2m/3. Nếu mỗi d̄ı̇’nh là d̄à̂u mút ı́t nhất cu̇’a 6 ca.nh, th̀ı cũng bǎ̀ng cách nhu.

vâ.y ta thu d̄u.o.. c n ≤ 2m/6, ngh̃ıa là (theo công thú.c Euler)

2 = n−m + f ≤ m/3−m + 2m/3 = 0.

Vô lý! /

6.4 Phát hiê.n t́ınh phȧ̌’ng

Viê.c xác d̄i.nh d̄ò̂ thi. G là phȧ̌’ng hay không là mô. t bài toán quan tro.ng, chȧ̌’ng ha.n trong
hoá ho.c: o.’̇ d̄ó nhiè̂u chất hoá ho.c mà công thú.c cấu ta.o cu̇’a nó có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n nhu. mô.t
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d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng; và trȧ’ lò.i câu hȯ’i này bà̌ng cách cố gǎ́ng thu.’̇ vẽ nó lên mô.t mǎ.t phȧ̌’ng rõ
ràng không phȧ’i là mô. t câu trȧ’ lò.i tốt. Vè̂ thuâ. t toán thò.i gian O(n) kiê̇’m tra mô.t d̄ò̂ thi.
có phȧ̌’ng hay không, và nếu phȧ̌’ng th̀ı biê̇’u diẽ̂n nó nhu. thế nào có thê̇’ xem [34], [18].

Cũng có mô. t thuâ. t toán [33] thò.i gian O(n log n) d̄ê̇’ kiê̇’m tra t́ınh d̄ȧ̌’ng cấu cu̇’a hai
d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng. Bài toán này cũng thu.̀o.ng nȧ’y sinh trong hoá ho.c khi chúng ta muốn nghiên
cú.u các phân tu.’̇ .

Các tiêu chuâ̇’n d̄o.n giȧ’n và hiê.u quȧ’ sau cho phép phát hiê.n t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi..

Phép rút go.n co. so.’̇

1. Do d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu các thành phà̂n liên thông cu̇’a nó là phȧ̌’ng, chúng
ta chı̇’ cà̂n xét mô. t thành phà̂n liên thông cu̇’a nó. Cũng vâ.y, mô. t d̄ò̂ thi. có d̄iê̇’m khó.p
là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu các khối cu̇’a nó là phȧ̌’ng. Vı̀ vâ.y d̄ối vó.i mô. t d̄ò̂ thi. G cho
tru.́o.c, xác d̄i.nh

G = {G1, G2, . . . , Gk},
trong d̄ó Gi, i = 1, 2, . . . , k, là các d̄ò̂ thi. con không tách d̄u.o.. c cu̇’a d̄ò̂ thi. G. Rò̂i th̀ı
chúng ta chı̇’ cà̂n kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a mỗi Gi.

2. Do viê.c thêm hay xóa các khuyên không làm mất t́ınh phȧ̌’ng, ta xoá các khuyên.

3. Tất cȧ’ các ca.nh song song cũng không ȧ’nh hu.o.’̇ ng trong viê.c xét t́ınh phȧ̌’ng, v̀ı vâ.y
xoá tất cȧ’ các ca.nh song song trù. mô. t ca.nh còn la. i.

4. Loa. i bȯ’ tất cȧ’ các d̄ı̇’nh bâ.c hai và coi hai ca.nh nối vó.i d̄ı̇’nh d̄ó là mô. t không ȧ’nh
hu.o.’̇ ng d̄ến t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi.. Nói cách khác thu.. c hiê.n “rút go.n chuỗi.”

Lǎ.p la. i các Bu.́o.c 3 và 4 cho d̄ến khi ta d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. d̄o.n giȧ’n nhất cho phép xác
d̄i.nh dẽ̂ dàng t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a nó.

D- ối vó.i mô. t d̄ò̂ thi. liên thông không có d̄iê̇’m khó.p Gi, sau khi áp du.ng các Bu.́o.c 3 và
4 ta sẽ d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. Hi có các d̄ǎ. c tru.ng:

D- i.nh lý 6.4.1 D- ò̂ thi. Hi có mô. t trong ba da. ng

1. Mô. t ca. nh d̄o.n; hoǎ. c là

2. Mô. t d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ có bốn d̄ı̇’nh; hoǎ. c là

3. Mô. t d̄o.n d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c có số d̄ı̇’nh n ≥ 5 và số ca. nh m ≥ 7.
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Chú.ng minh. D- i.nh lý có thê̇’ d̄u.o.. c chú.ng minh bǎ̀ng cách khȧ’o sát tất cȧ’ các d̄ò̂ thi. liên
thông không tách d̄u.o.. c vó.i số ca.nh nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng sáu. /

Áp du.ng d̄i.nh lý, chúng ta thấy rà̌ng tất cȧ’ các d̄ò̂ thi. Hi ro.i vào loa. i 1 hoǎ.c 2 là
phȧ̌’ng, do d̄ó không cà̂n kiê̇’m tra thêm.

Tù. nhũ.ng d̄iè̂u nêu trên, chúng ta cà̂n nghiên cú.u các d̄o.n d̄ò̂ thi. liên thông không
tách d̄u.o.. c vó.i ı́t nhất nǎm d̄ı̇’nh, và mỗi d̄ı̇’nh có bâ.c ló.n ho.n hay bà̌ng ba. Kế d̄ến, chúng
ta cà̂n kiê̇’m tra bất d̄ȧ̌’ng thú.c m ≤ 3n − 6. Nếu bất d̄ȧ̌’ng thú.c không thȯ’a mãn, th̀ı Hi

không phȧ̌’ng. Ngu.o.. c la. i, chúng ta kiê̇’m tra thêm bǎ̀ng cách áp du.ng d̄i.nh lý Kuratowski
du.́o.i d̄ây. Tru.́o.c hết ta cà̂n d̄i.nh ngh̃ıa sau.

D- i.nh ngh̃ıa 6.4.2 (a) Trong mô.t d̄ò̂ thi., hai ca.nh d̄u.o.. c go. i là trong mô.t chuỗi, nếu chúng
có d̄úng mô.t d̄ı̇’nh chung bâ.c hai.

(b) Hai d̄ò̂ thi. d̄u.o.. c go. i là d̄ò̂ng phôi nếu d̄ò̂ thi. này có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c tù. d̄ò̂ thi. kia bǎ̀ng
cách ta.o thêm các ca.nh trong chuỗi (tú.c là chèn thêm các d̄ı̇’nh bâ.c hai) hay ho.. p nhất các
ca.nh trong chuỗi.

Vı́ du. 6.4.3 Các d̄ò̂ thi. G1 và G2 trong Hı̀nh 6.6 là d̄ò̂ng phôi, do có thê̇’ d̄u.a vè̂ cùng d̄ò̂
thi. G′.
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Hı̀nh 6.6:

Hiê̇’n nhiên rǎ̀ng d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu mo. i d̄ò̂ thi. d̄ò̂ng phôi vó.i nó là phȧ̌’ng.
Ho.n nũ.a, quan hê. R trên tâ.p các d̄ò̂ thi. xác d̄i.nh bo.’̇ i G1RG2 nếu và chı̇’ nếu G1 và G2 d̄ò̂ng
phôi là quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng.

D- i.nh lý 6.4.4 [Kuratowski, 1930] D- ò̂ thi. G là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu G không chú.a d̄ò̂ thi.
con d̄ò̂ng phôi vó.i hoǎ. c K5 hoǎ. c K3,3.
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Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Rõ ràng, v̀ı G không thê̇’ biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng sao cho các
ca.nh cu̇’a chúng không cǎ́t nhau ngoa. i trù. ta. i các d̄ı̇’nh chung cu̇’a chúng nếu nó chú.a d̄ò̂ thi.
con d̄ò̂ng phôi vó.i K5 hoǎ.c K3,3.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Xem [4]. /

Vı́ du. 6.4.5 Bà̌ng cách áp du.ng D- i.nh lý Kuratowski ta có d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 6.7 không
phȧ̌’ng. Thâ. t vâ.y, tru.́o.c hết xoá các ca.nh (a, b), (e, f) và (g, h); sau d̄ó “rút go.n” các chuỗi
(a, g), (g, d) và (f, h), (h, c) d̄ê̇’ d̄u.o.. c các ca.nh mó.i (a, d) và (f, c). D- ò̂ thi. thu d̄u.o.. c là K3,3.
Suy ra G chú.a mô.t d̄ò̂ thi. con d̄ò̂ng phôi vó.i K3,3 và do d̄ó không phȧ̌’ng.
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Hı̀nh 6.7:

Viê.c kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng du.. a vào D- i.nh lý Kuratowski là khó d̄ối vó.i các d̄ò̂ thi. ló.n
(chȧ̌’ng ha.n, d̄o.n d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c có 25 d̄ı̇’nh và bâ.c cu̇’a mỗi d̄ı̇’nh ≥ 3). Có mô.t số
t́ınh chất khác d̄ǎ. c tru.ng cho các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng. Mô.t trong nhũ.ng d̄ǎ. c tru.ng d̄ó sẽ d̄u.o.. c xét
trong phà̂n kế tiếp.

D- i.nh lý 6.4.6 Mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng d̄è̂u 5−sǎ́c.

Chú.ng minh. Hiê̇’n nhiên d̄i.nh lý d̄úng cho các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có số d̄ı̇’nh ≤ 5. Giȧ’ su.’̇ khȧ̌’ng
d̄i.nh d̄úng cho mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có (n− 1) d̄ı̇’nh. Ta sẽ chú.ng minh d̄i.nh lý cũng d̄úng cho
nhũ.ng d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng có n d̄ı̇’nh.
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Thâ.t vâ.y, theo Hê. quȧ’ 6.3.8, trong G tò̂n ta. i d̄ı̇’nh v có bâ.c ≤ 5. D- ò̂ thi. con nhâ.n d̄u.o.. c
tù. G bà̌ng cách xoá d̄ı̇’nh v và các ca.nh liên thuô.c nó là 5−sǎ́c; ta tô các d̄ı̇’nh cu̇’a nó bǎ̀ng
nǎm màu α, β, γ, δ, ε. Ta có thê̇’ tô màu d̄ı̇’nh v, trù. khi nó kè̂ vó.i nǎm d̄ı̇’nh mang nǎm màu
khác nhau.

Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ó, giȧ’ su.’̇ a, b, c, d, e là nǎm d̄ı̇’nh kè̂ vó.i v (theo thú. tu.. vòng quanh
v) và giȧ’ su.’̇ α, β, γ, δ, ε là các màu tu.o.ng ú.ng. Ký hiê.u Gα,β là d̄ò̂ thi. con sinh bo.’̇ i tâ.p ho.. p
các d̄ı̇’nh có màu α hay β, v.v. Có hai tru.̀o.ng ho.. p xȧ’y ra:

1. Nếu a và c không thuô.c nhũ.ng thành phà̂n cu̇’a d̄ò̂ thi. Gα,γ th̀ı trong thành phà̂n chú.a
a ta tô màu γ cho các d̄ı̇’nh có màu α và ngu.o.. c la. i. Cách tô màu mó.i cho G là chấp
nhâ.n d̄u.o.. c, và d̄ı̇’nh v bây giò. d̄u.o.. c bao quanh bo.’̇ i các d̄ı̇’nh có màu γ, β, γ, δ, ε nên có
thê̇’ tô nó bǎ̀ng màu α.

2. Nếu a và c thuô.c cùng mô.t thành phà̂n cu̇’a d̄ò̂ thi. Gα,γ th̀ı các d̄ı̇’nh b và d không thê̇’

nối vó.i nhau trong d̄ò̂ thi. Gβ,δ (v̀ı nếu ngu.o.. c la. i, G chú.a d̄ò̂ thi. K5). Khi hoán vi. các
màu β và δ trong thành phà̂n cu̇’a d̄ò̂ thi. Gβ,δ (chú.a d̄ı̇’nh b) ta có thê̇’ tô màu β cho
d̄ı̇’nh v d̄u.o.. c.

D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh. /

Tuy nhiên, ta còn có thê̇’ làm tốt ho.n:

D- i.nh lý 6.4.7 [Giȧ’ thuyết bốn màu] Sǎ́c số cu̇’a mo. i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng bà̌ng bốn.

Chú.ng minh. Giȧ’ thuyết bốn màu xuất hiê.n là̂n d̄à̂u tiên trong cuô.c trao d̄ô̇’i giũ.a Morgan
và ngu.̀o.i ho.c trò cu̇’a ông vào nǎm 1850. Sau d̄ó, Morgan d̄ã d̄è̂ câ.p bài toán này vó.i
Hamilton trong mô.t bú.c thu. viết ngày 23 tháng 10 nǎm 1852. Kết quȧ’ là rất nhiè̂u “chú.ng
minh” cũng nhu. các “phȧ’n v́ı du. ” và các giȧ’ thuyết khác có liên quan xuất hiê.n (d̄ê̇’ có thêm
nhũ.ng thông tin chi tiết, xem [48]). Tuy nhiên, phȧ’i d̄ến nǎm 1976, hai nhà toán ho.c ngu.̀o.i
Mỹ là Appel và Haken (xem [1]), su.’̇ du.ng hàng ngàn giò. trên máy t́ınh d̄iê.n tu.’̇ , d̄ã chú.ng
minh t́ınh d̄úng d̄ǎ́n cu̇’a giȧ’ thuyết bốn màu. /

6.4.1 Kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng

Viê.c xác d̄i.nh mô.t d̄ò̂ thi. có phȧ̌’ng hay không là mô. t bài toán có ý ngh̃ıa. Nhu. d̄ã chı̇’ ra,
các d̄ǎ. c tru.ng cu̇’a Kuratowski và Whitney cho phép kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi.. Tuy
nhiên các d̄ǎ. c tru.ng này không phù ho.. p khi thu.. c hiê.n trên máy t́ınh do khó thê̇’ hiê.n bà̌ng
chu.o.ng tr̀ınh; ngoài ra nếu d̄ò̂ thi. là phȧ̌’ng, th̀ı các kết quȧ’ này không chı̇’ ra phu.o.ng pháp
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vẽ nó nhu. thế nào. Ngu.̀o.i ta biết rà̌ng [52], nếu su.’̇ du.ng tiêu chuâ̇’n cu̇’a Kuratowski d̄ê̇’

kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. n d̄ı̇’nh (n > 5) th̀ı thò.i gian thu.. c hiê.n ı́t nhất là O(n6).

Có mô.t số thuâ. t toán kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. (xem [52] d̄ê̇’ có tô̇’ng quan vè̂
các kết quȧ’ này). Hà̂u hết các phu.o.ng pháp này áp du.ng cách “xây du.. ng bȧ’n d̄ò̂”: D- à̂u
tiên, cho.n mô.t d̄ò̂ thi. con phȧ̌’ng g cu̇’a G và biê̇’u diẽ̂n nó trên mǎ.t phȧ̌’ng. (Trong hà̂u hết
các thuâ. t toán, g là mô. t chu tr̀ınh). Sau d̄ó thêm các ca.nh vào d̄ò̂ thi. g sao cho nó không
cǎ́t các ca.nh khác (ngoa. i trù. ta. i các d̄ı̇’nh chung). Nếu chúng ta thành công khi biê̇’u diẽ̂n
la. i th̀ı d̄ò̂ thi. G là phȧ̌’ng; ngu.o.. c la. i kết luâ.n G không phȧ̌’ng.

Khó khǎn ch́ınh cu̇’a mô.t thuâ. t toán nhu. vâ.y o.’̇ chỗ trong nhũ.ng giai d̄oa.n tru.́o.c d̄ó,
viê.c thêm các ca.nh vào g tù. nhũ.ng khȧ’ nǎng có thê̇’ không d̄ê̇’ ý d̄ến các giai d̄oa.n sau này.
Mô.t cách d̄ǎ. t ca.nh o.’̇ bu.́o.c nào d̄ó có thê̇’ dẫn d̄ến không thê̇’ d̄ǎ. t ca.nh o.’̇ bu.́o.c sau, mǎ.c dù
d̄ò̂ thi. d̄ã cho là phȧ̌’ng. Chȧ̌’ng ha.n, trong Hı̀nh 6.8(a), giȧ’ su.’̇ ta bǎ́t d̄à̂u vó.i d̄ò̂ thi. con g là
chu tr̀ınh {v1, v2, v3, v4, v5, v1}. Sau d̄ó ta thêm các ca.nh (v1, v4), (v4, v6), (v3, v6) và (v1, v6)
sao cho d̄ò̂ thi. thu d̄u.o.. c vẫn phȧ̌’ng. Hiê̇’n nhiên là ca.nh (v2, v5) không thê̇’ d̄ǎ. t d̄u.o.. c! Tù. d̄ó
ta cho rǎ̀ng d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng. Tuy nhiên, d̄ò̂ thi. này có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng nhu. trong
Hı̀nh 6.8(b).
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Hı̀nh 6.8: Hai cách biê̇’u diẽ̂n cu̇’a cùng mô.t d̄ò̂ thi..

D- ây ch́ınh là mô. t tro.’̇ nga. i cu̇’a phu.o.ng pháp xây du.. ng bȧ’n d̄ò̂; và ta cà̂n mô.t số thu̇’

tu. c khác giȧ’i quyết.

Nhu. d̄ã biết, mô. t d̄ò̂ thi., nói chung, có thê̇’ thu go.n thành d̄ò̂ thi. nhȯ’ ho.n d̄ê̇’ d̄o.n giȧ’n
hoá tiến tr̀ınh kiê̇’m tra. Các bu.́o.c thu go.n không ȧ’nh hu.o.’̇ ng d̄ến t́ınh phȧ̌’ng (hoǎ.c không
phȧ̌’ng) cu̇’a d̄ò̂ thi..
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1. Kiê̇’m tra t́ınh liên thông cu̇’a d̄ò̂ thi.. Nếu d̄ò̂ thi. không liên thông, xét tù.ng thành
phà̂n liên thông.

2. Xoá các khuyên, và thay tất cȧ’ các ca.nh song song bo.’̇ i d̄úng mô.t ca.nh.

3. Xoá các d̄ı̇’nh bâ.c hai và ho.. p nhất hai ca.nh liên thuô.c d̄ı̇’nh này. Lǎ.p la. i các Bu.́o.c 2
và 3 cho d̄ến khi không thê̇’ rút go.n thêm.

4. Áp du.ng Thuâ. t toán Tremaux-Tarjan d̄ê̇’ phân hoa.ch d̄ò̂ thi. thành các thành phà̂n
không tách d̄u.o.. c .

5. Vó.i mỗi thành phà̂n không tách d̄u.o.. c, thu.. c hiê.n phép thu go.n su.’̇ du.ng các Bu.́o.c 3
và 2 cho d̄ến khi không thê̇’ thu go.n thêm.

6. Vó.i mỗi thành phà̂n không tách d̄u.o.. c có n d̄ı̇’nh, m ca.nh, kiê̇’m tra các bất d̄ȧ̌’ng thú.c

n ≥ 5, m ≥ 9, m ≤ 3n− 6.

Nếu các ràng buô.c này không thoȧ’ mãn, thuâ. t toán kết thúc; ngu.o.. c la. i kiê̇’m tra thành
phà̂n không tách d̄u.o.. c khác. Mo. i d̄ò̂ thi. có n < 5 hoǎ.c m < 9 là phȧ̌’ng, và mo. i d̄o.n
d̄ò̂ thi. có m > 3n− 6 không phȧ̌’ng.

Mỗi d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c có thê̇’ tách thành các thành phà̂n 3−liên thông. Su.’̇ du.ng
kết quȧ’ cu̇’a Tutte [54]: D- ò̂ thi. là phȧ̌’ng nếu và chı̇’ nếu tất cȧ’ các thành phà̂n 3−liên thông
cu̇’a nó là phȧ̌’ng. Tuy nhiên, phu.o.ng pháp này không hiê.u quȧ’ bà̌ng thuâ. t toán cu̇’a Hopcroft
và Tarjan sau d̄ây.

Thuâ.t toán Hopcroft-Tarjan

Thuâ. t toán kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. rất phú.c ta.p. Do d̄ó chúng ta sẽ chı̇’ tr̀ınh bày
nhũ.ng d̄ǎ. c tru.ng cốt yếu. D- ê̇’ hiê̇’u thuâ. t toán ch́ınh, xét thu̇’ tu. c phân rã sau áp du.ng cho
các d̄o.n d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c G có n d̄ı̇’nh và m ca.nh.

Phân rã chu tr̀ınh-dây chuyè̂n:

1. T̀ım chu tr̀ınh µ trong G. Gán g = µ. Gán nhãn các d̄ı̇’nh và các ca.nh cu̇’a g là v1, v2, . . . ,
và e1, e2, . . . , tu.o.ng ú.ng. D- ǎ. t i = 1.

2. Nếu có mô. t ca.nh nào cu̇’a G chu.a có nhãn th̀ı t̀ım mô.t dây chuyè̂n µi bǎ́t d̄à̂u và kết
thúc ta. i các d̄ı̇’nh d̄u.o.. c gán nhãn nhu.ng dây chuyè̂n này chı̇’ gò̂m nhũ.ng ca.nh chu.a
d̄u.o.. c gán nhãn. Lu.u trũ. µi. Nếu tất cȧ’ các ca.nh d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn, chuyê̇’n sang
Bu.́o.c 4.
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3. D- ǎ. t g = g∪µi; và i = i+1. Gán nhãn các ca.nh và các d̄ı̇’nh chu.a d̄u.o.. c gán nhãn trong
g và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

4. Xuất g và các dây chuyè̂n µ1, µ2, . . . , µe. Dù.ng.

Có thê̇’ chú.ng minh rǎ̀ng [52] thu̇’ tu. c trên sẽ phân rã d̄o.n d̄ò̂ thi. không tách d̄u.o.. c G
thành mô.t chu tr̀ınh và e = m− n dây chuyè̂n. Vı̀ chu tr̀ınh có thê̇’ xem là kết nối cu̇’a hai
dây chuyè̂n không có chung ca.nh, nên G d̄u.o.. c phân rã thành m − n + 2 dây chuyè̂n. Cà̂n
chú ý rà̌ng, mǎ.c dù phân rã trên là không duy nhất, nhu.ng số các dây chuyè̂n d̄u.o.. c phân
rã tù. G là hà̌ng số. Chȧ̌’ng ha.n, Hı̀nh 6.8, xét hai phân rã sau thành mô.t chu tr̀ınh và bốn
(10− 6 = 4) dây chuyè̂n:

{v1, v2, v3, v4, v5, v1}, {(v1, v4)}, {(v2, v5)}, {(v4, v6), (v1, v6)}, {(v3, v6)},
và

{v1, v2, v3, v4, v5, v1}, {(v4, v6), (v3, v6)}, {(v1, v6)}, {(v1, v4)}, {(v2, v5)}.

Trong quá tr̀ınh phân rã chu tr̀ınh-dây chuyè̂n, chúng ta có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n chu tr̀ınh µ
trên mǎ.t phȧ̌’ng, và tiếp tu. c thêm các dây chuyè̂n mó.i µ1, µ2, . . . , khi chúng d̄u.o.. c sinh ra.
Mô.t dây chuyè̂n µi mó.i hoǎ.c sẽ phân chia mô.t diê.n d̄ang tò̂n ta. i thành hai diê.n mó.i hoǎ.c
sẽ khiến cho g ∪ µi không phȧ̌’ng khi thêm nó vào g. Do chúng ta thêm tuỳ ý, nên có thê̇’

xȧ’y ra t̀ınh tra.ng nhu. trong Hı̀nh 6.8. D- ê̇’ giȧ’i quyết khó khǎn này, ta có thê̇’ hoǎ.c

1. Tiếp tu. c thêm các dây chuyè̂n cho d̄ến khi không thê̇’ thu.. c hiê.n d̄u.o.. c nũ.a. Sau d̄ó tro.’̇

la. i t̀ım kiếm cho.n lu.. a cách biê̇’u diẽ̂n khác (tú.c là dùng phu.o.ng pháp là̂n ngu.o.. c) thay
cho quá tr̀ınh tru.́o.c d̄ó; hoǎ.c là

2. Tiếp tu. c t̀ım các dây chuyè̂n khác nhau nhu.ng không d̄ǎ. t chúng vào µ, cho d̄ến khi
t̀ım d̄u.o.. c diê.n mà mô.t dây chuyè̂n cà̂n d̄u.o.. c d̄ǎ. t vào, hoǎ.c là biết chǎ́c rǎ̀ng không có
tro.’̇ nga. i vó.i diê.n mà d̄ǎ. t dây chuyè̂n vào.

Có mô.t số thuâ. t toán tiếp câ.n theo hu.́o.ng thú. nhất, nhu.ng Hopcroft và Tarjan tiếp
câ.n theo cách thú. hai và d̄ã chú.ng minh rǎ̀ng thuâ. t toán cu̇’a ho. là hiê.u quȧ’ ho.n. Ý ch́ınh
cu̇’a thuâ. t toán này là giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhǎ̀ng khi thêm các dây chuyè̂n; cu. thê̇’ là:

Giȧ’ su.’̇ rà̌ng o.’̇ bu.́o.c nào d̄ó, chúng ta có mô. t dây chuyè̂n µi (trên d̄ı̇’nh cu̇’a mô.t danh
sách chú.a các dây chuyè̂n cà̂n xu.’̇ lý) mà chúng ta cà̂n giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a nó.
Giȧ’ su.’̇ a và b là các d̄ı̇’nh xuất phát và kết thúc cu̇’a dây chuyè̂n này. Các tru.̀o.ng ho.. p khác
nhau có thê̇’ xȧ’y ra và phu.o.ng pháp xu.’̇ lý tu.o.ng ú.ng sẽ d̄u.o.. c tr̀ınh bày du.́o.i d̄ây. Các t̀ınh
huống này d̄u.o.. c giȧ’i th́ıch du.. a vào Hı̀nh 6.9.

1. Nếu không tò̂n ta. i dây chuyè̂n khác Pi và chú.a hai d̄ı̇’nh a và b.
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(a) Nếu stack khác trống th̀ı lu.u trũ. Pi và giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a dây chuyè̂n
kế tiếp trong stack.

(b) Ngu.o.. c la. i (stack bà̌ng trống) th̀ı thêm Pi vào g; giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a
dây chuyè̂n kế tiếp trong stack.

2. Ngu.o.. c la. i giȧ’ su.’̇ Pj là dây chuyè̂n (khác Pi) chú.a hai d̄ı̇’nh a và b (xem Hı̀nh 6.9(a)).
Giũ. la. i Pi trong danh sách. Xây du.. ng dây chuyè̂n Pk xuất phát tù. d̄ı̇’nh x nào d̄ó trên
Pi và nǎ̀m giũ.a a và b (giȧ’ su.’̇ Pk kết thúc ta. i y).

(a) Nếu y thuô.c Pk (xem Hı̀nh 6.9(b)) th̀ı d̄ǎ. t dây chuyè̂n Pk trên Pi vào stack và
giȧ’i quyết t́ınh nhâ.p nhǎ̀ng cu̇’a dây chuyè̂n Pk.

(b) Ngu.o.. c la. i và nếu y không thuô.c Pj (Hı̀nh 6.9(c)) th̀ı dây chuyè̂n Pi d̄ã d̄u.o.. c giȧ’i.
Loa. i Pi khȯ’i stack. Giȧ’i su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a dây chuyè̂n kế tiếp trong stack.

(c) Ngu.o.. c la. i nếu y nà̌m giũ.a a và b (Hı̀nh 6.9(d)) th̀ı lu.u trũ. Pk. Tiếp tu. c giȧ’i t́ınh
nhâ.p nhǎ̀ng cu̇’a dây chuyè̂n Pi bà̌ng cách ta.o dây chuyè̂n khác giũ.a a và b.

(d) Ngu.o.. c la. i (Hı̀nh 6.9(e)), lu.u trũ. Pk. Tiếp tu. c giȧ’i t́ınh nhâ.p nhà̌ng cu̇’a dây chuyè̂n
Pi bà̌ng cách ta.o dây chuyè̂n khác giũ.a y và b.

Trong Hı̀nh 6.9(a), dây chuyè̂n µi có thê̇’ xoay ta. i hai d̄ı̇’nh a và b, và do d̄ó sẽ phân
d̄ôi diê.n “trên” hoǎ.c “du.́o.i” dây chuyè̂n µj. Su.. nhâ.p nhǎ̀ng này cà̂n d̄u.o.. c xu.’̇ lý. D- ê̇’ giȧ’i
quyết, ta xây du.. ng mô.t dây chuyè̂n µk xuất phát tù. d̄ı̇’nh x nào d̄ó trên dây chuyè̂n µi.
(Dây chuyè̂n µk chú.a các ca.nh chu.a d̄u.o.. c gán nhãn và kết thúc ngay khi nó gǎ.p mô.t d̄ı̇’nh
d̄u.o.. c gán nhãn, chȧ̌’ng ha.n y).

Nếu cȧ’ hai d̄ı̇’nh x và y cu̇’a dây chuyè̂n µk thuô.c dây chuyè̂n µi nhu. trong Hı̀nh 6.9(b),
th̀ı µk có thê̇’ d̄u.o.. c xoay ta. i hai d̄ı̇’nh x và y và do d̄ó sẽ phân d̄ôi diê.n ph́ıa “trên” hoǎ.c ph́ıa
“du.́o.i” dây chuyè̂n µi. Vı̀ vâ.y chúng ta không nhũ.ng cà̂n xu.’̇ lý cho µi mà tru.́o.c hết còn
phȧ’i giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng cho cȧ’ dây chuyè̂n mó.i µk. Do d̄ó cà̂n cất µk sau khi cất µi

trong mô.t ngǎn xếp, và ta bǎ́t d̄à̂u xu.’̇ lý tu.o.ng tu.. µi d̄ối vó.i µk.

Khȧ’ nǎng khác là d̄ı̇’nh y không nǎ̀m trên hai dây chuyè̂n µi và µj nhu.ng la. i thuô.c
mô.t dây chuyè̂n khác nhu. trong Hı̀nh 6.9(c). Trong tru.̀o.ng ho.. p này dây chuyè̂n µi không
thê̇’ xoay sang ph́ıa bên kia, và do d̄ó không có su.. nhâ.p nhà̌ng vè̂ diê.n mà dây chuyè̂n này
phân chia.

Nhu. trong Hı̀nh 6.9(d), nếu d̄ı̇’nh cuối cu̇’a dây chuyè̂n µk nà̌m trên dây chuyè̂n µj giũ.a
hai d̄ı̇’nh a và b th̀ı dây chuyè̂n µi (cùng vó.i µk) vẫn có thê̇’ xoay ta. i a và b. Do d̄ó vẫn có su..
nhâ.p nhà̌ng d̄ối vó.i dây chuyè̂n µi. Tuy nhiên khi d̄ó dây chuyè̂n µk phân d̄ôi diê.n xác d̄i.nh
bo.’̇ i chu tuyến (a, x, b, y, a) không có su.. nhâ.p nhǎ̀ng. Vı̀ vâ.y, chúng ta cà̂n mô.t dây chuyè̂n
khác xuất phát tù. mô. t d̄ı̇’nh trên µi d̄ê̇’ giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng vó.i µi.
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Hı̀nh 6.9: Phân t́ıch các khȧ’ nǎng xȧ’y ra cu̇’a dây chuyè̂n µi.

Cuối cùng, trong tru.̀o.ng ho.. p dây chuyè̂n µk có d̄ı̇’nh y nà̌m trên dây chuyè̂n µj nhu.ng
nǎ̀m ngoài d̄oa.n xác d̄i.nh bo.’̇ i a và b nhu. trong Hı̀nh 6.9(e). Dây chuyè̂n µi vẫn có thê̇’ xoay.
Nhu.ng khác vó.i tru.̀o.ng ho.. p cu̇’a Hı̀nh 6.9(b), không có su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a dây chuyè̂n µk

tu.o.ng ú.ng vó.i µi. Do d̄ó, cà̂n t̀ım mô.t dây chuyè̂n mó.i d̄ê̇’ giȧ’i quyết su.. nhâ.p nhà̌ng cu̇’a
dây chuyè̂n µi và dây chuyè̂n mó.i này có thê̇’ xuất phát tù. mô. t d̄ı̇’nh bất kỳ trên dây chuyè̂n
y, a, x, b; ngoài ra ta cũng mo.’̇ rô.ng dây chuyè̂n µi d̄ến d̄ı̇’nh y trên µj.

Tóm la. i, thuâ. t toán kiê̇’m tra t́ınh phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. gò̂m các thu̇’ tu. c:

1. T̀ım các thành phà̂n không tách d̄u.o.. c;

2. Phân hoa.ch các thành phà̂n không tách d̄u.o.. cthành các dây chuyè̂n;
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3. Xác d̄i.nh vi. tŕı d̄ê̇’ thêm các dây chuyè̂n này; và

4. Xây du.. ng mô.t biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng.

Su.’̇ du.ng thuâ. t toán t̀ım kiếm theo chiè̂u sâu d̄ê̇’ giȧ’i quyết các Bu.́o.c 1 và 2. Các dây chuyè̂n
d̄u.o.. c ta.o bo.’̇ i hai bu.́o.c trên có nhũ.ng t́ınh chất th́ıch ho.. p cho các tiến tr̀ınh vè̂ sau. Thò.i
gian d̄òi hȯ’i trong mỗi bu.́o.c (ngoa. i trù. Bu.́o.c 4) tı̇’ lê. vó.i n. Thò.i gian xây du.. ng mô.t biê̇’u
diẽ̂n phȧ̌’ng là O(n log n). Vı̀ vâ.y thò.i gian thu.. c hiê.n cu̇’a thuâ. t toán là O(n log n) (do công
thú.c Euler, số ca.nh m tı̇’ lê. vó.i số d̄ı̇’nh n trong mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng).

Thuâ. t toán này còn có thê̇’ cȧ’i thiê.n tốt ho.n vó.i thò.i gian thu.. c hiê.n là O(n) (xem
[34]).

6.5 D- ối ngẫu h̀ınh ho.c

Xét d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng liên thông G không có d̄ı̇’nh cô lâ.p. Khi d̄ó ta có thê̇’ thiết lâ.p mô.t d̄ò̂ thi.
phȧ̌’ng G∗ nhu. sau: bên trong mỗi diê.n s cu̇’a R(G) d̄ǎ. t mô. t d̄ı̇’nh s∗ cu̇’a G∗; vó.i mỗi ca.nh e
cu̇’a G thiết lâ.p tu.o.ng ú.ng mô.t ca.nh e∗ cu̇’a G∗ bà̌ng cách nối các d̄ı̇’nh s∗ và t∗ tu.o.ng ú.ng
các diê.n s và t trên hai ph́ıa cu̇’a ca.nh e trong R(G). D- ò̂ thi. G∗ go. i là d̄ối ngẫu (tô pô) cu̇’a
G (hay còn go. i là d̄ối ngẫu h̀ınh ho. c cu̇’a G).

Vı́ du. 6.5.1 D- ò̂ thi. G (d̄u.̀o.ng liè̂n nét) và d̄ối ngẫu cu̇’a nó (d̄u.̀o.ng d̄ú.t nét) cho trong
Hı̀nh 6.10.
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Hı̀nh 6.10:

Mô.t chu tr̀ınh so. cấp cu̇’a R(G) chia mǎ.t phȧ̌’ng thành hai vùng liên thông khác trống
và rò.i nhau. Bȯ’ d̄i tất cȧ’ các ca.nh d̄ối ngẫu tu.o.ng ú.ng các ca.nh trên chu tr̀ınh này sẽ phân
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hoa.ch R(G∗) thành hai thành phà̂n liên thông. Nói cách khác, mỗi chu tr̀ınh so. cấp cu̇’a G,
qua d̄ối ngẫu, tu.o.ng ú.ng mô.t d̄ối chu tr̀ınh so. cấp cu̇’a G∗, và ngu.o.. c la. i. T́ınh chất này rất
hũ.u ı́ch v̀ı ta có thê̇’ t̀ım mô.t d̄ối chu tr̀ınh cu̇’a G bà̌ng cách t̀ım mô.t chu tr̀ınh cu̇’a G∗.

Rõ ràng có mô. t su.. tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t giũ.a các ca.nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G và d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu
G∗−mô.t ca.nh cu̇’a G∗ giao vó.i mô. t ca.nh cu̇’a G. Ho.n nũ.a chúng ta có mô. t vài nhâ.n xét sau:

1. Ca.nh là khuyên trong G tu.o.ng ú.ng ca.nh treo trong G∗.

2. Ca.nh là ca.nh treo trong G tu.o.ng ú.ng khuyên trong G∗.

3. Nếu G có d̄iê̇’m khó.p th̀ı G∗ cũng có d̄iê̇’m khó.p.

4. Các ca.nh trong chuỗi cu̇’a G tu.o.ng ú.ng các ca.nh song song trong G∗.

5. Các ca.nh song song trong G tu.o.ng ú.ng các ca.nh trong chuỗi cu̇’a G∗.

6. Số các ca.nh ta.o thành biên trong diê.n F cu̇’a G, bà̌ng bâ.c cu̇’a d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng trong
G∗ và ngu.o.. c la. i.

7. D- ò̂ thi. G∗ là phȧ̌’ng.

8. D- ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a G∗ là G; tú.c là (G∗)∗ = G.

9. Nếu ký hiê.u n,m và f là số các d̄ı̇’nh, ca.nh và diê.n tu.o.ng ú.ng cu̇’a d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng liên
thông G, và ký hiê.u n∗,m∗ và f ∗ là số các d̄ı̇’nh, ca.nh và diê.n cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu G∗

tu.o.ng ú.ng, th̀ı
n∗ = f,m∗ = m, f ∗ = n.

Vı́ du. 6.5.2 Xét mô.t ma.ng vâ.n tȧ’i phȧ̌’ng (vô hu.́o.ng) G mà mỗi ca.nh e có khȧ’ nǎng thông
qua c(e) ≥ 0, d̄ı̇’nh vào s và d̄ı̇’nh ra t d̄u.o.. c xếp trên cùng mô.t d̄u.̀o.ng nà̌m ngang. Ta lâ.p d̄ò̂
thi. d̄ối ngẫu G∗ bà̌ng cách cho hai d̄ı̇’nh khác nhau s∗ và t∗ tu.o.ng ú.ng vó.i diê.n vô ha.n cu̇’a
G : d̄ı̇’nh s∗ ú.ng vó.i nu.’̇ a mǎ.t phȧ̌’ng du.́o.i, d̄ı̇’nh t∗ ú.ng vó.i nu.’̇ a mǎ.t phȧ̌’ng trên. Gán tro.ng
lu.o.. ng w(e∗) = c(e) cho ca.nh e∗ (ú.ng vó.i e). Bây giò. ta xét các bài toán sau:

Bài toán 1. Trong G t̀ım thiết diê.n A có khȧ’ nǎng thông qua nhȯ’ nhất; tú.c là làm cu.. c
tiê̇’u

c(A) =
∑

v∈A

c(v).

Bài toán 2. Trong G∗ t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất µ∗ d̄i tù. s∗ d̄ến t∗; tú.c là làm cu.. c tiê̇’u

w(µ∗) =
∑

v∗∈µ∗
w(v∗).
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Bài toán 1 tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i bài toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất; Bài toán 2 tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i
bài toán t̀ım d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất và rõ ràng d̄ối vó.i d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng th̀ı cȧ’ hai bài toán d̄ó là
mô. t.

Bài toán bốn màu còn có thê̇’ phát biê̇’u du.́o.i da.ng d̄ối ngẫu là: có thê̇’ tô các diê.n cu̇’a
mô. t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng G bà̌ng bốn màu sao cho không có hai diê.n kè̂ nhau có cùng mô. t màu.

T́ınh duy nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu

Vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra là d̄ối ngẫu cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. là duy nhất? Nói cách khác, các d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu
cu̇’a mô.t d̄ò̂ thi. d̄ã cho là d̄ȧ̌’ng cấu? Tù. phu.o.ng pháp xây du.. ng cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu, du.̀o.ng
nhu. ho.. p lý cho rà̌ng mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng G có duy nhất d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu nếu và chı̇’ nếu nó có
mô. t biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng (trên mǎ.t phȧ̌’ng hoǎ.c mǎ.t cà̂u) duy nhất.

Vı́ du. 6.5.3 Hai d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 6.11 là d̄ȧ̌’ng cấu vó.i hai biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng khác nhau.
Ngu.o.. c la. i, các d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a hai d̄ò̂ thi. này không d̄ȧ̌’ng cấu nhu. trong Hı̀nh 6.12.
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Hı̀nh 6.11: Hai biê̇’u diẽ̂n khác nhau cu̇’a cùng mô.t d̄ò̂ thi..

Tuy nhiên các d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 6.12 là 2−d̄ȧ̌’ng cấu. D- i.nh lý sau tô̇’ng quát v́ı du. này.

D- i.nh lý 6.5.4 Tất cȧ’ các d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a mô. t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng G là 2−d̄ȧ̌’ng cấu; và mo. i
d̄ò̂ thi. 2−d̄ȧ̌’ng cấu vó.i mô. t d̄ối ngẫu cu̇’a G cũng là mô. t d̄ối ngẫu cu̇’a G.

Vı̀ mô.t d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng 3−liên thông có biê̇’u diẽ̂n duy nhất trên mǎ.t cà̂u, nên d̄ối ngẫu
cu̇’a nó là duy nhất. Nói cách khác, tất cȧ’ các d̄ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. 3−liên thông là d̄ȧ̌’ng
cấu.
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(b)

Hı̀nh 6.12: (a) D- ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh 6.11(a). (b) D- ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. trong Hı̀nh
6.11(b).

6.6 D- ối ngẫu tô̇’ ho.. p

Trong các phà̂n tru.́o.c chúng ta d̄ã d̄i.nh ngh̃ıa và thȧ’o luâ.n vè̂ d̄ối ngẫu cu̇’a các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng
theo ngh̃ıa thuà̂n túy h̀ınh ho.c. Phà̂n này cung cấp mô.t d̄i.nh ngh̃ıa tu.o.ng d̄u.o.ng cu̇’a khái
niê.m d̄ối ngẫu không phu. thuô.c vào các khái niê.m h̀ınh ho.c. Tru.́o.c hết ta có

D- i.nh lý 6.6.1 D- iè̂u kiê. n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’ hai d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng G1 và G2 là d̄ối ngẫu cu̇’a nhau
là: Tò̂n ta. i tu.o.ng ú.ng mô. t-mô. t giũ.a các ca. nh trong G1 và các ca. nh trong G2 sao cho mô. t
tâ. p các ca. nh trong G1 ta. o thành mô. t chu tr̀ınh nếu và chı̇’ nếu tâ. p tu.o.ng ú.ng trong G2 ta. o
thành mô. t thiết diê. n.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Xét mô.t biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. G. Chúng ta cũng vẽ mô. t
d̄ối ngẫu (h̀ınh ho.c) G∗ cu̇’a G. Xét mô.t chu tr̀ınh µ tùy ý trong G. Hiê̇’n nhiên, chu tr̀ınh µ
sẽ ta.o thành mô.t d̄u.̀o.ng cong d̄óng d̄o.n nào d̄ó trong mǎ.t phȧ̌’ng biê̇’u diẽ̂n cu̇’a G và phân
chia mǎ.t phȧ̌’ng thành hai vùng (D- i.nh lý D- u.̀o.ng cong Jordan). Do d̄ó các d̄ı̇’nh cu̇’a G∗ d̄u.o.. c
phân hoa.ch thành hai tâ.p con khác trống rò.i nhau-mô.t bên trong µ và mô.t bên ngoài µ.
Nói cách khác, tâ.p các ca.nh µ∗ trong G∗ tu.o.ng ú.ng tâ.p µ trong G là mô. t thiết diê.n trong
G∗. (Không tâ.p con thu.. c su.. nào cu̇’a µ∗ là thiết diê.n cu̇’a G∗; ta. i sao?). Tu.o.ng tu.. , hiê̇’n
nhiên rà̌ng vó.i mỗi thiết diê.n S∗ trong G∗ tò̂n ta. i duy nhất mô.t chu tr̀ınh gò̂m tâ.p các ca.nh
tu.o.ng ú.ng S trong G sao cho S là mô. t chu tr̀ınh.
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D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Giȧ’ su.’̇ G là d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng và G′ là d̄ò̂ thi. mà có tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t giũ.a các
thiết diê.n trong G và các chu tr̀ınh trong G′ và ngu.o.. c la. i. Giȧ’ su.’̇ G∗ là d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu cu̇’a
G. Khi d̄ó có mô. t tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t giũ.a các chu tr̀ınh trong G′ và các thiết diê.n trong
G, và giũ.a các thiết diê.n trong G và các chu tr̀ınh trong G∗. Do d̄ó tò̂n ta. i tu.o.ng ú.ng mô.t
mô.t giũ.a các chu tr̀ınh cu̇’a G′ và G∗ mà d̄iè̂u này chı̇’ ra rà̌ng G′ và G∗ là 2−d̄ȧ̌’ng cấu (D- i.nh
lý 1.5.3). Theo D- i.nh lý 6.5.4, d̄ò̂ thi. G′ là mô. t d̄ối ngẫu cu̇’a G.

D- ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. con

Giȧ’ su.’̇ G là d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng và G∗ là d̄ối ngẫu cu̇’a nó. Giȧ’ su.’̇ a là mô. t ca.nh cu̇’a G và ca.nh
tu.o.ng ú.ng nó trong G∗ là a∗. Bây giò. ta xoá ca.nh a khȯ’i d̄ò̂ thi. G và t̀ım d̄ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂
thi. G \ {a}. Nếu a là ca.nh biên cu̇’a hai diê.n, th̀ı viê.c xoá ca.nh a sẽ ho.. p nhất hai diê.n này
làm mô.t. Do d̄ó d̄ò̂ thi. d̄ối ngẫu (G \ {a})∗ có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c tù. G∗ bà̌ng cách xoá ca.nh
tu.o.ng ú.ng a∗ và sau d̄ó d̄ò̂ng nhất hai d̄ı̇’nh mà a∗ liên thuô.c trong G∗ \ {a∗}. Mǎ.t khác nếu
ca.nh a không nà̌m trên biên, th̀ı a∗ là mô. t khuyên. Trong tru.̀o.ng ho.. p này G∗ \ {a∗} ch́ınh
là (G \ {a})∗. Do d̄ó nếu d̄ò̂ thi. G có mô. t d̄ối ngẫu G∗ th̀ı d̄ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. con cu̇’a G có
thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c bà̌ng cách áp du.ng mô.t số là̂n thu̇’ tu. c này.

D- ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ò̂ng phôi

Giȧ’ su.’̇ G là d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng và G∗ là d̄ối ngẫu cu̇’a nó. Giȧ’ su.’̇ a là mô. t ca.nh cu̇’a G và ca.nh
tu.o.ng ú.ng nó trong G∗ là a∗. Bây giò. ta thêm mô.t d̄ı̇’nh mó.i có bâ.c bà̌ng hai nà̌m trên ca.nh
a vào G (tú.c là a tro.’̇ thành hai ca.nh trong chuỗi). Khi d̄ó d̄ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. mó.i nhâ.n
d̄u.o.. c ch́ınh là thêm ca.nh song song vó.i a∗ vào d̄ò̂ thi. G∗. Tu.o.ng tu.. xu.’̇ lý ngu.o.. c la. i bǎ̀ng
cách rút go.n chuỗi sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i xoá mô. t ca.nh song song trong G∗. Do d̄ó nếu G có mô. t
d̄ối ngẫu G∗, th̀ı mo. i d̄ối ngẫu cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ò̂ng phôi vó.i G∗ có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c tù. G∗ bǎ̀ng
phu.o.ng pháp trên.

D- ến nay chúng ta mó.i chı̇’ nghiên cú.u d̄ối ngẫu cu̇’a các d̄ò̂ thi. phȧ̌’ng. D- ó là v̀ı mo. i
d̄i.nh ngh̃ıa cu̇’a khái niê.m d̄ối ngẫu phu. thuô.c vào cách biê̇’u diẽ̂n phȧ̌’ng cu̇’a d̄ò̂ thi. trên mǎ.t
phȧ̌’ng. Tuy nhiên, D- i.nh lý 6.6.1 cho phép chúng ta có thê̇’ d̄i.nh ngh̃ıa la. i khái niê.m này mà
không phu. thuô.c vào cách biê̇’u diẽ̂n trên mǎ.t phȧ̌’ng; cu. thê̇’ là tu.o.ng ú.ng giũ.a các chu tr̀ınh
và các thiết diê.n. Khái niê.m này có thê̇’ mo.’̇ rô.ng cho các d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng? Nói cách
khác, vó.i d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng G, có tò̂n ta. i mô. t d̄ò̂ thi. G′ tu.o.ng ú.ng mô.t-mô. t giũ.a các ca.nh
cu̇’a chúng sao cho mo. i chu tr̀ınh trong G tu.o.ng ú.ng duy nhất vó.i mô. t thiết diê.n trong G′,
và ngu.o.. c la. i? Câu trȧ’ lò.i là không do kết quȧ’ sau

D- i.nh lý 6.6.2 [Whitney] D- ò̂ thi. có d̄ối ngẫu nếu và chı̇’ nếu nó phȧ̌’ng.
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Chú.ng minh. Chúng ta chı̇’ cà̂n chú.ng minh d̄iè̂u kiê.n cà̂n. Tú.c là ta sẽ chú.ng minh d̄ò̂ thi.
không phȧ̌’ng sẽ không có d̄ối ngẫu. Giȧ’ su.’̇ G là d̄ò̂ thi. không phȧ̌’ng. Khi d̄ó theo D- i.nh lý
Kuratowski, G chú.a K5 hoǎ.c K3,3 hoǎ.c mô.t d̄ò̂ thi. con d̄ò̂ng phôi vó.i mô. t trong hai d̄ò̂ thi.
này. Ta biết rà̌ng, G có mô. t d̄ối ngẫu chı̇’ nếu mo. i d̄ò̂ thi. con g cu̇’a G và mo. i d̄ò̂ thi. d̄ò̂ng
phôi vó.i g có mô. t d̄ối ngẫu. Do d̄ó nếu chúng ta chú.ng minh d̄u.o.. c cȧ’ hai d̄ò̂ thi. Kuratowski
K5 và K3,3 d̄è̂u không có d̄ối ngẫu th̀ı d̄i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh. Ta sẽ chú.ng minh phȧ’n
chú.ng nhu. sau:

(a) Giȧ’ su.’̇ K3,3 có mô. t d̄ối ngẫu D. Nhâ.n xét rà̌ng các thiết diê.n trong K3,3 tu.o.ng ú.ng các
chu tr̀ınh trong D và ngu.o.. c la. i (D- i.nh lý 6.6.1). Do K3,3 không có thiết diê.n gò̂m hai ca.nh
nên D không có chu tr̀ınh d̄ô. dài hai. Tú.c D không có các ca.nh song song. Do mo. i chu
tr̀ınh trong K3,3 có d̄ô. dài bốn hoǎ.c sáu nên D không có thiết diê.n vó.i số ca.nh ı́t ho.n bốn.
Vı̀ vâ.y, bâ.c cu̇’a các d̄ı̇’nh trong D ı́t nhất bà̌ng bốn. Nhu.ng D không có ca.nh song song và
bâ.c cu̇’a các d̄ı̇’nh ı́t nhất bà̌ng bốn nên D có ı́t nhất nǎm d̄ı̇’nh, mỗi d̄ı̇’nh có bâ.c ló.n ho.n
hoǎ.c bà̌ng bốn. Tú.c là D có ı́t nhất (5 × 4)/2 = 10 ca.nh. D- iè̂u này mâu thuẫn v̀ı K3,3 có
ch́ın ca.nh và d̄ối ngẫu cu̇’a nó cũng phȧ’i có ch́ın ca.nh. Do d̄ó K3,3 không có d̄ối ngẫu.

(b) Giȧ’ su.’̇ K5 có mô. t d̄ối ngẫu là H. Chú ý rǎ̀ng K5 có

1. 10 ca.nh;

2. không có ca.nh song song;

3. không có thiết diê.n vó.i hai ca.nh; và

4. các thiết diê.n chı̇’ có bốn hoǎ.c sáu ca.nh.

Suy ra d̄ò̂ thi. H có

1. 10 ca.nh;

2. không có d̄ı̇’nh bâ.c nhȯ’ ho.n ba;

3. không có cǎ.p ca.nh song song;

4. các chu tr̀ınh có d̄ô. dài bốn hoǎ.c sáu.

Khi d̄ó H chú.a mô.t lu. c giác (mô.t chu tr̀ınh có d̄ô. dài sáu), và không có ho.n ba ca.nh
mà khi thêm vào lu. c giác sẽ không ta.o thành chu tr̀ınh d̄ô. dài ba hoǎ.c mô.t cǎ.p ca.nh song
song. Nhu.ng d̄iè̂u này không thê̇’ xȧ’y ra trong H và H có 10 ca.nh, nên H có ı́t nhất bȧ’y
d̄ı̇’nh. Bâ.c cu̇’a mỗi d̄ı̇’nh này ı́t nhất bà̌ng ba. D- iè̂u này dẫn d̄ến H có ı́t nhất 11 ca.nh-mâu
thuẫn. /
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Chu.o.ng 7

Ma.ng vâ.n tȧ’i

7.1 Mo.’̇ d̄à̂u

Mô.t trong nhũ.ng bài toán lý thú và quan tro.ng cu̇’a lý thuyết d̄ò̂ thi. là xác d̄i.nh giá tri. ló.n
nhất cu̇’a luò̂ng d̄u.o.. c truyè̂n tù. mô. t d̄ı̇’nh nguò̂n s cu̇’a d̄ò̂ thi. d̄ến mô.t d̄ı̇’nh d̄ı́ch t. Trong
khung cȧ’nh d̄ó, mỗi cung (vi, vj) cu̇’a d̄ò̂ thi. G d̄u.o.. c gǎ́n vó.i mô. t khȧ’ nǎng thông qua qij là
số lu.o.. ng luò̂ng ló.n nhất có thê̇’ tȧ’i qua cung này. Bài toán này và nhũ.ng cȧ’i biên cu̇’a nó
có rất nhiè̂u ú.ng du.ng trong thu.. c tế, chȧ̌’ng ha.n, xác d̄i.nh mâ.t d̄ô. giao thông ló.n nhất giũ.a
hai vùng trong bȧ’n d̄ò̂ giao thông d̄u.o.. c biê̇’u diẽ̂n bo.’̇ i mô. t d̄ò̂ thi.. Trong v́ı du. này, lò.i giȧ’i
cu̇’a bài toán luò̂ng ló.n nhất cũng chı̇’ ra nhũ.ng no.i “bȧ’o hoà” trên ma.ng giao thông và ta.o
mô.t “tǎ́c nghẽn” khi luò̂ng tâ.p trung vào giũ.a hai vi. tŕı nào d̄ó.

Phu.o.ng pháp giȧ’i bài toán luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t d̄u.a ra là̂n d̄à̂u tiên bo.’̇ i Ford
và Fulkerson [27] và kỹ thuâ. t “gán nhãn” cu̇’a ho. là co. so.’̇ cho nhũ.ng thuâ. t toán khác giȧ’i
quyết nhũ.ng vấn d̄è̂ liên quan. Có mô.t số cȧ’i biên cu̇’a bài toán luò̂ng ló.n nhất:

1. Giȧ’ su.’̇ rà̌ng mỗi cung cu̇’a d̄ò̂ thi. không chı̇’ d̄u.o.. c gǎ́n vó.i khȧ’ nǎng qij cho biết câ.n trên
cu̇’a luò̂ng trên cung (vi, vj) mà còn “khȧ’ nǎng” rij cho câ.n du.́o.i cu̇’a luò̂ng trên cung
này. Trong tru.̀o.ng ho.. p nhu. vâ.y, không phȧ’i lúc nào mô.t tâ.p chấp nhâ.n d̄u.o.. c các giá
tri. cu̇’a luò̂ng cũng thoȧ’ mãn cùng lúc hai ràng buô.c này. Tuy nhiên-nói chung-nhiè̂u
luò̂ng thoȧ’ d̄iè̂u kiê.n này, và nếu ngoài các khȧ’ nǎng còn có các chi ph́ı cij tu.o.ng ú.ng
mô.t d̄o.n vi. luò̂ng do.c theo các cung, th̀ı bài toán tro.’̇ thành t̀ım luò̂ng chấp nhâ. n d̄u.o.. c
vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất tù. s d̄ến t.

2. Xét tru.̀o.ng ho.. p d̄òi hȯ’i luò̂ng ló.n nhất giũ.a mo. i cǎ. p d̄ı̇’nh. Mǎ.c dù bài toán này có
thê̇’ giȧ’i bà̌ng n(n − 1)/2 là̂n lǎ.p các bài toán luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t nhu.ng cách
làm này quá thô! Tu.o.ng tu.. vó.i t̀ım tất cȧ’ các d̄u.̀o.ng d̄i ngǎ́n nhất, o.’̇ d̄ây cũng cà̂n
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mô.t thuâ. t toán chuyên du.ng d̄ê̇’ giȧ’i nó-và trong tru.̀o.ng ho.. p d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, phu.o.ng
pháp giȧ’i quyết nó không liên quan d̄ến lò.i giȧ’i cu̇’a bài toán luò̂ng ló.n nhất giũ.a hai
d̄ı̇’nh s và t.

3. Nếu thay cho mô.t d̄ı̇’nh nguò̂n và mô.t d̄ı̇’nh d̄ı́ch, ta khȧ’o sát mô. t số nguò̂n và mô.t số
d̄ı́ch, vó.i các hàng hoá khác nhau giũ.a hai tô̇’ ho.. p nguò̂n-d̄ı́ch khác nhau, th̀ı bài toán
cu.. c d̄a. i tô̇’ng số tất cȧ’ các luò̂ng tù. các nguò̂n d̄ến các d̄ı́ch là bài toán luò̂ng d̄a-hàng
hoá. Trong bài toán này, khȧ’ nǎng qij cu̇’a cung (vi, vj) là câ.n trên cu̇’a tô̇’ng các luò̂ng
vó.i các loa. i hàng hoá trên cung d̄ó.

4. Giȧ’ thiết (â̇’n) trong tất cȧ’ các tru.̀o.ng ho.. p trên là số lu.o.. ng luò̂ng d̄ến bà̌ng số lu.o.. ng
luò̂ng ra. Nếu ta bȯ’ giȧ’ thiết này và xét tru.̀o.ng ho.. p luò̂ng ra khȯ’i mô. t cung bà̌ng
luò̂ng d̄ến nhân vó.i mô. t số nguyên không âm nào d̄ó, th̀ı bài toán luò̂ng ló.n nhất (tù.

s d̄ến t) d̄u.o.. c xem nhu. bài toán trong các d̄ò̂ thi. vó.i các lo.. i nhuâ. n. Trong da.ng này,
các luò̂ng có thê̇’ “d̄u.o.. c sinh ra” hoǎ.c “bi. hấp thu. ” bo.’̇ i d̄ò̂ thi., và do vâ.y luò̂ng vào s
và luò̂ng ra khȯ’i t có thê̇’ thay d̄ô̇’i hoàn toàn d̄ô. c lâ.p.

Các bài toán vè̂ luò̂ng d̄u.o.. c nghiên cú.u nhiè̂u và có nhũ.ng ú.ng du.ng thu.. c tiẽ̂n. Mu. c
d̄ı́ch cu̇’a chu.o.ng này tr̀ınh bày ngǎ́n go.n các bài toán thu.̀o.ng gǎ.p, chı̇’ ra mối liên hê. giũ.a
chúng và xây du.. ng mô.t số thuâ. t toán giȧ’i quyết.

Chu.o.ng này sẽ thȧ’o luâ.n bài toán luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t và các tô̇’ng quát hoá cu̇’a
nó (1), (2), (3) và (4) trên. Do các thuâ. t toán giȧ’i bài toán luò̂ng d̄a-hàng hoá rất khác biê.t
vè̂ bȧ’n chất, và không phȧ’i d̄è̂u hiê.u quȧ’ nhu. phu.o.ng pháp gán nhãn, nên sẽ không d̄u.o.. c
d̄è̂ câ.p o.’̇ d̄ây. Ba.n d̄o.c quan tâm có thê̇’ xem [30] và các tài liê.u dẫn kèm theo.

7.2 Bài toán luò̂ng ló.n nhất

Luò̂ng ló.n nhất trên ma.ng vâ.n tȧ’i G là mô. t luò̂ng vó.i giá tri. ló.n nhất. Nói chung có mô. t
vài luò̂ng vó.i cùng giá tri. ló.n nhất. Phà̂n này tr̀ınh bày thuâ. t toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất. Ý
tu.o.’̇ ng cu̇’a thuâ. t toán là: kho.’̇ i d̄à̂u vó.i luò̂ng nào d̄ó và tǎng giá tri. cu̇’a luò̂ng cho d̄ến khi
không thê̇’ tǎng d̄u.o.. c nũ.a. Kết quȧ’ ta có luò̂ng ló.n nhất.

Vı́ du. 7.2.1 D- ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 7.1 biê̇’u diẽ̂n so. d̄ò̂ ma.ng dẫn dà̂u. Dà̂u d̄u.o.. c
dẫn tù. tàu s và d̄u.o.. c bo.m thông qua ma.ng d̄ến nhà máy lo.c dà̂u t. Các d̄ı̇’nh b, c, d và e là
các tra.m bo.m trung gian. Các cung biê̇’u thi. các ống dẫn dà̂u và hu.́o.ng di chuyê̇’n cu̇’a hê.
thống. Các nhãn trên các cung là khȧ’ nǎng thông qua tối d̄a cu̇’a ống dẫn. Bài toán d̄ǎ. t ra
là t̀ım cách chuyê̇’n nhiè̂u nhất lu.o.. ng dà̂u tù. tàu d̄ến nhà máy và t́ınh giá tri. này. Hı̀nh 7.1
là mô. t v́ı du. cu̇’a mô.t “ma.ng vâ.n tȧ’i”. Tru.́o.c hết ta có:
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Hı̀nh 7.1: Vı́ du. vè̂ ma.ng vâ.n tȧ’i.

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.2 Ma.ng vâ. n tȧ’i là mô. t d̄o.n d̄ò̂ thi. có hu.́o.ng, có tro.ng số G sao cho

(a) có mô. t và chı̇’ mô. t d̄ı̇’nh s, go. i là d̄ı̇’nh vào (hoǎ. c d̄ı̇’nh nguò̂n) cu̇’a ma. ng, không có cung
d̄ến nó.

(b) có mô. t và chı̇’ mô. t d̄ı̇’nh t, go. i là d̄ı̇’nh ra (hoǎ. c d̄ı̇’nh d̄ı́ch) cu̇’a ma. ng, không có cung d̄i
ra khȯ’i nó.

(c) mỗi cung u := (vi, vj) ∈ E d̄u.o.. c gán mô.t số nguyên không âm qij, go. i là khȧ’ nǎng cu̇’a
cung u.

(d) d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng nhâ.n d̄u.o.. c tù. G bà̌ng cách bȯ’ d̄i các hu.́o.ng là liên thông.

Vı́ du. 7.2.3 D- ò̂ thi. có hu.́o.ng trong Hı̀nh 7.1 là ma.ng vâ.n tȧ’i. Lối vào là d̄ı̇’nh s và lối ra
là d̄ı̇’nh t. Khȧ’ nǎng cung (s, b) là qsb = 3 và cu̇’a cung (b, c) là qbc = 2.

Trong chu.o.ng này, nếu G là ma.ng vâ.n tȧ’i chúng ta sẽ ký hiê.u d̄ı̇’nh vào là s và d̄ı̇’nh
ra là t.

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.4 Giȧ’ su.’̇ G là ma.ng vâ.n tȧ’i vó.i khȧ’ nǎng cung (vi, vj) là qij. Luò̂ng (chấp
nhâ. n d̄u.o.. c) F trong G gán mỗi cung (vi, vj) mô.t số không âm fij sao cho

(a) 0 ≤ fij ≤ qij; và

(b) vó.i mỗi d̄ı̇’nh vj 6= s, t, ta có ∑

i

fij =
∑

i

fji. (7.1)
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(Tô̇’ng trong (7.1) lấy trên tất cȧ’ các giá tri. i; nếu không có cung (vi, vj), ta d̄ǎ. t fij = 0).

Ta nói fij là luò̂ng trên cung (vi, vj). Vó.i mỗi j, ta go. i

∑

i

fij

là luò̂ng d̄ến d̄ı̇’nh vj và ∑

i

fij

là luò̂ng ra khȯ’i d̄ı̇’nh vj.

D- iè̂u kiê.n (7.1) go. i là bȧ’o toàn luò̂ng. Trong v́ı du. dẫn dà̂u cu̇’a Hı̀nh 7.1, bȧ’o toàn luò̂ng có
ngh̃ıa dà̂u không d̄u.o.. c su.’̇ du.ng và cũng không d̄u.o.. c cấp thêm ta. i các tra.m bo.m b, c, d và e.

Vı́ du. 7.2.5 Các phép gán

fsb = 2, fbc = 2, fcz = 3, fsd = 3,

fdc = 1, fde = 2, fez = 2,

xác d̄i.nh luò̂ng trên ma.ng vâ.n tȧ’i cu̇’a Hı̀nh 7.1. Chȧ̌’ng ha.n, luò̂ng d̄ến d̄ı̇’nh d là

fsd = 2,

bà̌ng luò̂ng ra khȯ’i d̄ı̇’nh d :
fdc + fde = 1 + 2 = 3.

Luò̂ng F d̄u.o.. c vẽ trong Hı̀nh 7.2, trong d̄ó cung e d̄u.o.. c gán nhãn x, y nếu khȧ’ nǎng cu̇’a e
là x và luò̂ng trên e là y.
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Hı̀nh 7.2: Luò̂ng trên ma.ng vâ.n tȧ’i cu̇’a Hı̀nh 7.1.
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Chú ý rà̌ng trong v́ı du. này, luò̂ng ra khȯ’i d̄ı̇’nh s là

fsb + fsd

bà̌ng luò̂ng d̄ến d̄ı̇’nh t :
fct + fet

và bǎ̀ng 5. Thâ.t vâ.y, ta có

D- i.nh lý 7.2.6 Giȧ’ su.̇’ F là luò̂ng trên ma. ng vâ. n tȧ’i G := (V,E). Khi d̄ó luò̂ng ra khȯ’i
d̄ı̇’nh s bà̌ng luò̂ng d̄ến d̄ı̇’nh t; tú.c là

∑

i

fsi =
∑

i

fit.

Chú.ng minh. Ta có
∑

j∈V

(∑

i∈V

fij

)
=

∑

j∈V

(∑

i∈V

fji

)

do mỗi vế bà̌ng
∑

e∈E fe. Vı̀ vâ.y

0 =
∑

j∈V (
∑

i∈V fij −∑
i∈V fji)

= (
∑

i∈V fit −∑
i∈V fti) + (

∑
i∈V fis −∑

i∈V fsi) +
∑

j∈V,j 6=s,t (
∑

i∈V fij −∑
i∈V fji)

=
∑

i∈V fit −∑
i∈V fsi

do fti = 0 = fis vó.i mo. i vi ∈ V, và (7.1).

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.7 Giȧ’ su.’̇ F là luò̂ng trên ma.ng vâ.n tȧ’i G. D- a. i lu.o.. ng

∑

i

fsi =
∑

i

fit

go. i là giá tri. cu̇’a luò̂ng F.

Bài toán trên ma.ng vâ.n tȧ’i G có thê̇’ phát biê̇’u:

Bài toán 7.2.8 Tı̀m mô. t luò̂ng chấp nhâ. n d̄u.o.. c ló.n nhất trên d̄ò̂ thi. G; tú.c là trong số tất
cȧ’ các luò̂ng trên G, t̀ım luò̂ng F có giá tri. ló.n nhất.

Thuâ. t toán gán nhãn cu̇’a Ford và Fulkerson [27] giȧ’i bài toán này du.. a trên D- i.nh lý
7.2.10. Tru.́o.c hết ta có mô. t số khái niê.m
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D- i.nh ngh̃ıa 7.2.9 Nếu các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. G = (V, E) d̄u.o.. c phân hoa.ch thành hai tâ.p con
V0 và Ṽ0 (trong d̄ó V0 ⊂ V và Ṽ0 là phà̂n bù cu̇’a V0 trong V ), th̀ı tâ.p các cung cu̇’a G vó.i
d̄ı̇’nh xuất phát thuô.c V0 và d̄ı̇’nh kết thúc thuô.c Ṽ0 go. i là thiết diê.n cu̇’a G. Tâ.p các cung
cu̇’a thiết diê.n thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’̇ i (V0 → Ṽ0).

Giȧ’ su.’̇ G là ma.ng vâ.n tȧ’i. Thiết diê.n (V0 → Ṽ0) tách s khȯ’i t nếu s ∈ V0 và t ∈ Ṽ0.
Khȧ’ nǎng thông qua hay giá tri. cu̇’a thiết diê.n là tô̇’ng cu̇’a tất cȧ’ các khȧ’ nǎng cu̇’a tất cȧ’

các cung cu̇’a G vó.i d̄ı̇’nh xuất phát thuô.c V0 và d̄ı̇’nh kết thúc thuô.c Ṽ0; tú.c là

v(V0 → Ṽ0) :=
∑

(vi,vj)∈(V0→Ṽ0)

qij.

Thiết diê.n nhȯ’ nhất là thiết diê.n có khȧ’ nǎng thông qua nhȯ’ nhất.

D- i.nh lý 7.2.10 (D- i.nh lý thiết diê.n nhȯ’ nhất-luò̂ng ló.n nhất) Giá tri. cu̇’a luò̂ng ló.n nhất
tù. s d̄ến t bà̌ng khȧ’ nǎng thông qua cu̇’a thiết diê. n nhȯ’ nhất (Vm → Ṽm) tách s khȯ’i t.

Chú.ng minh. Hiê̇’n nhiên rà̌ng, luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t không thê̇’ ló.n ho.n v(Vm → Ṽm)
do tất cȧ’ các d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến t d̄è̂u su.’̇ du.ng ı́t nhất mô. t cung cu̇’a thiết diê.n này. Do d̄ó
chı̇’ cà̂n chú.ng minh rǎ̀ng tò̂n ta. i mô. t luò̂ng d̄a.t giá tri. này. Ta xem luò̂ng d̄ã cho F tu.o.ng
ú.ng vó.i mô. t vector m chiè̂u và d̄i.nh ngh̃ıa thiết diê.n (V0 → Ṽ0) bà̌ng d̄ê. quy theo thu̇’ tu. c
sau:

1. Kho.’̇ i ta.o, d̄ǎ. t V0 = {s}.
2. Nếu vi ∈ V0, và hoǎ.c fij < qij hoǎ.c fij > 0 th̀ı d̄ǎ. t vj vào trong tâ.p V0.

3. Lǎ.p la. i Bu.́o.c 2 cho d̄ến khi không thê̇’ thêm d̄ı̇’nh nào vào V0.

Có hai tru.̀o.ng ho.. p xȧ’y ra: hoǎ.c t ∈ V0 hoǎ.c t /∈ V0.

Tru.̀o.ng ho.. p 1. t ∈ V0.

Theo Bu.́o.c 2 trên, tò̂n ta. i mô. t dây chuyè̂n tù. s d̄ến t sao cho mo. i cung (vi, vj) d̄u.o.. c su.’̇ du.ng
bo.’̇ i dây chuyè̂n theo hu.́o.ng thuâ.n (các cung d̄i.nh hu.́o.ng thuâ.n) thoȧ’ fij < qij và các cung
(vk, vl) d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng ngu.o.. c, tú.c là hu.́o.ng tù. vl d̄ến vk thoȧ’ flk > 0. Dây chuyè̂n này
go. i là dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh.

D- ǎ. t
δf = min(vi,vj)[qij − fij]; (vi, vj) thuâ.n hu.́o.ng,
δb = min(vk,vi)[fkl]; (vk, vl) ngu.o.. c hu.́o.ng
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và
δ = min[δf , δb].

Nếu ta cô.ng thêm δ vào luò̂ng trên tất cȧ’ các cung d̄i.nh hu.́o.ng thuâ.n và trù. d̄i δ trên
tất cȧ’ các cung d̄i.nh hu.́o.ng ngu.o.. c trong dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh th̀ı luò̂ng thu d̄u.o.. c và̂n là
luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c có giá tri. nhȯ’ ho.n luò̂ng ban d̄à̂u mô.t lu.o.. ng δ. D- iè̂u này là hiê̇’n nhiên
v̀ı thêm mô.t lu.o.. ng δ vào các cung theo chiè̂u thuâ.n không vu.o.. t quá khȧ’ nǎng cu̇’a các cung
này (do δ < δf ) và trù. d̄i mô. t lu.o.. ng δ vào các cung theo chiè̂u ngu.o.. c th̀ı luò̂ng vẫn không
âm (do δ < δb).

Áp du.ng la. i vó.i luò̂ng mó.i theo các Bu.́o.c 1-3 trên ta la. i thu d̄u.o.. c mô.t thiết diê.n mó.i
(V0 → Ṽ0).

Tru.̀o.ng ho.. p 2. t /∈ V0.

Theo Bu.́o.c 2, fij = qij vó.i mo. i cung (vi, vj) ∈ (V0 → Ṽ0) và fkl = 0 vó.i mo. i cung (vk, vl) ∈
(Ṽ0 → V0).

Do d̄ó ∑

(vi,vj)∈(V0→Ṽ0)

fij =
∑

(vi,vj)∈(V0→Ṽ0)

qij

và ∑

(vk,vl)∈(Ṽ0→V0)

fkl = 0;

tú.c là giá tri. cu̇’a luò̂ng bà̌ng
∑

(vi,vj)∈(V0→Ṽ0)

fij −
∑

(vk,vl)∈(Ṽ0→V0)

fkl

và bǎ̀ng khȧ’ nǎng thông qua cu̇’a thiết diê.n (V0 → Ṽ0).

Do Tru.̀o.ng ho.. p 1, luò̂ng tǎng ı́t nhất mô. t d̄o.n vi., nên nếu giȧ’ thiết tất cȧ’ các khȧ’

nǎng qij là nhũ.ng số nguyên th̀ı luò̂ng ló.n nhất có thê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c
khi Tru.̀o.ng ho.. p 2 xȧ’y ra. Luò̂ng này có giá tri. bà̌ng khȧ’ nǎng thông qua cu̇’a thiết diê.n hiê.n
hành (V0 → Ṽ0) nên là luò̂ng ló.n nhất và thiết diê.n tu.o.ng ú.ng có khȧ’ nǎng thông qua nhȯ’

nhất. /

Phu.o.ng pháp xây du.. ng d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ chú.ng minh d̄i.nh lý trên cho chúng ta thuâ. t
toán d̄ê̇’ t̀ım luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t. Thuâ. t toán này sẽ d̄u.o.. c tr̀ınh bày du.́o.i d̄ây.

Xuất phát tù. luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c tuỳ ý (có thê̇’ su.’̇ du.ng luò̂ng có giá tri. bà̌ng không)
và sau d̄ó tǎng luò̂ng bǎ̀ng cách t̀ım các dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng tù. s d̄ến t. Viê.c t̀ım
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mô.t dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng d̄u.o.. c thu.. c hiê.n bà̌ng cách gán nhãn. Khi t̀ım d̄u.o.. c mô.t
dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng, ta sẽ tǎng giá tri. cu̇’a luò̂ng. Sau d̄ó xoá tất cȧ’ các nhãn và
luò̂ng mó.i d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ gán nhãn la. i. Nếu không tò̂n ta. i dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng
th̀ı thuâ. t toán kết thúc, luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c là ló.n nhất. Thuâ. t toán cu. thê̇’ nhu. sau:

7.2.1 Thuâ.t toán gán nhãn d̄ê̇’ t̀ım luò̂ng ló.n nhất

A. Quá tr̀ınh gán nhãn

Mỗi d̄ı̇’nh chı̇’ có thê̇’ có mô. t trong ba khȧ’ nǎng:

1. d̄u.o.. c gán nhãn và d̄u.o.. c kiê̇’m tra (tú.c là nó d̄u.o.. c gán nhãn và tất cȧ’ các d̄ı̇’nh liên
thuô.c vó.i nó d̄ã d̄u.o.. c xu.’̇ lý); hoǎ.c

2. d̄u.o.. c gán nhãn và chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra (tú.c là nó d̄u.o.. c gán nhãn và tò̂n ta. i d̄ı̇’nh liên
thuô.c vó.i nó chu.a d̄u.o.. c xu.’̇ lý); hoǎ.c

3. chu.a d̄u.o.. c gán nhãn.

Nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi gò̂m hai thành phà̂n và có mô. t trong hai da.ng hoǎ.c (+vj, δ) hoǎ.c (−vj, δ).
Trong tru.̀o.ng ho.. p d̄à̂u, có thê̇’ tǎng luò̂ng do.c theo cung (vi, vj); trong tru.̀o.ng ho.. p thú. hai,
có thê̇’ giȧ’m luò̂ng do.c theo cung (vi, vj). D- a. i lu.o.. ng δ trong cȧ’ hai tru.̀o.ng ho.. p là lu.o.. ng hàng
nhiè̂u nhất có thê̇’ thêm hoǎ.c bó.t giá tri. cu̇’a luò̂ng trên các cung thuô.c dây chuyè̂n d̄iè̂u
chı̇’nh (trong quá tr̀ınh xây du.. ng) tù. s d̄ến vi. Nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh vi cho phép xác d̄i.nh dây
chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng tù. s d̄ến vi.

Kho.’̇ i ta.o tất cȧ’ các d̄ı̇’nh chu.a d̄u.o.. c gán nhãn và fij = 0 vó.i mo. i cung (vi, vj) ∈ E.

1. Gán nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh s là (+s, δ(s) = ∞). D- ı̇’nh s d̄u.o.. c gán nhãn và chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m
tra; tất cȧ’ các d̄ı̇’nh khác chu.a d̄u.o.. c gán nhãn.

2. Cho.n d̄ı̇’nh vi ∈ V d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn và chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra. Nếu không tò̂n ta. i, thuâ. t
toán dù.ng, luò̂ng F = (fij) là ló.n nhất. Ngu.o.. c la. i, giȧ’ su.’̇ (±vk, δ(vi)) là nhãn cu̇’a
d̄ı̇’nh vi.

• Gán nhãn (+vi, δ(vj)) cho tất cȧ’ các d̄ı̇’nh vj ∈ Γ(vi) chu.a d̄u.o.. c gán nhãn sao cho
fij < qij, trong d̄ó

δ(vj) := min{δ(vi), qij − fij}.
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• Gán nhãn (−vi, δ(vj)) cho tất cȧ’ các d̄ı̇’nh vj ∈ Γ−1(vi) chu.a d̄u.o.. c gán nhãn sao
cho fji > 0, trong d̄ó

δ(vj) := min{δ(vi), fji}.
(D- ı̇’nh vi d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn và d̄ã d̄u.o.. c kiê̇’m tra; các d̄ı̇’nh vj xác d̄i.nh trên d̄ã d̄u.o.. c
gán nhãn và chu.a d̄u.o.. c kiê̇’m tra).

3. Nếu d̄ı̇’nh t d̄u.o.. c gán nhãn, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 4; ngu.o.. c la. i chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2. Cà̂n
chú ý rǎ̀ng, nếu V0 là tâ.p các d̄ı̇’nh d̄ã d̄u.o.. c gán nhãn và Ṽ0 là tâ.p các d̄ı̇’nh chu.a d̄u.o.. c
gán nhãn th̀ı (V0 → Ṽ0) là thiết diê.n nhȯ’ nhất.

B. Quá tr̀ınh tǎng luò̂ng

4. D- ǎ. t c = t và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 5.

• Nếu nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh c có da.ng (+z, δ(c)) th̀ı thay luò̂ng trên cung (z, c) là fzc bo.’̇ i
fzc + δ(t);

• Nếu nhãn cu̇’a d̄ı̇’nh c có da.ng (−z, δ(c)) th̀ı thay luò̂ng trên cung (x, z) là fcz bo.’̇ i
fcz − δ(t);

5. Nếu z = s th̀ı xoá tất cȧ’ các nhãn tù. các d̄ı̇’nh và chuyê̇’n sang Bu.́o.c 1; ngu.o.. c la. i (tú.c
là z 6= c) d̄ǎ. t c = z và tro.’̇ la. i Bu.́o.c 5.

7.2.2 D- ò̂ thi. d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng

Quá tr̀ınh t̀ım mô.t dây chuyè̂n d̄ê̇’ tǎng giá tri. cu̇’a luò̂ng F trong d̄ò̂ thi. G = (V,E) có
thê̇’ d̄u.a vè̂ t̀ım mô.t d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến t trên d̄ò̂ thi. d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng Gµ(F ) = (V µ, Eµ),
V µ = V, Eµ = Eµ

1 ∪ Eµ
2 , trong d̄ó

Eµ
1 := {(vµ

i , vµ
j ) | fij < qij, (vi, vj) ∈ E},

vó.i khȧ’ nǎng cu̇’a mỗi cung (vµ
i , vµ

j ) ∈ Eµ
1 là qµ

ij = qij − fij, và

Eµ
2 := {(vµ

j , vµ
i ) | fij > 0, (vi, vj) ∈ E}

vó.i khȧ’ nǎng cu̇’a mỗi cung (vµ
j , vµ

i ) ∈ Eµ
2 là qµ

ji = fij.

Khi d̄ó thu̇’ tu. c gán nhãn cu̇’a thuâ. t toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất trong Phà̂n 7.2.1 ch́ınh là
thuâ. t toán xác d̄i.nh tâ.p pha.m vi R(s) trong d̄ò̂ thi. d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng Gµ(F ). Nếu t ∈ R(s),
tú.c là nếu d̄ı̇’nh t d̄u.o.. c gán nhãn, th̀ı có thê̇’ xác d̄i.nh mô.t d̄u.̀o.ng d̄i tù. s d̄ến t trong d̄ò̂ thi.
Gµ(F ). Trong tru.̀o.ng ho.. p này, dây chuyè̂n d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng cu̇’a G là d̄u.̀o.ng d̄i P mà các
cung cu̇’a P thuô.c Eµ

1 tu.o.ng ú.ng cung d̄i.nh hu.́o.ng thuâ.n và các cung cu̇’a P thuô.c Eµ
2 d̄u.o.. c

d̄i.nh hu.́o.ng ngu.o.. c.
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7.2.3 Phân t́ıch luò̂ng

Trong mô.t số tru.̀o.ng ho.. p ta muốn phân t́ıch mô.t luò̂ng phú.c ta.p thành tô̇’ng cu̇’a nhũ.ng
luò̂ng d̄o.n giȧ’n ho.n. D- iè̂u này không nhũ.ng có ý ngh̃ıa thu.. c tiẽ̂n mà còn góp phà̂n hiê̇’u tốt
ho.n bȧ’n chất cu̇’a luò̂ng trên ma.ng vâ.n tȧ’i, và ngoài ra phu. c vu. mô.t số thuâ. t toán vè̂ luò̂ng.

Ký hiê.u h◦ (S) là luò̂ng trong d̄ò̂ thi. G mà các cung (vi, vj) ∈ S có fij = h và các cung
(vi, vj) /∈ S có fij = 0. Chú ý rà̌ng h ◦ (S) không nhất thiết là mô. t luò̂ng vó.i tâ.p S tuỳ ý.
Hiê̇’n nhiên rà̌ng h ◦ (S) là mô. t luò̂ng th̀ı tâ.p S các cung hoǎ.c ta.o thành mô.t d̄u.̀o.ng d̄i tù. s
d̄ến t hoǎ.c là mô. t ma.ch trong G.

Vó.i hai luò̂ng F và H ta ký hiê.u F +H là luò̂ng mà luò̂ng trên cung (vi, vj) là fij +hij.

D- i.nh lý 7.2.11 Nếu F là luò̂ng tù. s d̄ến t có giá tri. nguyên v trong G th̀ı F có thê̇’ phân
t́ıch thành

F = 1 ◦ (P1) + 1 ◦ (P2) + · · ·+ 1 ◦ (Pv) + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) + · · ·+ 1 ◦ (Φκ),

trong d̄ó P1, P2, Pv là các d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp tù. s d̄ến t và Φ1, Φ2, . . . , Φκ là các ma. ch so. cấp
cu̇’a G. (Pi và Φi không nhất thiết phân biê.t).

Chú.ng minh. Tù.G = (V,E) vó.i luò̂ng F cho tru.́o.c ta xây du.. ng d̄ò̂ thi. unitary Ge = (V e, Ee)
nhu. sau: Tâ.p V e các d̄ı̇’nh cu̇’a Ge ch́ınh là tâ.p V các d̄ı̇’nh cu̇’a G. Nếu fij là luò̂ng trên cung
(vi, vj) cu̇’a G th̀ı ta thay bǎ̀ng fij cung song song giũ.a các d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng ve

i và ve
j cu̇’a Ge.

Nếu fij = 0 th̀ı không có cung nào d̄u.o.. c d̄ǎ. t giũ.a ve
i và ve

j . Ta d̄u.o.. c Ge là d̄a d̄ò̂ thi. trong
d̄ó mỗi cung cu̇’a nó tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t d̄o.n vi. luò̂ng trên cung tu.o.ng ú.ng trong G; nói cách
khác, Ge biê̇’u diẽ̂n luò̂ng F trong G.

Tù. d̄iè̂u kiê.n vè̂ luò̂ng F suy ra các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. Ge cà̂n thoȧ’ mãn

d+(ve
i ) = d−(ve

i ), vó.i mo. i ve
i 6= se hoǎ.c te,

d+(se) = d−(e) = v.

Suy ra nếu ta trȧ’ la. i v cung d̄u.o.. c thêm vào Ge tù. d̄ı̇’nh te d̄ến d̄ı̇’nh se th̀ı d̄ò̂ thi. Ge

sẽ có mô. t ma.ch Euler (xem Phà̂n 5.1). Loa. i bȯ’ v cung này khȯ’i ma.ch Euler, ta d̄u.o.. c v
d̄u.̀o.ng d̄i tù. se d̄ến te qua mỗi cung cu̇’a Ge d̄úng mô.t là̂n. Ký hiê.u các d̄u.̀o.ng d̄i này là
P ′

1, P
′
2, . . . , P

′
v. Các d̄u.̀o.ng d̄i P ′

i không nhất thiết so. cấp (mǎ.c dù chúng là d̄o.n giȧ’n). Tuy
nhiên, mỗi d̄u.̀o.ng d̄i không so. cấp có thê̇’ xem nhu. tô̇’ng cu̇’a mô.t d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp tù. se d̄ến
te và mô.t số các ma.ch so. cấp rò.i nhau. Do vâ.y,

F = 1 ◦ (P1) + 1 ◦ (P2) + · · ·+ 1 ◦ (Pv) + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) + · · ·+ 1 ◦ (Φκ),
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trong d̄ó Pi là các d̄u.̀o.ng d̄i so. cấp tù. se d̄ến te và Φi là các ma.ch so. cấp. /

Nói chung, các d̄u.̀o.ng d̄i và các chu tr̀ınh có thê̇’ trùng nhau. Nếu chı̇’ có v′ d̄u.̀o.ng d̄i và
κ′ ma.ch d̄à̂u tiên khác nhau, vó.i d̄u.̀o.ng d̄i Pi xuất hiê.n hi là̂n trong danh sách P1, P2, . . . , Pv

và ma.ch Φi xuất hiê.n li là̂n trong danh sách Φ1, Φ2, . . . , Φκ th̀ı F có thê̇’ viết du.́o.i da.ng

F =
v′∑

i=1

hi ◦ (Pi) +
κ′∑

i=1

li ◦ (Φi).

Nói chung hai luò̂ng F và H là th́ıch ú.ng nến fij.hij = 0 vó.i mo. i cung (vi, vj).

Vı́ du. 7.2.12 Luò̂ng F trong Hı̀nh 7.3 d̄u.o.. c phân t́ıch thành các d̄u.̀o.ng d̄i (tù. s d̄ến t)
và các ma.ch so. cấp:

F = 2 ◦ P1 + 1 ◦ P2 + 1 ◦ Φ1 + 1 ◦ Φ2 + 1 ◦ Φ3,

trong d̄ó

P1 = {s, v2, v4, t},
P2 = {s, v1, v3, v2, v4, t},
Φ1 = {v1, v3, v2, v1},
Φ2 = {v2, v4, v5, v6, v2},
Φ3 = {v5, v6, v7, v5}.

7.3 Các cȧ’i biên d̄o.n giȧ’n cu̇’a bài toán luò̂ng ló.n nhất

Phà̂n này chúng ta nêu mô.t số kết quȧ’ nhâ.n d̄u.o.. c tù. bài toán luò̂ng ló.n nhất.

7.3.1 Các d̄ò̂ thi. có nhiè̂u nguò̂n và nhiè̂u d̄ı́ch

Xét d̄ò̂ thi. vó.i ns d̄ı̇’nh vào và nt d̄ı̇’nh ra và giȧ’ su.’̇ luò̂ng có thê̇’ chuyê̇’n tù. nguò̂n d̄ến d̄ı́ch
tuỳ ý. Bài toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất tù. tất cȧ’ các nguò̂n d̄ến tất cȧ’ các d̄ı́ch có thê̇’ d̄u.a vè̂
bài toán luò̂ng ló.n nhất bà̌ng cách thêm mô.t d̄ı̇’nh nguò̂n nhân ta.o s và mô.t d̄ı̇’nh ra nhân
ta.o t vó.i các cung d̄u.o.. c thêm tù. s d̄ến các d̄ı̇’nh vào ban d̄à̂u và tù. các d̄ı̇’nh ra thu.. c tế d̄ến
d̄ı̇’nh t. Khȧ’ nǎng cu̇’a các cung thêm vào tù. s d̄ến các nguò̂n có thê̇’ d̄ǎ. t bà̌ng vô cùng, hoǎ.c
trong tru.̀o.ng ho.. p lu.o.. ng hàng cung cấp ta. i mô. t nguò̂n sk tối d̄a là ak th̀ı khȧ’ nǎng cu̇’a cung
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•s t

•
v1

•v2

•
v3

•v6

•
v7

• v5

•
v4

•

Hı̀nh 7.3: Luò̂ng F.

(s, sk) có thê̇’ d̄ǎ. t bà̌ng giá tri. này. Tu.o.ng tu.. , khȧ’ nǎng cu̇’a các cung dẫn tó.i d̄ı̇’nh ra t có
thê̇’ d̄ǎ. t bà̌ng nhu cà̂u ta. i các d̄ı̇’nh ra tk hoǎ.c bà̌ng vô ha.n nếu có nhu cà̂u là vô ha.n.

Nếu bài toán d̄ǎ. t ra o.’̇ d̄ó có d̄ı̇’nh ra chı̇’ d̄u.o.. c cung cấp bo.’̇ i nhũ.ng nguò̂n nào d̄ó và
ngu.o.. c la. i, th̀ı bài toán không phȧ’i là cȧ’i biên d̄o.n giȧ’n cu̇’a bài toán luò̂ng ló.n nhất tù. s
d̄ến t mà có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán d̄a luò̂ng nhu. d̄ã d̄è̂ câ.p trong phà̂n mo.’̇ d̄à̂u.

7.3.2 Các d̄ò̂ thi. vó.i ràng buô.c ta. i các cung và d̄ı̇’nh

Nếu ngoài khȧ’ nǎng qij cu̇’a các cung, ta thêm khȧ’ nǎng cu̇’a các d̄ı̇’nh wj, j = 1, 2, . . . , n, sao
cho tô̇’ng số lu.o.. ng hàng d̄i d̄ến d̄ı̇’nh vj nhȯ’ ho.n wj, tú.c là

∑

vi∈Γ−1(vj)

fij ≤ wij

vó.i mo. i vj.

Ta cà̂n t̀ım luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t vó.i giȧ’ thiết thêm ta. i các d̄ı̇’nh. Xét d̄ò̂ thi. G0

sao cho mo. i d̄ı̇’nh vj cu̇’a d̄ò̂ thi. G tu.o.ng ú.ng hai d̄ı̇’nh v+
j và v−j trong d̄ò̂ thi. G0 sao cho

mo. i cung (vi, vj) cu̇’a G d̄ến d̄ı̇’nh vj tu.o.ng ú.ng mô.t cung (v−i , v+
j ) d̄ến d̄ı̇’nh v+

j , và mo. i cung
(vj, vk) cu̇’a G xuất phát tù. vj tu.o.ng ú.ng mô.t cung (v−j , v+

k ) cu̇’a G0 xuất phát tù. v−j . Ngoài
ra ta thêm mô.t cung giũ.a v+

j và v−j vó.i khȧ’ nǎng thông qua wj, tú.c là bà̌ng khȧ’ nǎng cu̇’a
d̄ı̇’nh vj.

Vı̀ tô̇’ng số lu.o.. ng hàng d̄ến d̄ı̇’nh v+
j phȧ’i d̄u.o.. c chuyê̇’n do.c theo cung (v+

j , v−j ) vó.i khȧ’

184



http://www.ebook.edu.vn

nǎng thông qua wj nên luò̂ng ló.n nhất trong d̄ò̂ thi. G vó.i ràng buô.c ta. i các d̄ı̇’nh bà̌ng luò̂ng
ló.n nhất trong d̄ò̂ thi. G0 vó.i ràng buô.c chı̇’ ta. i các cung. Cà̂n chú ý rà̌ng nếu thiết diê.n nhȯ’

nhất cu̇’a G0 không chú.a các cung da.ng (v+
j , v−j ) th̀ı ràng buô.c ta. i d̄ı̇’nh vj tng ng trong G

không “t́ıch cu.. c” và tro.’̇ thành vô du.ng; nếu ngu.o.. c la. i, thiết diê.n nhȯ’ nhất cu̇’a G0 chú.a các
cung loa. i này th̀ı các d̄ı̇’nh tu.o.ng ú.ng cu̇’a G là bȧ’o hoà bo.’̇ i luò̂ng ló.n nhất.

7.3.3 Các d̄ò̂ thi. có câ.n trên và câ.n du.́o.i vè̂ luò̂ng

Xét d̄ò̂ thi. G trong d̄ó các cung (vi, vj) ngoài câ.n trên qij còn có câ.n du.́o.i vè̂ luò̂ng là rij.
Giȧ’ su.’̇ ta muốn biết có tò̂n ta. i mô. t luò̂ng chấp nhâ.n giũ.a s và t sao cho rij ≤ fij ≤ qij vó.i
mo. i cung (vi, vj).

Tù. G, ta thêm mô.t d̄ı̇’nh vào nhân ta.o sa và d̄ı̇’nh ra nhân ta.o ta d̄ê̇’ nhâ.n d̄u.o.. c Ga.
Mỗi cung (vi, vj) mà rij 6= 0 ta thêm mô.t cung (sa, vj) vó.i khȧ’ nǎng rij và câ.n du.́o.i bǎ̀ng
không, và cũng thêm cung thú. hai (vi, ta) vó.i khȧ’ nǎng rij và câ.n du.́o.i bà̌ng không. Thay
qij bo.’̇ i qij − rij và rij bà̌ng 0. Ngoài ra thêm cung (t, s) vó.i qts = ∞, rts = 0.

Bây giò. ta t̀ım luò̂ng ló.n nhất tù. sa d̄ến ta trong d̄ò̂ thi. Ga. Nếu giá tri. cu̇’a luò̂ng ló.n
nhất bǎ̀ng

∑
rij 6=0 rij (tú.c là, nếu tất cȧ’ các cung d̄i ra tù. sa và tất cȧ’ các cung d̄i d̄ến ta bȧ’o

hoà) và ký hiê.u lu.o.. ng hàng trên cung (t, s) là fts th̀ı tò̂n ta. i luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c vó.i gia
tri. fts trong d̄ò̂ thi. ban d̄à̂u. Thâ. t vâ.y, nếu ta trù. rij lu.o.. ng hàng trên các cung (vi, ta) và
(sa, vj) và cô.ng thêm rij vào lu.o.. ng hàng trên cung (vi, vj) th̀ı tô̇’ng lu.o.. ng hàng tù. sa d̄ến ta
giȧ’m mô.t lu.o.. ng là rij, luò̂ng trên các cung (vi, ta) và (sa, vj) giȧ’m xuống không, còn luò̂ng
trên cung (vi, vj) là fij ∈ [rij, qij]. (Giá tri. cuối cu̇’a fij bà̌ng rij nếu giá tri. ban d̄à̂u cu̇’a fij

tu.o.ng ú.ng luò̂ng ló.n nhất bà̌ng không, và giá tri. cuối cu̇’a fij bà̌ng qij nếu giá tri. ban d̄à̂u
cu̇’a fij bà̌ng qij − rij). Bu.́o.c trù. luò̂ng ló.n nhất ngu.o.. c vó.i bu.́o.c d̄iè̂u chı̇’nh luò̂ng trong
thuâ. t toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất. Vı̀ ta giȧ’ thiết giá tri. cu̇’a luò̂ng ló.n nhất bǎ̀ng

∑
rij 6=0 rij

nên cuối cùng, tiến tr̀ınh trù. luò̂ng sẽ cho luò̂ng tù. sa d̄ến ta có giá tri. bà̌ng không (do d̄ó
sẽ khiến hai d̄ı̇’nh nhân ta.o và các cung liên thuô.c chúng tro.’̇ thành vô du.ng), và luò̂ng trên
tất cȧ’ các cung vó.i rij 6= 0 sẽ thay d̄ô̇’i trong pha.m vi [rij, qij]. Kết quȧ’ là ta có mô. t luò̂ng
“lu.u thông” trong d̄ò̂ thi. vó.i giá tri. bà̌ng fts.

Mǎ.t khác ta có

D- i.nh lý 7.3.1 Nếu giá tri. cu̇’a luò̂ng ló.n nhất tù. sa d̄ến ta trong d̄ò̂ thi. Ga khác
∑

rij 6=0 rij

th̀ı không tò̂n ta. i luò̂ng chấp nhâ. n d̄u.o.. c trong G.

Chú.ng minh. Bài tâ.p. /
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7.4 Luò̂ng vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất

Trong Phà̂n 7.2 chúng ta d̄ã xét bài toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất tù. s d̄ến t mà không d̄è̂ câ.p
d̄ến chi ph́ı d̄u.o.. c gǎ́n trên mỗi cung. Phà̂n này khȧ’o sát bài toán t̀ım luò̂ng vó.i giá tri. v
cho tru.́o.c tù. s d̄ến t sao cho chi ph́ı cu̇’a luò̂ng là nhȯ’ nhất. Cu. thê̇’ là:

Bài toán 7.4.1 Cho ma. ng vâ. n tȧ’i G := (V, E) vó.i d̄ı̇’nh vào s, d̄ı̇’nh ra t, khȧ’ nǎng thông
qua cu̇’a cung (i, j) ∈ E là qij. Giȧ’ su.̇’ cij là chi ph́ı vâ. n chuyê̇’n mô. t d̄o.n vi. hàng trên cung
(i, j) ∈ E. Tı̀m luò̂ng F := (fij) có giá tri. v trên G vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất; tú.c là giȧ’i bài
toán ∑

(vi,vj)∈E

fijcij → min

vó.i d̄iè̂u kiê. n { ∑
(vi,vj)∈E fij = v,

0 ≤ fij ≤ qij.

Hiê̇’n nhiên, bài toán không có lò.i giȧ’i nếu v ló.n ho.n giá tri. ló.n nhất cu̇’a luò̂ng tù. s
d̄ến t. Tuy nhiên, nếu v nhȯ’ ho.n hoǎ.c bà̌ng giá tri. này th̀ı sẽ có mô. t số luò̂ng có giá tri. v
và bài toán có lò.i giȧ’i. Ford và Fulkerson [27] d̄ã xây du.. ng mô.t thuâ. t toán “không có thú.

tu.. ” d̄ê̇’ t̀ım luò̂ng vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất. Các thuâ. t toán tr̀ınh bày du.́o.i d̄ây du.. a theo nhũ.ng
kết quȧ’ cu̇’a Klein [38], Busacker và Gowen [10]. Các thuâ. t toán này d̄o.n giȧ’n ho.n phu.o.ng
pháp cu̇’a Ford-Fulkerson và su.’̇ du.ng nhũ.ng kỹ thuâ. t d̄ã gió.i thiê.u trên.

7.4.1 Thuâ.t toán Klein, Busacker, Gowen

Thuâ. t toán này du.. a vào viê.c xác d̄i.nh ma.ch có d̄ô. dài âm. Chúng ta hãy giȧ’ thiết rà̌ng tò̂n
ta. i luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c F vó.i giá tri. v và F d̄ã d̄u.o.. c xác d̄i.nh. Luò̂ng này có thê̇’ nhâ.n
d̄u.o.. c bà̌ng cách áp du.ng thuâ. t toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất và chúng ta tǎng luò̂ng cho d̄ến khi
nhâ.n d̄u.o.. c luò̂ng có giá tri. v.

Vó.i luò̂ng chấp nhâ.n này, ta d̄i.nh ngh̃ıa d̄ò̂ thi. Gµ(F ) := (V µ, Eµ) nhu. d̄ã giȧ’i th́ıch
trong Phà̂n 7.2 và có chi ph́ı trên các cung nhu. sau:

• vó.i mỗi cung (vµ
i , vµ

j ) ∈ Eµ
1 , d̄ǎ. t cµ

ij := cij.

• vó.i mỗi cung (vµ
j , vµ

i ) ∈ Eµ
2 , d̄ǎ. t cµ

ji := −cij.

Thuâ. t toán du.. a trên d̄i.nh lý sau:
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D- i.nh lý 7.4.2 F là luò̂ng giá tri. v vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất nếu và chı̇’ nếu không tò̂n ta. i ma. ch
Φ trong Gµ(F ) sao cho tô̇’ng cu̇’a các chi ph́ı cu̇’a các cung thuô. c Φ âm.

Chú.ng minh. D- ǎ. t c[F ] là chi ph́ı cu̇’a luò̂ng F trong d̄ò̂ thi. G và c[Φ|Gµ(F )] là tô̇’ng cu̇’a các
chi ph́ı cu̇’a các cung thuô.c ma.ch Φ tu.o.ng ú.ng vó.i d̄ò̂ thi. Gµ(F ).

D- iè̂u kiê.n cà̂n. Giȧ’ su.’̇ c[Φ|Gµ(F )] < 0 vó.i ma.ch Φ nào d̄ó trong Gµ(F ). Thêm mô.t
d̄o.n vi. vào luò̂ng trên mỗi cung thuô.c ma.ch Φ sẽ ta.o ra mô.t luò̂ng mó.i chấp nhâ.n d̄u.o.. c
F + 1 ◦ (Φ) có giá tri. v. Chi ph́ı cu̇’a luò̂ng F + 1 ◦ (Φ) bà̌ng c[F ] + c[Φ|Gµ(F )] < c[F ]-mâu
thuẫn vó.i giȧ’ thiết F là luò̂ng vó.i giá tri. v và có chi ph́ı nhȯ’ nhất.

D- iè̂u kiê.n d̄u̇’. Giȧ’ su.’̇ c[Φ|Gµ(F )] ≥ 0 vó.i mo. i ma.ch Φ trong Gµ(F ) và F ∗(6= F ) là
luò̂ng giá tri. v có chi ph́ı nhȯ’ nhất.

Ta ký hiê.u F ∗ − F là luò̂ng mà giá tri. trên cung (vi, vj) bǎ̀ng f ∗ij − fij.

Vı̀ F ∗ và F có thê̇’ phân t́ıch thành tô̇’ng cu̇’a các luò̂ng do.c theo (tù. s d̄ến t) các d̄u.̀o.ng
d̄i trong G, theo cách xây du.. ng cu̇’a d̄ò̂ thi. unitary Ge trong Phà̂n 7.2.3 d̄ối vó.i luò̂ng F ∗−F,
suy ra vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ V ta có

d+
G∗(vi) = d−G∗(vi).

Do d̄ó theo Phà̂n 7.2.3, dẽ̂ dàng kiê̇’m tra rà̌ng

F ∗ − F = 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) + · · ·+ 1 ◦ (Φκ).

Ho.n nũ.a, luò̂ng F ∗ = F + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) + · · · + 1 ◦ (Φκ) là chấp nhâ.n d̄u.o.. c nên tô̇’ng
F + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) + · · ·+ 1 ◦ (Φl) chấp nhâ.n d̄u.o.. c vó.i mo. i 1 ≤ l ≤ κ. Do d̄ó vó.i luò̂ng
F ta có

c[F + 1 ◦ (Φ1)] = c[F ] + c[Φ1|Gµ(F )]
≥ c[F ].

Mǎ.t khác
c[Φl|Gµ(F + 1 ◦ (Φ1))] ≥ c[Φl|Gµ(F )]

vó.i mo. i l = 1, 2, . . . , k.

Vâ.y chi ph́ı cu̇’a luò̂ng F + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2) là

c[F + 1 ◦ (Φ1) + 1 ◦ (Φ2)] = c[F + 1 ◦ (Φ1)] + c[Φ2|Gµ(F + 1 ◦ (Φ1))]
≥ c[F + 1 ◦ (Φ1)] + c[Φ2|Gµ(F )]
≥ c[F + 1 ◦ (Φ1)]
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≥ c[F ].

Tiếp tu. c quá tr̀ınh trên ta d̄u.o.. c c[F ∗] ≥ c[F ]. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i giȧ’ thiết F ∗ là luò̂ng
có chi ph́ı nhȯ’ nhất. /

Do d̄ó theo D- i.nh lý 7.4.2, d̄ê̇’ t̀ım luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c có giá tri. v vó.i chi ph́ı nhȯ’

nhất ta bǎ́t d̄à̂u tù. luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c có giá tri. v, thiết lâ.p d̄ò̂ thi. Gµ(F ) và kiê̇’m tra
có tò̂n ta. i ma.ch có d̄ô. dài âm không. Nếu không có th̀ı luò̂ng nhâ.n d̄u.o.. c có chi ph́ı nhȯ’

nhất. Ngu.o.. c la. i nếu Φ là ma.ch có d̄ô. dài âm th̀ı ta thêm δ vào luò̂ng trên ma.ch này. Khi
d̄ó luò̂ng mó.i vẫn có giá tri. v và có chi ph́ı giȧ’m mô.t lu.o.. ng δ.c(Φ), trong d̄ó c(Φ) là chi ph́ı
cu̇’a ma.ch có dò̂ dài âm Φ. Hiê̇’n nhiên δ cà̂n d̄u.o.. c cho.n sao cho các khȧ’ nǎng thông qua cu̇’a
các cung trong Gµ(F ) không bi. vi pha.m; tú.c là

δ = min
(vµ

i ,vµ
j )

qµ
ij.

Theo cách cho.n ban d̄à̂u cu̇’a các khȧ’ nǎng cu̇’a d̄ò̂ thi. Gµ(F ) luò̂ng mó.i nhâ.n d̄u.o.. c tù. luò̂ng
cũ (bǎ̀ng cách cô.ng δ vào luò̂ng trên ma.ch d̄ô. dài âm) là chấp nhâ.n d̄u.o.. c. Quá tr̀ınh la. i
d̄u.o.. c lǎ.p la. i vó.i luò̂ng mó.i và vân vân. Chi tiết cu̇’a thuâ. t toán nhu. sau.

Thuâ.t toán t̀ım luò̂ng có chi ph́ı nhȯ’ nhất

1. Su.’̇ du.ng thuâ. t toán luò̂ng ló.n nhất, t̀ım luò̂ng chấp nhâ.n d̄u.o.. c F vó.i giá tri. v.

2. D- ǎ. t
Eµ

1 := {(vµ
i , vµ

j ) | fij < qij, (vi, vj) ∈ E},
Eµ

2 := {(vµ
j , vµ

i ) | fij > 0, (vi, vj) ∈ E}.
Xây du.. ng d̄ò̂ thi. có tro.ng số Gµ(F ) := (V µ, Eµ), trong d̄ó

V µ := V,
Eµ := Eµ

1 ∪ Eµ
2 ,

• Vó.i mỗi cung (vµ
i , vµ

j ) ∈ Eµ
1 , d̄ǎ. t cµ

ij := cij.

• Vó.i mỗi cung (vµ
j , vµ

i ) ∈ Eµ
2 , d̄ǎ. t cµ

ji := −cij.

3. Nếu tò̂n ta. i ma.ch có d̄ô. dài âm Φ trên d̄ò̂ thi. Gµ(F ) có tro.ng số W := (wij), chuyê̇’n
sang Bu.́o.c 5. Ngu.o.. c la. i, F là luò̂ng vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất; thuâ. t toán dù.ng.

4. T́ınh δ theo công thú.c sau:

δ := min{qµ
ij | (vµ

i , vµ
j ) ∈ Φ}.

• Vó.i mo. i cung (vµ
i , vµ

j ) ∈ Φ sao cho cµ
ij < 0 thay d̄ô̇’i luò̂ng fji trên cung (vj, vi) ∈ E

bo.’̇ i fji − δ.
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• Vó.i mo. i cung (vµ
i , vµ

j ) ∈ Φ sao cho cµ
ij > 0 thay d̄ô̇’i luò̂ng fij trên cung (vi, vj) ∈ E

bo.’̇ i fij + δ.

5. Vó.i luò̂ng mó.i F, chuyê̇’n sang Bu.́o.c 2.

7.5 Cǎ.p ghép

7.5.1 Các bài toán vè̂ cǎ.p ghép

Các bài toán vè̂ cǎ.p ghép trong các d̄ò̂ thi. (nói chung không phȧ’i d̄ò̂ thi. hai phà̂n) d̄u.o.. c
quan tâm v̀ı hai lý do. Thú. nhất, có thê̇’ dẫn d̄ến các bài toán này tù. viê.c tô̇’ng quát hoá
bài toán phân công, và chúng là mô. t phà̂n trong nhũ.ng bài toán khác cu̇’a d̄ò̂ thi.: các bài
toán t̀ım hành tr̀ınh tối u.u (nhu. bài toán ngu.̀o.i d̄u.a thu. Trung Hoa), xác d̄i.nh dây chuyè̂n
ngǎ́n nhất trong d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng, v.v.

Mối quan tâm thú. hai vè̂ kh́ıa ca.nh lý thuyết, do mối liên hê. vó.i ló.p các bài toán quy
hoa.ch nguyên mà có thê̇’ giȧ’i bà̌ng thuâ. t toán vó.i d̄ô. phú.c ta.p d̄a thú.c theo m và n (số các
ca.nh và các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi.).

Xét bài toán sau xây du.. ng d̄ò̂ thi. con bô. phâ.n Gp cu̇’a d̄ò̂ thi. vô hu.́o.ng G trong d̄ó bâ.c
cu̇’a các d̄ı̇’nh cu̇’a d̄ò̂ thi. Gp thoȧ’ mãn t́ınh chất cho tru.́o.c.

Bài toán 7.5.1 (Bài toán d̄ò̂ thi. bô. phâ.n có ràng buô.c vè̂ d̄ı̇’nh) Giȧ’ su.̇’ G = (V,E) là d̄ò̂
thi. vô hu.́o.ng vó.i chi ph́ı cj tu.o.ng ú.ng vó.i mỗi ca. nh ej ∈ E. Ngoài ra, cho tru.́o.c các số
nguyên du.o.ng δi, i = 1, 2, . . . , n. Vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra là t̀ım mô. t d̄ò̂ thi. bô. phâ. n G∗

p cu̇’a G sao cho

bâ. c cu̇’a các d̄ı̇’nh vi tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ thi. G∗
p bà̌ng δi, và tô̇’ng cu̇’a các ca. nh trong G∗

p ló.n nhất
(hoǎ. c nhȯ’ nhất).

Hiê̇’n nhiên, vó.i d̄ò̂ thi. G và các số δi cho tru.́o.c, có thê̇’ không tò̂n ta. i d̄ò̂ thi. bô. phâ.n
Gp thoȧ’ mãn các ràng buô.c vè̂ d̄ı̇’nh. Hai d̄iè̂u kiê.n cà̂n (nhu.ng không d̄u̇’-ta. i sao?) d̄ê̇’ tò̂n
ta. i d̄ò̂ thi. bô. phâ.n chấp nhâ.n d̄u.o.. c là

δi ≤ dG(vi), vó.i mo. i d̄ı̇’nh vi ∈ V

và
n∑

i=1

δi chǎ̃n.

D- iè̂u kiê.n sau suy tru.. c tiếp tù. t́ınh chất: tô̇’ng các bâ.c cu̇’a các d̄ı̇’nh bà̌ng hai là̂n số các
ca.nh.
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Tâ.p con M ⊂ E go. i là mô. t cǎ. p ghép nếu hai ca.nh bất kỳ trong M không kè̂ nhau.
Chi ph́ı cu̇’a cǎ.p ghép M d̄i.nh ngh̃ıa bo.’̇ i

c(M) =
∑

ej∈M

cj.

Ta có bài toán sau:

Bài toán 7.5.2 (Bài toán d̄ối sánh vó.i chi ph́ı ló.n nhất) Tı̀m cǎ. p ghép M∗ có chi ph́ı ló.n
nhất.

Bài toán d̄ối sánh vó.i chi ph́ı ló.n nhất có thê̇’ phát biê̇’u da.ng bài toán quy hoa.ch nguyên:

z =
m∑

j=1

cjxj → max

sao cho { ∑m
j=1 bijxj ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,

xj ∈ {0, 1},
trong d̄ó bij là ma trâ.n liên thuô.c cu̇’a G và xj = 1 (hoǎ.c 0) phu. thuô.c vào ej có d̄u.o.. c ghép
cǎ.p hay không.

Hiê̇’n nhiên rà̌ng, bài toán d̄ối sánh vó.i chi ph́ı ló.n nhất d̄ối vó.i d̄ò̂ thi. Ĝ nào d̄ó là
tru.̀o.ng ho.. p d̄ǎ. c biê.t cu̇’a bài toán có ràng buô.c vè̂ bâ.c cu̇’a các d̄ı̇’nh. Nếu số các d̄ı̇’nh cu̇’a
Ĝ chǎ̃n, ta thêm các ca.nh vó.i chi ph́ı bǎ̀ng −∞ vào Ĝ d̄ê̇’ thu d̄u.o.. c mô.t d̄ò̂ thi. d̄à̂y d̄u̇’ G.
Khi d̄ó bài toán d̄u.a vè̂ Bài toán 7.5.1 trên d̄ò̂ thi. G trong d̄ó tất cȧ’ các δi = 1. Nghiê.m cu̇’a
bài toán ban d̄à̂u dẽ̂ dàng suy ra tù. bài toán sau bà̌ng cách bȯ’ qua tất cȧ’ các ca.nh có chi
ph́ı bà̌ng −∞. Nếu số các d̄ı̇’nh cu̇’a Ĝ lė’ th̀ı ta thêm mô.t d̄ı̇’nh cô lâ.p vào Ĝ tru.́o.c khi xây
du.. ng d̄ò̂ thi. G và áp du.ng lý luâ.n trên.

Tu.o.ng ú.ng vó.i bài toán t̀ım cǎ.p ghép có chi ph́ı ló.n nhất là bài toán phu̇’ có chi ph́ı
nhȯ’ nhất, tú.c là: T̀ım phu̇’ E∗ cu̇’a G sao cho tô̇’ng chi ph́ı

∑
ej∈E∗ cj nhȯ’ nhất. Bài toán này

có thê̇’ phát biê̇’u da.ng quy hoa.ch nguyên nhu. sau:

z =
m∑

j=1

cjxj → min

sao cho { ∑m
j=1 bijxj ≥ 1, i = 1, 2, . . . , n,

xj ∈ {0, 1},
trong d̄ó xj = 1 (hoǎ.c 0) phu. thuô.c vào ej có thuô.c phu̇’ E∗ hay không.
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Hı̀nh 7.4: (a) Cǎ.p ghép. (b) Phu̇’.

Hı̀nh 7.4(a) minh ho.a d̄ò̂ thi. vó.i cǎ.p ghép d̄u.o.. c vẽ bà̌ng d̄oa.n nét d̄ú.t và Hı̀nh 7.4(b)
minh ho.a phu̇’ d̄u.o.. c vẽ bǎ̀ng d̄oa.n nét d̄ú.t trong cùng d̄ò̂ thi..

Trong tru.̀o.ng ho.. p tất cȧ’ các ca.nh có chi ph́ı bà̌ng nhau (chȧ̌’ng ha.n 1) th̀ı bài toán
d̄ối sánh vó.i chi ph́ı ló.n nhất và bài toán t̀ım phu̇’ vó.i chi ph́ı nhȯ’ nhất d̄u.a vè̂ bài toán t̀ım
cǎ. p ghép ló.n nhất tú.c là t̀ım cǎ.p ghép có số ca.nh nhiè̂u nhất và bài toán t̀ım phu̇’ nhȯ’ nhất
tu.o.ng ú.ng. Nếu d̄ò̂ thi. G có n d̄ı̇’nh, khi d̄ó số phà̂n tu.’̇ cu̇’a cǎ.p ghép ló.n nhất không vu.o.. t
quá [n/2]. Tuy nhiên, số này không phȧ’i lúc nào cũng d̄a.t d̄u.o.. c; chȧ̌’ng ha.n, d̄ò̂ thi. “h̀ınh
sao” trong Hı̀nh 7.5 có cǎ.p ghép ló.n nhất vó.i số phà̂n tu.’̇ 1.

Tru.̀o.ng ho.. p d̄ǎ. c biê.t khi các chi ph́ı cj tuỳ ý nhu.ng d̄ò̂ thi. là hai phà̂n, th̀ı bài toán
t̀ım cǎ.p ghép có chi ph́ı nhȯ’ nhất d̄u.a vè̂ bài toán phân công công viê. c, mô. t bài toán quen
thuô.c cu̇’a Vâ.n trù ho.c. Vó.i cấu trúc d̄ò̂ thi. d̄ǎ. c biê.t này, Bài toán 7.5.1 tro.’̇ thành bài toán
vâ. n tȧ’i.

Mu.c d̄ı́ch ch́ınh cu̇’a phà̂n này là tr̀ınh bày bài toán vè̂ cǎ.p ghép ló.n nhất cu̇’a d̄ò̂ thi.
hai phà̂n trong mối liên hê. vó.i bài toán luò̂ng ló.n nhất. Vè̂ các thuâ. t toán giȧ’i quyết các
bài toán cǎ.p ghép trong tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát có thê̇’ xem tài liê.u dẫn [14], [30].
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Hı̀nh 7.5: D- ò̂ thi. h̀ınh sao.

7.5.2 Cǎ.p ghép ló.n nhất trong d̄ò̂ thi. hai phà̂n

Tru.́o.c hết ta bǎ́t d̄à̂u bà̌ng mô.t v́ı du. .

Vı́ du. 7.5.3 (Phân công công viê.c, cǎ.p ghép trong d̄ò̂ thi. hai phà̂n) Mô.t nhà máy có p
máy và q công viê.c cà̂n thu.. c hiê.n. Giȧ’ su.’̇ G = (V, E) là d̄ò̂ thi. hai phà̂n mà các d̄ı̇’nh là
V = V1 ∪ V2, vó.i V1 = {1, 2, . . . , p} và V2 = {1, 2, . . . , q} và có mô. t ca.nh liên thuô.c (i, j) nếu
máy i có thê̇’ thu.. c hiê.n công viê.c j. Vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra là sǎ́p xếp mỗi máy vó.i mô. t công viê.c
mà nó có thê̇’ thu.. c hiê.n. D- iè̂u d̄ó có ngh̃ıa rǎ̀ng, t̀ım trong G mô.t cǎ.p ghép có số phà̂n tu.’̇

bǎ̀ng p.

Bài toán cǎ.p ghép có thê̇’ d̄u.a vè̂ bài toán ma.ng vâ.n tȧ’i nhu. sau. Ta thêm d̄ı̇’nh nguò̂n
và d̄ı̇’nh ra nhân ta.o s, t sau d̄ó nối tù. s d̄ến các d̄ı̇’nh thuô.c tâ.p V1 và tù. các d̄ı̇’nh thuô.c tâ.p
V2 d̄ến t. Gán mỗi cung trong d̄ò̂ thi. thu d̄u.o.. c, ký hiê.u GM , có khȧ’ nǎng thông qua bǎ̀ng 1.
Ta có GM là mô. t ma.ng vâ.n tȧ’i.

D- i.nh lý 7.5.4 Giȧ’ su.̇’ G là d̄ò̂ thi. hai phà̂n d̄i.nh hu.́o.ng vó.i các tâ. p d̄ı̇’nh rò.i nhau V1 và
V2 mà trong d̄ó các ca. nh d̄u.o.. c d̄i.nh hu.́o.ng tù. các d̄ı̇’nh trong tâ. p V1 d̄ến các d̄ı̇’nh trong tâ. p
V2.

1. Luò̂ng F trong ma. ng vâ. n tȧ’i GM cho ta mô. t cǎ. p ghép trong G. D- ı̇’nh vi ∈ V1 d̄u.o.. c d̄ối
sánh vó.i d̄ı̇’nh vj trong V2 nếu và chı̇’ nếu luò̂ng F trên cung (vi, vj) bǎ̀ng 1.

2. Luò̂ng ló.n nhất tu.o.ng ú.ng vó.i cǎ. p ghép ló.n nhất.

3. Luò̂ng có giá tri. bà̌ng #V1 tu.o.ng ú.ng vó.i cǎ. p ghép hoàn hȧ’o.

Chú.ng minh. Giȧ’ su.’̇ fij = 1. Có d̄úng mô.t cung d̄ến d̄ı̇’nh vi là (s, vi). Do d̄ó fsi = 1. Suy ra
luò̂ng d̄ến d̄ı̇’nh vi bà̌ng 1. Do luò̂ng ra khȯ’i d̄ı̇’nh vi bà̌ng 1 nên có d̄úng mô.t cung có da.ng
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(vi, x) có fix = 1 là (vi, vj). Tu.o.ng tu.. chı̇’ có mô. t cung da.ng (x, vj) có fxj = 1 là (vi, vj). Vâ.y
nếu M là tâ.p các cung (vi, vj) sao cho fij = 1 th̀ı hai ca.nh bất kỳ trong M không kè̂ nhau.
Nói cách khác M là cǎ.p ghép cu̇’a G.

Các phà̂n còn la. i suy tù. số các d̄ı̇’nh cu̇’a V1 d̄u.o.. c d̄ối sánh bà̌ng giá tri. cu̇’a luò̂ng tu.o.ng
ú.ng. /

D- i.nh lý trên chı̇’ ra rà̌ng có thê̇’ áp du.ng thuâ. t toán t̀ım luò̂ng ló.n nhất d̄ê̇’ xác d̄i.nh
cǎ.p ghép ló.n nhất cu̇’a d̄ò̂ thi. hai phà̂n.

7.5.3 Cǎ.p ghép hoàn hȧ’o trong d̄ò̂ thi. hai phà̂n

Ta có d̄i.nh ngh̃ıa sau

D- i.nh ngh̃ıa 7.5.5 Cǎ. p ghép hoàn hȧ’o trong d̄ò̂ thi. hai phà̂n G = (V1 ∪ V2, E) là cǎ.p ghép
mà mỗi d̄ı̇’nh a ∈ V1 tò̂n ta. i b ∈ V2 sao cho (a, b) ∈ E.

Nếu S ⊂ V1, ta d̄ǎ. t

Γ(S) := {vj ∈ V2 | tò̂n ta. i vi ∈ S sao cho (vi, vj) ∈ E}.
Giȧ’ su.’̇ G có cǎ.p ghép hoàn hȧ’o. Nếu S ⊂ V1 ta cà̂n có

#S ≤ #Γ(S).

Ta sẽ chı̇’ ra rà̌ng nếu #S ≤ #Γ(S) vó.i mo. i tâ.p con S cu̇’a V1 th̀ı G có mô. t cǎ.p ghép hoàn
hȧ’o. Kết quȧ’ này d̄u.o.. c chú.ng minh bo.’̇ i Hall và go. i là D- i.nh lý d̄ám cu.́o.i cu̇’a Hall do V1 là
tâ.p nhũ.ng ngu.̀o.i d̄àn ông và V2 là tâ.p nhũ.ng ngu.̀o.i d̄àn bà và tò̂n ta. i ca.nh nối vi ∈ V1 d̄ến
vj ∈ V2 nếu vi và vj u.ng th́ıch nhau; d̄i.nh lý cho mô.t d̄iè̂u kiê.n d̄ê̇’ ngu.̀o.i d̄àn ông có thê̇’

cu.́o.i ngu.̀o.i mı̀nh th́ıch.

D- i.nh lý 7.5.6 Tò̂n ta. i cǎ. p ghép hoàn hȧ’o nếu và chı̇’ nếu

#S ≤ #Γ(S) (7.2)

vó.i mo. i tâ. p con S cu̇’a V1.

Chú.ng minh. Ta chı̇’ cà̂n chú.ng minh nếu d̄iè̂u kiê.n (7.2) d̄úng th̀ı tò̂n ta. i cǎ.p ghép hoàn
hȧ’o. D- ǎ. t n1 = #V1 và (P, P̃ ) là thiết diê.n nhȯ’ nhất trong ma.ng vâ.n tȧ’i. Nếu ta chú.ng
minh rà̌ng khȧ’ nǎng cu̇’a thiết diê.n này bà̌ng n1 th̀ı luò̂ng ló.n nhất có giá tri. bà̌ng n1. Cǎ.p
ghép tu.o.ng ú.ng vó.i luò̂ng ló.n nhất sẽ là cǎ.p ghép hoàn hȧ’o.
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Chú.ng minh bǎ̀ng phȧ’n chú.ng. Giȧ’ su.’̇ ngu.o.. c la. i, khȧ’ nǎng cu̇’a thiết diê.n nhȯ’ nhất
(P, P̃ ) nhȯ’ ho.n n1. Nhâ.n xét rà̌ng khȧ’ nǎng cu̇’a thiết diê.n này bà̌ng số các ca.nh trong tâ.p

M = {(x, y) | x ∈ P, y ∈ P̃}.

Mô.t phà̂n tu.’̇ cu̇’a M có mô. t trong ba da.ng:

Loa. i 1: (s, vi), vi ∈ V1.

Loa. i 2: (vi, vj), vi ∈ V1, vj ∈ V2.

Loa. i 3: (vj, t), vj ∈ V2.

Chúng ta sẽ d̄ếm số các ca.nh trong mỗi loa. i.

Nếu V1 ∈ P̃ th̀ı khȧ’ nǎng cu̇’a thiết diê.n là n1; do d̄ó

V ∗
1 = V1 ∩ P

khác trống. Suy ra tò̂n ta. i n1 −#V ∗
1 ca.nh loa. i 1 trong E.

Ta phân hoa.ch R(V ∗
1 ) thành các tâ.p ho.. p

X = R(V ∗
1 ) ∩ P và Y = R(V ∗

1 ) ∩ P̃ .

Khi d̄ó tò̂n ta. i ı́t nhất #V ∗
1 ca.nh loa. i 3 trong E. Do d̄ó tò̂n ta. i ı́t ho.n

n1 − (n1 −#V ∗
1 )−#X = #V ∗

1 −#X

ca.nh loa. i 2 trong E. Mà mỗi phà̂n tu.’̇ cu̇’a Y d̄óng góp nhiè̂u nhất mô. t ca.nh loa. i 2, nên

#Y < #V ∗
1 −#X.

Vâ.y

#R(V ∗
1 ) = #X + #Y < #V ∗

1 .

D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i (7.2). Do d̄ó tò̂n ta. i cǎ.p ghép hoàn hȧ’o. /

Vı́ du. 7.5.7 Có n máy t́ınh và n ô̇’ d̄ı̃a. Mỗi máy t́ınh tu.o.ng th́ıch vó.i m ô̇’ d̄ı̃a và mỗi ô̇’

d̄ı̃a tu.o.ng th́ıch vó.i m máy t́ınh. Có thê̇’ ghép mỗi máy t́ınh vó.i mô. t ô̇’ d̄ı̃a mà nó tu.o.ng
th́ıch?

D- ǎ. t V1 là tâ.p các máy t́ınh và V2 là tâ.p các ô̇’ d̄ı̃a. Ta cho tu.o.ng ú.ng ca.nh (vi, vj) nếu
máy t́ınh vi ∈ V1 tu.o.ng th́ıch vó.i ỗ d̄ı̃a vj ∈ V2. Chú ý rà̌ng mo. i d̄ı̇’nh có bâ.c bà̌ng m. D- ǎ. t
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S = {v1, v2, . . . , vk} ⊂ V1. Khi d̄ó có km ca.nh xuất phát tù. S. Nếu l := #Γ(S) th̀ı Γ(S)
nhâ.n nhiè̂u nhất lm ca.nh d̄ến tù. S. Do d̄ó

km ≤ lm.

Nên
#S = k ≤ l = #Γ(S).

Theo D- i.nh lý d̄ám cu.́o.i Hall, tò̂n ta. i cǎ.p ghép hoàn hȧ’o. Vâ.y có thê̇’ ghép mỗi máy t́ınh vó.i
mô. t ô̇’ d̄ı̃a tu.o.ng th́ıch.
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Phà̂n phu. lu. c A

Thu. viê.n Graph.h

Du.́o.i d̄ây là thu. viê.n gò̂m các cấu trúc dũ. liê.u và các thu̇’ tu. c cà̂n thiết hỗ tro.. viê.c cài d̄ǎ. t
các thuâ. t toán trong giáo tr̀ınh.

/**************************************************

Luu y: Tat ca cac file du lieu dung voi Thu vien nay

phai duoc tao bang trinh Norton Commander.

**************************************************/

#if !defined(graph_h)

#define graph_h

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <alloc.h>

#include <string.h>

/****** Phan dinh nghia cac hang *****/

#define TRUE 1

#define FALSE 0

#define INFTY 32767

#define MAXEDGES 50 // So cuc dai cac canh

#define MAXVERTICES 25 // So cuc dai cac \dd\ir nh

#define MAXSTRINGS 16 // Chieu dai cuc dai xau ky tu
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/****** Phan dinh nghia cac kieu du lieu *****/

typedef unsigned char byte;

typedef byte Boolean;

typedef char DataType[MAXSTRINGS+1]; // Them mot ma ket thuc chuoi

/*******************************

Cau truc du lieu: don lien ket

*******************************/

typedef struct VertexNode *AdjPointer;

struct VertexNode

{

byte Vertex;

int Length;

int Flow;

AdjPointer Next;

};

typedef struct

{

DataType Data;

AdjPointer Next;

} HeadNode;

typedef HeadNode *HeadPointer;

typedef HeadPointer ArrayOfPointer[MAXVERTICES];

typedef struct QueueType *QueueNode;

struct QueueType

{

byte Vertex;

QueueNode Next;

};

typedef struct

{

QueueNode Head, Tail;

} Queue;

typedef byte Path[MAXVERTICES];
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typedef byte SetOfVertices[(MAXVERTICES%8)?((MAXVERTICES/8)+1):(MAXVERTICES/8)];

/***********************************

Danh sach da lien ket cho cac canh

***********************************/

typedef struct EdgeNode *EdgePointer;

struct EdgeNode

{

byte Vertex[2];

EdgePointer Link[2];

};

typedef struct

{

char Data;

EdgePointer Next;

} ListEdge;

typedef ListEdge *ListEdgePointer;

typedef ListEdgePointer ArrayOfEdge[MAXVERTICES];

/***** Phan khai bao prototype ham *****/

void Create(AdjPointer *List);

Boolean Empty(AdjPointer List);

void Push(AdjPointer *List, byte Item);

void Pop(AdjPointer *List, byte *Item);

void CreatQueue(Queue *Q);

Boolean EmptyQueue(Queue Q);

void PushQueue(Queue *Q, byte Item);

void PopQueue(Queue *Q, byte *Item);

Boolean EmptySet(SetOfVertices S);

Boolean InSet(SetOfVertices S, byte Value);

void InitSet(SetOfVertices S, byte MaxValue);

void AddSet(SetOfVertices S, byte Value);

void SubSet(SetOfVertices S, byte Value);

void MakeV_out(char *FileName, ArrayOfPointer V_out, byte *NumVertices,
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Boolean Weight);

void MakeV_in(char *FileName, ArrayOfPointer V_in, ArrayOfPointer V_out,

byte *NumVertices);

void BuildGraph(char *FileName, ArrayOfEdge E, byte *NumVertices);

void DisplayV_out(ArrayOfPointer V_out, byte NumVertices, Boolean Weight);

void DisplayV_in(ArrayOfPointer V_in, byte NumVertices);

void DFS(ArrayOfEdge E, byte Start, SetOfVertices S);

void PathTwoVertex(Path Pred, byte Start, byte Terminal);

void PopHeadPtr(byte NumVertices, ArrayOfPointer V_out);

/***** Phan cai dat cac ham *****/

void Create(AdjPointer *List)

{

(*List) = NULL;

}

Boolean Empty(AdjPointer List)

{

return((List == NULL) ? TRUE : FALSE);

}

void Push(AdjPointer *List, byte Item)

{

AdjPointer TempPtr;

TempPtr = (AdjPointer) malloc(sizeof(struct VertexNode));

TempPtr->Vertex = Item;

TempPtr->Next = (*List);

(*List) = TempPtr;

}

void Pop(AdjPointer *List, byte *Item)

{

AdjPointer TempPtr;

if (Empty(*List))

{

printf(" Thao tac con tro khong hop le ");

return;
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}

TempPtr = (*List);

(*Item) = TempPtr->Vertex;

(*List) = TempPtr->Next;

free(TempPtr);

}

void CreatQueue(Queue *Q)

{

(*Q).Head = NULL;

}

Boolean EmptyQueue(Queue Q)

{

return((Q.Head == NULL) ? TRUE : FALSE);

}

void PushQueue(Queue *Q, byte Item)

{

QueueNode TempPtr;

TempPtr = (QueueNode) malloc(sizeof(struct QueueType));

TempPtr->Vertex = Item;

TempPtr->Next = NULL;

if ((*Q).Head == NULL) (*Q).Head = TempPtr;

else (*Q).Tail->Next = TempPtr;

(*Q).Tail = TempPtr;

}

void PopQueue(Queue *Q, byte *Item)

{

QueueNode TempPtr;

if (EmptyQueue(*Q))

{

printf(" Thao tac con tro khong hop le ");

return;

}

TempPtr = (*Q).Head;

(*Item) = TempPtr->Vertex;

(*Q).Head = TempPtr->Next;

free(TempPtr);
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}

Boolean EmptySet(SetOfVertices S)

{

int i, k = (MAXVERTICES %8 ) ? ((MAXVERTICES / 8) + 1) : (MAXVERTICES / 8);

for (i = 0; i < k; i++)

if (S[i] != 0) return(FALSE);

return(TRUE);

}

Boolean InSet(SetOfVertices S, byte Value)

{

if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))

return(FALSE);

return((S[(Value - 1) / 8] & (0x80 >> ((Value - 1) % 8))) ? TRUE : FALSE);

}

void InitSet(SetOfVertices S, byte MaxValue)

{

int i;

if (MaxValue>MAXVERTICES)

{

printf(" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

}

for (i = 0; i < MaxValue; i++) S[i/8] |= 0x80 >> (i%8);

}

void AddSet(SetOfVertices S, byte Value)

{

int i;

if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))

{

printf(" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

}
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S[(Value-1)/8] |= 0x80 >> ((Value-1)%8);

}

void SubSet(SetOfVertices S, byte Value)

{

if ((Value < 1) || (Value > MAXVERTICES))

{

printf(" Gia tri khong thuoc tap hop ");

return;

}

S[(Value-1)/8] &= ~(0x80 >> ((Value-1)%8));

}

int feoln(FILE *fp)

{

char c;

if ((c=fgetc(fp))==10)

{

fseek(fp, -2, 1);

return(TRUE);

}

else

if (c==EOF) return(TRUE);

else

{

fseek(fp, -1, 1);

return(FALSE);

}

}

void freadln(FILE *fp)

{

char c;

while (((c=fgetc(fp))!=10)&&(c!=EOF));

}

void MakeV_out(char *FileName, ArrayOfPointer V_out, byte *NumVertices,

Boolean Weight)

{
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byte NumVert;

HeadPointer HeadPtr;

AdjPointer VerPtr;

FILE *FileData;

if ((FileData = fopen(FileName, "rt")) == NULL)

{

printf(" File khong tim thay ");

return;

}

NumVert = 0;

while (!feof(FileData))

{

HeadPtr = (HeadPointer) malloc(sizeof(HeadNode));

HeadPtr->Next = NULL;

fgets(HeadPtr->Data, MAXSTRINGS+1, FileData);

// Ham fgets(char *s, int n, FILE *fp) chi doc n-1 ky tu

while (!feoln(FileData))

{

VerPtr = (AdjPointer) malloc(sizeof(struct VertexNode));

fscanf(FileData, "%d", &(VerPtr->Vertex));

if (Weight)

{

fscanf(FileData, "%d", &(VerPtr->Length));

VerPtr->Flow = 0;

}

VerPtr->Next = HeadPtr->Next;

HeadPtr->Next = VerPtr;

}

freadln(FileData);

++NumVert;

V_out[NumVert] = HeadPtr;

}

(*NumVertices) = NumVert;

fclose(FileData);

}

void MakeV_in(char *FileName, ArrayOfPointer V_in, ArrayOfPointer V_out,

byte *NumVertices);

{

byte NumVert;
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int i, j;

HeadPointer HeadPtr;

AdjPointer CurrPtr, VerPtr;

MakeV_out(FileName, V_out, &NumVert, TRUE);

(*NumVertices) = NumVert;

for (i=1; i<=NumVert; i++)

{

HeadPtr = (HeadPointer) malloc(sizeof(HeadNode));

strcpy(HeadPtr->Data, V_out[i]->Data);

HeadPtr->Next = NULL;

for (j=1; j<=NumVert; j++)

{

CurrPtr = V_out[j]->Next;

while (CurrPtr!=NULL)

{

if (CurrPtr->Vertex==i)

{

VerPtr=(AdjPointer)malloc(sizeof(struct VertexNode));

VerPtr->Vertex = j;

VerPtr->Length = CurrPtr->Length;

VerPtr->Flow = 0;

VerPtr->Next = HeadPtr->Next;

HeadPtr->Next = VerPtr;

}

CurrPtr = CurrPtr->Next;

}

}

V_in[i] = HeadPtr;

}

}

void BuildGraph(char *FileName, ArrayOfEdge E, byte *NumVertices)

{

byte EndPt, NumVert;

int i;

char ch[2];

EdgePointer EdgePtr;

FILE *FileData;

if ((FileData = fopen(FileName, "rt")) == NULL)

{
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printf(" File khong tim thay ");

return;

}

NumVert = 0;

while (!feoln(FileData))

{

++NumVert;

E[NumVert] = (ListEdgePointer) malloc(sizeof(ListEdge));

fscanf(FileData, "%s", ch);

E[NumVert]->Data = ch[0];

E[NumVert]->Next = NULL;

}

(*NumVertices) = NumVert;

for (i=1; i<=NumVert; i++) printf("%c ", E[i]->Data);

printf("\n");

freadln(FileData);

while (!feof(FileData))

{

EdgePtr = (EdgePointer) malloc(sizeof(struct EdgeNode));

for (i=0; i<2; i++)

{

fscanf(FileData, "%d", &EndPt);

printf("%d ", EndPt);

EdgePtr->Vertex[i] = EndPt;

EdgePtr->Link[i] = E[EndPt]->Next;

E[EndPt]->Next = EdgePtr;

}

printf("\n");

freadln(FileData);

}

fclose(FileData);

}

void DFS(ArrayOfEdge E, byte Start, SetOfVertices Unvisited)

{

EdgePointer Ptr;

byte StartEnd, OtherEnd, NewStart;

SubSet(Unvisited, Start);
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Ptr = E[Start]->Next;

while ((!EmptySet(Unvisited))&&(Ptr!=NULL))

{

StartEnd = 0;

OtherEnd = 1;

if (Ptr->Vertex[0]!=Start)

{

StartEnd = 1;

OtherEnd = 0;

}

NewStart = Ptr->Vertex[OtherEnd];

if (InSet(Unvisited, NewStart)) DFS(E, NewStart, Unvisited);

Ptr = Ptr->Link[StartEnd];

}

}

void DisplayV_out(ArrayOfPointer V_out, byte NumVertices, Boolean Weight)

{

int i;

AdjPointer CurrPtr;

for (i=1; i<=NumVertices; i++)

{

printf("(%d) %s ", i, V_out[i]->Data);

CurrPtr = V_out[i]->Next;

while (CurrPtr!=NULL)

{

printf("%d ", CurrPtr->Vertex);

if (Weight) printf("%d ", CurrPtr->Length);

CurrPtr = CurrPtr->Next;

}

printf("\n");

}

printf("\n");

}

void DisplayV_in(ArrayOfPointer V_in, byte NumVertices)

{

int i;

AdjPointer CurrPtr;

for (i=1; i<=NumVertices; i++)
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{

printf("%s ", V_in[i]->Data);

CurrPtr = V_in[i]->Next;

while (CurrPtr!=NULL)

{

printf(" %d %d", CurrPtr->Vertex, CurrPtr->Length);

CurrPtr = CurrPtr->Next;

}

printf("\n");

}

}

void PathTwoVertex(Path Pred, byte Start, byte Terminal)

{

if (Terminal != Start)

{

PathTwoVertex(Pred, Start, Pred[Terminal]);

printf(" ---> %2d", Terminal);

}

}

void PopHeadPtr(byte NumVertices, ArrayOfPointer V_out)

{

byte Item;

int i;

AdjPointer CurrPtr;

for (i=1; i<=NumVertices; i++)

{

CurrPtr = V_out[i]->Next;

while (CurrPtr != NULL) Pop(&CurrPtr, &Item);

free(V_out[i]);

}

}

#endif
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