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Lêi ng−êi dÞch 

Nh÷ng n¨m gÇn ®©y c«ng t¸c nghiªn cøu biÓn phôc vô ho¹t 
®éng x©y dùng vμ khai th¸c c¸c c«ng tr×nh biÓn ë n−íc ta b¾t ®Çu 
h×nh thμnh vμ ngμy cμng ph¸t triÓn. ViÖc qu¶n lý, khai th¸c hiÖu 
qu¶ c¸c c«ng tr×nh x©y dùng vμ kü thuËt trªn biÓn th−êng ®ßi hái 
chuyªn gia hiÓu biÕt vÒ c¸c qu¸ tr×nh biÓn, trong ®ã chuyÓn ®éng 
sãng vμ t−¬ng t¸c gi÷a sãng víi c«ng tr×nh lμ mét yÕu tè quan träng 
bËc nhÊt. ë c¸c tr−êng ®¹i häc cña n−íc ta dÇn dÇn ®· x©y dùng 
thªm nh÷ng bé m«n vμ chuyªn ngμnh ®μo t¹o t−¬ng øng nh»m môc 
tiªu cung cÊp c¸c chuyªn gia phôc vô trong lÜnh vùc kinh tÕ nμy. 

S¸ch "§éng lùc häc øng dông vÒ sãng mÆt ®¹i d−¬ng" cña 
Chiang Mei lμ mét cuèn s¸ch ®Çu tiªn trong lo¹t s¸ch chuyªn kh¶o 
n©ng cao vÒ Kü thuËt biÓn cña Khoa Kü thuËt x©y dùng, Häc viÖn 
C«ng nghÖ Massachusets (Mü). T¸c gi¶ cuèn s¸ch lμ mét chuyªn gia 
lín trong lÜnh vùc nghiªn cøu nμy.  

Biªn dÞch cuèn s¸ch, chóng t«i nh»m môc ®Ých cung cÊp cho 
c¸c nhμ khoa häc nghiªn cøu biÓn ë n−íc ta mét tμi liÖu hÖ thèng, 
kü l−ìng vÒ nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vμ hiÖn ®¹i nhÊt liªn quan tíi 
®éng lùc häc, sù diÔn biÕn cña sãng ®¹i d−¬ng khi nã lan truyÒn 
vμo ®íi ven bê vμ t−¬ng t¸c víi ®íi bê, c¸c c«ng tr×nh biÓn vμ c¶ng. 

S¸ch ®−îc bè côc theo kiÓu ®óc kÕt c¸c bμi gi¶ng cña t¸c gi¶, 
viÖc thiÕt lËp c¸c bμi to¸n vμ gi¶i ®−îc diÔn gi¶i hÖ thèng víi mét 
dung l−îng vËt lý vμ to¸n häc thÝch hîp cho c¶ nh÷ng sinh viªn vμ 
häc viªn sau ®¹i häc. Chóng t«i hy väng r»ng s¸ch còng sÏ cã gi¸ trÞ 
nh− mét tμi liÖu gi¶ng d¹y, tham kh¶o cho gi¸o viªn vμ tμi liÖu häc 
tËp cho ng−êi häc.   

Nguyªn b¶n s¸ch gåm 13 ch−¬ng. Mçi ch−¬ng ®Ò cËp tíi mét 
nhãm vÊn ®Ò liªn quan tíi mét khÝa c¹nh sö dông vμ khai th¸c c¸c 

c«ng tr×nh biÓn vμ cã ®Æc ®iÓm ph−¬ng ph¸p luËn vμ ph−¬ng ph¸p 
nghiªn cøu, ph−¬ng ph¸p tr×nh bμy riªng. Do khu«n khæ lín cña 
s¸ch, chóng t«i cÊu t¹o l¹i  thμnh hai quyÓn: quyÓn 1 vμ quyÓn 2 ®Ó 
tiÖn xuÊt b¶n. Trong quyÓn 1 gåm 6 ch−¬ng ®Çu cña cuèn s¸ch. 
QuyÓn 1 më ®Çu b»ng ch−¬ng 1 vμ ch−¬ng 2 tæng quan nh÷ng kiÕn 
thøc c¬ b¶n vÒ chuyÓn ®éng cña chÊt láng kh«ng nÐn mËt ®é kh«ng 
®æi lμm c¬ së nghiªn cøu chuyÓn ®éng sãng mÆt ®¹i d−¬ng. Ch−¬ng 
3 giíi thiÖu c¸c ph−¬ng ph¸p cña quang h×nh häc ®Ó kh¶o s¸t sù 
khóc x¹ c¸c sãng khi chóng lan truyÒn vμo ®íi ven bê – mét hiÖn 
t−îng quan träng quyÕt ®Þnh ®Æc ®iÓm, hμnh vi, diÔn biÕn cña c¸c 
sãng vμ tr−êng sãng, h×nh thμnh nªn nhiÒu ®Æc ®iÓm ®éng häc vμ 
ph©n bè n¨ng l−îng sãng ë ®íi ven bê cã nh÷ng øng dông thiÕt 
thùc. Ch−¬ng 4 kh¸i qu¸t lý thuyÕt diÔn biÕn cña sãng biªn ®é nhá 
trªn nÒn ®¸y biÕn thiªn ®¸ng kÓ, nÐt ®Æc tr−ng cña ®íi ven bê vμ 
b¾t ®Çu kh¶o s¸t nh÷ng hiÖu øng liªn quan. TiÕp theo, c¸c ch−¬ng 
5 vμ 6 lÇn l−ît giíi thiÖu nh÷ng kÕt qu¶ nghiªn cøu c¸c hiÖu øng 
®èi víi c¸c h×nh th¸i vμ cÊu t¹o c¶ng, ®ª ch¾n sãng kh¸c nhau nh− 
lμ nh÷ng thÝ dô ®Çu tiªn øng dông lý thuyÕt tuyÕn tÝnh. 

Nh÷ng ch−¬ng cßn l¹i cña s¸ch ®Ò cËp tíi c¸c nhãm vÊn ®Ò 
kh¸c cña ®éng lùc häc sãng mÆt ®¹i d−¬ng liªn quan tíi hiÖn t−îng 
t¸n x¹ vμ nhiÔu x¹, ph©n t¸n, mÊt m¸t n¨ng l−îng vμ lý thuyÕt 
sãng phi tuyÕn, chóng t«i sÏ bè côc vμo quyÓn 2. 

Do kiÕn thøc cã h¹n cña nh÷ng ng−êi biªn dÞch vμ néi dung 
réng lín cña s¸ch, ch¾c ch¾n trong khi truyÒn ®¹t sang tiÕng ViÖt 
cã nh÷ng sai sãt vμ ch−a chÝnh x¸c vÒ kh¸i niÖm, thuËt ng÷, tªn gäi 
hiÖn t−îng... Chóng t«i mong ®−îc c¸c chuyªn gia gãp ý cô thÓ ®Ó 
hoμn thiÖn b¶n dÞch trong nh÷ng lÇn xuÊt b¶n sau. 

 

     TËp thÓ biªn dÞch 
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Lêi më ®Çu 

Trong 20 n¨m qua nh©n lo¹i ngμy cμng tÝch luü thªm c¸c kiÕn thøc vÒ 

®éng lùc c¸c sãng mÆt ®¹i d−¬ng. Do nhu cÇu thuÇn tuý khoa häc, ngμnh 

nghiªn cøu ®Þa vËt lý ®· thu ®−îc nh÷ng thμnh tùu nhÊt ®Þnh. Mét lo¹t nh÷ng 

tiÕn bé ®· ®¹t ®−îc do sè l−îng c¸c dù ¸n lín vÒ x©y dùng c¶ng ngoμi kh¬i vμ 

däc bê biÓn ngμy cμng t¨ng. Víi mét dù ¸n lín th× kh«ng nh÷ng cÇn dù b¸o 

thËn träng vÒ ®iÒu kiÖn sãng gÇn n¬i thi c«ng c«ng tr×nh, mμ cßn cÇn cã 

nh÷ng tin cËy vÒ t¸c ®éng cña sãng lªn c«ng tr×nh vμ cña b¶n th©n c«ng tr×nh 

lªn m«i tr−êng xung quanh. §Ó cã nh÷ng hiÓu biÕt khoa häc, kü thuËt tæng 

qu¸t vÒ sãng ®¹i d−¬ng, c¸c ch−¬ng tr×nh nghiªn cøu vμ ®μo t¹o ®· h×nh 

thμnh ë nhiÒu tr−êng ®¹i häc vμ trong c¸c ngμnh kh¸c nhau trªn thÕ giíi. 

Cuèn s¸ch nμy ®óc kÕt nh÷ng bμi gi¶ng cña Chiang C. Mei t¹i c¸c kho¸ 

häc gåm hai häc kú t¹i MIT cho sinh viªn sau ®¹i häc vÒ kü thuËt x©y dùng 

vμ h¶i d−¬ng häc. Môc ®Ých cña s¸ch lμ tr×nh bμy c¸c chñ ®Ò chän läc mang 

tÝnh lý thuyÕt vÒ ®éng lùc häc c¸c sãng mÆt ®¹i d−¬ng, bao gåm nh÷ng 

nguyªn lý c¬ b¶n vμ viÖc ¸p dông nh÷ng nguyªn lý ®ã vμo kü thuËt ®íi bê vμ 

ngoμi kh¬i. S¸ch chñ yÕu ®Ò cËp ®Õn lý thuyÕt tuyÕn tÝnh, lý thuyÕt nμy ®· 

®−îc x©y dùng phôc vô nh÷ng nghiªn cøu lý thuyÕt. Lý thuyÕt tuyÕn tÝnh phi 

nhít ®−îc giíi thiÖu tõ ch−¬ng 1 ®Õn ch−¬ng 5 vμ t¸i ®Ò cËp ë ch−¬ng 7. HiÖu 

øng ma s¸t do nhít g©y ra trùc tiÕp hoÆc gi¸n tiÕp ®−îc tr×nh bμy ë ch−¬ng 6, 

8 vμ 9. HiÖu øng ®Æc biÖt cña sãng ®æ trªn b·i biÓn ®−îc xÐt trong ch−¬ng 10. 

Ch−¬ng 9 vμ ch−¬ng 10 tËp trung nghiªn cøu c¸c hiÖu øng phi tuyÕn thø cÊp. 

Hy väng tμi liÖu nμy sÏ cã Ých vμ thóc ®Èy sù hîp t¸c gi÷a c¸c nhμ nghiªn cøu 

ë nhiÒu lÜnh vùc kh¸c nhau. 

V× trong lÜnh vùc khoa häc nμy cã sù ®ãng gãp rÊt lín cña c¸c nhμ to¸n 

häc, nªn viÖc sö dông c¸c phÐp ph©n tÝch to¸n häc cã thÓ cßn xa l¹ víi mét sè 

®éc gi¶ lμ mét ®iÒu kh«ng tr¸nh khái. V× vËy, trong s¸ch giμnh nhiÒu phÇn ®Ó 

gi¶i thÝch hoÆc m« t¶ theo ng«n ng÷ th«ng dông vÒ nh÷ng phÐp ph©n tÝch 

th−êng kh«ng ®−îc tr×nh bμy trong c¸c kho¸ häc vÒ tÝnh to¸n n©ng cao. PhÐp 

khai triÓn c¸c kÕt qu¶ ®−îc tr×nh bμy chi tiÕt ®Ó gi¶m bít khã kh¨n cho nh÷ng 

ng−êi cßn ®ang theo häc c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n. Trong s¸ch nμy còng ®−a ra 

mét sè bμi tËp bæ sung, b¹n ®äc nªn coi nh− lμ phÇn tù nghiªn cøu cña m×nh. 

Nghiªn cøu sãng nãi chung, sãng trªn n−íc nãi riªng, lu«n ®ßi hái sù 

kÕt hîp chÐo gi÷a c¸c ngμnh khoa häc vμ kü thuËt kh¸c nhau nh− vËt lý, to¸n 

häc, h¶i d−¬ng häc, kü thuËt ®iÖn vμ c¸c chuyªn ngμnh kh¸c. Cuèn s¸ch nμy 

lμ mét nç lùc ®¸ng kÓ ph¶n ¸nh sù kÕt hîp ®ã vμ hy väng sÏ thóc ®Èy c¸c nhμ 

khoa häc vμ kü s− tËp trung tμi n¨ng cña m×nh vμo nghiªn cøu nh÷ng tiÒm Èn 

th¸ch thøc cña ®¹i d−¬ng trong t−¬ng lai. 

Mét sè lÜnh vùc kh¸c kh«ng thuéc kinh nghiÖm cña t¸c gi¶ hoÆc d· ®−îc 

®Ò cËp trong c¸c s¸ch kh¸c sÏ kh«ng tr×nh bμy trong s¸ch nμy. Phillips (1977) 

vμ LeBlond vμ Mysak (1978) ®· nghiªn cøu nh÷ng c¬ chÕ ph¸t sinh sãng giã 

vμ c¸c t−¬ng t¸c céng h−ëng. VÒ m« t¶ thèng kª ®èi víi sãng biÓn ngÉu 

nhiªn th× phÇn th¶o luËn chi tiÕt mét c¸ch c¨n b¶n nhÊt b¹n ®äc cã thÓ t×m 

thÊy trong c¸c xuÊt b¶n phÈm cña Price vμ Bishop (1974). C¬ häc thèng kª 

sãng biÓn cã thÓ xem trong c¸c cuèn s¸ch cña Phillips (1977) vμ West 

(1981). Nh÷ng tiÕn bé nhanh chãng trong viÖc kh¶o s¸t sãng ®é dèc lín, chñ 

yÕu do M. S. Longuet-Higgins nghiªn cøu, ®· thu hót sù quan t©m cña c¸c kü 

s− vμ c¸c nhμ h¶i d−¬ng häc; c¸c bμi viÕt cña «ng vμ c¸c céng sù theo chñ ®Ò 

nμy cã thÓ nãi kh«ng ai s¸nh b»ng vÒ tÝnh râ rμng vμ tØ mØ. Nh÷ng sãng ph¸t 

sinh do c¸c vËt thÓ di chuyÓn thuéc lo¹i thñy ®éng lùc häc c¸c sãng tÇu, b¹n 

®äc cã thÓ thÊy trong c¸c chuyªn luËn cña Stoker (1957), Wehausen vμ 

Laitone (1960), Newman (1977) vμ nh÷ng Ên b¶n tr−íc ®©y cña Héi nghÞ 

thñy ®éng lùc hμng h¶i. Sù ph©n t¸ch ph¸t sinh do sãng xung quanh c¸c vËt 

thÓ nhá lμ cèt lâi cña viÖc dù b¸o lùc t¸c ®éng lªn c«ng tr×nh ngoμi kh¬i; ®©y 

chÝnh lμ mét chñ ®Ò mμ thùc nghiÖm ®ãng vai trß quyÕt ®Þnh vμ nã ®· ®−îc 

tr×nh bμy rÊt tØ mØ trong cuèn s¸ch xuÊt b¶n gÇn ®©y cña Sarpkaya vμ Issacson 

(1981). C¸c sãng b·o còng kh«ng ®−îc tr×nh bμy trong cuèn s¸ch nμy. 



 3 

Trong s¸ch chøa ®ùng nhiÒu diÔn gi¶i to¸n häc, tuy ®−îc tr×nh bμy cÈn 

thËn, nh−ng kh«ng tr¸nh khái mét sè sai sãt. RÊt mong c¸c ®éc gi¶ gãp ý ®Ó 

hoμn thiÖn. 

 

 

 

Ch−¬ng  1 − Giíi thiÖu 

Trong ®¹i d−¬ng cã nhiÒu kiÓu sãng g©y bëi nh÷ng nh©n tè 
vËt lý kh¸c nhau. Gièng nh− trong bμi to¸n c¬ b¶n vÒ mét hÖ 
®μn håi, tÊt c¶ c¸c sãng ph¶i liªn quan tíi mét lo¹i lùc phôc håi 
nμo ®ã. V× vËy, ®Ó thuËn tiÖn, nªn s¬ bé ph©n lo¹i c¸c sãng ®¹i 
d−¬ng tuú theo lùc phôc håi nh− trong b¶ng 1.1. 

Sãng giã vμ sãng lõng ph¸t sinh bëi b·o t¹i chç hoÆc b·o ë 
xa lμ lo¹i sãng mμ con ng−êi th−êng gÆp nhiÒu nhÊt. Lo¹i Ýt gÆp 
h¬n, nh−ng víi hËu qu¶ ®«i khi rÊt nÆng nÒ, ®ã lμ sãng thÇn, 
sãng nμy ®−îc xÕp vμo lo¹i c¸c dao ®éng chu kú dμi, g©y bëi 
®éng ®Êt hoÆc tr−ît ®Êt m¹nh d−íi n−íc. Sãng còng cã thÓ sinh 
ra do ho¹t ®éng cña con ng−êi (nh− chuyÓn ®éng tÇu, næ m×n...) 
vμ nh÷ng sãng nμy còng cã d¶i chu kú réng. V× c¸c sãng nμy 
th−êng hiÖn diÖn trªn mÆt n−íc vμ lùc phôc håi chñ yÕu lμ 
träng lùc, nªn chóng ®−îc gäi lμ sãng mÆt träng lùc. Mét thuËt 
ng÷ ng¾n h¬n - sãng mÆt, th−êng ®−îc dïng trong tr−êng hîp 
kh«ng kÓ tíi c¸c sãng mÆt mao dÉn. 

Trong h¶i d−¬ng häc cã mét lo¹i sãng quan träng lμ sãng néi 
träng lùc, x¶y ra t¹i c¸c nªm nhiÖt - ®ã lμ líp n−íc phÝa d−íi 
mÆt biÓn víi c−êng ®é ph©n tÇng mËt ®é m¹nh. ChuyÓn ®éng 
sãng cña c¸c sãng nμy th−êng kh«ng lé ra trªn mÆt n−íc, ngo¹i 
trõ mét sè dÊu hiÖu biÓu hiÖn gi¸n tiÕp cña chóng. Nh÷ng sãng 
nμy gãp phÇn vμo qu¸ tr×nh x¸o trén vμ ¶nh h−ëng ®Õn ®é nhít 

rèi cña h¶i l−u. Sãng n−íc d©ng do b·o lμ hËu qu¶ tøc th× cña 
thêi tiÕt ®Þa ph−¬ng vμ cã thÓ lμm tæn h¹i nÆng nÒ tíi sinh 
m¹ng còng nh− cña c¶i con ng−êi khi nã trμn ngËp vïng ven 
biÓn. 

Thùc ra, mét sè lùc phôc håi cã thÓ cïng tån t¹i, do ®ã viÖc 
ph©n ra c¸c sãng kh¸c nhau trong b¶ng 1.1 kh«ng ph¶i lμ lu«n 
chÝnh x¸c. 

Cuèn s¸ch nμy chØ ®Ò cËp tíi nh÷ng lo¹i chuyÓn ®éng sãng 
víi qui m« thêi gian sao cho sù nÐn, søc c¨ng bÒ mÆt vμ sù quay 
cña Tr¸i §Êt Ýt quan träng. Ngoμi ra, còng gi¶ thiÕt r»ng sù 
ph©n tÇng th¼ng ®øng trong líp n−íc nghiªn cøu ®ñ nhá. Nh− 
vËy, ta chØ quan t©m ®Õn sãng mÆt träng lùc, tøc sãng giã, sãng 
lõng vμ sãng thÇn. VÒ c¸c lo¹i sãng kh¸c liÖt kª ë b¶ng 1.1 cã 
thÓ t×m ®äc trong nh÷ng chuyªn luËn cña Hill (1962), LeBlond 
vμ Mysak (1978). 

B¶ng 1.1  Lo¹i sãng, c¬ chÕ vËt lý vμ vïng ho¹t ®éng 

Lo¹i sãng C¬ chÕ vËt lý Chu kú ®Æc tr−ng Vïng ho¹t ®éng 

Sãng ©m TÝnh nÐn 10−2 − 10−5 gi©y Trong lßng ®¹i d−¬ng 

Sãng mao dÉn Søc c¨ng bÒ mÆt <10−1 gi©y 

Sãng giã vμ 
sãng lõng 

Träng lùc 1 − 25 gi©y 

Sãng thÇn Träng lùc 10 phót − 2 giê 

MÆt ph©n c¸ch n−íc 
− kh«ng khÝ 

Sãng néi Träng lùc vμ ph©n tÇng 
mËt ®é 

2 phót − 10 giê Líp ®ét biÕn mËt ®é 

Sãng n−íc 
d©ng do b·o 

Träng lùc vμ lùc quay Tr¸i 
§Êt 

1 − 10 giê GÇn ®−êng bê 

Thuû triÒu Träng lùc vμ lùc quay Tr¸i 
§Êt 

12 − 24 giê  

Sãng hμnh tinh

 

Träng lùc, lùc quay Tr¸i 
§Êt vμ biÕn thiªn vÜ ®é ®Þa 
lý hoÆc ®é s©u ®¹i d−¬ng

O(100 ngμy) Toμn bé líp n−íc ®¹i 
d−¬ng 
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Trong s¸ch chøa ®ùng nhiÒu diÔn gi¶i to¸n häc, tuy ®−îc tr×nh bμy cÈn 

thËn, nh−ng kh«ng tr¸nh khái mét sè sai sãt. RÊt mong c¸c ®éc gi¶ gãp ý ®Ó 

hoμn thiÖn. 

 

 

 

Ch−¬ng  1 − Giíi thiÖu 
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h¬n, nh−ng víi hËu qu¶ ®«i khi rÊt nÆng nÒ, ®ã lμ sãng thÇn, 
sãng nμy ®−îc xÕp vμo lo¹i c¸c dao ®éng chu kú dμi, g©y bëi 
®éng ®Êt hoÆc tr−ît ®Êt m¹nh d−íi n−íc. Sãng còng cã thÓ sinh 
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ng÷ ng¾n h¬n - sãng mÆt, th−êng ®−îc dïng trong tr−êng hîp 
kh«ng kÓ tíi c¸c sãng mÆt mao dÉn. 
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träng lùc, x¶y ra t¹i c¸c nªm nhiÖt - ®ã lμ líp n−íc phÝa d−íi 
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trõ mét sè dÊu hiÖu biÓu hiÖn gi¸n tiÕp cña chóng. Nh÷ng sãng 
nμy gãp phÇn vμo qu¸ tr×nh x¸o trén vμ ¶nh h−ëng ®Õn ®é nhít 

rèi cña h¶i l−u. Sãng n−íc d©ng do b·o lμ hËu qu¶ tøc th× cña 
thêi tiÕt ®Þa ph−¬ng vμ cã thÓ lμm tæn h¹i nÆng nÒ tíi sinh 
m¹ng còng nh− cña c¶i con ng−êi khi nã trμn ngËp vïng ven 
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Thùc ra, mét sè lùc phôc håi cã thÓ cïng tån t¹i, do ®ã viÖc 
ph©n ra c¸c sãng kh¸c nhau trong b¶ng 1.1 kh«ng ph¶i lμ lu«n 
chÝnh x¸c. 

Cuèn s¸ch nμy chØ ®Ò cËp tíi nh÷ng lo¹i chuyÓn ®éng sãng 
víi qui m« thêi gian sao cho sù nÐn, søc c¨ng bÒ mÆt vμ sù quay 
cña Tr¸i §Êt Ýt quan träng. Ngoμi ra, còng gi¶ thiÕt r»ng sù 
ph©n tÇng th¼ng ®øng trong líp n−íc nghiªn cøu ®ñ nhá. Nh− 
vËy, ta chØ quan t©m ®Õn sãng mÆt träng lùc, tøc sãng giã, sãng 
lõng vμ sãng thÇn. VÒ c¸c lo¹i sãng kh¸c liÖt kª ë b¶ng 1.1 cã 
thÓ t×m ®äc trong nh÷ng chuyªn luËn cña Hill (1962), LeBlond 
vμ Mysak (1978). 

B¶ng 1.1  Lo¹i sãng, c¬ chÕ vËt lý vμ vïng ho¹t ®éng 

Lo¹i sãng C¬ chÕ vËt lý Chu kú ®Æc tr−ng Vïng ho¹t ®éng 

Sãng ©m TÝnh nÐn 10−2 − 10−5 gi©y Trong lßng ®¹i d−¬ng 

Sãng mao dÉn Søc c¨ng bÒ mÆt <10−1 gi©y 

Sãng giã vμ 
sãng lõng 

Träng lùc 1 − 25 gi©y 

Sãng thÇn Träng lùc 10 phót − 2 giê 

MÆt ph©n c¸ch n−íc 
− kh«ng khÝ 

Sãng néi Träng lùc vμ ph©n tÇng 
mËt ®é 

2 phót − 10 giê Líp ®ét biÕn mËt ®é 

Sãng n−íc 
d©ng do b·o 

Träng lùc vμ lùc quay Tr¸i 
§Êt 

1 − 10 giê GÇn ®−êng bê 

Thuû triÒu Träng lùc vμ lùc quay Tr¸i 
§Êt 

12 − 24 giê  

Sãng hμnh tinh

 

Träng lùc, lùc quay Tr¸i 
§Êt vμ biÕn thiªn vÜ ®é ®Þa 
lý hoÆc ®é s©u ®¹i d−¬ng

O(100 ngμy) Toμn bé líp n−íc ®¹i 
d−¬ng 
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Trong ch−¬ng nμy, tr−íc hÕt sÏ tæng quan c¸c ph−¬ng tr×nh 
c¬ b¶n cña chuyÓn ®éng chÊt láng vμ mét sè lý luËn chung vÒ 
chÊt láng kh«ng nhít vμ chuyÓn ®éng kh«ng xo¸y. Sau ®ã rót ra 
c¸c ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh ho¸ ®èi víi sãng biªn ®é nhá v« 
h¹n. Sau khi ®−a ra nh÷ng nhËn xÐt kh¸i qu¸t vÒ c¸c sãng lan 
truyÒn, ta sÏ kh¶o s¸t nh÷ng tÝnh chÊt cña sãng tiÕn ®iÒu hoμ 
®¬n trªn nÒn ®é s©u kh«ng ®æi. ë ®©y sÏ b−íc ®Çu ph©n tÝch vÒ 
tèc ®é nhãm sãng theo hai gãc ®é ®éng häc vμ ®éng lùc häc. 

1.1  Tæng quan nh÷ng kÕt luËn c¬ b¶n vÒ chÊt 
láng kh«ng nÐn vμ mËt ®é kh«ng ®æi 

1.1.1  C¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ 

Trong nhiÒu bμi to¸n vÒ sãng träng lùc, trong quy m« thêi 
gian vμ kh«ng gian ta quan t©m, th× sù biÕn thiªn mËt ®é n−íc 
lμ kh«ng ®¸ng kÓ. C¸c ®Þnh luËt b¶o toμn c¬ b¶n ®−îc m« t¶ 
®óng ®¾n b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh Navier-Stokes: 

®èi víi khèi l−îng:            

0=⋅∇ u ,                                     (1.1) 

®èi víi ®éng l−îng: 

uuu 2  ∇+







+−∇=






 ∇⋅+
∂
∂ ν

ρ
gzP

t
,                   (1.2) 

trong ®ã ),( txu  lμ vect¬ vËn tèc ),,( wvu , ),( yP x  lμ ¸p suÊt, ρ  lμ 
mËt ®é, g  lμ gia tèc träng tr−êng, ν  lμ ®é nhít ®éng häc kh«ng 
®æi vμ ),,( zyx=x  víi trôc z  h−íng th¼ng ®øng lªn trªn. 

Mét trong nh÷ng suy diÔn quan träng tõ c¸c ph−¬ng tr×nh 
nμy lμ vect¬ xo¸y ),( tx  Ω  x¸c ®Þnh b»ng 

uΩ ×∇= ,                                      (1.3) 
nã b»ng hai lÇn tèc ®é xo¸y ®Þa ph−¬ng.  T¸c dông to¸n tö xo¸y 

lªn ph−¬ng tr×nh (1.2) vμ sö dông ph−¬ng tr×nh (1.1), ta cã  

ΩΩΩ 2 ∇ν+∇⋅=





 ∇⋅+
∂
∂

uu
t

.                        (1.4) 

VÒ mÆt vËt lý, ph−¬ng tr×nh trªn cã nghÜa: theo sau chÊt 
láng chuyÓn ®éng, tèc ®é biÕn thiªn cña xo¸y lμ do sù d·n ra vμ 
xo¾n cña c¸c ®−êng xo¸y vμ khuÕch t¸n nhít (xem Batchelor, 
1967). Trong n−íc, ν  nhá (≅ 10−2 cm2/s), thμnh phÇn cuèi cïng 
cña ph−¬ng tr×nh (1.4) cã thÓ bá qua, ngo¹i trõ trong c¸c vïng 
cã gradient vËn tèc lín vμ xo¸y m¹nh. PhÐp xÊp xØ sau ®©y ®óng 
víi gÇn nh− mäi chÊt láng: 

uu ∇⋅=





 ∇⋅+
∂
∂ ΩΩ 
t

.                           (1.5) 

Mét líp bμi to¸n rÊt quan träng lμ nh÷ng bμi to¸n trong ®ã 
0≡Ω  vμ ®−îc gäi lμ dßng kh«ng xo¸y. LÊy tÝch v« h−íng cña 

ph−¬ng tr×nh (1.5) vμ Ω , ta d−îc 

)]([
2
Ω 2

2

ueeu ∇⋅⋅=





 ∇⋅+
∂
∂

ΩΩΩ
t

, 

ë ®©y, Ωe  lμ vect¬ ®¬n vÞ däc theo Ω. V× gradient vËn tèc h÷u 

h¹n trong mäi t×nh huèng vËt lý thùc, nªn trÞ sè cùc ®¹i cña 
)( uee ∇⋅⋅ ΩΩ  ph¶i cã gi¸ trÞ h÷u h¹n, thÝ dô b»ng 2/M . §é lín 

),(2 txΩ  theo sau mét phÇn tö chÊt láng kh«ng thÓ lín h¬n 
tMe  xΩ )0,(2 . Do ®ã, nÕu kh«ng cã mét xo¸y nμo t¹i thêi ®iÓm 

0=t , th× dßng sÏ m·i gi÷ nguyªn lμ dßng kh«ng xo¸y. 

§èi víi chuyÓn ®éng kh«ng xo¸y, kh«ng nhít, vËn tèc u  cã 
thÓ biÓu diÔn qua gradient cña hμm thÕ vËn tèc v« h−íng Φ 

Φ∇=u .                                        (1.6) 

Sù b¶o toμn khèi l−îng ®ßi hái thÕ vËn tèc ph¶i tho¶ m·n 
ph−¬ng tr×nh Laplace 
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02 =∇ Φ .                                       (1.7) 

NÕu thÕ vËn tèc ®−îc biÕt, th× cã thÓ t×m ®−îc tr−êng ¸p 
suÊt tõ ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng (1.2). Sö dông ®ång nhÊt thøc 
vect¬ 

)(
2

uuuuu
2

×∇×−∇=∇⋅  

vμ tÝnh kh«ng xo¸y, ta cã thÓ viÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (1.2) víi 
0=ν  nh− sau 









+−∇=



 Φ∇+
∂
Φ∂∇ gzP
t ρ

2

2
1 . 

¸p dông tÝch ph©n theo c¸c biÕn kh«ng gian, ta ®−îc 

)(tC
t

gzP +Φ∇+
∂
Φ∂+=

ρ
− 2

2
1   ,                          (1.8) 

trong ®ã )(tC  lμ mét hμm tuú ý phô thuéc vμo t  vμ th−êng bÞ 

lo¹i bá nhê viÖc ®Þnh nghÜa l¹i Φ mμ kh«ng ¶nh h−ëng g× ®Õn 
tr−êng vËn tèc. Ph−¬ng tr×nh (1.8) ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh 
Bernoulli. Sè h¹ng thø nhÊt, zg  ë vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh 

(1.8) chÝnh lμ phÇn ¸p suÊt thuû tÜnh, c¸c sè h¹ng kh¸c lμ phÇn 
¸p suÊt thuû ®éng lùc trong ¸p suÊt toμn phÇn P . 

1.1.2  C¸c ®iÒu kiÖn biªn cho dßng kh«ng xo¸y vμ kh«ng 
nhít 

Cã hai kiÓu biªn ®¸ng quan t©m: mÆt ph©n c¸ch n−íc − 
kh«ng khÝ, cßn ®−îc gäi lμ mÆt tù do, vμ mÆt tiÕp xóc r¾n kh«ng 
xuyªn. Däc theo hai biªn nμy, chÊt láng ®−îc xem nh− chØ 
chuyÓn ®éng theo ph−¬ng tiÕp tuyÕn víi mÆt. Gi¶ sö ph−¬ng 
tr×nh tøc thêi cña biªn lμ 

0),,(),( =−= tyxztF ζx ,                            (1.9) 

trong ®ã ζ  lμ ®é cao tÝnh tõ 0=z  vμ gi¶ sö vËn tèc cña mét 
®iÓm h×nh häc x  trªn mÆt tù do ®ang di chuyÓn lμ q . Sau mét 

kho¶ng thêi gian ng¾n dt , mÆt tù do ®−îc m« t¶ nh− sau 

2  0 )(),(),( dtdtF
t
FtFdttdtF Ο+






 ∇⋅+
∂
∂+==++ qxqx . 

KÕt hîp víi ph−¬ng tr×nh (1.9), suy ra 

0=∇⋅+
∂
∂ F

t
F q  

víi mäi dt  nhá. Gi¶ thiÕt chÊt láng chØ chuyÓn ®éng däc theo 
mÆt biªn ®ßi hái ph¶i cã FF ∇⋅=∇⋅ qu , ®iÒu nμy cã nghÜa r»ng 

0=∇⋅+
∂
∂ F

t
F u       t¹i       ζ=z ,                   (1.10) 

hay, mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng: 

zyyxxt ∂
Φ∂=

∂
ζ∂

∂
Φ∂+

∂
ζ∂

∂
Φ∂+

∂
ζ∂

        t¹i       ζ=z .            (1.11) 

Ng−êi ta gäi ph−¬ng tr×nh (1.10) hay (1.11) lμ ®iÒu kiÖn biªn 
®éng häc. Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt, khi biªn lμ mÆt t−êng cøng 
bÊt ®éng BS  th× 0  =∂ζ∂ t/  vμ ph−¬ng tr×nh (1.10) trë thμnh 

0=
∂
Φ∂
n

          t¹i   BS .                          (1.12) 

T¹i ®¸y biÓn 0B  ë ®é s©u ),( yxh , ph−¬ng tr×nh (1.9) trë 
thμnh 0),( =+ yxhz  vμ ph−¬ng tr×nh (1.12) cã thÓ viÕt l¹i thμnh 

y
h

yx
h

xz ∂
∂

∂
Φ∂+

∂
∂

∂
Φ∂=

∂
Φ∂−         t¹i   0B .                (1.13) 

Trªn mÆt ph©n c¸ch n−íc − kh«ng khÝ, c¶ hai ®¹i l−îng ζ  

vμ Φ  ®Òu ch−a biÕt, do ®ã cÇn ph¶i cã thªm mét ®iÒu kiÖn biªn 
®éng lùc häc liªn quan ®Õn c¸c lùc t¸c ®éng. 

§èi víi hÇu hÕt c¸c vÊn ®Ò trong cuèn s¸ch nμy th× b−íc 
sãng lμ ®ñ lín ®Ó søc c¨ng bÒ mÆt kh«ng ®¸ng kÓ; ¸p suÊt ngay 
d−íi mÆt tù do ph¶i b»ng ¸p suÊt khÝ quyÓn aP  ë phÝa trªn. ¸p 
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dông ph−¬ng tr×nh (1.8) cho mÆt tù do, ta cã 

2

2
1   Φ∇+

∂
Φ∂+ζ=

ρ
−

t
gPa          t¹i      ζ=z .             (1.14) 

Hai ®iÒu kiÖn (1.11) vμ (1.14) cã thÓ kÕt hîp thμnh mét ®iÒu 
kiÖn ®èi víi hμm Φ  b»ng c¸ch lÊy ®¹o hμm toμn phÇn cña 
ph−¬ng tr×nh (1.14): 

0
2

 
2

=







ζ++

∂
Φ∂







 ∇⋅+
∂
∂+

ρ






 ∇⋅+
∂
∂ g

tt
P

t
a u

uu ,   ζ=z .   (1.15) 

Sö dông ph−¬ng tr×nh (1.11) vμ ®¼ng thøc  

2

2
1

uu
tt ∂
∂=

∂
Φ∂∇⋅  

tõ ph−¬ng tr×nh (1.15) ta cã 

0
2
1 2

2

2

2

=







∇⋅+

∂
∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

ρ
uu

u
tz

g
t

P
Dt
D a ,    ζ=z .      (1.16) 

Ngoμi ra, nÕu const=aP , ®iÒu kiÖn trªn sÏ trë thμnh  

0
2
1 22

2

2

=∇⋅+
∂
∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂

uuu)(
tz

g
t

,     ζ=z ,           (1.17) 

®©y thùc sù lμ mét ®iÒu kiÖn ®èi víi Φ . ThÊy r»ng ch¼ng nh÷ng 
c¸c thμnh phÇn phi tuyÕn ®· xuÊt hiÖn trong c¸c ®iÒu kiÖn biªn 
nμy, mμ vÞ trÝ cña mÆt tù do còng lμ mét ®¹i l−îng ch−a biÕt. Do 
®ã, khã cã thÓ cã mét lý thuyÕt gi¶i tÝch chÝnh x¸c ®èi víi c¸c bμi 
to¸n vÒ sãng trªn n−íc.  

Khi chuyÓn ®éng cña kh«ng khÝ bªn trªn lμ ®¸ng kÓ, th× ¸p 
suÊt khÝ quyÓn kh«ng thÓ lu«n lu«n ®−îc m« t¶ tr−íc; chuyÓn 
®éng cña kh«ng khÝ vμ n−íc th−êng g¾n liÒn víi nhau. ThËt 
vËy, sù trao ®æi ®éng n¨ng vμ n¨ng l−îng gi÷a kh«ng khÝ vμ 
biÓn chÝnh lμ ®iÓm träng t©m cña lý thuyÕt ph¸t sinh sãng mÆt 
do giã. Tuy nhiªn, ta sÏ chØ giíi h¹n nghiªn cøu nh÷ng vïng 
t−¬ng ®èi côc bé, n¬i kh«ng cã t¸c ®éng trùc tiÕp cña giã. Khi ®ã 

cã thÓ kh«ng tÝnh ®Õn líp kh«ng khÝ do mËt ®é t−¬ng ®èi cña nã 
kh¸ nhá, nh−ng vÉn ®¸p øng ®−îc nhiÒu môc ®Ých cña chóng ta. 

1.2  PhÐp xÊp xØ tuyÕn tÝnh hãa ®èi víi sãng biªn 
®é nhá 

Gi¶ thiÕt r»ng nh÷ng qui m« vËt lý cô thÓ cña chuyÓn ®éng 
cã thÓ ®−îc biÕt tr−íc. ThÝ dô, gi¶ sö  



















πωλ

ω
πλ

−

2

2
1

/

/

A
A

    ®Æc tr−ng cho    



















Φ
ζ
t

hzyx ,,,

              (2.1) 

trong ®ã λ , ω , vμ A  tuÇn tù lμ c¸c gi¸ trÞ tiªu biÓu cña b−íc 
sãng, tÇn sè vμ biªn ®é dao ®éng cña mÆt tù do. Ta ®· g¸n quy 
m« cña Φ  b»ng πωλ 2/A , do ®ã tèc ®é cã quy m« lμ ωA  ë gÇn 
mÆt tù do. B©y giê ta ®−a ra c¸c biÕn phi thø nguyªn vμ ký hiÖu 
chóng nh− sau: 



















ζ′
ω′

π′′′′λ
πΦ′ωλ

=



















ζ

Φ

A
t

hzyx
A

t
hzyx

/
/),,,(

/
,,, 2

2

                         (2.2) 

NÕu thÕ c¸c biÕn phi thø nguyªn nμy vμo c¸c ph−¬ng tr×nh 
(1.7), (1.11), (1.12) vμ (1.14), ta nhËn ®−îc c¸c ph−¬ng tr×nh phi 
thø nguyªn sau ®©y: 

0
2

2

2

2

2

2
2 =Φ′








+

′∂
∂+

′∂
∂+

′∂
∂=Φ′∇′

zyx
,    ζ′ε<′<′− zh          (2.3) 

0=
′∂

Φ′∂
n

,       hz ′−=′                                   (2.4) 
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zy
z

yxxt ′∂
Φ′∂=








′∂
′∂

′∂
Φ′∂+

′∂
ζ′∂

′∂
Φ′∂ε+

′∂
ζ′∂

    t¹i   ζ′ε=′z            (2.5) 

λωρ
π

−=′−=Φ′∇′ε+






 ζ′
λω

π
+

′∂
Φ′∂

2

2

2

2

2
2

A
P

P
g

t
a

a)(                (2.6) 

trong ®ã ×π=λπ=ε 22 /A  biªn ®é / b−íc sãng = ®é dèc sãng. V× 
®· gi¶ thiÕt r»ng c¸c quy m« ph¶n ¸nh ®óng vËt lý cña qu¸ 
tr×nh, nªn tÊt c¶ c¸c biÕn phi thø nguyªn ph¶i cã bËc lμ ®¬n vÞ; 
sù quan träng cña mçi sè h¹ng ë trªn chØ cÇn xÐt theo hÖ sè 
®øng tr−íc sè h¹ng ®ã. 

B©y giê ta xÐt c¸c sãng cã biªn ®é nhá víi nghÜa ®é dèc sãng 
nhá: 1<<ε . C¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i mÆt tù do cã thÓ ®¬n gi¶n ho¸ 
nÕu ®Ó ý r»ng mÆt tù do ch−a biÕt chØ c¸ch biÖt víi mÆt ph¼ng 
n»m ngang 0=′z  mét l−îng cã bËc )(εO . V× vËy, ta cã thÓ khai 

triÓn Φ′  vμ c¸c ®¹o hμm cña nã thμnh chuçi Taylor: 

)(
!2
)(),,,( 3

02

22

00 εζεζεζε Ο+
′∂
′∂′

+
′∂
′∂′+′=′′′′′

z
f

z
fftyxf

 
 

víi 
0

f  cã nghÜa lμ ),0,,( tyxf ... NÕu lÊy ®Õn sè h¹ng bËc mét, c¸c 

®iÒu kiÖn trªn mÆt tù do xÊp xØ b»ng 

a

z

Pg
t

t

′−=′+
′∂

Φ′∂

Φ′=
′∂
′∂

′

ζ
λω

π

ζ

2

2
                              0=′z . 

ChØ cßn c¸c thμnh phÇn tuyÕn tÝnh ®−îc gi÷ l¹i trong c¸c 
®iÒu kiÖn biªn nμy vμ c¸c ®iÒu kiÖn ®ã øng víi mÆt ph¼ng ®· 
biÕt 0=′z . Cïng víi c¸c ph−¬ng tr×nh (2.3) vμ (2.4) bμi to¸n xÊp 
xØ ®· ®−îc tuyÕn tÝnh ho¸ hoμn toμn. Trë l¹i c¸c biÕn vËt lý, ta 
cã 

02 =Φ∇ ,       0<<− zh                                (2.7) 

0=
∂
Φ∂
n

,       hz −=                                    (2.8) 

(2.9)

0=z  

ρ
ζ

ζ

aP
g

t

zt

−=+
∂
Φ∂

∂
Φ∂=

∂
∂ ,

 
(2.10)

Ngoμi ra c¸c ph−¬ng tr×nh (2.9) vμ (2.10) cã thÓ kÕt hîp l¹i 
®Ó cã 

t
P

z
g

t
a

∂
∂

−=
∂
Φ∂+

∂
Φ∂

ρ
1

2

2

,        0=z                     (2.11) 

Ph−¬ng tr×nh nμy còng cã thÓ nhËn ®−îc b»ng c¸ch tuyÕn tÝnh 
ho¸ ph−¬ng tr×nh (1.16). 

Cã thÓ liªn hÖ ¸p suÊt toμn phÇn trong lßng chÊt láng víi Φ 
b»ng c¸ch tuyÕn tÝnh ho¸ ph−¬ng tr×nh Bernoulli 

pgzP +ρ−=  trong ®ã =
∂
Φ∂ρ−=
t

p  ¸p suÊt ®éng lùc.     (2.12) 

Nh÷ng ®iÒu kiÖn nμy ph¶i ®−îc bæ sung bëi c¸c ®iÒu kiÖn 
ban ®Çu vμ c¸c ®iÒu kiÖn biªn bªn trong chÊt láng vμ ë v« cïng 
nÕu cã. 

Ph¶i l−u ý mét lÇn n÷a vÒ gi¶ thiÕt kh«ng nhít trong khi 
thùc hiÖn phÐp xÊp xØ tuyÕn tÝnh. GÇn biªn cøng, lý thuyÕt thÕ 
cho phÐp dßng tr−ît trªn h−íng tiÕp tuyÕn, nh−ng trªn thùc tÕ 
th× tÊt c¶ c¸c thμnh phÇn vËn tèc ph¶i triÖt tiªu. ë ®©y ph¶i cã 
mét líp biªn máng ®Ó lμ tr¬n sù chuyÓn ®æi tõ kh«ng ®Õn mét 
gi¸ trÞ h÷u h¹n. Nh− vËy 

Nx∂
∂

 >>
Tx′∂

∂
,  

Tx ′′∂
∂

, 

ë ®©y Nx , Tx′ vμ Tx ′′  lμm thμnh mét hÖ trôc to¹ ®é trùc giao côc 
bé, víi Nx  vu«ng gãc víi bÒ mÆt r¾n, cßn Tx′ vμ Tx ′′  th× song song 
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víi nã. Tõ ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng ®· tuyÕn tÝnh ho¸ suy ra 
r»ng vËn tèc tiÕp tuyÕn Tu  ë trong líp biªn tho¶ m·n biÓu thøc 

p
xt T

N

TT ∇−
∂
∂

≅
∂
∂

ρ
ν 1

2

2uu
 

Víi chu kú sãng cã trÞ sè b»ng quy m« thêi gian, ®é dÇy cña 
líp biªn δ  ph¶i cã bËc lμ 

δ   ∼  
2/12








ω
ν

 

§èi víi n−íc, s/2cm 0,01≅ν ; khi thö nghiÖm m« h×nh chu 
kú ®Æc tr−ng lμ 1 gi©y nªn cm0560,~δ , ®é dÇy nμy kh¸ nhá so 

víi b−íc sãng th«ng th−êng. Trong ®¹i d−¬ng, th−êng th× sãng 
lõng chu kú cì 10 gi©y; δ~0,17 cm. Nh−ng líp biªn gÇn ®¸y 
biÓn thùc  th−êng lμ líp biªn rèi ®èi víi hÇu hÕt c¸c chu kú sãng. 
Nh− sÏ ph©n tÝch sau ®©y, gi¸ trÞ thùc nghiÖm tiªu biÓu cña ®é 
nhít rèi b»ng kho¶ng 100ν; vËy ®é dÇy cña líp biªn rèi ®èi víi 
chu kú sãng 10 gi©y cã bËc ≤ O(10) cm, nã vÉn hoμn toμn lμ nhá. 
Nh− vËy, vïng líp biªn chØ lμ mét phÇn nhá bÐ cña c¶ khèi chÊt 
láng víi kÝch th−íc t−¬ng ®−¬ng b−íc sãng, vμ ¶nh h−ëng tæng 
thÓ lªn chuyÓn ®éng sãng lμ rÊt nhá khi qua kho¶ng c¸ch mét 
vμi lÇn b−íc sãng hay qua mét thêi kho¶ng b»ng mét vμi chu kú 
sãng. 

1.3  Nh÷ng nhËn xÐt c¬ b¶n vÒ sãng lan truyÒn 

XÐt mét d¹ng ®Æc biÖt cña mÆt tù do 

)(cosRe),,( )( tAAetyx ti ω−⋅==ζ ω−⋅ xk xk ,                 (3.1) 

trong ®ã i  lμ ®¬n vÞ ¶o (−1)1/2 vμ  

),(         ),,( 21 yxkk ≡= x k .                            (3.2) 

§Ó tiÖn biÕn ®æi to¸n häc, ng−êi ta th−êng sö dông d¹ng 
hμm mò, vμ ®Ó ng¾n gän dÊu Re (phÇn thùc) sÏ ®−îc bá ®i, tøc 

lμ 
)(),,( tiAetyx ω−⋅=ζ xk ,                                 (3.3)  

®−îc dïng ®Ó thay cho ph−¬ng tr×nh (3.1). BiÓu thøc nμy m« t¶ 
nh÷ng lo¹i bÒ mÆt tù do nμo? 

§èi víi ng−êi quan s¸t ®øng yªn, ζ  sÏ dao ®éng theo thêi 

gian víi chu kú ωπ= /2T  gi÷a hai cùc trÞ A  vμ A− . NÕu ta 
chôp ¶nh ba chiÒu t¹i thêi ®iÓm x¸c ®Þnh t  víi ζ  lμ to¹ ®é 
th¼ng ®øng vμ ),( yx  lμ c¸c to¹ ®é ngang, sù biÕn thiªn cña ζ  
trªn mÆt ph¼ng ),( yx  sÏ m« t¶ mét ®Þa h×nh tuÇn hoμn. Trong 
mÆt ph¼ng const=y , ta thÊy ζ  biÕn thiªn tuÇn hoμn theo 

h−íng x  gi÷a A  vμ A−  víi chu kú kh«ng gian 12 k/π . T−¬ng tù, 
trong mÆt ph¼ng const=x , ζ  biÕn thiªn tuÇn hoμn theo h−íng 
y  gi÷a A  vμ A−  víi chu kú kh«ng gian 22 k/π . VËy däc h−íng 
x  sè ®Ønh sãng trªn mét ®¬n vÞ ®é dμi lμ π21 /k , cßn däc h−íng 
y , sè ®Ønh sãng lμ π22 /k . 

Ta ®Þnh nghÜa hμm pha S  nh− sau 

ttykxktyxS   21 ω−⋅=ω−+= xk),,( .                    (3.4) 

§èi víi mét thêi ®iÓm x¸c ®Þnh, ph−¬ng tr×nh 

0const),,( StyxS ==  m« t¶ mét ®−êng th¼ng víi vect¬ ph¸p 

tuyÕn lμ 








=
k
k

k
k

k
21 ,e ,    trong ®ã   k 2

2
2

1 =+= kkk .     (3.5) 

Däc theo ®−êng th¼ng nμy, ®é cao mÆt n−íc b»ng nhau ë 
mäi n¬i. ThÝ dô, c¸c mùc n−íc sÏ cao nhÊt (c¸c ®Ønh sãng) khi 

π= nS 20  vμ thÊp nhÊt (c¸c ch©n sãng) khi π+= )( 120 nS . Khi 0S  

t¨ng mét l−îng π2 , th× ®é cao mÆt n−íc ®−îc lÆp l¹i. C¸c ®−êng 
cã 0S  kh¸c nhau song song víi nhau nÕu 1k  vμ 2k  lμ c¸c h»ng 

sè. Chóng ta gäi c¸c ®−êng nμy lμ c¸c ®−êng pha. NÕu chôp ¶nh 
vμ c¾t mét mÆt c¾t ngang däc theo h−íng cña ke , tr¾c diÖn cña 
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ζ  sÏ lμ ®−êng h×nh sin víi b−íc sãng k/π=λ 2 . HoÆc ta cã thÓ 

nãi r»ng sè sãng trªn mét ®¬n vÞ ®é dμi däc h−íng k  lμ π2/k . 
Do ®ã k  ®−îc gäi lμ sè sãng vμ k  ®−îc gäi lμ vect¬ sè sãng víi 
c¸c thμnh phÇn 1k  vμ 2k . Li ®é cùc ®¹i A  so víi gi¸ trÞ trung 

b×nh 0=z ®−îc gäi lμ biªn ®é. 

Gi¶ sö ta ®i theo mét ®−êng pha cô thÓ 0SS = . Khi thêi 

gian t  tiÕn triÓn, vÞ trÝ cña ®−êng pha nμy còng thay ®æi. VËy 
th× tèc ®é dÞch chuyÓn cña ®−êng pha nμy b»ng bao nhiªu? Râ 
rμng, nÕu ng−êi quan s¸t di chuyÓn víi cïng vËn tèc dtd /x , th× 
sÏ thÊy ®−êng pha bÊt ®éng, cã nghÜa lμ 

0=
∂
∂+⋅∇= dt

t
SdSdS x . 

Tõ ph−¬ng tr×nh (3.4) suy ra 

SS k ∇=∇= ek ,                                 (3.6a) 

t
S
∂
∂=ω−                                          (3.6b) 

vμ 

C
kS

tS
dt
d

k ≡ω=
∇

∂∂−=⋅ /xe .                           (3.7) 

Nh− vËy, tèc ®é mμ ®−êng pha tiÕn ®i trong h−íng vu«ng 
gãc víi nã b»ng k/ω  ®−îc gäi lμ tèc ®é pha C . C¸c ph−¬ng 
tr×nh (3.6a) vμ (3.6b) cã thÓ coi lμ c¸c ®Þnh nghÜa cña ω  vμ k : 
tÇn sè lμ tèc ®é biÕn thiªn pha theo thêi gian vμ sè sãng lμ tèc 
®é biÕn thiªn pha theo kh«ng gian. 

1.4  Sãng tiÕn trªn vïng n−íc ®é s©u kh«ng ®æi 

§èi víi chuyÓn ®éng ®iÒu hoμ ®¬n tÇn sè ω , sù tuyÕn tÝnh 
cña bμi to¸n cho phÐp chóng ta t¸ch nh©n tö phô thuéc thêi 
gian tie ω−  ra nh− sau: 

tie

zyxpgztzyxP
zyxtzyx
zyxtzyx

yxtyx

  

   

ω−











=ρ+
→

φ=Φ
η=ζ

),,(),,,(
),,(),,,(
),,(),,,(

),(),,(

uu
.                      (4.1) 

Chó ý r»ng cïng mét ký hiÖu u ®−îc sö dông ®Ó biÓu diÔn 
vËn tèc chÊt láng vμ biÓu diÔn nh©n tö phô thuéc kh«ng gian 
cña nã. C¸c ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh ho¸ tõ (2.7) ®Õn (2.10) cã 
thÓ dÉn tíi 

02 =φ∇ ,               0<<− zh ,                          (4.2) 

0=
∂
φ∂
n

,                    hz −= ,                           (4.3) 

 

(4.4)

0=z ,

ρ
−=ωφ−η

=ωη+
∂
φ∂

apig

i
z

0

(4.5)

trong ®ã ph−¬ng tr×nh (4.4) vμ (4.5) cã thÓ kÕt hîp l¹i thμnh 

api
z

g
ρ
ω=φω−

∂
φ∂ 2 ,           0=z .                       (4.6) 

Chän nghiÖm hai chiÒu biÓu diÔn mét sãng tiÕn kh«ng chÞu 
t¸c ®éng trùc tiÕp cña khÝ quyÓn, tøc 0=ap  vμ  

ikxAe=η .                                        (4.7) 

DÔ dμng nhËn thÊy r»ng hμm thÕ tho¶ m·n c¸c ph−¬ng tr×nh 
(4.2) vμ (4.3) sÏ b»ng 

ikxehzkB  ch  )( +=φ . 

§Ó tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i mÆt víi 0=ap , ta cÇn cã 

kh
igAB

 ch
1

ω
−=  
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vμ 

khgk  th 2 =ω ,                                    (4.8) 

do ®ã 

ikxe
kh

hzkigA
 

ch
 ch

  
)( +

ω
−=φ .                         (4.9) 

Nh− vËy, víi mét tÇn sè cho tr−íc ω  sãng tiÕn ph¶i cã mét sè sãng 
riªng x¸c ®Þnh theo ph−¬ng tr×nh (4.8). Trong d¹ng phi thø nguyªn 
lμ 

khkh
g
h

 th =ω . 

Sù biÕn thiªn cña tÇn sè phi thø nguyªn ( ) 21 // ghω  vμ sè 

sãng phi thø nguyªn kh  ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 4.1. §Æc biÖt 
c¸c biÓu thøc xÊp xØ tíi h¹n b»ng 

gh

ghk

≈ω

≈ω
         

.
,

1

1

>>
<<

kh
kh

                           (4.10) 

V× λπ= /hkh 2  cã thÓ xem nh− lμ tØ sè gi÷a ®é s©u vμ b−íc sãng, 
nªn ng−êi ta dïng c¸c thuËt ng÷ sãng dμi vμ sãng n−íc n«ng 
khi 1<<kh  vμ c¸c thuËt ng÷ sãng ng¾n vμ sãng n−íc s©u khi 

1>>kh . Víi mét ®é s©u h  cè ®Þnh, c¸c sãng ng¾n h¬n sÏ cã c¸c 
tÇn sè cao h¬n. Trong vïng n−íc n«ng, c¸c sãng víi mét tÇn sè 
cè ®Þnh sÏ cã b−íc sãng ng¾n h¬n ë ®é s©u nhá h¬n v× 

21 /)/(ghk ω≅ . 

Tèc ®é pha C  cho theo c«ng thøc 

kh
k
g

k
C  th =ω=                              (4.11) 

®−îc vÏ d−íi d¹ng phi thø nguyªn trªn h×nh 4.1. §èi víi c¸c 
sãng dμi vμ ng¾n c¸c biÓu thøc tíi h¹n lμ 

 /

 

kgC

ghC

=

=
           

.
,

1

1

>>
<<

kh
kh

                         (4.12) 

Nh×n chung, víi cïng ®é s©u, c¸c sãng dμi h¬n cã tèc ®é nhanh 
h¬n. Trong ch−¬ng 2 sÏ cho thÊy r»ng mét nhiÔu ®éng xuÊt ph¸t 
cã thÓ xem nh− tæng Fourier cña c¸c nhiÔu ®éng tuÇn hoμn víi 
c¸c b−íc sãng biÕn thiªn trong mét d¶i phæ liªn tôc. DÇn dÇn víi 
thêi gian, c¸c sãng dμi h¬n sÏ v−ît lªn trªn so víi c¸c sãng ng¾n 
h¬n. Trong khi c¸c nhiÔu ®éng cïng truyÒn ®i, th× c¸c sãng dμi 
nhÊt vμ c¸c sãng ng¾n nhÊt ngμy cμng c¸ch xa nhau h¬n, cßn 
c¸c sãng lo¹i trung gian th× ë gi÷a kho¶ng ®ã. HiÖn t−îng c¸c 
sãng tÇn sè kh¸c nhau di chuyÓn víi c¸c vËn tèc kh¸c nhau gäi 
lμ sù t¶n m¹n (dispersion). Râ rμng r»ng, nÕu tû sè gi÷a ω  vμ k  
®èi víi mét sãng h×nh sin lμ mét biÓu thøc t−¬ng quan phi tuyÕn 
th× m«i tr−êng truyÒn sãng lμ m«i tr−êng t¶n m¹n. Do ®ã, 
ph−¬ng tr×nh (4.8) hay d¹ng t−¬ng ®−¬ng cña nã – ph−¬ng tr×nh 
(4.11), ®−îc gäi lμ quan hÖ t¶n m¹n (dispersion relation). 

Tõ ph−¬ng tr×nh Bernoulli tuyÕn tÝnh ho¸, ¸p suÊt ®éng 
(kh«ng cã gzρ− ) b»ng  

kh
hzkge

kh
hzkgAip ikx

 ch
 ch

 ch
 ch )()( +η=+=ωφ=

ρ
.               (4.13) 

Tr−êng vËn tèc sÏ lμ 

ikxe
kh

hzkgkAu
ch
 ch

  
)( +

ω
= ,                              (4.14) 

0=v                                                 (4.15) 

ikxe
kh

hzkigkAw  
ch
 sh

  
)( +

ω
−= .                          (4.16) 

§èi víi vïng n−íc rÊt s©u, 1>>kh : 

ikxkzeAegigkgkigpwvu    0       





 ρ

ω
−

ωω
−=φ ,,,,),,,,( .          (4.17) 
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vμ ®èi víi vïng n−íc rÊt n«ng, 1<<kh : 

ikxAeggkigpwvu   0, 0       





 ρ

ωω
−=φ ,,,),,,,( .               (4.18) 

Mét sè ®Æc ®iÓm næi bËt cña vïng n−íc n«ng ®¸ng ®−îc ghi 
nhí lμ: (1) kh«ng cßn sô phô thuéc vμo z ; (2) tèc ®é th¼ng ®øng 
cã thÓ bá qua; (3) ¸p suÊt ®éng b»ng ζρg  vμ ¸p suÊt toμn phÇn 

)( zgP −ζρ=  lμ ¸p suÊt thuû tÜnh theo ®é s©u d−íi mÆt tù do. 

 

H×nh 4.1  §−êng cong t¶n m¹n cña sãng tiÕn 

Cuèi cïng, tõ môc 1.2 ta ®· biÕt r»ng khi quy m« kh«ng 
gian b»ng k/1  th× ®iÒu kiÖn ®Ó tuyÕn tÝnh ho¸ lμ 1<<kA . Ta 
h·y kiÓm tra gi¶ thiÕt tuyÕn tÝnh ho¸ mét lÇn n÷a b»ng c¸ch so 
s¸nh thμnh phÇn phi tuyÕn víi thμnh phÇn tuyÕn tÝnh, c¶ hai 
thμnh phÇn nμy ®Òu ®−îc −íc l−îng t¹i mÆt tù do 0=z . Víi kh  
bÊt kú, tõ (4.11) vμ (4.14) ta cã 

0=









∂∂
∂∂

ztu
xuu

/
/

~  
0=








ω z

uk
~  

0=









zC
u

= 
kh

kA
th

   víi  mäi  kh . 

Chó ý lμ 1<<kh , tØ sè trªn trë thμnh hA / . V× vËy, trong vïng 

n−íc n«ng th× lý thuyÕt tuyÕn tÝnh thùc sù lμ mét phÐp xÊp xØ rÊt 
h¹n chÕ. 

1.5  VËn tèc nhãm sãng 

Mét trong sè c¸c kh¸i niÖm quan träng nhÊt vÒ c¸c sãng t¶n 
m¹n lμ vËn tèc nhãm sãng. Cã hai quan ®iÓm ®Ó hiÓu râ vÒ ý 
nghÜa cña kh¸i niÖm ®ã.  

1.5.1 Quan ®iÓm ®éng häc 

Gi¶ sö cã mét nhãm c¸c sãng d¹ng h×nh sin víi c¸c b−íc 
sãng biÕn ®æi liªn tôc trong mét kho¶ng hÑp gÇn 0kk = . Li ®é 

cña mÆt tù do cã thÓ biÓu diÔn b»ng 

1           
0

0

0
<<Δ=ζ 

Δ+

Δ−

ω−

k
kdkekA

kk

kk

tki ,)( ])([kx ,                 (5.1) 

trong ®ã )(kA  lμ phæ sè sãng víi ω  vμ k  tho¶ m·n quan hÖ t¶n 

m¹n 
)(kωω = .                                      (5.2) 

B»ng c¸ch khai triÓn Taylor, ta viÕt 

2
00000

0

  )()()()]([ kk
dk
dkkkkkk

k

−Ο+





 ω−+ω=−+ω=ω . 

NÕu ký hiÖu: 

g
k

C
dk
d

dk
dk

k
kk ≡






 ω=






 ωω=ωξ=−

00
00

0

0           ),(, ,          (5.3) 

®èi víi )(kA  ®ñ tr¬n vμ cho phÐp xÊp xØ th«, ta cã: 

{ } ξ−ξ≈ζ 
Δ

Δ−

ω− 0

0

00
000      

kk

kk g
txki dktCxikekA

/

/

)( )]([exp)(  

)()( ~
)(

)(sin
)( txkitxki

g

g eAe
tCx

tCxk
kA 0000   2 0

ω−ω− =
−

−Δ
= ,             (5.4) 
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trong ®ã  

)(
)(sin

)(~
tCx

tCxk
kAA

g

g

−
−Δ

=
 

 2 0 .                         (5.5) 

Do nh©n tö )]([exp txki 00 ω−  trong ph−¬ng tr×nh (5.4), ζ  cã 

thÓ xem nh− mét chuçi sãng d¹ng sin x¸c ®Þnh víi biªn ®é A~  
biÕn thiªn chËm. §−êng bao x¸c ®Þnh b»ng A~  cã d¹ng cña nhãm 
sãng ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 5.1, nã di chuyÓn víi tèc ®é gC . 

Do ®ã, gC  ®−îc gäi lμ vËn tèc nhãm. V× cã biÕn thiªn biªn ®é, 

kho¶ng c¸ch gi÷a hai nót kÕ cËn cña ®−êng bao xÊp xØ b»ng 
kΔπ /  vμ lín h¬n nhiÒu so víi b−íc sãng cña c¸c sãng hîp phÇn 

02 k/π . 

 

H×nh 5.1  Nhãm cña c¸c sãng cã d¶i tÇn sè hÑp 

Víi c¸c sãng trªn nÒn ®é s©u kh«ng ®æi, lÊy vi ph©n quan hÖ 
t¶n m¹n (4.8), ta cã 







 +=






 +ω=ω=

kh
khC

kh
kh

kdk
dCg 2 sh

2
1 

22 sh
2

1 
2
1

.             (5.6)  

Víi vïng n−íc s©u 1>>kh :  
2/1

2
1

2
1







≈≈

k
gCCg                                    (5.7) 

vμ víi vïng n−íc n«ng 1<<kh : 
2/1)(ghCCg ≈≈ .                                    (5.8) 

Do vËn tèc pha lín h¬n vËn tèc nhãm ®èi víi c¸c ®é s©u 
th«ng th−êng, c¸c ®Ønh sãng c¸ thÓ sÏ di chuyÓn tõ sau cïng lªn 
hμng ®Çu cña nhãm. 

Trong môc 2.4 sÏ chøng tá b»ng mét c¸ch tæng qu¸t h¬n 
r»ng gC lμ tèc ®é truyÒn cña mét ®−êng bao bÊt kú biÕn thiªn 

chËm vμ ph−¬ng tr×nh (5.5) chØ lμ mét tr−êng hîp riªng. 

1.5.2  Quan ®iÓm ®éng lùc: Dßng n¨ng l−îng  

Tr−íc hÕt ta tÝnh n¨ng l−îng trung b×nh cña mét chuçi sãng 
tiÕn ®ång nhÊt cho mét ®¬n vÞ diÖn tÝch mÆt tù do. NÕu ký hiÖu 
gi¸ trÞ trung b×nh trong toμn chu kú b»ng dÊu g¹ch ngang trªn 
®Çu c¸c ®¹i l−îng, ta cã ®éng n¨ng cho toμn cét chÊt láng b»ng 

[ ] [ ]{ } dzeweudztEK
h

titi

h

     
2

  
2

0
222 

−

ω−ω−
ζ

−

+ρ≅ρ= )(Re)(Re)],([.. xxxu , (5.9) 

ë ®©y víi ®é chÝnh x¸c bËc hai 2)(kAO  cËn trªn cña tÝch ph©n ®−îc 

thay b»ng 0=z , cßn u  cã thÓ thay b»ng xÊp xØ bëi bËc nhÊt − c¸c 
ph−¬ng tr×nh (4.14) vμ (4.16). Chó ý r»ng ®èi víi hai hμm d¹ng sin 
bÊt kú 

tiAea  Re ω−=     vμ      tiBeb  Re ω−= , 

th× c«ng thøc sau ®©y lμ ®óng: 

)*(Re*)(Re BAABabdt
T

ab
T

   
1

2
1

2
1

 

0 
===  ,              (5.10) 

trong ®ã ( )* chØ liªn hîp phøc. ViÖc chøng minh c«ng thøc nμy 
giμnh cho b¹n ®äc nh− lμ mét bμi tËp. Víi c¸c ph−¬ng tr×nh 
(4.14), (4.16) vμ (5.10), ph−¬ng tr×nh (5.9) trë thμnh 
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=+++








ω
ρ= 

−

0
22

2

2

shch
ch

1
4 h

dzhzkhzk
kh

Agk
EK )]()([..  

2

2

2

4
1

ch 2
2sh

4
Ag

khk
khAgk

ρ=








ω
ρ= ,                      (5.11) 

ë ®©y khi biÕn ®æi ®· sö dông c«ng thøc 

)( khkhd
kh

22 sh ch
0

4
12 +=ξξ                          (5.12) 

vμ quan hÖ t¶n m¹n. MÆt kh¸c, thÕ n¨ng trong cét chÊt láng do 
chuyÓn ®éng sãng b»ng 

22

0 4
1

2
1

 AggdzgzEP ρ=ζρ=ρ= 
ζ

..                      (5.13) 

v× dzg ρ  lμ träng l−îng cña mét líp máng n»m ngang cã ®é cao 

trªn mùc trung b×nh lμ z . N¨ng l−îng toμn phÇn b»ng 

2
 

2
1 AgEPEKE ρ=+= .... .                            (5.14) 

L−u ý r»ng ®éng n¨ng vμ thÕ n¨ng b»ng nhau; tÝnh chÊt 
nμy ®−îc gäi lμ sù ph©n ®Òu n¨ng l−îng. B©y giê xÐt mét mÆt 
c¾t ®øng ®é réng ®¬n vÞ däc theo ®Ønh sãng. Tèc ®é dßng n¨ng 
l−îng (rate of energy flux) qua mÆt c¾t nμy b»ng tèc ®é trung 
b×nh cña c«ng do ¸p suÊt ®éng thùc hiÖn (rate of work), tøc: 

Tèc ®é dßng n¨ng l−îng   =  Tèc ®é c«ng cña ¸p suÊt   = 

                
−

ζ

−

ΦΦρ−≅=
0

      x x
h

xt
h

dztutp ),(),( ,                    (5.15) 

biÓu thøc nμy cã thÓ tÝnh ®−îc vμ ta cã kÕt qu¶ lμ: 

Tèc ®é dßng n¨ng l−îng 

  =  gEC
kh

kh
k

gA   
2 sh

2
1

2
1

  
2
1 2















 +ωρ .                  (5.16) 

Nh− vËy vËn tèc nhãm cã ý nghÜa ®éng lùc, ®ã lμ tèc ®é vËn 
chuyÓn n¨ng l−îng sãng. Ng−îc l¹i, vËn tèc pha chØ thuÇn tuý lμ 
mét ®¹i l−îng ®éng häc vμ kh«ng ph¶i lóc nμo còng liªn quan 
tíi sù vËn chuyÓn mét thùc thÓ ®éng lùc. 

Víi t− c¸ch mét øng dông trùc tiÕp ®iÒu võa tr×nh bμy, ta 
xÐt mét m¸ng n−íc ®é réng ®¬n vÞ víi c¸c sãng d¹ng sin t¹o ra ë 
mét ®Çu. Khi m¸y t¹o sãng b¾t ®Çu ho¹t ®éng, sÏ cã nhiÒu chu 
kú sãng ®−îc t¹o ra, ®−êng bao sÏ ®ång nhÊt ë mäi n¬i ngo¹i trõ 
vïng gÇn front sãng, gièng nh− trªn h×nh 5.2. V× dßng n¨ng 
l−îng tõ m¸y t¹o sãng ®i vμo tõ bªn tr¸i (t¹i 0=x ) lμ gEC , nªn 

tèc ®é kÐo dμi cña vïng sãng ph¶i lμ gC . Nh− vËy front sãng 

truyÒn ®i víi vËn tèc nhãm. Chi tiÕt vÒ sù tiÕn triÓn front sãng 
sÏ xÐt trong môc 2.4. 

 

H×nh 5.2  Front ®−êng bao cña mét chuçi sãng d¹ng sin 

Bμi tËp 5.1 

XÐt mét hÖ chÊt láng gåm hai líp phÝa trªn mét nÒn ®¸y 
ngang. PhÇn chÊt láng nhÑ h¬n ë phÝa trªn cã mËt ®é ρ , chÊt 
láng nÆng h¬n ë phÝa d−íi cã mËt ®é ρ′ . LÊy mÆt tù do t¹i 0=z , 

mÆt ph©n c¸ch t¹i hz −= , ®¸y t¹i hz ′−= . Chøng minh r»ng 
sãng tiÕn d¹ng sin ph¶i tho¶ m·n t−¬ng quan t¶n m¹n: 
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{ }

{ } .)(

)(

0 cth  cth

 cth  cth 

2

2

=ρ−ρ′+−′ρ′ω−

−ρ+−′ρ′








ω

hhkkh
gk

hhkkh
gk

 

H·y kh¶o s¸t hai hμi t−¬ng øng víi hai nghiÖm 2
1ω  vμ 2

2ω  

®èi víi cïng mét gi¸ trÞ k . 

Ch¼ng h¹n, khi ∞′ ~h  h·y chøng minh r»ng 

gk=ω2
1     vμ     2

1
2
2  cth 

ω<
ρ+ρ′

ρ−ρ′=ω
kh

gk  

vμ tØ sè biªn ®é t¹i mÆt ph©n c¸ch so víi mÆt tù do lμ 

khe −        vμ      khe
ρ−ρ′

ρ−  

tuÇn tù ®èi víi hμi thø nhÊt vμ hμi thø hai. VÏ tèc ®é nhãm nh− 
lμ hμm cña k  cho mçi hμi. 

Bμi tËp 5.2: C¸c sãng mao dÉn 

Søc c¨ng bÒ mÆt t¹i mÆt tù do sinh ra mét hiÖu ¸p suÊt 
gi÷a ¸p suÊt khÝ quyÓn aP  ë phÝa trªn vμ ¸p suÊt n−íc P  ë d−íi. 

HiÖu nμy ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc Laplace (xem Landau vμ 
Lifshitz, 1959, tr. 237): 

)( yyxxa TPP ζ+ζ−≅−      t¹i   0≅z , 

ë ®©y vÕ ph¶i tØ lÖ víi ®é cong bÒ mÆt vμ T  lμ hÖ sè søc c¨ng bÒ 
mÆt. §èi víi mÆt ph©n c¸ch n−íc − kh«ng khÝ ë 20oC, 74=T  
dyn/cm trong hÖ CGS. H·y thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i mÆt 
tù do vμ nghiªn cøu mét sãng tiÕn ph¼ng trªn nÒn n−íc s©u: 

)( tkxikzee ω−∝Φ .  

Chøng minh r»ng 

ρ
+=ω

3
2 Tkgk  

vμ chøng tá r»ng tèc ®é pha cã mét cùc trÞ mC  tho¶ m·n biÓu thøc 









+=








λ
λ+

λ
λ=

m

mm

mm k
k

k
k

C
C

2
1

2
1

2

2

, 

trong ®ã 
21

2
2

/









ρ

π=π=λ
g
T

km
m . 

C¸c gi¸ trÞ sè cña mλ  vμ mC  ®èi víi n−íc vμ kh«ng khÝ 

b»ng bao nhiªu?  

NhËn xÐt vÒ sù biÕn thiªn C,ω  vμ gC  theo k  hoÆc λ . 

 

 

 

Ch−¬ng  2 - Sù truyÒn cña c¸c sãng ng¾n trong 
biÓn më ®é s©u kh«ng ®æi 

 

Nh÷ng nhiÔu ®éng g©y bëi c¸c xung ®éng h÷u h¹n vÒ thêi 
gian nh− ®éng ®Êt, tr−ît ®Êt, c¸c vô næ..., sinh ra c¸c sãng xung. 
Do qu¸ tr×nh ph©n t¸n, c¸c sãng nμy truyÒn trong n−íc phøc 
t¹p h¬n nhiÒu so víi c¸c lo¹i sãng kh¸c trong tù nhiªn. §Ó dÔ 
hiÓu vÒ c¸c hÖ qu¶ vËt lý cña qu¸ tr×nh ph©n t¸n sãng, trong 
ch−¬ng nμy, ta sÏ  xem xÐt c¸c m« h×nh ®¬n gi¶n vÒ c¬ chÕ 
nguån ph¸t sinh, ®é s©u ®¹i d−¬ng sao cho cã thÓ ph©n tÝch ®−îc 
chi tiÕt. Trong c¸c môc 2.1 vμ 2.2, ta sÏ nghiªn cøu bμi to¸n gäi 
lμ bμi to¸n Cauchy − Poisson vÒ c¸c sãng do mét sè lo¹i nguån 
cã tÝnh chÊt xung g©y ra vμ ®Æc biÖt tËp trung ph©n tÝch diÔn 
biÕn sãng ë miÒn xa nguån. Trong c¸c môc 2.3 vμ 2.4 sÏ xem xÐt 
vÒ vai trß cña sù ph©n t¸n ®èi víi qu¸ tr×nh ®iÒu biÕn yÕu c¸c 
nhãm sãng. 
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0 cth  cth

 cth  cth 

2

2

=ρ−ρ′+−′ρ′ω−

−ρ+−′ρ′








ω

hhkkh
gk

hhkkh
gk

 

H·y kh¶o s¸t hai hμi t−¬ng øng víi hai nghiÖm 2
1ω  vμ 2

2ω  

®èi víi cïng mét gi¸ trÞ k . 

Ch¼ng h¹n, khi ∞′ ~h  h·y chøng minh r»ng 

gk=ω2
1     vμ     2

1
2
2  cth 

ω<
ρ+ρ′

ρ−ρ′=ω
kh

gk  

vμ tØ sè biªn ®é t¹i mÆt ph©n c¸ch so víi mÆt tù do lμ 

khe −        vμ      khe
ρ−ρ′

ρ−  

tuÇn tù ®èi víi hμi thø nhÊt vμ hμi thø hai. VÏ tèc ®é nhãm nh− 
lμ hμm cña k  cho mçi hμi. 

Bμi tËp 5.2: C¸c sãng mao dÉn 

Søc c¨ng bÒ mÆt t¹i mÆt tù do sinh ra mét hiÖu ¸p suÊt 
gi÷a ¸p suÊt khÝ quyÓn aP  ë phÝa trªn vμ ¸p suÊt n−íc P  ë d−íi. 

HiÖu nμy ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc Laplace (xem Landau vμ 
Lifshitz, 1959, tr. 237): 

)( yyxxa TPP ζ+ζ−≅−      t¹i   0≅z , 

ë ®©y vÕ ph¶i tØ lÖ víi ®é cong bÒ mÆt vμ T  lμ hÖ sè søc c¨ng bÒ 
mÆt. §èi víi mÆt ph©n c¸ch n−íc − kh«ng khÝ ë 20oC, 74=T  
dyn/cm trong hÖ CGS. H·y thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i mÆt 
tù do vμ nghiªn cøu mét sãng tiÕn ph¼ng trªn nÒn n−íc s©u: 

)( tkxikzee ω−∝Φ .  

Chøng minh r»ng 

ρ
+=ω

3
2 Tkgk  

vμ chøng tá r»ng tèc ®é pha cã mét cùc trÞ mC  tho¶ m·n biÓu thøc 









+=








λ
λ+

λ
λ=

m

mm

mm k
k

k
k

C
C

2
1

2
1

2

2

, 

trong ®ã 
21

2
2

/









ρ

π=π=λ
g
T

km
m . 

C¸c gi¸ trÞ sè cña mλ  vμ mC  ®èi víi n−íc vμ kh«ng khÝ 

b»ng bao nhiªu?  

NhËn xÐt vÒ sù biÕn thiªn C,ω  vμ gC  theo k  hoÆc λ . 

 

 

 

Ch−¬ng  2 - Sù truyÒn cña c¸c sãng ng¾n trong 
biÓn më ®é s©u kh«ng ®æi 

 

Nh÷ng nhiÔu ®éng g©y bëi c¸c xung ®éng h÷u h¹n vÒ thêi 
gian nh− ®éng ®Êt, tr−ît ®Êt, c¸c vô næ..., sinh ra c¸c sãng xung. 
Do qu¸ tr×nh ph©n t¸n, c¸c sãng nμy truyÒn trong n−íc phøc 
t¹p h¬n nhiÒu so víi c¸c lo¹i sãng kh¸c trong tù nhiªn. §Ó dÔ 
hiÓu vÒ c¸c hÖ qu¶ vËt lý cña qu¸ tr×nh ph©n t¸n sãng, trong 
ch−¬ng nμy, ta sÏ  xem xÐt c¸c m« h×nh ®¬n gi¶n vÒ c¬ chÕ 
nguån ph¸t sinh, ®é s©u ®¹i d−¬ng sao cho cã thÓ ph©n tÝch ®−îc 
chi tiÕt. Trong c¸c môc 2.1 vμ 2.2, ta sÏ nghiªn cøu bμi to¸n gäi 
lμ bμi to¸n Cauchy − Poisson vÒ c¸c sãng do mét sè lo¹i nguån 
cã tÝnh chÊt xung g©y ra vμ ®Æc biÖt tËp trung ph©n tÝch diÔn 
biÕn sãng ë miÒn xa nguån. Trong c¸c môc 2.3 vμ 2.4 sÏ xem xÐt 
vÒ vai trß cña sù ph©n t¸n ®èi víi qu¸ tr×nh ®iÒu biÕn yÕu c¸c 
nhãm sãng. 
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2.1  C¸c bμi to¸n xung hai chiÒu 

XÐt ®¹i d−¬ng ®é s©u kh«ng ®æi, kh«ng cã c¸c biªn cøng. 
Gi¶ sö c¸c xung ®éng trªn mÆt tù do vμ t¹i ®¸y kh«ng phô 
thuéc y . Bμi to¸n ®−îc thμnh lËp trong mÆt ph¼ng zx − . VËy, 
thÕ vËn tèc ),,( tzxΦ  ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh: 

0
2

2

2

2
2 =

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=Φ∇

zx
.                            (1.1) 

Trªn mÆt tù do sÏ cã c¸c ®iÒu kiÖn sau: 

0=
∂
Φ∂=

∂
ζ∂ z

zt
, ,                              (1.2a) 

0        , =
ρ

−=ζ+
∂
Φ∂ ztxPg
t

a ),(
,                      (1.2b) 

ë ®©y ),( txPa  lμ hμm ®−îc cho tr−íc. Gi¶ sö nÒn ®¸y ®−îc x¸c 
®Þnh theo ph−¬ng tr×nh ),( txHhz +−= . NÕu chuyÓn ®éng cña 

nÒn ®¸y ®−îc x¸c ®Þnh, tõ tÝnh liªn tôc cña thμnh phÇn vËn tèc 
vu«ng gãc, ta cã: 

),( txHhz
x
H

xt
H

z
+−=

∂
∂

∂
Φ∂+

∂
∂=

∂
Φ∂

       , .              (1.3) 

Trong khu«n khæ bμi to¸n tuyÕn tÝnh, ta gi¶ thiÕt r»ng c¸c 
biªn ®é cña H , tH ∂∂ / vμ xH ∂∂ /  lμ nhá ®Ó cã thÓ bá qua c¸c 
thμnh phÇn bËc hai, do ®ã: 

hztxW
t

H
z

−≅≡
∂
∂=

∂
Φ∂

           ),,( .                     (1.4) 

TiÕp sau ph¶i ®−a ra c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu. §Ó xem nh÷ng 
d÷ liÖu ban ®Çu g× lμ cÇn thiÕt ë ®©y, ta vËn dông ph−¬ng ph¸p 
biÕn ®æi Laplace: 


∞

−=
0

)()( dttfesf st ,                              (1.5a) 


Γ

= dssfe
i

tf st )(
2

1)(  
 π

,                          (1.5b) 

ë ®©y Γ  lμ mét ®−êng th¼ng ®øng n»m phÝa ph¶i cña c¸c kú dÞ 
cña )(sf  trong mÆt ph¼ng phøc s . C¸c biÕn ®æi cña ph−¬ng 

tr×nh (1.1) vμ (1.4) cho: 

0       , 02 <<−=Φ∇ zhszx ),,( ,                     (1.6) 

hzsxW
z

−==
∂
Φ∂

        ),,( .                           (1.7) 

Tõ c¸c biÕn ®æi Laplace cña c¸c ®iÒu kiÖn (1.2a, b), ta cã 

z
sxsxsx

∂
Φ∂=ζ+ζ− ),,(),(),( 0

0 ,                         (1.8) 

ρ
−=ζ+Φ+Φ− ),(),(),,(),,( sxPsxgsxsx a000 ,             (1.9) 

vμ cã thÓ kÕt hîp thμnh 

0        0 0 0
2

=Φ+ζ−
ρ

−=Φ+
∂
Φ∂ zx

g
sx

g
Ps

g
s

z
a ),,,(),( .      (1.10) 

Tõ ph−¬ng tr×nh trªn, râ rμng chóng ta chØ cÇn biÕt tr−íc 
c¸c d÷ liÖu ban ®Çu ),,( 00xΦ  vμ ),( 0xζ  t¹i mÆt tù do mμ kh«ng 

cÇn ë bÊt kú chç nμo kh¸c, bëi v× c¸c ®¹o hμm thêi gian chØ xuÊt 
hiÖn trong c¸c ®iÒu kiÖn mÆt tù do. Finkelstein (1953) ®· xÐt kü 
h¬n vÒ mÆt to¸n häc ®èi víi vÊn ®Ò duy nhÊt gi¸ trÞ ban ®Çu cña 
bμi to¸n lo¹i nμy. 

ý nghÜa vËt lý cña )0,0,(xΦ  lμ g×? Gi¶ thiÕt r»ng, tr−íc thêi 

®iÓm 0=t , tÊt c¶ lμ yªn tÜnh, nh−ng t¹i 0=t  mét xung ¸p suÊt 
)(),( tItxPa   δ=  t¸c ®éng lªn mÆt tù do. TÝch ph©n ph−¬ng tr×nh 

Bernoulli tõ −= 0t  ®Õn += 0t , ta ®−îc 

ρ
−=δ

ρ
−=ζ+−Φ−+Φ 

+

−

+

−

1
 

1
 0000

0

0

0

0

dttdtgxx )(),,(),,( . 
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V× 0)0 ,0 ,( =−Φ x  vμ ζ  ph¶i h÷u h¹n, ta cã ρ/)0 ,0 ,( Ix =+Φ . 

VËy, gi¸ trÞ ban ®Çu cña Φ  diÔn t¶ vÒ mÆt vËt lý mét ¸p suÊt 
xung t¸c ®éng lªn mÆt tù do ë thêi ®iÓm h¬i sím h¬n += 0t . 

C¸c ph−¬ng tr×nh (1.6), (1.7), vμ (1.10) b©y giê x¸c mét bμi 
to¸n gi¸ trÞ biªn, vÒ h×nh thøc t−¬ng tù nh− lμ bμi to¸n tr−êng 
hîp sãng ®¬n ®iÒu hoμ. Víi t  h÷u h¹n bÊt kú, ta ch¾c r»ng sÏ 
kh«ng cã chuyÓn ®éng t¹i kho¶ng c¸ch rÊt xa kÓ tõ nguån nhiÔu 
®éng ban ®Çu, tøc 0),( →Φ tx  khi ∞→x , ®iÒu nμy cã nghÜa 

0→Φ  khi ∞→x . Do vïng xÐt kh«ng liªn quan ®Õn mét vËt 

thÓ h÷u h¹n nμo, nªn bμi to¸n cã thÓ ®−îc gi¶i b»ng c¸ch ¸p 
dông phÐp biÕn ®æi Fourier hμm mò theo x  nh− sau: 

dkkfexfdxxfekf ikxikx 
∞

∞−

∞

∞−

−

π
== )(~)(,)()(~

2
1

        .        (1.11) 

PhÐp biÕn ®æi Fourier − Laplace ®èi víi Φ  tho¶ m·n: 

0        02
2

2

<<−=Φ−Φ zhk
dz
d ,

~~
,                   (1.12) 

0        
2

==Φ+Φ zskF
g
s

dz
d ),,(

~~
,                   (1.13) 

hzW
dz
d −==Φ

        ,
~~

,                          (1.14) 

trong ®ã 

),,(~),(~),(
~

),( 0 0 0 k
g
sk

g
skPsskF a Φ+ζ−

ρ
−≡ .           (1.15) 

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh (1.12) lμ 

)()(
~

hzkBhzkA +++=Φ  sh  ch . 

C¸c hÖ sè A  vμ B  ®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn biªn (1.13) 
vμ (1.14) víi kÕt qu¶ nh− sau: 












−++

+
=Φ )(

~
)(

~
kzgkkzs

k
WhzkgF

khgks
kh  ch  sh  ch  

 th 
 ch

1
2

2
.  (1.16) 

Râ rμng c¸c phÇn thªm thø nhÊt vμ thø hai trong dÊu 
ngoÆc vu«ng tuÇn tù biÓu biÔn c¸c  nhiÔu ®éng trªn mÆt vμ trªn 
®¸y. NÕu thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi ng−îc Fourier vμ Laplace, 
ta cã 

),,(
~

),,( szkeds
i

dketzx stikx Φ
ππ

=Φ 
Γ

∞

∞− 2
1

2
1

              (1.17) 

§Ó thu ®−îc ®é cao mÆt tù do, ta sö dông ph−¬ng tr×nh 
(1.2b) 

=
∂
Φ∂−

ρ
−=ζ ),,(),( tx

tgg
Ptx a 0

1
 

),,(
~

sk
g
se

i
dsedk

g
P stikxa 0

22
1 Φ−

ππ
+

ρ
−= 

Γ

∞

∞−

,                (1.18) 

trong ®ã Φ
~

®−îc cho b»ng ph−¬ng tr×nh (1.16). NhiÖm vô b©y 
giê lμ t¸ch lÊy th«ng tin tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (1.17) vμ (1.18). 
Hai tr−êng hîp ®Æc biÖt sÏ ®−îc xÐt trong c¸c môc d−íi ®©y. 

2.1.1  NhiÔu ®éng ng¾n do mét li ®é ban ®Çu ë mÆt tù do 

Gi¶ sö 

000 =Φ== ),,(),(),( xtxWtxPa   vμ  00 0 ≠ζ≡ζ )(),( xx ,     (1.19) 

do ®ã 

)(~,
~

kFW 0          0 ζ−== .                         (1.20) 

Ph−¬ng tr×nh (1.18) cho ®é cao cña mÆt tù do 


Γ

∞

∞− +
ζ

π
=ζ

khgks
dssekedk

i

ts
xki

 th 
   

  4
1

2

 

0
  )(~

.                (1.21) 

TÝch ph©n s  cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh dÔ dμng. BiÓu thøc d−íi 
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dÊu tÝch ph©n cã hai cËn thùc t¹i 

ω±= is         víi      21 th /)( khgk=ω .                (1.22) 

§èi víi 0<t  ta ®−a ra mét ®−êng viÒn b¸n nguyÖt khÐp kÝn 
n»m ë nöa phÝa ph¶i cña mÆt ph¼ng s  nh− trªn h×nh 1.1. V× 
nh©n tè nh©n tse   trong hμm d−íi dÊu tÝch ph©n ®ång nhÊt triÖt 
tiªu khi ∞→s , tÝch ph©n ®−êng däc theo nöa ®−êng b¸n nguyÖt 
lín b»ng kh«ng theo bæ ®Ò Jordan. Theo lý thuyÕt thÆng d− cña 
Cauchy, tÝch ph©n s  b»ng 0, tøc kh«ng cã nh÷ng ®iÓm k× dÞ 
trong nöa ®−êng trßn ®ã. VËy, hiÓn nhiªn 

0           0 <=ζ t, .                               (1.23) 

§èi víi 0>t , ta chän nöa ®−êng trßn phÝa tr¸i. Còng theo 
bæ ®Ò Jordan, tÝch ph©n ®−êng däc theo nöa ®−êng trßn triÖt 
tiªu, chØ ®Ó l¹i phÇn d− cho hai cùc t¹i ω± i . 

0       
 

  
 2
1

 2
1

22
>ω=

ω−ω+π
=

ω+π 
ΓΓ

tt
isis

dsse
is

dsse
i

stst

,cos
)()(

. 

ThÕ vμo ph−¬ng tr×nh (1.21), ta ®−îc 

)(~cos),( ktedktx ikx
0 

2
1 ζω
π

=ζ 
∞

∞−

.                  (1.24) 

Râ rμng r»ng, t ωcos  lμ hμm ch½n theo k. Nãi chung, ta cã 
thÓ t¸ch )(x0ζ  thμnh phÇn ch½n vμ phÇn lÎ theo x : e

0ζ  vμ o
0ζ . 

Theo ®Þnh nghÜa cña phÐp biÕn ®æi Fourier th× 

)(~)(~)(sin)(cos)(~ kkxkxdxixkxdxk oeoe
000

0
0

0
0 22 ζ+ζ≡ζ−ζ=ζ 

∞∞

 

trong ®ã e
oζ

~
 lμ thùc vμ ch½n theo k , o

0ζ
~

 lμ ¶o vμ lÎ theo k . 

§Ó ®¬n gi¶n, ®Æt 0ζ  lμ ch½n theo x . Ph−¬ng tr×nh (1.24) cã 

thÓ ®−îc viÕt l¹i 

=ωζ
π

=ζ 
∞

tkxdktx e coscos~),( 0
0

1
 

[ ])()(~Re tkxitkxie eedk ω+ω−
∞

+ζ
π

= 
0

02
1

.            (1.25) 

Sè h¹ng thø nhÊt vμ thø hai trong dÊu ngoÆc vu«ng tuÇn tù 
biÓu diÔn c¸c sãng truyÒn vÒ phÝa ph¶i vμ phÝa tr¸i. 

 

H×nh 1.1  C¸c ®−êng lÊy tÝch ph©n dïng cho phÐp biÕn ®æi ®¶o Laplace 

§Ó hiÓu râ h¬n vÒ b¶n chÊt vËt lý, ta cÇn thùc hiÖn nh÷ng 
phÐp xÊp xØ. T¹i thêi gian t  lín, ta cã thÓ sö dông ph−¬ng ph¸p 
pha æn ®Þnh (method of stationary phase) cña Kelvin. ý t−ëng 
cña ph−¬ng ph¸p nμy nh− sau: 

 XÐt tÝch ph©n 

=
b

a

itg dkeftI  )( ,                                (1.26) 

trong ®ã f  vμ g  lμ c¸c hμm liªn tôc theo k . Khi t  lín, pha tg  

cña phÇn cã d¹ng h×nh sin dao ®éng nhanh khi k  biÕn thiªn. 
NÕu vÏ ®å thÞ hμm d−íi dÊu tÝch ph©n theo k , th× cã rÊt Ýt vïng 
thùc phÝa d−íi ®−êng cong bÞ lo¹i bá, ngo¹i trõ mét ®iÓm t¹i ®ã 
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pha dõng, ®iÓm ®ã lμ 

 0               0 kkkg ==′ ,)( .                        (1.27) 

T¹i l©n cËn cña ®iÓm dõng nμy, nh©n tö dao ®éng cña hμm 
d−íi dÊu tÝch ph©n cña ph−¬ng tr×nh (1.26) cã thÓ ®−îc viÕt 
thμnh 

[ ]{ })()(exp)(
0

       0 kgkgtie kgti −  

PhÇn thùc cña [ ]{ }    0 )()(exp kgkgti −  biÕn thiªn chËm, nh− 

trªn h×nh 1.2, trong khi ®ã phÇn ¶o tõ tõ c¾t ngang trôc k  t¹i 

0kk = . V× vËy ta cã thÓ thÊy, vïng l©n cËn nμy sÏ ®ãng gãp ®¸ng 

kÓ vμo tÝch ph©n. 

 

H×nh 1.2   PhÇn thùc cña { }  0  )]()([exp kgkgti −  

NÕu ta xÊp xØ )(kg  b»ng hai sè h¹ng ®Çu cña khai triÓn 

Taylor 

)()()()( 0
2

00 2
1 kgkkkgkg ′′−+≅ , 

th× tÝch ph©n cã thÓ ®−îc viÕt thμnh 





 ′′−≅ 

∞

∞−

)()(exp)()(
000  

2
1

  0 kgtkkidkkfeI kitg , 

trong ®ã, c¸c giíi h¹n ),( ba   ®· ®−îc xÊp xØ b»ng ),( ∞−∞ . Sö 

dông biÓu thøc 

4/
2/1

2 ππ iitk e
t

dke ±
∞

∞−

± 





= , 

cuèi cïng ta cã 

4/
2/1 

0
0

)(

)(
2 )( 0 ππ ikitg e

kgt
kfeI ±












′′
≅ ,                (1.28) 

trong ®ã dÊu ±  ®−îc lÊy nÕu 0  0 00 <′′>′′ )(,)( kgkg . NÕu ph©n 

tÝch c«ng phu h¬n, ta cã thÓ thÊy r»ng sai sè cã bËc )( 1−tO . 
Ngoμi ra, nÕu kh«ng cã ®iÓm dõng trong kho¶ng ),( ba  , tÝch 

ph©n sÏ cã bËc lín nhÊt b»ng )( 1−tO . §iÒu nμy vμ c¸c th«ng tin 

kh¸c cã thÓ thÊy trong Stoker (1957) hay Carrier, Krook, vμ 
Pearson (1966). 

Trë l¹i ph−¬ng tr×nh (1.25), chóng ta cÇn mét sè tÝnh chÊt 
nhÊt ®Þnh cña ®−êng cong ph©n t¸n, nh− ®−îc vÏ trªn h×nh 1.3.  
XÐt 0>x . Víi tÝch ph©n thø nhÊt 

ω−=
t
xkkg )( , 

tõ h×nh 1.3b cã thÓ thÊy cã mét ®iÓm dõng t¹i 

)()( 00 kCk
t
x

g=ω′=    nÕu     21 /)(gh
t
x < .        (1.29) 

Trong cïng kho¶ng ),0( ∞ cña k , kh«ng cã ®iÓm dõng ®èi 

víi tÝch ph©n thø hai. Tõ ph−¬ng tr×nh (1.28) suy ra 

)()(cos
)(

)(~
/

1
00

21 

0
00 4

  
  

2
2
1 −+



 π+ω−













ω′′
πζ

π
≅ζ tOtkxk

kt
ke , 

tghx 21 /)(< ,                                    (1.30) 

trong ®ã 0<ω′′ )(k  (xem h×nh 1.3c) vμ 

tghxtO 211           /)(),( >≅ζ − . 

B©y giê ta ph©n tÝch nh÷ng tÝnh chÊt vËt lý mμ ph−¬ng 
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tr×nh (1.30) diÔn t¶. Mét ng−êi quan s¸t di chuyÓn víi tèc ®é x¸c 
®Þnh tx /  chËm h¬n 2/1)(gh , nh×n thÊy mét chuçi sãng h×nh sin 
víi sè sãng 0k  [vμ tÇn sè )( 0kω ], vËn tèc nhãm cña c¸c sãng nμy 

b»ng tx / . Biªn ®é cña chuçi sãng gi¶m víi bËc )( / 21−tO . Víi tx /  
lín, tõ h×nh 1.3a ta thÊy 0k  nhá, do ®ã, mét ng−êi quan s¸t di 

chuyÓn nhanh h¬n sÏ nh×n thÊy c¸c sãng dμi h¬n vμ víi biªn ®é 
lín h¬n, v× 21 

0   /
) )(( kω′′  nhá h¬n. H×nh d¹ng chÝnh x¸c cña )(x0ζ  

cã ¶nh h−ëng tíi )(~ k0ζ  vμ biªn ®é cña c¸c sãng ph©n t¸n. ThÝ 

dô, nÕu 

)(
)(

220  
 

bx
bSx
+π

=ζ , 

®©y lμ mét m« n−íc ®èi xøng, diÖn tÝch S  vμ ®é réng ®Æc tr−ng 
b , ta t×m ®−îc: 

bke Sekk  −== )(~)(~
00 ζζ . 

 

 

 

 

 

H×nh 1.3  C¸c thay ®æi cña 
ω′ω  ,  vμ ω′′  theo k  

NÕu ®é réng b  lín, th× e
0ζ

~
 sÏ kh«ng ®¸ng kÓ, ngo¹i trõ víi 

0k  nhá hoÆc víi tr−êng hîp c¸c sãng dÉn ®Çu dμi. Khi b  t¨ng, 
biªn ®é cña mét gi¸ trÞ x¸c ®Þnh 0k  gi¶m ®i. 

NÕu kÕt hîp c¸c quan s¸t cña nhiÒu quan s¸t viªn trong 
cïng mét thêi gian t , ta thu ®−îc ¶nh chôp cña mÆt tù do (xem 
h×nh 1.4). ThÊy r»ng, t¹i t  kh«ng ®æi, c¸c sãng dμi sÏ dÉn ®Çu, 
cßn c¸c sãng ng¾n theo sau. B©y giê ta xÐt quang c¶nh t¹i mét 
thêi ®iÓm muén h¬n, 12 tt > . B©y giê c¶ hai quan s¸t viªn cïng 

di chuyÓn vÒ phÝa ph¶i. Nh−ng kho¶ng c¸ch kh«ng gian ®· t¨ng 
lªn. Ch¼ng h¹n, gi¶ sö 21 ξ≈ξ  sao cho gi÷a hä const≈ω,k . §é 
réng tæng céng cña chuçi sãng ®¬n víi ω,k  b©y giê gi·n ra cïng 
víi sù t¨ng t , ®iÒu nμy cã nghÜa r»ng c¸c ®Ønh sãng ®−îc t¹o 
thμnh trong qu¸ tr×nh lan truyÒn. 

 

 

H×nh 1.4  BiÓu diÔn kh«ng 

gian - thêi gian cña c¸c 

sãng ph©n t¸n gi÷a hai 

quan s¸t viªn di chuyÓn 

§Ó ®i theo mét ®Ønh sãng cô thÓ t¹i tèc ®é pha cña nã, mét 
ng−êi quan s¸t ph¶i di chuyÓn víi mét tèc ®é biÕn ®æi, v× 0k  vμ 

)( 0kC  kh«ng gi÷ nguyªn lμ h»ng sè khi ®Ønh sãng di chuyÓn vμo 

mét khu vùc míi. Tuy nhiªn, nÕu mét ng−êi di chuyÓn víi tèc ®é 
b»ng tèc ®é nhãm cña c¸c sãng víi b−íc b»ng 02 k/π , th× anh ta 

chØ nh×n thÊy c¸c sãng h×nh sin cã cïng b−íc sãng, chóng ®uæi 
kÞp anh ta tõ phÝa sau vμ v−ît lªn tr−íc, v× vËn tèc pha cña 
chóng lín h¬n vËn tèc nhãm. 

Mét c¶nh t−îng t−¬ng tù còng diÔn ra víi nh÷ng nhiÔu 
®éng lan truyÒn sang phÝa tr¸i. 



 20

2.1.2  Sù truyÒn n¨ng l−îng, vËn tèc nhãm 

XÐt mét nhiÔu ®éng di chuyÓn sang ph¶i duy nhÊt. Ph−¬ng 
tr×nh (1.30) ®óng cho thêi gian t  lín vμ biÓu diÔn mét sãng tiÕn 
víi biªn ®é 

21
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

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


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

ω′′
π

π
ζ=

kt
kA

e

,                    (1.32) 

gi¶m chËm theo 21 /−t . 

MËt ®é n¨ng l−îng cña sãng tiÕn nμy xÊp xØ b»ng 

=










ω′′
π

π
ζρ=ζρ=ρ≈

2 21 

0

002 
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2
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2
 

/

)(
)(~

kt
kggAgE

e

                

    4

    

0

2

00

)(

)(~

kt

kg e

ω′′π

ζρ
=                               (1.33) 

T¹i t  cho tr−íc bÊt kú, c¸c sãng n»m gi÷a hai quan s¸t viªn di 
chuyÓn víi víi tèc ®é )( 11 kCC gg ≡  vμ )( 22 kCC gg = , tøc gi÷a hai 

tia sãng 

1
1

gC
t
x =     vμ    2

2
gC

t
x =  

trong biÓu ®å kh«ng − thêi gian. N¨ng l−îng sãng tæng céng 
gi÷a chóng sÏ lμ 

 ω′′π

ζρ
≅

2

1

2

1

 
   4

    
 

0

2 

00
x

x

ex

x

dx
kt

kg
Edx

)(

)(~
.                      (1.34) 

V× tkx  0 )(ω′=  ®èi víi  t  cè ®Þnh vμ 00 <ω′′ )(k , ta cã 

0000    dkkdkk
t

dx )()( ω′′−=ω′′= .                    (1.35) 

B©y giê, víi 1212  kkxx <> ,  (xem c¸c h×nh 1.3a, b), ph−¬ng 

tr×nh (1.34) trë thμnh 

const
4

  
0

2

00
2

1

2

1

=
π

ζ
≅  dk

k
Edx

k

k

ex

x

)(~
                    (1.36) 

lμ h»ng sè theo thêi gian. Do ®ã, n¨ng l−îng tæng céng cña c¸c 
sãng gi÷a hai ng−êi quan s¸t di chuyÓn víi c¸c vËn tèc nhãm ®Þa 
ph−¬ng, ®−îc b¶o toμn. C¸ch lý gi¶i nμy, theo Jeffreys vμ 
Jeffreys (1953), tiÕp tôc lμm t¨ng thªm ý nghÜa cña vËn tèc 
nhãm nh− ®· bμn luËn trong ch−¬ng 1. 

Whitham (1965) ®· chØ ra r»ng kÕt qu¶ tiÖm cËn do pha 
dõng ®èi víi x  vμ t  lín phï hîp víi mét lý thuyÕt ®−îc gäi lμ lý 
thuyÕt quang h×nh häc. Tõ ph−¬ng tr×nh (1.29), nÕu lÊy vi ph©n 
theo x  vμ theo t , ta ®−îc 

tkk x)(ω′′=1   vμ  ω′+ω′′= tkk t)(0 , 

do ®ã 

)(
,

)( kt
k

kt
k tx ω′′

ω′−=
ω′′

=           
1

.                    (1.37) 

Tõ ®ã suy ra 

0=
∂
∂ω′+

∂
∂

x
k

t
k

, 

cã thÓ ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng 

0=
∂
ω∂+

∂
∂

xt
k

                                    (1.38) 

V× 

dx
x
kdt

t
kdk

∂
∂+

∂
∂=  

tõ ph−¬ng tr×nh (1.37) ta thÊy r»ng däc theo ®−êng cong 
0  =ω′== dkCdtdx g ,/ ; do ®ã k  gi÷ kh«ng ®æi. Ngoμi ra, nÕu 

nh©n ph−¬ng tr×nh (1.33) víi 1−ω  vμ lÊy vi ph©n theo t  vμ x , ta 



 21

cã ngay 

0=







ω∂
∂+







ω∂

∂ EC
x

E
t g .                       (1.39) 

C¶ hai ph−¬ng tr×nh (1.38) vμ (1.39) lμ kÕt qu¶ c¬ b¶n cña 
phÐp xÊp xØ quang h×nh vμ ®−îc coi lμ hîp lÖ phæ biÕn cho c¸c 
chuçi sãng tùa ®iÒu hoμ biÕn thiªn chËm nh− sÏ ®−îc tr×nh bμy 
kü trong ch−¬ng 3. 

2.1.3  C¸c sãng dÉn ®Çu trong mét xung nhiÔu ®éng 

C¸c sãng nhanh nhÊt øng víi 0≅k vμ di chuyÓn víi tèc ®é 
gÇn b»ng (gh)1/2. T¹i l©n cËn front sãng, 21 /)(/)( ghtxkg −≈′  nhá 

vμ pha th× gÇn nh− lμ dõng. H¬n n÷a, khghk 221 /)()( −≈ω′′  còng 

rÊt nhá vμ phÐp xÊp xØ cña ph−¬ng tr×nh (1.30) kh«ng hîp lý. 
CÇn cã mét xÊp xØ tèt h¬n (Kajiura, 1963). 

Do 0≅k , ta khai triÓn hμm pha ®èi víi k  nh− sau: 

=









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



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xkkg  

...)()(
/

/ ++



 −= 32

21
21

6
khghgh

t
xk                   (1.40) 

GÇn víi sãng dÉn ®Çu, 2/1)(/ ghtx − cã thÓ b»ng kh«ng; 

chóng ta ph¶i gi÷ sè h¹ng tØ lÖ víi 3k . Mét lÇn n÷a, chØ cã tÝch 
ph©n thø nhÊt trong ph−¬ng tr×nh (1.25) cã gi¸ trÞ, v× thÕ 
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/ )()(cos)(~

)(cos)(~

   

ë ®©y ta ®· lîi dông tÝnh chÊt e
0

~ζ  lμ sè thùc. NÕu tiÕn hμnh 

thay c¸c biÕn 

[ ]
thgh
tghxZ

221

321
3  2

/

/

)(
)(−=       vμ       [ ] α=− Ztghxk 21 /)( ,  

th× tÝch ph©n trªn trë thμnh 
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3
  

2
02 3

0
31221
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e
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, 

vμ cã thÓ ®−îc biÓu diÔn theo hμm Airy cña Z : 








 α+αα
π

≡ 
∞

3
1 3

0
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VËy, ta cã 
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
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~ .   (1.42) 

)(ZAi  lμ mét hμm dao ®éng víi 0<Z  vμ suy gi¶m theo hμm mò 

víi  0>Z . Sù dao ®éng cña nã ®−îc thÓ hiÖn trªn h×nh 1.5. 

Bøc tranh vËt lý lμ nh− sau: Víi mét gi¸ trÞ t  cè ®Þnh, th× Z  
tØ lÖ thuËn víi gi¸ trÞ −− tghx 21 /)(  kho¶ng c¸ch tÝnh tõ front 

sãng tghx 21 /)(= . T¹i mét thêi ®iÓm x¸c ®Þnh, biªn ®é sÏ nhá ë 

phÝa tr−íc front vμ ®iÓm cao nhÊt ë mét kho¶ng c¸ch nμo phÝa 
sau front. VÒ phÝa sau, th× biªn ®é vμ ®é dμi sãng suy gi¶m. V× 
Z  tØ lÖ víi 31 /−t , c¸c ¶nh sãng t¹i nh÷ng thêi ®iÓm kh¸c nhau cã 
cïng d¹ng, ngo¹i trõ viÖc tØ lÖ kh«ng gian tØ lÖ víi nh©n tö  31 /t , 
cã nghÜa r»ng cïng mét d¹ng sãng kÐo gi·n ra theo thêi gian. 
Trong qu¸ tr×nh tiÕn triÓn, biªn ®é gi¶m theo 31 /−t , trong khi c¸c 
sãng cßn l¹i trong chuçi sãng gi¶m theo 21 /−t . Nh− vËy, phÇn 
®Çu sèng l©u h¬n phÇn cßn l¹i cña chuçi sãng. Chó ý r»ng biªn 
®é cña c¸c sãng dÉn ®Çu tØ lÖ víi )(~

00
eζ , ®¹i l−îng nμy b»ng tæng 

diÖn tÝch li ®é ban ®Çu ).(~ xe
0ζ  
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H×nh 1.5  Sãng dÉn ®Çu do mét m« n−íc hoÆc r·nh n−íc ®èi xøng trªn mÆt g©y 

ra. Tung ®é lμ [ ] 1

0
31221 02

−
ζζ )(~)/)(( // ethgh , xem ph−¬ng tr×nh (1.42) 

2.1.4  Sãng thÇn g©y bëi dao ®éng nÒn ®¸y 

Sãng thÇn (tsunami) lμ c¸c sãng n−íc sinh ra do ®éng ®Êt. 
NÕu biÕt li ®é cña ®¸y biÓn trong vïng ®éng ®Êt, th× vÊn ®Ò sãng 
trªn mÆt n−íc trë thμnh mét bμi to¸n ®éng lùc häc thuÇn tuý. 
§¸ng tiÕc, rÊt khã ®o ®¹c trùc tiÕp gÇn trÊn t©m ®éng ®Êt, vμ 
ng−êi ta th−êng h−íng tíi sö dông c¸c sè liÖu ghi sãng biÓn 
trong mét vïng réng xung quanh trÊn t©m ®Ó ph¸n ®o¸n th« vÒ 
b¶n chÊt cña chuyÓn ®éng kiÕn t¹o. V× vËy, cã rÊt nhiÒu c«ng 
tr×nh nghiªn cøu lý thuyÕt vÒ sãng n−íc do c¸c chuyÓn ®éng nÒn 
®¸y kh¸c nhau g©y ra. 

Trong sè rÊt nhiÒu ®Æc tÝnh cña sãng thÇn ghi nhËn ®−îc ë 
vïng gÇn bê, cã hai ®Æc tÝnh th−êng hay ®−îc nhËn thÊy nhÊt, 
nh−ng kh«ng ph¶i bao giê còng vËy (Shepard, 1963). §Æc ®iÓm 
thø nhÊt lμ: sãng thÇn th−êng ®i kÌm sau mét hiÖn t−îng rót 
n−íc ë b·i biÓn. §Æc ®iÓm thø hai: sãng ®Çu tiªn cña sãng thÇn 

cã thÓ kh«ng ph¶i lμ sãng lín nhÊt. Trong môc nμy, ta sÏ xÐt 
mét m« h×nh lý t−ëng cã thÓ ph¶n ¸nh ®−îc nh÷ng ®Æc ®iÓm 
nμy mét c¸ch ®Þnh tÝnh. 

Ta sÏ gi¶ thiÕt r»ng kh«ng cã nhiÔu ®éng trªn mÆt tù do 

0000 ==Φ=ζ ),,(),(),( txPxx a .                      (1.43) 

Trªn ®¸y biÓn hz −= , li ®é cña nÒn ®Êt ),( txH  cho tr−íc. 

VËy lμ, tHW ∂∂= /  ®−îc biÕt vμ nghiÖm chuyÓn ®æi rót ra tõ 
theo ph−¬ng tr×nh (1.16) 
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Li ®é cña mÆt tù do lμ 
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=ζ 

Γ

∞

∞− s
eWsds
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edk

stikx
~

,                (1.45) 

trong ®ã  21 th /)( khgk=ω . Ta giíi h¹n thªm r»ng chuyÓn ®éng 

cña nÒn ®Êt lμ ®ét ngét vμ kÕt thóc ngay sau mét kho¶ng thêi 
gian v« cïng nhá: 

00 =−),(xH   nh−ng   )(),( xHxH 00 =+ . 

VËn tèc cña chuyÓn ®éng cña ®Êt cã thÓ ®−îc diÔn t¶ b»ng 
mét hμm δ  

)()(),( txHtxW
z

δ==
∂
Φ∂

 0 , 

v× thÕ  )(~~
kHW 0= . TÝch ph©n theo s  cã thÓ ngay lËp tøc cho 

[ ])()()(~
tkxitkxi ee

kh
kHdk ω−ω+ +

π
=ζ    

2
1

 
 ch

   
2
1 0 .              (1.46) 

Hμm )(xH0  cã thÓ ®−îc coi lμ tæng cña hai hμm lÎ vμ ch½n 

theo x , tuÇn tù lμ )(xH o
0 , )(xH e

0 . Mét c¸ch tuyÕn tÝnh, hai phÇn 

nμy cã thÓ ®−îc xÐt t¸ch biÖt vμ sau ®ã, c¸c kÕt qu¶ cña chóng 
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®−îc céng l¹i. DÔ dμng chØ ra r»ng, phÇn ch½n )(xH e
o  cã c¸c t¸c 

®éng rÊt gièng víi thÝ dô ta ®· xÐt tr−íc ®©y vÒ sù dÞch chuyÓn 
®èi xøng ban ®Çu cña mÆt tù do, nÐt kh¸c duy nhÊt lμ nh©n tö 

1 ch −)( kh , nã lμm triÖt tiªu sù ¶nh h−ëng cña c¸c sãng ng¾n. Do 

®ã, sau ®©y ta chØ quan t©m ®Õn thμnh phÇn lÎ. 

Ta ®−a ra ®¹i l−îng 

dx
dBxH o =)(0                                  (1.47) 

sao cho )(~)(~ kBikkH o  0 = . Do )(~ kH o
0  lÎ, nªn B~  ph¶i lμ sè thùc vμ 

ch½n theo k ; do ®ã 
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Víi t  lín vμ xa c¸c sãng dÉn ®Çu, c¸c tÝch ph©n cã thÓ xö lý 
b»ng ph−¬ng ph¸p pha dõng nh− tr−íc ®©y, vμ cã thÓ nhËn 
®−îc nhiÒu ®Æc ®iÓm ®Þnh tÝnh t−¬ng tù nh− tr−íc ®©y, mét 
®iÓm kh¸c quan träng lμ ζ ∼ 32 /−t  khi const=tx / . Gi¶ sö ta chØ 

xÐt vïng l©n cËn c¸c sãng dÉn ®Çu truyÒn vÒ phÝa 0>x . Mét 
lÇn n÷a, tÝch ph©n thø hai l¹i thèng trÞ vμ phÇn ®ãng gãp quan 
träng lμ tõ l©n cËn 0≈k . Do ®ã 
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nh− ®· bμn luËn tr−íc ®©y. LÊy vi ph©n theo x , ta cã 
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trong ®ã 

)(Ai)( Z
dZ
dZiA   ≡′  

C¸c sãng dÉn ®Çu suy yÕu theo thêi gian 32 /−t  nhanh h¬n 
nhiÒu so víi tr−êng hîp t¨ng hay gi¶m thuÇn tuý khi 31 /~ −ζ t . 

KÕt qu¶ nμy lμ do chuyÓn ®éng cña ®Êt lμ mét nöa d−¬ng, mét 
nöa ©m ®· lμm gi¶m ¶nh h−ëng hiÖu dông. Hμm )(iA Z′  diÔn 

biÕn nh− trªn h×nh 1.6. Chó ý r»ng 


∞

∞−∞−

∞

∞−

∞

∞−

−=′′== dxxxHxdxHdxdxxBB o
x

o    0 00 )()()()(~
. 

VËy, nÕu mÆt ®Êt sôt xuèng ë phÝa ph¶i vμ n©ng lªn ë phÝa 
tr¸i, th× 00 >)(~B  vμ front sãng truyÒn vÒ phÝa ph¶i ®−îc dÉn 

®Çu b»ng sù h¹ thÊp mÆt n−íc (®ã lμ nguyªn nh©n rót n−íc ë 
b·i biÓn). C¸c ®Ønh sãng tiÕp sau ®ã sÏ cã biªn ®é t¨ng. ë phÝa 
tr¸i, 0<x , front sãng cã pha ng−îc l¹i vÒ h−íng vμ ®−îc dÉn ®Çu 
b»ng mét ®Ønh sãng. Nh−ng nÕu nÒn ®Êt sôt theo h−íng ng−îc 
l¹i, tøc h¹ thÊp ë bªn tr¸i vμ n©ng lªn ë bªn ph¶i, th× front sãng 
truyÒn vÒ phÝa ph¶i sÏ ®−îc dÉn ®Çu b»ng sù d©ng n−íc. 

Kajiura ®· chØ ra r»ng, nÕu gi÷ l¹i sè h¹ng 23hgk  trong biÓu 
thøc cña )(kω  sÏ duy tr× sù ph©n t¸n ë bËc thÊp nhÊt, vμ cã thÓ 
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nhËn ®−îc cïng c¸c kÕt qu¶ t−¬ng tù − c¸c ph−¬ng tr×nh (1.42) 
vμ (1.49), b»ng c¸ch vËn dông phÐp xÊp xØ sãng dμi ngay tõ ®Çu 
®Çu, ®iÒu nμy hiÓn nhiªn lμ hîp lý cho miÒn xa nguån. Trong 
ch−¬ng 11 sÏ cho thÊy r»ng phÐp xÊp xØ nh− vËy sÏ ®−îc thùc 
hiÖn b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh Boussinesq tuyÕn tÝnh ho¸, ë d¹ng 
mét chiÒu, nã t−¬ng ®−¬ng víi 









∂

ζ∂+
∂
ζ∂=

∂
ζ∂

4

42

2

2

2

2

3
 

x
h

x
gh

t
.                          (1.50) 

C¸c nhμ khoa häc nh− Kajiura (1963) vμ Momoi (1964a, b; 
1965a, b) ®· kh¶o s¸t miÒm l©n cËn nguån sãng thÇn. 

 

H×nh 1.6  Sãng dÉn ®Çu do nÒn dÊt chao nghiªng bÊt ®èi xøng 

 [ ] 322211
20  // )/)(()(~ thghB

−
ζ , xem ph−¬ng tr×nh (1.49) 

Bμi tËp 2.1: 

H·y chØ ra r»ng nÕu gi¶i chÝnh x¸c ph−¬ng tr×nh (1.50) víi 
c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu: 

00              00 0 =ζδζ=ζ ),(),()(~),( xxx t , 

th× kÕt qu¶ cho ra lμ ph−¬ng tr×nh (1.42). 

Bμi tËp 2.2: Bμi to¸n Cauchy-Poisson víi sãng träng lùc 
mao dÉn 

XÐt mÆt tù do víi tÝnh chÊt mao dÉn (xem bμi tËp 5.2, môc 
5.1). H·y gi¶i bμi to¸n vÒ sù ph¶n øng cña mÆt tù do hai chiÒu 
trong tr−êng hîp x¶y ra d©ng n−íc côc bé ban ®Çu: 

1220 −+π=ζ ))(/(),( bxbx . Rót ra kÕt qu¶ tiÖm cËn cho tr−êng hîp 

t  lín vμ tx /  cè ®Þnh vμ m« t¶ bøc tranh vËt lý. H·y kh¶o s¸t 
tr−êng hîp riªng khi ®iÓm dõng lμ ®iÓm 0 cña )(kω′′ . 

Bμi tËp 2.3: Sãng trªn dßng ch¶y 

XÐt s«ng ®¸y kh«ng ®æi h  vμ tèc ®é dßng ch¶y ®ång nhÊt U . 
H·y ph¸t biÓu bμi to¸n gi¸ trÞ biªn vμ gi¸ trÞ ban ®Çu tuyÕn 
tÝnh ho¸ ®èi víi thÕ vÞ Φ  cña dßng nhiÒu x¸c ®Þnh bëi tèc ®é 
toμn phÇn ),,(, tzxU     Φ=ΦΦ∇+= i , trong ®ã tzx ,,  quy chiÕu theo 

nh÷ng to¹ ®é cè ®Þnh trong kh«ng gian. Kh¶o s¸t ¶nh h−ëng cña 
U  lªn t−¬ng quan t¶n m¸t );( Uk   ω=ω  ®èi víi sãng tiÕn. 

NÕu t¹i 0=t , mét ¸p suÊt xung côc bé )()( txPP δδ=   0  t¸c 

®éng tõ bªn ngoμi lªn mÆt tù do, h·y t×m d¹ng tiÖm cËn cña 
),( tx  ζ  víi t  lín vμ x  bao gåm c¶ front sãng. Nªu ý nghÜa vËt lý 

vμ c¸c hiÖu øng cña U . 

2.2  Sù ph¶n håi ba chiÒu ng¾n h¹n ®èi víi c¸c 
xung tõ ®¸y 

NÕu nguån nhiÔu ®éng ®−îc giíi h¹n trong mét vïng ngang 
h÷u h¹n, c¸c sãng sÏ truyÒn ®i trong tÊt c¶ c¸c h−íng vμ chuyÓn 
®éng chÊt láng sÏ lμ chuyÓn ®éng ba chiÒu. Chóng ta sÏ chØ 
minh ho¹ tr−êng hîp sãng thÇn g©y bëi chuyÓn ®éng ®ét ngét 
cña nÒn ®¸y biÓn (Kajiura, 1963). 
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Ph−¬ng tr×nh m« t¶ ®èi víi thÕ vËn tèc ),,,( tzyxΦ  lμ 

ph−¬ng tr×nh Laplace ba chiÒu. Kh«ng cã xung lùc t¸c ®éng trªn 
mÆt biÓn t¹i mäi thêi gian. Trªn ®¸y, chuyÓn ®éng cña nÒn ®Êt 
lμ chuyÓn ®éng hai chiÒu: 

hztyxW
z

−==
∂
Φ∂

           ),,,( ,                      (2.1) 

trong ®ã W  chØ cã gi¸ trÞ kh¸c kh«ng trong mét vïng h÷u h¹n. 
Ngoμi ra 

0→Φ∇Φ,  khi  ∞→+= 2122 /)( yxr                 (2.2) 

Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn vμ gi¸ trÞ ban ®Çu cã thÓ gi¶i b»ng biÕn 
®æi Laplace theo t vμ phÐp biÕn ®æi Fourier hai chiÒu theo x vμ 
theo y. ë ®©y, ph−¬ng ph¸p céng nguån tá ra hoμn toμn hîp lý. 
XÐt mét nhiÔu ®éng xung tËp trung t¹i gèc 0== yx , hz −=  t¹i 
thêi gian += 0t . Ký hiÖu ph¶n håi thÕ b»ng  ),,,( tzyxG , khi ®ã 

thay v× ph−¬ng tr×nh (2.1) ta cã ph−¬ng tr×nh: 

hztyx
z
G −=+−δδδ=
∂
∂

           0  ),()()( .                (2.3) 

Nãi c¸ch kh¸c, hμm G  còng tho¶ m·n nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− 
hμm thÕ Φ , ®ã lμ: 

02 =∇ G ,                                       (2.4) 

0              0 ==+ zgGG ztt , ,                         (2.5) 

0          0          0 ==== ztGG t ,, ,                     (2.6) 

trGG                    0 ,,, ∞→→∇  h÷u h¹n.               (2.7) 

NÕu t×m ®−îc hμm ),,,( tzyxG , th× hμm Φ  cã thÓ ®−îc biÓu diÔn 

ngay b»ng 

),,,(),,(),,,( τ−′−′−τ′′′′τ=Φ 
∞

∞−

∞

∞−

tzyyxxGyxWydxddtzyx
t

0

.  (2.8) 

VÒ mÆt vËt lý, ph−¬ng tr×nh (2.8) diÔn t¶ tæng cña c¸c 

nguån xung thμnh phÇn cã c−êng ®é t¹i xx ′= , yy ′= , hz −= , 

τ=t  lμ τ′′τ′′ dydxdyxW ),,( . ë ®©y ta ®−a ra mét nhËn xÐt ®Ó cã 

thÓ sö dông sau nμy, r»ng c¸c hμm biÕn ®æi Laplace Φ , W , vμ 
G quan hÖ víi nhau theo lý thuyÕt xÕp cuén nh− sau: 

),,,(),,(),,,( szyyxxGsyxWydxdszyx ′−′−′′′′=Φ  
∞

∞−

.     (2.9) 

Hμm ),,,( tzyxG ®−îc xem lμ dÔ x©y dùng, v× nguån ®iÓm cã 
tÝnh chÊt ®èi x−ng qua trôc. Ta ®Þnh nghÜa )(rδ  b»ng 

π
δ=δδ

r
ryx

2
 

)()()(  

víi ý r»ng c¸c tÝch ph©n mÆt cña c¶ hai phÝa lμ b»ng nhau, tøc 
lμ 

 
∞

∞−

∞π

δδ==
π
δθ )()()( yxdxdy
r

rrdrd  1
20

2

0

. 

Ph−¬ng tr×nh (2.3) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i thμnh 

)()( +−δδ
π

=
∂
∂

0 
2
1 tr
rz

G
;                           (2.10) 

vμ b©y giê bμi to¸n G  kh«ng chøa θ .  

Do sù ®èi xøng trôc, cã thÓ vËn dông phÐp biÕn ®æi Hankel, 
dïng hμm Bessel )( rkJ  0  víi t− c¸ch lμ hμm träng l−îng. §Þnh 

nghÜa phÐp biÕn ®æi Hankel (xem Sneddon, 1951) nh− sau: 


∞

=
0

0    drrfkrJrkf )()()(ˆ ,                         (2.11a) 

khi ®ã, th× phÐp biÕn ®æi ng−îc sÏ lμ 


∞

=
0

0    dkkfkrJkrf )(ˆ)()( .                        (2.11b) 

Ta ®i ®Þnh nghÜa phÐp biÕn ®æi hçn hîp Laplace−Hankel 

cña G  bëi Ĝ  
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 
∞ ∞

−=
0 0

0    drGkrJrdteG st )(ˆ . 

Trong hÖ trôc to¹ ®é cùc 

∞<≤<<−=
∂
∂+








∂
∂

∂
∂ rzh

z
G

r
Gr

rr
000

1
2

2

  

 

 

,, .     (2.12) 

NÕu ¸p dông phÐp biÕn ®æi Hankel cho thμnh phÇn thø nhÊt, 
lÊy tÝch ph©n tõng phÇn, sö dông c¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i 0=r  vμ 
∞, vμ lμm cho ph−¬ng tr×nh vi ph©n tho¶ m·n 0J , ta cã thÓ chØ 

ra r»ng 


∞

−=







∂
∂

∂
∂

0

2
0

  

  
1

   Gk
r
Gr

rr
rkrJdr ˆ)( . 

Nh− vËy, d¹ng biÕn ®æi Laplace−Hankel cña ph−¬ng tr×nh 
(2.12) lμ 

0 

 

2
2

2

=− GkG
zd

d ˆˆ .                              (2.13) 

D¹ng biÕn ®æi cña ®iÒu kiÖn mÆt tù do lμ 

0
2

=+ G
g
sGz

ˆˆ ,                                (2.14) 

vμ biÕn ®æi cña ®iÒu kiÖn biªn ®¸y lμ 

π
=

2
1

zĜ .                                     (2.15) 

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2.13) víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn 
(2.14) vμ (2.15) lμ 

khk
kzgkkzs

s
G

ch
 ch  sh 1

2
1 2

22

−
ω+π

=ˆ                  (2.16) 

víi khgk  th 2 =ω . §¶o ng−îc phÐp biÕn ®æi Hankel, ta cã 

21

0

22
0           

/)(,),,(ˆ)(),,( 
∞

+== yxrdkszkGkrJkszrG .       (2.17) 

NÕu ®iÓm nhiÔu ®éng kh«ng n»m t¹i gèc mμ t¹i ®iÓm r ′ , 
th× chóng ta ph¶i thay thÕ   r  b»ng   rr ′−  do ®ã 

dkszkGrrkJkszrrG        
0

0 ),,(ˆ)(),,( ′−=′− 
∞

,           (2.18) 

trong ®ã 
θ=θ= sin,cos ryrx       , 

θ′′=′θ′′=′ sin,cos ryrx        ,                     (2.19) 

[ ] [ ] 21 222122     2         
/rrrryyxxrr )(cos)()( / θ′−θ′−′+=′−+′−≡′− .                     

Khi ph−¬ng tr×nh (2.18) ®−îc thay thÕ vμo ph−¬ng tr×nh 
(2.9) th× 

dkszkGrrkkJsrWdrdrszr ),,(ˆ)(),,(),,,(        
0

0
0

2

0
 
∞∞ π

′−θ′′θ′′′=θΦ . 

                 (2.20) 

TiÕp theo, cã thÓ nhËn ®−îc thÕ Φ  b»ng biÕn ®æi ng−îc 
Laplace. 

PhÐp biÕn ®æi Laplace ®èi víi li ®é mÆt tù do lμ 

×θ′′θ′′′
π

=Φ−=ζ 
π∞

=
    

2
1

 
00

0
),,( srWdrdr

g
s

z
 

dk
s

s
kh

rrkJk  
  

 
  ch 

1
         

22
0

0 ω+
′−× 

∞

)( .             (2.21) 

B©y giê ta sÏ  mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt. 

2.2.1  Sãng thÇn hai chiÒu do dÞch chuyÓn xung nÒn ®¸y 

Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt, ®¸y dÞch chuyÓn d¹ng xung 
)(),(),,( +−δθ℘=θ 0trtrW                       (2.22) 

biÕn ®æi Laplace lμ ),( θ℘= rW  . BiÕn ®æi ng−îc cña phÐp biÕn 

®æi Laplace ®èi víi ph−¬ng tr×nh (2.21) cã ngay lμ 
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
∞π∞

ω
′−

θ′′℘θ′′′
π

=ζ
0

0
2

00

   
 ch

     
    

2
1 kdt

kh
rrkkJ

rdrdr cos
)(

),(    (2.23) 

TiÕn tr×nh tiÕp theo cã thÓ ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch biÓu 
diÔn )(      0 rrkJ ′−  thμnh mét chuçi víi theo ®Þnh lý céng ®· biÕt 

(Watson, 1958, pp. 358−359) 

[ ]( )=θ′−θ′−′+ 21 22
0    2  

/)(cosrrrrkJ  

)(cos)()( θ′−θ′ε=
∞

=

  
0

nrkJkrJ nn
n

n                      (2.24) 

trong ®ã nε  lμ ký hiÖu Jacobi ( ,...,,,, 3 2 1 2 10 ==ε=ε nn ). ThÕ 

ph−¬ng tr×nh (2.24) vμo ph−¬ng tr×nh (2.23) vμ ký hiÖu: 









=








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′θ′′℘θ′′′
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π∞

)(
)(
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)(),(
kW
kW

n
n

rkJrdrdr s
n

c
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n

2

00

   
2
1

        (2.25) 

ta cã 


∞

=

×ωε=θζ
00  ch

 
  

kh
trkkJtr n

n
n

cos)(),,(  

kdnWnW s
n

c
n    )sincos( θ+θ× .                       (2.26) 

VÒ nguyªn t¾c, nÕu cho tr−íc hμm ),( θ℘ r , ta cã thÓ lÊy tÝch 

ph©n trong ph−¬ng tr×nh (2.25) vμ nhËn ®−îc )(kW s
n  vμ )(kW c

n , 

vμ nghiÖm cuèi cïng cã thÓ thu ®−îc b»ng c¸ch thùc ph©n sè vμ 
lÊy tæng. 

§Ó cã mét sè ý niÖm vÒ ph−¬ng diÖn vËt lý,  ta xÐt hai thÝ 
dô ®¬n gi¶n sau ®©y: 

1) DÞch chuyÓn nÒn ®èi xøng qua trôc: 

)(),( rWr 0 =θ℘                                  (2.27) 

Do tÝnh trùc giao cña { }θncos  vμ { }θnsin , suy ra 

0  0
0

000 ==′′= 
∞

nkWdrrkJrrWW c ,)(ˆ)()(  

00,0 ≠== nWW s
n

c
n  

Do ®ã, ta cã 

( ) dkkW
kh

tkrkJtr   
 ch

  
    0

0
0 )(ˆcos)(,, ω=θζ 

∞

 


∞∞ ω′′′′=
0

0
0

00  
 ch

  
       dk

kh
tkrkJrdrWrkJr cos)()()( ,           (2.28) 

biÓu thøc nμy cã thÓ suy ra trùc tiÕp tõ phÐp biÕn ®æi Hankel 
víi )(0 krJ , kh«ng cã nguån ®èi víi hμm nguån G . 

2) DÞch chuyÓn bÊt ®èi xøng theo trôc  y : 

θ=θ℘ cos)(),( rWr 1                            (2.29) 

DÔ dμng chØ ra r»ng 

,,)( 1 c¶ tÊt      0        
2
1

0
111 ≠=′′= 

∞

nWrdrkJWrW c
n

c  

nW s
n    c¶ tÊt       0 = . 

TÝch ph©n nμy chÝnh lμ phÐp biÕn ®æi Hankel cña 1W  víi 1J  nh− 
lμ hμm träng l−îng. V× 21 =ε , ta cã 

rdrkJrWrdk
kh

tkrkJtr ′′′′ωθ=θζ  
∞ ∞

       
 ch

  
   1

0 0
11 )()(cos)(cos),,(    (2.30) 

KÕt qu¶ trªn còng cã thÓ thu ®−îc trùc tiÕp b»ng biÕn ®æi 
Hankel víi hμm träng l−îng 1J . 

Nãi chung, ng−êi ta cã thÓ cÇn rÊt nhiÒu sè h¹ng trong 
chuçi cña ph−¬ng tr×nh (2.26) ®Ó m« pháng mét nhiÔu ®éng tæng 
qu¸t h¬n. 

B©y giê, ta sÏ chØ kh¶o s¸t sù diÔn biÕn tiÖm cËn tr−êng hîp 
nÒn ®¸y dÞch chuyÓn xung bÊt ®èi xøng víi r  vμ t  lín, cßn 
tr−êng hîp ®èi xøng giμnh lμm bμi tËp. NÕu viÕt 
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kh
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1
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)( =     vμ   
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111     drrWkrJrkW )()()(ˆ  

vμ sö dông ®ång nhÊt thøc 

[ ]=ψ−ψ−ψ
π

= 
π2

0
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2
1 )sin(exp)( kridkrJ  


π

ψ−ψψ
π

=
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1 )sincos( krd                          (2.31) 

®ång nhÊt thøc nμy cã thÓ chøng minh b»ng phÐp khai triÓn 
sãng tõng phÇn, phô lôc 4.A, ph−¬ng tr×nh (A.5), ta cã thÓ viÕt 
l¹i ph−¬ng tr×nh (2.30) thμnh 

=ψ−ψψ
π

θ=θζ 
∞
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00

1 tiekrkdkFdtr )sincos()(Recos),,(  

×
π

θ=
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ω−ψ−ψ
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ω−ψψ−
π

000

tiikritiikri ekdkFeekdkFed sinsin )()( .     (2.32) 

B©y giê ta xÐt tÝch ph©n kÐp thø nhÊt ë trªn 

[ ]
∞

ω−ψ
π

ψ−ψ=
00

1
)(sin)/()( ktrkiti ekdkFedI                  (2.33) 

Hμm pha phô thuéc vμo hai biÕn, k vμ ψ  , vμ mét ®iÓm pha 
dõng cã thÓ ®−îc t×m thÊy trong kho¶ng π≤ψ≤≥ 00,k  b»ng 
c¸ch ®ång thêi cho b»ng kh«ng c¸c ®¹o hμm riªng theo k  vμ ψ . 

Trong c¸c c«ng tr×nh cña Papoulis (1968) ®· tæng quan ®Çy ®ñ 
vÒ c¸c ph−¬ng ph¸p pha dõng tr−êng hîp nhiÒu chiÒu h¬n. B©y 
giê ta chän mét c¸ch kh¸ dÔ hiÓu: tr−íc hÕt gi÷ cè ®Þnh ψ , vμ 

t×m ph©n bè cña pha dõng däc theo k , sau ®ã lÆp l¹i qu¸ tr×nh 
cho ψ . Nh− vËy, víi t  lín, tr /  vμ ψsin  cè ®Þnh, ta cã thÓ ¸p 

dông ph−¬ng ph¸p pha dõng 

)(sin)( k
t
rkkg ω−ψ= ,                          (2.34a) 

)(sin)( k
t
rkg ω′−ψ=′ ,                          (2.34b) 

0>ω′′−=′′ )(kg ,                               (2.34c) 

Cã mét ®iÓm dõng t¹i ®ã 0=′ )(kg  v× 0>ψsin  trong kho¶ng 
π<ψ<0 . Gi¸ trÞ gÇn ®óng cho tÝch ph©n theo k  lμ 
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trong ®ã ®iÓm dõng k  phô thuéc vμo ψ  th«ng qua ph−¬ng tr×nh 

(2.34b). 

B»ng c¸ch ph©n tÝch t−¬ng tù, ta thÊy tÝch ph©n cßn l¹i 
trong ph−¬ng tr×nh (2.32) kh«ng cã ®iÓm dõng vμ cã bËc O(1/t). 
TÝch ph©n 1I  trë thμnh 
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TÝch ph©n ψ  cã thÓ ®−îc xÊp xØ mét lÇn n÷a b»ng ph−¬ng 

ph¸p pha dõng ®èi víi t  lín  vμ tr /  cè ®Þnh. Hμm pha vμ hai 
®¹o hμm ®Çu tiªn cña nã b»ng 
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t
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B»ng viÖc sö dông ph−¬ng tr×nh (2.34b), ®iÓm pha dõng râ 
rμng lμ t¹i ®iÓm 2/π=ψ . KÕt hîp kÕt qu¶ nμy vμo c¸c ph−¬ng 
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tr×nh (2.36b) vμ (2.36c), ta ®−îc 

00 =ω′− )(k
t
r

,                               (2.37) 

®èi víi ®iÓm dõng ®−îc ký hiÖu lμ 0k , vμ 
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Ph−¬ng tr×nh (1.28) cã thÓ ®−îc ¸p dông vμo ph−¬ng tr×nh 
(2.35), kÕt qu¶ lμ 

[ ] 





+








π












ω′′
ππ−= ω−

t
Oe

rk
kF

kt
iI tkrki 1

 
2

 
2

 00

21 

0
0

21 

0
1

)(

//

)(
)(

. 

TÝch ph©n kÐp thø hai trong ph−¬ng tr×nh (2.32) kh«ng cã 
®iÓm dõng trong kho¶ng ],0[ ∞=k , v× vËy nã cã bËc )/( t1Ο . 
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KÕt qu¶ trªn ®©y còng cã thÓ thu ®−îc b»ng c¸ch ¸p dông 
c«ng thøc tiÖm cËn cña )(krJ1  víi kr  lín, 
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vμ sau ®ã ¸p dông ph−¬ng ph¸p pha dõng mét lÇn. Tuy nhiªn, 
tÝnh hîp lý cña gi¶ thiÕt kr  lín khi k  biÕn thiªn trong kho¶ng 
tõ 0 ®Õn ∞ cÇn ®−îc kh¼ng ®Þnh, cßn ë ®©y ta ®· chän con ®−êng 
®i thËn träng h¬n. 

C¸c ®Æc ®iÓm vËt lý vÒ sù ph©n t¸n gÇn nh− hoμn toμn 
t−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp mét chiÒu vμ ta kh«ng cÇn ph¶i 
kh¶o s¸t kü h¬n. Cã ®iÒu ph¶i nhËn thÊy r»ng tèc ®é suy gi¶m 
biªn ®é sÏ kh¸c, v× víi const=tr /  th× 
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trong ®ã, 0k  phô thuéc vμo tr /  theo ph−¬ng tr×nh (2.38). Nh− 

vËy, c¸c sãng c¸ thÓ ë gÇn víi  const=tr /  suy gi¶m víi tèc ®é 
bËc )/( t1 Ο  do ph©n bè to¶ trßn cña c¸c sãng hai chiÒu. B¶n 

chÊt bÊt ®èi xøng cña nguån ®−îc truyÒn mét c¸ch chÝnh x¸c 
cho c¸c sãng lan truyÒn bëi nh©n tö θcos ; sãng sÏ lín nhÊt däc 
theo h−íng x , 0=θ  vμ kh«ng ®¸ng kÓ däc theo trôc bÊt ®èi 
xøng 23 2 /,/ ππ=θ . 

§Ó thu ®−îc kÕt qu¶ râ rμng h¬n, cÇn thiÕt ph¶i m« t¶ hμm 
)(rW1 . ThÝ dô, ng−êi ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng 
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Tõ c«ng thøc cña Erdelyi (1954, II, tr.24, No. 25) ta cã thÓ 
suy ra r»ng: 
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®iÒu nμy cho thÊy ¶nh h−ëng kÝch th−íc A  cña vïng chøa 
nguån. Th«ng qua hμm Bessel, )(kF  dao ®éng theo ka, ®iÒu nμy 

biÓu thÞ sù giao thoa cña c¸c sãng tõ c¸c phÇn kh¸c nhau cña 
nguån. 

2.2.2  C¸c sãng dÉn ®Çu trong sãng thÇn hai chiÒu 

Ta tiÕp tôc xem xÐt thÝ dô kh«ng ®èi xøng víi hμm 1W  cô 

thÓ cho bëi  ph−¬ng tr×nh (2.41). Trong vïng cña c¸c sãng dÉn 
®Çu 1<<kh , nh−ng víi r  ®ñ lín, th× sãng dÉn ®Çu ph¶i cã b−íc 
sãng h÷u h¹n nμo ®ã sao cho 

1>>kr . 

Chóng ta cã thÓ hoÆc biÓu diÔn hμm )(krJ1  nh− lμ mét tÝch 

ph©n, ph−¬ng tr×nh (2.31), vμ thùc hiÖn xÊp xØ pha dõng ®èi víi 
ψ  trong tÝch ph©n, hoÆc lÊy xÊp xØ tiÖm cËn cho )(krJ1  víi kr  

lín. C¶ hai c¸ch ®Òu cho kÕt qu¶ lμ 
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TÝch ph©n nμy kh«ng thÓ ®−îc biÓu diÔn theo c¸c hμm ®· 
biÕt. Tr−íc hÕt ta viÕt l¹i nã nh− sau 
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vμ lËp c¸c biÕn míi (Kajiura, 1963, p. 549): 
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TÝch ph©n cña ph−¬ng tr×nh (2.45) trë thμnh 
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Ph−¬ng tr×nh (2.46) cã thÓ viÕt l¹i thμnh 
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Nhê ®ã, ph−¬ng tr×nh (2.44) trë thμnh 
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H×nh 2.1  pTT −1  vμ ppT  nh− lμ c¸c hμm cña p . (theo Kajiura, 1963) 

Víi 0=p , nÕu ng−êi quan s¸t ë t¹i tghr 21 /)(= , th× tÝch 

ph©n trong ph−¬ng tr×nh (2.46) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch 
®Æt τ=6u  
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C¸c biÕn ®æi cña T , pT− , vμ  ppT  ®−îc vÏ trªn h×nh 2.1. V× 

hÖ sè cña  ppT  trong ph−¬ng tr×nh (2.48) tØ lÖ víi 
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nªn ta cã thÓ kÕt luËn r»ng ë gÇn front sãng 21 /)(/ ghtr ≅  biªn ®é 

sãng gi¶m theo 3/4t  hoÆc 3/4−r . NÕu 0<a , mÆt ®Êt thôt xuèng ë 
phÝa ph¶i, 22 // π<θ<π− , vμ n©ng lªn ë phÝa tr¸i. §èi víi 
ng−êi quan s¸t ë phÝa ph¶i, th× thÊy c¸c sãng dÉn ®Çu sÏ lμ mét 
bông sãng thÊp vμ tiÕp sau lμ mét ®Ønh sãng cao, t−¬ng tù nh− 
tr−êng hîp hai chiÒu. 

2.3  Sù lan truyÒn cña mét chïm sãng ph©n t¸n 

B©y giê, chóng ta nghiªn cøu sù tiÕn triÓn cña mét nhãm 
sãng ®iÒu biÕn chËm ®Ó hiÓu thªm vÒ sù ph©n t¸n sãng. XÐt mét 
nhiÔu ®éng di chuyÓn vÒ phÝa ph¶i. NhiÔu ®éng nμy cã thÓ m« 
t¶ b»ng tæng c¸c sãng h×nh sin víi b−íc sãng liªn tôc: 
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ω−=ζ dkektx tkkxi ))(()(Re),(     .                       (3.1) 

Sãng nμy cã thÓ do mét m¸y t¹o sãng ®Æt t¹i x∼ ∞−  trong 
mét m¸ng dμi, t¹i thêi gian t ∼ ∞− . Phæ biªn ®é )(k  ®−îc x¸c 

®Þnh theo nhiÔu ®éng ban ®Çu (xem môc 2.1).  Ta xÐt tr−êng 
hîp )(k ω  tæng qu¸t, cßn sãng trªn n−íc chØ lμ mét tr−êng hîp 

cô thÓ. Ta xÐt mét chïm sãng trong tr−êng hîp ®Æc biÖt cã 
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®−êng bao d¹ng Gauss: 
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0 0 σ−=ζ /Re),( xxki eeAx .                     (3.2) 

Phæ biªn ®é cã thÓ thu ®−îc b»ng biÕn ®æi ng−îc Fourier: 
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trong d¶i n»m gi÷a Γ  vμ trôc u  thùc, theo ®Þnh lý Cauchy, ®−êng 
viÒn cã thÓ ®−îc thay thÕ b»ng trôc thùc. Sö dông kÕt qu¶ cã s½n 

212 /π=
∞

∞−

− due u ,                                 (3.4) 

ta cã, 
22

0 )(
2/1

0)( σ

π
σ kke

A
k −−= .                           (3.5) 

VËy, h×nh d¹ng sãng t¹i thêi ®iÓm t  bÊt kú sÏ lμ 
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Ta xÐt diÔn biÕn cña tÝch ph©n trªn ®©y khi 0kσ rÊt lín, tøc 

®−êng bao gèc lμ rÊt ph¼ng, hay phæ biªn ®é rÊt nhän ë gÇn 
®iÓm 0kk = . Hμm d−íi dÊu tÝch ph©n suy gi¶m nhanh ngay sau 

®iÓm 0kk = , v× thÕ ta cã thÓ xÊp xØ )(kω  b»ng mét Ýt sè h¹ng 

khai triÓn Taylor: 
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Hoμn thμnh c¸c phÐp b×nh ph−¬ng vμ sö dông ph−¬ng tr×nh 
(3.4) ta thu ®−îc: 
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Râ rμng ®−êng bao dÞch chuyÓn víi tèc ®é nhãm 0ω′=gC ; 

gi¸ trÞ cùc ®¹i cña nã ®¹t t¹i ®iÓm tCx g=  vμ gi¶m theo 2/1t  ®èi 

víi  t  lín. §é dμi cña ®−êng bao ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 
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t¨ng theo 2/1t ®èi víi t  lín. Do ®ã toμn bé nhãm sãng sÏ ph¼ng 
®i trong qu¸ tr×nh lan truyÒn. 

So víi ph−¬ng tr×nh (5.4) trong ch−¬ng 1, th× ph−¬ng tr×nh 
(3.8) lμ mét xÊp xØ kh¸ h¬n. Ta coi ph−¬ng tr×nh (3.8) nh− lμ c¸c 
sãng d¹ng sin ®iÒu biÕn chËm, n¨ng l−îng chøa ®ùng trong toμn 
bé nhãm sãng ®−îc xÊp xØ b»ng: 
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N¨ng l−îng tæng trong sãng ban ®Çu theo ph−¬ng tr×nh 
(3.2) lμ 

σπρ=ρ

∞

∞−

σ− 212
0

22
0

224

22 // AgdxeAg x .                 (3.10) 

Nh− vËy, n¨ng l−îng sãng ®−îc b¶o toμn. 

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng trong khi 1−σ  x¸c ®Þnh tèc ®é chËm 
cña qu¸ tr×nh ®iÒu biÕn ®−êng bao, th× ®é cong cña ®−êng cong 
ph©n t¸n ω′′  l¹i liªn quan ®Õn 2−σ . §Ó chøng minh r»ng ®iÒu 
nμy kh«ng ph¶i lμ ngÉu nhiªn, ta kh¶o s¸t thÝ dô c¬ b¶n hai 
chuçi sãng lan truyÒn trªn n−íc cã c¸c b−íc sãng h¬i kh¸c nhau 

dkkk +=+  vμ dkkk −=−  víi 1/ <<kdk : 

[ ] [ ]{ })(exp)(exp0 txkitxkiA −−++ −+−= ωωζ ,            (3.11) 

trong ®ã ( )αα ω=ω k ,  2 1,=α . Khai triÓn ω  ®Õn 2 )(dkO , ta cã: 

k

dkdk 



 +ω′′+ω′±ω=ω± ...)( 2

2
1

,                     (3.12) 

do ®ã 
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

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


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






 ω′′+ω−−≅ζ tdkkxitCxdkA g

2
0 2

1
  2 )(exp)(cos .    (3.13) 

Trªn qui m« kh«ng gian vμ thêi gian 1 −)(dkO , ®−êng bao 
®−îc ®iÒu biÕn vμ di chuyÓn víi tèc ®é gC ; tuy nhiªn, trªn qui 

m« thêi gian 2−)(dkO , th× pha, cô thÓ lμ tÇn sè, thay ®æi. Trong 

thÝ dô nμy ®· gi¶ ®Þnh r»ng c¸c qui m« thêi gian 
...,,),(    1 21 -(dk)(dk) ΟΟΟ −  cã tÝnh chÊt bËc thang. 

Cuèi cïng, víi mét phæ biªn ®é bÊt kú cã ®Ønh t¹i 0k  (phæ 

Gauss (3.5) lμ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt), ph−¬ng tr×nh (3.1) cã 
thÓ ®−îc xÊp xØ b»ng 

{ })(),(Re),( txkietxAtx 00 ω−≅ζ                          (3.14) 

trong ®ã 

[ ][ ]{ }
∞

∞−

ω′′−+ω′−−−= tkkkkxkkikdktxA 0
2

02
1

000 )()()(exp)(),(   (3.15) 

Râ rμng r»ng A  tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh vi ph©n sau: 

2

2

00 2 x
Ai

x
A

t
A

∂
∂ω′′=

∂
∂ω′+

∂
∂

                           (3.16) 

Mét ph−¬ng tr×nh ®¬n gi¶n nh− trªn hiÓn nhiªn sÏ rÊt dÔ 
ph©n tÝch (xem môc tiÕp sau). §Ó chuÈn bÞ c¬ së cho viÖc më 
réng sang c¸c bμi to¸n phi tuyÕn th−êng khã x¸c ®Þnh nghiÖm 
chÝnh x¸c, ta sÏ x©y dùng l¹i ph−¬ng tr×nh (3.16) b»ng mét 
ph−¬ng ph¸p kh¸c, trùc tiÕp xuÊt ph¸t tõ c¸c ph−¬ng tr×nh m« 
t¶, chø kh«ng tõ nghiÖm tÝch ph©n. 

2.4  Chuçi sãng biÕn ®æi chËm. phÐp ph©n tÝch ®a 
quy m« 

Ta h·y kÕt hîp c¸c quy m« kh¸c nhau nh− ®· ®Ò xuÊt ë cuèi 
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môc 2.3. b»ng c¸ch ®−a ra c¸c biÕn biÕn ®æi chËm: 

...                 

...               
2

21

2
21

,,
,,

tttt
xxxx

μ=μ=
μ=μ=

                      (4.1) 

trong ®ã 1<<μ  x¸c ®Þnh tØ sè gi÷a hai qui m« thêi gian, vμ sau 

®ã xö lý c¸c biÕn nμy trong ph©n tÝch nhiÔu víi t− c¸ch lμ nh÷ng 
biÕn ®éc lËp. Thñ tôc nμy cã thÓ tá ra lμ c¸i g× ®ã nh©n t¹o ®èi 
víi mét ng−êi ch−a quen, nh−ng ®· chøng minh ®−îc r»ng nã 
phï hîp víi c¸c ph−¬ng ph¸p kh¸c trong c¸c bμi to¸n tr−íc ®©y 
vμ lμ mét c«ng cô m¹nh ®èi víi lo¹i bμi to¸n phi tuyÕn yÕu. §Ó 
t×m hiÓu mét c¸ch hÖ thèng, h·y tham kh¶o Cole (1968) vμ 
Nayfeh (1973). 

Gi¶ thiÕt r»ng 

...).,,,,...;,,(),(
...),,,,;,...;,,(),,(

       

         

2121

2121

tttxxxtx
tttzxxxtzx

ζ=ζ
Φ=Φ

                 (4.2) 

C¸c ®¹o hμm theo x  vμ t  ph¶i ®−îc thay b»ng 
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∂
∂μ+

∂
∂μ+

∂
∂→

∂
∂

2
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1 xxxx
                        (4.3) 

do ®ã 
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
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2
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22
xxxxxxx

        (4.4) 

Thay thÕ  t−¬ng tù ®èi víi c¸c ®¹o hμm thêi gian, cßn c¸c 
®¹o hμm theo z  gi÷ nguyªn. B©y giê ta giíi h¹n xÐt c¸c sãng 
d¹ng sin biÕn thiªn chËm vμ gi¶ sö mét chuçi nhiÔu nh− sau: 

( ) )(... tkxie ω−+ψμ+μψ+ψ=Φ 2
2

10                      (4.5) 

trong ®ã 

...,,,,...),,;,...;,(  2 1 0     2121 =αψ=ψ αα ttzxx           (4.6) 

ThÕ ph−¬ng tr×nh (4.4) ®Õn (4.6) vμo ph−¬ng tr×nh Laplace 
vμ t¸ch theo c¸c luü thõa cña μ , ta ®−îc: 
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kO :)(                                                (4.7a) 
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Mét c¸ch t−¬ng tù, ®iÒu kiÖn biªn mÆt tù do sÏ cho: 

0     0
200 =ψω−
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ψ∂μ
z

gO :)(                                              (4.8a) 
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T¹i ®¸y, ta cã 

hz
zzz

−==
∂
ψ∂=

∂
ψ∂=

∂
ψ∂ ,0210 .           (4.9a,b,c) 

Râ rμng r»ng, nghiÖm cho 0ψ  x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh 

(4.7a), (4.8a) vμ (4.9a) rÊt ®¬n gi¶n: 

,...),,...;,(,)(
21210     

ch
 ch ttxxAA

kh
hzkigA =+

ω
−=ψ      (4.10) 

víi khgk  th 2 =ω . Biªn ®é A  nh− vËy lμ ch−a ®−îc x¸c ®Þnh. Cßn 

1ψ  ®−îc x¸c ®Þnh bëi bμi to¸n gi¸ trÞ biªn bÊt ®ång nhÊt (4.7b), 
(4.8b) vμ (4.9b). V× bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®ång nhÊt cã 0ψ  nh− lμ 

mét nghiÖm kh«ng tÇm th−êng, nªn bμi to¸n bÊt ®ång nhÊt 
ph¶i tho¶ m·n mét ®iÒu kiÖn kh¶ gi¶i theo ®Þnh lý Green ¸p 
dông cho 0ψ  vμ 1ψ : 
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hzz −
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
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ψ∂ψ−

∂
ψ∂ψ= .                        (4.11) 

NÕu c¸c ph−¬ng tr×nh (4.7a,b) ®−îc ®−a vμo vÕ tr¸i vμ c¸c 
ph−¬ng tr×nh (4.8a, b) vμ (4.9a, b) ®−îc ®−a vμo vÕ ph¶i, th× theo 
®Þnh lý trªn, ta cã: 

1
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2
1

 ch
 ch
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Adzhzk
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A

h ∂
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

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Tõ ph−¬ng tr×nh (5.12), ch−¬ng 1, suy ra r»ng 

0
11

=
∂
∂+

∂
∂

x
AC

t
A

g .                              (4.12) 

DÔ dμng thÊy r»ng nghiÖm sÏ lμ )( 11 tCxA g− , cã nghÜa r»ng 

®−êng bao truyÒn víi tèc ®é nhãm, kh«ng thay ®æi h×nh d¹ng. 
KÕt qu¶ chung nμy bao qu¸t c¶ ph−¬ng tr×nh (5.5), ch−¬ng 1, 
nh− mét tr−êng hîp cô thÓ. Ngoμi ra, nã còng ¸p dông ®èi víi 
front cña chuçi sãng biÕn ®æi dÇn ®Õn æn ®Þnh, nh− ta ®· biÕt 
trong môc 1.5.2. 

Ta h·y dõng l¹i mét chót, xÐt mét øng dông trùc tiÕp cña kÕt 
qu¶ trªn ®©y. Khi c¸c nhiÔu d¹ng sin ph¸t sinh trong mét vïng 
côc bé, ta thÊy ®iÒu kiÖn biªn t¹i v« cïng trong bμi to¸n vÒ tr¹ng 
th¸i æn ®Þnh tá ra kh«ng râ vÒ ph−¬ng diÖn to¸n häc. ThÝ dô, yªu 
cÇu r»ng nhiÔu ph¶i h÷u h¹n (tr−êng hîp mét chiÒu), hoÆc triÖt 
tiªu (tr−êng hîp hai, hoÆc ba chiÒu) t¹i v« cïng sÏ kh«ng b¶o 
®¶m sù duy nhÊt nghiÖm; cÇn sö dông mét ®iÒu kiÖn biªn tèt. 
Trong khu«n khæ nghiªm ngÆt cña bμi to¸n tr¹ng th¸i æn ®Þnh, 
®iÒu kiÖn nμy th−êng ph¸t biÓu nh− sau: “Mét nhiÔu h×nh sin 
ph¸t sinh côc bé ph¶i lan ra ®Õn v« cïng”. Ph¸t biÓu quan träng 
nμy ®−îc gäi lμ ®iÒu kiÖn ph¸t x¹ (radiation condition). Cßn hiÖu 

chØnh nh− thÕ nμo ®ã, thËm chÝ cho mét tr−êng hîp cô thÓ, th× 
®−¬ng nhiªn lμ cÇn thiÕt. 

 

H×nh 4.1  BiÕn thiªn cña )(tA  

Ta h·y xÐt tr¹ng th¸i æn ®Þnh nh− lμ giíi h¹n cña bμi to¸n 
gi¸ trÞ ban ®Çu khi  ∞→t . Cô thÓ, xÐt c¸c sãng mét chiÒu trong 
miÒn 0>x  do mét m¸y sãng h×nh sin t¹o ra t¹i vÞ trÝ 0=x . Gi¶ 
sö biªn ®é cña sãng h×nh sin gÇn 0=x  biÕn thiªn chËm tõ 0 t¹i 

−∞~t  ®Õn 0A  kh«ng ®æi t¹i +∞~t  theo mét quy luËt nμo ®ã 

)()( 1  tAtA =  (xem h×nh 4.1).  Ta sÏ t×m nghiÖm t¹i mäi 01 >x  

b»ng ph−¬ng tr×nh (4.10) víi )/(),( gCxtAtxA 11  −= . Thùc tÕ, 

biªn ®é sãng sÏ  triÖt tiªu t¹i 1x  ®ñ lín víi mäi t  h÷u h¹n; do ®ã 

01 ↓−≅ )/(),( gCxAtxA  khi +∞↑1x . Tõ h×nh (4.1), ®iÒu nμy chØ 

tho¶ m·n khi 0>gC . V× gC  vμ k  cïng dÊu, ta ph¶i cã 0>k , tõ 

ph−¬ng tr×nh (4.5) suy ra r»ng  )( tkxie ω−ψ0  truyÒn sang ph¶i, tøc 

lan ra phÝa ngoμi. 

VÒ nguyªn t¾c, ®iÒu kiÖn ph¸t x¹ cã thÓ suy ra tõ bμi to¸n 
gi¸ trÞ ban ®Çu, kh«ng cÇn gi¶ ®Þnh vÒ  mét sù b¾t ®Çu chËm. 
Song nh− vËy ph¶i ph©n tÝch kh¸ dμi (xem Stoker, 1948, 1957). 

Sù duy tr× cña d¹ng trong ph−¬ng tr×nh (4.12) chØ ®óng víi 
qui m« )( 1 −μO , tøc lμ, theo 1x  vμ 1t . Ta sÏ xÐt bËc tiÕp theo ®Ó 

theo dâi sù biÕn thiªn trªn kho¶ng kh«ng gian hoÆc thêi gian 
)( 2 −μO dμi h¬n, tøc theo 2x  vμ 2t . 
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Tr−íc hÕt, chóng t«i giμnh cho ®éc gi¶ chøng minh r»ng 
nghiÖm bÊt ®ång nhÊt cña 1ψ  lμ 

,
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1  ch  
 sh 

x
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QgQ

∂
∂

ω
−=ψ   víi  ),( hzkQ +≡              (4.13) 

nghiÖm nμy tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn biªn theo ph−¬ng tr×nh 
(4.12). NghiÖm ®ång nhÊt bÞ lo¹i bá, v× nã ®−îc xem nh− ®· bao 
hμm trong 0ψ . ThÕ ph−¬ng tr×nh (4.10) vμ (4.13) vμo vÕ ph¶i 

cña c¸c ph−¬ng tr×nh (4.7c) vμ (4.8c), ta ®−îc 
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−==
∂
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           02 , .                                                        (4.14c) 

§Ó nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh (4.14b) ta ®· sö dông ph−¬ng 
tr×nh (4.12). B©y giê, vÊn ®Ò chøng minh tÝnh kh¶ gi¶i cã thÓ 
®−îc lÆp l¹i: sau nh÷ng biÕn ®æi ®¹i sè kh¸ dμi nh÷ng dÔ thùc 
hiÖn, ta cã mét kÕt qu¶ ®¬n gi¶n bÊt ngê nh− sau: 
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trong ®ã 
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trong ®ã , ®Ó ng¾n gän ®· dïng ký hiÖu khT th= . 

Hai quy m« (4.12) vμ (4.15) cã thÓ kÕt hîp l¹i vμ tham sè 
nhá μ  cã thÓ bá qua ®Ó cã: 
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                          (4.16) 

Ph−¬ng tr×nh nμy quy ®Þnh sù ®iÒu biÕn chËm cña ®−êng 
bao vμ gièng hÖt nh− ph−¬ng tr×nh (3.16). 

NÕu xÐt trong hÖ to¹ ®é di chuyÓn víi tèc ®é gC , tøc dÞch 

chuyÓn víi nhãm 

tCx g−=ξ , 

th× ph−¬ng tr×nh (4.16) trë thμnh ph−¬ng tr×nh Schrödinger 
trong c¬ häc l−îng tö, 
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2 ξ∂
∂ω′′

=
∂
∂ Ai

t
A

                              (4.17) 

Ph−¬ng tr×nh nμy chØ chøa mét to¹ ®é kh«ng gian vμ, do ®ã, 
dÔ xö lý h¬n so víi bμi to¸n gi¸ trÞ biªn chøa c¶ x  vμ z . Ta sÏ 
¸p dông nã cho mét thÝ dô míi d−íi ®©y. 

TiÕn triÓn cña front chuçi sãng d¹ng sin 

Xem xÐt mét nhiÔu d¹ng sin sinh ra tõ mét m¸y t¹o sãng ®· 
®−îc bËt ë mét thêi gian tr−íc vμ sau ®ã gi÷ æn ®Þnh. KÕt côc lμ 
t¹i mét vÞ trÝ x¸c ®Þnh sÏ h×nh thμnh chuyÓn ®éng d¹ng sin æn 
®Þnh. B©y giê ta sÏ kh¶o s¸t sù ph¸t triÓn cña front sãng. VÊn 
®Ò nμy lÇn ®Çu tiªn ®−îc Wu (1957) nghiªn cøu cho tr−êng hîp 
¸p suÊt t¹i mét ®iÓm ®ét ngét b¾t ®Çu dao ®éng vμo thêi ®iÓm 

0=t  trªn mÆt n−íc ®é s©u v« h¹n vμ cã tÝnh tíi søc c¨ng bÒ 
mÆt. VÊn ®Ò t−¬ng tù, nh−ng kh«ng tÝnh søc c¨ng bÒ mÆt, sau 
®ã ®· ®−îc Miles (1962) nghiªn cøu. Front sãng ng¾n g©y bëi 
mét tÊm ph¼ng th¼ng ®øng l¨n trªn mÆt tho¸ng còng ®· ®−îc 
Mei (1966a) kh¶o s¸t. C¸ch tiÕp cËn cña tÊt c¶ c¸c t¸c gi¶ nμy lμ 
xuÊt ph¸t tõ nghiÖm chÝnh x¸c vμ sau ®ã t×m xÊp xØ tiÖm cËn 
cña hμm tÝch ph©n víi x  vμ t  lín. 

Ta h·y sö dông ph−¬ng tr×nh (4.17) ¸p dông cho front 
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sãng khi nã ®ñ c¸ch xa nguån nhiÔu. Chän nghiÖm tho¶ m·n 
c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

0→A     khi     ∞→ξ ,                      (4.18a) 

0AA →     khi     −∞→ξ ,                    (4.18b) 

cã nghÜa r»ng: ®−êng bao thay ®æi tõ h»ng sè b»ng A0 phÝa sau 
front sãng ®Õn b»ng 0 phÝa ®Çu cña front sãng. Kh«ng cã h¹n 
chÕ nμo ®èi víi kh . 

Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®Þnh nghÜa b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh 
(4.17) vμ (4.18a, b) cã thÓ ®−îc gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù 
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víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn 
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dvvS 
β π=β
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lμ c¸c tÝch ph©n c«sin vμ sin cña Fresnel, ph−¬ng tr×nh (4.25) cã 
thÓ viÕt thμnh 
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H×nh 4.3  ¶nh h−ëng cña tèc ®é nhãm lªn tèc ®é pha trong 
vïng n−íc s©u 2/CCg = ; kho¶ng thêi gian gi÷a hai lÇn 

liªn tiÕp c¸c ®Ønh sãng trïng víi ®Ønh ®−êng bao b»ng T2  

 

vμ ®−îc vÏ trªn h×nh (4.2). RÊt thó vÞ lμ ph−¬ng tr×nh (4.29) 
còng m« t¶ sù biÕn ®æi ë phÝa bªn kia cña biªn khuÊt trong bμi 
to¸n nhiÔu x¹ mμ sau nμy ta sÏ kh¶o. §Ó ®i tíi vÞ trÝ cña ng−êi 
quan s¸t t¹i x  cè ®Þnh c¸ch m¸y t¹o sãng, th× ®−êng bao tr−íc 
hÕt lín ®¬n ®iÖu ®Õn 2/0A  khi gCxt /= , sau ®ã ®¹t ®Õn giíi h¹n 

æn ®Þnh 0A  theo c¸ch thøc dao ®éng. Vïng trung chuyÓn tr¶i dμi 

ra víi thêi gian theo 21 /t . Longuet–Higgins (1974) ®· thùc hiÖn 
mét sè thÝ nghiÖm kh¼ng ®Þnh lý thuyÕt nμy vÒ mÆt ®Þnh tÝnh. 
Cã mét sè bÊt phï hîp vÒ ®Þnh l−îng, ch¾c lμ do c¸c hiÖu øng 
phi tuyÕn. Ch¼ng h¹n, víi tr−êng hîp biªn ®é ®ñ lín, th× c¸c 
®Ønh sãng ®æ t¹i ®Ønh cao nhÊt cña ®−êng bao. V× tèc ®é ®−êng 
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bao trong n−íc s©u b»ng mét nöa tèc ®é ®Ønh sãng, nªn kho¶ng 
thêi gian hai ®Ønh sãng kÕ tiÕp ®i qua ®Ønh ®−êng bao sÏ lμ hai 
lÇn chu kú sãng (xem h×nh 4.3). NÕu c¸c sãng t¹i ®Ønh ®ñ lín ®Ó 
®æ, ta thÊy kho¶ng thêi gian gi÷a hai sãng ®æ b»ng T2 . HiÖn 
t−îng nμy cã thÓ quan s¸t thÊy trong sãng b¹c ®Çu (Donelan, 
Longuet–Higgins vμ Turner, 1972). 

 

 

 

Ch−¬ng  3 - Khóc x¹ do sù biÕn ®æi chËm cña ®é 
s©u hoÆc cña dßng ch¶y 

 

Khi mét chuçi c¸c sãng ®¬n ph¼ng lan truyÒn vμo mét vïng 
®é s©u biÕn ®æi chËm, sè sãng cã thÓ thay ®æi theo ®é s©u theo 
nh− ph−¬ng tr×nh (4.8), ch−¬ng 1, kÕt qu¶ lμ lμm thay ®æi dÇn 
dÇn tèc ®é pha. Nh×n chung, kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®−êng ®ång 
pha vμ biªn ®é cña c¸c ®Ønh sãng hoÆc ch©n sãng sÏ biÕn ®æi tõ 
n¬i nμy ®Õn n¬i kh¸c. Nh÷ng biÕn ®æi t−¬ng tù còng cã thÓ x¶y 
ra khi c¸c sãng lan truyÒn vμo mét vïng cã nÒn dßng ch¶y víi 
c−êng ®é thay ®æi theo ph−¬ng ngang. Nh÷ng hiÖn t−îng nμy, 
chñ yÕu liªn quan ®Õn sù thay ®æi tèc ®é pha, ®· rÊt quen thuéc 
trong quang häc vμ ©m häc vμ ®−îc gäi lμ khóc x¹. Trong 
ch−¬ng nμy, chóng t«i sÏ ph¸t triÓn mét phÐp xÊp xØ gäi lμ lý 
thuyÕt tia (hay lý thuyÕt quang h×nh häc) vÒ c¸c hiÖu øng cña ®é 
s©u biÕn ®æi (c¸c môc 3.1 vμ 3.4) vμ cña dßng ch¶y biÕn ®æi (c¸c 
môc 3.6 vμ 3.7) ®èi víi sù lan truyÒn cña c¸c sãng biªn ®é nhá. 
C¸c ph−¬ng tr×nh tiÕn triÓn sÏ ®−îc rót ra b»ng mét ph−¬ng 
ph¸p ®−îc gäi lμ WKB, mét d¹ng ®Æc biÖt cña ph−¬ng ph¸p ®a 
quy m« (multiple-scales method). Th−êng th× trong c¸c bμi to¸n 
thùc tÕ, c¸c ph−¬ng tr×nh nμy ®−îc gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p sè, 

cßn ë ®©y, th«ng qua mét sè thÝ dô gi¶i tÝch, chóng t«i muèn 
lμm s¸ng tá mét sè khÝa c¹nh vËt lý tõ nh÷ng ph−¬ng tr×nh nμy. 
Trong phÇn nμy, còng chØ trong phÇn liªn quan ®Õn hiÖu øng ®é 
s©u biÕn ®æi, chóng t«i sÏ ®Ò cËp ng¾n gän ®Õn mét sè gi¶i ph¸p 
côc bé cÇn thiÕt khi phÐp xÊp xØ tia gÆp khã kh¨n. Khi xö lý sè 
trÞ víi ®Þa h×nh tù nhiªn, khã kh¨n nμy cã thÓ kh¾c phôc triÖt 
®Ó h¬n b»ng c¸ch tÝnh ®Õn sù nhiÔu x¹ trong mét ph−¬ng tr×nh 
®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh ®é nghiªng nhá (mild−slope equation), 
mμ chóng t«i sÏ rót ra trong môc 3.5. Nh÷ng khÝa c¹nh kh¸c, 
chuyªn h¬n vÒ to¸n häc, kh«ng ®Ò cËp ë ®©y, ®éc gi¶ cã thÓ t×m 
xem trong c¸c c«ng tr×nh hoμn h¶o cña Meyer (1979a) vÒ ®é s©u 
biÕn ®æi vμ cña Peregrine (1976) vÒ dßng ch¶y biÕn ®æi. 

3.1  PhÐp xÊp xØ quang h×nh cho c¸c sãng tiÕn 
trªn nÒn ®¸y biÕn ®æi ®Òu 

Ta gi¶ sö r»ng b−íc sãng ®iÓn h×nh nhá h¬n nhiÒu so víi 
qui m« biÕn ®æi ®é s©u ph−¬ng ngang. Cã thÓ ®−a ra mét tham 
sè nhá nh− sau: 

1 <<





∇=μ

kh
hO .                                (1.1) 

§Ó cho tæng qu¸t, ta còng chÊp nhËn sù ®iÒu biÕn thêi gian 
chËm. Theo Keller (1958), ta ®−a ra c¸c to¹ ®é chËm: 

ttyyxx              μ=μ=μ= ,,                           (1.2) 

C¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ tuyÕn tÝnh ho¸ trë thμnh 

( ) ( ) 0     02 <<−=Φ+Φ+Φμ zyxhzzyyxx ,, ,               (1.3) 

0     02 ==Φ+Φμ zg ztt , ,                          (1.4) 

( ) ),(, yxhzhh yyxxz −=Φ+Φμ−=Φ       2 .                (1.5) 

B−íc mÊu chèt thø hai cña ph−¬ng ph¸p WKB lμ ®−a ra 
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phÐp khai triÓn sau ®©y víi gi¶ thiÕt c¸c sãng lμ sãng tiÕn: 
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2

10 ,                  (1.6) 

trong ®ã 
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Ta ®Þnh nghÜa: 

S∇=k ,                                     (1.7a) 

tS−=ω ,                                     (1.7b) 

nh÷ng ®¹i l−îng nμy tuÇn tù ®¹i diÖn cho vect¬ sè sãng ®Þa 

ph−¬ng vμ tÇn sè. ThÕ c¸c ph−¬ng tr×nh (1.7a,b) vμo c¸c 
ph−¬ng tr×nh (1.3)−(1.5) vμ t¸ch biÖt c¸c bËc ®¹i l−îng, ta thu 
®−îc t¹i bËc )(O 0μ−i : 

0     00
2

0 <<−=φ−φ zhkzz , ,                        (1.8) 

0      00

2

0 ==φω−φ z
gz , ,                            (1.9) 

hzz −==φ       00 , ;                              (1.10) 

vμ t¹i bËc )(O μ−i : 

( ) 0      k 001
2

1 <<−φ⋅∇+φ∇⋅=φ−φ zhkzz ,k ,            (1.11) 

[ ]
0      00

1
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1 =
ωφ+ωφ

−=φω−φ z
gg

tt
z ,

)(
,              (1.12) 

hzhz −=∇⋅φ=φ       k01 , .                          (1.13) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (1.8)−(1.10) vμ (1.11)−(1.13) x¸c ®Þnh hai 
bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®−îc m« t¶ b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n 
th−êng. NghiÖm cña hÖ c¸c ph−¬ng tr×nh (1.8)−(1.10) lμ: 

kh
hzkigA

ch
  ch

0

)( +
ω

−=φ                              (1.14) 

víi 

khgk  th 2 =ω                                  (1.15) 

Nh− vËy, ),,( tyx   ω  vμ ),,( tyxk    cã quan hÖ víi ®é s©u ®Þa 
ph−¬ng ),( yxh  th«ng qua quan hÖ t¶n m¸t, nÕu nh− h  lμ h»ng 
sè. Cßn biªn ®é ),,( tyxA     th× vÉn lμ tuú ý. 

§Ó thu ®−îc ®iÒu kiÖn vÒ A , ta xem xÐt tÝnh kh¶ gi¶i cña 1φ  

b»ng c¸ch ¸p dông c«ng thøc Green [ph−¬ng tr×nh (4.11), 
ch−¬ng 2] víi *

0φ  vμ 1φ . Sö dông tÊt c¶ c¸c ®iÒu kiÖn (1.8)−(1.10) 

vμ (1.11)−(1.13), ta ®−îc 
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Sö dông quy t¾c Leibniz 
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Sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (1.14) vμ (1.15), vμ c¸c ®Þnh 
nghÜa cña E  vμ gC  [ph−¬ng tr×nh (5.14) vμ (5.6), ch−¬ng 1), dÔ 

dμng thÊy r»ng 
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Trong c¬ häc cæ ®iÓn vÒ nguån dao ®éng, mét tØ sè t−¬ng tù 
gi÷a n¨ng l−îng vμ tÇn sè ®−îc gäi lμ t¸c ®éng (action) vμ ®ång 
thêi lμ bÊt biÕn hμm khi c¸c tÝnh chÊt cña nguån dao ®éng thay 
®æi chËm. VËy ω/E  lμ t¸c ®éng sãng (wave action) vμ ph−¬ng 
tr×nh (1.17) m« t¶ sù b¶o toμn cña nã trong khi nã ®−îc vËn 
chuyÓn ®i víi tèc ®é nhãm. 

Mét c¸ch s¬ l−îc, hμm pha cña c¸c sãng n−íc biÕn ®æi 
chËm ®−îc m« t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh (1.15), víi k  vμ ω  ®−îc 
cho b»ng ph−¬ng tr×nh (1.7). Nh− vËy S  ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 
mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc mét phi tuyÕn; ph−¬ng tr×nh 
d¹ng nμy trong quang häc ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh eikonal. 
Mét khi ®· t×m ®−îc pha, th× biªn ®é sÏ ®−îc gi¶i tõ ph−¬ng 

tr×nh t¸c ®éng sãng (1.7). 

L−u ý r»ng, ®Þnh nghÜa (1.7) cã nghÜa lμ 

0=×∇ k ,                                     (1.18) 
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D¹ng mét chiÒu cña ph−¬ng tr×nh (1.19) 
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rÊt dÔ lý gi¶i ý nghÜa vËt lý. Theo ®Þnh nghÜa, k  lμ sè c¸c ®−êng 
®ång pha trªn mét kho¶ng c¸ch ®¬n vÞ, tøc mËt ®é cña c¸c 
®−êng ®ång pha. Còng theo ®Þnh nghÜa, ω  lμ sè c¸c ®−êng ®ång 
pha ®i qua mét vÞ trÝ cè ®Þnh, tøc th«ng l−îng cña c¸c ®−êng 
®ång pha (flux of equal phase lines). Gi÷a hai ®iÓm x  vμ 

xdx  + , sè ®−êng ®ång pha thùc cã (net rate of out-flux of phase 

lines) b»ng xdx  
 

 )( ∂
ω∂ , trong khi ®ã tèc ®é gi¶m cña c¸c ®−êng 

pha trong khèi ®ang xÐt b»ng xdt
k   

 

 )( ∂
∂− . Râ rμng, ph−¬ng 

tr×nh (1.20) chÝnh lμ luËt b¶o toμn ®Ønh sãng. 

Trong mét sè môc tiÕp sau ®©y, chóng ta sÏ tËp trung vμo 
c¸c sãng d¹ng sin thùc sù vμ nghiªn cøu mét sè thÝ dô t−¬ng tù 
nh− trong quang häc (Luneberg, 1964). Do viÖc suy diÔn ra c¸c 
ph−¬ng tr×nh xÊp xØ ®· ®−îc thùc hiÖn, nªn kh«ng cÇn thiÕt 
ph¶i ph©n biÖt c¸c biÕn chËm víi c¸c biÕn vËt lý. TÊt c¶ c¸c g¹ch 
ngang trªn ®Çu c¸c biÕn b©y giê sÏ ®−îc lo¹i bá. 

Bμi tËp 1.1: 
Mét ®¹i d−¬ng ph©n hai líp víi mËt ®é ρ  vμ ρ′ , cã ®¸y biÕn 

®æi chËm ),( yxhz −= . MÆt ph©n c¸ch t¹i 0=z , mÆt tù do trung 

b×nh n»m t¹i hz ′= . H·y thùc hiÖn phÐp xÊp xØ rigid−lid vμ 
ph©n tÝch mét chuçi sãng néi, tiÕn b»ng ph−¬ng ph¸p xÊp xØ 
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WKB. Chøng minh r»ng t¹i bËc dÉn ®Çu )(O 0μ , n¨ng l−îng 
2

2
1   AgE ρΔ=  víi ρ′−ρ=ρΔ ,  trong khi quan hÖ t¶n m¸t vμ tèc 

®é nhãm tuÇn tù b»ng: 

khhk
kg

 cth  cth 
  2

ρ+′ρ′
ρΔ=ω , 









ρ+′′ρ′

ρΔ
ω+= )( khhhkh
g

CCg
22

2

csh csh 1
2

. 

Tõ ®iÒu kiÖn kh¶ gi¶i t¹i )(O μ , h·y chøng minh r»ng 

ph−¬ng tr×nh (1.17) lμ ®óng. 

3.2  Lý thuyÕt tia cho c¸c sãng d¹ng sin, nguyªn 
lý Fermat 

NÕu c¸c sãng æn ®Þnh, 0 =∂∂ t/ , th× ph−¬ng tr×nh (1.19) cã 
nghÜa lμ const=ω . Bμi to¸n ë ®©y liªn quan ®Õn c¸c sãng d¹ng 
sin thuÇn tuý theo thêi gian. Tõ ph−¬ng tr×nh (1.17), sù thay 
®æi biªn ®é ®−îc diÔn t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh 

0=⋅∇ )( gEC .                                  (2.1) 

T−ëng t−îng mÆt ph¼ng yx −  ®−îc lÊp ®Çy c¸c vect¬ sè 

sãng k  thay ®æi c¶ ®é lín vμ h−íng qua tõng vÞ trÝ. XuÊt ph¸t 
tõ mét ®iÓm cho tr−íc, ta vÏ mét ®−êng cong tiÕp tuyÕn víi c¸c 
vect¬ k  ®Þa ph−¬ng t¹i mçi ®iÓm däc theo ®−êng cong. §−êng 
cong nh− vËy ®−îc gäi lμ tia sãng vμ nã lu«n vu«ng gãc víi c¸c 
®−êng ®Ønh sãng hoÆc c¸c ®−êng pha ®Þa ph−¬ng const=S . Tõ 
nh÷ng ®iÓm b¾t ®Çu kh¸c nhau cã thÓ vÏ ®−îc c¸c tia sãng kh¸c 
nhau. Hai tia c¹nh nhau lμm thμnh mét kªnh tia (ray channel). 
Xem xÐt mét ®o¹n cña kªnh tia, chóng cã ®é réng t¹i hai ®Çu lμ 

0σd  vμ σd  (h×nh 2.1). TÝch ph©n ph−¬ng tr×nh (2.1) däc theo 

®−êng khÐp kÝn t¹o bëi c¸c biªn cña ®o¹n kªnh tia ®ang xÐt. 
Theo ®Þnh lý ph©n kú cña Gauss vμ thùc tÕ lμ gC  tiÕp tuyÕn víi 

tia sãng, thÊy r»ng, c¸c dßng n¨ng l−îng qua hai ®Çu cña ®o¹n 
kªnh tia lμ nh− nhau 

const0 =σ=σ )( dECdEC gg .                         (2.2) 

Do ®ã, biÕn thiªn cña biªn ®é däc theo tia sãng tu©n theo luËt: 
21
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g                               (2.3) 

trong ®ã tû sè  0σσ dd /  ®−îc gäi lμ nh©n tè t¸ch tia. 

 

H×nh 2.1  S¬ ®å ®o¹n kªnh tia vμ c¸c ®−êng ®¼ng s©u 

VÊn ®Ò b©y giê lμ t×m ra c¸c tia, hay c¸c ®−êng trùc giao cña 
chóng, tøc chÝnh lμ c¸c ®−êng pha const=),( yxS . Khi c¸c tia 

®−îc ®Þnh vÞ vμ biªn ®é sãng t¹i tr¹m 0 ®· biÕt, th× biªn ®é t¹i 
bÊt kú ®iÓm nμo däc theo tia còng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc. 

B×nh ph−¬ng ph−¬ng tr×nh (1.7a), ta thu ®−îc mét ph−¬ng 
tr×nh vi ph©n phi tuyÕn ®èi víi S : 

22 kS =∇       hay      2
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vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh sÏ biÕt ®−îc tõ quan hÖ t¶n m¸t. 
Ph−¬ng tr×nh (2.4) gäi lμ ph−¬ng tr×nh eikonal, ph−¬ng ph¸p 
chung nhÊt ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh nμy lμ ph−¬ng ph¸p c¸c ®−êng 
®Æc tr−ng. D−íi ®©y, chóng t«i sÏ giíi thiÖu mét c¸ch tiÕp cËn 
®¬n gi¶n h¬n. 

Gi¶ sö  )(xy  ®¹i diÖn mét tia cô thÓ; ®é nghiªng cña nã sÏ lμ 

x
S

y
S

dx
dyy

∂
∂

∂
∂==′ . 

Tõ ph−¬ng tr×nh (2.4) suy ra: 
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§¹o hμm cña ph−¬ng tr×nh thø hai ë trªn cho ta: 
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Ph−¬ng tr×nh (2.5) lμ mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng, phi 
tuyÕn ®èi víi tia )(xy . Khi ®iÓm ban ®Çu ®· biÕt, th× ®−êng ®i 

cña tia cã thÓ t×m b»ng c¸ch gi¶i sè trÞ. 

Tr−íc khi ph©n tÝch c¸c thÝ dô cô thÓ, ta cÇn thiÕt lËp sù 
phï hîp gi÷a ph−¬ng tr×nh (2.5) vμ nguyªn lý Fermat næi tiÕng, 
nãi r»ng:  “NÕu 0P  vμ 1P  lμ hai ®iÓm trªn mét tia vμ 

=
1

0

  

P

P

sdkL                                       (2.6) 

lμ mét tÝch ph©n däc theo mét ®−êng dÉn cô thÓ nèi 0P  vμ 1P , 

th× L  lμ mét cùc trÞ nÕu vμ chØ nÕu ®−êng dÉn ®ã trïng víi tia”. 
Tõ ph−¬ng ph¸p cña phÐp tÝnh biÕn ph©n (xem Hildebrand, 
1964, tr. 355), thÊy r»ng phiÕm hμm 

[ ] ′=
1

0

      
P

P

xdxyxyxFL )(),(,                            (2.7) 

sÏ cùc trÞ khi vμ chØ khi F  tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh Euler sau 
®©y: 
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NÕu ta ®Æt 

 ′+=
1

0

  
2121

P

P

xdykL /)(  

vμ x¸c ®Þnh 
21 21 

/)( ykF ′+= , 

th× ph−¬ng tr×nh (2.5) chÝnh x¸c lμ ph−¬ng tr×nh Euler cho 
nguyªn lý Fermat. 

B©y giê ta thÊy ph−¬ng tr×nh eikonal vμ nguyªn lý Fermat 
lμ hai c¸ch diÔn t¶ cña cïng mét sù vËt. Ta sÏ xÐt mét sè tr−êng 
hîp thÓ hiÖn râ øng dông cña h×nh häc tia. ThËt ra, tÊt c¶ c¸c 
tr−êng hîp ®Òu cã b¶n sao cña m×nh trong quang häc 
(Luneberg, 1964). 

3.3  C¸c ®−êng ®¼ng s©u th¼ng vμ song song 

3.3.1 H×nh d¹ng c¸c tia 
Gi¶ sö tÊt c¶ ®−êng ®¼ng s©u song song víi trôc y  vμ do ®ã 

)(xhh =  vμ )(xkk = . Ph−¬ng tr×nh Euler (2.5) sÏ cho: 
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cã nghÜa lμ 
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21 21
,                         (3.3) 

trong ®ã α  lμ gãc gi÷a tia sãng vμ chiÒu d−¬ng trôc x , dÔ dμng 
thÊy ph−¬ng tr×nh (3.2) gièng nh− luËt Snell næi tiÕng: 

00 α==α sinsin kKk    hay    
0

0

CC
α

=α sinsin
,            (3.4) 

ë ®©y, 0k  vμ 0α  tham chiÕu ®Õn mét ®iÓm biÕt tr−íc ),( 00 yx   
trªn tia sãng. Gi¶i ra y′  tõ ph−¬ng tr×nh (3.2), ta cã 

21 22
 

 

/)( Kk
K

xd
yd

−
±= .                               (3.5) 

KÕt qu¶ trªn còng cã thÓ thu ®−îc mét c¸ch ®¬n gi¶n h¬n. 
Thùc vËy, ph−¬ng tr×nh (3.4) chÝnh lμ hÖ qu¶ cña ph−¬ng tr×nh 
(1.18) víi 0 =∂∂ y , trong khi ph−¬ng tr×nh (3.5) nhËn ®−îc tõ 

®Þnh nghÜa h×nh häc mét tia: 

α
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k
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. 

Ph−¬ng tr×nh cña tia sau khi tÝch ph©n sÏ lμ: 
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x Kxk
xdKyy

0

  

21 220  /)(
 .                          (3.6) 

Râ rμng r»ng, mét tia chØ tån t¹i khi 22 Kk > . 

MÆt kh¸c, do ®−êng pha sãng lμ trùc giao víi c¸c tia, ®é 
nghiªng cña nã ph¶i lμ: 

21 221
 

 /)( Kk
Kxd

yd −=  . 

Ph−¬ng tr×nh cña ®−êng pha do ®ã lμ 

 +−=
x

KkxdKy const2122
  

/)( . 

Mét kÕt qu¶ tèt ®· nhËn ®−îc tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (3.5) vμ 
(3.6) cïng víi viÖc kh«ng cã giíi h¹n nμo cho )(xk . C¸c tr−êng 

hîp sau ®©y cho ta nh÷ng ý t−ëng vÒ sù ®a d¹ng cã thÓ x¶y ra. 

Tr−êng hîp 1: Sãng ph¼ng tiÕn ®Õn mét d¶i ®Êt hay mét b·i 
biÓn 

Mét sãng ph¼ng tíi tõ phÝa tr¸i, x∼ ∞− . C¸c tia tíi song 
song vμ tiÕn ®Õn mét luèng ®Êt t¹i 00 <= xx  víi gãc 0α . V×  

kKk <=α00 sin  ë mäi n¬i, gi¸ trÞ c¨n bËc hai 2/122 )( Kk −  lu«n 
lu«n lμ sè thùc, vμ do 0  >xdyd / , nªn ph¶i lÊy dÊu d−¬ng trong 

c¸c ph−¬ng tr×nh (3.5) vμ (3.6). Khi h  gi¶m, th× k  t¨ng vμ 
xdyd   /  gi¶m; vËy, khi tia sãng v−ît qua d¶i ®Êt, tr−íc tiªn nã 

dÇn dÇn tiÕn tíi vu«ng gãc víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u. Sau khi ®Ønh 
v−ît qua, tia sãng kh«ng cßn th¼ng gãc n÷a. C¸c ®−êng dÉn tia 
®−îc ph¸c ho¹ trªn h×nh 3.1. 

Mét tr−êng hîp tíi h¹n, khi ®Ønh cña d¶i ®Êt nh« cao h¬n 
mùc n−íc trung b×nh, th× ë hai phÝa cña d¶i ®Êt lμ b·i biÓn. XÐt 
mét tia víi 0kk =  t¹i 0xx =  ®i tíi tõ phÝa tr¸i víi gãc tíi 0α .  Tia 

tiÕn ®Õn c¸c ®−êng ®¼ng s©u vμ cuèi cïng lao vu«ng gãc vμo 
®−êng bê v× ∞↑k  nÕu 0↓h . 

Sù lùa chän k  d−íi ®©y theo Pocinki (1950) lμ mét m« h×nh 
®Æc biÖt ®èi víi mét b·i biÓn b¾t ®Çu t¹i ax =  vμ kÕt thóc t¹i 
®−êng bê bx = . 

ax
k
k <=      ,1
0

, 
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ThÕ vμo ph−¬ng tr×nh (3.5), ta ®−îc 
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khi ®ã ph−¬ng tr×nh vi ph©n tia trë thμnh 
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vμ rÊt dÔ tÝch ph©n, cho ta: 

2
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β
=η−η+ξ )( c  
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)()( abyybx c

 
Nh− vËy, c¸c tia sãng lμ mét hä c¸c cung trßn cã t©m t¹i 

bx =  vμ cyy = . Tham sè cy  liªn hÖ víi to¹ ®é 0y  t¹i ®ã tia sãng 
c¾t ®−êng ®¼ng s©u t¹i ax = . B»ng c¸ch ®Æt ax =  vμ 0yy =  

trong c«ng thøc cuèi cïng, ta t×m ®−îc 

00  ctg α−−= )( abyyc . 

 

 

 

 

 

H×nh 3.1 Tia sãng v−ît 

qua mét d¶i ®Êt ngÇm: a) 
Thay ®æi cña )(xk ;  b) Tia 

sãng tíi víi minkkK =< 0  

Tr−êng hîp 2: BÉy sãng trªn mét d¶i ®Êt 
NÕu minmax sin kkKk >α=> 00  (h×nh 3.2a), th× c¸c tia sãng chØ 

cã thÓ tån t¹i trong vïng axb << , t¹i ®ã Kk > . Gi¶ sö tia ®ã 
xuÊt ph¸t tõ 0x  víi gãc 0α , 20 0 /π<α< . Tõ 0x  ®Õn a , 

0/ >dxdy  vμ y  ®−îc cho b»ng ph−¬ng tr×nh (3.6) víi dÊu d−¬ng. 
Tia sãng tiÕp cËn ®iÓm ax =  vμ ayy = , ë ®©y 

 −
+=

a

x
a Kk

Kdxyy
0

21220 /)(
 

Víi tr−êng hîp ®¸y kh¸ tho¶i, k  cã thÓ ®−îc khai triÓn 
thμnh chuçi Taylor t¹i l©n cËn ax = : 

⋅⋅⋅+′−+= akaxKk ))(( 222    nÕu ( ) 022 ≠′≡
′

=axa kk )( ,    (3.7) 

tÝch ph©n nμy lμ h÷u h¹n. Tuy nhiªn, ®é nghiªng dxdy /  lμ v« 

h¹n; do ®ã ®−êng ax =  lμ ®−êng bao cña tÊt c¶ c¸c tia sãng vμ 
®−îc gäi lμ mét ®−êng tô tia. Do sù c¾t ngang cña c¸c tia l©n 
cËn, ph−¬ng tr×nh biÕn thiªn biªn ®é (2.3) kh«ng cßn hiÖu lùc. 
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Trong môc 3.3.3 sÏ tr×nh bμy vÒ mét c¸ch xö lý tinh tÕ h¬n ®èi 
víi vïng l©n cËn ®iÓm tô tia. PhÝa sau ®iÓm ),( 0ya  , 0  <xdyd / ; 

tia sãng quay ng−îc l¹i vμ ®−îc diÔn t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh (3.6) 
víi dÊu ©m cho ®Õn khi nã ®¹t tíi ®−êng bx = , ®ã lμ mét ®iÓm 
tô tia kh¸c bao tÊt c¶ c¸c tia. VËy lμ tia sãng uèn ®i, uèn l¹i 
gi÷a hai ®iÓm tô tia trong khi tiÕn theo h−íng chiÒu d−¬ng cña 
trôc y  (h×nh 3.2b). Kh«ng thÓ cã c¸c sãng ®iÒu hoμ ®¬n nμo víi 

K  nh− trªn n»m ngoμi kho¶ng axb << . HiÖn t−îng nμy ®−îc 
gäi lμ bÉy sãng. 

 

 

H×nh 3.2  BÉy sãng trªn mét d¶i ®Êt:  a) thay ®æi cña k  khi sãng v−ît qua d¶i ®Êt; 

b) mét tia bÞ bÉy víi minmax kKk >>  

Nguyªn nh©n bªn ngoμi lμm cho c¸c sãng bÞ bÉy cã thÓ lμ do 
c¸c lùc khÝ quyÓn t¸c ®éng lªn mÆt tù do (khÝ ¸p hoÆc giã). Víi 
nh÷ng gi¸ trÞ cao cña )minkK >(  sÏ kh«ng cã mét sãng ®¬n ®iÒu 

hoμ nμo ë ngoμi d¶i ®Êt. Theo c¬ chÕ tuyÕn tÝnh, th× kh«ng thÓ 
kÝch ho¹t sãng d¶i ®Êt b»ng mét sãng ®¬n ®iÒu hoμ tõ bÊt kú 
phÝa nμo cña d¶i ®Êt. 

Tr−êng hîp 3: M¸ng ngÇm 
Víi mét m¸ng nèi hai phÝa cã ®é s©u b»ng nhau, )(xk thay 

®æi nh− trªn h×nh 3.3a. NÕu mét sãng tíi cã =α= 00 sinkK  

minkK <2 , nã sÏ ®æi h−íng, lóc ®Çu uèn cong vÒ phÝa trôc m¸ng, 

sau ®ã rêi xa trôc m¸ng vμ v−ît qua m¸ng vÒ phÝa bªn ph¶i nh− 
trªn h×nh 3.3b. Tuy nhiªn, nÕu 1KK =  lμ ®ñ lín, th× kh«ng tia 
nμo cã thÓ tån t¹i trong vïng Kk <  vμ ®−êng 1xx = , n¬i 

11 Kxk =)(  lμ mét ®iÓm tô tia. Tia sãng khi ®ã ®ã ph¶i quay l¹i 
phÝa mμ nã xuÊt ph¸t. Víi minkk >0  cè ®Þnh, mét gi¸ trÞ ®ñ lín 
cña K  cã thÓ ®¹t ®−îc nÕu gãc tíi 0α  kh¸ gÇn víi 2/π . Tia tíi 

khi ®ã t¹o mét gãc nhän cùc nhá víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u; hiÖn 
t−îng nμy gäi lμ l−ít tíi. T¹i gi¸ trÞ tíi h¹n minsin kk =α00 , tia 

tíi trë thμnh suýt so¸t song song víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u. 

3.3.2  Sù biÕn thiªn biªn ®é 
Trong tr−êng hîp ®¬n gi¶n nμy, 0 =∂∂ y/  vμ ph−¬ng tr×nh 

(2.1) cã thÓ ®−îc tÝch ph©n vμ ta ®−îc 

const
2
1 2

  =αρ=α coscos gg CAgEC .                 (3.8) 

Gi¶ sö chØ sè ( )0 chØ c¸c gi¸ trÞ t¹i ®é s©u tham chiÕu 0h , 

khi ®ã tû sè biªn ®é sÏ lμ: 
21 

00

0

/

cos
cos)(













α
α

=
g

g

C
C

A
A

=
21  

0

0

0

2 sh21

2 sh21

 

 

/

/
)/(

cos
cos









+
+

α
α

khkh
khkh

k
k

.   (3.9) 
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H×nh 3.3  C¸c tia sãng trªn mét m¸ng ngÇm 

Trong vïng n−íc rÊt n«ng, 1>αcos , 21 /)(ghCCg ≅≅  vμ  

( ) 4121

0
0

// )(cos −α≅ ghC
A
A

g ,                         (3.10) 

vËy biªn ®é t¨ng khi ®é s©u gi¶m. Sù phô thuéc mò 4/1  th−êng 
®−îc gäi lμ ®Þnh luËt Green. KÕt hîp víi b−íc sãng gi¶m, 

])([ / 21 
  

−ω≅ hgk , ®é dèc sãng sÏ t¨ng khi ®é s©u gi¶m theo luËt 
4/3−∝ hkA . Víi ®é s©u ®ñ nhá, gi¶ thiÕt sãng biªn ®é nhá lμ c¬ së 

cña lý thuyÕt sãng tuyÕn tÝnh kh«ng phï hîp n÷a vμ c¸c hiÖu 
øng phi tuyÕn trë nªn quan träng. Víi mét b·i biÓn cã ®é 
nghiªng ®¸y kh«ng ®æi, gi¶ thiÕt 11

   <<−khxdhd )/(  ®Æc tr−ng 

trong ph−¬ng ph¸p WKB còng ®æ vì hoμn toμn. Trong nh÷ng 
®iÒu kiÖn cô thÓ sÏ bμn ë ch−¬ng 10, c¸c sãng tiÕn cã thÓ ®æ ë 
vïng n−íc rÊt n«ng. Víi sãng tíi ®æ bé vu«ng gãc vμo b·i biÓn 
ph¼ng, nh÷ng thÝ nghiÖm cña Eagleson (1956) ®· kh¼ng ®Þnh 

ph−¬ng tr×nh (3.9) ®óng ®Õn d¶i sãng ®æ ®Çu tiªn. 

3.3.3  L©n cËn ®−êng tô tia 

Sù thiÕu xãt cña phÐp xÊp xØ tia cã thÓ dÔ dμng kh¾c phôc ë 
l©n cËn ®−êng tô tia. D−íi gãc ®é c¸c biÕn chËm ®· ®Þnh nghÜa 
trong ph−¬ng tr×nh (1.2), ta ®Æt trôc y  trïng ®−êng tô tia, c¸c 

tia tíi vμ ph¶n x¹ ë phÝ tr¸i cña ®−êng nμy. Khi ®ã ë l©n cËn 
®iÓm 0=x , ta cã thÓ xÊp xØ 

xKk  
22 γ−≅   víi   0>γ ,                       (3.11) 

®¶m b¶o dxdk /  kh«ng bÞ triÖt tiªu t¹i 0=x . Suy ra 

21 
1  

/)( xk γ−=   vμ  23 21 
1    

3
2 // )( xxdk −γ−= ,             (3.12) 

trong ®ã 1k  lμ thμnh phÇn theo trôc x  cña k .  

Theo phÐp xÊp xØ tia (3.9), ta cã 

4141

21 

0 

21 

0 

1
0   

 

 
//

//

)()( −−

=

γ−τ≡γ−

















= xx

C
K

k
kC

AA
xg

g .         (3.13) 

MÆt tù do ë phÝa tr¸i cña ®−êng tô tia lμ 

















−

μ
γ+








−

μ
γ−γ−τ=η μ− 23

21
23

21
 41

3
2

3
2

  
/

/
/

/
// )(exp)(exp)( xiRxiex yiK  

(3.14) 

trong ®ã sè h¹ng thø nhÊt trong dÊu ngoÆc nhän lμ sãng tíi vμ 
sè h¹ng thø hai lμ sãng ph¶n x¹ víi biªn ®é phøc R  ch−a biÕt. 

Tõ kÕt qu¶ trªn cho thÊy biªn ®é t¨ng kh«ng giíi h¹n khi 
0→x . Do ®ã, mét lý côc bé hoμn thiÖn thªm cho vïng gÇn 

®−êng tô tia ph¶i duy tr× ®¹o hμm bËc cao nhÊt cña biªn ®é theo 
x . ThÕ biÓu thøc 









μ
ω−

μ
+

ω
−=Φ tiyKi

kh
hzkxXgi       

 
 ch

 ch exp)()(
              (3.15) 
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vμo ph−¬ng tr×nh (1.3) vμ gi÷ l¹i c¸c thμnh phÇn chñ ®¹o vμ c¸c 
®¹o hμm bËc cao nhÊt theo x , ta ®−îc 

0222 ≅−+μ XKkX xx )( .                         (3.16) 

B©y giê th× ( 22 Kk − ) sÏ ®æi dÊu t¹i 0=x , nhËn dÊu d−¬ng 
khi 0<x , ©m khi 0>x . NghiÖm sÏ lμ dao ®éng khi 0<x  vμ ®¬n 
®iÖu khi 0>x . §iÓm 0=x  trong ph−¬ng tr×nh to¸n lý ®−îc gäi lμ 
mét ®iÓm ngoÆt. TÝnh tíi ph−¬ng tr×nh (3.11), tõ ph−¬ng tr×nh 
(3.16), ta cã 

0  2 ≅γ−μ XxX xx .                              (3.17) 

§©y lμ mét phÐp xÊp xØ tèt trong vïng 32 /)(O μ=x , cã nghÜa 

lμ )(O / 31−μ=x . Víi biÕn míi 
3231

 
// −μγ=σ x ,                                 (3.18) 

ph−¬ng tr×nh (3.17) trë thμnh ph−¬ng tr×nh Airy 

0 =σ−σσ XX                                  (3.19) 

cã nghiÖm tæng qu¸t lμ  
)(Bi)(Ai σ+σ=   baX .                          (3.20) 

Hμm Airy Ai  ®· ®−îc vÏ trong h×nh 1.5, ch−¬ng 2. Ta còng 
biÕt r»ng, víi   σ  lín 

∞σ





 σ−σ

π
σ − ~,exp~)( //

/      
3
2

2
1 2341

21
  Ai               (3.21a) 

−∞σ



 π+σ−σ−

π
− ~,)(sin)(~ //

/      
43

21 2341
21

           (3.21b) 

vμ 

∞σ





 σσ

π
σ − ~,exp~)( //

/      
3
2

2
1 2341

21
 Bi                 (3.22a) 

−∞σ



 π+σ−σ

π
− ~,)(cos~ //

/      
43

21 2341
21

               (3.22b) 

NÕu kh«ng cã nh÷ng ®−êng tô tia kh¸c hoÆc c¸c biªn cøng 
kh¸c trong vïng 032 >μ= /)(Ox , th× nghiÖm )(σBi  ph¶i ®−îc lo¹i 

bá; vËy 
μσ=η /)( yiKeAia  

   .                              (3.23) 

HÖ sè a  vμ biªn ®é R  cña sãng ph¶n x¹ ph¶i ®−îc t×m b»ng 
c¸ch xøng hîp ph−¬ng tr×nh (3.23) víi (3.14) víi 1>>σ− . Víi 
ph−¬ng tr×nh (3.21b) ta viÕt ph−¬ng tr×nh (3.23) thμnh 

μ

−










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

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 π−−
μ
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


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
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μ

γ×

×







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γ−

π
≅η
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/

/
/

/

/

/

/

)(exp)(exp yikeixiixi

x
i
a

 23
21

23
21

41 

32

31

21

 
43

2
 

43
2

 

2
    

(3.24) 

cho tr−êng hîp σ~ ∞− . Ph−¬ng tr×nh (3.14) vμ ph−¬ng tr×nh 
(3.24) b©y giê cÇn ®−îc xøng hîp, do ®ã: 

61421    2 /// )( −π μγτπ−= ieia ,                        (3.25a) 

vμ 
2 /π−= ieR .                                   (3.25b) 

Víi mét sãng tíi cho tr−íc t¹i 0xx = , τ  ®· biÕt. HÖ sè α  cã 

thÓ t×m ®−îc ngay. ThËt thó vÞ lμ biªn ®é lín nhÊt b©y giê lμ 
h÷u h¹n vμ xuÊt hiÖn phÝa tr−íc ®−êng tô tia. Sãng ph¶n x¹ cã 
cïng biªn ®é nh− sãng tíi, nh−ng kh¸c pha π2

1 . 

§èi víi mét r·nh ngÇm cã thÓ cã hai ®−êng tô tia song song. 
NÕu kho¶ng c¸ch gi÷a chóng kh«ng qu¸ lín, th× hiÖu øng d− 
cña Ai(σ) tõ ®−êng tô tia phÝa tr¸i cã thÓ x©m nhËp sang ®−êng 
tô tia phÝa ph¶i, t¹o ra sãng thÊm qua. ViÖc xö lý t−¬ng tù víi 
®−êng tô tia bªn ph¶i còng sö dông c¶ Ai  vμ Bi . Mét tr−êng 
hîp kh¸c, nÕu 0  

2 =xdkd / , cßn 0222
 ≠xdkd /  sÏ phøc t¹p h¬n 

nhiÒu, nh−ng vÒ nguyªn t¾c vÉn cã thÓ ph©n tÝch ®−îc b»ng 
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c¸ch biÕn thÓ ph−¬ng tr×nh (3.11). 

3.4  C¸c ®−êng ®¼ng s©u d¹ng cung trßn 

Líp bμi to¸n nμy lÇn ®Çu tiªn ®−îc Arthur (1946) nghiªn 
cøu ®èi víi tr−êng hîp sãng trªn n−íc; nh÷ng thÝ dô t−¬ng 
®−¬ng còng thÊy trong quang häc (Luneberg, 1964). 

3.4.1 H×nh d¹ng c¸c tia 
Trong hÖ to¹ ®é cùc ),( θr , ®é s©u n−íc, vμ do ®ã, ®é lín cña 

vÐct¬ sè sãng, chØ phô thuéc vμo r , tøc )(rhh = , )(rkk = . Muèn 

cã ph−¬ng tr×nh Euler cho tia, ta xuÊt ph¸t tõ nguyªn lý 
Fermat vμ cùc trÞ ho¸ tÝch ph©n 

drrrkL 21221 
/)()( θ′+= ,                          (4.1) 

ë ®©y drd /θθ ≡′ . Do ®ã, ph−¬ng tr×nh Euler sÏ lμ 

[ ] 01
21 22

 

  

=






 θ′+

θ′∂
∂ /( rk

rd
d

, 

hay  

κ==
θ′+
θ′

const
1 21 22

22
 

/)( r
rk

                            (4.2) 

däc theo mét tia, trong ®ã κ lμ h»ng sè ®Æc tr−ng cho tia ®ã. 
Gi¶i víi Èn lμ θ′ , ta ®−îc 

21 222 

  

 

 

/)( κ−
κ±

=θ
rkrrd

d
.                           (4.3) 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n nμy cã thÓ tÝch ph©n mét c¸ch th«ng 
th−êng cho ta  

 κ−
κ±=θ−θ

r

r rkr
rd

0
 

 

21 2220    /)(
                     (4.4) 

trong ®ã 0r  vμ 0θ  tham chiÕu ®Õn ®iÓm ®· biÕt mμ tia sãng ®· ®i 

qua. 

§é lín cña h»ng sè κ lμ bao nhiªu? Theo h×nh (4.1), ph−¬ng 
tr×nh (4.2) cã thÓ viÕt l¹i nh− sau: 

 

 

 

H×nh 4.1  §¸y tr¬n víi c¸c ®−êng 

®¼ng s©u d¹ng cung trßn 

α=θ=
θ+

θ=κ sin
)( / rk

sd
rdrk

drrd
drrk  

 

 
 

  

  
 

21 222
               (4.5) 

víi α  lμ gãc gi÷a tia vμ vect¬ (b¸n kÝnh) ph¸p tuyÕn víi ®−êng 
®¼ng s©u t¹i ®iÓm mμ tia c¾t ®−êng ®¼ng s©u. NÕu t¹i ®iÓm 

00  θ,r  gãc tíi lμ 0α=α , th× 

000 α=κ sinrk                                      (4.6) 

VËy h»ng sè κ  ®−îc x¸c ®Þnh b»ng vÞ trÝ vμ h−íng ban ®Çu tia 
sãng. 

T−¬ng ph¶n víi tr−êng hîp c¸c ®−êng ®¼ng s©u th¼ng vμ song 
song, r  xuÊt hiÖn ë phÝa ph¶i cña c«ng thøc Snell (4.5) nh− mét 
nh©n tè thªm vμo. §Ó hiÓu râ sù kh¸c biÖt nμy, ta kh¶o s¸t mét 
c¸ch ®¬n gi¶n tr−êng hîp ®¸y cã ®é s©u biÕn ®æi tõng nÊc ®èi xøng 
to¶ tia, tøc 

3 2 1        const 1 ,,,, =≤≤== − irrrkk iii . 

ë ®©y c¸c chØ sè 1, 2, 3 chØ c¸c vïng chø kh«ng ph¶i lμ c¸c thμnh 
phÇn cña vect¬. XÐt mét tia ®i qua c¸c vïng 1, 2 vμ 3 (xem h×nh 
4.2). Tia nμy ë vïng i  rêi khái ®iÓm gi¸n ®o¹n t¹i 1−= irr  d−íi 
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mét gãc 1−α i  vμ tíi t¹i  irr =  víi gãc iα′ , lμ mét ®o¹n th¼ng trong 

kho¶ng nμy. ¸p dông luËt Snell t¹i mèi nèi 1rr = , ta ®−îc 

1211 sinsin αα kk =′ .                              (4.7) 

Ph¶i chó ý r»ng lμ 21 α′≠α ; thùc tÕ tõ h×nh 4.2 cã thÓ thÊy r»ng 

AC
r

AC
AB

AC
r

AC
CD θΔ

==α′θΔ
==α 1

2
2

1       sin,sin , 

v× vËy    

2211 α′=α sinsin rr .                               (4.8) 

KÕt hîp ph−¬ng tr×nh (4.8) víi ph−¬ng tr×nh (4.7), ta cã 

222112111 α′=α=α′ sin)sin(sin rkrkrk . 

Râ rμng, lËp luËn t−¬ng tù cã thÓ më réng cho c¸c vßng tiÕp 
theo, v× thÕ constsin =′nnnrk α , ®©y chÝnh lμ d¹ng gi¸n ®o¹n cña 

ph−¬ng tr×nh (4.5). Nh− vËy, sù xuÊt hiÖn cña r  lμ do sù uèn 
cong cña c¸c ®−êng ®¼ng s©u. 

 

H×nh 4.2  §¸y d¹ng cung trßn tõng nÊc 

Tõ ph−¬ng tr×nh (4.4), râ rμng c¸c tia chØ tån t¹i trong c¸c 
vïng mμ 222 κ>rk . B¸n kÝnh tíi h¹n t¹i ®ã b»ng 

*
222           , rrrk ==κ                             (4.9) 

sÏ ®−îc ký hiÖu b»ng *r  vμ t−¬ng øng víi θ  lμ *θ  víi 

 −
±=−

*

0

2/12220* )(
  r

r rkr
dr
κ

κ
θθ .                     (4.10) 

Tõ ph−¬ng tr×nh (4.3), 0=θddr /  t¹i ),( ** θr ; tia nμy hoÆc lμ 

gÇn nhÊt hoÆc lμ xa nhÊt so víi gèc. ViÖc chän dÊu trong c«ng 
thøc trªn ®©y cã thÓ ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch xem xÐt dÊu cña 

θ  drd /  nh− sÏ minh ho¹ trong c¸c thÝ dô d−íi ®©y. 

Ta sÏ rót ra ph−¬ng tr×nh cho c¸c ®−êng h»ng sè pha. Ký 
hiÖu tia b»ng )(θ= fr  vμ ®−êng h»ng sè pha b»ng )(θ= gr , sö 

dông mét thùc tÕ lμ hai ®−êng nμy trùc giao, ta ®−îc 

[ ] [ ] 0=θ−∇⋅θ−∇ )()( grfr , 

hay 

f
rg
′

−=′
2

. 

V× 

2/1222 )()0( κ
κ

−±=′ rkrf    

ph−¬ng tr×nh vi ph©n cho mét ®−êng pha sÏ lμ 

21 222

 

 

 

/)( κ−
κ±=

θ rk
r

d
rd

                           (4.11) 

Ph−¬ng tr×nh nμy cã thÓ ®−îc tÝch ph©n cho ta 

const21 222 =κ−±κθ  /)( rk
r
rd

.                 (4.12) 

B©y giê ta kh¶o s¸t mét vμi kiÓu cña k  ®Ó lμm s¸ng tá ý 
nghÜa vËt lý. 

Tr−êng hîp 1: ∞<< rk  0  vμ rk  ®¬n ®iÖu theo r  
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Trong vïng n−íc rÊt n«ng, k ~ 2/1−h ; ta cã 0 →rk  khi 0→r  
ngay khi 021

 →− /hr . Mét b·i c¹n d¹ng cung trßn còng thuéc 
d¹ng nμy. Gi¶ sö ®iÓm ),( 000  θrP  lμ ®iÓm ban ®Çu. Khi ®ã 

 κ−
κ−=θ−θ

r

r rkr
dr

0

212220  
   /)(

,                    (4.13) 

ë ®©y dÊu ©m ®−îc chän v× 0  <θdrd / . Ph−¬ng tr×nh nμy hîp lÖ 
®Õn tËn ®iÓm *P , t¹i ®©y *rr =  lμ nhá nhÊt. PhÝa ngoμi ®iÓm nμy 

tia ®−îc cho b»ng biÓu thøc 

 κ−
κ

=θ−θ
r

r rkr
rd

*

/* )( 21222
 

    
,                       (4.14) 

ë ®©y dÊu d−¬ng ®−îc chän. V× tia ®èi xøng qua vect¬ b¸n kÝnh 

*θ=θ , ta cã thÓ s¸t nhËp c¶ hai nh¸nh cña tia vμo mét ph−¬ng 

tr×nh 

 κ−
κ

=θ−θ
r

r rkr
rd

*

/* )( 21222 

    

                     (4.15) 

H×nh d¹ng cña tia ®−îc vÏ trªn h×nh 4.3. 

Gi¶ sö cã mét sãng tíi ph¼ng ®i tõ x ~ ∞−  vÒ phÝa mét vïng 
n−íc n«ng d¹ng cung trßn. PhÝa ngoμi 0rr = , ®¸y ®−îc gi¶ thiÕt 
n»m ngang, tøc 0kk =  víi 0rr > . C¸c tia tíi lóc ®Çu song song 

víi trôc x . Trong sè c¸c tia nμy, nh÷ng tia nμo lóc ®Çu n»m 
ngoμi r×a 0ry ≤  sÏ kh«ng c¾t ®−êng trßn 0rr =  vμ tiÕn tiÕp tôc, 

kh«ng bÞ chÖch h−íng. Ta xÐt mét tia ban ®Çu n»m trong 
kho¶ng 00 <<− yr  ®i vμo vïng n«ng víi mét gãc 0α  víi vect¬ 

b¸n kÝnh; tr−íc tiªn nã sãng uèn cong vÒ t©m vμ sau ®ã, khi ®¹t 
®−îc gi¸ trÞ nhá nhÊt *r  l¹i xa dÇn t©m. V× tia sãng ph¶i ®èi 
xøng qua vÐct¬ b¸n kÝnh nhá nhÊt *θ=θ , nªn gãc gi÷a tia ®i ra 
víi vÐct¬ b¸n kÝnh t¹i ®iÓm tho¸t ra ph¶i b»ng 0α−π  (xem h×nh 
4.3). Gi¶ sö gãc tæng céng mμ tia ®· bÞ lÖch h−íng lμ β . Râ rμng 

00 θ′+α−π=β , 

trong ®ã −θ′0  h−íng t¹i ®iÓm, n¬i tia sãng tho¸t khái vïng 

n«ng: 

 κ−
κ

=θ−θ′
0

 
212220

r

r rkr
dr

*

/* )(
. 

 

H×nh 4.3  Vïng n−íc n«ng ngÇm: a) ®Þa h×nh;  

b) biÕn thiªn kr theo r ; c) hμnh vi cña tia 

Mét c¸ch t−¬ng tù, c¸c tia ®i vμo vïng n−íc n«ng tõ kho¶ng 

00 ry <<  lóc ®Çu sÏ uèn cong vÒ phÝa t©m vïng n«ng, sau ®ã xa 

dÇn khái t©m cña vïng n«ng. Nh− vËy, ë phÝa sau cña vïng 
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n«ng, c¸c tia tõ hai phÝa ®èi diÖn cña trôc x  sÏ c¾t nhau vμ c¸c 
sãng tiÕn liªn quan tíi c¸c tia nμy sÏ giao thoa. ThÝ dô, t¹i ®iÓm 
bÊt kú trªn phÇn d−¬ng trôc x  biªn ®é tæng céng t¨ng gÊp ®«i v× 
c¸c tia ®¬n ®èi xøng. T¹i mét ®iÓm kh«ng n»m trªn trôc x , c¸c 
tia c¾t nhau cã thÓ giao thoa theo kiÓu triÖt tiªu hay kiÓu céng 
thªm tuú thuéc vμo c¸c pha sãng. 

XÐt c¸c tia tõ cïng mét phÝa cña trôc x, thÝ dô 00 <<− yr . 
Do kh«ng chÖnh h−íng vμ 0=β  ®èi víi hai gi¸ trÞ cùc trÞ cña 

0α : π  (th¼ng gãc ®i vμo) vμ 2/π  (song song ®i vμo), vμ do 0>β  
®èi víi c¸c gi¸ trÞ trung gian cña 0α , nªn ph¶i cã mét cùc ®¹i 
d−¬ng cña β . T−¬ng tù, mét tia tiÕn vμo nöa phÝa trªn cña vïng 
n«ng ph¶i cã mét cùc ®¹i ©m cña β . Suy ra, mét chïm tia tõ 

cïng mét phÝa cña trôc x ph¶i c¾t nhau vμ c¾t c¸c tia tõ phÝa 
bªn kia cña trôc x . Mét ®−êng tô quang tùa mòi nhän sÏ sinh 
ra ë phÝa sau cña vïng n«ng vμ ta ph¶i x©y dùng mét gi¶i ph¸p 
côc bé phøc t¹p h¬n so víi trong môc 3.3.3 ®Ó nhËn ®−îc biªn ®é 
h÷u h¹n. 

Tr−êng hîp 2: kr  lóc ®Çu gi¶m ®Õn mét gi¸ trÞ cùc tiÓu, sau 
®ã t¨ng lªn 

§©y lμ tr−êng hîp c¸c ®¶o trßn víi ®−êng bê t¹i br =  (xem 
h×nh 4.4). Gi¶ sö 0↓h  khi 0↓− br , khi ®ã tõ quan hÖ t¶n m¸t 

2/1−↓ hk  vμ 2/1−↑ bhkr . 

T¹i gi¸ trÞ r  lín, rkkr 0→ . TÊt c¶ c¸c tia tíi c¾t vßng trßn 

ngoμi ar =  cã   κ  nhá h¬n ak0 .  Nh÷ng tia ®ñ gÇn víi trôc ®¶o 

sÏ tho¶ m·n 22
min)(kr<κ , thμnh thö chóng tiÕn tíi bê mét c¸ch 

b×nh th−êng. Tuy nhiªn, nh÷ng tia xa trôc ®¶o h¬n sÏ tho¶ m·n 
2

0
22 )()( min akkr <κ<  vμ sÏ bÞ ®¶o kh−íc tõ, kh«ng tiÕp cËn ®−îc 

bê. Tia tíi h¹n lμ tia cã gãc C
00 α=α , trong ®ã =αC

0sin  

00rkkr /)( min . 

Tr−êng hîp 3: BÉy sãng  trªn r·nh ®Êt h×nh xuyÕn 

NÕu ®é s©u biÕn ®æi nh− trªn h×nh 4.5a, th× mét cùc ®¹i ®Þa 
ph−¬ng cña kr  cã thÓ ®¹t t¹i mét r  h÷u h¹n nμo ®ã. Mét tia 
xuÊt ph¸t t¹i 00  ,θr , víi gãc nghiªng  πα <0 , lóc ®Çu ®−îc cho 

b»ng 

 κ−
κ

=θ−θ
r

r rkr
rd

0
 

    

212220 /)(
 

 

H×nh 4.4  §¶o trßn. a) ®Þa h×nh;  b) biÕn thiªn rk  theo r ;  c) hμnh vi tia 
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sao cho 0  >θdrd /  cho ®Õn tËn 11  θ′=θ= ,rr . Sau ®ã tia nμy quay 

trë l¹i r  lín h¬n víi  

 κ−
κ−

=θ′−θ
r

r rkr
rd

1
 

    

212221 /)(
, 

vμ tiÕn theo chiÒu kim ®ång hå, dËp dên gi÷a hai ®−êng trßn tô 
tia 1rr =  vμ 2rr = . C¸c lËp luËn tr−íc ®©y cho thÊy r»ng, tia 
sãng ®èi xøng qua vect¬ b¸n kÝnh 1θ′=θ  vμ 2θ′ , vμ v.v... Râ rμng 

r»ng h×nh d¹ng cña tia lÆp l¹i sau mçi kho¶ng: 

 −
=Δ

2

1

2/1222 )(
   2
r

r rkr
dr

κ
κθ . 

 

H×nh 4.5  C¸c sãng bÞ bÉy trªn mét r·ng ®Êt h×nh xuyÕn. a) ®Þa h×nh;  b) biÕn thiªn 

rk  theo r ;  c) hμnh vi tia 

Ngoμi ra, nÕu θΔ  lμ mét béi sè h÷u tØ cña 2π, th× tia sÏ quay 
l¹i ®iÓm gèc cña nã vμ t¹o thμnh mét ®−êng cong khÐp kÝn. Nh− 
vËy, ®iÒu kiÖn 

...,,,,,  3 2 1     
2

==
π
θΔ nm

m
n

 

x¸c ®Þnh “c¸c gi¸ trÞ riªng” cña dao ®éng tù do bÞ bÉy trªn r·nh 
®Êt. C¸c sãng ng¾n hoÆc c¸c sãng khÝ t−îng trùc tiÕp cã thÓ kÝch 
ho¹t c¸c mèt nμy, t¹o mèi nguy hiÓm tiÒm tμng cho c¸c c«ng 
tr×nh biÓn ®−îc x©y dùng trªn r·nh ®Êt. 

3.4.2  BiÕn ®æi biªn ®é 

XÐt nh©n tè ph©n t¸ch tia ®èi víi mét sãng ph¼ng tiÕn ®Õn 
mét vïng trßn khóc x¹ cã 0rr ≤ . §Æt c¸c tia tíi song song víi 

chiÒu ©m cña trôc x . Tõ h×nh (4.3) nhËn thÊy r»ng 

00 β+π=θ  

víi 00 α−π=β . Tõ ph−¬ng tr×nh (4.4) rót ra 

 κ−
κ

±β+π=θ
r

r rkr
dr

0

212220  

  
/)(

,                   (4.16) 

trong ®ã 

000000  β=α=κ sinsin rkrk  

vμ mét tia t¸n x¹ ®−îc ®Æc tr−ng b»ng ®iÓm ®i vμo 00  θ,r  hoÆc 

0β  cña nã. 

XÐt hai tia c¹nh nhau víi c¸c gãc tíi h¬i kh¸c nhau mét 
chót lμ 0β  vμ 00 β+β d . Tõ h×nh 4.6, ta cã t¹i ®−êng trßn 0rr <  

bÊt kú 

const0
0 

=








β∂
θ∂ββ=βθ=β=σ

r

drrdABd coscoscos  

v× θd  ®−îc ®o däc theo ®−êng trßn b¸n kÝnh r . T¹i vßng trßn 



 54

ban ®Çu  0rr = , 0β=θ dd  vμ 

0000000 ββ=β=σ coscos drBAd  

Nh− vËy nh©n tè ph©n t¸ch lμ 

tr
r
r

d
d

cons0000 =








β∂
θ∂

β
β=

σ
σ
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cos

. 

V× const=κ=βsinkr  vμ  

212

1

/
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








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/
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r
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d
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        (4.17) 

trong ®ã 0β∂θ∂ cã thÓ thu ®−îc tõ ph−¬ng tr×nh (4.16). 

 

H×nh 4.6  Hμnh vi cña tia sãng tiÕn tíi c¸c ®−êng ®¼ng s©u trßn 

ThÝ dô mÉu: Mét ®¶o trßn (Pocinki, 1950) 

LÊy  

,,

,,
)/(ln
)/(ln

rark

arb
br
baakkr

<=

<<=

                     

       
 
 

0

0                        (4.18) 

sao cho ®−êng bê trïng víi br =  vμ ch©n ®¶o trïng víi ar = .  
Sù biÕn thiªn thÓ hiÖn trªn h×nh (4.7a). ë gÇn bê br = , ®é s©u 

nhá, h ~ 2−k ~ brr /ln 22  vμ rdhd   / ~ 0  khi br → . VËy b·i biÓn rÊt 
ph¼ng. Râ rμng r»ng trong tr−êng hîp nμy tÊt c¶ c¸c tia ®i vμo 
ch©n ®¶o thùc sù c¾t ®−êng bê víi mét gãc vu«ng. 

Víi k  chän nh− vËy, ph−¬ng tr×nh tia dÔ dμng tÝnh ph©n: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

=

= α−

α
=θ−θ±

rr

ar brakbaak

akbrdbr
212

0
22

0
22

0

00
0

  
/

/lnsin/ln

sin/ln/ln
,   (4.19) 

ë ®©y dÊu + (–) lμ chän cho c¸c tia ®i vμo vïng n−íc n«ng ë gãc 
phÇn t− thø hai (thø ba). NÕu ®Æt 

b
rbaD ln,

sin
)/ln( =ρ

β
=       

0

,                        (4.20) 

ta viÕt l¹i vμ tÝch ph©n ph−¬ng tr×nh (4.19): 

( ) ( ) 





 −−






 −=

ρ−
ρρ=θ−θ±

)/ln(

)/ln(

//

/ lnln
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ba b
rD

b
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D
d 21

22

21
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21220 . 

(4.21) 

hay t−¬ng ®−¬ng víi 

( )
212 21

22
0

2

/
/

lnln










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







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

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



 −−θ−θ±−=

b
aDD

b
r
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Chia hai vÕ cho )/ln( ba , cuèi cïng ta cã 
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00
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0
0

0
2        ctgcosec  

  

 β+π=θ
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





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
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




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θ−θ
±−β= ,

)/(ln)/(ln
)/(ln

/

baba
br

, 

(4.22) 

biÓu thøc nμy ®−îc vÏ trªn h×nh 4.7c (theo Pocinki). 

 

H×nh  4.7  §¶o trßn (Pocinki): (a) ®¸y;   (b) kr theo r ;  (c) h×nh tia sãng; (d) h×nh 

vÏ cùc cña ( ) 2/1
0 / σσ dd  t¹i bê br =  

Gi¶ sö ),( hhr θ  lμ ®iÓm mμ tia phÝa ngoμi cïng ®i vμo vïng 
n−íc n«ng ë gãc phÇn t− thø ba ,( π=β 2

1
0  tøc )π=θ 2

3
0  c¾t 

®−êng bê. V× 10 =βsin  vμ 0ctg 0 =β , tõ ph−¬ng tr×nh (4.21), ta cã 

b
a

b ln=π−θ
2

3
. 

V× 2
3π>θb  nªn ®· chän dÊu céng. T−¬ng tù, tia ngoμi cïng 

®i vμo vïng n−íc n«ng ë gãc phÇn t− thø hai ,( π−=β 2
1

0  tøc 
)π=θ 2

1
0  c¾t ®−êng bê t¹i ®iÓm br =  vμ 

b
a

b ln−π=θ′
2

. 

NÕu 2/)/ln( π<ba , th× cã mét phÇn ®−êng bê trong kho¶ng 
[ ] )/(ln/)/(ln/ baba   22 −π<θ<−π−  bÞ che khuÊt khái c¸c sãng 

tíi, kho¶ng nμy ®−îc gäi lμ bê khuÊt (Arthur, 1946). 
NÕu 2 /)/(ln π>ba , th× c¸c tia tõ phÝa nμy cña trôc sÏ c¾t c¸c 

tia t−¬ng øng ë phÝa kia t¹i phÇn khuÊt cña ®¶o. Biªn ®é kÕt qu¶ 
cã thÓ tÝnh b»ng c¸ch céng sãng vμ tÝnh to¸n chÝnh x¸c c¸c pha. 
T¹i gi¸ trÞ 2 /)/(ln π=ba  hay 81,4)/( ≅ba , th× c¸c tia ngoμi cïng 

tõ c¶ hai phÝa cña trôc sÏ gÆp bê t¹i 0=θ ; vμ bê khuÊt sãng sÏ 
biÕn mÊt. 

§Ó t×m nh©n tè ph©n t¸ch, ta l¹i xÐt c¸c tia ®i vμo tõ gãc 
phÇn t− thø ba. LÊy vi ph©n ph−¬ng tr×nh (4.21) phï hîp víi 
ph−¬ng tr×nh (4.17), ta ®−îc 
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B©y giê tõ ®Þnh nghÜa ®èi víi D  ta thÊy 

0
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Sau mét sè phÐp to¸n ®¹i sè, ta ®−îc 
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/sin
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sin

)/(ln
R

ba            (4.23) 

trong ®ã 
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)/(ln
)/(ln

ba
brR

 

 ≡ . 

Do ®ã nh©n tè ph©n t¸ch lμ 

[ ]


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   (4.24) 

víi 0β∂θ∂ /  ®−îc x¸c ®Þnh theo ph−¬ng tr×nh (4.23). C¨n bËc hai 

cña ph−¬ng tr×nh (4.24) ®−îc ph¸c ho¹ víi br =  trªn h×nh 4.7d. 

C¸ch tiÕp cËn trong c¸c môc 3.3 vμ 3.4 lμ c¸ch tiÕp cËn b¸n 
nghÞch ®¶o, trong ®ã gi¶ ®Þnh mét sè d¹ng thÝch hîp cña k  vμ 
biÕn thiªn cña ®é s©u ph¶i ®−îc t×m tõ quan hÖ t¶n m¸t. Nh− 
vËy, víi nh÷ng tÇn sè kh¸c nhau, cïng mét k  sÏ t−¬ng øng víi 
mét sè ®é s©u. Bμi to¸n cô thÓ h¬n vÒ diÔn t¶ ω  vμ )(xh  th−êng 

ph¶i gi¶i b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p sè. Víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u 
th¼ng hoÆc trßn th× ®ã kh«ng ph¶i lμ mét nhiÖm vô khã. Víi 
tr−êng hîp c¸c ®−êng ®¼ng s©u tæng qu¸t, c¸c ph−¬ng ph¸p sè 
®· ®−îc c¸c t¸c gi¶ nh− Skovgaard, Jonsson, vμ Bertelsen 
(1976) ph¸t triÓn; c¸c t¸c gi¶ cßn tÝnh thªm c¶ nh÷ng hiÖu øng 
cña ma s¸t ®¸y. 

Trªn mét ®Þa h×nh tæng qu¸t, cã thÓ cã nhiÒu kiÓu tô tia. 
MÆc dï mét gi¶i ph¸p côc bé hay mét phÐp xÊp xØ ®óng cho toμn 
vïng hoμn toμn cã thÓ thùc hiÖn ®−îc vÒ nguyªn t¾c (Ludwig, 
1966), song trong thùc tÕ x©y dùng mét ch−¬ng tr×nh tÝnh tíi 
t¸n x¹ th× rÊt nÆng nhäc. Trong môc tiÕp theo, sÏ rót ra mét 
ph−¬ng tr×nh gÇn ®óng cho tr−êng hîp ®é s©u ®¸y biÕn ®æi 
chËm, nh−ng kh«ng cã gi¶ ®Þnh vÒ c¸c tia nh− trong ph−¬ng 
tr×nh (1.6). V× ph−¬ng tr×nh míi nμy cã thÓ gi¶i mét c¸ch h÷u 
hiÖu b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p sè hiÖn ®¹i, lý thuyÕt phøc t¹p vÒ tô 
tia cã thÓ bÞ kh«ng cßn hiÖu lùc ®èi víi tr−êng hîp ®Þa h×nh tæng 
qu¸t vμ ë ®©y ta sÏ kh«ng tiÕp tôc xem xÐt n÷a. 

3.5  Ph−¬ng tr×nh gÇn ®óng kÕt hîp khóc x¹ vμ 
t¸n x¹ trªn nÒn ®¸y biÕn ®æi chËm − Ph−¬ng tr×nh 
®é nghiªng nhá 

¦u ®iÓm cña phÐp xÊp xØ tia lμ gi¶n −íc bμi to¸n ba chiÒu 
thμnh c¸c bμi to¸n mét chiÒu däc theo c¸c ®o¹n tia. Song, ë gÇn 
®iÓm tô tia, ph¶i ®−a ra gi¶ thiÕt bæ sung vÒ nh÷ng biÕn thiªn 
ngang h−íng tia. VËy lμ Ýt nhÊt bμi to¸n còng trë thμnh bμi 
to¸n hai chiÒu côc bé trªn mÆt ph¼ng ngang. Ngoμi ra, cßn cã 
nh÷ng t×nh huèng lμm cho bμi to¸n thùc sù lμ bμi to¸n hai 
chiÒu, thÝ dô bμi to¸n vÒ sù c¶n trë cña cét trô ®øng ®èi víi c¸c 
sãng tíi trªn nÒn ®¸y biÓn biÕn ®æi chËm. Nh÷ng hiÖu øng hai 
chiÒu nμy liªn quan ®Õn nhiÔu x¹, sÏ ®−îc tr×nh bμy kü h¬n ë 
cuèi s¸ch nμy. V× vËy, chóng t«i muèn cã ®−îc mét m« h×nh xÊp 
xØ cã tÝnh tíi sù biÕn thiªn chËm cña nÒn ®¸y vμ cho phÐp c¸c 
tr−êng sãng biÕn thiªn ph−¬ng ngang nhanh do nhiÔu x¹. 

Trong tr−êng hîp ®é s©u kh«ng ®æi, thÕ vËn tèc cã thÓ viÕt 
nh− sau 

fig
ω
η−=φ ,                                     (5.1) 

trong ®ã 

khgk
kh

hzkf  th        
ch
 ch 2 =ω+= ,)(

.                    (5.2) 

Tõ ph−¬ng tr×nh Laplace, cã thÓ t×m ®−îc ( )yx,η  tho¶ m·n 

ph−¬ng tr×nh Helmholz hai chiÒu 

022 =η+η∇ k ;                                   (5.3) 

ph−¬ng tr×nh nμy m« t¶ sù nhiÔu x¹. SÏ hîp lý nÕu cho r»ng, víi 
®é s©u biÕn ®æi chËm, c¸c ph−¬ng tr×nh (5.1) vμ (5.2) vÉn ¸p 
dông ®−îc víi k  vμ h  tham chiÕu ®Õn c¸c gi¸ trÞ ®Þa ph−¬ng cña 
chóng. Dùa trªn ý t−ëng nμy, Berkhoff (1972) ®· rót ra mét 
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ph−¬ng tr×nh thÝch hîp cho ( )yx,η . Schonfeld (1972), Jonsson 

vμ Brink-Kjaer (1973), Smith vμ Sprinks (1975), Lozano vμ 
Meyer (1976) còng c«ng bè mét sè c¸ch kh¸c dÉn tíi cïng kÕt 
qu¶. ë ®©y, chóng t«i sÏ tr×nh bμy nh÷ng lËp luËn theo Smith 
vμ Sprinks. 

C¸c ph−¬ng tr×nh chÝnh x¸c ®èi víi φ  cã thÓ viÕt nh− sau: 
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, ,                      (5.4c) 

trong khi f  tho¶ m·n c¸c ph−¬ng tr×nh (1.8)–(1.10). NÕu coi 

ph−¬ng tr×nh (5.4a) nh− mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng theo 
z  vμ ¸p dông c«ng thøc Green ®èi víi φ  vμ f  , sö dông c¸c 

ph−¬ng tr×nh (5.4a)–(5.4c) vμ (1.8)–(1.10), ta nhËn ®−îc 
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h

hfdzffk −
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22 .                    (5.5) 

B©y giê sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (5.1) vμ (5.2) vμ chó ý c¸c 
biÓu thøc 
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=








η+∇
∂
∂η+∇

∂
∂η+∇⋅η∇

∂
∂+η∇

−

0
2222

2

2
22 2

h

dzfkh
h
fhh

h
hhh

h
fff )(  

h
h h

ffhfh
−

− ∂
∂∇η−η∇⋅−∇=

 

 
 

22 )(                      (5.6) 

Theo quy t¾c Leibniz, hai sè h¹ng ®Çu ë vÕ tr¸i ph−¬ng tr×nh 
(5.6) cã thÓ kÕt hîp víi sè h¹ng thø nhÊt ë vÕ ph¶i vμ ta ®−îc: 
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V× 1 <<μ=∇ )(O/ khh  vμ )(O/ 1=ηη∇ k , mäi sè h¹ng ë vÕ ph¶i 

cña ph−¬ng tr×nh (5.6) cã bËc )(O 2μ  so víi vÕ tr¸i vμ ta cã thÓ bá 

qua.  

NÕu lÊy tÝch ph©n vμ sö dông ph−¬ng tr×nh (5.12), ch−¬ng 
1, cuèi cïng ta nhËn ®−îc: 

02 =ηω+η∇⋅∇ cb )( ,                             (5.7) 

trong ®ã 
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                         (5.8b) 

Smith vμ Sprinks (1975) ®· tiÕp tôc ®¸nh gi¸ c¸i gäi lμ c¸c 
hμi bÐ (xem môc 7.4.1) ®¹i diÖn cho c¸c hiÖu øng ®Þa ph−¬ng, cã 
bËc )(O 2μ  vμ do ®ã cã thÓ bá qua (xem phÇn 7.4.1). Hä chØ ra 

r»ng trong khi ph−¬ng tr×nh (5.7) ®óng víi sai sè )( 2O μ , th× 
nghiÖm cã thÓ chØ ®óng tíi bËc )(μO  do sai sè tÝch luü vÒ pha 
sãng cã thÓ ®¹t )(μO  sau qu·ng ®−êng cã bËc )/( μ1O . 

Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt h»ng sè kh  tuú ý, ph−¬ng tr×nh 
(5.7) gi¶n ho¸ thμnh ph−¬ng tr×nh Helmholtz (5.3). MÆt kh¸c, 
víi ®é s©u nhá nh−ng biÕn ®æi 1<<kh , ph−¬ng tr×nh (5.7) ®−îc 
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gi¶n ho¸ thμnh 

( ) 0
2

=ηω+η∇⋅∇
g

h ;                              (5.9) 

trong ch−¬ng 4 sÏ cho thÊy r»ng ph−¬ng tr×nh nμy sÏ ®óng cho 
c¶ tr−êng hîp thËm chÝ  nÕu )1(O/ =∇ khh . Do ®ã, ph−¬ng tr×nh 

(5.7) cho mét néi suy ®èi víi toμn kho¶ng cña b−íc øng trong 
tr−êng hîp ®é nghiªng ®¸y biÓn nhá, vμ ngμy nay ph−¬ng tr×nh 
nμy ®−îc biÕt ®Õn víi tªn gäi ph−¬ng tr×nh ®é nghiªng nhá 
(Jonsson vμ Skovgaard, 1979). 

B»ng phÐp biÕn ®æi ®¬n gi¶n 

ξ=η − 21 /b ,                                    (5.10) 

ph−¬ng tr×nh (5.7) cã thÓ viÕt l¹i 

022 =ξκ+ξ∇ ,                                (5.11) 

trong ®ã   
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b
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b
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∇
+∇−ω=κ ),( .                      (5.12) 

Ph−¬ng tr×nh (5.11) phæ biÕn trong ©m häc m«i tr−êng bÊt 
®ång nhÊt, víi κ lμ chØ sè khóc x¹. Trong vËt lý cæ ®iÓn cã nhiÒu 
ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch gÇn ®óng ®Ó gi¶i víi nh÷ng líp gi¸ trÞ cô 
thÓ cña κ . Víi c¸c bμi to¸n kü thuËt bê biÓn th× th−êng ¸p dông 
c¸c ph−¬ng ph¸p sè. Trong ch−¬ng 4, sÏ tr×nh bμy mét trong c¸c  
ph−¬ng ph¸p gi¶i ®ã víi ph−¬ng tr×nh (5.9);cßn Houston (1981) 
®· tiÕn hμnh mét sè c¶i biÕn cÇn thiÕt ®Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 
(5.7) hoÆc (5.11). 

3.6  XÊp xØ quang h×nh ®èi víi khóc x¹ do dßng 
ch¶y vμ ®é s©u biÕn ®æi chËm 

Ngoμi sù biÕn thiªn cña ®é s©u, sù tån t¹i cña dßng ch¶y 

trong ®¹i d−¬ng còng ¶nh h−ëng ®Õn qu¸ tr×nh lan truyÒn  
sãng. Mét trong nh÷ng vÊn ®Ò quan t©m trong thùc tiÔn lμ dßng 
ch¶y triÒu gÇn cöa s«ng hoÆc ë cöa vμo cña c¸c c¶ng. Trong kú 
triÒu lªn, dßng ch¶y vμ sãng cã cïng h−íng, kÕt qu¶ lμ lμm t¨ng 
b−íc sãng dμi vμ gi¶m ®é cao sãng. Tr¸i l¹i, trong kú triÒu 
xuèng c¸c sãng bÞ ng¾n l¹i vμ dèc h¬n do truyÒn ng−îc h−íng 
dßng ch¶y, kho¶ng sãng ®æ më réng ra (xem ¶nh m¸y bay cña 
vÞnh Humboldt, California, Johnson, 1947). NÕu cã c¸c d¶i ®Êt 
ngÇm ë luång vμo c¶ng, th× hiÖu øng kÕt hîp n−íc n«ng vμ dßng 
ch¶y trªn d¶i ®Êt cã thÓ t¹o thμnh dao ®éng ®¸ng kÓ trªn mÆt 
n−íc vμ do ®ã g©y hiÓm ho¹ ®èi víi hμng h¶i. RÊt nhiÒu luång 
vμo c¶ng ë bê B¾c Th¸i B×nh D−¬ng cña n−íc Mü thuéc lo¹i khã 
®i l¹i ®èi víi lo¹i ng− thuyÒn nhá trong pha triÒu xuèng vÒ mïa 
®«ng (Issacs, 1948). Thêi gian tèt nhÊt cho thuyÒn qua l¹i lμ vμo 
®o¹n cuèi cña pha triÒu lªn, khi ®ã n−íc s©u nhÊt vμ tèc ®é dßng 
ch¶y nhá nhÊt. 

Trong môc nμy, chóng t«i sÏ x©y dùng c¬ së lý thuyÕt kÕt 
hîp ¶nh h−ëng cña dßng ch¶y vμ ®é s©u lªn c¸c sãng biªn ®é 
nhá. §Æc biÖt, sÏ tËp trung chó ý vμo c¸c dßng ch¶y m¹nh cã  
t¸c ®éng lªn sãng, nh−ng kh«ng bÞ ¶nh h−ëng cña sãng. Ta còng 
gi¶ sö, gièng nh− trong tù nhiªn th−êng x¶y ra, r»ng thêi gian 
vμ kho¶ng c¸ch ®Æc tr−ng dßng ch¶y lín h¬n nhiÒu lÇn so víi 
thêi gian vμ kho¶ng c¸ch ®Æc tr−ng cña sãng. Mét lý thuyÕt cã 
hÖ thèng vÒ líp bμi to¸n nμy lÇn ®Çu tiªn ®−îc Longuet–Higgins 
vμ Stewart (1961), Whitham (1962) ®Ò xuÊt, cßn Bretherton vμ 
Garrett (1969), Phillips (1977) th× ph¸t triÓn më réng rÊt nhiÒu. 
D−íi ®©y sÏ dÉn lËp nh÷ng ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n theo mét c¸ch 
kh¸c, qua thñ tôc h×nh thøc cña ph−¬ng ph¸p KWB ë môc 3.2. 

Trong môc nμy, ®Ó m« t¶ ®é lín cña mét ®¹i l−îng, ta lu«n 
c¨n cø vμo b−íc sãng ®Æc tr−ng k/π2  vμ chu kú sãng ωπ /2  
(nh÷ng ®Æc tr−ng nμy liªn quan víi nhau theo quan hÖ t¶n 
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m¸t). Ta sÏ gi¶ thiÕt r»ng ®é s©u h  biÕn ®æi chËm trong to¹ ®é 
ngang ix  ( 2 ,1=i ), cßn dßng ch¶y biÕn ®æi chËm theo c¶ ix  vμ t . 

C¸c qui m« ®é dμi vμ thêi gian ký hiÖu lμ L  vμ T  sao cho: 

1−ω )( T ∼ 1−)(kL ∼ 1<<μΟ= )(
L
h

.                       (6.1) 

Khi c¸c thμnh phÇn vËn tèc theo ph−¬ng ngang cña dßng ch¶y 
m¹nh iU  cã bËc lμ 2/1)(O gh , vμ c¸c vËn tèc sãng nhá iu  vμ w  cã 

bËc lμ [ ]2/1))((O ghkA , ®Ó ng¾n gän ta gäi lμ iU , h  cã bËc O(1), vμ 

iu  vμ w  cã bËc )(kAΟ . T−¬ng tù, c¸c to¸n tö t ∂∂ /  vμ ix ∂∂ /  
( =i 1, 2) sÏ cã bËc )(μΟ  khi t¸c ®éng lªn mét ®¹i l−îng liªn quan 
®Õn dßng ch¶y vμ cã bËc lμ )1(Ο  khi t¸c ®éng lªn mét ®¹i l−îng 

liªn quan ®Õn sãng, thÝ dô  
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khi t¸c ®éng lªn tÊt c¶ c¸c ®¹i l−îng. 

Tr−íc hÕt xÐt dßng ch¶y ),( WU i  =U , kh«ng cã sãng. NÕu bá 

qua qu¸ tr×nh tiªu t¸n, th× c¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ sÏ lμ 
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Dùa vμo ph−¬ng tr×nh (6.1) vμ tÝnh liªn tôc, th× tèc ®é th¼ng 
®øng cña dßng ch¶y sÏ nhá, )(μΟ=W . Tõ ph−¬ng tr×nh (6.4) suy 

ra r»ng ¸p suÊt sÏ tùa thuû tÜnh: 

)()( 2
  μΟ+−ζρ= zgP ,                        (6.5) 

ë ®©y −ζ  li ®é mÆt tù do g©y bëi dßng ch¶y. T¹i mÆt tù do vμ t¹i 

®¸y, c¸c ®iÒu kiÖn biªn ®éng häc lμ: 
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B©y giê ta vÐct¬ xo¸y sÏ cã c¸c thμnh phÇn ngang nh− sau: 
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Sè h¹ng jxW   ∂∂ /  ë trªn cã bËc lμ )( 2O μ ; nÕu 

)( 2μΟ≤Ω j ,                                    (6.9)  

th× jU  kh«ng phô thuéc vμo z  ®Õn bËc lμ )( 2O μ , tøc 
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Gi¶ sö ta sö dông ph−¬ng tr×nh (6.9). Tuy nhiªn, h·y nhí r»ng 
thμnh xo¸y th¼ng ®øng chØ ®−îc phÐp cã bËc )(μΟ . Víi ph−¬ng 

tr×nh (6.10), c¸c ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng ph−¬ng ngang cã thÓ 
®−îc xÊp xØ b»ng 
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TÝch ph©n ph−¬ng tr×nh liªn tôc theo ph−¬ng th¼ng ®øng tõ 
hz −=  ®Õn ζ=z  vμ sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (6.6), (6.7), ta ®−îc 
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C¸c ph−¬ng tr×nh (6.5), (6.11) vμ (6.12) t¹o thμnh lý thuyÕt 
Airy vÒ c¸c sãng dμi biªn ®é h÷u h¹n, sÏ ®−îc bμn kü h¬n trong 
ch−¬ng 11. Cßn víi môc ®Ých hiÖn t¹i iU  vμ ζ  sÏ gi¶ ®Þnh lμ ®· 

biÕt. Ta chØ cÇn chøng minh r»ng li ®é mÆt tù do ζ  cã bËc lμ 

O(h). Tr−êng hîp ®Æc biÖt dßng ch¶y æn ®Þnh 0 =∂∂ t/ , ph−¬ng 
tr×nh (6.11) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i 
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däc theo ®−êng dßng. 

TiÕp theo, xÐt c¸c dao ®éng sãng diÔn ra trªn nÒn dßng 
ch¶y. C¸c thμnh phÇn vËn tèc ) ,( wui  vμ ¸p suÊt p  cña tr−êng 

sãng nhá h¬n nh÷ng thμnh phÇn t−¬ng øng trong dßng ch¶y 
theo nh©n tö )(kAΟ . TÝnh liªn tôc ®ßi hái ph¶i cã: 
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C¸c ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng cã thÓ ®−îc tuyÕn tÝnh ho¸ b»ng 
viÖc lo¹i bá 2)(kAΟ . TiÕp theo, ta lo¹i bá c¸c sè h¹ng tuyÕn tÝnh 
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C¸c sè h¹ng cßn l¹i chøa )(kAΟ  vμ )( kAμΟ . NÕu lÊy vi ph©n c¸c 

ph−¬ng tr×nh (6.15) vμ (6.16), sau ®ã céng c¸c kÕt qu¶ l¹i, lo¹i 
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Ph−¬ng tr×nh (6.17) ®−îc coi nh− lμ ph−¬ng tr×nh m« t¶ ¸p suÊt p . 

T¹i ®¸y biÓn, tr−êng sãng còng kh«ng cã tèc ®é ph¸p tuyÕn 
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Tõ ®iÒu kiÖn nμy, ng−êi ta muèn rót ra mét ®iÒu kiÖn biªn ®èi 
víi ¸p suÊt p . LÊy vi ph©n ph−¬ng tr×nh (6.18) theo jx  vμ chó ý 
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Víi kÕt qu¶ nμy, sau khi ®· sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (6.7), 
(6.15) vμ (6.18), ph−¬ng tr×nh (6.16) cã thÓ viÕt l¹i thμnh 
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Trªn mÆt tù do, ®iÒu kiÖn biªn ®éng häc chÝnh x¸c ph¸t biÓu 
r»ng: 
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   t¹i  ζ+ζ=z . 
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¸p dông tuyÕn tÝnh ho¸ vμ sö dông ph−¬ng tr×nh (6.6), ta ®−îc 
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§iÒu kiÖn biªn ®éng lùc häc: ¸p suÊt tæng kh«ng thay ®æi khi nã 
cïng chÊt láng chuyÓn ®éng däc theo mÆt  tù do 
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Víi sù trî gióp cña ph−¬ng tr×nh (6.6), ph−¬ng tr×nh trªn cã thÓ 
®−îc tuyÕn tÝnh ho¸ thμnh 
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(6.21) 
§Ó biÓu diÔn ®iÒu kiÖn biªn chØ ®èi víi ¸p suÊt p , ta sÏ lÊy vi 

ph©n ph−¬ng tr×nh (6.21) vμ sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (6.16), 
(6.20). Mét lÇn n÷a ta thÊy r»ng 
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Nh− vËy, trªn bÒ mÆt tù do ta ®−îc ®iÒu kiÖn biªn nh− sau: 
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ζ=z                                           (6.23) 

trong ®ã c¸c ®¹o hμm theo t  vμ ix  ®−îc thùc hiÖn tr−íc khi ®Æt ζ=z . 

B©y giê ta ®−a ra c¸c biÕn chËm ii xx  μ=  vμ tt  μ= , sao cho 

),( txUU ijj = , ),( txiζ=ζ , vμ )( ixhh = , vμ gi¶ sö c¸c khai triÓn 

WKB lμ: 
μ+μ−+= /...])([),,( iS

i epiptzxp   10  ,              (6.24a) 
μ+μ−+= /...])([),,( iS
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Khi c¸c ph−¬ng tr×nh (6.24a) vμ (6.24b) ®−îc thÕ vμo c¸c ph−¬ng 
tr×nh (6.17), (6.19) vμ (6.23), ta thu ®−îc mét lo¹t c¸c ph−¬ng 
tr×nh nhiÔu ®éng. NÕu lÊy ®Õn bËc ®¹i l−îng )( 0μΟ , ta cã 
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trong ®ã 

jj kU−ω=σ ,                               (6.29) 
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Ta sÏ tuÇn tù gäi ω  lμ tÇn sè tuyÖt ®èi vμ σ  lμ tÇn sè néi t¹i. 
Tõ c¸c ®Þnh nghÜa nμy, râ rμng r»ng 

0
 

 

 

 

=
∂
ω∂+

∂
∂

i

i

xt
k

,                                (6.30) 



 62

®iÒu nμy cã nghÜa c¸c ®Ønh sãng ®−îc b¶o toμn vμ 
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tøc lμ k  kh«ng quay. NghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh (6.26)–
(6.28) lμ 
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)( +ρ= ,                             (6.32) 

trong ®ã ),( txAA i = , hh +ζ=  lμ ®é s©u trung b×nh tæng céng vμ 

hkgk  th 2 =σ .                                   (6.33) 

Tõ ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng ph−¬ng ngang (6.15) cã thÓ thÊy 
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Ký hiÖu tèc ®é nhãm liªn quan ®Õn dßng ch¶y b»ng 
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T¹i giai ®o¹n nμy, cã thÓ suy ra hai kÕt qu¶ h÷u dông vÒ ®éng 
häc cña sãng. LÊy vi ph©n ph−¬ng tr×nh (6.29) theo thêi gian vμ 
sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (6.30) vμ (6.31), ta ®−îc 
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Khi dßng ch¶y æn ®Þnh, tÇn sè tuyÖt ®èi ω  kh«ng thay ®æi ®èi víi 
ng−êi quan s¸t di chuyÓn víi tèc ®é nhãm tuyÖt ®èi gCU + . C¸ch 

kh¸c, ng−êi ta còng cã thÓ xuÊt ph¸t tõ ph−¬ng tr×nh (6.30), sau 
khi sö dông tÝnh kh«ng quay cña k  (tõ ph−¬ng tr×nh 6.31) ®Ó 
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VÒ nguyªn t¾c, ph−¬ng tr×nh (6.37) cã thÓ gi¶i b»ng sè cho c¸c 
tia sãng tiÕp tuyÕn víi vÐct¬ k  côc bé t¹i méi n¬i. 

B©y giê ta ph©n tÝch vÒ biÕn thiªn biªn ®é sãng ),( txA i . 
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Trong ph−¬ng tr×nh (6.39), c¸c ®¹o hμm cña 0p  theo t  vμ ix  

®−îc thùc hiÖn tr−íc khi ®Æt ),( txz i  ζ= . Sö dông ph−¬ng tr×nh 

(6.22), ta cã thÓ thu gän vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (3.39) thμnh 
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lμ mét thμnh phÇn cña tenx¬ øng suÊt sãng liªn quan ®Õn c¸c 
dßng ®éng n¨ng trung b×nh trong mét chuçi sãng d¹ng sin. 
Ph−¬ng tr×nh (6.41) cã thÓ viÕt l¹i thμnh 
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B»ng c¸ch lÊy ®¹o hμm ph−¬ng tr×nh (6.33) vμ sö dông c¸c 
ph−¬ng tr×nh (6.36), (6.37), (6.12), cã thÓ chøng minh r»ng 
(Bretherton vμ Grarrett, 1968) c¸c ®¹i l−îng trong cÆp dÊu ngoÆc 
thø hai trong ph−¬ng tr×nh (6.43) ®ång nhÊt triÖt tiªu, do ®ã 
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T¸c ®éng sãng ®−îc ®Þnh nghÜa víi tÇn sè néi t¹i σ  mét lÇn n÷a 

®−îc b¶o toμn! Sö dông chÝnh ®ång nhÊt thøc ®ã, chó ý r»ng 

jiij SS = , ta cã thÓ viÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (6.43) 
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KÕt qu¶ nμy lÇn ®Çu tiªn do Longuet–Higgins vμ Stewart 
(1961) rót ra vμ vÒ ý nghÜa vËt lý cã nghÜa r»ng c«ng do øng 
suÊt sãng thùc hiÖn ®Ó ph¸t sinh dßng ch¶y cã xu thÕ lμm gi¶m 
n¨ng l−îng sãng. 

Nh− trong môc 3.1, tham sè bËc ®¹i l−îng μ  cã thÓ bá ®i 

trong c¸c kÕt qu¶ cuèi cïng vμ c¸c to¹ ®é gèc ®−îc gi÷ nguyªn. 

Ph−¬ng tr×nh (6.44) lμ khëi ®iÓm ®Ó tiÕp tôc ph©n tÝch. VÒ 
nguyªn t¾c, ng−êi ta tÝnh ®−îc k  tr−íc tiªn; khi ®ã ph−¬ng 
tr×nh (6.44) ®−îc tÝch ph©n däc theo ®−êng cong tia sãng ®Ó thu 
®−îc biªn ®é cña sãng. Nh»m môc ®Ých nμy, trong thùc tiÔn cã 
mét sè ph−¬ng ph¸p sè (xem Dingemans, 1978). Trong môc tiÕp 
theo, chóng ta sÏ chØ xÐt mét vμi thÝ dô gi¶i tÝch. 

LuËt b¶o toμn t¸c ®éng sãng lμ mét kÕt qu¶ rÊt tæng qu¸t 
®óng ®¾n trong nhiÒu t×nh huèng thùc liªn quan víi m«i tr−êng 
thay ®æi chËm. Thùc tÕ ph−¬ng tr×nh (6.44) ®−îc Bretherton vμ 
Garrett (1969) rót ra cho c¸c hÖ ®éng lùc tæng qu¸t kh«ng tiªu 
hao n¨ng l−îng, b»ng c¸ch ¸p dông c¸c khai triÓn WKB. 

3.7  C¸c hiÖu øng vËt lý cña dßng ch¶y ®¬n gi¶n 
æn ®Þng lªn sãng 

Khi dßng ch¶y vμ sãng ®Òu æn ®Þnh, 0 =∂∂ t/ , tõ c¸c ph−¬ng 
tr×nh (6.29) vμ (6.30) ta cã 

kUσω ⋅+== const .                               (7.1) 

Gi¶ sö )(xyy =  lμ ph−¬ng tr×nh cña mét tia sãng. Víi ph−¬ng 

tr×nh (7.1), ph−¬ng tr×nh (2.5) cã thÓ ®−îc gi¶i b»ng sè víi chó ý 
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lμ 
21

221 1 
/)()( −′+′+=⋅ ykyUUkU .                      (7.2) 

Cã thÓ nhËn ®−îc biªn ®é sãng tõ ph−¬ng tr×nh 
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Râ rμng, ngoμi c¸c tia theo k, cÇn ph¶i x©y dùng c¸c ®−êng 
cong mμ ë mäi n¬i chóng tiÕp tuyÕn víi tèc ®é nhãm sãng ®Þa 
ph−¬ng gCU + . 

ý nghÜa cña ph−¬ng tr×nh (7.1) sÏ thÓ hiÖn râ qua thÝ dô ®¬n 
gi¶n nhÊt vÒ tr−êng hîp dßng ch¶y ®ång nhÊt. 

3.7.1  Dßng ch¶y ®ång nhÊt trªn nÒn ®é s©u kh«ng ®æi 

NÕu ¸p dông phÐp biÕn ®æi Galile: 

tUxx −=′ ,                                      (7.4) 

mét sãng tiÕn trong miÒn yªn tÜnh cã thÓ ®−îc viÕt 
[ ] [ ]tittiti eee )())(()( UkxkUxkxk ⋅−ω−′⋅ω−+′⋅ω−⋅ ==      .              (7.5) 

VËy trong miÒn di chuyÓn, tÇn sè h÷u hiÖu sÏ b»ng 

α−ω=⋅−ω=σ cosUkUk                         (7.6) 

trong ®ã −α  gãc gi÷a k  vμ U . Ta thÊy ngay r»ng σ↔ω  nÕu 
α ↔ 2/π ; kÕt qu¶ nμy lμ hiÖu øng Doppler næi tiÕng. 

H−íng hÖ trôc to¹ ®é sao cho ),( 0 k=k  víi 0>k . Ph−¬ng 

tr×nh (6.33) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i 
21 th /)()(ˆcos hkgkkkU ±=σ=α−ω .                    (7.7) 

Quan hÖ t¶n m¸t nμy cã thÓ ®−îc gi¶i b»ng ®å ho¹ tõ giao 
®iÓm cña ®−êng th¼ng α−ω= coskUy  vμ ®−êng cong )(ˆ ky σ±=  

nh− trªn h×nh 7.1. Khi 2/π±=α , dßng ch¶y kh«ng ¶nh h−ëng 
lªn sãng (xem ®iÓm E). 

 

H×nh 7.1  NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (7.7) 

Víi 0>αcosU , cã hai nghiÖm t−¬ng øng víi c¸c ®iÓm A  vμ 
B . So víi tr−êng hîp kh«ng cã dßng ch¶y (®iÓm E ), c¸c sãng 
tiªu biÓu t¹i A  ®−îc kÐo dμi, tèc ®é pha néi vμ tèc ®é nhãm cña 
chóng t¨ng lªn. §iÒu ng−îc l¹i ®óng cho c¸c sãng hiÖn diÖn t¹i 
B . §Æc biÖt, tèc ®é pha néi vμ tèc ®é nhãm ©m, nh−ng c¶ hai 
®Òu nhá h¬n αcosU  vÒ ®é lín. Do ®ã, c¸c ®Ønh sãng vμ n¨ng 
l−îng sãng bÞ cuèn ®i bëi dßng ch¶y nhanh. 

Víi 0cos <αU , dßng ch¶y cã mét thμnh phÇn ng−îc h−íng 
sãng. NÕu 21 /)(cos hgU >α− , th× kh«ng cã sãng víi bÊt kú b−íc 

sãng nμo. Víi gi¸ trÞ cña α− cosU  nhá h¬n, cã mét ng−ìng ®Ó chØ 
cã mét nghiÖm tån t¹i cho bÊt kú gi¸ trÞ nμo cho tr−íc cña ω . 
T¹i ng−ìng nμy, tèc ®é vËn chuyÓn n¨ng l−îng thùc triÖt tiªu, 

0=α+ cosUCg .                                 (7.8) 

Nh− vËy, mÆc dï c¸c ®Ønh sãng truyÒn ng−îc dßng ( 0>σ k/ ), 
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nh−ng n¨ng l−îng vÉn gi÷ nguyªn t¹i chç theo kh«ng gian. 

Víi gi¸ trÞ α− cosU  nhá h¬n n÷a, cã hai nghiÖm tån t¹i. C¸c 
sãng hiÖn diÖn t¹i ®iÓm C  tho¶ m·n 

α−>>σ cosUC
k g , 

do ®ã, c¶ c¸c ®Ønh sãng vμ n¨ng l−îng sãng di chuyÓn ng−îc 
dßng. C¸c sãng hiÖn diÖn t¹i D  tho¶ m·n 

gCU
k

>α−>σ cos . 

B©y giê n¨ng l−îng sãng bÞ cuèn xu«i dßng trong khi c¸c ®Ønh 
sãng di chuyÓn ng−îc dßng. D¹ng sãng nμy tån t¹i ®−îc lμ do ®é 
cong h÷u h¹n cña ®−êng cong σ , tøc do sù t¶n m¸t. 

3.7.2  Sãng c¾t xiªn dßng ch¶y trªn nÒn ®é s©u kh«ng ®æi 
Gi¶ sö dßng ch¶y theo h−íng d−¬ng cña trôc y , 

0     0 21 >== )(, xVUU .                            (7.9) 

Gi¸ trÞ liªn quan ζ  cã thÓ lÊy b»ng kh«ng. V× 0 =∂∂ y/ , theo 
ph−¬ng tr×nh (6.31) const2 =α= sinkk . H−íng cña tia sãng x¸c 

®Þnh tõ biÓu thøc 

[ ] 21 2
2

2
1

/)( kxkk −= ,                              (7.10) 

trong ®ã  
21

2  th /)()( khgkkxV =−ω .                        (7.11) 

Ph−¬ng tr×nh cña tia t−¬ng tù ph−¬ng tr×nh (3.6) 

( ) −
±=−

x

x kxk

kdx
yy

0

212
2

2

2
0

 

 
/)(

.                      (7.12) 

Gi¶ sö r»ng V  t¨ng tõ 0 víi 0<x  ®Õn ®Ønh ®iÓm t¹i 0=x  
vμ gi¶m ®Õn 0 víi 0>x  nh− trªn h×nh 7.2. Ta xÐt c¸c sãng ®Çu 
tiªn truyÒn cïng víi dßng ch¶y, tøc 02 >k . Sù biÕn thiªn cña 

)(xk  biÓu diÔn bëi ph−¬ng tr×nh (7.11) ®−îc thÓ hiÖn mét c¸ch 
®Þnh tÝnh trªn c¸c h×nh 7.2a vμ 7.2b. NÕu min20 kk <<  th× tia 

sãng cã thÓ xuyªn qua dßng ch¶y (xem h×nh 7.2a). Tuy nhiªn, 
nÕu 2min0 kk <<  th× c¨n bËc hai trong ph−¬ng tr×nh 7.12 lμ thùc 
chØ víi cxx < . C¸c tia tíi tõ phÝa ngoμi ph¶i uèn cong ng−îc trë 
l¹i sau khi gÆp ®−êng tô tia t¹i cxx = , t¹i ®ã 01 =k . C¸c d¹ng 

h×nh häc nμy gièng c¸c tr−êng hîp sãng lan trªn r·nh ngÇm ë 
môc 2.3. NÕu c¸c sãng truyÒn ng−îc h−íng dßng ch¶y ®ã, 02 <k , 

th× biÕn thiªn cña k(x) ®−îc cthÓ hiÖn trªn h×nh 7.2c phï hîp víi 
biÓu thøc 

21
2  th  /)( khgkkV =+ω .                           (7.13) 

B©y giê c¸c tia cã thÓ chØ tån t¹i bªn trong dßng ch¶y khi 

max20 kkk << , cã nghÜa lμ c¸c tia cã thÓ bÞ bÉy ë gÇn t©m cña 

dßng ch¶y. T×nh huèng nμy t−¬ng tù d¶i ®Êt ngÇm ë môc 2.3. 

Tõ ph−¬ng tr×nh t¸c ®éng sãng (7.3), biÕn thiªn biªn ®é 
sãng cã thÓ t×m theo 

const
)()(

0 2

1

2

1 =



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

−
=

− Vkk
ECk

Vkk
ECk gg

ωω
. 

Suy ra 

20

200

2
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2

 
kV

Vk
C

C
A
A

g

g

−ω
−ω

α
α

=
cos
cos

.                        (7.14) 

Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt, ®é s©u lín, 1>>kh , cã thÓ thu 
®−îc c¸c kÕt qu¶ t−êng minh h¬n. Ch¼ng h¹n, ph−¬ng tr×nh 
(7.11) cho 

21
2

/)(gkVk =−ω .                              (7.15) 

NÕu ®¬n gi¶n ho¸ h¬n n÷a, cho 0=V , ph−¬ng tr×nh (7.14) trë 
thμnh 
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.             (7.16) 

H×nh 7.3 thÓ hiÖn tØ sè biªn ®é ®èi víi c¸c gi¸ trÞ kh¸c nhau 
cña gãc tíi 0α  vμ c−êng ®é dßng ch¶y 0CV / . 

Däc ®−êng tô tia, 2/πα ±=  trong ph−¬ng tr×nh (7.14) vμ 
biªn ®é kh«ng thÓ dù b¸o chÝnh x¸c b»ng phÐp xÊp xØ tia. Cã thÓ 
c¶i thiÖn t×nh h×nh nμy theo kiÓu ®· tr×nh bμy ë môc 2.3.3. 
McKee (1974), Peregrine vμ Smith (1975) ®· xö lý tØ mØ c¸c d¹ng 
tô tia kh¸c nhau trong dßng ch¶y d−íi ¸nh s¸ng lý thuyÕt tuyÕn 
tÝnh. Smith (1976) ®· ®−a thªm thμnh phÇn phi tuyÕn ®Ó gi¶i 
quyÕt tr−êng hîp sãng biªn ®é kh¸ lín. Nh÷ng kh¶o s¸t lý thuyÕt 
tinh tÕ nh»m gi¶i thÝch nh÷ng con sãng khæng lå trong dßng ch¶y 
Agulhas ®· tõng ®−îc m« t¶ rÊt sinh ®éng trong phÇn më ®Ò bμi 
b¸o cña Smith: 

Trong thêi kú kªnh Suez ®ãng cöa, mét sè lín tÇu biÓn, ®Æc 
biÖt c¸c tÇu chë dÇu, ®· th«ng b¸o hay bÞ h− háng do c¸c con sãng 
lín ë phÇn kh¬i bê biÓn ®«ng nam Phi Ch©u (Mallory, 1974). Hai 
tÇu lín ®Æc biÖt rñi ro lμ “World Glory”, bÞ gÉy lμm ®«i vμ ®¾m 
th¸ng 6 n¨m 1968, vμ “Neptune Sapphire”, bÞ c¾t ®øt mÊt 60 m ë 

bé phËn mòi vμo th¸ng 8 n¨m 1973. Chóng ta chØ cã thÓ pháng 
®o¸n g¸n téi cho c¸c con sãng khæng lå ®Ó gi¶i thÝch nh÷ng vô viÖc 
tÇu biÓn bÞ mÊt hót ë ngoμi kh¬i vïng biÓn nμy. Trªn ®−êng trë vÒ 
tõ vÞnh Ba T−, c¸c tÇu chë dÇu th−êng lîi dông dßng h¶i l−u 
Agulhas. Vμ thÕ lμ tÊt c¶ 11 vô n¹n do thuyÒn tr−ëng Mallory 
(1974) ghi nhËn, ngo¹i trõ cã mét vô, ®Òu dÝnh víi chuyÖn du 
ngo¹n trªn dßng ch¶y. B»ng c¸ch xem l¹i c¸c b¶n ®å thêi tiÕt, 
Mallory chØ ra r»ng khi c¸c vô n¹n x¶y ra, th× lμ lóc dßng biÓn 
ng−îc h−íng víi tr−êng sãng giã ngù trÞ.  

 

Th«ng b¸o cña Smith gîi ý r»ng t×nh huèng m« t¶ trªn h×nh 

7.2c cã lÏ ®· diÔn ra thËt. 

 

H×nh 7.2  a) minkk << 20 : c¸c tia truyÒn qua dßng ch¶y sau khi lÖch 

h−íng, b) minkkk >> 20 : c¸c tia bÞ dßng ch¶y uèn cong ng−îc trë l¹i, 

c) 02 <k  vμ maxkkk << 20  : c¸c tia bÞ bÉy trong dßng ch¶y 
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H×nh 7.2   (tiÕp) 

3.7.3  Sãng vμ dßng ch¶y cïng tuyÕn tÝnh 

Gi¶ sö r»ng c¶ sãng vμ dßng ch¶y cïng song song víi trôc x  
vμ tèc ®é dßng ch¶y biÕn ®æi theo x : 

),(,),( 0      0     21 kUxUU === k .                   (6.17) 

Lo¹i dßng ch¶y nμy ph¶i kÌm víi thμnh phÇn tèc ®é th¼ng 
®øng ®Ó tho¶ m·n tÝnh liªn tôc, ph−¬ng tr×nh (6.2), ®−îc gäi lμ 
n−íc tråi (hay n−íc ch×m). L¹i gi¶ sö const=ω , tøc 

const000 =σ+=σ+=ω UkkU ,                        (7.18) 

trong ®ã chØ sè 0  biÓu thÞ gi¸ trÞ t¹i mét ®iÓm tham chiÕu. NÕu 
®Þnh nghÜa C  vμ −0C  c¸c vËn tèc pha øng víi chÊt láng chuyÓn 

®éng, b»ng 
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 σ= , ,        (7.19) 

 

H×nh 7.2  (tiÕp) 
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H×nh 7.3  Biªn ®é sãng vμ tèc ®é dßng ch¶y víi c¸c gãc tíi kh¸c nhau 

th× tõ ph−¬ng tr×nh (7.18), ta cã 

1
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.                          (7.20) 

MÆt kh¸c, tõ ph−¬ng tr×nh (7.19) cã 
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k
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C
C =                                (7.21) 

lμ mét ph−¬ng tr×nh kh«ng t−êng minh ®èi víi 0/ kk  theo 0/ CC . 

C¸c ph−¬ng tr×nh (7.20) vμ (7.21) cã thÓ kÕt hîp l¹i thμnh 
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= .                     (7.22) 

Gi¶i 0CC /  mét c¸ch h×nh thøc tõ ph−¬ng tr×nh (7.22) b»ng c¸ch 

gi¶ sö k  b»ng h»ng sè, ta ®−îc 
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trong ®ã 
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+= .                             (7.24) 

Râ rμng tån t¹i mét vËn tèc dßng ch¶y tíi h¹n, t¹i ®ã kh«ng thÓ 
cã c¨n bËc hai trong ph−¬ng tr×nh (7.23), tøc 

T
C

U
4

0−=                                     (7.25a) 

®iÒu nμy cã nghÜa lμ 

TC
C

2
1

0

=                                     (7.25b) 

vμ  

2
CU −= .                                   (7.25c) 

Khi U−  lín h¬n 2/C , th× 0CC /  lμ sè phøc vμ sù lan truyÒn 

®¼ng h−íng kh«ng thÓ tån t¹i. 

XÐt giíi h¹n cña ®é s©u hk , 100 >>hk , vμ 00 =U . Ph−¬ng 

tr×nh (7.23) gi¶n −íc thμnh 


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VËy, dßng ch¶y theo h−íng sãng ( 0>U ) lμm t¨ng vËn tèc pha 
vμ lμm t¨ng b−íc sãng. MÆt kh¸c, dßng ch¶y ng−îc h−íng 
( 0<U ) lμm gi¶m tèc ®é pha vμ gi¶m b−íc sãng. Tèc ®é tíi h¹n 
b»ng 42 0 // CCU −=−= . 

Víi ®é s©u tuú ý, Jonsson, Skovgaard, vμ Wang (1970) ®· 
tÝnh b−íc sãng cho mét d¶i réng tèc ®é dßng vμ ®é s©u. H×nh 7.4 
biÓu diÔn mét sè kÕt qu¶ thÝ dô do Brevik vμ Aas (1980) tÝnh; c¸c 
t¸c gi¶ nμy còng ®· tiÕn hμnh mét sè thÝ nghiÖm kh¼ng ®Þnh lý 
thuyÕt nμy. 

VÒ biªn ®é th× ph−¬ng tr×nh (7.3) cho 
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Ph−¬ng tr×nh nμy trë thμnh kh«ng x¸c ®Þnh khi gCU −= . §èi víi 

n−íc s©u, 2/CC g → , Cg /→σ ; ph−¬ng tr×nh (7.27) cã thÓ  viÕt 
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Sö dông (7.26), cã thÓ lo¹i 0CC /  vμ ®−îc 
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H×nh 7.4  Thay ®æi b−íc sãng do dßng ch¶y tuyÕn tÝnh 

(theo Brevik vμ Aas, 1980) 

L¹i thÊy r»ng, khi ®¹t tíi tèc ®é tíi h¹n 42 0 // CCU −=−= , 

th× biªn ®é sãng trë thμnh v« ®Þnh. Ph¸n ®o¸n nμy th−êng ®−îc 
sö dông ®Ó gi¶i thÝch sù ®æ vì sãng vμ lμ ý t−ëng vÒ c¸i gäi lμ ®ª 
ch¾n thuû lùc. Thùc tÕ, phÐp xÊp xØ tia kh«ng cßn hiÖu lùc ë 
®©y. Trong c«ng tr×nh cña Peregrine (1976) cã thÓ thÊy mét lý 
thuyÕt tuyÕn tÝnh tinh tÕ h¬n tÝnh ®Õn sù ph¶n x¹ ë gÇn tèc ®é 
tíi h¹n. Tuy nhiªn, c¸c hiÖu øng phi tuyÕn, cã thÓ còng quan 
träng vμ ®· ®−îc Crapper (1972) kh¶o s¸t kh¸ tØ mØ. 

C¸c kÕt qu¶ sè cho 0AA /  cã thÓ thu ®−îc dÔ dμng ®èi víi gi¸ 

trÞ hk  tuú ý b»ng c¸ch tÝnh ®é cao mÆt n−íc trung b×nh tõ 
ph−¬ng tr×nh (6.13), sau ®ã gi¶i ph−¬ng tr×nh (7.22) ®èi víi k . 
Cuèi cïng, ph−¬ng tr×nh (7.27) cho 0AA / . H×nh 7.5 thÓ hiÖn mét 
sè kÕt qu¶ thÝ dô víi 00 =U  do Brevik vμ Aas (1980) tÝnh; c¸c 

t¸c gi¶ còng ®· thùc hiÖn mét sè thÝ nghiÖm theo h−íng ñng hé 
lý thuyÕt nμy. Jonsson, Skovgaard vμ Wang (1970) còng cã 
nh÷ng tÝnh to¸n t−¬ng tù vμ tØ mØ h¬n. 

 

H×nh 7.5  BiÕn thiªn biªn ®é do dßng ch¶y tuyÕn tÝnh 

(theo Brevik vμ Aas, 1980) 
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Nh»m môc ®Ých tÝnh to¸n víi c¸c tr−êng hîp thùc tÕ: biÕn 
thiªn ®é s©u vμ dßng ch¶y lμ tuú ý, Booij (1981) ®· sö dông lý 
thuyÕt Lagrange ®Ó kh¸i qu¸t ho¸ ph−¬ng tr×nh (5.7). C¶ khóc 
x¹ vμ t¸n x¹ ®Òu ®−îc ®−a vμo. Song, viÖc tÝnh to¸n thùc tÕ cã 
thÓ kh¸ tèn kÐm vμ nªn tiÕn hμnh xÊp xØ ho¸ tiÕp. 

 
 

 

 

Ch−¬ng  4 - Sãng dμi biªn ®é nhá v« h¹n  
trªn nÒn ®¸y biÕn ®æi ®¸ng kÓ 

 

Khi sãng lan truyÒn vμo vïng cã ®é s©u biÕn thiªn ®¸ng kÓ 
trong kho¶ng b−íc sãng, hiÖn t−îng ph©n t¸n xuÊt tiÖn, trong 
®ã sù ph¶n x¹ trë thÓ hiÖn râ. Lý thuyÕt tia ®¬n bá qua sù ph¶n 
x¹ sÏ kh«ng phï hîp n÷a. Tr−íc khi bμn luËn vÒ sù ph©n t¸n 
c¸c sãng t¶n m¸t, ta kh¶o s¸t c¸c bμi to¸n t−¬ng tù ®èi víi c¸c 
sãng dμi trªn vïng n−íc n«ng tr−êng hîp qu¸ tr×nh ph©n t¸n 
®−îc xem lμ kh«ng quan träng. §Ó ®¬n gi¶n vÒ ph−¬ng diÖn 
to¸n häc, ta chñ yÕu ®Ò cËp tíi tr−êng hîp ®é s©u biÕn ®æi kh«ng 
liªn tôc. Mét hiÖn t−îng thó vÞ khi xÐt ®é s©u biÕn ®æi lμ hiÖn 
t−îng bÉy sãng, tøc c¸c sãng bÞ gi÷ l¹i ë mét vïng nμo ®ã cña 
biÓn. Chñ ®Ò nμy ®· th¶o luËn ®èi víi c¸c sãng ng¾n ë ch−¬ng 3. 
C¸c bμi to¸n vÒ bÉy sãng dμi ë nh÷ng b·i biÓn tho¶i, nh÷ng 
vïng thÒm lôc ®Þa vμ c¸c d·y nói ngÇm ®¹i d−¬ng sÏ ®−îc xÐt ë 
®©y b»ng mét sè m« h×nh ®¬n gi¶n nh− lμ miÒn h×nh ch÷ nhËt 
vμ ®é nghiªng b·i ®ång nhÊt, v.v... Ngoμi ra, ë ®©y còng sÏ 
nghiªn cøu mét sè khÝa c¹nh vÒ ma trËn ph©n t¸n. V× chØ cã thÓ 
gi¶i ®−îc b»ng gi¶i tÝch theo ph−¬ng ph¸p ®¹i sè cho mét sè Ýt ái  

tr−êng hîp biÕn thiªn ®é s©u liªn tôc, nªn c¸c ph−¬ng ph¸p gÇn 
®óng, hay ph−¬ng ph¸p sè, sÏ rÊt cÇn thiÕt vμ sÏ ®−îc xem xÐt ë 
cuèi cña ch−¬ng nμy. 

4.1  X©y dùng lý thuyÕt sãng dμi tuyÕn tÝnh ho¸ 

4.1.1  C¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ 

Trong môc 1.4 ta ®· thÊy r»ng, víi c¸c sãng nhá v« h¹n trªn 
nÒn s©u kh«ng ®æi, th× chuyÓn ®éng cña n−íc trong sãng dμi chñ 

yÕu diÔn ra trong ph−¬ng ngang, tøc sù biÕn ®æi trong th¼ng 
®øng yÕu vμ ¸p suÊt lμ thuû tÜnh. NhËn xÐt nμy ®· ®−îc kh¼ng 
®Þnh l¹i trong môc 3.6 khi rót ra c¸c ph−¬ng tr×nh phi tuyÕn 
cho c¸c dßng ch¶y qui m« lín, tøc chÝnh lμ c¸c sãng dμi biªn ®é 
h÷u h¹n. VËy chuyÓn ®éng sãng dμi lμ chuyÓn ®éng gÇn ®óng 
hai chiÒu. 

TuyÕn tÝnh ho¸ c¸c ph−¬ng tr×nh (6.11) vμ (6.12), ch−¬ng 3, 
®èi víi c¸c sãng biªn ®é nhá v« h¹n 
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ζ
h
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vμ ®æi c¸c ký hiÖu tõ U thμnh u , tõ ζ  thμnh ζ , ta cã ph−¬ng 

tr×nh b¶o toμn khèi l−îng 
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∂
ζ∂ )( uh
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vμ ph−¬ng tr×nh b¶o toμn ®éng l−îng 

ζ∇−=
∂
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t 
 u

.                                     (1.3) 

¸p suÊt tæng lμ ¸p suÊt thuû tÜnh 
)( zgP −ζρ= .                                   (1.4) 

Lo¹i u  tõ ph−¬ng tr×nh (1.2) vμ ph−¬ng tr×nh (1.3), ta ®−îc 
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Nh»m môc ®Ých tÝnh to¸n víi c¸c tr−êng hîp thùc tÕ: biÕn 
thiªn ®é s©u vμ dßng ch¶y lμ tuú ý, Booij (1981) ®· sö dông lý 
thuyÕt Lagrange ®Ó kh¸i qu¸t ho¸ ph−¬ng tr×nh (5.7). C¶ khóc 
x¹ vμ t¸n x¹ ®Òu ®−îc ®−a vμo. Song, viÖc tÝnh to¸n thùc tÕ cã 
thÓ kh¸ tèn kÐm vμ nªn tiÕn hμnh xÊp xØ ho¸ tiÕp. 

 
 

 

 

Ch−¬ng  4 - Sãng dμi biªn ®é nhá v« h¹n  
trªn nÒn ®¸y biÕn ®æi ®¸ng kÓ 

 

Khi sãng lan truyÒn vμo vïng cã ®é s©u biÕn thiªn ®¸ng kÓ 
trong kho¶ng b−íc sãng, hiÖn t−îng ph©n t¸n xuÊt tiÖn, trong 
®ã sù ph¶n x¹ trë thÓ hiÖn râ. Lý thuyÕt tia ®¬n bá qua sù ph¶n 
x¹ sÏ kh«ng phï hîp n÷a. Tr−íc khi bμn luËn vÒ sù ph©n t¸n 
c¸c sãng t¶n m¸t, ta kh¶o s¸t c¸c bμi to¸n t−¬ng tù ®èi víi c¸c 
sãng dμi trªn vïng n−íc n«ng tr−êng hîp qu¸ tr×nh ph©n t¸n 
®−îc xem lμ kh«ng quan träng. §Ó ®¬n gi¶n vÒ ph−¬ng diÖn 
to¸n häc, ta chñ yÕu ®Ò cËp tíi tr−êng hîp ®é s©u biÕn ®æi kh«ng 
liªn tôc. Mét hiÖn t−îng thó vÞ khi xÐt ®é s©u biÕn ®æi lμ hiÖn 
t−îng bÉy sãng, tøc c¸c sãng bÞ gi÷ l¹i ë mét vïng nμo ®ã cña 
biÓn. Chñ ®Ò nμy ®· th¶o luËn ®èi víi c¸c sãng ng¾n ë ch−¬ng 3. 
C¸c bμi to¸n vÒ bÉy sãng dμi ë nh÷ng b·i biÓn tho¶i, nh÷ng 
vïng thÒm lôc ®Þa vμ c¸c d·y nói ngÇm ®¹i d−¬ng sÏ ®−îc xÐt ë 
®©y b»ng mét sè m« h×nh ®¬n gi¶n nh− lμ miÒn h×nh ch÷ nhËt 
vμ ®é nghiªng b·i ®ång nhÊt, v.v... Ngoμi ra, ë ®©y còng sÏ 
nghiªn cøu mét sè khÝa c¹nh vÒ ma trËn ph©n t¸n. V× chØ cã thÓ 
gi¶i ®−îc b»ng gi¶i tÝch theo ph−¬ng ph¸p ®¹i sè cho mét sè Ýt ái  

tr−êng hîp biÕn thiªn ®é s©u liªn tôc, nªn c¸c ph−¬ng ph¸p gÇn 
®óng, hay ph−¬ng ph¸p sè, sÏ rÊt cÇn thiÕt vμ sÏ ®−îc xem xÐt ë 
cuèi cña ch−¬ng nμy. 

4.1  X©y dùng lý thuyÕt sãng dμi tuyÕn tÝnh ho¸ 

4.1.1  C¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ 

Trong môc 1.4 ta ®· thÊy r»ng, víi c¸c sãng nhá v« h¹n trªn 
nÒn s©u kh«ng ®æi, th× chuyÓn ®éng cña n−íc trong sãng dμi chñ 

yÕu diÔn ra trong ph−¬ng ngang, tøc sù biÕn ®æi trong th¼ng 
®øng yÕu vμ ¸p suÊt lμ thuû tÜnh. NhËn xÐt nμy ®· ®−îc kh¼ng 
®Þnh l¹i trong môc 3.6 khi rót ra c¸c ph−¬ng tr×nh phi tuyÕn 
cho c¸c dßng ch¶y qui m« lín, tøc chÝnh lμ c¸c sãng dμi biªn ®é 
h÷u h¹n. VËy chuyÓn ®éng sãng dμi lμ chuyÓn ®éng gÇn ®óng 
hai chiÒu. 

TuyÕn tÝnh ho¸ c¸c ph−¬ng tr×nh (6.11) vμ (6.12), ch−¬ng 3, 
®èi víi c¸c sãng biªn ®é nhá v« h¹n 
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vμ ®æi c¸c ký hiÖu tõ U thμnh u , tõ ζ  thμnh ζ , ta cã ph−¬ng 

tr×nh b¶o toμn khèi l−îng 
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vμ ph−¬ng tr×nh b¶o toμn ®éng l−îng 

ζ∇−=
∂
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.                                     (1.3) 

¸p suÊt tæng lμ ¸p suÊt thuû tÜnh 
)( zgP −ζρ= .                                   (1.4) 

Lo¹i u  tõ ph−¬ng tr×nh (1.2) vμ ph−¬ng tr×nh (1.3), ta ®−îc 
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2

2

 t
hg

∂
ζ∂=ζ∇⋅∇ )( .                                (1.5) 

§©y lμ mét ph−¬ng tr×nh ®¹o hμm riªng d¹ng hyperbolic víi c¸c 
hÖ sè biÕn ®æi. 

NÕu c¸c sãng cã d¹ng sin theo thêi gian víi tÇn sè gãc ω , ta 
cã thÓ t¸ch riªng c¸c phÇn phô thuéc kh«ng gian vμ thêi gian 
thμnh 

tieyx ω−η=ζ ),( , 
tieyxtyx ω−→  ),(),,( uu .                           (1.6) 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (1.2) vμ (1.3), c¸c nh©n tè kh«ng gian liªn 
quan víi 

)( uhi ⋅∇=ωη ,                                       (1.7) 

η∇
ω

−= igu                                          (1.8) 

vμ 

0
2

=ηω+η∇⋅∇
g

h )( .                               (1.9) 

Víi ®é s©u kh«ng ®æi ( const=h ), ph−¬ng tr×nh (1.5) trë 
thμnh ph−¬ng tr×nh sãng cæ ®iÓn: 

2

2
2 1

tgh ∂
ζ∂=ζ∇ ,                                 (1.10) 

trong khi ph−¬ng tr×nh (1.9) trë thμnh ph−¬ng tr×nh Helmholtz: 

21
22      0 /)(

,
gh

kk ω==η+η∇ .                     (1.11) 

NÕu biªn bªn lμ t−êng th¼ng ®øng, th× ®iÒu kiÖn biªn ph¶i 
lμ dßng n¨ng l−îng ph¸p tuyÕn b»ng kh«ng. Tõ ph−¬ng tr×nh 
(1.8) rót ra 

0
 

 =
∂
ζ∂
n

   hoÆc    0
 

 =
∂
η∂
n

,                           (1.12) 

cã nghÜa r»ng ®é cao mÆt tù do cã thÓ lμ cùc ®¹i hoÆc cùc tiÓu. 
NÕu biªn lμ mét b·i biÓn nghiªng t−¬ng ®èi vμ nÕu sãng kh«ng 
qu¸ dèc ®Õn møc cã thÓ ®æ (xem môc 10.5), th× ph−¬ng tr×nh 
(1.12) cã thÓ biÕn ®æi thμnh 

00 =⋅→ nuhhlim     hoÆc    0
 

 

0 =
∂
ζ∂

→ n
hhlim .             (1.13) 

MÆt kh¸c, ®iÒu kiÖn biªn däc theo ®ª ch¾n sãng lëm chëm 
hoÆc däc theo mét b·i biÓn tho¶i cã sãng ®æ th× khã cã thÓ x¸c 
®Þnh, v× sù tiªu t¸n n¨ng l−îng trªn c¸c biªn nμy lμ mét qu¸ 
tr×nh phi tuyÕn khã m« t¶ b»ng to¸n häc. 

Cuèi cïng, ph¶i x¸c ®Þnh mét ®iÒu kiÖn biªn thÝch hîp t¹i 
v« cùc. 

§Ó diÔn ®¹t luËn chøng luËn lý trªn, ta tiÕn hμnh dÉn lËp 
c¸c ph−¬ng tr×nh (1.1) vμ (1.4) mét c¸ch chÝnh thøc h¬n, b»ng 
c¸ch vËn dông lý thuyÕt tuyÕn tÝnh ho¸ tæng qu¸t cho tr−êng 
hîp sãng dμi. Nh÷ng lËp luËn ë ®©y thu©n theo Friedrichs 
(1948) ®èi víi c¸c sãng dμi phi tuyÕn vμ mét phÇn nh− trong 
môc 3.1. Ta sÏ quy chuÈn tÊt c¶ c¸c biÕn theo c¸c qui m« ®· biÕt 
tr−íc dùa trªn c¸c c¨n cø vËt lý: 

[ ] ,)(,,)(

,,),,(),(

// φ=Φζ=ζ′=′

=′=′=′′

21
0

00

21
0

00

1
          

           

gh
h
A

kA
tghkt

h
hh

h
zzyxkyx

        (1.14) 

trong ®ã kgh 21
0

/)(~ω . ViÖc quy chuÈn ®èi víi t  vμ Φ  tu©n theo 

ph−¬ng tr×nh (2.2), ch−¬ng 1. C¸c ph−¬ng tr×nh phi thø nguyªn 
qu¶ sÏ ®óng nh− c¸c ph−¬ng tr×nh (1.3)−(1.5) ë ch−¬ng 3, nÕu ta 
thay tÊt c¶ c¸c dÊu g¹ch trªn b»ng dÊu '. §Ó cho ng¾n gän, tõ 
®©y trë ®i ta sÏ bá c¸c dÊu ph¶y trªn trong c¸c ph−¬ng tr×nh. 
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Gi¶ sö ta cã chuçi 

...+φμ+φμ+φ=φ 4
4

2
2

0                          (1.15) 

T¹i bËc )( 0μΟ ta cã 

0     0
2
0

2
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, ,                           (1.16) 
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 0     0
 

 0 ,, ,                             (1.17) 

sao cho ),,( tyx00 φ=φ . T¹i bËc )( 2μΟ  ta cã 

0     0
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, ,                      (1.18) 
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     0
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, ,                       (1.20) 

¸p dông c«ng thøc Green (ph−¬ng tr×nh 4.11, ch−¬ng 2) víi 0φ  
vμ 2φ  sÏ cho ®iÒu kiÖn kh¶ gi¶i víi 2φ  

2
0

2

0
 

 

t
h

∂
φ∂

=φ∇⋅∇ )( .                              (1.21) 

NÕu c¸c biÕn tù nhiªn ®−îc kh«i phôc vμ ph−¬ng tr×nh 
Bernoulli tuyÕn tÝnh ho¸ tg Φ=ζ  ®−îc sö dông, th× ph−¬ng 

tr×nh (1.21) dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh (1.5). 

4.1.2  C¸c sãng tùa mét chiÒu trong kªnh dμi tiÕt diÖn ngang 
biÕn thiªn chËm 

§èi víi mét kªnh dμi, tiÕt diÖn ngang h×nh ch÷ nhËt, chiÒu 
réng kªnh nhá h¬n nhiÒu so víi quy m« dμi ph−¬ng däc, th× biÕn 
thiªn theo ph−¬ng ngang nhá h¬n nhiÒu so víi biÕn thiªn theo 
chiÒu däc. XÐt theo kinh nghiÖm ta thÊy ®iÒu nμy lμ ®óng, v× c¸c 
®iÒu kiÖn biªn dßng ph¸p tuyÕn b»ng kh«ng t¹i c¸c bê cña kªnh 

hÑp cã nghÜa r»ng sù biÕn ®æi ph−¬ng ngang cña ζ  cã thÓ bá 

qua ë mäi n¬i. ChuyÓn ®éng cã thÓ m« t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh 
mét chiÒu; c¸ch thiÕt lËp luËn lý sÏ tr×nh bμy d−íi ®©y. 

Gi¶ sö x  lμ trôc däc vμ y  lμ trôc ngang, )(xb  lμ ®é réng vμ 
),( yxh  lμ ®é s©u. Gi¶ sö  )(xay 1=  vμ )(xa2  lμ c¸c bê, khi ®ã 

,12 aab −=    diÖn tÝch  =
2

1

a

a

hdyA .                   (1.22) 

TÝch ph©n ph−¬ng tr×nh liªn tôc (1.2) tõ bê nμy ®Õn bê kia vμ lîi 
dông c«ng thøc Leibniz, ta cã 
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C¸c sè h¹ng tÝch ph©n triÖt tiªu däc theo c¶ hai bê, do ®ã 

0
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x
Au
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.                               (1.23) 

Khi bá qua nh÷ng biÕn thiªn ph−¬ng ngang cña ζ  vμ u , th× 

ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng d¹ng gÇn ®óng sÏ lμ  

x
g

t
u
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.                                    (1.24) 

KÕt hîp c¸c ph−¬ng tr×nh (1.23) vμ (1.24), ta cã 
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Víi c¸c sãng d¹ng sin tie   ωηζ −= , ph−¬ng tr×nh m« t¶ sÏ lμ 
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A

x
;                        (1.26) 

®©y lμ mét kiÓu ph−¬ng tr×nh lo¹i Sturm–Liouville quen biÕt. 
Ph¶i nhÊn m¹nh r»ng tõ giê trë ®i b−íc sãng vμ kÝch th−íc däc 
cña kªnh ®−îc xem nh− cïng bËc. 
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Bμi tËp 1.1: 

Sö dông ph−¬ng ph¸p Friedrich ®Ó rót ra ph−¬ng tr×nh 
(1.25) b»ng phÐp ph©n tÝch nhiÔu. 

4.1.3  NhËn xÐt thªm vÒ ®iÒu kiÖn ph¸t x¹ 

Theo môc 2.4, víi c¸c bμi to¸n sãng d¹ng sin æn ®Þnh, th× 
ph¶i ®Æt ®iÒu kiÖn biªn ph¸t x¹: c¸c sãng g©y bëi nh÷ng nhiÔu 
®Þa ph−¬ng ®−îc lan ra ngoμi. Mét c¸ch tiÕp cËn t−¬ng ®−¬ng 
kh¸c: ®ã lμ xuÊt ph¸t tõ bμi to¸n gi¸ trÞ ban ®Çu vμ xem tr¹ng 
th¸i æn ®Þnh lμ tr¹ng th¸i giíi h¹n khi ∞→t . Mét c¸ch lùa chän 
kh¸c: ®ã lμ duy tr× theo c¸ch dÉn lËp víi tr¹ng th¸i æn ®Þnh, 
nh−ng yªu cÇu mét sù tiªu gi¶m nho nhá, sù tiªu gi¶m nμy cã 
thÓ lμ thùc hay lμ nh©n t¹o, vμ sau ®ã ®ßi hái nghiÖm ®iÒu hoμ 
®¬n ph¶i triÖt tiªu ë v« cïng. Khi sù tiªu gi¶m ®−îc phÐp gi¶m 
®i ë cuèi, th× kÕt qu¶ cuèi cïng sÏ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ph¸t x¹. 
TÝnh nh©n t¹o cña tiªu gi¶m nh©n t¹o lμ ý t−ëng cña Rayleigh. 

Trong n−íc n«ng, ng−êi ta cã thÓ t−ëng t−îng ma s¸t ®¸y lμ 
nguån tiªu gi¶m tù nhiªn. Gi¶ sö lùc ma s¸t ®−îc diÔn t¶ b»ng 

u 2ε , −ε  mét hÖ sè d−¬ng gi¸ trÞ bÐ. Ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng sÏ 
nh− sau 

uu
 2 

 

 ε−ζ∇−=
∂
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t
,                             (1.27) 

ph−¬ng tr×nh nμy cã thÓ kÕt hîp víi ph−¬ng tr×nh liªn tôc (1.2) cho 
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∂
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§èi víi chuyÓn ®éng ®iÒu hoμ ®¬n, ph−¬ng tr×nh (1.28) trë thμnh 

02        
2 =ηωε+ω+η∇⋅∇ )( ihg ,                      (1.29) 

hay cã thÓ viÕt l¹i thμnh 

02
    =ηε+ω+η∇⋅∇ )( ihg                        (1.30) 

víi ε  nhá. §iÒu kiÖn biªn t¹i v« cïng lμ η  ph¶i cã h¹n. VËy 

tr¹ng th¸i æn ®Þnh cuèi cïng sÏ lμ giíi h¹n cña nghiÖm t¹i 0↓ε . 

Thay v× c¸ch tiÕp cËn vËt lý hoÆc gi¶ vËt lý vÒ ®−a ra sù tiªu 
gi¶m, con ®−êng to¸n häc t−¬ng ®−¬ng lμ ph¸t biÓu r»ng η  tho¶ 

m·n 

02
   =ηω′+η∇⋅∇ hg ,                          (1.31) 

ë ®©y ω′  lμ sè phøc víi phÇn ¶o nhá, d−¬ng. 

§Ó thÊy ý nghÜa cña “tiªu gi¶m” hay sè phøc ω′ , ta xÐt qu¸ 
tr×nh ph©n t¸n mét chiÒu gÇn mét vËt c¶n. Trong c¸c vïng ®é 
s©u h  kh«ng ®æi, sãng ph©n t¸n b»ng 

xkie ′     hoÆc   xkie ′−  

ë ®©y 
21

   
/)( −ε+=′ hgikk ,                             (1.32) 

21
  

/)( −ω= hgk . Muèn nghiÖm giíi h¹n khi ∞→  x , ph¶i lo¹i bá 
xkie ′− . Trong giíi h¹n cña 0↓ε , nhiÔu trë thμnh 

Sη ∼ xike ,      ∞→   xk .                         (1.33) 

®iÒu nμy cã nghÜa lμ c¸c sãng ®i ra. Nh− vËy gi¸ trÞ phøc ω′ chØ 
®iÒu kiÖn ph¸t x¹. DÔ dμng kiÓm tra ®−îc r»ng ®iÒu kiÖn ph¸t 
x¹ cã thÓ diÔn t¶ nh− sau 
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S , .                    (1.34) 

Trong sù ph©n t¸n hai chiÒu g©y ra do c¸c vËt c¶n, nghiÖm 
trong vïng biÓn ®é s©u kh«ng ®æi cã thÓ x©y dùng b»ng tæng cña 
c¸c sè h¹ng d−íi ®©y: 
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Do biÕn thiªn bÊt ®èi xøng cña c¸c hμm Hankel 
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)(2
nH  ph¶i ®−îc lo¹i bá khi k ′  phøc víi phÇn thùc d−¬ng. T¹i giíi 

h¹n 0↓ε , nghiÖm tæng qu¸t cña c¸c sãng ph©n t¸n cã thÓ viÕt 
nh− sau: 
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®©y l¹i lμ mét sãng ®i ra. V× vËy, ph−¬ng tr×nh (1.37) lμ ®iÒu 
kiÖn ph¸t x¹ cho sù ph©n t¸n hai chiÒu g©y bëi c¸c vËt c¶n h÷u 
h¹n. Mét c¸ch kh¸c, ®iÒu kiÖn nμy cã thÓ biÓu diÔn t¶ b»ng 

1     0     

 

 
21 >>→η






 −
∂
∂ rkki
r

rk S ,)( / .                  (1.38) 

Ta ph¶i nhÊn m¹nh ngay r»ng ph−¬ng tr×nh (1.38) m¹nh h¬n 
nhiÒu so víi yªu cÇu 0↓ηS  t¹i v« cïng. 

Nh÷ng nhËn xÐt trªn ®©y gîi ra mét thñ tôc quy t¾c gi¶n ®Ó 
x©y dùng c¸c nghiÖm biÕn thiªn thêi gian tõ c¸c nghiÖm ®iÒu 
hoμ ®¬n. NÕu nhiÔu b¾t ®Çu sinh ra t¹i mét thêi ®iÓm h÷u h¹n, 
th× 0→ζ  khi −∞→t . Víi qu¸ tr×nh tiªu gi¶m, ta còng kú väng 
r»ng 0→ζ  khi +∞→t . VËy cã thÓ vËn dông phÐp biÕn ®æi 

Fourier 

dtet tiω
∞

∞−
 ζπ

=η     
2
1 ),(x .                          (1.39) 

BiÕn ®æi cña ph−¬ng tr×nh (1.28) chÝnh lμ ph−¬ng tr×nh (1.29) vμ 

bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®óng lμ bμi to¸n vÒ nhiÔu ®iÒu hoμ tiªu 
gi¶m ),( ω′η x . Do ®ã, nhiÔu biÕn thiªn cã thÓ nhËn ®−îc b»ng 

phÐp biÕn ®æi ng−îc: 

ωω′η=ζ ω−
∞

∞−
 det ti

     
   ),(),( xx ,                       (1.40) 

®©y lμ tæng céng tuyÕn tÝnh cña c¸c nghiÖm ®iÒu hoμ ®¬n bÞ tiªu 
gi¶m. V× ε+ω=ω′ i , ph−¬ng tr×nh (1.40) cã thÓ viÕt l¹i thμnh 

=ωω′η=ζ ω′−
∞

∞−

ε  deet tit
   

    ),(),( xx  

ω′ω′η= ω′−
ε+∞

ε+∞−

ε  dee ti
i

i

t     ),(x .                         (1.41) 

NghiÖm kh«ng nhít ®¬n gi¶n lμ giíi h¹n cña 0↓ε , nÕu quan 
niÖm r»ng tÝch ph©n Fourier trong ph−¬ng tr×nh (1.41) thùc 
hiÖn däc theo mét ®−êng ë bªn trªn mét chót so víi trôc thùc x  
trong mÆt ph¼ng phøc ω′ . B©y giê v× môc ®Ých cuèi cïng ®· ®¹t 
®−îc, ta cã thÓ quªn ®i tÝnh nh©n t¹o cña sù tiªu gi¶m vμ ®¬n 
gi¶n nãi r»ng ) x, t(ζ  lμ tÝch ph©n Fourier cña nghiÖm ®iÒu hoμ 

®¬n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ph¸t x¹ 

ωωη=ζ ω−
∞

∞−
 det ti  

      ),(),( xx ,                        (1.42) 

trong ®ã ®−êng lÊy tÝch ph©n ph¶i ë phÝa trªn trôc thùc ω  mét chót. 

C¸c ý t−ëng trong phô môc nμy cã thÓ kh¸i qu¸t ho¸ cho 
tr−êng hîp ba chiÒu víi kh  tuú ý. 

4.2  §é s©u gi¸n ®o¹n − sãng tíi vu«ng gãc 

4.2.1. NghiÖm 

XÐt ®¹i d−¬ng ®¬n gi¶n ®é s©u biÕn thiªn gi¸n ®o¹n: t¹i 
0=x , 1hh =  t¹i 0<x  vμ 2hh =  t¹i 0>x , −21  hh ,  c¸c h»ng sè. Hai 
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sãng tíi tÇn sè ω  ®Õn tõ x ~ ±∞ . Tõ mçi chuçi sãng ®ã, cã mét 
phÇn n¨ng l−îng ®−îc truyÒn qua chç gi¸n ®o¹n ®é s©u vμ mét 
phÇn bÞ ph¶n x¹ trë l¹i, t¹o thμnh c¸c sãng ph©n t¸n truyÒn ra 
xa tõ chç gi¸n ®o¹n nμy. VÊn ®Ò lμ ph¶i t×m c¸c sãng truyÒn qua 
vμ c¸c sãng ph¶n x¹. 

Sãng trªn hai phÝa cña 0=x  tho¶ m·n 

0
  

 =
∂
∂+

∂
ζ∂ )(hu

xt
                                 (2.1) 

vμ 

0
 

 

 

 =
∂
ζ∂+

∂
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x
g

t
u

,                                  (2.2) 

trong ®ã ),( 21  ζζ=ζ , ),( 21  uuu = , vμ ),( 21  hhh =  tuÇn tù t¹i 0<x  

vμ 0>x . B©y giê ta ph¶i t×m c¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng hîp t¹i 0=x . 
§Ó lËp luËn chu ®¸o h¬n, b©y giê ta gi¶ sö c¸c ph−¬ng tr×nh 
(2.1) vμ (2.2) lμ ®óng ngay c¶ khi qua ®iÓm gi¸n ®o¹n ®é s©u vμ 
cã thÓ tÝch ph©n ®−îc theo x  tõ  −= 0x  ®Õn += 0x . V× kho¶ng 
lÊy tÝch ph©n lμ v« cïng bÐ vμ t  ∂ζ∂ /  vμ tu   ∂∂ / lμ h÷u h¹n, nªn 

c¸c sè h¹ng ®Çu cña c¸c ph−¬ng tr×nh (2.1) vμ (2.2) kh«ng ®ãng 
gãp vμo kÕt qu¶, do ®ã 

+→−→

=
0                 0

2211   
xx

uhuh ,limlim
                                (2.3) 

+→−→

=
0             0

21 , lim lim
xx

ζζ
                                  (2.4) 

Nh÷ng ®iÒu kiÖn nμy (Lamb, 1932) liªn hÖ ζ  vμ dßng uh  qua 

®iÓm gi¸n ®o¹n ®é s©u. 

§èi víi chuyÓn ®éng ®iÒu hoμ ®¬n, ta sö dông ph−¬ng tr×nh 
(1.9) sao cho c¸c thõa sè kh«ng gian tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

,,, 2 1     02
2

2

 

==η+
η

mk
xd

d
mm

m                         (2.5) 

víi 

21 /)( m
m gh
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Thõa sè kh«ng gian cña vËn tèc ®−îc cho b»ng 

xd
dgiu m

m
 

  η
ω

−= .                               (2.7) 

C¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng hîp t¹i ®iÓm nèi lμ 

21 η=η ,                                      (2.8a) 
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§Ó kÕt thóc viÖc thiÕt lËp c«ng thøc, ta ph¶i bæ sung thªm 
®iÒu kiÖn ph¸t x¹: nhiÔu g©y ra bëi sãng tíi chØ cã thÓ ®i ra 
ngoμi. VËy nÕu chØ cã mét sãng tíi tõ phÝa tr¸i (hoÆc tõ phÝa 
ph¶i), th× c¸c sãng ë phÝa ph¶i (tr¸i) ph¶i lμ sãng chØ ch¹y sang 
ph¶i (hoÆc sang tr¸i). Mét c¸ch tæng qu¸t h¬n, ta gi¶ sö r»ng cã 
c¸c sãng tíi ®Õn tõ c¶ hai phÝa cña v« cïng xkieA   1

−  vμ xkieB   2−
+ . 

NghiÖm tæng qu¸t sÏ cã d¹ng sau: 
xikxik eBeA 11

1
−

−− +=η     víi 0<x                     (2.9) 

vμ 
xkixki eAeB     

2
11

+
−

+ +=η     víi 0>x .                (2.10) 

C¸c biªn ®é cña nh÷ng sãng tíi −A  vμ +B  lμ biÕt tr−íc vμ c¸c 

biªn ®é cña c¸c sãng ph©n t¸n +A  vμ −B  sÏ ph¶i t×m thÊy. ¸p 

dông c¸c ®iÒu kiÖn xøng hîp (2.8a) vμ (2.8b), ta thu ®−îc 

−−++ +=+ BABA , 

)()( ++−− +−=− ABhkBAhk 2211  

tõ c¸c biÓu thøc nμy cã thÓ gi¶i ra 

2211

222211 2
hkhk

BhkAhkhk
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+
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= +−
−

)(
,                      (2.11) 
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2211
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C¸c kÕt qu¶ cã thÓ viÕt gän h¬n d−íi d¹ng ma trËn nh− sau 

{ } [ ]{ }IS ASA =                                  (2.13) 
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Ma trËn [ ]S  ®−îc gäi lμ ma trËn ph©n t¸n. 

§Ó hiÓu ý nghÜa cña 121   RTT ,,  vμ 2R , h·y gi¶ sö sãng chØ tíi 
tõ phÝa tr¸i, sao cho 0≠−A  vμ 0=+B . Râ rμng r»ng 
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Nh− vËy, 1T  vμ 1R  cã thÓ ®−îc ®Þnh nghÜa tuÇn tù lμ hÖ sè 
truyÒn qua vμ hÖ sè ph¶n x¹ khi sãng tíi xuÊt ph¸t phÝa 1hh = . 

2T  vμ 2R  ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù cho sãng ®Õn tõ phÝa 2h . Do 
21 /)/( ghhk mmm ω= , ta cã 
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BiÕn thiªn cña 1T  vμ 1R  theo tØ sè ®é s©u thÓ hiÖn trªn h×nh 2.1. 

Chó ý r»ng pha cña sãng ph¶n x¹ kh«ng thay ®æi khi sãng tíi 
®Õn tõ phÝa s©u h¬n, nh−ng nã lÖch pha b»ng π  khi sãng tíi 
®Õn tõ phÝa n«ng h¬n. ViÖc chøng minh r»ng n¨ng l−îng do c¸c 
sãng ph©n t¸n (ph¶n x¹ vμ truyÒn qua) truyÒn t¶i b»ng n¨ng 
l−îng do sãng tíi chuyÓn t¶i sÏ giμnh cho b¹n ®äc nh− lμ mét 
bμi tËp. §èi víi vïng thÒm rÊt n«ng, 112 <<hh / , th× 
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H×nh 2.1  C¸c hÖ sè truyÒn qua 1T  vμ ph¶n x¹ 1R  vïng 

®é s©u gi¸n ®o¹n, h−íng sãng tíi vu«ng gãc 

HÖ sè ph¶n x¹ 11 ≅R , thμnh thö tæng c¸c sãng tíi vμ sãng 

ph¶n x¹ trªn thùc tÕ lμm thμnh mét sãng ®øng víi mét ®iÓm 
bông cã biªn ®é IA2  t¹i 0=x . Ph¶i nhËn xÐt r»ng c¸c hiÖu øng 
phi tuyÕn tõ tr−íc ®Õn giê bÞ bá qua, ë ®©y nã cã thÓ trë nªn rÊt 
quan träng ®èi víi tr−êng hîp 2h  ®ñ nhá. MÆc dï biªn ®é sãng 

truyÒn qua t¨ng lªn hai lÇn so víi biªn ®é sãng tíi do gi¶m ®é s©u 
2h , nh−ng chØ cã mét phÇn n¨ng l−îng rÊt nhá xuyªn qua ®−îc v× 

tèc ®é dßng n¨ng l−îng lμ 21
2

2
1

/)(hCT g ∝ . Trong tr−êng hîp ®Æc 
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biÖt, 112 >>hh /  hÖ sè ph¶n x¹ 11 −=R , tøc hÖ thèng sãng tæng 

céng trong phÇn 0<x  còng lμ mét sãng ®øng nh−ng víi ®iÓm nót 
t¹i 0=x . 

Bμi tËp 2.1 

XÐt mét thÒm cã ®é s©u 1h  trong vïng 1xx <  nèi víi ®¹i 
d−¬ng cã ®é s©u lín h¬n 2h  trong vïng 2xx > . T¹i vïng chuyÓn 

tiÕp 21 xxx << , ®é s©u ®−îc cho b»ng 2axh = , víi 2
11 axh = , 

2
22 axh =  vμ 112 hxx >−  hoÆc 2h . Gi¶ sö mét chuçi sãng chu kú 

dμi lμ sãng tíi trùc diÖn tõ phÝa ®¹i d−¬ng. H·y chøng minh 
r»ng c¸c hÖ sè ph©n t¸n lμ 
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VÏ c¸c kÕt qu¶ vμ kh¶o s¸t c¸c hiÖu øng cña ga/2ω  vμ μ  

(Kajiura, 1961). 

4.2.2 HiÖu chØnh c¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng hîp t¹i ®iÓm nèi 

MÆc dï c¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng hîp ph−¬ng tr×nh (2.8a) vμ 
(2.8b) lμ hîp lý vÒ mÆt linh nghiÖm, chóng ®· ®−îc rót ra trªn 
c¬ së c¸c ph−¬ng tr×nh (2.1) vμ (2.2), mμ c¸c ph−¬ng tr×nh nμy 

chØ cã hiÖu lùc khi c¸c chuyÓn ®éng th¼ng ®øng kh«ng ®¸ng kÓ 
so víi chuyÓn ®éng ngang vμ khi x ∂∂ / nhá. Tuy nhiªn, nh÷ng 
gi¶ thiÕt nμy sÏ kh«ng cßn ®óng ë l©n cËn ®iÓm bËc thÒm. VËy 
lý thuyÕt cña ta ë môc 4.2.1 cã cßn ®óng hay kh«ng? C©u hái 
nμy lμ chñ ®Ò bμi b¸o cña Bartholomeuz (1958), «ng ®· xuÊt 
ph¸t tõ bμi to¸n víi kh  tuú ý vμ chøng minh chÆt chÏ r»ng c¸c 
kÕt qu¶ cña môc tr−íc lμ giíi h¹n tiÖm cËn chÝnh x¸c cña 

0→mmhk . LËp luËn cña «ng rÊt dμi vμ gåm mét sè phÐp to¸n rÊt 

phøc t¹p. D−íi ®©y, chóng t«i sÏ giíi thiÖu mét c¸ch dÉn gi¶i 
®¬n gi¶n h¬n th«ng qua ph−¬ng ph¸p tiÖm cËn t−¬ng hîp, 
ph−¬ng ph¸p nμy lμ mét phiªn b¶n ®Çy ®ñ h¬n cña phÐp xÊp xØ 
líp biªn ë môc 3.3.3 vμ ®· ®−îc Ogilvie (1960), Tuck (1975) vμ 
mét sè nhμ khoa häc kh¸c sö dông rÊt hiÖu nghiÖm trong nhiÒu 
bμi to¸n vÒ sãng dμi. 

Tr−íc tiªn, ta chia miÒn tù nhiªn thμnh vïng gÇn vμ vïng 
xa theo qui m« ngù trÞ ë mçi vïng. ThÝ dô, qui m« ®é dμi ë phÝa 
sãng tíi ë c¸ch xa ®iÓm nèi lμ b−íc sãng 11 k/ , vËy ph−¬ng tr×nh 

)Re( xkixkieA     
1

11 −+=η                             (2.19) 

m« t¶ chÝnh x¸c c¸c sãng. Vïng nμy cã bËc ®¹i l−îng )( 1
1
−Ο k  lμ 

mét vïng xa. D−íi m¾t cña ng−êi quan s¸t ë vïng xa th× miÒn 
l©n cËn ®iÓm ®é s©u gi¸n ®o¹n nhá ®Õn møc chØ mét sè Ýt c¸c sè 
h¹ng khai triÓn Taylor ph−¬ng tr×nh (2.19) ®· ®ñ ®Ó xÊp xØ mÆt 
tù do ë ®ã; vËy 

0     11 1
2

111     →Ο+−++=η xkxkxkiRRA )(])([ .        (2.20) 

Víi mét ng−êi quan s¸t t−¬ng tù kh¸c ë phÝa truyÒn qua cña 
vïng xa th× sãng ®−îc m« t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh 

xkiATe   
2

2=η ,                                    (2.21) 

ph−¬ng tr×nh nμy cã xu thÕ trë thμnh 
2

222  1 )()( xkxkiAT Ο++=η                        (2.22) 
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trong vïng l©n cËn cña gi¸n ®o¹n ®é s©u. §èi víi vïng n−íc 
n«ng, ph−¬ng tr×nh Bernoulli cho 

η
ω
−=φ ig

, 

do ®ã 

0     11 11
xa
1 →−++

ω
−→φ xkxikRRAig ],)()[( ,          (2.23) 

0                     1 22
xa
2 →+

ω
−→φ xkxikATig ),( .          (2.24) 

B©y giê miÒn l©n cËn ®iÓm gi¸n ®o¹n cÊu thμnh mét vïng 
gÇn cã chuyÓn ®éng hai chiÒu vμ kÝch th−íc ®Æc tr−ng lμ ®é s©u 
®Þa ph−¬ng h  ( 1h  hoÆc 2h ). Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng vμ ®iÒu 

kiÖn biªn t¹i ®iÓm gi¸n ®o¹n) lμ 
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=
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MÆc dï ®iÒu kiÖn biªn tuyÕn tÝnh ho¸ chÝnh x¸c t¹i mÆt tù do lμ 
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hai sè h¹ng trªn ®©y cã t−¬ng quan tØ lÖ lμ 
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Do ®ã ®iÒu kiÖn (2.27) lμ mét xÊp xØ 

0≅φ z                                         (2.28) 

víi sai sè 2)(kh . VÒ vËt lý, ph−¬ng tr×nh (2.28) ¸m chØ r»ng ng−êi 

quan s¸t ë vïng gÇn ®· kh«ng chó ý ®Õn c¸c sãng kÝch th−íc dμi 
vμ nh×n thÊy, t¹i mäi thêi ®iÓm, mét dßng ch¶y ®i qua mét kªnh 
nèi víi ®iÓm gi¸n ®o¹n nh− trªn h×nh 2.2. NghiÖm h×nh thøc 

cña bμi to¸n dßng ch¶y thÕ ®¬n gi¶n ho¸ nμy, vÒ nguyªn t¾c, cã 
thÓ nhËn ®−îc b»ng c¸ch vÏ b¶n ®å ®ång d¹ng hay nh÷ng 
ph−¬ng tiÖn kh¸c. 

Cho ®Õn giê, c¸c nghiÖm vïng gÇn vμ vïng xa chøa c¸c hÖ 
sè  ch−a ®−îc x¸c ®Þnh. B−íc tiÕp theo cña ph−¬ng ph¸p tiÖm 
cËn t−¬ng hîp ®ßi hái c¸c nghiÖm nμy ®−îc nèi tr¬n trªn c¸c 
vïng trung gian, ë rÊt gÇn víi ®iÓm nèi theo ng−ßi quan s¸t ë 
vïng xa nh−ng ë rÊt xa ®iÓm nèi theo ng−ßi quan s¸t ë vïng 
gÇn; nãi c¸ch kh¸c 

2
1

 
1

 
   

gÇnxa )(/ khhxkx Ο+φ=φ >><< .                     (2.29) 

Tr−íc khi thùc hiÖn t−¬ng hîp, ta viÕt ra biÓu thøc xÊp xØ 

vïng xa gÇn φ : 

1
1             

gÇn 

h
xxUhDUC ,+−=φ ∼ ∞−  

(2.30) 

22

1
1            

h
xx

h
h

UhDUC ,++= ∼ ∞+   

®Æc biÖt chó ý r»ng, c¸c h»ng sè céng t¹i x ~ ∞±  kh¸c nhau mét 
l−îng 1 2 hDU ; thùc tÕ, D  liªn quan ®Õn h»ng sè ch−a biÕt U . Do 

tÝnh liªn tôc, t¹i x  bÊt kú ta cã 

),( hx
x
hzd

x
zd

x
hU

hh

−φ
∂
∂−φ

∂
∂=

∂
φ∂= 

−−

  

 

 
   

 

 
  

00

1 , 

biÓu thøc nμy, sau khi lÊy tÝch ph©n tõ 1x  ®Õn 2x  víi 11 hx /−  vμ 
122 >>hx / , sÏ cho  

 −φ
∂
∂+−=



 φ

−

2

1

    

 

 
 

2

1

  121

0 x

x

x

xh
xdhx

x
hxxhUzd ),()( .            (2.31) 

V× ph−¬ng tr×nh (2.30) ¸p dông t¹i 1x  vμ 2x , vÕ tr¸i cña ph−¬ng 

tr×nh (2.31) cã thÓ viÕt l¹i 
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)()()( 12121112   xxhUhhhDUhhC −+++− , 

trong khi vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (2.31) lμ 


∞

∞−
−−φ

∂
∂+−+− xdChx

x
hhhCxxhU    

 

 
  12121 ]),([)()( . 

ThÕ c¸c biÓu thøc nμy vμo ph−¬ng tr×nh (2.31), ta ®−îc 


∞

∞−

−−φ
∂
∂

+
=

121  

 

 

 
    

1
hU

Chx
x
hxd

hh
D ),(

.                   (2.32) 

V× C−φ  ph¶i cã bËc lμ 1 hU , D  lμ mét sè phi thø nguyªn cã bËc 

®¬n vÞ vμ chØ phô thuéc vμo h×nh häc cña vïng gÇn. Gi¸ trÞ 
t−êng minh cña D  cã thÓ thu ®−îc cho tr−êng hîp miÒn gi¸n 
®o¹n ®é s©u h×nh ch÷ nhËt nh− ë môc 4.2.3. 

 

H×nh 2.2 Vïng gÇn cña mét 

thÒm gi¸n ®o¹n ®é s©u 

Gi¶ sö r»ng vïng gÇn vμ do ®ã D  ®−îc biÕt tr−íc theo C  vμ 
U , ta ®i thùc hiÖn so s¸nh c¸c ph−¬ng tr×nh (2.23) vμ (2.24) víi 
ph−¬ng tr×nh (2.30). B»ng c¸ch cho b»ng nhau c¸c hÖ sè cña c¸c 
sè h¹ng chøa cïng luü thõa cña x , ta ®−îc: 

)( RAigDhUC +
ω

−=− 1
 

 1 , 

1 
 

1 ikRAigU )( −
ω

−= , 

TAigDhUC
ω

−=+  
 1 , 

2
2

1
  

 kiTAig
h
h

U
ω

−= . 

C¸c ph−¬ng tr×nh nμy cã thÓ gi¶i ®èi víi UTR   ,,  vμ C ; c¸c kÕt 

qu¶ lμ: 

11

11

21

21

hiDks
hiDks

R
−+
+−

−= ,                             (2.33) 

1121
2

hiDks
sT

−+
= ,                              (2.34) 

11
221 21

2
hiDks

shikigAUh
−+ω

=                       (2.35) 

vμ 

11

11

21

2

hiDks
hiDksigAC

−+
−

ω
= .                            (2.36) 

trong ®ã 

22

11

hk
hk

s ≡ .                                       (2.37)  

V× D  lμ sè thùc vμ cã bËc ®¬n vÞ (xem ph−¬ng tr×nh (2.32)), nã 
chØ t¸c ®éng ®Õn pha cña UTR  , ,  vμ C , nh−ng cã thÓ ®−îc bá 

qua do ®é lín cña chóng, víi sai sè bËc 2)(khΟ . KÕt luËn nμy 

phï hîp víi Bartholomeuz (1958) vμ ®· ®−îc Tuck (1976) rót ra 
theo c¸ch nμy. Nh− vËy, nh÷ng ®ßi hái ®¬n gi¶n cña ph−¬ng 
tr×nh (2.8) ®· ®−îc ®¸p øng. 

4.2.3  Vïng gÇn trong miÒn gi¸n ®o¹n h×nh ch÷ nhËt 

Nãi chung, vïng gÇn cña phÇn chuyÓn tiÕp th« ph¶i ®−îc 
gi¶i b»ng sè nh− bμi to¸n kinh ®iÓn vÒ dßng thÕ æn ®Þnh. §èi víi 
mét miÒn gi¸n ®o¹n h×nh ch÷ nhËt, nghiÖm cã thÓ nhËn ®−îc 
b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch nhê lý thuyÕt c¸c hμm phøc (xem 
Milne–Thomson, 1967). Ta ®−a ra biÕn phøc yjxz  +=  vμ thÕ 
vËn tèc phøc )(zW  víi )(Re),( zWyx j=φ . Chó ý r»ng ®¬n vÞ ¶o 

®−îc ký hiÖu b»ng j  nh»m ph©n biÖt víi ®¬n vÞ i  ®−îc dïng ®Ó 

chØ biÕn thiªn thêi gian. MÆc dï c¶ i  vμ j  lμ 211 /)(− , nh−ng mçi 
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mét ®¹i l−îng ph¶i ®−îc coi lμ sè thùc so víi ®¹i l−îng kia khi 
chóng cïng xuÊt hiÖn. Ch¼ng h¹n, thÕ vËn tèc thùc ®−îc tr×nh 
diÔn b»ng 

,sincos
)(ReRe

)(ReRe

)(ReRe),,(

tt
iee

je

ezWtyx

ti
i

ti
i

j
ti

i

ti
ji

ωφ+ωφ=
=ψ+φ=φ=

=ψ+φ=

==Φ

ω−ω−

ω−

ω−

21

21
  

 

 

 

ë ®©y 1φ  vμ 2φ  lμ thùc theo c¶ i  vμ j . 

§−êng vËt lý trong mÆt z  cã thÓ ®−îc vÏ vμo nöa phÝa trªn 
cña mÆt ζ  nh− trªn h×nh 2.3, theo c«ng thøc cña Schwarz–

Christoffel 

21

2

1
 

 

 

/









−ζ
−ζζ

=
ζ∂

c

Kzd
                               (2.38) 

Râ r»ng r»ng, thÕ phøc ψ+φ= jW  lμ mét nguån lùc 1 hU  t¹i gèc 
cña mÆt ζ  

const1 
+ζ

π
= ln

hU
W .                            (2.39) 

§Ó Ên ®Þnh K  vμ 2c  ta chó ý r»ng vËn tèc phøc lμ 
21 2

1

1 

 

 

 

  

 

/









−ζ
−ζ

π
=

ζζ
= c

K
hU

d
zd

d
dW

zd
Wd

. 

V× ζ ~ ∞  ë gÇn A , 211      hhUKhUzdWd /// =π≅ ; do ®ã 

π
2hK = . 

GÇn B , 0~ζ  vμ UKchUzdWd =π≅     1 // ; do ®ã 

1

2

h
h

c = . 

 

H×nh 2.3  Ph¸c ho¹ ®−êng vËt lý trong mÆt z  trong nöa trªn cña mÆt ζ  

§Ó tÝch ph©n ph−¬ng tr×nh (2.38), ta ®−a ra mét mÆt t  b»ng 
ph−¬ng tr×nh 

12

22

−
−=ζ

t
ct

.                                 (2.40a) 

hay 
212

1

/









−ζ
−ζ= ct ,                            (2.40b) 

biÓu thøc nμy s¾p ®Æt nöa trªn mÆt ζ  vμo cung phÇn t− thø 

nhÊt cña t  nh− trªn h×nh 2.3. LÊy ®¹o hμm loga ph−¬ng tr×nh 
(2.40) vμ kÕt hîp víi ph−¬ng tr×nh (2.38), ta cã thÓ tÝch ph©n z  
theo t , víi kÕt qu¶ lμ 









+
−−

+
−

π
=+

1
112

1 t
t

ct
ct

c
h

jhz lnln ,                 (2.41) 

trong ®ã h»ng sè 1jh  ®−îc chän sao cho c¸c h×nh ¶nh cña ®iÓm 

C  xuÊt hiÖn trong c¶ mÆt z  vμ t . 
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B©y giê ®Æt ph−¬ng tr×nh (2.40a) vμo trong ph−¬ng tr×nh 
(2.39), ta cã 

1
ln 2

22
1

−
−=

t
ctUhW

π
.                          (2.42) 

§èi víi mét  t  cho tr−íc trong gãc phÇn t− thø nhÊt, ta cã thÓ 
t×m z  tõ ph−¬ng tr×nh (2.41) vμ W  t−¬ng øng tõ ph−¬ng tr×nh 
(2.42). B©y giê viÖc gi¶i nghiÖm ë vïng gÇn hoμn thμnh. 

C¸c phÐp xÊp xØ tiÖm cËn ë c¸c l©n cËn cña A  vμ B  lμ cÇn 
thiÕt. Gi¶ sö t  tiÕp cËn ®iÓm B  tõ phÝa tr¸i, 0−→ ct , khi ®ã 







+
−−−−

π
≅−

1
1

2
11

  
2

1 c
cc

c
ct

c
h

hjz lnln)(ln , 

vμ 

 





−
+−

π
≅

1
2

2
1

 
 

c
cct

hU
W ln)(ln . 

Sau khi lo¹i )(ln ct −  ta cã 







−
+

+
−++π

π
+≅

1
2

1
1

2
2

1 
 

c
c

c
ccj

hU
zUW lnlnln .        (2.43) 

Gi¶ sö t  tiÕp cËn A  tõ phÝa ph¶i, khi ®ã 









+−−






 π+

+
−

π
≅+ 21

1
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2

1 ln)(lnln tj
c
c

c
h

hjz , 

vμ 

[ ])(lnln)(ln 121    
 21 −−−π+−
π

≅ tjc
hU

W . 

Lo¹i )(ln t−1 , ta ®−îc 







+
−−π+−−

π
+≅

1
11

221   
  21

2

1

c
c

c
jchU

h
zhUW lnln)(ln .       (2.44) 

B©y giê ta cã thÓ trõ c¸c h»ng sè thªm cña c¸c ph−¬ng tr×nh 
(2.43) vμ (2.44) ®Ó cã 









−

−
−
++

π
=

1
4

2
1
111

2
2

2

    

c
c

c
c

c
cD lnln ;                 (2.45) 

®©y lμ ph−¬ng tr×nh do Tuck (1976) nhËn ®−îc vμ nã kh¼ng 
®Þnh −íc l−îng bËc D  ë môc 4.2.2. 

4.3  §é s©u gi¸n ®o¹n - sãng tíi xiªn 

XÐt mét chuçi sãng ph¼ng ®i tíi d−íi mét gãc 1θ  so víi 
®−êng gi¸n ®o¹n ®é s©u (h×nh 3.1). Gi¶ sö trôc y  trïng víi 
®−êng gi¸n ®o¹n vμ trôc x  vu«ng gãc víi trôc y . C¸c ®é s©u ë 
hai phÝa lμ  1h , 0<x  vμ 2h , 0>x , mét c¸ch tæng qu¸t 21 hh ≠ . 

Gi¶ sö c¸c sãng ®i tíi tõ phÝa −∞→x  
)( yxi

I Ae β+α=η 1         sao cho  2
1

22
1 k=β+α .                (3.1) 

Vect¬ sè sãng cña sãng tíi nghiªng mét gãc  

)/( 1
1

1 tg αβ=θ −                                     (3.2) 

so víi trôc x . C¸c nghiÖm cã thÓ cã d¹ng nh− sau: 

0           2
1

22
11

11 <=++=η βα−α xkβαeeA yixixi ,,)Re( ,            (3.3) 

0                       2
2

22
22

2 >=+=η β+α xkβαATe yxi ,,)( ,             (3.4) 

sao cho ë phÝa tr¸i cã mét sãng ph¶n x¹ h−íng sang tr¸i vμ ë 
phÝa ph¶i cã mét sãng truyÒn qua h−íng sang ph¶i. C¸c hÖ sè 
ph¶n x¹ vμ truyÒn qua R  vμ T  ph¶i ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch 
lμm t−¬ng hîp ®é cao mÆt n−íc vμ dßng khèi l−îng t¹i ®iÓm 

0=x . ThÕ c¸c ph−¬ng tr×nh (3.3) vμ (3.4) vμo c¸c ph−¬ng tr×nh 
(2.8a) vμ (2.8b), ta ®−îc 

TR =+1 ,                                    (3.5a) 

TihRiih 22111 α=α−α )( .                         (3.5b) 

C¸c nghiÖm cho R  vμ T  vÒ h×nh thøc gièng nh− tr−êng hîp 
sãng tíi vu«ng gãc nÕu ta thay thÕ 1k  vμ 2k  b»ng 1α  vμ 2α  
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trong c¸c ph−¬ng tr×nh (2.16) vμ (2.17), tøc lμ 

2211

112
hh

hT
α+α

α= ,                                (3.6a) 

2211

2211

hh
hhR

α+α
α−α= .                               (3.6b) 

Ta cÇn chó ý tíi mét sè tÝnh chÊt cña nghiÖm. H−íng sãng 
tíi vμ sãng truyÒn qua b»ng: 

2122
1

1tg /)( β−
β=θ

k
,                              (3.7) 

vμ 

2122
2

2tg /)( β−
β=θ

k
.                             (3.8) 

Víi 21 hh > ,  21 kk < ,   th× 21 θ>θ . 

NÕu phÝa truyÒn qua n«ng h¬n, th× vect¬ sè sãng cña sãng 
truyÒn qua sÏ h−íng gÇn trïng víi trôc x  h¬n so víi vect¬ sãng 
tíi. MÆt kh¸c, nÕu 21 hh < , phÝa sãng tíi n«ng h¬n, th× 21 θ<θ  vμ 

c¸c sãng truyÒn qua sÏ quay ra xa khái trôc x . KÕt qu¶ nμy 
chÝnh lμ hiÖn t−îng khóc x¹ ®· bμn luËn ë ch−¬ng 2 ®èi víi 
tr−êng hîp ®é s©u biÕn thiªn chËm vμ c¸c sãng truyÒn qua ®−îc 
gäi lμ sãng khóc x¹. Víi mét tÇn sè cè ®Þnh, 1k  vμ 2k  sÏ cè ®Þnh 
theo 1h  vμ 2h . NÕu ta t¨ng β  vÒ phÝa 1k  (tøc t¨ng gãc tíi), th× sÏ 
cã mét giai ®o¹n sao cho β=2k  v× 12 kk < . T¹i giai ®o¹n nμy, 

22 /π=θ  vμ sãng truyÒn qua truyÒn däc theo ®iÓm gi¸n ®o¹n 
)( 02 =α . Gãc tíi tíi h¹n b»ng 

212
2

2
1

21

1

21
cr1 tgtg /)(

)(
kk

kk
−

=
α

=θ −− .                   (3.9) 

V× 02 =α , hÖ sè ph¶n x¹ 1=R ; nh− vËy lμ cã ph¶n x¹ toμn phÇn. 

Sãng truyÒn qua cã c¸c ®Ønh song song víi trôc x  víi biªn ®é 
nh− nhau däc theo c¸c ®Ønh sãng. 

 

H×nh 3.1  H−íng cña c¸c vect¬ sãng t¹i ®−êng gi¸n ®o¹n 

§iÒu g× sÏ x¶y ra khi β  t¨ng n÷a? 2122
22

/)( β−=α k  sÏ trë 
thμnh ¶o, vμ 2tgθ  mÊt ý nghÜa. Ta quay l¹i nghiÖm nguyªn b¶n 

vμ viÕt l¹i 22 γ=α i , 212
2

2
2

/)( k−β=γ  sao cho 2γ  lμ thùc vμ d−¬ng: 
yixeTea βγ−=η 2

12 .                                  (3.10) 

NghiÖm tæng qu¸t thùc sù chøa xe 2γ  vμ xe 2γ− ; ta chØ lÊy xe 2γ−  cho 
nghiÖm biªn t¹i x ~∞ . Nh− vËy: 

2211

112
hih

hT
γ+α

α= ,                               (3.11a) 
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2211

2211

hih
hihR

γ+α
γ−α= .                               (3.11b) 

Râ rμng r»ng, 1  =R , sù ph¶n x¹ lμ toμn phÇn. Víi c¸c ph−¬ng 

tr×nh (3.11), nghiÖm cã thÓ chuÈn ho¸ l¹i thμnh 
yiexA  

11
βδ+α=η )cos( ,                               (3.12) 

yixee
hh

hA  
212

2
2
2

2
1

2
1

11
2

2 βγ−

γ+α
α=η /)(

.                      (3.13) 

víi −δ  gãc pha  

.
11

22tg
h
h

α
γ=δ  

Ta ph¶i gi¶i thÝch nghiÖm víi mét ý nghÜa míi. T¹i phÝa s©u 
h¬n, 0>x , sãng truyÒn qua truyÒn däc theo trôc y , biªn ®é cña 
nã cùc ®¹i t¹i 0=x  vμ gi¶m dÇn theo hμm mò. Gãc β  cμng lín 

th× biªn ®é cμng gi¶m nhanh. 

4.4  Sù Ph©n t¸n ë thÒm hoÆc m¸ng ®é réng h÷u 
h¹n 

XÐt ®¸y biÓn cã ®é s©u biÕn thiªn kiÓu bËc nh− trªn h×nh 
4.1. Tõ x ~ −∞  truyÒn ®Õn mét sãng tíi biªn ®é ®¬n vÞ d−íi mét 
gãc xiªn. Ta xÐt xem kÝch th−íc h÷u h¹n cña bËc ®é s©u sÏ cã 
nh÷ng hiÖu øng g×? 

 

H×nh 4.1.  Sèng ®Êt ngÇm 

NghiÖm tæng qu¸t trªn mçi miÒn ph¼ng cã thÓ viÕt nh− sau: 

axee axiaxiyi −<′+=η +α−+αβ      11
1 ),eR( )()( ,                   (4.1) 

ax-aBeAee xixiyi <<+=η α−αβ         22
2 ),( ,                   (4.2) 

axeeT axiyi >′=η −αβ                             3
3 ,)( ,                 (4.3) 

Ta cã thÓ ®Þnh nghÜa 
aieRR 12 α−′=                                      (4.4) 

lμ hÖ sè ph¶n x¹, vμ 
aieTT )( 31 α+α−′=                                  (4.5) 

lμ hÖ sè truyÒn qua. C¸c hÖ sè A , B  , R′  vμ T ′  ph¶i t×m b»ng 
c¸ch t−¬ng hîp η  vμ xh   ∂η∂ /  t¹i hai bªn ®−êng gi¸n ®o¹n. 

T¹i ax −= , ta cã 
aiaaia eBeAR 2

 
2

 1 +=′+ − ,                             (4.6) 

vμ 

)()( aiaaia eBeAhRh 2
 

2
 2211 1 −α=′−α − ,                    (4.7) 

trong khi t−¬ng hîp t¹i ax = , ta cã 

TeBeA aiaaia ′=+ − 2
 

2
 ,                             (4.8) 

vμ 

TheBeAh aiaaia ′α=−α −
3322

2
 

2
  )( .                      (4.9) 

B©y giê viÖc cßn l¹i lμ gi¶i ®ång thêi c¸c ph−¬ng tr×nh (4.6)–
(4.9). C¸c tÝnh to¸n cã thÓ ®−îc ®¬n gi¶n ho¸ nÕu dïng c¸c ký 
hiÖu míi sau ®©y: 

νν

μμ
μν α

α
=

h
h

S   víi  3 2 1 ,,, =νμ   (kh«ng lÊy tæng)       (4.10) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (4.6)–(4.9) trë thμnh 

RBeAe aiai ′+=+ αα− 122 ,                          (4.11) 

)( RsBeAe aiai ′−=− αα− 112
22 ,                       (4.12) 
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TeBeA aiai ′=+ α−α 2
 

2
 ,                            (4.13) 

TseBeA aiai ′=− α−α
 

2
 

2
 32 .                          (4.14) 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (4.13) vμ (4.14) ta cã thÓ biÓu diÔn A  
vμ B  theo T ′  hoÆc T : 

)( 322
1 12

 seTA ai +′= α− ,                           (4.15) 

)( 322
1 12

 seTB ai −′= α− .                           (4.16) 

Khö A  vμ B  tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (4.11) vμ (4.12), ta cã thÓ 
gi¶i ph−¬ng tr×nh cho R′  vμ T ′ :  

[ ]
Δ

−+++−−=′
αα− aiai esssseR

2
  

2 2
32323212 1111 )()()()(

,        (4.17) 

Δ
=′ 124sT ,                                     (4.18) 

trong ®ã 
aiai essess 2

  
2

  
2

3212
2

3212 1111 αα− −−−++=Δ )()()()( .       (4.19) 

Cuèi cïng, A  vμ B  cã thÓ nhËn ®−îc tõ ph−¬ng tr×nh (4.15) 
vμ ph−¬ng tr×nh (4.16) nhê ph−¬ng tr×nh (4.18). 

§Ó t×m hiÓu ý nghÜa vËt lý, ta kh¶o s¸t mét tr−êng hîp ®Æc 
biÖt: ®é s©u ë c¶ hai phÝa cña ®iÓm gi¸n ®o¹n b»ng nhau, 31 hh = . 
B©y giê ta cã 31 α=α ,do ®ã 

21

2
2

2

2
1

2

2

1

22

11
3212

/

/
/









β−ω
β−ω=≡

α
α==

gh
gh

h
hs

h
hss .            (4.20) 

Chó ý r»ng 1>s  nÕu vïng trung t©m lμ miÒn thÒm vμ 1<s  nÕu 
lμ mét vïng tròng.  C¸c hÖ sè truyÒn qua vμ ph¶n x¹ lμ: 

aiai eses
sT

22 222 11
4

αα− −−+
=′

)()(
,                   (4.21) 

aiai

aiai

eses
eesR

22

22

222

222

11
1

αα−

αα−

−−+
−−−=′

)()(
))((

.                  (4.22) 

N¨ng l−îng cña c¸c sãng truyÒn qua vμ ph¶n x¹ tØ lÖ víi 

=













=















′
′

2

2

2

2

  

  

  

  

R
T

R
T

 

[ ] 1

2
2222

2
222

2

214
21

4
  

−α−+








α−
= ass

as
s

sin)(
sin)(

.      (4.23) 

DÔ dμng chøng minh ®−îc 1
22 =+ TR , cã nghÜa r»ng n¨ng 

l−îng cña c¸c sãng ph©n t¸n còng b»ng n¨ng l−îng cña c¸c sãng 

tíi. Mét ®Æc tÝnh vËt lý quan träng lμ 
2R  vμ 

2T  biÕn thiªn 

tuÇn hoμn víi a22α . §Æc biÖt, víi ...,,,, 3 2 1 0 2 2 =π=α nna , nghÜa 

lμ, ...,,,/ 3 2 1 04 2 =λa , trong ®ã ,/ 22 2 απ=λ  th× 02 =R , vμ 12 =T  

thμnh thö tr−êng hîp nμy sãng truyÒn qua hoμn toμn vμ thÒm 
gäi lμ trong suèt ®èi víi sãng tíi sãng tíi. TruyÒn qua cùc tiÓu 
vμ ph¶n x¹ cùc ®¹i x¶y ra khi 12 2

2 =α asin , hay 

...,,,)( 3 2 1      2 2
1

2 =π−=α nna  

cã nghÜa lμ 

  
2
5

 
2
3

 
2
14

2

...,,,=
λ

a
 

C¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng lμ: 

22

2
2

1

4
     

)(
min

s
sT

+
= ,                             (4.24) 

22

22
2

1
1

   

)(
)(max

s
sR

+
−= ;                             (4.25) 

nh÷ng gi¸ trÞ nμy phô thuéc vμo 2s  nh− trªn h×nh 4.2a. Phô 
thuéc cña T  vμ R  vμo a22α  lμ phô thuéc kiÓu dao ®éng (h×nh 

4.2b). 

Sãng trªn thÒm thu ®−îc b»ng c¸ch thÕ ph−¬ng tr×nh (4.21) 
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vμo c¸c ph−¬ng tr×nh (4.15) vμ (4.16) víi sss == 3212 , tøc lμ 
aiai esTBesTA 2

 
2

 1     1 2
1

2
1 αα− −′=+′= )(,)(              (4.26) 

vμ sau ®ã thÕ vμo ph−¬ng tr×nh (4.2). Bá qua c¸c b−íc trung 
gian, ta cã kÕt qu¶ cuèi cïng: 

[ ]
aiai

axiaxi

eses
esess

22

22

222 11
112

αα−

−α−−α

−−+
−++=η

)()(
)()( )()(

              (4.27) 

do ®ã b×nh ph−¬ng cña ®−êng bao lμ 

[ ]
ass

axsaxs

2
2222

2
22

2
22

2

2 214
4

α−+
−α+−α=η

sin)(
)(sin)(cos

.        (4.28) 

  

H×nh 4.2. §Æc tÝnh cña 
2

T vμ 
2

R :  a) ¶nh h−ëng do 2211 hhs αα= /  biÕn thiªn;  b) ¶nh 

h−ëng do a22α  biÕn thiªn 

MÆt tù do trong kho¶ng axa <<−  lμ tæng cña hai chuçi 
sãng lan theo hai h−íng ng−îc nhau dÉn tíi giao thoa vμ h×nh 
thμn mét sãng ®øng kh«ng gian cã biªn ®é thay ®æi däc trôc x . 
Riªng t¹i r×a ax =  

ax
ass

s =
α−+

=η           
214

4

2
2222

2
2

2 ,
sin)(

              (4.29) 

cho nªn giao thoa lμm gi¶m sãng, tøc 
2η  nhá nhÊt khi 

π−=α )( 2
1

22 na , vμ lμm t¨ng sãng, tøc 2η  lín nhÊt khi π=α na22 . 

V× chÊt láng t¹i ax =  ho¹t ®éng nh− lμ mét c¸i pÝt t«ng ®èi víi 
chuyÓn ®éng trong vïng ax > , nªn biªn ®é cña nã quy ®Þnh biªn 
®é cña sãng truyÒn qua. 

C¸c ®Æc tÝnh giao thoa rót ra ®¬n thuÇn tõ ph©n tÝch to¸n 
häc nh− trªn còng cã thÓ ®−îc gi¶i thÝch vÒ mÆt vËt lý. Khi mét 
sãng ®Ëp vμo r×a t¹i ax −= , mét phÇn sãng truyÒn qua vμo vïng 

axa <<−  vμ mét phÇn ph¶n x¹. Khi ®¹t tíi r×a t¹i ax = , sãng 
truyÒn còng cïng chÞu tr×nh ph©n t¸n, thμnh thö  mét phÇn 
sãng truyÒn qua tíi vïng ax >  vμ mét phÇn ph¶n x¹ vÒ phÝa r×a 

0=x . Qu¸ tr×nh qua vμ ph¶n x¹ lui vμ tiÕn lÆp ®i lÆp l¹i v« 
cïng tËn ®èi víi tÊt c¶ sãng cña chuçi sãng ®iÒu hoμ. Sãng tæng 
céng ®i vÒ phÝa tr¸i trong kho¶ng ax −<  lμ tæng cña c¸c sãng 
ph¶n x¹ tõ ax −=  vμ tÊt c¶ c¸c sãng truyÒn qua tõ axa <<−  ®Õn 

ax −< , trong khi ®ã c¸c sãng tæng céng ®i vÒ phÝa ph¶i trong 
phÇn ax >  lμ tæng cña tÊt c¶ c¸c sãng truyÒn qua tõ axa <<−  
®Õn ax > . B©y giê nÕu a4  lμ mét béi sè tÝch ph©n cña b−íc sãng 

2λ , mçi lÇn ®Ønh sãng ®iÓn h×nh hoμn thμnh mét vßng khø håi, 

ph¶n x¹ tõ ax =  ®Õn ax −=  vμ quay l¹i tíi ax = , th× pha cña nã 
bÞ thay ®æi hai lÇn π. Thμnh thö tÊt c¶ c¸c ®Ønh sãng nμo ®Õn tíi  

ax =  cïng mét thêi ®iÓm sau mét sè lÇn thùc hiÖn c¸c vßng khø 
håi..., ...,,,,,  2 1 0 1 2 −−  sÏ cã cïng pha; chóng giao thoa víi nhau 
theo kiÓu lμm t¨ng sãng vμ hÖ qu¶ lμ biªn ®é tæng t¹i ax =  lín 
h¬n. MÆt kh¸, nÕu a4  béi lÎ cña nöa b−íc sãng 22 /λ , th× sau 

mét vßng khø håi mét ®Ønh sãng ®iÓn h×nh sÏ ng−îc vÒ pha so 
víi c¸c ®Ønh sãng kh¸c chËm hay v−ît tr−íc mét sè lÎ lÇn c¸c 
vßng khø håi. Sù giao thoa sÏ theo kiÓu lμm yÕu sãng, dÉn ®Õn 
biªn ®é thùc nhá nhÊt t¹i ax = . 

Ngoμi ra, nÕu lÊy ®¹o hμm 
2

2η  theo x , ta thÊy ∝∂η∂ x/2

2  
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)(sin ax −α22 , thμnh thö c−êng ®é 
2

2η  ®¹t cùc trÞ t¹i 

π=−α nax )(22 , tøc 22
1 λ=− nax . Tõ ph−¬ng tr×nh (4.28) suy ra 

c¸c gi¸ trÞ cùc trÞ b»ng: 

ass
s

2
2222

2
2 

2 214
4

 Extr  

α−+
=η

sin)(
    nÕu   =n  ch½n 

vμ  

ass
s

2
2222

2
2

2 214
4

 Extr  

α−+
=η

sin)(
     nÕu   =n lÎ. 

Trong c¶ hai tr−êng hîp c¸c gi¸ trÞ cùc trÞ lμ lín nhÊt khi a22α  
lμ c¸c sè nguyªn lÇn cña π. Nh− vËy, c¸c ®Ønh cña T  theo a22α  

trïng víi ®Ønh thÝch øng trong vïng axa <<− .  

Cuèi cïng, ta xÐt giíi h¹n khi 02 ↓α a . NÕu khai triÓn 

Taylor ph−¬ng tr×nh (4.23) sÏ rót ra 

4
2

2
22

22
2 1

1 )()()( aa
s
sT αΟ+α−−=  

4
2

2
22

22
2 1 )()()( aa

s
sR αΟ+α−= . 

VËy mét barie hÑp h¬n nhiÒu so víi b−íc sãng th× thuéc lo¹i 
trong suèt ®èi víi c¸c sãng tíi. ThËt ra th× c¸c hiÖu øng chÊt 
láng thùc th−êng g©y ra sù t¸ch dßng ch¶y, vμ do ®ã, sù t¶n 
m¸t, vμ lμm thay ®æi kÕt luËn trªn ®©y mét c¸ch ®¸ng kÓ. 

4.5  Sù truyÒn qua vμ ph¶n x¹ ë vïng ®é s©u 
biÕn ®æi chËm 

Cã mét sè d¹ng ®Þa h×nh ®¸y cô thÓ (biÕn thiªn tuyÕn tÝnh, 
parabol); víi chóng cã thÓ nhËn ®−îc nghiÖm gi¶i tÝch (Kajiura, 
1961). ViÖc ph©n tÝch to¸n häc ®Ó nhËn ®−îc kÕt qu¶ trong 
tr−êng hîp nμy kh«ng cã g× khã kh¨n. Víi c¸c lo¹i nÒn ®¸y víi 

®é s©u biÕn ®æi chËm, ta cã thÓ rót ra nghiÖm kh¸ tæng qu¸t 
nh−ng ë d¹ng gÇn ®óng vμ cã ý nghÜa vÒ mÆt vËt lý. 

§èi víi lo¹i nÒn ®¸y mμ quy m« biÕn ®æi ®é s©u cña nã lín 
h¬n nhiÒu so víi b−íc sãng, th× hiÓn nhiªn lμ nªn xuÊt ph¸t tõ 
phÐp gÇn ®óng WKB kinh ®iÓn. Gi¶ sö biÕn thiªn ®é s©u lμ mét 
chiÒu, tøc )(xhh = , tõ ph−¬ng tr×nh (1.26), ph−¬ng tr×nh chuyÓn 

®éng lμ 

02 =ηω+





 η

dx
dgh

dx
d

.                            (5.1) 

XÐt mét sãng truyÒn theo chiÒu d−¬ng trôc x : 
μ=η /)()( xiSexA ,                                  (5.2) 

ë ®©y xx μ= , víi −μ  mét tham sè nhá ®Æc tr−ng ®é nghiªng ®¸y. 

Nh− trong môc 2.1, ta ký hiÖu 

xd
dS

dx
dSxk =

μ
= 1)( .                              (5.3) 

ThÕ c¸c ®¹o hμm cña η  vμo ph−¬ng tr×nh (5.1), ta ®−îc 

.
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′
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Adhg
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xd
hdg

xd
kAdhi

xd
AdkighikA

xd
hdgAghk

 

Tõ bËc )( 0μΟ  quan hÖ t¶n m¸t sÏ nh− sau 

hk
g

2
2

=ω
,                                   (5.4) 

trong khi tõ )(μΟ , sau mét vμi phÐp to¸n ®¬n gi¶n, ta cã 

02 =)(khA
dx
d

 

do ®ã 
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−∞≡≡= ~)()( xkhAEkhA 22
0

2 const .                     (5.5) 

Theo 0E , nghiÖm bËc dÉn ®Çu sÏ lμ 













μ
==η μ

x
iS xdxki

kh
E

e
kh

E
    

21
0

21
0 )(exp

)()( /
/

/ ,               (5.6) 

ë ®©y 2
0E  tØ lÖ thuËn víi dßng n¨ng l−îng cña sãng tíi tõ x ~ −∞ . 

Ta cã thÓ gi¶ thiÕt c¸c sãng di chuyÓn theo c¶ hai h−íng sao 
cho nghiÖm tæng qu¸t lμ 

)(
)(

//
/

μ−μ +≅η iSiS eFeE
kh 0021

1
, 

ë ®©y 2
0F  tØ lÖ víi n¨ng l−îng sãng tíi tõ phÝa ph¶i, 

+∞= ~)( xkhAF 22
0  

NghiÖm (5.6) hoÆc (5.7) ®Òu kh«ng tÝnh tíi sù ph¶n x¹. 
Bremmer (1951) vμ c¸c t¸c gi¶ kh¸c ®· cã nh÷ng bæ khuyÕt 
thªm cho c¸ch ph©n tÝch trªn ®©y víi tr−êng hîp ph¶n x¹ yÕu 
vμ trong t×nh huèng vÊt lý kh¸c; vμ Ogawa vμ Yoshida (1959) 
®· øng dông cho c¸c sãng n−íc n«ng. Muèn biÕt tæng quan rÊt 
®Çy ®ñ vÒ vÊn ®Ò nμy h·y xem Kajiura (1961) hoÆc Wait (1962). 
ë ®©y, ta sÏ sö dông c¸ch lËp luËn cña hä. 

B¾t ®Çu tõ c¸c ph−¬ng tr×nh khèi l−îng vμ ®éng l−îng, ®Ó 
tiÖn lîi ta ®Þnh nghÜa Quh = , do ®ã 

dx
dQi =ωη ,                                      (5.8) 

xd
dhgQi

 

 
   

η=ω .                                   (5.9) 

Tõ ph−¬ng tr×nh (5.7) l−u l−îng ®èi víi bËc dÉn ®Çu cho b»ng 

)()( /// μ−μ −≅ω iSiS eFeEkhigQi      00
21 ,                (5.10) 

bá qua sè h¹ng bËc )(μΟ . B©y giê, ta lμm theo Bremmer vμ thÕ 

00  FE ,  trong c¸c ph−¬ng tr×nh (5.7) vμ (5.10) b»ng hai hμm Èn E  

vμ F , tøc 

)(
)(

//
/

μ−μ +=η iSiS eFeE
kh

  
21

1
,                       (5.11) 

)()( /// μ−μ −=ω iSiS eFeEkhgiQi       
21 ;                   (5.12) 

b©y giê nh÷ng biÓu thøc nμy ®−îc coi nh− lμ c¸c nghiÖm chÝnh 
x¸c cña c¸c ph−¬ng tr×nh (5.8) vμ (5.9). Trong khi thÕ ta ®−îc 
mét cÆp ph−¬ng tr×nh m« t¶ E  vμ F : 

)()(
)(

//
/

/
// μ−μμ−μ −μ−=− iSiSiSiS eFeE

xd
khd
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dx
dFe
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dE
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/
// μ−μμ−μ +μ=− iSiSiSiS eFeE
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kh
e

dx
dEe
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dE

    

21
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. 

C¸c ®¹o hμm xddE  /  vμ xddF  /  cã thÓ ®−îc gi¶i ra 

μ−μ= /
/

/

)(
)(

iSeF
xd

khd
khxd

Ed 2
21

21
 

  

 
,                    (5.13a) 

μμ= /
/

/

)(
)(

iSeE
xd

khd
khxd

Fd 2
21

21
 

  

 
,                      (5.13b) 

c¸c ph−¬ng tr×nh nμy còng lμ nh÷ng ph−¬ng tr×nh chÝnh x¸c. 
B©y giê ta ®−a ra c¸c khai triÓn nhiÔu: 

...+μ+μ+= 2
2

10  EEEE , 

...+μ+μ+= 2
2

10  FFFF , 

ThÕ trùc tiÕp biÓu thøc cña E  vμ F  ta ®−îc 
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n
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μ+




= //)(ln iS

n
n eEkh

xd
d

xd
Fd 2211

  

  

 
, 

c¸c biÓu thøc trªn cã thÓ tÝch ph©n cho kÕt qu¶: 

const            const, 00 == FE ,                  (5.14a) 

xdeFkh
xd

dE
iSx

nn    
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∞−
+  
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/)(ln ,             (5.14b) 

xdeEkh
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21
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μ

∞
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

=

/
/)(ln .              (5.14c) 

C¸c giíi h¹n d−íi cña tÝch ph©n ®−îc chän sao cho 

...,,,,)(,)(  3 2 1     0     0 ==∞=−∞ nFE nn  

Tõ giê trë ®i tham sè μ  cã thÓ ®Æt b»ng ®¬n vÞ vμ x  kh«i phôc 

thμnh x . Bμi to¸n ®· gi¶i xong. 

Gi¶ sö mét tr−êng hîp cô thÓ, lÊy 00 =F  sao cho sãng tíi 

lan tõ tr¸i sang ph¶i. Khi ®ã 

xEEEEE        3
3

2
2

10  ...,+μ+μ+μ+= ∼ +∞               (5.15) 

sÏ biÓu diÔn sãng truyÒn qua, trong khi 

xFFF        2
2

1 ...,+μ+μ= ∼ −∞               (5.16) 

biÎu diÔn sãng ph¶n x¹. §Õn bËc )(μΟ  hÖ sè ph¶n x¹ lμ 


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E
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1        .            (5.17) 

C¸c tÝch ph©n cã thÓ thùc hiÖn b»ng mét phÐp cÇu ph−¬ng mét 
khi c¸c gi¸ trÞ cña ω  vμ )(xh  ®−îc m« t¶ tr−íc. 

§Ó thÊy ý nghÜa vËt lý, ta gi¶ sö r»ng h  h¬i kh¸c mét h»ng 0h : 

[ ] 1     10 <<+= qxqhh ,)( ,                         (5.18) 

khi ®ã 

)( qhk
g
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
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
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
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2
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qhkkh . 

Khai triÓn loga, ta cã 

xd
qdkh

xd
d

 

 
 

 4
121 ≅/)(ln , 

vμ  

xkxdk
x

0
0

  ≅ . 

VËy, víi c¸c nhiÔu nhá, ph¶n x¹ xÊp xØ b»ng 


∞

∞−

−= xde
xd
qdR xik

 
0

 

 2
1 4

1
.                          (5.19) 

Ta sÏ xÐt mét sè tr−êng hîp cô thÓ khi ®é s©u thay ®æi tõ mét 
gi¸ trÞ h»ng sè nμy sang mét gi¸ trÞ kh¸c. NÕu ®é s©u biÕn ®æi 
kh«ng liªn tôc mét l−îng 0hΔ , tøc 

=Δ= )(),( xHxHq       hμm Hevisai                   (5.20) 

trong ®ã 1<<δ , ta cã 

Δ−= 4
1

1R                                   (5.21) 

lμ h»ng sè. KÕt qu¶ ë trªn còng cã thÓ rót ra nh− lμ giíi h¹n cña 
ph−¬ng tr×nh (2.17) mÆc dï tÝnh gi¸n ®o¹n th× kh«ng cßn t−¬ng 
thÝch víi gi¶ thiÕt r»ng ®é s©u biÕn ®æi chËm n÷a. 

NÕu ®é s©u biÕn ®æi mét l−îng Δ mét c¸ch tuyÕn tÝnh tõ 
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Lx 2
1−=  ®Õn Lx 2

1+= , th× 

,x
L

q  





 Δ=                                     (5.22) 

do ®ã 

Lk
Lk

L
dxeR

L

L

xik

0

0
2

2

2

1 44

0 sin/

/

Δ−=Δ−= 
−

;                  (5.23) 

1R  dao ®éng theo Lk0 ; ®−êng bao sÏ nhá dÇn khi ∞→Lk0 . 

Cuèi cïng, nÕu sù chuyÓn tiÕp ®é s©u v« cïng tr¬n vμ cã thÓ 
m« t¶ b»ng mét hμm sai sè theo x , th× 

22

 
21

Lxe
L

q
xd

d /
/

−

π
Δ=                            (5.24) 

cã d¹ng Gauss, do ®ã 
22

0
  

0
 

44
22

211
LkxikLx exdee

L
R −

∞

∞−

− Δ==
π
Δ−=  )/(

/ .              (5.25) 

Chó ý r»ng víi tr−êng hîp nμy 1R  gi¶m theo hμm mò theo 
2

0 )( Lk . 

C¸c thÝ dô trªn ®©y kh¸c nhau râ rÖt vÒ tèc ®é gi¶m theo 
Lk0 ; ®Þa h×nh tr¬n h¬n sÏ gi¶m nhanh h¬n theo Lk0  t¨ng. §iÒu 

nμy cã thÓ chøng minh mét c¸ch tæng qu¸t h¬n tõ ph−¬ng tr×nh 
(5.17) (Felsen vμ Marcuvitz, 1973). Gi¶ sö h , do ®ã c¶ k , chØ 
kh¸c h»ng sè trong kho¶ng 21 xxx <<  víi Lxx =− 12 . Ta viÕt 

ph−¬ng tr×nh (5.17) thμnh 

−=
2

1

  

 

212
1

x

x

iS xdkh
xd

deR /)(ln . 

NÕu dxdh /  h÷u h¹n t¹i c¸c ®iÓm ®Çu 21  xxx ,= , cßn 22 dxhd /  th× 

kh«ng, ta cã thÓ tÝch ph©n tõng phÇn mét lÇn ®Ó ®−îc 

.)ln(

)ln(

/

/













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
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







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1

2
1

 

2
1

2
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dedx
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Tõ sè h¹ng tÝch ph©n trong ph−¬ng tr×nh trªn, râ rμng lμ 
1

01
−Ο= )( LkR , ®iÒu nμy phï hîp víi ph−¬ng tr×nh (5.23). NÕu 

22 dxhd /  h÷u h¹n t¹i c¸c ®Çu, cßn 33 dxhd /  th× kh«ng, th× tÝch 
ph©n cuèi ë trªn cã thÓ ®−îc tÝch ph©n tõng phÇn mét lÇn n÷a 
®Ó cho mét sè h¹ng cã bËc 2

0
−Ο )( Lk . Tæng qu¸t h¬n, nÕu nn dxhd /  

h÷u h¹n t¹i c¶ hai ®Çu, th× 1
01

−Ο= nLkR )( . NÕu ®Þa h×nh v« cïng 
tr¬n, tøc −∞→1x  vμ ∞→2x , th× 1R  suy gi¶m nhanh h¬n bÊt kú 
luü thõa sè nμo cña 00Lk . 

KÕt qu¶ nãi r»ng sù ph¶n x¹ phô thuéc m¹nh ®é lμ tr¬n t¹i 
hai ®iÓm gîi tÝnh tß mß to¸n häc, v× theo quan ®iÓm vËt lý th× 
mét ®Æc tÝnh ®Þa ph−¬ng nh− thÕ liÖu cã t¸c dông ¶nh h−ëng 
m¹nh kh«ng. ThËt vËy, ph−¬ng tr×nh (5.25) ¸m chØ r»ng hÖ sè 
ph¶n x¹ lμ rÊt nhá ®èi víi ®Þa h×nh tr¬n v« h¹n. Trong mét bμi 
b¸o víi nhiÒu phÐp to¸n phøc t¹p, Meyer (1979b), kh«ng sö 
dông phÐp xÊp xØ WKB, ®· cho thÊy hÖ sè ph¶n x¹ l¹i cã d¹ng 

])([exp /21
0 Lkα−  cho c¶ hai tr−êng hîp ®Þa h×nh luèng (m« t¶ b»ng 

hμm Gauss) vμ thÒm (d¹ng mÆt c¾t tiÕp tuyÕn hyperbolic). ë 
®©y chóng t«i sÏ kh«ng xÐt tiÕp vÊn ®Ò nμy. B¹n ®äc quan t©m 
cã thÓ xem chi tiÕt trong bμi b¸o cña Meyer vμ trong tμi liÖu 
tham kh¶o. 

4.6  Sãng bÞ bÉy trªn luèng ®Êt dèc 

Môc 4.3 ®· cho thÊy nh÷ng sãng d¹ng sin nhÊt ®Þnh cã thÓ 
tån t¹i ë mét ®iÓm gi¸n ®o¹n ®é s©u, nh−ng kh«ng thÓ truyÒn 
®−îc tõ n−íc n«ng ra vïng n−íc s©u. Ta sÏ nghiªn cøu ®iÒu g× 
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sÏ x¶y ra trªn mét miÒn thÒm víi hai r×a t¹i kho¶ng c¸ch h÷u 
h¹n a2 . Cã thÓ thÊy r»ng tån t¹i nh÷ng tÇn sè riªng øng víi c¸c 
hμi bÞ bÉy trªn thÒm. Nh÷ng hμi nμy t−¬ng tù nh− c¸i gäi lμ 
“c¸c tr¹ng th¸i bao” trong c¬ häc l−îng tö vμ Love Waves trong 
b¸n kh«ng gian co gi·n ph©n líp. Thùc sù lμ nÕu vay m−în c¸c 
ph−¬ng ph¸p cña c¬ l−¬ng tö (thÝ dô, Bohn, 1951), ta cã thÓ 
ph©n tÝch c¸c sãng dμi bÞ bÉy (Snodgrass, Munk, vμ Miller, 
1962; Longuet−Higgins, 1967). 

XÐt mét luèng ®Êt cã h×nh d¹ng nh− h×nh 4.1 víi 2hh =  trªn 

s−ên axa <<− ; nghiÖm tæng qu¸t lμ 
yixixi eCeBe βα−α +=η )( 22

2                          (6.1) 

trong ®ã 2122
22

/)( β−=α k . Ta chØ quan t©m ®Õn nghiÖm nμo ®¶m 

b¶o gi¶m ®Õn kh«ng t¹i v« cïng ë c¶ hai phÝa cña luèng ®Êt; do ®ã 

axeAe yiax −<=η β+γ      1
1 ,)( ,                        (6.2) 

vμ 

axeDe yiax >=η β−γ−      1
3 ,)(                         (6.3) 

trong ®ã 212
1

2
1

/)( k−β=γ . Gi¶ thiÕt r»ng 

12 kk >β>      hay    21
2

21
1

// )()( ghgh β>ω>β           (6.4) 

C¸c hÖ sè CBA   ,,  vμ D  vÉn lμ nh÷ng hÖ sè bÊt kú. TÝnh liªn 
tôc cña η  vμ xh ∂η∂ /  t¹i ax ±=  cho ta bèn ®iÒu kiÖn: 

aiai CeBeA 22 αα− += ,                               (6.5) 

)( aiai CeBehiAh 22
2211

αα− −α=γ ,                       (6.6) 
aiai CeBeD 22 α−α += ,                              (6.7) 

)( aiai CeBehiDh 22
2211

α−α −α=γ .                      (6.6) 

§Ó t×m nghiÖm kh«ng tÇm th−êng th× ®Þnh thøc hÖ sè cña hÖ 
c¸c ph−¬ng tr×nh (6.5)–(6.8) ph¶i b»ng kh«ng: 

022 22
2211

22
2211 =α−γ−α−γ αα− aiai ehihehih )()(            (6.9) 

Ph−¬ng tr×nh nμy cã thÓ s¾p xÕp l¹i ®Ó ®−îc 

2
11

2
22

2211
2

2
2tg

)()( hh
hha
γ−α

αγ=α .                    (6.10) 

§Æt 

δ=
α

γ
tg

22

11

h

h
,                              (6.11) 

khi ®ã ph−¬ng tr×nh (6.10) trë thμnh 

δ=
δ−

δ=α 2tg
tg1

2
2tg

22

tga , 

tõ ®ã cã 

an 22
1 α+π=δ .                                (6.12) 

LÊy tang hai vÕ ph−¬ng tr×nh (6.12), ta cã 
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ph−¬ng tr×nh (6.13) cã thÓ ®−îc biÓu diÔn chØ qua 2k  

[ ]
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(6.14) 

B»ng phÐp thay c¸c biÕn 
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aka 2
2122

2 α=β−=ξ /)( ,                         (6.15) 

ta ®−îc 
21 

2
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222
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vμ do ®ã ph−¬ng tr×nh (6.14) trë thμnh 
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víi  






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
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h
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a

h
hak )(

* .                (6.17) 

Víi ω  vμ d¹ng h×nh häc cho tr−íc, th× *ξ  lμ cè ®Þnh; ξ  ®−îc 
gi¶i ra tõ ph−¬ng tr×nh (6.16), vμ sè sãng riªng 2α  rót ra tõ  

ph−¬ng tr×nh (6.15). Ta xÐt riªng rÏ c¸c tr−êng hîp n  lÎ vμ ch½n. 

n  lÎ: C¸c gi¸ trÞ riªng cã thÓ t×m b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ 
vμ nã t−¬ng øng víi c¸c giao ®iÓm cña ®−êng cong ξ= tg1y  víi 

®−êng cong 

2122
1

2
2 /

* )( ξ−ξ
ξ−=

h
hy  

(h×nh 6.1a). §−êng cong )(ξ2y  lμ hμm lÎ theo ξ , ®i qua gèc to¹ 
®é vμ tiÕn ®Õn ±∞  khi ξ  tiÕn ®Õn *ξ± . 

Tõ cïng h×nh vÏ ®ã, thÊy râ r»ng nghiÖm sÏ ë chç c¸c cÆp 
®iÓm nξ±  vμ ta chØ cÇn xÐt nξ+ . Víi π<ξ<π ∗ 2

3
2
1  th× cã mét hμi 

víi π<ξ<π 12
1 . Víi π<ξ<π ∗ 2

5
2
3 , cã hai hμi 1ξ  vμ 3ξ  víi 

π<ξ<π 232
3 . Nãi chung, nÕu π+<ξ<π− )()( * 2

1
2
1 nn , th× cã n  hμi 

1231     −ξξξ n...,,,  ( n  lÎ) víi nghiÖm thø m  n»m trong kho¶ng 

π<ξ<π− mm m)( 2
1 . 

 

H×nh 6.1. NghiÖm ®å thÞ cña c¸c gi¸ trÞ riªng:  a) n lÎ,  b) n ch½n 

Nh− vËy, cã mét hμi míi bÞ bÉy mâi lÇn *ξ  t¨ng mét l−îng 

b»ng π , cã thÓ nhËn ®−îc b»ng c¸ch t¨ng aω  hoÆc gi¶m ®é s©u 
thÒm 2h  víi 12 hh /  cè ®Þnh. 

n ch½n: Ta cÇn kh¶o s¸t c¸c giao ®iÓm cña ξ= cos1y  víi 

2122
1

2
2 /

* )( ξ−ξ
ξ=

h
hy . 

C¸c ®iÓm c¾t biÓu diÔn trªn h×nh 6.1b. Víi π<ξ< *0 , cã mét 
hμi bÉy, 0ξ±  víi π<ξ< 2

1
00 ; víi π<ξ<π 2*  cã hai hμi 0ξ±  vμ 

2ξ± , víi π<ξ<π 2
3

2 . Nãi chung, víi π>ξ>π+ ∗ nn )( 1  th× cã 1+n  
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hμi: n220    ξξξ ...,,, . 

Tãm l¹i, c¸c nghiÖm nξ  t¹o thμnh mét chuçi ...;<ξ<ξ<ξ 210  

c¸c sè sãng riªng t−¬ng øng còng t¹o thμnh mét d·y t¨ng dÇn 
...<α<α<α 210 . 

VËy h×nh d¹ng mÆt tù do cña c¸c hμi nμy nh− thÕ nμo? Tõ 
c¸c ph−¬ng tr×nh (6.5) vμ (6.6), ta cã 

=
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i
ie

hih
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22 2

2211

22112  

πδ−αα ==
δ+δ
δ−δ= inaiai ee

i
ie )(

sin
sin

22 22

cos
cos

                    (6.18) 

DÊu b»ng cuèi cïng ®−îc suy ra tõ ph−¬ng tr×nh (6.12). Víi 
n  ch½n, CB = ; tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (6.5) vμ (6.7), DA = , vμ li ®é 
tØ lÖ víi x2αcos , xem c¸c ph−¬ng tr×nh (6.1)–(6.3). Do ®ã n  ch½n 

t−¬ng øng víi mét hμi ch½n. T−¬ng tù, víi n  lÎ, CB −=  vμ 
DA −= ; li ®é tØ lÖ víi x2αsin  vμ lÎ theo x . Mét sè hμi ®Çu tiªn 

®−îc ph¸c ho¹ trªn h×nh 6.2. 

C¸c hμi ch½n cã thÓ xem nh− lμ c¸c hμi bÉy trªn thÒm lôc ®Þa 
lÝ t−ëng ho¸ víi ®é réng a  vμ ®−êng bê  t¹i 0=x . Nh»m m« 
pháng gÇn ®óng thÒm California, Miles (1972) ®· lÊy 6002 =h m, 

36001 =h m vμ π=ξ 192,* , víi 70=a km, sÏ t−¬ng øng víi 

ωπ= /2T   7827,= phót  s 10
6
1 4×= . Ba hμi bÉy lμ t¹i 20 /π≅ξ , 

π≅ξ 4512 ,  vμ π≅ξ 1524 , , do ®ã 2802 0 =απ / km, =απ 22 / 96km vμ 
=απ 42 / 65 km, nh÷ng gi¸ trÞ nμy rÊt quan träng ®Ó g©y céng 

h−ëng dao ®éng gäi lμ dao ®éng Helmholtz trong c¶ng − ®©y lμ 
chñ ®Ò sÏ th¶o luËn trong ch−¬ng tiÕp sau. Víi cïng nh÷ng gi¸ trÞ 
cña ω  vμ β , kh«ng cã nghiÖm nμo t−¬ng øng víi gi¸ trÞ ¶o 1γ ; 

kh«ng thÓ cã sù lan truyÒn sãng theo h−íng x . Tõ ®ã suy ra r»ng 
c¸c sãng tíi d¹ng sin kh«ng thÓ kÝch ho¹t nh÷ng sãng bÉy trªn 
mét luèng ®Êt hay mét thÒm dμi v« h¹n cã ®é réng h÷u h¹n theo 

lý thuyÕt tuyÕn tÝnh ho¸. Tuy nhiªn, sù kÝch ho¹t l¹i cã thÓ  x¶y 
ra bëi c¸c sãng cùc ng¾n, øng lùc giã trªn luèng (hoÆc thÒm) ®é dμi 
h÷u h¹n. H¬n n÷a, ph¶i tÝnh tíi nh÷ng c¬ chÕ kÝch ho¹t phi tuyÕn. 

 

 

 

H×nh 6.2. C¸c hμi bÉy trªn mét 

luèng ®Êt 

 

Bμi tËp 6.1: C¸c sãng bÞ bÉy trªn dßng ch¶y d¹ng tia 

Trong ch−¬ng 3, sù hiÖn diÖn cña dßng ch¶y biÕn thiªn ®· 
®−îc xem gièng nh− lμ ®é s©u biÕn ®æi ¶nh h−ëng ®Õn c¸c sãng. 
H·y kh¶o s¸t c¸c sãng dμi n−íc n«ng trªn dßng ch¶y m¹nh 

0=U , )(xVV = , trªn biÓn ®é s©u biÕn ®æi )(xhz −= . Chøng minh 

r»ng c¸c ph−¬ng tr×nh nhiÔu ®éng sãng sÏ lμ 
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trong ®ã dßng th¼nh ®øng b»ng kh«ng. 

Gi¶ sö 
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vμ chøng tá r»ng 
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Vh )( .        (6.22) 

Nh− vËy, nÕu 0>)(xV  trong kho¶ng h÷u h¹n ax <  vμ triÖt tiªu 

ë ngoμi kho¶ng, vμ nÕu 0<β  (c¸c sãng truyÒn ng−îc dßng ch¶y), 

th× nh÷ng sãng nμo tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

gh
V

gh

2
2

2 )( β−ω<β<ω
                             (6.23) 

sÏ bÞ bÉy trong dßng ch¶y. 

Víi tr−êng hîp cô thÓ const=h  víi mäi x , const=V  nÕu 
ax <  vμ 0=V  nÕu ax > , h·y nghiªn cøu c¸c gi¸ trÞ riªng β  

cña c¸c sãng bÞ bÉy, ®ång thêi ph©n tÝch vÊn ®Ò t¶n m¸t khi 
gh/22 ω<β . 

4.7  Mét sè ®Æc ®iÓm chung cña c¸c bμi to¸n mét 
chiÒu − C¸c hμi bÉy vμ ma trËn t¶n m¸t 

4.7.1  NhËn xÐt ®Þnh tÝnh vÒ c¸c sãng bÉy 

Ta xÐt sù tån t¹i cña c¸c hμi bÉy trong tr−êng hîp ®Þa h×nh 
mét chiÒu liªn tôc )(xhh =  vÒ mÆt ®Þnh tÝnh. Thay thÕ 

[ ])(exp)( tyixX ω−β=ζ  vμo trong ph−¬ng tr×nh (1.5), ta ®−îc 
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β−ω+′′ Xh

g
Xh )( .                          (7.1) 

Cã thÓ nghiªn cøu nh÷ng ®Æc ®iÓm ®Þnh tÝnh trong c¸i gäi lμ 
mÆt ph¼ng pha cña X  vμ Y , trong ®ã Y  ®−îc ®Þnh nghÜa b»ng 

XhY ′=     hay    .Y
h

X 1=′                          (7.2) 

Ph−¬ng tr×nh (7.2) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i 
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Chia (7.3) cho (7.2) ®−îc 

Yh
Xhg

dX
dY

)/(
)/(

1

22 β−ω−= ,                         (7.4) 

®©y lμ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt theo X  vμ Y  víi x  nh− lμ tham 
sè. Trong mÆt ph¼ng pha nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (7.4) ®−îc 
biÓu diÔn b»ng mét quÜ ®¹o. Gi¶ sö )(xh  tiÕn ®Õn mét h»ng h÷u 

h¹n t¹i v« cïng, tøc 

∞→→ ∞ xhxh      ,)( , 

vμ gi¶ thiÕt thªm r»ng 

∞β<ω<β h
g

h 2
2

0
2                               (7.5) 

sao cho cã hai ®iÓm ),( 21  xx  t¹i ®ã 

2 1     2
2

,),( =β=ω lxh
g l

 
(xem h×nh 7.1). Trong lý thuyÕt ph−¬ng tr×nh vi ph©n, hai ®iÓm 
nμy ®−îc gäi lμ c¸c ®iÓm uèn, trªn hai phÝa ®èi lËp cña c¸c ®iÓm 
nμy nghiÖm sÏ cã hμnh vi kh¸c nhau. Trong kho¶ng 2xx >  vμ 

1xx < , thõa sè )/( hgh 22 β−ω  ©m, vμ nghiÖm )(xX  biÕn thiªn ®¬n 

®iÖu theo x . §Æc biÖt, víi x  lín 

02
2

2
2

2 >≡






 ω−β→






 ω−β ∞∞∞ Hh
g

hh
g

hh . 

do ®ã xHeX −∝ . Trong mÆt ph¼ng pha ®iÓm nghiÖm ),( YX  tiÕn 
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tíi gèc to¹ ®é khi ∞→ x  däc c¸c ®−êng th¼ng XHhY 21 /
∞±= , ®ã 

lμ c¸c tÝch ph©n d¹ng giíi h¹n cña ph−¬ng tr×nh (7.4). Trong 
kho¶ng 21 xxx << , hÖ sè )/( hgh 22 β−ω  d−¬ng vμ nghiÖm )(xX  

vÒ tæng qu¸t sÏ dao ®éng theo x . QuÜ ®¹o trong mÆt ph¼ng pha 
cã thÓ l−în vßng quanh gèc to¹ ®é vμ c¾t c¸c trôc X  vμ Y . Mét 
sè nghiÖm cã thÓ cã ®−îc vÏ trªn h×nh 7.2 cho c¶ mÆt ph¼ng pha 
vμ mÆt ph¼ng tù nhiªn. Nh− vËy, mÆt næi sãng chØ tån t¹i trong 
kho¶ng ),( 21  xx  vμ gi¶m theo hμm mò ë ngoμi kho¶ng; ®ã chÝnh 

lμ c¸c ®Æc tr−ng cña c¸c sãng bÉy. NÕu ∞β>ω hg 22 / , sÏ kh«ng cã 

mét vïng biÕn thiªn ®¬n ®iÖu nμo vμ toμn bé chÊt láng cã thÓ cã 
chuyÓn ®éng d¹ng sãng; c¸c sãng kh«ng bÞ bÉy n÷a. NÕu 

0
22 hg β<ω / , kh«ng ë ®©u cã sãng ®iÒu hoμ. 

  

H×nh 7.1. Thay ®æi cña h2β  theo x  trªn mét sèng ®Êt ngÇm 

4.7.2  Ma trËn t¶n m¸t )]([ αS  

XÐt sãng tíi xiªn gãc trªn luèng ®Êt ngÇm víi ∞→ hxh )(  khi 

.∞→x  Ta viÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (7.1) 

( ) 02
2

=







β−ω+′′

∞

Xa
gh

Xa    víi  
∞

=
h
hxa )( ,             (7.6a) 

hay, v× 222 β+α=ω ∞gh/ , 

( ) [ ] 0122 =−β+α+′′ XaXa )( ,                       (7.6b) 

®©y lμ ph−¬ng tr×nh Sturm – Liouville. B»ng biÕn ®æi ξ= − 21 /aX , 

ph−¬ng tr×nh (7.6b) trë thμnh ph−¬ng tr×nh kh«ng phô thuéc 
vμo thêi gian Schrodinger trong c¬ häc l−îng tö: 

[ ] 0 =ξ−λ+ξ ′′ )(xU , 

trong ®ã 








 ′′
−

′
−

′
+β+α=−β−=λ −

h
h

h
h

h
hhU

2
1

4
3

     
2

2212 , . 

 

H×nh 7.2. C¸c quÜ ®¹o nghiÖm trong mÆt ph¼ng pha (bªn tr¸i) vμ mÆt tù do t−¬ng øng 

(bªn ph¶i) cho mét sè hμi bÉy ®Çu tiªn. C¸c ®−êng g¹ch nèi trong c¸c mÆt ph¼ng pha 

lμ ./ xHhY 21
∞±=  C¸c mòi tªn däc theo c¸c ®−êng cong chØ h−íng t¨ng cña x  

RÊt nhiÒu tÝnh chÊt chung c¸c ph−¬ng tr×nh Schrodinger ®· 
quen thuéc trong lý thuyÕt ph©n t¸n l−îng tö. Ta sÏ chØ th¶o 
luËn mét vμi tÝnh chÊt trong sè ®ã liªn quan tíi ph−¬ng tr×nh 
(7.6). §Ó nghiªn cøu kü h¬n nªn tham kh¶o Roseau (1952) vμ 
Sitenko (1971). 
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XÐt bμi to¸n t¶n m¸t tæng qu¸t cã diÔn biÕn tiÖm cËn nh− sau: 

X ∼ xeBeA xixi      ,α−
−

α
− + ∼ −∞ ,                       (7.7a) 

∼ xeBeA xixi      ,α−
+

α
+ + ∼ +∞ .                       (7.7b) 

VËy −A  vμ +B  tuÇn tù øng víi c¸c sãng tíi tõ phÝa tr¸i vμ 
phÝa ph¶i; +A  vμ −B  tuÇn tù øng víi c¸c sãng ph©n t¸n h−íng vÒ 

phÝa ph¶i vμ phÝa tr¸i. 

Ta còng ®Þnh nghÜa ),( αxf1  lμ nghiÖm cña bμi to¸n ph©n 

t¸n sang tr¸i: 

),( αxf1 ∼ xe
T
R

e
T

xixi      
1

1

1

1

,α−α + ∼ −∞ ,                 (7.8a) 

∼ +∞∼+∞                                             (7.8b) 

vμ ),(2 αxf  lμ nghiÖm cña bμi to¸n ph©n t¸n sang ph¶i: 

),( αxf2 ∼ xe xi      ,α− ∼ −∞                                  (7.9a) 

∼ xe
T
Re

T
xixi      

1

2

2

2

,αα− + ∼ +∞ .                (7.9b) 

Trong c¬ häc l−îng tö 1f  vμ 2f  ®−îc gäi lμ c¸c hμm Jost. B©y giê 
c¸c hμm 1f  vμ 2f  lμ nh÷ng nghiÖm ®éc lËp tuyÕn tÝnh v× c¸c 

to¸n tö Wronksian cña chóng 

1
122121

2
T
iffffffW α−=′−′≡),(     (tõ x ∼ −∞ ) 

                               
2

2
T
iα−=   (tõ x ∼ +∞ )  

nãi chung kh«ng triÖt tiªu. Ph−¬ng tr×nh trªn ngô ý lμ 

21 TT = ,                                        (7.10) 

tøc c¸c hÖ sè truyÒn qua bªn ph¶i vμ bªn tr¸i b»ng nhau ngay 
c¶ khi )(xh  kh«ng ®èi xøng. Ngoμi ra, v× kh«ng phô thuéc tuyÕn 
tÝnh gi÷a 1f  vμ 2f  ta cã thÓ biÓu diÔn X  trong ph−¬ng tr×nh 

(7.7) b»ng tæ hîp tuyÕn tÝnh 

21 DfCfX += .                                 (7.11) 

So s¸nh c¸c gi¸ trÞ tiÖm cËn cña c¸c ph−¬ng tr×nh (7.11) vμ (7.7), 
ta cã 

−− =+= BD
T
RCA

T
C

1

1

1

     , , 

++ ===+ B
T

DA
T
RC

22

2 1
     , . 

+A  vμ −B  cã thÓ gi¶i ra b»ng c¸ch khö C  vμ D : 

+−−+−+ +=+= BTARBBRATA 2121      ,  

vμ kÕt qu¶ nμy cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng ma trËn: 

[ ] 







=









+

−

−

+

B
A

S
B
A

                                (7.12a) 

víi 

[ ] 







=

21

21

TR
RT

S .                               (7.12b) 

Nh− tr−íc ®©y, ][S  lμ ma trËn t¶n m¸t hay ma trËn −S  lμ tæng 

qu¸t ho¸ cña c¸c ph−¬ng tr×nh (2.13) vμ (2.15) cho d¹ng ®é s©u 
cô thÓ. 

4.7.3  C¸c hμi bÉy nh− lμ nh÷ng cùc ¶o cña )]([ αS  

Trong kÕt qu¶ ®èi víi thÒm h×nh ch÷ nhËt, gi¶ sö ta thay 
11 α−=γ i  sao cho ®iÒu kiÖn gi¸ trÞ riªng (6.9) trë thμnh 

011 22 2222 =−−+ αα− aiai eses )()(     víi 
22

11

h
hs

α
α= . 

NÕu xÐt tíi c¸c ph−¬ng tr×nh (4.21) vμ (4.22), ph−¬ng tr×nh trªn 
t−¬ng ®−¬ng víi sù triÖt tiªu c¸c mÉu sè cña R  vμ T  trong bμi 
to¸n ph©n t¸n, tøc c¸c hμi bÉy sÏ øng víi c¸c cùc ¶o d−¬ng cña 
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R  vμ T  trong mÆt ph¼ng phøc α . VËy hai bμi to¸n kh¸c nhau 
cã thÓ kÕt nèi l¹i vÒ to¸n häc hay kh«ng, ®ã lμ vÊn ®Ò ®¸ng tß 
mß. B©y giê ta ®−a ra lý thuyÕt cho ®é s©u tuú ý )(xh  víi ∞→h  

khi ∞→h . 

C¸c nghiÖm Jost ),( αxf1  vμ ),( α−xf2  ®éc lËp tuyÕn tÝnh v× 

to¸n tö Wronskian cña chóng 

α−=α′α−−α−′α=α−α ixfxfxfxfxfxfW 2111111 ),(),,(),(),()],(),,([  

kh«ng triªt tiªu sau khi sö dông c¸c gi¸ trÞ tiÖm cËn t¹i +∞~x . 
NghiÖm tuú ý thÝ dô nh− ),( αxf2  cã thÓ biÓu diÔn b»ng mét tæ 
hîp tuyÕn tÝnh cña ),( αxf1  vμ ),( α−xf1 . XÐt diÔn biÕn t¹i ∞~x , 

dÔ dμng thÊy r»ng 

),(),(),( α−+α=α xf
T

xf
T
Rxf 1

2
1

2

2
2

1
, 

hay 

),(),(),( α−+α=α xfxfRxfT 11222 .                   (7.13) 

§¹o hμm c¸c ph−¬ng tr×nh trªn theo x , ta cã 

),(),(),( α−′+α′=α′ xfxfRxfT 11222 .                 (7.14) 

Ta gi¶i 2T  vμ 2R  tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (7.13) vμ (7.14): 

)},(),,({ αα
α−=

xfxfW
iT

21
2  

2
, 

)},(),,({
)},(),,({

αα
αα−−=

xfxfW
xfxfWR

21

21
2  

 
. 

NÕu cã c¸c cùc ®èi víi 2T , th× chóng ph¶i øng víi c¸c gi¸ trÞ 

kh«ng cña: 

021 =αα )},(),,({ xfxfW . 

Gi¶ sö c¸c cùc ®−îc ký hiÖu lμ nα . Thø nhÊt, chóng còng ph¶i lμ 
c¸c cùc cña 2R , do ®ã cña )]([ αS . Thø hai, t¹i c¸c cùc nμy 

01 2 =T/  vμ =22 TR /  h÷u h¹n, thμnh thö 2f  cã d¸ng tiÖm cËn 

2f  ∼ xe xi n       ,α− ∼ −∞ , 

∼ xe
T
R xi n

n

      ,
2

2 α

α








∼ +∞ .                  (7.15) 

Gi¶ sö r»ng c¸c cùc nμy phøc víi c¸c phÇn ¶o d−¬ng sao cho 2f  

gi¶m theo hμm mò tíi kh«ng khi ∞→x , tøc 

0     >γγ+δ=α nnnn i , . 

Tõ ph−¬ng tr×nh (7.6) dÔ dμng rót ra 
222 XiXXXXa )(Im]([ , α=′′− ∗∗ .                   (7.16) 

B©y nÕu cho 2fX = , tÝch ph©n hai vÕ cña (7.16) tõ −∞  ®Õn ∞  vμ 

sö dông tÝnh biÕn thiªn kiÓu hμm mò t¹i ∞→x , ta ®−îc 


∞

∞−

=α 0
2

2
2 dxfnIm , 

tøc: 

0 2 =αnIm      hay     0=δn                      (7.17) 

VËy, c¸c cùc ¶o hoμn toμn vμ c¸c hμi bÉy gi¶m ®¬n ®iÖu t¹i x  lín. 

Víi mét gi¸ trÞ riªng nh− nn iγ=α , hμm riªng X  cã thÓ lÊy 

b»ng thùc. Nh©n ph−¬ng tr×nh (7.6a) víi X  vμ tÝch ph©n tõng 
phÇn, ta cã 

0     
2

2
22 =







 ω−β+′ 
∞

∞− ∞

∞

∞−

xdX
gh

axdXa )( . 

V× 02222 >ω−β→ω−β ∞∞ )/()/( ghgha  khi ±∞→x , ®¼ng thøc trªn 

cã nghÜa r»ng 022 <ω−β ∞ )/( gha  cho mét kho¶ng x  nμo ®ã; nãi 

c¸ch kh¸c X  tÇm th−êng b»ng 0. §iÒu kiÖn tån t¹i cña c¸c hμi 
bÉy (7.5) mét lÇn n÷a ®−îc kh¼ng ®Þnh. 
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4.7.4  C¸c tÝnh chÊt cña )]([ αS  víi α  thùc 

Trë l¹i ph−¬ng tr×nh (7.7) víi bμi to¸n t¶n m¸t, b©y giê ta 
kh¶o s¸t mét sè tÝnh chÊt kh¸c cña ma trËn S . XÐt α  thùc, tõ 
c¸c ph−¬ng tr×nh (7.6) vμ liªn hîp phøc cña nã, cã thÓ chØ ra r»ng 

const =′− ∗∗ )( , XXXXa .                         (7.18) 

Cho b»ng nhau c¸c gi¸ trÞ tiÖm cËn cña vÕ tr¸i t¹i x ~ −∞  vμ 
x ~ +∞ , ta ®−îc 

2222

+−−+ +=+ BABA ,                        (7.19) 

biÓu thøc nμy nãi r»ng n¨ng l−îng cña c¸c sãng tíi b»ng n¨ng 
l−îng cña c¸c sãng ®i ra. NÕu tÝnh tíi ph−¬ng tr×nh (7.12a), 
ph−¬ng tr×nh (7.19) cã thÓ viÕt thμnh 

{ } { }








=








=+
+

−
+−

−

+
−+−+ *

*
*

*

*

][][,,
B
A

SSBA
B
A

BABA T    
22

  ,        (7.19) 

trong ®ã −TS][  ma trËn chuyÓn vÞ cña ][S . Suy ra 









==

10

01
ISS T ][][ * ,                           (7.20) 

®−îc gäi lμ tÝnh chÊt ®¬n vÞ cña ma trËn S . Theo ®Þnh nghÜa cña 
][S , ph−¬ng tr×nh (7.20) cã nghÜa r»ng 









=
















10

01
 

21

21

22

11

**

**

TR
RT

TR
RT

,                     (7.21) 

tõ ®©y nhËn ®−îc ba quan hÖ ®éc lËp: 

1
2

1

2

1 =+ RT ,                               (7.22a) 

1
2

2

2

2 =+ RT ,                              (7.22b) 

02121 =+ ** TRRT .                             (7.22c) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (7.22a) vμ (7.22c) mét lÇn n÷a biÓu diÔn 
sù b¶o toμn n¨ng l−îng. Theo ph−¬ng tr×nh (7.10), ph−¬ng tr×nh 

(7.22c) cã nghÜa r»ng 

21 RR = .                                 (7.23) 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (7.7), biÕn thiªn tiÖm cËn cña liªn hîp 
phøc cña X  lμ: 

*X ∼ xeBeA xixi      ,** α
−

α−
− + ∼ −∞ ,               (7.24a) 

∼ xeBeA xixi      ,** α
+

α−
+ + ∼ +∞ ,               (7.24b) 

So s¸nh víi c¸c ph−¬ng tr×nh (7.7), râ rμng lμ **** ,,, ++−− BABA     cã 
thÓ ®−îc thÕ tuÇn tù cho ++−− ABAB    ,,, , do ®ã ph−¬ng tr×nh 

(7.12a) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i 









=








+

−

−

+
*

*

*

*

][
A
B

S
A
B

                               (7.25) 

hay 









=








+

−

−

+
*

*
*

*

*

][
A
B

S
A
B

.                           (7.25b) 

MÆt kh¸c, ta viÕt l¹i nghiÖm −X  c¸c ph−¬ng tr×nh (7.7) nh− 
sau 

X ∼ xeAeB xixi      ,)()( α−−
−

α−−
− + ∼ −∞ ,                 (7.26a) 

xeAeB xixi      ,)()( α−−
+

α−
+ + ∼ +∞ ,                   (7.26b) 

nã ®−îc xem nh− lμ bμi to¸n víi ω  ®−îc thay b»ng )( ω− , vμ α  
®−îc thay b»ng α− . B©y giê −B  vμ +A  lμ c¸c sãng tíi vμ −A  vμ +B  

lμ c¸c sãng ®i ra. B»ng c¸ch t−¬ng tù ®èi víi ph−¬ng tr×nh (7.12) 
ta cã 









α−=








+

−

−

+

A
B

S
A
B

)]([ .                             (7.27) 

Khi so s¸nh c¸c ph−¬ng tr×nh (7.25b) vμ (7.27), ta ®i ®Õn kÕt luËn 

)]([)]([ * α−=α SS .                              (7.28) 
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Tãm l¹i, ph−¬ng tr×nh (7.18) lμ hÖ qu¶ cña c«ng thøc Green, 
®· dÉn ®Õn nh÷ng th«ng tin quan träng vÒ c¸c tr−êng phÝa xa. 
C¸ch tiÕp cËn nμy sÏ ®−îc khai th¸c thªm trong ch−¬ng 7. 

Bμi tËp 7.1 

XÐt mét kªnh cã mÆt c¾t ngang biÕn ®æi chØ trong mét phÇn 
h÷u h¹n cña x  vμ cã ®é réng, ®é s©u h»ng sè t¹i v« cïng: 

),(),( 11 hbhb →  khi x ~ −∞ , vμ ),( 22 hb→  khi +∞→x . LÊy ),( 11 TR  
vμ ),( 22 TR  lμ c¸c hÖ sè t¶n m¸t tr¸i vμ ph¶i. Chøng minh r»ng 

,)( 2

122

2

111 1 TAkRAk =−    trong ®ã   111 hbA =    vμ   222 hbA =  

(7.29a) 

22

11

2

1

Ak
Ak

T
T =                                    (7.29b) 

vμ 

21 RR = ,                                     (7.30a) 

2

221 1 RTT −= .                               (7.30b) 

4.8  C¸c sãng r×a trªn nÒn ®é dèc kh«ng ®æi 

Nh− lμ mét tr−êng hîp cô thÓ cña ®é s©u biÕn ®æi liªn tôc, 
ta xÐt mét b·i biÓn th¼ng dμi víi ®é nghiªng kh«ng ®æi (Eckart, 
1951). §Æt ®−êng bê trung b×nh trïng víi trôc y  vμ vïng n−íc 

n»m trong miÒn 0>x . §¸y ®−îc m« t¶ b»ng 

const 0     =>−=−= sxsxhz ,, .                      (8.1) 

V× c¸c hÖ sè lμ h»ng sè theo trôc y  vμ t , ta thö t×m nghiÖm 

d−íi d¹ng: 
)()( tyiex ω−βη=ζ   .                                 (8.2) 

Ph−¬ng tr×nh (1.9) cho 

0 2
2

=η







β−ω+η′+η′′ x

sg
x .                       (8.3) 

Sö dông phÐp chuyÓn ®æi 

)(, / ξ=ηβ=ξ ξ− fex 2      2 ,                         (8.4) 

ph−¬ng tr×nh (8.3) ®−îc viÕt l¹i thμnh 

0
2
1

2
1

2

=







−

β
ω+′ξ−+′′ξ f

sg
ff )( ,                    (8.5) 

ph−¬ng tr×nh nμy thuéc líp c¸c ph−¬ng tr×nh hypergeometric 
(xem thªm vÒ ph−¬ng tr×nh Kummer, trong (Abramowitz vμ 
Stegum, 1972)). Tr−êng hîp tæng qu¸t sÏ cã hai nghiÖm, mét 
trong sè ®ã lμ nghiÖm ®¬n t¹i ®−êng bê 0=ξ  vμ ph¶i lo¹i bá. 
C¸c nghiÖm kh«ng tÇm th−êng lμm cho η  h÷u h¹n t¹i 0=ξ  vμ 
b»ng kh«ng khi ∞→ξ  tån t¹i khi ω  øng víi nh÷ng gi¸ trÞ rêi 

r¹c sau: 

...,,,,,  3 2 1 0     
2
1

2

2

=+=
β
ω nn

sg
                     (8.6) 

C¸c hμm riªng liªn quan tØ lÖ víi c¸c ®a thøc Laguerre 


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−ξ−+ξ−ξ−=ξ −− 2
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1

1
nnn

n
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nnn
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!
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)()(  





−++ξ−−− − !)(...

!
)()( nnnn nn 3

222

3
21

;              (8.7) 

thÝ dô, ,,, 2
2
1

210 2111 ξ+ξ−=ξ−== LLL ... Mét sè Ýt hμi ®Çu tiªn 

®−îc vÏ trªn h×nh 8.1, hμi bËc cμng cao th× cμng gi¶m nhanh 
h¬n theo h−íng ra kh¬i. V× c¸c hμm riªng nμy øng víi c¸c hμi 
nμo chØ phï hîp víi vïng gÇn bê, nªn chóng ®−îc gäi lμ c¸c sãng 
r×a (edge waves). C¸c hμm riªng nμy trùc giao theo nghÜa sau 
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
∞

ξ− δ=ξ
0

nmmn dLLe .                               (8.8) 

Víi nm =  ph−¬ng tr×nh (8.8) sÏ nãi lªn r»ng mçi hμi cã mét 
n¨ng l−îng h÷u h¹n. 

C¸c sãng r×a ®−îc quan t©m trong h¶i d−¬ng häc vïng bê v× 
chóng cã biªn ®é lín nhÊt, do ®ã g©y n−íc d©ng m¹nh nhÊt ë bê. 
Ng−êi ta còng cho r»ng c¸c sãng nμy lμ nguyªn nh©n g©y ra c¸c 
dßng ch¶y gi¸n ®o¹n trong vïng ven bê khi ®æ nhμo c¸c sãng 
ng¾n h¬n. Stokes (1847) ®· ph¸t hiÖn c¸c sãng r×a nh− vËy víi 
c¸c b·i biÓn cã gãc nghiªng lín, cßn Ursell (1952) ph¸t hiÖn phæ 
®Çy ®ñ gåm c¶ phÇn gi¸n ®o¹n vμ liªn tôc c¸c sãng r×a. 

 

 

 

 

H×nh 8.1  Tr¾c diÖn cña mét 

sè hμi sãng r×a 

Trong tù nhiªn tån t¹i mét sè c¬ chÕ ph¸t sinh c¸c sãng r×a. 
ë qui m« lín (b−íc sãng ®iÓn h×nh 200 h¶i lý, chu kú 6 giê, biªn 
®é 3 foot) sãng r×a cã thÓ g©y bëi øng lùc giã trùc tiÕp lªn mÆt 
n−íc. Munk, Snodgrass, Carrier (1956) vμ Greenspan (1958) ®· 
nghiªn cøu hiÖu øng biÕn thiªn khÝ ¸p khi b·o di chuyÓn song 

song bê; kÕt qu¶ cña hä thÝch hîp víi sãng b·o. Sãng r×a qui m« 
nhá h¬n cã thÓ ®−îc kÝch ho¹t bëi mét c¬ chÕ céng h−ëng phi 
tuyÕn c¸c hμi thμnh phÇn (Guza vμ Bowen, 1976; Minzoni vμ 
Whitham, 1977), vÊn ®Ò nμy sÏ xÐt ë ch−¬ng 7. Sãng r×a qui m« 
võa, chu kú 1−5 phót, cã thÓ còng do nhãm c¸c sãng lõng ng¾n 
kÝch ho¹t th«ng qua c¬ chÕ phi tuyÕn vμ sÏ ®−îc xÐt ë ch−¬ng 12. 

4.9  C¸c ®−êng ®¼ng s©u d¹ng cung trßn 

4.9.1 Nh÷ng nÐt chung 

D¹ng phøc t¹p h¬n so víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u th¼ng vμ 
song song lμ lo¹i ®Þa h×nh víi c¸c ®−êng ®¼ng s©u trßn ®ång 
t©m. Trong hÖ to¹ ®é cùc ),( θ r , )(rhh = ; ph−¬ng tr×nh sãng dμi 

trë thμnh 

0
  

 
2

2 =ηω+
∂
η∂′+η∇

hgrh
h

,                            (9.1) 

víi 

2

2

22

2
2

   

11
θ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

rrrr
.                         (9.2) 

XÐt 
)()( tnierR ω−θ=η                                     (9.3) 

víi −n  nguyªn, sao cho R  tho¶ m·n  

0
1

  

 

  
2

22
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
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
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R

h
h

r
R .                   (9.4) 

hay 

0      
2

22

=







−ω+′′ Rr

r
hn

g
Rrh )( .                     (9.4') 

B©y giê diÔn biÕn cña R  sÏ lμ d¹ng hμm mò hay d¹ng dao ®éng 
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thuú thuéc 

> d¹ng dao ®éng 
2

2

gn
ω

 
< 

2r
h

d¹ng hμm mò 
(9.5)

XÐt mét ®¶o ngÇm víi ®é s©u h  t¨ng ®¬n ®iÖu 
<<< )()( rhh 00  )(∞h . Víi n  cè ®Þnh, 2rh /  diÔn biÕn nh− trªn 

h×nh 9.1. NghiÖm lμ dao ®éng ë phÝa ngoμi ®−êng trßn tíi h¹n 
0rr =  víi 

02

22

     rr
r

hn
g

=







=ω , .                          (9.6) 

So s¸nh víi ®Þa h×nh mét chiÒu, thõa sè 21 r/  thay ®æi h¼n t×nh 
h×nh vμ kh«ng cßn hiÖn t−îng bÉy sãng hoμn chØnh n÷a.  

 

 

 

 

H×nh 9.1  BiÕn thiªn 2rh /  theo r víi 

®¶o ngÇm 

XÐt ®¶o víi bê t¹i ar = , sao cho 0=)(rh  khi ar <<0  vμ t¨ng 

®¬n ®iÖu khi ar > . Khi ®ã, 22 rhn /  biÕn thiªn nh− trªn h×nh 9.2. 
Víi )/(max/ 222  rhgn <ω , mÆt tù do sÏ cã d¹ng dao ®éng ë gÇn bê 

1rra << , cã d¹ng gi¶m theo hμm mò trong vïng 21 rrr <<  vμ l¹i 
cã d¹ng dao ®éng ë phÝa ngoμi ( 2rr > ). Do ®ã, ®¸y nghiªng cña 

®¶o cã vai trß nh− mét vËt ch¾n ®é dμy h÷u h¹n ®Ó bÉy c¸c sãng 
cã tÇn sè ®ñ thÊp, hoÆc c¸c sãng tÇn sè ω  cè ®Þnh, nh−ng n  ®ñ 
lín. Víi n  lín, vËt ch¾n tá ra dÇy h¬n vμ hiÖu qu¶ h¬n trong 
viÖc bÉy n¨ng l−îng, tøc Ýt rß rØ n¨ng l−îng h¬n. Nh÷ng hiÖn 

t−îng nμy cã hÖ qu¶ quan träng ®èi víi sù céng h−ëng cña c¸c 
sãng bÉy trªn c¸c mòi ®Êt ngÇm khi c¸c sãng tíi tõ phÝa ngoμi. 

 

 

H×nh 9.2  BiÕn thiªn 2/ rh  theo r  

víi ®¶o cã b¸n kÝnh ®−êng bê a 

Longuet–Higgins (1967) ®· xÐt mét thÝ dô cô thÓ vÒ mét 
thμnh t¹o d¹ng ch©n ®Õ trßn ®é s©u biÕn thiªn gi¸n ®o¹n 

arhh <<= 0     1 ,   

arh >=      2 ,     víi    1
2

1 <
h
h

               (9.7) 

nh− trªn h×nh 9.3a. BiÕn thiªn cña 2rh /  thÓ hiÖn trªn h×nh 
9.3b. Víi ω  ®ñ thÊp, hoÆc n  ®ñ cao, th× còng cã mét vïng h×nh 
vßng arr <<1  bªn trªn ch©n ®Õ tån t¹i d¹ng dao ®éng. Vïng 

vßng cã dao ®éng nμy bao quanh mét nh©n trung t©m cã chuyÓn 
®éng ®¬n ®iÖu ( 10 rr << ) vμ bÞ t¸ch khái vïng biÓn dao ®éng 

)( 2rr >  bëi mét barier  2rra << . NÕu 21 hh /  rÊt nhá, th× barier sÏ 

cao, bÉy sãng sÏ rÊt hiÖu qu¶, nh−ng vÉn ch−a hoμn h¶o, vμ sù 
céng h−ëng cña c¸c hμi cao h¬n ë gÇn r×a phÝa trªn ch©n ®Õ cã 
thÓ rÊt m·nh liÖt. 

C¬ chÕ bÉy n¨ng l−îng nμy cã ý nghÜa thùc tiÔn trong kü 
thuËt vïng kh¬i, n¬i c¸c ®iÒu kiÖn ®Þa chÊt cã thÓ quyÕt ®Þnh vÞ 
trÝ x©y dùng c«ng tr×nh trªn mòi ®Êt. Mèi nguy hiÓm tiÒm Èn 
vèn cã cña vÞ trÝ nh− vËy kh«ng ph¶i bao giê c¸c nhμ thiÕt kÕ 
còng biÕt râ. Trong chuyÕn kh¶o s¸t th¸p Texas trªn Brown 
Bank, ngoμi kh¬i bê ®«ng n−íc Mü, nhãm ®iÒu tra ®· thÊy sãng 
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trong c¬n b·o Noreaster lay ®éng c¸c trô thÐp vμ ®−êng èng lªn 
xuèng cì 100 bé vμ cã nguy c¬ lμm sËp c«ng tr×nh. Nh÷ng cét  
trô nμy cã søc nÆng cì vμi tÊn mçi chiÕc, ®−îc ®Æt ®Ó b¶o vÖ 
ch©n ®Õ c¸c ®−êng èng. HiÖn t−îng nμy cho thÊy mét minh 
chøng vÒ c¬ chÕ céng h−ëng ®· bμn luËn ë ®©y (Meyer, 1970). 

 

 

 

 

H×nh 9.3  Ch©n ®Õ trßn ngÇm: a) h×nh vÏ; 

b) biÕn thiªn 2rh /  theo r  

Trong môc sau, ta m« t¶ chi tiÕt h¬n thÝ dô cña Longuet– 
Higgins, ë ®©y nghiÖm gi¶i tÝch t−¬ng ®èi ®¬n gi¶n. Víi c¸c d¹ng 
®Þa h×nh trßn tr¬n kh¸c, phÐp xÊp xØ WKB cã thÓ hîp lý. Tuy 
nhiªn, ®èi víi d¹ng ®Þa h×nh hai chiÒu tæng qu¸t h¬n n÷a th× 
kh«ng thÓ tr¸nh khái sö dông ph−¬ng ph¸p sè. 

4.9.2  Sù t¶n m¸t c¸c sãng tíi ph¼ng bëi ch©n ®Õ trßn 

XÐt mét ch©n ®Õ trßn nh− trªn h×nh 9.3. §Ønh cña ch©n ®Õ 
t¹i ®é s©u 2hz −= . Gi¶ sö vïng n−íc l©n cËn cã ®é s©u kh«ng ®æi 

1h . Víi c¸c sãng ®iÒu hoμ ®¬n tÇn sè ω , sè sãng sÏ b»ng 
21

22
/)/(ghk ω=  t¹i vïng bªn trªn ch©n ®Õ ar <  vμ b»ng 
21

11
/)/(ghk ω=  ë xung quanh ch©n ®Õ ar > . Gi¶ sö c¸c sãng tíi 

lan ®Õn tõ phÝa  x ~ −∞  víi biªn ®é ®¬n vÞ sao cho 

xike 1=η′ .                                       (9.8) 

Trong vïng ar > , ph¶i cã c¸c sãng bÞ ph¸t x¹ (t¶n m¸t) truyÒn 
®i tíi r ~∞ . Do ®ã nÕu 

Rη+=′η1 ,                                      (9.9) 

th× Rη  ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh sau trong hÖ to¹ ®é cùc 
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vμ ph¶i lμ sãng ®i ra khi ∞→r . Bªn trªn ch©n ®Õ, li ®é tho¶ 
m·n ph−¬ng tr×nh 
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T¹i r×a cña ch©n ®Õ ar =  ph¶i t−¬ng hîp vÒ ¸p suÊt vμ th«ng 
l−îng: 

21 η=η , (9.12) 

r
h

r
h

∂
η∂=

∂
η∂ 2

21
1

1 ,
ar = . 

(9.13) 

B»ng c¸ch t¸ch c¸c biÕn, dÔ dμng chøng minh r»ng nghiÖm 
tæng qu¸t cña c¸c ph−¬ng tr×nh (9.10) vμ (9.11) ph¶i chøa c¸c tæ 
hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c hμm Bessel, tøc 

Rη ∼ )](),([cos rkYrkJn nn 11  θ , 

2η ∼ )](),([cos rkYrkJn nn 22  θ . 

Trong phô lôc 4.A sÏ chøng tá r»ng sãng tíi cã thÓ khai 
triÓn thμnh chuçi sãng kh«ng gian, mçi sãng cã phô thuéc gãc 
theo ...,,,,cos  2 1 0   =θ nn : 


∞

θ θε==
0

   )(cos)(cos rkJniee n
n

n
ikrikx                    (9.14) 

trong ®ã −εn  c¸c ký hiÖu Jacobi x¸c ®Þnh b»ng 2 10 =ε=ε n, , 
, ..., n 21=  
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Ta gi¶ ®Þnh nghiÖm sau cho η : 

arrkHBrkJni nnn
n

n >+θε=η 
∞

     1
1

0
11 )],()([cos)( )( ,         (9.15) 

arrkJAni nn
n

n <θε=η 
∞

     2
0

2 )],([cos)( ,                        (9.16) 

trong ®ã nA  vμ nB  ph¶i x¸c ®Þnh. Trong ph−¬ng tr×nh (9.16) chØ 
cã c¸c nJ  ®−îc gi÷ l¹i ®Ó b¶o ®¶m h÷u h¹n t¹i 0=r . Trong 

ph−¬ng tr×nh (9.15), chØ cã c¸c )(1
nH ®−îc gi÷ l¹i sao cho c¸c sãng 

ph©n t¸n ®i ra. V× )(2
nH  kh«ng bao giê ®−îc sö dông ë ®©y, ta sÏ 

bá chØ sè trªn ë c¸c hμm Hankel vμ viÕt mét c¸ch ®¬n gi¶n 

)()( )( rkHrkH nn 2
1

2 ≡ .                            (9.17) 

C¸c hÖ sè nA  vμ nB  ph¶i chän sao cho c¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng hîp 

t¹i −= ar  c¸c ph−¬ng tr×nh (9.12) vμ (9.13) tho¶ m·n; vËy 

)()()( akHBakJakJA nnnnn 112 += , 

)]()([)( akHBakJhkakJAhk nnnnn 1111222 ′+′=′ , 

trong ®ã c¸c dÊu phÈy chØ c¸c ®¹o hμm theo ®èi sè. 

Víi c¸c ký hiÖu 
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              (9.18) 

c¸c nghiÖm cho nA  vμ nB  sÏ lμ: 

nn

nnnn
n sv

isvHsvJsvHsvJA
Δπ

−=
Δ

′−′−= 2)()()()([
,         (9.19a) 

vμ 

n

nnnn
n

svJvJssvJvJB
Δ

′−′
= )()()()(

,                   (9.19b) 

trong ®ã 

)()()()( svHvJssvHvJ nnnnn ′+′−=Δ .               (9.19c) 

Trªn ®©y ta ®· sö dông ®ång nhÊt thøc Wronskian 

πζ
=ζζ′−ζ′ζ iHJHJ nnnn

2)()()()( ,                   (9.20) 

ta cã thÓ kiÓm chøng b»ng c¸ch viÕt ph−¬ng tr×nh Bessel d−íi 
d¹ng Sturm-Liouville vμ sö dông diÔn biÕn tiÖm cËn cña nJ  vμ 

nH . Khi c¸c ph−¬ng tr×nh (9.19a)−(9.19c) ®−îc thÕ vμo ph−¬ng 
tr×nh (9.15) vμ ph−¬ng tr×nh (9.16), nghiÖm cho η  ®−îc hoμn 

toμn x¸c ®Þnh. 

 

H×nh 9.4  §å thÞ cña An cho tr−êng hîp 6121 // =hh  vμ 

4,2,0   =n  vμ 6  cho thÊy biªn ®é céng h−ëng nh− mét 

hμm cña tÇn sè sãng tíi (theo Longuet−Higgins, 1967) 
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C¸c ph¶n håi dao ®éng trªn ch©n ®Õ ®−îc Longuet – 
Higgins (1967) tÝnh to¸n (h×nh 9.4). L−u ý r»ng víi hμi bËc thÊp 
nhÊt 0=n , tØ lÖ khuÕch ®¹i céng h−ëng gÇn b»ng 8, trong khi 
t¨ng n dÉn ®Õn c¸c ®Ønh céng h−ëng râ h¬n vμ cao h¬n. TÊt 
nhiªn, sù co hÑp cña ®Ønh cã nghÜa lμ hμi t−¬ng øng khã ®−îc 
kÝch ho¹t ngo¹i trõ chuçi sãng tíi chÝnh x¸c khíp tÇn. NÕu 
chØnh tÇn tèt, th× sãng tíi yÕu nh−ng dμi theo thêi gian cã thÓ 
g©y ph¶n håi lín. §Æc tÝnh nμy cã thÓ thÊy tr−íc trªn h×nh 9.3, ë 
®ã n lín dÉn ®Õn mét barie ngoμi dÇy h¬n, lμm n¨ng l−îng c¸c 
sãng tíi khã mμ vμo ®−îc. MÆt kh¸c, mét khi n¨ng l−îng sãng bÞ 
bÉy trong barie ngoμi, th× nã khã cã thÓ tho¸t ®−îc. Nh÷ng ®Æc 
®iÓm nμy cßn cã nh÷ng nÐt kh¸c biÖt kh¸c n÷a nÕu ta xÐt sù 
kÝch ho¹t c¸c sãng ng¾n bëi c¸c sãng tíi cã thêi gian tån t¹i 
ng¾n, ®iÒu sÏ ®−îc bμn trong ch−¬ng 5 vÒ c¸c bμi to¸n céng 
h−ëng trong c¶ng. Khi mét sè thõa sè khuÕch ®¹i cã trÞ sè lín, 
th× ta tÝnh tíi c¸c hiÖu øng phi tuyÕn vμ hoÆc hiÖu øng ma s¸t ë 
gÇn c¸c ®Ønh céng h−ëng, nÕu sãng tíi thuéc lo¹i æn ®Þnh. 

4.10  §ãn sãng tíi trªn cÊu tróc ®Þa h×nh nhá − 
xÊp xØ Parabolic 

Tr−íc khi xÐt ph−¬ng ph¸p sè tæng qu¸t, ta tr×nh bμy phÐp 
ph©n tÝch gÇn ®óng cho tr−êng hîp ®¶o nhá hay cho mét ch©n 
®Õ, sãng tíi h−íng däc theo trôc däc cña ®Þa h×nh. Míi ®Çu 
ph−¬ng ph¸p nμy xuÊt hiÖn trong kü thuËt ®iÖn tõ, sau ®ã ph¸t 
triÓn tiÕp trong ©m häc (xem tæng quan trong Tappert, 1977). 
Sù ¸p dông ë ®©y dùa theo c«ng tr×nh cña Mei vμ Tuck (1980), 
vμ ®¸nh gi¸ phª ph¸n cña Bigg (1982). ý t−ëng t−¬ng tù còng ®· 
¸p dông víi sãng n−íc s©u (Haren vμ Mei, 1981) vμ c¸c sãng phi 
tuyÕn yÕu (Yue vμ Mei, 1980). 

Tr−íc hÕt, xÐt mét ®¶o víi c¸c mÆt biªn th¼ng ®øng n»m 
trong vïng biÓn n«ng ®é s©u kh«ng ®æi h . §é dμi ®¶o L  ®−îc 

gi¶ thiÕt lín h¬n nhiÒu so víi mét nöa bÒ ngang B  vμ b−íc sãng 
tíi k/π2 , cô thÓ lμ: 

1     1 21 >>ω=<<μ= − /)(ghLkL
L
B

.                (10.1)  

Víi tr−êng hîp ®ãn sãng tíi trªn vËt c¶n nhá, sãng tíi cã 
thÓ gÇn gi÷ nguyªn h−íng truyÒn tiÕp víi biªn ®é bÞ ®iÒu biÕn 
nhÑ trong c¶ hai ph−¬ng ngang, tøc 

ikxeyxAyx ),(),( =η                             (10.2) 

trong ®ã A  biÕn thiªn chËm theo x  vμ y . ThÕ (10.2) vμo ph−¬ng 

tr×nh (1.11), ta ®−îc 

02 =++ xxyyx AAikA .                         (10.3) 

B©y giê kÝch th−íc dμi cña A  däc x  lμ L , ),(/ kLAAki xxx     2 Ο=  tõ 
®ã xxA  cã bËc quan träng thø hai. §Ó nhËn nghiÖm kh«ng tÇm 

th−êng, ta gi÷ l¹i yyA ; qui m« dμi däc y  khi ®ã b»ng [ ]21 /)( −Ο kLL . 

Gi¶ sö ta ®−a ra c¸c kÝch th−íc dμi phÝa ngoμi nh− sau: 

)/(, / LyY
L
xX 2     αμ== ,                       (10.4) 

vμ biÓu diÔn 
α−μ=η iKXeYXA ),(                               (10.5) 

víi α−μ= KkL  vμ )(1Ο=K ; gÇn ®óng dÉn ®Çu cña ph−¬ng tr×nh 

(10.3) sÏ lμ 

02 =+ YYX AiKA                                (10.6) 

víi sai sè t−¬ng ®èi lμ )( αμΟ . §©y gäi lμ xÊp xØ parabolic vμ 

miÒn ®−îc ®Þnh nghÜa b»ng biÓu thøc (10.4) sÏ gäi lμ miÒn 
parabolic. T−¬ng tù víi ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt, hiÓn nhiªn 
cã c¸c ®iÒu kiÖn biªn vμ ban ®Çu sau: 

∞<== yxA   0     1 ,                            (10.7) 
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∞↑>→ yxA   0     1 ,                           (10.8) 

trong ®ã biªn ®é sãng tíi ®· ®−îc lÊy b»ng ®¬n vÞ. §iÒu kiÖn 
ph¸t x¹ th«ng th−êng lμ thÝch hîp cho miÒn t¹i ®ã Lyx =Ο ),( , 

tuy nhiªn miÒn nμy n»m ngoμi miÒn parabolic.  

Gi¶ sö miÒn ®èi xøng qua trôc x, ta chØ cÇn quan t©m phÝa 
0>y . Khi ®ã ®iÒu kiÖn kh«ng th«ng l−îng trªn bê t−êng ®¶o ®ßi hái 

xxd
Wd

y  

 

 

 

 

 

∂
η∂=

∂
η∂

  t¹i  )(xWy = .                   (10.9) 

§Æt 
10       <<= bxbBxW ),()(                     (10.10) 

vμ sö dông ph−¬ng tr×nh (10.5), ta cã theo c¸c biÕn chuÈn ho¸: 

,/ AbKi
Y
A

 
21

  ′μ=
∂
∂ α−   t¹i  )(/ xbY   

21 α−μ=              (10.11) 

víi sai sè t−¬ng ®èi bËc )( αμΟ . Víi 2=α , c¶ hai vÕ cña ph−¬ng 

tr×nh (10.11) ®−îc c©n b»ng 

AbKi
Y
A

   ′=
∂
∂

   t¹i  )(xbY  = .                    (10.12) 

Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn, gi¸ trÞ ban ®Çu nh− ®Þnh nghÜa b»ng 
c¸c ph−¬ng tr×nh (10.6), (10.7), (10.8) vμ (10.12) nãi chung cã 
thÓ gi¶i b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p sè cho sù dÉn nhiÖt mét chiÒu 
theo trôc Y . ë ®©y X  ®ãng vai trß thêi gian vμ tÝnh to¸n tiÕn 
hμnh theo X  qua c¸c b−íc rêi r¹c lín h¬n nhiÒu so víi b−íc 
sãng, do ®ã sÏ kinh tÕ h¬n so víi gi¶i sè trùc tiÕp víi ph−¬ng 
tr×nh Helmholtz. Víi tr−êng hîp ®Æc biÖt mét nöa miÒn 
parabolic, ,Xb =  bμi to¸n gÇn ®óng cã thÓ ®−îc gi¶i nhanh 

b»ng ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù nh− trong môc 2.4; kÕt qu¶ lμ: 
1

1

22 22

2
 

2
1

−
∞ ξγ

∞

ξ 





 ξ+






 ξ+=  deiKedeiKA iKiKX iK ///

.    (10.13) 

Nh− vËy, biªn ®é däc theo ®¶o gi÷ nguyªn kh«ng ®æi. NÕu 
kh«ng gi¶ thiÕt ®¶o nhá, th× miÒn trô parabolic cã thÓ ®−îc gi¶i 
chÝnh x¸c theo c¸c to¹ ®é parabolic (xem Jones, 1964, tr. 467). 

B©y giê ta trë l¹i bμi to¸n víi ch©n ®Õ cã ®Ønh ngËp ë ®é s©u 
hh <0 . Gi¶ sö nöa bÒ ngang B  nhá h¬n nhiÒu so víi 2/αμ  

( 2<α ); ch©n ®Õ gièng nh− mét vÖt máng ®èi víi ng−êi quan s¸t 
ë phÝa ngoμi trong miÒn parabolic, g©y ra mét dßng =∂∂ YA /  

)(XV  däc X  víi 0≠V  ®èi víi 10 << X  vμ 0=V  ®èi víi 1>X . 

Bμi to¸n nμy gièng nh− bμi to¸n truyÒn nhiÖt trong mét thanh 
b¸n b¸n v« h¹n cã biÕn thiªn dßng nhiÖt ®−îc cho ë mét ®Çu. 
NghiÖm chÝnh t¾c lμ 

10     
22

1
1

 

2

0 21

  

21
 

<<
ξ−ξ−

ξξ
π
+−=  X

X
iKY

X
Vd

K
iYXA

X
,

)(
exp

)(
)(

)(
),( // . (10.14) 

GÇn ch©n ®Õ, c¸c biÕn bªn trong thÝch hîp lμ 

L
yY

L
xX

μ
==         , .                        (10.15) 

Gi¶ sö nghiÖm bªn trong cã d¹ng 
α−μ=η iKXeYXA   ),( ,                          (10.16) 

khi ®ã ë phÝa ngoμi ch©n ®Õ, nghiÖm nμy ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng 
tr×nh (1.11), ta ®−îc 

)(, XbY
X

A
X
AiK

Y
A >=

∂
∂μ+

∂
∂μ+

∂
∂ α−      02

2

2
22

2

2

.      (10.17) 

Bá c¸c sè h¹ng bËc ),( α−μΟ 2  ta cã 

)( bYCBA −+=  .                            (10.18) 

PhÝa trªn ch©n ®Õ, ph−¬ng tr×nh Helmholtz cã cïng d¹ng nh−  
ph−¬ng tr×nh (1.11), nh−ng k2 ph¶i ®−îc thay b»ng 0

22
0 ghk /ω= . 

ThÕ ph−¬ng tr×nh (10.16) vμo, khi ®ã ta cã 



 105

)()( AA
h
hK

Y
A α−α− μΟ=μ








−+

∂
∂ 212

0

2
2

2

1 .            (10.19) 

NghiÖm, ®èi xøng qua trôc X , lμ 

bYY
h
hKAA <<












μ








−= α− 0     1 12

21

0

,cos )(

/

,        (10.20) 

trong ®ã −)(XA  biªn ®é däc trôc. NÕu yªu cÇu c¸c nghiÖm bªn 

trong (10.18) vμ (10.20) ph¶i liªn tôc vμ cã th«ng l−îng vu«ng 
gãc c©n b»ng t¹i bY = , ta ®−îc biÓu thøc víi bËc ®¹i l−îng dÉn 
®Çu lμ 




















−μ= α− b
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hKAB

21
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1 1
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cos ,                  (10.21) 

vμ 

hCb
h
hK

h
hKAh =













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


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


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


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


−μ− α−α−

21

0

1

21

0

1
0 11

//

sin .      (10.22) 

B©y giê ta thùc hiÖn t−¬ng hîp phÐp xÊp xØ trong cña ph−¬ng 
tr×nh (10.14) cho Y  nhá, 

1     
2

1
1

0 2121
>>++

ξ−
ξξ

π
+−≅  YVY

X
Vd

K
iYXA

X
...,

)(
)(

)(
),( // .    (10.23) 

víi phÐp xÊp xØ bªn cña ph−¬ng tr×nh (10.20) cho gi¸ trÞ lín 
,1>>Y  

YCBA +≅ ,                                  (10.24) 

ta ®−îc  

 ξ−
ξξ

π
++=

X

X
Vd

K
iB

0 21212
1

1 // )(
)(

)(
                   (10.25) 

vμ 

 21 /α−μ=VC .                               (10.26) 

 Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (10.21), (10.22), (10.25) vμ (10.26) 
CB  ,  vμ A  cã thÓ ®−îc khö ®Ó cã kÕt qu¶ 

 +=
ξ−
ξξ

π
+ X

XVXZ
X

Vd
K

i
0 2121

1
2

1 )()(
)(
)(

)( // ,            (10.27) 

trong ®ã 


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
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)( .      (10.28) 

Ta ®ßi hái r»ng )1(Ο=Z  ®Ó lμm cho tÊt c¶ sè h¹ng trong ph−¬ng 

tr×nh (10.27) cã cïng bËc ®¹i l−îng, vËy 

32 /=α      vμ      ,/32

0

−μ=
h
h

                    (10.29) 

tøc, ch©n ®Õ ph¶i n«ng h¬n nhiÒu so víi nÒn ®¸y xung quanh. 

Th«ng l−îng V  cã thÓ gi¶i b»ng sè tõ ph−¬ng tr×nh tÝch 
ph©n (xem Mei vμ Tuck, 1980); sau ®ã cã thÓ tÝnh biªn ®é A  däc 
trôc cña ch©n ®Õ. 

Bigg (1982) ®· ®¸nh gi¸ lý thuyÕt nμy so víi c¸c nghiÖm sè 
cña ph−¬ng tr×nh Helmholtz ®Çy ®ñ. ¤ng nh¾c nhë r»ng chØ cã 
thÓ sö dông ph−¬ng tr×nh (10.27) khi ph−¬ng tr×nh (10.29) tho¶ 
m·n vμ VA  ,  kh«ng ®−îc biÕn ®æi nhanh trªn ch©n ®Õ. B»ng sè 

cho thÊy, khi K  t¨ng tíi gi¸ trÞ ®Ó 

01 ctg
21
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1 =











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






−μ α−

max

/

b
h
hK , 

th× V  vμ A  trë thμnh v« giíi h¹n t¹i vÞ trÝ mμ ch©n ®Õ réng 
nhÊt. MÆc dï ®iÒu nμy gi¶ ®Þnh cã céng h−ëng phÝa trªn ch©n 
®Õ, nh−ng c¸c kÕt qu¶ rÊt sai. V× nh÷ng lý do ®ã, mét sè thÝ 
nghiÖm sè mμ Mei vμ Tuck (1980) th«ng b¸o lμ kh«ng chÊp 
nhËn ®−îc. Chóng t«i thÓ hiÖn trªn h×nh 10.1 biªn ®é däc tuyÕn 
trung t©m däc mét ch©n ®Õ parabolic, víi kho¶ng cña c¸c tham 
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sè sao cho ph−¬ng tr×nh (10.27) ®óng. Biªn ®é sãng phÝa ngoμi 
ch©n ®Õ tu©n theo ph−¬ng tr×nh (10.14) vμ bÞ lo¹i bá. 

 

H×nh 10.1  BiÕn thiªn biªn ®é sãng däc tuyÕn trung t©m cña mét ch©n ®Õ ®ãn 

sãng. Hai phÝa cña ch©n ®Õ lμ cÆp parabol 2LxLxLy /)(/ −μ±= . C¸c sè c¹nh 

mçi ®−êng cong chØ gi¸ trÞ 2/1)( −= ghLkL ω  cña sãng tíi, 9 050 0 ==μ hh /,,  

PhÐp xÊp xØ parabolic ®· ®−îc ¸p dông cho c¸c sãng ng¾n 
lan truyÒn trªn nÒn ®¸y biÕn ®æi chËm. ThÝ dô, Radder (1979) 
®· kh¶o s¸t mét b·i n«ng d¹ng trßn, bá qua sù uèn cong cña c¸c 
tia sãng. NhiÔu x¹ xung quanh c¸c tia sãng cong ®−îc Liu vμ 
Mei (1976a) nghiªn cøu ë phÝa biªn khuÊt do ®Çu cña mét ®ª 
ch¾n sãng dμi g©y nªn (xem môc 10.7). Lozano vμ Liu (1980) ®· 
më réng h¬n n÷a ®Ó ¸p dông cho tr−êng hîp tia cã ®é cong côc 
bé vμ vïng l©n cËn tiªu ®iÓm. Booij (1981) ®· xö lý hiÖu øng kÕt 
hîp cña dßng ch¶y vμ ®é s©u biÕn thiªn. V× phÐp xÊp xØ nμy lμm 
t¨ng tèc c¸c tÝnh to¸n sè trÞ, nªn nã ®¸ng ®−îc ph¸t triÓn tiÕp ®Ó 
phôc vô c¸c bμi to¸n thùc tiÔn. 

4.11  Ph−¬ng ph¸p sè dùa trªn c¸c phÇn tö h÷u 
h¹n 

4.11.1 Giíi thiÖu 

§Þa h×nh vïng ven bê biÓn th−êng hiÕm khi ®¬n gi¶n. §Ó dù 
b¸o ph¶n øng cña thñy vùc ®èi víi c¸c kÝch ho¹t sãng, cÇn mét 
ph−¬ng ph¸p cã kh¶ n¨ng xö lý h×nh d¹ng vμ ®é s©u thuû vùc 
bÊt kú. Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n ®Æc biÖt thÝch hîp cho 
yªu cÇu ®ã v× kÝch th−íc vμ h×nh d¹ng cña c¸c phÇn tö cã thÓ tù 
do thay ®æi ®Ó rêi r¹c ho¸ mét miÒn kh«ng ®Òu. Sau khi ®¹t 
®−îc thμnh c«ng ngo¹n môc trong c¬ häc c«ng tr×nh, ph−¬ng 
ph¸p nμy ®· ®−îc më réng cho nhiÒu bμi to¸n vÒ sãng n−íc. 
Trong khi vÉn tiÕp tôc ®−îc c¶i tiÕn thªm, ph−¬ng ph¸p nμy ®· 
cã nhiÒu øng dông thùc tiÔn trong c«ng t¸c thiÕt kÕ vμ kÕ ho¹ch 
ho¸. Do ®ã, chóng t«i giμnh môc nμy ®Ó m« t¶ nh÷ng ®iÒu träng 
yÕu cña ph−¬ng ph¸p trong bèi c¶nh nã ¸p dông vμo sãng dμi, 
nhÊn m¹nh nh÷ng nÐt ®Æc thï riªng cã ®èi víi c¸c bμi to¸n lo¹i 
nμy. VÒ nh÷ng c¬ së chuÈn mùc cña lý thuyÕt phÇn tö h÷u h¹n, 
®éc gi¶ cã thÓ tham kh¶o nhiÒu tμi liÖu rÊt ®¹t, thÝ dô 
Zienkiewicz (1971), Tong vμ Rossettos (1976). 

Tr×nh tù chung cña ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n víi bμi 
to¸n gi¸ trÞ biªn tuyÕn tÝnh gåm c¸c b−íc sau: 

1) BiÓu diÔn bμi to¸n gi¸ trÞ biªn nh− lμ mét nguyªn lý biÕn 
ph©n, trong ®ã mét phiÕm hμm cô thÓ lμ æn ®Þnh. 

2) Ph©n gi· miÒn thμnh nh÷ng phÇn tö h÷u h¹n (nh− c¸c 
tam gi¸c, c¸c tø gi¸c..., víi c¸c bμi to¸n hai chiÒu). 

3) Chän c¸c hμm néi suy ®Ó xÊp xØ nghiÖm bªn trong c¸c 
phÇn tö h÷u h¹n (tuyÕn tÝnh, bËc hai...). C¸c hμm néi suy nμy  
gåm c¸c hÖ sè ch−a biÕt. 

4) Víi mçi phÇn tö, thùc hiÖn phÐp vi ph©n vμ tÝch ph©n 
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cÇn thiÕt øng víi phiÕm hμm. §èi víi c¸c bμi to¸n tuyÕn tÝnh 
phiÕm hμm cã bËc hai vμ cã thÓ biÓu diÔn nh− mét d¹ng song 
tuyÕn theo nh÷ng hÖ sè ch−a biÕt. 

5) TËp hîp c¸c d¹ng song tuyÕn c¬ së sao cho phiÕm hμm 
toμn thÓ ®−îc biÓu diÔn nh− lμ mét d¹ng song tuyÕn toμn côc. 

6) Cùc trÞ ho¸ phiÕm hμm theo tõng hÖ sè ch−a biÕt vμ 
nhËn ®−îc mét tËp ph−¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh víi c¸c hÖ sè. 

7) Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh t×m c¸c hÖ sè. 

8) TÝnh to¸n c¸c ®¹i l−îng quan t©m. 

C¸c nguyªn lý biÕn ph©n kh«ng ph¶i lu«n dÔ dμng x¸c ®Þnh, 
vμ kh«ng ph¶i tån t¹i cho tÊt c¶ c¸c bμi to¸n vËt lý. Mét c¸ch 
tiÕp cËn tæng quat vμ trùc tiÕp h¬n gäi lμ phÐp thiÕt lËp tËp mê 
Galerkin, sÏ ®−îc ®Ò cËp trong ch−¬ng 7, khi xÐt c¸c bμi to¸n 
hai vμ ba chiÒu cã sù biÕn thiªn th¼ng ®øng. Víi nh÷ng bμi to¸n 
ta quan t©m, th× cã thÓ chøng minh r»ng c¸ch ph¸t biÓu biÕn 
ph©n t−¬ng ®−¬ng víi c¸ch ph¸t biÓu tËp mê. C¶ hai c¸ch ph¸t 
biÓu ®Òu liªn quan tíi c¸c ®¹o hμm bËc thÊp h¬n bËc thÓ hiÖn 
trong ph−¬ng tr×nh sai ph©n gèc; do ®ã, chóng cho phÐp sö dông 
mét líp hμm néi suy kh¶ vi yÕu h¬n (do ®ã, tæng qu¸t h¬n). 

Th«ng th−êng c¸c bμi to¸n trong c¬ häc c«ng tr×nh liªn quan 
tíi miÒn ®é réng h÷u h¹n (d¹ng tÊm, d¹ng khung, chi tiÕt m¸y, 
th©n m¸y bay…), trong khi c¸c bμi to¸n c¬ häc chÊt láng th× g¾n 
víi miÒn v« h¹n vÒ lý thuyÕt. TÊt nhiªn, ng−êi ta vÉn cã thÓ cè 
g¾ng sö dông biªn ngoμi lín nh−ng h÷u h¹n, trªn ®ã ¸p dông 
®iÒu kiÖn biªn t¹i v« cùc. Sau khi cã ®−îc nghiÖm sè cho vïng 
h÷u h¹n, th× sÏ ®−a ra biªn míi vμ xa h¬n vμ c¸c tÝnh to¸n l¹i 
lÆp l¹i. Tr×nh tù nμy ®−îc tiÕp tôc cho ®Õn khi nμo viÖc më réng 
thªm chØ cung cÊp nh÷ng hiÖu chØnh kh«ng ®¸ng kÓ cho 
nghiÖm. §èi víi c¸c bμi to¸n sãng, biªn bªn ngoμi cÇn ph¶i c¸ch 
phÇn tÝnh to¸n mét kho¶ng Ýt nhÊt lμ vμi lÇn b−íc sãng ®Ó cã 

thÓ ®¹t ®é chÝnh x¸c nμo ®ã, trong khi ®ã bªn trong tõng b−íc 
sãng cÇn ph¶i cã ®ñ sè c¸c ®iÓm l−íi ®Ó ®¹t ®é ph©n gi¶i kh¸. 
VËy, ®Ó nghiªn cøu mét d¶i réng c¸c b−íc sãng, ta cÇn sö dông 
hoÆc c¸c l−íi kh¸c nhau cho mçi d¶i hÑp b−íc sãng, hoÆc mét 
vïng toμn côc duy nhÊt, nh−ng ®ñ lín do sãng dμi nhÊt quy 
®Þnh, víi b−íc l−íi rÊt chi tiÕt do sãng ng¾n nhÊt quy ®Þnh. Râ 
rμng c¶ hai lùa chän ®Òu kh«ng kinh tÕ, vμ ng−êi ta ®· ®Ò xuÊt 
nhiÒu gi¶i ph¸p nh©n t¹o, nh− phÐp lμ gi¶m thiÓu nh©n t¹o. 

§Ó nghiªn cøu nhiÔu x¹ g©y bëi mét hßn ®¶o, n¬i nÒn ®¸y cã 
®é s©u kh«ng ®æi, ngo¹i trõ ë l©n cËn ®¶o, Beckhoff (1972) ®· 
chia chÊt láng thμnh hai vïng b»ng mét ®−êng trßn bao quang 
®¶o, nh−ng n»m trong miÒn ®é s©u kh«ng ®æi. ChØ miÒn trong 
®−êng trßn ®−îc rêi r¹c ho¸ thμnh c¸c phÇn tö h÷u h¹n, trong 
khi nghiÖm ë miÒn ngoμi ®−îc biÓu diÔn b»ng ph©n bè liªn tôc 
cña nguån däc ®−êng trßn. NghiÖm nguån lμ nghiÖm gi¶i tÝch vμ 
tho¶ m·n chÝnh x¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ vμ ®iÒu kiÖn biªn t¹i v« 
cïng. Song c−êng ®é nguån däc theo ®−êng trßn lμ Èn, vμ ph¶i 
®−îc gi¶i cïng víi miÒn trong ®−êng trßn b»ng c¸ch duy tr× tÝnh 
liªn tôc cña ¸p suÊt vμ vËn tèc ph¸p tuyÕn qua ®−êng trßn. 
NhiÒu kiÓu hμm néi suy ®−îc sö dông trong nhiÒu vïng kh¸c 
nhau; do ®ã ph−¬ng ph¸p nμy cã thÓ gäi lμ ph−¬ng ph¸p phÇn 
tö lai. Theo Tong, Pian vμ Lasry (1973), phÇn tö cïng víi mét 
hμm néi suy gi¶i tÝch gäi lμ siªu phÇn tö. 

Ta vÉn cã thÓ cã nhiÒu tù do trong c¸ch thøc duy tr× tÝnh 
liªn tôc cña ¸p suÊt vμ tèc ®é ph¸p tuyÕn gi÷a c¸c phÇn tö h÷u 
h¹n vμ siªu phÇn tö. Tèi −u nhÊt lμ pháng ®o¸n hai ®iÒu kiÖn 
t−¬ng hîp nh− lμ c¸c ®iÒu kiÖn biªn tù nhiªn trong nguyªn lý 
biÕn ph©n sao cho chóng ®−îc tù ®éng tho¶ m·n trong thñ tôc 
sè. C¸ch tiÕp cËn biÕn ph©n nμy ®−îc sö dông rÊt thμnh c«ng 
víi c¸c bμi to¸n ph¸t x¹ vμ ph©n t¸n hai chiÒu (Chen vμ Mei 
1974a, b; Bai vμ Yeung, 1974), c¸c bμi to¸n sãng tμu hai chiÒu 
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(Mei vμ Chen, 1976), c¸c bμi to¸n ph©n t¸n ba chiÒu (Yue, Chen 
vμ Mei, 1976, 1978), còng nh− cho c¸c bμi to¸n sãng liªn quan 
®Õn sù t−¬ng t¸c víi c«ng tr×nh (Mei, Foda vμ Tong, 1979). Thñ 
tôc cña Chen vμ Mei sÏ tr×nh bμy d−íi ®©y. 

4.11.2  Nguyªn lý biÕn ph©n 

Gi¶ sö ®Þa h×nh phøc t¹p, nh− c¸c c«ng tr×nh lín, ®−êng bê 
cong, ®é s©u biÕn ®æi... n»m phÝa trong mét ®−êng khÐp kÝn 
C (h×nh 11.1). PhÝa ngoμi ®−êng C, ®é s©u lμ h»ng sè vμ miÒn 
chÊt láng ®−îc ký hiÖu b»ng Ω . Sãng ph¼ng tíi trªn h−íng Iθ : 

)cos( IikreA θ−θ=η′  
∞

=

θ−θε=
0

   

n
In

n
n nkrJiA )(cos)( .         (11.1) 

Trong vïng Ω , sãng ph©n t¸n ký hiÖu b»ng Sη , ph¶i tho¶ 

m·n ph−¬ng tr×nh Helmholtz vμ ®iÒu kiÖn ph¸t x¹ vμ cã thÓ 
biÓu diÔn chÝnh x¸c b»ng khai triÓn Fourier–Bessel: 


∞

=

θβ+θα+α=η
1

  00
n

nnn
S nnkrHrkH )sincos)(()( ,       (11.2) 

trong ®ã nH  lμ c¸c hμm Hankel lo¹i mét. C¸c hÖ sè khai triÓn 
...,,,,  2 1 0  =α nn  vμ ...,,,,  3 2 1 =β nn  lμ nh÷ng hÖ sè ph¶i t×m. Li ®é 

tæng céng trong Ω  sÏ ®−îc ký hiÖu b»ng )(( SI η+η=η . Vïng Ω  

lμ vïng siªu phÇn tö. 

Gi¶ sö vïng chÊt láng phÝa trong C  ký hiÖu b»ng Ω  vμ li 
®é t−¬ng øng b»ng η . Khi ®ã, η  ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

(1.9) trong Ω  vμ ph−¬ng tr×nh (1.13) trªn B . C¾t ngang qua C  
¸p suÊt vμ vËn tèc ph¸p tuyÕn ph¶i liªn tôc: 

nn ∂
η∂=

∂
η∂η=η         ,    trªn  C .                     (11.3) 

B©y giê ta chøng minh r»ng tÝnh dõng cña phiÕm hμm 
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trong ®ã IS η−η≡η , t−¬ng ®−¬ng víi bμi to¸n gi¸ trÞ biªn x¸c 

®Þnh η  trong Ω  vμ Sη  trong Ω . §Ó chóng minh sù t−¬ng 

®−¬ng, ta thùc hiÖn biÕn ph©n thø nhÊt cña J : 
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B»ng tÝch ph©n tõng phÇn vμ ®Þnh lý Gauss, sè h¹ng thø 
nhÊt trªn ®©y cã thÓ ®−îc viÕt thμnh 
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ηδ=ηδ S    vμ    δη=δηS . 
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TÝch ph©n c¹nh tÝch ph©n cuèi cïng trong ph−¬ng tr×nh trªn 
b»ng 

sd
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S

  
 

  

 

 

2  
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




∂
ηδ∂η−

∂
η∂ηδ=)( . 

B©y giê ¸p dông c«ng thøc Green cho Sη  vμ Sηδ  víi miÒn Ω . V× 

c¶ Sη vμ Sηδ  tho¶ m·n chÝnh x¸c ph−¬ng tr×nh Helmholtz, nªn 

tÝch ph©n I  ë trªn kh«ng thay ®æi nÕu thay C  b»ng ®−êng trßn 

∞C  cã b¸n kÝnh rÊt lín. Däc theo ∞C , c¶ Sη vμ Sηδ  tho¶ m·n 

®iÒu kiÖn ph¸t x¹ (1.38); do ®ã 

0=∞ )(CI ,    tøc lμ   0=)(CI . 

Víi I  ®−îc lo¹i bá khái ph−¬ng tr×nh (11.5), râ rμng r»ng nÕu c¸c 
ph−¬ng tr×nh (1.9), (1.13b), (11.3a) vμ (11.3b) ®−îc tho¶ m·n bëi η , 

th× 

0=δJ .                                      (11.6) 

Ng−îc l¹i, nÕu 0=δJ , th× η  ph¶i tho¶ m·n c¸c ph−¬ng tr×nh 

(1.9) trong Ω , khi ph−¬ng tr×nh Euler, ph−¬ng tr×nh (1.13b) 
trªn B  vμ c¸c ph−¬ng tr×nh (11.3a) vμ (11.3b) trªn C  nh− lμ c¸c 
®iÒu kiÖn biªn tù nhiªn. VËy sù t−¬ng ®−¬ng ®−îc chøng minh. 

PhiÕm hμm dõng liªn quan ®Õn c¸c tÝch ph©n trong vμ trªn 
c¸c biªn cña Ω  vμ cã thÓ ®−îc sö dông lμm c¬ së ®Ó nhËn ®−îc 
nghiÖm xÊp xØ trong Ω . Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n chØ lμ 
mét trong sè c¸c kh¶ n¨ng xÊp xØ. 

4.11.3  XÊp xØ phÇn tö h÷u h¹n 

Ta rêi r¹c ho¸ c¸c tÝch ph©n trong ph−¬ng tr×nh (11.4) b»ng 
c¸ch chia vïng n−íc trong Ω  thμnh mét m¹ng l−íi c¸c phÇn tö 
h÷u h¹n, kÝch th−íc cña c¸c phÇn tö ph¶i nhá h¬n nhiÒu so víi 
b−íc sãng ®iÓn h×nh vμ qui m« biÕn ®æi ®Þa h×nh ®Þa ph−¬ng. V× 
c¸c tÝch ph©n trong ph−¬ng tr×nh (11.4) chØ chøa c¸c ®¹o hμm 
bËc nhÊt cña η , nªn chØ cÇn ®ßi hái tÝnh liªn tôc cña η  trong 

miÒn phÇn tö h÷u h¹n. §Ó ®¬n gi¶n, ta chän c¸c phÇn tö d¹ng 
tam gi¸c, trong mçi phÇn tö, η  ®−îc xÊp xØ b»ng c¸c hμm néi 

suy tuyÕn tÝnh 

{ } { }
= ××

η=η=η
3

1 1331

22  
i

eTee
ii NNyx ),(                   (11.7) 

trong ®ã c¸c chØ sè trªn e  biÓu diÔn c¸c ®¹i l−îng liªn quan víi 
mét phÇn tö. DÊu { } ký hiÖu mét vÐc t¬ cét vμ chØ sè trªn T  chØ 
phÐp chuyÓn vÞ; do ®ã { }T lμ mét vect¬ dßng. C¸c tÝch sè viÕt 
d−íi ch©n chØ c¸c kÝch th−íc cña ma trËn, thÝ dô 1 × 3 cã nghÜa 
lμ ma trËn cã 1 hμng vμ 3 cét. Mét c¸ch t−êng minh h¬n th× 

{ } ( )eeeTe
321   ηηη=η ,, ,                             (11.8a) 

{ } ( )eeeTe NNNN 321   ,,= ,                           (11.8b) 

trong ®ã 

3 2 1     
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++= iycxbayxN e
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i ,                 (11.9a) 

eeeeeeee xxcyybyxyxa 23132123321           −=−=−= ,, ,          (11.9b) 

=Δe  diÖn tÝch cña phÇn tö e =  
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= .                              (11.9c) 

C¸c hÖ sè kh¸c 3232  ,, , ba  vμ 32,c  cã thÓ nhËn ®−îc b»ng phÐp ho¸n 
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vÞ trong lóc ii yx  ,  vμ hÖ sè e
iη  tuÇn tù biÓu thÞ c¸c to¹ ®é yx,  vμ 

gi¸ trÞ cña eη  t¹i nót i . Gi¶ sö ®é s©u bªn trong mét phÇn tö 

®−îc xÊp xØ b»ng mét mÆt ph¼ng 
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e hNhNyxh ),( ,                    (11.10) 

e
ih  lμ ®é s©u n−íc t¹i nót i . Khi phÐp tÝch ph©n ®−îc thùc hiÖn 

cho tÝch ph©n diÖn tÝch, ta ®−îc 
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trong ®ã ma trËn cè ®Þnh phÇn tö [ ]eK1  cã c¸c thμnh phÇn 
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Khi ph−¬ng tr×nh (11.9) ®−îc thÕ vμo ph−¬ng tr×nh (11.12), c¸c 
tÝch ph©n trªn tam gi¸c e  cã thÓ −íc l−îng t−êng minh nh− sau 
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Ma trËn phÇn tö cè ®Þnh [ ]eK1  lμ mét ma trËn ®èi xøng. B©y giê 

tËp hîp tÊt c¶ c¸c li ®é t¹i nót phÇn tö vμ ®Þnh nghÜa vÐc t¬ li ®é 
tæng céng t¹i nót { }η  víi E  phÇn tö, trong ®ã E  lμ tæng sè c¸c 

nót trong vμ trªn c¸c biªn cña miÒn Ω . Khi lμm nh− vËy, c¸c 
®iÓm nót phÇn tö ph¶i ®−îc ®¸nh chØ sè l¹i ®Ó lμm sao cïng mét 
nót cã thÓ thuéc vÒ mét sè phÇn tö n»m kÒ nhau. C¸c ma trËn 
phÇn tö cè ®Þnh ph¶i ®−îc tËp hîp l¹i ®Ó t¹o ra ma trËn cè ®Þnh 

tæng céng [ ]1K . Cuèi cïng, 1I  ®−îc viÕt l¹i 
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T KI .                         (11.14) 

V× [ ]eK1  ®èi xøng ®èi víi tÊt c¶ c¸c phÇn tö, nªn [ ]1K  còng ®èi xøng. 

TÝch ph©n ®−êng trong ph−¬ng tr×nh (11.4) cã thÓ viÕt nh− sau: 

=












∂
η′∂η−








∂
η′∂+

∂
η∂η−η sd

nnn
h

C

S
S

SS
  

  

 

2
1

 

 

 

 
 2

1
  )(  

   =
∂
η∂η−η−

∂
η∂η−η−

∂
η∂η=

C C C

I
I

S
I

S
S sd

n
hds

n
hsd

n
h

   
 

 

 
 

 

 
  

 

 

2
1    )()(  

2 
 

 

 
 2

1      Isd
n

h
C

S
S ∂

η∂η= ...  

3 
 

 

 
      Isd

n
h

C

S

 ∂
η∂η− ...  

4  
 

 

 
      Isd

n
h

C

I

 ∂
η∂η− ...                           (11.15) 

5  
 

 

 
      Isd

n
h

C

S
I ∂

η∂η+ ...  

6 
 

 

 
      Isd

n
h

C

I
I ∂

η∂η+ ... . 

§Ó ®¬n gi¶n, C  ®−îc gi¶ thiÕt lμ ®−êng trßn b¸n kÝnh R . 
Nh»m c¸c môc ®Ých tÝnh to¸n, ta c¾t bá C¸c chuçi (11.1) vμ 
(11.2) tõ sè h¹ng sau m . Víi ph−¬ng tr×nh (11.2), tÝch ph©n 
®−êng 2I  cã thÓ −íc l−îng gi¶i tÝch b»ng c¸ch sö dông tÝnh trùc 

giao cña c¸c hμm sin vμ cosin: 
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vμ R  lμ b¸n kÝnh cña C . Chó ý r»ng h  ë trªn vμ phÝa ngoμi 
®−êng C  ®· ®−îc gi¶ sö lμ h»ng sè. Ta ®Þnh nghÜa vÐc t¬ cét 
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víi 12 += mM , vμ ][ 2K  lμ ma trËn ®−êng chÐo 
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TÝch ph©n 2I  b©y giê ®−îc viÕt thμnh 
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T KI .                         (11.16) 

Víi c¸c tÝch ph©n 3I  vμ 4I , ®Ó thuËn tiÖn ta ®Þnh nghÜa tËp 
hîp con { }η  cña { }η  n»m trªn C  (xem h×nh 11.2) 
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T ηηη=η
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XÊp xØ tÝch ph©n ®−êng trªn C  b»ng tæng c¸c tÝch ph©n däc theo 
c¸c phÇn tö ®o¹n th¼ng ηηηηηηη −       1211 ,ˆˆ...,,ˆˆ,ˆˆ ppp  b»ng c¸c phÐp 

néi suy tuyÕn tÝnh cña nã vμ Sη  b»ng gi¸ trÞ cña nã t¹i t©m mçi 
phÇn tö cung ®o¹n trªn C , cô thÓ lμ, t¹i jθ=θ  (xem h×nh 11.2), 
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trong ®ã ][ 3K  lμ mét ma trËn MP×  ®Çy ®ñ 
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(11.18) 

trong ®ã mn  ..., ,2 ,1= . 

Mét c¸ch t−¬ng tù, ta nhËn ®−îc tÝch ph©n 4I : 
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trong ®ã 
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[ ] PjikRiq Ijjj   2 1         1 ...,,,,)cos(exp)cos( =θ−θθ−θ= . 

Cuèi cïng, tÝch ph©n 5I  cã thÓ −íc l−îng b»ng gi¶i tÝch, kÕt 

qu¶ lμ 

{ } { }
1
  

1
55

××
μ−=

MM

TQI                                 (11.20) 

trong ®ã 

{ } { }Imm
m

Imm
m
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T mHJimHJiHJhkRQ θ′θ′′π=
×

sin,cos...,,    2 00    
1

 5 .  

6I  lμ mét h»ng ®· biÕt vμ bÞ lo¹i bá khi cùc trÞ ho¸, do ®ã 6I  

kh«ng cÇn quan t©m. 

B©y giê ta tæng kÕt phiÕm hμm 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }−μη+μμ+ηη=    3    2  2
1

   1  2
1 KKKJ TTT   
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{ } { } { } { }  5  4 μ−η− TT QQ  .                          (11.21) 

V× J  dõng, nªn ph¶i cã c¸c ®¼ng thøc 

EjJ

j

  2 1      0
 

 ...,,,, ==
η∂
∂

, 

vμ  

MjJ

j

  2 1      0
 

 ...,,,, ==
μ∂
∂

, 

nh÷ng ®¼ng thøc nμy dÉn ®Õn mét tËp c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹i sè 
tuyÕn tÝnh: 

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ] { } { }., 5  3   24   3         QKKQKK T =η+μ=μ+η      (11.22) 

 

H×nh 11.2  C¸c phÇn tö ®iÓn h×nh bªn trong vμ trªn biªn 

Lo¹i { }μ  sÏ cho mét ph−¬ng tr×nh ma trËn ®èi víi { }η  

[ ]{ } [ ] [ ][ ] [ ][ ]{ } { } [ ][ ] { }5 
1

2 34   3
1

2 31     QKKQKKKKK T −− +=η−−η  

(11.23) 
Ma trËn kÕt qu¶ ][K  lμ mét ma trËn ®èi xøng; chØ cÇn mét nöa 

c¸c phÇn tö cña nã ®−îc l−u trong m¸y tÝnh. 

 

H×nh 11.3  KÕt qu¶ tÝnh c¸c sãng ng¾n tíi, trËn ®éng ®Êt 

n¨m 1964 ë Alaska (theo Houston, 1978) 

B»ng nh÷ng lý lÏ linh nghiÖm vμ nh÷ng thÝ nghiÖm sè, 
trong ®ã tiÕn hμnh so s¸nh kÕt qu¶ cña mét sè tr−êng hîp tÝnh 
víi c¸c nghiÖm gi¶i tÝch, ng−êi ta ®· t×m ra nh÷ng quy t¾c thùc 
nghiÖm sau ®©y ®Ó x¸c ®Þnh kÝch th−íc phÇn tö: 

1) KÝch th−íc phÇn tö t¹i mäi n¬i ph¶i nhá h¬n 10% b−íc sãng 
tíi. 

2) T¹i l©n cËn cña c¸c chç uèn cong m¹nh, nªn sö dông côc 
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bé nh÷ng phÇn tö nhá h¬n b¸n kÝnh cong, nÕu kh«ng th× cã thÓ  
g©y ra c¸c sai sè ®Þa ph−¬ng t¹i ®ã. 

Sè l−îng c¸c hÖ sè M  cÇn trong siªu phÇn tö dÔ dμng x¸c 
®Þnh b»ng phÐp thö vμ sai sè; nã th−êng t¨ng ®èi víi c¸c sãng 
ng¾n h¬n. 

 

H×nh 11.4  L−íi phÇn tö h÷u h¹n quanh quÇn ®¶o Hawaii (Houston, 1978)  

§Ó tèi thiÓu ho¸ d¶i réng cña ][K , sè hiÖu c¸c nót nªn ®−îc 

chän tr−íc tiªn däc theo mét vßng trßn, sau ®ã däc theo vßng 
trßn tiÕp theo vÒ phÝa bªn trong vμ bªn ngoμi C . Khi ®iÒu nμy 
®−îc hoμn thμnh, th× mét nöa d¶i réng th−êng gÇn b»ng sè 
®iÓm nót trªn C  vμ kh«ng phô thuéc vμo sè c¸c hÖ sè chuçi 

trong siªu phÇn tö. Do tÝnh ®èi xøng vμ d¶i hÑp cña ma trËn, 
c¸ch gi¶i sè ph−¬ng tr×nh ®¹i sè sÏ ®Æc biÖt hiÖu qu¶. Râ rμng 
r»ng, vßng trßn C  cμng nhá th× ®é réng cña d¶i cμng nhá, vμ 
khèi l−îng tÝnh to¸n th−êng gi¶m, thËm chÝ ngay c¶ khi c¸c hÖ 
ta ®ßi hái sè hÖ sè trong siªu phÇn tö nhiÒu h¬n. 

CÇn nhËn thÊy r»ng ®−êng viÒn C  kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lμ 
vßng trßn; víi mét viÒn cã h×nh d¹ng bÊt kú, th× ph¶i thùc hiÖn 
tÝch ph©n sè ®èi víi tÝch ph©n ®−êng däc theo C  vμ ma trËn 

][ 2K  lμ ®Çy ®ñ. 

 

H×nh 11.5  KÕt qu¶ tÝnh (®−êng g¹ch nèi) vμ sè liÖu ®o sãng thÇn (liÒn nÐt) t¹i 

Kahului, Maui, trËn ®éng ®Êt n¨m 1964 ë Alaska (Houston, 1976) 
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Houston (1978) thùc hiÖn mét øng dông thó vÞ ph−¬ng 
ph¸p phÇn tö lai ®Ó nghiªn cøu sù ph¶n øng ë gÇn quÇn ®¶o 
Hawaii ®èi víi sãng tsunami ph¸t sinh trong trËn ®éng ®Êt ë 
Chile n¨m 1960 vμ ë Alaska n¨m 1964. Dùa trªn ph−¬ng tr×nh 
sãng dμi hai chiÒu tuyÕn tÝnh, cã tÝnh tíi ®é cong mÆt Tr¸i §Êt, 
Houston ®· sö dông c¸c d÷ liÖu ban ®Çu, ®−îc −íc l−îng c¨n cø 
vμo sè liÖu vÒ ®é dÞch chuyÓn th−êng xuyªn cña ®øt g·y vμ ®· 
tÝnh ®−îc c¸c sãng ®Õn ®é s©u 5000m gÇn quÇn ®¶o. Sè liÖu lÞch 
sö vÒ sãng tÝnh ®−îc (h×nh 11.3) mang ph©n tÝch Fourier thμnh 
18 hμi ®iÒu hoμ víi c¸c chu kú tõ 14,5 phót ®Õn 260 phót. C¸c 
dao ®éng nμy ®−îc sö dông víi t− c¸ch c¸c sãng tíi. L−íi phÇn 
tö h÷u h¹n thÓ hiÖn trªn h×nh 11.4, gåm kho¶ng 2500 nót, tõng 
dao ®éng ph¶n øng ®−îc tÝnh to¸n vμ sau ®ã tæng hîp l¹i theo 
ph−¬ng tr×nh (2.56) ®Ó t¹o nhËn ®−îc ph¶n øng xung t¹i ba 
tr¹m sãng: Kahului (Maui), Honolulu (Oahu) vμ Hilo (Hawaii). 
Lý thuyÕt vμ sè liÖu ghi rÊt phï hîp. H×nh 11.5 lμ mét thÝ dô so 
s¸nh ®éng ®Êt Alaska víi mét ®øt g·y dμi 500 h¶i lý. VÒ lËp 
luËn lý thuyÕt ®¶m b¶o ph−¬ng tr×nh n−íc n«ng tuyÕn tÝnh 
thÝch hîp ®Ó m« t¶ c¸c sãng tsunami trong ®¹i d−¬ng sÏ xÐt ë 
ch−¬ng 11. D¹ng tÝnh to¸n nμy h÷u Ých ®èi víi c«ng t¸c ho¹ch 
®Þnh b¶o hiÓm ngËp lôt sãng thÇn vμ cã thÓ øng dông ®Ó t¨ng 
h¹n b¸o vμ ®é chÝnh x¸c cña hÖ thèng c¶nh b¸o sãng thÇn. 

Phô lôc 4.A:  Khai triÓn kh«ng gian ®èi víi sãng 
ph¼ng 

XÐt tÝch sè cña c¸c chuçi khai triÓn Taylor 2/zte  vμ tze 2/− : 
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NÕu thay  

θ−θ −== ii ei
t

eit   
1

      ,  

vμo ph−¬ng tr×nh (A.2) th× 


∞

∞−

π+θθ = )()/(cos zJee n
iniz 2

 .                       (A.3) 

B©y giê ta kÕt hîp c¸c cÆp sè h¹ng cïng cã n nh−ng ng−îc dÊu 
vμ sö dông ®¼ng thøc 

)()()( zJzJ n
n

n
 1−=− . 

Ph−¬ng tr×nh (A.3) cã thÓ viÕt thμnh mét d¹ng kh¸c: 


∞

θ θε=
0

  )()(coscos zJine n
n

n
iz ,                      (A.4) 

ë ®©y ®· sö dông c¸c ký hiÖu Jacobi. 

Víi mét sãng ph¼ng, ®Æt rkz  =  trong ph−¬ng tr×nh (A.4), ta 
®−îc 


∞

θ θε==
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   )(coscos rkJinee n
n

n
ikrikx .                  (A.5) 
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Ch−¬ng  5 - Dao ®éng c¶ng do t¸c ®éng sãng 
dμi 

5.1  Giíi thiÖu 

C¶ng lμ mét vïng n−íc nöa kÝn th«ng víi biÓn qua mét 
hoÆc mét sè cöa. C¸c c¶ng b×nh th−êng ®−îc x©y dùng däc bê 
biÓn, n¬i phÇn n−íc khuÊt cña c¶ng lμ c¸c vòng lâm tù nhiªn 
hoÆc ®−îc t¹o ra bëi c¸c ®ª ch¾n sãng nh« tõ bê ra phÝa biÓn 
(h×nh 1.1a–1.1c). C¶ng nh©n t¹o cã thÓ c¸ch biÖt xa ®Êt liÒn, vÝ 
dô c¶ng ngoμi kh¬i cho c¸c tr¹m ph¸t ®iÖn ë §¹i T©y D−¬ng do 
C«ng ty ®iÖn khÝ c«ng céng New Jersey mét thêi ®· x©y dùng. 
C¶ng nμy bao quanh hai nhμ m¸y ®iÖn h¹t nh©n næi b»ng hai 
®ª ch¾n sãng khæng lå (h×nh 1.1d). Ngoμi ra cßn mét sè c¶ng 
n»m trªn ®¶o nhá ngoμi kh¬i, nh÷ng c¶ng nμy cã thÓ gÇn hoÆc 
xa ®Êt liÒn, nh− h×nh 1.1e. 

MÆc dï c¸c dao ®éng trong c¶ng cã thÓ do rÊt nhiÒu ngo¹i lùc 
g©y nªn, nh−ng nguyªn nh©n ®−îc nghiªn cøu nhiÒu nhÊt lμ c¸c 
sãng sãng thÇn (tsunami), chu kú tõ vμi phót ®Õn mét giê vμ cã 
xuÊt xø tõ c¸c trËn ®éng ®Êt xa. NÕu tæng thêi gian diÔn ra sãng 
thÇn ®ñ dμi, th× dao ®éng trong c¶ng cã thÓ tiÕp diÔn nhiÒu ngμy, 
lμm ®øt d©y neo, háng ®Öm b¶o vÖ tÇu, g©y nguy hiÓm khi neo, 
bèc dì hμng hoÆc ra vμo c¶ng... NhiÒu khi c¸c tμu s¾p cËp c¶ng 
ph¶i neo l¹i bªn ngoμi, ®îi ®Õn khi ngõng dao ®éng, g©y trËm chÔ 
rÊt tèn kÐm. 

§Ó hiÓu s¬ bé vÒ c¬ chÕ vËt lý cña nh÷ng dao ®éng nμy, ta 
xÐt mét c¶ng cã cöa däc theo ®−êng bê dμi vμ th¼ng. C¸c sãng 
tíi bê mét phÇn ph¶n x¹ vμ mét phÇn bÞ hÊp thô ë bê biÓn. Tuy 
nhiªn, mét phÇn nhá bÞ nhiÔu x¹ qua cöa vμo c¶ng vμ bÞ ph¶n 

x¹ mét lÇn n÷a t¹i c¸c biªn bªn trong c¶ng. Mét phÇn n¨ng 
l−îng sãng ph¶n x¹ tho¸t ra khái c¶ng vμ l¹i ph¸t x¹ ra biÓn, 
trong khi mét phÇn n¨ng l−îng l−u l¹i bªn trong c¶ng. NÕu 
chuçi sãng kÐo dμi vμ tÇn sè sãng tíi gÇn b»ng tÇn sè sãng ®øng 
trong thñy vùc kÝn, th× sù céng h−ëng trong c¶ng sÏ xuÊt hiÖn, 
vËy mét sãng tíi t−¬ng ®èi yÕu cã thÓ g©y nªn ph¶n øng kh¸ lín 
trong c¶ng. 

 

 

H×nh 1.1  Sù ®a d¹ng cña cÊu h×nh c¶ng 

Biªn ®é céng h−ëng lín nhÊt cã thÓ bÞ giíi h¹n bëi mét sè c¬ 
chÕ sau ®©y: 

1) Suy gi¶m ph¸t x¹ do n¨ng l−îng tho¸t ra biÓn qua cöa. 

2) MÊt m¸t do ma s¸t gÇn biªn vμ cöa c¶ng. 

3) MÊt m¸t do sãng ®æ trªn c¸c b·i n«ng. 

4) HiÖu øng vËn chuyÓn n¨ng l−îng biªn ®é h÷u h¹n sang 
c¸c hμi tÇn cao h¬n. 

Trong sè nh÷ng c¬ chÕ nμy, sù suy gi¶m ph¸t x¹ lμ dÔ hiÓu 
nhÊt vÒ mÆt lý thuyÕt vμ ®· ®−îc xö lý lÇn ®Çu tiªn trong mét 
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bμi b¸o cña Miles vμ Munk (1961) ®èi víi mét h¶i c¶ng h×nh ch÷ 
nhËt. MÊt m¸t do ma s¸t x¶y ra ë biªn c¶ng vμ gÇn ®Ønh ®ª 
ch¾n sãng t¹i cöa c¶ng; l−îng mÊt m¸t nμy khã −íc l−îng vμ 
biÕn thiªn nhiÒu tuú tÝnh chÊt cña biªn. Muèn −íc l−îng tin cËy 
th× cÇn ®Õn nh÷ng th«ng tin thùc nghiÖm khã cã thÓ thu ®−îc 
b»ng m« h×nh bëi lý do c¸c hiÖu øng tØ lÖ kÝch th−íc. Sãng ®æ lμ 
hiÖn t−îng chñ yÕu liªn quan víi sãng giã ë trªn nh÷ng b·i 
tho¶i vμ cho ®Õn nay th× kh«ng theo mét lý thuyÕt nμo. RÊt 
may, ®èi víi c¸c sãng rÊt dμi nh− sãng thÇn th× hiÖn t−îng sãng 
®æ th−êng lμ kh«ng quan träng. 

ë ch−¬ng nμy, ta sÏ bá qua c¸c mÊt m¸t do ma s¸t vμ do 
sãng ®æ, chØ xÐt c¸c hiÖu øng suy gi¶m ph¸t x¹. Sau phÇn ®Æt 
vÊn ®Ò, ta sÏ th¶o luËn riªng rÏ ba yÕu tè cña bμi to¸n c¶ng: 
sãng ®øng trong vÞnh, kh¸i niÖm suy gi¶m ph¸t x¹ vμ nhiÔu x¹ 
ë khe. TiÕp n÷a, ®èi víi c¸c sãng ®Çu vμo h×nh sin vμ ®é s©u 
kh«ng ®æi, ta sÏ nghiªn cøu bμi to¸n ®Çy ®ñ gåm biÓn vμ c¸c 
c¶ng víi h×nh d¹ng ®¬n gi¶n kh¸c nhau. SÏ xÐt c¸c sãng ng¾n 
®èi víi mét vÞnh hÑp. ë cuèi ch−¬ng ph−¬ng ph¸p phÇn tö-ghÐp 
tæng qu¸t ë môc 4.11 sÏ ®−îc c¶i biªn ¸p dông cho c¸c c¶ng ®é 
s©u vμ h×nh d¹ng bÊt kú. 

5.2  ThiÕt lËp c¸c bμi to¸n dao ®éng c¶ng 

§Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ thiÕt nh− sau vÒ chuyÓn ®éng chÊt láng: 
chÊt láng kh«ng nhít, dßng ch¶y kh«ng xo¸y, biªn ®é sãng nhá 
v« h¹n, b−íc sãng rÊt dμi so víi ®é s©u vμ c¸c ®−êng biªn bªn cã 
tÝnh ph¶n x¹ hoμn toμn vμ th¼ng ®øng. C¸c ph−¬ng tr×nh ®· rót 
ra ë môc 4.1 cã thÓ ¸p dông ®−îc. §Ó tiÖn dïng, ta sÏ nh¾c l¹i 
d−íi ®©y. §èi víi dao ®éng ng¾n, li ®é tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

2

2

 t
hg

∂
ζ∂=ζ∇⋅∇ )(                                 (2.1) 

víi ®iÒu kiÖn kh«ng cã th«ng l−îng 

0=
∂
ζ∂
n

h                                         (2.2) 

t¹i c¸c v¸ch bªn. §èi víi chuyÓn ®éng ®iÒu hoμ ®¬n, biªn ®é 
kh«ng gian η  cña li ®é mÆt tù do sÏ tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

0
2

=ηω+η∇⋅∇
g

h )(                                 (2.3) 

vμ chÞu ®iÒu kiÖn kh«ng th«ng l−îng  

0=
∂
η∂
n

h                                          (2.4) 

t¹i c¸c v¸ch bªn. §èi víi ®é s©u kh«ng ®æi, ph−¬ng tr×nh (2.1) 
rót gän thμnh ph−¬ng tr×nh sãng cæ ®iÓn, trong khi ph−¬ng 
tr×nh (2.3) thμnh ph−¬ng tr×nh Helmholtz 

022 =η+η∇ k ,                                     (2.5) 

trong ®ã kgh 21 /)( −=ω . 

§iÒu kiÖn ph¸t x¹ ®èi víi chuyÓn ®éng h×nh sin cã thÓ viÕt 
ra mét c¸ch t−êng minh nÕu ®Þa h×nh ë phÝa xa c¶ng cã tÝnh ®¬n 
gi¶n. XÐt mét c¶ng n»m trªn ®−êng bê biÓn ph¶n x¹ hoμn toμn. 
Gi¶ sö Ω  lμ vïng gåm c¶ng vμ toμn bé miÒn l©n cËn, vμ Ω  lμ 
phÇn cßn l¹i cña biÓn n¬i cã const=h  vμ ®−êng bê biÓn B  th¼ng 
(xem h×nh 2.1). Sãng tíi ph¼ng cã thÓ diÔn t¶ b»ng 

)],sincos([exp II
I yxikA θ+θ=η                          (2.6) 

trong ®ã kA  ,  vμ h−íng Iθ  cho tr−íc. HÖ thèng sãng hoμn chØnh 

trong ®¹i d−¬ng Ω cã thÓ ®−îc chia thμnh 
SII η+η+η=η '                                     (2.7) 

trong ®ã 'Iη  chØ sãng ph¶n x¹ do bê biÓn th¼ng kh«ng tÝnh ®Õn 

®Þa h×nh ®Þa ph−¬ng gÇn c¶ng, Sη  chØ sãng ph©n t¸n do t¸c ®éng 

cña ®Þa h×nh ®Þa ph−¬ng vμ bÞ lan to¶ do t¸c ®éng dån ®Èy t¹i 
cöa c¶ng. Gi¶ sö trôc y  trïng víi ®o¹n bê th¼ng B ; sãng ph¶n 
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x¹ lμ 

)]sincos([exp'
II

I yxikA θ+θ−=η                         (2.8) 

do ®ã trªn B  cã 

0=η+η
∂
∂ )( 'II

x
.                                 (2.9) 

Khi ®ã sãng ph¸t x¹/ ph©n t¸n sÏ kh«ng thÓ cã th«ng l−îng 
ph¸p tuyÕn däc theo bê biÓn th¼ng: 

0=η
∂
∂ S

x
      trªn B .                           (2.10) 

H¬n n÷a, Sη  ph¶i h−íng ra ngoμi t¹i nh÷ng kho¶ng c¸ch 

lín 

0 21 →η
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kr /)( ,       ∞→kr .                (2.11) 

        

 H×nh 2.1  S¬ ®å ®Þnh nghÜa 

Trong tr−êng hîp c¶ng kh¬i c¸ch xa bê mét kho¶ng b»ng 
nhiÒu lÇn b−íc sãng, ng−êi ta cã thÓ ®¬n thuÇn bá qua sãng 
ph¶n x¹ 'Iη  trong ph−¬ng tr×nh (2.7). §èi víi c¸c ®Þa h×nh bê 

biÓn lo¹i kh¸c, hoÆc ®é s©u ë vïng Ω  kh«ng ph¶i h»ng sè, th× 
viÖc diÔn t¶ t−êng minh Iη  vμ 'Iη  lμ mét vÊn ®Ò khã kh¨n. 

Khi ®é s©u kh«ng ®æi ë mäi n¬i trong Ω  vμ Ω  vμ tÊt c¶ c¸c 
biªn ®Òu th¼ng ®øng, th× thÕ vËn tèc ba chiÒu ®èi víi kh  tuú ý cã 
thÓ diÔn t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh 

kh
hzkigzyx

 

 

ch
ch

 
  

 
)(),,( +

ω
η−=φ . 

Tõ môc 3.5, ta ®· biÕt r»ng η  còng tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

Helmholtz trõ viÖc ω  vμ k  liªn quan víi nhau b»ng ph−¬ng 
tr×nh khgk  th 

2 =ω . Do c¸c v¸ch th¼ng ®øng, nªn vect¬ ph¸p 

tuyÕn n»m trong mÆt ph¼ng ngang, vμ ®iÒu kiÖn biªn lμ 
0=∂η∂ n/  t¹i v¸ch bªn. Nh− vËy, c¸c bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®èi víi 

c¸c sãng ng¾n vμ sãng dμi vÒ h×nh thøc lμ mét. Sù ®ång d¹ng 
to¸n häc nμy cho phÐp ng−êi ta thùc hiÖn c¸c thÝ nghiÖm c¶ng ë 
vïng n−íc s©u ®Ó cã thÓ dÔ dμng tr¸nh c¸c hiÖu øng phi tuyÕn.  

5.3  C¸c hμi tù nhiªn trong vÞnh kÝn h×nh d¹ng 
®¬n gi¶n vμ ®é s©u kh«ng ®æi 

Tr−íc hÕt nªn bμn vÒ nh÷ng tÝnh chÊt ®iÓn h×nh cña c¸c sãng 
®øng trong vÞnh kÝn. §Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ thiÕt ®é s©u kh«ng ®æi. 
Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn ®èi víi η  b©y giê cã thÓ coi lμ bμi to¸n thùc, 

®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt (2.5) vμ (2.4), vμ 
cã c¸c nghiÖm kh«ng tÇm th−êng chØ khi k  b»ng c¸c gi¸ trÞ riªng 
nhÊt ®Þnh. C¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña ω  ®−îc gäi lμ c¸c tÇn sè tù 
nhiªn (hay tÇn sè riªng) vμ c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña η  lμ c¸c hμi 

dao ®éng tù nhiªn (hay hμi riªng).  D−íi ®©y sÏ xÐt hai thÝ dô ®¬n 
gi¶n. 

5.3.1 Thñy vùc h×nh ch÷ nhËt 
Gi¶ sö c¸c biªn bªn cña lμ ax  0,=  vμ by  0,= . C¸c nghiÖm 

riªng cña ph−¬ng tr×nh (2.5) ®−îc t×m b»ng c¸ch t¸ch c¸c biÕn 
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b
ym

a
xnAnm

ππ=η coscos ,                             (3.1) 

víi 3 2 1 0 ,,,, =mn ... C¸c gi¸ trÞ riªng t−¬ng øng lμ 
21 2 2 

 

/


















 π+






 π==

b
m

a
nkk mn .                      (3.2) 

C¸c chu kú tù nhiªn lμ 

mnmnT   2 ωπ= / ,                                     (3.3) 

trong ®ã mn ω  liªn hÖ víi mnk   b»ng mèi quan hÖ t¶n m¹n 
2
 

2
  mnmn kgh=ω .                                     (3.4) 

NÕu ba > , th× hμi thÊp nhÊt ( 0  1 == mn , ) cã tÇn sè thÊp 

nhÊt vμ chu kú dμi nhÊt, nã ®−îc gäi lμ hμi c¬ b¶n. ChuyÓn ®éng 
t−¬ng øng lμ chuyÓn ®éng mét chiÒu. 

NÕu tû sè gi÷a hai phÝa lμ mét sè h÷u tØ, tøc pLa = , 
qLb = ( qp,  lμ nh÷ng sè nguyªn) 

Lb
n

p
mkk mn

π

















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






==

21 
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/

, 

th× sÏ cã h¬n mét tËp hîp ( mn  , ) t−¬ng øng víi cïng mét tÇn sè 

riªng. T×nh huèng nμy gäi lμ sù suy tho¸i. 

 

 

H×nh 3.1 C¸c ®−êng ®ång møc 

mÆt tù do cña hμi tù nhiªn 
)/(cos)/(cos byax ππ    trong thñy 

vùc h×nh ch÷ nhËt 

 
Ta sÏ minh ho¹ cÊu tróc kh«ng gian cña hμi ),(),( 1 1 =mn , 

tøc 

b
y

a
xA ππ=η coscos1111 . 

T¹i c¸c biªn ax  0,=  vμ by  0,=  biªn ®é b»ng cùc ®¹i. MÆt 

kh¸c, biªn ®é sÏ b»ng kh«ng däc theo c¸c ®−êng nót 2/ax =  
hoÆc 2/by = , nh÷ng ®−êng nμy chia thñy vùc thμnh bèn h×nh 

ch÷ nhËt. T¹i mét thêi ®iÓm nhÊt ®Þnh hai h×nh ch÷ nhËt kÒ 
nhau sÏ ®èi nhau vÒ pha. VËy nÕu hai vïng n»m cao trªn mùc 
n−íc trung b×nh th× hai vïng kia sÏ n»m thÊp d−íi vμ ng−îc l¹i. 
Trªn h×nh 3.1 biÓu diÔn c¸c ®−êng ®ång møc. 

§èi víi c¸c hμi ),( mn   cao h¬n, mÆt tù do còng bÞ chia bëi n  
tuyÕn nót däc π−π= )(...,,,/ `

2
1

2
3

2
1    nπax  vμ ®ång thêi m  tuyÕn nót 

däc π−ππ= )(...,,,/ `
2
1

2
3

2
1    mby . 

5.3.2  Thñy vùc h×nh trßn 

Gi¶ sö b¸n kÝnh cña thñy vùc lμ a ; ta sÏ chän to¹ ®é cùc 
),( θr  sao cho ®iÓm gèc n»m ë gi÷a. Ph−¬ng tr×nh Helmholtz cã 

thÓ ®−îc viÕt d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh (9.10) trong ch−¬ng 4. T¹i 
v¸ch, ar =  thμnh phÇn vËn tèc ph¸p tuyÕn theo b¸n kÝnh triÖt 
tiªu. Do ®ã 

0
 

 =
∂
η∂
r

.                                      (3.5) 

B»ng c¸ch t¸ch biÕn, nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Helmholtz 
lμ 

)sincos()( θ+θ=η mBmAkrJ mmm                         (3.6) 

trong ®ã mA  vμ mB  lμ c¸c h»ng sè tuú ý. §Ó tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

biªn, ta cÇn cã 

0=== )()( '' kaJkrJ marm .                            (3.7) 

B©y giê )(' zJ m  lμ hμm dao ®éng cña z  cã mét sè l−îng v« 

h¹n gi¸ trÞ kh«ng. Ký hiÖu sè kh«ng thø n  cña '
mJ  b»ng '

nmj  : 
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0 =)( ''
nmm jJ , ta cã c¸c gi¸ trÞ riªng: 

...,,,...,,,,,  3 2 1   3 2 1          
'

n 
 === mn

a
j

k m
nm                (3.8) 

C¸c nghiÖm riªng t−¬ng øng hay c¸c hμi tù nhiªn lμ 

)sincos()( θ+θ=η mBmArkJ nmnmnmmnm      .                (3.9) 

B¶ng 3.1  C¸c gi¸ trÞ cña mnj ′  sao cho 0=′′ )( mnm jJ  

m  
n  

0 1 2 3 4 5 

1 0 1,84118 3,05424 4,20119 5,31755 6,41562 

2 3,83171 5,33144 6,70713 8,01524 9,28240 10,51986 

3 7,01559 8,53632 9,96947 11,34592 12,18190 13,98719 

4 10,17346 11,70600 13,17037 14,58525 15,96411 17,31284 

 

§Ó minh ho¹ cÊu tróc cña mét hμi cô thÓ, ta sÏ xÐt sù biÕn 
thiªn cña mÆt tù do ®èi víi θ=η mrkJ nmmmn cos)(    víi mn,  cè ®Þnh. 
Râ rμng r»ng 1=θmcos  khi πππ=θ mm 2  4 2 0 ...,,,  vμ b»ng 1−  khi 

ππ=θ 3 ,m , π−π )(..., 12  5 m . V× vËy, mmm /,/,/, πππ=θ 3 2  0 ... lμ c¸c 

tuyÕn bông (antinode), t¹i ®ã li ®é cña mÆt lμ lín nhÊt trªn 
®−êng trßn b¸n kÝnh r  cho tr−íc. MÆt kh¸c, 

mmm /,/,/ πππ=θ 5 23 2 ... lμ c¸c tuyÕn nót, t¹i ®ã li ®é b»ng 0. §èi 
víi mét θ cè ®Þnh, ®−êng cong )( rkJ nmm   c¾t tuyÕn kh«ng ®óng 

1−n  lÇn trong kho¶ng ar < , do ®ã cã 1−n  vßng nót; hiÖn t−îng 
nμy lμ hÖ qu¶ cña ®Þnh lý dao ®éng Sturm tæng qu¸t trong lý 
thuyÕt c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng. C¸c phÇn mÆt tù do 
n»m trªn vμ d−íi bÒ mùc trung b×nh ®−îc minh ho¹ trªn h×nh 
3.2. C¸c gi¸ trÞ cña c¸c ®iÓm kh«ng nμy cã trong Abramowitz vμ 
Stegun (1972) vμ ®−îc liÖt kª trong b¶ng 3.1. Theo thø tù t¨ng 
dÇn, c¸c chØ sè ),( mn   cña c¸c ®iÓm kh«ng lμ ),( 1 0 , (1, 1), (2, 1), (0, 

2), (3, 1), (4, 1), (1, 2), ... §Ó b¶o toμn khèi l−îng, th× hμi (0, 0) 
kh«ng thÓ tån t¹i trong thñy vùc kÝn hoμn toμn. 

 

 

H×nh 3.2  C¸c ®−êng ®ång møc cña hai hμi tù nhiªn 
θcos)( rkJ 111  vμ θ2212 cos)( rkJ  trong vÞnh trßn 

5.4  Kh¸i niÖm suy gi¶m ph¸t x¹: mét vÝ dô vÒ m« 
h×nh 

Mét thuéc tÝnh quan träng cña nhiÔu x¹ sãng m«i tr−êng v« 
h¹n lμ nh÷ng dao ®éng b¾t nguån tõ mét vïng h÷u h¹n còng sÏ 
bÞ suy gi¶m ngay c¶ khi m«i tr−êng lμ b¶o toμn. Sù suy gi¶m 
nμy lμ do n¨ng l−îng ®−îc c¸c sãng mang ®i ra tíi v« cïng vμ 
®−îc gäi lμ hiÖn t−îng suy gi¶m ph¸t x¹. §Ó cã ®−îc mét sè kh¸i 
niÖm vÒ hiÖn t−îng nμy, ta xÐt mét vÝ dô m« h×nh cã tÝnh chÊt 
gi¸o häc thuÇn tuý cña Carrier (1970), m« h×nh nμy cã ®Æc ®iÓm 
vËt lý ®iÓn h×nh cña mét hÖ thèng dao ®éng kÕt hîp víi c¸c sãng 
lan truyÒn. 

XÐt mét kªnh b¸n v« h¹n víi ®é s©u h  vμ chiÒu réng b  
(h×nh 4.1). T¹i 0=x  cã mét cæng víi khèi l−îng M  cã thÓ tr−ît 
däc kªnh kh«ng bÞ ma s¸t. Cæng khèi l−îng M  ®−îc trî gióp 
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b»ng mét lß xo cã ®é ®μn håi K . §Ó ®¬n gi¶n ta gi¶ sö r»ng 
kh«ng cã rß rØ t¹i 0=x , ta sÏ t×m li ®é tieX ω−

  cña cæng khi cã 
mét sãng n−íc n«ng tíi víi biªn ®é A  vμ tÇn sè ω  tõ phÝa 
x ~ +∞ . 

 

H×nh 4.1 HÖ lß so vËt nÆng 

chèng l¹i c¸c sãng n−íc 

 

MÆt n−íc cã thÓ biÓu diÔn b»ng 
tiikxikxikxtiikxikxt eeReeAeeReAe ω−−ω−−ω− −++=+=η=ζ   1   ])([)( .  (4.1) 

Trong ngoÆc vu«ng cuèi ë ph−¬ng tr×nh trªn, sè h¹ng thø 
hai ®¹i diÖn cho sãng ph¶n x¹ khi cæng cè ®Þnh vμ sè h¹ng thø 
ba lμ sãng ph¸t x¹ do chuyÓn ®éng c¶m øng cña cæng. 

Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña cæng lμ 

pbhKXXM −−=ω− 2 ,                             (4.2) 

trong ®ã p  lμ ¸p suÊt thuû ®éng lùc trªn mét diÖn tÝch ®¬n vÞ 

t¹i 0=x : 

)( RgAgp +ρ=ηρ= 1 .                              (4.3) 

C¸c ph−¬ng tr×nh (4.2) vμ (4.3) cã thÓ kÕt hîp thμnh 

X
gbh
MKRA

ρ
ω−−=+

2

 1 )( .                          (4.4) 

T¹i ®iÓm 0=x , vËn tèc chÊt láng )()/()( 0 0 xigu ηω−=  ph¶i 

b»ng vËn tèc cña cæng Xiω− , vËy 

)()( RgkAXiu +−
ω

=ω−= 10 .                        (4.5) 

DÔ dμng rót ra nghiÖm tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (4.4) vμ (4.5) 

)()( / bhghiMK
gbh

bh
k

iMK

gbh
A

X
ρω+ω+−

ρ=
ρ






ω+ω+−

ρ=
2122

2  
 

2
.  (4.6) 

Biªn ®é sãng ph¸t x¹ lμ  

A
X

g
hiR

2
 21

21 /









ω−=− . 

Ph−¬ng tr×nh (4.6) cã thÓ so s¸nh víi hÖ thèng vËt lß xo 
gi¶m sãc th«ng dông. Ngo¹i trõ tØ lÖ kh«ng ®æi, mÉu sè trong 
ph−¬ng tr×nh (4.6) cã thÓ ®−îc gäi lμ mét trë kh¸ng. PhÇn ¶o (tû 
lÖ víi bhρ ) cña trë kh¸ng ®ãng vai trß lμm suy gi¶m. §Ó xem xÐt 

vÊn ®Ò nμy ta xÐt mét hÖ thèng kh«ng chÞu lùc. Dao ®éng tù do 
kh«ng tÇm th−êng cã thÓ vÉn ®−îc diÔn t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh 
(4.6) víi 0=A  nÕu ta ®ßi hái mÉu sè triÖt tiªu, nghÜa lμ 

0 212 =ρω+ω+− )()( / bhghiMK ,                        (4.7) 

®©y lμ ®iÒu kiÖn gi¸ trÞ riªng víi c¸c nghiÖm phøc cña ω : 

M
bhghi

M
bhgh

2
 

2
 

21
21 2 21

2
0

ρ−



















 ρ−ω±=ω
/

/
/ )()(

, 

trong ®ã MK /=ω0 . ChÌn nghiÖm vμo nh©n tö thêi gian 
)exp( tiω− , ta thÊy dao ®éng gi¶m theo hμm mò víi tèc ®é tØ lÖ 

víi 

M
bhgh

2

21 ρ/)(
.                                    (4.8) 

§Ó xem xÐt nguån gèc vËt lý cña hiÖn t−îng suy gi¶m nμy, 
ta sÏ tÝnh tèc ®é cña c«ng do sãng ph¸t x¹ thùc hiÖn, lÊy trung 
b×nh trong mét chu kú 
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sau khi ®· sö dông ph−¬ng tr×nh (4.5) vμ kgh 21 /)(=ω . §¹i l−îng 

x¸c ®Þnh d−¬ng nμy râ rμng chØ liªn quan víi sè h¹ng suy gi¶m 
sao cho sù suy gi¶m lμ do tèc ®é c«ng ®−îc c¸c sãng ph¸t x¹ 
ph¸t t¸n vμo chÊt láng. Do ®ã, ta xem thμnh phÇn ¶o trong 
ph−¬ng tr×nh (4.6) nh− lμ thμnh phÇn suy gi¶m ph¸t x¹. 

Ph¶n øng (4.6) cßn cã thÓ ®−îc viÕt nh− lμ hμm cña ω : 
1 

2 
2

−








 ρ+−




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 ρ=

M
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Mgh
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M
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A
X

.                   (4.9) 

hay lμ hμm cña k : 
1 

2 
2

−





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 ρ+−

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
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M
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Mgh
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M
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A
X

.                 (4.10) 

Trªn mÆt ph¼ng k  phøc cã hai cùc ®Æt t¹i 

kik ˆ~
+±                                         (4.11) 

víi 
21 2 2
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
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ω
≡ ,  (4.12) 

vμ  

0
2

<ρ−=
M
bhk̂ .                                  (4.13) 

Ph−¬ng tr×nh (4.10) khi ®ã trë thμnh 

11 
2

−− −+−−





 ρ= )ˆ

~
()ˆ

~
( kikkkikk

M
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A
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.                (4.14) 

Khi sù suy gi¶m nhá, hai cùc chØ n»m phÝa d−íi trôc thùc 

mét chót. Trong bμi to¸n vËt lý, ω  vμ k  ®Òu lμ hai sè thùc 
d−¬ng; cùc duy nh©t cã ý nghÜa vËt lý lμ kik ˆ~

+ . T¹i l©n cËn nã, 
X  lín vμ ph−¬ng tr×nh (4.14) cã thÓ ®−îc xÊp xØ b»ng 

1 
2

1
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.                     (4.15) 

Cùc ®¹i cña 
2

2AX /  b»ng 

2
0

2
2 

 2
−− ≅= )()

~
(

max

hkhk
A

X
 

®¹t ®−îc ë l©n cËn kk
~

≅ . Khi kkk ˆ~
±=− , gi¸ trÞ b×nh ph−¬ng cña 

ph¶n øng sÏ gi¶m xuèng b»ng mét nöa cña gi¸ trÞ ®Ønh, do ®ã k̂  

lμ th−íc ®o ®é réng cña ®−êng cong ph¶n øng  ( 2
2AX / theo k ). 

Gièng nh− trong lý thuyÕt dßng ®iÖn, ta cã thÓ ®Þnh nghÜa nh©n 
tö chÊt l−îng Q b»ng 

Q 21
21 
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/'
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)(~
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gh
K
M

M
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k
k







ρ≅−= .                       (4.16) 

Khi yÕu tè suy gi¶m ph¸t x¹ k̂ gi¶m, th× Q gi¶m; ®é réng 
®Ønh cña ®−êng cong ph¶n øng gi¶m, do ®ã d¹ng ®−êng cong 
nhän h¬n. Nh− ®· thÊy tõ ph−¬ng tr×nh (4.8), tÝch Qω  còng 
t−¬ng øng víi tèc ®é suy gi¶m cña c¸c dao ®éng tù do. 

5.5  HiÖn t−îng nhiÔu x¹ ë khe hÑp 

Cöa c¶ng th−êng lμ mét cöa më däc theo mét ®ª ch¾n sãng 
dμi vμ m¶nh nμo ®ã. Sù truyÒn sãng qua cöa c¶ng râ rμng rÊt 
®¸ng quan t©m. §Ó ®¬n gi¶n ho¸ ph©n tÝch, ta gi¶ thiÕt ®ª ch¾n 
sãng m¶nh, th¼ng ®øng vμ cã tÝnh ph¶n x¹ hoμn toμn, vμ ®é s©u 
kh«ng ®æi sao cho bμi to¸n gièng nh− bμi to¸n t−¬ng tù vÒ ©m 
thanh. 

Theo h×nh 5.1, ta xÐt sãng tíi th¼ng gãc tõ phÝa 0>x . T¹i 
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phÝa sãng tíi, 0>x , toμn bé hÖ thèng sãng bao gåm sãng tíi, 
sãng ph¶n x¹ tõ v¸ch cøng vμ c¸c nhiÔu ®éng do chuyÓn ®éng 
chÊt láng däc theo khe hæng. ë phÝa truyÒn sãng, 0<x , chØ cã 
c¸c nhiÔu ®éng do chuyÓn ®éng däc theo khe. Khe ho¹t ®éng 
nh− mét c¸i piston trong v¸ch ng¨n vμ ph¸t x¹ sãng ra ngoμi v« 
cïng tõ c¶ hai phÝa. 

Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn cã thÓ gi¶i cho ®é réng tuú ý cña khe 
hæng b»ng ph−¬ng ph¸p ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n, ta sÏ ¸p dông 
ph−¬ng ph¸p khai triÓn tiÖm cËn xøng hîp, ph−¬ng ph¸p nμy 
®Æc biÖt thuËn tiÖn ®èi víi nh÷ng khe hæng cã ®é réng nhá h¬n 
nhiÒu so víi b−íc sãng (Buchwald, 1971). 

VÒ mÆt trùc gi¸c, kh¸i niÖm vÒ ph−¬ng ph¸p nμy ®· ®−îc 
gi¶i thÝch ë môc 4.2.2. Mét c¸ch ng¾n gän, khi c¸c phÇn kh¸c 
nhau cña vïng vËt lý ®−îc quy ®Þnh b»ng c¸c kÝch th−íc kh¸c 
nhau, ta sÏ xÊp xØ c¸c ph−¬ng tr×nh vμ c¸c ®iÒu kiÖn biªn tu©n 
theo c¸c kÝch th−íc ®Þa ph−¬ng vμ t×m c¸c nghiÖm thÝch hîp ë 
c¸c vïng riªng biÖt nμy. NghiÖm ë trong mét vïng th−êng 
kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn biªn ë vïng kh¸c, dÉn ®Õn mét sù 
kh«ng x¸c ®Þnh. B»ng c¸ch yªu cÇu chóng phï hîp ë mét sè 
vïng trung gian, hiÖn t−îng kh«ng x¸c ®Þnh sÏ bÞ xo¸ bá vμ ta 
t×m ®−îc nghiÖm theo trËt tù mong muèn. 

      

H×nh 5.1  Khe hÑp gi÷a hai ®ª ch¾n sãng 

§Þnh nghÜa vïng xa (far field) lμ vïng ë c¸ch xa khe mét 
vμi b−íc sãng 

)(1Okr =                       (vïng xa).                     (5.1) 

Râ rμng, k/1  lμ kÝch th−íc hîp lý vμ tÊt c¶ c¸c sè h¹ng trong 
ph−¬ng tr×nh Helmholtz quan träng nh− nhau. T¹i kho¶ng c¸ch 
rÊt xa tõ khe hæng, c¸c sãng ph¸t x¹ ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng 
tr×nh Helmholtz vμ ®iÒu kiÖn ph¸t x¹. Tuy nhiªn, ®èi víi ng−êi 
quan s¸t ë vïng xa, th× khe hæng lμ mét vïng rÊt nhá ë l©n cËn 
cña gèc. Sãng ph¸t x¹ cã thÓ ®−îc diÔn t¶ b»ng c¸ch céng chång 
c¸c nghiÖm ®¬n t¹i gèc to¹ ®é vμ kh«ng g©y ra th«ng l−îng däc 
theo trôc y: 

0       
22

I
1

I
0 ><+θωμ+ω=η

±±

± xkrH
g

krH
g

QR ...,sin)()( )()( .        (5.2) 

C¸c nghiÖm tæng céng cho vïng xa ë c¶ hai phÝa cña khe hæng 
lμ 

0       2 >η+=η ++ xkxA R ,cos ,   vμ   0       <η=η −− xR , .        (5.3) 

Tõ sè h¹ng thø nhÊt trong chuçi cña ph−¬ng tr×nh (5.2), 
th«ng l−îng ®i ra tõ nöa vßng trßn cã b¸n kÝnh nhá quanh gèc 
to¹ ®é b»ng, ®èi víi x hoÆc lín h¬n kh«ng, hoÆc nhá h¬n kh«ng 

0><x : 

th«ng l−îng ±
±

→
=

∂
∂










 ωπ= QkrH
rg

Q
ω
-igr

r
)(lim )(I

0
0  2

  . 

Do ®ã sè h¹ng ®Çu cña ph−¬ng tr×nh (5.2) biÓu diÔn nguån 
cã th«ng l−îng ±Q  ®i vμo nöa mÆt ph¼ng ( 0><x ). C¸c sè h¹ng 

tiÕp theo lμ cùc ®«i, cùc bèn... 

GÇn ®iÓm nèi, kÝch th−íc ®é dμi lμ ®é réng khe; do ®ã, 
chóng ta cã thÓ ®Þnh nghÜa vïng gÇn (near field) n¬i 

)(1O
a
r = .                                       (5.4) 



 123

Trong vïng nμy 

2
2

2

)(kaOk =
η∇
η

 

do ®ã dßng ch¶y ®−îc m« t¶ chñ yÕu b»ng ph−¬ng tr×nh Laplace 

02 =η∇  

víi sai sè t−¬ng ®èi cã bËc 2)(kaO . §iÒu kiÖn kh«ng cã th«ng 

l−îng cÇn ph¶i ®−îc tho¶ m·n t¹i c¸c v¸ch cøng. §iÒu kiÖn ph¸t 
x¹ sÏ kh«ng cßn thÝch øng n÷a vμ cÇn lo¹i bá. B©y giê ph−¬ng 
tr×nh (5.5) vμ ®iÒu kiÖn kh«ng th«ng l−îng sÏ x¸c ®Þnh mét bμi 
to¸n dßng thÕ th«ng th−êng víi mét tham sè duy nhÊt lμ thêi 
gian. V× η  lμ hμm ®iÒu hoμ, nªn η  cã thÓ coi lμ phÇn thùc cña 
hμm gi¶i tÝch W  cña biÕn phøc jyxz += , nghÜa lμ 

)(Re zWj=η ,                                     (5.6) 

trong ®ã jRe lμ phÇn thùc theo j , víi i  ®−îc xem lμ mét sè thùc. 

Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh (5.5) vμ (2.4) sÏ quy vÒ t×m mét hμm )(zW  

gi¶i tÝch trong mÆt ph¼ng z  víi 

cøng t−êng c¸c ntrª   const=)(Im zWj .                  (5.7)  

§èi víi nh÷ng thñy vùc h×nh d¹ng ®¬n gi¶n, nghiÖm chñ 
yÕu sÏ ®−îc t×m mét c¸ch dÔ nhÊt b»ng ph−¬ng ph¸p ¸nh x¹ 
thÝch hîp. Trong vÝ dô nμy, ta sÏ dông phÐp biÕn ®æi Joukovski 
trong lý thuyÕt c¸nh m¸y bay 









τ
+τ−= 1

2
jaz                                      (5.8) 

®Ó ¸nh x¹ mÆt ph¼ng z  bªn ngoμi hai ®ª ch¾n sãng lªn nöa mÆt 
ph¼ng trªn cña τ  (xem h×nh 5.2). Cô thÓ, ¶nh cña v¸ch cøng 
ABD  lμ thùc ©m trªn trôc τ  vμ ¶nh cña ''' DBA  lμ thùc d−¬ng 
trªn trôc τ . §Ó tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 0=WjIm  trªn ''' DBA  vμ 

const=WjIm  trªn ABD , ta chÊp nhËn nghiÖm 

......ln)( +τ++τ+++τ+τ+τ+= −
−

−
−

2
2

1
1

2
21 CCCCMCzW     (5.9) 

trong ®ã c¸c hÖ sè lμ thùc ®èi víi j  nh−ng cã thÓ lμ phøc ®èi víi 

i . C¸c hÖ sè ±Q  vμ ±μ  trong ph−¬ng tr×nh (5.2) còng nh− C , M  
vμ 1C , 1−C ... sÏ t×m ®−îc khi ghÐp vïng gÇn vμ vïng xa. 

Chóng ta thö cho r»ng trong mét vïng trung gian tá ra lμ 
gÇn ®iÓm gèc theo ng−êi quan s¸t vïng xa ( 1<<kr ) nh−ng trong 
khi ®ã l¹i lμ xa ng−êi quan s¸t vïng gÇn ( >>ar / ), c¸c nghiÖm 
vïng xa vμ vïng gÇn cã thÓ ®−îc ghÐp l¹i. §èi víi 1<<kr , khai 
triÓn bªn trong cña vïng xa lμ 

krkrO
rg

kri
g
QiA ln)(...sinln 21

22
1

2
2 +θωμ−






 γ

π
+−ω+=η

++

+ ,     0>x  

(5.10) 

krkrO
rg

kri
g
Qi ln)(...sinln 21

22
1

2
+θωμ−






 γ

π
+−ω+=η

−−

− ,     0<x  

(5.11) 
trong ®ã ln γ  lμ h»ng sè Euler = 0,5772157... §Ó xÊp xØ nghiÖm 

vïng gÇn ®èi víi 1>>ar / , ta cÇn ph©n biÖt hai phÝa 0<x  vμ 
0>x . Trªn phÝa 0>x , vïng 1>>az /  t−¬ng øng víi 1>>τ  

trong mÆt ph¼ng τ  sao cho 


















+=τ

−2 

  
  

1
2

a
rO

a
zj

                               (5.12) 

tõ ph−¬ng tr×nh (5.8). NÕu thÕ biÓu thøc nμy vμo ph−¬ng tr×nh 
(5.6), th× khai triÓn bªn ngoμi cña vïng gÇn η  sÏ nhËn ®−îc 

b»ng 





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


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






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++≈≈η − ......lnReRe
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...sin...ln +θ





++






−+= − r

aC
a
yC

a
rMC

2
22

11            (5.13) 

ë phÝa 0<x , vïng 1>>az /  t−¬ng øng víi gèc trong mÆt 

ph¼ng τ . Do ®ã, tõ ph−¬ng tr×nh (5.8) 


















+=τ
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1
2 a

zO
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a
,                              (5.14) 

vμ khai triÓn bªn ngoμi cña vïng gÇn lμ 
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
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2
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11            (5.15)            

 

H×nh 5.2  ¸nh x¹ vïng gÇn tõ mÆt ph¼ng z  lªn nöa trªn cña mÆt ph¼ng τ  

B©y giê ta cho b»ng nhau c¸c ph−¬ng tr×nh (5.10) vμ (5.13) 
®Ó xøng hîp +η . Tõ c¸c hÖ sè cña c¸c sè h¹ng gièng nhau, ta t×m 

®−îc mét sè biÓu thøc ®¹i sè:  

a
MCki

g
QiA 2

2
1

2
2     const lnln:)( +=



 γ

π
+−ω+

+

       (5.16 a) 

M
g
Qir =
π
ω +

     :)(ln                                                        (5.16 b) 

0     1 =Cy :)(                                                                 (5.16 c) 

ga
C

r

1

1      
1 +

−
ωμ=






 θ :sin .                                              (5.16 d) 

Xøng hîp −η  b»ng c¸ch cho b»ng nhau c¸c ph−¬ng tr×nh 

(5.11) vμ (5.15), ta cã: 

a
MCki

g
Qi 2

2
1

2
     const lnln:)( −=



 γ

π
+−ω −

              (5.17 a) 

M
g
Qir −=
π
ω −

     :)(ln                                                     (5.17 b) 

0     1 =−Cy :)(                                                               (5.17 c) 

ga
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1

1      
1 −ωμ=






 θ :sin .                                               (5.17 d) 

NhËn thÊy ngay r»ng 

011 == −CC ,                                  (5.18 a) 

0=μ=μ −+ .                                  (5.18 b) 

Cã thÓ chØ ra r»ng c¸c cùc bËc cao h¬n gÇn b»ng 0 do ®ã chØ cã 
yÕu tè nguån t¹i bËc dÉn ®Çu lμ quan träng. VËy nC , 2±=n , 3± ... 

còng b»ng 0 vμ ®Ó ®¹t ®é chÝnh x¸c hiÖn t¹i kh«ng cÇn ph¶i cã c¸c 
luü thõa kh¸c kh«ng cña τ  trong nghiÖm bªn trong. Thùc tÕ nμy 
sÏ ®−îc sö dông tiÕp trong c¸c ph©n tÝch sau mμ kh«ng cÇn kiÓm 
tra n÷a. 

B©y giê chØ cßn bèn Èn: ±Q , M  vμ C  cã thÓ ®−îc gi¶i vμ cho 

kÕt qu¶ lμ: 

)/ln()/( 412
1 kai

A
g
Qi

g
Qi

γπ+−
=ω+=ω−

−+

,            (5.19 a) 
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g
Qi

g
QiM

π
ω−=

π
ω+=

−+

,                         (5.19 b) 

AC = .                                        (5.19 c) 

KÕt hîp  hai ph−¬ng tr×nh (5.19 a) víi (5.2), cuèi cïng ta cã 

)/(ln)/(
)()(

4  12
1

I
02

1

kai
krAHiR

γπ+−
±

≈η± .                         (5.20) 

Khai triÓn ph−¬ng tr×nh Hankel ®èi víi kr  lín, ta cã 

4
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2 /
/

π−
± 
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℘±=η iikrR e
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A                            (5.21) 

trong ®ã 
1 

4
2

1
−







 γ

π
+=℘ kai ln .                               (5.22) 

Hμm zln−  tiÕn ®Õn v« cïng rÊt chËm khi z  gi¶m. VÝ dô, 
...,,,,,,ln  96  64  02=− z  khi 321 10 10 10 −−−= ,,z  v.v... V× vËy, 

)/(ln 4 kaγ−  thùc sù kh«ng lín trong kho¶ng biÕn thiªn thùc tÕ 

cña ka , vμ   ℘  nhá dÇn chËm khi ka  gi¶m nh− b¶ng d−íi ®©y: 

ka  1 0,1 0,01 0,001

  ℘  0,8890 0,4506 0,2786 0,1995

ë møc ®é xÊp xØ hiÖn t¹i, vïng gÇn bÞ chi phèi bëi mét h»ng sè 
vμ mét ®¹i l−îng tØ lÖ víi rln . VÒ mÆt vËt lý, h»ng sè thÓ hiÖn sù 
n©ng lªn vμ h¹ xuèng ®Òu ®Æn cña mÆt tù do, cßn ®¹i l−îng sau chØ 
r»ng khe hæng ho¹t ®éng nh− lμ mét nguån ph¸t sinh sãng tíi mét 
phÝa vμ nh− lμ mét ®iÓm hÊp thô sãng cã cïng biªn ®é ®èi víi phÝa 
kia. 

§Ó kÕt luËn, ta l−u ý r»ng víi ka  tuú ý, bμi to¸n nhiÔu x¹ cã 
thÓ gi¶i b»ng mét sè ph−¬ng ph¸p xÊp xØ dùa trªn ph−¬ng ph¸p 
c¸c ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. Khi ka  t¨ng, biªn ®é sãng ph¸t x¹ 
℘ sÏ phô thuéc phøc t¹p h¬n vμo θ . Nh− sau nμy sÏ thÊy, sù 

céng h−ëng ®¸ng kÓ ë trong c¶ng sÏ xuÊt hiÖn khi b−íc sãng Ýt 
nhÊt lμ cïng cì víi kÝch th−íc c¶ng, mμ kÝch th−íc c¶ng th−êng 
lín h¬n nhiÒu so víi ®é réng cöa c¶ng. V× vËy chóng ta sÏ kh«ng 
th¶o luËn thªm vÒ bμi to¸n khe hæng. 

5.6  Ph©n t¸n do mét kªnh hoÆc vÞnh hÑp dμi  

5.6.1  NghiÖm tæng qu¸t 

Ta xÐt mét kªnh hÑp ®é réng a2 th«ng víi biÓn. H×nh d¹ng 
kªnh m« t¶ trªn h×nh 6.1. §èi víi c¸c sãng dμi, 1<<ka , vïng xa 
trong kªnh chØ cã thÓ lμ mét chiÒu vμ trë thμnh tr−êng hîp ®Æc 
biÖt cña môc 4.1.2. V× vËy, nghiÖm tæng qu¸t cña vïng xa trong 
kªnh lμ 

0          <+=η − xDeBe ikxikx
c ,                         (6.1) 

víi khai triÓn bªn trong  
2  )(...)()( kxOxDBikDBc ++−++=η        víi 1<<kx .       (6.2) 

Gièng nh− tr−íc, nghiÖm vïng xa trong ®¹i d−¬ng lμ 

 

)(cos )( krH
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ω+≈η                           (6.3) 

víi khai triÓn bªn trong 
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+ω+≈η krkrOkri
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QkxA ),(lncos .      (6.4) 

Bμi to¸n vïng gÇn lμ bμi to¸n dßng ch¶y thÕ qua mét vïng 
cöa s«ng cã d¹ng vu«ng c¹nh (xem h×nh 6.2). B»ng phÐp biÕn 
®æi Schwarz-Christoffel, vïng vËt lý trong mÆt ph¼ng phøc z  

)( jyxz +=  cã thÓ ¸nh x¹ lªn nöa trªn cña mÆt τ  theo 
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
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(Kober, 1957, tr. 155) víi c¸c ¶nh biÓu diÔn trªn h×nh 6.2. §èi 
víi gi¸ trÞ ®¬n, c¨n bËc hai 212 1 /)( −τ  ®−îc x¸c ®Þnh trong mÆt 

ph¼ng τ  víi mét nh¸nh c¾t däc trôc thùc 11 ≤τ≤− Re , vμ nh¸nh 
®−îc lùa chän sao cho τ→−τ 212 1 /)(  khi ∞→τ  . Hμm logarit 

τln  ®−îc x¸c ®Þnh víi mÆt c¾t däc phÇn d−¬ng cña trôc thùc. 

 

H×nh 6.1  D¹ng mét vÞnh hÑp 

 

XÊp xØ vïng gÇn ph¶i lμ gi¶i tÝch trong τ  nh− tr−íc ®©y 

)ln(Re)(Re CMW jj +τ=τ=η                          (6.6) 

víi M  vμ C  lμ sè thùc theo j . Khai triÓn phÝa ngoμi cÇn ph¶i 

®−îc tÝnh b»ng c¸ch t¸ch riªng hai phÝa 0><x . Trªn phÝa ®¹i 
d−¬ng, 0>x , az /    lín t−¬ng øng víi   τ  lín (xem h×nh 6.2). 

B»ng c¸ch khai triÓn vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (6.5), ta cã 
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zjOjaz ,, .     (6.7) 

ThÕ (6.7) vμo (6.6), ta ®−îc khai triÓn ngoμi cña vïng gÇn 
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>+π=+π≅η xC
a
rMC

a
zjMj ,lnlnRe .             (6.8) 

 

H×nh 6.2  ¸nh x¹ vïng gÇn tõ mÆt z  tíi nöa trªn cña mÆt τ  

ë phÝa kªnh, 0<x ,   az /  lín t−¬ng øng víi   τ  nhá. V× tõ 

ph−¬ng tr×nh (6.5): 
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22
 lnln −π≅τ ,                                  (6.9) 

sai sè sÏ nhá theo hμm mò khi −∞→ax / . Khai triÓn ngoμi cña 
nghiÖm vïng gÇn, do ®ã, sÏ b»ng 

0       
22a

 <+−π≅η xCeMxM ,ln .                 (6.10) 

Xøng hîp c¸c nghiÖm trong vμ ngoμi trªn phÝa kªnh 0<x  
cho 

2
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T−¬ng tù, kÕt hîp hai ph−¬ng tr×nh (6.4) vμ (6.8) ta cã kÕt 
qu¶ trªn phÝa ®¹i d−¬ng lμ 

a
MCkiQ

g
A

22
2

1 
2

2
  π+=





 γ

π
+ω+ lnln ,               (6.11 c) 

M
g

Qi =
π

ω
 
  

.                                      (6.11 d) 

Nh− vËy ®Õn nay ta cã bèn ph−¬ng tr×nh ®¹i sè cho n¨m Èn 
sè: MCDB    ,,,  vμ Q ; víi A  cho tr−íc. CÇn cã mét ®iÒu kiÖn n÷a, 

nã phô thuéc vμo ®iÒu kiÖn rμng buéc t¹i ®Çu xa cña kªnh. 
Nh÷ng kh¶ n¨ng sau ®©y ®¸ng quan t©m vÒ mÆt vËt lý: 

1) Sãng ph©n t¸n vμo kªnh dμi v« h¹n, kh«ng cã ph¶n x¹ ë 
®Çu xa cña kªnh. V× chØ cã thÓ cã c¸c sãng ®i vÒ bªn tr¸i, 0=D , 
v× thÕ nghiÖm cña kªnh lμ 

ikx
c Be −=η .                                        (6.12) 

2) Sãng tíi tõ ®Çu xa cña kªnh vμ truyÒn ra biÓn. Trong 
tr−êng hîp nμy, D  cho tr−íc vμ 0=A . 

3) Sãng ph©n t¸n vμo vÞnh dμi cã chiÒu dμi L , ®Çu xa Lx −=  
cã tÝnh ph¶n x¹ cao. ë ®©y ta ®ßi hái 

Lx
x

c −==
∂
η∂

       0, . 

NghiÖm ngoμi t−¬ng øng lμ 

)(cos LxkEc +=η ,                              (6.13) 

do ®ã 
ikLEeB −= 2

1 ,                                 (6.14 a) 

ikLEeD 2
1= .                                 (6.14 b) 

Khai triÓn trong t−¬ng øng lμ 

[ ] 2 )()(sincos kxOkxkLkLEc ++=η .                   (6.15) 

B©y giê ta cã thÓ gi¶i c¸c bμi to¸n ®¹i sè ®Ó tÝnh c¸c hÖ sè 
ch−a biÕt cho tõng tr−êng hîp. VÝ dô, víi bμi to¸n thø nhÊt 
(sãng ph©n t¸n vμo kªnh dμi), ta ®−îc 

[ ])/(ln)/( ekaikaka
Aka

g
Q

 2 21
2

2 πγπ++
=ω

,                (6.16) 

[ ])/(ln)/( ekaikaka
AB

 2 21
2

πγπ++
−= .                  (6.17) 

Mét lÇn n÷a C  chØ liªn quan ®Õn vïng gÇn vμ sÏ kh«ng ®−îc ghi 
nhËn. Ph−¬ng tr×nh (6.16) ®−a ra c−êng ®é cña nguån ph¸t sãng 
quay trë l¹i ®¹i d−¬ng v« h¹n vμ ph−¬ng tr×nh (6.17) cho biªn ®é 
cña sãng truyÒn qua. 

Bμi tËp 6.1 

T×m nghiÖm cho bμi to¸n 2: sãng truyÒn tõ kªnh ra biÓn vμ 
th¶o luËn kÕt qu¶. 

5.6.2  VÞnh hÑp më 

Tr−êng hîp mét vÞnh hÑp ®é dμi h÷u h¹n, tøc bμi to¸n 3 ë 
trªn, sÏ minh ho¹ nhiÒu tÝnh chÊt chung cña sù céng h−ëng 
trong c¶ng. V× vËy ë ®©y ta sÏ ph©n tÝch chi tiÕt. Miles vμ Munk 
(1961) lÇn ®Çu tiªn ®· ph©n tÝch ®Çy ®ñ bμi to¸n nμy. XÊp xØ ë 
cöa vÞnh cña hä h¬i kh¸c so víi phÐp tiÖm cËn xøng hîp (theo 
Unluata vμ Mei, 1973). 

KÕt hîp c¸c ph−¬ng tr×nh (6.14 a) vμ (6.14 b) víi c¸c ph−¬ng 
tr×nh (6.11 a)–(6.11 d), ta ®−îc ph¶n øng cη  cña vÞnh vμ l−u 
l−îng Q  qua cöa: 

kLikaekakLkakL
LxkA

c sin)/(lnsin)/(cos
)(cos

−πγπ+
+=η
2 2

2
,        (6.18) 

kLikaekakLkakL
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−πγπ+
=ω

2 2
2

2
 

,       (6.19) 
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trong ®ã cη  øng víi chuyÓn ®éng sãng tõ vïng xa ra khái cöa 

vÞnh mét kho¶ng lín h¬n a2  rÊt nhiÒu nh−ng nhá h¬n b−íc 
sãng còng rÊt nhiÒu. Víi c−êng ®é sãng ®øng A2 , ta cã thÓ ®Þnh 
ra mét hÖ sè khuÕch ®¹i: 

kLikaekakLkakL sin)/(lnsin)/(cos −πγπ+
=℘

2 2
1

          (6.20) 

sao cho 

)(cos LxkAc +℘=η 2 .                             (6.21) 

§å thÞ cña 2 
  ℘  phô thuéc vμo kL , víi ka  lμ tham sè, ®−îc gäi 

lμ ®−êng cong ph¶n øng (response curve). 

V× 1<<ka , ®−êng cong ph¶n øng cã mét ®Ønh gÇn c¸c gi¸ trÞ 
0 cña kLcos , cã nghÜa lμ 

0≅kLcos ,     π+=≅ )( 2
1nLkkL n ,     ...,,,  2 1 0=n  

V× c¸c ®¹i l−îng cã bËc )(kaO  trong ph−¬ng tr×nh (6.20) nhá, nªn 

c¸c ®Ønh céng h−ëng h¬i di dêi khái c¸c gi¸ trÞ th« nμy. Ta sÏ cã 
phÐp xÊp xØ tèt h¬n nÕu cho 

Δ+= nkk  

vμ khai triÓn ®èi víi Δ  nhá: 

)(sincos 3Δ+Δ−= OLkLkL n ,     )(sinsin 2Δ+= OLkkL n . 

T¹i l©n cËn cña ®Ønh céng h−ëng thø n  hÖ sè khuÕch ®¹i 
b»ng 

[ ] 2 2 
1

aikeakakLLk nnnn +πγπ−Δ−
≅℘

)/(ln)/(sin
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1
1 aikLkk nn

n +−−
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,                                        (6.22) 
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ph−¬ng tr×nh nμy cã thÓ so s¸nh víi ph−¬ng tr×nh (4.15) nh− lμ 
mét thÝ dô mÉu. Râ rμng, ®Ønh x¶y ra t¹i nkk

~
= , vμ kho¶ng di rêi 

cña ®Ønh b»ng 

0
22 <
π
γ

π
=−

e
ak

L
ak

kk nn
nn ln)

~
( .                      (6.24) 

Xung quanh ®Ønh, b×nh ph−¬ng hÖ sè khuÕch ®¹i lμ 

2
2 

  

1
  

)()
~

( akLkk nn +−
=℘ ,                        (6.25) 

trong khi gi¸ trÞ ®Ønh lμ 

Lanakn /)(max   
11

  
2
1 π+

==℘ .                      (6.26) 

VËy lμ ®é cao cña c¸c ®Ønh céng h−ëng tiÕp sau sÏ gi¶m theo sè 
hiÖu hμi n . 

§èi víi hμi n , ®å th× cña ℘ theo kL  xÊp xØ ®èi xøng qua 

®Ønh. T¹i nh÷ng gi¸ trÞ 

akLkk nn ±=− )
~

( , 

th× gi¸ trÞ 2 
  ℘  gi¶m mét nöa. VËy akn  lμ th−íc ®o cña c¶ ®é 

cao ®Ønh còng nh− mét nöa ®é réng cña ®−êng cong céng h−ëng. 
Tr¾c diÖn sãng t−¬ng øng trong vÞnh tØ lÖ mét c¸ch th« víi 















 +π



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2
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L
xncos . 

§Æc biÖt, víi hμi thÊp nhÊt 0=n , chiÒu dμi cña vÞnh b»ng 
kho¶ng mét phÇn t− b−íc sãng, thμnh thö cöa c¶ng rÊt gÇn víi 
®iÓm nót ®Çu tiªn. Ta h·y so s¸nh hai vÞnh cïng ®é dμi L , 
nh−ng kh¸c ®é réng. C¶ng hÑp h¬n sÏ cã ®é di dêi Lkk nn )

~
( −  nhá 
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vμ ®Ønh céng h−ëng sÏ nhän vμ cao h¬n. Khi 0→ka , ®é suy 
gi¶m ph¸t x¹ sÏ gi¶m dÇn ®Õn 0 vμ ®é cao ®Ønh sÏ trë thμnh v« 
h¹n. V× ®é réng cña ®Ønh céng h−ëng trªn ®å thÞ ph¶n øng còng 
gi¶m theo a , nªn sãng tíi ph¶i ®iÒu chØnh tÇn sè mét c¸ch chÝnh 
x¸c vÒ tÇn sè ®Ønh ®Ó céng h−ëng víi c¶ng. NÕu sù ®iÒu tÇn h¬i 
sai, sù ph¶n øng sÏ gi¶m rÊt nhiÒu. §Æc ®iÓm ph¶n øng céng 
h−ëng t¨ng khi hÑp dÇn cöa c¶ng kh«ng ph¶i lóc nμo còng phï 
hîp víi thùc tiÔn vμ ®©y chÝnh lμ mét vÊn ®Ò trong c¸i mμ Miles 
vμ Munk n¨m 1961 gäi lμ ®iÒu nghÞch lý vÒ c¶ng. NghÞch lý nμy 
sÏ kh«ng cßn nÕu ta tÝnh tíi ma s¸t t¹i cöa c¶ng vμ/hoÆc sù phi 
tuyÕn; hai vÊn ®Ò nμy sÏ ®−îc xÐt trong c¸c ch−¬ng sau. 

Tõ ph−¬ng tr×nh (6.19), l−u l−îng trªn mét ®¬n vÞ ®é s©u t¹i 
cöa c¶ng Q  – chÝnh lμ biªn ®é cña c¸c sãng ph¸t x¹, còng ®¹t 
cùc ®¹i t¹i ®Ønh céng h−ëng. Gi¸ trÞ cùc ®¹i cña Q  nhËn ®−îc 

b»ng c¸ch cho triÖt tiªu phÇn thùc cña mÉu sè, vËy: 

n

AgQ
ω

= 4
   max , 

trong ®ã 21 /)(ghknn =ω . Víi hμi cao h¬n, l−u l−îng céng h−ëng sÏ 

nhá h¬n. 

Chó ý r»ng t¹i ®Ønh thø n , mÆt tù do cã ®iÓm nót biÓu lé râ 
t¹i lx = , v× thÕ 

0=+ )(
~

cos Llkn  
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
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 nLlkn )()( , 

hay 

0
22 >
π
γ

π
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ln , 

nã gi¶m theo La /  vμ n . Nh− vËy, ®é dμi h÷u hiÖu cña vÞnh lín 

h¬n ®é dμi L  thùc. ViÖc t¨ng ®é dμi vÞnh nh− vËy cã thÓ ®−îc coi 
nh− lμ hiÖn t−îng qu¸n tÝnh bæ sung cña n−íc biÓn ë gÇn cöa 
c¶ng. 

KÕt qu¶ gi¶i tÝch cña ph−¬ng tr×nh (6.20) sÏ lμ chÝnh x¸c 
khi nμo ka  cßn nhá. §èi víi mét tr−êng hîp ®Æc biÖt ®−îc xö lý 
b»ng c¸c phÇn tö h÷u h¹n vμ sÏ ®−îc m« t¶ sau trªn h×nh 10.3, 
th× lý thuyÕt nμy tho¶ m·n vÒ ®Þnh l−îng chØ ®èi víi hμi bËc 
thÊp nhÊt (mét phÇn t− b−íc sãng). 

Bμi tËp 6.2  

H·y kh¶o s¸t ¶nh h−ëng lÉn nhau cña hai kªnh th¼ng, hÑp, 
®é dμi h÷u h¹n vμ cöa th«ng vu«ng gãc víi cïng mét ®o¹n bê 
biÓn th¼ng. XÐt gãc tíi tuú ý. (Mei vμ Foda, n¨m 1979 ®· gi¶i 
quyÕt bμi to¸n t−¬ng tù vÒ mÆt to¸n häc cho sãng ®μn håi tíi 
trªn c¸c mòi h−íng ra biÓn). 

Bμi tËp 6.3 

H·y nghiªn cøu dao ®éng trong mét kªnh h×nh b¸n nguyÖt 
víi ®é réng hÑp b»ng a2 , c¶ hai ®Çu kªnh cïng th«ng ra mét 
®o¹n bê biÓn th¼ng. XÐt gãc tíi tuú ý (Mei vμ Foda, 1979). 

Bμi tËp 6.4: M« h×nh ho¸ t¸c ®éng céng h−ëng c¶ng (Roger 
vμ Mei, 1977) 

Trong c¸c thÝ nghiÖm vÒ c¶ng, biÓn bÞ giíi h¹n bëi kÝch 
th−íc h÷u h¹n cña bÓ thÝ nghiÖm. Trong tr−êng hîp ®iÓn h×nh 
lμ m¸y t¹o sãng ®Æt ë mét kho¶ng h÷u h¹n 'L  c¸ch bê. B»ng 
ph−¬ng ph¸p ¶nh h·y chØ ra r»ng hiÖu øng cña m¸y t¹o sãng 
®Æt t¹i Lx ′=  cã thÓ ®−îc tÝnh ®Õn mét c¸ch xÊp xØ b»ng c¸ch 
cho nghiÖm vïng xa trong biÓn b»ng 
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trong kho¶ng Lx ′<<0  vμ π≠′ mLk . GÇn cöa c¶ng, 1<<kr , hiÖu 
chØnh do L′  h÷u h¹n b»ng 


∞

=

ω=
1

1
0 2

n

nkLH
g
Qe )'()( . 

§èi víi Lk ′  lín, c¸c hμm Hankel cã thÓ ®−îc thay thÕ b»ng 
c¸c xÊp xØ tiÖm cËn sao cho 
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Víi 12 >>′= LkZ  chuçi cã thÓ ®−îc xÊp xØ b»ng mét tÝch 
ph©n theo c¸ch sau: 


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BiÓu diÔn tÝch ph©n ®ã nh− mét tÝch ph©n Fresnel vμ chØ ra 
r»ng e 23 /)'(~ −kLO , tõ ®ã nªu ra tiªu chuÈn cña b¹n vÒ viÖc x¸c 

®Þnh ®é lín cÇn thiÕt cña bÓ sãng ®Ó m« pháng ®−îc mét ®¹i 
d−¬ng v« h¹n. 

5.7  C¶ng h×nh ch÷ nhËt víi cöa hÑp 

Ngoμi nh÷ng thuéc tÝnh vËt lý ®· ®−îc nªu ë môc 5.6, mét 
c¶ng cã c¸c kÝch th−íc theo hai h−íng ngang t−¬ng ®−¬ng nhau 
sÏ cã mét kiÓu dao ®éng míi trong ®ã mÆt tù do trong c¶ng ®ång 
thêi n©ng lªn vμ h¹ xuèng. HiÖn t−îng nμy rÊt quen thuéc trong 
©m häc vμ cã thÓ m« t¶ b»ng mét phÐp ph©n tÝch ®¬n gi¶n. XÐt 
mét thñy vùc diÖn tÝch mÆt S  th«ng ra ®¹i d−¬ng v« h¹n qua 
mét kªnh cã ®é dμi L , ®é réng a , L  ®−îc gi¶ thiÕt lμ ®ñ dμi ®Ó 
®é dμi thuû ®éng lùc bæ sung cã thÓ bá qua (h×nh 7.1). Gi¶ sö 

biªn ®é mÆt tù do t¹i A  b»ng ζ  vμ vËn tèc trong kªnh b»ng U . 

Sù liªn tôc ®ßi hái 

UahS
t

−=
∂
ζ∂
 

. 

Khi céng h−ëng xuÊt hiÖn trong thñy vùc, ζ  rÊt nhá t¹i cöa 

s«ng B ; gra®ien ¸p suÊt gi÷a A  vμ B  xÊp xØ b»ng 

L
g

L
pp

x
p BA ζρ=

−
=

Δ
Δ− . 

Ph−¬ng tr×nh ®éng l−îng cña n−íc trong kªnh lμ 

L
g

t
U ζ=
∂
∂

 
. 

KÕt hîp c¸c ph−¬ng tr×nh khèi l−îng vμ ®éng l−îng b»ng 
c¸ch khö U , ta ®−îc 
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nã gièng víi mét hÖ lß so – vËt nÆng vμ hμi tù nhiªn víi tÇn sè 
tù nhiªn 

21 /
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H×nh 7.1  S¬ ®å thñy vùc th«ng 

víi ®¹i d−¬ng qua kªnh hÑp 

Sè sãng ®Æc tr−ng t−¬ng øng d¹ng kh«ng thø nguyªn lμ 
2121 // )/( LakS =  vμ rÊt nhá. Hμi dao ®éng nμy gäi lμ hμi 

Helmholtz trong ©m häc vμ lμ d¹ng b¬m (pumping mode) trong 
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v¨n liÖu kü thuËt c¶ng. Râ rμng, sù tån t¹i hμi Helmholtz liªn 
quan víi diÖn tÝch h÷u h¹n cña c¶ng. V× vÞnh hÑp trong môc 5.6 
t−¬ng øng víi dao ®éng cã mét lß xo nh−ng kh«ng cã vËt nÆng 
nªn kh«ng cã d¹ng Helmholtz. 

B©y giê ta chuyÓn sang ph©n tÝch chi tiÕt mét vÝ dô cô thÓ 
vÒ c¶ng h×nh ch÷ nhËt. VÝ dô nμy ®−îc Miles vμ Munk lÇn ®Çu 
tiªn nghiªn cøu n¨m 1961 vμ ®−îc Garrett kiÓm tra n¨m 1970. 
Ta sö dông c¸c tiÖm cËn xøng hîp do Unluata vμ Mei ®Ò xuÊt 
n¨m 1973. Gi¶ sö c¸c c¹nh cña c¶ng lμ B  vμ L  nh− h×nh 7.2. 
Cöa c¶ng lμ khe qua mét ®ª ch¾n sãng máng, th¼ng cïng tuyÕn 
víi bê biÓn. Gi¶ sö ®é réng cña khe rÊt nhá so víi b−íc sãng 

1<<ka . 

§Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ thiÕt r»ng sãng tíi lμ th¼ng gãc, nghiÖm 
bªn ngoμi cho ®¹i d−¬ng mét lÇn n÷a ®−îc tÝnh b»ng ph−¬ng 
tr×nh (6.3): 

222I
000        

2
2 yxrkrHiQ

g
ikxA +=



ω−=η ,)(cos )( ,          (7.1) 

ë ®©y hÖ to¹ ®é cã ®iÓm gèc n»m t¹i gi÷a cöa. §Ó thuËn tiÖn, ta 
nh¾c l¹i khai triÓn bªn trong cña 0η  

)ln(lnln krkrOrQ
g

ikiQ
g

iA +
π
ω+






 γ

π
+−ω+=η 000 2
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2

2 .     (7.2) 

NghiÖm bªn trong gÇn cöa c¶ng lμ dßng ch¶y thÕ qua khe 
hë vμ cã khai triÓn bªn ngoμi gåm hai sè h¹ng sau (xem c¸c 
ph−¬ng tr×nh 5.13 vμ 5.15): 

0>x                (7.3 a)
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
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MaMCE ln
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b)

§Ó m« t¶ phÇn bªn trong c¶ng, sÏ thuËn tiÖn h¬n nÕu dïng 
mét hÖ to¹ ®é kh¸c ),( 11  yx  víi gèc trïng víi mét gãc cña vÞnh sao 

cho 

1xx −= ,     11 yyy −= ' ,     2
11

2
1

2
1 )( 'yyxr −+= .             (7.4) 

§iÓm gi÷a cña cöa c¶ng t¹i '
11 yy =  (xem h×nh 7.2). 

 

 

H×nh 7.2  C¶ng h×nh ch÷ nhËt 

n»m sau bê biÓn th¼ng 

 

5.7.1  Gi¶i b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p khai triÓn tiÖm cËn xøng 
hîp 

Ta hiÓu trong c¶ng sÏ sö dông hÖ to¹ ®é ),( 11  yx . Tuy nhiªn, 

®Ó cho ng¾n gän, ta bá c¸c chØ sè d−íi ( )1. 

§èi víi bËc dÉn ®Çu, nghiÖm phÝa ngoμi cña c¶ng lμ mét 
vïng do nguån dao ®éng cña lùc víi ®é lín HQ  ch−a biÕt t¹i 
®iÓm 0=x , 'yy = . Gi¶ sö )';,( yyxG   lμ nghiÖm t−¬ng øng víi 

,022 =+∇ GkG                                                            (7.5 a) 
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∂
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,     Lx <<0 ,  By  0,= ,                      (7.5 b) 

0=
∂
∂

x
G

,     Lx =                                              (7.5 c) 

)'( yy −δ= ,     0=x ,     By <<0 .            (7.5 d) 

V× G  biÓu diÔn nghiÖm cho nguån ®iÓm cã l−u l−îng ®¬n vÞ, 
suy ra 
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)';,( yyxGQ
g
i

HH  
ω=η                               (7.6) 

lμ nghiÖm bªn ngoμi cÇn t×m ë trong thñy vùc c¶ng. Hμm G  lμ 
mét d¹ng hμm Green; nghiÖm cña nã ®−îc dÉn lËp trong phô 
lôc 5.A. Ta chØ ®−a ra kÕt qu¶ nh− sau: 


∞

=

=
0

   
n

nnn yYyYxXyyxG )'()()()';,( ,                       (7.7) 

trong ®ã 

LKBK
LxK

xX
nn

nn
n sin

)(cos
)(

−ε
= ,                         (7.8 a) 







 π=

B
ynyYn cos)( ,                                   (7.8 b) 

21 2 
2

/


















 π−=

B
nkK n ,                        (7.8 c) 

vμ nε  lμ ký hiÖu Jacobi. Tuy nhiªn, khai triÓn bªn trong cÇn 

mét sè b−íc n÷a. Chuçi cña G  héi tô chËm v× nã dõng do 

nK ~ 





 π

B
ni  

®èi víi n  lín vμ  

[ ]

.

,
)/(

/)(
sin

)(cos

/ 





+

π
−=







=

ππ
−π−=

−ε

π−
3
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n
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n
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BLnn
BLxn

LKBK
LxK

Bxn

nn

nn

 

Sè h¹ng thø n  triÖt tiªu chØ nhanh nh− n/1 . Ph−¬ng ph¸p 
th«ng th−êng ®Ó ®Èy nhanh qu¸ tr×nh héi tô lμ lÊy tæng tÊt c¶ 
chuçi bao gåm phÐp xÊp xØ bËc dÉn ®Çu cña tõng sè h¹ng: 

)'()(~ / yYyYe
n

G nn
Bxn   

2

1

π−
∞

 π
−= .                      (7.9) 

Chuçi cßn l¹i 


∞

=

π− 







π
++

1
000    

2
  

n
nn

Bxn
n yYyYe

n
XyYyYX )'()()'()( /         (7.10) 

khi ®ã sÏ héi tô nhanh h¬n nhiÒu (cì 31 n/ ) (xem Kantorovich vμ 
Krylov, 1964, tr. 79 ®Ó hiÓu thªm vÒ ph−¬ng ph¸p nμy). PhÐp 
lÊy tæng ë ®©y cã thÓ thùc hiÖn ®−îc vμ ®−îc tr×nh bμy chi tiÕt 
trong Phô lôc 5.B; chóng t«i chØ ®−a ra c¸c kÕt qu¶ sau: 

2 2 
1 1  

2
1 '

ln~
ss ZZ eeG −− −−

π
= ,                       (7.11) 

trong ®ã 

[ ])'( yyjx
B

Z s −+π=  ,       [ ])'(' yyjx
B

Z s ++π=  .          (7.12) 

L−u ý r»ng Z  lμ kho¶ng c¸ch phøc ®−îc chuÈn ho¸ tõ ®iÓm 
vïng ),( yx  ®Õn nguån )',( y 0 , vμ sZ ′  lμ kho¶ng c¸ch phøc ®−îc 
chuÈn ho¸ tõ ),( yx  ®Õn ¶nh qua g−¬ng cña nguån t¹i )',( y− 0 . 

RÊt gÇn cöa, 1<<Br / , ta cã 1 <<sZ . V× 

B
yjZZ ss
''   2 π+= , 

[ ])( ss
Z ZOZe s +=− − 11 , 

 [ ])()( s
ýjZ ZOee s +−=− π−− 1 11   2 ,                      (7.13) 

nªn suy ra 
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
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
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
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






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




 ππ=− −

B
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B
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B
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.             (7.14) 

ThÕ nh÷ng c«ng thøc nμy vμo ph−¬ng tr×nh (7.11), ta cã 







+






 ππ

π
=

B
rO

B
y

B
rG 'sinln~  21

,                         (7.15) 
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®©y lμ ph−¬ng tr×nh d¹ng logarit kú dÞ khi 0→r . §©y lμ kÕt 
qu¶ mong ®îi v× 0=r  lμ ®iÓm nguån. Tõ ph−¬ng tr×nh (7.15), 
th«ng l−îng qua h×nh b¸n nguyÖt nhá v« cïng l©n cËn ®iÓm 
nguån ë phÝa 0>x  b»ng ®¬n vÞ. Do ®ã, G~  biÓu diÔn phÇn kú dÞ 
cña hμm Green, vμ chuçi d− trong ph−¬ng tr×nh (7.10) ph¶i lμ 
®Òu t¹i ®iÓm nguån 0=r . Khai triÓn trong cña G  sÏ lμ 

F
B
y

B
ryyxG +






 ππ

π
≅ 'sinln)';,(  21

 ,                    (7.16) 

trong ®ã F  lμ gi¸ trÞ cña chuçi d− t¹i ®iÓm nguån 

[ ])/(ln)/( ekaikaka
AB

πγπ++
−=

221
2

 

.                     (7.17) 

Cuèi cïng, khai triÓn trong cña nghiÖm bªn ngoμi lμ 

kLikekakLkakL
LxkA

c sin)/(lnsin)/(cos
)(cos

−πγπ+
+=η
22

2
 

.         (7.18) 

B©y giê ta cã thÓ tiÕn hμnh phÐp xøng hîp. ë phÝa ®¹i 
d−¬ng, c¸c sè h¹ng kh«ng ®æi vμ c¸c ®¹i l−îng rln  trong ph−¬ng 
tr×nh (7.2) vμ (7.3 a) cÇn ph¶i ghÐp riªng biÖt; ta ®−îc hai ph−¬ng 
tr×nh sau: 







 γ

π
+−ω+=−

2
1

2
2

2 0

kiQ
g

iAaMC lnln ,                  (7.19) 

vμ 

π
ω= HQ
g

iM .                                 (7.20) 

T−¬ng tù, khi ghÐp c¸c ph−¬ng tr×nh (7.3 b) vμ (7.18) ë phÝa 
c¶ng 0<x  ( 01 >x ), ta cã 


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
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g
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,              (7.21) 

π
ω=− HQ
g

iM .                                     (7.22) 

Bèn ph−¬ng tr×nh ®¹i sè (7.19)–(7.22) cã thÓ gi¶i dÔ dμng 
®èi víi c¸c Èn sè MQQC H    0 ,,, . KÕt qu¶ thÊy ngay lμ HQQ −=0 , 

®iÒu nμy cã thÓ ®o¸n tr−íc trªn c¬ së sù liªn tôc. KÕt qu¶ quan 
träng nhÊt lμ 

1 

0 2
2

−





 −+−−=

ω−
=ω IFiA

g
Qi

Q
g

i H ,                 (7.23) 

trong ®ã 
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
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2

41
.                      (7.24) 

Cuèi cïng, nghiÖm vïng xa trong c¶ng lμ 

−+−
−=η

n
nnnH yYyYxX

IFi
A )'()()(

/
  

2
2

,                (7.25) 

nghiÖm nμy cã thÓ sö dông ®Ó tÝnh to¸n b»ng sè ph¶n øng cña 
c¶ng t¹i hÇu hÕt c¸c ®iÓm, ngo¹i trõ mét vïng nhá bËc )(aO  

tÝnh tõ cöa c¶ng. 

5.7.2  Phæ céng h−ëng vμ sù ph¶n øng ®èi víi c¸c hμi kh«ng 
thuéc hμi Helmholtz 

§Ó lμm râ b¶n chÊt vËt lý cña c¸c kÕt qu¶ sè tr×nh bμy d−íi 
®©y, ta cÇn kiÓm tra c¸c c«ng thøc (7.23) vμ (7.25). 

Khi sè sãng tíi k  gÇn b»ng mét trong c¸c hμi tù nhiªn cña 
mét vÞnh kÝn, 21 22

 
/])/()/[( LmBnk mn π+π= , th× cã thÓ x¶y ra hiÖn 

t−îng céng h−ëng. ë l©n cËn mnk   ®Æt 

Δ+= mnkk  ,                                     (7.26) 

vμ gi¶ thiÕt r»ng 
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1
 

<<Δ

mnk
.                                      (7.27) 

Tõ ph−¬ng tr×nh (7.8 c) ta cã 
21 2 
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/
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

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m mn   (7.28 a) 

hoÆc 

...,,,,)( /  3 2 1  0         2 21
0 ==Δ≅ nmkL n               (7.28 b) 

Chó ý r»ng trong c¶ hai ph−¬ng tr×nh (7.28a) hoÆc (7.28b) 
LK nsin  ®Òu gÇn b»ng 0. Trong chuçi cña G  hay cña F , sè h¹ng 

thø n  lín h¬n rÊt nhiÒu so víi tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cßn l¹i. Sè 
h¹ng chÝnh trong chuçi F  lμ 

B
yn

BLk
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B
yn

BKBK
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F
mn
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nn

nn 'cos,'cos
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cos   2
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πεε
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Δ
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≅ ,    

(7.29) 

khi cã Ýt nhÊt mét chØ sè n  hoÆc m  kh«ng b»ng 0, trong khi ®ã 
G  ®−îc xÊp xØ b»ng 
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))(/(cos)'()(

yY
yY

m
LxLmcyYyYX

n

n
nnn π

−π
Δ

≅  
. 

Ph−¬ng tr×nh (7.25) cho ph¶n øng c¶ng b»ng 
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,      (7.30) 

trong ®ã 

[ ]
mnkkmn kIkI
  =≡ )()(                                (7.31) 

lμ gi¸ trÞ lín d¹ng logarit ®èi víi ak mn  nhá. §iÒu quan träng lμ 
ph¶i chØ ra r»ng khi 0=Δ , tøc mnkk  = , vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh 

(7.30) tiÕp cËn ®Õn gi¸ trÞ  kh«ng lín 

)'(
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cos
))(/(cos

yY
yY

m
LxLmA

n

n

π
−π−  

2 . 

Do vËy, hμi céng h−ëng kh«ng trïng víi hμi tù nhiªn cña vÞnh 
kÝn. YÕu tè khuÕch ®¹i ℘ cho hμi ),( mn   cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh 

b»ng ph−¬ng tr×nh 
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,                  (7.32 a) 

trong ®ã 
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.                           (7.32 b)  

Ph−¬ng tr×nh (7.32 b) cã cïng d¹ng nh− ph−¬ng tr×nh (4.15) 
®èi víi vÝ dô mÉu. V× vËy, sè h¹ng Ii 2/Δ  cã liªn quan ®Õn sù suy 
gi¶m ph¸t x¹, nã phô thuéc vμo ®é di dÞch tÇn sè Δ . XÐt b×nh 
ph−¬ng cña yÕu tè khuÕch ®¹i 

222

2
2

4IIc
Ic

/)/(
)/(
Δ+−Δ

=℘ .                       (7.33) 

Cùc tiÓu cña mÉu x¶y ra t¹i 

I
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p ≅
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


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 +=Δ

−1

24
1

1 . 

Nh− vËy, sè sãng céng h−ëng h¬i lín h¬n gi¸ trÞ tù nhiªn 
mnk  , 

I
ckk mnmn +≅   

~
.                                   (7.34) 

HiÖu chØnh Ic /  gi¶m khi ®é réng cña cöa c¶ng thu hÑp. Gi¸ 

trÞ ®Ønh 2℘  cña (7.33) lμ 

22
4I≅℘

max
.                                    (7.35) 
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Cã thÓ dÔ dμng thÊy r»ng khi 

22I
c

I
c ±≅Δ , 

th× gi¸ trÞ ph¶n øng b×nh ph−¬ng gi¶m xuèng cßn b»ng mét nöa 
gi¸ trÞ t¹i ®Ønh. V× vËy, 22Ic /  thùc chÊt lμ mét nöa ®é réng cña 

®Ønh céng h−ëng trªn ®å thÞ cña 
2℘  theo k . Theo ®Þnh nghÜa 

cña I , sù suy gi¶m ®é réng cöa sÏ dÉn ®Õn t¨ng I , do ®ã t¨ng 
2℘  vμ gi¶m ®é réng ®Ønh céng h−ëng. MÆc dï thu hÑp ®é réng 

cöa c¶ng sÏ lμm gi¶m thay ®é tinh chØnh céng h−ëng, nh−ng 
nÕu ®iÒu tÇn tèt th× ph¶n øng ®Ønh vÉn râ nÐt. C¬ chÕ nμy liªn 
quan víi sù suy gi¶m ph¸t x¹ t−¬ng øng víi sè h¹ng Ii /Δ  trong 
ph−¬ng tr×nh (7.32). TØ lÖ víi 22Ic /  t¹i ®iÓm céng h−ëng, sù suy 
gi¶m ph¸t x¹ sÏ gi¶m m¹nh khi a  gi¶m. V× vËy, n¨ng l−îng 
tho¸t ra khái c¶ng khã h¬n nhiÒu vμ sù khuÕch ®¹i c−êng ®é sÏ 
lín h¬n. KÕt qu¶ nμy l¹i mét lÇn n÷a m©u thuÉn víi kinh 
nghiÖm cña nhμ thiÕt, nhμ kÕ th−êng muèn thu hÑp cöa c¶ng ®Ó 
b¶o vÖ c¶ng tèt h¬n vμ ®©y chÝnh lμ ®iÓm nghÞch lý c¶ng. L−u ý 
r»ng ®Ønh céng h−ëng cμng nhän th× diÖn tÝch d−íi ®−êng cong 
xÊp xØ b»ng  

c
I
c

 2
2 2

2 =℘
max

,                                 (7.36) 

diÖn tÝch nμy kh«ng phô thuéc vμo ®é réng cöa c¶ng vμ gi¶m 
khi hμi céng h−ëng cao h¬n ( n  hoÆc m  t¨ng) (Garrett, 1970). 
NÕu c¸c sãng tíi lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng víi phæ lμ )(kSI , 

cã thÓ chøng minh r»ng b×nh ph−¬ng trung b×nh cña ph¶n øng 
trong c¶ng tØ lÖ víi 

dkkkS I

2 

0
   

∞
℘ )()(  

nh− trong tr−êng hîp c¸c dao ®éng ®¬n. §Ønh céng h−ëng t¹i 
mnk   sÏ gãp vμo tÝch ph©n trªn ®©y mét l−îng xÊp xØ b»ng tÝch 

cña )( mnI kS   vμ diÖn tÝch cña ®−êng cong 
2℘  phÝa d−íi ®Ønh. 

VËy ph−¬ng tr×nh (7.36) cã nghÜa r»ng ph¶n øng b×nh ph−¬ng 
trung b×nh lμ kh«ng ®æi khi thu hÑp cöa c¶ng. §©y lμ mét ®iÓm 
n÷a cña nghÞch lý c¶ng. 

 KÕt hîp hai ph−¬ng tr×nh (7.29) vμ (7.23), l−u l−îng trªn 
mét ®¬n vÞ ®é s©u gÇn ®Ønh céng h−ëng qua cöa c¶ng sÏ lμ  
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L−u ý r»ng khi ®é réng cöa c¶ng a  mÊt ®i, mnkk  =  vμ 
00 =Q , thμnh thö ¸p suÊt sÏ truyÒn qua cöa cßn khèi l−îng th× 

kh«ng. T¹i ®iÓm céng h−ëng, ®¹i l−îng gQ /0ω  ®¬n gi¶n b»ng 
A4 ; vËn tèc dßng ch¶y trung b×nh t−¬ng øng qua cöa EU  b»ng  

a
gAT

a
gA

a
Q

U mn

mn
E π
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2
  

max

,                 (7.38) 

trong ®ã mn ω lμ tÇn sè céng h−ëng mnkgh  
21 /)(=  vμ mnT   lμ chu kú 

t−¬ng øng. Nh− mét thÝ dô b»ng sè ta cho 200=a m, 20,=A m, 
vμ 10 =mnT phót, th× 

6 =EU m/s. 

NÕu bÒ dμy cña ®ª ch¾n sãng lμ 10m, th× sè Reynolds côc bé 
cùc ®¹i lμ 7106× . V× dßng ch¶y dao ®éng, sè Reynolds tøc thêi 
sÏ thay ®æi tõ 0 ®Õn )( 810O . Trªn thùc tÕ sÏ cã hiÖn t−îng tiªu 

hao n¨ng l−îng ®¸ng kÓ do dßng cuén xo¸y phÝa sau vμ rèi. 
Ph−¬ng tr×nh (7.38) còng cho thÊy r»ng EU tû lÖ nghÞch víi ®é 

réng a cña cöa, ®iÒu nμy cho thÊy víi c¸c cöa hÑp h¬n th× c¸c 
hiÖu øng chÊt lëng thùc sÏ quan träng h¬n. Ch−¬ng 6 sÏ tr×nh 
bμy tiÕp vÒ hiÖn t−îng tiªu hao n¨ng l−îng t¹i cöa c¶ng. 

5.7.3  Hμi Helmholtz 

Nh÷ng ph©n tÝch tr−íc ®©y (cô thÓ lμ ph−¬ng tr×nh (7.28)) 
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kh«ng nghiªn cøu tr−êng hîp 0== mn  dÉn ®Õn 000 =k . V× 0X  
vμ 0Y  lμ c¸c h»ng sè, nªn mÆt tù do n©ng lªn vμ h¹ xuèng ®ång 

®Òu trong toμn vÞnh, vμ do ®ã t−¬ng øng víi hμi Helmholtz hay 
hμi b¬m. Tõ ph−¬ng tr×nh (7.8 c) ta cã 

k=Δ        vμ       Δ== kK n                          (7.39) 

thay cho ph−¬ng tr×nh (7.28). C¸c sè h¹ng ®Çu trong chuçi F  vμ 
G  cã liªn quan ®Õn sè h¹ng 0=n , vμ ph¶n øng c¶ng lμ 
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Sè sãng céng h−ëng 00k~  xÊp xØ b»ng c¨n cña ph−¬ng tr×nh siªu 

viÖt 
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≡ ,            (7.41) 

do I  phô thuéc vμo k . Khi a  gi¶m, I  t¨ng dÉn ®Õn k  gi¶m ®i. 
YÕu tè khuÕch ®¹i b×nh ph−¬ng sÏ b»ng 
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=℘ .                         (7.42) 

Gi¸ trÞ ®Ønh cña (7.42) sÏ xÊp xØ b»ng 24I  khi tho¶ m·n 
ph−¬ng tr×nh (7.41). Ta tÝnh ®−îc nöa ®é réng cña ®Ønh b»ng 
c¸ch ®Æt 
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Khi a  gi¶m, 2
max℘  t¨ng vμ ®é réng cña ®Ønh gi¶m ®i. Tuy 

nhiªn, diÖn tÝch d−íi ®Ønh ®−êng cong  
2℘  theo k , sÏ tØ lÖ thuËn 

víi 
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biÓu thøc nμy sÏ t¨ng, dï t¨ng rÊt Ýt, khi a  gi¶m. NghÞch lý 

c¶ng sÏ thÓ hiÖn yÕu h¬n ®èi víi hμi Helmholtz, nÕu cho r»ng 
mÊt m¸t ma s¸t sÏ quan träng h¬n t¹i cöa c¶ng. VÊn ®Ò nμy sÏ 
th¶o luËn chi tiÕt trong ch−¬ng 6.  

5.7.4  C¸c kÕt qu¶ vμ thùc nghiÖm sè 

Ph¶n øng cña c¶ng h×nh vu«ng ®· ®−îc Unluata vμ Mei 
(1973) tÝnh to¸n theo ph−¬ng tr×nh (7.25) cho mét d¶i réng c¸c 
sè sãng; nh÷ng kÕt qu¶ nμy phï hîp víi nh÷ng kÕt qu¶ Miles 
®−a ra n¨m 1971 b»ng mét phÐp ph©n tÝch xÊp xØ kh¸c. Hai gi¸ 
trÞ ®é réng cöa kh¸c nhau ®· ®−îc xÐt, xem h×nh 7.3. HiÖu øng 
gi¶m a  phï hîp víi c¸c ph©n tÝch trong c¸c môc 5.7.2 vμ 5.7.3. 

 

H×nh 7.3  Ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh σ  vμ c−êng ®é 

dßng chuÈn ho¸ )/()/( AQg 2 0ω  t¹i cöa c¶ng. 
21032 −×=Ba /  (®−êng liÒn nÐt); 21058502 −×= ,/ Ba  

(®−êng g¹ch nèi). σ  ®−îc ®Þnh nghÜa trong ph−¬ng tr×nh (9.5) 

 

C¸c lý thuyÕt gi¶i tÝch xÊp xØ cho c¶ng h×nh trßn ®· ®−îc 
Miles vμ Lee ®−a ra 1971. Ngoμi ra, Lee ®· tiÕn hμnh nh÷ng thÝ 
nghiÖm rÊt phï hîp víi lý thuyÕt tuyÕn tÝnh. ChØ cã mét kh¸c 
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biÖt ®¸ng kÓ xuÊt hiÖn ®èi víi c¸c ®Ønh céng h−ëng tÇn thÊp 
nhÊt, ë gÇn ®ã cã lÏ ma s¸t quan träng, xem h×nh 7.4. Cã thÓ chØ 
ra r»ng c¸c thÝ nghiÖm cña Lee tiÕn hμnh ë vïng n−íc rÊt s©u, 

1>>kh  vμ phÐp so s¸nh víi lý thuyÕt sãng dμi dùa trªn tÝnh 
®ång d¹ng ®èi víi c¸c thuyÕt tuyÕn tÝnh víi ®é s©u kh«ng ®æi vμ 
c¸c v¸ch ®øng. Tuy nhiªn, trong phßng thÝ nghiÖm, tÝnh phi 
tuyÕn lμ kh«ng thÓ tr¸nh khái ë c¸c vïng n−íc n«ng vμ c¸c sù 
kh¸c biÖt gi÷a c¸c thÝ nghiÖm n−íc n«ng vμ lý thuyÕt sãng dμi 
tuyÕn tÝnh ch¾c h¼n lμ kh¸ lín. 

5.7.5  C¸c hiÖu øng cña kªnh vμo h÷u h¹n 

 §èi víi mét c¶ng cã mét thñy vùc ®¬n, Carrier, Shaw vμ 
Miyata (1971) ®· ph¸t hiÖn r»ng ®é dμi h÷u h¹n cña kªnh vμo, 
hay bÒ dμy h÷u h¹n cña mét ®ª ch¾n sãng t¹i cöa vμo, cã cïng 
hiÖu øng vÒ mÆt ®Þnh tÝnh nh− mét cöa hÑp. KÕt luËn nμy còng 
cã thÓ chøng minh b»ng c¸c phÐp tiÖm cËn xøng hîp. §èi víi 
mét kªnh nèi, ®é réng d2  cïng bËc ®¹i l−îng nh− ®é réng a2 , 
nghiÖm vïng gÇn cã thÓ ®−îc tÝnh b»ng phÐp biÕn ®æi Schwarz–
Christoffel. N¨m 1944 Davey ®· ®−a ra c¸c kÕt qu¶ ë d¹ng c¸c 
tÝch ph©n eliptic vμ ®−îc Guiney, Noye vμ Tuck (1972) ¸p dông 
cho sù truyÒn sãng n−íc s©u qua mét khe hÑp. Unluata vμ Mei 
(1973, khi xÐt dao ®éng c¶ng) vμ Tuck (1975, khi kh¶o s¸t sù 
truyÒn sãng qua c¸c lç hæng nhá) ®· cho biÕt r»ng tÊt c¶ c¸c kÕt 
qu¶ nghiªn cøu cho mét khe hë hÑp cã thÓ ¸p dông gi¶i thÝch cho 
mét khe hæng gi÷a t−êng dÇy nÕu ®−a ra ®é réng h÷u hiÖu ea  
thay cho ®é réng thùc tÕ. §é réng h÷u hiÖu ea  ®−îc cho d−íi 

d¹ng tham sè (th«ng qua v ) b»ng c¸c mèi liªn hÖ sau: 

212 /pv
a
ae = ,         )''''( EKvKp

a
d

22
2

2 −−−= ,            (7.45) 

trong ®ã 
12 )2( −′−= KvEp , 

2/12 )1( vv −=′ , 

=




=
=

)(
)(

vKK
vEE

 tÝch ph©n eliptic hoμn chØnh lo¹i








hai

mét
 , 

)(),( vKKvEE ′≡′′≡′        . 

 

H×nh 7.4  §−êng cong ph¶n øng t¹i 70,=r bé, o45=θ , c¶ng trßn b¸n 

kÝnh 750,=  bé. C¸c ®−êng liÒn nÐt vμ g¹ch nèi t−¬ng øng víi hai lý thuyÕt 

kh¸c nhau; •: theo thÝ nghiÖm. (a) më o60 ; (b) më o10  (theo Lee, 1971) 
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(Chó ý r»ng c¸c ký hiÖu E  vμ K  lμ c¸c qui −íc dïng trong tμi liÖu 
vÒ c¸c tÝch ph©n eliptic, chø kh«ng cã nghÜa lμ c¸c ký hiÖu chØ ®¹i 
l−îng). 

 

H×nh 7.5  TØ sè aae /  gi÷a ®é réng h÷u hiÖu vμ ®é réng thùc cña kªnh nèi 

nh− lμ hμm sè cña tØ sè ®é dÇy vμ ®é réng ad / . Ph−¬ng tr×nh (7.45): ®−êng 

liÒn nÐt; ph−¬ng tr×nh (7.46): ®−êng g¹ch nèi (Mei vμ Unluata, 1978) 

 

Chi tiÕt ®Ó dÉn lËp c¸c ph−¬ng tr×nh (7.45) kh¸ phøc t¹p vμ 
cã trong tμi liÖu cña Unluata vμ Mei (1973). Chóng ta chØ diÔn 
t¶ mét c¸ch ®¬n gi¶n lμ aae /  gi¶m ®¬n ®iÖu theo ad / . PhÐp 

xÊp xØ t−êng minh h¬n cho c¸c ph−¬ng tr×nh (7.45) ®óng cho 
ad /  lín lμ 















 +π−

π
≅ 1

2
8

a
d

a
ae exp ,                            (7.46) 

nã rÊt chÝnh x¸c ®èi víi 50,/ >ad . Thùc tÕ thËm chÝ ®èi víi 
0=ad / , ph−¬ng tr×nh (7.46) vÉn cho mét kÕt qu¶ kh¸ tèt: 
=aae /  9370, (xem h×nh 7.5). 

5.8  T¸c dông cña ®ª ch¾n sãng nh« ra biÓn  

§−êng bê ë gÇn cöa c¶ng th−êng kh«ng ph¶i lμ ®−êng th¼ng 
do ®Þa h×nh tù nhiªn hoÆc do ®ª ch¾n sãng h−íng ra biÓn. §ã lμ 
h×nh th¸i th−êng thÊy ë c¸c c¶ng nhá t¹i c¸c bê n«ng. VÒ 
ph−¬ng diÖn vËt lý, ®ª nh« ra biÓn lμm thay ®æi c¸c sãng ph©n 
t¸n khi cöa c¶ng ®ãng; do ®ã, nh©n tè c−ìng bøc t¹i cöa sÏ kh¸c 
víi tr−êng hîp ®−êng bê th¼ng. Bøc tranh ph¸t x¹ còng kh¸c v× 
b©y giê cöa c¶ng th−êng gièng nh− mét chiÕc loa phãng thanh 
nh« ra biÓn tõ mét v¸ch ch¾n. H×nh d¹ng nh« ra vμ vÞ trÝ cña 
cöa c¶ng ®· trë thμnh mét yÕu tè míi cÇn ®−îc xem xÐt khi 
thiÕt kÕ vμ vËn hμnh c¶ng. 

 

H×nh 8.1  C¶ng d¹ng trßn víi ®ª ch¾n sãng nh« ra biÓn 

§Ó minh ho¹ ¶nh h−ëng cña viÖc nh« ra biÓn, ta theo 
ph−¬ng ph¸p cña Mei vμ Petroni (1973) vμ xÐt mét c¶ng h×nh 
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trßn víi mét nöa diÖn tÝch n»m sau bê biÓn th¼ng. §ª ch¾n sãng 
lμ mét cung h×nh b¸n nguyÖt víi cöa më t¹i 0θ=θ . Cöa c¶ng ®èi 

diÖn víi gãc δ2  (xem h×nh 8.1). 

5.8.1  BiÓu diÔn nghiÖm 

XÐt nghiÖm ë bªn ngoμi c¶ng. Ta nghiªn cøu bê biÓn th¼ng 
tr−íc, sau ®ã lμ ®ª ch¾n sãng h×nh b¸n nguyÖt vμ cuèi cïng lμ 
cöa c¶ng. LÊy gãc tíi lμ Iθ  nh− h×nh 8.1. 

Bê biÓn ph¶n x¹ hoμn phÇn däc theo trôc y  sinh ra sãng 

ph¶n x¹ I ′η  cïng víi sãng tíi Iη . Tæng c¸c sãng lμ 

[ ]
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ikrikrII II
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 
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


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 θθπ+θθπε=

m
mIIm krJmmmimmmA )(sinsinsincoscoscos

22
2 , 

... 2 1 0 ,,,=m                (8.1) 

DÔ dμng chøng minh r»ng kh«ng cã vËn tèc vu«ng gãc trªn 
trôc y , nghÜa lμ 

( )
2

          0
1 π±=θ=η+η

θ∂
∂ ,'II

r
.                      (8.2) 

Sù tån t¹i cña mét xy lanh trßn thÓ r¾n n»m t¹i gèc to¹ ®é 
sÏ t¹o ra c¸c sãng ph©n t¸n ph¸t x¹ ra ngoμi v« cùc. Do ®ã, 
chóng ta cÇn bæ sung vμo ph−¬ng tr×nh (8.1) c¸c sè h¹ng tû lÖ 

víi  







θ
θ

m
m

krH m sin
cos

)(  , trong ®ã mH  lμ c¸c hμm Hankel lo¹i mét. 

C¸c hÖ sè cÇn ®−îc lùa chän sao cho tæng 'II η+η  vμ Sη ph©n t¸n 

tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

ar
r
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∂
η∂

          0
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, ,                                 (8.3) 

trong ®ã 
SII η+η+η=η '0                                   (8.4) 

lμ nghiÖm cho bμi to¸n nhiÔu x¹ ®èi víi b¸n ®¶o h×nh trßn 
trªn mét bê biÓn th¼ng. KÕt qu¶ lμ 
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trong ®ã ( )’ ký hiÖu phÐp vi ph©n theo ®èi sè. Chó ý r»ng ®iÒu 
kiÖn biªn trªn ®−êng bê vÉn ®−îc tho¶ m·n. NghiÖm trªn cã thÓ 
®−îc vÝ nh− lμ hai sãng ph¼ng ®i ®Õn ®èi xøng tõ hai phÝa ®èi 
diÖn cña trôc y  vμ bÞ ph©n t¸n bëi mét trô h×nh trßn trong biÓn 

më. PhÇn t−¬ng tù ©m thanh ®èi víi mét sãng tíi ®· ®−îc biÕt 
râ (Morse vμ Feshbach, 1953, TËp 2, tr. 1387). 

§Ó hoμn thiÖn tr−êng sãng ë bªn ngoμi c¶ng, ta cÇn tiÕp tôc 
®iÒu chØnh ®èi víi t¸c ®éng piston t¹i cöa c¶ng. Li ®é t−¬ng øng 
cã thÓ cho mét c¸ch h×nh thøc nh− sau 

 ≥θ+θ
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mR aRmBmA
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krH
           ),sincos(
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,      (8.6) 

trong ®ã mA  vμ mB  lμ c¸c ®¹i l−îng cÇn t×m. 

Tãm l¹i, tr−êng sãng tæng céng bªn ngoμi c¶ng lμ 

π<θ≥η+η=η 2
10

0                   ,, arR .                  (8.7) 

Li ®é trong c¶ng Hη  ph¶i tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

Helmholtz sao cho nghiÖm h×nh thøc lμ 
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),( ,            (8.8) 

trong ®ã mC  vμ mD  vÉn lμ c¸c Èn ch−a biÕt. 
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5.8.2 DÉn tíi ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n 

C¸c hÖ sè ch−a biÕt nh− Am, Bm, Cm vμ Dm cÇn ph¶i cè ®Þnh 
sao cho ®é cao cña bÒ mÆt sãng (nãi c¸ch kh¸c lμ ¸p suÊt) vμ ®é 
dèc cña bÒ mÆt theo h−íng th¼ng gãc (tøc lμ vËn tèc th¼ng gãc) 
lμ liªn tôc t¹i mäi ®iÓm cña cöa c¶ng 

Hη=η0 ,                                          (8.9) 

δ≤θ−θ=
∂
η∂

=
∂
η∂

0
0                ,, ar

rr
H .                 (8.10) 

Gi¶ sö ®é dèc cña bÒ mÆt theo h−íng ph¸t x¹ t¹i cöa c¶ng lμ 
)(θF  

)(θ=
∂
η∂

=
∂
η∂

F
rr
H0                                (8.11) 

chØ kh¸c 0 khi ®i qua cöa δ≤θ−θ 0 . ¸p dông ph−¬ng tr×nh 

(8.11) vμo ph−¬ng tr×nh (8.8) vμ sö dông lý thuyÕt chuçi 
Fourier, ta cã thÓ biÓu diÔn c¸c hÖ sè Cm vμ Dm nh− sau 

 θ′θ′θ′
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m
m dmfC cos)(

2
,                      (8.12 a) 

 θ′θ′θ′
π

ε
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M

m
m dmfD sin)(

2
,                      (8.12 b) 

trong ®ã M  lμ cöa c¶ng. 

B©y giê ta ¸p dông ph−¬ng tr×nh (8.11) vμo ph−¬ng tr×nh 
(8.7). CÇn thËn träng ®èi víi mA  vμ mB  v× c¸c ®iÒu kiÖn 

00 =θ∂η∂ /  ®èi víi 2/π±=θ  vμ ar >  kh«ng ®−îc vi ph¹m. Vïng 

vËt lý bªn ngoμi c¶ng n»m vÒ phÝa ph¶i cña 0=x  (nghÜa lμ 
2/π<θ ). Tuy nhiªn, ë xa phÝa ngoμi c¶ng, bμi to¸n t−¬ng tù 

nh− mét c¶ng h×nh trßn ngoμi kh¬i víi hai cöa ®èi xøng qua 
trôc y , bÞ tÊn c«ng bëi hai sãng tíi ®èi xøng t¹i c¸c gãc Iθ  vμ 

Iθ−π . §iÒu kiÖn biªn t−¬ng øng khi ®ã lμ 

arF
rr

R

=π≤θ≤θ=
∂
η∂=

∂
η∂

       20       0 ,),( ,          (8.13a) 

trong ®ã 
)()( θ−π=θ FF .                               (8.13b) 

Víi ®iÒu kiÖn nμy, ®iÒu kiÖn kh«ng th«ng l−îng trªn bê 
(trôc y ) ®−îc ®¶m b¶o b»ng tÝnh ®èi xøng. 

¸p dông ph−¬ng tr×nh (8.13) vμo ph−¬ng tr×nh (8.6) cho 
toμn bé kho¶ng π≤θ≤ 20  vμ sö dông ®Æc tÝnh ®èi xøng cña 

)(θF , ph−¬ng tr×nh (8.13), ta ®−îc c¸c hÖ sè Fourier nh− sau: 
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Do ®ã, 0=mA  ®èi víi m  lÎ vμ 0=mB  ®èi víi m  ch½n. 

Theo ®é dèc bÒ mÆt )(θF , tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (8.6) vμ (8.7), ta 

cã 
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vμ tõ ph−¬ng tr×nh (8.8) cã 
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Cuèi cïng, ®iÒu kiÖn (8.9) ®−îc sö dông ®Ó xøng hîp li ®é bÒ 
mÆt cho tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i cöa c¶ng ar = , δ≤θ−θ 0 , dÉn ®Õn 

mét ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n cho )(θF : 
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trong ®ã nh©n K  b»ng 
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Ta nhËn thÊy ®Æc tÝnh quan träng lμ phÇn tö nμy ®èi xøng 
qua giao ®iÓm cña u  vμ θ . 

§¼ng thøc Wronskian (9.20) trong ch−¬ng 4 cã thÓ ®−îc sö 
dông ®Ó viÕt l¹i vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (8.17 a) thμnh 
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§iÓm mÊu chèt cña bμi to¸n lμ gi¶i )(θF  tõ ph−¬ng tr×nh 

(8.17) cho mäi θ  trong kho¶ng δ≤θ−θ 0 . §iÒu ®ã cã thÓ thùc 

hiÖn nhê mét sè thñ tôc tÝnh to¸n, phÇn lín ®Òu quy vÒ mét tËp 
hîp c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹i sè h÷u h¹n. Mét c¸ch kh¸c, b»ng c¸ch 
tÝnh l¹i ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n nh− mét nguyªn lý biÕn thiªn, 
ng−êi ta cã thÓ thu ®−îc mét biÓu thøc gÇn ®óng ®¬n gi¶n 
nh−ng tèi −u, cã ®é chÝnh x¸c sè tèt nhÊt cho c¸c cöa hÑp, nh− 
tr−êng hîp Miles vμ Munk (1961) ®· lμm víi bμi to¸n bê biÓn 
th¼ng. C¸ch tiÕp cËn nμy sÏ ®−îc dïng d−íi ®©y. 

 

5.8.3 XÊp xØ nghiÖm b»ng ph−¬ng ph¸p biÕn thiªn 

Cã thÓ thÊy r»ng gi¶i ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n (8.17) t−¬ng 
øng víi viÖc t×m ra cùc trÞ cña c¸c d¹ng hμm sau (phÐp chøng 
minh ®−îc tr×nh bμy ë Phô lôc 5.C) 
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MÆc dï nguyªn lý biÕn thiªn nμy cã thÓ ®−îc sö dông nh− 
lμ c¬ së cña phÐp xÊp xØ phÇn tö h÷u h¹n, ta ¸p dông phÐp tiÕp 
cËn sè Ýt h¬n vμ gi¶ thiÕt F  cã mét d¹ng nhÊt ®Þnh víi mét 
tham sè nh©n 0f , cã nghÜa lμ 
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víi )(θf cho tr−íc; khi ®ã 
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§èi víi J  dõng, 0f  cÇn ph¶i ®−îc lùa chän sao cho 
00 =dfdJ / ; do ®ã 
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Mét lùa chän hîp lý cho )(θf  lμ 

[ ] 21 2
0

21 /)( −θ−θ−δ
π

=f                            (8.23) 

nã cã ®é chÝnh x¸c t¹i c¸c ®Ønh vμ ®Æc biÖt thÝch hîp cho cöa hÑp 
(<< ®é dμi sãng). VÒ mÆt trùc gi¸c, trong vïng l©n cËn cña cöa 
hÑp, sè h¹ng η2k  cã thÓ ®−îc lo¹i bá khái ph−¬ng tr×nh 

Helmholtz vμ ph−¬ng tr×nh (8.23) cã thÓ sÏ lμ mét phÐp xÊp xØ 
t−¬ng ®èi chÝnh x¸c. §èi víi cöa réng, ph−¬ng tr×nh (8.23) 
kh«ng ®ñ phï hîp vμ ta sÏ ph¶i ¸p dông c¸c ph−¬ng ph¸p kh¸c. 

§¼ng thøc 
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lμm thay ®æi tö sè cña ph−¬ng tr×nh (8.22) thμnh 
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M
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II sinsinsincoscoscos .     (8.25) 

V× 0η  lμ ¸p suÊt sãng t¹i cöa c¶ng khi ®ãng cöa, N  lμ gi¸ 

trÞ trung b×nh tØ träng cña ¸p suÊt lùc. Ta nhËn thÊy r»ng trong 
tr−êng hîp ®Æc biÖt, cã sù ®¶o cho nhau gi÷a 0θ  vμ Iθ , cã nghÜa 
lμ N  ®èi xøng qua giao ®iÓm cña 0θ  vμ Iθ . H¬n n÷a, mÉu sè 

cña ph−¬ng tr×nh (8.22) lμ 
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Chuçi ®Çu tiªn trong ph−¬ng tr×nh (8.26) còng xuÊt hiÖn 
trong tr−êng hîp bê biÓn th¼ng nh−ng chuçi thø hai th× kh¸c. 
ThÕ c¸c ph−¬ng tr×nh (8.20) vμ (8.23) vμo ph−¬ng tr×nh (8.16), 
vμ sö dông c¸c ph−¬ng tr×nh (8.22) vμ (8.24) – (8.26), chóng ta 
thu ®−îc ph¶n øng c¶ng lμ 

)]([cos)(
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)(
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0   
2

θ−θ
′

δ
π

ε
=η  mkrJ

kaJka
mJ

D
NA m

mm

m
H .         (8.27) 

C¸c phÐp tÝnh to¸n sè cÇn thiÕt chØ ®¬n thuÇn liªn quan ®Õn 
phÐp lÊy tæng cña chuçi. 

C¬ chÕ b¶n chÊt cña Hη  gÇn víi c¸c d¹ng tù nhiªn cã thÓ ®−îc 

kh¶o s¸t gi¶i tÝch nh− trong c¸c ch−¬ng tr−íc, vμ cã thÓ t×m 
thÊy trong c¸c tμi liÖu cña Mei vμ Petroni (1973). 

 

H×nh 8.2  Sù kÝch thÝch t¹i cöa c¶ng khi cã ®é më o102 =δ . C¸c sè trong 

ngoÆc ®¬n lμ to¹ ®é ( Iθθ  0 , ) tÝnh b»ng ®é (theo Mei vμ Petroni, 1973) 

5.8.4  C¸c kÕt qu¶ sè 

YÕu tè kÝch thÝch N  t¹i cöa c¶ng ®−îc biÓu thÞ nh− lμ mét 
hμm cña ka  cho mét sè gi¸ trÞ cña gãc tíi Iθ  vμ vÞ trÝ cöa 0θ , 

xem h×nh 8.2. Ng−îc l¹i víi bê biÓn th¼ng, thuéc tÝnh quan 
träng nhÊt lμ ®é dao ®éng ®èi víi ka, do qu¸ tr×nh nhiÔu x¹ phøc 
t¹p. Víi ka vμ Iθ  cho tr−íc ®Æc tr−ng cho sãng tíi, ta cã thÓ 
®Þnh h−íng cöa c¶ng 0θ  sao cho ¸p lùc lμ nhá. 

Ta ®Þnh nghÜa 
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)()(

kaJka
kaJmJ

D
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mm
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δε
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2
                          (8.28) 
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lμ hÖ sè khuÕch ®¹i cho c¸c hμi víi sù phô thuéc gãc 
)(cos 0θ−θm . GÇn gi¸ trÞ kh«ng cña )(kaJ m′ , nghÜa lμ 

mms Asjka ...,,' , 21=≅  lμ lín vμ d¹ng sãng ®øng ),( sm   ®−îc céng 

h−ëng. Tõ môc 5.3, mét sè gi¸ trÞ ban ®Çu cña msj′  lμ 0 (0, 1), 

1,84118 (1, 1), 3,05424 (2, 1), 3,83170 (0, 2), 4,20119 (3, 1), 
5,33144 (1, 2)..., trong ®ã c¸c sè trong ngoÆc lμ cÆp chØ sè ),( sm  . 

Ta nhËn thÊy r»ng d¹ng (0, 1) t−¬ng øng víi d¹ng Helmholtz. 
Do cã yÕu tè suy gi¶m ph¸t x¹, nªn ta cã D  lμ sè phøc. TÇn sè 
®Ønh h¬i bÞ dÞch chuyÓn vμ mA  lμ h÷u h¹n t¹i ®iÓm céng h−ëng. 

H×nh 8.3 lμ ®å thÞ ®iÓn h×nh ®èi víi mA . 

 

H×nh 8.3  HÖ sè khuÕch ®¹i ®èi víi hμi m  víi o
I

oo 0  0  102 0 =θ=θ=δ ,,  

(theo Mei & Petroni, 1973) 

§èi víi bÊt kú tËp hîp cho tr−íc cña ka , a , 0θ  vμ δ , li ®é 
cña mÆt tù do t¹i ®iÓm ),( θ r  trong c¶ng cã thÓ ®−îc tÝnh khi 
tÝnh ®−îc hÖ sè khuÕch ®¹i mA . Ph−¬ng ph¸p −íc l−îng dao 

®éng b×nh ph−¬ng trung b×nh, lÊy trung b×nh tõng phÇn qua 
tæng diÖn tÝch cña vÞnh lμ rÊt cã Ých vμ ®−îc coi lμ mét ph−¬ng 
ph¸p thuËn tiÖn ®Ó tÝnh ph¶n øng tæng thÓ. Tõ ph−¬ng tr×nh 
(8.27), ta cã b×nh ph−¬ng trung b×nh lμ 

  ε
π

π
=ηθ

π
=η

π ka

m
mm m

m
a

HH dzzzJ
kaJ

A
ka

Ardrd
a 0

2
2

2

22

22

0 0

2

2

2 2
 

1 )(
)(

________

 


=

++++
ε

=
m

n
nm

m m

m

m

kaJnm
kaJ

A
ka

A
0

2
122

2

2

2

12
14 )()(

)()(
          (8.29) 

TÝch ph©n cuèi cïng ®−îc tÝnh nhê sù trî gióp cña mét ®¼ng 
thøc trong tμi liÖu cña Abrramowitx vμ Stegun (1972, tr. 484). 

§èi víi kho¶ng sau ®©y cña c¸c tham sè: ®é dμi sãng , 
50 << ka ; gãc më mét nöa cña cöa c¶ng, o5=δ ; vÞ trÝ cña cöa 

oo 45 00 ,=θ ; vμ h−íng cña sãng tíi, oo
I 45  0 ±=θ , , th× c¨n bËc 

hai b×nh ph−¬ng trung b×nh cña ph¶n øng c¶ng 21

2

/)( Hη  ®−îc 

biÓu thÞ trong c¸c h×nh 8.4a – 8.4e. 

VÒ mÆt ®Þnh tÝnh, c¸c ®−êng cong ph¶n øng tr«ng gièng 
nh− nhau trong tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp víi c¸c ®Ønh xuÊt hiÖn t¹i 
c¸c vÞ trÝ dù ®o¸n. Tuy nhiªn, c¸c ®é cao cña c¸c ®Ønh kh¸c nhau 
vÒ mÆt l−îng ®èi víi c¸c gi¸ trÞ kh¸c nhau cña  0θ  vμ Iθ .  

ThÝ dô, ta xÐt d¹ng céng h−ëng (2, 1) gÇn 13,=ka . C¸c ®é 

cao cña ®Ønh gi¶m theo bËc ( o450 =θ , 0=θ I ), ( o450 =θ , 

)o
I 45−=θ , ( ), 0 00 =θ=θ I  vμ ),( o

I
o 45 450 =θ=θ ; lùc c−ìng bøc 

N  t¹i cöa còng cã cïng bËc nh− ®−îc chØ ra trªn h×nh 8.3. Do 
®ã, nÕu ®é dμi sãng thiÕt kÕ gÇn víi mét d¹ng nguy hiÓm th× 
viÖc x¸c ®Þnh vÞ trÝ hîp lý cho cöa c¶ng cã thÓ sÏ gi¶m bít c¸c 
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yÕu tè nguyªn nh©n vμ sù ph¶n øng. 

Ta nhËn thÊy r»ng d¹ng Helmholtz Ýt bÞ ¶nh h−ëng bëi 0θ  
vμ Iθ ; cã nghÜa lμ phï hîp víi h×nh 8.2 trong ®ã 2≈N khi ka  

nhá. 

 

H×nh 8.4  Ph¶n øng c¶ng trung b×nh ®èi víi o102 =δ . (a) o00 =θ , 

o
I 0=θ ; (b) o00 =θ , o

I 45−=θ ; (c) o450 =θ , o
I 0=θ ; (d) 

450 =θ , 45=θ I ; (e) 450 =θ , 45=θ I  

 

 

H×nh 8.4  (tiÕp) 
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So s¸nh c¸c h×nh 8.4b (®èi víi o
I 45 00 −=θ=θ , ) vμ 8.4c 

( ), 0450 =θ=θ I
o , ta nhËn thÊy r»ng c¸c d¹ng cã 20,=m , cô thÓ 

(0, 1), (0, 2) vμ (2, 1), cã cïng ®é cao ®Ønh. HiÖn t−îng nμy x¶y ra 
v× N  ®èi xøng ®èi víi giao ®iÓm cña 0θ  vμ Iθ  (ph−¬ng tr×nh 
(8.25)), trong khi ®ã D  ®éc lËp víi Iθ  (xem ph−¬ng tr×nh (8.26)) 
vμ cã cïng gi¸ trÞ ®èi víi hai tËp hîp cña 0θ vμ m . 

C¸c ph¶n øng ®Þa ph−¬ng cã thÓ ®−îc tÝnh theo ph−¬ng 
tr×nh (8.27) vμ chóng ta sÏ kh«ng tr×nh bμy tiÕp ë ®©y. 

5.9  C¶ng cã hai thñy vùc th«ng nhau 

MÆt réng tæng céng cña mét sè c¶ng gåm hai thñy vùc lín 
nèi víi nhau qua mét cöa hÑp. C¶ng Long Beach á California lμ 
mét vÝ dô. C¶ng nμy cã mét sè thuéc tÝnh míi do cã thªm bËc tù 
do. Lee vμ Raichlen (1972) ®· tiÕn hμnh c¸c thö nghiÖm b»ng 
ph−¬ng ph¸p sè vμ trong phßng thÝ nghiÖm cho hai thñy vùc 
h×nh trßn cã diÖn tÝch nh− nhau vμ cã c¸c t©m cïng n»m trªn 
®−êng th¼ng vu«ng gãc víi bê biÓn. KÕt qu¶ ®· cho thÊy lu«n 
xuÊt hiÖn mét cÆp ®Ønh céng h−ëng kh¸c víi c¶ng cã mét thñy 
vùc. Mei vμ Unluata (1978) ®· tiÕn hμnh c¸c nghiªn cøu tiÕp 
theo cho c¸c cöa hÑp cã sö dông c¸c phÐp tiÖm cËn xøng hîp 
nh− ®· giíi thiÖu t¹i môc 5.7. MÆc dï ®¬n gi¶n nh−ng c¸c ph©n 
tÝch kh¸ dμi vμ chóng t«i chØ tãm t¾t c¸c kÕt qu¶ −íc tÝnh cho 
hai thñy vùc h×nh ch÷ nhËt cã diÖn tÝch nh− nhau. H×nh d¹ng 
c¸c thñy vùc ®−îc tr×nh bμy trªn h×nh 9.1, trong ®ã c¸c ®é réng 
cña cöa vμo c¶ng vμ ®−êng nèi hai thñy vùc ®−îc ký hiÖu tuÇn 
tù lμ 12a  vμ 22a . 

 T−¬ng øng víi hμi tù nhiªn mnk   cña vÞnh kÝn víi n  vμ 

m kh«ng cïng b»ng kh«ng, cã hai ®Ønh céng h−ëng +
mnk  

~
 vμ −

mnk  

~
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= ln ,                                (9.3a) 
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Ph©n biÖt gi÷a hai ®Ønh lμ 
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Khi hoÆc 1a  hoÆc 2a  t¨ng lªn th× hoÆc I  hoÆc I ′  gi¶m ®i, 

nh− thÕ c¸c ®Ønh dÞch chuyÓn mét phÇn thªm n÷a. T−¬ng øng víi 

00k , còng cã hai hμi Helmholtz víi sù phô thuéc vμo c¸c cöa më 

t−¬ng tù. 

NÕu ta ®Þnh nghÜa 2
Hσ  nh− lμ hÖ sè khuÕch ®¹i b×nh ph−¬ng 

trung b×nh cña thñy vùc ngoμi 


η

=σ
B

H
L

H A
dydx

BL 0
2

2 

0

2

4
 

2
1

,                              (9.5) 

vμ ®Þnh nghÜa '2
Hσ  t−¬ng tù cho thñy vùc trong, cã thÓ chØ ra 

r»ng 
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trong ®ã II ′≡β /  t¨ng theo sù gi¶m ®i cña cöa vμo c¶ng ( 12a ) 
hay theo sù t¨ng lªn cña cöa nèi hai thñy vùc ( 22a ). Do β  n»m 

trong kho¶ng 0  vμ ∞ , nªn c¸c s¾p xÕp thø tù sau ®©y lμ ®óng 

( ) ( ) ( ) ( ) ++−− σ>σ>σ>σ  2 2 2 2
''

~~~~
HHHH .                         (9.7) 

 

 

 

 

 

H×nh 9.1  C¶ng cã hai thñy vùc

§èi víi gi¸ trÞ β  rÊt lín th× c¸c tØ sè cña c¸c b×nh ph−¬ng 

trung b×nh trong ph−¬ng tr×nh (9.6) tiÕn ®Õn mét; c¸c ph¶n øng 
vÞnh ®èi víi c¶ hai ®Ønh lμ b»ng nhau. Tuy nhiªn ®èi víi β  nhá 
th× c¸c tØ sè nμy trë thμnh nhá nh− β2 ; c¸c ph¶n øng ng−îc cña 

c¶ng do ®ã t¨ng ®èi víi c¶ hai hμi ±
nmk~ . §Æc biÖt nã cã nghÜa lμ 

thñy vùc phÝa trong trë nªn kÐm ®−îc b¶o vÖ ®èi víi  hμi thÊp 
−

nmk~ . Râ rμng, ®©y lμ mét nghÞch lý c¶ng liªn quan ®Õn c¸c cÆp 

vÞnh trong lý thuyÕt kh«ng nhít. 

§èi víi cÆp hμi Helmholtz t−¬ng øng víi 00k , mèi quan hÖ 
thø bËc vμ sù phô thuéc vμo β  mét c¸ch ®Þnh tÝnh lμ t−¬ng tù. 

H¬n n÷a hai thñy vùc cã pha lÖch pha víi +
00k~  nh−ng cïng pha 

víi −
00k~ . 

 

H×nh 9.2  C¸c c¨n bËc hai cña c¸c ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh cña hai thñy 

vùc diÖn tÝch nh− nhau: VÞnh phÝa ngoμi: ®−êng cong liÒn nÐt; vÞnh phÝa trong: ®−êng 

g¹ch nèi. 2
1 1032 −×=Ba / . (a) 21 aa = , 021 == dd ; (b) 12 4aa = , 021 == dd ; 

(c) 21 aa = , 01 =d , 12 2ad =  (theo Mei vμ Unluata, 1976, J. Eng. Math.) 

C¸c kÕt qu¶ sè dùa trªn lý thuyÕt tiÖm cËn xøng hîp ®−îc 
tr×nh bμy trªn h×nh 9.2 cho hai vÞnh h×nh vu«ng cã cïng diÖn 
tÝch. §é réng cöa vμo c¶ng ®−îc cè ®Þnh lμ 2

1 1032 −×=Ba / . 
Trong h×nh 9.2 a lÊy 21 aa =  vμ c¸c ®ª ch¾n sãng cã ®é dÇy b»ng 

kh«ng. Trong kho¶ng tÝnh to¸n 80 << kB , c¸c hμi tù nhiªn ph©n 
biÖt cña mét vÞnh H  hay H ′  lμ: 1415301 ,=π=Bk , 

2833622002 ,=π== BkBk , 02487521 ,=π=Bk , chóng t−¬ng øng 

víi c¸c cÆp thø hai, thø ba, thø t− cña c¸c ®Ønh, cÆp thø nhÊt lμ 
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c¸c hμi Helmholtz. Râ rμng thø bËc cña ba cÆp thø nhÊt cña c¸c 
®Ønh tu©n theo ph−¬ng tr×nh (9.7). Thø bËc cña cÆp cuèi cïng cña 
c¸c ®Ønh chØ phï hîp mét phÇn víi ph−¬ng tr×nh (9.7) bëi v× tham 
sè ak

~
 kh«ng cßn nhá n÷a (>0,107). 

Trong h×nh 9.2b cöa nèi hai thñy vùc ®−îc thay ®æi thμnh 

12 4aa = ; ®é dÇy cña c¸c ®ª ch¾n sãng vÉn lμ kh«ng. Ta h·y 

kh¶o s¸t ba cÆp thÊp nhÊt cña c¸c ®Ønh. So s¸nh víi h×nh 9.2a 
thÊy sù ph©n biÖt gi÷a cÆp ±k~  thùc tÕ t¨ng lªn, vμ ®èi víi hμi 
t−¬ng tù, sù kh¸c nhau gi÷a sù ph¶n øng vÞnh gi¶m ®i, theo 
ph−¬ng tr×nh (9.7). Chó ý r»ng ®èi víi cÆp c¸c ®Ønh thø t− vμ 
cao nhÊt luËt thø tù theo ph−¬ng tr×nh (9.7) kh«ng cã gi¸ trÞ 
n÷a, khi ®ã 42602 ,~

>ak . 

Trong h×nh 9.2c gi÷ l¹i 21 aa =  nh−ng t¨ng ®é dμy cña c¸c 
®ª ch¾n sãng tõ kh«ng ®Õn 22 2ad = , c¸c ®ª nμy chia hai thñy 
vùc. Theo c¸c kÕt qu¶ trong môc 5.7.5 th× ®é réng h÷u hiÖu ea2  

sÏ bÞ gi¶m ®i. So s¸nh víi h×nh 9.2a th× cÆp c¸c ®Ønh cao nhÊt 
b©y giê tu©n theo luËt thø bËc do ( eak 2

~
) bÞ gi¶m xuèng thμnh 

0270,~ . Tuy nhiªn, sù ph©n biÖt gi÷a c¸c cÆp c¸c ®Ønh t¹i ±k~  

gi¶m ®i, trong khi ®ã ®èi víi hμi t−¬ng tù ( +k
~

 hay −k
~

) sù kh¸c 
biÖt gi÷a c¸c ph¶n øng céng h−ëng cña c¸c thñy vùc ®−îc t¨ng 
lªn. 

C¸c ®Æc tÝnh nμy phï hîp víi c¸c kÕt qu¶ thÝ nghiÖm vμ 
thùc nghiÖm sè do Lee vμ Raichlen (1972) thùc hiÖn. 

5.10  Mét ph−¬ng ph¸p sè cho c¸c c¶ng h×nh d¹ng phøc 
t¹p 

§èi víi c¸c c¶ng ®é s©u kh«ng ®æi nh−ng cã h×nh d¹ng bÊt 
kú, Hwang vμ Tuck (1970) vμ Lee (1970) ®· thùc hiÖn ph−¬ng 
ph¸p c¸c ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n vμ thu ®−îc c¸c nghiÖm sè. 
ViÖc më réng c¸c ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n cho ®é s©u biÕn ®æi lμ 

kh¸ phøc t¹p vμ tèn kÐm (Lautenbacher, 1970); Mattioli, 1978). 
Ph−¬ng ph¸p phÇn tö ghÐp (HEM) ®−îc th¶o luËn trong môc 
4.11 cã thÓ ®−îc söa ®æi ®Ó ¸p dông cho ®−êng bê vμ c¸c c¶ng cã 
®Æc tr−ng ®Æc biÖt kh¸c vμ nã ®Æc biÖt phï hîp víi c¸c c¶ng ®é 
s©u biÕn ®æi. 

§−êng bê g©y ra sãng ph¶n x¹ vμ lμm thay ®æi c¸c sãng 
ph©n t¸n. §Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ sö tÊt c¶ c¸c gå ghÒ cña ®Þa h×nh 
n»m trong mét ®−êng ®¼ng s©u C  vμ bê biÓn ë ngoμi ®−êng nμy 
lμ th¼ng vμ trïng víi trôc x  nh− trªn h×nh 10.1. Trong phÇn tö 
®Æc biÖt Ω  phÝa ngoμi C , ®é s©u ®−îc gi¶ sö  lμ h»ng sè. B©y 
giê sãng tæng céng trong Ω  ph¶i bao gåm mét sãng tíi vμ mét 
sãng ph¶n x¹ do bê biÓn th¼ng g©y ra vμ sãng ph©n t¸n. Nh− 
vËy 

SI η+η=η  

trong ®ã 


∞

=

θ+θθ−θ θθε=+=η
0

2
n

In
n

n
ikrikrI nnkrJiee II coscos)()()cos()cos( ,   (10.1) 

vμ 


∞

=
θα=η

0n
nn

S nkrH cos)(    sao cho    π=θ=
θ∂
η∂

 0     0
1 ,,
r

.   (10.2) 

PhiÕm hμm dõng (11.4) trong ch−¬ng 4 vÉn ®−îc sö dông 
cïng víi c¸c biÓu diÔn cña Iη  vμ Sη  ë ®©y. Qui tr×nh tÝnh to¸n 

®−îc gi÷ nguyªn. 

H×nh 10.2 tr×nh bμy l−íi phÇn tö h÷u h¹n cho mét vÞnh h×nh 
ch÷ nhËt. VÞnh nμy ®· ®−îc nghiªn cøu b»ng c¸c phÐp tiÖm cËn 
xøng hîp trong môc 5.6.2. Ph¶n øng t¹i phÝa ®Çu ®Êt liÒn cña vÞnh 
®−îc tr×nh bμy trªn h×nh 10.3 ®Ó so s¸nh víi c¸c thÝ nghiÖm thùc 
hiÖn trong vïng n−íc kh¸ s©u. Sù kh¸c nhau ë gÇn ®Ønh thÊp nhÊt 
cho thÊy sù quan träng cña mÊt m¸t do ma s¸t t¹i cöa vμo. 
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H×nh 10.1  C¶ng víi bê biÓn th¼ng 

 

H×nh 10.2  L−íi c¸c phÇn tö h÷u h¹n 

cho mét vÞnh h×nh ch÷ nhËt 

 

NÕu cã mét ®ª ch¾n sãng máng, vËn tèc ë gÇn ®Çu ®ª rÊt lín 
sao cho c¸c gradient ®Þa ph−¬ng lín. SÏ lμ kh«ng hîp lý khi 
t¨ng sè l−îng c¸c phÇn tö h÷u h¹n xung quanh ®Çu ®ª nμy do 
c¸c hμm néi suy th«ng th−êng kh«ng thÓ thÓ hiÖn ®iÓm kú dÞ 
mét c¸ch ®óng ®¾n. Tuy nhiªn, ý t−ëng phÇn tö ghÐp cã thÓ l¹i 
®−îc ¸p dông b»ng c¸ch chÌn thªm mét phÇn tö ®Æc biÖt Ω′  
t©m ®Æt t¹i ®Çu ®ª (xem h×nh 10.4). Trong phÇn tö Ω′ , nghiÖm 

gi¶i tÝch η′  ®−îc sö dông do ®ã diÔn biÕn cña kú dÞ ®−îc tÝnh 

®Õn mét c¸ch chÝnh x¸c. PhiÕm hμm cña ph−¬ng tr×nh (11.4) 
trong ch−¬ng 4 ph¶i ®−îc söa ®æi b»ng c¸ch thªm vμo tÝch ph©n 
sau: 

 ∂
η′∂η−η′−

'
)(

C
ds

n 2
1 ,                              (10.3) 

trong ®ã C ′  lμ biªn cña Ω′ , vμ n  lμ vÐc t¬ ®¬n vÞ ph¸p tuyÕn cña 
C ′  chØ ra khái Ω′ . C¸c ®iÒu kiÖn xøng hîp cña η  vμ n∂η∂ /  ®−îc 

®¶m b¶o nh− lμ c¸c ®iÒu kiÖn biªn tù nhiªn.  

 

H×nh 10.3  HÖ sè khuÕch ®¹i A2  /η  t¹i ®Çu phÝa trong cña vÞnh 

më h×nh ch÷ nhËt, ®−êng cong liÒn nÐt: nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

tÝch ph©n (Lee, 1969); ××× : nghiÖm theo ph−¬ng ph¸p phÇn tö 

ghÐp;   : theo thÝ nghiÖm cña Lee (1969); ••• : theo thÝ nghiÖm 

cña Ippen vμ Goda (1963). Trong c¶ hai thÝ nghiÖm c¸c tham sè lμ: 
3822 ,=a in; 2512,=L in vμ 1310,=h in (theo Mei vμ Chen, 1975) 
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H×nh 10.4  Vïng l©n cËn ®Çu cña mét 

®ª ch¾n sãng máng 

§èi víi mét ®ª ch¾n sãng máng, ®−êng cong C ′  cã thÓ ®−îc 
lÊy nh− lμ mét vßng trßn ®ñ nhá sao cho ®é s©u trong ®ã xÊp xØ 
h»ng sè. D¹ng ®óng cña η′  lμ 


∞

=

θ′′γ=η′
0

2 2n
nn

nrkJ cos)(/ ,                         (10.4) 

trong ®ã r ′  vμ θ′  lμ c¸c to¹ ®é cùc ®Þa ph−¬ng ®−îc chØ ra trªn 
h×nh 10.4. Ph−¬ng tr×nh (10.4) tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 
Helmholtz vμ c¸c ®iÒu kiÖn th«ng l−îng b»ng kh«ng trªn c¸c 
t−êng: 

π=θ′=
θ′∂
η∂

′
2 0          0

1 ,
r

.                       (10.5) 

Ngoμi ra, v× 

rk
rk

rkJ ′







′
=′ sin)(

/

/

21

21
2

 

nªn ph−¬ng tr×nh (10.4) cã diÔn biÕn kú dÞ phÝa ph¶i. §èi víi c¸c 
gãc h×nh nªm víi gãc mòi nhän b»ng mét béi sè h÷u tØ cña π2 , 
th× cã thÓ thu ®−îc biÓu diÔn gi¶i tÝch gièng nh− ph−¬ng tr×nh 
(10.4) (theo Chen vμ Mei, 1074). 

Do linh ho¹t trong viÖc xö lý ®é s©u vμ h×nh d¹ng biªn tuú 
ý, ph−¬ng ph¸p phÇn tö ghÐp lμ ph−¬ng ph¸p rÊt m¹nh ®Ó 
nghiªn cøu c¶ng. Thùc vËy, Houston (1976) ®· sö dông ph−¬ng 
ph¸p nμy ®Ó lËp kÕ ho¹ch x©y dùng c¸c cÇu tÇu míi vμ b·i ®Ëu 
trong c¶ng Long Beach; l−íi phÇn tö h÷u h¹n ®−îc tr×nh bμy 
trªn h×nh 10.5.  
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5.11  Ph¶n øng c¶ng ®èi víi sãng tíi ng¾n 

Trong môc 4.1.3 ta ®· chØ ra r»ng sù ph¶n øng sãng ng¾n 
trong n−íc n«ng cã thÓ thu ®−îc b»ng phÐp tÝch ph©n Fourier 
cña c¸c ph¶n øng ®¬n ®iÒu hoμ. B©y giê ta sÏ ¸p dông thñ tôc 
nμy cho ph¶n øng sãng ng¾n trong c¶ng. Ta sÏ sö dông c¸ch 
ph©n tÝch cña Carrier (1970) (xem chi tiÕt m« h×nh c¬ b¶n trong 
môc 5.4). 

Gi¶ sö sãng tíi ng¾n ®−îc m« t¶ b»ng: 


∞

∞−

ω−−ωω=ζ tiikxI eAdtx )(),( 0                           (11.1) 

trong ®ã )()( * ω=ω− 00 AA  cho gi¸ trÞ thùc Iζ . HÖ sãng tíi vμ sãng 

ph¶n x¹ do ®−êng bê th¼ng t¹i 0=x  ph¶i lμ 


∞

∞−

ω−′ ωω=ζ+ζ tiII ekxAd ))(cos(02 .                    (11.2) 

Ph¶n øng cña c¶ng cã thÓ ®−îc viÕt lμ 


∞

∞−

ω− ωηωω=ζ ),,()( yxeAd H
ti

H 02 ,                      (11.3) 

trong ®ã Hη  lμ ph¶n øng tÇn sè ®èi víi mét chuçi sãng tíi cã 

biªn ®é ®¬n vÞ. §−êng lÊy tÝch ph©n nªn lÊy h¬i cao h¬n phÝa 
trªn trôc thùc sao cho 0→ζH  khi −∞→t . MÆc dï tÊt c¶ c¸c kÕt 

qu¶ tr−íc ®©y lμ ®èi víi c¸c gi¸ trÞ thùc d−¬ng cña ω  vμ k , c¸c 
kÕt qu¶ ®èi víi ω  thùc ©m còng cã thÓ ®−îc suy ra theo tr−íc 
®©y b»ng c¸ch thay ®æi dÊu cña i , nghÜa lμ 

),(),( * ωη=ω−η xx HH .                              (11.4) 

Tr−íc hÕt chó ý r»ng, ®Ó thu ®−îc ph¶n øng ng¾n theo phÐp 
chång chÊt Fourier th× vÒ nguyªn lý cÇn ph¶i biÕt ),,( ωη yxH  cho 

toμn bé c¸c tÇn sè ∞<ω<−∞ . §iÒu ®ã ®ßi hái mét nghiÖm b»ng 
sè kh«ng bÞ h¹n chÕ ®èi víi cöa vμo hÑp. May thay, sãng thÇn ®i 

vμo th−êng lμ c¸c sãng chu kú dμi vμ ph¶n øng c¶ng chØ lμ ®¸ng 
kÓ ®èi víi mét vμi hμi thÊp nhÊt; sai sè trong d¶i tÇn cao kh«ng 
®¸ng kÓ. Do ®ã ta cã quyÒn hy väng r»ng lý thuyÕt sãng dμi gÇn 
®óng ë c¸c môc tr−íc cã thÓ dïng ®−îc mμ kh«ng ph¸t sinh sai 
sè lín.  

XÐt mét chïm sãng ng¾n víi tÇn sè mang 0ω  vμ ®−êng bao 

Gauss biÕn ®æi chËm, do ®ã t¹i 0=x  cã 

0     4 0

22

=ω=ζ+ζ Ω−′ xtBe tII ,cos ,                     (11.5) 

trong ®ã 

10 >>
Ω
ω

.                                      (11.6) 

§Ønh cña ®−êng bao ®Ëp vμo bê t¹i 0=t . Ta dÔ dμng t×m 
®−îc phæ biªn ®é lμ: 
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TËn dông ph−¬ng tr×nh (11.4), ta rót ra r»ng 
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hay mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng lμ 
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trong ®ã 

tghghKkk 2121
00        // )())(,,(),,( =τΩωω= − .            (11.8) 

Ph−¬ng tr×nh (11.6) cã nghÜa lμ 

1
0
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k
K

,                                       (11.9) 
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v× thÕ phÇn quan träng cña phæ lμ hÑp. 

§Ó ®¬n gi¶n, ë ®©y ta chØ xÐt vÞnh ch÷ nhËt trong môc 5.5.2, 
nh−ng viÖc ph©n tÝch th× hoμn toμn t−¬ng tù ®èi víi c¸c c¶ng 
kh¸c nÕu cã c¸c nghiÖm gi¶i tÝch (xem Carrier, 1970; Risser, 
1976). Ta chó ý tíi ®iÓm Lx −= , tøc phÇn cuèi vÞnh ë phÝa ®Êt 
liÒn: 

dkik
K
kk

k
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B
H  

4 2

2
0

21 
∞
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
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trong ®ã 
1
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


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π
γ
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+=℘ kLika

e
kakLkakL sinlnsincos            (11.11) 

lμ hÖ sè khuÕch ®¹i tõ ph−¬ng tr×nh (6.20). TÝch ph©n cã thÓ −íc 
l−îng b»ng sè. Tuy nhiªn, nghiªn cøu gi¶i tÝch ®èi víi thÝ dô 
®¬n gi¶n nμy ë ®©y lμ rÊt bæ Ých vÒ mÆt vËt lý còng nh− viÖc chØ 
dÉn gi¶i sè. Tr−íc tiªn, )(k℘  cã mét ®iÓm rÏ nh¸nh d¹ng loga 

t¹i 0=k . Do ®−êng tÝch ph©n h¬i n»m trªn trôc thùc k , nªn 
®iÓm c¾t nh¸nh ph¶i n»m phÝa d−íi ®−êng tÝch ph©n nμy vμ cã 
thÓ ®−îc chän nh− trªn h×nh 11.1. Ta cã thÓ kiÓm tra, ®èi víi sè 
thùc ©m ω  th× cã thÓ thay thÕ i  b»ng i−  trong ph−¬ng tr×nh 
(6.20) vμ kÕt qu¶ lμ 

1
22

−





 +

π
γ

π
+=ω℘ kaika

e
kakLkakL sinlnsincos)( , 

021 <ω= − /)(ghk .                                                (11.12) 

Ph−¬ng tr×nh (11.12) còng cã thÓ nhËn ®−îc tõ ph−¬ng 
tr×nh (6.20) b»ng c¸ch thay k  b»ng πike  (kh«ng ph¶i b»ng 

π−ike ). Sù lùa chän pha cô thÓ nμy phï hîp víi vÞ trÝ cña ®iÓm 
c¾t nh¸nh. 

 

H×nh 11.1  MÆt ph¼ng phøc ®èi víi tÝch ph©n Fourier 

TiÕp theo, ta chó ý r»ng hÖ sè khuÕch ®¹i cã c¸c cùc trong 
phÇn nöa d−íi cña mÆt ph¼ng phøc k  t¹i 

0          <+±= nnnn kkikk ˆ,ˆ~
, 

trong ®ã nk
~

 t−¬ng øng víi hμi céng h−ëng thø n  vμ nk̂  t−¬ng 

øng víi tèc ®é suy gi¶m ph¸t x¹. 

TÝch ph©n trong ph−¬ng tr×nh (11.10) cã thÓ ®−îc ph©n tÝch 
b»ng ph−¬ng ph¸p tiÖm cËn s−ên dèc (asymptotic method of 
steepest descent). Cã rÊt nhiÒu tμi liÖu to¸n häc øng dông (thÝ dô 
c¸c tμi liÖu cña Carrier, Krook, vμ Pearson, 1966) tr×nh bμy tæng 
qu¸t vÊn ®Ò nμy, ë ®©y ta chØ tr×nh bμy nh÷ng vÊn ®Ò cÇn thiÕt. 
XÐt hμm pha cña hμm mò trong ph−¬ng tr×nh (11.10) 

τ−
−

−= ik
K
kk

kg
2

2
0

4

)(
)(                          (11.13)  

nh− lμ mét hμm gi¶i tÝch cña k . §Æt β+α= ik , khi ®ã c¸c ®−êng 
®ång møc cña gRe  vμ gIm ®−îc biÓu diÔn b»ng 

const2       const 222
0 =τ+β−−α= )()(:Re Kkg         (11.14a) 

const2       const 222
0 =τ+β−α= )()(:Im Kkg             (11.14b) 

cã d¹ng hyperbol; c¸c ®−êng ®ång møc cña gRe  ®−îc vÏ trªn 

h×nh 11.2 ®èi víi 0<τ  vμ trªn h×nh 11.3 ®èi víi 0>τ . T©m cña 
c¸c ®−êng hyperbol lμ ®iÓm S  ë ®ã cã 

tiKkiKkk Ω−=τ−= 22 0
2

0 .                      (11.15) 
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So víi ®iÓm S , ®Þa thÕ cña exp( gRe ) h¹ xuèng ë hai phÝa 

®«ng, t©y vμ t¨ng lªn ë hai phÝa nam vμ b¾c; ®iÓm S  do ®ã ®−îc 
gäi lμ ®iÓm yªn ngùa*. Do g  lμ gi¶i tÝch, nªn c¸c ®−êng ®ång 
møc cña gIm  lμ trùc giao víi const=gRe  vμ lμ c¸c ®−êng mμ 
däc theo nã exp( gRe ) thay ®æi nhanh nhÊt; chóng ta gäi c¸c 

®−êng nμy lμ s−ên dèc. Môc tiªu lμ biÕn c¸c ®−êng gèc thμnh 
c¸c ®−êng s−ên dèc sao cho tÝch ph©n chØ cã gi¸ trÞ ®¸ng kÓ trªn 
mét ®o¹n ng¾n cña ®−êng. 

Tr−íc khi ®Ønh tiÕn vμo cöa c¶ng, 0<τ , ®iÓm yªn ngùa n»m 
trong cung phÇn t− thø nhÊt. §−êng ch÷ nhËt ®ãng kÝn ®−îc 
®−a vμo trong h×nh 11.2 víi mét ®−êng ngang 1I  ®i tõ vïng 

tròng (valley) phÝa t©y qua yªn ngùa vμ ®i vμo vïng tròng phÝa 
®«ng. TÝch ph©n däc theo hai qu·ng ®−êng th¼ng ®øng t¹i 

±∞→kRe  triÖt tiªu do hμm mò trong tÝch ph©n. Theo ®Þnh lý 
Cauchy th× 10 II = . Däc theo ®−êng 1I , 0=gIm  vμ gRe  h¹ 
xuèng rÊt nhanh trªn c¶ hai phÝa cña S ; 1I  lμ mét ®−êng s−ên 

dèc. Râ rμng ®ãng gãp quan träng nhÊt lμ tõ vïng l©n cËn cña 
b¶n th©n ®iÓm S , ë ®ã tèc ®é thay ®æi cña gRe  b»ng kh«ng. Däc 
theo 1I , lÊy 

τ+−=σ 2
0 2iKkk ,                               (11.16) 
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Do cã hÖ sè Gauss )exp( 22τ−K  chóng ta chØ cÇn tËp trung 
quan t©m vμo )(1OK =τ . V× 10 <<kK /  nªn sè h¹ng dÉn ®Çu 

trong ph−¬ng tr×nh (11.7) lμ 

                                                 
* Trong tr−êng hîp tæng qu¸t nhÊt, ®iÓm yªn ngùa ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 

0=dzdg / . 
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0 <τ℘= ω−Ω− ,,)(Re teekB tit .                    (11.18) 

Nh− vËy, tr−íc khi ®Ønh cña ®−êng bao tíi th× c¶ng ph¶n 
øng thô ®éng víi cïng mét tÇn sè mang vμ ®−êng bao t−¬ng tù 
nh− sãng tíi.  

Ph−¬ng tr×nh (11.18) ®óng khi ®iÓm yªn ngùa ë mét kho¶ng 
c¸ch lín h¬n )(KO  tÝnh tõ cùc cña )(k℘ . B©y giê, tÊt c¶ c¸c cùc 
cña )(k℘  t−¬ng øng víi c¸c céng h−ëng vμ cã c¸c phÇn ¶o ©m, 

0<nk . NÕu hμi céng h−ëng thÊp nhÊt cã )(ˆ KOk >− 1  tøc lμ khi 

kho¶ng thêi gian cña chïm sãng tíi lín h¬n nhiÒu so víi qui m« 
thêi gian cña suy gi¶m ph¸t x¹, th× ph−¬ng tr×nh (11.18) ®óng 
cho tíi khi 0=t , khi ®ã ®Ønh cña ®−êng bao c¸c sãng tíi ®Ëp vμo 
bê biÓn. NÕu ®−êng bao dμi v« h¹n th× ®Ønh cña ®−êng bao tíi bê 
biÓn lμ tiÖm cËn theo thêi gian. NÕu sãng tíi cã d¹ng sin, ph¶n 
øng ë tr¹ng th¸i æn ®Þnh cã thÓ thu ®−îc b»ng c¸ch cho 0→Ω , 
trong khi gi÷ t  lμ h÷u h¹n trong ph−¬ng tr×nh (11.18). 

 

H×nh 11.2  §Þa h×nh gÇn ®iÓm yªn ngùa víi 0<τ  (tr−íc khi xung ®Ëp vμo bê). TØ 

lÖ th¼ng ®øng ®−îc phãng ®¹i, 1  2 00
2 <<<<τ− kKkK /,  
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Sau khi ®Ønh cña chïm sãng tíi ®Ëp vμo bê, τ  trë thμnh 
d−¬ng vμ ®iÓm yªn ngùa S  di chuyÓn tíi gãc phÇn t− thø t−. 
Tr−êng hîp thó vÞ nhÊt lμ khi 

Nkk
~

=0 ,                                     (11.19) 

nghÜa lμ sãng tíi cã tÇn sè gièng nh− mét trong nh÷ng hμi céng 
h−ëng thÊp nhÊt N . §èi víi )(1OK <τ  chïm sãng vÉn phï hîp, 

cã mét kho¶ng thêi gian khi S  n»m ngay phÝa trªn cùc thø N , 
nghÜa lμ NkK ˆ−<τ22 . §Ó dÞch chuyÓn ®−êng tÝch ph©n tíi ®−êng 

ngang ®i qua S , ta ph¶i tÝnh tíi c¸c ®ãng gãp tõ nh¸nh bÞ c¾t vμ 
tõ c¸c cùc n»m ë phÝa trªn ®iÓm S  vμ t−¬ng øng víi c¸c  hμi cã 
tÇn sè thÊp h¬n tÇn sè sãng tíi. Xem h×nh 11.3, chóng ta ph©n 
t¸ch nh¸nh bÞ c¾t sao cho nã ®i theo ®−êng s−ên dèc. Theo ®Þnh 
lý Cauchy th× 

π
π

−ζ+ζ+ζ=ζ
n

HHHH i
K

BIII d− thÆng2
21321  Re)()()( / , 

              (11.20) 

trong ®ã )( αζ IH  ®¹i diÖn cho ph−¬ng tr×nh (11.10) víi αI  lμ 
®−êng lÊy tÝch ph©n. Däc theo 2I  vμ 3I  (chóng lμ c¸c ®−êng 

s−ên dèc), l©n cËn cña 0=k  ®ãng gãp chÝnh cho tÝch ph©n. Do cã 
hÖ sè nhá )/exp( 22

0 4Kk− , c¸c tÝch ph©n t−¬ng øng )( 2IHζ  vμ 
)( 3IHζ  lμ kh«ng quan träng. 

PhÇn d− ®èi víi hμi n  cã thÓ thu ®−îc b»ng c¸ch tr−íc tiªn 
sö dông ph−¬ng tr×nh (6.22), ph−¬ng tr×nh nμy ®óng cho vïng 
gÇn cùc 
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trong ®ã nk
~

 ®−îc cho b»ng ph−¬ng tr×nh (6.23). PhÇn d− sÏ lμ 
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nã còng lμ d¹ng nhá e mò ®èi víi mäi Nn ≠ . 

 

H×nh 11.3  §Þa h×nh gÇn ®iÓm yªn ngùa víi 0>τ  (sau khi xung ®Ëp vμo bê) c¸c 

nh¸nh c¾t 2I  vμ 3I  ®i theo ®−êng s−ên dèc. N  tham chiÕu tíi cùc céng h−ëng 

B©y giê chóng ta ®i kh¶o s¸t sè h¹ng )( 1IHζ . Do ®iÓm S  

kh¸ gÇn víi cùc NN kik ˆ~
+  nªn ta cÇn thùc hiÖn thªm mét sè viÖc. 

L¹i sö dông ph−¬ng tr×nh (11.22), tõ ph−¬ng tr×nh (11.10) ta 
®−îc 
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sau khi sö dông ph−¬ng tr×nh (11.16) vμ ph−¬ng tr×nh (11.19), 
nã cã thÓ ®−îc viÕt thμnh 



 154


∞

∞−

σ−

+

τ−τ−

+τ−σ
σ

−π
≅ζ

)ˆ()(
Re)(

/ˆ

/
N

K

N

kiK

H
kKi

de
L

ee
K

BI
N

2

4

1211
2

2222

.     (11.24) 

TÝch ph©n ë trªn cã thÓ ®−îc tÝnh to¸n mét c¸ch chÝnh x¸c 
(theo Carrier, 1970), chi tiÕt ®−îc tr×nh bμy trong phÇn phô lôc 
5.D. Trong tr−êng hîp ®Æc biÖt víi 02 2 <+τ NkK ˆ  th× ®iÓm S  vÉn 

n»m trªn cùc, vμ cã 
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Khi thêi gian t¨ng lªn n÷a th× NkK ˆ+τ22  lμ d−¬ng, tÝch ph©n 
däc theo 1I  trë thμnh 
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(xem phô lôc 5.D). B©y giê ta ph¶i céng thªm thμnh phÇn d− tõ cùc 
N : 

22 4
1

212 Kkkki
N

NNN eee
KL

iB /ˆˆ~/

)(
Re ττ

+−
π−

,                     (11.27) 

theo ph−¬ng tr×nh (11.23). KÕt qu¶ kÕt hîp l¹i còng ®−îc tr×nh 
bμy b»ng ph−¬ng tr×nh (11.25). Râ rμng r»ng vÞnh bÞ kÝch ho¹t ë 
tÇn sè cña hμi N  vμ suy gi¶m theo thêi gian suy gi¶m ph¸t x¹ 

1
 

−
∝ Nk̂ . Biªn ®é cùc ®¹i trong vÞnh t¨ng theo kho¶ng  thêi gian 

cña nhãm sãng tíi t¨ng (gi¶m K ). §èi víi nhãm sãng ng¾n h¬n 
( K  lín h¬n), gi¸ trÞ cùc ®¹i kh«ng chØ nhá h¬n mμ cßn xuÊt hiÖn 
sím h¬n. 

 

 

 

H×nh 11.4  C¸c ph¶n øng ng¾n ®èi víi sãng ®Ønh ®¬n: (a) xung dμi, (b) xung 

ng¾n. §−êng cong liÒn nÐt: sãng tíi; ®−êng ®øt nÐt: ph¶n øng cña c¶ng (theo 

Carrier & Shaw, 1970), Tsunamis in the Pacific Ocean) 

Ph©n tÝch trªn cã thÓ ®−îc më réng cho c¸c vÞnh cña c¶ng 
d¹ng hai chiÒu thùc sù. Hμi Helmholtz cã tÇm sè céng h−ëng vμ 
tèc ®é suy gi¶m thÊp nhÊt, nã cã thÓ bÞ kÝch ho¹t b»ng mét xung 
®¬n víi tÇn sè mang xÊp xØ kh«ng 0≈ω . Carrier vμ Shaw (1970) 
®· tÝch ph©n sè ph¶n øng ®iÒu hoμ ®Ó thu ®−îc ph¶n øng g¾n 
trong mét c¶ng ch÷ nhËt cã 600=B bé, 100=L bé, 21=h bé. §èi 
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víi mét xung rÊt dμi (kho¶ng t¸c ®éng kho¶ng 6,4 lÇn chu kú 
cña hμi Helmholtz), hä ®· thÊy r»ng ph¶n øng lμ thô ®éng nh− 
tr×nh bμy trªn h×nh 11.4a. Lý do lμ phæ Fourier cña mét xung 
ph¼ng lμ rÊt nhän víi 00 =k  vμ K  rÊt nhá; phÇn thÆng d− tõ 

cùc Helmholtz lμ rÊt nhá. Tuy nhiªn ®èi víi mét xung cùc ng¾n 
th× hμi Helmholtz bÞ kÝch ho¹t nh− trªn h×nh 11.4b. Sù kÝch 
ho¹t nμy xuÊt hiÖn bëi v× phæ Fourier cña mét xung tíi ng¾n lμ 
rÊt réng ( K  lín) v× thÕ ®Þa h×nh ë gÇn yªn ngùa lμ mÒm m¹i, vμ 
phÇn thÆng d− tõ cùc Helmholtz lμ ®¸ng kÓ. Cuèi cïng, h×nh 
11.5 tr×nh bμy ph¶n øng cña hμi Helmholtz bÞ kÝch ho¹t do mét 
gãi sãng tíi. Sù lín dÇn lªn ®Õn céng h−ëng ®èi víi 0<t  vμ sù 
déi trë l¹i vμ sù suy yÕu ®èi víi 0>t  vÒ mÆt ®Þnh tÝnh phï hîp 
víi c¸c kÕt qu¶ gi¶i tÝch cña mét vÞnh hÑp. 

 

H×nh 11.5  Ph¶n øng ng¾n ®èi víi mét gãi sãng tíi (theo Carrier & Shaw, 1970, 

Tsunamis in the Pacific Ocean) 

§èi víi cÆp vÞnh h×nh vu«ng, c¸c nghiªn cøu sè vμ gi¶i tÝch 
®· ®−îc Risser thùc hiÖn n¨m 1976. Trªn h×nh 11.6 tr×nh bμy 
mét kÕt qu¶ thÝ dô cña Risser cho hÖ thèng c¶ng ®· ®−îc vÏ 
trong h×nh 9.1a víi 20=h m vμ 1000== LB m. TÇn sè mang cña 

chïm sãng ®−îc gi¶ thiÕt lμ 2893,=kB  nã t−¬ng øng víi ®Ønh 

thÊp nhÊt thø ba ( Bk −
01  hay Bk −

10 ). Theo thuËt ng÷ vËt lý th× chu 
kú sãng tíi 1360 =T s. §èi víi mét chïm sãng cã kho¶ng tån t¹i 

030T= , c¸c ®−êng bao cña c¸c ph¶n øng t¹i c¸c ®iÓm P  vμ Q  

®−îc ®¸nh dÊu trªn b¶n ®å lång ghÐp vμ ®−îc tr×nh bμy trªn h×nh 
11.6. ThËt thó vÞ lμ cã sù dao ®éng trao ®æi n¨ng l−îng gi÷a hai 
vÞnh cña c¶ng vμ sù ph¶n øng cña vÞnh phÝa trong cã thÓ h¬i cao 
h¬n vÞnh phÝa ngoμi. 

Phô lôc 5.A: Hμm nguån ®èi víi vÞnh h×nh ch÷ 
nhËt 

Trong môc phô lôc nμy, chóng ta x©y dùng l¹i  hμm nguån 
);,( yyxG ′  tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh Helmholtz 

022 =+∇ Gk )( ,                                   (A.1) 

vμ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

0=
∂
∂

y
G

  t¹i  LxBy <<= 0      0 ,, ,                      (A.2) 

(A.3) 





=−δ
=

=
∂
∂

0          

          0

xyy
Lx

x
G

)'(
 

(A.4) 

Nh− vËy, G  biÓu diÔn mét nguån trªn t−êng t¹i 
yyx ′==   0, . 

Ta gi¶ sö nghiÖm cã d¹ng 


∞

=

π=
0n

n B
ynxXG cos)( ,                              (A.5) 

vμ chó ý r»ng nã tho¶ m·n ®iÒu kiÖn th«ng l−îng b»ng 
kh«ng (A.2). ThÕ ph−¬ng tr×nh (A.5) vμo ph−¬ng tr×nh (A.1), ta 
cã 
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NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (A.6) tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 
(A.3) ®¬n gi¶n lμ 

)(cos LxKAX nnn −= .                            (A.8) 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè ch−a biÕt nA  trong ph−¬ng tr×nh 

(A.8), tr−íc tiªn ta thÕ ph−¬ng tr×nh (A.8) vμo ph−¬ng tr×nh 
(A.5) vμ sö dông ®iÒu kiÖn (A.4), ta cã: 
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Thø hai, ta nh©n c¶ hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (A.9) víi 
)/cos( Bynπ  vμ tÝch ph©n theo y  tõ 0 ®Õn B . Theo mèi quan hÖ 
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th× c¸c hÖ sè t×m ®−îc lμ 
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Cuèi cïng, hμm nguån sÏ lμ 
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Phô lôc 5.B: Tæng cña chuçi G~  

Chuçi ®Ó lÊy tæng lμ 
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Ta ®Æt 
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B
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π
=η′π=ηπ=ξ ,, ,                         (B.5) 

vμ sö dông ®¼ng thøc l−îng gi¸c ta ®Ó ý lμ 

η′η=′ nnyYyY nn coscos)()(  

[ ]{ }∗++= η′+η−η′−η− )()( jnjn ee4
1 ,              (B.6) 

trong ®ã (*) ký hiÖu liªn hiÖp phøc cña c¸c sè h¹ng phÝa tr−íc 
trong dÊu mãc. ThÕ c¸c ph−¬ng tr×nh (B.6) vμ (B.3) vμo trong 
ph−¬ng tr×nh (B.2), ta cã 
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trong ®ã 

)(),( η′+η+ξ=′η′−η+ξ=          jZjZ ss .                  (B.8) 

ThÕ ph−¬ng tr×nh (B.7) vμo ph−¬ng tr×nh (B.1) thu ®−îc 
bèn chuçi v« h¹n, mçi chuçi cã thÓ ®−îc lÊy tæng d−íi d¹ng gÇn 
®óng theo c«ng thøc sau (theo Collin, 1960, trang 579): 
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Phô lôc 5.C: Chøng minh nguyªn lý biÕn thiªn 

Hμm J  ®−îc ®Þnh nghÜa lμ 
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)()( θθ′=θ′θ     KK .                               (C.3) 

Ta sÏ chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh (C.2) t−¬ng ®−¬ng víi 
sù triÖt tiªu cña biÕn thiªn thø nhÊt cña J , tøc 

0=δJ .                                       (C.4) 

§Æt mét nghiÖm xÊp xØ lμ F , nã kh¸c nghiÖm ®óng F  mét 
l−îng lμ Fδ , tøc 
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Nh− vËy, gi¸ trÞ gÇn ®óng cña J  lμ 
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trong ®ã ký hiÖu rót gän ®−îc sö dông lμ )(θ′=′ FF . BiÕn thiªn 

thø nhÊt cña J  lμ 
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Do tÝnh ®èi xøng cña K  (xem ph−¬ng tr×nh (C.3)) nªn 
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Nh− vËy ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n (C.2) bao hμm ph−¬ng 
tr×nh (C.4). Ng−îc l¹i, nÕu ph−¬ng tr×nh (C.4) ®óng cho gi¸ trÞ 
nhá bÊt kú Fδ , th× ph−¬ng tr×nh (C.2) ph¶i ®óng. 

Phô lôc 5.D: ¦íc l−îng tÝch ph©n 

Carrier (1970) ®· ®−a ra kÕt qu¶ sau: 
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nã cã thÓ ®−îc khai triÓn b»ng c¸ch lÊy tÝch ph©n ®−êng (theo 
Risser, 1976). Tr−íc hÕt xÐt 0>γ  vμ ®−a ra γ+σ= iz . Tõ ®ã ta 

cã 
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Cùc b©y giê n»m t¹i gèc cña mÆt z  trong khi ®ã ®−êng lÊy 
tÝch ph©n n»m ë trªn trôc z  thùc. Theo ®Þnh lý Cauchy, ®−êng 
lÊy tÝch ph©n cã thÓ ®−îc thay b»ng trôc z  thùc nghÜa lμ ë trªn 
gèc. 
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NÕu 0<γ , ta viÕt   γ−=γ , ®iÒu nμy cã nghÜa lμ thay thÕ i  

b»ng i−  trong hμm bÞ tÝch cña ph−¬ng tr×nh (D.1), tøc thay ®æi 
dÊu. 

 

 

 

Ch−¬ng  6 - C¸c hiÖu øng tæn thÊt cét n−íc t¹i 
eo hÑp ®èi víi sù ph©n t¸n sãng dμi: Lý thuyÕt 

thuû lùc 
 

Trong lý thuyÕt lý t−ëng vÒ sãng ph©n t¸n trong chÊt láng 
kh«ng nhít, ng−êi ta th−êng gi¶ thiÕt chÊt láng chuyÓn ®éng 
song song víi biªn cøng cña t−êng hay cña vËt thÓ. Tuy nhiªn, 
trªn thùc tÕ gradient ¸p suÊt ng−îc vμ ®é nhít cã thÓ lμm chËm 
chuyÓn ®éng  gÇn n¬i dßng uèn l−în ®ét ngét, buéc dßng ch¶y bÞ 
ph©n t¸ch vμ t¹o ra c¸c xo¸y n−íc cã ®é xo¸y cao, g©y mÊt n¨ng 
l−îng ®¸ng kÓ. Khuynh h−íng tù nhiªn nμy gièng nh− c¸c tÊm 
l−íi lç trªn t−êng  nhμ hÊp thô n¨ng l−îng ©m. Jarlan (1965) ®· 
®−a ý t−ëng nμy vμo kü thuËt vïng bê vμ s¸ng chÕ thiÕt kÕ ®ª 
ch¾n sãng víi tÊm d¹ng l−íi khoÐt lç g¾n phÝa tr−íc t−êng cøng. 
Sù tiªu t¸n ®−îc t¨ng c−êng do c¸c tia n−íc chui qua c¸c lç khi 
mùc n−íc bÒ mÆt ë hai phÝa kh¸c nhau. C¸c ®ª ch¾n sãng d¹ng 
t−¬ng tù ®· ®−îc x©y dùng t¹i c¸c c¶ng Baie Comeau vμ c¶ng 
Chandler ë Quebec, Canada vμ c¶ng Roscoff ë Ph¸p (Richey vμ 
Sollitt, 1969). Mét thÝ dô míi h¬n vμ Ên t−îng h¬n lμ bÓ chøa 
dÇu Ekofisk ë B¾c H¶i: nã ®−îc bao bäc bëi mét mét ®ª ch¾n 
sãng d¹ng l−íi lç vßng trßn ®−êng kÝnh xÊp xØ 90 m trªn vïng 
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 159

biÓn s©u 70 m (Gerwick vμ Hognestad, 1973). ë c¶ng Osaka 
NhËt b¶n (Hayashi, Kano vμ Shirai, 1966) cã mét ®ª ch¾n sãng 
gåm mét d·y èng trßn ®−êng kÝnh 2 m ®Æt c¸ch nhau 0,5 cm ®· 
®−îc sö dông. 

Trong tÊt c¶ c¸c thiÕt kÕ nμy, sù ph©n t¸ch dßng do sù co 
hÑp vμ d·n ra ®ét ngét lμ ®Æc tÝnh vËt lý c¬ b¶n. Sù ph©n t¸ch 
dßng xung quanh mét h×nh trô nhá lμ mét chñ ®Ò quan träng 
®èi víi c¸c c«ng tr×nh ngoμi kh¬i vμ ng−êi ta ®· nghiªn cøu thùc 
nghiÖm nhiÒu víi c¸c cét trô ®¬n ®éc cã biªn chu vi tr¬n hay s¾c 
c¹nh (thÝ dô, xem Sarpkaya vμ Issacson, 1981). Tõ c¸c thùc 
nghiÖm thÊy r»ng sè Strouhal aU ω/  (hay t−¬ng ®−¬ng lμ sè 
Keulegan–Carpenter aUT /  trong c«ng tr×nh ®Çu tiªn cña G. H. 
Keulegan vμ L. H. Carpenter, 1956 vÒ c¸c dßng dao ®éng) lμ 
mét tham sè quan träng, ë ®©y U  lμ biªn ®é vËn tèc vμ a  lμ 
kÝch th−íc cña vËt. Theo Graham (1980), cã Ýt nhÊt lμ hai chÕ ®é 
ph©n biÖt trong kho¶ng 1002 << aUT / . Víi 20>aUT /  (con sè 
nμy phô thuéc vμo thiÕt diÖn ngang cña trô), th× vÕt rÏ n−íc giíi 
h¹n gåm mét sè c¸c xo¸y sÏ to¶ réng xuèng phÝa xu«i dßng kÓ tõ 
®iÓm ph©n dßng. Khi aUT /  t¨ng th× vÕt rÏ n−íc sÏ dμi ra vμ 
cμng gièng víi t×nh huèng dßng æn ®Þnh cña ®−êng xo¸y 
Karman. Tuy nhiªn, víi 20<aUT /  th× c¸c xo¸y t¶n ra khái c¸c 
®iÓm ph©n dßng cña trô; tõng xo¸y mét bÞ cuèn trë l¹i bëi dßng 
ch¶y ng−îc ®Õn phÝa bªn kia cña trô ®Ó liªn kÕt thμnh cÆp víi 
mét xo¸y kÕ tiÕp víi dÊu ng−îc l¹i. CÆp xo¸y nμy sau ®ã cuèn 
tr«i khái vËt thÓ víi mét gãc lín (~45o) so víi dßng tíi. C«ng 
thøc tæn thÊt do ma s¸t tØ lÖ víi b×nh ph−¬ng vËn tèc ®Þa 
ph−¬ng (xem ph−¬ng tr×nh (1.17) d−íi ®©y) chØ ®óng víi c¸c gi¸ 
trÞ aUT /  lín. §¸ng tiÕc, ta ch−a cã mét chØ tiªu t−¬ng tù ¸p 
dông cho c¸c khe hay c¸c lç hë. V× sè Keulegan–Carpenter cã 

thÓ lμ l¬n h¬n * trong tr−êng hîp c¸c kÝch th−íc cña ®ª ch¾n 
sãng vμ chu kú sãng th«ng th−êng, nªn c«ng thøc tæn thÊt b×nh 
ph−¬ng Ýt ra còng gióp ta cã −íc l−îng th« mét khi ch−a cã 
thªm c¸c d÷ liÖu thùc nghiÖm. Víi c¸c bμi to¸n ph©n t¸n mét 
chiÒu, mét lý thuyÕt b¸n kinh nghiÖm kiÓu ®ã ®· ®−îc ®Ò x−íng 
bëi Hayashi, Kano vμ Shirai (1966), Terrett, Osorio vμ Lean 
(1968)... Sau nμy lý luËn cña hä ®· ®−îc Mei, Liu vμ Ippen 
(1974) hoμn thiÖn thªm vμ ®−îc tr×nh bμy d−íi ®©y. 

6.1  Sù ph©n t¸n mét chiÒu bëi ®ª ch¾n sãng 
d¹ng sÎ r·nh hoÆc d¹ng l−íi lç 

6.1.1  C¸c ph−¬ng tr×nh m« t¶ 

Ta giíi h¹n nghiªn cøu víi c¸c sãng biªn ®é nhá trªn n−íc 
n«ng. V× tèc ®é ®Þa ph−¬ng ë l©n cËn ®iÓm thu hÑp ®ét ngét cã 

thÓ lín, ta nªn kÓ ®Õn sù phi tuyÕn vμ b¾t ®Çu b»ng c¸c ph−¬ng 
tr×nh Airy – c¸c ph−¬ng tr×nh (5.11) vμ (5.12) ®· thÊy trong 

ch−¬ng 3: 
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XÐt mét bøc c¶n máng víi hai cét th¼ng ®øng réng b2 . 
Kho¶ng c¸ch t©m tíi t©m gi÷a hai cét lμ a2 . TÝnh chÊt tuÇn hoμn 
cho phÐp ta xÐt mét kªnh víi c¸c t−êng biªn bªn trïng víi hai 
®−êng xuyªn t©m cña hai cét ®øng kÒ cËn nh− trªn h×nh 1.1. Gi¶ 

                                                 
* Víi sãng thÇn truyÒn qua mét ®ª ch¾n sãng, ta cã thÓ lÊy m/s 1=U , 

s 360=T  vμ =a ®é dÇy ®ª ch¾n sãng =10 m, vËy 360=aUT / . Víi sãng 
giã tÊn c«ng vμo mét ®ª ch¾n sãng d¹ng l−íi lç ta cã thÓ lÊy tèc ®é qua 
lç 3=U m/s, 10=T s, 50,=a m, khi ®ã 60=aUT / . 
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thiÕt ®é s©u h  kh«ng ®æi. Sãng tíi dμi, biªn ®é thÊp vμ truyÒn tíi 
th¼ng gãc. VËy ph¶i tho¶ m·n c¸c ph−¬ng tr×nh: 
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hai ph−¬ng tr×nh nμy lμ giíi h¹n cña c¸c ph−¬ng tr×nh (1.1) vμ 
(1.2) khi 1<<hA / . Mét c¸ch t−êng minh h¬n, sãng tíi cã thÓ viÕt 
nh− sau: 

[ ])()( txkitxkiI eeA ω−−ω− +=ζ     
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ë ®©y ®· gi¶ ®Þnh sãng tíi kh«ng chØ lμ sãng dμi so víi ®é 
s©u mμ thËm chÝ dμi h¬n so víi ®é réng kªnh, do ®ã  1<<ka . 

C¨n cø trªn h×nh 1.1, gäi vïng c¸ch vïng th¾t mét ®o¹n 
)( 1

 
−kO  lμ vïng xa. V× 1<<ka  nªn dßng ch¶y lμ mét chiÒu vμ m« 

t¶ b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh (1.3) vμ (1.4) ë c¶ hai phÝa cña bøc 
c¶n. NghiÖm cña chóng ph¶i ®−îc liªn kÕt l¹i t¹i bøc c¶n nhê 
vμo nh÷ng ®iÒu kiÖn ghÐp nhÊt ®Þnh tuú thuéc vïng gÇn – tøc 
l©n cËn )(aO  quanh bøc c¶n.  

6.1.2  C¸c ®iÒu kiÖn ghÐp vμ vïng gÇn 

Víi vïng th¾t ®ñ hÑp vμ biªn ®é võa ph¶i, dßng bÞ chia ra ë 
phÝa sau bøc ch¾n. Mét tia n−íc h×nh thμnh, nã më réng ra vμ 
®ông ph¶i c¸c tia xuÊt ph¸t tõ c¸c cét ch¾n bªn c¹nh ®Ó t¹o 
thμnh hai d¶i xo¸y. ë xa h¬n vÒ phÝa xu«i, dßng l¹i trë nªn gÇn 
nh− dßng mét chiÒu. Ta ký hiÖu giíi h¹n ngoμi cña vïng gÇn lμ 

−x  vμ +x  nh− trªn h×nh 1.1. T×nh huèng sÏ ng−îc l¹i nÕu dßng 

®æi chiÒu.  

 

H×nh 1.1  Vïng gÇn vμ vïng xa 

Trong vïng gÇn phøc t¹p nμy, ph−¬ng tr×nh liªn tôc (1.1) cã 
thÓ ®−îc ®¬n gi¶n ho¸. ThËm chÝ ngay khi kh«ng cã khe hay lç 
hæng, biªn ®é sãng tèi ®a cã thÓ b»ng A2 , do ®ã ta cã thÓ bá qua 
ζ  so víi h . H¬n h÷a gi÷a −x  vμ +x  kÝch th−íc ngang lμ a , 

)(AO=ζ , )( 1−ω= Ot  vμ ))()/(( / 21 ghhAOu ≥ ; suy ra 
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u . 

Ph−¬ng tr×nh liªn tôc (1.1) trë thμnh  

0≅⋅∇ u .                                        (1.7) 

Bªn ngoμi vïng xo¸y rèi, ta ¸p dông ph−¬ng tr×nh chuyÓn 
®éng kh«ng nhít. V× vËn tèc qua c¸c cét ch¾n cã thÓ lín, ta gi÷ 
l¹i sè h¹ng ®èi l−u qu¸n tÝnh, tøc toμn bé ph−¬ng tr×nh (1.2), 
ph−¬ng tr×nh nμy ®óng ë bªn ngoμi d¶i xo¸y.  

B©y giê ta ¸p dông quan ®iÓm thuû lùc b»ng c¸ch kh¶o s¸t 
c¸c trÞ sè trung b×nh thiÕt diÖn ngang g÷a −x  vμ +x . Sau khi tÝch 

ph©n ph−¬ng tr×nh (1.7), thÊy r»ng 

SuSuSu cc +==_ ,                                 (1.8) 

ë ®©y S  lμ tæng diÖn tÝch kªnh, cS  lμ diÖn tÝch t¹i ®o¹n th¾t 
tÜnh m¹ch vμ cã quan hÖ víi diÖn tÝch biªn më rßng 0S  b»ng 

mét hÖ sè tho¸t n−íc thùc nghiÖm c : 
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0cSSc = ;                                         (1.9) 

cu  lμ vËn tèc trung b×nh t¹i ®o¹n th¾t tÜnh m¹ch. 

Bªn ngoμi vïng xo¸y, ®Ó nhÊt qu¸n víi ph−¬ng tr×nh (1.2) 
ta xem u  lμ kh«ng xo¸y, tøc Φ∇=u . Khi ®ã ph−¬ng tr×nh 
Becnoulli cã d¹ng 
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¸p dông ph−¬ng tr×nh (1.1) cho ®o¹n gi÷a −x  vμ 0x , tøc t¹i 

®o¹n th¾t tÜnh m¹ch (xem h×nh 1.1), ta ®−îc 
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trong ®ã gi¶ thiÕt r»ng ë c¶ hai tr¹m sù biÕn thiªn ngang h−íng 
cã thÓ bá qua. 

PhÝa xu«i dßng cña bøc ch¾n, ta ¸p dông sù b¶o toμn ®éng 
l−îng chung cho thÓ tÝch EBCF trªn h×nh 1.1. Trong vïng chia 
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víi JS  lμ diÖn tÝch thiÕt diÖn ngang cña vïng tia xiÕt. Trõ 

ph−¬ng tr×nh (1.11) cho ph−¬ng tr×nh (1.12) vμ sö dông (1.8), ta 
®−îc 
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trong ®ã tÝch ph©n thø nhÊt suy ra tõ ®Þnh nghÜa Φ . NÕu ta 

®−a ra hÖ sè tæn thÊt f : 
2
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1
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th× ph−¬ng tr×nh (1.13) cã thÓ ®−îc viÕt thμnh 

t
u

g
Lu

g
f

 

 2

2 ∂
∂

+=ζ−ζ +
++− ,       0>+u .               (1.16) 

NÕu ®èi sè ®−îc lÆp l¹i cho 0<+u , mét dÊu ©m sÏ xuÊt hiÖn 

phÝa tr−íc sè h¹ng thø nhÊt ë vÕ ph¶i ph−¬ng tr×nh (1.16). TÝnh 
®Õn c¶ hai h−íng cña dßng, ta cã 

t
u

g
Luu

g
f

 

 
 

2 ∂
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++=ζ−ζ +
++− .                        (1.17) 

Khi c¸c hÖ sè f  vμ L  ®−îc x¸c ®Þnh (b»ng thùc nghiÖm) th× 

c¸c ph−¬ng tr×nh (1.8) vμ (1.17) cung cÊp c¸c ®iÒu kiÖn biªn cho 
c¸c nghiÖm vïng xa trªn hai phÝa cña vËt ch¾n. Do kÝch th−íc 
dμi cña vïng xa lμ )( 1−kO , mét c¸ch xÊp xØ, c¸c ®iÒu kiÖn ghÐp 

cã thÓ ®−îc ¸p dông cho c¸c nghiÖm vïng xa b»ng c¸ch cho 
0±→x . 

NÕu cã mét t−êng cøng t¹i lx = , nh− trong tr−êng hîp mét 
®ª ch¾n víi t−êng d¹ng l−íi lç, ta ph¶i thªm ®iÒu kiÖn biªn 

0=∂ζ∂ + x/  t¹i lx = . NÕu vïng më réng tíi ±∞→x , th× c¸c sãng 

ph©n t¸n ph¶i ®i ra tõ 0=x  (®iÒu kiÖn ph¸t x¹). Trªn thùc tÕ, 
®é réng cña ®ª l  th−êng cã bËc O (10m) vμ ng¾n h¬n so víi b−íc 
sãng thiÕt kÕ. Sö dông ph−¬ng tr×nh (1.9) vμ ph−¬ng tr×nh 
(1.17) cho t−êng l−íi lç lμ hoμn toμn kh«ng ®−îc phÐp vÒ gãc ®é 
lý thuyÕt. 
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HiÓn nhiªn, cã thÓ quy n¹p mét c«ng thøc cho lùc t¸c ®éng 
lªn t−êng cøng. XÐt chÊt láng trong ABCD  vμ ë bªn ngoμi vËt vμ 
d¶i rÏ n−íc cña nã. HiÖu øng thùc cña ph©n bè ¸p suÊt trªn mÆt 
phÝa th−îng l−u cña vËt vμ trong d¶i rÏ n−íc cña nã lμ t¹o ra 
mét lùc F−  chèng l¹i chÊt láng trong thÓ tÝch ®ang xÐt. Nh− 
vËy tõ c©n b»ng ®éng l−îng 
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tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (1.8), (1.15) vμ (1.17) suy ra 
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1            (1.18) 

6.1.3  C¸c hÖ sè f vμ L 

§−îc biÕt r»ng trong c¸c dßng æn ®Þnh qua c¸c lç cã r×a s¾c, 
th× hÖ sè tho¸t n−íc c  (còng nh− f ) chñ yÕu phô thuéc vμo 

h×nh d¹ng lç, nÕu sè Reynolds ®ñ lín sao cho sù chia dßng biÓu 
hiÖn rÊt râ.  §èi víi lç cã c¹nh s¾c, c«ng thøc thùc nghiÖm lμ 

3

0 4060 





+=

S
Sc ,, .                               (1.19) 

§èi víi c¸c c¹nh dÇy vμ thu«n trßn th× hÖ sè tho¸t n−íc c  
xÊp xØ 1. Theo c«ng thøc nμy, c  biÕn thiªn trong kho¶ng 0,6 vμ 
1. Khi luång chÊt láng ch¶y qua gi¶m tèc th× tÇn sè xo¸y gi¶m 
®i. Nh− vËy, f  vμ c  thay ®æi theo vËn tèc vμ gia tèc tøc thêi, vμ 

do ®ã, theo sè Reynolds vμ sè Strouhal. V× kh«ng cã d÷ liÖu thùc 
nghiÖm tæng hîp vÒ f  vμ c  cho lo¹i dßng dao ®éng nμy cho nªn 

trong v¨n liÖu kü thuËt th−êng sö dông c¸c gi¸ trÞ cña tr−êng 
hîp æn ®Þnh. MÆt kh¸c, ®é dμi L  lμ khã −íc l−îng nhÊt. Trong 
lóc Hayashi (1966) hoμn toμn bá qua L , th× Terrett (1968) ®· 
chän mét gi¸ trÞ h»ng sè ®Ó tiÕn hμnh thùc nghiÖm. NÕu kh«ng 

cã sù ph©n dßng, th× bμi to¸n gi¸ trÞ biªn sÏ tuyÕn tÝnh; ®é dμi 
t−¬ng øng, ký hiÖu b»ng 0L  ë ®©y, cã thÓ ®−îc tÝnh b»ng lý 
thuyÕt hai chiÒu. Thùc tÕ lμ víi c¸c sãng dμi, 0L  cã quan hÖ víi 

c¸c hÖ sè truyÒn qua T  vμ ph¶n x¹ R  nh− s¾p chØ ra d−íi ®©y. 
ë vïng xa, n¬i dßng ch¶y lμ mét chiÒu, th× li ®é cña mÆt tù do 
x¸c ®Þnh b»ng c¸c ph−¬ng tr×nh: 

)( tkxiAe ω−
− =ζ ,             0<x ,                      (1.20) 

)( tkxiATe ω−
+ =ζ , 0>x .                                (1.21) 

 ¦íc l−îng −ζ  t¹i −x , +ζ  t¹i +x  vμ l−u ý −kx , 1 <<+xk  ta cã 

( ) tieTRA ω−
+− −+≅ζ−ζ   1 .                      (1.22) 

T¹i +x  tr−êng vËn tèc ë phÝa ph¶i b»ng 

tiATegkgku ω−
++ ω
≅ζ

ω
= .                        (1.23) 

Víi ph−¬ng tr×nh (1.23), ph−¬ng tr×nh (1.22) cã thÓ ®−îc 
viÕt thμnh d¹ng 

( )
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 +−=ζ−ζ +− ,                (1.24) 

ë ®©y 0L  x¸c ®Þnh b»ng  

( )




 +−=

ikT
RTL 1

0 .                               (1.25) 

Sau khi nh©n víi gSρ , ta cã thÓ lý gi¶i ph−¬ng tr×nh (1.24) nh− 
lμ ®Þnh luËt thø hai cña Newton ®èi víi khèi l−îng 0SLρ  chÞu 
mét lùc thùc )( +− ζ−ζρgS ; ¶nh h−ëng cña lç t−¬ng ®−¬ng víi 
viÖc thªm mét khèi l−îng 0SLρ  t¹i thiÕt diÖn 0=x . C¸c hÖ sè 

truyÒn qua vμ ph¶n x¹ cÇn ph¶i ®−îc x¸c ®Þnh b»ng lý thuyÕt 
hai chiÒu t¹i c¸c vÞ trÝ cô thÓ. C¸c sãng dμi biªn ®é nhá b©y giê 
gièng hÖt nh− c¸c sãng ©m; nh÷ng kÕt qu¶ ph©n tÝch cho mét sè 
lç ©m thanh (khe trong tÊm h×nh ch÷ nhËt, lç h×nh trßn trong 
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mét ®−êng èng trßn...) còng cã thÓ ®−îc ¸p dông trong tr−êng 
hîp nμy. ThÝ dô nh− ®èi víi mét khe hÑp hai chiÒu, ta cã: 







 π+π

π
≅

a
b

a
b

a
L

4
ctg

4
tg

2
11

2
0 ln ,   1<<ka                  (1.26) 

(Morse vμ Ingard, 1968). ThÊy r»ng víi sãng dμi th× 0L  phô 

thuéc vμo k  trong phÐp xÊp xØ trªn. Chóng t«i giμnh phÇn dÉn 
lËp c«ng thøc nμy lμm mét bμi tËp vÒ phÐp tiÖm cËn ghÐp. 
Trong c¸c giíi h¹n lín vμ nhá cña c¸c khe, ta cã 
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0 2121
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.                       (1.27) 

ThËm chÝ ®èi víi 0SS /  rÊt lín, )/(ln 0 SS  thùc tÕ vÉn cã bËc lμ 
)(1O ; tØ sè 

( )0
0 0 kL

t
u

g
L =

∂
∂

ζ
+                                (1.28) 

rÊt nhá ®èi víi c¸c sãng dμi. Do ®ã, +− ζ≅ζ  vμ chç th¾t kh«ng cã 

t¸c dông. KÕt qu¶ nμy cã liªn quan ®Õn lËp luËn trong môc 5.5, 
ë ®ã nãi r»ng c¸c hÖ sè truyÒn qua gÇn b»ng 1 trong thuyÕt 
kh«ng xo¸y, trõ khi 0SS /  lμ mét sè rÊt lín. 

NÕu cã sù ph©n dßng, th× râ rμng lμ khã vËn dông L  vÒ 
mÆt lý luËn. So víi dßng kh«ng bÞ ph©n t¸ch, th× sù ph©n dßng 
®· lμm gi¶m ®é cong cña c¸c luång ch¶y côc bé quanh khe hÑp. 
Gia tèc ®Þa ph−¬ng, nguyªn nh©n g©y ra ph¶n øng thuû ®éng 
lùc vμ do ®ã, khèi l−îng biÓu kiÕn, còng bÞ gi¶m ®i. Nãi c¸ch 
kh¸c, ta cã thÓ kú väng 0L  kh«ng nhít lμ giíi h¹n trªn cña L . 

B©y giê ta h·y so s¸nh sè h¹ng qu¸n tÝnh víi sè h¹ng tæn thÊt 
ma s¸t trong ph−¬ng tr×nh (1.17): 

( ) ( )
( ) 










=










=

∂∂
=α

++

+

hAf
aLakO

hAf
LkO

uugf
tugL

/
/

//
//

 

    

 

 

   

   

2
1

2
1

22
  

2

 
. 

Thay 0L  trong ph−¬ng tr×nh (1.26) cho L , ta thÊy tØ sè trªn 

chØ quan träng ®èi víi c¸c sãng t−¬ng ®èi ng¾n. Khi tØ lÖ diÖn 
tÝch 0SS /  t¨ng, )/(ln~/ 0 2 SSaL  vμ 2

0 )/(~ SSf , do ®ã tØ sè trªn 

gi¶m ®i nhanh chãng theo 

( ) ( ) ( )
( ) ( )20

0

  

     

 

 24

SShAf
SSka

//
//ln/ ππ

≅α .                        (1.29) 

 Nh− vËy, ®èi víi c¸c lç hoÆc khe nhá sù mÊt m¸t do ma s¸t 
chiÕm −u thÕ ®èi víi c¸c biªn ®é sãng nhá. LÊy mét thÝ dô b»ng 
sè, gi¶ thiÕt r»ng 1=A m, 10=h m, 102 =ωπ= /T s, 21 /)/(ghk ω=  

m060 /,=  vμ 1=c . §èi víi ®ª ch¾n sãng d¹ng l−íi lç cña bÓ 
chøa dÇu ë B¾c H¶i th× 20 ≅SS / víi ®−êng kÝnh lç gÇn b»ng 1m. 
Ta cã thÓ lÊy −íc l−îng 1=a m vμ 50,=b m lμ c¸c ®é réng t−¬ng 

øng cña kªnh vμ lç. §èi víi ®ª ch¾n sãng Osaka, c¸c gi¸ trÞ xÊp 
xØ lμ 1=a m, 25=b mm vμ 400 =SS / . §é dμi cña lç ®−îc tÝnh 

theo ph−¬ng tr×nh (1.26) vμ tØ sè α  ®−îc tÝnh theo ph−¬ng tr×nh 
(1.29) (xem b¶ng 1.1). NhËn thÊy r»ng ®èi víi c¸c sãng giã th× α  
rÊt nhá vμ nã cßn gi¶m ®i ®èi víi c¸c sãng cã biªn ®é lín h¬n 
hoÆc sãng dμi h¬n, hoÆc c¶ hai. Do vËy trong tÝnh to¸n thùc tÕ 
th−êng cã rÊt nhiÒu c¸c tr−êng hîp trong ®ã ®¹i l−îng qu¸n tÝnh 
bÞ bá qua. 

B¶ng 1.1  TØ sè α  theo ph−¬ng tr×nh (1.29) 

a (m) b  (m) 
a

b
 hoÆc 

S

S0

a

L

2
 f  

h

fA

2

1
 α  

1 0,5 0,5 0,22 1 00,5 0,1332 

1 0,025 0,025 2,32 1,521 76 0,0018 
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Bμi tËp 1.1: Sö dông ph−¬ng ph¸p ®å thÞ vμ tiÖm cËn ghÐp 
®Ó kiÓm chøng ph−¬ng tr×nh (1.26). 

6.1.4  PhÐp tuyÕn tÝnh ho¸ t−¬ng ®−¬ng 

Sè h¹ng ma s¸t b×nh ph−¬ng trong ph−¬ng tr×nh (1.17) lμm 
cho toμn bé bμi to¸n trë nªn phi tuyÕn vμ ®Çu vμo lμ mét sãng 
®¬n ®iÒu hoμ sÏ g©y ra ph¶n øng gåm nhiÒu hμi ®iÒu hoμ. NÕu 
nh− ph¶n øng lμ sù ngù trÞ bëi hμi thø nhÊt ë ®Çu vμo, th× dÇn 
sau nμy chóng ta sÏ thÊy, cã thÓ ¸p dông c¸i gäi lμ phÐp tuyÕn 
tÝnh ho¸ t−¬ng ®−¬ng. Gi¶ sö sè h¹ng ma s¸t ®−îc biÓu diÔn 
d−íi mét d¹ng tuyÕn tÝnh uce , tøc lμ 

uce=ζ−ζ +− ,                                  (1.30) 

ë ®©y ec  chØ hÖ sè ma s¸t t−¬ng ®−¬ng. Ta sÏ chän ec  lμm sao ®Ó 

sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh 

ucuu
g
fe e−=   

2
                               (1.31) 

cùc tiÓu. LÊy trung b×nh qua mét chu kú, b×nh ph−¬ng trung b×nh sÏ 
b»ng 
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Cùc tiÓu xuÊt hiÖn khi 0  
2 =∂∂ ece / , ph−¬ng tr×nh nμy cho phÐp 

x¸c ®Þnh ec  tèt nhÊt 

2

2
  

2 u

uu
g
fce = .                                 (1.33) 

HÖ sè ma s¸t t−¬ng ®−¬ng b©y giê phô thuéc vμo u  vμ lμ ch−a 
biÕt khi nghiÖm ch−a ®−îc gi¶i ra. C¸ch kh¸c, ph−¬ng tr×nh 
(1.33) cã thÓ thu ®−îc b»ng c¸ch yªu cÇu r»ng lùc ma s¸t phi 
tuyÕn vμ ma s¸t tuyÕn tÝnh t−¬ng ®−¬ng cïng cho cïng mét tæn 

thÊt n¨ng l−îng trong mét chu kú. XÊp xØ u  b»ng mét hμi ®¬n, 
tøc 

( ) ( )τ+ω=+≅ ω−ω− tUeUeUu titi cos*
0002

1
 ,               (1.34) 

víi τ  lμ pha cña 0U , tøc ωτ−= ieUU 00  , ta cã 
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phô thuéc vμo biªn ®é chuyÓn ®éng. 

6.1.5  NghiÖm xÊp xØ vμ nghiÖm chÝnh x¸c 

Tr−íc tiªn ta rót ra nghiÖm xÊp xØ b»ng sö dông ph−¬ng 
tr×nh (1.30) thay cho ph−¬ng tr×nh (1.17). NghiÖm cã thÓ ®−îc 
viÕt d−íi d¹ng sau: 
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Sö dông tÝnh liªn tôc cña vËn tèc (1.8), ta ®−îc 
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 165

¸p dông ®iÒu kiÖn tæn thÊt cét n−íc (1.30), ta cã 

0 
2

U
gk

c
A e








 ω+=  

vμ nÕu tÝnh tíi ph−¬ng tr×nh (1.35) sÏ trë thμnh 
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π
+ω= .                           (1.40) 

C¸c pha cña 0U  vμ 0A  b»ng nhau vμ cã thÓ lÊy b»ng kh«ng, 

nghÜa lμ .00  UU =  Ph−¬ng tr×nh (1.40) lμ ph−¬ng tr×nh bËc hai 

®èi víi 0U  vμ cã thÓ gi¶i ra: 

β
−β+== 121 21
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AU                (1.41) 

víi )/)(/( hfAπ=β 34  (Hayashi vμ nnk., 1966). 

Víi c¸c sãng biªn ®é nhá hay víi khe më réng, β  nhá h¬n 

rÊt nhiÒu so víi ®¬n vÞ. Khai triÓn Taylor cña vÕ ph¶i ph−¬ng 
tr×nh (1.41) cho ta 
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β≅β−≅ 2
1

2
1           1 RT ),( . 

§èi víi c¸c khe më hÑp, 10 <<SS / , th× f  lín theo ph−¬ng 

tr×nh (1.14); ph−¬ng tr×nh (1.41) cã thÓ ®−îc xÊp xØ ®èi víi gi¸ 
trÞ β  lín b»ng 

210
212121

21
0 2

3
2
32 /

///
/ )()( gA

S
cS

gA
f

gh
h
AU 






 π≅







 π=







β

= .   (1.43) 

 

 

H×nh 1.2   So s¸nh gi÷a lý thuyÕt (®−êng liÒn nÐt), c¸c ph−¬ng tr×nh 

(1.14) vμ (1.41), víi c¸c thùc nghiÖm cña Hayashi et al. (1966).  

C¸c thÝ nghiÖm ®−îc thùc hiÖn víi nhiÒu gi¸ trÞ ab / :  •:  0,055; : 

0,075;  : 0,091;  Ο: 0,141;  : 0,182.  a) T ;  b) R  (Ozsoy, 1977) 

Giíi h¹n ë trªn cã thÓ ®−îc suy diÔn mét c¸ch trùc tiÕp h¬n 
nh− d−íi ®©y. B»ng viÖc gi¶ ®Þnh r»ng sù ph¶n x¹ gÇn nh− toμn 
phÇn vμ sÏ cã mét sãng ®øng víi biªn ®é A2  ë phÝa 0<x . Sù 
chªnh lÖch cùc ®¹i cña mÆt tù do ë hai phÝa b»ng A2 , nã t¹o 
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nªn tèc ®é ch¶y 212 /)( gA  qua lç nhá theo ®Þnh luËt Torricelli. Tèc 

®é tho¸t n−íc, ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch lÊy trung b×nh trªn tæng 
diÖn tÝch cña S , khi ®ã b»ng SSgAU /)( /

0
21

0 2= , ®iÒu nμy øng 

víi 2132 /)/( π=c =0,65 trong ph−¬ng tr×nh (1.43), kho¶ng lý 
thuyÕt cña c  lμ 160 << c, . 

Cuèi cïng, hÖ sè truyÒn qua t−¬ng øng lμ: 

S
cS

A
h

fA
hT 0

212121

2
3

2
32

///







 π=







 π=







β

≅ .             (1.44) 

C¸c hÖ sè ph©n t¸n T  vμ R  ®−îc vÏ trªn c¸c h×nh 1.2a vμ 1.2b. 

Ozsoy (1977) ®· so s¸nh c¸c thùc nghiÖm cña Hayashi 
(1966) víi lý thuyÕt trong phÇn nμy cho tr−êng hîp ®ª ch¾n 
sãng cã èng xÕp xÝt nhau. Víi f  cho theo ph−¬ng tr×nh (1.14), 

Ozsoy ®· thÊy r»ng sù phï hîp cña c¸c hÖ sè ph¶n x¹ vμ truyÒn 
qua lμ kh¸ tèt (xem h×nh 1.2a vμ 1.2b). Ozsoy còng ®· thùc hiÖn 
c¸c thÝ nghiÖm ®èi víi c¸c khe ®øng trong mét vËt ch¾n máng 
( =ab / 0,052, 0,103, 0,162, 0,441 vμ ≤bd 2/ 0,133 trong ®ã =d  
®é dÇy, =b2  ®é réng khe, vμ =a2 0,87 m). HÖ sè thùc nghiÖm f  

cã sù ph©n t¸n kh¸ lín ®èi víi mét gi¸ trÞ cè ®Þnh cña ab /  (h×nh 
1.3) ®· gîi ý cho ta r»ng c¸c tham sè kh¸c, thÝ dô nh− sè 
Strouhal cã thÓ lμ rÊt quan träng. B¹n ®äc cã thÓ xem thªm 
nh÷ng th«ng tin ®¸ng quan t©m trong tμi liÖu cña Ozsoy. 

Bμi to¸n hiÖn t¹i víi ®iÒu kiÖn biªn phi tuyÕn (1.17) vμ 
kh«ng cã thμnh phÇn )/()/( tugL    ∂∂  ®· ®−îc Mei, Liu vμ Ippen 

(1974) gi¶i mét c¸ch chÝnh x¸c. Ta sÏ diÔn gi¶i ë ®©y ®Ó chØ ra 
r»ng mÆc dï c¸c dao ®éng ®iÒu hoμ bËc lÎ cao h¬n tån t¹i, dao 
®éng ®iÒu hoμ c¬ së vÉn chiÕm −u thÕ trong thùc tiÔn vμ ph−¬ng 
ph¸p xÊp xØ tuyÕn tÝnh t−¬ng ®−¬ng lμ hoμn toμn chÝnh x¸c. 

Do ®iÒu kiÖn biªn phi tuyÕn, ta biÓu diÔn nghiÖm: 


∞

∞−

ω+−
− +ζ=ζ )( tkxim

mI eA
2
1

, (1.45) 


∞

∞−

ω+
− ω

−= )( tkxim
mI eAgkuu

2
, 

0<x , 
(1.46) 


∞

∞−

ω−
+ =ζ )( tkxim

meB
2
1

, (1.47) 


∞

∞−

ω−
+ ω
= )( tkxim

meBgku
2

, 
0>x . 

(1.48) 

 

B»ng c¸ch trung b×nh ho¸ theo thêi gian c¸c ®iÒu kiÖn m« 
t¶, cã thÓ chøng minh r»ng ζ  sÏ b»ng kh«ng nÕu u  ®−îc gi¶ 

thiÕt b»ng kh«ng t¹i mét ®Çu. Nh− vËy, kh«ng cã hμi bËc kh«ng 
trong c¸c chuçi ë trªn. §èi víi mçi hμi ta ®ßi hái ph¶i cã: 

** , mmmm BBAA == −−           ,                          (1.49) 

v× vËy tÊt c¶ c¸c ®¹i l−îng vËt lý lμ thùc. 

B»ng viÖc ghÐp vËn tèc tu©n theo ph−¬ng tr×nh (1.8), suy ra 

.
,

1         

1           

11 =+=
≠−=

mAAB
mAB mm                             (1.50) 

V× 
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
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




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
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
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
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ω
+ω=ζ 

uu
gk

eAgkuu
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eAgku
gk

I

tim
mII

tim
mI

2

2
2

2
 

t¹i −= 0x  vμ  

++
ω=ζ u
gk

 

t¹i += 0x , tõ ph−¬ng tr×nh (1.17) suy ra víi 0=L  th× 

tAu
gk

u
gk

uu
g
f

I   222
2

ω=ω=ω+ +++ cos . 
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H×nh 1.3  HÖ sè ma s¸t nh− lμ hμm cña ab /   (theo Ozsoy, 1977) 

Râ rμng +u  vμ Iu  lμ cïng dÊu, nghÜa lμ +u  vμ ),( tuI  0  lμ lu«n 

®ång pha. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh trªn cho 

  2 
2

 
2

2 tAu
gk

u
g
f ω=ω+ ++ cos .                   (1.51) 

Theo biÕn kh«ng thø nguyªn W  ®−îc ®Þnh nghÜa lμ 

)()(),( / tWgh
h
AWgkAtu 21 0 =

ω
=+ ,                 (1.52) 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1.51) b»ng 

β′
−ωβ′+

=
121

 
21

    

 

/)cos( t
W ,                        (1.53) 

trong ®ã 

βπ==β′
8
3

2h
fA

.                                    (1.54) 

Khi W  ®−îc biÓu diÔn b»ng mét chuçi Fourier 

 ω−= tim
meTW

2
1

                                 (1.55) 

th× hÖ sè Fourier ph¶i b»ng 


π τ τττ

π
=

2

0
 

2
1

2
)()sgn(cos WedT imm . 

C¸c kÕt qu¶ lμ 

... 6 4 2          0 ,,,, == mTm , c¸c sè ch½n                 (1.56) 

 ... 5 3 1        
12 23

2
1 ,,,,

)()( /)(

=







β′
β′

−
β

−
π

=
+

m
M

m
T m

m

m , c¸c sè lÎ   (1.57) 

trong ®ã 


π

τβ′+ττ=β′
2

0

2121 

/ /)cos(cos)( mdM m                  (1.58) 

cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng c¸c tÝch ph©n elliptic nh−ng dÔ 
dμng lÊy ®−îc tÝch ph©n b»ng ph−¬ng ph¸p sè. 

KÕt hîp c¸c ph−¬ng tr×nh (1.46), (1.50), (1.52) vμ (1.55), ta ®−îc 

mm ATB = ,                                       (1.59) 

do ®ã mT  lμ hÖ sè truyÒn qua cña hμi thø m . HÖ sè ph¶n x¹ cña 

hμi thø m  b»ng 

mm TRTR −=−=           1 11 , ,                        (1.60) 

víi mm ARA = . 

B¶ng 1.2 cho thÊy c¸c hμi thø nhÊt vμ thø ba ®−îc tÝnh theo 
lý thuyÕt chÝnh x¸c vμ hμi thø nhÊt b»ng phÐp xÊp xØ tuyÕn tÝnh 
ho¸ t−¬ng ®−¬ng cho .51 <β<  Sù nhá bÐ cña hμi thø ba vμ sù 

hiÖu qu¶ cña lý thuyÕt xÊp xØ lμ thùc tÕ. 
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B¶ng 1.2   C¸c hÖ sè truyÒn qua lμ hμm cña mThfA   2 ,/=β′ : hμi thø  m  

1T  3T  
β′

ChÝnh x¸c XÊp xØ ChÝnh x¸c 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 
5,0 

    1 
0,9601 
0,9271 
0,8978 
0,8719 
0,8486 
0,8276 
0,8084 
0,7907 
0,7744 
0,7593 
0,6498 
0,5813 
0,5326 
0,4954 

    1 
0,9608 
0,9290 
0,8975 
0,8712 
0,8476 
0,8262 
0,8067 
0,7888 
0,7722 
0,7569 
0,6459 
0,5766 
0,5275 
0,4902 

      0 
-0,0052 
-0,0120 
-0,0169 
-0,0207 
-0,0238 
-0,0264 
-0,0285 
-0,0304 
-0,0319 
-0,0332 
-0,0400 
-0,0418 
-0,0421 
-0,0418 

Bμi tËp 1.2 

XÐt mét ®ª ch¾n sãng d¹ng xÕp thïng gåm hai t−êng song 
song t¹i 0=x  vμ lx = . T−êng t¹i 0=x  ®èi mÆt víi c¸c sãng tíi 
trùc diÖn vμ ®−îc khoÐt lç víi tØ sè diÖn tÝch lμ SS /0 . Sö dông 

c«ng thøc ma s¸t tuyÕn tÝnh t−¬ng ®−¬ng (1.30) ®Ó t×m hÖ sè 
ph¶n x¹. H·y bμn luËn vÒ ¶nh h−ëng cña l . 

6.2  ¶nh h−ëng cña tæn thÊt cöa lªn c¸c dao 
®éng cña c¶ng 

Trong ch−¬ng 5 ¶nh h−ëng cña chÊt láng thùc bÞ bá qua, sù 
céng h−ëng trong c¶ng ®−îc t¨ng lªn khi ®é réng cöa vμo gi¶m. 
Tuy nhiªn, c¸c thÝ nghiÖm cña Lee (1971) chØ kh¼ng ®Þnh xu thÕ 
nμy x¶y ra ®èi víi c¸c cöa vμo t−¬ng ®èi réng vμ chøng minh 
r»ng sù thu hÑp ®é réng cña cöa vμo rèt cuéc lμm suy gi¶m sù 

ph¶n øng t¹i ®Ønh phæ. §iÒu tr¸i ng−îc nμy lμ v× sù tæn thÊt do 
ma s¸t ë cöa vμo lμ ®¸ng kÓ. Thùc vËy, c¸c kü s− NhËt B¶n ®· 
sö dông ma s¸t mét c¸ch thμnh c«ng ®Ó lμm gi¶m ¶nh h−ëng 
cña sãng thÇn trong vÞnh Ofunato b»ng c¸ch thu hÑp cöa vμo 
víi hai ®ª ch¾n sãng  ngang. Trong nghiªn cøu thùc hiÖn cho dù 
¸n Ofunato, Ito (1970) vμ Horikawa vμ Nishimura (1970) b»ng 
thùc nghiÖm ®· thÊy r»ng ma s¸t cöa vμo thùc tÕ ®· lo¹i bá hμi 
sãng phÇn t− trong vÞnh dμi. Hä còng ®· ph¸t triÓn mét m« 
h×nh lý thuyÕt bao hμm c¶ c«ng thøc tæn thÊt thuû lùc (1.17) 
kh«ng cã thμnh phÇn qu¸n tÝnh, nghÜa lμ 

  

2
uu

g
f=ζ−ζ +− .                                   (2.1) 

Trong khi ta cÇn nhiÒu th«ng tin thùc nghiÖm h¬n n÷a cho 
c¸c bμi to¸n hai chiÒu liªn quan ®Õn sù th¾t hÑp, th× c«ng thøc 
®¬n gi¶n (2.1) víi mét h»ng sè −íc l−îng f  tá ra cã thÓ dïng 

®−îc ®Ó dù b¸o kh¸i qu¸t vÒ céng h−ëng. Dùa trªn cïng nh÷ng 
gi¶ thiÕt ®ã, Unluata vμ Mei (1975) kh¶o s¸t b»ng gi¶i tÝch bμi 
to¸n c¶ng ®¬n gi¶n h×nh ch÷ nhËt víi mét cöa vμo ë gi÷a, cßn 
Miles vμ Lee (1975) ®· nghiªn cøu víi hμi Helmholtz trong c¶ng 
h×nh d¹ng tæng qu¸t. Lý thuyÕt cña Unluata vμ Mei ®−îc ®¬n 
gi¶n ho¸ b»ng viÖc bá qua tÊt c¶ c¸c hμi bËc cao sÏ ®−îc tr×nh 
bμy d−íi ®©y. 

6.2.1  Bμi to¸n gi¸ trÞ biªn 

§Ó tiÖn gi¶i b»ng gi¶i tÝch, ta xÐt c¶ng h×nh ch÷ nhËt víi 
mét cöa vμo ë gi÷a nh− trªn h×nh 7.2, ch−¬ng 5. 

Trong phÇn ®¹i d−¬ng 0>x , ta t¸ch c¸c sãng ph¸t x¹ khái 
c¸c sãng tíi th¼ng gãc vμ c¸c sãng ph¶n x¹: 

RkxA η+=η cos20 .                              (2.2)  

Sãng ph¸t x¹ Rη  tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 
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022 =η+η∇ RR k ,                                    (2.3) 

ay
x

R
>=

∂
η∂

  
 

 
               0,  (2.4)

ayyU
g

i
x

R
<ω=

∂
η∂

  
 

 

 
     ),(  

t¹i 0=x  

(2.5)

vμ ph¶i ®èi sö nh− c¸c sãng ®i ra t¹i v« cïng.  

Tèc ®é qua cöa c¶ng ®−îc ký hiÖu b»ng ωτ−= ieyUyU    )()(  víi 

τ  lμ pha cña U . Trong c¶ng 0<x , biªn ®é dÞch chuyÓn Hη  ®−îc 

m« t¶ b»ng 

022 =η+η∇ HH k ,                               (2.6) 

ByLx
x
H <−==

∂
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          0 ,,                       (2.7) 

0          0 2
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<<−±==

∂
η∂

xLBy
y
H ,,                  (2.8) 

2
            0   

 

 Bya
x
H <<=

∂
η∂

,    (2.9)

ayyU
g

i <ω=    
 

           ),(  
0=x . 

(2.10)

C¸c ph−¬ng tr×nh (2.9) vμ (2.10) ngô ý tÝnh liªn tôc cña vËn tèc 
ph¸p tuyÕn qua cöa c¶ng. Ngoμi ra, ta cã t¹i 0=x , ay <  : 

   
23

8
        0 U

g
fcUc eeH π

==η−η , .                    (2.11) 

NghiÖm cã thÓ ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng chuÈn t¾c nh− mét sù 
chång chÊt cña c¸c nguån sãng: 

kxAdyyyxGyU
a

a
cos')',()'( 2  00 +=η − ,                 (2.12) 

')',()'( dyyyxGyU
a

a HH    −=η ,                         (2.13) 

trong ®ã c¸c hμm nguån lμ 

)()( krHi
g
iG 1

00 2
ω−= ,                               (2.14) 
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H B
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LxK
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g
iG 'coscos

sin
)(cos

sin
)(cos

,  

   (2.15) 

víi [ ] .)/( / 21 22 2 BnkKn π−=  C¸c ph−¬ng tr×nh (2.14) vμ (2.15) lμ 

thiÕt yÕu t−¬ng tù nh− c¸c ph−¬ng tr×nh (7.1) vμ (7.7), trong 
ch−¬ng 5, ngo¹i trõ ®èi víi nh©n tè ./ giω−  ThÕ c¸c ph−¬ng 

tr×nh (2.12) vμ (2.13) vμo ph−¬ng tr×nh (2.11), ta ®−îc 

ωτ−
− π

=
π

==−′ ia

a e eU
g
fUU

g
fyUcAydyUyyM 2

         

3
8

23
8

2
2  )()()(  

    (2.16) 

)',()',()'( yyGyyGýyM H        0 0 0−= .                  (2.17) 

Ph−¬ng tr×nh (2.16) lμ mét tÝch ph©n phi tuyÕn cã thÓ ®−îc gi¶i 
b»ng sè cho )(yU . Do viÖc kh«ng x¸c ®Þnh ch¾c ch¾n f , chóng 

ta nªn thùc hiÖn víi viÖc −íc l−îng tæng thÓ  b»ng gi¶ sö  r»ng 
U  lμ h»ng sè  theo y  ®èi víi ay <   vμ cè lμm tho¶ m·n ph−¬ng 

tr×nh (2.16) chØ vÒ trung b×nh, nghÜa lμ 

  ω−

− π
=−′ ti

a

a

eU
g
faaAdydyyyMU 2

 

  

3
8

 4   ')(              (2.18) 

§èi víi khe nhá trong chÊt láng hoμn h¶o, )(yU  ®−îc xÊp xØ tèt 

b»ng 2122 const /)()( −− ya  sù ph©n chia dßng, tuy nhiªn )(yU  

kh«ng cßn kh¸c biÖt t¹i c¸c ®iÓm ®Çu. Víi lý lÏ nμy vμ ®Ó ®¬n 
gi¶n to¸n häc, ta chÊp nhËn mét ph©n bè ®ång nhÊt cña tèc ®é 
dßng. Kh«ng cÇn nãi còng hiÓu r»ng phÐp xÊp xØ nμy kh«ng ®−a 
ra ®−îc tr−êng dßng ch¶y U  chÝnh x¸c ë møc chi tiÕt vμ møc ®é 
sai sè kh«ng dÔ x¸c ®Þnh ®−îc. V× ®· biÕt tr−íc r»ng sù ph¶n 
øng cña c¶ng tr−êng hîp cöa vμo hÑp cã liªn quan víi th«ng 
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l−îng toμn phÇn ®i qua cöa, nªn sai sè tæng chung ch¾c sÏ 
kh«ng x¶y ra nÕu ta sö dông phÐp xÊp xØ nμy. Víi 

 
−

−=ω a

a

dydyMD
g

a '  
2 2

                           (2.19) 

vμ π≡ 34 /S , ph−¬ng tr×nh (2.18) cã thÓ ®−îc s¾p xÕp l¹i nh− 
sau: 
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trong ®ã ®· sö dông biÓu thøc hgk 22 =ω . LÊy b×nh ph−¬ng 

ph−¬ng tr×nh trªn, ta ®−îc 
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trong ®ã DRe  lμ phÇn thùc cña D , 
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.                    (2.22) 

Ph−¬ng tr×nh (2.21) lμ mét ph−¬ng tr×nh bËc bèn ®èi víi W , vμ 
cã thÓ ®−îc gi¶i b»ng sè. Sau ®ã pha ωτ  suy ra tõ ph−¬ng tr×nh 
(2.20) vμ nghiÖm cho U  ®−îc hoμn thμnh. Cuèi cïng, gi¸ trÞ cña 
U  ®−îc thÕ vμo ph−¬ng tr×nh (2.13) cho ta sù ph¶n øng cña 
c¶ng. 

6.2.2  Sù ph¶n øng côc bé vμ b×nh ph−¬ng trung b×nh trong 
c¶ng 

Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (2.13) vμ (2.16), sù ph¶n øng t¹i mét 
®iÓm ),( yx   trong c¶ng b»ng 
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V× tÝch ph©n 
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           (2.24) 

trong ®ã  

B
aπ≡α 2

,                                         (2.25) 

lμ ph¶n øng ®èi víi mét piston dao ®éng cã tèc ®é ®ång nhÊt 
a21 /  t¹i cöa vμo (do ®ã, l−u l−îng tæng ®¬n vÞ trªn ®¬n vÞ ®é 

s©u), nªn nh©n tè duy tr× 

 
−

−
≡

a

a

gaUSfdydyMa

AQ
2  41

2

    
2 /')/(

                  (2.26)  

trong ph−¬ng tr×nh (2.23) diÔn t¶ biªn ®é cña l−u l−îng qua cöa 
vμo. 

Ta sÏ ®−a ra sù ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh quy 
chuÈn nh− sau: 
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/ /
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/

  

 

− − −
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=

=
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L

B

B

a

a
H

L

B

B

H

Gyd
a

yddx
BL

AQ

A
yddx

BL
              (2.27) 

Sau khi −íc l−îng tÊt c¶ c¸c tÝch ph©n, ng−êi ta nhËn ®−îc 
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F
gA

Q
2 

2

24
1 ω=σ ,                               (2.28) 

trong ®ã 

+





 +=
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kLkB
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2
2

1
1

2

sin
)sin(

 


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


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
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



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 αα+
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2
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n

nn LK
LK

BKBK
nn .

sin
sin

/(sin
                (2.29) 

RÊt nhiÒu khÝa c¹nh kh¸c nhau cña c¸c c«ng thøc tæng qu¸t 
nμy sÏ ®−îc kh¶o s¸t kiÓm tra trong phÇn d−íi ®©y. 

6.2.3  C¸c phÐp xÊp xØ cho cöa vμo hÑp 

Cã thÓ thÊy b»ng trùc gi¸c, hiÖu øng tæn thÊt cét n−íc lμ 
quan träng nhÊt ®èi víi c¸c cöa vμo hÑp vμ gÇn c¸c ®Ønh céng 
h−ëng. Do ®ã ta tiÕp tôc xem xÐt vμ giíi h¹n víi tr−êng hîp 

1<<ka . 

B»ng mét kü thuËt th«ng th−êng nh»m t¨ng c−êng sù héi 
tô cña c¸c chuçi, cã thÓ chØ ra r»ng 

 
−

+





 −+−ω−≅

a

a

nkaakOIFi
g
iMdydy

a
),(' 1

24
1 22

2
          (2.30) 

trong ®ã 


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=








α
α









π

++≡
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1
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n

n
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nBK
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               (2.31) 

vμ  

, 3161
4

1
2









−+γπ−= n

B
kanI                          (2.32) 

víi ==γ 57721570 ,ln h»ng sè Euler. C¸c chi tiÕt vÒ khai triÓn 

®−îc tr×nh bμy trong phô lôc 6.A. L−u l−îng xÊp xØ trªn ®¬n vÞ 
®é s©u lμ 

( ) ( )[ ]IFWigi
AQ

−++−ω−
≅

1  
2

2
1/

,         
ω

=
 

    

a
USf

W ,       (2.33) 

biÓu thøc nμy cã thÓ kÕt hîp víi ph−¬ng tr×nh (2.28) cho xÊp xØ 
σ  vμ víi ph−¬ng tr×nh (2.23) cho xÊp xØ Hη . KÕt qu¶ gièng nh− 

ph−¬ng tr×nh (7.23) trong ch−¬ng 5. 

HiÖu øng tæn thÊt cét n−íc tham gia vμo lý thuyÕt mét c¸ch 
t−êng minh chØ th«ng qua nh©n tö ω=      aUSfW /  trong l−u 

l−îng cöa vμo Q  (ph−¬ng tr×nh (2.33)). Trong tr−êng hîp kh«ng 
cã ma s¸t )( 0=f , c¸c tÝnh chÊt céng h−ëng trong c¶ng ®· ®−îc 

nghiªn cøu trong ch−¬ng 5. §Æc biÖt, sè h¹ng 
2
i−  trong ngoÆc 

cña ph−¬ng tr×nh (2.33) (víi 0=W ) t−¬ng øng víi suy yÕu ph¸t 

x¹. Râ rμng, sè h¹ng ( )Wi +





− 1 

2
1

 t−¬ng øng víi tæng cña suy 

yÕu ph¸t x¹ vμ suy yÕu ma s¸t t¹i cöa vμo. §èi víi cöa vμo hÑp 
vμ 0==Wf , suy gi¶m ph¸t x¹ yÕu do ®ã sù céng h−ëng xuÊt 

hiÖn gÇn víi c¸c hμi tù nhiªn cña vÞnh kÝn hoμn toμn, nghÜa lμ 

  3 2 1 0   3 2 1 0    
2

2122

 ...,,,,...;,,,,,
/

==

















 π+






 π== nm

B
n

L
mkk nm  

             (2.34) 

B©y giê, khi 0≠W nh−ng 

)(1OW ≤                                          (2.35) 

mÊt m¸t do ma s¸t, vμ nh− thÕ suy gi¶m tæng céng còng yÕu; 
c¸c ®Ønh céng h−ëng vÉn gÇn víi mnk vμ c¸c vïng l©n cËn cña c¸c 

®Ønh céng h−ëng cã thÓ ®−îc kh¶o s¸t theo c¸ch cña phÇn 5.7. 
§Ó ng¾n gän, c¸c ®Ønh mμ khi chÝnh nã lμ c« lËp sÏ ®−îc nghiªn 
cøu trong phÇn sau. 
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6.2.4  Sù suy gi¶m nhÑ do bøc x¹ vμ ma s¸t 

GÇn víi hμi tù nhiªn mnkk = , tõ ph−¬ng tr×nh (2.33), cã ®é 
lín cña Q  b»ng 

( ) ( )[ ] 2122

2
1

1

1

2
/

)/(

IFW

gAQ
−++

ω=
−

.                         (2.36) 

Do F  lín ®èi víi mnkk ≅  vμ I  lμ lín theo loga ®èi víi gi¸ trÞ 

nhá Bka /2 , c¸c cùc ®¹i cña   Q  xuÊt hiÖn mét c¸ch xÊp xØ khi 

0=− IF ,                                       (2.37) 
víi ®iÒu kiÖn lμ )(1OW ≤ . Gi¶ sö ( ~ ) chØ c¸c ®¹i l−îng ®−îc −íc 

l−îng t¹i c¸c ®Ønh céng h−ëng. §Æc biÖt, c¸c nghiÖm thùc cña 

ph−¬ng tr×nh (2.37) sÏ ®−îc ®Þnh râ b»ng 
~

mnk . V× F  vμ I  kh«ng 
phô thuéc vμo f  nªn c¸c vÞ trÝ cña nh÷ng ®Ønh céng h−ëng 

kh«ng bÞ ¶nh h−ëng m¹nh bëi tæn thÊt ma s¸t. L−u l−îng cùc 
®¹i t−¬ng øng b»ng 

( )
mn

W
gAQ

~

//~

ω=ω







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

+
ω=
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  .                        (2.38) 

V×  
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~

mn
g

AQ
f

ω=ω
= 








ω

= 4
0 

                             (2.39) 

®èi víi 0=f  nªn tØ sè suy gi¶m ®èi víi l−u l−îng ®Ønh t¹i cöa vμo 

b»ng 

mn

WQ

Q

f
~)(~

~

ω=ω=
+

=
1

1

0
  

  

.                            (2.40) 

Nh×n vμo ph−¬ng tr×nh (2.28), ph−¬ng tr×nh (2.40) còng lμ tØ sè 
suy gi¶m ®èi víi ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh t¹i céng 
h−ëng v× F  vμ c¸c sè sãng céng h−ëng gÇn nh− kh«ng phô 

thuéc vμo f . 

CÇn ph¶i t×m gi¸ trÞ W  t¹i ®iÓm céng h−ëng. Tõ ph−¬ng 
tr×nh (2.30) vμ ph−¬ng tr×nh (2.19) suy ra r»ng ®èi víi cöa vμo 
hÑp vμ t¹i céng h−ëng: 

 
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ω≅−=ω a

a g
aydydMD

g
a 22
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2 '     hay    1≈D .         (2.41) 

V× 

0=ωτ                                            (2.42) 

rót ra tõ ph−¬ng tr×nh (2.20) vμ W  cã thÓ ®−îc gi¶i ra tõ 
ph−¬ng tr×nh (2.21): 
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,               (2.43) 

trong ®ã hfA π=β 32 /  (ph−¬ng tr×nh (2.22)). L−u ý r»ng ®iÒu 

kiÖn nguyªn b¶n (2.35) cã nghÜa lμ  

)(
)(

1
16

2
O

ka
≤β

.                                  (2.44) 

Sau khi ph−¬ng tr×nh (2.43) ®−îc thÕ vμo ph−¬ng tr×nh (2.40), 
nh©n tö suy gi¶m t×m ®−îc b»ng 

( )
mnkkff kaQ

Q
~

/
)/(

~
~

~
~

===

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





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β++
=≅

σ
σ

 

21 2
00  1611

2
,           (2.45) 

trong ®ã gi¸ trÞ cña mnk
~

 cã thÓ ®−îc −íc l−îng b»ng c¸c sè sãng 
tù nhiªn cña vÞnh kÝn khi n  vμ m  kh«ng cïng lóc b»ng kh«ng 
(non-Helmholtz mode). §èi víi hμi Helmholtz, 00k

~
 cã thÓ ®−îc 

−íc l−îng b»ng gi¸ trÞ kh«ng nhít. 

Tõ ph−¬ng tr×nh (2.45) ta cã thÓ kÕt luËn r»ng sù suy gi¶m 
c¸c ®Ønh céng h−ëng do sù tæn thÊt t¹i cöa vμo sÏ x¶y ra m¹nh 
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nhÊt khi 2 16 )
~

/( akβ  t¨ng, tøc khi: 1) f  lín h¬n, 2) biªn ®é lín 

h¬n, 3) sãng dμi h¬n hoÆc c¸c hμi céng h−ëng thÊp h¬n hoÆc 4) 
cöa vμo hÑp h¬n. Nh÷ng suy xÐt trong viÖc thiÕt kÕ ®ª ch¾n 
sãng Ofunato lμ mét b»ng chøng. C¸c môc (1) vμ (4) còng phï 
hîp víi quan s¸t thùc tÕ cña Lee n¨m 1971 ®èi víi c¶ng d¹ng 
trßn.  

VÒ phÇn tham sè ( ) 2 
  16 ak

~
/β , cã thÓ chØ ra r»ng hÖ sè tæn 

thÊt f  cã thÓ phô thuéc vμo sè Strauhal vμ sè Reynolds vμ h×nh 

d¹ng c¸c ®Çu cña ®ª ch¾n sãng t¹i cöa vμo. Ito (1970) cho r»ng 
c¸c gi¸ trÞ thùc nghiÖm 51,=f  cho kÕt qu¶ hîp lý ®èi víi ®ª 

ch¾n sãng thÇn t¹i Ofunato. §Ó tham kh¶o thªm h·y chó ý r»ng 
khi m 50,=A ,  m 10=h  vμ f  ®−îc lÊy b»ng 1 th× 210−=β . B©y 

giê ta xÐt mét vÞnh h×nh vu«ng víi LB = . Mét sè sè Ýt hμi tù 
nhiªn bËc thÊp nhÊt cña vÞnh ®ãng kÝn lμ:  

π=Lk10 ,  π== 22001 LkLk      vμ     π= 21
11 5 /Lk . 

Víi cöa vμo hÑp vμ 21032 −×=Ba / , hÖ sè suy gi¶m vμ tham 
sè 2  16 )

~
(/ akβ  ®−îc tr×nh bμy trong b¶ng 2.1 ®èi víi c¸c gi¸ trÞ β  

kh«ng lín h¬n 210− . C¸c gi¸ trÞ ®−îc ®¸nh dÊu b»ng +  tr¸i víi 
gi¶ thiÕt lμ )()(/ 1  16 2 Oka ≤β  vμ hÖ sè suy gi¶m ®−îc tÝnh to¸n 

kh«ng ®¸ng tin cËy vÒ mÆt ®Þnh l−îng. Do ®ã, cÇn mét phÐp xÊp 
xØ kh¸c. 

6.2.5  Suy gi¶m lín do ma s¸t 

B¶ng 2.1 cho thÊy gi¸ trÞ cña 2 16 )
~

/( akβ  cã thÓ rÊt lín ®èi 

víi hμi céng h−ëng bËc thÊp nhÊt hay ®èi víi cöa vμo hÑp. Tõ 
ph−¬ng tr×nh (2.21) gi¸ trÞ cña aUSfW      ω= /  còng lín vμ cã thÓ 

®−îc xÊp xØ theo c¸c bËc ®¹i l−îng dÉn ®Çu lμ 

( )
ka

W
21 4 /β≅ ,                                     (2.46) 

hay 
21 
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Sf
gAU .                                (2.47) 

Chó ý r»ng theo ®Þnh luËt Torricelli c¬ së vËn tèc U  tØ lÖ thuËn 
víi 212 /)( gA . L−u l−îng t−¬ng øng trªn mét ®¬n vÞ ®é s©u qua cöa 

vμo lμ 
21 

 

    
2

2
/









≅

Sf
gaaQ ,                            (2.48) 

vμ gi¶m ®i theo ®é réng a2  cña cöa vμo. KÕt hîp kÕt qu¶ nμy 
víi ph−¬ng tr×nh (2.28) cã thÓ kÕt luËn r»ng tæn thÊt cét n−íc 
®ñ lín sÏ lo¹i bá ph¶n øng nghÞch cña c¶ng, nghÜa lμ ph¶n øng 
cña c¶ng cuèi cïng gi¶m ®i theo ®é réng cña cöa vμo. 

B¶ng 2.1  YÕu tè suy gi¶m theo ph−¬ng tr×nh (2.45) 

m , n                               ),( 0 0              ),( 0 1           ),( 0 2 , ),( 1 0         ),( 1 1  

Bk
~

                                    0,55                π                      π2                 π5  

2

2 Bk

B

a
ak

~
~

=               2108250 −×,    210714 −×,       210429 −×,    2105310 −×,  

 210 −=β  2350 � 72,1 � 18,0 � 14,43 � 

 310 −=β  23,5 � 0,721 � 0,18 � 1,44 

2

 16

)
~

( ak

β 410 −=β  
510 −=β  

23,5� 

2,35 
0,721 

0,0721 
0,18 

0,018 
0,144 

0,0144 

 210 −=β  0,04 � 0,209 � 0,373 � 0,406 � 

 310 −=β  0,122 � 0,517 0,748 0,781 

0=σ

σ

f
~

~
 

410 −=β  
510 −=β  

0,336 � 

0,707 
0,865 
0,983 

0,959 
0,996 

0,966 
0,996 

 + Theo Mei, Liu vμ Ippen (1974). Tc. Waterway, Port, Coastal and 

Ocean Division 
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Theo b¶ng 2.1, gi¶ thiÕt suy gi¶m nhá do ma s¸t ( )1 OW ≤  

kh«ng phï hîp víi hμi Helmholtz vμ ta cÇn nhËn nghiÖm chÝnh 
x¸c 

 

H×nh 2.1  Ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh σ  vμ c−êng ®é th«ng l−îng chuÈn 

ho¸    2gAQ /ω  cña dao ®éng ®iÒu hoμ c¬ b¶n nh− lμ hμm cña )( kBkL = . §é 

réng cöa vμo chuÈn ho¸ 21032 −×=Ba / . 0=β : ®−êng liÒn nÐt; 410=β : 

®−êng g¹ch nèi, 210=β : ®−êng chÊm g¹ch (Unluala vμ Mei, 1975) 

6.2.6  C¸c kÕt qu¶ sè ®èi víi W  tæng qu¸t 

V× phÇn thùc cña D  tØ lÖ víi ®é suy gi¶m toμn phÇn, c¸c hÖ 
sè cña 4W , 3W vμ 2W  trong ph−¬ng tr×nh (2.21) lμ nh÷ng sè 
d−¬ng; chØ cã thÓ tån t¹i mét nghiÖm d−¬ng, thùc. Sau khi gi¶i 
®−îc W  b»ng sè, ph¶n øng b×nh ph−¬ng trung b×nh ®èi víi dao 
®éng ®iÒu hoμ c¬ b¶n ®−îc tÝnh tõ ph−¬ng tr×nh (2.28) mμ 
kh«ng gi¶ thiÕt 1<<ka . Th«ng l−îng ph¸p tuyÕn vμ ph¶n øng 
b×nh ph−¬ng trung b×nh ®−îc vÏ trªn h×nh 2.1 cho d¶i 80 << kL  
vμ 42 10  10 −−=β ,  vμ 0. §Ó so s¸nh, thuyÕt kh«ng nhít dù tÝnh 

ph¶n øng nghÞch cña c¶ng còng ®−îc tr×nh bμy. Trªn c¸c h×nh 
2.2 vμ h×nh 2.3, c¸c tØ sè biªn ®é ®èi víi hμi Helmholtz 

)( 0== nm  vμ cho hμi 1=m , 0=n  ®−îc vÏ nh− lμ c¸c hμm cña ®é 

réng chuÈn ho¸ cña cöa vμo Ba /2 . Mét lÇn n÷a sù ph¶n øng 
c¶ng gi¶m theo Ba /2  ®èi víi gi¸ trÞ cè ®Þnh cña β . 

 

H×nh 2.2  Sù khuÕch ®¹i céng h−ëng trung b×nh σ~  cña 

hμi c¬ b¶n ®èi víi hμi Helmholtz (Unluala vμ Mei, 1975) 

Phô lôc 6.A: C¸c phÐp xÊp xØ tÝch ph©n ®èi víi 
1<<ka  

TÝch ph©n quan t©m lμ 
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 (A.1) 

Tõ ph−¬ng tr×nh (2.14) rót ra 
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,                    (A.2) 

sau phÐp biÕn ®æi ξ= ay 2 , ξ′=′ ay 2 . NÕu xÊp xØ )(1
0H  ®èi víi ka  

nhá, ta cã 
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ë ®©y ==γ 57721570,ln h»ng sè Euler. Nh− vËy 
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trong ®ã ®ång nhÊt thøc ®−íi ®©y ®· ®−îc sö dông: 
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''ln dd .                          (A.6) 

Tõ ph−¬ng tr×nh (2.15) suy ra 
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víi ./ Baπ≡α 2  XÐt c¸c chuçi ë trªn. Do c¸c kÝch th−íc cña c¶ng ®· 
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Chuçi thø hai trªn vÕ ph¶i ë trªn héi tô rÊt nhanh; tæng cña nã 
víi sè h¹ng cßn l¹i trong ph−¬ng tr×nh (A.1) ®−îc ký hiÖu lμ F : 
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