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Chương 1  

Cơ sở của cơ học lượng tử rút gọn 

1.1 Lí thuyết tóm lược 

Lí thuyết cơ học lượng tử (CHLT) xuất hiện vào nửa đầu của thế kỉ XX đã làm thay đổi 
cơ bản quan niệm về thế giới vi mô và có tác động không nhỏ đến nhiều ngành khoa học kĩ 
thuật hiện đại, trong đó có hoá học.  

CHLT được xây dựng bằng một hệ các tiên đề dựa trên một loạt các công cụ toán, trong 
số đó toán tử giữ một vị trí quan trọng. 

1.1.1 Định nghĩa toán tử  

Một phép tính nào đó cần thực hiện lên một hàm này để cho một hàm khác được gọi là 
toán tử. Gọi Â là toán tử tác dụng lên hàm f(x) cho hàm g(x) ta viết: Âf(x) = g(x) 

Trong số các thuộc tính của toán tử thì tích của hai toán tử là quan trọng nhất: 
[ ˆ ˆA,B ] = 0, tức là Â B̂  = B̂ Â ; Â  và B̂  giao hoán với nhau. 

 [ ˆ ˆA,B ] ≠ 0, tức là Â B̂  ≠ B̂ Â ; Â  và B̂  không giao hoán với nhau. 

1.1.2 Toán tử tuyến tính 

Toán tử Â  là tuyến tính nếu chúng thoả mãn các điều kiện: 
      Â (cf) = c Â f 

     Â (f1 + f2) = Â f1 + Â f2 

hoặc      Â (c1f1 + c2f2) = c1 Â f1 + c2 Â f2 

1.1.3 Phương trình hàm riêng và trị riêng 

Phương trình dạng: Â f = af  gọi là phương trình hàm riêng, trị riêng. 
ở đây: f là hàm riêng của toán tử Â . 

 a là trị riêng. 
– Nếu ứng với mỗi trị riêng ta có một hàm riêng xác định thì phổ trị riêng thu được 

không bị suy biến. 
      Â 1f1 = a1f1  



 

 

3

     Â 2f2 = a2f2  
      . . . . . .  
     Â nfn = anfn  
– Nếu tồn tại một dãy các hàm riêng khác nhau cùng ứng với một trị riêng a thì ta nói 

phổ trị riêng thu được bị suy biến. 
     Â f1 = af1  
     Â f2 = af2  
      . . . . . .  
     Â fn = afn  

1.1.4 Hệ hàm trực chuẩn 

Hệ hàm trực giao và chuẩn hoá kết hợp với nhau và được biểu diễn dưới dạng hệ hàm 
trực chuẩn: 

   *
i j i j ijf f f f dτ δ= =∫  (đenta Kronecker)  

   ij
0 khi i j          hÖ trùc giao 

1 khi i j          hÖ chuÈn ho¸
δ

≠
=

=
  

1.1.5 Hệ hàm đầy đủ 

Hệ hàm f1(x), f2(x) ... fn(n) được gọi là hệ hàm đầy đủ nếu một hàm bất kì ψ(x) có thể 
khai triển thành chuỗi tuyến tính của các hàm trên, nghĩa là: 

   ψ(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + ... + cnfn(n) = 
n

i i
i 1

c f (x)
=
∑  

 ci - hệ số khai triển;  
fi - hệ hàm cơ sở.  

1.1.6 Toán tử Hermite 

Toán tử Â  được gọi là toán tử Hermite hay toán tử liên hợp nếu chúng thoả mãn điều 
kiện: 

ˆ ˆg Af Ag f=  

hay    ˆ ˆg*Afd A*g*fdτ τ=∫ ∫  

Toán tử tuyến tính Hermite có 2 thuộc tính quan trọng là: 
– Tất cả các trị riêng của toán tử Hermite đều là những số thực. 
– Những hàm riêng của toán tử Hermite tương ứng với những trị riêng khác nhau lập 

thành một hệ hàm trực giao 
*

i j i jf f f f d 0τ= =∫  
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1.1.7 Hệ tiên đề 

– Tiên đề 1. Hàm sóng 
Mỗi trạng thái của một hệ lượng tử đều được đặc trưng đầy đủ bằng một hàm xác định 

ψ(q,t), nói chung là hàm phức. Hàm ψ(q,t) gọi là hàm sóng hay hàm trạng thái của hệ. 
Từ hàm ψ(q,t) ta nhận thấy: 
• Hàm sóng nói chung là hàm phức, đơn trị, hữu hạn, liên tục, khả vi 
• Mọi thông tin cần thiết về hệ đều suy ra từ hàm này. 
• ⏐ψ(q,t)2⏐ = ⏐ψ ψ* ⏐ chỉ mật độ xác suất của hệ vi hạt tại toạ độ q và thời điểm t. Vậy 

xác suất tìm thấy hạt là:  
    dω = ⏐ψ(q,t)⏐2

 dτ ;   
    dτ = dv = dxdydz 

• Điều kiện chuẩn hoá của hàm ψ(q,t):  

     2ψ
∞
∫ dτ = 1  

• Hàm sóng ψ(q,t) thoả mãn nguyên lí chồng chất trạng thái, hay hàm này lập thành một 
tổ hợp tuyến tính: 

     ψ = c1f1 + c2f2 + c3f3 + ... + cnfn = 
n

i i
i 1

c f
=
∑  

– Tiên đề 2. Toán tử 
Trong cơ học lượng tử, ứng với mỗi đại lượng vật lí là một toán tử tuyến tính Hermite.  

Liệt kê một số toán tử quan trọng thường hay sử dụng 

Đại lượng Toán tử tương ứng 

Toạ độ x, y, z x̂  = x; ŷ  = y; ẑ  = z 

 

 

Động lượng thành phần px, 
py, pz 

p = px+ py+ pz 

 xp̂  = – i
x
∂
∂

 ; yp̂  = – i
y
∂
∂

 ; zp̂  = – i
z
∂
∂

  

 p̂  = – i
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜ + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 = – i ∇  

 p̂ 2 = – 2∇2 

 ∇2 = 
2

2x

∂

∂
+ 

2

2y

∂

∂
+ 

2

2z

∂

∂
 Toán tử Laplace 

 

Momen động lượng thành 
phần Mx, My, Mz 

Momen động lượng M 

 

 xM̂  = – i  (y zp̂  – z yp̂ )  

 yM̂  = – i  (z xp̂  – x zp̂ ) 

 zM̂  = – i  (x yp̂  – y xp̂ ) 

 2M̂  = 2
xM̂  + 2

yM̂  + 2
zM̂   

Thế năng U(x, y, z)  Û  = U 
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Động năng T = 
2p

2m
   T̂  = – 

2

2m
∇2  

Năng lượng E = T + U  Ĥ  = – 
2

2m
∇2 + U 

Toán tử spin thành phần và spin bình phương: 

  xŜ  = 
2

 0     1

1     0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 ; yŜ  = 

2
 0     i

i       0

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 ;  zŜ  = 

2
 1     0

0    1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠
 

    2Ŝ  = 2
xŜ  + 2

yŜ  + 2
zŜ  = 

23
4

 1     0

0    1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

– Tiên đề 3. Phương trình Schrửdinger  
Trong cơ học lượng tử, sự biến đổi trạng thái của hệ vi mô theo toạ độ được xác định 

bởi phương trình: 
      Ĥψ(q) = Eψ(q)  
 ψ(q)- hàm sóng chỉ phụ thuộc toạ độ gọi là hàm sóng ở trạng thái dừng. 
Phương trình Schrửdinger là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất nên các nghiệm 

độc lập f1, f2,... cũng lập thành một nghiệm chung dưới dạng tổ hợp tuyến tính: 

    ψ = c1f1 + c2f2 + ... + cnfn 
Nếu ψ đã chuẩn hoá thì: 

    ⏐c1⏐2 + ⏐c2⏐2 + ... + ⏐cn⏐2 = 
n

i 1=
∑ ⏐ci⏐2  = 1 

– Tiên đề 4. Trị riêng và trị trung bình 
Những giá trị đo lường một đại lượng vật lí A chỉ có thể là phổ các trị riêng an của toán 

tử tuyến tính Hermite Â  tương ứng theo phương trình trị riêng ở thời điểm t. 
     Âψn = anψn  
Nếu hàm ψn không trùng với bất kỳ hàm riêng nào thì đại lượng vật lí A vẫn có thể 

nhận một trong những giá trị a1, a2, a3, … , an. Trong trường hợp này, đại lượng A không xác 
định, nó chỉ có thể xác định bằng trị trung bình a  theo hệ thức: 

a  = a  = n n

n n

Âψ ψ

ψ ψ
 = 

*
n n

*
n n

Â d

d

ψ ψ τ

ψ ψ τ

∫
∫

 

1.1.8 Điều kiện để hai đại lượng vật lí có giá trị đồng thời xác định ở cùng một 
trạng thái 

Điều kiện cần và đủ để hai đại lượng vật lí có giá trị xác định đồng thời ở cùng một 
trạng thái là những toán tử của chúng phải giao hoán. 

Nguyên lí bất định Heisenberg là một ví dụ về động lượng liên hợp chính tắc với toạ độ 
không đồng thời xác định. 
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x̂ xp̂  – xp̂ x̂  = i  
ŷ yp̂  – yp̂ ŷ  = i  

    ẑ zp̂   – zp̂ ẑ  = i   

Một số hệ thức giao hoán thường gặp: 
     [ xM̂ , yM̂ ] = i zM̂   

     [ yM̂ , zM̂ ] = i xM̂  

     [ zM̂ , xM̂ ] = i yM̂  

[ 2M̂ , xM̂ ] = [ 2M̂ , yM̂ ] = [ 2M̂ , zM̂ ] = 0 

     [ xŜ , yŜ ] = i zŜ   

     [ yŜ , zŜ ] = i xŜ  

     [ zŜ , xŜ ] = i yŜ  

[ 2Ŝ , xŜ ] = [ 2Ŝ , yŜ ] = [ 2Ŝ , zŜ ] = 0 

Một số biểu thức giao hoán tử hay sử dụng: 

[ Â , B̂] = Â B̂  – B̂ Â  = 0 

[ Â , B̂  + Ĉ ] = [ Â , B̂ ] + [ Â ,Ĉ ] 

[ Â  + B̂ ,Ĉ ] = [ Â ,Ĉ ] + [ B̂ ,Ĉ ] 

[ Â , B̂ Ĉ ] = [ Â , B̂ ] Ĉ  + B̂ [ Â ,Ĉ ] 

[ Â B̂ ,Ĉ ] = Â [ B̂ ,Ĉ ] + [ Â ,Ĉ ] B̂  

1.1.9 Một số biểu thức cần ghi nhớ 

• Định luật Planck về sự lượng tử hoá năng lượng dòng photon.  
En = nhν; với n = 1, 2, 3... 

• Hiệu ứng quang điện: 
hν = hνo + 1

2
mv2 

trong đó:   ν - tần số ánh sáng tới; 
  νo - tần số ngưỡng quang điện. 
• Hiệu ứng Compton:   

Δλ = λ – λo = h
mc

 (1 – cosθ) = 2 h
mc

 sin2 

2
θ , 

trong đó:  λo - bước sóng tới ban đầu; 
  λ   - bước sóng khuếch tán; 
   Δλ - độ tăng bước sóng λ của photon khuếch tán. 
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• Hệ thức de Broglie với lưỡng tính sóng - hạt của photon:  

λ = h
mc

 

Khi mở rộng cho bất kì hệ vi hạt nào: 

λ = h
mv

 = h
p

 

• Nếu electron chuyển động trong một điện trường với hiệu điện thế là U von thì: 

λ = 
1/ 2

h

(2mqU)
 

với:   m - khối lượng hạt; 
 q - điện tích hạt; 
 h = 6,62.10–34 J.s là hằng số Planck. 
• Hệ thức bất định Heisenberg: 

ΔxΔpx ≥  

hay:     ΔxΔvx ≥ 
m

 

với:    = h
2π

 = 1,05.10–34 J.s là hằng số Planck rút gọn;   

 Δx  - độ bất định về toạ độ theo phương x; 
 Δpx - độ bất định về động lượng theo phương x; 
  Δvx - độ bất định về vận tốc theo phương x. 

• Sự áp dụng CHLT vào một số hệ lượng tử cụ thể sẽ được đề cập ở các chương tiếp 
theo. 

1.2 Bài tập áp dụng 

1. Thực hiện các phép tính sau đây: 

a)  ( )
2

2
dˆ ˆA 2x  ,      A  
dx

=   

b) ( )
2

2
2

d dˆ ˆA x  ,      A    2 3
dxdx

= + +  

c)    ( )3 dˆ ˆA xy  ,      A
dy

=  

d)  ( )ikx dˆ ˆA e  ,      A  i
dx

= −  

Trả lời 

a)  ( ) ( ) ( )
2

2
d d

Â 2x 2x  2 0
dxdx

= = =  
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b)    ( )
2

2 2 2 2
2

2

d d
Â x   x   2  x 3x

dxdx

           2    4x    3x

= + +

= + +

 

c) ( ) ( )3 3 2d
Â xy xy 3xy

dy
= =  

d)  ( ) ( )ikx ikx 2 ikx ikxd
Â e i e i k e k e

dx
=− =− =  

2. Hỏi các toán tử cho dưới đây có phải là toán tử tuyến tính hay không? 

a)  ( ) ( )Âf x f x=     mà     ( ) ( ) ( )1 1 2 2f x c f x c f x= +  

b)  ( ) ( )2Âf x x .f x=   mà     ( ) ( ) ( )1 1 2 2f x c f x c f x= +  

c)  ( ) ( ) 2
Âf x f x⎡ ⎤= ⎣ ⎦     mà     ( ) ( ) ( )1 1 2 2f x c f x c f x= +  

Trả lời 

a)  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2Âf x c f x c f x c f x c f x= + ≠ +  

Â⇒  không phải là toán tử tuyến tính. 

b)  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2Âf x x c f x c f x x c f x x c f x= + = +  

 ( ) ( )( )2
1 1 2 2x c f x c f x= +  

Â⇒  là toán tử tuyến tính. 

c)  ( ) ( ) ( )( )21 1 2 2Âf x c f x c f x= +  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2c f x c f x 2c c f x f x= + +  

( ) ( )2 2
1 1 2 2c f x c f x≠ +  

Â⇒  là không phải là toán tử tuyến tính. 

3. Chứng minh rằng αxe  là hàm riêng của toán tử 
n

n
d

dx
. Trị riêng trong trường hợp này 

là bao nhiêu? 

Trả lời 

Ta thực hiện phép đạo hàm 
n

n
d

dx
 đối với hàm xeα  sẽ có kết quả sau: 

n
x n x

n
d

e e
dx

α αα=  

Vậy xeα  là hàm riêng của toán tử 
n

n
d

dx
 và trị riêng là nα . 

4. Cho ( ) ikxf x e= là hàm riêng của toán tử xp̂ . Hãy tìm trị riêng bằng bao nhiêu? 
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Trả lời 

Thực hiện phép ( )xp̂ f x  ta có: ( )ikx 2 ikx ikxd
i e i k e k e

dx
− =− =  

Trị riêng là k . 

5. Cho toán tử d
Â

dx
= , 2B̂ x=  và f(x). Hãy chứng minh: 

a)  ( ) ( )
22ˆ ˆA f x Af x⎡ ⎤≠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

b)  ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆABf x BAf x≠  

Trả lời 

a)  ( ) ( ) ( )
2

2
2

d d d fˆ ˆA f x A ¢f x f x
dx dx dx

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( ) ( )
2 2 22

2
d df d f

Âf x f x
dx dx dx

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎜⎢ ⎥= = ≠⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎟⎜⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

b)  ( ) ( ) ( )2 2d dfˆ ˆABf x x f 2xf x x
dx dx

= = +  

   ( ) ( )2 2d dfˆB̂Af x x f x
dx dx

= =  

Như thế: ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆABf x BAf x≠  hay ˆ ˆA & B không giao hoán với nhau. 

6. Hãy xác định hàm g(x) thu được khi cho toán tử Û  tác dụng lên hàm f(x) trong các 
trường hợp dưới đây: 

a)  û  = x̂  ;  f(x) = 
2xe−   

b) û  = d
dx

 ;  f(x) = 
2xe−  

c) û  = î  (toán tử nghịch đảo); f(x) = x2 – 3x + 5 
d) 4u c=  (toán tử quay quanh trục z một góc bằng 90o);       f(x, y, z) 

= xy – xz + yz 

Trả lời 
Theo định nghĩa về toán tử ta có: ûf(x) = g(x) 

a)  Nếu û  = x và f(x) = 
2xe− ta viết: x.

2xe− = g(x) 

b)  Nếu û  = d
dx

 ; f(x) = 
2xe− thì toán tử g(x) có dạng:  

    d
dx

(
2xe− ) = – 2x

2xe− = g(x)   

c) Khi û  = î  là toán tử nghịch đảo thì có nghĩa các trục toạ độ được chuyển từ x sang – 
x; y sang – y. Vậy: 

   î (x2 – 3x + 5) = x2 + 3x + 5 = g(x) 
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d) Toán tử 4c  quay quanh trục z theo một góc bằng 90o, có nghĩa là x → y; y → – x và 
z → z. Như vậy:  

    4c f(x, y, z) = – yx – yz – xz = g(x). 

7. Cho toán tử x̂  = x và û  = d
dx

, hãy xác định hàm sóng mới thu được khi thực hiện 

phép nhân toán tử cho các trường hợp sau: 
a) x̂ û  ;  b)  û x̂   
Biết hàm f(x) = 

2xe− . 

Trả lời 
Chúng ta thực hiện phép nhân hai toán tử với nhau theo tính chất của chúng sẽ dẫn đến 

hàm số mới. Quả vậy. 

a)  x̂ ûf(x)  = x d
dx

 [f(x)] = x d
dx

 (
2xe− ) 

   = x(– 2x
2xe− ) = – 2x2 2xe−  = g(x) 

b)  û x̂ f(x)  = d
dx

x[f(x)] = d
dx

(x
2xe− ) 

= x d
dx

(
2xe− ) + 

2xe− d
dx

x 

   = – 2x2 2xe− + 
2xe−   

   = (1 – 2x2)
2xe− = g(x) 

8. Biết f(x) = 
2x / 2e−  là hàm riêng của toán tử ĥ  = 

2
2

2
d

x
dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. Hãy xác định trị riêng 

khi thực hiện phép ĥf(x). 

Trả lời 

ĥf(x) = 
2

2
2

d
x

dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
(

2x / 2e− ) = x2.
2x / 2e−  – d

dx

2x /2d
(e )

dx
−⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Thực hiện phép lấy đạo hàm 
2

2
d

dx
 ta có: 

  = x2.
2x /2e−  – d

dx
 (–

2x /2x.e− ) = x2.
2x /2e−  + d

dx
(x.

2x / 2e− )  

  = x2.
2x /2e−  + 

2x / 2e−  – x.x
2x / 2e−   

hay:   = x2.
2x /2e−  + 

2x / 2e−  – x2.
2x / 2e−  

  = 
2x / 2e− .  

Như vậy:  ĥ
2x / 2e−  = + 1.

2x / 2e−  
Rõ ràng trị riêng thu được là +1. 
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9. Hãy chứng minh các toán tử dưới đây là toán tử tuyến tính: 

a) d
dx

      c)  
n

n
d

dx
 

 

b) d d
dx dy

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
     d) ∇2  

Trả lời 
Theo định nghĩa của toán tử tuyến tính ta có:   

a) d
dx

(c1 f1 + c2 f2) = c1
1df

dx
 + c2

2df
dx

 

Vậy d
dx

 là toán tử tuyến tính. 

b)  d d
dx dy

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
(c1f1 + c2f2)= c1

1df
dx

 + c2
2df

dx
 + c1

1df
dy

 + c2
2df

dy
 

  Vậy d d
dx dy

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 là toán tử tuyến tính. 

c)  
n

n
d

dx
(c1f1 + c2f2) = d

dx
d d

...
dx dx

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
(c1f1 + c2f2) 

   = c1 
d
dx

 d d
...

dx dx

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
f1 + c2

d
dx

d d
...

dx dx

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
f2 

Thực hiện các phép đạo hàm ta thu được kết quả thoả mãn điều kiện tuyến tính. Vậy 

toán tử 
n

n
d

dx
 là toán tử tuyến tính. 

d)  ∇2 = 
2

2
d

dx
 + 

2

2
d

dy
 + 

2

2
d

dz
 là toán tử Laplace. 

Thực hiện phép tính ∇2(c1f1 + c2f2) ta có:  

   
2

2
d

dx

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
 + 

2

2
d

dy
 + 

2

2
d

dz

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(c1f1 + c2f2)  

hay    
2

2
d

dx
(c1f1 + c2f2) + 

2

2
d

dy
(c1f1 + c2f2) + 

2

2
d

dz
(c1f1 + c2f2) 

  
2 2

1 2
1 22 2

d f d f
c c

dx dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
+

2 2
1 2

1 22 2
d f d f

c c
dy dy

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
+ 

2 2
1 2

1 22 2
d f d f

c c
dz dz

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

Kết quả thu được thoả mãn định nghĩa về toán tử tuyến tính. Vậy toán tử Laplace là 
toán tử tuyến tính. 
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10. Cho toán tử Â  = – i d
dx

 (i = 1− ). Hãy chứng minh toán tử Â  là Hermite. Biết x 

nằm trong (– ∞ , + ∞). 

Trả lời 

Nếu Â  = – i d
dx

 thì Â * = i d
dx

  

Theo định nghĩa về toán tử Hermite ta có: 
+∞

−∞
∫ g* Â fdτ  

áp dụng cho trường hợp Â  = – i d
dx

   

ta viết:    – i
+∞

−∞
∫ g* df

dx
dx = – i

+∞

−∞
∫ g*df.  

Theo phép tích phân từng phần 
b bb

a
a a

vdu    uv    udv
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  ta có:  

    – i 
+∞

−∞
∫ g*df = – igf    

+∞

∞−
+  i

+∞

−∞
∫ fdg* 

Khi x = ± ∞, các hàm f và g* đều tiến tới 0. Do vậy biểu thức – igf = 0.  

Cuối cùng ta viết:  

 
+∞

−∞
∫ g* Â fdx = i

+∞

−∞
∫ fdg* = i

+∞

−∞
∫ f

*dg
dx

dx = 
+∞

−∞
∫ f *d

i g
dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
dx = 

+∞

−∞
∫ f Â *g*dx 

So sánh kết quả thu được với biểu thức ban đầu, toán tử Â= – i d
dx

 là toán tử Hermite. 

11. Cho toán tử Â  là Hermite. Nếu nhân toán tử Â  với một số thực c thì c Â  có phải là 
toán tử Hermite hay không ? 

Trả lời 
Từ định nghĩa về toán tử Hermite ta có:  

     ∫ g* Â fdx = ∫ f Â *g*dx 

Nhân 2 vế của biểu thức này với c là số thực (c = c*) sẽ có: 

    c∫ g* Â  f dx = c*∫ f Â *g*dx  hay 

    ∫ g*(c Â ) f dx = ∫ f (c* Â *)g*dx   

    ∫ g* B̂  f dx = ∫ f ( B̂ *g*)dx   

Biểu thức cuối cùng thu được chỉ rõ B̂  = c Â  là Hermite.  
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12. Cho Â  và B̂  là hai toán tử Hermite. Hãy chứng minh tổng Â  + B̂  cũng là Hermite? 

Trả lời 
Theo đầu bài và từ tính chất của toán tử ta có thể viết:  

    ∫ g*( Â+ B̂) f dx = ∫ g* Â f dx + ∫ g* B̂  f dx 

       = ∫ f Â *g* dx + ∫ f B̂ *g* B̂dx 

        = ∫ f ( Â * + B̂ *) g* dx 

So sánh biểu thức cuối cùng với biểu thức đầu tiên rõ ràng tổng               ( Â  + B̂ ) cũng 
là Hermite. 

13. Biết Â  và B̂  là những toán tử Hermite, chứng minh tích Â B̂  cũng là Hermite nếu 
Â  và B̂  giao hoán với nhau. 

Trả lời 

Từ giả thiết ban đầu ta viết:  ∫ g* Â B̂ f dx = ∫ g* Â ( B̂ f)dx  

Mặt khác do Â  là toán tử Hermite nên : 

∫ g* Â ( B̂f)dx =∫ ( B̂ f) Â *g*dx 

và cũng do B̂  là toán tử Hermite nên: 

∫ ( B̂ f) Â *g*dx = ∫ f B̂ *( Â *g*)dx 

Chúng ta lại biết ˆ ˆˆ ˆAB BA=  nên: 

∫ f B̂ *( Â *g*)dx = ∫ f Â * B̂ *g*dx 

Kết quả này chỉ rõ tích Â B̂  là toán tử Hermite. 

14. Hãy chứng minh những hàm sau đây hàm nào là hàm riêng của toán tử d
dx

.  

a) eikx    c) k   e)  
2axe−  

b)  coskx    d) kx 

Trong từng trường hợp trên hãy chỉ rõ các trị riêng tương ứng. 

Trả lời 
Phương trình hàm riêng, trị riêng có dạng: Âψ = aψ  
áp dụng cho từng trường hợp ta có các kết quả sau: 

a) d
dx

(eikx) = ikeikx. Như thế hàm eikx là hàm riêng của toán tử d
dx

 và trị riêng tương ứng 

là ik. 

b) d
dx

(cos kx) = – ksinkx. ở trường hợp này hàm coskx không phải là hàm riêng của 

toán tử d
dx

. 
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c) d
dx

(k) = 0.   k không phải là hàm riêng. 

d) d
dx

(kx) = k.   kx không phải là hàm riêng. 

e) d
dx

(
2axe− ) = – 2ax

2axe− . Hàm 
2axe−  cũng không phải là hàm riêng của toán tử d

dx
 

bởi vì 2ax không phải là hằng số.  

15. Xác định giá trị trung bình của  động lượng tuyến tính hình chiếu px được mô tả 
bằng các hàm sóng sau đây: 

a) eikx ;  b) coskx ;  c) 
2axe−  

Trả lời 
Toán tử động lượng tuyến tính theo phương x có dạng:   

     xp̂  = – i d
dx

 

Giá trị trung bình của px được xác định bằng biểu thức: 

      px  = 
*

x

*

p̂ dx

dx

ψ ψ

ψ ψ

∫
∫

 

      px  = 
*

*

d
i dx

dx

dx

ψ
ψ

ψ ψ

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫

∫
 = 

*

*

d
i dx

dx

dx

ψ
ψ

ψ ψ

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫

∫
 

áp dụng cho từng trường hợp: 

a) ψx = eikx ⎯→ d
dx
ψ  = ikeikx = ikψ  

 px  = 
*

*

i .ik dx

dx

ψ ψ

ψ ψ

− ∫
∫

 = – i2k  = k   

b)  ψx = coskx ⎯→ d
dx
ψ  = – ksinkx ;   

  *
xψ  = coskx 

 
∞

−∞
∫ ψ* d

dx
ψ dx = 

∞

−∞
∫ coskx(–ksinkx)dx  

     = – k
∞

−∞
∫ coskxsinkxdx = 0 

Vậy px  = 0. 

c)  ψx = 
2axe− ⎯→ d

dx
ψ  = – 2ax

2axe−  
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  px   = 
∞

−∞
∫ ψ* d

dx
ψ  dx  

    = 
∞

−∞
∫

2axe− (– 2ax
2axe− )dx 

   = – 2a
∞

−∞
∫ x

22axe− dx 

= 0 

16. Cho hàm sóng ( )
1/2

n
2 n

f x sin x
a a

π⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 với 0 x a< ≤  mô tả chuyển động của electron 

trong giếng thế một chiều. Hãy chứng minh hệ thức: 22E E 0− = . 

Trả lời 
Khi electron chuyển động trong giếng thế một chiều thì ( )u x 0= , toán tử năng lượng có 

dạng: 
2 2

2
d

Ĥ
2m dx

=− .  

Năng lượng trung bình E  được tính theo biểu thức sau: 

( ) ( )
a

n n
0

ˆE f x Hf x dx.∗= ∫  Thay fn(x) vào ta có: 

a 1/2 1/22 2

2
0

2 n x d 2 n x
E sin sin dx

a a 2m a adx

π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜= −⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

      
a2 2

2
0

2 n x d n x
sin sin dx

a 2m a adx

π π
=− ∫  

      
a2

0

2 n n x d n x
sin cos dx

a 2m a a dx a
π π π

=− ∫  

      
a2

0

2 n n n x n x
sin sin dx

a 2m a a a a
π π π π⎛ ⎞− ⎟⎜=− ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫  

      
a22

2

0

n n x
sin dx

ma a a
π π⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ∫  

      
a22

0

n 1 2n x
1 cos dx

ma a 2 a
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  



 

 

16

      [ ]

a a22

0 0

2 a2

0
22

22 2 2 2

2

2 2 2
2 2

2 2

n 1 2n x
dx cos dx

ma a 2 a

n 1 a 2n
x sin x

ma a 2 2n a

n 1
a 0 0)

ma a 2

n a n 1
ma a 2 m 2a

h 1 h
n n

24 m a 8ma

π π

π π
π

π

π π

π

π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎛ ⎞ ⎜⎢ ⎥⎟⎟ ⎜⎜ ⎟= +⎟ ⎢ ⎥⎜⎜ ⎟⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎟⎜ ⎢ ⎥= +⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎛ ⎞⎟⎜= + −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

= =

∫ ∫

2

 

Đối với trường hợp 2E  ta cũng tính tương tự: 

( ) ( )
a

2 2
n n

0

ˆE f x H f x∗= ∫    

        
1/ 2 2a 1/ 22 2

2
0

2 n x d 2 n x
sin sin dx

a a 2m a adx

π π⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜= −⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎜⎟ ⎟⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

        
a4 4

2 4
0

2 n x d n x
sin sin dx

a a a4m dx

π π
= ∫  

Thực hiện phép đạo hàm 4 lần ta có: 
a4 2 2

2
2 2 2

0

2 n x d d n x
E sin sin dx

a a a4m dx dx

π π⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜= ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

a24 2

2 2
0

2 n n x d n x
sin sin dx

a a a a4m dx

π π π⎛ ⎞⎟⎜=− ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ∫  

  
a2 24

2
2

0

2 n n n x
sin dx

a a a a4m

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫  

  
a44

2
0

2 n 1 n x
1 cos2 dx

a a 2 a4m

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

44 4 4 4 4
4

2 4 2 4 2 4
2 n a h n h

n
a a 24m 16 4m a 64m a

π π

π

⎛ ⎞⎟⎜= = =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

Vậy 
22

2 2
2

h
E n

8ma

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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So sánh với kết quả tính được cho E , ta có: 22E E 0− = . Đó là điều cần chứng 

minh. 

17. Cho hàm sóng mô tả trạng thái của một vi hạt có dạng: 
   ψ = (cosχ)eikx + (sinχ)e– ikx 

ở đây χ là tham số. Hãy: 
a) Cho biết trị riêng của toán tử px và biểu thức hàm riêng mô tả toàn trạng thái của hệ 

khảo sát 
b) Viết dạng hàm sóng ψ trên đây nếu xác suất tìm thấy vi hạt đạt được 90% ứng với px 

= +k . Biết eikx là hàm riêng của toán tử xp̂ .  

Trả lời 
Theo đầu bài: ψ(cosχ)eikx + (sinχ)e– ikx 

       xp̂  = – i d
dx

.  

áp dụng phương trình hàm riêng trị riêng ta có: 

a)  xp̂ ψ1 = – i d
dx

(eikx) = – i ikeikx = k (eikx) 

  + k  là trị riêng của xp̂ . 

   xp̂ ψ2 = – i d
dx

(e– ikx) = – i (– ik)eikx = – k (eikx)  

– k  là trị riêng của xp̂ . 

Theo tiên đề 1 của cơ học lượng tử thì: 
ψ  = (cosχ)eikx + (sinχ)e– ikx  hay 
    = c1eikx + c2e– ikx cũng là hàm riêng mô tả trạng thái của hệ vi hạt. 
b) Để viết dạng hàm sóng cụ thể, ta lại biết xác suất tìm thấy vi hạt là: 
  p1 = 2

1c  = cos2χ = 0,90 ⎯→ cosχ = 0,95 

  p2 = 2
2c  = sin2χ = 0,10 ⎯→ sinχ = ± 0,32 

 Vậy ψ = 0,95eikx ± 0,32 e– ikx  

18. Biết toán tử tuyến tính Â  ứng với trị riêng duy nhất a có k hàm riêng f1, f2, ... fk, hãy 
chứng minh rằng bất cứ tổ hợp tuyến tính nào của các hàm riêng nói trên cũng là 
hàm riêng cuả toán tử Â  ứng với trị riêng a. 

Trả lời 
Để tiện lợi cho cách giải ta xét trường hợp hàm riêng suy biến bậc 2. 
Theo giả thiết ban đầu ta có: 
     Â f1 = af1         (1) 
    Â f2 = af2         (2) 
Ta nhân lần lượt phương trình (1) với c1 và (2) với c2 
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     c1 Â f1 = c1af1         
    c2 Â f1 = c2af1 

    c1 Â f1 + c2 Â f2 = c1af1 + c2af2  

Vì Â  là toán tử tuyến tính nên ta viết: 
  Â (c1f1 + c2f2) = a (c1f1 + c2f2)      (3) 

tổ hợp (c1f1 + c2f2) ở phương trình (3) là hàm riêng của toán tử tuyến tính Â  ứng với trị riêng 
a duy nhất. 

Từ kết quả thu được của bài toán này ta suy rộng cho các trường hợp không có suy biến, 
nghĩa là ứng với các hàm f1, f2... có các trị riêng a1, a2... khác nhau. Trong trường hợp này ta 
nhận thấy: 

   Â (c1f1 + c2f2) = a1c1f1 + a2c2f2      (4) 
Do a1 ≠ a2 nên tổ hợp c1f1 + c2f2 không là hàm riêng của toán tử Â . 

19. Hãy chứng minh các trị riêng của toán tử Hermite đều là những số thực. 

Trả lời 
Xuất phát từ phương trình trị riêng ta viết: 
    Â fj = a fj         (1) 
Lấy liên hợp phức hai vế của phương trình (1) sẽ là: 

    Â * *
jf  = *

ja *
jf         (2) 

Nhân (1) với *
jf  và lấy tích phân ta được: 

     ∫ *
jf Â fjdx = aj∫ *

jf fjdx     (3) 

Một cách tương tự nhân (2) với fj: 
    ∫ fj Â * *

jf dx = *
ja ∫ *

jf fjdx     (4) 

Do Â  là toán tử Hermite nên từ (3) và (4) dẫn đến: 

    aj ∫ *
jf  fj dx = *

ja ∫ *
jf  fj dx      

hay      aj = *
ja . Đó là điều cần chứng minh. 

Bài toán này cũng có thể biểu diễn dưới dạng tích vô hướng. 

 Â fj = ajfj → *
jf ⏐ Â fj  = *

jf ⏐ajfj  =aj
*
jf ⏐fj   (1’) 

 Â *
jf = *

ja *
jf → Â *

jf ⏐fj = *
ja *

jf ⏐fj = *
ja *

jf ⏐fj    (2’) 

So sánh hàm (1’) và (2’) rõ ràng aj = *
ja . 

20. Những hàm riêng của một toán tử Hermite Â  ứng với những trị riêng khác nhau sẽ 
lập thành một hệ hàm trực giao. Hãy chứng minh điều này. 

Trả lời 
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Gọi fj và fk là hai hàm riêng bất kì của toán tử Â  ứng với hai trị riêng aj và ak khác nhau 
(aj ≠ ak) ta phải chứng minh ∫ fj

*
kf dx = 0. Quả vậy, theo giả thiết ta có: 

   Â fj = aj fj         (1) 

nhân (1) với *
kf  và lấy tích phân ta có: 

   ∫ *
kf Â fjdx = aj∫ *

kf fjdx      (2) 

Với hàm riêng fk của toán tử Â , phương trình trị riêng có dạng: 
   Â fk = ak fk   hay liên hợp có dạng: 

   * * * *
k k kÂ f a f=          (3) 

nhân (3) với fj và lấy tích phân ta có: 

   ∫ fj
*Â *

kf dx = *
ka ∫ *

kf fjdx      (4) 

Trừ (3) với (4) ta có biểu thức sau: 
   ∫ *

kf Â fj dx – ∫ fj Â * *
kf dx = (aj – *

ka )∫ *
kf fjdx  (5) 

Do Â  là Hermite nên vế trái của (5) bằng 0 

   (aj – *
ka )∫ *

kf fjdx = 0;    (aj – *
ka ) ≠ 0 

nên ∫ *
kf fjdx = 0. Điều này có nghĩa hàm riêng fk và fi trực giao với nhau. 

(Độc giả có thể biểu diễn bài toán này dưới dạng tích vô hướng). 

21. Cho hàm f = cosax.cosby.coscz, hãy: 
a) Chứng minh hàm đã cho là hàm riêng của toán tử Laplace ∇2. 
b) Tìm trị riêng tương ứng với hàm riêng f. 

Trả lời 

a) Toán tử Laplace có dạng ∇2 = 
2

2
d

dx
 + 

2

2
d

dy
 + 

2

2
d

dz
 

Ta thực hiện phép tính của phương trình trị riêng: 
     Â f = af  

Thực vậy: ∇2f=kf hay 

  
2 2 2

2 2 2
d d d

dx dy dz

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
cosax.cosby.coscz = 

2

2
d

dx
(cosax.cosby.coscz) + 

2

2
d

dy
(cosax.cosby.coscz) + 

2

2
d

dz
(cosax.cosby.coscz) 

Ta thực hiện phép lấy đạo hàm bậc 2 theo x, y và z sẽ dẫn tới kết quả. 
2

2
d

dx
(cosax.cosby.coscz) = – a2(cosax.cosby.coscz) = – a2f 
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2

2
d

dy
(cosax.cosby.coscz) = – b2(cosax.cosby.coscz) = – b2f 

2

2
d

dz
(cosax.cosby.coscz) = – c2(cosax.cosby.coscz) = – c2f 

Cuối cùng ta có biểu thức: 
2 2 2

2 2 2
d d d

dx dy dz

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
f = – (a2 + b2 + c2)f 

Biểu thức cuối cùng đã chỉ rõ hàm f chính là hàm riêng của toán tử Laplace. 
b) Cũng từ biểu thức thu được giá trị –(a2 + b2 + c2) là trị riêng của toán tử Laplace trong 

hệ toạ độ Descartes. 

22. Hãy chúng minh hàm f1 = sin
a
π x và f2 = cos

a
π x là trực giao trong khoảng xác định 0 

< x < a. 

Trả lời 
Theo điều kiện trực giao ∫ fi fj dτ = 0.  

Xét cho hai hàm f1 và f2 ta có:    

   
a

0
∫ f1f2dx = 

a

0
∫ sin

a
π x.cos

a
π xdx  

     = 1
2

a

0
∫ 2sin

a
π x.cos

a
π xdx 

Do 2 sinθ.cosθ = sin2θ nên ta viết:  

   1
2

 
a

0
∫ sin 2 

a
π  x dx = 1

2
 

a

0

a 2
cos x

2 a
π

π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥− ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
  

        = – a
π

(1 – 1) = 0 

Vậy f1 và f2 là hai hàm trực giao với nhau. 

23. Cho toán tử Â  và B̂  là tuyến tính và Hermite. Hãy chứng minh rằng khi 2 toán tử 
này giao hoán với nhau thì chúng có cùng hàm riêng f. 

Trả lời 
Dạng tổng quát của phương trình hàm riêng và trị riêng là: 
     Â f = af          (1) 
Nhân trái hai vế của (1) với B̂  ta có: 
      B̂ Â f = B̂af = a B̂ f       (2) 
Do Â  và B̂  giao hoán với nhau nên ta có hệ thức: 
    Â B̂ f = B̂ Â f = Â ( B̂ f) = Âbf = b Â f   (3) 
Từ (2) và (3) dẫn tới   
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    Â ( B̂ f) = a( B̂f)       (4) 
Phương trình (4) chứng tỏ B̂ f là hàm riêng của toán tử Â .  
Ta đặt B̂ f = f/ sẽ có:  Â f/ = af/        (5) 
Như vậy f và f/ đều là hàm riêng của toán tử Â  ứng với trị riêng a. 
Mặt khác ta lại biết: f/ = hằng số *f nên B̂ f = hằng số *f = bf. Vậy f là hàm riêng của 

toán tử Â  cũng là hàm riêng của toán tử B̂ . Đó là điều cần chứng minh.  

24. Toán tử động lượng thành phần theo phương x có dạng xp̂ = – i d
dx

. Từ giá trị này 

hãy tìm hàm riêng 
xpψ  và cho biết ý nghĩa của nó. 

Trả lời 
Để xác định hàm riêng ψpx ta áp dụng phương trình trị riêng:  

xp̂ ψ=px ψ  

ở đây ψ là hàm riêng và px là trị riêng của xp̂ . Thay giá trị xp̂  ta có:  

    – i d
dx
ψ  = pxψ hay d

dx
ψ  = i pxψ  

Lấy tích phân biểu thức sẽ dẫn đến kết quả:   

    ∫
dψ
ψ

 = i px∫ dx  

   lnψ = i pxx + lnA 

   ln
A
ψ  = i pxx   hay   

A
ψ  = x

i
P x

e   

Cuối cùng hàm riêng 
xpψ  = A. x

i
P x

e  

Đây chính là hàm riêng của toán tử xp̂  và nó tồn tại với mọi giá trị thực của px. Các giá 
trị px lập thành một phổ liên tục và có thể có những giá trị liên tục bất kì. 

 

25. Cho biết toán tử mômen động lượng hình chiếu theo phương z là zM̂  = – i d
ϕ

. Hãy 

xác định hàm riêng của toán tử này và cho biết các giá trị khả dĩ (trị riêng) của toán 
tử zM̂ . 

Trả lời 
Giải bài toán này ta cũng sử dụng phương trình trị riêng: zM̂ φ = MZφ.  

ở đây φ là hàm riêng và MZ là trị riêng của toán tử zM̂ . Phương trình trên có dạng:  

    – i d
d
φ
ϕ

 = MZφ        (1) 

Mặt khác, ta đặt MZ = m  với giá trị m chưa biết: 
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   – i d
d
φ
ϕ

 = m φ  hay – i d
d
φ
ϕ

 = mφ.  

Lấy tích phân sẽ có:  ∫
dφ
φ

 = im∫ dϕ      (2) 

    ln φ = imϕ + lnA  hoặc 

    ln
A
φ  = imϕ  hay   φ=A.eimϕ    (3) 

φ chính là hàm riêng của toán tử zM̂ . Hàm riêng φ phải là đơn trị nên φ(ϕ) = φ(2π + ϕ). 
Từ đây ta viết: 

     A. eimϕ = A.eim(ϕ + 2π) = A.eimϕ.eim2π    (4) 
hay     eim2π = 1          (5)  

Sử dụng hệ thức Euler eiϕ = cosϕ + isin ϕ cho trường hợp trên ta có:  
    eim2π = cos2πm + isin2πm = 1     (6) 
Vế phải của (6) là số thực nên vế trái cũng phải thực, như thế số hạng isin2π phải triệt 

tiêu, nghĩa là: 
   sin2πm = 0 = sinkπ  
   2πm = kπ  
   k=0, ± 1, ± 2... nguyên sẽ dẫn đến 

 m = k
2

 = 0, ± 1
2

, ± 1, ± 3
2

, ± 2... nguyên hay bán nguyên    (7) 

Mặt khác từ (6) ta lại có:  
cos2πm = 1 = cos2kπ  

    2πm = 2kπ  
   k = 0, ± 1, ± 2 ... nguyên sẽ dẫn đến 
   m = k = 0, ±1, ± 2, ± 3 ... nguyên      (8) 
Kết hợp điều kiện (7) và (8) thì m bắt buộc phải là số nguyên. Như vậy khi Mz = m  thì 

m chỉ có thể nhận các giá trị gián đoạn. 
Mz = 0 , ± 1 , ± 2 , ± 3 ... nghĩa là Mz lập thành phổ trị riêng gián đoạn. Nói cách 

khác Mz đã được lượng tử hoá. 

26. 26. Cho hàm ψ được khai triển dưới dạng tổ hợp tuyến tính (theo nguyên lí chồng 

chất trạng thái ). ψ = c1f1 + c2f2 + c3f3 + ... + cnfn=
n

i 1=
∑ cifi. Hãy chứng minh ở trạng 

thái hàm sóng ψ mô tả hệ lượng tử có tổng bình phương môđun hệ số khai triển 
bằng đơn vị, biết rằng các hàm sóng đều chuẩn hoá. 

Trả lời 
Theo đầu bài ta có:  ψ =

i
∑ cifi       (1) 

Hàm liên hợp phức là: ψ*=
j
∑ *

jc *
jf         (2) 
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Do các hàm sóng đã chuẩn hoá nên:  

     ∫ ψψ*dx =
i
∑

j
∑ ci

*
jc ∫ *

jf fidx 

       =
i
∑

j
∑ *

jc ciδij = 1 

ij
0 khi i j
1 khi i j

δ
⎧ ≠⎪⎪= ⎨⎪ =⎪⎩

 

Vậy ∑⏐ci⏐2 = 1. Đó là điều cần chứng minh. 

27. Xuất phát từ phương trình chính tắc của cơ học lượng tử: i
t
ψ∂
∂

 = Ĥψ với ψ(q,t), 

hãy: 
a) Thiết lập phương trình Schrửdinger ở trạng thái dừng với φ(q). 
b) Cho biết ý nghĩa của hàm φ(q) trong phương trình vừa xác lập ở câu (a). 

Trả lời 
a) Phương trình Schrửdinger phụ thuộc thời gian có dạng:  

     i
t
ψ∂
∂

= Ĥψ        (1) 

Hàm ψ(q,t) có thể phân tích thành hai thừa số: một thừa số chỉ phụ thuộc vào toạ độ 
φ(q) và một chỉ phụ thuộc vào thời gian f(t): 

    ψ(q,t)=φ(q)f(t)        (2) 

Thay (2) vào (1) ta có:  i
t
∂
∂

[φ(q)f(t)] = Ĥ[φ(q)f(t)] 

Do Ĥ không tác dụng lên f(t) nên ta có: 

    i φ(q) df (t )
dt

 = f(t)Ĥφ(q)  

    i 1
f (t )

df (t )
dt

 = Ĥ (q )
(q )
φ
φ

     (3)  

Vì hai vế của phương trình (3) phụ thuộc vào 2 biến số q và t khác nhau nên chúng chỉ 
có thể nghiệm đúng khi cả 2 vế bằng một hằng số. Ta gọi hằng số đó là E. Lúc này phương 
trình (3) được tách thành hai phương trình và mỗi phương trình chỉ phụ thuộcvào một biến số. 
Từ (3) ta có:  

    i 1
f (t )

df (t )
dt

 = E  hay 

     df (t )
f (t )

 = – i Edt       (4) 

và      Ĥ (q )
(q )
φ
φ

 = E   hay 

     Ĥφ(q) = Eφ(q)        (5) 
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Phương trình (5) chính là phương trình Schrửdinger ở trạng thái dừng với hàm φ(q). Đó 
chính là phương trình hàm riêng, trị riêng rất hay gặp trong các bài toán của hoá lượng tử. 

b) Để tìm ý nghĩa của hàm φ(q), trước hết ta giải phương trình (4) để xác định hàm f(t). 

Quả vậy:  ∫ df (t )
f (t )

 = – i E∫ dt  

     lnf(t) = – i Et + lnc 

     lnf(t) = ln
i
Et

he
−

 + lnc 

     f(t) = c.
i
Et

e
−

  

Hàm đầy đủ có dạng:  ψ(q,t) = φ(q)c.
i
Et

e
−

 = φ(q)
i
Et

e
−

   (6) 
Ta không cần xét hệ số c vì hàm sóng trong cơ học lượng tử được xác định đến một 

hằng số tuỳ ý. 

     ψ*(q,t) = φ*(q)
i
Et

e        (7) 
ý nghĩa của hàm sóng được biểu diễn thông qua hệ thức:  
     ⏐ψ (q,t)⏐2 = ⏐ψ ψ*⏐.  

Quả vậy:   ⏐ψ ψ*⏐ = φ(q) 
i
Et

e
−

.φ*(q)
i
Et

e  = φ(q)φ*(q) = ⏐φ(q)⏐2. 
Như vậy ở trạng thái dừng, mật độ xác suất có mặt của vi hạt tại một vị trí nào đó trong 

không gian không phụ thuộc vào thời gian và có giá trị bằng ⏐φ(q)⏐2. 

28. Cho hàm sóng ψ = eikxcosA + e–ikxsinB, A và B là các hằng số, hãy xác định giá trị 
động năng trung bình của vi hạt được mô tả bằng hàm sóng đã cho.  

Trả lời 
Toán tử động năng có dạng sau: 

    T̂  = 
2p̂

2m
 = –

2

2m

2

2
d

dx
 (theo phương x) 

áp dụng giá trị trung bình của một đại lượng cơ học ta viết: 

    T  = 
*

*

T̂ d

d

ψ ψ τ

ψ ψ τ

∫
∫

  

Thay giá trị hàm sóng ψ đã cho ta có biểu thức: 

  
( )

2 2
* ikx ikx

2

*

d
e cos A e sin B d

2m dx
T

d

ψ τ

ψ ψ τ

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦=

∫

∫
  

Khai triển tử số ta được: 
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2
* 2 ikx 2 ikx

*

(ik) e cos A ( ik) e sin B d
2mT

d

ψ τ

ψ ψ τ

−⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
∫

∫
  

  

2
* 2 2 ikx 2 2 ikx

*

(i k e cos A i k e sin B )d
2m

d

ψ τ

ψ ψ τ

−− +
=

∫
∫

 

  

2
* 2 ikx ikx

*

( k )(e cos A e sin B)d
2m

d

ψ τ

ψ ψ τ

−− − +
=

∫
∫

 

  

2 2
* ikx ikx

*

k
(e cos A e sin B)d

2m
d

ψ τ

ψ ψ τ

−+
=

∫
∫

 

   

2 2
*

2 2

*

k
d k2m

2md

ψ ψ τ

ψ ψ τ
= =

∫
∫

 

29. Dựa vào giao hoán tử Â B̂  – B̂ Â  hãy xác định các giá trị thu được của toán tử Â  và 
B̂  cho các trường hợp sau đây: 

a) Â  = d
dx

 ; B̂  = x 

b) Â  = d
dx

 ; B̂  = x2 

c) Â  = 1

2
( x̂  + i xp̂ ) ; B̂  = 1

2
( x̂  – i xp̂ )  

Với: x̂  = x và xp̂  = – i d
dx

 

Trả lời 
a) Theo thông lệ, muốn xác định các giá trị cụ thể Â B̂  – B̂ Â  ta lần lượt thay các biểu 

thức toán tử đã cho và tiến hành các phép biến đổi tương ứng. 

    Â B̂  = d
dx

[xf(x)] = x df(x)
dx

 + f(x) 

   B̂ Â  = x̂ d
dx

f(x) = x df(x)
dx

  

   Â B̂  – B̂ Â  = d d
x x

dx dx

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
f(x) = f(x)  hay 

    d d
x x

dx dx

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 = f(x)

f(x)
 = 1 

b)    Â B̂  = d
dx

2x̂ f(x) = d
dx

 x2f(x) = x2 df(x)
dx

 + 2xf(x) 
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    B̂ Â  = 2x̂
d
dx

f(x) = x2 d
dx

f(x) = x2 df(x)
dx

  

    Â B̂  – B̂ Â   = d
dx

2x̂ f(x) – 2x̂
d
dx

f(x) = 2xf(x) 

        = 2 2d d
ˆ ˆx x

dx dx

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
f(x) = 2xf(x)  

        = 2 2d d
ˆ ˆx x

dx dx

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 = 2x  

c) Để xác định giá trị của giao hoán tử với giá trị đã cho, chúng ta phải thực hiện một 
loạt các biến đổi sau: 

   Â B̂  = 1

2
( x̂  + i xp̂ ) 1

2
( x̂  – i xp̂ ) = 1

2
( x̂  + i xp̂ )( x̂  – i xp̂ )  

   = 1
2

[ 2x̂  + x̂ (– i xp̂ ) + i xp̂ x̂  – i2 2
xp̂ ] 

   = 1
2

[ 2x̂  + x̂ (– i xp̂ ) + i xp̂ x̂  + 2
xp̂ ] 

  B̂ Â  = 1

2
( x̂  – i xp̂ ) 1

2
( x̂  + i xp̂ ) = 1

2
( x̂  – i xp̂ )( x̂  + i xp̂ )  

   = 1
2

[ 2x̂  + x̂ i xp̂  – i xp̂ x̂  – i2 xp̂ ] 

   = 1
2

 [ 2x̂  + x̂ i xp̂  – i xp̂ x̂  + 2
xp̂ ] 

Thực hiện phép Â B̂  – B̂ Â  ta có thể khử các số hạng 2x̂  và 2
xp̂ . Vậy:  

Â B̂  – B̂ Â   = 1
2

[ x̂ (– i xp̂ ) + i xp̂ x̂  – x̂ i xp̂  + i xp̂ x̂ ] 

   = 1
2

d d d d
ˆ ˆx( i) i i i x xi i i i x

dx dx dx dx

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥− − + − − − + −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

   = 1
2

2 2 2 2d dx d dx
ˆ ˆx( i) i xi i

dx dx dx dx

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   = 1
2

d d
ˆ ˆx x

dx dx

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 1
2

.2.  =   

Kết quả cuối cùng ta có: Â B̂  – B̂ Â  =   

30. Hãy chứng minh các hệ trực giao hoá sau đây rồi rút ra các kết luận cần thiết. 
a) [ xM̂ , yM̂ ] = i zM̂ ; 

b) [ 2Ŝ , xŜ ] = 0. 

Trả lời 
a) Để chứng minh biểu thức này ta áp dụng quy tắc giao hoán tử. Trong trường hợp này 

ta có: 
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  xM̂ yM̂   = – i y z
z y

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
(– i ) z x

x z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂
  

     = i2 2
2

2
y yx

x z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ⎟⎜ ∂⎝ ⎠
 

  yM̂ xM̂   = – i z x
x z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂
(– i ) y z

z y

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
  

     = i2 2
2

2
x yx

y z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ⎟⎜ ∂⎝ ⎠
 

  [ xM̂ , yM̂ ] = xM̂ yM̂  – yM̂ xM̂  

    = i2 2
2

2
y yx

x z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ⎟⎜ ∂⎝ ⎠
 – i2 2

2

2
x yx

y z

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ⎟⎜ ∂⎝ ⎠
  

     = –i2 2 x y
y x

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

     = i (– i ) x y
y x

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 = i zM̂  

Như vậy toán tử mômen động lượng thành phần không giao hoán từng đôi một, nghĩa là 
chúng không đồng thời xác định.  

b) Theo định nghĩa 2Ŝ  = 2
xŜ  + 2

yŜ  + 2
zŜ  hay 

  2Ŝ  = 
2

4

20     1
1      0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 + 

2

4

20     i
i       0

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 + 

2

4
 

21     0
0      1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 = 

23
4

1     0

0      1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

Mặt khác:  [ 2Ŝ , xŜ ] = 2Ŝ xŜ  – xŜ 2Ŝ  

    2Ŝ xŜ  = 
23

4

1     0

0      1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ 2
0     1
1      0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 = 3

8
3 0     1

1      0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

   xŜ 2Ŝ  = 
2

0     1
1      0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

3
4

2 1     0
0      1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 = 3

8
3 0     1

1      0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

Vậy   [ 2Ŝ , xŜ ] = 0 

Kết quả này chứng tỏ toán tử bình phương mômen động lượng spin tổng giao hoán với 
toán tử mômen động lượng spin thành phần theo một phương xác định. Điều đó chỉ rõ 2 đại 
lượng này đồng thời xác định. 

Trong cơ học lượng tử, các giao hoán tử giữ một vai trò rất quan trọng góp phần giải 
các bài toán hoá lượng tử liên quan. Để làm điều này người ta thường áp dụng các giao hoán 
tử biểu diễn dưới dạng móc Lie [  ]. 

Ví dụ: [ ix̂ , jx̂ ] = 0 ;  [ ip̂ , jp̂ ] = 0 

   [ ix̂ , jp̂ ] = i ijδ  ; ij
0 khi i j
1 khi i j

δ
⎧ ≠⎪⎪= ⎨⎪ =⎪⎩
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Kí hiệu i, j ứng với 1, 2, 3 thay cho x, y, z.  
Quy ước dấu theo hoán vị vòng: 
  – Thuận theo kim đồng hồ           1 2 3 = 2 3 1 = 3 1 2 = 1 
  – Nghịch theo kim đồng hồ  3 2 1 = 2 1 3 = 1 3 2 = – 1 

31. 31. Hãy chứng minh các hệ thức giao hoán sau đây và rút ra biểu thức chung cho 
các trường hợp:   a) [ 1M̂ , 2x̂ ] = i 3x̂  

               b) [ 1M̂ , 2p̂ ] = i 3p̂  

                             c) [ 1M̂ , 2M̂ ] = i 3M̂  

Trả lời 
a) Chúng ta biết toán tử mômen động lượng hình chiếu thành phần theo các trục có biểu 

thức:  
   1M̂  = 2x̂ 3p̂  – 3x̂ 2p̂  

Thay biểu thức này vào [ 1M̂ , 2x̂ ] ta có: 

   [ 1M̂ , 2x̂ ]  = [ 2x̂ 3p̂  – 3x̂ 2p̂ , 2x̂ ]  hay 
     = [ 2x̂ 3p̂ , 2x̂ ] – [ 3x̂ 2p̂ , 2x̂ ] 

Sử dụng dạng móc Lie:   
   [ Â B̂ ,Ĉ ] = Â [ B̂ , Ĉ ] + [ Â , Ĉ ] B̂  ta có: 
     = 2x̂ [ 3p̂ , 2x̂ ] + [ 2x̂ , 2x̂ ] 3p̂  – 3x̂ [ 2p̂ , 2x̂ ] – [ 3x̂ , 2x̂ ] 2p̂  

    = 0 + 0 – 3x̂  – i  – 0 

Theo quy ước về dấu ta có:   [ 1M̂ , 2x̂ ] = i 3x̂ .  

Từ biểu thức này ta rút ra:  [ 1M̂ , 2x̂ ] = i 3x̂ . 

         [ 2M̂ , 3x̂ ] = i 1x̂ . 

        [ 3M̂ , 1x̂ ] = i 2x̂ . 

b) Chứng minh hệ thức [ 1M̂ , 2p̂ ] ta cũng sử dụng các móc Lie thông thường. 

  [ 1M̂ , 2p̂ ] = [ 2x̂ 3p̂  – 3x̂ 2p̂ , 2p̂ ] = [ 2x̂ 3p̂ , 2p̂ ] – [ 3x̂ 2p̂ , 2p̂ ]  
     = 2x̂ [ 3p̂ , 2p̂ ] + [ 2x̂ , 2p̂ ] 3p̂  – 3x̂ [ 2p̂ , 2p̂ ] – [ 3x̂ , 2p̂ ] 2p̂  
     = 0 + i 3p̂  – 0 – 0 

Vậy:     [ 1M̂ , 2p̂ ] = i 3p̂  

     [ 2M̂ , 3p̂ ] = i 1p̂  

     [ 3M̂ , 1p̂ ] = i 2p̂  

c)   [ 1M̂ , 2M̂ ] = [ 2x̂ 3p̂ - 3x̂ 2p̂ , 3x̂ 1p̂ - 1x̂ 3p̂ ] 

áp dụng dạng [ Â , B̂  – Ĉ ] ta có: 
   = [ 2x̂ 3p̂  – 3x̂ 2p̂ , 3x̂ 1p̂ ] – [ 2x̂ 3p̂  – 3x̂ 2p̂ , 1x̂ 3p̂ ] 

Sử dụng dạng [ Â  – B̂ , Ĉ ] sẽ có: 
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  = [ 2x̂ 3p̂ , 3x̂ 1p̂ ] – [ 3x̂ 2p̂ , 3x̂ 1p̂ ] – [ 2x̂ 3p̂ , 1x̂ 3p̂ ] + [ 3x̂ 2p̂ , 1x̂ 3p̂ ]  

áp dụng dạng [ Â B̂ , Ĉ ] sẽ có: 
  = 2x̂ [ 3p̂ , 3x̂ 1p̂ ] + [ 2x̂ , 3x̂ 1p̂ ] 3p̂  – 3x̂ [ 2p̂ , 3x̂ 1p̂ ] – [ 3x̂ , 3x̂ 1p̂ ] 2p̂  
  – 2x̂ [ 3p̂ , 1x̂ 3p̂ ] – [ 2x̂ , 1x̂ 3p̂ ] 3p̂  + 3x̂ [ 2p̂ , 1x̂ 3p̂ ] + [ 3x̂ , 1x̂ 3p̂ ] 2p̂  

Sử dụng dạng [ Â , B̂ Ĉ ] ta có: 
 = 2x̂ {[ 3p̂ , 3x̂ ] 1p̂  + 3x̂ [ 3p̂ , 1p̂ ]} + {[ 2x̂ , 3x̂ ] 1p̂  + 3x̂ [ 2x̂ 1p̂ ]} 3p̂  
 – 3x̂ {[ 2p̂ , 3x̂ ] 1p̂  + 3x̂ [ 2p̂ , 1p̂ ]} – {[ 3x̂ , 3x̂ ] 1p̂  + 3x̂ [ 3x̂ 1p̂ ]} 2p̂  
 – 2x̂ {[ 3p̂ , 1x̂ ] 3p̂  + 1x̂ [ 3p̂ , 3p̂ ]} – {[ 2x̂ , 1x̂ ] 3p̂  + 1x̂ [ 2x̂ , 3p̂ ]} 3p̂  
 + 3x̂ {[ 2p̂ , 1x̂ ] 3p̂  + 1x̂ [ 2p̂ , 3p̂ ]} + {[ 3x̂ , 1x̂ ] 3p̂  + 1x̂ [ 3x̂ , 3p̂ ]} 2p̂  
Trong các móc Lie chỉ có [ 3p̂ , 3x̂ ] = – i  và [ 3x̂ , 3p̂ ] = i   

Vậy:  [ 1M̂ , 2M̂ ] = 2x̂ (– i ) 1p̂  + 1x̂ i 2p̂   hay 
    = – i 2x̂ 1p̂  + i 1x̂ 2p̂  
    = i 1x̂ 2p̂  – i 2x̂ 1p̂   

    = i ( 1x̂ 2p̂  – 2x̂ 1p̂ ) = i 3M̂   

Một cách tương tự ta có các hệ thức: 
      [ 1M̂ , 2M̂ ] = i 3M̂  

        [ 2M̂ , 3M̂ ] = i 1M̂  

       [ 3M̂ , 1M̂ ] = i 2M̂  

32. Chứng minh [ 2M̂ , iM̂ ] = 0 

Cho biết 2M̂  = 2
1M̂  + 2

2M̂  + 2
3M̂ ; iM̂  có thể là 1M̂ , 2M̂ ...  

Trả lời 
Ta xét cụ thể trường hợp iM̂  là 1M̂  

  [ 2M̂ , 1M̂ ] = [ 2
1M̂  + 2

2M̂  + 2
3M̂ , 1M̂ ]   hay 

    = [ 1M̂ 1M̂  + 2M̂ 2M̂  + 3M̂ 3M̂ , 1M̂ ] 

áp dụng các móc Lie thông thường dạng [ Â B̂ ,Ĉ ] sẽ có: 
  = [ 1M̂ 1M̂ , 1M̂ ] + [ 2M̂ 2M̂ , 1M̂ ] + [ 3M̂ 3M̂ , 1M̂ ] 

  = 1M̂ [ 1M̂ , 1M̂ ] + [ 1M̂ 1M̂ ] 1M̂  + 2M̂ [ 2M̂ , 1M̂ ] + [ 2M̂ , 1M̂ ] 2M̂  

           + 3M̂ [ 3M̂ , 1M̂ ] + [ 3M̂ , 1M̂ ] 3M̂  

Sử dụng kết quả đã chứng minh ở bài 1.30 và 1.31 sẽ dẫn tới kết quả: 

  [ 2M̂ , 1M̂ ] = –i 2M̂ 3M̂  – i 3M̂ 2M̂  + i 3M̂ 2M̂  + i 2M̂ 3M̂  

Vậy [ 2M̂ , 1M̂ ] = 0 hay viết dưới dạng tổng quát: [ 2M̂ , iM̂ ] = 0. 

33. Chứng minh các hệ thức giao hoán sau: 
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a) [ 1Ĵ , 2Ĵ ] = i 3Ĵ  

b) [ 2Ĵ , 1Ĵ ] = 0 

Với 2Ĵ  = 2
1Ĵ  + 2

2Ĵ  + 2
3Ĵ  ; Ĵ  = M̂  + Ŝ   

Trả lời 
a) [ 1Ĵ , 2Ĵ ]  = [ 1M̂ + 1Ŝ , 2Ĵ ]. Sử dụng dạng [ Â  + B̂ ,Ĉ ] sẽ có: 

    = [ 1M̂ , 2Ĵ ] + [ 1Ŝ , 2Ĵ ] hay 

   = [ 1M̂ , 2M̂  + 2Ŝ ] + [ 1Ŝ , 2M̂  + 2Ŝ ].  

Từ dạng [ Â , B̂  + Ĉ ] ta cũng có:  
    = [ 1M̂ , 2M̂ ] + [ 1M̂ , 2Ŝ ] + [ 1Ŝ , 2M̂ ] + [ 1Ŝ , 2Ŝ ] 

   = i 3M̂  + 0 + 0 + i 3Ŝ  

   = i ( 3M̂  + 3Ŝ ) = i 3Ĵ  

Vậy:   [ 1Ĵ , 2Ĵ ] = i 3Ĵ  

    [ 2Ĵ , 3Ĵ ] = i 1Ĵ  

    [ 3Ĵ , 1Ĵ ] = i 2Ĵ  

b) Cũng bằng cách sử dụng các dạng móc Lie quen thuộc ta tiến hành khảo sát hệ thức: 
 [ 2Ĵ , 1Ĵ ] = [ 2

1Ĵ  + 2
2Ĵ  + 2

3Ĵ , 1Ĵ ]  

   = [ 2
1Ĵ , 1Ĵ ] + [ 2

2Ĵ , 1Ĵ ] + [ 2
3Ĵ , 1Ĵ ]  hay 

   = [ 1Ĵ 1Ĵ , 1Ĵ ] + [ 2Ĵ 2Ĵ , 1Ĵ ] + [ 3Ĵ 3Ĵ , 1Ĵ ] 

Dựa vào dạng [ Â B̂ ,Ĉ ] ta viết: 
= 1Ĵ [ 1Ĵ , 1Ĵ ] + [ 1Ĵ , 1Ĵ ] 1Ĵ  + 2Ĵ [ 2Ĵ , 1Ĵ ] + [ 2Ĵ , 1Ĵ ] 2Ĵ  + 3Ĵ [ 3Ĵ , 1Ĵ ] + [ 3Ĵ , 1Ĵ ] 3Ĵ  

Sử dụng kết quả thu được ở bài 1.25 ta có: 

  = 0 + 0 – i 2Ĵ 3Ĵ  – i 3Ĵ 2Ĵ  + i 3Ĵ 2Ĵ  + i 2Ĵ 3Ĵ  

Vậy:  [ 2Ĵ , 1Ĵ ] = 0 

    [ 2Ĵ , 2Ĵ ] = 0 

    [ 2Ĵ , 3Ĵ ] = 0 

34. Hãy chứng minh rằng mômen động lượng thành phần hình chiếu trên trục z và 
mômen động lượng bình phương tổng đều giao hoán với toán tử Hamilton viết cho 
nguyên tử hiđro. Từ kết quả thu được hãy cho biết ý nghĩa. 

Trả lời 
Từ lí thuyết của cơ học lượng tử ta biết toán tử mômen động hình chiếu có dạng: zM̂  = 

– i d
dz

, nhưng bài toán hiđro được thực hiện trong tọa độ cầu nên: 
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   zM̂  = – i d
dϕ

 

Mặt khác, toán tử Hamilton viết cho nguyên tử hiđro: 

   Ĥ = –
2

2m
∇2 + Û   

Ta loại bỏ Û  = U vì không có biến số ϕ. Toán tử Laplace ∇2 trong tọa độ cầu có phần 
biến số theo r và theo θ, ϕ. Trong trường hợp này ta chỉ chú ý đến phần có chứa biến số ϕ, 
nghĩa là: 

   ∇2= 2
r∇ (r) + 1

sinθ θ
∂
∂

sinθ
θ

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂
 + 

2
1

sin θ

2

2ϕ

∂

∂
 

Thực hiện phép giao hoán tử giữa toán tử zM̂  và Ĥ như sau: 

  [ zM̂ ,Ĥ]f  = zM̂ Ĥf – Ĥ zM̂ f. Quả vậy: 

  zM̂ Ĥf  = – i d
dϕ

2 2

2 2
1

2m sin θ ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜− ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
f  

     = 
3i

2m ϕ
∂
∂

2

2 2
1

sin θ ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
f 

    = 
3i

2m
.

2
1

sin θ
 

3

3
f

ϕ

∂

∂
 

  Ĥ zM̂ f  = –
2i

2m
.

2
1

sin θ
.

2

2ϕ

∂

∂
i

ϕ

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂⎝ ⎠
f  

     = 
3i

2m
.

2
1

sin θ

3

3
f

ϕ

∂

∂
 

So sánh kết quả thu được ta có: 
    zM̂ Ĥ – Ĥ zM̂  = 0  

Vậy zM̂  giao hoán với Ĥ. 

Để chứng minh toán tử 2M̂  giao hoán với Ĥ ta thực hiện các bước như sau: 

   M̂  = 2
xM̂  + 2

yM̂  + 2
zM̂  

Khi 2
xM̂  hoặc 2

yM̂  và 2
zM̂  giao hoán với Ĥ thì có nghĩa 2M̂  cũng giao hoán với Ĥ.  

Quả vậy:   [ 2
xM̂ , Ĥ] = [ xM̂ xM̂ , Ĥ] = xM̂ [ xM̂ , Ĥ] + [ xM̂ , Ĥ] xM̂  

Chúng ta vừa chứng minh được giữa xM̂  và Ĥ là giao hoán với nhau nên 2
xM̂  và Ĥ 

cũng giao hoán với nhau. Thực vậy: 
    xM̂ [ xM̂ ,Ĥ] + [ xM̂ ,Ĥ] xM̂  = xM̂ [0] + [0] xM̂  = 0 

Bằng cách tương tự ta cũng có: 

     [ 2
yM̂ ,Ĥ] = 0  
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và       [ 2
zM̂ ,Ĥ] = 0 

Điều này dẫn đến: [ 2M̂ , Ĥ] = 0.  
Như thế toán tử bình phương tổng mômen động lượng và toán tử Hamilton viết cho 

nguyên tử H ở toạ độ cầu giao hoán với nhau. Khi zM̂ , 2M̂ , Ĥ giao hoá với nhau, có nghĩa là 
giá trị mômen tổng bình phương và mômen hình chiếu động lượng cũng như giá trị năng 
lượng sẽ đồng thời xác định. Điều này sẽ được vận dụng khi khảo sát nguyên tử hiđro trong 
trường xuyên tâm. 

35. Cho hàm sóng ( ) im
m e ϕφ ϕ =  và im

m e ϕφ −
− =  đều là hàm riêng của toán tử 

2

2
d

Â
dϕ

= , ở đây m là số thực. Dựa vào phương trình hàm riêng và trị riêng: 

( )
( )

2
2

2

d
m

d

φ ϕ
φ ϕ

ϕ
=−  hãy chứng minh tổ hợp tuyến tính các hàm riêng đã cho cũng là 

hàm riêng của toán tử Â  và trị riêng có giá trị là – m2. 

Trả lời 

Theo đầu bài: ( )
( )

2
2

2

d
m

d

φ ϕ
φ ϕ

ϕ
=− , 

Ta lập tổ hợp tuyến tính ( ) ( ) ( )1 m 2 mc cφ ϕ φ ϕ φ ϕ−= +  

Khi Â  tác dụng lên ( )φ ϕ  ta có: 

( )
( )

2 2

1 m 2 m2 2

d d
c c

d d

φ ϕ
φ φ

ϕ ϕ
−= +  

          ( )
2

im im
1 22

d
c e c e

d
ϕ ϕ

ϕ
−= +  

Thực hiện phép lấy  đạo hàm bậc 2 theo ϕ ta có: 

       2 2 im 2 2 im
1 2i m c e i m c eϕ ϕ−= +  

       ( )2 im im
1 2m c e c eϕ ϕ−=− +  

       ( )2m φ ϕ=−  

Vậy tổ hợp tuyến tính của 2 hàm riêng ( )mφ ϕ  và ( )mφ ϕ−  cũng là hàm riêng  của toán tử 
Â  và – m2 là trị riêng của  toán tử này. 

36. Cho các hàm riêng mô tả chuyển động của vi  hạt theo vòng tròn với bán  kính a có 
dạng: 

( ) ( ) 1/2 im
m 2 e θψ θ π −=  

ở đây m = 0; ± 1; ± 2 … Góc θ biến đổi  0 ≤ θ ≤ 2π. Hãy chứng minh các hàm riêng này 
lập thành một hệ trực chuẩn. 

Trả lời 
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Hai hàm này là trực chuẩn khi: 

( ) ( )
2

m m mn
0

0    khi m n
 

1     khi m n

π

ψ θ ψ θ δ∗ ⎧ ≠⎪⎪= =⎨⎪ =⎪⎩
∫   

Quả vậy khi thay hàm ( )mψ θ  ta có: 

( ) ( )
1/22 2 21/ 2

im in im in
m m

0 0 0

1 1 1
e e d e e d

2 2 2

π π π
ϕ ϕ θ θψ θ ψ θ θ θ

π π π
∗ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

     ( )
2

i m n

0

1
e d

2

π
θ θ

π
−= ∫  

áp dụng định lý Euler: ie cos isinϕ ϕ ϕ= + , ta có: 

( ) ( ) [ ]
2 2

m m
0 0

1
cos(m n) isin(m n) d

2

π π

ψ θ ψ θ θ θ θ
π

∗ = − + −∫ ∫  

         
2 2

0 0

1 i
cos(m n) d sin(m n)d

2 2

π π

θ θ θ
π π

= − + −∫ ∫  

Theo đầu bài 0 ≤ θ ≤ 2π nên: 
– Khi m ≠ n hai dạng tích phân đều bằng 0: 

( )
( )

2

0

21
cos(m n) d sin m n 0 0 0

0m n

π π
θ θ θ− = − = − =

−∫  

 và  
( )

( )
2

0

21
sin(m n) d cos m n 1 1 0

0m n

π π
θ θ θ− =− − = − =

−∫  

– Khi m = n thì tổng hai tích phân bằng 1: 

( )
2 2

0 0

1 1 1
cos0d 1.d 2 0 1

2 2 2

π π

θ θ π
π π π

= = − =∫ ∫  

và   
2 2

0 0

i i
sin0d 0d 0

2 2

π π

θ θ
π π

= =∫ ∫  

Vậy kết quả cuối cùng có thể biểu diễn như sau: 
2 2

0 0

0   khi m n1 i
cos(m n) d sin(m n)d

1    khi m n2 2

π π

θ θ θ
π π

⎧ ≠⎪⎪− + − =⎨⎪ =⎪⎩
∫ ∫  

hay tổng quát hơn:  ( ) ( )
2

m m mn
0

0    khi m n
 

1     khi m n

π

ψ θ ψ θ δ∗ ⎧ ≠⎪⎪= = ⎨⎪ =⎪⎩
∫  

Đó là điều cần chứng minh. 

37. Cho toán tử động năng xT̂  và động lượng xp̂  đối với hệ vi hạt chuyển động trong 
giếng thế 1 chiều. Hỏi 2 đại lượng xT  và xp  có đồng thời xác định hay không? 
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Trả lời 
Muốn xem hai đại lượng cơ học có đồng thời xác định hay không ta phải xem hai toán 

tử tương ứng có giao hoán hay không? Từ luận cứ này ta xét x x
ˆ ˆT ,p⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦  

Đối với vi hạt chuyển động trong giếng thế 1 chiều  thì: 
2 2

x 2
d

T̂
2m dx

=− ; x
d

p̂ i
dx

=−   và ( )xψ  

( )
2 2 3 2

x x 2 2
d d i d dˆ ˆT p x i

2m dx 2m dxdx dx

ψ
ψ ψ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜= − − =⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
 

       
3 3

3
i d
2m dx

ψ
=  

( )
2 2 3 2

x x 2 2
d d i d dˆp̂ T x i
dx 2m 2m dxdx dx

ψ
ψ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= − − =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

            
3 3

3
i d
2m dx

ψ
=  

Như vậy: x x x x x x
ˆ ˆˆ ˆT p p T 0ψ ψ− =  

hay x x
ˆ ˆT ,p 0⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ , nghĩa là xT̂  và xp̂  giao hoán với nhau, nên xT và xp  đồng thời xác định. 

38. Hãy xác định độ bất định về động lượng và tốc độ cho một electron khi nó chuyển 
động trong một vùng không gian theo một chiều xác định (giả sử theo chiều x của 
toạ độ) với độ rộng bằng cỡ đường kính của nguyên tử ~ 1 Å. 

Trả lời 
Theo hệ thức bất định Heisenberg: 
   Δx.Δpx  ≥    

   Δpx = 
xΔ

 = 
24

10
1,055.10 J.s

1.10 m

−

−
 = 1,055.10–24 kg.m.s–1 

Ta lại biết: Δpx = me.Δvx. Từ đó suy ra: 

      Δvx = x

e

p
m
Δ  = 

24 1

31
1,055.10 kg.m.s

9,1.10 kg

− −

−
 = 11,6.105 m.s–1 

Từ kết quả thu được rõ ràng tốc độ của electron là xác định được, trái lại giá trị động 
lượng lại bất định. Như thế 2 đại lượng này không đồng thời xác định. 

39. Hãy tính bước sóng liên kết de Broglie cho các trường hợp sau: 

a) Một vật có khối lượng 1,0 g chuyển động với tốc độ 1,0 cm.s–1. 

b) Đối với vật thể cũng có khối lượng như thế, nhưng chuyển động với tốc độ 1000 
km.s–1. 

c) ở nhiệt độ phòng, một nguyên tử He chuyển động với vận tốc 1000 m.s–1. Cho He = 
4,003. 
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Trả lời 
áp dụng hệ thức đe Broglie:  

   λ = h
mv

 ta sẽ thu được các giá trị λ như sau: 

a)   λ = 
34

3 2 1
6,62.10 J.s

1,0.10 kg.1,0.10 ms

−

− − −
 = 6,6.10–29 m 

b)   λ = 
34

3 5 1
6,62.10 J.s

1,0.10 kg.1,0.10 ms

−

− −
 = 6,6.10–36 m 

c)   λ = 
34

27 3 1
6,62.10 J.s

4,003.1,660 kg.1,0.10 ms

−

− −
 = 0,997.10–10 m ~ 1 Å  

Các kết quả của λ thu được đã chỉ rõ đối với trường hợp a, b bước sóng là quá nhỏ nên 
hệ thức de Broglie không có ý nghĩa, còn đối với trường hợp c) thì giá λ cỡ kích thước 
nguyên tử nên biểu thức này có ý nghĩa. 

40. Dựa vào nguyên lí bất định của Heisenberg hãy cho biết độ biến thiên năng lượng 
ΔE và thời gian Δt thuộc một hệ lượng tử có đồng thời xác định không ? 

Trả lời 
Hệ Heisenberg xx. pΔ Δ ≥  đã chỉ ra rằng biến thiên của động lượng Δpx và toạ độ Δx 

không đồng thời xác định. Để khảo sát 2 đại lượng ΔE và Δt ta xuất phát từ: 

     E = 1
2

mv2 = 
2(mv)

2m
 = 

2p
2m

  hay 

    dE = p
m

dp = vdp    do  p = mv. 

Mặt khác ta lại biết:  

  v = dx
dt

 do vậy dE = dx
dt

dpx  hay  dEdt = dxdpx. 

Sự biến thiên của E và t có thể được biểu diễn bằng: 
  ΔEΔt = ΔxΔpx. Như vậy  ΔEΔt ≥ . 
Biểu thức cuối cùng đã chỉ rõ độ biến thiên của năng lượng và thời gian thuộc một hệ 

lượng tử là không đồng thời xác định. 

41. Biết ngưỡng quang điện đối với kim loại vonfram (W) có bước sóng λo = 2300 Å. 
Hãy xác định bước sóng λ theo Å của ánh sáng tới đập vào bề mặt kim loại W để 
làm bật electron ra, biết rằng ánh sáng chiếu vào kim loại có năng lượng tối đa bằng 
1,5 eV. 

Cho h = 6,62.10–34 J.s; c=3.108 m.s–1  

Trả lời 
áp dụng hệ thức đối với hiệu ứng quang điện ta có: 

  T = E = h(ν – νo) = hc
0

1 1
λ λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  hoặc 1

λ
 = E

hc
 + 

o

1
λ

 



 

 

36

ở đây   E = 1,5 eV = 1,5.1,6.10–19 J 
   λo = 2300 Å = 23.10–8 m 
Thay  các giá trị tương ứng vào biểu thức trên ta có: 

  1
λ

  = 
19

34 8 1
1,5.1,6.10 J

6,62.10 J.s.3.10 ms

−

− −
 + 

8
1

23.10 m−
 hay 

   = (0,1208.107 + 0,43.107) m–1 

   = 0,5508.107  m–1 = 550,8.104 m–1 

   λ = 
4

1

550,8.10
 m = 1,8155.10–7 m = 1815,5.10–10 m 

Vậy: λ  = 1815,5 Å.  

42. Người ta biết năng lượng cần để ion hoá một nguyên tử là 3,44.10–18 J. Sự hấp thụ 
photon có bước sóng λ chưa biết đã làm ion hoá nguyên tử và bật ra một electron 
với tốc độ 1,03.106 m.s–1. Hãy xác định bước sóng λ của bức xạ tia tới. 

Trả lời 
Theo biểu thức xác định được đối với hiệu ứng quang điện có dạng: 

   E = hν = hνo  + 
2mv

2
   

I = hνo chính là năng lượng ion hoá làm bứt eletron ra khỏi nguyên tử.  Như vậy ta viết: 

    1
2

mv2 = hν – I = hc
λ

 – I  hay 

  λ = 
2

hc
1

I mv
2

+
 

Thay các giá trị tương ứng ta có: 

λ  = 
34 8 1

18 31 6 2 2 2

6,62.10 J.s . 3.10 m.s
1

3,44.10 J   9,1.10 kg(1,03.10 ) m s
2

− −

− − −+
 

    = 5,06.10–8 m = 506.10–10 m  
Vậy:      λ = 506 Å 

43. Hãy tính năng lượng (theo J) cho một photon và năng lượng (theo kJ/mol) cho một 
photon bức xạ ứng với bước sóng. 

a) 600 nm (đỏ);     d) 200 nm (tím);     
b) 550 nm (vàng);    e) 1,5 Å (tia X); 
c) 400 nm (xanh);    f) 1 cm (vi sóng). 

Trả lời 

Theo hệ thức Planck ta có: E = hν = hc
λ

    

và    E (cho 1 mol) = NAE = AN hc
λ
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   hc = 6,62.10–34 J.s .3.108 m.s–1 = 1,986.10–25 J.m 
     NAhc = 6,02.1023 mol–1.1,986.10–25 J.m = 0,1196 J.mmol–1 

Vậy: E = 
251,986.10 J.m

λ

−
; 

  E (mol) = 
10,1196 J.m.mol

λ

−
   

Các giá trị E và E (mol) thu được ở bảng sau: 

N0 λ (m) E (J) E (kJ.mol–1) 

a 600.10–9  3,31.10–19 199,0 

b 550.10–9  3,61.10–19 218,0 

c 400.10–9  4,97.10–19 299,0 

d 200.10–9  9,93.10–19 598,0 

e 1,5.10–10  1,32.10–15 7,98.106 

f 1.10–2  1,99.10–23 0,012 

44. Một đèn natri phát ra ánh sáng vàng ứng với bước sóng bằng 550 nm. Hỏi liệu có 
bao nhiêu photon sẽ phát ra trong một giây nếu công suất của đèn lần lượt bằng: 

a) 1,0 W; 
b) 100 W. 

Trả lời 
Ta biết rằng công suất chính là năng lượng trong một đơn vị thời gian. Theo đơn vị SI 

thì: 

  W = 
2 2kg m s

s

−
 = J

s
 = J.s–1  

Theo Planck: E=hν   
Số photon N phát ra trong một giây sẽ là:  
  p = N.hν.  

Từ đó N sẽ là:  N = p
hν

 = p
hc
λ  = 

1

1
Js m

Js.ms

−

−
 = s–1  

Kết quả thu được sau khi thay số vào sẽ  là: 

     N = 
34 8

p.

6,62.10 .3.10

λ
−

 = 5,035.1024.p.λ 

a) Với  p = 1,0 W = 1 J.s–1; λ = 550 nm = 550.10–9 m   
        N = 5,035.1024.1.550.10–9 = 2,77.1018 s–1 

b) Với  p = 100 W = 100 J.s–1; λ = 550.10–9 m    
  N = 5,035.1024.102.550.10–9 = 2,77.1020 s–1 
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Kết quả thu được chỉ rõ ứng với công suất bóng đèn 1 W phát ra ánh sáng có bước sóng 
bằng 550 nm thì sẽ có số photon phát ra là 2,77.1018 hạt trong 1 giây. Đối với công suất là 100 
W thì số hạt là 2,77.1020 trong 1 giây. 

45. Người ta đo được bước sóng khuếch tán λ’ = 0,22 Å theo hướng làm thành một góc 
45o với phương của chùm tia X đập vào nguyên tử thí nghiệm. Hỏi bước sóng λ  
theo Å của chùm tia X trong trường hợp này bằng bao nhiêu ? 

Trả lời 
Theo đầu bài thì đó là thí nghiệm minh hoạ cho hiệu ứng Compton. 
Với hiệu ứng Compton người ta đã chứng minh được biểu thức như sau: 

  λ/ – λ = h
mc

(1 – cosθ) = 2 h
mc

sin2

2
θ   

 

 λ/   là bước sóng khuếch tán  
λ    là bước sóng của chùm tia X 

chiếu tới. 

 
 
 
Vậy biểu thức trên có thể viết: 

   λ = λ/ – h
mc

2sin2

2
θ     

Với   λ/ = 0,22 Å = 0,22.10–10 m;   
   θ = 45o 

  h
mc

 = 
34

31 8 1
6,62.10 J.s

 9,1.10 kg  . 3.10 ms

−

− −
 = 2,425.10–12 m 

Thay các giá trị bằng số vào biểu thức trên ta có: 

λ = 0,22.10–10 m – 2.2,425.10–12 m sin2 45
2

    

          = 0,216.10–10 m 
Vậy:     λ = 0,216 Å.  

46. Cho biết một eletron chuyển động trong một trường với hiệu điện thế U = 1.000 
Von. Hãy xác định bước sóng liên kết de Broglie λ (Å) là bao nhiêu ? 

Trả lời 
Khi electron chuyển động trong điện trường ta có thể biểu diễn dưới dạng biểu thức sau: 
   E = q.U       

và    T = E = 1
2

mv2    

)  θhν

hν
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hay    1
2

mv2 = q.U    

hoặc   v2 2qU
m

=   

Sóng liên kết  de Broglie là:  

   λ = h
mv

 = 
1/2

h

(2mqU)
 

ở đây:   qU=1,6.10–19.1000 J.  
Thay số vào biểu thức ta được:  

   λ = 
34

31 19 3 1 / 2
6,62.10 J.s

 (2 . 9,1.10 kg  . 1,6.10 .10 J)

−

− −
 

      = 3,88.10–11 m = 0,388.10–10 m  
Vậy: λ = 0,388 Å.  
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1.3 Bài tập  chưa có lời giải 

47. Thực hiện phép tính Âf g=  với các giá trị của toán tử Â  và hàm f(x) cho ở bảng 
dưới đây: 

No Â  f(x) No Â  f(x) 

a  x4 c 

1

0

dx∫  x3 – 2x + 3 

b 
3

3
3

d
x

dx
+  e–ax d 

2 2 2

2 2 2
d d d

dx dy dz
+ +  x3y2z4 

 
Hướng dẫn: Thực hiện phép tính ( ) ( )Âf x g x=  sẽ dẫn đến kết quả. 

48. Hãy cho biết toán tử Â  là tuyến tính hay không, khi thực hiện các phép tính sau 
đây: 

a)   ( ) ( ) 2
Âf x f x⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 

b)   ( ) ( )Âf x f x∗= ,   ( )f x∗  là hàm liên hợp phức của f(x) 

c) ( )Âf x 0= ,   Nhân hàm f(x) với 0 

d)   ( ) ( ) 1
Âf x f x

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ,  Phép  nghịch đảo của hàm f(x) 

e)   ( ) ( )Âf x f 0= ,   Hàm f(x) khi x=0 

f) ( ) ( )Âf x ln f x=  

Hướng dẫn: Thực hiện phép tính theo định nghĩa của toán tử tuyến tính:  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆA c f x c f x c Af x c Af x⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦  

   ĐS. a); b); d); f): Â  không phải là toán tử tuyến tính; 
    c); e): Â  là toán tử tuyến tính. 

49. Hãy tìm các trị riêng khi toán tử Â  tác dụng lên hàm riêng f(x) cho dưới đây: 
No Â  f(x) No Â  f(x) 

a 
2

2
d

dx
 cosωx c 

2

2
d d

2 3
dxdx

+ +  eαx 

b 
d
dt

 eiωt d 
d
dy

 x2e6y 

    ĐS.   a) –ω2 ;   c) α2 + 2α + 3 
      b)  iω ;   d) 6 
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50. Hàm số f(x) = 7.e–3x được coi là hàm riêng của toán tử û  = d
dx

. Hãy tìm trị riêng 

trong trường hợp này.   

          ĐS. –3 

51. Hãy thực hiện phép giao hoán tử với hàm f(x) cho các trường hợp sau: 

a)  [ ĥ , Â ] f   biết ĥ  = x2 – 
2

2
d

dx
 ;   Â  = x – d

dx
 

b)  [ ĥ , Â ] f   biết ĥ  = x2 – 
2

2
d

dx
 ;   B̂  = x + d

dx
 

           ĐS.  a)  2 Â   
            b) –2 B̂  

52. Cho biết toán tử ĥ  = x2 – 
2

2
d

dx
 hãy chứng minh hàm số f(x) = 

2x /2e−  là hàm riêng 

của toán tử ĥ  đã cho và cho biết trị riêng tương ứng bằng bao nhiêu. 
          ĐS.   f(x) là hàm riêng 
                   + 1 là trị riêng 

53. Hãy chứng minh hàm ψ(x) = 8.e4x là hàm riêng của toán tử d
dx

. Cho biết trị riêng thu 

được bằng bao nhiêu? 
         ĐS.   ψ(x) là hàm riêng 
            Trị  riêng là 4 

54. Hãy chứng minh các hệ thức giao hoán sau đây: 
a) [ 1M̂ , 2p̂ ] = i 3p̂  

b) [ 1Ŝ , 2Ŝ ] = i 3Ŝ  

Từ các kết quả thu được hãy cho biết nhận xét. 

55. Khảo sát tính chất sóng cho 2 loại vật thể với các thông số sau đây: 
a) Tính độ dài bước sóng theo m cho một proton với khối lượng bằng 1,67.10–24 g, khi 
chuyển động có động năng bằng 1000 eV. 
b) Cũng câu hỏi này áp dụng cho một chiếc xe tải nặng 1 tấn chuyển động với tốc độ 
100 km/giờ. 
Từ các giá trị λ tìm được hay rút ra các kết luận cần thiết. 
     ĐS.  a)  λ (proton) = 9,1.10–13 m có ý nghĩa 
      b) λ (xe) = 2,38.10–38 m không có ý nghĩa 

56. Hãy cho biết những hàm cho dưới đây thì hàm nào là hàm riêng của toán tử  
2

2
d

dx
? 

a)  eikx ;    b) cos kx;     c)  k 
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d)  kx;      e) e–ax  
       ĐS.   a); b); c) và d) là hàm riêng 
          e) không phải là hàm riêng. 

57. Tính giá trị trung bình của động năng cho một vi hạt khi chuyển động được mô tả 
bằng một hàm sóng ψ có dạng: 

   ψ = (cosχ)eikx + (sinχ)e–ikx   
Với χ là tham số. 

           ĐS.  T  = 
2 2k
2m

   

58. Người ta dùng đèn He chiếu một chùm bức xạ tử ngoại với bước sóng λ=58,4 nm lên 
một mẫu kripton thì thấy chùm electron bật ra khỏi kripton và chuyển động với tốc 
độ v = 1,59.106 m.s–1. Hãy xác định thế ion hoá của kripton. 

Cho h = 6,62.10–34 J.s; m = 9,1.10–31 kg 
           ĐS. I = 2,25.10–18 = 14,0 eV  

59. Để làm bứt electron ra khỏi bề mặt kim loại xesi (Cs) người ta phải tiêu tốn một 
công bằng 2,64 eV. Hãy xác định động năng và tốc độ của electron bật ra khi chiếu 
sáng vào Cs có bước sóng lần lượt là: 

a) 700 nm 
b) 300 nm 
        ĐS.  a)  electron không bị bật  ra. 
         b) T = 3,19.10–19 J 
                v = 837 km.s–1 

60. a) Hãy xác định độ bất định nhỏ nhất về tốc độ của một quả bóng có khối lượng 
bằng 500 gam, biết rằng nó ở một vị trí nào đó trong không gian có một khoảng là 1 
μm trên một dụng cụ để chơi bóng.  

 b) Một viên đạn có khối lượng là 5 gam được bắn đi với tốc độ vào khoảng 35.000.001 
và 35.000.000 m.s–1. Hãy xác định độ bất định nhỏ nhất về vị trí của viên đạn này. 
         ĐS.  a) Δvx = 0,55.10–28 m.s–1   
         b) Δqx = 0,5.10–27 m  

61. Hãy chứng minh rằng nếu b là trị riêng của toán tử B̂  thì bn cũng là trị riêng của 
toán tử  B̂ . 

62. Cho toán tử x̂  = x; toán tử û  = d
dx

 và hàm số f(x) = 
2xe− . Hãy thực hiện phép giao 

hoán tử [ x̂ , û]. Từ kết quả thu được cho biết nhận xét. 
      Hướng dẫn. Thực hiện  phép x̂ û  và û x̂ . 
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Chương 2  

Áp dụng cơ học lượng tử vào cấu tạo nguyên tử 

2.1 Lí thuyết tóm lược 

Kể từ khi sự áp dụng thành công cơ học lượng tử để khảo sát cấu tạo nguyên tử trong hoá 
học đã khẳng định tính đúng đắn của lí thuyết lượng tử. Trong chương này chúng ta đề cập tới 
một số hệ lượng tử hoá học quan trọng có liên quan đến cấu trúc nguyên tử (Hệ quay tử cứng 
nhắc và dao động tử điều hoà được chuyển xuống chương khái quát về phổ phân tử). 

2.1.1 Electron chuyển động trong giếng thế 

1.  Chuyển động của electron trong giếng thế một chiều 

Phương trình Schrửdinger trong trường hợp này cú dạng: 

Giải phương trình vi phân ta có: 

– Hàm sóng ψn(x) = 2
L

sinn
L
π x 

– Năng lượng En = n2
2

2
h

8mL
;    

  n =1, 2, 3...  số lượng tử chính; 

   h- hằng số Planck;  

   m- khối lượng electron; 

2

2
d

dx

ψ  + 
2

2m Eψ = 0  

Phương trỡnh Schrửdinger trong trường hợp này cú dạng: 

Giải phương trình vi phân ta có: 

u = 0

0 L x
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– Hàm sóng ψn(x) = 2
L

sinn
L
π x 

– Năng lượng En = n2
2

2
h

8mL
;    

  n =1, 2, 3...  số lượng tử chính; 

   h- hằng số Planck;  

   m- khối lượng electron; 

   L- chiều rộng giếng thế. 

2. Chuyển động của electron trong giếng thế 3 chiều 

– Hàm sóng:  
x y zn n nψ (x, y, z) = 

xnψ (x)
ynψ (y)

znψ (z) 

với:    
xnψ (x) =

x

2
L

sinnx
xL

π x 

   
ynψ (y) = 

y

2
L

sinny
yL

π y 

   
znψ (z) = 

z

2
L

sinnz
zL

π z 

– Năng lượng E = 
xnE  + 

ynE  + 
znE  = 

2h
8m

x y z

22 2
yx z

2 2 2
n n n

nn n

L L L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2.1.2 Bài toán nguyên tử hiđro trong trường xuyên tâm 

1.  Mối tương quan giữa tọa độ Descartes và toạ độ cầu 

 

 z = rcosθ  

  x = rsinθ.cosϕ  

  y = rsinθ.sinϕ 

  r2 = x2 + y2 + z2 

   dτ = r2drsinθdθdϕ 
x

y

z

θ

ϕ
0

r
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víi:   0 ≤  r < ∞ ;  

0 ≤ θ ≤ π ;  

0 ≤ ϕ ≤ 2π. 

 

2. Phương trình Schrửdinger ở trạng thái dừng     

  Ĥψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ)      

  ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y(θ, ϕ) 

với:   Ĥ = –
2h

2m
2
r 2

1

r
Λ

⎛ ⎞⎟⎜∇ + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 + U 

trong đó:  2
r∇  = 

2
1

r r
∂
∂

2r
r

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂
 

  Λ = 1
sinθ θ

∂
∂

sin θ
θ

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂
 + 

2
1

sin θ

2

2ϕ

∂

∂
 

Sau khi thay các giá trị tương ứng và thực hiện một số phép biến đổi ta thu được 2 
phương trình: 

– Phương trình góc:  2M̂ Y(θ, ϕ) = λ 2 Y(θ, ϕ)       

– Phương trình bán kính: d
dr

2 dR
r

dr

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 + r2

2
2m (E – U)R = λR 

Ở đây toán tử  mômen động lượng có dạng:   

  zM̂  = – i
ϕ
∂
∂

; 2M̂  = – 2 Λ 

Các hệ thức giao hoán tử: 

  [ zM̂ , 2M̂ ] = 0; [ zM̂ ,Ĥ] = 0; [ 2M̂ ,Ĥ] = 0 

Giải phương trình góc và bán kính ta thu được các nghiệm sau: 

a) Năng lượng:   En = –
2 4

2 2
mZ e

2n
k2 = –13,6

2

2
Z

n
 [eV] 

b) Hàm sóng:  n, ,mψ (r, θ, ϕ)    =      Rn,  (r)    .  ,mY (θ, ϕ)      
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   hàm AO   hàm bán kính   hàm góc 

n:  1, 2, 3,... n   số lượng tử chính 

:  0, 1, 2, 3,... n – 1  số lượng tử phụ 

  m :  0, ±1, ±2,... ±   số lượng tử từ 

k = 
o

1
4πε

 = 9.109 
2

J.m

C
  là hệ số tỉ lệ trong tương tác tĩnh điện. 

Các giá trị của hàm R(x), hàm Y(θ, ϕ) được ghi thành bảng tại phần phụ lục. 

c) Hàm toàn phần 

Sn , ,m ,mΨ (r, θ, ϕ, σ)      =    n, ,mψ (r,θ, ϕ)      .      χ(σ)        

   hàm toàn phần hàm AO hàm spin 

 ms = ± 1
2

   Số lượng tử spin 

d) Các giá trị mômen động lượng 

– Mômen động lượng:     M = ( 1)+   

– Mômen động lượng hình chiếu:  Mz = m   

– Mômen động lượng spin:    Ms = s(s 1)+   

– Mômen động lượng toàn phần:  Mt.p = J(J 1)+   

với: J =  + s gọi là số lượng tử nội. 

e) Phổ phát xạ nguyên tử của hiđro 

  1
λ

 = ν  = RH 2 2
t c

1 1

n n

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
;   RH- hằng số Rydberg 

3. Mật độ xác suất tìm thấy vi hạt theo r và θ, ϕ 

a) Theo lí thuyết xác suất 

Xác suất có mặt của electron được xác định bằng biểu thức:  

  dp =⏐ψ⏐2dτ   với   ∫∫ψ2dτ = 1 
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Trong thực tế tính toán người ta thường xác định mật độ xác suất có mặt của electron ở một 
điểm M nào đó trong không gian, tại thời điểm t, trong một đơn vị thể tích dτ và được tách riêng 
thành 2 phần độc lập. 

b) Mật độ xác suất theo bán kính 

   D(r) = dp(r)
dr

 = ⏐R⏐2r2 

Xác suất theo r là:    dp(r) = R*Rr2dr  

Với điều kiện chuẩn hoá:   
0

∞

∫R*Rr2dr = 1 

Cũng như R(r), mật độ xác suất D(r) chỉ phụ thuộc vào n và . 

c) Mật độ xác suất theo góc 

Đây là sự phân bố mật độ xác suất trong trường xuyên tâm theo một hướng cho trước 
được xác định bởi góc θ, ϕ.   

  dp(θ, ϕ) = Y*Ysinθdθdϕ = Y*YdΩ  

  dp( , )
d
θ ϕ
Ω

 = D(θ, ϕ) = Y*Y = ⏐Y⏐2  

với điều kiện chuẩn hoá 
0

θ π

θ

=

=
∫

2

0

ϕ π

ϕ

=

=
∫ Y*Ysinθdθdϕ = 1. 

Hàm ,mY (θ, ϕ) chỉ phụ thuộc vào các số lượng tử  và m , độc lập với số lượng tử 
chính  n.  

d) Hàm toàn phần - hàm spin - obitan (ASO) 

Khi chú ý đến sự hiệu chỉnh khối lượng m của hệ vi mô theo thuyết tương đối của 
Einstein trong quá trình giải phương trình Schrửdinger, ta thấy xuất hiện số lượng tử spin với 
giá trị ms = ± 1

2
. 

Như vậy hàm spin-obitan là: 

sn , ,m ,mΨ (r, θ, ϕ, σ)    =    Rn,  (x)     .    ,mY (θ, ϕ)     .   
smχ (σ)  

     Hàm toàn phần               hàm bán kính         hàm góc           hàm spin 

    Hàm spin-obitan     hàm AO 
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4. áp dụng lí thuyết lượng tử cho hệ nguyên tử nhiều electron 

Về nguyên tắc, cũng tương tự như trường hợp đối với hệ một electron, nhưng phức tạp về 
mặt toán học nên người ta phải sử dụng phương pháp gần đúng. 

Đối với nguyên tử nhiều electron, người ta giả thiết là mỗi electron chuyển động độc lập 
với các electron trong một trường trung bình đối xứng cấu tạo bởi hạt nhân nguyên tử và các 
electron còn lại. Đó là trường tự hợp (SCF - Self Consistent Field). 

  Ĥψ = E ψ  

với Ĥ = –
2

2m

N

i
∑ 2

i∇  – 
N

i
∑

2

i

Ze
r

 + 
N

i
∑

N

j
∑

2

ij

e
r

 khi bỏ qua tương tác đẩy giữa các electron thì 

toán tử Hamilton có dạng:   

   oĤ  = 
2

2m
−

N

i
∑ 2

i∇  – 
N

i
∑

2

i

Ze
r

  với oĤ  = ∑ hi ;   

hi là toán tử  Hamilton cho từng electron độc lập. Giải bài toán này dẫn tới giá trị năng 
lượng của hệ là: 

   E = E1 + E2 + E3 ...  EN 

Hàm sóng chung mô tả trạng thái cho toàn lớp vỏ là: 

   ψ = ψ1ψ2ψ3 ... ψN  

Theo nguyên lí bất định Heisenberg người ta không thể vẽ quỹ đạo từng electron trong 
hệ. Về nguyên tắc chúng ta không thể phân biệt được các hạt trong hệ. 

Hàm sóng toàn phần của hệ lượng tử phải là hàm phản đối xứng. Biểu diễn điều này tốt 
nhất là dưới dạng định thức Slater. 

       
1PΨ (ξ1)  1PΨ  (ξ2)..... 1PΨ (ξN) 

Ψ(ξ1, ξ2,...  ξN) = 1

N!
   

2PΨ (ξ1) 2PΨ  (ξ2)..... 2PΨ  (ξN) 

                            

       
NPΨ (ξ1) NPΨ (ξ2)..... NPΨ  (ξN) 

ξN- toạ độ khái quát bao gồm cả toạ độ không gian và spin;  

1

N!
- hệ số chuẩn hoá của hàm sóng. 

Ví dụ hệ có 2 electron thì hàm Ψ(ξ1, ξ2) là: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 11

,
2 2 2 22

ψ α ψ β
Ψ ξ ξ

ψ α ψ β
=  

hay    1

2
[α(1)β(2) – α(2)β(1)]ψ(1)ψ(2) 

với hàm spin α ứng với ms = + 1
2

 và β khi ms = – 1
2

; ψ là hàm obitan.  

5. Cấu hình electron. Số hạng nguyên tử 

Thiết lập cấu hình electron của nguyên tử nhiều electron theo các nguyên lí sau: (nguyên 
lí Pauli, nguyên lí vững bền, quy tắc Hund) đã được trình bày ở phần cấu tạo chất đại cương. 

Số hạng nguyên tử. Đối với nguyên tử nhiều electron xuất hiện nhiều tương tác phức tạp, 
như tương tác đẩy giữa các electron. Russell - Saunders đã lập thành sơ đồ lắp ghép nhằm xác 
định các trạng thái khả dĩ để giải thích các vạch phổ phát xạ. 

– Mômen động lượng obitan tổng của nguyên tử hay ion. 

    L  = 
i
∑ i   

- momen động lượng obitan của electron  i:   

    ⏐ L ⏐ = L(L 1)+   

     L = ∑ li ;  ∑ li – 1; ∑ li – 2 ...  

 

L 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Trạng 
thái 

S P D F G H I K L 

– Mômen spin tổng của nguyên tử hay ion: 

   S  = 
i
∑ is   

is - mômen động lượng spin của electron i: 

   ⏐S⏐ = S(S 1)+   

    S = N
2

 ; N
2

 – 1 ; N
2

 – 2... 
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– Hình chiếu của mômen động lượng obitan tổng trên trục z. 

   Lz = M  với ML = 
i
∑ 

i
m  

  ML- số lượng tử tổng của toàn nguyên tử;  

   
i

m - số lượng tử từ của electron i 

   ML = L;  L – 1;  L – 2... 

– Momen động lượng spin tổng hình chiếu theo một phương: 

   Sz = Ms   với  MS = ∑ 
ism  

  MS    -  số lượng tử spin tổng của toàn nguyên tử; 

   
iSm -  số lượng tử spin của electron i. 

   MS = S;  S – 1;  S – 2... 

– Momen toàn phần J  của toàn nguyên tử: 

    J  = L  + S   

   ⏐ J ⏐ = J(J 1)+   

  J - Số lượng tử nội của nguyên tử hay ion. 

Hình chiếu của J  trên trục z được xác định bằng hệ thức:  

    JZ = MJ    

với MJ giá trị số lượng tử nội nhận 2J + 1 giá trị từ –J đến +J. 

Số hạng nguyên tử X là nhóm những trạng thái có cùng L và S và được kí hiệu: 

   2S+1XJ  

  (2S+1)- độ bội spin của nguyên tử; 

 J =⏐L – S⏐ khi cấu hình electron nhỏ hơn hoặc bằng một nửa số electron thuộc cấu hình 
electron của nguyên tử khảo cứu. Ngược lại, khi J = ⏐L+S⏐ nếu cấu hình electron lớn hơn 
một nửa số electron có mặt của AO đang xét.   
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2.2 Bài tập áp dụng 

2.1. Cho hàm sóng ( )x
i x

x Bsin
a
π

ψ =  mô tả chuyển động electron trong giếng thế 1 chiều 

với chiều rộng là a. Hãy tìm hệ số B của hàm sóng này. 

Trả lời 

áp dụng điều kiện chuẩn hoá hàm sóng ta có: 

( ) ( )
a a

2
n n

0 0

n x
x x dx B B sin dx 1

a
π

ψ ψ∗ ∗= =∫ ∫  

a a a
2 2

0 0 0

a

2 2

0

1 2n a 1 2n x
B 1 cos dx B dx cos dx

2 a 2 a

1 1 2n x 1 2
B x sin B a 1       B

2n2 a 2 a
a

π π

π
π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎟⎜ − = − =⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − = × = ⇒ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

 

2.2. Biết 1 vi hạt chuyển động trong giếng thế 1 chiều với chiều rộng là a. Hãy tính xác 
suất tìm thấy vi hạt đó trong khoảng từ 0 đến a/2. 

Trả lời 

Xác suất có mặt của vi hạt trong khoảng x = 0 ÷ a được xác định theo hệ thức: 

( ) ( )
a /2 a /2

2

0 0

a /2 a /2 a /2

0 0 0

a / 2
a / 2

0
0

a 2 n x
P 0 x x x dx sin dx

2 a a

2 1 2n x 1 2n x
1 cos dx dx cos dx

a 2 a a a

1 1 2n x 1 a 2n x 1 a
x sin x sin 0

2na a a 2n a a 2
a

π
ψ ψ

π π

π π
π π

∗⎛ ⎞⎟⎜ ≤ ≤ = = =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎟⎜= × − = − =⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫

1
2

=
⎥

 

2.3. Electron chuyển động trong giếng thế 1 chiều được mô tả bằng hàm 

( )n
2 n x

x sin
a a

π
ψ =  (a- chiều rộng của giếng). Hãy tìm giá trị trung bình của vị trí x  đối với 

electron. 

Trả lời 
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 ( ) ( )
a

n n
0

ˆx x x x dxψ ψ∗= ∫    

hay   
a a

2

0 0

2 n x n x 2 n x
x sin xsin dx xsin dx

a a a a a
π π π

= =∫ ∫  

Sử dụng tích phân: 
2

2
2

x xsin2 x cos2 x
xsin xdx

4 4 8

α α
α

α α
= − −∫  

( ) ( )
( )

a a2 2

2
00

xsin 2n x /a cos 2n x /a2 x 2 x a
x

a 4 4n /a a 4 28 n /a

π π
π π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥× ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Kết quả này chỉ rõ thực tế ta không quan sát thấy electron ở thành giếng (x = 0 và a) mà 
nó tập trung ở đoạn giữa (x = 1

2
a). 

2.4. Tính giá trị trung bình của động lượng xp  của electron chuyển động trong giếng 

thế 1 chiều (a- độ rộng của giếng thế). Cho ( )n
2 n

x sin x
a a

π
ψ = . 

Trả lời 

Giá trị trung bình của px được xác định bằng hệ thức: 

( ) ( )
a

n x n
0

ˆp x p x dxψ ψ∗= ∫  

Thay giá trị ( )n xψ  vào ta có: 

1/ 2a 1/2

x
0

2 n x d 2 n x
p sin i sin dx

a a dx a a
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫  

    
a

0

2 n x d n x
i sin sin dx

a a dx a
π π

=− ∫  

    
a

0

2 n x n x n
i sin cos dx

a a a a
π π π

=− ×∫  

    
a

0

2 n n x n x
i sin cos dx

a a a a
π π π

=− × ∫  
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a

2
0

2

2n 1 2n x
i sin dx

2 aa

an 1 2n x
i cos

02n /a aa

π π

π π
π

=−

⎛ ⎞⎟⎜=− × − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∫
 

a1 2n x
i cos 0

02a a
π

= =  

2.5. Hãy tính giá trị trung bình bình phương của động lượng px cho electron chuyển động 
trong giếng thế 1 chiều. 

Trả lời 

    ( ) ( )
a

2 2
x n x n

0

ˆp x p x dxψ ψ∗= ∫   hay 

1/2a 1/22
2 2
x 2

0
a 2

2
2

0
a2 2 2

2
3

0

2 2 2

3

2 n x d 2 n x
p sin sin dx

a a a adx

2 n x d n x
        - sin sin dx

a a adx

2n n x
        sin dx

aa

2n 1 2n x
        1 cos

2 aa

π π

π π

π π

π π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎢ ⎥⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜= −⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎜⎟ ⎟⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞⎜= −⎜⎜⎝

∫

∫

∫
a

0
a2 2 2

3
0

2 2 2

2

dx

n a 2n x
        x sin

2n aa

n

a

π π
π

π

⎟⎟⎟⎟⎠

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

=

∫

 

 

2.6.  Cho hàm thử ψ = x(a – x) để mô tả sự chuyển động của vi hạt trong giếng thế một 
chiều với độ rộng giếng là a. 

a) Hãy chứng minh rằng hàm thử ψ thoả mãn điều kiện biên của bài toán. 

b) áp dụng phương pháp biến phân, xác định năng lượng E ở trạng thái  cơ bản ứng với 
điều kiện biên. 

c) So sánh kết quả thu được ở câu b) với kết quả khi dùng hàm thực là E = 
2

2
h

8ma
 với n = 

1. 

0 a

u = 0

x
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Trả lời 

a) Hàm thử  ψ = x(a-x)  

ở điều kiện biên: 

  x = 0 →  ψ(0)  =  0(a – 0) = 0 

  x = a →  ψ(a)  =  a(a – a) = 0 

Như vậy hàm thử ψ đã thoả mãn điều kiện biên của bài toán. 

b) Theo nguyên lí biến phân ta có: 

   E  =  
*

*

Ĥ d

d

ψ ψ τ

ψ ψ τ

∫
∫

  = 

a 2 2

2
0

a

0

d
x(a x) x(a x)dx

2m dx

x(a x)x(a x)dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− − −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

− −

∫

∫
 

Ta lần lượt khai triển biểu thức này. 

Tử số:   
a

0
∫ x(a – x)

2 2

2
d

2m dx

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
x(a – x)dx  

         = 
2

2m
−

a

0
∫ x(a – x)

2

2
d

dx
(a – x)xdx 

Lấy đạo hàm 
2

2
d

dx
(ax – x2)  = –2 rồi thay vào biểu thức trên ta có:   

    
2

2m
−

a

0
∫ (ax – x2)(–2)dx = +

2

m
 

a

0
∫ (ax – x2)dx 

 = +
2

m

a2 3

0

ax x
2 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 = +
2 3a
6m

  =  
2 3

2
h a

24 mπ
  (1) 

Mẫu số:  
a

0
∫ (ax – x2)2dx  = 

a

0
∫ (a2x2 + x4 – 2ax3)dx  =  

5a
30

  (2) 
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Kết hợp (1) và (2) dẫn đến E = 
2 3

2
h a

24 mπ
. 5
30

a
  =  

2

2 2
5h

4 maπ
   (3) 

c) So sánh giữa việc dùng hàm thử với giá trị:  

    E = 
2

2 2
5h

4 maπ
 và hàm thực có E(t)  = 

2

2
h

8ma
 , ta có: 

   E E(t)
E(t)
− .100  = 

2

2
10 π

π

− .100 = 1,32% 

Như vậy sai số thu được khoảng 1,3%.  

2.7. Chứng minh giá trị trung bình của động lượng thành phần px bằng không khi electron 
chuyển động trong giếng thế một chiều với 0 < x < a. 

Cho: p̂ x = –i d
dx

 ; ψ(x) = 2
a

sinn
a
π x  

Trả lời 

áp dụng biểu thức cho giá trị trung bình ta có: 

 xp  = ∫ *
xψ p̂ xψxdx vì hàm ψ(x) đã chuẩn hoá. Thực hiện phép khai triển sẽ có:  

  xp  = –i
a

0
∫ 2

a
sinn

a
π x d

dx
2

s in n x
a a

π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
dx   

   = –i
2

2n

a

π . 1
2

a

0
∫2sinn

a
π x.cosn

a
π xdx 

  = –i
2

n

a

π
a

0
∫sin2 n

a
π xdx  hay 

  = –i
2 2

3
2n

a

π a

0

2n
cos x

a
π⎡ ⎤

⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  = –i
2 2

3
2n

a

π [1 – 1]  =  0  

Đó là điều chúng ta cần chứng minh. 

2.8. a) Hãy viết phương trình Schrửdinger đầy đủ ở dạng khai triển cho trường hợp 
electron chuyển động tự do trong giếng thế một chiều với chiều dài giếng là a. 
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b) Tính giá trị trung bình của mômen động lượng hình chiếu bình phương 2
xP̂  ứng với n = 

1. 

Trả lời 

a) Ta biết phương trình Schrửdinger ở trạng thái  dừng có dạng: 

     ∇2ψ + 
2

2m (E – U)ψ = 0 

Khi electron chuyển động tự do trong giếng thế thì U = 0.  

 Vậy:     
2

2
d

dx

ψ  + 
2

2m Eψ  =  0 

Giải phương trình này (xem giáo trình Cơ sở hoá lượng tử), ta tìm được: 

    ψn(x)  = 2
a

sin n
a
π x 

b) Khi    n  = 1  ⎯→  ψ1(x)  =  2
a

sin
a
π x. 

Mặt khác:  xp̂  = – i d
dx

  và  2
xP̂  = – 2

2

2
d

dx
 

Theo tiên đề 2 cơ học lượng tử ta có: 

    2p  = – 2
a

0
∫ψ1(x) 

2

2
d

dx
ψn(x)dx   

     = – 2
a

0
∫ 2

a
sin

a
π x

2

2
d

dx

2
sin x

a a
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

dx 

        = – 2
a

2
a

0
∫sin

a
π x

2

2
d

dx
sin x

a
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

dx   

     = 
2 2

3
2

a

π
a

0
∫sin2

a
π xdx 

áp dụng dạng ∫sin2x = x 1
sin2x

2 4
− , ta có:  
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2 2

3
2

a

π
a

0

x 1 2 x
sin

2 4 a
π⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥− ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  = 
2 2

3
2

a

π . a
2

 = 
2 2

2a

π  

2.9. Hãy cho biết ứng với những giá trị nào khi electron chuyển động trong giếng thế 
một chiều với độ dài là a ở trạng thái  n = 3 sẽ đạt được giá trị mật độ xác suất cực đại và cực 
tiểu. 

Cho ψn(x) = 2
a

sin n
a
π x  

Trả lời 

ứng với n = 3  ⎯→  ψ3(x) = 2
a

sin 3
a
π x. 

Mật độ xác suất có mặt của electron trong giếng là: 

    D(x) = dp(x)
dx

 = ⏐ψ3(x)⏐2  = 2
a

sin2 3
x

a
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

   

~  sin2 3
x

a
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  

Muốn tìm giá trị D(x) max và min ta phải thực hiện: dD(x)
dx

 =  0. Vậy: 

  dD(x)
dx

 = 
/

2 3
sin x

a
π⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 =  3
a
π 2sin 3

a
π x.cos 3

a
π x   

     = 3
a
π sin2 3

a
π x  ~  sin 6

x
a
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  =  0 

Ta xét:  sin 6
a
π x = 0 = sinn’π ⎯→ 6

a
π x  = n’π  ⎯→  x = n'a

6
 

Với  n’ ≤  6 do đó n’ nhận các giá trị 0, 1, 2,... 6. 

 

+ Với n’ 0 2 4 6 

 x(
min) 

0 a
3

 2a
3

 a 

 

+ n’ 1 3 5 
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Với 

 x(max) a
6

 a
2

 5a
6

 

Thay các giá trị của x cực đại và cực tiểu vào hàm sin 6
a
π x có thể biểu diễn bằng giản đồ 

sau: 

 

 

 

 

2.10.Tính độ suy biến ứng với mức năng lượng là 
2

2
17h

8mL
 cho electron  chuyển động 

trong giếng thế 3 chiều. 

Trả lời 

Theo lí thuyết   E = 
2

2
h

8mL
( 2

xn  + 2
yn  + 2

zn ) = 
2

2
17h

8mL
 

Suy ra: 2
xn  + 2

yn  + 2
zn  = 17 

Trong trường hợp này, muốn xác định độ suy biến ta phải thử các khả năng có thể có sao 
cho tổng bình phương của 3 số lượng tử dao động theo 3 chiều của giếng thế luôn luôn bằng 
17. Các khả năng khả dĩ là: 

nx ny nz 

2 2 3 

2 3 2 

3 2 2 

Ta thấy rõ ràng E bị suy biến bậc 3. Từ kết quả này (3 cặp nx, ny, nz đều cho cùng giá trị 
E).  

2.11.Cho phân tử N2 chuyển động giới hạn trong hình hộp với thể tích là 1,00 m3. Giả 
thiết ở T = 300 K phân tử đạt được giá trị năng lượng là 3/2 kT. 

a) Hãy cho biết giá trị n = ( 2
xn  + 2

yn  + 2
zn )1/2 bằng bao nhiêu trong trường hợp này?   

b) Tính giá trị ΔE giữa 2 mức năng lượng ứng với n và n + 1. 

a/ a/6 65

a/ 3 a

a/ 2

a/32 x0
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c) Xác định bước sóng liên kết  de Broglie (theo m) ? 

Từ kết quả thu được có thể rút ra nhận xét gì về chuyển động tịnh tiến cho N2 khi áp dụng 
lí thuyết cổ điển. 

Cho k = 1,381.10–23J.K–1  ; N = 14. 

Trả lời 

a) Theo lí thuyết cổ điển năng lượng tịnh tiến được biểu diễn bằng biểu thức E = 3
2

kT. 

Mặt khác, theo lí thuyết lượng tử thì E = 
2 2

2
n h

8mL
. 

Theo đầu bài ta viết: E = 3
2

kT = 
2 2 2 2
x y z

2

(n n n )h

8mL

+ +
 = 

2 2

2
n h

8mL
  (1) 

E = 3
2

.1,381.10–23 JK–1. 300 K  =  6,214.10–21 J 

Từ (1) ta có: n2  =  
2

2
8mL

h
E                (2) 

Mặt khác, ta lại biết L3 =  1,00 m3  ⎯→  L2  =  1,00 m2 

   
2

2
8mL

h
 =  

27 2

34 2 2 2
8.28.1,66.10 kg.1,00m

(6,62.10 ) J .s

−

−
 = 8,536.1041 J–1 

Thay giá trị tính được vào (2) ta sẽ nhận được giá trị n: 

   n2 = 8,536.1041 J–1. 6,214.10–21 J  =  5,304.1021 

    n  =  7,28.1010 

b)  ΔE  =  En+1 – En   =  (n+1)2
2

2
h

8mL
 – n2

2

2
h

8mL
   

      =  
2

2
h

8mL
(n2 + 1 + 2n – n2)  

      = (2n+1)
2

2
h

8mL
      (3) 

Thay giá trị n đã tìm được vào (3) ta có:  ΔE = 1,71.10–31 J   

c) Muốn xác định λ liên kết  theo hệ thức de Broglie ta phải biết v chuyển động của phân 
tử N2. Điều này có thể rút ra từ:  
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    Ek = 1
2

mv2 = 3
2

kT  ⎯→  v  =  3kT
m

 = 517 m.s–1  

Vậy bước sóng liên kết  de Broglie là: 

   λ  =  h
mv

 = 
34

27 1
6,62.10 J.s

28.1,66.10 kg.517m.s

−

− −
 =  2,75.10–11 m 

Như vậy, với giá trị λ tính được ta nói rằng chuyển động tịnh tiến của phân tử N2 có thể 
biểu diễn được bằng lí thuyết cổ điển. 

2.12. Hãy xác định lượng phần trăm biến đổi bao nhiêu đối với một mức năng lượng cho 
trước của vi hạt chuyển động trong giếng thế 3 chiều nếu mỗi cạnh của hộp thế giảm 10%. 

Trả lời 

Công thức tính năng lượng vi hạt trong hộp thế 3 chiều có dạng: 

    E  = ( 2
1n  + 2

2n  + 2
3n )

2

2
h

8mL
 

Ta đặt phần các đại lượng không đổi là:   ( 2
1n  + 2

2n  + 2
3n )

2h
8m

 = K  

thì giá  trị E sẽ là: E  =  
2

K

L
. 

Để xác định lượng phần trăm biến đổi của năng lượng khi mỗi cạnh của hộp thế giảm 
10%, nghĩa là: 

    E
E

Δ  = 
2 2

2

K K

0,9L L
K

L

−
 = 1

0,81
 – 1  =  0,23 

Như vậy mức năng lượng biến đổi là 23%. 

2.13.Hãy xác định xác suất tìm thấy electron ở giữa 0,49 L và 0,51 L chuyển động trong 
hộp thế một chiều với độ rộng của giếng là L cho các trường hợp sau: 

a) n = 1;    b) n = 2. 

Giả thiết hàm sóng mô tả electron đối với trường hợp này được xem là hằng số trong 
khoảng 0,49 L ÷ 0,51 L. 

Trả lời 

a) Xác suất tìm thấy electron trong giếng thế được biểu diễn bằng: 
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   P  =  
0,51L

0,49L
∫ 2

nψ dx  =  2
nψ Δx  vì hàm là const. 

Ta lại biết: ψ  =  
1/22

L

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
sinn

L
π x 

Với n = 1 sẽ dẫn tới:  

2
1ψ  = 2

L
sin2

L
π x = 2

L
sin2 1

 . L
L 2
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 = 2
L

sin2

2
π   = 2

L
  

Vì ở giữa nên x = 1
2

L 

Vậy xác suất tìm thấy electron trong giếng thế sẽ là: 

   P  = 2
1ψ Δx = 2

L
(0,51 – 0,49)L = 2

L
.0,02L  = 0,04 

b) Với   n = 2 ta sẽ có:  

    2
2ψ   =  2

L
sin22

L
π x  

     =  2
L

sin2 1
2  . L

L 2
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

   

     =  2
L

sin2π  = 0,0  

Vậy   P  = 2
2ψ .Δx  =  0 

2.14.Hãy xác định sự biến thiên năng lượng ΔE theo J, kJ.mol–1, eV và           cm–1 giữa 
các mức năng lượng ứng với: 

a)  nc = 2; nt = 1 

b)    nc = 6; nt = 5 

Cho 1 electron chuyển động trong giếng thế một chiều có chiều rộng là 1,0 nm. 

Trả lời 

Năng lượng được tính theo E = n2
2

2
h

8mL
.  
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Vậy: E = 
34 2

31 9 2
(6,62.10 )

8.9,1.10 .(1,0.10 )

−

− −
 = 6,02.10–20 J. 

Các hệ số chuyển đổi:  E (kJ/mol) = A
3

N

10
E (J)  

  1 eV =  1,6.10–19 J; 1 cm–1 = 1,986.10–23 J 

Từ  các số liệu này ta dễ dàng tính được ΔE theo các đơn vị J, kJ/mol, eV, cm–1.      

a)  ΔE2→1 = E2 – E1 = (4 – 1)
2

2
h

8mL
 =  3.6,02.10–20 J 

Vậy kết quả thu được là: 

ΔE2→1 = 1,806.10–19 J = 108,72 kJ.mol–1 = 1,13 eV = 9093,6 cm–1   

b)  ΔE6→5 = E6 – E5 = (36 – 25)
2

2
h

8mL
 = 11.6,02.10–20 J 

Cũng bằng cách tính và chuyển đổi đơn vị tương tự  ta có kết quả sau: 

 ΔE6→5 =  6,62.10–19 J  =  398,5 kJ.mol–1 = 4,14 eV = 33,333 cm–1   

Như vậy ta có nhận xét mức năng lượng tách trong giếng thế tăng tỷ lệ thuận với n. 

2.15.Hãy tìm giá trị động năng thấp nhất cho một electron chuyển động trong giếng thế 3 
chiều tương ứng với kích thước sau:  

0,1.10–13 cm;   1,5.10–13 cm;   2.10–13 cm. 

Trả lời 

áp dụng biểu thức tính năng lượng cho electron chuyển động trong giếng thế 3 chiều: 

   E  = 
2h

8m

22 2
yx z

2 2 2

nn n

a b c

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Với:   a  =  0,1.10–13 cm  =   0,1.10–15 m  

    b  =  1,5.10–13 cm  =  1,5.10–15 m 

   c  =  2,0.10–13 cm  =  2,0.10–15 m 

ở trạng thái  cơ bản (ứng với năng lượng thấp nhất):  

                      nx = ny = nz = 1. Vậy:  
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   E  =  
2h

8m 2 2 2
1 1 1

a b c

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Thay số vào ta có: 

   E  =  6,067.10–8 J 

2.16.Một quả cầu bằng thép nặng 10 g chuyển động dọc theo sàn nhà có độ rộng là 10 cm 
với tốc độ là 3,3 cm.s–1. Hãy tính số lượng tử n ứng với năng lượng tịnh tiến khi quả cầu 
chuyển động. 

Trả lời 

Ta coi quả cầu chuyển động trong một hộp thế với độ rộng a = 10 cm = 0,1 m. Động năng 

của quả cầu là: E = 1
2

mv2. Giá trị này khi quả cầu chuyển động được xem như electron trong 

giếng thế là:   

E = n2
2

2
h

8ma
. Từ 2 biểu thức này ta rút ra giá trị n là: n2 = 

2 2 2

2
4m a v

h
. Thay các giá trị 

tương ứng ở hệ SI ta được: 

      n = 0,995.1029 ≈ 1.1029. 

2.17.Giả thiết một hộp thế một chiều với độ rộng a = 10 nm có một vi hạt chuyển động 
được mô tả bằng hàm sóng: 

    ψ  = 2
a

sin
a
π x với  n = 1 

Hãy xác định xác suất tìm thấy vi hạt  cho các trường hợp sau đây: 

a) Giữa x = 4,95 nm và 5,05 nm; 

b) Giữa x = 1,95 nm và 2,05 nm; 

c) Giữa x = 9,90 nm và 10,00 nm; 

d) ở chính giữa a; 

e) x ở 1/3a. 

Trả lời 

Xác suất  P là: 

  P(c, d)  =  
d

c
∫ ψ2dx  =  2

a

d

c
∫ sin2

a
π xdx  

a x
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     = 2
a

d

c
∫

1
2

2
1 cos x

a
π⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

dx  

    = 1
a

d

c

a 2
x sin x

2 a
π

π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥− ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
  

    = d c
a
−  – 1

2π
2 2

sin d sin c
a a
π π⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  

a) P(4,95; 5,05)  =  0,10
10

 – 1
2π

2  . 5,05 2  . 4,95
sin sin

10 10
π π⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  

     =  0,010 – 1
2π

(– 0,03141 – 0,03141)  

     =  0,02 

b) P(1,95; 2,05)  =  0,10
10

 – 1
2π

2 2
sin 2,05 sin 1,95

10 10
π π⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  

          = 0,007 

Một cách tương tự ta cũng thu được giá trị P:  

c) P(9,90; 10)  =  6,56.10–6 

d) P(5,00; 10)  =  0,5 

e) P 1 2
a; a

3 3

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 = 1

3
 – 1

2π
2 2 2 1

sin . a sin . a
a 3 a 3
π π⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

Sau khi biến đổi và khai triển ta thu được: P = 0,61. 

2.18.Cho electron chuyển động trong giếng thế một chiều với độ dài              a = 1,0 nm. 
Hãy tính năng lượng các mức theo J; kJ.mol; eV và cm–1 cho các trường hợp sau: 

a)  nc = 2; nt = 1 

b)    nc = 6; nt = 5 

Cho 1 eV = 1,6.10–19 J;  1 cm–1 = 1,986.10–23J 

Trả lời 

áp dụng  công thức chung  E = n2
2

2
h

8ma
 

Để dễ dàng ta tính phần cố định: 

n=6

n=5

n=2
n=1

0 x a x
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2

2
h

8ma
 = 

34 2

31 9 2
(6,62.10 Js)

8.9,1.10 kg.(1,0.10 m)

−

− −
 = 6,02.10–20 J 

a)  ΔE (J) = E2 – E1  =  (4 – 1)
2

2
h

8ma
 =  3.6,02.10–20 J  =  18,06.10–20 J  

 ΔE (kJ/mol) = ΔE(J).10–3.6,02.10–23  =  108,36 kJ.mol–1  

  ΔE (eV) = 
19

E(J)

1,6.10

Δ
−

 = 
20

19
18,06.10

1,6.10

−

−
 = 1,125 eV  

 ΔE (cm–1)  = 
23

E(J)

1,986.10

Δ
−

 = 
20

23
18,06.10

1,986.10

−

−
 = 9063 cm–1   

b)  ΔE  =  E6 – E5  =  (36 – 25)
2

2
h

8ma
 =  11.

2

2
h

8ma
 = 11.6,02.10–20 J  

Cũng bằng cách tương tự như câu a có các giá trị ΔE: 6,6.10–19J;  ≈ 400 kJ.mol–1; 4,1 eV; 
33.000 cm–1. 

2.19.Tính giá trị năng lượng cho nguyên tử hiđro ở trạng thái  cơ bản theo đơn vị SI và 
theo eV. Cho me = 9,1.10–31 kg; h = 6,62.10–34 J.s. 

Trả lời 

Biểu thức tính năng lượng cho nguyên tử hiđro thu được từ việc giải phương trình 
Schrửdinger có dạng: 

    E = 
4

2 2
me

2n
− k2 

ở trạng thái  cơ bản n = 1  ⎯→  E  = –
4

2
me

2
k2 

Trong các phép tính hệ số tương tác tĩnh điện k được tính như sau: 

   k  =  
o

1
4πε

  = 
12 2 1 2

1

4.3,14.8,854.10 c N m− − −
   

     =   8,99.109 
2

2
N.m

c
 

    =  9.109 
2

N.m.m

c
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=  9.109 
2

J.m

c
 

Thay các giá trị tương ứng vào biểu thức tính năng lượng sẽ có: 

   E   = –
31 19 4 4

34 2 2 2
9,1.10 kg.(1,6.10 ) c

2.(1,055.10 ) .J .s

− −

−
.(9,109)2 

2 2

4
J .m

c
 

        = –2,179.10–18 kg.m2.s–2  = –21,79.10–19 J. 

Đối với nguyên tử người ta thường sử dụng đơn vị phi SI ở dạng electronvolt (eV) với hệ 
số chuyển đổi là 1 eV = 1,6.10–19 J. Vậy kết quả trên sẽ là:  

    –21,79.10–19 J : 1,6.10–19 J = –13,61 eV.     

Thông thường người ta chấp nhận giá trị này đối với nguyên tử hiđro ở trạng thái  cơ bản 
là: 

    E1s  =  o
HE   = –13,6 eV 

2.20.Giả sử 2 electron được tách xa nhau trong chân không một khoảng cách là 3,0 Å. 
Hãy xác định thế năng tương tác tĩnh điện theo đơn vị SI. 

Trả lời 

Thế năng U = 
2e
r

k. Khoảng cách giữa 2 electron là: 

r = 3,0 Å  =  3,0.10–10 m. 

Do đó  U =  
19 2 2

10
(1,6.10 ) c

3,0.10 m

−

−
.9.109 

2
J.m

c
 

  U =  7,69 J 

2.21.Người ta biết hai hàm sóng mô tả trạng thái electron trong nguyên tử hiđro ở trạng 
thái  kích thích chưa chuẩn hoá có dạng sau: 

a) ψ = 
o

r
2

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /ae−   

b) ψ = rsinθ.cosϕ or /2ae−  

Hãy chuẩn hoá hai  hàm sóng này. 

Trả lời 

áp dụng điều kiện chuẩn hoá: ∫ ψ*ψdτ  = 1 
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a)      ∫N
o

r
2

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or / 2ae− .N

o

r
2

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /2ae− r2drsinθdθdϕ 

     N2∫
2

2
o o

4r r
4

a a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /2ae− r2drsinθdθdϕ  = 1                  

N2 o o or/a r /a r /a2 3 4
2

o o0 0 0

4 1
4 r e dr r e dr r e dr

a a

∞ ∞ ∞
− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

0

π

∫sinθdθ 
2

0

π

∫dϕ = 1 

Sử dụng dạng tích phân:  
0

∞

∫xne–axdx = 
n 1
n!

a +
  ta có: 

   2
3 4 2 5

o o

o o o

2! 4 3! 1 4!
N 4 2.2

a a1 1 1
a a a

π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 1 

  N2.32π 3
oa  = 1. Từ đó suy ra hệ số chuẩn hoá là:   

N  = 
3
o

1

32. .aπ
 

b)  ∫ψ2dτ = N2∫r2sin2θ.cos2ϕ or /ae− dτ  =  1 

 N2 0

2
r/r4 3 2

0 0 0

r e dr. sin d cos d
π π

θ θ ϕ ϕ
∞

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫   =  1 

Sử dụng dạng tích phân  ∫sin3θdθ = – 1
3

cosθ(sin2θ + 2)  

và  ∫cos2ϕdϕ  =   
2
ϕ  + 1

4
sin 2ϕ sẽ dẫn đến kết quả: 

=  N2. 4!. 5
oa . 4

3
π  = N232π 5

oa   =  1 

 Hệ số chuẩn hoá trong trường hợp này sẽ là:  

N  = 
5
o

1

32. .aπ
 

2.22.Hãy khảo sát mật độ xác suất cao nhất đối với obitan 2p của nguyên tử hiđro. 
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Cho R(r)  = 1

2 6
5/2

oa− r or /ae− . 

Trả lời 

Mật độ xác suất ở khoảng cách r đối với hạt nhân được biểu diễn bằng hệ thức:  

 Dr  =  rdp
dr

   =  ⏐R⏐2 r2  

Đối với trường hợp AO-2p, mật độ xác suất cực đại được xác định như sau: 

   Dr  =  ⏐R2p⏐2r2  =  o

2
r /2a5/2

o
1

a e
2 6

−−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
r2   

     =  5
o

1

24a
r4. or /ae−  

Khi r = 0 và ∞  thì Dr triệt tiêu.  

Muốn biết Dr(max) ta phải thực hiện: rdD
dr

= 0.  

Quả vậy:  rdD
dr

 = 5
o

1

24a

4
3

o

r
4r

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. or/ae−  = 0 

Để thoả mãn điều kiện này khi r = 4ao sẽ có Dr đạt giá trị cực đại, nghĩa là mật độ xác suất 
cao nhất đạt được khí r = 4ao. 

2.23.Ta biết rằng khi electron chuyển động thì hình chiếu mômen góc (obitan hay spin) 
theo một phương z sẽ tạo chóp nón. 

a) Dựa vào mô  hình vectơ hãy tìm biểu thức tổng quát để tính góc θ tạo thành theo  và 

m . 

b) Tìm góc θ bằng bao nhiêu cho trường hợp spin α. 

c) Chứng minh góc θ đạt giá trị cực tiểu khi  → ∞.   

Trả lời 

a) Hình chiếu của mômen góc theo sơ đồ vectơ được biểu diễn theo hình bên.  Rõ ràng 
theo hình học ta có: 

   cosθ  =  
1/2

m

[ ( 1)]+
.  

θ

z

ml

[l(l+1)]1/2 
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Từ đó θ = arccos
1/2

m

[ ( 1)]+
  

b) Đối với trường hợp electron α có mS = 1
2

 hay s = 1
2

. Điều này cũng có nghĩa là mômen 

hình chiếu obitan trên phương z sẽ dẫn tới:   

     m   → mS;  → s. 

Như vậy góc θ tạo thành có thể xác định được là:  

   θ = arccos 
1/2

1
2

3
4
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 = arccos 1

3
  ⎯→   θ  =  54o44’ 

c) Muốn để góc θ đạt min thì m   = . Lúc này ta có thể viết: 

min 1/2l l

l
lim lim arccos

l(l 1)
θ

→∞ →∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

 

          = lim arccos arccos1 0
→∞

= =  

Như thế góc θmin  khi m   =  .  

2.24.Cho hàm góc Y33 = 35
64π

sin3θe3iϕ hãy chứng minh  hàm  này là chuẩn hoá. 

Trả lời 

Muốn chứng minh hàm Y đã cho là chuẩn hoá nghĩa là biểu thức: 

     ∫ *
33Y Y33dτ  =  1 

ở đây *
33Y  = 35

64π
sin3θe–3iϕ. Thay các giá trị hàm Y33 và *

33Y  vào biểu thức trên ta có:  

   
0

π

∫
2

0

π

∫ 35
64π

sin3θe–3iϕ. 35
64π

sin3θe3iϕ.sinθdθdϕ  = 1 

    35
64π

0

π

∫ sin6θsinθdθ
2

0

π

∫ dϕ  = 1  hay    
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  35
64π

.2π
0

π

∫  (sin2θ)3sinθdθ  =  1   

Ta đặt:  sin2θ  = 1 – cos2θ  và  sinθdθ  =  d(cosθ).    

Như vậy biểu thức trên được viết lại là: 

  35
32

1

1

+

−
∫ (1 – cos2θ)3d(cosθ)  = 1;  

Với cosθ = x, biểu thức này có dạng:       

   35
32

1

1

+

−
∫ (1 – x2)3dx = 1;  

Khai triển (1 – x2)3 ta thu được: 

   35
32

1

1

+

−
∫ (1 – 3x2 + 3x4 – x6)dx 

  35
32

1
3 5 7

1

3 1
x x x x

5 7 −

⎛ ⎞⎟⎜ − + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
   

Kết quả cuối cùng sẽ là: 35
32

. 32
35

 = 1. Vậy hàm Y33 đã cho là hàm chuẩn hoá. 

2.25.Người ta biết hàm ψ100 đối với ion giống hiđro, hãy chứng minh nó là hàm riêng của 
toán tử  Hamilton Ĥ và tính trị riêng tương ứng. 

Cho:  R10  =  2
3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. o

Zr
ae

−
;  Y00  =  1

4π
 ;   Ĥ = –

2

2m
∇2 + U. 

Trả lời 

Hàm ψ100 = R10.Y00   hay    

  ψ100  = 2
3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. o

Zr
ae

−
. 1

4π
 = 

3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

1/21
π
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

. o

Zr
ae

−
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  ψ100 =  
3z
π

.e–Zr  (au)* 

Toán tử    
2 2 2

2 2
r 2

1 Ze
Ĥ U

2m 2m rr
Λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ∇ + = ∇ + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Do hàm ψ100 chỉ phụ thuộc vào r nên dạng cuả toán tử Ĥ là: 

              2
r

1 Z
Ĥ (au)

2 r
=− ∇ −  

nên          Ĥψ  = 2
r

1 z
2 r

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ∇ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

3
Z rz

. e  
π

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Mặt khác ta lại biết: 

  ∇2   =  
2
1

r
2r

r r

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠∂ ∂⎣ ⎦
 nên 

Ĥψ  =   2
2

1 1 z
r

2 r r rr

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪⎟⎜⎢ ⎥− −⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠∂ ∂⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

3z
π

.e–Zr 

   =  
3z
π ( )2 Zr

2
1

r e .z
r2r

−⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎢ ⎥+⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
 – z

r

3z
π

.e–Zr  

   =  
3Z

π
Zr 2 Zr

2
Z

2re Zr e
2r

− −⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪−⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
 – Z

r

3Z
π

.e–Zr 

   =  
3Z

π

2
Zr ZrZ Z

e e
r 2

− −
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪−⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 – Z
r

3Z
π

.e–Zr  

   =  
3Z

π
.e–Zr

2Z Z Z
r 2 r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
   

    = –
2Z

2

3Z
π

.e–Zr  

                                                   
* Thông thường người ta biểu diễn các đại lượng lượng tử bằng đơn vị nguyên tử (au - Atomic units) 

v� quy ước như sau: 

   = 
h
2π

 = 1;  me = 1; eo  = 1 và ao  = 
2

2
ome

 = 1  
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Như vậy cuối cùng ta có biểu thức: 

   Ĥψ100  =  Ĥ
3Z

π
.e–Zr  = –

2Z
2

3Z
π

.e–Zr   

Kết quả này đã chỉ rõ hàm ψ100 = 
3Z

π
.e–Zr là hàm riêng của toán tử  Ĥ và –

2Z
2

 là trị  

riêng của toán tử  này. 

2.26.Dựa trên khái niệm mật độ xác suất (D) tìm thấy vi hạt, hãy  khảo sát sự biến thiên 
D đối với AO-2pz bằng cách xây dựng đường cong D = f(r) ứng với các giá trị góc θ cho 
trước là 0o, 30o, 45o và 60o. 

Cho AO-2pz  = 1

4 2π
5 /2

oa− r. or / 2ae− cosθ  

Trả lời 

Theo lí thuyết về khái niệm mật độ xác suất D ta có: 

    D  =  ψ ψ*  =  ⏐ψ ⏐2.  

Thay các giá trị hàm AO-2pz vào ta được:  

    D   =  o

2
r/2a5/2

o
1

a r.e cos
4 2

θ
π

−−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   

=  1
32π

5
oa− r2. or / ae− cos2θ  hay  

        =  1
32π

3
oa−

2

o

r
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. or /ae− cos2θ 

Đặt  λ   =  1
32π

3
oa− ;   

o

r
a

 = x, ta có   

   D   =  λx2e–xcos2θ  hay    

  D
λ

   =  x2e–xcos2θ  

Biểu thức cuối cùng này chỉ rõ D
λ

 là một hàm của 
o

r
a

 ứng với góc θ xác định hoặc ta 

viết: D
λ

 = f
o

r
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. 
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Ta lập bảng sau: 
r/ao           
θ      0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

0 0,152 0,368 0,502 0,541 0,513 0,448 0,370 0,293 0,225 0,168 
30 0,114 0,276 0,377 0,406 0,385 0,336 0,277 0,220 0,169 0,126 
45 0,076 0,184 0,251 0,271 0,257 0,224 0,185 0,147 0,112 0,084 
60 0,038 0,092 0,126 0,135 0,128 0,112 0,012 0,073 0,056 0,042 

Với những giá trị r/ao ứng với các góc θ cho trước chúng ta dễ dàng xây dựng được đường 
cong phụ thuộc giữa mật độ xác suất D và  r/ao: 

   

 

 

 

 

 

2.27. ở trạng thái cơ bản, hàm sóng 1s của nguyên tử hiđro có dạng:  

ψ1s = 
1/2

3
o

1

aπ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. or / ae−  

Với ao = 0,53 Å (bán kính Bohr thứ nhất). Hãy:  

a) Tính xác suất tìm thấy electron trong phạm vi quả cầu có             ro = 0,01 Å 
bao quanh hạt nhân. 

b) Xác định xác suất bằng bao nhiêu nếu bán kính quả cầu đạt được          r = ao. 

Trả lời 

Xác suất tìm thấy electron trong phạm vi quả cầu bao quanh hạt nhân nguyên tử hiđro 
được viết dưới dạng: 

⏐ψ1s⏐2dτ  với dτ =  4
3

π 3
or  

⏐ψ1s⏐2dτ   =  
3
o

1

aπ
o2r /ae− 4

3
π 3

or  

=   4
3

3
o

o

r
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
o2r / ae−  

Thay các giá trị ro = 0,01 Å và ao = 0,53 Å ta có: 

0

0,1 -

0,2 -

0,3 -

0,4 -

0,5 -

D/λ

r/a0

θ = 0 o

θ = 30

θ = 60

θ = 45

 o

 o

 o

1 2 3 4 5
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   ⏐ψ1s⏐2 dτ  =   4
3

3
0,01
0,53

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
o2r / ae−  

a) Khi r = 0 thì xác suất P sẽ là: 4
3

3
0,01
0,53

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
0 /0,53e−  = 8,95.10–6 ≈ 9.10–6 

b) Khi  r = ao thì xác suất P sẽ là:  4
3

3
0,01
0,53

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
2e−  =  1,21.10–6   

Như thế xác suất tìm thấy electron đạt được cao hơn khi r = ao. 

2.28.Cho hàm R3p = 4

27 6
5/2

oa− r
o

r
2

3a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /3a

oe−   

a) Hãy xác định mật độ xác suất theo r. 

b) Biểu diễn kết quả thu được trên đồ thị. 

Trả lời 

a)   dpr = ⏐R2⏐r2 dr 

  Dr  = rdp
dr

⏐R2⏐r2
  = 

2
4

27 6

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
5

oa− r4
2

o

r
2

3a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
o2r /3a

oe−  

  Dr  =  
2

4

27 6

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ 7
o

1

9a
[r4(6ao – r)2 o2r /3a

oe− ] 

Lấy đạo hàm rdD
dr

 = 0 để xác định mật độ xác suất tìm thấy electron theo bán kính r và tiến 

hành một số phép biến đổi sẽ dẫn tới biểu thức:  

rdD
dr

 = 
2

4

27 6

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ 8
o

1

27a
2r3(6ao – r)2 o2r /3a

oe− [6ao(6ao – r) – 3aor – r(6ao – r)]=0 

Đặt  
2

4

27 6

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ 8
o

1

27a
 =  A  ta có: 

  rdD
dr

 = A2r3(6ao – r) o2r /3a
oe− ( r2 – 15aor + 36 2

oa )  = 0 

Rõ ràng từ biểu thức này Dr triệt tiêu khi r = 0, ∞ và 6ao. 

Dr đạt được giá trị cực đại khi:   
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   r2 – 15aor + 36 2
oa  = 0 

Giải phương trình bậc 2 này sẽ có 2 nghiệm:  

   r1 = 3ao  và  r2  =  12ao. 

b) Các giá trị thu được ở câu a) có thể minh hoạ trên đồ thị như sau: 

 

 

 

 

 

2.29.Cho hàm ψ1s trong đó hàm bán kính R10 = N. oZr /ae−  chưa chuẩn hoá, còn hàm góc 
Y00 đã chuẩn hoá. Hãy xác định thừa số chuẩn hoá đối với hàm R10. 

Trả lời 

Hàm ψ1s có dạng tổng quát là: 

    ψ1s = ψ100  =  R10.Y00 

Để tìm thừa số chuẩn hoá của hàm R10 ta áp dụng biểu thức: 

   ∫ψ*ψdτ  =  1 

Để tiện cho các phép tính, thường người ta kí hiệu r/ao = σ. Vậy biểu thức trên có thể viết 
dưới dạng tổng quát là:  

     
0

∞

∫ 2
nR r2dr. *

mY  Y m 
0

π

∫ sinθdθ 
2

0

π

∫ dϕ  =  1 

Do hàm góc đã chuẩn hoá nên ta chỉ cần xét hàm Rn . Như vậy biểu thức có thể viết: 

       
0

∞

∫ 2
1sR r2dr  =   N2

0

∞

∫ o2Zr /ae− r2dr  =  1 

       =  N2 3
oa

0

∞

∫ 2Ze σ− σ2dσ  =  1 

a0 a0 a03 6 a012

Dr

r
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hay        =  N2 3
oa

0

∞

∫ σ2 2Ze σ− dσ  = 1 

Tích phân này thuộc dạng 
0

∞

∫ xne–axdx  = 
n 1
n!

a +
  nên ta có: 

    N2 3
oa

3
2!

(2z)
 = N2 3

oa
3

1

4z
 = 1.   

Từ đó suy ra: N2  =  
3

3
o

4z

a
 hay N = 2

3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

Với thừa số chuẩn hoá N tìm được ta có thể viết hàm bán kính R1s đã chuẩn hoá như sau: 

R1s  =  2
3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
e–Zσ. 

2.30.Cho hàm sóng ψ1s và ψ2s đối với nguyên tử  hiđro là: 

     ψ1s  =  1

π
. 3/2

oa− . or/ae−  

    ψ2s  =  1

4 2π
. 3/2

oa− .
o

r
2

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or/2ae−  

Hãy chứng minh rằng hai hàm này trực giao với nhau. 

Trả lời 

áp dụng điều kiện trực giao ∫ψ*ψdτ  =  0   

hay    
0

∞

∫
0

π

∫
2

0

π

∫ ψ1sψ2sr2drsinθdθdϕ  =  0 

Như vậy để xét tính trực giao ta chỉ chú ý đến các biểu thức có biến số theo r, θ và ϕ; các 
đại lượng khác được xem là hằng số. 

   
0

∞

∫
0

π

∫
2

0

π

∫ or /ae− . 
o

r
2

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. or /2ae− r2drsinθdθdϕ  =  0 

   o o3r/2a 3r/2a2 3

o0 0

1
2 r e dr r e dr

a

∞ ∞
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ . 

0

π

∫  sinθdθ. 
2

0

π

∫ dϕ  =  0 
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Sử dụng dạng tích phân 
0

∞

∫ xne–axdx = 
n 1
n!

a +
 ta dễ dàng thu được kết quả: 

   
3 4

o

o o

2.2! 1 3!
a3 3

2a 2a

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   2.2π  =  0.   

 

  
3 3

o o

4 4

3 3
2a 2a

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 4π  =  0.   

Kết quả này đã chứng tỏ 2 hàm ψ1s và ψ2s là trực giao với nhau. 

2.31.Đối với các ion giống hiđro người ta đã xác định được hàm sóng:       

 ψ1s  =  1

π

3/2

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
oZr/ae−  

a) Hãy xác định giá trị trung bình 1
r

 (r là khoảng cách từ electron đến hạt nhân) cho AO-

1s. 

b) Từ giá trị  1
r

 thu được hãy tính giá trị trung bình cho thế năng của electron. 

Trả lời 

Giá trị trung bình 1
r

 được xác định theo biểu thức:  

    1
r

   =   
0

∞

∫
0

π

∫
2

0

π

∫ ψ1s
1
r

ψ2sr2drsinθdθdϕ   

ở đây hàm ψ1s đã được chuẩn hoá: 

    1
r

  =  
3

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1
π

 
0

∞

∫ r o2Zr /ae− dr 
0

π

∫ sinθ dθ. 
2

0

π

∫ dϕ 

Các tích phân ở đây đều thuộc dạng cơ bản (xem bài 2.25) nên dễ dàng ta thu được kết 
quả sau: 

   1
r

  =  
3

o

z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1
π

 
2

oa
2Z

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
. 2.2π  =  

o

z
a
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b) Thế năng trung  bình của hệ được xác định theo biểu thức: 

    u  = –
2Ze

r
. Quả vậy:   

    u  = –
2

o

Ze
a
Z

 = –
2 2

o

Z e
a

 

2.32.Dựa vào tiên đề của cơ học lượng tử hãy xác định khoảng cách trung bình từ 
electron đến hạt nhân ứng với trạng thái có mức năng lượng thấp nhất trong nguyên tử hiđro 
và cho nhận xét. 

Cho ψ = 
3
o

1

aπ
or /ae− ;  ao = 0,53 Å. 

Trả lời 

Khoảng cách trung bình được biểu diễn bằng hệ thức:  

  r  = ∫ ψ* r̂ ψdτ      

  r  = ∫
1/2

3
o

1

aπ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /ae− r

1/2

3
o

1

aπ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or /ae− .r–2drsinθdθdϕ 

       =   
3
o

1

aπ 0

∞

∫ r3 o2r /ae− dr 
0

π

∫ sinθdθ. 
2

0

π

∫ dϕ 

Sử dụng các tích phân (xem bài số 2.25) ta có:  

   
3
o

1

aπ
.

4

o

3!

2
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

.2.2π = 3
2

ao  =  3
2

.0,53 Å.  

Vậy  r   =  0,795 Å. 

Với kết quả thu được này ta nhận thấy mỗi phép đo có thể cho một kết quả riêng nên hàm 
sóng mô tả trạng thái electron không phải là hàm riêng của toán tử r̂ . 

2.33.Cho hàm sóng ψ1s đối với nguyên tử hiđro là ψ1s = 
3
o

1

aπ
or / ae− .  

Với ao- bán kính Bohr.      

a) Tính xác suất tìm thấy electron trong vùng biến đổi của r từ               0 → 2ao. 
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b) Hãy cho biết xác suất này ở ngoài khoảng 2ao là bao nhiêu ? Biết       dτ = 4πr2dr. 

Trả lời 

a)   P   = 
o2a

0
∫ 2

1sψ dτ   = 
o2a

0
∫ 3

o

1

aπ
o2r /ae− 4πr2dr 

   P   =  
3
o

4

a

o2a

0
∫ o2r /ae− r2dr 

Thực hiện phép lấy tích phân từng phần ∫udv  =  uv – ∫vdu và một số dạng tích phân 

khác như ∫eax dx = eax/a sẽ dẫn đến kết quả sau: 

     P   = –
3
o

4

a

3 3
3 4 3 4 4o o
o o

a a
2a e a e e

4 4
− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

    = – 4
4

4 e 1
3e

4 4

−
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 0,7624 

b) ở ngoài khoảng 2ao có nghĩa là xác suất tìm thấy electron bằng xác suất toàn không gian 
1,00 – xác suất trong vùng từ 0 → 2ao. Vậy: 

   P   =  1,0 – 0,7624  =  0,2376 

2.34.a) Tính giá trị thế năng trung bình đối với nguyên tử hiđro ở trạng thái  cơ bản. 

b) Chứng minh rằng động năng trung bình của electron đối với hiđro ở AO-1s bằng năng 
lượng tổng của chúng ở trạng thái này nhưng ngược dấu.   

Cho ψ1s = 
3
o

1

aπ
or / ae− , dτ  = 4πr2dr 

Trả lời 

a) Thế năng trung bình được xác định  theo hệ thức: 

  U   =   
0

∞

∫ ψ1s Û ψ1sdτ 

Thay giá trị hàm ψ1s vào biểu thức này ta có:  

  U   =   
0

∞

∫ 3
o

1

aπ
or /ae−

2e
k

r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ 3
o

1

aπ
or /ae− 4πr2dr 
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         =  –
2

3
o

4 e

a

π

π
k 

0

∞

∫ r o2r /ae− dr 

Lấy tích phân này theo dạng 
0

∞

∫ xne–axdx  =  
n 1
n!

a +
  ta có: 

   U   = –
2

3
o

4 e

a

π

π
k  

2

o

1!

2
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

   = –
2 2

o
3
o

4e a

4a
k  = –

2

o

e
a

k 

b) Từ kết quả thu được cho bài toán nguyên tử hiđro, năng lượng có dạng: 

    E  = –
4

2 2
me

2n
.k2 

Mặt khác ta lại biết bán kính Bohr ao là ao = 
2

2me

1
k

.  

Thay giá trị này vào E ta có: E  = –
2

2
o

e

2n a
k. 

ở trạng thái  cơ bản n = 1 thì giá trị E sẽ là:  

     E  = 
2

o

e
2a

− k        (1) 

Giá trị động năng có thể rút ra từ biểu thức:   

    E  = T + U  ⎯→  T  = E – U   hoặc 

   T  = –
2

o

e
2a

k – 
2

o

e
k

a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 = 

2

o

e
2a

k    (2) 

So sánh (1) và (2) ta nhận thấy giá trị T và E là như nhau nhưng ngược dấu. Đó là điều 
cần chứng  minh. 

2.35.Cho hàm góc của nguyên tử H có các giá trị sau: 

1/2
i

1 1
3

Y sin e
8

ϕθ
π

−
−

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
; 

1/2
i

21
15

Y sin cos e
8

ϕθ θ
π

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
.  

Hãy chứng minh hàm Y1–1 là chuẩn hoá và 2 hàm góc Y1–1 và Y21 là trực giao với nhau. 

Trả lời 
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Điều kiện chuẩn hoá là: 
2

1 1 1 1
0 0

Y Y d 1
π π

τ∗
− − =∫ ∫  

Trong trường hợp với hàm Y1-1 và Y*
1-1 ta có: 

1/ 22 2 1/2
i i

1 1 1 1
0 0 0 0

3 3
Y Y d sin .e sin .e sin d d

8 8

π π π π
ϕ ϕτ θ θ θ θ ϕ

π π
∗ −
− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  

                        

( )

2
2 2

0 0 0

2

0

3 3
sin sin d d 2 sin sin d

8 8

3
1 cos sin d

4

π π π

π

θ θ θ ϕ π θ θ θ
π π

θ θ θ

= = ×

= −

∫ ∫ ∫

∫
 

Đặt 0 x 1
x cos   

 2    x 1
θ

θ
θ π

⎧ = =⎪⎪= ⇒ ⇒⎨⎪ = =−⎪⎩
   dx = –sinθdθ 

( )( ) ( ) ( )
2 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

0 0 1 1 1

3 3 3
Y Y d 1 x dx 1 x dx 1 x dx

4 4 4

π π

τ
− −

∗
− −

−

= − − =− − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

13

1

3 x 3 2
x 2 1

4 3 4 3
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜= − = − =⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
 

Đó là điều cần chứng minh. 

Trong trường hợp với hàm Y1-1 và Y21 

Điều kiện trực giao là: 
2

21 1 1
0 0

Y Y d 0
π π

τ∗
− =∫ ∫  

2 21/2 1/2
i i

21 1 1
0 0 0 0

21/ 2
3 2i

0 0

15 3
Y Y d sin .cos .e sin .e sin d d

8 8

45
                   sin cos d e d

64

π π π π
ϕ ϕ

π π
ϕ

τ θ θ θ θ θ ϕ
π π

θ θ θ ϕ
π

∗ − −
−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

Ta nhận thấy tích phân ( )
2 2

2i

0 0

e d cos2 isin2 d
π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = −∫ ∫  ở đây có tích  phân cos2ϕ và 

sin2ϕ (0 ÷ 2π) là biến đổi theo chu kỳ vòng nên sẽ triệt tiêu. Vậy biểu thức trên sẽ bằng 
không. Đó là điều cần chứng minh. 
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2.36.Cho hàm sóng của ion hyđro 
3 /2

/2
210

o

1 Z
e cos

a32
σψ σ θ

π
−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 và 

( )
3 /2

/ 2
200

o

1 Z
2 e

a32
σψ σ

π
−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 với 
o

Zr
a

σ = . Hãy chứng minh: 

a) Hàm 210ψ là chuẩn hoá; 

b) Hàm 210ψ  trực giao với hàm 200ψ . 

Trả lời 

a)   

o

2zr3 /22
2a 2

210 210
o o0 0 0

1 z Zr
d e cos r drsin d d

a a32

π π

ψ ψ τ θ θ θ ϕ
π

∞ −
∗

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜⎢ ⎥⎟= ⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫  

o

Z5 2 r
a2 2 2

o 0 0 0

1 Z
r e cos r drsin d d

32 a

π π

θ θ θ ϕ
π

∞ −⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ∫ ∫ ∫  

o

Z5 2r
a4 2

o 0 0 0

1 Z
r e dr cos sin d d

32 a

π π

θ θ θ ϕ
π

∞ −⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ∫ ∫ ∫  

áp dụng n ax
n 1

0

n!
x e dx

a

∞
−

+
=∫    

Đặt cosθ = x ⇒  dx = – sinθdθ   0 x 1
x 1

θ
θ π

⎧ = =⎪⎪⎨⎪ = =−⎪⎩
 

( )
5 1

2
210 210 5

o 1

o
5 15

2o

o 1

1 Z 4!
d 2 x dx

32 a z
a

a1 Z
                     24 2 x dx 1

32 a z

ψ ψ τ π
π

π
π

−
∗

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟= =⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫

∫

 

Hàm 210ψ  là chuẩn hoá. 

b) o

Zr3 /22
2a

200 210
o o0 0 0

1 Z Zr
d 2 e

a a32

π π

ψ ψ τ
π

∞ −
∗

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟= − ×⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫  
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o

Zr3 /2
2a 2

o o

1 Z Zr
   e cos r drsin d d x

a a32
θ θ θ ϕ

π

−⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

o

Zr4 2
a3

o o0 0 0

1 Z Zr
 r 2 e dr sin cos d d

a a32

π π

θ θ θ ϕ
π

∞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

     o

Zr4 2
a3

o o0 0 0

1 1 Z Zr
. r 2 e dr 2sin cos d d

2 32 a a

π π

θ θ θ ϕ
π

∞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

o

Zr4
a3

o o0 0

1 1 Z Zr
.2 . r 2 e dr sin2 d

2 32 a a

π

π θ θ
π

∞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

Ta nhận thấy 0
0

sin2 d 2cos 0
π

πθ θ θ=− =∫ . Như thế cả biểu thức trên sẽ triệt tiêu. Đó là 

điều cần chứng minh. 

2.37.Cho hàm sóng 
1/ 2

10
3

Y cos
4

θ
π

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
, hãy cho biết hàm này có chuẩn hoá hay không? 

Trả lời 

Muốn biết hàm Y10 có chuẩn hoá hay không ta thực hiện phép tính sau: 

1/22 1/2

10 10
0 0

2 2
2 2

0 0 0
2

2

0

3 3
Y Y d cos cos sin d d

4 4

3 3
                 cos sin d d cos sin d 2

4 4

3
                 cos sin d

2

π π

π π π

π

τ θ θ θ θ ϕ
π π

θ θ θ ϕ θ θ θ π
π π

θ θ θ

∗ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = ×

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

Đặt   cosθ = x  ⇒  dx = –sinθdθ              θ = 0    →  x= 1    

                                                                 θ = 2π  →  x=–1 

1 1 3
2 2   1

10 10 1
1 1

3 3 3 x
Y Y d x dx x dx 1

2 2 2 3
τ

−
∗

−
−

=− = = × =∫ ∫ ∫  

Như vậy hàm Y10 là chuẩn hoá. 
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2.38.Hãy chứng minh rằng hàm sóng đối với AO-2pz có giá trị cực đại dọc theo trục z. 

Biết 
z2pψ  = 1

4 2π

3/2

o

Z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ o

Zr
a

oZr /2ae− cosθ. 

Trả lời 

Điều kiện để AO-2pz đạt giá trị cực đại khi  z2pd

d

ψ

θ
 = 0.  

Thực hiện điều kiện này ta có:   

   z2pd

d

ψ

θ
 = 1

4 2π
 

3/2

o

Z
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ o

Zr
a

oZr /2ae− (–sinθ) = 0. 

hay    z2pd

d

ψ

θ
 = – Asinθ = 0 

Muốn thoả mãn điều kiện của bài toán thì θ chỉ có thể nhận giá trị θ = 0 hoặc θ = π. Điều 
này chứng tỏ giá trị cực đại của hàm 2pz biến đổi dọc theo trục z. 

2.39.Hãy chứng minh rằng tổ hợp tuyến tính những hàm riêng khác nhau ứng với cùng 
một trị riêng thì tổ hợp này cũng sẽ là hàm riêng của toán tử Ĥ và trị riêng là suy biến. 

Trả lời 

Bài toán hàm riêng có dạng tổng quát là:   

     Âψ = aψ   

Phương trình Schrửdinger ở trạng thái dừng cũng thuộc dạng này. Nếu ta gọi ψa là hàm 
riêng, Ea là trị riêng của toán tử Hamilton Ĥ thì phương trình là: 

       Ĥψa = Eaψa       (1)      

Một cách tương tự:  Ĥψb = Ebψb       (2)  

Nhân cả 2 vế của (1) với ca và của (2) với cb sẽ có: 

         caĤψa = caEaψa      (3)      

     cb Ĥψb = cbEbψb      (4)  

Cộng (3) và (4) khi Ea = Eb = k ta có: 

    Ĥ(caψa + cbψb) = k(ca ψa + cbψb)     (5)      
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Phương trình (5) chứng tỏ caψa + cbψb là tổ hợp tuyến tính các hàm riêng khác nhau của 
toán tử Ĥ, k là trị riêng của Ĥ. Điều này cũng có nghĩa Ea = Eb là nghiệm của phương trình Hψ 
= Eψ và trị riêng bị suy biến 2 lần. 

Trường hợp Ea ≠ Eb ≠ k thì phương trình (5) không tồn tại hay: 

       Ĥ(caψa + cbψb)    ≠   k(caψa + cbψb)    

Tổ hợp tuyến tính caψa + cbψb sẽ không phải là hàm riêng của toán tử  Ĥ. 

Vậy chỉ có tổ hợp tuyến tính  caψa + cbψb thoả mãn phương trình (5) mới là hàm riêng của 
toán tử  Ĥ và trị riêng E bị suy biến 2 lần. 

Từ kết quả chứng minh này ta nhận thấy: n, ,mψ  = Rn, . ,mY  đem áp dụng cho trường 
hợp cụ thể sau: 

    ψ211 = R21.Y11 

    ψ21-1 = R2-1.Y1-1 

Hai hàm ψ211 và ψ21-1 chỉ khác nhau ở số lượng tử m . Vậy khi xét hàm ψ ta chỉ cần chú ý 
đến hàm Y nên tổ hợp tuyến tính hai hàm obitan chúng ta chỉ cần lập tổ hợp tuyến tính 2 hàm 
góc Y tương ứng. 

2.40.Dựa trên khái niệm mật độ xác suất theo góc hãy khảo sát hình dạng các AO-s và 
AO-p rồi rút ra kết luận cần thiết. 

Trả lời 

Theo lí thuyết, mật độ xác suất theo góc được biểu diễn bằng hệ thức: 

     D(θ, ϕ) = Y*Y =⏐Y⏐2  

  

 

 

 

Ta lần lượt xét D cho các AO-s và AO-p. 

• AO-1s (  = 0, m  = 0) hàm Y00 = 1

2 π
  

ở đây phần phụ thuộc góc của Y không phụ thuộc vào góc θ và ϕ. Như thế mật độ xác 
suất sẽ là: 

θ
0

ϕ Q

x

y

z
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   D(θ,ϕ) = ⏐Y00⏐2 = 
4π
1  là một hằng số và hoàn toàn không phụ thuộc góc θ và ϕ. 

Điều này có nghĩa là xác suất tìm thấy electron đều có đối xứng cầu với bán kính r = 1
4π

. 

Thông thường người ta biểu diễn hình dạng AO-s là một đường tròn. 

•  Ta chuyển sang xét AO-p. Ví dụ AO-2pz (  = 1, m  = 0). 

   pz = Y1 0  = 3

2 π
cosθ  = 1

4π
3 cosθ 

Nếu chọn 1

4π
 làm đơn vị thì pz có dạng:  pz = 3 cosθ 

Như vậy sự biến thiên của pz phụ thuộc vào góc θ. ở đây ta chọn điểm 0 làm gốc toạ độ 
sao cho nó trùng với hạt nhân nguyên tử rồi từ đó biểu diễn hàm này bằng những đoạn thẳng 
ứng với những góc θ xác định. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Từ hình trên ta nhận thấy: 

– Khi θ = 0o, cosθ = 1 ta có đoạn OA= 3  nằm trên trục Oz ứng với giá trị lớn nhất. 

– Khi θ = 90o, cosθ = 0, đoạn AO tiến tới gốc toạ độ O, nghĩa là mặt phẳng xOy vuông 
góc với trục Oz làm thành một mặt nút của hàm pz. 

– Khi θ = 45o, cosθ = 2
2

 ta có đoạn OB: OB = OA
2

2  

y

x
ϕ
0

θ+

N

B

M

A

0

M

z z
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Như vậy điểm B nằm trên nửa đường tròn đường kính OA = 3 . Nếu ta quay nửa đường 
tròn quanh trục z sẽ có hình cầu đường kính OA tiếp xúc với mặt phẳng xOy tại điểm gốc O 
ứng với sự biến thiên góc θ từ 0o ÷ 90o. 

Ta tiếp tục thực hiện các phép biến đổi tương tự, nghĩa là góc θ chuyển từ 90o đến 180o sẽ 
thu được mặt cầu thứ 2 giống hệt hình cầu thứ nhất nhưng nằm dưới mặt phẳng xOy với dấu 
âm. 

Như vậy, khi ta biểu diễn hàm pz trong tọa độ cực sẽ thu được hai mặt cầu tiếp xúc nhau tại 
gốc toạ độ O. Điều này có nghĩa là hình dạng AO-p là hình số 8.  

Khi bình phương hàm 2
zp  ta sẽ nhận được một hình số 8 tròn xoay quanh trục z (giống quả 

tạ tay). Những điểm nằm trên vành số 8 biểu thị mật độ xác suất có mặt của electron quanh hạt 
nhân, chẳng hạn đoạn OM làm ví dụ.  

2.41.Căn cứ vào các định lí về sự tổ hợp tuyến tính các hàm góc, hãy xác định hàm AO-
3dxy. 

Cho hàm Y2 ± 2 = 15
32π

sin2θ.e±2iϕ. 

Trả lời 

Ydxy = 1

i 2
(Y22 – Y2-2) 

   Ydxy = 1

i 2

15
32π

sin2θ(e2iϕ – e–2iϕ) 

    = 1

i 2

15
32π

sin2θ [(eiϕ)2 – (e–iϕ)2] 

   = 1
4i

15
4π

sin2θ [(eiϕ + e–iϕ) (eiϕ – e–iϕ)] 

Sử dụng hệ thức Euler: cosϕ = 
i ie e

2

ϕ ϕ−+   và  

       sinϕ = 
i ie e

2i

ϕ ϕ−− , ta có: 

  Ydxy = 15
4π

sin2θ
i i i ie e e e

2 2i

ϕ ϕ ϕ ϕ− −⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 

   = 15
4π

 sin2θ cosϕ sinϕ   hay 
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   = 1
2

15
4π

 sin2θ 2cosϕ sinϕ  

   = 1
2

15
4π

 sin2θ sin2ϕ  

Bằng cách tương tự ta có thể xác định được các hàm obitan dyz, dzx, dz2, dx2–y2 

2.42.Hãy chứng minh tổ hợp tuyến tính Y22 – Y2-2 chính là hàm AO-dxy. 

Trả lời 

Ta biết rằng hàm AO-dxy có dạng là: 

     1
2

15
4π

sin2θ sin2ϕ         (1) 

Mặt khác, ta biết rằng khi giải bài toán đối với nguyên tử H ta phải chuyển hàm  ψ(r, θ, ϕ) từ 
toạ độ Descartes sang ψ(r, θ, ϕ) ở toạ độ cầu. Quan hệ giữa 2 toạ độ đó là: 

     z = rcosθ  

   x = rsinθ cosϕ  

    y = rsinθ sinϕ  

Như vậy, một cách dễ dàng ta có các hệ thức tương ứng là: 

   xy  =r2sin2θ cosϕ sinϕ   

    = 
2r
2

sin2θ  sin2ϕ 

    sin2θ  sin2ϕ = 
2

2xy

r
        (2) 

Thay (2) vào (1) và đặt 15
4π

 = r2, ta có: 

   Y22 – Y2-2 = 
2

2
r .2xy

2r
 = xy 

Đó chính là AO-dxy 

Một cách tương tự ta cũng có thể thực hiện các phép tổ hợp tuyến tính các hàm góc Y 
thành các AO-d tương ứng. 

2.43.Cho hàm obitan nguyên tử dx2–y2 
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   dx2–y2 = 15
4π

sin2θ cos2ϕ  

Hãy biểu diễn hình dạng của AO này trên hệ trục toạ độ Descartes. 

Trả lời 

dx2–y2 nằm trong mặt phẳng xy. Điều này có nghĩa θ = 90o hay sinθ = 1. Như vậy dx2–y2 

= 15
16π

cos2ϕ  

Muốn xét sự  biến thiên của AO-dx2–y2  ta chỉ cần xét sự biến thiên của góc ϕ trong mặt 
phẳng xy. Nói cách khác dx2–y2 = f(ϕ). Để làm điều này ta lập bảng sau: 

ϕ 0 4
5 

9
0 

1
35 

1
80 

2
25 

2
70 

3
15 

3
60 

c
os2ϕ 

1 0 –
1 

0 +
1 

0 –
1 

0 +
1 

Theo các số liệu của bảng trên ta có thể biều diễn hình dạng AO-dx2–y2 trên toạ độ 
Descartes như sau:  

Kết quả đã chỉ rõ dọc theo trục x là dẫu (+), còn dọc theo trục y là dấu (–). 

 

 

 

 

 

 

 

2.44.Từ các số hạng đã biết: 2D, 1G, 6S hãy xác định các trạng thái ứng với mức năng 
lượng có thể có trong phân tử. 

Trả lời  

Số hạng: 2D. Điều này có nghĩa là:  

      Độ bội: 2S + 1 = 2  ⎯→   S = 1
2

  

Số hạng với kí hiệu D có nghĩa là L = 2. 

z

x

y

+

+

Một cách tương tự ta 

cũng có thể biểu diễn các AO-d 

với hình dạng hoa thị 4 cánh 

với các cánh ứng với phần 

dương và âm tương ứng. 
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Từ giá trị L và S ta có thể có 2 giá trị của J: 

    J = ⏐L + S⏐ = ⏐2 + 1
2

⏐ = 5
2

   

   J = ⏐L – S⏐ = ⏐2 – 1
2

⏐ = 3
2

   

Như vậy, số hạng 2D có thể ứng với trạng thái: 

      2
5/2D    và   2

3/2D  

Một cách hoàn toàn tương tự ta có thể viết:    

    1G :  2S + 1 = 1  ⎯→  S = 0 và G  ⎯→  L = 4 

   J = ⏐L + S⏐ = ⏐L – S⏐ = ⏐4  ±  0⏐ = 4.  

Điều này có nghĩa 1G ứng với trạng thái  1G4. 

    6S :  2S + 1 = 6  ⎯→  S = 5
2

  và   L = 0 

Vậy  J = ⏐L ± S⏐ = ⏐0 ± 5
2

⏐ = 5
2

.  

Do vậy, số hạng 6S ứng với trạng thái  6S5/2. 

2.45.a) Xác lập những giá trị spin có thể đối với hệ có 2 electron. 

b) Khi có mặt electron thứ 3 được đưa vào hệ trên thì giá trị spin sẽ là bao nhiêu ? 

Trả lời  

a) Hệ có 2 electron sẽ tồn tại hai khả năng: 

 Khả năng 1:    ↑ ↓ 1
2

 – 1
2

   ⎯→   S1 = 0 

 Khả năng 2:   ↑ ↑  hoặc  ↓  ↓  1 1
2 2

+  ⎯→   S1 = 1 

 Độ bội sẽ là:  2S + 1 

 Nếu  S1 = 0  ⎯→   2.0 + 1 = 1  ứng với trạng thái singlet 

 Nếu  S1 = 1  ⎯→   2.1 + 1 = 3  ứng với trạng thái triplet 

b) Khi thêm electron thứ 3 vào hệ 2 electron ở trên thì: 
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  Với  S1 = 1 + 1
2

 ( ↑ )  ⎯→   S2 = 3
2

  

    S1 = 1 – 1
2

 ( ↓ )  ⎯→   S2 = 1
2

  

Lúc đó các trạng thái  có thể có sẽ là: 

   S2 = 3
2

  ⎯→    2. 3
2

 + 1 = 4  ứng với quadratet 

   S2 = 1
2

  ⎯→    2. 1
2

 + 1 = 2  sẽ có doublet 

2.46.Giá trị số hạng của Cr được xác định bằng phương pháp phổ phát xạ là 7S3. Hãy cho 
biết cấu hình electron đúng của Cr ở trạng thái cơ bản là như thế nào ? 

Trả lời 

Theo quy tắc ta có thể viết cấu hình electron của Cr (Z = 24) như sau: 

a) 1s22s22p63s23p64s23d4  hay  ~  

b) 1s22s22p63s23p64s13d5 hay  ~  

c) 1s22s22p63s23p64s03d6 hay  ~  

Trong 3 phương án a, b, c ta có thể khẳng định dựa vào số hạng 7S3 thu được từ thực 
nghiệm như sau: 

Rõ ràng  2S + 1 = 7  ⎯→   S = 6
2

 = 3 

Mặt khác  S = N
2

  ⎯→  N = 3.2 = 6 

Như vậy trong cấu hình electron của Cr phải có 6 electron độc thân. Đối chiếu với 3 
phương án thì chỉ có phương án b là phù hợp. Do đó cấu hình đúng của Cr là:  

    1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s1 3d5   

2.47.Hãy cho biết có bao nhiêu khả năng có thể dùng để mô tả sự phân bố 4 electron trên 
obitan p (p4).  ứng với mỗi khả năng hãy tính giá trị ML và MS. 

Trả lời 

Cấu hình electron của p1 ứng với  = 1 có 4 electron được phân bố trong 3 ô lượng tử 
theo các khả năng được liệt kê trong bảng sau: 

 

↑ ↓  ↑ ↑ ↑ ↑  

  ↑  ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ 

   ↑ ↓  ↑ ↑ ↑ ↑ 
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m  

N0 

1 0 –
1 

ML = Σm  MS = ΣmS 

1 ↑
↓ 

↑
↓ 

 2 0 

2 ↑
↓ 

↑ ↑ 1 1 

3 ↑
↓ 

↑ ↓ 1 0 

4 ↑
↓ 

↓ ↑ 1 0 

5 ↑
↓ 

↓ ↓ 1 –1 

6 ↑ ↑
↓ 

↑ 0 1 

7 ↑ ↑
↓ 

↓ 0 0 

8 ↑
↓ 

 ↑
↓ 

0 0 

9 ↓ ↑
↓ 

↑ 0 0 

10 ↓ ↑
↓ 

↓ 0 –1 

11 ↑ ↑ ↑
↓ 

–1 1 

12 ↑ ↓ ↑
↓ 

–1 0 

13 ↓ ↑ ↑
↓ 

–1 0 

14 ↓ ↓ ↑
↓ 

–1 –1 
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15  ↑
↓ 

↑
↓ 

–2 0 

2.48.Dựa vào khái niệm liên kết Russell-Saunders hay liên kết L–S và căn cứ vào cấu 
hình electron của nguyên tử Fe (Z = 26). Hãy xác định số hạng cơ bản cho các trường hợp 
sau: 

  a) Fe;  b)  Fe2+;  c) Fe3+. 

Trả lời 

a) Cấu hình electron của Fe ở trạng thái cơ bản là:    

1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s2 3d6   

Từ cấu hình này ta nhận thấy số electron trên các phân lớp đã hoàn toàn bão hoà trừ phân 
lớp 3d. 

         ML = Σm  = 2  hay 

 m :   2    1     0   –1  –2   L = 2 

                2 

Giá trị  S được tính theo biểu thức: S = N
2

 = 4
2

 = 2 

Với L = 2 ta suy ra số hạng là D. 

 Độ bội  2S + 1 = 2.2 + 1 = 5, nghĩa là 5D. 

Do cấu hình electron của phân lớp d6 là quá nửa nên: 

 J = ⏐L + S⏐ = ⏐2 + 2⏐ = 4. Vậy số hạng cơ bản của Fe là:  5D4   

b) Đối với ion Fe2+, cấu hình electron là:  1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d6 

Ta nhận thấy 2 electron trên phân lớp 4s mất đi nên phân lớp 3d6 vẫn giữ nguyên. Trong 
trường hợp này số hạng cơ bản của Fe2+cũng tương tự như Fe, nghĩa là 5D4. 

c) Đối với Fe3+, cấu hình electron là  1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d5 

Bằng cách lập luận tương tự như trên ta có: 

            ML = Σm  = 0 ⎯→  L = 0  

 m :   2  1      0   –1    –2   S = 5
2

 ;    2S + 1 = 6 

↑↓  ↑ ↑ ↑ ↑ 

 ↑  ↑ ↑ ↑ ↑ 
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          J = 5
0

2
+  = 5

2
 

Vậy số hạng cơ bản của Fe3+ là: 6S5/2  

2.49.a) Hãy xác định giá trị năng lượng E và dạng hàm sóng ψ cho nguyên tử hêli (He) ở 
trạng thái cơ bản với giả thiết năng lượng đẩy giữa 2 electron bị bỏ qua. 

b) So sánh kết quả năng lượng tính được với kết quả thực nghiệm             E = –2,904Eh 
(Eh- đơn vị Hartree) và cho nhận xét. 

  ao = 
2

2me
. 1
k

 =  0,53 Å  

  1 Eh = 
2

o

e
a

.k = 4,3598.10–18 J 

Trả lời 

Bài toán He được tiến hành giải như sau:  

ψ (1)- hàm sóng mô tả e  thứ 1           e1          e2  

ψ (2)- hàm sóng mô tả e  thứ 2 

 ψ = ψ(1)ψ(2)   (1) 

Thế năng của hệ là: 

  U=
2 2 2

1 2 12

Ze Ze e
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2) 

Toán tử  Ĥ có dạng:   

Ĥ = –
2

2m ( )2 2
1 2∇ +∇  + 

2 2 2

1 2 12

Ze Ze e
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

      (3) 

Phương trình Schrửdinger viết cho nguyên tử He là: 

( )
2 2 2 2

2 2
1 2

1 2 12

Ze Ze e
2m r r r

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥− ∇ +∇ + − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
ψ(1)ψ(2) = E ψ(1)ψ(2)  (4) 

Trong các bài toán về nguyên tử để thuận tiện người ta thường chuyển đơn vị SI thành 
đơn vị nguyên tử (au) được quy ước như sau: 

   = h
2π

;  m , eo, ao và k = 
o

1
4πε

 đều bằng đơn vị. 

r1 r2

r12

Ze
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Như vậy phương trình (4) được viết lại là: 

( )2 2
1 2

1 2 12

1 Z Z 1
2 r r r

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥− ∇ +∇ + − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
ψ(1)ψ(2) = Eψ(1)ψ(2)   (5) 

Trong phép gần đúng Born-Oppenheimer (gần đúng bậc 0) người ta bỏ qua thế năng 
tương tác giữa các electron với nhau do đó phương trình (5) được rút gọn lại là: 

 ( )2 2
1 2

1 2

1 Z Z
2 r r

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟− ∇ +∇ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
ψ(1)ψ(2) = Eψ(1)ψ(2)    (6) 

Chia cả 2 vế của (6) cho ψ(1)ψ(2) ta có: 

 1
(1)ψ

− 2
1

1

1 Z
2 r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ψ(1) – 1

(2)ψ
2
2

2

1 Z
2 r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ψ(2) = E   (7) 

Phương trình (7) được tách làm 2 phương trình riêng biệt: 

     – 2
1

1

1 Z
2 r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ψ(1) = E1ψ(1)     (7a)  

      – 2
2

2

1 Z
2 r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ψ(2) = E2ψ(2)      (7b) 

Mỗi phương trình này được xem là một phương trình Schrửdinger viết cho ion giống 
hiđro nên các nghiệm của chúng đều có dạng đã biết (viết theo đơn vị nguyên tử). 

   ψ(1) = 
1/23Z

π

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1Zre−  ;   ψ(2) = 

1/23Z
π

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
2Zre−  ; 

   ψ = ψ(1)ψ(2) = 
3Z

π
( )1 2Z r re− +       (8) 

   E1 = –
2

2
Z

2n
 ;   

    E2 = –
2

2
Z

2n
 

   E = E1 + E2 = –
2

2
Z

n
        (9) 

ở trạng thái  cơ bản (n = 1) giá trị E sẽ là: 

   E = – Z2 = 2Z2EH         (10) 
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ở đây EH của nguyên tử hiđro tính theo Hartree sẽ là:  

   EH = – 1
2

Eh 

b) Với nguyên tử He, giá trị El/t = 2.22(– 1
2

Eh) = –4Eh 

Nếu so sánh với giá trị Et/n = –2,904Eh thì ΔE = –1,096Eh. Kết quả này dẫn đến sai số 
quá lớn. Điều này có thể giải thích bằng sự bỏ qua thế năng tương tác đẩy 

1,2

1
r

 trong quá 

trình tính toán. Kết quả này sẽ tốt hơn nhiều (sai số khoảng 5,3%) được thực hiện bằng 
phương pháp biến phân có tính đến sự nhiễu loạn do thế  năng đẩy gây ra.  

2.50.Trong hoá học lượng tử, năng lượng được biểu diễn theo đơn vị nguyên tử (au) được 

gọi là Hartree bằng hệ thức 
4

2
h 2

me
E k= . Hãy chuyển 1 Eh thành các đơn vị khác: theo J; 

kJ/mol; cm–1 và eV. 

Trả lời 

– Từ biểu thức 
4

2
h 2

me
E k=  chúng ta thay các giá trị tương ứng theo đơn vị  SI sẽ dẫn 

đến kết quả đơn vị theo J. 

( )( )
( )

431 19 2
9

h 2 234

18

9,1.10 kg 1,6.10 C J.m
            1 E 9.10

C1,052.10 J.s

                   4,365.10 J

− −

−

−

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

=

 

– Theo đơn vị kJ/mol 

18 3 23
h

1

            1 E 4,365.10 J 10 6,02.10

                   2627,67 kJ.mol

− −

−

= × ×

=
 

– Theo đơn vị số sóng cm–1 

Xuất phát từ biểu thức 1
ν

λ
=  ta biến đổi như sau: 1 h E

hc c.h
ν

ν
λ

= = =  

Thay các giá trị tương ứng ta có: 

18
1

8 1 34
E 4,365.10 J

219,78851   m
ch 3.10 m.s 6,62.10 J.s

ν
−

−
− −

= = =
×

 

hay   1 Eh = 2,197.105 cm–1
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– Theo đơn vị eV 

Chúng ta có thể dễ dàng chuyển từ đơn vị J thành eV theo hệ số chuyển đổi 1 eV = 
1,6.10–19 J. 

Quả vậy: 18
h 19

1eV
1 E 4,365.10 J 27,23 eV

1,6.10 J
−

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
. 
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C- Bài tập chưa có lời giải 

2.51.Từ thực nghiệm người ta đã ghi được các vạch phổ thuộc dãy Lyman ứng với số 
sóng tương ứng. Ion giống hiđro Li2+ là: 740747; 877924; 925933 cm–1. 

a) Tìm giá trị hằng số R cho ion Li2+. 

b) Xác định số sóng cho 2 vạch đầu tiên thuộc dãy Balmer. 

c) Tìm năng lượng ion hoá (eV) cho Li2+. 

         ĐS.  a)   R =987663 cm–1  

          b)  32ν = 137175 cm–1  

               43ν =185187 cm–1  

          c)   Ei =1224,7 eV 

2.52. Khảo sát hàm bán kính chưa chuẩn hoá ở trạng thái  cơ bản dưới dạng: R10 = 
N. or /ae−  đối với nguyên tử hiđro.  

Hãy xác định thừa số chuẩn hoá N và viết hàm R10 đã được chuẩn hoá. 

        ĐS.   N = 3/2
o

2

a−
;   

          R10 =2 
3/2

o

1
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
. or / ae−  

2.53.Hãy chuẩn hoá các hàm sóng sau đây: 

ψ = sin n
L
π x     với khoảng biến thiên 0 ≤ x ≤ L 

ψ = or /ae−   trong không gian 3 chiều. 

ψ =x. or /2ae−   trong không gian 3 chiều. 

Cho biết:  x = rsinθ cosϕ;   

    dτ = r2drsinθdθdϕ 

Khoảng cách biến thiên của r, θ và ϕ là: 

   0 ≤  r  ≤  ∞; 0  ≤  θ  ≤  π;     0 ≤  ϕ  ≤  2π   
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 Dạng tích phân   
0

∞

∫ xne–axdx = 
n 1
n!

a +
 

     ĐS.   a) Hệ số chuẩn hoá N = 2
L

  

        b) Hệ số chuẩn hoá N =
3
o

1

aπ
 

        c) Hệ số chuẩn hoá N =
5
o

1

32 aπ
 

2.54.Chúng ta biết rằng hàm bán kính R(r) của AO-2s đối với nguyên tử hiđro có dạng: 

    R2s = 
1/21

2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
3 /2

oa−

o

r
1

2a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or / 2ae−  

 Hãy khảo sát sự biến thiên của mật độ xác suất tìm thấy electron theo bán kính r và cho 
biết giá trị cực đại của mật độ xác suất tại r. Các kết quả thu được hãy biểu diễn trên đồ thị. 

        ĐS.   r = (3 ± 5 )ao  

2.55.Cho hàm sóng AO-2px và 2py đối với ion giống hiđro có dạng tổng quát sau: 

  
x2pψ = f(r)sinθ cosϕ     

  
y2pψ  = f(r)sinθ sinϕ     

   dτ = r2drsinθdθdϕ     

Hãy chứng minh hai hàm 
x2pψ  và 

y2pψ  thoả mãn điều kiện trực giao. 

2.56.Hãy chứng minh rằng đối với các phân lớp đã bão hoà (vỏ đóng) như ns2, np6, nd10, 
nf14 luôn luôn ứng với số hạng 1S0. 

2.57.Trong phổ phát xạ của nguyên tử hiđro tồn tại nhiều dãy phổ khác nhau như Lyman, 
Balmer, Paschen,… Hãy tìm một công thức tổng quát để xác định bước sóng đặc trưng cho 
bước chuyển giữa 2 mức năng lượng kế tiếp nhau. 

        ĐS.    λ = 
2 2

H

n (n 1)
R (2n 1)

+
+

  

2.58.Cho hàm bán kính của nguyên tử hiđro có dạng như sau: 
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   R2p = 1

2 6

5/3

o

1
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
.r. or / 2ae−  

Hãy xác định xem ở điều kiện nào thì xác suất tìm thấy electron có giá trị lớn nhất (không 
phải bán kính). 

   ĐS. Tại điểm dọc theo 1 trục có giá trị bằng ± 1,06 Å  

2.59.a) Hãy chứng minh rằng hàm AO-px và AO-py không phải là hàm riêng của toán tử 
ZM̂ . 

b) Các tổ hợp tuyến tính px + ipy và px – ipy có phải là hàm riêng của toán tử ZM̂ không ? 

Cho: px = f(r)sinθ cosϕ     

  py = f(r)sinθ sinϕ     

  ZM̂  = –i d
dϕ

 

Hướng dẫn: Thực hiện theo phương trình Â f = af. Sử dụng định lí Euler: 

   cosϕ = 1
2

(eiϕ  + e–iϕ) và sinϕ = 1
2i

(eiϕ – e–iϕ) 

2.60.Hãy tính khoảng cách trung bình từ hạt nhân đến electron có mặt trên AO-2s và AO-
2p của nguyên tử hiđro. 

Cho:  R2s = 1

2
(ao)–3/2

o

r
1

2a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
or / 2ae−  

  R2p = 1

2 6
(ao)–5/2.r. or /2ae−  

  dτ = r2dr với khoảng cách xác định [0, ∞] 

Hướng dẫn: Thực hiện theo biểu thức tính khoảng cách trung bình: 

    a  = ∫ψ* Âψdτ    

Sử dụng dạng tích phân  
0

∞

∫ xne–bx  = 
n 1
n!

b +
 

       ĐS.  r 2p = 5ao;   r 2s = 6ao 
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Chương 3  

ÁP DỤNG CƠ HỌC LƯỢNG TỬ VÀO CẤU TẠO 
PHÂN TỬ 

3.1 Lí thuyết tóm lược 

3.1.1 Khái quát chung 

Đến nay người ta quan niệm phân tử như là một hệ gồm một số giới hạn các hạt nhân 
nguyên tử và các electron được phân bố theo một quy luật xác định trong không gian tạo 
thành một cấu trúc bền vững. 

Về nguyên tắc, khi khảo sát phân tử ta phải giải phương trình sóng: 

       Ĥψ = Eψ  

để xác định hàm sóng ψ mô tả các trạng thái  của phân tử và các trị riêng năng lượng E 
tương ứng.   

Do phân tử là hệ phức tạp nên bài toán phải giải bằng phương pháp gần đúng. 

Toán tử  Hamilton có dạng:  

    Ĥ = eT̂  + nT̂  + eeÛ  + enÛ  + nnÛ  

Do hạt nhân nặng hơn electron hàng vạn lần nên động năng của hạt nhân nT̂  có thể bỏ 
qua và tương tác đẩy giữa các hạt nhân nnÛ  là hằng số. Vậy thực tế: 

    Ĥ = eT̂  + enÛ  + eeÛ  

eT̂  = –
2

2m

N

i
∑ 2

i∇   - Động năng của electron. 

enÛ  =
N

i
∑

A
∑

2
A

Ai

Z e
r

 - Thế năng tương tác giữa hạt nhân và electron.  

eeÛ  = 
N

i
∑

N

j i<
∑

ijr
Ze2

 - Thế năng tương tác giữa các electron với nhau 
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Gần đúng Born-Oppenheimer chỉ tính đến eT̂  và enÛ    

      Ĥ / = eT̂  + enÛ   

Gần đúng Hartree-Fock. Do bỏ qua enÛ  đã dẫn đến kết quả quá xa với thực tế nên Hartree 
đã trung bình hoá thành phần enÛ  với hàm sóng ở dạng: 

      ψ = 
n

i
Πψi  

Để phù hợp với nguyên lí Pauli, hàm sóng phải là phản đối xứng nên Fock đã viết hàm 
sóng dưới dạng định thức Slater: 

     Ψ = (N!)–1/2⏐ψiσi⏐ 

Đối với phân tử, Roothaan đã chọn hàm sóng dưới dạng tổ hợp tuyến tính MO- LCAO 
(Molecular Orbital - Linear Combination of Atomic Orbitals). 

     ψ = 
n

i
∑ciφi  

Để xác định hàm sóng ψ và năng lượng E cho hệ phân tử người ta thường sử dụng 
phương pháp biến phân: 

    E = 
Ĥ  d

 d

ψ ψ τ

ψψ τ

∫
∫

  

3.1.2 Phương pháp liên kết  hoá trị (VB - Valence Bond) 

Ở phương pháp này người ta thừa nhận trong phân tử, các electron tồn tại riêng lẻ và 
phân bố trên các AO. Liên kết hình thành phải do một cặp electron tham gia. 

Minh hoạ cho phương pháp VB là bài toán hiđro và giải theo phương pháp biến phân dẫn 
tới kết quả. 

Năng lượng của phân tử H2 là: 

     E±  = 2EH + 
2

C A

1 S

±

±
  

Hàm sóng trong phân tử được xác định là: 

    ψ±  = 1

2
[1sa(1)1sb(2) ± 1sa(2)1sb(1)]  

ở đây ta kí hiệu:   
a1sψ  = 1sa;  

b1sψ  = 1sb; 
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EH- năng lượng của nguyên tử H ở dạng cô lập và ở trạng thái cơ bản. 

C = ∫ ∫1sa(1)1sb(2) H 1sa(1)1sb(2)dτ1dτ2  - Tích phân Culông 

A = ∫ ∫1sa(1)1sb(2) H 1sa(2)1sb(1)dτ1dτ2  - Tích phân trao đổi 

S = ∫1sa(1)1sb(2)dτ1 = ∫1sa(2)1sb(1)dτ2  - Tích phân xen phủ 

Trong phương pháp VB người ta cũng chú ý đến trạng thái liên kết  cộng hoá trị và ion. 
Vì vậy: 

    
2Hψ = c1ψht + c2ψion   

Thuyết lai hoá. Pauling đã đưa ra khái niệm lai hoá trong thuyết VB. 

Các obitan lai hoá là những tổ hợp tuyến tính các AO và mô tả trạng thái đặc biệt của 
nguyên tử. 

Lai hoá sp:    1AO-s + 1AO-pz = 2AO-sp 

 2AO-sp là:  d1 = 1

2
(s + pz)  

     d2 = 1

2
(s – pz)  

Lai hoá sp2:   1AO-s + 2AO-p = 3AO-sp2 

 3AO-sp2 là:  t1 = 1

3
(s + 2 px)  

     t2 = 1

6
( 2 s – px + 3 py)  

     t3 = 1

6
( 2 s – px – 3 py)  

Lai hoá sp3:   1AO-s + 3AO-p = 4AO-sp3 

 4AO-sp3 là:  te1 = 1
2

(s + px + py + pz)  

      te2 = 1
2

(s + px – py – pz)  

     te3 = 1
2

(s – px + py – pz)  
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     te4 = 1
2

(s – px – py + pz)  

     s  = 1

4π
; px = 3

4π
cosθ cosϕ;  

    py = 3
4π

cosθ sinϕ ;   pz = 3
4π

cosθ 

3.1.3 Phương pháp obitan phân tử (MO-Molecular Orbital) 

Thuyết  MO thừa nhận là các electron được phân bố trên các MO chung toàn phân tử. 
Những MO này được xác định từ sự tổ hợp tuyến tính của các AO (MO-LCAO). 

Ion phân tử hiđro 2H+  được lấy làm ví dụ để diễn giải cho phương pháp này. 

Áp dụng phương pháp biến phân và các nguyên lí, quy tắc thông dụng của cơ học lượng 
tử cho trường hợp này chúng ta có các nghiệm sau: 

Năng lượng của hệ:  E± = 
1 S
α±β
±

  

Hàm sóng tương ứng: 

      ψ± = 1

2
(1sa ± 1sb) ; α, β  <  0 

α = ∫1sa Ĥ 1sadτ = ∫1sb Ĥ 1sbdτ  - Tích phân Culông  

β = ∫1sa Ĥ 1sbdτ = ∫1sb Ĥ 1sadτ  - Tích phân trao đổi. 

S = ∫1sa1sbdτ     - Tích phân xen phủ với 0 < S < 1 

Từ các giá trị E và ψ thu được, người ta tiến hành xây dựng các giản đồ MO bao gồm:  

  MO liên kết  ứng với  E+ và ψ+ 

  MO phản liên kết  ứng với  E– và ψ– 

Trong trường hợp cụ thể, người ta tổ hợp các hàm sóng mô tả các electron hóa trị tham 
gia tạo liên kết và xác định phần trăm (trọng số) của từng obitan tham gia liên kết  thông qua 
hệ số ci. 
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3.1.4 Phương pháp HMO (Hỹckel’s Molecular Orbital) 

Đây là phương pháp MO áp dụng cho các dạng hợp chất liên hợp π. Nghĩa là khi xác 
định năng lượng và hàm sóng cho hệ phân tử này người ta chỉ xét đến các electron π tham gia 
tạo thành liên kết. 

Đối với hệ liên hợp π mạch thẳng với n electron π: 

   ψi = c1φ1 + c2φ3 + c3φ3 + ... + cnφn  

Áp dụng phương pháp biến phân và các quy tắc riêng do Hỹckel đề xướng dẫn tới định 
thức: 

     

  

  

Dn  = 

 

 

Với  E = α – xβ 

Giải định thức thế kỉ Dn chúng ta sẽ xác định được giá trị năng lượng Ei và hàm sóng ψi 
của hệ. 

Trong trường hợp mạch thẳng (polien) ta có thể áp dụng công thức hạ bậc định thức Dn 
bằng biểu thức: 

    Dn = xDn–1 – Dn–2 

Cũng có thể sử dụng biểu thức do Coulson đưa ra để xác định: 

    Ei = α + 2βcos i
n 1
π⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

    Cir = 2
n 1+

sin ri
n 1
π⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

trong đó:  i- là obitan thứ i; 

  n- là số lượng nguyên tử cacbon trong phân tử; 

   r- là nguyên tử cacbon thứ r. 

Đối với hệ liên hợp π mạch vòng, ví dụ vòng benzen, định thức thế kỉ sẽ có dạng: 

x 1 0 0 0 . . . 0 

1 x 1 0 0 . . . 0 

0 1 x 1 0 . . . 0 

       

      1 

0 0 0 0 0 . . . 1 x 

x 1 0 0 0 1 

1 x 1 0 0 0 

0 1 x 1 0 0 

0 0 1 x 1 0 

0 0 0 1 x 1
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Dn = 

 

 

 

Giải định thức Dn tìm x và suy ra giá trị Ei; kết hợp với điều kiện chuẩn hoá của hàm 
sóng để xác định các giá trị cir cho hàm sóng ψi. 

Đối với hệ liên hợp π cho hợp chất dị vòng thì cách tiến hành cho bài toán này cũng 
tương tự như trường hợp mạch thẳng và mạch vòng. Ở đây ta phải chú ý đến sự ảnh hưởng 
của dị tố X. Ví dụ:    

 

 

       

    Dn= 

 

 

 

 δx- gia số ảnh hưởng  của dị tố X; 

 δc’- gia số gây ra đối với cacbon khi có mặt của X. 

Giải định thức này để xác định Ei và ψi của hệ. 

3.1.5 Sơ đồ MO (π) 

Từ các giá trị Ei và ψi thu được của phương pháp HMO người ta xây dựng được các sơ đồ 
MO (π) nhằm tìm hiểu cơ chế phản ứng và các vấn đề liên quan đến cấu trúc của hợp chất 
khảo cứu thông qua các thông số sau: 

Mật độ electron:   qr =
n

i 1=
∑ νi

2
irc    

Bậc liên kết:   Prs =
n

i 1=
∑ νicircis 

1

2

3

4

5

6

x + δx 1 0 0 1 

1 x + δc’ 1 0 0 

0 1 x 1 0 

0 0 1 x 1 

1 0 0 1 x + δc’ 

1

2

34

5

X
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Chỉ số hoá trị tự do: Fr = 4,732 – Nr 

νi -    nhận các các giá trị 0, 1, 2; 

i  -   obitan thứ i; 

r  - nguyên tử cacbon thứ r  ; 

s  - nguyên tử cacbon thứ s  ; 

Nr-   bậc liên kết  có thể có quanh nguyên tử cacbon thứ r.   

3.2 Bài tập áp dụng 

3.1. Khảo sát các biểu thức toán cho các AO lai hoá 

a) Hãy cho biết nguyên tắc xây dựng các AO lai hoá. 

b) Hãy minh hoạ nguyên tắc cách xác định các hệ số tổ hợp ai, bi,… đối với kiểu lai hoá 
sp2. 

Trả lời 

a) Nguyên tắc xây dựng các AO lai hoá là:  

– Có bao nhiêu AO tham gia lai hoá thì có bấy nhiêu AO hình thành lai hoá. Ví dụ kiểu 
lai hoá sp3 có 1AO-s và 3AO-p tham gia sẽ dẫn đến 4AO lai hoá: 1AO-s + 3AO-p = 4AO-sp3. 
Về mặt năng lượng ta có thể hình dung theo sơ đồ sau: 

 

 

 

 

 

 

– Các hàm lai hoá thu được dựa trên phương pháp tổ hợp tuyến tính các AO tham gia lai 
hoá. 

ψi =ai φ1+ bi φ2 + ciφ2 ……. 

Như  kiểu lai hoá sp3 sẽ có 4 hàm lai hoá ψ   

cụ thể:   ψ1 = a1s + b1px + c1py + d1pz 

s 

sp3

px   py   pz 
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ψ2 = a2s + b2px + c2py + d2pz 

ψ3 = a3s + b3px + c3py + d3pz 

ψ4 = a4s + b4px + c4py + d4pz 

b) Trường hợp đối với kiểu lai hoá sp2 là do 1AO-s tổ hợp với 2 AO-p tạo ra 2AO-sp2. 
Cụ thể là: 

ψ1 = a1s + b1px + c1py 

ψ2 = a2s + b2px + c2py 

ψ3 = a3s + b3px + c3py 

Để xác định được 9 hệ số tổ hợp ai, bi, ci đòi hỏi phải có đủ 9 phương trình liên hệ các hệ 
số cần tìm. Dựa vào các hàm AO s, p là trực chuẩn ta dễ dàng xây dựng được 9 phương trình 
tương đương như sau: 

Do các hàm s và px, py, pz đã chuẩn hoá nên ta có 3 phương trình: 

( )
( )
( )

2 2 2
1 1 1

2 2 2
2 2 2

2 2 2
3 3 3

a   b c 1            1

a   b c 1            2

a   b c 1            3

+ + =

+ + =

+ + =

 

Mặt khác, do các AO tham gia lai hoá có tính trực giao, vì vậy ta sẽ có các cặp hàm sau: 

( )
( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 3 1 3 1 3

2 3 2 3 2 3

a a    b b  c c  0          4

a a    b b  c c  0          5

a a    b b c c  0          6

+ + =

+ + =

+ + =

 

Ngoài ra do lai hoá sp2 là lai hoá tam giác nên chúng ta thực hiện một số phép đối xứng 
thích hợp để chuyển AO lai hoá này thành AO lai hoá khác. Ví dụ phép phản chiếu σ(xz) thì 
hàm ψ2 thành ψ3, nghĩa là: 

( ) ( )2 2 x 2 y 3 3 x 3 yxz a s b p c p a s b p c p   (7)⎡ ⎤σ + + = + +⎣ ⎦  

Trong phép phản chiếu σ(xz), từ hình vẽ ta nhận thấy AO-s có đối xứng cầu, AO-px  
hướng theo trục x không đổi dấu, còn py sẽ có chiều ngược lại. Như thế 

( ) ( )2 2 x 2 y 2 2 x 2 yxz a s b p c p a s b p c p   (8)⎡ ⎤σ + + = + −⎣ ⎦  

Khi so sánh kết quả ở (7) với (8) sẽ dẫn tới: 

a3 = a2 ;  b3 = b2 ;  c3 = –c2          (9) 
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Với 9 phương trình vừa xác lập được, về nguyên tắc, chúng ta giải chúng và thu được 9 
hệ số tổ hợp. 

3.2. Dựa vào hình học phân tử hãy xác định nhanh các hệ số tổ hợp AO lai hoá và dấu 
của chúng cho các trường hợp sau: 

a) Kiểu lai hoá sp; 

b) Kiểu lai hoá sp2. 

Trả lời 

a) Lai hoá sp là do sự tổ hợp tuyến tính sau: 

ψ1= a1s + b1px 

ψ2= a2s + b2px 

 

 

Hai hàm lai hoá ψ1 và ψ2 thu được cùng hướng dọc theo trục z nhưng ngược chiều nhau. 
Trong kiểu lai hoá sp này chỉ có AO-s và AO-pz tham gia lai hoá nên đương nhiên mỗi AO lai 
hoá sẽ đóng góp 1/2 tính chất s và 1/2 tính chất p, có nghĩa là a1

2 = a2
2 và b1

2 = b2
2. Như thế về 

trị số tuyệt đối các hệ số đều cùng bằng 1/ 2 . 

Với kết quả này ta có thể viết các hàm lai hoá như sau: 

( )1 z
1

s p
2

ψ = +  

Do ψ2 có hướng ngược lại nên hàm lai hoá ψ2 có dạng: 

( )1 z
1

s p
2

ψ = −  

Người ta cũng có thể biểu diễn 2 hàm lai hoá này dưới dạng ma trận sau: 

1

2 z

1 1
s2 2

p1 1

2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

b) Đối với kiểu lai hoá sp2, về nguyên tắc ta có 3 hàm lai hoá sau: 

ψ1 = a1s + b1px + c1py 

ψ2 = a2s + b2px + c2py 

+ – + 
z 

s + pz 

sp2 

ψ1 ψ2 
z
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ψ3 = a3s + b3px + c3py 

Ở kiểu lai hoá sp2 sẽ có 1/3 tính chất s và 2/3 tính chất p. Ta xét cụ thể từng hàm lai hoá 
(xem hình vẽ ở bài 3.1). 

Đối với hàm lai hoá ψ1 hướng theo trục x nên phần đóng góp cho các hệ số chỉ có tính chất 
s và tính chất px, như thế một cách trực giác ta có: 

1 x
1 2

s p
33

ψ = +  

(Phần đóng góp của py sẽ bằng không vì hàm này không hướng theo trục x). 

Đối với hai hàm lai hoá còn lại ψ2 và ψ3 các phần đóng góp của AO-s và AO-px và AO-py 
như sau:  

AO-s đóng góp là 1/3 cho mỗi hàm lai hoá. 

AO-p đóng góp chỉ còn lại 1/3 chia đều cho 2 hàm ψ1 và ψ2 nên trị số tuyệt đối sẽ là 1

6
 

và đều mang dấu “–” vì chúng đều nằm dưới trục x. Do  AO-py không tham gia đóng góp cho 
hàm ψ1  nên phần đóng góp của chúng chia đều cho 2 hàm ψ2 và ψ3 là 1/2, nghĩa là trị số tuyết 
đối là 1/ 2 . Ở đây hệ số này mang dấu “–” đối với hàm ψ3 vì chúng hướng ngược chiều với 
trục y. Vậy hàm ψ2 và ψ3 có dạng: 

2 x y

3 x y

1 1 1
s p p

3 6 2
1 1 1

s p p
3 6 2

ψ = − +

ψ = − −
 

Theo thông lệ ta viết kết quả thu được dưới dạng ma trận sau: 

1

2 x

3 y

1 2
0

33 s
1 1 1

p
3 6 2

p
1 1 1

3 6 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ψ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ψ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3.3. Hãy chứng minh các hàm lai hoá thuộc dạng sp2 là trực giao từng đôi một. 

Cho    

1 y

2 y x

3 y x

1 2
2s 2p

33
1 1 1

2s 2p 2p
3 6 2

1 1 1
2s 2p 2p

3 6 2

ψ = +

ψ = − +

ψ = − −
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Các AO-2s, 2px, 2py đều là những hàm trực chuẩn. 

Trả lời 

Xét 2 hai hàm ψ1 và ψ2: 

1 2d 0∗ψ ψ τ =∫      (Điều kiện trực giao) 

Thay giá trị ψ1 và ψ2 đã cho vào biểu thức này sẽ có: 

1 2 y y x

y y y y

x y x

1 2 1 1 1
d 2s 2p 2s 2p 2p d

33 3 6 2

1 2 1 1
                 2s 2sd 2s2p d 2p 2s d 2p 2p

3 3 318
1 1

                     2s 2p d 2p 2p d
6 3

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞
ψ ψ τ = + − + τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= τ + τ − τ −

+ τ + τ

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Do các hàm 2s, 2px, 2py đã trực giao nên ta có thể viết: 

1 2 y y
1 1

d 2s 2sd 2p 2p d
3 3

∗ ∗ ∗ψ ψ τ = τ − τ∫ ∫ ∫  

Các hàm AO cũng đã chuẩn hoá, vì vậy các dạng tích phân này đều bằng đơn vị. Nên: 

1 2
1 1

d 0
3 3

∗ψ ψ τ = − =∫  

Điều này chứng tỏ ψ1 và ψ2 là 2 hàm trực giao với nhau. 

Cũng bằng cách tính tương tự chúng ta cũng dễ dàng chứng minh được: 

1 3d 0∗ψ ψ τ =∫  và 2 3d 0∗ψ ψ τ =∫  

Có thể nói rằng 3 hàm lai hoá ψ1, ψ2 và ψ3 thuộc dạng sp2 là trực giao từng đôi một. 

3.4. Người ta biết 2 hàm lai hoá ψ1 và ψ2 mô tả trạng thái lai hoá của nguyên tử oxi trong 
phân tử H2O có dạng: 

ψ1= 0,45.2s + 0,71.2py + 0,55.2px 

ψ2= 0,45.2s – 0,71.2py + 0,55.2px 

Hãy chứng minh 2 hàm này trực giao với nhau, biết rằng các AO-2s, 2px, 2py đều là 
những hàm trực chuẩn. 

Trả lời 

Áp dụng điều kiện trực giao ta có: 
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1 2d 0∗ψ ψ τ =∫  

Thay giá trị ψ1 và ψ2 đã cho vào biểu thức này sẽ có: 

( )( )1 2 y x y xd 0,45 2s 0,71 2p 0,55 2p 0,45.2s 0,71.2p 0,55.2p d∗ ∗ ∗ ∗ψ ψ τ = + + − + τ∫ ∫  

Khai triển tích phân sẽ dẫn đến biểu thức sau: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

2
1 2 y x

2
y y y y x

2
x y x x

d (0,45) 2s 2sd 0,71 0,45 2p 2sd 0,55 0,45 2p 2sd

                0,71 0,45 2p 2sd 0,71 2p 2p d 0,71 0,55 2p 2p d

                0,55 0,71 2p 2p d 0,55 2p 2p d

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

ψ ψ τ = τ+ τ+ τ

+ τ− τ+ τ

− τ+ τ

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫
∫ ∫

 

Theo đầu bài các AO-2s, 2px, 2py đều là những hàm trực chuẩn, do đó biểu thức có thể 
rút lại ở dạng sau: 

( ) ( )2 22
1 2 x x y yd 0,55 2p 2p d 0,71 2p 2p d 0,45 2s 2sd∗ ∗ ∗ ∗ψ ψ τ = τ − τ + τ∫ ∫ ∫ ∫  

Biểu thức cuối cùng sẽ là: 

( ) ( )2 22
1 2d 0,55 0,71 0,45 0∗ψ ψ τ = τ − + =∫  

Kết quả này chứng tỏ hàm ψ1 và ψ2 là trực giao với nhau. 

3.5. Hãy chứng minh rằng các hàm lai hoá ψ1 và ψ2 mô tả cho nguyên tử oxi trong phân 
tử H2O hướng theo các trục để làm thành một góc liên kết là 104,5o. 

ψ1= 0,45.2s + 0,71.2py + 0,55.2px 

ψ2= 0,45.2s – 0,71.2py + 0,55.2px 

Trả lời 

Chúng ta biết rằng AO-2s có dạng hình cầu, còn 2 AO-2py và 2px có phần đóng góp trong 
2 hàm lai hoá ψ1 và ψ2 được hướng theo 2 trục y và x. Điều này có thể được biểu diễn bằng 
hình vẽ sau đây: 

-0,71 0,71

0,55

x

HA HB

y
θθ

 

Từ hình vẽ này chúng ta nhận thấy hàm ψ1 và ψ2 được biểu diễn như những vectơ ứng 
với các hệ số đóng góp của 2px và 2py. Góc θ dễ dàng được xác định bằng hệ thức: 
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0,71
tg 1,29

0,55
θ = =  

hay      θ = 52,24o và 2θ = 104,5o 

3.6. Dựa vào các lí thuyết lượng tử về liên kết  hãy: 

a) Mô tả liên kết OH đơn thuần là ion dưới dạng hàm sóng. 

b) Trình bày liên kết  trên có một phần ion và một phần cộng hoá trị dưới dạng tổ hợp 
hàm sóng 

Trả lời 

a) Giả sử liên kết OH là ion, ta có thể mô tả như sau: 

O––H+ thì   ψion (O) = (1)2pzψ (2)2pzψ  

O+–H– thì   ψion (H) = (1)1sψ (2)1sψ  

Hàm sóng biểu diễn liên kết OH hoàn toàn mang đặc tính ion có dạng: 

ψion = c1 (1)2pzψ (2)2pzψ  + c2 (1)1sψ (2)1sψ  

c1, c2- hệ số biểu diễn sự đóng góp của AO- z2p  và 1s vào quá trình hình thành liên kết. 

b) Khi liên kết O–H vừa mang tính ion vừa mang tính cộng hoá trị thì hàm sóng được viết 
dưới dạng: 

Ψ = Aψh.trị  + Bψion 

Ta lại biết, năng lượng liên kết E ứng với ψ bao giờ cũng thấp hơn Eh.trị hay Eion khi tách 
riêng biệt. Lúc này ψh.trị và ψion sẽ là: 

ψh.trị = /
1c (1)1sψ (2)2pzψ  + /

2c (2)1sψ (1)2pzψ  

ψion   = c1 (1)2pzψ (2)2pzψ  + c2 (1)1sψ (2)1sψ  

A, B là hệ số biểu hiện sự đóng góp phần trăm của từng dạng liên kết. 

3.7. Từ kiểu lai hoá sp3 hãy chứng minh hai hàm lai hoá te1 và te2 là trực giao với nhau. 

cho:  te1 = s + px + py + pz 

te2 = s – px – py + pz 

Các AO-s, 2px, 2py, 2pz  là chuẩn hoá. 
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Trả lời 

Theo điều kiện trực giao ∫ψ*ψdτ = 0 áp dụng cho bài toán này ta có: 

∫te1te2dτ = ∫(s + px + py + pz)(s – px – py + pz)dτ 

Sau khi khai triển ta có thể viết: 

   ∫spxdτ = ∫pxpydτ = ∫pzsdτ ... = 0 vì các hàm này trực giao với nhau, còn các tích 

phân: 

∫s2dτ – ∫ 2
xp dτ – ∫ 2

yp dτ + ∫ 2
zp dτ = 1 – 1 – 1 + 1 = 0 

Kết quả này đã chứng tỏ hai hàm te1 và te2 là trực giao với nhau. 

3.8. Dựa vào lí thuyết VB hãy viết phần không gian của hàm sóng biểu diễn liên kết 
cộng hoá trị được hình thành trong phân tử N2. Biết rằng ở N2 có 2 liên kết π và 1 liên kết σ. 

Trả lời 

Cấu hình electron của N là: 1s22s22p3  hay 

   

  N  ~   

         2s            2px     2py     2pz 

Kí hiệu:  
2 xN p Aψ  = 

x2p Aψ  = 2pxA 

    
2 xN p Bψ  = 

x2p Bψ  = 2pxB   v.v… 

Chúng ta hình dung sự hình thành liên kết  trong N2 như sau: 

Ta chọn trục z nối 2 hạt nhân nitơ hướng thẳng vào nhau để tạo ra liên kết  σ. 

 

 

 

 

 

↑↓  ↑ ↑ ↑ 

A B

z
2pzA 2pzB
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Hàm sóng ψ1 mô tả phần không gian sự hình thành liên kết σ trong phân tử N2 là: 

ψ1 = 
z2p A(1)ψ

z2p B(2)ψ  + 
z2p A(2)ψ

z2p B(1)ψ  

Hai AO-2px và 2py của nitơ hướng theo trục x và y và thẳng góc với trục z. Hai AO-2px 
và 2py của nguyên tử nitơ A và B khi tiến lại gần nhau trong quá trình hình thành liên kết  sẽ 
xen phủ để tạo ra liên kết  π. 

 

 

 

 

 

 

Hàm sóng ψ2 và ψ3 mô tả phần không gian cho liên kết π hình thành sẽ là: 

ψ2 = 
x2p A (3)ψ

x2p B(4)ψ  + 
x2p A (4)ψ

x2p B(3)ψ  

ψ3 = 
y2p A (5)ψ

y2p B(6)ψ  + 
y2p A (6)ψ

y2p B(5)ψ  

Tổng hợp lại hàm ψ chung (phần không gian) mô tả sự hình thành liên kết  trong phân tử 
N2 sẽ là: 

ψ = ψ1ψ2ψ3 

3.9. Hãy xác định những hệ số của hàm sóng ở trạng thái cơ bản cho phân tử LiH theo 
phương pháp VB dưới dạng: 

ψ = c1φ1 + c2φ2 

Ở đây φ1 hàm sóng được xác lập do sự xen phủ giữa AO 2s (Li) và 1s (H), φ2 hàm sóng 
mô tả sự xen phủ giữa AO 2p (Li) và 1s (H). Hai hàm φ1 và φ2 đều chưa chuẩn hoá. 

Cho biết: H11 = –9,48;       H22 = –10,19;  H12 = –2,12 

    S11 = 1,19;      S22 = 1,29;  S12 = 0,26 

Các đại lượng này đều biểu diễn ở hệ đơn vị nguyên tử. 

Trả lời 

Ta hình dung quá trình hình thàn liên kết σ trong phân tử LiH như sau: 

A

B

y

y'

x

x'



 

 

17

17

 

 

 

Theo đầu bài:  ψ = c1φ1 + c2φ2          (1) 

Áp dụng nguyên lí biến phân: 

E = 
*

*

Ĥ  d

d

ψ ψ τ

ψ ψ τ
∫
∫

    (2) 

Thay ψ ở (1) vào (2) ta có: 

E = 1 1 2 2 1 1 2 2
2

1 1 2 2

(c c )H (c c )d

(c c )  d

φ + φ φ + φ τ

φ + φ τ
∫

∫
 

Sau khi khai triển và kí hiệu các dạng tích phân tương ứng (xem giáo trình cơ sở hoá học 
lượng tử) ta thu được hệ phương trình tuyến tính thuần nhất. 

    (H11 – ES11)c1 + (H12 – ES12)c2 = 0 

(H12 – ES12)c1 + (H22 – ES22)c2 = 0 

Hệ phương trình này có nghiệm với c1 ≠ c2  ≠ 0 khi: 

11 11 12 12

12 12 22 22

H E H E
0

H E H E
− −

=
− −

 

Thay số liệu tương ứng và giải định thức ta sẽ thu được hai giá trị: 

E1 = –7,882;  E2 = –7,863. 

Để xác định c1 và c2 ở (1) ta thay giá trị E1 vào hệ phương trình (3) sẽ có: 

1

2

c
c

 = 12 12

11 11

H ES
H ES

−
−

 = 2,40. 

Từ đó suy ra c1=2,40 và c2=1,00 

Do hàm φ1 và φ2 chưa chuẩn hóa nên ta phải xác định thừa số chuẩn hóa N. 

ψ=N (c1 φ1+c2 φ2)=N (2,40 φ1+1,00 φ2) (4) 

Áp dụng điều kiện chuẩn hóa ta có: 

z

2P (Li)

σs σ

zvµ

1S(H) 2S(Li) 1S(H) z

(3)
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   ∫ψ2dτ  = N2[(∫2,40φ1 + 1,00φ2)2dτ] = 1       

    = N2[2,42 ∫ 2
1φ dτ + 1,0∫ 2

2φ dτ + 4,8∫φ1φ2dτ] = 1       

    = N2[2,42S11 + 1,0S22 + 4,8S12] = 1       

Thay các giá trị S11, S22 và S12 ta có N = 0,326  

Vậy hàm sóng ψ có dạng: 

   ψ = 0,782φ1 + 0,326φ2 

3.10.Cho biết giá trị tích phân xen phủ giữa AO-1s (H) với AO-2s (C) để tạo thành liên 
kết σ (C-H) là 0,57. Giá trị này là 0,46 giữa AO-1s (H) với AO-2pz (C). Hãy xác định giá trị 
tích phân xen phủ giữa AO-1s (H) với các AO lai hoá của cacbon cho các trường hợp sau: 

a) AO-1s (H) với AO-sp (C) dọc theo trục z. 

b) AO-1s (H) với AO-sp2 (C) dọc theo trục z. 

c) AO-1s (H) với AO-sp3 (C) dọc theo trục z. 

Trả lời 

Theo lí thuyết, tích phân xen phủ được biểu diễn bằng biểu thức: 

Sij=∫ψiψjdτ 

Áp dụng cho các trường hợp của bài toán ta có:    

a)  ψsp = d1 = 1

2
(s + pz); 

ψ1s = 1s 

∫ψsp.ψ1s dz = ∫d1.1s dz = ∫ 1

2
 (s+pz) 1s dz 

∫ 1

2
s.1s dz + ∫ 1

2
pz.1s dz = 1

2
.0,57 + 1

2
.0,46 

Vậy: S1 = 1

2
(0,57 + 0,46) = 0,73 

b)   2spψ   = t1 = 1

3
(s + 2 pz); 
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   ψ1s = 1s 

   ∫ 2spψ .ψ1s dz = ∫t1.1s dz = ∫ 1

3
 (s + 2 pz)1s dz 

Khai triển và thay các giá trị tương ứng tích phân này ta sẽ có: 

  S2 = 1

3
(0,57 + 2 .0,46) = 0,70 

c)   3spψ  = te1 = 1
2

(s + 3 pz);  

   ψ1s = 1s 

   ∫ 3spψ .ψ1s dz = ∫te1.1s dz = ∫ 1
2

(s + 3 pz)1s dz 

Một cách tương tự ta có: 

   S3 = 1
2

(0,57 + 3 .0,46) = 0,68 

Như vậy các giá trị tích phân xen phủ thu được sẽ giảm dần theo chiều: 

 

     S1     S2     S3 

   0,73    0,70    0,68 

3.11.Khảo sát sự hình thành lai hoá trong phân tử thẳng hàng axetylen theo sơ đồ sau: 

 

 

 

Cho biết các AO nào của cacbon đã tham gia tạo thành các hàm lai hoá. 

Tìm các hệ số khi tổ hợp các AO-lai hoá với giả thiết một trong các hệ số đó là α. 

Các AO không tham gia lai  hoá sẽ tạo thành liên kết  gì ? 

 Từ kết quả thu được cho phân tử C2H2 có thể mở rộng cho phân tử BeH2 thẳng hàng 
được không ? Nếu được thì hệ số cuả các hàm lai hoá là bao nhiêu ? 

Trả lời 

H C HD2 D1

z

x
y
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a) Theo sơ đồ đã cho ở đầu bài, ta dễ dàng nhận thấy rằng các AO-2px và 2pz không tham 
gia vào quá trình lai hoá theo hướng Oy (hướng D1). Một cách định tính ta có thể hình dung 
như sau: 

C* chưa lai hoá   C đã lai hoá 

 

AO-2px, 2pz chưa bị lai hoá 

2AO-sp lai hoá thẳng 

 

 

Như vậy ta có thể lập được các hàm: 

   ϕ1 = a1s + c1py   các hàm lai hoá 

   ϕ2 = a2s + c2py   các hàm lai hoá 

   ϕ3 = 2pz   

    ϕ4 = 2px  

b) Để xác định các hệ số trong các hàm lai hoá ϕ1 và ϕ2 chúng ta tiến hành như sau:   

ϕ1 = a1s + c1py 

ϕ2 = a2s + c2py 

Ta đặt a1=α theo đầu bài, ở đây α < 1.  

Như chúng ta đã biết ∑ 2
ia  = 1  hay   

2
1a  + 2

2a  = 1 

hoặc    α2  + 2
2a  = 1 

Từ đó ta có: a2 = 21−α   với  a2 > 0    (1) 

Sự trực giao của ϕ1 và ϕ2 cho ta biểu thức: 

a1a2 + c1c2 = 0 

Ở đây a1 và a2 luôn luôn dương, còn c1 và c2 dấu sẽ biến đổi phụ thuộc vào chiều của AO. 
Như sơ đồ đã cho với ϕ1 (hướng D1) AO-2py đóng góp phần dương, nghĩa là c1 > 0, trái lại 
theo hướng D2 của ϕ2, hàm AO-2p có phần đóng góp âm, nghĩa là c2 < 0. 

z x2p 2p

2s

2p2p2p
yxz
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Từ điều kiện chuẩn hoá.   

   2
1a  + 2

1c  = 1   hay   α2 + 2
1c  = 1  đối với hàm ϕ1 

    c1 = 21−α         (2) 

   2
2a  + 2

2c  = 1   hay   1 – α2 + 2
2c  = 1 đối với hàm ϕ2 

    c2 = –α         (3) 

Từ kết quả tính ta có: 

  ϕ1 = αs + 21−α py  ϕ3 = pz  

  ϕ2 = 21−α s – αpy  ϕ4 = px  

Kết quả này có thể được biểu diễn dưới dạng: 

 s px py pz 

ϕ1 α 0 21−α  
0 

ϕ2 21−α  
0 –α 0 

ϕ3 0 0 0 1 

ϕ4 0 1 0 0 

c) Các AO không tham gia lai hoá 2px và 2pz sẽ tham gia để tạo ra 2 liên kết  π. 

 

 

 

 

  

Đối với phân tử thẳng hàng BeH2 cũng sẽ có hai hàm lai hoá: 

 

 

       

ϕ1 = a1s + c1p 

(4)

π

Be D1D2 H H
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ϕ2 = a2s – c2p (do có hướng ngược lại) 

3.12.Biết nguyên tử C trong phân tử etylen có lai hoá sp2 hãy: 

a) Thiết lập các hàm lai hoá của cacbon trong nhóm cấu tạo phẳng 

 

 

biết rằng hướng của các hàm lai hoá D1, D2, D3 nằm trong mặt phẳng xOy. D1 và D2  đối 
xứng qua mặt phẳng yoz.  

Cho a = α; góc HCH  = 118o. 

b) Khảo sát các hàm lai hoá ϕ1 và ϕ3 biến thiên theo góc φ từ 0 ÷ 360o. 

Bằng đồ thị vẽ hình dạng các hàm lai hoá ϕ1 và ϕ3 cho các AO: 

2s = 1 = 1

4π
 

2px = 3 sinθ cosφ 

2py = 3 sinθ sinφ 

Trả lời 

Theo đầu bài ta lập sơ đồ tổng quát hướng của các hàm lai hoá: 

 

 

 

 

a) Theo sơ đồ này các liên kết đều nằm trong mặt phẳng xOy; AO-2pz không tham gia 
vào quá trình lai hoá. Như vậy chỉ có 3AO-s, px, py tham gia để tạo thành 3 hàm lai hoá: 

ϕ1 = a1s + b1px + c1py 

ϕ2 = a2s + b2px + c2py 

ϕ3 = a3s + b3px + c3py 

Hàm ϕ1 và ϕ2 là tương đương vì ứng với liên kết C–H. Nếu ta lấy hàm ϕ1’ là đối xứng 
với ϕ1 qua mặt yoz sẽ có hàm ϕ2, nghĩa là ϕ1’ = ϕ2. 

H

H
C

zH

H

D2

D1

x

φ

θ
yD3

O
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Do AO-2s là đối xứng cầu nên chúng luôn luôn không thay đổi. 

Theo hướng x, hàm 2px khi thực hiện phép đối xứng qua mặt yOz thì 2px → –2px      

Theo hướng y, hàm 2py không thay đổi dấu. Vậy ta viết: 

    ϕ1 = a1s + b1px + c1py 

    ϕ1’ = a1s – b1px + c1py 

Do ϕ1’ = ϕ2 nên kéo theo: 

     a1 = a2 ; b2 = –b1 ;  c2 = c1    (1)  

Mặt khác ta lại biết:  2
1a  + 2

2a  + 2
3a  = 1 

Với a1 = α ta sẽ dễ dàng rút ra: 

a1 = a2 = α   và   a3 = 21 2− α     (2) 

Xét theo hướng D3 thì nhận thấy D3 sẽ thẳng góc với 2px, có nghĩa 2px không tham gia 
vào quá trình tạo lập hàm ϕ3. 

b3 = 0  (3) 

Chúng ta lại biết:  2
1b  + 2

2b  + 2
3b  = 1 

   mà  b2 = –b1   

Nên      2
1b  + 2

2b  = 1  →  b1 = –b2 = 1

2
     (4) 

Cuối cùng ta phải xác định c3. Từ điều kiện chuẩn hoá, đối với hàm ϕ3 ta có: 

2
3a  + 2

3b  + 2
3c  = 1 

Thay giá trị a3 ở (2) và b3 (3) bào biểu thức này sẽ dẫn đến 

1 – 2α2 + 0 + 2
3c  = 1 

c3 = ±α 2  

Do D3 hướng theo 2py nên giá trị: 

c3 = +α 2    (5) 

Áp dụng điều kiện trực giao của hàm ϕ1 và ϕ3 ta có: 
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      a1a3 + b1b3 + c1c3 = 0 

hay     α 21 2− α  + 1

2
.0 + α 2 .c1 = 0 

c1 = –
21 2

2
− α  = c2  (6) 

Với  các hệ số xác định được ta có các hàm lai hoá sau: 

ϕ1 = αs + 1

2
px – 

21 2
2

− α py 

ϕ2 = αs – 1

2
px – 

21 2
2

− α py  (7) 

ϕ3 = 21 2− α .s + α 2 py 

Thông số α có thể xác định từ các dữ kiện đã cho ở đầu bài. Quả vậy, theo sơ đồ ta có: 

cos(D1, D2)  = 1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

b b c c

b c b c

+

+ +
  

hay             =

2

2
2

1 1 2
2 2

1 1 2
2 2

− α
− +

⎛ ⎞− α⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Sau khi biến đổi ta có:  cos118o = –
2

21

α

−α
  ⎯→     α2 = 0,32  Vậy  α = 0,56. 

b) Muốn khảo sát hàm lai hoá ϕ1 và ϕ3 ta phải chuyển các hàm này về dạng biến số φ. Từ 
hệ thức (7) ta viết hàm ϕ1.      

ϕ1 = αs + 1

2
px – 

21 2
2

− α py 

Đối với hàm ϕ3 ta viết:   ϕ3 = 21 2− α .s + α 2 py 

Thay các giá trị s, py và α  vào sẽ dẫn tới:  

ϕ3 = 21 2− α  + α 2 3 sinθ sinφ 
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Một cách hoàn toàn tương tự, với α = 0,56; θ = 90o, sau khi thực hiện biến đổi ta thu 
được hàm ϕ3:      

ϕ3 = 0,61 + 1,37sinφ    (8) 

Khi φ biến đổi sẽ dẫn đến sự biến thiên của hàm ϕ3. Ta lập bảng để biểu diễn sự biến thiên 
đó. 

Góc φ (o) –90 –60 –30 0 30 60 90 

ϕ3 lai hoá –0,77 –0,57 –0,08 0,6 1,28 1,77 1,97 

2
3ϕ  0,59 0,32 0,006 0,36 1,64 3,13 3,86 

Từ các số liệu dẫn ra từ bảng trên ta có thể biểu diễn hình dạng obitan lai hoá ϕ3 dưới đây
 Khi muốn tìm hiểu mật độ xác xuất ta chỉ việc bình phương hàm lai hoá tương ứng. Lúc 
này  ta thu được hình dạng đối xứng qua hướng D3. 

 

   

 

 

 

Hình dạng hàm ϕ3 (AO-lai hoá) 

Thay các giá trị  px, py và s vào sẽ dẫn đến: 

ϕ1 = α + 1

2
3 sinθ cosφ – 

21 2
2

− α
3 sinθ sinφ 

 Do các hàm lai hoá chỉ nằm trong mặt phẳng xOy nên góc θ = 90o, sinθ = 1 và α = 0,56. 
Hàm ϕ1 sẽ có dạng:  

ϕ1 = 0,56 + 1,22cosφ – 0,73sinθ      (9) 

Rõ ràng ϕ1 biến thiên theo góc φ. Ta lập bảng biến thiên sau: 

 

Góc φ (o) ϕ3 lai hoá 2
3ϕ  Góc φ (o) ϕ3 lai hoá 2

3ϕ  

0 1,78 3,16 210 –0,13 0,02 

30 1,25 1,56 

 

240 0,58 0,34 

φ
x

y

+
0

φ=30 o
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60 0,54 0,29 270 1,29 1,68 

90 –0,17 0,03 300 1,8 3,25 

120 –0,68 0,46 329 1,982 3,93 

150 –0,85 0,72 330 1,98 3,92 

180 –0,66 0,43 

 

Với các giá trị ở bảng này ta có thể biểu diễn hình dạng hàm lai hoá ϕ1 như sau: 

 

 

 

 

 

 

 

Hình dạng của ϕ1 (AO lai hoá) 

3.13. Áp dụng phép tổ hợp tuyến tính, hãy xây dựng các AO lai hoá kiểu sp giữa AO-2s 
và AO-2pz.  

Trả lời 

Ta kí hiệu hàm AO-2s    là  φ2s ≡ 2s 

         AO-2pz  là 
z2pφ ≡ 2pz 

Theo phép tổ hợp tuyến tính  thông thường giữa AO-2s và AO-2pz (dọc theo trục z) ta 
viết: 

ψ1 = d1 = a12s + b12pz 

ψ2 = d2 = a22s + b22pz 

Ở đây d1 và d2 xuất phát từ tiếng Anh: diagonal. Các hệ số a1, a2, b1, b2 là các hằng số cần 
xác định. Mặt khác, do các obitan lai hoá là tương đương nhau nên:  

oφ=30+

y

x

φ
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2 2
1 2 1 2
2 2
1 2 1 2

a a a a

b b b b

= =

= =
   (1) 

Chúng ta áp dụng điều kiện chuẩn hoá sẽ có: 

∫ 2
1ψ dτ = ∫(a12s + b12pz)2dτ 

= 2
1a ∫2s2dτ + 2

1b ∫2pz
2dτ + 2a1b1∫2s.2pzdτ = 1 

Vì các hàm 2s và 2pz đã chuẩn hoá nên ta có:  

2 2
1 1a b 1+ =  

Một cách hoàn toàn tương tự đối với hàm ϕ2 ta cũng thu được:   
 2 2

2 2a b 1+ =  

Sử dụng điều kiện trực giao ta nhận được:   

∫ψ1ψ2dτ = ∫(a12s + b12pz)(a22s + b22pz)dτ      

 = a1a2∫2s2dτ + b1b2∫2pz
2dτ + a1b2∫2s.2pzdτ + b1a2∫2pzsdτ = 0 

= a1a2 + b1b2 = 0  (2) 

Giải (1) và (2) sẽ dẫn tới:    a1 = b1 = a2 = –b2 = 1

2
  

Vậy MO lai hoá kiểu sp sẽ có dạng:   d1 = 1

2
 (2s + 2pz)   d2 = 1

2
 (2s – 

2pz) 

3.14. Cho phân tử BeH2 có cấu trúc thẳng hàng.  

a) Hãy biểu diễn sự hình thành liên kết σ một cách định tính theo phương pháp MO với 
giả thiết các AO của Be chưa bị lai hoá. 

b) Xây dụng các hàm MO mô tả sự hình thành liên kết trong phân tử này. 

 c) Hãy xác định các hệ số ci của hàm sóng tham gia phần đóng góp vào quá trình hình 
thành 2 liên kết σ với giả thiết mật độ điện tích của đám mây electron được phân bố như sau: 
   σs  với   Be :  30 %   2H :   70 %   σz  với   Be :  20 %
   2H :   80 % 

Trả lời 
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Be : 1s2 2s2  ⎯→  Be* : ~             2s                 2pz 

 Ha :    ;   Hb :  

 

a) Sự hình thành liên kết  σ trong BeH2 như sau: 

 

  

    1sa            2s               1sb     σs  

 

      1sa         2pz                1sb            σz 

 

b) Sự tổ hợp các AO-2s và AO-2pz của Be với các AO = 1s của H theo phương pháp 
MO-LCAO sẽ dẫn đến các hàm MO tương ứng sau: 

ψ(σs) = c12s + c2(1sa + 1sb) 

ψ(σz) = c32pz + c4(1sa – 1sb) 

c) Muốn xác định hệ số ci của hàm sóng ψ  ta áp dụng điều kiện chuẩn hoá ∫ψ2dτ = 1 biết 

rằng các hàm 1s, 2s, 2pz đã chuẩn hoá. Cụ thể như sau: 

∫ψ2(σs)dτ = ∫[c12s + c2(1sa + 1sb)]2dτ = 2
1c ∫(2s)2dτ + 2

2c ∫(1sa)2dτ 

     + 2
2c ∫(1sb)2dτ + 2 2

2c ∫1sa1sbdτ + 2c1c2∫2s1sadτ + 2c1c2∫2s1sbdτ = 1. 

Do 1sa, 1sb và 2s đã chuẩn hoá nên biểu thức trên có dạng:    

      ∫ψ2(σs)dτ = 2
1c  + 2 2

2c  = 1 

Theo đầu bài  2
1c  = 0,30    ⎯→  c1 = 0,548 

     2 2
2c  = 0,70  ⎯→  c2 = 0,592 

Vậy    ψ(σs) = 0,548(2s) + 0,592(1sa + 1sb) 

Một cách tương tự ta cũng xác định được c3 và c4 cho hàm ψ(σz) là: 

↑  ↑   ↑ ↑ 

H + Be + H
++ +

H + + H
+ +

z
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     ∫ψ(σz) = 2
3c  + 2 2

4c  = 1 

    2
3c  = 0,20  ⎯→  c3 = 0,447 

    2 2
4c  = 0,80   ⎯→  c4 = 0,632 

    ψ(σz) = 0,447(2pz) + 0,632(1sa – 1sb) 

3.15.Biết hàm MO liên kết mô tả trạng thái electron trong ion phân tử hiđro 2H+ , một cách 
gần đúng (bỏ qua các hệ số ci), là: 

A B1s 1sΨ = φ + φ  

a) Tìm mật độ xác suất của electron tại nguyên tử hiđro A và B. 

b) Cũng câu hỏi này cho trường hợp tại khoảng cách ở giữa A và B. 

c) So sánh 2 kết quả tìm được ở a) và b) 

Cho 1sA = 1sB = 
3
o

1

aπ
or / ae− ; AB = 0,74 Å; ao = 0,53 Å.  

Trả lời 

Mật độ  xác suất tìm thấy electron được biểu diễn bằng hệ thức: 

     D =⏐ψ ⏐2  

Vậy theo đầu bài ta có: 

D = [
A1sφ  + 

B1sφ ]2 = 
A

2
1sφ  + 

B

2
1sφ  + 2

A1sφ B1sφ  

= A o

21/2
r /a

3
o

1
e

a
−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 + 
B

o

2r1/2
a

3
o

1
e

a

−⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 + 2
1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

A B

o

(r r )
ae

+
−

 

=
3
o

1

aπ
.

A

o

2r
ae

−
 + 

3
o

1

aπ
.

B

0

2r
ae

−
 + 2

3
o

1

aπ
.

A B

o

r r
ae

+
−

 

a) Mật độ xác suất tìm thấy electron tại A (rA = 0) và tại B (rB = 0,74 Å). Thay các số liệu 
tương ứng ta có: 

   DA  = 
3
o

1

aπ
  1 + 

2.0,74
0,53e

−
 + 2

(0 0,74 )
0,53e

− +

   = 
3
o

1

aπ
.1,556 
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DA = 3,327 

b) Lập luận một cách tương tự với rA = rB = 0,37 Å ta có: 

   DB   = 
3
o

1

aπ
  o

2.0,37
ae

−
 + o

(2.0,37 )
ae

−
 + 2 o

0,74
ae

−
 = 

3
o

1

aπ
.0,990 

DB   = 2,116 

c) So sánh 2 kết quả tính ta có: 

A

B

D
D

 = 3,27
2,116

 = 1,572  ≈  1,6 

3.16.Dựa vào lí thuyết cấu tạo và phương pháp MO, hãy giải thích các kết quả quan sát 
được sau đây: 

a) Độ dài liên kết  trong phân tử Li2 là 2,67 Å so với 3,08 Å trong phân tử Na2. 

b) Năng lượng phân li liên kết của N2 là 7,38 eV so với 6,35 eV trong 2N+ . 

b) Năng lượng phân li liên kết của O2 là 5,08 eV so với 6,48 eV trong 2O+ .  

c) Năng lượng phân li liên kết của 2N+  và 2O+  gần như nhau.  

Trả lời 

a)  Li  : 1s2 2s 

 Na : 1s2 2s2 2p6 3s 

Xây dựng giản đồ MO cho Li2 và Na2 (xem giáo trình cấu tạo chất đại cương). 

Từ giản đồ MO ta có thể tính được số liên kết  N là: 

N (Li2)  = 1
2

(2 – 0) = 1 

N (Na2)  = 1
2

(2 – 0) = 1 

Tuy số liên kết  trong phân tử này như nhau, song độ dài liên kết của Na2 lớn hơn độ dài 
liên kết Li2 là vì liên kết trong Na2 được hình thành do sự xen phủ của 2AO-3s có bán kính 
nguyên tử Na lớn hơn bán kính nguyên tử Li do 2AO-2s tạo ra. 

b) Một cách lập luận tương tự từ giản đồ MO ta có: 
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N2 : ~ 2
sσ

*2
sσ

4
x,yπ 2

zσ     ⎯→  N (N2) = 1
2

(6 – 0) = 3,0 

2N+  : ~ 2
sσ

*2
sσ

4
x,yπ 1

zσ     ⎯→  N ( 2N+ ) = 1
2

(5 – 0) = 2,5 

Theo lí thuyết, năng lượng liên kết 2N+  < N2 vì số liên kết ở 2N+  nhỏ hơn ở N2. 

c)  O2 : ~ 2
sσ

*2
sσ

2
zσ  4

x,yπ *2
x,yπ    ⎯→  N (N2) = 1

2
(6 – 2) = 2,0 

 2O+  : ~ 2
sσ

*2
sσ

2
zσ  4

x,yπ *
x,yπ  ⎯→  N ( 2O+ ) = 1

2
(6 – 1) = 2,5 

Lập luận như trường hợp b) ta cũng thấy năng lượng liên kết O2 < 2O+ . 

d) Kết quả xác định số liên kết theo giản đồ MO cho 2 ion phân tử 2N+  và 2O+  là như nhau, 
song số liên kết thực nghiệm giữa 2 ion phân tử này khác nhau chút ít. 

    2O+ : 6,48 eV;  2N+  : 6,35 eV 

Có sự khác nhau này là do điện tích hiệu dụng Z* ở O+ lớn hơn ở N+. 

   OZ +
∗  = 8 – ∑ bi = 4,90 

   NZ +
∗  = 7 – ∑ bi = 4,25 

3.17.Từ phương pháp MO áp dụng cho phân tử  H2 người ta đã xác định được hàm liên 
kết và phản liên kết  có dạng: 

    ψ±  = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

(φA  ±  φB)   

Hãy biểu diễn bằng đồ thị sự phụ thuộc của ψ± vào sự biến thiên khoảng cách (bao gồm 
cả trong vùng lẫn ngoài vùng hạt nhân) dọc theo trục liên kết của phân tử H2. 

Cho:  RH–H = 1,06 Å; ao = 0,53 Å.   

   φA = 
A1sφ  = 

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

.
A

o

r
ae

−
 ;  φB = 

B1sφ  = 
1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

.
B

o

r
ae

−
 

  S = 
2

o o

R 1 R
1

a 3 a

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+ + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

o

R
ae

−
 

 Trả lời 

A B

R
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 H2: 

 

            1sA        1sB 

 - khoảng cách biến đổi dọc theo trục liên kết. 

Theo đầu bài:  ψ± = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

(φA  ±  φB)     (1) 

     φA, φB- hàm đã chuẩn hoá. 

Để khảo sát sự biến thiên của ψ± vào khoảng cách  ta lần lượt tính các hệ số ở (1). 

Trước tiên ta tính hệ số: N± = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

 

Giá trị tích phân xen phủ S được xác định theo hệ thức: 

   S = 
2106 1 106

1
53 3 53

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

106
53e

−
 = 0,586 

Để dễ biểu diễn ta lấy R = 1,06 Å = 106 pm; ao = 0,53 Å = 53 pm 

Vậy hệ số chuẩn hoá là: 

N+ = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

 = 0,561; N– = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 = 1,099 

Mặt khác, thay φA và φB vào (1) ta có: 

ψ± = N± (φA ±  φB) = N±

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

.
A B

o o

r r
a ae e

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟±⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Chú ý: rA và rB đều bắt đầu tính lấy từ điểm gốc. Vì vậy: 

   ψ± = N± 

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

. o o

R
a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
±⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 (pm) 

hay    
1/2

3
o

1

a

±ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 = N±
o o

R
a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
±⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (2) 

Từ biểu thức (2) ta nhận thấy với 1 giá trị của  ta sẽ có 1 giá trị tương ứng  

1/2

3
o

1

a

±ψ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟π⎝ ⎠

. 

Kết quả tính được lập thành bảng sau: 

 

    

 (pm) –100 –80 –60 –40 –20 0 20 40 

1/ 2

3
o

1

a

+ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

0,096 0,14 0,20 0,30 0,44 0,66 0,49 0,42 

1/ 2

3
o

1

a

−ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

0,144 0,21 0,31 0,45 0,65 0,95 0,54 0,20 

 

 (pm) 60 80 100 120 140 160 200 

1/ 2

3
o

1

a

+ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 
0,42 0,47 0,59 0,49 0,33 0,23 0,11 

1/ 2

3
o

1

a

−ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 
–0,11 –0,43 –0,81 –0,73 –0,50 –0,34 –0,16 

1/2

3
o

1

a

ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

 

 

 

 

-1,2 -

-0,8 -

-0,4 -

0

0,4 -

0,8 -

1,2 -

-100 0 100 200

ψ+

ψ
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Đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc ψ±  vào khoảng cách  

3.18.Kết quả giải bài toán H2 theo phương pháp MO cho biết: 

     ψ± = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

(φA  ±  φB)     

Hãy biểu diễn mật độ xác suất có mặt của electron biến thiên theo khoảng cách  dọc trục 
liên kết H–H. 

Các số liệu như bài 3.17. 

Trả lời 

   ψ± = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

(φA  ±  φB)     

Với  φA = 
A1sφ  = 

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

.
A

o

r
ae

−
;  φB = 

B1sφ  = 
1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

.
B

o

r
ae

−
 

  ψ± = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

A B

o o

r r
a ae e

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟±⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

Mật độ xác suất tìm thấy electron được xác định bằng biểu thức: 

  D±   = ⏐ψ± ⏐2 = 1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

A B

o o

2r r
a a

3
o

1
e e

a

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎢ ⎥ π⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   = 2N± 3
o

1

aπ

A B

o o

2r r
a ae e

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟±⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

rA và rB được tính từ điểm xuất phát là rA; hệ số 2N± 3
o

1

aπ
 (trong đó N± tính được như ở bài 

số 3.17) bằng cách thay các số liệu tương ứng như sau: 

   2N+ 3
o

1

aπ
 = 0,5612.

3
o

1

aπ
 = 6,73.10–7 pm3 
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D
.1

07 pm
3  

+

2001000-100
0

20 -

15 -

10 -

5 -
D

D

, pm 

  2N− 3
o

1

aπ
 = 1,0992. 

3
o

1

aπ
 = 25,84.10–7 pm3 

Vậy:  
2

3
o

D
1

N
a

±

±
π

  = o o

2
R

a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
±⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Từ phương trình này ta có 2 phương trình biển diễn sự phụ thuộc D+ và D– vào  như sau: 

D+.107 pm3 = 6,73 o o

2
R

a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
+⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

D–.107 pm3 = 25,84 o o

2
R

a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Như vậy, cứ mỗi giá trị của  ta thu được một giá trị của D+ hoặc D– tương ứng. Kết quả 
được ghi ở bảng sau: 

, pm –100 –80 –60 –40 –20 0 20 40 

D+.107/pm–3 0,20 0,40 0,90 192 4,09 8,72 5,27 3,88 
D–.107/pm–3 0,44 0,94 2,01 4,27 9,11 19,4 6,17 0,85 

 

, pm 60 80 100 120 140 160 180 200 

D+.107/pm–3 3,73 4,71 7,42 5,10 2,39 1,12 0,53 0,25 
D–.107/pm–3 0,25 4,02 14,41 11,34 5,32 2,50 1,17 0,55 
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Đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc D±  vào khoảng cách  

3.19.Xét phân tử LiH. Hãy viết hàm sóng ψ  biểu diễn sự hình thành liên kết  trong phân 
tử này với giả thiết có 60% là liên kết  cộng hoá trị và 40% là liên kết ion; liên kết được hình 
thành trong trường hợp này là do sự xen phủ giữa AO-2s của Li và AO-1s của H. 

Trả lời 

Cấu hình electron của Li và H là: 

  H :  1s ; Li :  1s2 2s 

 

 

  

      1s        2s    liên kết  cộng hoá trị σ  

Giả sử trong phân tử chỉ có liên kết cộng hoá trị thì hàm sóng ψh.trị  sẽ được biểu diễn là:  

    ψ h.trị =c1ψH(1)ψLi(2) + c2ψH(2)ψLi(1) 

Do nguyên tử H có độ âm điện lớn hơn Li nên electron bị lôi kéo về phía hiđro, vì vậy 
khả năng hình thành liên kết  ion lúc này là do 2 electron đã chuyển về phía nguyên tử H, vậy 
hàm sóng ψion sẽ là: 

ψion = cψH(1)ψH(2) 

Nếu cả 2 khả năng xẩy ra đồng thời thì hàm sóng chung sẽ là: 

ψ = c3ψ h.trị + c4ψion 

Theo đầu bài 2
3c  = 0,60  ⎯→   c3 = 0,77 

     2
4c  = 0,40  ⎯→   c4 = 0,63 

Vậy  ψ = 0,77ψ h.trị  + 0,63ψion 

3.20.a) Cho hàm MO ψ = φS(A) + λφS(B). Hãy chuẩn hoá hàm này theo tham số λ  và 
tích phân xen phủ S. 

b) Trong phép tổ hợp tuyến tính các AO người ta thu được các MO liên kết và phản liên 
kết φS(A) ± φS(B). Hãy chứng minh các MO này trực giao với nhau.       

Trả lời 

+H Li
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a) Hàm ψ đã cho là chưa chuẩn hoá, ta phải chuẩn hoá chúng như sau: 

 ∫ψ2dτ   = ∫N2[φS(A) + λφS(B)]2dτ = 1   

hay  = N2[∫ 2
Sφ (A)dτ + λ2∫ 2

Sφ (B)dτ + 2λ∫φS(A)φS(B)dτ] = 1 

Ở đây tích phân ∫φS(A)φS(B)dτ = S. 

Vậy  ∫ψ2dτ = N2[1 + λ2 + 2λS] = 1.     

Từ đây ta dễ dàng thu được thừa số chuẩn hoá N. 

N = 
1/2

2
1

1 2 S

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+λ + λ⎝ ⎠
 

b) Theo đầu bài, sau khi tiến hành phép tổ hợp tuyến tính 2 AO là φS(A) và φS (B) ta thu 
được hàm MO liên kết φS(A) + φS(B) và MO phản liên kết  φS(A) – φS(B). Để chứng minh 2 
MO thu được trực giao ta áp dụng biểu thức: 

∫[φS(A) + φS(B)][φS(A) – φS(B)]dτ = 0 

Đây là dạng biểu thức quen thuộc (a + b)(a – b) nên ta có: 

∫ 2
Sφ (A)dτ – ∫ 2

Sφ (B)dτ = 0 

Vì φS(A) và φS(B) đều là hàm chuẩn hoá nên 1 – 1 = 0 

Đó là điều cần chứng minh. 

3.21.Dựa vào phương pháp MO hãy xác định năng lượng E+ ứng với MO liên kết và E– 

ứng với MO phản liên kết đối với ion phân tử hiđro. Giả sử hàm AO φS(A) và φS(B) mô tả sự 
chuyển động của electron hoàn toàn độc lập quanh từng hạt nhân A và B. 

Trả lời 

Ta kí hiệu:  φS(A) = φA 

    φS(B) = φB  

Từ điều kiện chuẩn hoá hàm sóng ta viết: 

  ∫ψ2dτ = 1 

Ở đây  ψ = N(φA ± φB) (1)   

rrA

BRA

B

e
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Như vậy ta có thể biểu diễn dạng tích phân trên là: 

    N2∫[(φA ± φB)2dτ = N2∫( 2
Aφ  + 2

Bφ  ± 2φAφB)dτ = 1 

Từ đó ta dễ dàng thu được thừa số chuẩn hoá 

N = 
1/2

1
2(1 S)
⎛ ⎞
⎜ ⎟±⎝ ⎠

   (2) 

Với    S = ∫φAφBdτ    

Để xác định năng lượng E ta phải giải phương trình trị riêng dưới dạng: 

Ĥ   = –
2

2

2m
∇  – k

2

A

e
r

 – k
2

B

e
r

 + k
2e

R
  (3) 

hay  

Ĥψ  = –
2

2

2m
∇ N(φA + φB) – k

2

A

e
r

N(φA + φB) – 
2

B

e
r

N(φA + φB) + k
2e

R
N(φA + φB) 

= N[–
2

2m
∇2φA – k

2

A

e
r
φA –

2

2m
∇2φB – k

2

B

e
r
φB – k

2

B

e
r
φA– k

2

A

e
r
φB + k

2e
R

N(φA + φB)]       (4) 

Do electron được giả thiết là chuyển động độc lập trong trường của từng hạt nhân A và B 
nên bài toán được quy về dạng bài toán dạng nguyên tử H. 

Vậy    

–
2

2

2m
∇ φA – k

2

A

e
r
φA = EHφA 

–
2

2

2m
∇ φA – k

2

B

e
r
φB = EHφB 

Biểu thức (4) được viết lại là: 

Ĥψ = N[EHφA + EHφB – k
2

A

e
r
φB – k 

2

B

e
r
φA + k

2e
R

(φA + φB)]  (6) 

Áp dụng phương pháp biến phân ta có: 

E=∫ ψ Ĥψ dτ   (7) 

  (5)
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Thay (6) vào (7) ta có: 

E = EH∫ψN(φA + φB)dτ + k
2e

R ∫ψN(φA + φB)dτ – ke2N∫ψ A B

B Ar r
⎛ ⎞φ φ

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

dτ      

   = EH∫ψψdτ + k
2e

R ∫ψψdτ – ke2N2∫(φA + φB) A B

B Ar r
⎛ ⎞φ φ

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

dτ      

   = EH + k
2e

R
 – ke2N2∫[φA

B

1
r
φA + φB

A

1
r
φB + φA

A

1
r
φB + φB

B

1
r
φA]dτ  (8) 

Do tính đối xứng các thế năng được kí hiệu như sau: 

  –ke2∫φA
B

1
r
φAdτ = –ke2∫φA

B

1
r
φBdτ = u1 

  –ke2∫φA
A

1
r
φBdτ = –ke2∫φB

B

1
r
φAdτ = u2 

Biểu thức (8) được viết là: 

E = EH + k
2e

R
 – N2(2u1 + 2u2) 

hay                                           E = EH + k
2e

R
 – 1

2(1 S)+
2(u1 + u2)   

Cuối cùng ta thu được năng lượng E+ ứng với hàm ψ = N(φA + φB) là  năng lượng của MO 
liên kết. 

E+ = EH + k
2e

R
 – 1 2u u

1 S
+
+

 (10) 

Một cách hoàn toàn tương tự ta cũng thu được năng lượng của MO phản liên kết E– ứng với 
hàm ψ = N(φA – φB)  

E– = EH + k
2e

R
 + 1 2u u

1 S
−
−

  (11) 

3.22.Cho năng lượng MO liên kết: 

E+ = EH + k
2e

R
 – 1 2u u

1 S
+
+

 

và năng lượng MO phản liên kết: 

(9)
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    E– = EH + k
2e

R
 + 1 2u u

1 S
−
−

  

Hãy chứng minh rằng tổng năng lượng MO liên kết và MO phản liên kết luôn luôn lớn 
hơn 2 lần năng lượng khi electron chuyển động độc lập quanh từng hạt nhân A và B trong ion 
phân tử hiđro 2H+  ở mọi khoảng cách giữa 2 hạt nhân. 

Trả lời 

Theo dầu bài ta phải chứng minh biểu thức sau: 

E+ + E– > 2EH 

Quả vậy: E+ + E–  = EH + k
2e

R
 – 1 2u u

1 S
+
+

 + EH + k
2e

R
 – 1 2u u

1 S
−
−

     

 = 2EH + 2k
2e

R
 – 1 2 1 2(u u )(1 S) (u u )(1 S)

(1 S)(1 S)
+ − + − +⎡ ⎤

⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
 = 2EH + 2k

2e
R

 – 1 2
2

2u 2Su

1 S

−

−
  

 hay                                        E+ + E– = 2EH + 2k
2e

R
 + 2 1

2
2(Su u )

1 S

−

−
   

Từ biểu thức cuối cùng thu được ta nhận thấy năng lượng đẩy k
2e

R
 giữa 2 hạt nhân A và B 

luôn luôn dương nên muốn cho E+ + E– > 2EH thì dấu của biểu thức 2 1
2

2(Su u )

1 S

−

−
 sẽ quyết định. 

Ta xét A = 2 1
2

2(Su u )

1 S

−

−
. 

• Khi S = 0  sẽ dẫn tới Su2 = 0 và A  <  0 

• Khi S = 1  sẽ có u2 = u1 và đại lượng A = 0 

• Khi S = 0,5 (ở khoảng cách trung gian) thì ⏐Su2⏐ < u1 và lúc đó A < 0. 

Như vậy, trong mọi trường hợp tổng các đại lượng ở vế phải của biểu thức trên luôn luôn 
nhỏ hơn tổng E+ + E–    hay   

        E+ + E– > 2EH hay 

        E–  > 2EH – E+ 

Điều này có nghĩa là năng lượng MO phản liên kết càng phản liên kết  hơn so với năng 
lượng MO liên kết. 
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3.23.Giả sử chúng ta có một đầu dò với thể tích 1 pm3 rất nhậy với electron đặt vào trong 
ion phân tử hiđro 2H+  ở trạng thái  cơ bản. Hãy tính xác suất có mặt của electron mà đầu dò 
này có thể ghi nhận được khi: 

a) Ở hạt nhân hiđro A và B ứng với MO liên kết. 

b) Ở hạt nhân hiđro A và B ứng với MO phản liên kết.  

Cho biết tích phân xen phủ   S = 0,586;  

RAB = 106 pm; ao = 53 pm; 

φA(H) = 
1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

A /ao
r

e
− ; φB(H) = 

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

B / ao
r

e
−  

Trả lời 

 

 

 

a) Theo phương pháp MO, người ta đã xác định được hàm MO cho 2H+  là: 

ψ = 
1/2

1
2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

(φA ± φB)  

Với các số liệu đã cho ta dễ dàng tính được thừa số chuẩn hoá N± : 

    N± = 

1/2
1

2(1 S)
⎡ ⎤
⎢ ⎥±⎣ ⎦

   ⎯→   N+ = 0,561;  N– = 1,099 

ψ± = N±

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 o o

R
a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
±⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    - khoảng cách biến đổi dọc theo trục liên kết  giữa AB. 

Tại hạt nhân A ta cho  = 0, lúc đó hàm ψ+ sẽ là: 

ψ+ = N+

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 o o

R
a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
+⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 9,3129.10–4 

A B

R
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Vậy xác suất có mặt của electron ở vị trí này là: 

⏐ψ+⏐2dv = 8,67.10–7 

Tại B, nghĩa là  = 106 pm. Do tính đối xứng của 2H+  nên: 

⏐ψ+⏐2dv = ⏐ψ+⏐2dv = 8,67.10–7 

b) Tại A và B ứng với MO phản liên kết. 

Theo kết quả giải bài toán cho 2H+ , hàm *
−ψ  là:   

*
−ψ  = N–

1/2

3
o

1

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 o o

R
a ae e

−
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Thay các giá trị tương ứng với  = 0, tại A ta có: 

⏐ *
−ψ ⏐2dv = 1,93.10–6 

Vậy xác suất có mặt electron trong trường hợp này là :  

⏐ *
−ψ ⏐2dv = 1,93.10–6 

3.24.Biết hàm lai hoá sp2 nằm trong mặt phẳng xy tạo với trục x một góc ϕ là 120o có 
dạng: 

t1 = 
1/21

3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y
1 3

S p p
2 2

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Hãy viết dạng tượng minh của hàm này khi ta sử dụng các hàm AO-s, px, py thuộc dạng 
hàm của hiđro (một cách gần đúng ta chỉ xét phần hàm góc). Chứng minh giá trị cực đại của 
AO-sp2 ở hướng đã chỉ ra. 

Trả lời 

Theo phụ lục ta có các giá trị hàm góc tương ứng là: 

Y2s     = 1
4π

 ; 

x2pY =  3
4π

sinθ cosϕ ; 

y2pY =  3
4π

 sinθ sinϕ 
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Thay các giá trị này vào hàm lai hoá sp2 ta có: 

t1  = 1
3

1 1 3 3 3
. sin cos sin sin

4 2 4 2 4

⎡ ⎤
− θ ϕ + θ ϕ⎢ ⎥

π π π⎢ ⎥⎣ ⎦
 

t1  = 1
3

1 3 3
1 sin cos 3 sin sin

4 2 2

⎡ ⎤
− θ ϕ + θ ϕ⎢ ⎥

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

= 1
12π

3
1 sin (cos 3 sin )

2

⎡ ⎤
− θ ϕ − ϕ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Hàm lai hoá t1 nằm trong mặt phẳng xy nên góc θ = 90o hay sinθ = 1. Vậy AO-sp2 tường 
minh là: 

t1 = 1
12π

3
1 (cos 3 sin )

2

⎡ ⎤
− ϕ − ϕ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Muốn xét giá trị cực đại của AO-sp2 theo hướng góc ϕ tạo thành với trục x một góc bằng 

120o là thực hiện phép 1dt
dϕ

 = 0. Quả vậy: 

d
dϕ

(cosϕ – 3 sinϕ) = (–sinϕ – 3 cosϕ) = 0  hay 

sinϕ = – 3 cosϕ 

tgϕ   = – 3   ⎯→    ϕ = 120o 

Đó là điều cần chứng minh. 

3.25.Sử dụng mô hình electron π chuyển động tự do trong mạch liên hợp có công thức 
chung là: 

H2C=CH–(CH=CH)k– 2CH•  

a) Viết công thức tính ΔE năng lượng và bước sóng λ của phổ hấp thụ xảy ra khi 1 
electron chuyển từ mức n = 3 lên n = 4 với k = 1. 

b) Cũng câu hỏi như trên với k = 2. 

Cho khoảng cách trung bình giữa 2 nguyên tử cacbon trong mạch là 1,40 Å. 

Trả lời 

Theo lí thuyết đại lượng ΔE sẽ là: 
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ΔE = E4 – E3 = 42
2

2
h

8ma
 – 32

2

2
h

8ma
 = 7

2

2
h

8ma
   (1) 

Mặt khác:  hν = hc 1
λ

 = 7
2

2
h

8ma
    

suy ra:    λ = 
28ma c

7h
           (2) 

a) k = 1, mạch liên hợp có 5 nguyên tử cacbon do đó:  

a = (N + 1)  = 6  = 6.1,4 Å 

Thay các giá trị tương ứng vào (2) ta có:   

λ = 332 nm 

b) k = 2, một cách tương tự ta cũng xác định được bước sóng là: 

λ = 459 nm 

3.26.Cho phân tử butađien với 4 electron π ở trạng thái cơ bản. Dựa vào phương pháp 
Hỹckel hãy: 

a) Viết định thức thế kỉ cho phân tử khảo sát. 

b) Xác định năng lượng electron π và biểu diễn chúng trên giản đồ. 

c) Viết các hàm MO tương ứng và biểu diễn chúng bằng đồ thị. 

d) Lập sơ đồ MO (π). 

Trả lời 

a) Phân tử butađien có công thức tổng quát như sau: 

CH2=CH–CH=CH2 

Các nguyên tử cacbon trong phân tử này thuộc dạng lai hoá sp2. Ta có thể hình dung các 
liên kết π bằng sơ đồ sau:   

 

 

 

 

+
+ +

+
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Từ khung phân tử: 

 

ta có:  ψ = c1φ1 + c2φ2 + c3φ3 + c4φ4        (1) 

Áp dụng cách tính biến phân kết hợp với các quy tắc Hỹckel ta dễ dàng viết được hệ 
phương trình tuyến tính và định thức cho phân tử butađien. 

    xc1 + c2   = 0 

      c1 + xc2 + c3    = 0 

       c2 + xc3 + c4  = 0 

        c3 + xc4  = 0 

Với  x = Eα−
β

 ;   D  = 

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

       (3) 

b) Khai triển định thức (3) sẽ dẫn đến phương trình:  

x4 – 3x2 + 1 = 0  (4) 

Giải phương trình trùng phương (4) sẽ đưa lại 4 nghiệm: 

1

2

3

4

x 1,618

x 0,618

x 0,618

x 1,618

= − ⎫
⎪= − ⎪
⎬

= ⎪
⎪= ⎭

   (5) 

Thay các giá trị x vào biểu thức tính năng lượng E = α – xβ ta sẽ thu được 4 mức năng 
lượng electron π. 

1

2

3

4

E 1,618

E 0,618

E 0,618

E 1,618

= α + β ⎫
⎪= α + β⎪
⎬

= α − β⎪
⎪= α − β⎭

  (6) 

Do α, β < 0 nên các mức năng lượng electron π được biểu diễn ở giản đồ trên. 

c) Muốn xác định các hàm ψ, ta phải tìm các hệ số ci trong biểu thức (1). 

Đối với   x1 = –1,618 được thay vào hệ phương trình (2) sẽ là: 

C C           C          C
1 2 3 4

(2)

E1

E2

E3

E4
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    c2 = 1,618c1 

   c1 + c3 = 1,618c2         (7) 

   c2 + c4  = 1,618c3 

   c3 = 1,618c4 

Rõ ràng từ (7) ta rút ra:  

    c2 = c3 và c1 = c4 

Kết hợp với điều kiện chuẩn hoá các hàm sóng ta viết: 

    2 2 2 2
1 2 3 4c c c c+ + +  = 1        (8) 

Từ (7) và (8) ta dễ dàng tìm được hệ số ci: 

    c1 = c4 = 0,3717 

   c2 = c3 = 0,6016 

Vậy khi x1 = –1,618 ta có hàm MO tương ứng là: 

ψ1 = 0,3717φ1 + 0,6016φ2 + 0,6016φ3 + 0,3717φ4 

Một cách hoàn toàn tương tự ứng với các nghiệm x2, x3 và x4 ta sẽ thu được ψ2, ψ3 và ψ4.  

Vậy 4 MO là: 

ψ1 = 0,3717φ1 + 0,6016φ2 + 0,6016φ3 + 0,3717φ4 

ψ2 = 0,6016φ1 + 0,3717φ2 – 0,3717φ3 – 0,6016φ4 

ψ3 = 0,6016φ1 – 0,3717φ2 – 0,3717φ3 + 0,6016φ4 

ψ4 = 0,3717φ1 – 0,6016φ2 + 0,6016φ3 – 0,3717φ4 

Từ các giá trị MO thu được ở biểu thức (10) ta có thể biểu diễn chúng bằng đồ thị sự 
phân bố electron như sau: 

 

 

 

 

 

1 2 3 4

ψ 1 ψ 1

4321

2

2ψ2 ψ2

(9)

(10) 
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Dựa vào đồ thị ta nhận thấy sự phân bố electron ở 4 nguyên tử cacbon trong phân tử 
butađien đã chỉ ra rằng ứng với các hàm ψ3 và ψ4 là các MO phản liên kết. 

Do phân tử butađien là mạch liên kết thẳng nên người ta còn có thể áp dụng các công 
thức tổng quát để xác định năng lượng Ei(π) và các hệ số ci trong các hàm MO ψi một cách 
trực tiếp và nhanh chóng. 

Ei = α + 2βcos i
n 1
π⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
  ;  cir = 2 ri

sin
n 1 n 1

π⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

Ví dụ đối với E1 = α + 2βcos
5
π  = α + 1,618β  

c1 = c11 = 2
5

sin 1.1.
5
π  = 0,632.0,588 = 0,3717 

 

c2 = c12 = 2
5

sin 1.2.
5
π  = 0,632.0,951 = 0,6015 

c3 = c13 = 2
5

sin 1.3.
5
π  = 0,632.0,951 = 0,6015 
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c4 = c14 = 2
5

sin 1.4.
5
π  = 0,632.0,588 = 0,3717 

d) Áp dụng các biểu thức xác định mật độ electron π (qr), bậc liên kết  π (prs) và chỉ số 
hóa trị tự do (Fr) ta dễ dàng lập được sơ đồ MO(π) sau đây: 

Từ các số liệu thu được ở biểu thức (10) ta có thể: 

• Xác định qr: 

q1 = 2 2
11c  + 2 2

21c  = 2(0,3717)2 + 2(0,6016)2 = 1 

Một cách tương tự ta cũng tìm được q2, q3, q4.     

q1 = q2 = q3 = q4 ≈ 1 

• Giá trị prs(π) 

p12 = 2c11c12 + 2c21c22 = 2.0,3717.0,6016 + 2.0,6016.0,3717 = 0,894 

Để tìm các bậc liên kết p23 và p34 ta cũng tiến hành phép tính tương tự. Kết quả sẽ là: 

p23 = 0,447  và   p12 = p34 = 0,894 

• Chỉ số hóa trị tư do Fr. Chỉ số này được tính theo biểu thức: 

Fr = Nmax – Nr  hay   Fr = 4,732 – Nr 

Nr là toàn bộ bậc liên kết π và σ (p(σ) = 1). Vậy 

F1 = F4 = 4,732 – (3.1 + 0,894) = 0,838 

F2 = F3 = 4.732 – (3.1 + 0,894 + 0,447) = 0,391 

Với các giá trị qr, prs và Fr tính được ta có thể lập sơ đồ MO(π) cho phân tử butađien như 
sau: 

 

 

 

3.27.Áp dụng phương pháp gần đúng MO của Hỹckel hãy tìm giá trị bậc liên kết  cực đại 
của cacbon trung tâm (cacbon số 1) thuộc phân tử trimetylenmetan (CH2)3C•  theo sơ đồ đánh 
số sau, biết rằng phân tử này ở trạng thái cơ bản có 4 eπ. 

 

 

C1 C2                     C3          C4

1,00 1,001,00 1,00

0,894 0,447 0,894

0,838 0,838
0,391 0,391

C4

C1           C2

C3
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Trả lời 

4e π được giải toả đều trên toàn khung phân tử trimetylen metan theo sơ đồ: 

 

 

Áp dụng phương pháp MO-LCAO ta có: 

ψ = c1φ1 + c2φ2 + c3φ3 + c4φ4  (1) 

 φ1, φ2, φ3, φ4- hàm AO mô tả 4 electron π trong phân tử. 

 c1, c2, c3, c4- các hệ số cần phải tìm. 

Theo phương pháp biến phân ta viết: 

E = 
*

2

d

d

ψ ψ τ

ψ τ
∫
∫

    (2) 

Thay ψ ở (1) vào (2) rồi khai triển và kí hiệu các tích phân tương ứng theo các quy tắc 
Hỹckel ta sẽ thu được hệ phương trình tuyến tính thuần nhất sau: 

   xc1 + c2 + c3 + c4  = 0 

     c1 + xc2    = 0 

      c1    +    xc3      = 0 

     c1           +     xc4  = 0 

Với  x = Eα−
β

.  

Giải hệ phương trình này bằng cách cho D = 0.    

 

   

D  = 

x 1 1 1
1 x 1 0
1 0 x 0
1 0 0 x

  =  0  ⎯→  x2(x2 – 3) = 0   (4) 

Giải phương trình (4) sẽ thu được các giá trị E sau: 

   x1  = – 3     ⎯→  E1  =  α + 3  β  

C4

C1           C2

C3

(3)
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   x2  =  0  ⎯→  E2  =  α  

    x3  =  0  ⎯→  E3  =  α  

   x4  = + 3     ⎯→  E4  =  α – 3  β  

 

Giản đồ năng lượng được biểu diễn theo hình bên. 

Muốn xác định các hệ số ci của hàm sóng MO ψ ta lần lượt thay các nghiệm xi vào 
phương trình (3). 

 

 

 

Ví dụ: x1  = – 3  được thay vào (3) ta có: 

       3 c1 + c2 + c3 + c4  = 0 

      c1 – 3 c2   = 0 

       c1   – 3 c3      = 0 

      c1      –  3 c4  = 0 

Từ (6) ta rút ra: c2  =  c3  =  c4     

Theo điều kiện chuẩn hoá:  

2 2 2 2
1 2 3 4c c c c+ + +  = 1 

Kết hợp cả hai phương trình cuối cùng này ta sẽ thu được: 

c1 = 1

2
  và  c2 = c3 = c4 = 1

6
 

Vậy hàm ψ1 ứng với  x1 = – 3  có dạng 

ψ1 = 1

2
φ1 + 1

6
(φ2 + φ3 + φ4)  (7) 

Ta xét nghiệm x2 = 0. Khi thay x2 vào phương trình (3) ta có: 

  c2 + c3 + c4   = 0 

(5)

(6)

E4

E3 E2

E1

E
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   c1    = 0     

   c1    = 0     

   c1    = 0     

Nghĩa là hệ phương trình:   

   c2 + c3 + c4    = 0 

          c1 = 0 

Ở đây ta có thể chọn các cặp tổ hợp độc lập tuyến tính bất kì. Ví dụ cặp c4 = 0 sẽ dẫn đến  
c2 = –c3. Sử dụng điều kiện chuẩn hoá. 

2 2 2 2
1 2 3 4c c c c+ + +  =  1 

hay    2 2
2 3c c+   =  1 

     2
22c     =  1 

     c2  = –c3  = 1

2
 

và    ψ2 = 1

2
(φ2 – φ3)       (9) 

Lập luận một cách hoàn toàn tương tự cho trường hợp x3 = 0 và x4 = 3  ta cũng thu được 
các hàm MO tương ứng: 

    ψ3 = 1

2
(φ3 – φ4) 

    ψ4 = 1

2
φ1 – 1

6
(φ2 + φ3 + φ4)     

Để xác định Nmax tại vị trí cacbon số 1 của phân tử khảo sát ta phải tính bậc liên kết  π 
cho p12, p13 và p14. Theo đầu bài thì phân tử trimetylen metan có 4 electron π ở trạng thái cơ 
bản và theo giản đồ năng lượng thu được ta có ψ1, ψ2 và ψ3 với 2 electron π trên ψ1 và 1 
electron π trên ψ2 và ψ3. Vậy bậc liên  kết  π sẽ là: 

p12 = 2c11c12 + c21c22 + c31c32 

Thay các giá trị bằng số vào ta có:   

p12 = 1

3
 

(8)

(10)
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Một cách hoàn toàn tương tự ta cũng nhận được bậc liên kết  π của  

p13 = p14 = p12 = 1

3
 

Theo quy ước của phương pháp HMO thì mỗi bậc liên kết σ bằng đơn vị. Do đó Nmax tại 
vị trí số 1 trong phân tử trimetylen metan sẽ là: 

  Nmax = 3p12(σ) + 3p12(π)   

hay       = 3 + 3 1

3
 = 3 + 1,732 

Nmax  = 4,732 

3.28.Áp dụng phương pháp  MO-Hỹckel cho phân tử metylenxyclopropen với 4 electron 
π ở trạng thái  cơ bản theo sơ đồ bên. 

 

 

a) Viết định thức thế kỉ rồi suy ra hệ phương trình tuyến tính ứng với x = Eα−
β

.   

b) Biểu diễn các mức năng lượng electron π trên giản đồ năng lượng. Tính năng lượng 
tổng cộng các electron π của phân tử này. 

c) Lập sơ đồ (giản đồ) MO (π) cho phân tử khảo sát thông qua các giá trị tính cho mật độ 
electron π, bậc liên kết π và chỉ số hoá trị tự do. 

Biết: E1 = α + 2,170β;  ψ1 =   0,282φ1 + 0,612φ2 + 0,523(φ3 + φ4) 

  E2 = α + 0,311β;  ψ2 = –0,815φ1 – 0,254φ2 + 0,368(φ3 + φ4) 

  E3 = α – β;  ψ3 =   0,707(φ4 – φ3)    

  E4 = α – 1,481β; ψ4 = –0,506φ1 + 0,749φ2 – 0,302(φ3 + φ4)   

Trả lời 

a)  Định thức thế kỉ và hệ phương trình tuyến tính có dạng: 

1 2

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

xc c 0x 1 0 0
c xc c c 01 x 1 1

c xc c 00 1 x 1
c c xc 00 1 1 x

+ =
+ + + =

⎯⎯→
+ + =
+ + =

 

b) Theo các số liệu của đầu bài với α, β < 0 ta có giản đồ năng lượng sau đây: 

C1           C2

C3

C4

CH2

C

     CHHC

(1)

(2)

(3) (4)
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  E4  =  α – 1,481β   

  E3  =  α – β   

  E2  =  α + 0,311β   

  E1  =  α + 2,170β   

Theo giản đồ năng lượng ta dễ dàng tính được năng lượng tổng cộng các electron π như 
sau: 

Eπ   =  2E1 + 2E2  = 2(α + 2,170β) + 2(α + 0,311β) 

Eπ   =  4α + 4,962β. 

c) Muốn lập sơ đồ (giản đồ) MO (π) ta phải tính các đại lượng qr, Prs, Fr. 

 •  q1  = 2( 2
11c  + 2

21c )  =  2[0,282)2 + (–0,815)2]  =  1,487 

  Một cách tương tự ta có:    

q2  =  0,879;  q3  =  q4  =  0,817 

 •  P12  =  2(c11c12 + c21c22)  =  0,742 

  P23  =  P24  =  0,452; 

  P34  =  0,818 

 •  F1  =  4,732 – (3 + 0,742)  =  0,99 

  F2  =  0,084;   

   F3  =  F4  =  0,461 

 Vậy sơ đồ MO (π) là: 

 

3.29.Dựa vào lí thuyết HMO hãy: 

a) Viết định thức thế kỉ cho phân tử benzen và xác định các mức năng lượng electron π 
tương ứng biểu diễn các giá trị này trên giản đồ năng lượng. 

b) Tính năng lượng tổng cộng electron π cho phân tử benzen, cation và anion benzen. 
Cho biết 3 hợp chất trên thì hợp chất nào bền vững nhất. 

 Trả lời 

CH

CH

          CH2C
1,487 0,742

0,452

0,0840,99
0,817

0,461

0,461

0,878

0,452

0,817

0,818
1 2

3

4

1

2

3

4

5

6

6π

E2

E3

E

E1

E4
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Theo HMO ta có định thức: 

 D  = 

x 1 0 0 0 1
1 x 1 0 0 0
0 1 x 0 0 0
0 0 1 x 1 0
0 0 0 1 x 1
1 0 0 0 1 x

  =  0   

 x = Eα−
β

  

Mở định thức này ta có: 

x6 – 6x4 + 9x2 – 4 = 0 

hay       X3 – 6X2 + 9X – 4  =  0   

Chia đa thức này cho (X – 1) hay (X – 4) ta có: 

(X – 1)2(X – 4) = 0 

Giải phương trình này ta thu được X = ±1 suy biến 2 lần và X = ±2. Vậy các mức năng 
lượng electron π là: 

   x1  = –2  ⎯→    E1  =  α + 2β   

   x2  = –1  ⎯→    E2  =  α + β   

   x3  = –1  ⎯→    E3  =  α + β   

   x4  = +1  ⎯→    E4  =  α – β   

   x5  = +1  ⎯→    E5  =  α – β   

   x6  = +2  ⎯→    E6  =  α – 2β   

Giản đồ năng lượng tương ứng là: 

 

 

 

 

Cation benzen    Benzen    Anion benzen 

E1

E4, E5

E6

E2, E3

E

E2, E3

E6

E4, E5

E1

E2, E3

E6

E4, E5

E1
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b) Năng lượng tổng cộng electron π cho từng hợp chất được tính như sau: 

Eπ   =  2E1 + 2E2 + 2E3 =  2(α + 2β) + 2(α + β).2 =  6α + 8β 

/Eπ   =  2 /
1E  + 2 /

2E  + /
3E    =  5α + 7β 

//Eπ   =  2 //
1E  + 2 //

2E  + 2 //
3E  + //

4E   =  7α + 7β 

Theo lí thuyết HMO ta biết α, β < 0 và ⏐α⏐ < ⏐β⏐ nên trong số các giá trị năng lượng 
tính được thì //Eπ  < Eπ < /Eπ . Như thế anion benzen là bền nhất. 

3.30.Xét phân tử mạch vòng xiclopropenyl với 3 electron π ở trạng thái cơ bản. Dùng 
phương pháp Hỹckel gần đúng cho các electron π hãy tìm các giá trị năng lượng Ei (π) và các 
hàm MO tương ứng. 

Trả lời 

Phân tử xiclopropenyl được biểu diễn như sau: 

 

 

Hàm sóng MO mô tả trạng thái  3 electron π trong phân tử mạch vòng này là: 

ψ  =  c1φ1 + c2φ2 + c3φ3    (1) 

Theo phương pháp HMO, sau khi tiến hành một số phép biến đổi thông thường, ta có hệ 
phương trình: 

xc1 +   c2 +   c3   = 0 

   c1 + xc2 +   c3   = 0   (2) 

c1 +   c2 + xc3  = 0 

Từ (2) ta có định thức thế kỉ: 

D  = 
x 1 1
1 x 1
1 1 x

  =   0   (3) 

Giải định thức này ta được 3 nghiệm sau: 

   x1  = –2; x2  =  x3  =  1 

Vậy năng lượng Ei (π) cho các electron π là: 
E1

E2 E3

E

HC                     CH

CH

hay

HC                CH

CH

3 2

1
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 x3  =   1   E3  =  α – β  

 x2  =   1   E2  =  α – β  

 x1  = –2   E1  =  α + 2β  

Muốn tìm hàm MO ψ ở (1) ta lần lượt thay các giá trị x vào hệ phương trình (2). 

Giá trị x = –2 ta có: 

   –2c1  +   c2  +   c3   = 0    (a) 

        c1 – 2c2  +   c3    = 0    (b)    

        c1 +   c2 – 2c3    = 0      (c) 

 (a) – (b) dẫn đến   –3c1 + 3c2  =  0 ⎯→  c1  =  c2 

  (a) – (c) dẫn đến  –3c1 + 3c3  = 0 ⎯→  c1  =  c3  

Như vậy:     c1  =  c2  =  c3        (4)  

Điều kiện chuẩn hoá: 2 2 3
1 2 3c c c+ +  = 1       (5) 

Phối hợp (4) và (5) sẽ có c1 = c2 = c3 =
1

3
. Vậy hàm MO ψ1 sẽ là: 

ψ1 = 1

3
(φ1 + φ2 + φ3)  (6) 

Với x2 = 1 được thay thế vào biểu thức (2) sẽ dẫn đến:        

c1 + c2 + c3  =  0  (7) 

Mặt khác, từ điều kiện chuẩn  hoá ta viết: 

2 2 3
1 2 3c c c+ +  = 1   (5) 

Do các MO ψ2 và ψ3 là suy biến và thoả mãn điều kiện ở (7) và (5) nên ta có thể chọn 1 
trong 3 hệ số c, chẳng hạn c2 = 0  →  c1 = –c3. Như vậy: 

2 3 2
1 3 2c c c+ =  =  1  ⎯→   c1 = 1

2
 và c2 = – 1

2
 

Cuối cùng hàm MO ψ2 có dạng: 

ψ2 = 1

2
(φ1 – φ2)  (8) 
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Hàm MO ψ3 được xác định từ điều kiện trực giao với MO ψ2. Quả vậy: 

c1
1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 + c2(0) + c3
1

2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 0  ⎯→   c1 = c3 (= c) 

Từ (7) ta có:  c1 + c2 + c3 = 0  

hay    2c1 + c2 = 0  ⎯→  c2 = –2c1 = 2c 

Do đó:    ψ3  =  cφ1 – 2cφ2 + cφ3  

Áp dụng điều kiện chuẩn hoá cho trường hợp này ta có: 

c2 + 4c2 + c2 = 1   ⎯→   c = 1

6
 

Cuối cùng hàm MO thu được sẽ có dạng: 

ψ3  = 1

6
φ1 + 2

6
φ2 + 1

6
φ3    (9) 

3.31.Cho phân tử bixyclobutađien với 4 electron π ở trạng thái cơ bản và được biểu diễn 
theo sơ đồ sau: 

 

 

 

 

a) Áp dụng phương pháp HMO hãy viết định thức thế kỷ cho phân tử này. 

b) Tìm các mức năng lượng cho các electron π và xác định năng lượng π tổng cộng cuả 
toàn phân tử. 

c) Tính năng lượng giải toả (năng lượng cộng hưởng) của phân tử khảo sát. 

Trả lời 

Theo phương pháp HMO ta dễ dàng viết định thức thế kỷ với 4 electron π sau khi đánh 
dấu thứ tự trên từng nguyên tử cacbon của phân tử. 

x  1   1   1
1  x   1   0

   D 0
1  1   x   1
1  0   1   x

⇒ = =  

1

2

3

4
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                                            Với x = Eα−
β

 

Để xác định các mức năng lượng electron π ta phải mở định thức D và tìm các giá trị x. 
Quả vậy, từ D ta viết: 

x 1 0 1 1 0 1 x 0 1 x 1
D x 1 x 1 1 x 1 1 1 1 1 1 x 0

0 1 x 1 1 x 1 0 x 1 0 1
= − + − =  

Từ các định thức bậc 3 này ta dễ dàng thu được phương trình: 

x4 – 5x2 + 4x = 0   hay   x(x – 1)(x2 + x – 4) = 0 

Giải phương trình này ta thu được 4 nghiệm sau: 

x1= –2,562;  x2 = 0,000; x3 = 1,000; x4 = 1,562 

Thay 4 nghiệm x vừa tìm được chúng ta có 4 mức năng lượng electron π tương ứng là: 

Vậy năng lượng Ei (π) cho các electron π là: 

 x1  = –2,562  E1  =  α + 2,562β  

 x2  =   0,000  E2  =  α  

 x3  =  1,000  E3  =  α – β  

x4  =  1,562  E3  =  α – 1,562β  

 

4 electron π của bixyclobutađien chiếm giữ 2 mức năng lượng E1 và E2 ở trạng thái cơ bản. 
Vậy năng lượng tổng cộng của electron của phân tử sẽ là: 

Eπ   =  2E1 + 2E2 = 2(α + 2,562β) + 2α = 4α + 5,124β 

c) Chúng ta biết rằng năng lượng giải toả hay năng lượng cộng hưởng, có khi còn gọi là 
năng lượng bền hoá. Trong phân tử bixyclobutađien có thể xem bao gồm 2 phân tử etylen 
riêng biệt (định cư  riêng rẽ) với 2 electron π cho mỗi phân tử. Vậy năng lượng của hệ 
electron π này sẽ là: 

2 × 2(α + β) = 4α + 4β 

Do α, β <0 nên năng lượng Eπ của phân tử bixyclobutađien khi giải toả sẽ thấp hơn so 
với năng lượng 4 electron π được cô lập ở 2 phân tử etylen là 4α + 4β. Hiệu năng lượng trên 
sẽ là năng lượng bền hoá của phân tử  khảo sát: 

ΔE = (4α + 5,124β) – (4α + 4β) = 1,124β 

E1 

E

E2 

E3 

E4 
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3.32.Áp dụng phương pháp MO hãy khảo sát sự hình thành liên kết trong phân tử LiH 
với giả thiết liên kết σ được tạo ra bởi sự xen phủ giữa AO-2s (Li) và 1s (H). 

a) Hãy viết sự tổ hợp của các hàm sóng để hình thành liên kết σ và cho biết trong 2 hệ số 
c1 và c2 của AO φ1s (H)  và φ2s (Li) thì hệ số nào lớn hơn. Phân tử LiH có bị phân cực không ? 

Cho năng lượng các AO tương ứng theo eV là: 

   Li:   –67,32 (1s);  –5,39 (2s) 

   H:  –13,6 (1s) 

b) Viết định thức thế kỉ cho phân tử LiH. Tính năng lượng E của các MO hình thành với 
giả thiết tích phân xen phủ S được bỏ qua. Biểu diễn các mức năng lượng MO thu được trên 
giản đồ. 

 Cho H12 = H21 = ∫φ2s (Li) Ĥ φ1S (H)dτ  = –4,0 eV. 

c) Xác định các hệ số ci của hàm sóng và viết tường minh dạng MO liên kết  và MO phản 
liên kết.  

d) Từ kết quả thu được ở trên hãy cho biết sự phân bố electron của liên kết giữa 2 nguyên 
tử trong các trường hợp sau:  

Cho phân tử giả thiết để tính lí thuyết. 

Cho trường hợp liên kết hình thành không phân cực.  

Cho trường hợp liên kết hoàn toàn là ion. 

e) Tính δ (%) cho LiH, biết LiH = 1,6 Å.  

  1D = 3,3.10–30 C.m; μt/n = 5,88 D 

Trả lời 

a) Liên kết σ được hình thành trong phân tử LiH là do sự xen phủ AO-1s (H) với AO-2s 
(Li). 

 

 

 

Các hàm AO tương ứng là φ1s(H) = 1s và φ2s(Li) = 2s. Sự tổ hợp hai hàm AO này là: 

ψ = c1φ1s(H) + c2φ2s(Li) 

1s2s
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Theo các số liệu về năng lượng đã cho ở đầu bài ta nhận thấy E1s(H) = –13,6 eV nhỏ hơn 
E2s (Li) = –5,39 nên electron sẽ kéo về phía obitan 1s của H vì vậy c1 > c2. Với lập luận này 
phân tử LiH sẽ bị phân cực và có giá trị mômen lượng cực μ nào đó. Điều này sẽ được kiểm 
định qua phần định lượng ở câu e). 

b) Để xác định năng lượng MO hình thành liên kết σ ta áp dụng phương pháp biến phân 
sẽ dẫn đến hệ phương trình: 

( ) ( )
( ) ( )

11 11 1 12 12 2

21 21 1 22 22 2

H S E c H S E c 0
H S E c H S E c 0

− + − =
− + − =

   (1) 

và   11 11 12 12

21 21 22 22

H S E H S E
0

H S E H S E
− −

=
− −

 

Ở đây H11 = ∫1sH Ĥ1sHdτ ; H22 = ∫2sLi Ĥ2sLidτ 

H12 = H21 ∫1sH Ĥ2sLidτ 

Giả thiết S11 = S22 = 1 và S12 = S21 = 0 định thức sẽ là: 

11 12

21 22

H E H
0

H H E
−

=
−

 

Thay các giá trị bằng số cho ở đầu bài ta có: 

13,6 E 4,0
0

4,0 5,39 E
− − −

=
− − −

 

hay   E2 + 18,99E + 57,30  =  0  (3) 

Giải phương trình (3) ta có: 

Eσ   = –15,23 eV 

Eσ* =   –3,76 eV 

Kết quả này được biểu diễn trên giản đồ MO sau :  

 

  

 

 

 

0 -

2 -
4 -
6 -
8 -
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12 -
14 -
16 - σ

σ*

E   eV   AO(Li)   MO(LiH)    AO(H)
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Giản đồ MO(σ) của LiH 

c) Muốn xác định hệ số ci của các MO tương ứng: 

ψ = c1φ1s(H) + c2φ2s(Li) 

Ta thay các giá trị E lần lượt vào hệ phương trình (1) dưới dạng: 

( )
( )

1 2

1 2

13,6 E c 4,0c 0
4,0c 5,39 E c 0

− − − =
− − − =

  (4) 

Với  Eσ  = –15,23 thay vào (4) sẽ dẫn tới: 

1,63c1 –      4c2   =  0 

–4c1     + 9,84c2   =  0 

Từ (5) ta lập quan hệ c1 = 2,45c2. Mặt khác ta áp dụng điều kiện chuẩn hoá sẽ có: 

2
1c  + 2

2c  = 1 

Từ đây suy ra: c1 = 0,93  và c2 = 0,37. Vậy 

ψσ  = 0,93φ1s(H) + 0,37φ2s(Li) 

Một cách hoàn toàn tương tự với E = –3,76 ta cũng có: 

ψσ*  = 0,37φ1s(H) – 0,93φ2s(Li) 

d) Chúng ta biết rằng trên mỗi AO-s của H và Li đều có 1 electron; 2 electron này sẽ 
chuyển xuống mức năng lượng thấp để tạo ra MO liên kết. Mặt khác, ta cũng biết sác xuất có 
mặt của electron quanh từng nguyên tử sẽ tỉ lệ thuận với hệ số 2

ic  của MO. Như vậy, ở 
MO(σ) thì sác xuất tìm thấy electron quanh H và Li là: 

2
1c  = (0,93)2 = 0,864 

2
2c  = (0,37)2 = 0,136 

Khi có 2 electron trên mỗi MO thì: 

  Với  H:  0,864  ×  2  =  1,73 e 

   Li:  0,136  ×   2  =  0,27 e 

(5) 



 

 

62

62 

Giả sử liên kết σ trong phân tử LiH không phân cực thì 2 electron được phân bố đều cho 
từng nguyên tử là 1 electron. 

Nếu liên kết σ có tính ion thuần tuý thì liên kết σ trong trường hợp này phân cực và có 
giá trị mômen lưỡng cực. 

e) Xác định phần trăm liên kết ion σ (%) ta áp dụng công thức:  

δ (%)  =  tn

lt

μ
μ

.100 

Từ đầu bài ta tính μlt = q.     

hay     μlt = 1,6.10–19 C.1,6.10–10 m  =  2,56.10–29 C.m     

Vậy      δ(%) = 
30

29
5,88.3,3.10 C.m

2,56.10 C.m

−

−
.100 = 75,79 ≈ 76% 

Theo kết quả tính bằng phương pháp MO thì ở H có 1,73 e, nghĩa là dư 0,73 e (âm); còn 
Li có 0,27 e, nghĩa là dư 0,73 e (dương). 

Ta có thể biểu diễn sự phân bố electron đó như sau: 

 

Kết quả tính δ(%) là 76%, nghĩa là sự phân bố giữa Li là 0,76. Sự khác biệt giữa 2 cách 
tính không lớn và khá phù hợp. 

3.33.Trên cơ sở của phương pháp MO-Hỹckel hãy xác định giá trị năng lượng electron π-
Eπ và hàm sóng ψ tương ứng đối với phân tử focmanđehit, biết rằng phân tử này có 2 electron 
π ở trạng thái  cơ bản. 

Cho αC = α + 0,2β; αO = α + 0,7β ; βCO = 1,1β  

Trả lời 

Sự hình thành liên kết trong phân tử focmandehit có thể được biểu diễn định tính như 
sau: 

 

 

  

Electron π được mô tả bằng các AO là φC và φO MO (π) của phân tử là: 

ψ  = cOφO + cCφC 

Li H
0,73 + 0,73 -

H
C   O

H
hay

H
C           O

H
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Theo phương pháp MO-Hỹckel ta có thể thiết lập hệ phân tử tuyến tính thuần nhất cho 2 
electron π của focmanđehit là: 

(αO – E)cO + βCOcC    =  0 

βCOcO + (αC – E)cC    =  0 

hay      (α + 0,7β – E)cO + 1,1βcC   =  0 

        1,1βcO + (α + 0,2)cC    =  0  

Với  x = Eα−
β

 ta viết lại phương trình này dưới dạng: 

   (x + 0,7)cO  +         1,1cC    =  0 

              1,1cO  + (x + 0,2)cC   =  0  

Hệ phương trình (1) có định thức D là: 

x 0,7 1,1
1,1 x 0,2
+

+
 = 0 

hay    x2 + 0,9x – 1,07  =  0        (2) 

Giải phương trình (2) ta thu được 2 nghiệm: 

 x1  = –1,58 tương ứng với E1 = α + 1,58β  

 x2  = +0,68 tương ứng với E2 = α – 0,68β  

E1 là năng lượng của MO liên kết  

E2 là năng lượng của MO phản liên kết  

Trong phân tử focmanđehit có 1 liên kết π được hình thành ở nhóm C=O nên trên giản đồ 
MO(π) ta chỉ biểu diễn sự hình thành liên kết này. Giản đồ MO(π) là: 

     C  C=O   O 

 

 

 

 

 

(1) 

E1

E2

E

2p

oπ

π

2p

*π

α+1,58 β

α+0,2 β

α-0,68 β
E
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Sự hình thành MO(π) của nhóm C=O 

Tìm các MO ứng với năng lượng E1 và E2 tức là xác định các hệ số cO và cC của hàm 
sóng ψ. Thực vậy: 

Với  x1 = –1,58 được thay vào hệ phương trình (1) ta có: 

(–1,58 + 0,7)cO + 1,1cC = 0 

1,1cO + (–1,58 + 0,2)cC  = 0 

hay       –0,88cO + 1,1cC      =  0  

                 1,1cO + 1,38cC    =  0  

   cC  = 0,88
1,1

cO = 0,8cO 

kết hợp với điều kiện chuẩn hoá:  

2 2
C Oc c+  = 1 

 sẽ suy ra       (0,8cO)2 + 2
Oc  = 1 

1,64 2
Oc  = 1 

 hay        cO = 1
1,64

 = 0,781  

và        cC = 0,8cO = 0,624.   

Vậy      ψ1 = 0,78φO + 0,62φC  ứng với E1 

Một cách hoàn toàn tương tự khi thay x2 = 0,68 vào hệ phương trình (1) ta cũng tìm được 
hàm ψ2 là: 

ψ2  =  0,623φO – 0,782φC 

3.34.Xét phân tử khí trơ XeF2 thuộc dạng cấu trúc thẳng 3 tâm. Sự hình thành liên kết 
trong phân tử này là do sự xen phủ của AO-5p (Xe) và AO-2p (F). Giả sử hàm MO 3 tâm 
trong phân tử XeF2 có dạng: 

ψ  = c1φ1 + cXeφXe + c2φ2 

a) Áp dụng phương pháp HMO mở rộng cho các electron σ hãy xác định giá trị năng 
lượng tương ứng với giả thiết:   
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αF  =  αXe  =  α 

b) Cho thế ion hoá sau: 

IXe = 12,13 eV; IF = 17,42 eV 

 Tỉ số:   Xe

F

α
α

 = Xe

F

I
I

 

Hãy xác định năng lượng liên kết trong trường hợp này. 

Trả lời 

Trước tiên ta hình dung liên kết được hình thành trong phân tử XeF2 là do sự xen phủ 
giữa AO-5p (Xe) và AO-2p (F) có thể được biểu diễn như sau: 

 

Trong trường hợp này với cấu trúc thẳng 3 tâm hàm MO được viết dưới dạng: 

ψ  = c1φ1(F) + cXeφXe + c2φ2 (F) 

hay đơn giản  ψ  = c1p1 + cXepXe + c2p2   (1) 

Theo phương pháp biến phân ứng dụng cho HMO ta có định thức: 

  αF – E   βXeF – ESXeF  βFF – ESFF    

D  = βFXe – ESFXe  αXe – E   βFXe – ESFXe     (2) 

   βFF – ESFF  βXeF– ESXeF  αF –E    

Ở đây  αF = αXe = α ; βXeF = βFXe  =  β     ; βFF = 0 

  SFF  =  0 ; SXeF = SFXe = S = 0 

Như vậy định thức (2) có dạng: 

hoặc     α – E    β        0    

  D  =        β  α – E       β   

        0     β     α – E    

với  x = Eα−
β

, ta có: 

     x 1 0 

  D =  1 x 1  =  0       (3) 

F          Xe           Fσ σ
1 2 3
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     0 1 x 

 

hay   D  =  x3 – 2x =  0.  

Giải phương trình này ta có: 

  x1  =– 2   ⎯→  E1  =  α + 2β   

  x2  =  0   ⎯→  E2  =  α 

  x3  =  2   ⎯→  E3  =  α – 2β   

Từ các giá trị Ei ta dễ dàng xác định năng lượng toàn phần: 

  Etp = 2E1 + 2E2 = 2(α + 2β) + 2α = 4α + 2 2β  

b) Để hoàn thiện kết quả tính thu được trong khuôn khổ phương pháp HMO với giả thiết 

ban đầu Xe

F

α
α

 = Xe

F

I
I

 = 12,13
17,42

  

Ta suy ra: αXe = 0,696αF  = 0,696α        (4) 

Thay giá trị αXe vào định thức trên ta có: 

       α – E/         β       0           

  D  =   β   αXe – E/       β  hay    

     0        β    α – E/  

      

       α – E/   β            0 

     β   0,696α – E/        β              (5) 

     0         β          α– E/ 

 

Giải định thức (5) ta thu được: 

(α – E/)[(0,696α – E/)(α – E/) – 2β2] = 0    (6) 

α – E/ = 0  ⎯→   E/  =  α      (7) 

(0,696 – E/)(α – E/) – 2β2 = 0 

E
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E/2 – 1,696αE/ + (0,696α2 – 2β2) = 0      (8) 

Giải phương trình bậc 2 (8) ta thu được các nghiệm sau: 

E/  = 0,848α ± β
2

2
0,023

2
α

+
β

  (9) 

Ở biểu thức (9) ta chưa biết tỉ số α
β

, nên khi cho α = β thì số hạng dưới căn 
2

2
0,023α

β
 << 2 

có thể bỏ qua được. Vậy giá trị năng lượng E/ sẽ là: 

E/  =  0,848 α  ±  2β    (10) 

Kết hợp (7) và (10) ta có kết quả năng lượng là: 

  /
1E   =  0,848 α + 2β   

  /
2E   =  α     (11) 

  /
3E   =  0,848 α – 2β   

Năng lượng toàn phần nhận được sẽ là: 

/
tpE   =  2 /

1E  + 2 /
2E   =  2(0,848α + 2β) + 2α =  3,7α + 2 2β 

3.35.Thực nghiệm cho biết giữa phân tử etylen và ion Cu+ tạo thành phức π. 

1. Hãy biểu diễn sự hình thành phức π giữa phân tử etylen và ion Cu+. 

2. Áp dụng phương pháp HMO hãy xác định giá trị năng lượng của các electron π và biểu diễn 
chúng trên giản đồ rồi suy ra năng lượng tổng. Biết rằng phức π tạo thành là do 3 electron π của 
cacbon và Cu+ tham gia.   

Cho: αCu  = α + hβ   với  h = –0,8 

     βC–Cu = kβ     với   k = 0,234 

Trả lời 

1. Phức π được hình thành giữa phân tử etylen CH2=CH2 do 2 electron π của nối đôi của 
nguyên tử cacbon và 1 electron π khi AO-3d của ion Cu+ bị kích thích. Quá trình hình thành 
phức π trong trường hợp này có thể được biểu diễn theo sơ đồ sau: 

 

 

E

E2

E1

E3

+

+

+

+

1

2
3

2

C C

AO-pAO-p

Cu+

AO-dz
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 2. Theo sơ đồ này ta dễ dàng áp dụng phương pháp HMO: 

    ψ  = c1φ1 + c2φ2 + c3φ3 

Áp dụng phương pháp biến phân và các quy tắc Hỹckel thông thường sẽ dẫn đến định 
thức: 

    αCu – E      βCu–C      βCu–C     

  D  =  βCu–C  α – E      β   = 0  (1) 

     βCu–C      β      α – E    

Ở đây αCu là tích phân Culông của Cu với giá trị: 

αCu  =  α + hβ 

βCu–C →  βCu–C = kβ là tích phân cộng hưởng gây nên do sự tương tác  giữa cacbon và 
Cu. Thay các giá trị này vào định thức (1) và kí hiệu x = Eα−

β
 ta sẽ thu được định thức mới: 

D = 
x h k k

k x 1
k 1 x

+
   =  0     (2) 

( ) x 1 k 1 k x
x h k k

1 x k x k 1
+ − +  = 0 

(x + h)(x2 – 1) – k(kx – k) + k(k – kx) = 0 

Sau khi biến đổi ta thu được phương trình: 

(x – 1)[x2 + x(h + 1) + h – 2k2] = 0   (3) 

Từ phương trình (3) ta thu được các nghiệm sau: 

(x – 1) = 0  ⎯→  x = 1     (4) 

x2 + (h + 1)x + (h – 2k2) = 0 

Thay các giá trị h = –0,8 và k = 0,234 ta có: 

x2 + 0,2x – 0,9095 = 0  (5) 
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Giải phương trình bậc 2 (5) ta được các nghiệm: 

  x = 0,859  và  x = –1,060  (6) 

Như vậy các mức năng lượng electron π là: 

 x1  = –1,060 ⎯→ E1 =  α + 1,06β  

 x2  =   0,859 ⎯→ E2 =  α – 0,859β   (7)  

x3  =   1,00 ⎯→ E3 =  α – β 

Năng lượng tổng các electron π sẽ là: 

Eπ   = 2E1 + E2 

Eπ  = 2(α + 1,06β) + α – 0,859β 

Eπ  = 3 α+1,261β     (8) 

3.36.Lập sơ đồ MO (π) cho phức π được hình thành giữa phối tử etylen và ion Cu+với các 
số liệu sau: 

No Ei ψi 

1 α + 1,064β 0,192φ1 + 0,692φ2 + 0,692φ3 

2 α – 0,864β 0,985φ1 – 0,123φ2 – 0,123φ3 

3 α – β 0,990φ1 – 0,115φ2 – 0,115φ3 

Trả lời 

Để lập sơ đồ MO (π) cho phức π (xem bài giải 3.35) ta phải tính lần lượt các giá trị sau: 

 

 

 

 

 • Mật độ electron π: 

q1 = 2 2
11c  + 2

21c   =  2.(0,192)2 + 0,9852  =  1,04 

q2 = 2 2
21c  + 2

22c   =  2.(0,692)2 + (–0,123)2 = 0,98 = q3 

 • Bậc liên kết:    

E3

E1

E2

E

E3

E1

E2

E 3 2

1

H2C                        CH2

Cu+
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p12 = 2c11c12 + c21c22 = 2.0,192.0,692 + 0,985.(–0,123) = 0,14 

p12 =  p13 

p23 = 2c12c13 + c22c23 = 2.0,692.0,692 + (–0,123)(–0,123) = 0,96 

 • Chỉ số hoá trị tự do: 

F1  =  3  – (0,14 + 0,14)  =  1,45 

F2  =  F3  =  3  – (0,14 + 0,96) = 0,63 

Từ các kết quả thu được ta có thể lập sơ đồ MO(π) cho phức π khảo sát như sau: 

 

 

 

3.37.Sử dụng mô hình vi hạt chuyển động tự do trong giếng thế một chiều cho hệ liên 
hợp mạch hở của phân tử octatetraen. Hãy 

a) Tính năng lượng tổng cộng cho hệ liên hợp π nói trên theo kJ.mol–1 

b) Xác định  số sóng (cm–1) của phổ hấp thụ khi 1 electron π chuyển từ MO bị chiếm cao 
nhất (HOMO) lên MO trống chưa bị chiếm thấp nhất (LUMO). 

Biết độ dài trung bình của liên kết C–C là 1,4 Å;  m   = 9,1.10–31 kg;  

h = 6,62.10–34 J.s. 

Trả lời 

a) Chúng ta biết En = n2
2

2
h

8ma
 cho giếng thế một chiều; a là chiều rộng  giếng thế. Đối với 

mạch liên hợp octatetraen có 8 nguyên tử cacbon, độ dài giếng thế a = (N+1) C–C; N là số 
lượng cacbon trong mạch. 8 electron π được phân bố trên 4 MO từ  n = 1 ÷ 4. Vậy EH sẽ là:  

Eπ = 2(E1 + E2 + E3 + E4) 

H2C                        CH2

Cu

0,14

0,98
0,96 0,98

0,63

1,04

1,45

E

E2

E1

E3

E4

E5 LUMO

HOMO
ΔE
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Eπ = 2(12+22+32+42)
34 23 3

31 10 2
(6,62.10 ).6,02.10 .10

8.9,1.10 .(9.1,4.10 )

− − −

− −
 

Eπ = 1,37.103 kJ.mol–1 

b) MO bị chiếm cao nhất ứng với n = 4; MO chưa bị chiếm thấp nhất ứng với n = 5 

Khi electron chuyển từ E4 → E5, nghĩa là từ HOMO lên LUMO ta có: 

ΔE = E5 – E4 = hc
λ

 = (52 – 42)
2

2
h

8ma
 = 9

2

2
h

8ma
 

Trong trường hợp này số sóng sẽ là: 

  1
λ

 = ν  = E
hc
Δ  = 9

2
h

8mca
 thay số vào ta có: 

   ν  = 
34

31 8 10 2
9.6,62.10

8.9,1.10 .3.10 (12,6.10 )

−

− −
 = 17183 cm–1 

3.3 Bài tập chưa có lời giải 

3.38.Hãy viết hàm không gian (phần toạ độ) mô tả sự hình thành liên kết  cộng hoá trị 
theo phương pháp VB được tạo bởi giữa AO-1s của nguyên tử hiđro và AO-2pz của nguyên tử 
oxi. 

3.39. Áp dụng phương pháp VB hãy viết hàm không gian biểu diễn sự hình thành liên kết 
O–H trong phân tử H2O cho 2 trường hợp sau đây: 

a) Khi nguyên tử oxi chưa bị lai hoá. 

b) Khi nguyên tử oxi đã ở trạng thái  lai hoá. 

3.40.Cho biết hàm ψ thuộc kiểu lai hoá sp2 có dạng ψ = s 2p

3

+ . Ở đây hàm s và p đều đã 

chuẩn hoá, hãy chứng minh rằng hàm ψ cũng chuẩn hoá. 

3.41.Phân tử metan có cấu trúc tứ diện đều. Liên 
kết cộng hoá trị trong phân tử này được hình thành là 
do sự xen phủ giữa các AO-lai hoá sp3 của nguyên tử  
cacbon  với các AO-1s của nguyên tử H.  Hãy viết các 
hàm sóng lai hoá tương ứng cho 4 liên kết cộng hoá trị 
σ của CH4. 

Hướng dẫn: 

Vẽ tứ diện đều và tìm hướng của các AO-sp3 về 4 

(-1 -1 1)

(1 -1 -1)

(1 1 1)

(-1 1 -1)

C
x

y

z
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đỉnh của tứ diện. 

3.42. Áp dụng phương pháp HMO hãy: 

a) Lập định thức thế kỉ cho gốc alkyl. 

b) Xác định các mức năng lượng electron π và biểu diễn chúng trên giản đồ. 

c) Tính năng lượng tổng electron π cho gốc alkyl, cation và anion của gốc này. So sánh 
các kết quả thu được và cho biết nhận xét. 

Biết α, β < 0 và  gốc alkyl ở trạng thái  cơ bản có 3 electron π. 

     ĐS.  b) E1 = α + 2β  ;  E2 = α ;  E3 = α – 2β 

       c) Anion gốc alkyl bền vững nhất. 

3.43.Trên cơ sở của phương pháp gần đúng Hỹckel  hãy: 

a) Xác định năng lượng các electron π cho phân tử gốc allyl và xiclopropenyl. 

b) Tính năng lượng tổng cộng các electron π cho cation gốc allyl và cation gốc 
xiclopropenyl. Dựa vào kết quả tính hãy cho biết trong 2 cation khảo sát thì cation nào bền 
vững hơn.  

  Biết α, β < 0 và  hoàn toàn như nhau 

     ĐS.  a)  Allyl: E1 = α + 2β;  E2 = α; E3 = α – 2β 

       Xiclopropenyl: /
1E = α + 2β; /

2E  = /E3  = α – β 

      b)  Cation xiclopropenyl bền vững hơn. 

3.44.Căn cứ vào lí thuyết HMO hãy xác định xem những hợp chất nào dưới đây ứng với 
năng lượng electron π thấp nhất. 

a) Phân tử trung hoà, cation, anion butađien-1,3. 

b) Phân tử trung hoà, cation, anion xiclobutađien. 

Biết: E1  = α + 1,62β  ;  /
1E  = α + 2β 

   E2  = α + 0,62β  ;    /
2E  = α  

   E3  = α – 0,62 β  ;  /
3E  = α  

  E4  = α – 1,62 β  ;  /
4E  = α – 2β 
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  Cho C4H6    Cho C4H4 

α, β < 0 là như nhau đối với C4H6 và C4H4  

    ĐS.  a) Phân tử C4H6 có Eπ  = 4α + 4,48β thấp nhất 

      b) Anion (C4H4)–: /Eπ  = 5α + 4β thấp nhất  

3.45.Cho phân tử liên hợp π có công thức cấu tạo và được đánh số thứ tự sau đây: 

 

 

 

a) Áp dụng phương pháp gần đúng MO Hỹckel hãy viết định thức thế kỉ. Từ các giá trị xi 
thu được hãy xác định năng lượng Ei và biểu diễn chúng trên giản đồ năng lượng. 

b) Xây dựng sơ đồ MO(π). Biết các số liệu sau: 

x1 ψ1 ψ2 ψ3 ψ4 ψ5 ψ6 

–1,932 0,230 –0,500 0,444 0,444 –0,500 0,230 

–1,000 0,444 –0,500 0,230 –0,230 0,500 –0,444 

–0,518 0,628 0,000 –0,325 –0,325 0,000 0,628 

0,518 0,325 0,000 –0,628 0,628 0,000 –0,325 

1,000 0,444 0,500 0,230 –0,230 –0,500 –0,444 

1,932 0,230 0,500 0,444 0,444 0,500 0,230 

ĐS. 

a)  E1 = α + 1,932β  

 E2 = α + β  

 E3 = α + 0,518β  

 E4 = α – 0,518β 

 E5 = α – β  

 E6 = α – 1,932β  

3.46. Electron π của phân tử etylen hấp thụ một bước sóng λ = 1625 Å khi chuyển từ 

mức năng lượng E1 = 
2

2
h

8ma
 đến mức năng lượng E2 = 4

2

2
h

8ma
. Tính độ dài liên kết C–C trong 

phân tử này theo Å.  

1 2

3 4

56
CH2  CH

C  CH2

CH2  CH

1 2

3 4

56
CH2               CH

             CH2C

               CHCH2
0,908

0,908

0,408

0,408

0,816

0,824 0,416

0,1~ 0,916
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Cho m = 9,1.10–31 kg;  h = 6,62.10–34 J.s;  c = 3.108 m.s–1  

Hướng dẫn: 

Xem electron π trong phân tử CH2=CH2 là một giếng thế 1 chiều dọc theo liên kết C–C 
với độ rộng a = (N + 1) ; N- số nguyên tử cacbon. 

       ĐS.  C–C = 1,28 Å   



                 

                         

Giáo trình nhập môn hóa lượng tử 

NXB Đại học quốc gia Hà Nội 2006. 

 
Từ khoá: Cấu tạo chất, ứng dụng của lý thuyết nhóm, biểu diễn khả quy.  

Tài liệu trong Thư viện điện tử ĐH Khoa học Tự nhiên có thể được sử dụng cho mục 

đích học tập và nghiên cứu cá nhân. Nghiêm cấm mọi hình thức sao chép, in ấn phục 

vụ các mục đích khác nếu không được sự chấp thuận của nhà xuất bản và tác giả.  
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Chương 4  

ỨNG DỤNG LÍ THUYẾT NHÓM TRONG CẤU 
TẠO CHẤT 

4.1 Lí thuyết tóm lược 

Lí thuyết nhóm về đối xứng phân tử giữ một vị trí quan trọng đặc biệt đối với hoá học 
lượng tử. Vì vậy nắm chắc khái niệm về đối xứng sẽ giúp chúng ta hiểu sâu sắc hơn về bản 
chất cấu tạo phân tử. 

4.1.1 Khái niệm về đối xứng 

Một vật thể hoặc một phân tử gọi là đối xứng nếu sau khi ta thực hiện một số phép biến 
đổi nào đó, ta lại được vật thể hay phân tử đó không khác về mặt vật lí so với chúng ở trạng 
thái ban đầu. 

Có thể nói ứng với một cấu trúc hình học xác định, phân tử có tính đối xứng xác định. 

4.1.2 Các yếu tố đối xứng và các phép đối xứng phân tử 

Do phân tử là một hệ hữu hạn nên chúng tồn tại hai phép đối xứng cơ bản là: 

a) Phép quay hệ thống một góc xác định chung quanh trục đối xứng. 

b) Phép phản chiếu qua một mặt phẳng xác định.  

Ứng với 2 phép đối xứng này người ta có các yếu tố đối xứng tương ứng sau: 

+ Trục đối xứng và phép quay Cn. Đó là phép quay chung quanh một trục với góc bằng 
2
n
π . 

+ Mặt đối xứng và phép phản chiếu σ. 

Khi phản chiếu các nguyên tử đi qua một mặt phẳng phân tử ta có phép phản chiếu σ. 
Bằng phép phản chiếu này các hạt nhân nguyên tử trong phân tử đều đưa về những vị trí 
tương đương dẫn đến một mặt đối xứng σ với 3 trường hợp. 

 * σh- mặt đối xứng thẳng góc với trục đối xứng chính. 

 * σv- mặt đối xứng chứa trục đối xứng chính. 
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 * σd- mặt đối xứng đi qua đường chéo. 

+ Quay quanh một trục rồi phản chiếu qua một mặt phẳng thẳng góc với trục Sn. Phép 
quay Cn quanh một trục đi qua phân tử với góc 2

n
π  và phản chiếu các nguyên tử qua một mặt 

phẳng thẳng góc với trục dẫn tới phép phản chiếu quay Sn. 

+ Tâm đối xứng và phép đảo chuyển I. 

Phép đối xứng này sau khi thực hiện sẽ không có một sự thay đổi nào. Nói chung bất kì 
một phân tử nào cũng đều có đối xứng đơn vị (đối xứng hoàn nguyên I). 

4.1.3 Khái niệm về nhóm 

a) Định nghĩa 

Người ta coi một nhóm là tập hợp G các phần tử A, B, C... kí hiệu là G [A, B, C...] và 
tuân theo 4 điều kiện (luật hợp thành) sau: 

 * Tích AB của 2 phần tử A, B bất kì ∈ G cũng là phần tử ∈ G, nghĩa là phép nhân có tính 
chất kín. 

 * Phép nhân trong nhóm có tính kết hợp: 

  (AB)C = A(BC) với mọi A, B, C ∈ G 

 * Trong nhóm có một phần tử duy nhất là phần tử đơn vị, kí hiệu là E sao cho: 

AE = EA = A ∀ A ∈ G 

 * Mỗi phần tử A thuộc G có một phần tử nghịch đảo, kí hiệu là A–1 cũng thuộc G sao 
cho: 

AA–1 = A–1A = E 

b) Nhóm điểm đối xứng 

Tập hợp các phép đối xứng với phân tử thỏa mãn 4 điều kiện của nhóm và có ít nhất một 
điểm không đổi sẽ lập thành nhóm điểm đối xứng. 

Có nhiều loại nhóm điểm đối xứng khác như sau: 

Các nhóm Cn, Sn, Cnh, Cnv, Dn, Dnh, Oh... (xem các bảng đặc biểu ở phần phụ lục). 

4.1.4 Biểu diễn nhóm 

(Ở phần này các kiến thức về ma trận và định thức sẽ được áp dụng) 

Bảng nhân nhóm: 
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Phân tử  H2O 

Thông thường người ta biểu diễn các phép đối xứng trong nhóm điểm bằng các ma trận 
unita. 

Ví dụ nhóm C2v đối với phân tử H2O. 

Các ma trận biểu diễn các phép đối xứng E, C2, σv, σv’ thực hiện lên một điểm có tọa độ 
x, y sẽ là: 

    E x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    tức là E x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   =  1    0
0    1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    C2 
x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = x
y

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  tức là C2 
x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  1      0
 0    1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   σv 
x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =   x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  tức là σv 
x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  1      0
0    1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

x
y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   /
vσ  x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =  x

  y

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  tức là /
vσ

x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  1      0
 0       1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Như vậy với 4 phép đối xứng E, C2, σv, /
vσ  ứng với một bộ gồm 4 ma trận: 

1    0
0    1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  1      0
  0    1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠
  1      0

0    1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  1     0
 0      1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

làm thành một biểu diễn (kí hiệu là Γ) của nhóm C2v. 

Từ những phép dẫn giải ở trên ta có thể nói: Biểu diễn nhóm là một bộ các ma trận cùng 
cấp biểu diễn các phép đối xứng của nhóm, thỏa mãn bảng nhân nhóm: 

Ví dụ: /
vσ .σv = C2  

1     0
  0       1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  1      0
0    1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 = 1      0
 0    1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 Bảng nhân nhóm C2v 

C2

Hax

y

z

σ (xz)v

vσ (xz)

Hb
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C2v E C2 σv /
vσ  

E E C2 σV /
vσ  

C2 C2 E /
vσ  σV 

σV σV /
vσ  E C2 

/
vσ  /

vσ  σV C2 E 

4.1.5 Biểu diễn khả quy (KQ) và biểu diễn bất khả quy (BKQ) 

a) Biểu diễn khả quy (viết tắt-KQ, kí hiệu là: Γ) 

Đây là biểu diễn mà tất cả các ma trận A của nó có thể đưa về dạng chéo hay giả chéo, 
tức là tổng trực tiếp của 2 hay nhiều ma trận có cấp nhỏ hơn nhờ một phép biến đổi đồng 
dạng. 

    XAX–1  =  A/  =      

/
1

/
2

/
3

A               0

        A        

0               A

   

   A- ma trận bất kì của biểu diễn Γ; 

   A’- ma trận đồng dạng với ma trận A; 

  /
1A , /

2A , /
3A ... ma trận cấp nhỏ hơn A. 

Như vậy biểu diễn Γ là khả quy nếu có thể quy được thành một tổng trực tiếp nhiều biểu 
diễn có số chiều nhỏ hơn 

      Γ = Γ1+Γ2+Γ3... 

b) Biểu diễn bất khả quy (kí hiệu Γj) 

Đây là một biểu diễn không thể quy được thành biểu diễn có số chiều nhỏ hơn nhờ một 
phép biến đổi đồng dạng. 

c) Đặc biểu của biểu diễn 

Một biểu diễn KQ ta có thể chéo hóa các ma trận để quy thành một tổng trực tiếp các 
biểu diễn BKQ. 

Γ = ∑aiΓi 
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  ai là số lần biểu diễn BKQ có mặt trong biểu diễn KQ. 

Đặc biểu của biểu diễn đối với phép đối xứng R, kí hiệu là χ(R), tức là vết của ma trận 
biểu diễn phép R. 

Để tính hệ số ai ta áp dụng biểu thức sau: 

ai = 1
g
∑hRχ(R)χi(R), 

trong đó:   

  g- bậc của nhóm điểm đối xứng; 

  hR- bậc của lớp (số nguyên tố có trong một lớp); 

  χ(R)- đặc biểu của biểu diễn KQ; 

  χi(R)- đặc biểu của biểu diễn BKQ đối với phép đối xứng R. 

4.2 Bài tập áp dụng 

4.1. Áp dụng phương pháp đối xứng hãy xác định các biểu thức toán học tương ứng cho 
các obitan lai hoá đối với phân tử CH4 (dạng lai hoá sp3). 

 

Trả lời 

Đối  với  phân tử  CH4, 1AO-s và 3AO-2p  của  cacbon tổ hợp với nhau để tạo ra 4AO-
sp3. Như vậy, mỗi AO-sp3 có 1

4
 tính chất AO-s và 3

4
 tính chất AO-p hay 1

4
 tính chất của  mỗi  

AO (px,py,pz).  

Từ điều dẫn luận trên đây đã chỉ ra rằng tổ hợp các hệ số ci có giá trị tuyệt đối là: 



 

 

7

7

1
4

 = 1
2

. 

Để dễ hình dung dấu của các hàm lai hoá φ1, φ2, φ3 và φ4 ta biểu diễn phân tử CH4 trên 
hình lập phương abcd với với hệ toạ độ x, y, z và ở mỗi đỉnh của tứ diện hướng của các trục sẽ 
là: a (1, 1, 1); b (–1, –1, 1); c (1, –1, –1); d (–1, +1, –1). Các hệ số của các AO-px, py, pz sẽ có 
dấu “+” hay “–” là tuỳ thuộc vào các điểm a, b, c, d. 

Từ lập luận này ta dễ dàng viết được các hàm lai hoá: 

φ1  =  φa  =  φ(1, 1, 1)     =  1
2

(s + px + py + pz) 

φ2  =  φb  =  φ(–1, –1, 1)   =  1
2

(s – px – py + pz) 

φ3  =  φc  =  φ(1, –1, –1)   =  1
2

(s + px – py – pz) 

φ4  =  φd  =  φ(–1, +1, –1) =  1
2

(s – px + py – pz) 

hoặc dưới dạng ma trận: 

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
φ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 =  

1 1 1 1
              

2 2 2 2
1 1 1 1

        
2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

y

z

s

p

p

p

 

4.2. Ở trạng thái cơ bản, người ta đã biết phân tử metan có cấu trúc tứ diện đều (dạng 
AB4) và cacbon thuộc dạng lai hoá sp3. Trên cơ sở các hàm obitan lai hoá đã biết hãy: 

a) Biểu diễn các obitan đối xứng hoá bằng hình vẽ và bằng biểu thức toán học. 

b) Xây dựng giản đồ năng lượng MO cho phân tử CH4. 

Trả lời 

a) Ở bài số 4.1 ta đã tìm được các hàm lai hoá cho phân tử CH4 là: 
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8 

   

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
φ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

a

b

c

d

   =  

1 1 1 1
              

2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

y

z

s

p

p

p

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Đây là ma trận unita, nghịch đảo của ma trận này là ma trận chuyển vị, vì vậy các obitan 
đối xứng hoá có thể viết như sau: 

∑⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
∑⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟∑⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∑⎝ ⎠

s

x

y

z

   =   

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1
              

2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2
1 1 1 1

        
2 2 2 2
1 1 1 1

         
2 2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a

b

c

d

s

s

s

s

 

hay:   

∑s = 1
2

(sa + sb + sc + sd) 

σs 

1sa + 1sb + 1sc + 1sd 

  

 

 

∑x = 1
2

(sa – sb + sc – sd) 

 

 

             σx  

            1sa + 1sc – 1sb – 1sd 

  

 

a

b

c
d

o

o

o

o+

+

+

+

+

o

a

b

+

+

y
o

o

o

c

d+
x

z

+

+

+

o

o

o

o

d
c

b

a



 

 

9

9

∑y = 1
2

  (sa – sb – sc + sd) 

 

 

               σy  

1sa + 1sd – 1sb – 1sc 

  

 

∑z = 1
2

(sa + sb – sc – sd) 

 

 

                σz  

            1sa + 1sb – 1sc – 1sd 

b) Tiếp theo, sự tổ hợp AO-2s của C với tổ hợp đối xứng hoá ∑s sẽ cho một MO liên kết 
σs và 1 MO phản liên kết *

sσ   

    σs = c12s + c2Σs ;   *
sσ  = 

1

/
c  2s – 

2

/
c  Σs 

Một cách hoàn toàn tương tự sự tổ hợp AO-2px, 2py và 2pz của C với tổ hợp đối xứng hoá 
Σx, Σy và Σz ta sẽ có: 

   σx = c32px + c4Σx ; *
xσ  = /

3c 2px – /
4c Σx 

   σy = c52py + c6Σy ; *
yσ  = /

5c 2py – /
6c Σy 

   σz = c72pz + c8Σz ; *
zσ  = /

7c 2pz – /
8c Σz 

Kết quả này được biểu diễn bằng giản đồ năng lượng MO như sau: 

Các obitan    Các obitan    Các obitan 

nguyên tử C    phân tử CH4   nguyên tử H 

 

+

+

+ o

o

o

o

d
c

b

a

2

1Sa

1Sb

σx y z
* *σ *σ

σs*



 

 

10

10 

Ti 2

3

4

5

6

OH2H2O

OH2

OH2

OH2

H2O

z

x

y
1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Giản đồ năng lượng các MO của CH4 

4.3. Dựa vào phép đối xứng hãy viết các biểu thức đại số tương ứng cho các obitan lai hoá 
đối với phức bát diện [Ti(H2O)6]3+thuộc dạng lai hoá d2sp3. 

Trả lời 

Từ kiến thức cấu tạo chất đại cương ta biết rằng phức [Ti(H2O)6]3+có cấu trúc bát diện. 
Ion Ti3+có 6 AO là: 3 2 2x yd −

, 3 2zd , 4s và 4px, 4py, 4pz tham gia xen phủ với các AO-phối tử để 

tạo ra liên kết σ. 

Theo hình vẽ này ta thử xem các AO hoá trị d, s và p của Ti3+ sẽ tổ hợp như thế nào và 
các hệ số đóng góp bằng bao nhiêu trong quá trình hình thành phức chất. 

 

 

 

 

 

 

Trước tiên, các hàm lai hoá hướng theo trục z được kí hiệu là φ(5) = φ(+z) và φ(6) = φ(–z). 
Rõ ràng trong trường hợp này AO-3 2zd , 4s và 4pz được chọn có phần đóng góp với 2zd  là 2

6
 

= 1
3

; với s là 1
6

 và với p là 1
2

 (dấu tuỳ thuộc vào các thuỳ của AO). Như vậy ta có thể viết: 
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φ(5) = φ(+z)  =  1

3
2zd  + 1

6
s + 1

2
pz 

φ(6) = φ(–z)  =  1

3
2zd  + 1

6
s  − 1

2
 pz 

Tiếp theo ta xét các obitan lai hoá d2sp3 hướng dọc theo trục 4px; các hàm lai hoá được kí 
hiệu là φ(1) = φ(+x) và φ(3) = φ(–x). Ở đây phần đóng góp của AO-s là 1

6
 và AO-px là 1

2
. 

Phần đóng góp của các AO-d có phần phức tạp hơn chút ít. Đối với các AO- 2zd  đã đóng góp 

cho AO lai hoá φ(5) và φ(6) là 1
3
×2 = 2

3
. Phần còn lại là 1

3
 được chia đều cho cả 4 AO-lai 

hoá φ(1), φ(2), φ(3) và φ(4) nên mỗi hàm lai hoá chỉ nhận được 1
12

 phần đóng góp của 2zd . 

AO- 2 2x yd −  hướng dọc theo trục x và y nên phần đóng góp là 1
4

 (dấu phụ thuộc vào thuỳ của 

AO). Như vậy ta có: 

φ(1)  =  φ(+x)  =  1

6
s  − 1

12
2zd  + 1

2
2 2x yd −  + 1

2
px 

φ(3)  =  φ(−x)  =  1

6
s  − 1

12
2zd  + 1

2
2 2x yd −  − 1

2
 px 

φ(2)  =  φ(+y)  =  1

6
s  − 1

12
2zd  − 1

2
2 2x yd −  + 1

2
py 

φ(4)  =  φ(−y)  =  1

6
s  − 1

12
2zd  − 1

2
2 2x yd −  − 1

2
py 

φ(5)  =  φ(+z)  =  1

6
s + 1

3
2zd  + 1

2
pz 

φ(6)  =  φ(−z)  =  1

6
s + 1

3
2zd  − 1

2
pz 

Các AO-lai hoá này cũng có thể được biểu diễn dưới dạng ma trận đại số sau: 
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12 

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟φ −⎝ ⎠

(x )

( x )

( y )

( y )

(z )

( z )

 = 

1 1 1 1
                     0       0

26 12 2
1 1 1 1

                  0       0
26 12 2

1 1 1 1
               0           0

26 12 2
1 1 1 1

               0       0
26 12 2

1 1 1
               0          0       0      

6 3 2
1

6

−

− −

− −

− − −

1 1
               0          0       0   

3 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2

z

x y

x

y

z

s

d

d

 

4.4. Khảo sát phân tử phức [Ti(H2O)6]3+người ta biết nó có cấu trúc bát diện, ion Ti3+có 
các lai hoá dạng d2sp3. Căn cứ vào các hàm lai hoá đã xác định ở bài số 4.3 hãy: 

a) Biểu diễn các obitan đối xứng hoá bằng hình vẽ và bằng biểu thức toán học. 

b) Từ kết quả thu được ở câu a) thiết lập giản đồ MO cho phân tử phức nói trên. 

Trả lời 

Sử dụng các hàm lai hoá đã xác định được ở bài số 4.3  

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟φ −⎝ ⎠

(x )

( x )

( y )

( y )

(z )

( z )

 = 

1 1 1 1
                     0       0

26 12 2
1 1 1 1

                  0       0
26 12 2

1 1 1 1
               0           0

26 12 2
1 1 1 1

               0       0
26 12 2

1 1 1
               0          0       0      

6 3 2
1

6

−

− −

− −

− − −

1 1
               0          0       0   

3 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2

z

x y

x

y

z

s

d

d

 

ta nhận thấy đây là ma trận vuông và là ma trận unita. Khi nghịch đảo ma trận này sẽ cho 
ta ma trận chuyển vị tương ứng. Vậy ta có các obitan đối xứng hoá sau: 
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13

−

Σ

Σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
Σ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
Σ⎝ ⎠

2

2 2

s

z

x y

x

y

 = 

1 1 1 1 1 1
                                   

6 6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1

               
12 12 12 12 3 3
1 1 1 1

                                     0         0
2 2 2 2
1 1

                  0            0          0         0
2 2

      

− − − −

− −

−

1 1
0           0                       0        0      

2 2
1 1

      0           0            0              0          
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟σ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟σ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟σ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟σ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟σ −⎝ ⎠

(x)

( x)

(y)

( y)

(z)

( z)

 

Ở đây σ(x), σ(–x)... là các AO của phối tử H2O chiếm giữ tại các đỉnh của bát diện theo 
chiều của trục toạ độ đã quy định. 

Ta có thể rút ra từ ma trận nghịch đảo thành các obitan đối xứng hoá như sau: 

s∑ = 1

6
[σ(x) + σ(–x) + σ(y) + σ(–y) + σ(z) + σ(–z)] 

2z∑ = 1

2 3
[–σ(x) – σ(–x) – σ(y) –σ(–y) + 2σ(z) + 2σ(–z)] 

2 2x y−∑  = 1
2

[σ(x) + σ(–x) – σ(y) – σ(–y)] 

∑
xp

= 1

2
[σ(x) – σ(–x)] 

∑
y

p
= 1

2
σ(y) – σ(–y)] 

∑
zp

=  1

2
σ(z) – σ(–z)] 

Để dễ dàng nhận biết sự hình thành liên kết phối tử trong phức khảo sát ta tiến hành tổ 
hợp giữa AO của ion nguyên tử trung tâm Ti3+ và AO-đối xứng hoá thông qua hình vẽ như 
sau: 

 

 

 

 

+

z

y

x +

+

+

+
+

+

z

x

y
+

+ +

+

+

+

z

x

y
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 σ   

 

c1s  +  c2 ∑s  =  σs    hay ψ (A1g)   

/
1c s   –  /

2c  ∑s  =  *
sσ   hay ψ* (A1g)  

 

 

 

 

 

 

σ 

c3 2zd  +  c4 2z∑   =  2zσ   hay ψ (Eg) 

/
3c 2zd   –  /

4c 2z∑   =  2
*
zσ   =  ψ* (Eg) 

 

 

                

 

             2 2x y−σ  

c5 2 2x yd −
  +  c6 2 2x y−∑    = 2 2x y−σ  hay ψ (Eg) 

/
5c 2 2x yd −

  –  /
6c 2 2x y−∑   = 2 2

*
z y−σ  = ψ* (Eg) 

 

       

 

 

z

x

y

+

+ y

z

+
+

+

x

z

x

y

x

y+

z

y

z

x

+

x

y
+

z

x

y

z

+

+

y

x
+

+

+

+
– –

+

– 

+ 
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             σx  

c7px   +  c8 ∑x   = σx  hay ψ (T1u) 

/
7c px   –  /

8c ∑x   = *
xσ   =  ψ* (T1u) 

 

 

 

 

 

            σy  

c9py   +  c10∑y   = σy  hay ψ (T1u)   

/
9c px    –  /

10c ∑y   = *
yσ     =  ψ* (T1u)   

 

 

 

 

      σz  

c11pz  +  c12∑z   = σz  hay ψ (T1u)   

/
11c pz  –  /

12c ∑z   = *
zσ   =  ψ* (T1u)   

Các AO-dxy, dyz và dzx của ion trung tâm Ti3+ không tham gia tổ hợp với các AO phối tử 
của H2O (chúng chỉ có thể hình thành liên kết π) nên các AO-d này gọi là các MO không liên 
kết được kí hiệu là nx, ny và nz. 

Các kí hiệu ψ(A1g), ψ(Eg)... là chỉ biểu diễn bất khả quy (BDBKQ) thuộc nhóm Oh. 

b) Từ những phân tích, biểu diễn bằng hình vẽ và các biểu thức toán học trên đây cho quá 
trình tổ hợp giữa AO của ion trung tâm tạo phức với các obitan đối xứng hoá, chúng ta có thể 
thiết lập giản đồ năng lượng các MO cho phức [Ti(H2O)6]3+như sau: 

    AO (Ti3+)                MO     AO (H2O) 

 

x

y
+

z

y

x

z z

+ +

x

y

z

+

y

x

z

x

y

x

z

y

+

+

E

σ 2y22σx z
4s

4p
sσ*

σ* σ*yz x
*σ
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Giản đồ MO của phức [Ti(H2O)6]3+ 

4.5. Dựa vào tính đối xứng của phân tử benzen, hãy sử dụng phương pháp HMO để: 

a) Tính các mức năng lượng electron π trong phân tử. 

b) Xác định các hàm sóng MO(π) tương ứng.  

Trả lời  

Phân tử benzen có cấu trúc như một lục lăng đều nên có tính đối xứng cao. 

Gọi  Sx và Sy là tính đối xứng; 

 Ax và Ay là tính phản đối xứng theo các trục tương ứng   

Theo hình vẽ bên ta nhận thấy:    

 Đối với  Sx : c1 = c4  c2 = c3  c5 = c6 

   Ax : c1 = −c4   c2 = −c3  c5 = −c6   (1) 

   Sy : c1   c2 = c6  c3 = c5      c4 

   Ay: c1 = −c1 = 0 c2 = −c6       c3 = −c5      c4 = −c4 = 0 

Theo phương pháp HMO đối với phân tử benzen có 6 electron π giải toả đều trên toàn 
khung, ta viết: 

    ψ = c1φ1 + c2φ2 + c3φ3 + c4φ4 + c5φ5 + c6 φ6  

Áp dụng phương pháp biến phân dẫn đến hệ phương trình: 

   xc1 + c2................  c6   =  0         

     c1 + xc2 + c3.............   =  0         

   .... c2 + xc3 + c4..........    =  0             (2) 

x

y
1

2

3

4

5

6
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   .......  c3 + xc4 + c5........   =  0         

   ..........  c4 + xc5 + c6......  =  0 

     c1............ c5 + xc6......  =  0 

Để tìm nghiệm của phương trình ta có định thức bậc 6.   

x 1 0 0 0 1
1 x 1 0 0 0
0 1 x 1 0 0
0 0 1 x 1 0
0 0 0 1 x 1
1 0 0 0 1 x

  =  0   (3) 

Việc giải định thức bậc cao, về nguyên tắc, có thể giải được nhưng gặp nhiều khó khăn 
và mất nhiều thời gian. Khắc phục điều này người ta thường sử dụng tính đối xứng của phân 
tử để giảm bậc định thức. 

Đối với phân tử benzen ta xét các tổ hợp đối xứng sau: 

* Tổ hợp  Sx Sy ta có:  c1 = c4; c2 = c3 = c5 = c6     (4) 

Từ (4) khi thay vào (2) sẽ có:  

     xc1 + 2c2        =  0  

    c1 + (x + 1)c2   =  0  

Từ (5) ta có:   2x 2
x x 2 0

1 x 1
= + − =

+
     (6) 

Giải (6) ta thu được:  x = −2 và x = 1 

Với  x1 = −2  →  E1 =  α + 2β            (7)  

Để tìm hàm ψ ta thay x = −2 vào (5) sẽ dẫn đến: 

−2c1 + 2c2  =  0   →    c1 = c2    (8) 

Như vậy kết hợp (4) và (8) ta có: 

c1 = c2 = c3 = c4 = c5 = c6    (9) 

Cuối cùng hàm ψ là: 

ψ1 = 1

6
(φ1 + φ2 + φ3 + φ4 + φ5 + φ6)    (10) 

(5)
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Với  x5 = 1  →  E5 = α  −  β    (11) 

Thế x = 1 vào phương trình (5) sẽ có: 

c1 + 2c2 = 0  →   c2 = −
2
1 c1   (12) 

Kết hợp (4) và (12) ta sẽ có: 

−
2
1 c1 = c2 = c3 = −

2
1 c4 = c5 = c6  (13) 

Sử dụng điều kiện chuẩn hoá: 

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6c c c c c c+ + + + +  = 1  (14) 

Cuối cùng ta có: c2 = 
12

1   

Vậy hàm sóng là: 

ψ = c2(2φ1 − φ2 − φ3 + 2φ4 − φ5 − φ6) 

hay     ψ5 = 
12

1 (2φ1 − φ2 − φ3 + 2φ4 − φ5 − φ6)    (15) 

* Tổ hợp  Sx Ay  

Từ (1) ta rút ra:   c2 = −c6  = −c5  =  c3       (16) 

Thế giá trị c ở (16) và (2) sẽ cho ta biểu thức: 

xc2 + c3  = 0     (17) 

hay x + 1  =  0  →   x = −1  

Với  x3 = –1 ta có: E2 = α + β  

Từ (1) ta có: c1 = c4;  c2 = c3; c5 = c6      (18) 

c2 = c6  và  c3 = c5 

Trong trường hợp này (Sx Ay) c3 = c4 = 0. Vậy ta viết:  

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6c c c c c c+ + + + +  = 1 

hay    2 2
2c  + 2 2

3c  = 1 

4 2
2c   =  1 
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c2  = 1
2

    (19) 

Do vậy ψ3 = 1
2

(φ2 + φ3 – φ5 – φ6)    (20) 

Bằng cách hoàn toàn tương tự ta lần lượt xét các tổ hợp 

 Ax Ay:  Ax: c2 = –c3; c1 = –c4;  c6 = –c5  

   Ay: c1 = –c4 = 0;  c2 = –c6;  c3 = –c5 

Kết hợp lại ta có: c2 = –c3  = c5 = –c6    (21) 

Thay các giá trị ở (21) vào (2) ta sẽ có: 

  xc2 = –c3  = 0  hay   

   x – 1 = 0  ⎯→  x  =  1 

Với  x4 = 1  ta có E4 = α – β  

Sử dụng điều kiện chuẩn hoá ta dễ dàng tìm được: 

ψ4 = 1
2

(φ2 – φ3 + φ5 – φ6)  (22) 

 Ax Sy: Ax :  c2 = –c3; c1 = –c4;  c6 = –c5  

   Sy: c2 = c6; c3 = c5 

Kết hợp lại ta có: c2 = –c4 ;  c2 = –c3 = –c5 = c6     (23) 

Thay các giá trị ở (23) vào (2) ta sẽ có: 

xc1 + 2c2       =  0 

c1 + (x – 1)c2  =  0 

2x 2
x x 2 0

1 x 1
= − − =

−
 

Giải (25) ta được: x = 2 và x = –1   

Bằng cách tương tự ta cũng tìm được: 

E6 = α – 2β   ψ6 = 1

6
(φ1 – φ2 + φ3 – φ4 + φ5 – φ6)  (26) 

(24)
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E2 = α + β   ψ2 = 1

12
(2φ1 + φ2 – φ3 – 2φ4 – φ5 + φ6) (27) 

4.6. Dựa vào lí thuyết nhóm hãy xác định các giá trị năng lượng và hàm sóng đối với 
phân tử butadien ở trạng thái  cơ bản.   

Trả lời 

Phân tử butadien thuộc nhóm điểm đối xứng C2h nhưng để đơn giản phép tính và dựa vào 
tính đối xứng cao của phân tử, ta có thể dùng nhóm điểm C2. 

Khung phân tử butadien được biểu diễn như sau: 

 

Bảng đặc biểu của nhóm: 

c2 ε c2 

ΓA , A 1 1 

ΓB , B 1 –1 

Ta lần lượt tác dụng các phép đối xứng lên hàm obitan nguyên tử  

ε̂  

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

= 

1     0     0     0
0     1     0     0
0     0     1     0
0     0     0     1  

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

= 

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

χ(ε)  =  4 

2ĉ

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

= 

0     0     0     1
0     0     1     0
0     1     0     0
1     0     0     0  

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

= 

4

3

2

1

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

χ(c2)  =  0 

Tổng quát, ta có thể lập thành bảng sau đây: 

 ε̂  ψ 2ĉ ψ 

φ1 φ1 φ4 

φ2 φ2 φ3 

φ3 φ3 φ2 

O      O      O      O
1 2 3 4
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φ4 φ4 φ1 

χ(R) 4 0 

Dựa vào công thức đã cho, chúng ta có thể xác định được thành phần của biểu diễn khả 
quy hay số lần biểu diễn bất khả quy tham gia vào biểu diễn khả quy. 

aA = 1
2

(4.1.1 + 0.1.1) = 2 

aB = 1
2

(4.1.1 + 0.(–1).1) = 2 

Như vậy, biểu diễn khả quy gồm các biểu diễn bất khả quy. 

χ(R)  =  2χA + 2χB 

Để xác định các obitan đối xứng với mỗi một biểu diễn bất khả quy, chúng ta cũng sử 
dụng công thức tổng quát: 

ΓA: ε̂φ1χA(ε) + 2ĉ φ1χA(c2) = φ1 + φ4 = 1

2
(φ1 + φ4) = Φ1 

ε̂φ2 χA(ε) + 2ĉ φ2χA(c2) = φ2 + φ3 = 1

2
(φ2 + φ3) = Φ2 

  ΓB: ε̂φ1χB(ε) + 2ĉ φ1χB(c2) = φ1 + φ4(–1)    

     = φ1 – φ4 = 1

2
(φ1 – φ4) = Φ3 

    ε̂φ2χB(ε) + 2ĉ φ2χB(c2) = φ2 + φ3(–1) 

     = φ2 – φ3 = 1

2
(φ2 – φ3) = Φ4 

Như vậy, ta đã tìm được 4 obitan trung gian đối xứng. Nó là tổ hợp tuyến tính của các 
obitan nguyên tử như sau: 

Φ1  =   1

2
(φ1 + φ4) 

Φ2  =   1

2
(φ2 + φ3) 

Φ3  =   1

2
(φ1 – φ4) 
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Φ4  =   1

2
(φ2 – φ3) 

Lập và giải định thức cho từng biểu diễn bất khả quy. 

Ta biết được các hàm sóng đối xứng trung gian rất dễ dàng xác định được các nguyên tố 
của ma trận tương ứng D (ΓA) & D (ΓB). 

Trong trường hợp bài toán của chúng ta định thức định tìm sẽ có dạng: 

H11  H12 H13 H14 

H21  H22 H23 H24 

H31  H32 H33 H34 

H41  H42 H43 H44 

ở đây: 

H11 = ∫Φ1 ĤΦ1dτ  =  1
2 ∫(φ1 + φ4)Ĥ(φ1 + φ4)dτ 

= 1
2 ∫φ1 Ĥφ1dτ + 1

2 ∫φ1Ĥφ4dτ + 1
2 ∫φ4 Ĥφ1dτ + 1

2 ∫φ4 Ĥφ4dτ = α 

H12  = H21 = 1
2 ∫(φ1 + φ4)Ĥ(φ2 + φ3)dτ 

= 1
2 ∫φ1 Ĥφ2dτ + 1

2 ∫φ1 Ĥφ3dτ + 1
2 ∫φ4Ĥφ2dτ + 1

2 ∫φ4 Ĥφ3dτ = β 

Cũng bằng cách tương tự các giá trị khác sẽ là: 

H13 = H31 =  0 

       H14 = H41 =  0 

H22 = α + β   H33 =  α 

H32 = H23 =  0  H34 = H43 =  β 

H24 = H42 =  0  H44 =  α – β 

Thay các giá trị tìm được vào định thức ở trên ta có: 

  α  β  0 0   x 1 0 0 

  β   α + β 0 0   1   x + 1 0 0 = 0
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  0 0 α  β    0 0 1 1 

  0 0 β     α – β    0 0 1   x – 1 

Với x = α
β

  

    x  1   x 1 

   1    x + 1   1     x – 1 

hay  x2 + x – 1 = 0 

x2 – x – 1 = 0 

Giải hệ phương trình này sẽ dẫn tới kết quả sau: 

x1,2  =  
1 5

2
− ±   1

2

x 1,618

x 0,618

= −⎧
⎨

=⎩
 

x3,4  =   
1 5

2
±    3

4

x 1,618

x 0,618

=⎧
⎨

= −⎩
 

Tiếp theo chúng ta phải tìm các hàm sóng obitan phân tử và năng lượng của hệ đó. 

Để tìm điều này, trước tiên phải tìm các hệ số của các tổ hợp tuyến tính. 

Quả vậy, các hệ số có thể tính được nhờ các bổ sung đại số của định thức phải xét. 

  cr = (–1)r+1 r
2
r

A

A∑
    

Ar- bổ sung đại số. 

Trong trường hợp đối với butadien, các bổ sung đại số là: 

A1   =  
x 1 0 0

0 x 1
0 1 x 1

+

−
  =  x3 – 2x – 1 

A2   =   
1 0 0

0 x 1
0 1 x 1−

  =  x2 – x – 1 

A3   = 
1 x 1 0

0 0 1
0 1 x 1

+

−
 =  0 

= 0
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A4   = 
1 x 1 0
0 0 x

0 0 1

+
     =  0 

Theo kết quả thì chỉ có A1 và A2 là tồn tại những giá trị cần xét. 

a) 

 Ar 2
rA  cr 

r (x1 = –1,618)   

1 A1 = –2 4 c1 = 0,525 

2 A2 = –3,238 10,5 c2 = 0,851 

2
rA∑  = 14,5   =  3,807 

ψ1  =  c1Φ1 + c2Φ2 = 1

2
.0,525(φ1 + φ4) + 1

2
.0,851(φ2 + φ3) 

=  0,372φ1 + 0,602φ2 + 0,602φ3 + 0,372φ4 

ψ2  =  c2Φ3 + c1Φ4  = 1

2
.0,851(φ1 – φ4) + 1

2
.0,525(φ2 – φ3) 

=  0,602φ1 + 0,372φ2 – 0,372φ3 – 0,602φ4 

b) 

 Ar 2
rA  cr 

R (x2 = –1,618)   

1 A1 = –2 4 c1 = 0,851 

2 A2 = –1,235 1,525 c2 = –0,525 

2
rA∑  = 5,525   =  2,350 

ψ3  =  c1Φ1 + c2Φ2 = 1

2
.0,851(φ1 + φ4) + 1

2
.(–0,525)(φ2 + φ3) 

=  0,602φ1 – 0,372φ2 – 0,372φ3 + 0,602φ4 

ψ4  =  c2Φ3 + c1Φ4 = 1

2
.0,525(φ1 – φ4) + 1

2
.(–0,851)(φ2 – φ3) 

=  0,372φ1 – 0,602φ2 + 0,602φ3 – 0,372φ4 
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Kết quả thu được 4 hàm obitan phân tử: 

ψ1  =  0,372φ1 + 0,602φ2 + 0,602φ3 + 0,372φ4 

ψ2  =  0,602φ1 + 0,372φ2 – 0,372φ3 – 0,602φ4 

ψ3  =  0,602φ1 – 0,372φ2 – 0,372φ3 + 0,602φ4 

ψ4  =  0,372φ1 – 0,602φ2 + 0,602φ3 – 0,372φ4 

Để tính năng lượng của hệ ta có thể sử dụng biểu thức sau: 

E1  = 
ni

2
ir r

r 1
c

=
α∑  + 2∑∑circisβrs 

Đối với butadien: αr = α ; βir = β ; m = 4. Vậy: 

E1  =  ( 2
11c  + 2

12c  +  2
13c  + 2

14c )α + 2(c11c12 + c12c13 + c13c14)β 

=  α + 2(0,224 + 0,362 + 0,224)β  =  α + 1,620β 

E2  =  ( 2
21c  + 2

22c  + 2
23c  + 2

24c )α + 2(c21c22 + c22c23 + c23c24)β 

=  α + 2(0,224 – 0,138 + 0,224)β  =  α + 0,620β 

E3    =  ( 2
31c  + 2

32c  + 2
33c  + 2

34c )α + 2(c31c32 + c32c33 + c33c34)β =  α – 0,620β 

E4    =  ( 2
41c  + 2

42c  + 2
43c  + 2

44c )α + 2(c41c42 + c42c43 + c43c44)β =  α – 1,620β 

Kết quả là:  E1  =  α + 1,620β 

E2  =  α + 0,620β 

E3  =  α – 0,620β 

E4  =  α – 1,620β 

Cũng lí luận tương tự các kết quả thu được đối với cách tính phương pháp MO-LCAO 
của Hỹckel , chúng ta cũng thu được năng lượng toàn phần của hệ là: 

W  =  2(E1 + E2)  =  4α + 4,48β 

Phân tử butadien đã được tường minh theo lí thuyết nhóm. Cái lợi của việc áp dụng lí 
thuyết nhóm là nhờ tính đối xứng mà ta có thể hạ bậc của định thức. 

4.7. Cho phân tử naphtalen ở trạng thái cơ bản với 10 electron π, hãy sử dụng phương 
pháp lí thuyết nhóm để khảo sát phân tử này và: 



 

 

26

26 

a) Biểu diễn các phép đối xứng đơn giản nhất. 

b) Xác định  năng lượng Ei và hàm sóng tương ứng ψi. 

Trả lời 

Với phân tử này nếu ta chỉ để ý đến trục đối xứng bậc 2 thì nó thuộc  nhóm đối xứng D2. 
Khi để ý đến các trục đối xứng và mặt đối xứng khác thì bài toán trở nên phức tạp hơn. Trong 
trường hợp của chúng ta, sự đơn giản hoá tính đối xứng cũng không ảnh hưởng nhiều lắm đến 
kết quả tính. Trước tiên ta đánh số thứ tự cho phân tử khảo sát và viết bảng đặc biểu: 

D2 E z
2c  y

2c  x
2c  

Γ 1 1 1 1 
Γ2 1 1 –1 –1 
Γ3 1 –1 1 –1 
Γ4 1 –1 –1 1 

Phân tử naphtalen với các trục đối xứng c2 được biểu diễn như sau: 

 

 

Ở đây có 10 electron π với 3 trục đối xứng bậc 2 đi qua tâm phân tử). 

Ta lần lượt tác dụng các phép đối xứng lên hàm obitan nguyên tử: 

– Quay 180oC quanh trục z thẳng góc với tờ giấy (phép đối xứng z
2c ) 

 

              z 
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φ⎛ ⎞
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...   ...    ...     ...   ...    ...   ...   ...    ...   ...   ... 
0     0     0     0     0     0     0     0     1     0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 = 

5

6

7

9

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠
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3

45

6

7

8
9

1

10

1

2
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5

6

7 8

9

z
y

x10

1
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3
45

6

7
8

9

10

cz
2
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9
8

7

6
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3

2
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– Phép đối xứng quanh trục y
2c  

 

 

 

y
2ĉ

1

2

3

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

=

0     0     0     0     0     0     0     1     0     0

0     0     0     0     0     0     1     0     0     0
0     0     0     0     0     1     0     0     0     0

...   ...    ...     ...   ...    ...   ...   ...    ...   ...   ... 

0     0     0     0     0     0     0     0     0     1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

= 

8

7

6

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

– Phép đối xứng quanh trục x
2c  

 

 

 

  

x
2ĉ

1

2

3

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

=

0     0     0     1     0     0     0     0     0     0

0     0     1     0     0     0     0     0     0     0
0     1     0     0     0     0     0     0     0     0

...   ...    ...     ...   ...    ...   ...   ...    ...   ...   ... 
0     0     0     0     0     0     0     0     1     0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

10

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

=

4

3

2

9

...

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

Sau khi đã viết được các phép tác dụng của đối xứng, ta có thể lập thành 1 bảng tổng 
quát: 

 Êψ z
2ĉ  y

2ĉ  x
2ĉ  

φ1 φ1 φ5 φ8 φ4 

φ2 φ2 φ6 φ7 φ3 

φ3 φ3 φ7 φ6 φ2 

φ4 φ4 φ8 φ5 φ1 

φ5 φ5 φ1 φ4 φ8 

φ6 φ6 φ2 φ3 φ7 

φ7 φ7 φ3 φ2 φ6 

1
2

3
4 5

6

7
8

9

10

2c

10

9
8

7

6
5 4

3

2
1

y

1
2

3
45

6

7
8

9

10
2c

10

9
8

7

6
5 4

3

2
1

x
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φ8 φ8 φ4 φ1 φ5 

φ9 φ9 φ10 φ9 φ10 

φ10 φ10 φ9 φ10 φ9 

    χ(R)   10      0    2    0 

Áp dụng công thức:  aj = 1
g
∑χ(R)χj(R)  

Ta có thể tính được số lần biểu diễn bất khả quy tham gia vào biểu diễn khả quy như sau: 

1
aΓ  =  1

4
(10.1 + 0.1 + 2.1 + 0.1)  =  3 

2
aΓ  =  1

4
(10.1 + 0.1 + 2.(–1) + 0.(–1))  =  2 

3
aΓ  =  1

4
(10.1 + 0.(–1) + 2.1 + 0.(–1))  =  3 

4
aΓ  =  1

4
(10.1 + 0.(–1) + 2.(–1) + 0.1)  =  2 

Như thế đối với phân tử naphtalen chúng ta đã tìm được biểu diễn khả quy gồm các biểu 
diễn bất khả quy như sau: 

χ(R)  =  3
1Γχ + 2

2Γχ  + 3
3Γχ  + 2

4Γχ  

Để xác định các hàm obitan đối xứng với mỗi một biểu diễn bất khả quy chúng ta áp 
dụng công thức sau: 

Φ =  ∑χj(R)Rjφ 

Γ1  =  Êφ1 1Γχ (E) + 2
2ĉ φ1 1Γχ ( z

2c ) + y
2ĉ φ1 1Γχ ( y

2c ) + x
2ĉ φ1 1Γχ ( x

2c ) 

Φ1  =  φ1 + φ5 + φ8 + φ4 

Sau khi đã chuẩn hoá hàm sóng ta có: 

ψ1 = 1c
2

(φ1 + φ5 + φ8 + φ4) + 2c
2

(φ2 + φ3 + φ6 + φ7) + 3c
2

(φ9 + φ10) 

Bằng cách tương tự, ta cũng tính được ψ2, ψ3 … (xem bảng tổng hợp)           

Như vậy, do tính đối xứng cao của phân tử naphtalen, người ta có thể hạ từ định thức bậc 
10 xuống hai định thức bậc 3 và hai định thức bậc 2 sau đây: 
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ε 

ΓA, A 1 1 

1 

x 1 2
1 x 1 0

2 0 x 1

+

+

 ;  x 1
1 x 1+

 ; 
x 1 2
1 x 1 0

2 0 x 1

−

−

 ;  x 1
1 x 1−

 

Như vậy, việc giải các định thức bậc thấp này dễ dàng hơn nhiều so với định thức bậc 10. 
Các kết quả thu được của Ei và ψi được ghi ở bảng tổng hợp sau:  

Bảng tổng hợp các giá trị Ei và ψi cho phân tử naphtalen  

Ei ψi 

E1 =α+2,3028β  ψ1 = 0,3006(φ1+φ4+φ5+φ8) + 0,2307(φ2+φ3+φ6+φ7) + 0,4616 (φ9+φ10)     

E2 =α+1,618 β  ψ2 = 0,2629(φ1+φ4+φ5+φ8) + 0,4253 (φ2+φ3+φ6+φ7)     

E3 =α+1,3028β  ψ3 = 0,3996(φ1–φ4–φ5+φ8) + 0,1735 (φ2–φ3–φ6+φ7) + 0,347 (φ9–φ10)     

E4 =α+β  ψ4 = 0,4082(φ2+φ3+φ6+φ7) – 0,4082 (φ9+φ10)     

E5 =α+0,618 β  ψ5 = 0,4253(φ1–φ4+φ5–φ8) + 0,2629 (φ2+φ3–φ6–φ7)     

E6 =α–0,618 β  ψ6 = 0,4253(φ1+φ4–φ5–φ8) – 0,2629 (φ2+φ3–φ6–φ7)     

E7 =α–β  ψ7 = 0,4082(φ2–φ3–φ6+φ7) – 0,4082 (φ9–φ10)     

E8 =α–1,3028β  ψ8 = 0,3996(φ1+φ4+φ5+φ8) – 0,1735 (φ2+φ3+φ6+φ7)      

E9 =α–1,618 β  ψ9 = 0,2629(φ1–φ4+φ5–φ8) – 0,4253 (φ2–φ3+φ6–φ7)     

E10=α–2,3028β  ψ10 = 0,3006(φ1–φ4–φ5+φ8) – 0,230(φ2–φ3–φ6+φ7) – 0,4616 (φ9–φ10)     

Từ các bài tập đã nêu ở trên, chúng ta nhận thấy rằng nhờ tính đối xứng cao của phân tử 
mà người ta có thể đơn giản hoá bài toán theo phương pháp MO. Ngày nay, trong việc nghiên 
cứu phức chất, người ta cũng sử dụng tính đối xứng để xác định các giá trị tương ứng. 

4.8. Cho phân tử metylenxyclopropen ứng với nhóm đối xứng C2. 

a) Tìm các ma trận tương ứng khi thực hiện các phép đối xứng của các nhóm điểm lên 
các AO. 

b) Xác định số lần biểu diễn khả quy tham gia vào biểu diễn bất khả quy. 

Trả lời 

Phân tử metylenxyclopropen được biểu diễn như sau: 

 

            1 

       2 

 

   3          4 

a) Khi thực hiện các phép đối xứng tương ứng ta được: 
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ε̂

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

   =  

1     0     0     0
0      1     0     0

0      0     1     0

0      0     0     1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

  =   

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

2ĉ

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 =  

1     0     0     0

0      1     0     0

0      0     0     1

0      0    1     0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

  =   

1

2

4

3

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟φ⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 

Khi kết quả này có thể được biểu diễn trong bảng sau đây: 

 ε̂ψ 
2ĉ ψ 

φ1 φ1 φ1 

φ2 φ2 φ2 

φ3 φ3 φ4 

φ4 φ4 φ3 

χ(R) 4 2 

b) Để thiết lập số lần biểu diễn khả quy tham gia vào các biểu diễn bất khả quy ta áp dụng 
công thức: 

aj  =  1
g
∑χj(R)χ(R) 

Trong trường hợp đối với phân tử khảo cứu ta xác định giá trị aj lần lượt như sau: 

aA  =  1
2

 (4.1 + 2.1)  =  3 

aB  =  1
2

 (4.1 – 2.1)  =  1 

Như vậy, đối với phân tử metylenxyclopropen biểu diễn khả quy bao gồm các biểu diễn 
bất khả quy là: 

χ(R)  = 3χ(A) + χ(B) 

4.9. Cho sơ đồ khung phân tử axepentylen có nhóm điểm đối xứng là C3v. Hãy: 

a) Thực hiện các phép đối xứng của nhóm điểm lên các AO để xác định đặc số biểu diễn. 

b) Phân tích các biểu diễn khả quy thành các biểu diễn bất khả quy. 

A

B

C

D E

F

G

H
I

J
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Trả lời 

a) Đối với phân tử khảo sát ta nhận thấy chúng thuộc nhóm đối xứng D3h, nhưng để đơn 
giản ta chỉ xét phân tử axetylen ứng với nhóm điểm đối xứng C3v. 

 

 

 

 

Từ bảng đặc biểu ta nhận thấy ứng  với nhóm C3v có 2 phép c3 là: c3 và 2
3c  và 3 phép σv.  

Các mặt đối xứng được xác định bằng các đường IJ, CJ và FJ ứng với σ/; σ// và σ/// 

Sau khi thực hiện các phép đối xứng ta dễ dàng nhận được các kết quả được ghi trong 
bảng dưới đây: 

 ε c3 2
3c  /

vσ  //
vσ  ///

vσ  

φA φA φD φG φH φE φB 

φB φB φE φH φG φD φA 

φC φC φF φI φF φC φI 

φD φD φG φA φE φB φH 

φE φE φH φB φD φA φG 

φF φF φI φC φC φI φF 

φG φG φA φD φB φH φE 

φH φH φB φE φA φG φD 

φI φI φC φF φI φF φC 

φJ φJ φJ φJ φJ φJ φJ 

χ (R) 10 1 1 2 2 2 

b) Phép phân tích các biểu thức khả quy, tức là tìm số lần biểu diễn khả quy tham gia vào 
các biểu diễn bất khả quy cũng được tiến hành như thông lệ bình thường. 

1Aa   =  1
6

(10 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2)  =  3 

2Aa  =  1
6

(10 + 1 + 1 – 2 – 2 – 2)  =  1 

A

B

C

D E

F

G

H
I

J

ε 

A1 1 1 1 

A2 1 1 –1 
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aε   =  1
6

[2.10 + (–1.1) + (–1.1) + 0.2 +0.2 + 0.2]  =  3 

Kết quả này dẫn đến biểu diễn khả quy gồm các biểu diễn bất khả quy cho phân tử khảo 
sát thuộc nhóm điểm C3v là: 

χ(R)  =  3χ(A1) + χ(A2) + 3χ(ε) 

4.10.Phân tử bixyclohexatrien được kí hiệu theo sơ đồ sau: 

 

    /
vσ  

 

       σv  

a) Hãy tìm các mức năng lượng π tương ứng ở trạng thái cơ bản. 

b) Xác định các hàm sóng ψ ứng với các mức năng lượng biết rằng phân tử này có 6 
electron π và thuộc nhóm điểm C2v. 

Trả lời 

Theo đầu bài, trước tiên ta tìm aj là số lần biểu diễn khả quy tham gia vào biểu diễn bất 
khả quy đối với nhóm C2v. 

Đặc điểm của nhóm C2v được minh hoạ theo bảng sau: 

C2v ε c2 σv /
vσ  

A1 1 1 1 1

B2 1 –1 –1 1

A2 1 1 –1 –1

B1 1 –1 1 –1

Để dễ hình dung ta phác hoạ các phép đối xứng thuộc nhóm điểm này: 

   σv                /
vσ  

 

Nhìn vào hình vẽ ta dễ dàng nhận thấy với các phép đối xứng c2 hoặc phản chiếu qua các 
mặt σv và /

vσ  được ghi ở bảng sau: 

 ε c2 σv /
vσ  

φA φA φD φC φF 

A
B

C

DEF

F E D

CBA
B C

DEF

A
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φB φB φE φB φE 

φC φC φF φA φD 

φD φD φA φF φC 

φE φE φB φE φB 

φF φF φC φD φA 

χ (R) 6 0 2 0 

Từ bảng này và bảng đặc biểu ta cũng có thể xác định được các đặc số aj như sau:  

1Aa   = 1
4

(6.1 + 1.0 + 1.2 + 1.0) = 2 

2Aa   =  1
4

(6.1 – 1.0 – 1.2 + 1.0) = 1 

1Ba  =  1
4

(6.1 –1.0 + 1.2 – 1.0)  = 2 

2Ba   =  1
4

(6.1 – 1.0 – 1.2 + 1.0) = 1 

Như vậy, đối với phân tử bixyclohexatrien ta nhận thấy biểu diễn khả quy sẽ bao gồm các 
biểu diễn bất khả quy sau đây: 

χ(R) = 2χ(A1) + χ(B2) + χ(A2) + 2χ(B1) 

Kết quả này sẽ giúp chúng ta thiết lập định thức của phân tử. Quả vậy: đối với Γ(A1):  

ε̂φA(1)χ(A1)  + 2ĉ φA(1)χ(A1) + vσ̂ φA(1)χ(A1) + /
vσ̂ φA(1)χ(A1) 

φA (1) + φD (1)   +      φC (1)       + φF (1) 

Hàm đối xứng trung gian sẽ là: 

Φ1  = 1
2

(φA + φC + φD + φF) 

ε̂φB(1)χ(A1)  + 2ĉ φB(1)χ(A1) + vσ̂ φB(1)χ(A1) + /
vσ̂ φB(1)χ(A1) 

φB (1) +  φE (1)   +       φB (1)        +   φE (1) 

Φ2  =  1

2
(φB + φE) 

Cũng bằng cách tương tự ta lần lượt tìm được các hàm trung gian đối xứng sau: 
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   Γ (B2) :  Φ3  =   1
2

(φA –φC – φD + φF)          

  Γ (A2) :  Φ4  =   1
2

(φA – φC + φD – φF)          

   Γ (B1) :  Φ5  =   1
2

(φA + φC – φD – φF)          

     Φ6  =  1

2
(φB – φE)          

Từ các hàm đối xứng trung gian Φ1....  Φ6 ta tiến hành lập các nguyên tố của ma trận. Ví 
dụ:   

H11  =  ∫Φ1HΦ1dτ =  1
4 ∫(φA + φC + φD + φF)H(φA + φC + φD + φF)dτ 

Sau khi khai triển và kí hiệu ta được: 

H11 = 1
4

(HAA + 2HAC + 2HAD + 2HAF + HCC + 2HCD + 2HCF + HDD + 2HDF + HFF) 

= 1
4

(4α + 4β) = α + β 

H12   = ∫Φ1HΦ2dτ = 1

2 2
(HAA + HAE + HCB + HCE + HDB + HDE + HFB + HFE) 

= 1

2 2
4β   =  2β 

H22  = ∫Φ2HΦ2dτ = 1
2

(HBB + 2HBE + HEE) = α + β 

Ta lần lượt tìm được H13  H14... H66   để thay vào ma trận  

 

    H11     H12     H13    H14      H15     H16  

   H21     H22     H23    H24       H25     H26  

                                  

   H61     H62     H63    H64       H65     H66  
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  α+β  2 β  

   2 β  α+β  

       α+β 

        α-β       = 0 

           α-β    2 β 

           2 β α-β  

Đặt x = α
β

, định thức trên có dạng: 

   x+1  2  

    2  x+1 

          x + 1 

            x – 1 

           x – 1   2  

         2     x – 1 

Kết quả này chỉ rõ định thức cấp 6 được hạ xuống thành 2 định thức cấp 2 và 2 định thức 
cấp 1. Thay vì giải định thức cấp 6 ta chỉ cần giải 4 định thức cấp thấp hơn. Quả vậy: 

D (
1AΓ ) =  x 1      2

2      x 1

+

+
 = x2 + 2x + 1 = 0 

với  x = –1 ± 2  

Muốn xác định các hàm sóng ψ của hệ ta phải tìm các hệ số cr nhờ các bổ sung đại số: 

ci = (–1)i+1 i
2

A

A∑
 

ở đây  A1 =  x+1;  A2 = – 2  

Áp dụng cách tính thông thường (xem bài 4.6) ta dễ dàng lập thành bảng sau: 

Ai cho trường hợp 
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i
1

 x 2,414
1,414

= −
−

 
2
iA

2
 ic

0,707
 

2 –1,414 2 0,707 

  4  = 2  

Ai cho trường hợp 

i
1

 x 0,414
1,414
= +  

2
iA

2
 ic

0,707
 

2 –1,414 2 –0,707 

  4  = 2  

Như thế  ψ1   =  0,707(Φ1 + Φ2) =  0,707 ( ) ( )A C D F B E
1 1
2 2

⎡ ⎤
φ +φ +φ +φ + φ +φ⎢ ⎥

⎣ ⎦
  

   =  0,354(φA + φC + φD + φF) + 0,500(φB + φE) 

ψ4   =  0,707(Φ1 – Φ2) =  0,707 ( ) ( )A C D F B E
1 1
2 2

⎡ ⎤
φ +φ +φ +φ + φ +φ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

=  0,354(φA + φC + φD + φF) – 0,500(φB + φE) 

 Γ(B2) :  φA(1) + φD(–1) + φC(–1) + φF(1) 

Φ3 = 1
2

(φA – φC – φD + φF) 

D(
2BΓ )  = ⏐x + 1⏐  =  0 

x = – 1 

ψ2 =  0,500(φA – φC – φD + φF) 

 Γ(A2) :  Φ4 = 1
2

(φA – φC + φD – φF) 

   D (
2AΓ ) = ⏐x – 1⏐ =  0 

     x = 1 

ψ5 =  0,500 (φA-φC-φD+φF) 
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Γ(B1) :  Φ5 =  1
2

(φA + φC – φD – φF) 

ψ6 = 1

2
(φB – φE) 

D (
1BΓ )  = x 1      2

2      x 1

−

−
  =  x2 – 2x – 1 = 0 

Giải ra ta có:  x = 1 ± 2  

Thiết lập các phần phụ đại số và giải tương tự như đối với trường hợp D (
1AΓ ) ta cũng 

thu được các hàm:  

ψ3 =  0,354(φA + φC – φD – φF) + 0,500(φB – φF) 

ψ6 =  0,354(φA + φC – φD – φF) – 0,500(φB – φF) 

Ta có thể tóm tắt các kết quả tính trong bảng sau: 

 

ci 

ψi 
A B C D E F xi 

1 0,354 0,500 0,354 0,354 0,500 0,354 –2,414 

2 0,500 0,0 –0,500 –0,500 0,0 0,500 –1,000 

3 0,354 0,500 0,354 –0,354 –0,500 –0,354 –0,414 

4 0,354 –0,500 0,354 0,354 –0,500 0,354 +0,414 

5 0,500 0,0 –0,500 0,500 0,0 –0,500 +1,000 

6 0,354 –0,500 0,354 –0,354 0,500 –0,354 +2,414 

4.3 Bài tập chưa có lời giải 

4.11.Xây dựng bảng nhân nhóm cho các nhóm điểm sau đây: 

a) Nhóm C2 (có phép đối xứng ε, c2) 

b) Nhóm C3 (có phép đối xứng ε, c3, 2
3c ) 

     ĐS.   a)        

 

 ε c2 

ε ε c2 

c2 c2 ε 
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        b) 

 

 

 

4.12.Cho biết những ion sau đây thuộc nhóm điểm nào ? 

a) Ion 3ClO− , 2
3SO −  có cấu trúc tháp tam giác. 

b) Ion 2
4SO − , 3

4PO −  có cấu trúc tứ diện đều. 

c) Ion 2
6SiF −  có cấu trúc bát diện đều. 

      ĐS.  a) C3v; b) Td; c) Oh. 

4.13.Biểu diễn bằng hình vẽ và chỉ rõ các phép và yếu tố đối xứng cho các phân tử sau 
đây. Từ kết quả thu được cũng cho biết các nhóm điểm tương ứng. 

  H2O, NH3, HB3, C2H2, C2H4, C6H6 và C6H12 (cả 2 cấu dạng thuyền và ghế) 

    ĐS.  Độc giả tự vẽ phân tử và tìm các yếu tố đối xứng. 

P
h
n

H2
O 

NH3 BH3 C2H2 C2H4  C6H6 C6H12 C6H12 

D. ghế    D. thuyền 

C2

v 

C3v D3h D∞h D2h D6h    D3d C2v 

4.14.Cho phân tử NH3 hãy thưc hiện các phép biến đổi đồng dạng đối với phân tử 2
3c , đối 

với phần tử /
vσ  cũng như đối với phần tử //

vσ . 

    Hướng dẫn: vẽ hình và thực hiện các phép biến đổi. 

4.15.Xét phân tử phẳng trans-dicloetilen 

a) Hãy xác định các yếu tố đối xứng. 

b) Hãy xác định các phép đối xứng khả dĩ. 

    ĐS.   a) c2 σh. I
•
  

       b) {ε, c2, σh, I
•
}   

 ε c3 
2
3c  

ε ε c3 
2
3c  

c3 c3 ε ε 
2
3c  2

3c  ε ε 
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4.16.Hãy phân tích các biểu diễn sau đây thành tổng trực tiếp các biểu diễn bất khả quy 
(bdbkq). 

  Γ1:  4  0   –2      –1  

 Γ2:  3 –1    1  1  

    ĐS.   Γ1  =  2A2+B1+B2 

      Γ2  =  A1+B1+B2 

4.17.Trong lí thuyết nhóm, nhóm Oh là tích trực tiếp của nhóm O và nhóm Ci, biết nhóm 
O có các phần tử sau: 

ε  8c3  6c2  6c4 3c2 (= 2
4c ) 

Từ gợi ý này hãy cho biết các phần tử của nhóm Oh 

     ĐS.  ε  8c3  6c2  3c2 (= 2
4c− ) I

•
  6S4  8S6 3σh 6σd   

4.18.Dựa vào lí thuyết nhóm cho các obitan lai hoá 

a) Xác định các obitan lai hoá tam giác sp2. 

b) Biểu diễn các AO lai hoá dưới dạng ma trận. 

ĐS.   

a) Vẽ hình và tìm phần đóng góp của các AO-s, p vào việc hình thành AO lai hoá. 

b)  

φ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟φ⎝ ⎠

1

2

3

1 2
        0

33
1 1 1

   -    
3 6 2

1 1 1
   -   -

3 6 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

y

s

p

p

 

4.19. a) Hãy xác định các obitan đối xứng hoá cho phân tử BF3 (xem hình). Giả sử mỗi 
nguyên tử tham gia một obitan kí hiệu là σ. 

b) Viết các biểu thức toán học cho các MO liên kết  và phản liên kết  đối với phân tử 
khảo sát. 

ĐS.  a)  ∑s = 1

3
σ1 + 1

3
σ2 + 1

3
σ3  

   ∑x = 2
3
σ1 – 1

6
σ2 – 1

6
σ3 

Đối với nhóm C2v  

(xem bảng đặc biểu ở phụ lục) 

x

y

1

2 3
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    ∑y = 1
2
σ2 – 1

2
σ3  

  b) σs  =  c12s + c2∑s  *
sσ  = /

1c 2s – /
2c ∑s  

     σx  =  c3px + c4∑x  *
xσ  = /

3c px – /
4c ∑x  

    σy  =  c5py + c6∑y  *
yσ  = /

5c py – /
6c ∑y  

4.20.Bằng phương pháp HMO hãy xác định các mức năng lượng đối với phân tử stirol, 
biết rằng phân tử này thuộc nhóm đối xứng D2. 

Hướng dẫn 

Đánh số thứ tự các nguyên tử cacbon trong phân tử stirol, dùng lí thuyết nhóm để xác 
định các hàm đối xứng hoá và hạ bậc định thức cấp 6 xuống 2 định thức cấp 3. Các mức năng 
lượng xác định được là: 

E1  =  α + 2,12β    E2   =  α + 1,48β 

E3  =  α + 0,30β    E4  =  α – 0,30β 

E5   =  α – 1,48β    E6  =  α – 2,12β 



                 

                         

Giáo trình nhập môn hóa lượng tử 

NXB Đại học quốc gia Hà Nội 2006. 

 Tr 5-39. 

 
Từ khoá: Phổ phân tử.  

Tài liệu trong Thư viện điện tử ĐH Khoa học Tự nhiên có thể được sử dụng cho mục 

đích học tập và nghiên cứu cá nhân. Nghiêm cấm mọi hình thức sao chép, in ấn phục 

vụ các mục đích khác nếu không được sự chấp thuận của nhà xuất bản và tác giả.  
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Chương 5  

KHÁI QUÁT VỀ PHỔ PHÂN TỬ 

5.1 Lí thuyết tóm lược 

5.1.1 Khái niệm chung 

5.1.1.1 a) Trường điện từ 

Theo thuyết điện từ thì mỗi biến thiên của điện trường làm xuất hiện một từ trường. Hai 
trường này luôn thẳng góc với nhau và làm thành trường điện từ. 

5.1.1.2 b) Những đại lượng đặc trưng  

Quãng đường mà sóng điện từ chuyển dời được trong một chu kì T gọi là bước sóng λ. 
Chúng được liên hệ với tần số ν và số sóng ν  bằng biểu thức sau: 

 

 

 

 

 

  

 

λ  =  cT  =  c
ν

  = 1
ν

 

c- tốc độ ánh sáng trong chân  không. 

5.1.1.3 c) Dải phổ 

Người ta phân vùng phổ thành các dải phổ sau: 

Nhiễu xạ tia X Phổ electron Phổ dao động quay Phổ quay 

Tia X UV.chân không UV VIS IR gần IR IR xa vi sóng 

E 

H 

x 

y

z 



 

 

3

3

1Å                    100Å             200nm   400nm  800nm     5mμ  25mμ      1mm     1cm 

5.1.2 Các dạng phổ phân tử 

a) Khi bức xạ điện từ tương tác với các phân tử vật chất sẽ gây nên sự chuyển electron từ 
mức năng lượng này sang mức năng lượng khác. 

ΔE  =  Ec – Et  =  hν  =  hc
λ

 =  hc ν  

 Ec- mức năng lượng cao; 

 Et- mức năng lượng thấp. 

b) Nếu electron chuyển từ Et lên Ec ta có phổ hấp thụ, còn ngược lại ta lại được phổ phát 
xạ. 

E  =  Ee  + Eq + Edđ 

 Ee - năng lượng electron;  

 Eq- năng lượng quay;   

 Edđ- năng lượng dao động. 

5.1.3 Phổ quay của phân tử 2 nguyên tử 

a) Từ bài toán quay tử cứng nhắc chúng ta có thể xác định năng lượng quay Eq là: 

0 1

1

2

1

2

2

3
5

5
3

5
3

5
3

5
3

v J

0

n
E

Các mức năng lượng electron, quay,    

dao động của phân tử 2 nguyên tử 
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Eq = EJ = 
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1) 

Với mômen quán tính:     

I = μ 2
or  

và khối lượng rút gọn: μ  =  1 2

1 2

m m
m m+

 

  h- hằng số Planck; 

  ro- khoảng cách giữa 2 nguyên tử ; 

  m1, m2- khối lượng của 2 nguyên tử; 

  J- số lượng tử quay. 

b) Số sóng ν  trong phổ quay được xác định bằng hệ thức: 

ν J→J+1 = 2B(J + 1) 

với   B  =  2
h

8 Iπ
- hằng số quay. 

5.1.4 Phổ dao động của phân tử 2 nguyên tử 

a) Kết quả giải bài toán dao động tử điều hoà đã dẫn đến năng lượng dao động như sau: 

Edđ  =  Ev  =  hν 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

trong đó:  1 k
2

ν =
π μ

  

  k: hằng số lực 

  μ: khối lượng rút gọn 

   v:   0, 1, 2,... số lượng tử dao động 

  Khi  v = 0 dẫn đến năng lượng điểm không Eo 

      Eo  =  1
2

hνo 

b) Trong phổ quay số sóng ν  được xác định bằng hệ thức: 
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ν  =  1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

ω  

    ω  =  
c
ν  là tần số dao động 

5.1.5 Phổ quay - dao động của phân tử hai nguyên tử 

a) Năng lượng của dạng phổ này là: 

E  =  Eq + Edđ  =  EJ + Ev 

Một cách gần đúng ta viết: 

E  = BhcJ(J + 1) + hν 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

b) Số sóng được xác định bởi hệ thức:    

ν  = BJ(J + 1) + 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

ω  

 • Phổ quay, phổ dao động đều phải tuân theo quy tắc chọn lựa: 

ΔJ  =  ± 1 và Δv  =  ± 1 

 • Các dao động riêng của phân tử lại chia thành hai dạng chính: 

  + Dao động hoá trị ν;   

  + Dao động biến dạng δ.  

Các dạng dao động này ứng với trường hợp đối xứng νS, δS và bất đối xứng νas, δas.     

5.1.6 Phổ electron của phân tử 2 nguyên tử 
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Phổ electron thường xuất hiện khi electron dịch chuyển giữa 2 trạng thái (mức năng 
lượng) electron. Dạng phổ này chiếm vùng phổ tử ngoại (UV) và trông thấy (VIS). Sự chuyển 
electron giữa các trạng thái  được biểu diễn trên giản đồ.  

5.1.7 Phổ cộng hưởng từ hạt nhân  

Khi proton (hạt nhân) có số lượng tử I bán nguyên (chẳng hạn 1
1H  có I = 1/2) được đặt 

vào một từ trường không đổi H thì có sự tương tác giữa mômen từ hạt nhân μN và cường độ từ 
trường dẫn đến năng lượng: 

E  = –μNH  = –gNβNmIH 

trong đó:   gN - tỉ lệ từ hồi chuyển spin hạt nhân hay là yếu tố g hạt nhân;    

        βN- hằng số  manhêtôn hạt nhân. 

Số lượng tử từ spin hạt nhân của proton có 2 giá trị  ± 1
2

  

a) Hiệu năng lượng giữa 2 mức là: 

ΔE  =  gNβNH = hν 

b) Tần số là:  ν  =  N Ng H
h
β      

c) Độ chuyển dịch hoá học: 

δx  =  TMS

o

∞ν − ν
ν

.106 (ppm) 

trong đó:    δx - độ chuyển dịch của proton x; 

  νx - tần số của proton x; 

  νTMS  - t ần số của chất chuẩn TMS (tetrametyl silan); 
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  νo - tần số của máy đo. 
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5.2 Bài tập áp dụng 

5.1.  Hãy xác định hiệu năng lượng ΔE ứng với một bức xạ có số sóng ν  =1,00 cm–1. Sự 
hấp thụ bức xạ này sẽ tương ứng với dạng chuyển động (bước chuyển) nào trong dãy phổ 
khảo sát. 

Trả lời 

Theo vật  lý quang phổ, số sóng là sự nghịch đảo của bước sóng. Vậy: 

ν  = 1
λ

 

Mặt khác,  ΔE = hν  =  hc
λ

 =  hc ν  

Từ biểu thức này ta dễ dàng tính ΔE theo J: 

ΔE = 6,62.10–34 J.s × 3.108 m.s–1 × 1,00 cm–1 × 100 cm.m–1 = 1,99.10–23 J 

Chúng ta lại biết từ các số liệu thực nghiệm, người ta đã lập thành bảng  để chỉ rõ mối 
quan hệ giữa năng lượng và các dạng bước chuyển tương ứng thuộc các vùng phổ: 

Vùng Vi sóng IR xa IR UV-vis 

ν (Hz) 109  ÷ 1011 1011  ÷ 1013 1013  ÷ 1014 1014  ÷ 1016 

λ (m) 3.10–1 ÷ 3.10–3 3.10–3 ÷ 3.10–5 3.10–5÷6,9.10–7 6,9.10–7÷2.10–8 

ν  0,033 ÷  3,3 3,3 ÷ 330 330 11500÷50000 

ΔE 6,6.10–25÷6,6.10–23 6,6.10–

23÷6,6.10–21 
6,6.10–21÷2,9.10–

19 2,9.10–19 ÷.10–18 

Bước chuyển Quay đối với phân 
tử nhiều nguyên tử 

Quay đối với 
phân tử nhỏ 

Dao động của 
các liên kết 

Bước chuyển 
electron 

Với kết quả thu được 1,99.10–23 J sẽ ứng với bước chuyển quay của phân tử. 

5.2. Với giả thiết phân tử hai nguyên tử được xem là mẫu quay tử cứng nhắc, hãy dùng 
phương pháp lượng tử để xác định năng lượng quay trong trường hợp này. 

Trả lời 

Ta coi chuyển động quay của 2 nguyên tử ứng với khối lượng m1 và m2 trong phân tử ở 
khoảng cách r có thể quy về bài toán chuyển động quay của một hạt duy nhất lấy làm trọng 
tâm ứng với khối lượng rút gọn μ (xem hình vẽ): 

 

m1 m2 0 θ
) ϕ

x

y

z
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Đối với mô hình quay tử cứng nhắc với khoảng cách r luôn luôn cố định, r = const và thế 
năng U = 0. 

Để đơn giản quá trình giải ta giả thiết trục quay cố định trong mặt phẳng xOy, nghĩa là θ 
= 90o. Điều này có nghĩa là hàm sóng ψ(θ, ϕ) sẽ chuyển về hàm chỉ phụ thuộc vào ψ(ϕ) mà 
thôi. Trong trường hợp này phương trình Schrửdinger có dạng:      

∇2ψ + 
2

2μ (E – U)ψ  =  0   (1) 

U  =  0;  μ  =  1 2

1 2

m m
m m+

 

Bài toán phải giải trong toạ độ cầu, nên toán tử  Laplace có dạng: 

∇2 = 
2
1

r r
∂
∂

2r
r

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 + 
2

1

r sinθ

∂
∂θ

sin
∂⎛ ⎞θ⎜ ⎟∂θ⎝ ⎠

 + 
2
1

r 2
1

sin θ

2

2
∂

∂ϕ
 

Theo giả thiết nói trên với r = const; θ = 90o nên toán tử  ∇2 có dạng: 

∇2 =  
2
1

r

2

2
∂

∂ϕ
    (2) 

Vậy phương trình (1) sẽ có dạng là: 

2

2
d

d

ψ

ϕ
 + 

2

2
2 rμ Eψ  =  0  (3) 

Ở đây μr2 = I gọi là mômen quán tính. 

2

2
d

d

ψ

ϕ
 + 

2
2I Eψ  = 0   (4) 

Đặt  
2

2I E  =  m2    (5) 

với      m  = J(J 1)+     
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Phương trình (4) là dạng của phương trình vi phân quen thuộc nhưng hàm ψ(ϕ) chỉ phụ 
thuộc vào góc ϕ. Vậy ta có thể viết (4) dưới dạng:     

2

2
d

d

φ

ϕ
 + m2φ  =  0  (6) 

Phương trình này có nghiệm φ(ϕ)  =  C.eimϕ   

Từ đây ta căn cứ vào điều kiện chuẩn hoá để xác định hàm φ và thừa số C, song theo đầu 
bài là xác định năng lượng quay thuần tuý. 

Thực vậy, từ biểu thức (5) ta dễ dàng suy ra giá trị năng lượng quay E: 

2
2I E  =  J(J + 1)  hay E  =  

2

2I
J(J + 1) 

Cuối cùng ta có thể viết: 

E  = 
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1)    (7) 

Ở đây, J gọi là số lượng tử quay nhận 0, 1, 2,... Theo (7) ứng với một giá trị của J ta có một 
giá trị E tương ứng. Như vậy, có thể nói rằng năng lượng đã bị lượng tử hoá. 

5.3. Bằng thực nghiệm người ta đã xác định được vạch phổ ở vùng hồng ngoại xa với số 
sóng là 16,94 cm–1 cho phân tử  HBr. Căn cứ vào số liệu này hãy: 

a) Xác định mômen quán tính của phân tử. 

b) Tìm khoảng cách giữa hai hạt nhân. 

Cho H = 1,008;  Br = 79,92. 

Trả lời 

a) Phân tử HBr có thể xem là phân tử 2 nguyên tử tương ứng với mẫu quay tử cứng. Theo 
cơ học lượng tử, năng lượng quay Eq được xác định bằng hệ thức: 

Eq  =  
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1) 

Theo quy tắc chọn lựa ΔJ = 0 hay ± 1 đối với các mức quay sẽ dẫn đến hiệu giữa 2 mức 
năng lượng là: 

ΔE   = h.B[J(J + 1) – J/(J/ + 1)] = 2hBJ 

trong đó:   B   = 
2

h

8 Iπ
 là hằng số quay. 
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Mặt khác ΔE   =  hν  do đó ta có: 

ν   =  2BJ  hay  νC  =  2BJ 

Thay các giá trị bằng số vào khi J = 1 và J = 0 ta có: 

I = 
( )

34

2 8

2 6,62.10

8 3,14 1694 3.10

−×

× × ×
 kg.m2 

I   =  3,30.10–47 kg.m2 

b) Để tìm khoảng cách r ta sử dụng biểu thức: 

I   =  μr2 

Trước tiên ta tính khối lượng rút gọn μ bằng:  

    μ   =  1 2

1 2

m m
m m+

 .    

Vậy: 

I   =   H Br

H Br

m m
m m

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 r2  

 hay: 

r   =  H Br

H Br

I(m m )
m .m

+ . 

Thay số vào ta có: 

r   =  
47 23

3
3,30.10 .6,02.10 (1,008 79,92)

1,008.79,92.10

−

−
+  

r   =  1,41.10–10 m  =  1,4 Å 

5.4. Hãy xác định tần số chuyển tiếp được phép trong phổ quay khi electron bị kích thích 
từ mức năng lượng quay thấp lên mức năng lượng quay cao. 

Trả lời 

Khi electron bị kích thích từ mức năng lượng thấp lên cao sẽ là: 

ΔE  =  Ec – Et  =  hν   (1) 

Chúng ta biết năng lượng quay Eq là: 

J1

J2 Eq1

Eq2
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   Eq = J(J + 1)
2

2I
 

Ta kí hiệu mức quay thấp J1 ứng với Eq1; mức quay cao là J2 với Eq2.  

ΔEq = 
2 1q qE E−  = J2(J2 + 1)

2

2I
 – J1(J1 + 1)

2

2I
 

Theo quy tắc chọn lọc, ΔJ = 1 hay J2 = J1 + 1 thì phổ mới xuất hiện, vậy: 

ΔEq = (J1 + 1)(J1 + 2)
2

2I
 – J1(J1 + 1)

2

2I
 = (J1 + 1)

2

I
 (2) 

So sánh (1) và (2) ta có: 

hν  =  (J1+1)
2

I
  ⎯→    ν  =  (J1 + 1)

2
h

4 Iπ
   (3) 

Từ (3) nếu  J1  =  0   thì   νo  =  1.
2

h

4 Iπ
 

    J1  =  1   thì   νo  =  2.
2

h

4 Iπ
 

   J1  =  2   thì  νo  =  3.
2

h

4 Iπ
 

5.5. Trên cơ sở của cơ học lượng tử hãy xác định năng lượng dao động cho trường hợp 
phân tử 2 nguyên tử với giả thiết rằng dao động của hai hạt nhân đối với trọng tâm phân tử là 
những dao động điều hoà tuyến tính. 

Trả lời 

Theo cơ học lượng tử, muốn xác định năng lượng của dao động tử điều hoà ta phải giải 
phương trình Schrửdinger. Nghĩa là: 

2

2
d

dx

ψ  + 
2

2m (E – U)ψ  =  0  (1) 

Ở đây thế năng thu được khi hạt chuyển động trong trường lực dọc theo phương x chẳng 
hạn thì nó bị tác dụng  một lực với thế năng: 

U  = k
2

x2  = 
2m

2
ω x2   (2) 

trong đó: k = mω2 là hằng số lực hay hệ số đàn hồi; 

 m- khối lượng của hạt; 
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  x- li độ dao động; 

 ω = 2πν tần số góc. 

Phương trình (1) sẽ có dạng:    

2

2
d

dx

ψ  + 
2

2m 2 21
E m x

2
⎛ ⎞− ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

ψ = 0  (3) 

Để giải phương trình (3) ta phải đặt các biến số phụ và tìm cách đưa nó về dạng phương 
trình Hermite quen thuộc để xác định hàm ψ và năng lượng E. 

Đặt    α  =  
2

2mE      (4) 

β  =  mω    (5) 

2

2
d

dx

ψ  + (α – β2x2)ψ  =  0  (6) 

Đưa thêm biến số   ξ = β x     (7) 

Lấy đạo hàm ξ theo x ta có: 

   d
dx

ξ   =  β     

hay  

d
dx

  =  d
dξ

d
dx

ξ   = d
dξ

β  = 0   (8) 

2

2
d

dx
 =  

2

2
d

dξ
β    (9) 

Thay (8) và (9) vào (6) sẽ có: 

β
2

2
d

d

ψ

ξ
 + (α – βξ2)ψ  =  0   hay  (10) 

2

2
d

d

ψ

ξ
 + 2⎛ ⎞α

− ξ⎜ ⎟β⎝ ⎠
ψ  =  0      (11) 

Hàm ψ phải liên tục, đơn trị, hữu hạn với mọi giá trị của ξ. Khi ξ khá lớn thì tỉ số α
β

 có 

thể bỏ qua, lúc đó phương trình (11) có dạng: 
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2

2
d

d

ψ

ξ
 – ξ2ψ  =  0    (12) 

Phương trình vi phân (12) có nghiệm là: 

ψ  =  
2 /2e±ξ      (13) 

Khi ξ → ∞ thì ψ tăng vô hạn, nghiệm 
2 / 2e+ξ  sẽ không thoả mãn điều kiện của hàm ψ. 

Vậy hàm ψ chỉ có thể là: 

ψ  =  
2 / 2e−ξ    (14) 

Do đó nghiệm đúng của phương trình (11) sẽ là: 

ψ  =  H(ξ)
2 /2e−ξ   (15) 

Muốn xác định hàm H (ξ) ta đặt Z  = ξ2

2
. Vậy: 

    ψ  =  H(ξ)e–z    (16) 

Để đưa phương trình (11) về dạng phương trình Hermite quen thuộc ta lấy đạo  hàm ψ// ở 
(16) rồi thay các giá trị thu được ψ vào biểu thức (11) sẽ có: 

H// + 2ξH/ + 1
⎛ ⎞α

−⎜ ⎟β⎝ ⎠
H  =  0  (17) 

Đặt  1
⎛ ⎞α

−⎜ ⎟β⎝ ⎠
 =  2ν    (18) 

Ta có:  H// + 2ξH/ + 2νH  =  0    (19) 

Đây chính là phương trình Hermite cần tìm. 

Nếu ta sử dụng đa thức Hermite bậc n thì sẽ tìm được hàm sóng. Ở đây theo đầu bài cần 
xác định năng lượng dao động điều hoà E. Quả vậy khi thay các giá trị α ở (4) và β ở (5) vào 
hệ thức (18) sẽ dẫn tới: 

E  =  hν 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (20) 

Như vậy, ứng với mỗi giá trị của v: 0, 1, 2,... ta sẽ có một giá trị năng lượng được phép là 
1
2

, 3
2

, 5
2

... lần  hν. Nghĩa là giá trị năng lượng dao động tử điều hoà tuyến tính lập thành một 

phổ gián đoạn. Ta có thể biểu diễn các mức năng lượng thu được trên hình dưới đây:  
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Từ hình biểu diễn các mức năng lượng điều 

hoà ta nhận thấy khi ν = 0 thì E = 1
2

hν. Đây chính 

là năng lượng điểm không và cũng là kết quả thu 
được khác với cách tính theo lí thuyết cổ điển.  

 Sự tồn tại của năng lượng điểm không có nghĩa 
là dao động của các hạt vi mô không bao giờ dừng 
lại ngay cả ở nhiệt độ không độ tuyệt đối. 

5.6. Cho một vi hạt với khối lượng m = 
2,33.10–26 kg dao động điều hoà quanh vị trí cân 
bằng. Hãy tính giá trị năng lượng điểm không cho 
vi hạt này. Biết hằng số lực k = 155 N.m–1. 

Trả lời   

Năng lượng của dao động tử điều hoà là: 

E  = 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hν ; với   ν  = 1
2π

k
m

 

 Khi v = 0  ⎯→ Eo = 1
2

hν  = 1
2

h 1
2π

k
m

 = 1
2

k
m

   

Eo = 1
2

.1,055.10–34 J.s
1

26
155 N.m

2,33.10 kg

−

−
  = 4,30.10–21 J 

5.7. Hãy xác định bước sóng λ (nm) của photon cần để kích thích sự chuyển dịch của 
electron giữa 2 mức năng lượng liền kề trong một dao động tử điều hoà. Biết rằng khối lượng 
của hạt proton bằng khối lượng của proton. Cho mp = 1,672.10–27kg; k = 855 Nm–1.    

Trả lời 

Hiệu giữa 2 mức năng lượng là: 

ΔE (hệ)  =  Ev+1 – Ev  = 1
v 1

2
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν – 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν =  ν  =  k
m

     

 vì  ν =  k
m

 

ΔE (photon)  =  hν  =  h c
λ

. 

Do vậy     

ν = 3

ν = 2

ν = 1

ν = 0

0 x  
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ν  =  h
2π

ν  =  h c
λ

. 

Từ đó suy ra 

λ  =  2 cπ
ν

  =  
2 c

k
m

π
 =  2πc m

k
 

 Thay các giá trị tương ứng ta có: 

λ  =  2.3,14.3.108 m.s–1 
27

1
1,672.10 kg

855 Nm

−

−   =  2,63.10–6 m =  2630.10–9 m  =  2630 nm 

5.8. a) Hãy tìm công thức tổng quát để xác định độ dài liên kết cho phân tử hai nguyên 
tử. Biết rằng trong phổ quay của phân tử  này bước chuyển giữa hai vạch phổ liên tiếp tuân 

theo quy tắc chọn lựa ΔJ = ±1; năng lượng quay là  Eq =  
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1). 

b) Áp dụng kết quả đã xác lập ở câu a) hãy xác định độ dài liên kết  đối với phân tử HCl. 

Cho: 2B = 2070 cm–1; H = 1; Cl  = 35,46 

Trả lời 

a) Ta đã biết năng lượng quay:    

Eq =  
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1)  (1) 

Mặt khác theo thuyết Planck:   

Eq =  hν  = hc ν      (2) 

So sánh (1) và (2) ta có: 

hc ν   =  
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1)  ⎯→  ν   =  2

h

8 Icπ
J(J + 1) 

hay     

ν   =  BJ(J + 1)  (3) 

B  =  2
h

8 Icπ
    (4) 

Gọi là hằng số quay có đơn vị là cm–1. 
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Chúng ta cũng biết rằng khi tiểu phân chuyển giữa hai mức năng lượng liên tiếp luôn 
luôn tuân theo quy tắc chọn lựa: 

ΔJ  =  ±1 

Khi  ΔJ  = +1 ứng với sự hấp thụ E  

   ΔJ  = –1  ứng với sự bức xạ E  

Giả sử bước chuyển giữa 2 mức năng lượng quay liên tiếp ứng với J và J + 1 ta sẽ có Δ ν J, 
J+1 dưới dạng: 

ν  (J+1) – ν J  =  [B(J + 1)(J + 2) – BJ(J + 1)] 

 hay 

Δ ν J→J+1 = 2B(J + 1)  (5) 

Từ (5) nếu gán cho J một giá trị ta sẽ có 1 giá trị của Δν . Ví dụ: 

J 0 1 2 3 4 . . . 

Δ ν J→J

+1 
2B 4B 6B 8B 10

B 
. . . 

Như vậy giữa 2 mức năng lượng đều có đại lượng 2B. Từ (4) ta có gía trị mômen quán 
tính I. 

I  =  2
h

8 Bcπ
  =  μr2 

hay 

r2  =  2
h

8 Bcπ μ
 

vậy 

r  =  2
h

8 Bcπ μ
   (6) 

Ở đây μ là khối lượng rút gọn. 

b) Áp dụng cho phân tử HCl ta dễ dàng tính được độ dài liên kết của HCl. 

Theo đầu bài  2B  =  2070 cm–1   

B  =  1035 cm–1  =  10,35.102 m–1. 
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μ  =  H Cl

H Cl

m .m
m m+

   =  1,0.35,46
1,0 35,46+

  =  0,973 u 

μ  =  0,973 u.1,667.10–27 kg  =  1,62.10–27 kg 

Thay các giá trị tương ứng vào biểu thức (6) ta sẽ thu được giá trị độ dài liên kết  của 
phân tử HCl. 

r  =  
24 2 2

2 27 2 1 8 1
6,62.10 kg.m .s .s

8.3,14 .1,62.10 kg.10,35.10 .m .3.10 .m.s

− −

− − −  

r  =  1,288.10–10 m  =  1,29 Å. 

5.9. Hãy tính khối lượng rút gọn và mômen quán tính đối với phân tử D35Cl. Cho biết độ 
dài liên kết D–Cl là 0,1275 nm. 

Trả lời 

Chúng ta biết khối lượng rút gọn được tính theo biểu thức sau: 

    μ  =  D Cl

D Cl

m .m
[m m ]+

   

hay 

μ  =  
3 1 3 1

3 1 23 1
2.10 kg.mol .35.10 kg.mol

(2 35).10 kg.mol .6,023.10 mol

− − − −

− − −+
=  3,141.10–27 kg 

Còn giá trị mômen quán tính cũng được xác định theo biểu thức sau: 

I  =  μ r2 

Thay giá trị khối lượng rút gọn và khoảng cách giữa nguyên tử D và Cl ta thu được: 

I  =  3,141.10–27 kg.(0,1275.10–9 m)2 =  5,146.10–47 kg.m2 

5.10.Cho tần số dao động cơ sở của phân tử HCl có giá trị là 8,67.1013 s–1, hãy tính tần số 
dao động cơ sở đối với phân tử DCl với giả thiết hằng số lực trong cả hai trường hợp được 
xem là như nhau. 

Trả lời 

Trong phổ dao động, hằng số lực được tính theo công thức: 

ν  =  1
2π

k
μ

 

Áp dụng công thức này cho phân tử HCl và DCl sẽ có: 
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Đối với phân tử DCl tần số ν1 là: 

ν1  =  1
2π 1

k
μ

     (1) 

Đối với phân tử HCl tần số ν2 là: 

ν2  =  1
2π 2

k
μ

     (2) 

Chia (1) cho (2) sẽ dẫn tới biểu thức: 

2
1
2
2

(DCl)

(HCl)

ν

ν
  =  2

1

(HCl)
(DCl)

μ
μ

     (3) 

Theo đầu bài ν2(HCl) = 8,67.1013 s–1 nên ta có thể  dễ dàng xác định được tần số cơ sở 
của DCl: 

2
1ν  =  2

2ν 2

1

μ
μ

    (4) 

Mặt khác, ta cũng có thể xác định được khối lượng rút gọn μ1 và μ2 như sau: 

μ1 = 
3 1 3 1

3 1 23 1
2.10 kg.mol .35.10 kg.mol

(2 35).10 kg.mol .6,02.10 mol

− − − −

− − −+
 =  3,141.10–27 kg 

μ2 = 
3 1 3 1

3 1 23 1
1.10 kg.mol .35.10 kg.mol

(1 35).10 kg.mol .6,02.10 mol

− − − −

− − −+
 = 1,627.10–27 kg 

Thay các giá trị μ1 và μ2 vào biểu thức (4) sẽ có: 

2
1ν   =   (8,67.1013 s–1)2

27

27
1,627.10 kg

3,141.10 kg

−

−
 =   38,69.1026 s–2 

hay   

ν1    =  6,22.1013 s–1 

5.11.Đối với phân tử hai nguyên tử, hàm Morse có dạng: 

V(r)  =  De
( )e

2r r1 e−α −⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦  

Hãy chứng minh rằng: 

a) Hàm Morse V(re) = 0  và  V(∞)  =  De. 
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b) Hằng số α trong hàm Morse là: 

α  =  ν
1/22

e

2
D

⎡ ⎤π μ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Trả lời 

a) Từ biểu thức của hàm Morse: 

V(r)  =  De
( )e

2r r1 e−α −⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦  

Chúng ta lần lượt thay các giá trị r tương ứng khi r = re (khoảng cách giữa 2 hạt nhân ở 
trạng thái  cân bằng) thì hàm V(re) sẽ là: 

   V(re)   =  De
( )−α −⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

e e
2r r1 e  =  De[1 – eo]2 =  De[1 – 1]2 =  0 

Khi  r = ∞  thì hàm V(∞) sẽ là: 

V(∞)  =  De
( )e

2r1 e−α ∞−⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦  =  De ( )e

2

r

1
1

eα ∞−

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦ =  De[1 – 0]2 =  De 

b) Với hàm Morse ta có thể khai triển dưới dạng: 

V(r)  =  De
( ) ( )

222
e er r r r

1 1 ...
1! 2!

⎡ ⎤α − α −⎢ ⎥− + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Khi các số hạng bậc cao trong biểu thức trên bị loại bỏ ta có thể viết: 

V(r)  =  Deα2(r – re)2    (1) 

Mặt khác, đối với phổ dao động, tần số có thể xác định thông qua hằng số lực k theo công 
thức cổ điển là:  

ν  =  
π
1
2

k
μ

 

 hay   

k  =  4π2ν2μ    (2) 

và V(r) được biểu diễn bằng biểu thức:   

V(r) = 1
2

kx2 
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Với x là độ dịch chuyển khỏi trạng thái cân bằng và x = (r – re). Như vậy: 

   V(r)  = 1
2

4π2ν2μ(r – re)2  

 hay          =  2π2ν2μ(r – re)2   (3) 

So sánh phương trình (1) và (3), ta có: 

Deα2(r – re)2  =  2π2ν2μ(r – re)2 

Deα2  =  2π2ν2μ 

α  =  ν
1/22

e

2
D

⎡ ⎤π μ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (4) 

Đó là điều chúng ta cần chứng minh.  

5.12.Áp dụng mô hình electron π chuyển động tự do trong giếng thế một chiều (dọc theo 
mạch cacbon liên hợp) cho phân tử liên hợp hexatrien hãy xác định số sóng ν  theo cm–1 khi 
có sự chuyển dời 1 electron π từ mức năng lượng bị chiếm cao nhất lên mức năng lượng trống 
chưa bị chiếm thấp nhất; biết rằng độ dài liên kết trung bình C–C trong mạch là 1,4 Å. 

Cho h = 6,62.10–34 J.s; c = 3.108 m.s–1. 

Trả lời 

Mô hình electron π chuyển động tự do trong giếng thế một chiều có thể hình dung như 
sau:  

 

 

Theo lí thuyết, chiều dài của giếng thế là: 

L  =  (N + 1) CC 

Đối với phân tử haxatrien: 

L  =  (6 + 1).1,4  =  7.1,4 Å =  9,8 Å 

Để xác định số sóng ν  trong phổ hấp thụ của phân tử này ta áp dụng công thức: 

ΔE  =  hc
λ

  =  hc ν    ⎯→   ν   =  E
hc
Δ  

Trước tiên ta phải xác định mức năng lượng trong hệ khảo sát. Chúng ta lại biết năng 
lượng đối với giếng thế một chiều được xác định theo hệ thức: 

CH2   CH    CH    CH    CH    CH2

L
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E  =  n2
2

2
h

8m L
 

Do hệ có 6 electron π nên nó sẽ chiếm 3 mức năng lượng với 2 electron trên từng mức. 
Vậy năng lượng với  nt  = 3  và nc = 4 sẽ là: 

ΔE  =  42
2

2
h

8m L
 – 32

2

2
h

8m L
 =  7

2

2
h

8m L
 

Thay các giá trị tương ứng vào hệ thức này ta có: 

ΔE  = 7
34 2

31 10 2
(6,62.10 )

8.9,1.10 .(9,8 .10 )

−

− −
 =  4,387.10–19 J 

Từ giá trị ΔE tìm được ta dễ dàng xác định số sóng ν  khi electron π chuyển từ mức năng 
lượng bị chiếm cao nhất (E3) lên mức năng lượng trống chưa bị chiếm thấp nhất (E4) là: 

    ν   =  E
hc
Δ  

Thay các giá trị tương ứng vào  

biểu thức trên ta thu được ν : 

  ν   =  
19

34 8
4,387.10

6,62.10 .3.10

−

−
   

  ν   =  2209282,45 m–1  

  ν   =  22092,82 cm–1    

5.13.Từ một phổ thực nghiệm người ta thu được độ dài trung bình giữa hai vạch hấp thụ 
quay liên tiếp là 3,8626 cm–1. Căn cứ vào giá trị này hãy xác định giá trị mômen quán tính và 
độ dài liên kết  của phân tử CO. 

Trả lời 

Chúng ta biết rằng hằng số quay B có mối liên hệ với tần số quay bằng biểu thức: 

ν  =  2B(J + 1) 

Với   J = 0  ⎯→  ν   = 2B. Từ đó suy ra:  

B  =  
2
ν   =  3,8626

2
  =  1,913 cm–1 

Mặt khác, ta lại biết tương quan giữa B và mômen quán tính I theo biểu thức: 

E1

E2

E3

E4

E

ΔE
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B  =  
2
h

8 Icπ
   ⎯→    I  =  

2
h

8 Bcπ
 

Thay các giá trị tương ứng vào ta có: 

I  =  
34

2 10
6,62.10

8(3,14) .1,913.3.10

−
  =  1,45.10–46 kg.m2 

Muốn tính độ dài liên kết  của phân tử CO, trước tiên ta tính khối lượng rút gọn của phân 
tử này. 

μ  =   C O

C O

m .m
m m+

 

 hay 

μCO  =  
3 3

3 23
12.10 .1,6.10

28.10 .6,02.10

− −

−   =  1,139.10–26 kg 

Áp dụng biểu thức  I  =  μr2  hay 

r2  =  I
μ

  =  
46 2

26
1,45.10 kg.m

1,139.10 kg

−

−
  =  1,273.10–20 m2 

r  =  1,128.10–10 m  =  1,128 Å 

5.14.Người ta ghi được ν  của dải hấp thụ hồng ngoại đối với khí HCl là 2885 cm–1. Hãy 
tính hằng số lực cho liên kết trong phân tử HCl. 

Cho biết H = 1,008; Cl  = 35,45. 

Trả lời 

Năng lượng hấp thụ photon là: 

ε  = hν  =  hc ν  

ε  = 6,62.10–34 J.s (2885 cm–1.3.1010 m.s–1) = 5,731.10–20J 

Khối lượng rút gọn của HCl là: 

μHCl  =  
3 3

3
1,008.10 .35,45.10

36,458.10

− −

− 23
1

6,02.10
 

1
kg/mol

mol−  =  1,628.10–27 kg 

Mặt khác, ta lại biết:   
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Δε  =  h
2π

k
μ

 

Ở đây, quá trình hấp thụ ở trạng thái cơ bản ứng với bước chuyển từ v = 0 lên v = 1. 
Vậy: 

Δε  =  h
2π

k
μ

 

hay 

k  =  
2

2
.ε μ  

Thay các giá trị bằng số ta có: 

k  =  
20 2 27

34 2
(5,731.10 ) .1,628.10

(1,05.10 )

− −

−
 =  485 N.m–1 

5.15.Hãy cho biết tỉ số giữa spin proton ở mức năng lượng thấp so với mức năng lượng 
cao là bao nhiêu, biết rằng ở 25oC cường độ của từ trường ngoài là 2 T. 

Cho gN = 5,585; βN = 5,051.10–27 J.T–1; k = 1,3806.10–23 J.K–1.   

Trả lời 

Để tính được tỉ số giữa spin ứng với mức năng lượng thấp so với cao, trước tiên, ta phải 
tìm hiệu giữa 2 mức năng lượng ΔE. 

ΔE   =  gN.β N.Ho 

Thay các số vào ta có: 

ΔE   =  5,585.5,051.10–27.2 =  5,642.10–26 J 

Mặt khác, sự phân bố Boltzmann được tính theo hệ thức: 

1

o

N
N

 =  exp E
kT

−Δ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

trong đó:  N1: số spin ứng với năng lượng cao; 

      No: số spin ứng với năng lượng thấp; 

  k: hằng số Boltzmann; 

  T: nhiệt độ tuyệt đối. 
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Biểu thức trên có thể viết cho phù hợp với tỉ số đầu bài muốn hỏi sẽ là: 

o

1

N
N

 =  exp E
kT
Δ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Thay các số liệu tương ứng vào biểu thức này ta rút ra tỉ số cần tìm: 

o

1

N
N

 =  exp
26

23 1
5,642.10 J

1,3806.10 J.K .298K

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 =  1,000014 

5.16.Người ta ghi phổ NMR của hợp chất este metyl focmat trên máy 60 MHz và thu 
được phổ đổ như sau: 

Căn cứ vào phổ đồ này, hãy tính độ chuyển dịch hoá học δ cho 2 pic a và b theo thang 
ppm. 

 

500 400 300 200 100 0

H C

O

O CH3
a b

a

b

TMS

8 6 4 2 0

Hz

 

Trả lời 

Dựa vào phổ đồ ở trên ta dễ dàng tính được độ chuyển dịch hoá học cho pic a và b như 
sau: 

Đối với pic a, ta dùng thước đo được vị trí ứng với 180 Hz, rồi từ đó suy ra độ chuyển 
dịch hoá học là: 

6
a

480 Hz
10 8,0 ppm

60 MHz
⎛ ⎞

δ = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Cũng bằng cách tương tự ta cũng tính được độ chuyển dịch hoá học cho pic b là: 

6
b

230 Hz
10   3,83 ppm

60 MHz
⎛ ⎞

δ = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Về mặt cường độ của pic b và pic a cùng phản ánh khá rõ nét: pic b ứng với nhóm CH3 
tương ứng với 3 proton nên cường độ lớn gấp 3 lần cường độ đối với pic a chỉ có 1 proton duy 
nhất. 

5.17.Ở dòng cường độ từ trường ngoài là 1,65 T, người ta đã ghi được tần số tách giữa 
các proton trong nhân benzen và chất chuẩn là tetrametylsilan là 510,5 Hz. Hãy tính độ 
chuyển dịch hoá học δ trong trường hợp này bằng bao nhiêu ? 

Cho gN = 5,585; βN = 5,051.10-27 J T-1 

Trả lời   

Chúng ta biết rằng độ chuyển dịch hoá học được tính theo hệ thức: 

δ  =  x TMS

o

ν − ν
ν

.106 (ppm)   (1) 

Theo đầu bài  νx – νTMS  =  510,5 Hz    (2) 

Còn νo được tính theo hệ thức: 

νo  =  N Ng H
h
β    (3) 

Thay các giá trị νo và νx – νTMS ở (3) và (2) vào biểu thức (1) sẽ dẫn tới: 

δ  =  x TMS

N N

( ).h
g H

ν −ν
β

.106    (4) 

Thay các giá trị tương ứng vào (4) ta có: 

δ  =  
1 34 6

27 1
510,5.s .6,62.10 J.s.10

5,585.5,0508.10 J.T .1,65T

− −

− −
 (ppm) =  7,250 ppm 

5.18.Khảo sát phổ quay dao động đối với phân tử 35
ClH  người ta thu được các vạch phổ 

hấp thụ cơ bản ứng với các số sóng sau: 2927, 2906, 2866, 2847 cm–1. Hãy xác định độ dài 
liên kết của phân tử khảo sát theo Å. 

Trả lời   

Chúng ta biết năng lượng dao động Edđ cho một dao động không điều hoà được xác định 
theo biểu thức: 

Edđ =  Ev  =  1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hc ν o – 1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hcx ν o   (1) 

trong đó:    c ν o = νo là tần số dao động cơ bản; 

  x là hằng số không điều hoà. 
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Để thuận tiện cho phép tính chúng ta giả thiết sự không điều hoà của dao động được bỏ 
qua sẽ dẫn đến năng lượng tổng cộng là: 

E  =  Edđ + Eq  =  1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hc ν o + 
2

2
h

8 Iπ
J(J + 1)  (2) 

  I là mômen quán tính. 

Đối với bước chuyển của dao động quay xảy ra đồng thời tuân theo quy tắc chọn lựa từ v 
→ v/ và J → J/ (± 1) ta có biểu thức: 

ΔE  =  ΔEdđ + ΔEq  =  hc ν o + 
2

2
2h

8 Iπ
m  (3) 

ở đây: m nhận giá trị ± 1; ± 2; ± 3 ...  

Từ biểu thức (3) ta dễ dàng tìm được tần số dưới dạng số sóng: 

ν   =  ν o + 
2
h

4 Icπ
m    (4) 

Trong biểu thức (4) số hạng thứ nhất ν o chỉ rõ là vạch cơ bản trung tâm; số hạng thứ hai 
ứng với cấu trúc quay tương ứng.  

Khi m dương ta có nhánh vạch R ứng với số sóng 2927 và 2906 cm–1 so với ν o. 

Khi m âm ta có nhánh vạch P ứng với số sóng 2866 và 2847 cm–1 so với vạch trung tâm 
ν o. 

Tính độ dài liên kết   

Từ phương trình (4) ta dễ dàng thiết lập hệ phương trình bậc nhất để xác định ν o và I (về 
nguyên tắc ta có thể chọn một trong 2 nhóm vạch R và P). Ví dụ ta chọn nhóm vạch R 
(chuyển về cùng đơn vị SI). 

2,906.105  =  ν o + 
34

2 8
6,62.10

4.(3,14) .I.3.10

−
  (+1) 

2,927.105  =  ν o + 
34

2 8
6,62.10

4.(3,14) .I.3.10

−
  (+2) 

Giải hệ phương trình (5) ta dễ dàng tìm được: 

ν o  = 2,885.105 m–1 

I  =  2,665.10–47 kg.m2 

Mặt khác, ta lại biết quan hệ giữa I và r được biểu diễn bằng hệ thức: 

(5) 
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I  =  μ.r2  =  H Cl

H Cl

m .m
m m+

.r2 

r  =  H Cl

H Cl

m m
I.

m .m
+  =    

23
47

3
(1,008 35).6,02.10

2,665.10 .
(1,008.35).10

−
−

+  =    1,292.10–10 m  =    1,29 Å 

5.19.Người ta biết số sóng ν  (cm–1) phổ hấp thụ tường ứng với sự biến thiên của số lượng 
tử dao động v đối với ion ClO– được liệt kê trong bảng dưới đây: 

4 5 6 7 8 

32945 33402 33839 34261 34664 35056 ... 

 

v 14 15 ..... 18 19 20 

ν  (cm–1) 36627 36874 ..... 37425 37567 37689 

Từ các số liệu nêu trên hãy tính năng lượng phân li D theo kJ/mol của hợp chất khảo cứu 
khi v từ trạng thái  cơ bản (v = 0) lên trạng thái cao hơn. 

Trả lời 

Năng lượng dao động của phân tử được viết dưới dạng: 

εv  =  1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hνe – 
21

v
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

xhνe + 
31

v
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

yhνe – ...  (1) 

trong đó: νe- tần số cân bằng của dao động; 

 h- hằng số Planck; 

 x, y- hằng số không điều hoà của dao động. 

Hiệu năng lượng  Δεv → (v+1) có thể tính dựa vào biểu thức (1) qua một số phép biến đổi sẽ 
là: 

Δεv → (v+1) = 2 13
1 2(v 1)x 3 v 2v y

12
⎡ ⎤⎛ ⎞− + + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (2) 

Mặt khác, theo định luật Planck ta có: 

Δεv → (v+1)  =  hν 

ν- tần số ánh sáng bị hấp thụ khi chuyển dời. 

Năng lượng phân li D được xem là tổng các gia số biến đổi, nghĩa là: 
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D  =  ∑Δεv → (v+1)  = h
v 0=

ν∑       (4) 

Khi quang tử (photon) ánh sáng hấp thụ từng lượng nhỏ thì tổng trong trường hợp này 
chuyển sang dạng vi phân. 

Vi phân phương trình (1) sẽ có: 

εv   =   1
v

2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hνe – 
21

v
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hνex + 
31

v
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

hνey  =  hν 

εv   =   
2 31 1 1

v v x v y
2 2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

hνe =  hν 

d
dv

ε    =   
21 1

1 2 v x 3 v y
2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

hνe  =  hν 

1
h

d
dv

ε   =  
21 1

1 2 v x 3 v y
2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

νe  =  ν 

hay     

dε       =  hνdv (5) 

Tích phân (5) sẽ có: 

D  =  ∫dε  =  h dv
∞

ν∫    (6) 

Từ (6) ta dễ dàng xây dựng đồ thị giữa v và ν v → (v+1). Để dễ dàng lập đồ thị ta lập bảng 
sau:  

v ν o → v = 0 v
c
→ν

  (cm–1) ν v → (v+1) = v (v 1)

c
→ +ν

  (cm–1) 

4 32945 
5 33402 
6 33839 
7 34261 
8 34664 
9 35056 
  

13 36360 
14 36627 
15 36874 

457 
437 
422 
403 
392 

 
267 
247

   
18 37425 
19 37569 
20 37689 

144 
120
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Từ các số liệu thu được ở bảng này chúng ta xây dựng được đường cong phụ thuộc giữa 
số lượng tử dao động v và Δ ν  (xem hình vẽ). 

            Δν  (cm–1)    

 

 

 

 

 

 

 

Dựa vào đường cong xây dựng được chúng ta cũng có thể làm phép ngoại suy (đường 
gạch gạch---)  phía ngoài giá trị v = 20. 

Như vậy, khi v = 20, 21, 22 thì giá trị Δ ν  (ν v → (v+1) sẽ là 90, 60, 28 cm–1. Vậy năng lượng 
phân li trong trường hợp này sẽ là:   

  D = 37689 (ứng dụng v = 20) + Các giá trị ngoại suy  

D = 37689 + 90 + 60 + 28 = 37867 cm–1 = 3,7867.105 m–1. 

Giá trị  này được chuyển về đơn vị J/mol  sẽ là: 

D  =  3,7867.105 × 3.108 × 6,624.10–34 × 6,02.1023 =  453,2 kJ/mol 

Kết quả thu được giá trị 453,2 kJ/mol  là năng lượng phân li của ion ClO– ở trạng thái cơ 
bản. 

5.20.Khi thêm một lượng dư thuốc thử hữu cơ naphthazarin (dẫn xuất của 
naphthaquinon) vào dung dịch có chứa ion thori thì thu được dung dịch màu với việc hình 
thành phức theo tỉ lệ thori : thuốc thử là 1 : 2. Kết quả đo mật độ quang bằng phương pháp so 
màu ở 2 bước sóng 570 và 620 nm ứng với 3 nồng độ khác nhau (độ dày của cuvet là 1 cm, 
giả sử toàn bộ ion thori đều tạo thành phức) được liệt kê ở bảng sau: 

Nồng độ thori (mol/ l) 13,9.10–6 34,7.10–6 55,5.10–6 

Phần trăm độ truyền qua ở 570 nm 62,4 30,4 15,2 

Phần trăm độ truyền qua ở 620 nm 49,6 16,7 5,7 

a) Hãy chỉ rõ trong khoảng nồng độ đã cho, định luật Lambert-Beer vẫn được tôn trọng. 

b) Xác định độ hấp thụ mol đối với phức hình thành. 

600 -

400 -

200 -

0

0 5 10 15 20 25
28

60
90

v



 

 

31

31

Trả lời 

Chúng ta biết rằng khi chùm ánh sáng đơn sắc đi qua dung dịch với độ dày 1 cm thì định 
luật Lambert-Beer được biểu diễn qua hệ thức: 

It  =  Io.e–kc 

 hay 

ln t

o

I

I
 = –kc 

lg t

o

I

I
 = – kc

2,303
 

trong đó: t

o

I

I
 là độ truyền qua, còn t

o

I

I
×100 là phần trăm  truyền qua. 

 k là hằng số; C- nồng độ. 

Với các số liệu đã cho ở đầu bài ta tính giá trị lg t

o

I

I
 ở từng bước sóng, ứng với các nồng 

độ khác nhau. Kết quả được ghi ở bảng sau: 

Nồng độ thori (mol/l) 13,9.10–6 34,7.10–6 55,5.10–6 

lg t

o

I

I
 ở 570 nm − 0,2068 − 0,5100 − 0,8182 

lg t

o

I

I
 ở 620 nm − 0,3045 − 0,7773 − 1,2441 

Với các số liệu này ta xây dựng đồ thị phụ thuộc giữa lg t

o

I

I
và nồng độ C (hình vẽ).  

 Kết quả thu được cả hai đường thẳng ứng với λ = 570 và 620 nm chứng tỏ định luật 
Lambert-Beer được tôn trọng. 

b) Dựa vào đồ thị ta tính độ hấp thụ mol ε theo hệ số góc − k

2,303
. Quả vậy: 

   +) Ở 570 nm:  − k

2,303
  =  −

−6

0,8182

55,5.10
  

ε  = k

2,303
 =  14740 
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  +) Ở 620 nm:  − k

2,303
  =  −

−6

1,2441

55,5.10
  

ε  = k

2,303
 =  22420 

Như vậy, độ hấp thụ mol ε ở 570 nm là 14740 và ở 620 nm là 22420. 

5.21.a) Trong phổ NMR người ta nhận thấy proton chuyển động ngược với từ trường 
mạnh phía ngoài có giá trị là 10 T. Hãy xác định hiệu năng lượng Δε trong trường hợp này. 

b) Cho biết tần số bức xạ khi proton chuyển động ứng với giá trị Δε đã xác định được.  

Cho gN = 5,5857; μN = 5,0508.10–27 c.s–1.m2.    

Trả lời 

a) Áp dụng biểu thức để tính hiệu giữa hai mức năng lượng là: 

Δε  =  gNβNHo 

Trước khi thay số vào biểu thức này ta cần phải chuyển đơn vị Tesla (T) của từ trường 
ngoài về hệ đơn vị SI: 

1 T  = 1 N.c–1.(m/s)–1 = 1 N.c–1.m–1.s =1 kg.m.s–2.m–1.c–1.s 

= 1 kg.m2.s–2.m–2.c–1.s  =  1 J.m–2.c–1.s 

Thay các giá trị bằng số vào biểu thức trên sẽ dẫn đến: 

Δε   =  5,5857×5,0508.10–27 c.s–1.m2 × 10 J.m–2.c–1.s =  2,8.10–25 J 

b) Từ biểu thức cơ bản Δε = hν ta dễ dàng xác định được tần số bức xạ khi proton chuyển 
động trong từ trường. Quả vậy:    

ν =  
h
Δε   =  

25

34
2,8.10 J

6,62.10 J.s

−

−
 

ν  =  4,2.108 s–1 

Thông thường tần số được chuyển về đơn vị Hz, vậy giá trị ν của bức xạ là: 

    ν  =  420.106 s–1  =  420.106 Hz   

hay  

ν  =  420 MHz 
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5.22.Khi chiếu chùm ánh sáng với bước sóng λ = 3000 Å qua một dung dịch  gồm axit 
oxalic và uranyl thì thấy phản ứng quang hoá xảy ra. Kết quả thực nghiệm cho thấy trung bình 
1 photon bị hấp thụ làm chuyển hoá 0,57 phân tử axit oxalic. 

Hãy xác định năng lượng bức xạ cần thiết để phân huỷ 1 mol axit oxalic. 

Trả lời 

Áp dụng định luật Planck: 

ε =  hν  =  hc
λ

 

Chúng ta có thể xác định năng lượng cho 1 photon là: 

ε  = 
34 8

10
6,625.10 3.10

3000.10

−

−
×  =  6,625.10–19 J 

Theo đầu bài, để phân huỷ 0,57 phân tử axit oxalic ta phải cần 1 photon. Vậy để phân huỷ 

1 mol axit oxalic ta phải cần  AN
0,57

 photon. Quả vậy, năng lượng trong trường hợp này sẽ là:  

ε  = 
23 196,02.10 6,625.10

0,57

−×  =  7.105 J 

5.23.Người ta biết khi thực hiện một phản ứng quang hợp thì phải chiếu một chùm ánh 
sáng đơn sắc. Đối với trường hợp khi tạo thành 1 phân tử sản phẩm quang hợp có ΔH = 
468,16 kJ.mol–1 thì  cần 8 photon ứng với bước sóng λ = 6000 Å. 

Hãy xác định hiệu suất chuyển quang năng thành hoá năng. 

Trả lời 

Muốn xác định được hiệu suất chuyển quang năng thành hoá năng chúng ta phải tính 
được năng lượng để tạo ra 1 mol sản phẩm. 

Trước tiên ta tính năng lượng của 1 photon. 

ε =  hν  =  hc
λ

  =  
34 8

3 10
6,625.10 3.10

6.10 .10

−

−
×  =  3,3.10–19 J 

Năng lượng ứng với 8 photon là: 

ε  =  3,3.10–19 × 8  =  26,4.10–19 J 

Năng lượng cần thiết để tạo ra 1 mol sản phẩm quang hợp là: 

E  =  26,4.10–19 × 6,02.1023  =  1590 kJ.mol–1 
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Theo đầu bài, phản ứng quang hoá khảo sát có hiệu ứng nhiệt là 468,16 kJ/mol. Vậy hiệu 
suất chuyển hoá quang năng thành hoá năng là: 

ϕ  =   468,16
1590

 × 100  =  29,4% 

5.24. Phương trình phản ứng brom hoá axit xinamic xảy ra ở 30oC như sau: 

C6H5–CH=CH–COOH  +  Br2  ⎯→  C6H5CHBr–CHBr–COOH 

Khi chiếu bức xạ với bước sóng λ = 435,8 nm có cường độ 1,4.10–3 J.s–1 trong khoảng 
thời gian 1105 s thì lượng brom giảm 0,075 mmol. 

Hãy xác định hiệu suất lượng tử ϕ, biết dung dịch hấp thụ 80% năng lượng của bức xạ đi 
qua.    

Trả lời 

Muốn tính hiệu suất lượng tử của phản ứng quang hoá chúng ta phải tính được số phân tử 
brom đã tham gia phản ứng brom hoá và số photon bị hấp thụ trong quá trình phản ứng. Thật 
vậy, theo định luật Planck ta dễ dàng xác định được năng lượng của 1 photon. 

ε =  hν = hc
λ

 =  
34 8

9
6,625.10 3.10

435,8.10

−

−
×  =  4,54.10–19 J 

Mặt khác, số photon bị hấp thụ trong 1105 s ứng với cường độ 1,4.10–3 J.s–1  sẽ là : 

nhν =   
3

19
1,4.10   1105  0,8

4,54.10

−

−
× ×  = 2,74.1018 

Chúng ta cũng có thể tính được số phân tử brom đã tham gia phản ứng là: 

   
2Brn  = 0,75.10–3 × 6,023.1023  =  45,2.1018 

Từ kết quả tính được ở trên, hiệu suất lượng tử đối với phản ứng brom hoá sẽ là: 

ϕ  =  2Br

h

n

n ν
  =  

18

18
45,2.10

2,74.10
  =  16,5 

5.25.Trong phổ hấp thụ hồng ngoại (IR), tần 
số hấp thụ của nhóm cacbonyl C=O trong các 
hợp chất xeton, anđehit, axit cacboxylic, este... 
được xem là tần số đặc trưng. Kết quả ghi phổ 
thực nghiệm cho hợp chất     2-butanon trong dung 
dịch  CCl4 có νC=O = 5,8 μm hay 1724 cm–1 (xem 
hình bên). 
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Hãy xác định hệ số hấp thụ mol phân tử  ứng với tần số nói trên, biết rằng nồng độ của 
dung dịch  nghiên cứu là 0,089 M, chiều dày của cuvet là 0,1 mm. 

Trả lời 

Dựa vào phổ đồ thực nghiệm (xem hình) ta dễ dàng xác định được cường độ hấp thụ Io = 
98 và I = 49 (ứng với cực đại  ν = 1724 cm–1). Từ các giá trị này chúng ta cũng tính được 
phần trăm truyền qua bị hấp thụ ứng với dải hấp thụ của nhóm C=O. Cụ thể là: 

oI
I

 = 98
49

 = 2 hay  ln oI
I

 =  0,69 

Nồng độ dung dịch : 

C  =  M ×1000 l.m–3  =  0,098 mol.l–1  × 1000 l.m–3 =  89 mol.m–3 

Độ dày cuvet là: 

   =  0,100 mm  =  1,0 × 10–4 m–3 

Áp dụng biểu thức của định luật Beer-Lambert ta có thể xác định hệ số hấp thụ mol phân 
tử như sau: 

k  =  1
c .

ln oI
I

 

Thay số vào ta có: 

k  =  
3 4 3
0,69

89 mol.m 1,0.10 m− −×
 =  77,5 mol–1 

5.3 Bài  tập chưa có lời giải 

5.26.Hãy tính 2 giá trị đầu tiên của mức năng lượng quay cho phân tử hiđro và giá trị 
mômen động lượng tương ứng với hai mức năng lượng này. Cho biết giá trị mômen quán tính 
bằng 4,602.10−48 kg.m2. 

    ĐS.  Mức ở  = 0  ⇒  Eq = 0; L = 0 

     Mức ở  = 1 ⇒ Eq = 2,41.10−21 J; M = 1,49.10−34 J.s 

5.27.Một vi hạt chuyển động được xem như một dao động tử điều hoà. Hãy xác định giá 
trị hằng số lực của dao động này biết rằng vi hạt có khối lượng bằng 1,33.10−25 kg và hiệu 
giữa mức năng lượng liền kề là 4,82.10−21 J.  

        ĐS. 278 N.m−1 
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5.28.Trong phân tử HI, nguyên tử H quay quanh nguyên tử I cố định lấy làm tâm quay 
trên cùng một mặt phẳng được xem như là một hệ quay tử cứng nhắc. Hãy: 

a) Xác định giá trị năng lượng quay (J) cho 4 mức ở phân tử này. 

b) Tính tần số quay (s−1) ứng với các mức năng lượng trên. Cho biết:   

    H = 1,008;  I = 126,90; rHI = 1,6 Å. 

J 0 1 2 3 

E (J).10−22 0 2,62 7,86 15,72 

ν (s−1).1011 0 3,95 11,86 23,72 

5.29.Một quả bóng bằng thép có m = 10 gam lăn trên nền nhà bằng phẳng có chiều rộng 
10 cm với tốc độ 3,3 cm.s−1.  

Hãy xác định số lượng tử ứng với mức năng lượng tịnh tiến của dao động điều hoà này. 

       ĐS.   n = 0,995.1029   ≈  1,0.1029 

5.30.Cho biết hiệu năng lượng giữa hai mức năng lượng quay đối với phân tử CS là 
3,246.10−23 J.  

Hãy xác định độ dài liên kết (Å) giữa C và S.  

Biết rằng mC = 12,0 g/mol; mS =  32,0 g/mol. 

      ĐS.   C–S = 1,538 Å  

5.31.Giả sử  phân tử  HCl được xem như một hệ quay tử cứng nhắc. Giữa H và Cl có độ 
dài  = 1,28 Å. Hãy xác định giá trị năng lượng quay thấp nhất đối với phân tử này. 

Cho H = 1,01; Cl = 35,0. 

      ĐS.  
oqE  = 0 

        
1qE  = 4,17.10−23 J 

5.32.Xét phân tử H37Cl. Hãy xác định khối lượng rút gọn cho phân tử này và tính mômen 
quán tính của chúng, biết độ dài liên kết của phân tử khảo sát r = 1,27 Å. 

      ĐS.   1,16.10−27 kg; 1,88.10−47 kg.m2 

5.33.Xác định năng lượng dao động và hằng số lực đối với phân tử H35Cl biết rằng tần số 
dao động cơ bản đối với phân tử này tìm được là 8,67.1013 Hz. 

      ĐS.   5,7.1020 J; 4,83.102 N.m−1  

Đ.S. 
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5.34.Tính giá trị manheton hạt nhân đối với prôton βN. 

Cho mp = 1,6726.10−27 kg 

      ĐS.   5,0508.10−27 J.T−1  

5.35.Hãy xác định tần số cộng hưởng của electron độc thân xảy ra trong từ trường Ho = 
0,3 T 

Cho g = 2; β = 9,274.10−34 J.T−1 

      ĐS.  8,4.109 Hz; 

5.36.Người ta đã ghi nhận được kết quả đo phổ cho phân tử 12C32S như sau:  

    Tần số bước chuyển ứng với J = 0 → 1 là 49170 MHz;  

  Tần số dao động cơ bản là 1285 cm-1. 

a) Tính độ dài liên kết  cho phân tử khảo sát. 

b) Xác định hằng số lực của phân tử này. 

       ĐS.   a)  C-S = 1,54 Å   

         b)  k = 8,51.102 N.m–1 

5.37.Biết khoảng cách trung bình giữa C và O trong phân tử  CO là 1,2 Å, hằng số lực là 
1,9.103 N.m–1. Hãy: 

a) Xác định độ dài bước sóng của vạch đầu tiên với giả thiết chỉ có phổ quay mà thôi. 

b) Tính bước sóng của dải phổ dao động cơ bản biết rằng phân tử được xem như một dao 
động điều hoà. 

       ĐS.   a) λq = 2,93.10–3 m   

         b)  λdđ = 4,62 μm   

5.38.Cho các giá trị số sóng ν  ứng với số lượng tử dao động v ở trạng thái  cơ bản đối với 
phân tử H2 như sau: 

v 1 2 3 4 5 ..... 9 

ν  (cm–1) 4162 8085 11779 15248 18488 ..... 29123 

 

v 10 11 12 13 14 
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ν  (cm–1) 31150 32888 34307 35355 35976 

Hãy xác định năng lượng phân li liên kết  theo kJ/mol   

      ĐS.   D = 431,8 kJ.mol–1  

5.39.Trong phổ hấp thụ hồng ngoại người ta đã xác định được tần số dao động cơ bản cho 
phân tử 1H35Cl là 8,67.1013 Hz. 

a) Cho biết năng lượng ứng với tần số nói trên là bao nhiêu J ? 

b) Hằng số lực trong trường hợp này sẽ có giá trị bằng số là bao nhiêu? 

       ĐS.   a)  5,7.1020 J 

        b) 4,83.102 N.m–1 

5.40.Sử dụng các số liệu cho dưới đây để xác định tần số hấp thụ NMR cho các hạt nhân 
2H, 19F và 29Si; biết cường độ từ trường là 2 T. 

Hạt nhân Spin (I) Mômen từ (μ) (manheton hạt nhân) 

2H 1 1,21 

19H 1
2

4,55 

29Si 1
2

–0,96 

 1 manheton hạt nhân = 5,050.10–27 J.T–1  

       ĐS.  ν  =  1,31.107 Hz đối với 2H 

         ν  =  8,01.107 Hz đối với 19F 

        ν  =  1,69.107 Hz đối với 29Si 

5.41.Hãy xác định cường độ từ trường trong phổ NMR để có thể đạt được tần số bước 
chuyển là 60 MHz cho nguyên tử F. 

Cho biết gN = 5,257;  βN = 5,0508.10–27 J.T–1 

       ĐS.   Ho = 1,4973 T 

5.42.Trong phổ NMR, hãy tính manheton hạt nhân cho proton. 

       ĐS.   βN = 5,0508.10–27 J.T–1     

5.43.Phản ứng oxi hoá CH4 bằng oxi xảy ra theo phương trình  
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CH4+2O2  ⎯→  CO2+2H2O 

Sự hoạt hoá được tiến hành theo cách sau: 

Hg  ⎯→⎯ νh   Hg* 

CH4 + Hg*  ⎯→  Hg + 3CH• + H 

Các gốc 3CH•  phản ứng với oxi cho hỗn hợp sản phẩm CO2, CO và HCOH. Sản phẩm cơ 
bản là CO2. Lượng CH4 đã phân huỷ là 6,1.1014 phân tử.s–1; năng lượng chiếu sáng là 8,7.103 
erg.s–1; nhiệt độ thí nghiệm là 298 K; bước sóng do ánh sáng phát ra là 2537 Å. Từ các số liệu 
nêu trên hãy tính hiệu suất lượng tử của phản ứng. 

      ĐS.   ϕ = 0,55 

5.44.Một bình thạch anh chứa hỗn hợp 10% clo trong benzen   được chiếu sáng ứng với 
bước sóng λ = 313 nm trong vòng 35 phút. Sản phẩm thu được là hexaclo-xiclohexan. Hiệu 
suất lượng tử ϕ = 55,35; năng lượng đi qua bình phản ứng chứa benzen nguyên chất là 
4,681.108 erg; còn năng lượng đi qua bình phản ứng trong thời gian nêu trên là 0,425.108 erg. 
Tính lượng C6H6Cl6 thu được sau phản ứng. 

      ĐS.   1,8g C6H6Cl6  

 

 


