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PHƯƠNG PHÁP TÍNH 
 
 
Chương 0                              PHẦN BỔ TÚC 

Supplement 

 
 

A. PHÉP TÍNH VECTO  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Tích vô hướng    :    ϕ= cosabb.a  

               212121 zzyyxxb.a ++=          

• Tích vector         :    ϕ=×= sinabbac  

                               Có tính chất: 
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• Tích hỗn tạp        : 
 

abc  =  (a × b) . c  =  a.(b × c)  =  bca  =  cab  =  
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V1  là thể tích hình hộp dựng trên các vector cba ,,    

V2  là thể tích hình chóp dựng trên các vector c,b,a  nầy. 
 
Toán tử Haminton 
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Công thức Ostrogradsky - Gauss: 
   

∫ ∫
σ Ω

Ω=σ divAdAd  

  
 
Với σ : mặt  và  Ω : thể tích     
 
Công thức Stokes :  

           ∫ ∫=
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Ví dụ: Chiếu phương trình Navier- Stocks lên hệ trục tọa độ tự nhiên: 
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          ρ : Khối lượng riêng. 
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   Cân bằng hai vế rồi chiếu lên ox, oy, oz 

B. PHÉP TÍNH TEN-XỎ (Tensor analysis) 

Hạng của Tensor là số chỉ số của Tensor đó. 

Ví dụ :       ai     có một chỉ số, nên là tensor hạng nhất 

                  aij  có hai chỉ số, nên là Tensor hạng hai  
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Qui tắc chỉ số 

Khi có hai chỉ số giống nhau, biểu thị một tổng: 

                 aibi=a1b1+ a2b2+ a3b3= ii

3

1i
ba

=
∑  

Hệ thống đối xứng khi aij=aji, phản đối xứng khi  aij= -aji 

Ví dụ:                    

                




≠
=

ji khi0

 j=i khi1
ijδ  

là một Tensor hạng hai đối xứng. 
 

• Tổng các Tensor cùng hạng là một Tensor cùng hạng: 
                                    Cijk    =   aijk  ±   bijk            (hạng ba) 
• Nhân Tensor:         Cijklm=  aijk.blm  
            (mọi tích có thể có của từng thành phần Tensor)  
     Vô hướng được xem như Tensor hạng zero. 
• Phép cuộn Tensor: 
Được thực hiện khi có hai chỉ số bất kỳ trùng nhau: 

               aijkk  = ijkk

3

1k
a

=
∑  =  aij11+ aij22+ aij33   =   Cij 

Phép nhân trong:          Cijm = aijkbkm  
Là phép nhân và cuộn đồng thời các Tensor ,  cho ta tìm được vết của Tensor. 
Phép nhân trong cho ta điểm xuất phát quan trọng để nhận được các bất biến của 
các đối tượng hình học và vật lý. 
 
Thí dụ:  Vết của Tensor  aij=xiyj 

Khi cho i = j   =>   aii  = xiyi  =  x1y1+ x2y2+ x3y3   =  vô hướng 
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C.   CÁC PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI    

1.  Phép biến đổi tọa độ  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
       
  + Phép tịnh tiến:          
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2. Phép biến hình bảo giác   
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Cho W = f(z) giải tích trong miền D,  số phức  z = x + yi  và   W = u + vi 
Phép biến đổi điểm:       A(x,y) → A’(u,v),   

 Các cạnh tỉ lệ với nhau:  
'''''' AC

CA

CB

BC

BA

AB
==  và các góc tương ứng bằng nhau:    

góc  β = β’ (bảo giác)  
 
3. Phép biến đổi Laplace 

Xét phương trình vi phân : 
t

)t,x(U
)t,x(U i

i ∂
∂

=∆α ,  với  t > 0 

Nhân 2 vế của phương trình trên với  e-pt  ( với p > 0 ), lấy tích phân theo t từ 0 → 

∞ , ta được :    ∫∫
∞

−
∞

−

∂
∂

=∆α
0

Pti

0

Pt

i dte
t

)t,x(U
dte)t,x(U  

Đặt ∫
∞

−=
0

Pt

ii dte)P,x(U)P,x(U ,  hàm )P,x(U i  được gọi là phép biến đổi Laplace 

của hàm U(xi ,t) đối với t . 

Biểu thức trên được viết lại theo )P,x(U i : 

                     )P,x(UUPU. i−=∆α ,   

Giải dễ dàng hơn và tìm được U , có U  dùng bảng tra tìm U. 

Chú ý:   [ ] ∫∫
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4. Phép biến đổi Sigma σσσσ 
  x=ξ     z = ξ          ⇒⇒⇒⇒   σσσσ = 1      tại mặt thoáng 
  y=η     z = - h(x,y) ⇒⇒⇒⇒   σσσσ = - 1   tại đáy 

  σσσσ = 1
)y,x(h

)z(2
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 => ]1,1[ +−∈σ  
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D.   MỘT VÀI ỨNG DỤNG CỦA GIẢI TÍCH HÀM 
 
1. Không gian mêtrix 

Định nghĩa: Một tập hợp X được gọi là một không gian Metrix, nếu ứng với 
mỗi cặp phần tử x,y ∈X có một số thực ρ (x,y) ≥ 0, gọi là khoảng cách giữa x & y, 
thỏa điều kiện sau: 

ρ(x,y)  = 0  khi và chỉ khi   x = y,   ρ(x,y) = ρ(y,x) 
ρ(x,y)  ≤  ρ(x,z) + ρ(z,y),  ∀x,y,z ∈ X (bất đẳng thức tam giác). 

2. Không gian tuyến tính định chuẩn 
Tập hợp X được gọi là không gian tuyến tính nếu trên tập hợp đó xác định hai 

phép tính: Cộng các phần tử và nhân phần tử với một số đồng thời thỏa các tiên đề: 
 x + y       = y + x      ,  (x + y) + z  =  x + (y + z ), 
λ(x + y) = λx + λy    ,  (λ+ µ)x    = λx + µx         ,           λ (µx) = (λµ)x 
Tồn tại phần tử  θ ∈ X, gọi là phần tử không, sao cho 0.x = θ, Xx ∈∀  
Không gian tuyến tính được gọi là định chuẩn, nếu ứng với mỗi x ∈ X ta xác 

định được một số thực gọi là chuẩn của x và ký hiệu x  đồng thời số thực đó thỏa 

điều kiện sau: 

x  ≥ 0 ,  x  = 0,     khi và chỉ khi x = θ 

xx .λλ =    ,          ∀ λ ∈ R ,   ∀ x ∈ X 

yx +  < x  + y ,  ∀ x,y  ∈ X  ( bất đẳng thức tam giác ). 

3. Không gian EUCLIC- Không gian HILBERT  
Cho một không gian tuyến tính X (trên trường số thực hoặc phức). Giả sử ứng 

với mỗi cặp phần tử  x,y ∈ X, xác định được một số thực hoặc phức (x,y) thỏa các 
điều kiện sau : 

(x,y)       =  (y,x) ,  trong trường số phức thì  (x,y)  = )x,y(  
(x + y,z) =  (x,z) + (y,z),   ∀ x,y,z  ∈ X 
(λx,y)     =  λ(x,y) 
(x,x) ≥ 0, trong đó  (x,x)  =  0 khi và chỉ khi x = θ 
Số (x,y) như vậy được gọi là tích vô hướng của hai phần tử x,y. 

x,y

 
  mặt nước  

h(x,y) đáy 

O 

z 

ξ(x,y,t) 

Tọa độ z
Tọa độ σ  

đáy 

 mặt nước 

0

1

-1

σ  

ηξ,  
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Không gian tuyến tính mà trong đó có xác định tích vô hướng được gọi là không 
gian Euclic. 

Không gian Euclic đủ, vô hạn chiều được gọi là không gian Hilbert. 
Toán Tử Tuyến Tính  -  Phiếm Hàm Tuyến Tính 

Giả sử X,Y là hai không gian Topo tuyến tính  
Toán tử (hay ánh xạ): 
 A: X → Y   (y = Ax ,  x ∈ X ,  y ∈ Y) được gọi là tuyến tính  nếu ta có: 
A(λx1 + µx2 ) = λAx1 +  µAx2 
Tập hợp tất cả các gía trị  x ∈ X mà tại đó A xác định, được gọi là miền xác 

định của toán tử A và ký hiệu  D(A). Miền giá trị của A được ký hiệu  R(A) ⊂ Y.  
Trong trường hợp Y = R1 (trường số thực), thì toán tử tuyến tính A được gọi là 

phiếm hàm tuyến tính. 
 

Câu hỏi: 
 

1. Nêu ý nghĩa vật lý và trình bày công thức tính của các toán tử Haminton (GradU, DivA, 
RotA)? Sự ích lợi của nó ?. 

2. Hãy nêu những ưu nhược điểm của phép tính toán tử so với phép tính tensor ? 
3. Hãy nêu vài ứng dụng của công thức Stockes và công thức Oxtrograski – Gauss ? 
4. Hãy nêu vài ứng dụng của các phép biến đổi (Laplace, biến hình bảo giác, Sigma) ?  

 
Bài tập : 
 
Bài 1:  Chứng minh: udivgradu 2∇=  
                                 urotaagraduaurot +×=).(  với:  a  là véctơ, u = u(x,y,z)   

Bài 2 : ( ) ( ) ( ) ( )•=•∇=•∆=•∇∇ divgrad
2.  

Bài 3:   Từ phương trình véc tơ: rotU
u

grad
t

u
gradpF ++

∂
∂

=− )
2

(
1

ρ
 

          Hãy viết nó ở dạng chiếu lên các trục tọa độ ox,oy,oz. 
 
Bài 4:  Viết các thành phần hình chiếu lên các trục ox, oy, oz của các phương trình sau: 
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Chương 1                                           SAI SỐ 
Approximate numbers 

 

 

 1. 1  Sai số tuyệt đối  
Gọi  a  là giá trị gần đúng của A, ta viết được  A = a ± ∆a 

∆a : gọi là sai số tuyệt đối giới hạn  

 

1.2   Sai số tương đối      δa  =   
a

a∆
 , dạng khác: A = a (1 ± δa) 

Sai số tuyệt đối không nói lên đầy đủ “chất lượng“ của 1 số xấp xỉ, chất lượng 

ấy được phản ảnh qua sai số tương đối. 

 

1.3   Cách viết số xấp xỉ  
+ Chữ số có nghĩa: Đó là chữ số  ≠ 0 đầu tiên tính từ trái sang phải  

Ví dụ:    002,74    →     2,74  

                                00,0207  →    0,0207 

+ Chữ số đáng tin: Một số a có thể được viết  a  =   ± s

s
10∑α  

                   65,807 =  6.10
1
 + 5.10

0
 + 8.10

-1
 + 0.10

-2
 + 7.10

-3
  

Vậy  α1 = 6 ,  α0 =5 , α -1 = 8 , α -2 =0 , α -3 = 7  

Nếu ∆a ≤  0,5.10
S
 thì αS là chữ số đáng tin. 

Nếu ∆a >  0,5.10
S
 thì αS là chữ số đáng nghi. 

Ví dụ:      a = 65,8274 ;  ∆a = 0,0043 → Chữ số 6,5,8,2 đáng tin 

      ∆a = 0,0067 → Chữ số 6,5,8 đáng tin  

1.4   Sai số quy tròn:  
       Quy tắc quy tròn  

Chữ số bỏ đi đầu tiên ≥ 5: Thêm vào chữ số giữ lại cuối cùng 1 đơn vị  
Chữ số bỏ đi đầu tiên < 5:  Để nguyên chữ số giữ lại cuối cùng  

Ví Dụ:        65,8274 → 65,827 ;  65,827  → 65,83 

1.5    Sai số của số đã quy tròn:   
Giả sử quy tròn  a  thành  a’  với sai số quy tròn tuyệt đối  θa’ 

≤−a'a  θa’   thì ∆a’ =  ∆a +  θa’  (tức tăng sai số tuyệt đối)  

1.6  Ảnh hưởng của sai số quy tròn : 
      Ap dụng nhị thức Newton, ta có:     ( ) 22378336312

10 −=−   

Bây giờ thay 2  bởi các số quy tròn khác nhau: 

2                           Vế trái                              Vế phải  

1,4          0,0001048576                     33,8 

1,41   0,00013422659               10,02 

1,414   0,000147912     0,508 

1,41426  0,00014866394     0,00862 
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1,4142613563 0,00014867678     0,001472 

1.8    Các quy tắc tính sai số 

Xét hàm số:   u  =  f(x,y) 

Ta ký hiệu    ∆x , ∆y, ∆u :  chỉ các số gia của x, y, u  

                            dx , dy , du   :  chỉ các vi phân của x , y, u 

                              ∆X , ∆Y, ∆U    :   sai số tuyệt đối của x, y, u 

           Ta luôn có:                         
yy

x X

∆≤∆

∆≤∆
 

           Ta phải tìm ∆U để có:        Uu ∆≤∆  

           Sai số của tổng:   u = x + y 

     Ta có            ∆u  =  ∆x + ∆y   →     yxu ∆+∆≤∆  

                               → ( )YXYXu +∆≡∆+∆≤∆  

   +  Nếu  u = x – y    với x, y cùng dấu: 

          δU = 
yxu

YXU

−

∆+∆
=

∆
    nếu  yx −   là rất bé thì sai số rất lớn.  

   + Nếu u = x.y → ∆u ≈ du = ydx  +  xdy = y∆x  +  x∆y 

            YXUYX xyxyu ∆+∆=∆⇒∆+∆≤∆  

Do đó : δU = =
∆

+
∆

=
∆

yxu

YXU  δX + δY  

   + Nếu u = 
y

x
, với y ≠ 0,    δU = δX + δY 

Công thức tổng quát:               u = f(x1 , x2 ,  x3, ... , xn) 

 Thì:                    ∆U  = iX

i

n

1i x

f
∆

∂

∂
∑

=

 

1.9     Sai số tính toán và sai số phương pháp  

Phương pháp thay bài toán phức tạp bằng bài toán đơn giản (phương pháp gần 

đúng) → tạo ra sai số phương pháp.  

Sai số tạo ra bởi tất cả các lần quy tròn → sai số tính toán. 

1.10   Sự ổn định của quá trình tính  

Ta nói quá trình tính là ổn định nếu sai số tính toán, tức là các sai số quy tròn 

tích lũy lại không tăng vô hạn (ta sẽ gặp lại vấn đề nầy ở phương pháp sai phân). 

Ví dụ:  Tìm sai số tuyệt đối giới hạn và sai số tương đối giới hạn của thể tích hình cầu.   

     V=   3.
6

1
dπ .  

 Nếu đường kính d=3,7cm ± 0,05 và π =3,14. Biết d∆ =0,05, π∆ =0,0016. 
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Giải:  Xem π  và d là đối số của hàm V 

   Ta có: dv δδδ π 3+=  

   Với: πδ = 0005,0
14,3

0016,0
=  

           dδ = 0135,0
7,3

05,0
=  

      vδ⇒  = 0,0005+3.0,0135 = 0,04. 

 Mặt khác:      V = 3.
6

1
dπ  = 26,5cm

3
. 

  Vậy có:     v∆ = 26,5.0,04 = 1,06 ≈1,1cm
3
. 

          V = 26,5 ± 1,1 cm
3 

 
Câu hỏi: 
 

1. Định nghĩa sai số tuyệt đối, sai số tương đối ? Trong thực tế tính toán, người ta sử dụng sai số 

tuyệt đối hay sai số tương đối ? Vì sao ? 

2. Trình bày các quy tắc tính sai số? 

3. Nêu sự khác nhau giữa sai số tính toán và sai số phương pháp? Hãy nêu ra một quá trình tính 

có số liệu cụ thể minh họa và chỉ ra sai số tính toán và sai số phương pháp ? 

4. Đưa ra vài ví dụ tính toán, chỉ ra sự cần thiết phải chú ý đến sai số qui tròn ?  

 
Bài tập: 
 

1) Hãy xác định chữ số tin tưởng trong các số sau:  
a)
 x= 0,3941 với x∆ = 0,25.10

-2 

b)
 y=0,1132 với  y∆ = 0,1.10

-3 

c)
 z=38,2543 với z∆ = 0,27.10

-2 

2) Hãy xác định sai số tuyệt đối, biết sai số tương đối của các số xấp xỉ sau: 

a) x=13267 nếu xδ =0,1% 

b) x=0,896 nếu  yδ =10% 

3) Hãy qui tròn các số dưới đây để có được 3 chữ số tin tưởng và xác định sai số 
tuyệt đối ∆và sai số tương đối δ của chúng: 

a) x=2,1514 

b) y=0,16152 

c) z=1,1225 

d) v=0,01204 
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4) Hãy tính thương u=x1/x2 của hai số xấp xỉ: x1=5,735; x2 = 1,23 và xác định sai 

số tương đối giới hạn uδ , và sai số tuyệt đối giới hạn u∆   

5) Hãy xác định sai số tương đối giới hạn aδ , sai số tuyệt đối giới hạn a∆ và số chữ 

số đáng tin của cạnh a của hình vuông, biết diện tích hình vuông s=16,45cm
2
 

với s∆ =0,01 

Đáp số: 
1) a) 2; b) 3; c)4 

2) a) x∆ =0,13.10
2
 

b) y∆ =0,9.10
-1

 

     3)   a) 2,15; x∆ =0,14.10
-2

; xδ =0,65.10
-3

 

  b) 0,162; y∆ = 0,48.10
-3

; yδ = 0,3.10
-2

 

  c) 1,23; z∆ =0,5.10
-2

; zδ =0,41.10
-2

 

  d) 0,0120; v∆ = 0,4.10
-4

; vδ =0,33.10
-2

 

     4) u=4,66; uδ ≈  0,0042; u∆ ≈ 0,02 

     5) a = x =4,056cm; aδ 0003,0≈ ; a∆ ≈ 0,0012; a có ba chữ số đáng tin 
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Chương 2                NỘI SUY   
(INTERPOLATION) 

 

Trong nhiều bài toán kỹ thuật, ta phải tìm các trị yi tại các điểm  xi  bên trong 

đoạn [a,b], hoặc khi quan hệ giải tích y = f(x)  đã có sẳn nhưng phức tạp, hoặc cần tìm 

đạo hàm, tích phân của hàm số,.…Khi đó ta dùng phép nội suy để dễ dàng tính toán mà 

vẫn đảm bảo độ chính xác theo yêu cầu của thực tế.  

2.1   Đa thức nội suy Lagrange  

Cho bảng các giá trị                      x   x1    x2    x3 ....  .  .. xn   

                 y     y1    y2    y3   ...    ...yn 

 

       Cần lập đa thức:  y = f(x) có bậc m ≤ n - 1, nhận các giá trị  yi   cho trước ứng 

với các xi :  

                                yi = f(xi),   với   i = 1, 2, 3,…. ...,n   

       Ký hiệu:  ϕ(x) = (x - x1)(x - x2)... ... (x - xn)  

  Ta có được đẳng thức: 

    

)xx).......(xx)(xx)(xx(

)x(y

...
)xx)....(xx)(xx)(xx(

(x) y

)xx)...(xx)(xx)(x-(x

(x) y
)x(f

1nn2n1nn

n

n232122

2

n131211

1

−−−−−

ϕ
+

+
−−−−

ϕ
+

−−−

ϕ
=

 

  

Hay:              f(x)= 
)xx).(x(

)x(y

kk

'

k
n

1k −ϕ

ϕ
∑

=

                Đây là đa thức nội suy Lagrange 

Ví dụ:   

  x 0 1 2 3 

 

 y 3 4 7 8 

 
   Tìm đa thức nội suy Lagrange và tìm y khi biết x=1,5. 

  Ta có: ϕ (x)   = (x-x1)(x-x2)(x-x3)(x-x4) 

            = x(x-1)(x-2)(x-3)  

⇒ f(x) = 
3. .( 1).( 2).( 3)

.( 1).( 2).( 3)

x x x x

x

− − −
+

− − −

4. .( 1).( 2).( 3)

( 1).1.( 1).( 2)

x x x x

x

− − −
+

− − −
 

7. .( 1).( 2).( 3)

( 2).2.1.( 1)

x x x x

x

− − −
+

− −

8. .( 1).( 2).( 3)

( 3).3.2.1

x x x x

x

− − −

−
 

=-1/2(x-1)(x-2)(x-3)+2x(x-2)(x-3)-7/2x(x-1)(x-3)+4/3x(x-1)(x-2) 

  Tại x=1,5 thế vào f(x) ta có y=5,5 

2.2  Nội suy Newton  
Giả sử y0 , y1 , y2 , ... là những giá trị nào đó của hàm y = f(x) tương ứng với các giá trị 
cách đều nhau của các đối số x0 , x1 , x2 ...tức là:  

xK + 1 -  xK = ∆xK = const 
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Ký hiệu:  y1 - y0 = ∆y0 ;  y2 - y1 = ∆y1 ; ... ... ; yn  -  yn - 1  = ∆yn - 1    là sai phân cấp 1. 

              ∆y1 - ∆y0  = ∆2
y0 ;   ∆y2 - ∆y1 = ∆2

y1 ; .....                         là sai phân cấp 2. 

             ∆n
y1 - ∆

n
y0 = ∆n + 1

y0  ;  ∆
n
y2 - ∆

n
y1 = ∆n + 1 

y1 ; .....       là sai phân cấp n + 1. 

Tiến hành các phép thế liên tiếp, ta nhận được: 

             ..., ∆2
y0 = y2 - 2y1 + y0 ;   ∆

3
y0 = y3 - 3y2 + 3y1 - y0 ,…. 

        ∑
=

−−=∆
n

K

Kn

K

n

Kn
yCy

0

0 )1(  

Tương tự ta cũng nhận được:  

    y1 = y0 + ∆y0 ,  y2 = y0 + 2∆y0 + ∆2
y0 ,  y3 = y0 + 3∆y0 + 3∆2

y0 + ∆3
y0 ,… 

 yn = y0 + n∆y0 + 
!2

)1( −nn
∆2

y0 +  ... + ∆n
y0            (1) 

Nếu trong (1) ta xem  n  không những là chỉ là số nguyên dương mà có thể là số n = t 

bất kỳ, ta nhận được công thức nội suy Newton:  

yt = y0 + 00

3

0

2

0 ...
!3

)2)(1(

!2

)1(

!1
yy

ttt
y

tt
y

t t∆++∆
−−

+∆
−

+∆       (2) 

Do bước tăng  ∆x = const,  ta được  xn  = x0 + nh, suy ra  n = 
h

xxn 0−
 

          Đặt   x = x0 + t.h, suy ra  t = 
h

xx 0−
, thế vào (2), ta có được dạng khác của  (1)  

            yn  = y0 + ....y
h!2

)hxx)(xx(
y

h

xx
0

2

2

00

0

0 +∆
−−−

+∆
−

         (3) 

 
Vídụ:   
   x 1 2 3 4 

    

y 5 7 10 12 

 
Tìm hàm nội suy Newton. 

Giải:   Ta có: Sai phân cấp 1 0y∆ =y1 - y0 =7-5=2 

   Sai phân cấp 2  2

0y∆ = y2 – 2y1 +y0 = 10-2.7+5=1 

   Sai phân cấp 3:  3

0y∆ = y3 - 3y2 +3y1 - y0 = 12-3.10+3.7-5 =-2 

   1x h∆ = =  

⇒  yn  = y0 + 
2 30 0 0 0 0

0 0 02 3

( )( ) ( )( 2 )

2! 3!

x x x x x x h x x x x h
y y y

h h h

− − − − − − −
∆ + ∆ + ∆   

           = 5 + 
3

2 3

1 ( 1)( 1 1) ( 1)( 1 2.1)
.2 .1 ( 2)

1 2!1 3!1

x x x x x− − − − − − −
+ + −  

 = - 3 21 5 19
6

3 2 6
x x x+ − +  
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2.3   Nội suy SPLINE                  

 
 Phương pháp Spline nội suy bằng cách gắn một số đa thức bậc thấp với nhau; ở 

đây chỉ nghiên cứu nội suy Spline bậc 3, vì thường đáp ứng yêu cầu trong nhiều bài 

toán thực tế.      

Hình vẽ bên chỉ ra nội suy 4 điểm bằng cách dùng 3 hàm bậc 3(cubic)  f1(x), 

f2(x), f3(x). Tổng quát nếu có (n + 1) điểm, ta cần  n  hàm Spline bậc 3  dạng:  

 fi(x) = A1i + A2i x + A3i x
2
 + A4i x

3 ,   i = 1,2,3, . . . , n  

Có  4n  hệ số  Aji  có thể xác định theo các điều kiện sau:  

(i) Hàm Cubics phải gặp tất cả các điểm ở bên trong: có được  2n  phương trình  

fi(xi) = yi ,  i = 1, . . . n ;  fi + 1(xi) = yi ,  i = 0,1, . . . n - 1 

(ii) Đạo hàm bậc 1 phải liên tục tại các điểm bên trong, dẫn đến được (n – 1)        

      phương trình: 

                    f
’
i(xi) = f’i + 1(xi), i = 1, 2,. . . ,n - 1  

(iii) Đạo hàm bậc 2 cũng phải liên tục tại các điểm bên trong, thêm được (n – 1) 

phương trình nữa:  

f”i(xi) = f
”
i + 1(xi),  i = 1,2, . . ., n-1 

(iv) Hai điều kiện cuối cùng dựa vào 2 điểm cuối của đường Spline, ở đây thường 

đặt  f”1(x0) = 0  và  f”n(xn) = 0. 

Sắp xếp lại hàm fi(x), ta chỉ cần (n-1) phương trình cần thiết để giải, có dạng: 

y  = fi(x) =  

( ) ( )1

11

3

1

3

1

6

)("

6

)("

6

))(("

6

))(("
−

−−−− −






 ∆
−

∆
+−







 ∆
−

∆
+

∆

−
+

∆

−
=

i

ii

i

i

i

ii

i

i

i

ii

i

ii
xx

xxf

x

y
xx

xxf

x

y

x

xxxf

x

xxxf

Với   ∆xi = xi - xi – 1, với  i = 1,2,….,n  (dạng sai phân lùi). 

Đạo hàm phương trình này và áp dụng điều kiện liên tục về đạo hàm bậc nhất ta 

được: 

   ∆xif”(xi - 1) + 2(∆xi  + ∆xi + 1).f”(xi) + ∆xi + 1. f”(xi + 1)  =  6 








∆

∆
+

∆

∆
−

+

+

1i

1i

i

i

x

y

x

y
 

f 1(x) 

f2(x) 

f 3 (x) 

x 0 x 1 x 2 x 3 

y 0
y 1 

y 2 

y 3 

x 

y 
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Với   ∆yi = yi – yi-1,   với  i = 1,2, . . . .n - 1 

Điều này tương đương với hệ  phương trình tuyến tính có ẩn là đạo hàm bậc 2 tại 

các điểm bên trong của đường cong nội suy:  

=

















































∆+∆

∆+∆∆

∆∆+∆∆

∆∆+∆

−− )x(f

)x(f

)x(f

.

)xx(200

0)xx(2x0

0x)xx(2x

00x)xx(2

1n

"

2

"

1

"

n1n

433

3322

221

M

K

K

K

K

 

6.
































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∆
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∆
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−
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∆
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−

∆

∆
+

∆

∆
−

−

−

n

n
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3

3

2

2

2

2

1

1

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

M

   

 

Giải hệ đại tuyến nầy ta tìm được f”(xi), với  i = 1,2, . . . , n-1  cộng với hai điều 

kiện biên 2 đầu:  

     f”(x0) = f”(xn) = 0, đường cong nội suy sẽ hoàn toàn xác định. 

 

Ví dụ:  
       x    1  2 2,2 3 4  

 

       y    5  7 ? 10 12 

 

 Tìm y=f(x) theo phương pháp nội suy spline bậc 3 và tính y(x=2,2)=? 

Giải:  
Ta có   

1 2 3
1x x x∆ = ∆ = ∆ =  

  
1 2 32; 3; 2y y y∆ = ∆ = ∆ =  

                    
''

1

''

2

( )2(1 1)1
. 6

1 2(1 1) ( )
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f x
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y  = f(x) =  y  = fi(x) =  
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Tại   x=2,2  ⇒   y = 7,8 

2.4  Phương pháp bình phương cực tiểu (Least squares method) 
Gỉa  sử có hai đại lượng x và y có liên hệ phụ thuộc nhau, theo một dạng đã biết:  

y = a+b.x,  hay  y = a+b.x+c.x
2
,  hay  y = a.e

bx
,.... 

Nhưng chưa biết giá trị các tham số  a,b,c. Muốn xác định chúng, người ta tìm 

cách có được bằng thí nghiệm, đo đạc,... một số cặp (xi,yi) rồi áp dụng phương pháp 

bình phương cực tiểu. 

(a) Trường hợp y = a + bx 

Ta có:  yi- a- bxi = iε , với  i =1,2,..,n ở đây iε sai số tại xi. 

Do đó S  = 2

ii )bxay( −−Σ  là tổng các bình phương của các sai số. 

S phụ thuộc a và b, còn xi, yi  ta đã biết rồi. 

Mục đích của phương pháp bình phương cực tiểu là xác định a và b sao cho  

Sai số nhỏ nhất:  S →  Smin. 

Như vậy: 0
a

S
=

∂

∂
  và  0

b

S
=

∂

∂
 

Ta có được hệ phương trình: 

                                                          




∑=∑+∑

∑=∑+

ii

2

ii

ii

yxxbxa

yxbna
                      

 Giải hệ này tìm được a,b. 
 

Câu hỏi: 
 

1. Ưu nhược điểm của các phương pháp nội suy Lagrange, Newton, spline ? 

2. Hãy chỉ ra những trường hợp cụ thể và cách chọn phương pháp nội suy nào thích hợp nhất ? 

3. Phương pháp bình phương cực tiểu thường được áp dụng khi nào ? Tại sao người ta nói 

phương pháp nầy mang tính chủ quan của người sử dụng tính toán ? Một cách chính xác có 

gọi phương pháp nầy là nội suy được không ? 

 

Bài tập:  
 
Nội suy Lagrange 
1)Xây dựng đa thức nội suy Lagrange của hàm số y=f(x) cho dưới dang bảng sau  

 

 

x 0 2 3 5 

 

y 1 3 2 5 

 

2) Cho bảng giá trị của hàm số y=f(x) 

 

           x  321,0  322,8  324,2  325,0 

 

y 2,50651 2,50893 2,51081 2,51188 
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    Tính gần đúng f(323,5) bằng đa thức nội suy Lagrange. 

 3) Thành lập đa thức nội suy Lagrange từ bảng số sau: 

 
 x 2 4 6 8 10   

 

 y 0 3 5 4 1 

 

4) Hãy đánh giá sai số nhận được khi xấp xỉ hàm số y=sinx bằng đa thức nội suy Lagrange 

bậc 5: L5(x), biết rằng đa thức này trùng với hàm số đã cho tại các giá trị x bằng: 0
0
, 5

0
, 10

0
, 

15
0
, 20

0
, 25

0
. Xác định giá trị của sai số khi x=12

0
30’. 

5) Tìm đa thức nội suy bậc 2 của hàm y=3
x
 trên đoạn [ ]1,1− , từ đó suy ra gia trị gần đúng của 

3   

 Đáp số: 

1) 1+ x
15

62
+ 3

10

3
x - 2

6

13
x  

2) 2,50987 

3) f(x)= )64066422026(
32

1 234 +−+− xxxx  

4) )
36

5
)(

9
)(

12
)(

18
)(

36
(

!6

1
)()sin( 5

πππππ
−−−−−≤− xxxxxxxLx , khi x=12

0
30’ 

thì 90

5

0 10.2,2)'3012('3012sin( −<−L  

5) Để được đa thức nội suy bậc 2 thì cần 3 mốc: Ở đây ta chọn x0=-1;0;1 thì y=3
x 
 

≈ )684(
6

1 2 ++ xx trên đoạn [ ]1,1− , và 3  ≈ 1,8 

Nội suy Newton: 
1) Cho bảng giá trị của hàm số y=f(x) 

 

 x  -1 0 3 6 7   

 

 y  3 -6 39 822 1611 

 

a) Xây dựng đa thức nội suy Newton tiến xuất phát từ nút x0 = -1 của hàm số y=f(x) 

b) Dùng đa thức nội suy nhận được, tính gần đúng f(-0,25). 

2) Cho bảng giá trị của hàm số y = sinx 
 

x 0,1  0,2  0,3  0,4  

 

 y 0,09983 0,19867 0,29552 0,38942 

 

a) Dùng đa thức nội suy tiến xuất phát từ nút x0 = 0,1 tính gần đúng sin(0,14) 

b) Dùng đa thức nội suy lùi xuất phát từ nút x0 = 0,4 tính gần đúng sin(0,46) 

3) Xây dựng đa thức nội suy Newton tiến xuất phát từ bảng số (x0=0). 

       
 x 0  2,5069   5,0154   7,5270  
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 y 0,3989423 0,3988169  0,3984408  0,39781138 

4) Cho giá trị của hàm số y = arctg
2

3

31

3

x

xx

−

−
 - 3arctgx + )3ln2(

4

2

−x
x

 trong dạng bảng số sau: 

 

     x 58     58,17        58,34  58,68  59,02  59,36  59,7  

 

     y 4303,52     ?           4364,11 4425,17 4486,69 4548,69 4611,16 

 

   Xây dựng đa thức nội suy Niutơn tiến và tính gần đúng giá trị của y tại x =58,17. 

Đáp số: 
 1)  a) x

4
-3x

3
+5x

2
-6 

      b) -5,6367188 

 2) a) sin(0,14) ≈ 0,1395434 

      b) sin(0,46)≈0,4439446 

 3)  f(x) ≈0,3989423-0,0000500x-0,0000199x(x-2,5069) 

 4)  y=4303,52+60,59t+
!2

47,0
t(t-1)-0,01

!3

)2)(1( −− ttt
+0,03

!4

)3)(2)(1( −−− tttt
-

0,06
!5

)4)(3)(2)(1( −−−− ttttt
  

 Trong đó: t=
34,0

58−x
; y(x=58,17)=4333,75779688 

Nội suy spline và phương pháp bình phương cực tiểu: 
1) Dựng hàm spline bậc 3, xấp xỉ hàm y = 3

x
 trên đoạn [ ]1;1− , lấy với h=1,từ đó suy ra 3 3 . 

2) Cho hàm số y = sinx trên đoạn [ ]π;0 . Hãy lập hàm spline bậc 3 để xấp xỉ hàm sinx trên 

đoạn đã cho, với các mốc nội suy x0 =0; 
2

π
; π . 

3) Cho bảng các giá trị: 
  

x 2 4 6 8 10 12 

 

y     7,32 8,24 9,20 10,19 11,01 12,05 

 

  Hãy tìm công thức thực nghiệm có dạng y=a+bx. 

4) Cho bảng giá trị: 
 x 0,78 1,56 2,34 3,12 3,81  

 

y 2,50 1,20 1,12 2,25 4,28 

 

Hãy tìm công thức thực nghiệm có dạng y=a+bx+cx
2
 

 

Đáp số: 
 3) y=6,3733333+0,4707143x 

 4) y= 0,992-0,909 
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Chương 3             TÍNH GẦN ĐÚNG ĐẠO HÀM  
                                   VÀ TÍCH PHÂN 

NUMERICAL DIFFERENTIATION 
AND INTEGRATION 

 
3.1  Tính gần đúng đạo hàm  

+  Ta biểu diễn hàm  f(x) bằng đa thức nội suy:  f(x)  = P(x), với  P(x) 

là đa thức nội suy (đa thức nội suy tiện lợi là spline bậc 3); Tiếp theo ta tính 

gần đúng đạo hàm f 
’
(x) ở đa thức nầy: 

              f’(x) = P’(x)  

+   Ta cũng có thể áp dụng khai triển Taylor: 

      f(x + h) = f(x)  + h f’(x) + 
!2

2h
f”(c),  với  c = x + θh, 0 < θ < 1. 

Từ đó ta tính được:          f’(x) ≈ 
h

)x(f)hx(f −+
 

3.2  Tính gần đúng tích phân xác định       
3.2.1 Công thức hình thang:   
 

Trong từng khoảng chia (i,i+1), đường cong Mi, Mi+1 được xấp xỉ thành 

đường thẳng. 

Đối với tích phân thứ  (i + 1), ta có:  

∫
+

++
=

1i

i

x

x

1ii

2

yy
hdx)x(f

                   

Với xi = a + ih,   h = 
n

ab−
,  

i = 1, 2, . . . . . , n;   a =  x0 , b =  xn       

I= ∫∫∫ ∫
−

++=
n

1n

2

1

1

0

x

x

x

x

b

a

x

x

dx)x(f........dx)x(fdx)x(fdx)x(f   

           

( )[ ]




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1n21
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Sai số:  I - IT  ≤ )ab(h
12

M 2 − ,  với M = max f”(x),   a ≤ x ≤ b  

 

Ví dụ: Dùng công thức hình thang tổng quát với n=10 để tính gần đúng: 

    I = 
1

0
1

dx

x+∫
 

 Đánh giá những sai số của những giá trị gần đúng nhận được. 

Giải:    

 Ta có:   h=
1 0

10

−
=0,1 

 Kết quả tính toán trong bảng sau: 

i xi yi 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

 

1,00000 

0,90909 

0,83333 

0,76923 

0,71429 

0,66667 

0,62500 

0,58824 

0,55556 

0,52632 

0,50000 

∑   6,18773 

 

 Theo công thức hình thang tổng quát ta có: 

  I 

≈0,1(
1,0000 0,50000

2

+
+0,90909+0,83333+0,76923+0,71429+0,66667+ 

0,62500+0,58824+0,55556+0,52632) =0,69377. 

Sai số R được xác định như sau:  

T
I I−  = 2 ( )

12

M
h b a−  

Với M = max ''

x
f        0<x<1 

 f(x)    = 
1

1 x+
=(1+x)

-1 

 '( )f x   = -(1+x)
-2
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''( )f x    = (-1)(-2)(1+x)
-3

=
3

2

(1 )x+
 Trong (0,1) M = max ''

x
f  =2 

22.(0,1)
(1 0) 0,00167

12
R ≤ − =        

3.2.2   Công thức Simpson  
Bây giờ cứ mổi đoạn cong Mi, Mi+1 được xấp xỉ bằng đường cong bậc 

hai, đi qua ba giá trị  yi, yi+1 và giá trị  y  tại  x = (xi + xi+1)/2, có nghĩa chia 

[a,b] thành 2n đoạn bằng nhau,bởi các điểm chia xi: 

     a = x0 < x1 < x2 < ...< x2n   =b, nghĩa là: xi = a +ih 

Với    h = (b – a)/2n,  với:  i = 0, 1,2,….,2n 

 

Dùng đa thức nội suy bậc 2 xấp xỉ theo Newton, ta có công thức tính gần 

đúng tích phân theo Simpson: 

 

 

 

 )4(
3

)( 210

2

0

yyy
h

dxxf

x

x

++≅∫  

 

 

Tổng quát : 

 

 

 Vậy: 

 

Sai số:       

     

 

 Với:   M = max | fiv
(x) |,  a ≤ x ≤b. 

 
Ví dụ: Dùng công thức Simpson tổng quát với n=10 để tính gần đúng: 

dty
tt

ytyhdxxpdxxf

x

x

x

x

)
2

)1(
()()( 0

2

0

2

0

02

2

0

2

0

∆++∆+=≈ ∫∫∫

)4(
3

)( 22122

22

2

++ ++≅∫
+

iii

x

x

yyy
h

dxxf
i

i

)]...(2)...(4)[(
3

)]4(....)4()4[(
3

)(

2242123120

21222432210

−−

−−

+++++++++≅

+++++++++≅∫

nnn

nnn

b

a

yyyyyyyy
h

I

yyyyyyyyy
h

dxxf

)(
180

4

ab
h

MII S −≤−
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    I = 
1

0
1

dx

x+∫
 

 Đánh giá những sai số của những giá trị gần đúng nhận được. 

 
 
3.2.3   Công thức của Gauss 
3.2.3.1Liên hệ giữa các hệ toạ độ tổng thể và hệ toạ độ địa phương  

Trong nhiều trường hợp ta cần tính tích phân số với độ chính xác rất cao, 

như trong phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH), miền tính toán Ω được 

chia nhỏ thành nhiều miền con, phương pháp biến phân trọng số xây dựng 

trên các miền con này. Do đó dẫn đến tích phân hàm dạng trên miền con. 

           Nếu tích phân hàm dạng bậc cao với sử dụng hệ toạ độ tổng thể 

(x,y,z, global coordinate) thì thông thường sẽ xuất hiện các biểu thức đại số 

rất phức tạp khi phần tử là hai, ba chiều  (Irons and Ahmad, 1980). 

           Thay vào đó nếu chúng ta thực hiện chúng trong hệ toạ độ địa phương 

(ξ,η,ζ, local coordinate) hay còn gọi là toạ độ chuẩn hay toạ độ tự nhiên 

(normal coordinate hay natural coordinate) thì sẽ đơn giản hơn rất nhiều 

[Taig, 1961]; bởi lẽ nó thuận lợi trong việc xây dựng hàm nội suy, tích phân 

số dùng được cách thiết lập của Gauss-Legendre (phổ biến nhất).  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Với phần tử đẳng tham số (isoparametric), ta có thể viết công thức 

biến đổi toạ độ cho phần tử tứ giác tuyến tính có bốn điểm nút như sau: 

∑
=

++==
3

1

332211

i

ii xNxNxNxNx

)10.3(44332211

4

1

xNxNxNxNxNy
j

jj
+++==∑

=

y 

xi 
ev  

x 

ξ  

η  

1 2 

3 

0,1 

1,0 

rv  

0,0 

k

j

i

x3

x2

x1

→

→
→

Phần tử chiếu  

Xk 

Xj 

Phần tử thực  
eτ  

Hình 3.3:  Biểu thị phần tử chiếu  Vr vào phần tử thực Ve 
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       Với phần tử tam giác tuyến tính có ba điểm nút: 

                                  

 

 ở đây  Ni, Nj là hàm dạng hay còn gọi là hàm nội suy (shape function hay 

interpolation function). 

Từ luật đạo hàm đạo hàm riêng phần, ta có:  

            



















∂
∂
∂
∂

=



















∂
∂
∂
∂



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=





















∂
∂

∂
∂

y

x
J

y

x

yx

yx

ηη

ξξ

η

ξ
                              (3.12) 

Hay:     





















∂
∂

∂
∂

=



















∂
∂
∂
∂

−

η

ξ1
J

y

x
                                                      (3.13) 

ở đây  J  là ma trận Jacobian biến đổi toạ độ. Định thức của ma trận nầy,  det 

J , cũng phải được ước lượng bởi lẽ nó được dùng trong các tích phân biến 

đổi như sau: 

+  Cho phần tử tứ giác tuyến tính: 

           ∫∫ ∫ ∫
− −

=
e

ddJdxdy

ω

ηξ
1

1

1

1

det                                                               (3.14) 

+ Cho phần tử tam giác tuyến tính: 

 

        ∫∫ ∫ ∫
−

=
e

ddJdxdy

ω

ξ

ξη
1

0

1

0

det                                                                 (3.15) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∑
=

++==
3

1

332211       (3.11)
j

jj yNyNyNyNy

2 

3 

4 

1 

4 

2 

3 

1 

Hình 3.4:   Phần tử tứ giác có ma trận Jacobian không xác định 
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Trong một số trường hợp, ví dụ như ở  Hình 3.4, phần tử tứ giác có 4 điểm 

nút, nếu dạng hình học như vậy,  ma trận Jacobian trở nên không xác định; 

để nó có giá trị tốt, các hình dạng phần tử như cạnh và góc của nó cần phải 

đều đặn hơn (ví dụ tam giác đều, tứ giác đều ≡ hình vuông, đây là  các dạng 

phần tử lý tưởng).   

 

3.2.3.2  Tích phân số  
Một số tích phân của các loại bài toán hai chiều (2D), ba chiều (3D), theo 

phương pháp PTHH có thể được ước lượng bằng giải tích, nhưng nó không 

thực dụng cho các hàm số phức tạp , đặc biệt trong trường hợp tổng quát khi 

( )ηξ ,  là toạ độ cong. Trong thực hành (3.14), (3.15) được ước lượng bằng số, 

gọi là tích phân số (numerical integration hay còn gọi là numerical 

quadrature). Dùng tích phân số của Gauss, với phần tử tứ giác, miền hai 

chiều ta có: 

           ( ) ( )∫ ∫ ∑∑
− − = =

≅
1

1

1

1 1 1

,,
n

i

n

j

jiji fwwddf ηξηξηξ                                            (3.16) 

 

Với phần tử tam giác: 

         ( ) ( )∫ ∫ ∑
−

=

≅
1

0

1

0 1

,
2

1
,

ξ

ηξξηηξ
n

i

ii

i fwddf                                                  (3.17) 

Với phần tử tứ giác thì  wi, wj  là hệ số trọng số và  ji ηξ ,   là các vị trí toạ độ 

bên trong phần tử, cho ở Bảng 2 (Xem Kopal 1961); còn với phần tử tam 

giác, tương tự như phần tử tứ giác, nhưng các điểm tích phân là các điểm 

mẫu (Sampling Points), Bảng 1. 

    Thông thường người ta muốn các tích phân số đạt độ chính xác cao, 

nhưng có những trường hợp đặc biệt lại không cần thiết. ở tích phân Gauss 

(3.16), với  n = 2, sẽ chính xác khi hàm  f  là cubic (bậc 3 ), còn ở tích phân 

(3.17),  n = 1, sẽ chính xác khi đa thức f bậc nhất, còn  n = 3, sẽ chính xác 

khi đa thức f bậc hai. 

Bảng 1:   Điểm tích phân cho phần tử tam giác  

theo công thức (3.17) 

 

n ξi ηi wi 

1 

 

1/ 3 

 

1/ 3 

 

1 

 

 

3 

1/ 2 

1/ 2 

0 

1/ 2 

0 

1/ 2 

1/ 3 

1/ 3 

1/ 3 
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Bảng 2:   Trọng số và điểm tích phân Gauss – Legendre 

theo công thức (3.16) 

 

Điểm tích phân  
i

ξ  Số điểm tích phân   r    Trọng số   wi 

0.0000000000 Một điểm 0000000000.2  

5773502692.0±  Hai điểm 0000000000.1  

0000000000.0  Ba điểm 8888888889.0  

7745966692.0±   5555555555.0  

3399810.0± 435 Bốn điểm 6521451548.0  

8611363116.0±   0.3478548451 

0000000000.0   0.5688888889 

5384693101.0±  Năm điểm 0.4786286705 

9061798459.0±   0.2369268850 

2386191861.0±   0.4679139346 

6612093865.0±  Sáu điểm 0.3607615730 

9324695142.0±   0.1713244924 

 

Ví dụ 1: Tính tích phân: 

 dxxx∫
−

+
1

1

3 2
2  Tính tích phân Gauss với n=3 

Giải: 
             n = 3  tra bảng ta được:  

  a1=0,774   W1≡ H1= 0,555 

  a2=-0,774   W2≡ H2=+0,555 

  a3=0,000   W3≡ H3=0,888 

 I= ξξ df∫
−

1

1

)(   =H1f(a1)+ H2f(a2)+ H3f(a3) 

I=0,555 3 2
)774,0(2774,0 + +0,555 3 2

)774,0(2774,0 −+− +0,888 3 2
)000,0(2000,0 +   

=1,113 

Ví dụ 2: Sử dụng bảng tra tích phân của Gauss (n=2) để tính gần đúng tích 

phân. 

  I= 
1 1

2

1 1

( 2 )x y dxdy
− −

+∫ ∫  
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Câu hỏi: 
 

1. Khi nào đạo hàm được tính gần đúng được chấp nhận (sai số nằm trong phạm vi 

cho phép), khi nào nó không được chấp nhận. Cho vài ví dụ ? 

2. Tại sao tích phân gần đúng Gauss tốt hơn tích phân gần đúng Simpson và Tp gần 

đúng Simpson tốt hơn Tp gần đúng hình thang ? 

3. Tại sao tích phân số (gần đúng) của Gauss càng chính xác khi điểm tích phân 

càng nhiều ? 

 
 

Bài tập: 
 
1) Tính gần đúng y’(55), y’(60) của hàm y=lgx dựa vào bảng giá trị đã cho 

sau: 

 
 x  50  55  60   

 

 y  1,6990 1,7404 1,7782 
 
So sánh với kết quả đúng tính đạo hàm của hàm số y =lgx. 

2) Tính gần đúng y’(1) của hàm y=f(x) từ bảng số đã cho: 

 
 x 0,98  1,00  1,02  

 
           y  0,7739332 0,7651977 0,7563321 

 

 

3) Tính gần đúng tích phân I= dxx∫
2

1

 bằng công thức hình thang tổng quát, 

lấy n=10. Đánh giá sai số. 

4)Tính gần đúng I= ∫
1

0

2
x

e dx bằng công thức hình thang và Ximxơn bằng cách 

chia đoạn [ ]1;0  thành 10 đoạn bằng nhau. 

5) Tính gần đúng  I= 78539816,0
41

1

0

2
==

+∫
π

x

dx
bằng công thức hình thang và 

Simpson mở rộng. Với đoạn [ ]1;0  chia thành 10 đoạn bằng nhau. 
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6)Tính gần đúng tích phân I= ∫ +
1

0

2
1 x dx bằng công thức Simpson tổng quát 

sao cho đạt sai số 0,001. 

 

Đáp số: 
1) y’(55) ≈0,00792; y’(60) ≈  0,0072 

    Giá trị đúng y’(55) = 0,0079862; y’(60) = 0,0072382 

2) y’(1) ≈ -0,4400275. 

3) I ≈ I * =1,218; *
II − 02,0≤ . 

4) Công thức hình thang: I ≈ I * =1,4672; *
II − 0136,0≤ . 

    Công thức Simpson: I ≈ I * =1,4627; *
II − 000115,0≤ . 

 

5) Công thức hình thang: I ≈ I * =0,78498149 

    Công thức Simpson: I ≈ I * =0,78539815. 
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Chương 4          GIẢI GẦN ĐÚNG PHƯƠNG TRÌNH 
VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH PHI TUYẾN 

ROOTS OF NONLINEAR EQUATIONS 
 

4.1   Giải gần đúng phương trình  
  Để tìm nghiệm gần đúng của phương trình  f(x) = 0, ta phải tách nghiệm. 

Giả sử trong khoảng [a,b] hàm f(x)  liên tục cùng với các đạo hàm f’(x), f”(x), 

của nó. Các giá trị f(a), f(b) là giá trị của hàm tại các điểm mút của đoạn này  f(a).f(b) 

< 0 và f’(x) giữ nguyên dấu trên đoạn [a , b]. 

Đôi khi để cho thuận lợi, viết lại: f(x) = 0  ⇔ ϕ (x) = ψ(x). 

Nghiệm thực của phương trình f(x) = 0 là giao điểm của đồ thị các hàm y = ϕ (x) 

và  y = ψ(x). 

 

4.1.1  Phương pháp dây cung 
   Thay cung AB của y = f(x) bởi dây cung AB, lấy x1 tại giao điểm P của dây 

cung với trục hoành làm giá trị gần đúng của nghiệm chính xác α.  Phương trình dây 

cung AB: 

          
ab

aX

)a(f)b(f

)a(fY

−

−
=

−

−
  

 Tại  P ta có:   Y = 0, X = x1, 

 nên:   
ab

ax

)a(f)b(f

)a(f 1

−

−
=

−
−    

Suy ra:   x1 = a - 
)a(f)b(f

)a(bf)b(af

)a(f)b(f

)a(f)ab(

−

−
=

−

−
 

Sau khi tính được  x1  ta xét được khoảng phân li nghiệm mới là [a,x1] hay [x1,b] 

rồi tiếp tục áp dụng phương pháp dây cung vào khoảng phân li mới, tiếp tục ta được x2, 

x3, x4 → ngày càng gần đến nghiệm chính xác  α. 

          Sai số ước lượng:  31
)]x('f[

)x("f
max

2

)b(f).a(f
x −<−α  

 Ví dụ: Tìm nghiệm trong khoảng (1,1;1,4) của phương trình: 

  f(x)= x
3
-0,2x

2
-0,2x-1,2 =0  

Bằng phương pháp lặp dây cung(Với 2 lần lặp) 

 Giải: 

  x1 = x0-
)4,1()(

)4,1)((

0 fxf

xxf oo

−

−
=1,1-

)4,1()1,1(

)4,11,1)(1,1(

ff

f

−

−
=1,1- 18254,1

872,0331,0

)3,0)(331,0(
=

−−

−−
 

  f(x1)=f(1,18254)=-0,06252 

  x2 = x1-
)4,1()(

)4,1)((

1

11

fxf

xxf

−

−
=1,18254- 19709,1

872,006252,0

)4,118254,1)(06252,0(
=

−−

−−  

 
 
 

x 

y

O 

A 

B 

a 

b 

P 
X1 α 
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4.1.2   Phương pháp Newton-Raphson 
           Còn gọi là phương pháp Newton hay phương pháp tiếp tuyến. 

   Xét  phương trình  f(x) = 0 

Khai triển Taylor hàm f(x) tại lân cận x0:  

f(x) = f(x0) + (x - x0) f’(x0)  + 

)C(f
)!1n(

)xx(
)x(f

!n

)xx(
....)x("f

!2

)xx( 1n
1n

0
0

n
n

0
0

2

0 +
+

+

−
+

−
++

−
 

 

Với:  C = x0 + θ(x - x0),   với:   0 < θ < 1, có nghĩa:   x0 < C < x 

Bây giờ ta chỉ lấy số hạng bậc 1 của chuỗi Taylor: 

                  f(x0)  + ( x - x0).f’(x0) = 0                                             (4.1) 

Gọi x1 là nghiệm của (4.1), ta có:  x1 = x0 - 
)x('f

)x(f

0

0  

Tương tự:  x2 = x1 - 
)x('f

)x(f

1

1
 ,…, xn + 1 = xn - 

)x('f

)x(f

n

n
  , với   x0 ∈ [a,b]   

Vì (4.1) dùng thay cho phương trình  f(x) = 0, nó tuyến tính đối với x nên 

phương pháp Newton cũng gọi là phương pháp tuyến tính hóa, f’(x0) chính là hệ số góc 

của y = f(x) tại x0 . 

Tại B(x0, f(x0)).               

Y - f(x0) = f’(x0).(X - x0) ,  

tại P : x = x1 ; Y = 0  đó chính là phương trình (4.1)     

    

Hội tụ và sai số 
Người ta sẽ áp dụng phương 

 pháp lặp Newton nếu nghiệm  

 xn → α  khi n → ∞ 

Định lý:  
Giả sử [a,b] là khoảng phân ly nghiệm α   

của phương trình:f(x) = 0, f có đạo hàm f’,                                               α  

f” với f’ liên tục trên [a,b], f’ và f” không  

đổi dấu trên (a, b). Xấp xỉ đầu x0 chọn là a  

hay b  sao cho  f(x0) cùng dấu với f”.  

Khi đó xn → α khi n→ ∞ .  

Cụ thể hơn xn đơn điệu tăng tới α nếu f’.f” < 0, và  xn đơn điệu giảm tới α nếu 

 f’.f” > 0 . 

        Sai số: n
x−α  <  

m

)x(f n

 ,  với:   0 < m < )(
,

nxf    và   α ≤ x  ≤ b 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

a 
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Trường Hợp Lặp Newton - Raphson Không Có Hiệu Quả (hàm 1 biến) 

 
 
                    

                  
                   

      

   

 
 
 
 
 
 
 
 
                        
 
 
` 

                       

 Ví dụ:  
  Tìm nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình  

  f(x)= 2
x
 -4x  

  Bằng phương pháp Newton – Raphson  với 3 lần lặp (cho x0 = 0,3) 

 

4.2  Giải hệ phương trình phi tuyến 
       Ở đây ta đi giải hệ phương trình phi tuyến theo phương pháp lặp Newton-Raphson  

Từ khai triển Taylor cho bài toán một biến: 

     f(xi + 1) = f(xi) + f’(xi)(xi + 1- xi) + 
2

i1i )xx(
!2

)("f
−

ℑ
+  

 

             

                      vì f(xi + 1) = 0  

                                                                                  

 

Tổng quát hoá cho bài toán 2 biến (hàm 2 biến): 













∂

∂
−+

∂

∂
−+=

∂

∂
−+

∂

∂
−+=

+++

+++

i

i
i1i

i

i
i1ii1i

i

i
i1i

i

i
i1ii1i

y

v
).yy(

x

v
).xx(vv

y

u
).yy(

x

u
).xx(uu

                   
)2.4(

)2.4(

b

a

 

)x('f

)x(f
xx

i

i
i1i −=+

xo 

x1 

f(x) f(x) 

x2 

x0 

x1 

x2 

x
x 

f(x) 

X0 X1 X x 

f(x) 

O x0 x3 x1 x4 x2 



Khoa Xây Dựng Thủy Lợi Thủy Điện Bộ môn Cơ Sở Kỹ Thuật 

 

Bài Giảng Chuyên Đề Phương Pháp Tính         Trang  35

Từ (4.2a) và (4.2b) ta có: 


















∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂

−=

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

−=

+

+

x

v
.

y

u

y

v
.

x

u
x

v
u

x

u
v

yy

x

v
.

y

u

y

v
.

x

u

y

u
v

y

v
u

xx

iiii

i
i

i
i

i1i

iiii

i

i

i

i

i1i

      

)b3.4(

)a3.4(

 

Mẫu số của (4.3a) và (4.3b) gọi là định thức Jacobien (detJ), của hệ thống:  

 

             

y

v

x

v
y

u

x

u

detJdet
ii

ii

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

=
 

Một cách tổng quát cho phương trình: f(x)=0 

Với x = [x1,x2,....,xn]
T
   và  f = [f1,f2,....,f n]

T
 

Phương pháp lặp Newton-Raphson cho hệ phương trình n  ẩn này là: 

               x
(k+1)  

= x
(k)

 -Fx
-1

(x
(k)

).f(x
(k)

) 

Với ma trận Jacobi Fx như sau: 

            Fx=

























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

n

n

2

n

1

n

n

2

2

2

1

2

n

1

2

1

1

1

x

f
.........

x

f

x

f

x

f
.........

x

f

x

f
x

f
........

x

f

x

f

    

 

Ví dụ:   
Hãy tính lặp theo phương pháp Newton- Raphson  

1. Cho f(x) = e
-x

 - x ,  với x0 = 0 (điểm ban đầu) 

Giải :    Ta có  f’(x) = - e
-X

  - 1  , αx + 1 =  xi - 
1e

xe
i

i

x

i

x

−−

−
−

−

 

Ta lập được bảng tính:   

              i                    xi                              εεεε(%) 
       0  0          100 

       1  0, 5 0 0 0 0 0 0 0 0    11,8 

       2  0, 5 6 6 3 1 1 0 0 3    0,147 

       3  0, 5 6 7 1 4 2 1 6 3   0,0000220 

       4   0, 5 6 7 1 4 3 2 7 0       < 10
-8 
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2. Cho  






=−+=

=−+=

057xy3y)y,x(v

010xyx)y,x(u

2

2

  cho biết nghiệm  (x = 2, y = 3)  

    Nghiệm ban đầu cho ( x = 1,5 , y = 3,5 ) 

 
Giải:  

5,1x
y

u

25,3)5,3)(5,1(61xy61
y

v

0

0

0

0

==
∂

∂

=+=+=
∂

∂

  

 

Vậy định thức Jacobien: det J  =  6,5(32,5) - 1,5(36,75)  = 156,125  

và u0  = (1,5)
2
 + 1,5(3,5) - 10  = - 2,5  

v0 =   3,5  +  3(1,5)(3,5)
2
 - 57   = 1,625 

          Từ đó có:  










=
−−

−=

=
−−

−=

84387,2
125,156

)75,36)(5,3()5,6(625,1
5,3y

03603,2
125,156

)5,3(625,1)5,32(5,2
5,1x

 

Tiếp tục các phần xấp xỉ bị dư → (x = 2 , y = 3)  

3. Cho hàm:  f(x) = - 0,9x
2
 + 1,7x + 2,5,  điểm ban đầu x0 = 5, chọn ε0 = 0,01% 

 

 
Câu hỏi: 
 

1. Phương trình (hoặc hệ phương trình) phi tuyến thông thường có nhiều nghiệm; để giải nó 
(hoặc chúng nó), bước đầu tiên ta phải làm gì  ? 

2. Trình bày cách giải hệ phương trình phi tuyến theo công thức lặp Newton-Raphson? 

3. Tại sao phương pháp lặp Newton – Raphson còn được gọi là phương pháp tiếp tuyến ? 

4. Ưu nhược điểm của các phương pháp lặp để giải phương trình phi tuyến ? 

 
Bài tập: 

1) Dùng phương pháp dây cung, tìm nghiệm gần đúng với độ chính xác10
-2 của: 

a) x
3 
+ 3x + 5=0 

b) x 4 -3x +1=0 

2) Áp dụng hai lần phương pháp đây cung, tìm nghiệm thực gần đúng của 

phương trình x
3
-10x+5 trong khoảng phân ly(0;0,6). Đánh giá sai số của 

nghệm gần đúng x2. 

3) Cho phương trình x=sin3x, co khoảng phân ly nghiệm là(
3

,
6

ππ
). Tìm nghiệm 

gần đúng trong khoảng đã cho bằng phương pháp dây cung, tính đến phép lặp 

thứ 3 là x3. 

4) Tìm nghiệm gần đúng của hệ 

  5,65,3)5,1(2yx2
x

u

75,36)5,3(3y2  
x

v

0

0

22

0

0

=+=+=
∂

∂

===
∂

∂
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





=+−−

=+−

022

02

2

23

yxx

yxyx
 

 Bằng phương pháp Niutơn, cho x0=0,7; y0=1,0. 

5) Tìm nghiệm gần đúng của hệ bằng phương pháp lặp Niutơn. 





=−

=−

85,0cos

32,1

yx

ySinx
 

 Với xấp xỉ đầu(x0, y0)=(1,80; -0,33). 

Đáp số: 
          2) α 51,0≈  
          3)  x3 75649,0≈  
          4)   ( ) )087387,1;704402,0(, =βα  
          5)   ( ) )34,0;79,1(, =βα    
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Chương 5                      CÁC PHƯƠNG PHÁP SỐ  
                            CỦA ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 

NUMERICAL METHODS  FOR LINEAR ALGEBRA 
 

 

Các phương pháp số gắn liền với việc ứng dụng trên máy tính số. Ma trận được 

ứng dụng rất thích hợp ở đây, như giải hệ phương trình vi phân, biểu diễn các vectơ ở 

dạng ma trận. 

Khi giải hệ đại tuyến  A.X = B, ma trận A có thể là ma trận đầy hoặc thưa; khi  

A là ma trận thưa, trong nhiều trường hợp đã có thuật toán để lưu trử  tiết kiệm bộ nhớ 

và thời gian tính như lưu trử dạng BAND bình thường hoặc dạng BAND ép lại, hay kỷ 

thuật lưu trử Skyline (frontal method), với nhiều thuật giải rất hiệu quả.    

 

5.1  Ma trận 
5.1.1  Các định nghĩa 

Ma trận là tập hợp gồm m×n phần tử, chia thành m hàng và n cột. 

 

Kí hiệu: [ ]


















=

mn2m1m

n22221

n11211

n,mj,inm,

a....aa

...............

a....aa

a......aa

 a=A  

 

Có thể coi ma trận hàng(cột) là biểu diễn đại số của một vectơ (hình học). 

Vết (trace) của ma trận  A  được tính: Tr(A) = a11 + a22 +.....+ ann 

Mỗi một ma trận vuông A đều được gắn với một số, kí hiệu det(A) hoặc A , 

được gọi là định thức. Ma trận A được gọi là suy biến nếu det(A) = 0 và ngược lại là 

không suy biến. 

 

5.1.2   Phép biến đổi tuyến tính trong không gian n chiều 
Giữa ma trận và các phép biến đổi tuyến tính trong không gian (đại số) có một 

mối liên hệ mật thiết. Một phần tử của không gian n chiều có thế được mô tả bằng một 

vectơ, hay viết dưới dạng ma trận cột. 

Xét hai vectơ: Xn1= [ ]Tnxxxx ,...,,, 321 ,    Yn1= [ ]T

myyyy ,...,,, 321  

Với phép biến đổi:   A.X=Y 

Với A là ma trận cỡ  m×n  được gọi là phép biến đổi tuyến tính từ vectơ n chiều 

sang vectơ m chiều. Khi m=n đơn giản là ta có một phép chuyển tọa độ. Nếu trong 

không gian 2 hoặc 3 chiều với các tọa độ Descartes thì A chính là các ma trận chuyển 

đổi. 

 Ơ trường hợp đơn giản, A có thể là ma trận cosine chỉ phương khi thực hiện 

phép quay giữa hai hệ tọa độ, có thể là ma trận cosine chỉ phương khi thực hiện phép 
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quay giữa hai hệ tọa độ, có thể là ma trận với một phần tử duy nhất khác không (các 

ma trận cơ bản) khi thực hiện các phép tịnh tiến các hệ tọa độ theo các trục. 

Một hệ cơ sở của không gian n chiều là một tập hợp đúng n vectơ độc lập tuyến 

tính. 

Ví dụ: Ta có thể chọn các vectơ đơn vị  ei  làm hệ cơ sở với vectơ  X  bất kỳ: 

 

X=c1e1 + c2e2+....+ cnen  

 

                                        

[ ]

[ ]

[ ]











=

=

=

T

1

T

2

T

1

1,.........0,0,0e

............................

0,.........0,1,0e

0,.........0,0,1e

 

Tích vô hướng của hai vectơ:  X= [ ]T

n21 x,...,x,x  

        Y= [ ]T

n21 y,...,y,y  

Được định nghĩa:  X
T
.Y = Y

T
.X  = ∑

n

1

ii yx    (trong không gian Euclide) 

Độ dài hay Module của vectơ X ký hiệu X  được tính: 

                      X = x.x T       

Khoảng cách d và góc ϕ  giữa hai vectơ: 

                           d = )yx.()yx(yx
T −−=−  

                       x
T
.y = ϕcos.y.x

  

Hai vectơ x, y được gọi là trực giao với nhau nếu: x
T
.y = 0 

Một tập hợp các vectơ trực giao với nhau từng đôi một được gọi là một Hệ trực 

giao. Một ma trận trực giao sẽ có các hàng và các cột là các vectơ trực giao. 

 

Định lý: Các vectơ của một hệ trực giao là độc lập tuyến tính. 

Chuẩn của vectơ, ký hiệu là X , được định nghĩa là một số không âm, thõa mãn 

các tính chất sau: 

1. X  ≥0 và X  khi và chỉ khi X=0 

2. Xα  = α . x  với mọi α  thực 

3. YX +  ≤  X  + Y  bất đẳng thức tam giác  

Có 3 chuẩn sau đây hay sử dụng trong các bài tóan ứng dụng: 

Với vectơ   X = [ ]T

n21 x,...,x,x  

X 1   =  1x + 2x +....+ nx  =   ∑
n

1

ix     thường gọi chuẩn tuyệt đối 
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X 2  =  n
2

2
2

1
2 x...xx +++   =  ∑

=

n

1i

i
2x    gọi là chuẩn Euclide 

X ∞ =  maxi ix    gọi là chuẩn cực đại. 

Mở rộng khái niệm cho chuẩn các ma trận. Chuẩn của các ma trận  A và B ký 

hiệu là A  và B ; được định nghĩa là các số không âm thõa mãn các điều kiện sau: 

1.  A  ≥0   và   A   = 0  khi và chỉ khi  A = 0 

2.  Aα  = α . A  với mọi α  thực 

3.  BA +  ≤  A  + B   

4.  BA •  ≤  A  • B   

Ở đây, nêu 3 định nghĩa chuẩn hay dùng: 

A 1       = maxj (∑
i

jia )  gọi là chuẩn cột.  

A 2    = ∑
ji

jia
,

2   gọi là chuẩn Euclide. 

       A ∞ = maxi(∑
j

jia )  gọi là chuẩn hàng. 

Chuẩn của ma trận là khái niệm hết sức quan trọng đối với các phương pháp số. 

Chúng hay sử dụng khi xét tính hội tụ của các phương pháp lặp hoặc khi xét sự ổn định 

của các hệ phương trình vi phân. 

Liên hệ chuẩn của ma trận và vectơ: 

Trong không gian n chiều Vn chuẩn của ma trận tương ứng với chuẩn của vectơ 

nếu: 

    X.A X.A≤  với mọi A và X thuộc Vn. 

 

5.1.3 Các phép tính ma trận 
 Với ma trận và cách đại số hóa các vectơ ta có thể định nghĩa các phép tính một 

cách hòan chỉnh và đầy đủ hơn. 

 Ta nhắc lại một số phép tính cơ bản: 

 Ma trận B gọi là ma trận chuyển vị của A (A
T
=B), nếu hàng của ma trận A là cột 

của ma trận B. 

                     [aji]= [bij ]=> bij = aji 
                                 m× n n× m 

 Ma trận nghịch đảo:  A
-1

 

 A.B = E   =>  B = A
-1   

=>  A.A
-1  

=  A
-1

.A = E (với E là ma trận đơn vị) 
 Chú ý một số tính chất:   A.B ≠  B.A 

 (A
T
)

T  
= A    ,  (k.A)

T 
=  k.A

T
 

 (A+B)
T    

=A
T
+B

T  
 , (A.B)

T  
= B

T
.A

T
 

 (A
-1

)
-1

  =  A , (A.B)
-1 

=B
-1

.A
-1 

          (A
T
)

-1 
 =  (A

-1
)

T
       , det(A.B) = det(A).det(B) 

          det(A) = det(A
T
) 
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1

33

22

11

00

00

00
−

















a

a

a

  =   

















33

22

11

a/100

0a/10

00a/1

 ,  

 

• Ma trận A là suy biến, det (A)=0 thì các hàng hoặc các cột của nó là các vectơ phụ 

thuộc tuyến tính. 

• Hạng của ma trận vuông A là số lớn nhất các hàng (hoặc các cột) độc lập tuyến tính 

với nhau. 

• Ma trận B có được từ ma trận A bằng cách đổi chỗ hai hàng cho nhau thì:  

          det(B)  =  - det(A). 

• Nếu A, B là các ma trận vuông trực giao thì A
T
, A

-1
, A.B cũng là các ma trận trực 

giao. 

• Nếu A, B là các ma trận vuông đối xứng thì α A, A+B cũng là những ma trận vuông 

đối xứng. Nếu A không suy biến thì A
-1

 cũng đối xứng. 

 Cần chú ý rằng: Tích của hai ma trận đối xứng nói chung không phải là ma trận 

đối xứng. 

 Nếu A = [aij]  là ma trận vuông cấp  n  thoả  ∑
=

>
n

s

kskk aa
1

, với s ≠ k,  k=1...n , 

thì det(A) ≠ 0. Ma trận A được gọi là có phần tử trên đường chéo chính aii trội. Hơn 

nữa nếu  akk > 0,  k=1,2,..,n  thì det(A)>0 định thức xác định dương. 

 

5.1.4  Vectơ riêng, trị riêng và các dạng toàn phương của ma trận 
 Cho A là ma trận vuông cấp n; số λ  được gọi là trị riêng và vectơ khác không X 

là vectơ riêng của A nếu chúng thõa mãn điều kiện: 

                    A.X = λ .X    hay   (A- λ E).X = 0   =>   E.A λ− =0, 

Ta tìm được phương trình bậc n cho λ , sao cho:   f(λ ) = 0. 

f( λ ) được gọi là đa thức đặc trưng của A có n trị riêng λ 1, λ 2,.., λ n . Tập hợp λ 1, λ 2,.., 

λ n được gọi là phổ và maxi ( )iλ  là bán kính phổ của ma trận A. 

 Với mỗi λ i có vô số Xi. Các vectơ riêng cùng tương ứng với một λ i rõ ràng là 

phụ thuộc tuyến tính và chỉ khác nhau một hằng số α . Do đó ta có thể chọn một vectơ 

duy nhất làm cơ sở. Tập hợp n vectơ riêng, ứng với n trị riêng khác nhau tạo thành một 

hệ vectơ độc lập tuyến tính. Ma trận gồm các cột là các vectơ riêng của ma trận A, gọi 

là ma trận dạng riêng của A. 

 

Định lý: 
• Nếu A là ma trận thực, đối xứng thì các trị riêng là thực. Các vectơ riêng ứng với 

các trị riêng khác nhau là các vectơ thực trực giao và độc lập tuýên tính. 

• Nếu A là ma trận xác định dương thì các giá trị riêng là những số dương. 

 

Định lý Sylvester:   
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Nếu định thức A   và tất cả các tử thức nằm trên đường chéo chính đều là dương thì A 

là xác định dương. 

 Tổng quát hơn, khái nịêm xác định dương của ma trận A được định nghĩa nhờ 

dạng toàn phương là đa thức: Q(X) = X
T
.A.X 

 Nếu Q xác định dương, tức Q(X) > 0 với mọi số thực X và Q(X) = 0 khi và chỉ 
khi X=0, thì A được gọi là xác định dương. 

 

 

5.2  GIẢI HỆ ĐẠI TUYẾN 
Bài toán cơ bản: 
 Cho hệ gồm  n  phương trình đại số tuyến tính với   n  ẩn: 

  a11x1+ a12x2+...+ a1nxn  =  b1 

  a21x1+ a22x2+...+ a2nxn  =  b2 

  ... ... ... 

  an1x1+ an2x2+...+ annxn  =  bn 

 

Viết dưới dạng matrix: 

                               A.X = B 

Gỉa thiết det(A) ≠ 0:   Hệ này có nghiệm duy nhất. 

Ta có thể tìm nghiệm theo quy tắc CRAMER hoặc sử dụng ma trận nghịch đảo 

nhưng cách nầy đòi hỏi phép tính khá lớn và không thuận lợi khi ma trận A xấu. 

Chúng ta chỉ nghiên cứu các phương pháp triển khai hữu hiệu trên máy tính. Có 

thể phân loại chúng thành hai nhóm chính: 

+ Các phương pháp trực tiếp: Gauss, Gauss Jordan, phân tích LU,... 

+ Các phương pháp lặp: Lặp đơn, Jacobi, Gauss - Seidel, lặp Gradient liên hợp… 

 

5.2.1   PHÂN TÍCH  LU  VÀ PHÂN TÍCH CHOLESKY 
        Trong phép phân tích  LU,  ma trận A có thể phân tích:       A = L.U 

        Với  L  là ma trận tam giác dưới, với các phần tử nằm trên đường chéo chính bằng 

1, U là ma trận tam giác trên. Phép phân tích  LU  này bao giờ cũng thực hiện được 

nếu các trụ (các phần tử chính a11, a22, a33, ...) khác không.   

         Nó sẽ duy nhất nếu các phần tử trên đường chéo chính của ma trận L bằng 1. 

Với phân tích  LU  việc giải hệ phương trình: 

                                  A.X = b 

Trở thành giải lần lượt hai hệ phương trình: 

                                   Ly  =  b 

                                  Và      UX = Y 

Thuật giải của phép phân tích   LU  thường dùng là của Crout. Trong trường hợp 

ma trận A là đối xứng, khi đó phép phân tích trở nên đơn giản hơn rất nhiều, không đòi 

hỏi các phần tử trên đường chéo chính của ma trận  L bằng 1 nữa. 

Thay vào đó ta sử dụng điều kiện: 

                                               U = L
T
 

                                               A = L.L
T 
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Lúc đó L và U có các phần tử trên đường chéo chính giống nhau, các phần tử nầy có 

thể là thực hay phức: và gọi phép này là phân tích  Cholesky. 

(chúng ta không đi sâu vào thuật toán, vì nó phức tạp và đã có các source code listing 

đã công bố trong nhiều  ấn phẩm khoa học phương pháp số). 

 
5.2.2  PHƯƠNG PHÁP LẶP ĐƠN HỆ PHƯƠNG TRÌNH  
          Mô tả phương pháp: 
  Phương pháp Gauss thuộc loại phương pháp đúng hay còn gọi là phương pháp 
trực tiếp. Ngoài ra còn có 1 loại phương pháp khác là phương pháp lặp, ở đây ta xét 

phương pháp lặp đơn, hệ cho ở dạng vector:       Ax = f 

Ta chuyển hệ này về dạng tương đương:     x =  Bx + g 

Giả sử:      B = 

nn2n1n

n22221

n11211

bbb

bbb

bbb

K

KKKK

K

K

   

 

Sau đó ta xây dựng công thức tính lặp:  

 

                  




 += −

)0(

)1m()m(

x

gBxx
                                                 (5.2.1) 

            Trong đó:  (Bx)i = ∑
=

n

1j

jijxb  ,  x
(0)

  cho trước. 

Phương pháp tính theo (5.2.1) gọi là phương pháp lặp đơn. 

 

Sự hội tụ: 
Giả sử α =  (α1 , α2 , . . . . ., αn)

T
  là  nghiệm  của hệ   x = Bx + g , nếu xi

(m)
 → αi  

khi  m → ∞ ,  với  i = 1, 2, 3 ,  . . . , n   thì ta nói phương pháp lặp (5.2.1)  hội tụ. 

Ta đưa vào các ký hiệu: z = ( z1 , z2 , . . . , zn )
T
  thì mỗi đại lượng sau: 

{ }









++

+++=

+=

=

n

2

n

2

2

2

12

211

i0

z

zzzz

zzz

zmaxz

K

K

 

 

Gọi là độ dài mở rộng của vector  z, người ta còn gọi nó là chuẩn của z. 
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Đối với ma trận   B = ( bi j), ta đặt:    
















=

=

=

∑∑

∑

∑

==

=

=

n

1j

ij

n

1i

2

n

1i

ij
j

1

n

1j

ij
i

0

b.r

bmaxr

bmaxr

 

Người ta chứng minh được định lý sau đây về điều kiện hội tụ: 

+ Nếu  r0 < 1 hoặc  r1 < 1 hoặc  r2 < 1  thì phương pháp lặp (5.2.1) hội tụ với bất 

kỳ xấp xỉ ban đầu  x
(0) 

 nào, đồng thời ta có sai số đánh giá: 













−
−

≤α−

−
−

≤α−

−

P

)1m()m(

P

m

P

P

)m(

P

)0()1(

P

m

P

P

)m(

xx
r1

r
x

xx
r1

r
x

 

Trong đó: p = 0 nếu  r0 < 1, p = 1 nếu  r1 < 1,  p = 2 nếu  r2 < 1. 

 
5.2.3   PHƯƠNG PHÁP LẶP SEIDEN (hay còn gọi là GAUSS-SEIDEN) 

Là phương pháp cải tiến phương pháp lặp đơn một chút: khi tính xấp xỉ thứ 

(k+1) của ẩn xi ta sử dụng các xấp xỉ thứ (k + 1) đã tính của ẩn x1 , . . . , xi -1 . 

Giả sử cho hệ: bxA =   ⇔  xi = βi + ∑
=

n

j

jij x
1

α  với i = 1, 2,. . . , n  

Lấy xấp xỉ ban đầu  là  x1
(0)

 , x2
(0)

 ,  . . . , xn
(0)

 

     Tiếp theo, giả sử ta đã biết xấp xỉ thứ  k  là xi
(k)

 theo  Seiden, ta sẽ tìm xấp xỉ thứ 

( k+1)  của nghiệm theo công thức: 





















++=

++=

++=

+=

∑

∑∑

∑

∑

−

=

++

=

−

=

++

=

++

=

+

1

1

)()1()1(

)(
1

1

)1()1(

2

)(

2

)1(

1212

)1(

2

1

)(

11

)1(

1

n

j

k

nnn

k

jijn

k

n

n

ij

k

jij

i

j

k

jiji

k

i

n

j

k

jj

kk

n

j

k

jj

k

xxx

xxx

xxx

xx

ααβ

ααβ

ααβ

αβ

 

  (Thông thường lặp Seiden hội tụ nhanh hơn lặp đơn) 
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Ví dụ: 
 Tìm nghiệm gần đúng của hệ phương trình sau bằng phương pháp lặp đơn. 

   








=+−

=−+

=−+

20408,004,0

915,0309,0

808,024,04

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 Giải: 

Hệ phương trình đã cho có dạng đường chéo trội, dễ dàng đưa về dạng 

X= βα +X ; Trong đó: 

  

















−

−

−

=

002,001,0

05,0003,0

02,006,00

α ; 

















=

5

3

2

β  

108,0 <=
x

α  quá trình lặp Seiden hội tụ 

 Chọn xấp xỉ đầu X
0
= β =(2,3,5) 

K X1 X2 X3 

0 

1 

2 

3 

2 

1,92 

1,9093489 

1,909199 

3 

3,1924 

3,194952 

3,1949643 

5 

5,044648 

5,0448056 

5,0448073 

 

5.2.4  PHƯƠNG PHÁP GRADIENT LIÊN HỢP (Conjugate gradient method) 
Phương pháp này rất thích hợp với bài toán phụ thuộc thời gian. 

Để giải hệ phương trình:   { }∑ × )J(F)J,I(P  = G(I) 

Gía trị ban đầu ước lượng là: F0(J) gây ra phần dư U(I), ta biểu diễn:  

                  U(I) = G(I) - { }∑ × )J(F)J,I(P O . 

Đặt:           V(I) = U(I) 

       UU   = })I(U).I(U{∑  

Vòng lặp: 

W(I) = })J(V).J,I(P{∑  

 VW = })I(W).I(V{∑  

      AA  = UU/VW 

 F(I)  = F(I) + AA.V(I) 

 U(I)  = U(I) - AA.W(I) 

          WW  =  })I(U).I(U{∑  

               BB =  WW/UU 

            V(I) =  U(I) + BB.V(I) 

             UU =  WW 

              UU ≤   ε  ? 

Qúa trình này được lặp lại mãi đến khi   UU ≤  ε (sai số cho phép của bài toán) thì 

dừng. 

 



Khoa Xây Dựng Thủy Lợi Thủy Điện Bộ môn Cơ Sở Kỹ Thuật 

 

Bài Giảng Chuyên Đề Phương Pháp Tính                                                                 Trang  
 

46

Câu hỏi: 
 

1.  Hãy cho ví dụ về bài toán nào đó trong thực tế kỹ thuật có ma trận thưa (dạng BAND hay 

dạng bất kỳ) ? 
2. Hãy trình bày một thuật toán lưu trữ tiết kiệm bộ nhớ trong máy tính và giải nó  khi ma trận 

thưa ? 
3. Hãy cho một ví dụ cụ thể về ma trận  A  xác định dương ? 

4. Hãy nêu ưu nhược điểm của các phương pháp giải hệ đại tuyến (trực tiếp và lặp) ? 

 

Bài tập: 
 

1) Giải hệ phương trình: 

















−

−

−

411

151

118

X=

















7

16

1

 

a) Bằng phương pháp lặp đơn 

b) Bằng phương pháp lặp Dayđen. 

(Đối với mỗi phương pháp, tính đến X
3
 với X

0
 = β ) 

2) Giải hệ phương trình: 









=++

=++

=++

81,4272,2885,449,3

95,4052,149,3131,2

24,3085,342,221,24

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

  Bằng phương pháp lặp đơn, tính cho tới khi 

    1−− kk
XX ≤10

-4 

3) Giải  hệ phương trình sau  bằng phương pháp lặp đơn sao cho 1−− kk XX ≤ ε  

là số dã cho trước. 

     

    

















−−

−−

−−

21,114,025,0

15,013,141,0

30,025,002,1

X=

















780,2

555,1

515,0

; 310−=ε  

 

       Đáp số: 

          1)            a) 








−=

−=

−=

9398827,2

9448436,3

9618359,0

3

2

1

x

x

x

  

  

                         b) 








−=

−=

−=

9964857,2

9937418,3

9922021,0

3

2

1

x

x

x
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         2)    








=

=

=

1775,1

1743,1

9444,0

3

2

1

x

x

x

  1−− kk XX ≤0,5.10
-4

  

 

3)  X=(2,0; 2,5; 3) 
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1
0 )( +− nxxθ

Chương 6       NGHIỆM GẦN ĐÚNG CỦA HỆ  
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN THƯỜNG 

SOLVING THE ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

                               
6.1 Mở đầu 
 Nhiều bài toán khoa học kỹ thuật có phương trình chỉ đạo là (hệ) phương 

trình vi phân thường cùng với điều kiện biên và điều kiện ban đầu. Nghiệm 

đúng của chúng thường chỉ áp dụng cho một số lớp bài toán rất hạn chế; đa số 

các bài toán là phải tìm nghiệm gần đúng. 

Có hai loại bài toán là: 

(i) Bài toán Cauchy hay còn gọi là bài toán giá trị ban đầu, bao gồm (hệ) 

phương trình vi phân và điền kiện ban đầu của bài toán. 

(ii) Bài toán biên, bao gồm (hệ) phương trình vi phân và điều kiện biên 

Để giải gần đúng các bài toán nầy có hai phương pháp là:  

(a) Phương pháp giải tích: tìm nghiệm gần đúng dưới dạng biểu thức như 

phương pháp xấp xỉ liên tiếp Picard, phương pháp chuổi nguyên, 

phương pháp tham số bé,… 

(b) Phương pháp số: tìm nghiệm gần đúng bằng số tại các điểm rời rạc; nó 

còn chia ra phương pháp một bước (như phương pháp Euler, Runghe-

Kutta,…) và phương pháp đa bước (Adams,…); Với phương pháp một 

bước tính nghiệm gần đúng yi thông qua yi-1 còn với phương pháp đa 

bước yi tính được thông qua nhiều bước trước đó: yi-1, yi-2, yi-3,… 

 

6.2 Nghiệm gần đúng của bài toán Cauchy đối với phương trình vi phân 
thường 

Giả sử ta cần giải bài toán Cauchy:       




=

=

00 y)x(y

)y,x(f'y
                (6.2.1) 

Giả sử rằng trong miền ta xét, hàm f(x,y) có các đạo hàm riêng liên tục 

đến cấp n, khi đó nghiệm cần tìm sẽ có các đạo hàm riêng liên tục đến cấp n + 

1, và do đó ta có thể viết : 

)(
)!1(

)(
......"

!2

)(

)()(

1

0

)1(

0

1

0

0

2

0

,

0000

++
+

−+
+

−
++

−

+−=−=∆

nn

n

o

xxy
n

xx
y

xx

yxxyxyy

θ     (6.2.2) 

    Ký hiệu   x - x0 = h, với h đủ bé ta có thể bỏ qua  0(|x – x0|
n+1

).  
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Từ (6.2.2) ta có:     ∆y0  = y(x0+h) - y0 + hy’0 +                                        

)1n(

0

1n

0

2

y
)!1n(

h
.........."y

!2

h +
+

+
++                      (6.2.3) 

Để tính (6.2.3) ta lần lượt tính từ (6.2.1): 

 y’0 =  f(x0,y0)  = f0 ,  y”0 = 
y

f
f

x

f 0

0

0

∂

∂
+

∂

∂
 ,  

Nói chung ta có:  ∑
=

− ∂∂

∂
=









∂

∂
+

∂

∂ n

0K
KKm

m
KK

m

m

yx

u
fCu

y
f

x
 

Vậy ta tính được:    y(x)  ≅ ∑
=

n

0K

K

0

)K(

!K

h
)x(y   

Trong thực tế cách tính nầy ít dùng vì cồng kềnh; ta sẽ xét các phương 

pháp giải khác đơn giản hơn. 
 

6.2.1  Phương pháp xấp xỉ liên tiếp Pica 
Một trong những phương pháp giải tích giải gần đúng phương trình vi 

phân (6.2.1) là phương pháp xấp xỉ liên tiếp Pica.   

Mục đích của phương pháp này là xây dựng nghiệm cần tìm là y= y(x) 

Từ (6.2.1) ta có:       ∫∫∫ =−⇒=
x

x

x

x

0

x

x 000

dt)y,t(f)x(y)x(ydt)y,t(fdy  

Hay:                          ∫+=
x

x

0

0

dt)y,t(fy)x(y                  (6.2.4)  

Giả sử f(x,y) là hàm liên tục theo  x,y  và  
y

f

∂

∂
 < K. 

Để tìm xấp xỉ liên tiếp, trong (6.2.4)  thay y bằng y0, ta có xấp xỉ thứ 

nhất: 

                                                 ∫+=
x

x

001

0

dt)y,t(fyy ,  

Tương tự có xấp xỉ thứ hai:       ∫+=
x

x

102

0

dt)y,t(fyy  

Tổng quát, ta có:                      ∫ −+=
x

x

1n0n

0

dt)y,t(fyy , với  n = 1,2,3,… 
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Như vậy ta sẽ có:   ∫ −+=≈
x

x

1n0n

0

dt)y,t(fy)x(y)x(y  

                       )x(y)x(ylim
n

n =
∞→

 

Sai số: 
!n.K

)KC(M
)x(y)x(y

n

n ≤−  ,  trong đó )y,x(f  = M          

Với:  0xx −  < a  ≤ ∞,   0yy − < b ≤ ∞ ,   thì  C = min 








M

b
,a  

Ta có: 

(i)  
y

f

∂

∂
 > 0  và  f(x,y0) > 0  thì:  y0 < y1 < y2 < . . . < yn < y(x)  

(ii) 
y

f

∂

∂
 > 0  và f(x,y0) < 0  thì:  y0 > y1 > y2 > . . . > yn > y(x)  

       Trong hai trường hợp nầy ta có dãy xấp xỉ 1 phía. 

(iii) 
y

f

∂

∂
 < 0 các xấp xỉ Pica lập thành các xấp xỉ 2 phía.  

Ví dụ:  
 Tìm 2 nghiệm xấp xỉ liên tiếp theo phương pháp Pica của phương trình vi 

phân: 

    y
’
 = x

2
+y

2
             cho y(0)=0     

6.2.2  Phương pháp Euler 
 

 

 

 

 

` 

 

 

 

 

 

Trước hết chia đọan [xo, X] thành n đọan nhỏ: 

xi=xo+ih,          với  i = 0,1,2,....,n 

x 

y 

O xo x1 x2 x3 

Ao 
A1 

A2 

A3 
y=f(x) 
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n

)xX(
h o−

=  

 

Đi xây dựng công thức, dùng khai triển Taylor hàm y=f(x) tại xi  ta có: 

2

iii )(
!2

)(
 )x-).(x(xy   )y(x  y(x) i

i xx
cy

−
′′

+′+=  

Với:  ci  = xi + θ(x - xi),    0 < θ  < 1 

Thay x = xi+1 = xi + h,  và  y
’
(xi) = f(xi,y(xi)) 

Ta có:    
!2

)c(y
.h ))y(x,  h.f(x ) y(x )y(x i2

iii1i

′′
++=+  

Khi bước chia  h  khá bé, số hạng cuối   ≅ 0, khi thay y(xi) bằng ui ta được: 

 ui+1 = ui  + hi.f(xi,ui) 

Biểu thức nầy cho phép tính  ui+1 khi biết ui,  với điều kiện ban đầu được cho là:  

uo = η  

Đánh giá sai số:  

Định lý: Gỉa sử    L
y

f
≤

∂

∂
 và  Ky '' ≤ , trong đó L, K là những hằng số, khi đó 

phương pháp Euler hội tụ và sai số là ei  = ui - y(xi) có đánh giá: 

 

                 

2

K
,eM

)he(M)x(yue

)xx(L

0iii

0i =α=

α+≤−=

−  

 

 Ví dụ:  
  Dùng phương pháp Euler giải phương trình vi phân: 

    dy/dx=
2

xy
 V ới 0 1x≤ ≤  Cho y(0) =1. 

6.2.3 Phương pháp Runghe - Kutta  bậc 4 
 Xét phương trình vi phân:        u’ = f(x , u) 
 













++=

++=

++=

=

)ku,hx(f.hk

)k5.0u,h5.0x(f.hk

)k5.0u,h5.0x(f.hk

)u,x(f.hk

3ii4

2ii3

1ii2

ii1

⇒ ui +1 = ui + )kk2k2k(
6

1
4321 +++  
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Với sai số:             )h(0)x(Yu 4

ii =−   

Ví dụ1: Cho PTVP 

  y
’
 = 2y

x

y
−  

 y(1) =1; h=0,2. Tính trong khoảng [1;1,4] Runge-kuta 

 f(x,y) = 2y
x

y
−  

i x y k=hf(x,y) y∆  

0 1 1 0 0 

 1,1 1 -0,018 -0,036 

 1,1 0,991 -0,0186 -0,162 

 1,2 0,984 -0,039 -0,079 

 

y1 = y0 +
6

1
(k1+2k2 +2k3+k4) 

    = 1+
6

1
(0+2(-0.018)+2(-0,081)-0,079 = 0,954 

i x y k=hf(x,y) y∆  

0 1,2 0,954 -0,058 -0,115 

 1,3 0,925 -0,02 -0.046 

 1,3 0,940 -0,032 -0,064 

 1,4 +0,938 -0,042 -0,042 

 

y2 = y1 +
6

1
(k1+2k2 +2k3+k4) 

   = 0,954+
6

1
(-0,058+2(-0,02)+2(-0,032)+(-0,042) 

 
Ví dụ2: 
  Tìm nghiệm gần đúng của phương trình: 

  y’= x+y  0 0,5x≤ ≤ , y(0) =1, h=0,1  

  Bằng phương pháp Runghe - Kutta   
6.2.4   Phương pháp Adam  

Giả sử cần giải phương trình vi phân: 

                          Y’ = f(x , y),  với điều kiện ban đầu:  y(x0) = y0 

Cho biến số thay đổi bởi bước h nào đó; xuất phát từ điều kiện ban đầu 

Y(x0) = Y0 bằng phương  pháp nào đó (ví dụ: phương pháp Runghe-Kutta bậc 

4), ta  tìm được 3 giá  trị  tiếp  theo của hàm cần tìm y(x): Y1 = Y(x1) = 

Y(x0+h), Y2 = Y(x0+2h), Y3 = Y(x0 + 3h) . 
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Nhờ các giá trị x0 , x1 , x2 , x3 và Y0 , Y1 , Y2 , Y3 , ta tính được  q0, q1, q2, 

q3.  

Trong đó: q0 = h.Y0
’
 = h.f(x0 , y0), q1 = h.f(x1 , y1), q2 = h.f(x2 , y2),  

q3 = h.f(x3 , y3), sau đó ta lập bảng sai phân hữu hạn của các đại lượng y và q 

 

     x       y     ∆y       q      ∆q     ∆2
q      ∆3

q ------- 

     xo       yo        qo     

     ∆yo      ∆q0    

     x1      y1        q1     ∆2
q0   

     ∆y1      ∆q1      ∆3
q0  

     x2      y2        q2     ∆2
q1  -------- 

     ∆y2     ∆q2  --------  

     x3      y3         q3    ------- 

---------

--- 

---------

- 

---------

- 

---------

- 

---------

-- 

---------

- 

--------- ------- 

 

Biết các số ở đường chéo dưới, ta tìm  ∆y3 theo công thức Adam như sau: 

                              0

3

1

2

233 q..
8

3
q.

12

5
q.

2

1
qy ∆+∆+∆+=∆  

Tiếp đó ta có: 

                             Y4 = Y3 + ∆Y3    →  q4 = h.f(x4, Y4) 

Sau đó viết đường chéo tiếp theo như sau: 

           ∆q3 = q4 - q3 , ∆
2
q2= ∆q3 - ∆q2 , ∆

3
q1 = ∆2

.q2 - ∆
2
.q 

Đường chéo mới cho phép ta tính ∆Y4 : 

∆Y4 = q4 + 1/2∆q3 + 5/12∆2
q2 + 3/8∆3

q1 

Vì vậy ta có:   Y5 = Y4 + ∆Y4   . . . . . 

 

Ví dụ: 
        Giải lại ví dụ 1 bằng phương pháp Adam. 

 Tìm x4 =1,8 →y4 = ? 

 

 x5 =2,0 →y5 = ? 
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x y y∆  q q∆  q2∆  q3∆  

1 1  0    

  -0,016  -0,030   

1,2 0,984  -0,030  0,016  

  -0,038  -0,014  -0,008 

1,4 0,946  -0,044  0,008  

  -0,046  -0,006  -0,001 

1,6 0,900  -0,05  0,007  

  -0,053  0,001  0,388 

1,8 0,847  -0,049  0,395  

  -0,02  0,396   

2 0,827  0,347    

 

3y∆ =q3 + 2
2

1
q∆ + 1

2

12

5
q∆ + 0

3

8

3
q∆ =-0,050+1/2.(-0,006)+5/12.(0,008)+3/8.(-0,008) 

 

4y∆ =q4 + 3
2

1
q∆ + 2

2

12

5
q∆ + 1

3

8

3
q∆ =-0,049+1/2.0,001+5/12.0,07+3/8.(-0,001)= -0,02 

 
Câu hỏi: 
 

1.  Hãy cho ví dụ cụ thể về bài toán phương trình vi phân thường: Bài toán Cauchy (hay 

còn gọi là bài toán giá trị ban đầu) và bài toán biên  ? 

2. Tại sao phương pháp Pica được gọi là phương pháp giải tích gần đúng ? 

3. Tại sao phương pháp Euler cho sai số lớn, nhưng các sách về phương pháp tính đều 

phải đưa phương pháp nầy vào ? 

4. Tại sao các sách về phương pháp tính thường trình bày phương pháp Runghe – Kutta 

bậc 4 để giải phương trình vi phân thường mà không trình bày phương pháp nầy có 

bậc cao hơn hoặc thấp hơn (bậc 3, bậc 5… ) ? 

5. Tại sao phương pháp Adam được gọi là phương pháp đa bước ?   

 

Bài tập: 
 
1) Tìm nghiệm gần đúng của  phương trình  y’=x+y

2 thỏa mãn điều kiện ban đầu y(0) 

=1, bằng phương pháp xấp xỉ liên tiếp pica(đến xấp xỉ thứ hai) 

2) Tìm nghiệm đúng của bài toán vi phân y’=x+y, y(0) =0 trên miền x 0≥ bằng 

phương pháp dãy pica. 

3) Tìm nghiệm gần đúng của phương trình y’=2xycos(x
2
) thỏa mãn điều kiện y(0)=1 

bằng phương pháp dãy pica. 

4) Bằng phương pháp ơle(công thức ơle), tìm nghiệm gần đúng của bài toán côsi 

y’(y+x)=y-x; y’(0)=1, lấy h=0,1(tìm bốn giá trị đầu tiên của y). 

5) Tìm nghiệm gần đúng của bài toán côsi 
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         y’
yx

xyyx

2

)1)((

+

−+
=  y(0)=1 trên [0;1] bằng công thức ơle, lấy h=0,2. 

 6) Tìm nghiệm gần đúng của bài toán côsi  

 y’=y
2
+

x

y
 y(2)=4, h=0,1. 

7) Tìm các giá trị của hàm số y=y(x) là nghiệm của bài toán Côsi   y’=y-
y

x2
 ; y(0)=1 

bằng công thức dạng Runghe-Kutta bậc 4 trên đoạn [0;1] với h=0,2 (Tính hai giá trị 
y1=y(0,2); y2 = y(0,4). So sánh với nghiệm đúng y= 12 +x . 

8) Bằng phương pháp Runghe-Kutta bặc 4 tìm nghiệm gần đúng của bài toán côsi. 

 y’=
y

x
+0,5y;  y(0)=1 lấy với h=0,1; Tính y(0,5). 

9) Cho bài toán côsi y’=x
2
+y

2
; y(0)=-1. 

     Tìm nghiệm gần đúng của y4 = y(0,4) bừng công thức nội suy Adam. 

10) Tìm nghiệm gần đúng của bài toán côsi 

  y’=x
2
+y

2
; y(0)=0 

 theo công thức nội suy Adam, tại điểm x=0,4(lấy h=0,1) 

 

Đáp số: 
1) Chọn xấp xỉ đầu y0=y(0)=1 

Xấp xỉ thứ nhất y1=1+x+
2

2x
 

Xấp xỉ thứ 2 y2 =1+x+
2

3
x

2
+

3

2
x

3
+

4

1
x

4
+

20

1
x

5 

2) Chọn xấp xỉ đầu y0=y(0)=0, được dãy pica. Dãy đó hội tụ tới nghiệm 

đúng của bài toán: y=e
x
-x-1 và yn(x)=∑

=

+

+

n

k

k

k

x

1

1

)!1(
 

3) yn(x)=∑
=

n

k

k

k

x

1

2

!

)(sin
; nghiệm đúng y(x)=e )sin( 2x . 

4)  

 x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 

 

                               y(x) 1 1,1 1,18 1,25 1,31 

 

 

                5)  

 x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0  

 

                               y(x) 1 1,1 1,18 1,24 1,27 1,27 
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             6)  

 

 x 2 2,1 2,2 2,3 2,4  

 

                                 y(x) 4 5,8 9,44 18,78 54,86 

 

 

 

             7)  x 0 0,2  0,4 

  

                                 y(x) 1 1,1832  1,1346  

             8)       x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

 

 y(x)    1 1,05 1,12 1,20 1,29 1,39  

 

             9) y4 =y(0,4) 69,0−≈  

            10) y4 = y(0,4) 02,0≈  
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Chương 7      GIẢI GẦN ĐÚNG PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG 
     BẰNG PHƯƠNG PHÁP SỐ 

NUMERICAL METHOD FOR PARTIAL     DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
 

Các hiện tượng vật lý trong tự nhiên thường rất phức tạp, nên thường phải mô 

tả bằng các phương trình đạo hàm riêng. Mỗi loại phương trình đạo hàm riêng thường 

đòi hỏi các điều kiện biên tương ứng để bài toán có nghiệm, phù hợp với hiện tượng 

vật lý quan sát. 
 
7.1   PHÂN LOẠI PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG BẬC 2 TUYẾN TÍNH 
Từ dạng tổng quát: 

)y,x(gFu
y

u
E

x

u
D

y

u
C

yx

u
B

x

u
A

2

22

2

2

=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂                                         (7.1) 

Phân loại với chú ý các đạo hàm bậc cao, khi đó (1)  được viết lại: 

)( y,x,u,u,uf
y

u
C

yx

u
B

x

u
A yx2

22

2

2

=
∂
∂

+
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∂
+

∂
∂

                                                       (7.2) 

Đơn giản (7.2) bằng cách đổi biến số:    η = η(x , y) ,  ξ = ξ(x , y) 
Đặt:  ξ = αx + βy  ,   η = γx + δy 

Hay:  
y

uu

x

u

x

u

x

u
xx ∂

∂η+
ξ∂

∂ξ=
∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂

 

Tương tự cho các đạo hàm khác ta được: 

η
δγδγ

ηξ
αδβγβδαγ

ξ
αββα

∂
∂

+++
∂∂

∂
++++

∂
∂

++
u

BCA
u

BCA
u

BCA )()](22[)( 22
2

22  = f                             

(7.3) 
Một cách đơn giản để tìm lời giải của phương trình này, là chọn ξ, η sao cho số hạng 
thứ nhất và thứ ba trong phương trình  (7.3) triệt tiêu: 

                              




=δ+δγ+γ

=β+βα+α

0CBA

0CBA
22

22

                  

Ta được dạng đơn giản: 

                                              
η∂ξ∂

∂
αδ+βγ+βδ+αγ

u
)](BC2A2[

2

 

Giả sử:   β ≠ 0, δ  ≠ 0 ta có:  
A(α/β)2  + B(α/β) + C = 0,   A(γ/δ)2   + B(γ/δ)  + C = 0 

   










−−−=
δ
γ

−+−=
β
α

⇒

)AC4BB(
A2

1

)AC4BB(
A2

1

2

2

       

KẾT LUẬN:               B2 - 4AC > 0   :  Phương trình Hyporbol 
                B2 - 4AC < 0   :  Phương trình Ellip  
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                B2 - 4AC = 0   :  Phương trình Parabol 
Chú ý:  Không phân biệt biến t, x, y, z 
7.2 Các bài toán biên thường gặp  

Trong lĩnh vực kỹ thuật, người ta thường hay gặp các bài toán biên sau: 

     a. Bài toán Dirichlet 

       Tìm hàm u thoả mãn phương trình: 

                 a(u,v) = (f,v)  trong miền (Ω) 

và trên biên Γ của (Ω) cho trước giá trị của u 

                  uΓ = f(v) 

        Nếu trên biên cho u = 0 thì ta có điều kiện 
biên Dirichlet thuần nhất. Điều kiện biên Dirichlet 
được gọi là điều kiện biên cốt yếu (essential 
boundary conditions).  

 b. Bài toán Neumann 

• Tìm hàm  u  thoả mãn phương trình: 

    a(u,v) = (f,v) trong (Ω) 

và  điều kiện biên: 

                                              )v(f
n

u
=

∂
∂

Γ
 

Nếu f(v) = 0 ta có bài toán Neumann thuần nhất. Để cho bài toán Neumann có 
nghiệm duy nhất ta phải đặt thêm điều kiện  g(1)  nào đó. Điều kiện biên Neumann  
còn gọi là điều kiện biên tự nhiên (natural boundary conditions). 

c. Bài toán hổn hợp 

 

    Với bài toán hổn hợp (mixed boundary conditions) là bài toán 
mà biên Γ của nó gồm hai phần Γo và Γ1. Ví dụ tìm hàm u thoả 
mãn phương trình: 

                                     a(u,v) = (f,v) trong (Ω) 

     Với điều kiện biên:  

                                                                     )v(f
n

u
1

1

=
∂
∂

Γ
;           uΓo = fo(v) 

Trong thực tế kỹ thuật, người ta thường hay gặp điều kiện biên hỗn hợp nầy. 

7.3 Tư tưởng cơ bản của các phương pháp gần đúng  

Γ 

(Ω) 

Γo 

Γ1 

Ω 
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Trên thực tế việc tìm nghiệm chính xác của các bài toán biên nói trên là vô cùng 
khó khăn; toán học hiện nay chỉ cho phép giải các bài toán đó trong một số trường hợp 
thật đơn giản, còn phần lớn là phải giải theo các phương pháp gần đúng khác nhau. 

Tư tưởng của các phương pháp gần đúng (approximation methods) là xấp xỉ 
không gian vô hạn chiều của nghiệm bằng một không gian con hữu hạn chiều. 

Nghiệm chính xác của bài toán có thể biểu diễn bằng các dạng sau: 

u(x)  =  a0 + a1x +a2x
2+a3x

3+.. ..+anx
n+.. ..                                                       (7.4) 

Rõ ràng nghiệm chính xác u(x) có thể xem như là một hàm của vô hạn các hệ số: 

 a0, a1, a2, .. ..,an,.. .. 

Trong khi đó giải theo các phương pháp gần đúng ta chỉ có thể tìm được nghiệm uh của 
nó như là hàm của một dãy hữu hạn các hệ số  a0, a1, a2, .. ..,an.  nào đó mà thôi. 

Trong chương nầy ta sẽ nghiên cứu một số phương pháp số mạnh, thường sử dụng để 
giải các bài toán cơ học:   

+ Phương pháp đặc trưng (characteristic method) 
+ Phương pháp sai phân (finite difference method) 
+ Phương pháp phần tử hữu hạn (finite element method) 
+ Phương pháp thể tích hữu hạn (finite volume method) 
+ Phương pháp phần tử biên (Boundary element method)  
 

7.4  Phương pháp đặc trưng  
Nội dung của phương pháp đặc trưng là biến đổi phương trình vi phân đạo hàm riêng 
về hệ phương trình vi phân thường, và tìm lời giải bài toán ở hệ phương trình vi phân 
thường nầy, từ đó ta dễ dàng thấy được bản chất vật lý của hiện tượng nghiên cứu. 

Ví dụ:  Xét phương trình truyền sóng:     2

2
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t
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                                    (7.5)  

Ta đặt hàm  v(x,t) sao cho:                    2
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Từ (7.5) ta có:             0
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Và đặt:  )t(f
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Đi đến hệ thống: 
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Phương trình đặc trưng được suy từ: 

det(Aλ - B) = 0 →  0
e

1
1

2

=λ−−

λ
 →   λ2 = 2

1

c
  →   

c

1
±=λ  

Từ đó ta có đường cong đặc trưng:   c
dt

dx
±=   →   


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

+−=
+=

bctx

actx
 

7.5 Phương pháp sai phân 
  Dựa trên khai triển Taylor, một cách gần đúng ta thay các tỉ vi phân bằng tỉ sai phân. 

Ví dụ:  Tìm đạo hàm 
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Ta có:    C(x + ∆x) = C(x) + ∆x .....
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Tương tự: Có C(x - ∆x) = C(x) - ∆x .....
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Lấy (7.7) - (7.8) suy ra sai phân trung tâm: 
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Có thể khai triển:  

    C( x + 2∆x ) = C(x) +  2∆x
xx
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+ 4.
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2x∆
.

x
x

C
2

2

∂
∂

+ .......          (7.9) 

Lấy (7.7) nhân với  4  rồi trừ cho (7.9), ta có: 

      3

32

!3

4

2

)2()(4)(3

x

Cx

x

xxCxxCxC

x

c

x ∂
∂∆

+
∆

∆+−∆++−
=

∂
∂

 

 
Lấy (7.7) cộng (7.8)  ta được: 



Khoa Xây Dựng Thủy Lợi Thủy Điện Bộ môn Cơ Sở Kỹ Thuật 

 

Bài Giảng Chuyên Đề Phương Pháp Tính                                                                 Trang  
 

62

           )(0
)()(2)( 2

22

2

x
x

xxCxCxxC

x

C

x

∆+
∆

∆−+−∆+
≈

∂
∂

                           (7.10) 

Áp dụng các sai phân nầy vào giải phương trình Laplace:        0
yx 2

2

2

2

=
∂

φ∂
+

∂
φ∂

 

Chọn                              




∆=∆
∆=∆

Yy

Xx

i

i                                                             (7.11) 

Thay (7.10) vào (7.11), được: 

                    0
Y

2

X

2
2

1j,1ij1j,i

2

j,1iijj,1i =
∆

φ+φ−φ
+

∆
φ+φ−φ −+−+

 

Đơn giản chọn ∆x = ∆y, ta được: 

                                                            ( )1,1,,1,1, 4

1
−+−+ +++= jijijijiji φφφφφ  

  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

     
 

     
         

• SƠ ĐỒ HIỆN - SƠ ĐỒ ẨN 
         (Explicit - Implicit Scheme)  
 

Xét phương trình:   tT

S

yx 2

2

2

2

∂
φ∂

=
∂

φ∂
+

∂
φ∂

 

Sai phân tiến:     tt

K1K

K.tt ∆
φ−φ

=
∂
φ∂ +

∆=
 

Sai phân lùi:      tt

1KK

K.tt ∆
φ−φ=

∂
φ∂ −

∆=
 

 

 

x∆  

i+1,j 

 i+1,j+1        

i,j 

  i,j+1 

∆y 

 

Time

t-1

x

t 

t+1 

y 

ji
k

,
1−φ  

j,i
kφ  

ji
k

,
1+φ  
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Ở đây (∆t)K  = ∆t = const 

  t= ∑ ∆
K

j)t( ,   t.Kt

K

∆=
φ≡φ  

+ Sai phân tiến  theo thời gian t của phương trình trên, ta được:   
           

tT

S

)y(

2

)x(

2 K

j,i

1K

j,i

2

K

1j,i

K

j,i

K

1j,i

2

K

j,1i

K

j,i

K

j,1i

∆
φ−φ

=
∆

φ+φ−φ
+

∆
φ+φ−φ +

+−+−
  

   
Từ phương trình nầy ta tìm được 

ngay 
1K

j,i
+φ  khi biết các 

K

j,1i −φ , 

K

j,iφ K

j,ji +φ K

1j,i −φ K

1j,i +φ  nên gọi là sơ 

đồ hiện.          
 
 
 
 
 
 
 +  Sai phân lùi theo thời gian  t  ta có: 

t
.

T

S

)y(

2

)x(

2 K

j,i

1K

j,i

2

1K

1j,i

1K

j,i

1K

1j,i

2

1K

j,1i

1K

j,i

1K

j,1i

∆
φ−φ

=
∆

φ+φ−φ
+

∆
φ+φ−φ ++

+
++

−
+

+
++

−
  

Phương trình trên có 5 ẩn số trong 1 phương trình nên phải thiết lập các phương trình 
cho tất cả các nút khác bên trong 
miền bài toán và giải đồng thời các 
hệ phương trình nầy, thì mới tìm 
được các ẩn của bài toán ở bước thời 
gian (t+1),  nên ta gọi sơ đồ nầy là 
sơ đồ ẩn. 
        

• Sự ổn định của sơ đồ 
 Đối với sơ đồ ẩn luôn luôn ổn định 
với mọi khoảng thời gian ∆t chọn; 
Còn sơ đồ hiện chỉ ổn định với khi:
  
   ∆t   ≤   ∆t  giới hạn. 
 
 
 

k

t 

k+1

x 
x∆  x∆  
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7.5.1    Tính nhất quán của lược đồ sai phân. 

Xét phương trình vi phân: 0
x

z

t

z
=

∂
∂

+
∂
∂

                          (1)     

Thay các tỉ vi phân bằng các tỉ sai phân:  

t

zz

t

z
n

j

1n

j

∆
−

≈
∂
∂ +

 ; 
x

zz

x

z
n

j

n

j

∆

−
≈

∂
∂ −1

: Thế vào 1 và đặt r  = 
x

t

∆
∆   

Suy ra:     n

1j

n

j

1n

j z.rz)r1(z −
+ +−=                          (2)  

Phương trình (còn gọi là lược đồ) (2) nhận được từ  khai triển Taylor của (1) 
hoặc bằng một lược đồ khác,  ta thử xem lược đồ  (2) có nhất quán với phương trình vi 
phân (1) hay không ? 
Từ khai triển Taylor ta được: 

......
!3

x

x

z

!2

x

x

z

!1

)x(

x

z
zz

......
!3

t

t

z

!2

t

t

z
t

t

z
zz

3

3

32

2

2
n

j

n

1j

3

3

32

2

2
n

j

1n

j

+∆
∂
∂+∆

∂
∂+∆−

∂
∂+=

+
∆

∂
∂

+
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

+=

−

+

Đặt 
x

t
r

∆
∆

=  

 
Thay tất cả vào (2), ta được:   
 

(3).......
!2

x

x

z

!1

x

x

z
z(rz)r1(...

!3

t

t

z

!2

t

t

z
t

t

z
z

2

2

2
n

j

n

j

3

3

32

2

2
n

j +
∆

∂
∂

+
∆

∂
∂

++−=+
∆

∂
∂

+
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

+  

 

Nhân 2 vế của (3) với 
t

x

∆
∆

 rồi chuyển vế, rồi nhân tiếp 2 vế với 
t

1

∆
 ta được: 

 ...
!2

x

x

z
......

!2

t

t

z

x

z

t

z
2

2

2

2

−
∆

∂
∂

+−
∆

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

                                                 (4) 

Khi t,x ∆∆  → 0, vế phải của (4)  → 0, do đó ta thấy phương trình (4) ≡ (1) 
Ta nói lược đồ (2) nhất quán với phương trình vi phân. 
7.5.2  Sự ổn định của lược đồ. 

Xét phương trình sai phân (còn gọi là lược đồ): 

           
1n

j
n
j

1n
j rzz)r1(z −+ +−=                                                                          (5)

   Ta nói: “Một lược đồ sai phân được gọi là ổn định, nếu tập hợp vô hạn 

các nghiệm tính được là bị chặn đều, ngược lại gọi là không ổn định”. 

Như vậy sự ổn định của lược đồ sai phân không liên quan đến phương trình vi 
phân (chỉ là riêng của lược đồ). 

Ví dụ:  Lược đồ (5) có dạng: n

1j

n

j

1n

j BzAzz −
+ +=  

Suy ra:                n

1j

n

j

1n

j BzAzz −
+ +=  

Gọi: n
j

j

n zmaxz = ,     trong tập j  

Vậy thì:  n

j

nnn1n

j
zz).BA(zBzAz =+=+≤+  



Khoa Xây Dựng Thủy Lợi Thủy Điện Bộ môn Cơ Sở Kỹ Thuật 

 

Bài Giảng Chuyên Đề Phương Pháp Tính                                                                 Trang  
 

65

Tức là lớp:  0

1

j

1n

j

n

j zz,....zz ≤⇒≤ −    mà z0 đã cho trước ở biên.  

Vậy các zn  bị chặn đều  →  Ta nói lược đồ ổn định. 
 
Định lý Courant:  

         “Nếu lược đồ sai phân nhất quán với phương trình vi phân và bản thân lược 

đồ đó là ổn định thì nghiệm của phương trình sai phân sẽ hội tụ đến nghiệm của 

phương trình vi phân’’. 

 
7.5.3 Các ứng dụng trong cơ học: 

Phương trình vi phân dạng ellip: Ta sẽ gặp các phương trình này trong các 
bài toán truyền nhiệt hoặc các bài toán thẩm thấu của cơ học chất lỏng với 
phương trình Poisson. 

Một dạng khác của phương trình vi phân đạo hàm riêng dạng hyperbol; Ta 
có thể gặp chúng trong các phương trình dao động của dây u=u(x,t) với x là tọa 
độ và t là thời gian. 

Ta còn có thể gặp các phương trình vi phân đạo  hàm riêng ở   dạng phức 
tạp hơn như phương trình trong động lực học chất lưu: Phương trình Navier-
stocks, hay phương trình dao động uốn của tấm hay dầm trên nền đàn hồi trong 
các bài toán sức bền vật liêu 

   
Ví dụ:  

Giải gần đúng phương trình đạo hàm riêng dạng Elliptic. 
 Cho phương trình vi phân đạo hàm riêng =+ ''''

yyxx uu xy2
 trên hình chữ nhật 

D= [ ] [ ]3,0;06,0;0 x  biết giá trị của hàm u(x, y) trên biên là u(x,y)=x+3y với bước chia 
∆x=h=0,2; ∆y=τ =0,1. 
 
Giải:  

Ta có h=0,2 suy ra n=(0,6-0)/h=3; xi=ih=0,2i 
  τ =0,1 suy ra m=(0,3-0)/τ=3 
  Cho các điểm (0,j); (i,0); (3,j), (i,3) là các điểm lưới. Giá trị của hàm trên 
các điểm lưới là 
  u00=0; u01=0,3; u02=0,6; u0,3=0,9; u10=0,2; u20=0,4; u30=0,6; u31=0,9; 
u32=1,2; u33=1,5; u10=1,1; u20=1,3. 
Ta cần tính giá trị của hàm u tại 4 điểm là (1;1), (1;2), (2;1), (2;2). Hàm f(x,y)=xy2 nên 
f11 = 0,002; f12=0,008; f21=0,004; f22=0,016. Ta có hệ 4 phương trình đại số tuyến tính 
là: 

  

002,0
1,0

2

2,0

2
2

101112
2

011121 =
+−

+


 +− uuuuuu
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











−=−+
−=+−

−=+−

−=++−

399936,6104

499984,2410

99968,4104

099992,1410

222112

222111

221211

211211

uuu

uuu

uuu

uuu

 

Giải hệ phương trình ta được 
 U11=0,499964132; u12=0,79994444; u21=0,699994356; u22=0,999907868. 
 
 
7.6    PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

Với phương pháp biến phân người ta tìm lời giải xấp xỉ trên toàn miền bài toán; 
do đó hàm xấp xỉ trên toàn miền bài toán thường là rất khó xây dựng; phương pháp 
phần tử hữu hạn (PTHH-The finite element method) khắc phục nhược điểm nầy là chia 
miền bài toán thành nhiều miền con và tìm hàm xấp xỉ trên miền con, còn gọi là phần 
tử (element) với thỏa mãn điều kiện cân bằng và liên tục giữa các phần tử. Trong 
phương pháp PTHH thường  dựa trên các phương pháp biến phân RAYLEIGH – 
RITZ và GALERKIN. 
7.6.1 PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂN RAYLEIGH - RITZ  

Bài toán [ phương trình đạo hàm riêng ] ≈ Bài toán [ biến phân ] 

           0)F,F,y,x( yx =φ  ≈ ∫∫φ=
D

yx dxdy)F,F,y,x()F(I                    (14) 

với cực tiểu phiếm hàm φ và thoả mãn điều kiện trên biên  F = G(s).  
Giả sử ta có F(x,y) → đi tìm  I(F) cực trị, ta biểu diển hàm F(x,y) như sau: 

F(x,y) ≅ Fx
n(x,y) = C1.ϕ1(x,,y) + C2.ϕ2(x,,y) + . . . + Cn.ϕn(x,,y) =∑

=

ϕ
n

1i
ii )y,x(C  

Các Ci phải xác định sao cho I(Fn) đạt cực trị.  
Hàm ϕi (x,y) được chọn trước sao cho thỏa điều kiện biên. Như vậy: 

                       min),...,,,,()( 21 == ∫∫
∗∗

D

n
dxdyCCCyxFI φ                     (15) 

Các hệ số  Ci được xác định từ  0=
∂
∂

ic

φ
  ,  i  =  1, 2, 3, . . . , n. 

7.6.2 PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂN GALERKIN  
Nếu hàm φ không tồn tại phiếm hàm, người ta sử dụng phương pháp biến phân 

Galerkin như sau:  

Cho phương trình:  0),()( =⇔= iD xufMuL                                             (16) 

Cần tìm nghiệm gần đúng: ∑
=

∧

=
n

1P
PP U.NU   trong miền D 

với )n,...,2,1P(UP =  là các hằng số phải xác định  
      )n,...,2,1P(NP =  là các hàm tọa độ tự chọn. 
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 Ta có:                0,),()( ===−
∞→

∧∧

niD RRxUfMUL                     (17) 

Có nghĩa phần dư  R sẽ triệt tiêu khi  n  tiến tới vô cùng. 

Đặt điều kiện MUL −
∧

)(  phải trực giao với ψi trong miền xác định D với 
 ψj (j = 1, 2, . . . , n) là các hàm tọa độ tự chọn độc lập tuyến tính. 
Như vậy ta có: 

 ∫ =Ψ




 −
∧

D

jdDMUL 0)(            hay:      ∫ ∑ =Ψ







−








=D

j

n

P

PP dDMUNL 0.
1

 

trong trường hợp  p
U  là hằng số, và  pj

N≡Ψ , ta được phương pháp GALERKIN. 

Tóm lại, phương pháp Galerkin được thiết lập có dạng: 

  0,D..0.
1

p ==







−







∫∫ ∑

=

dRNhaydDNMUNL
D

p

D

p

n

P

P    với  p=1,2,…,n         (18) 

 
7.6.3 PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN  

Chia miền D thành ne (hữu hạn) miền con De : 

  D =  ∑
=

ne

1e
eD ,   chọn hàm:   ∑

=

=
ne

1e

e
PP NN                                              (19)       

 Với 
e
PN  gọi là hàm tọa độ được chọn trong miền con De sao cho thoả mãn một 

số tính chất nào đó (xem chương 8), ta có được  Phương pháp phần tử hữu hạn. 
 
7.7    PHƯƠNG PHÁP THỂ TÍCH HỮU HẠN  
 

 Xét phương trình vi phân:                       

    0
y

G

x

F

t

q
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

                       (20) 

Áp dụng phương pháp miền con  
cho thể tích ABCD, ta có: 

0dxdy
y

G

x

F

t

q
.1

ABCD

=










∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∫           (21) 

Áp dụng định lý Green ta có: 

     0.. =+ ∫∫
ABCD

dSnHdvq
dt

d
                (22) 

Ơ đây H = ( )G,F  cho trong tọa độ  Descartes. 

          H.n.dS =  dxGdyF −  
Vì phương trình (22) dạng bảo toàn với thể tích tùy ý, nên ta có: 

 k-1  

 A 

B 

C 

D 

j-1 

j   
j+1 

k 

  k+1 

 n 



Khoa Xây Dựng Thủy Lợi Thủy Điện Bộ môn Cơ Sở Kỹ Thuật 

 

Bài Giảng Chuyên Đề Phương Pháp Tính                                                                 Trang  
 

68

 ( ) ( ) 0.. , =∆−∆+Α ∑
Α

Β

D

A

kj
xGyFq

dt

d
                                             (23) 

Ở đây, Α là diện tích của (ABCD),  ∆yAB =  yB -yA,  ∆xAB =  xB - xA , nên:  

FAB = ( )k,j1k,j FF
2

1
+− ,   GAB = ( )k,j1k,j GG

2

1
+−  

Tương tự cho ∆yBC, ∆yCD, ∆yDA, . . . 

Nếu Α  không phụ thuộc thời gian t và ∆xi   =  ∆yi  = const, ta được: 

 
y

GG

x

FF
q

dt

d kjkjkjkj

kj ∆

−
+

∆

−
+ −+−+

22
1,1,,1,1

,  

7.8  Phương pháp phần tử biên 
Xét ví dụ bài toán mô tả dòng chảy thế hai chiều  

(2 Dimensions) ∇2φ  = 0  trong miền Ω  ta có: 

   + Điều kiện biên chủ yếu: 
−

= φφ   trên biên 1Γ  (đk biên Dirichlet) 

   + Điều kiện biên tự nhiên: q =
−

−

=
∂

φ∂
=

∂
φ∂

q
nn

 trên biên 2Γ  (điều kiện biên Neumann) 

Với Γ = 1Γ + 2Γ  
• Dạng biến phân trọng số dư  

Định nghĩa: 
Gọi các phần dư: 

R = φ~2∇  

R1  = 
−

φ−φ  

R2  = q - 
−

q  

=> Γ+Γ−=Ω ∫∫∫
ΓΓΩ

dRdqRdR .
~

.~..
~

.
21

21 φφ  

Dùng tích phân từng phần hai lần liên tiếp, ta có: 

 Γ+Γ+Γ−Γ−=Ω∇ ∫∫∫∫∫
ΓΓΓΓΩ

dqdqdqdqd ..~..~.
~

..
~

..)
~

(
1222

2 φφφφφφ  

Ta có lời giải cơ bản cho phương trình Poisson:     0)(
~2 =−+∇ xxδφ  

Với   δ   là hàm Dirac. 

Lời giải cho bài toán 2D, khi  x ≠ x   là:  )
1

ln(.
2

1~

r∏
=φ ,  với r = 22 yx +  

Với những điểm x  nằm bên trong Ω , cách thành lập theo phương phá phần tử biên 

cho bài toán biểu diễn bởi phương trình Laplace là:   Γ=Γ+ ∫∫
ΓΓ

dqdqx ..
~

.~.)( φφφ  

Γ1 

Γ2 

  n
r
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Với những điểm x  nằm trên biên Γ , phương trình viết cho bài tóan trở thành: 

Γ=Γ+ ∫∫
ΓΓ

dqdqxc ..
~

.~.)(. φφφ   với      c=
∏

α
.2

     (thông thường c=1/2) 

Ta đi rời rạc hóa biên Γ của miền D; dùng phần tử bậc 2 ta được:                   

               ∑ ∫∑ ∫
= Γ= Γ

Γ=Γ+
n

j j

n

j j

i dqdqc
11

..
~

.~.).( φφφ               

Hàm dạng φ được biểu diễn: { }φ
φ
φ
φ

ξφ ][][)(

3

2

1

321 NNNN =
















= ,  q(ξ )=[N]. { }q  

 
 
 
 
 

N1(ξ ) = )1(
2

1
−ξξ ,  N2 ( ξ ) = )1)(1( ξ+ξ− ,  N3(ξ ) = )1(

2

1
+ξξ  với ξ ]1,1[−∈  

Thiết lập cho một phần tử trên biên, ta có: 

















=Γ
















=Γ ∫∫
ΓΓ

3

2

1

321

3

2

1

321 ].[..~].[.~.

φ
φ
φ

φ
φ
φ

φ hhhdqNNNdq

jj

 

 

















=Γ
















=Γ ∫∫
ΓΓ

3

2

1

321

3

2

1

321 ].[..
~

][..
~

q

q

q

gggd

q

q

q

NNNdq

jj

φφ   

Ở đây:  hk= Γ∫
Γ

dqN

j

k
~

 và gk = Γ∫
Γ

dN

j

k φ~ , 3,2,1k =∀  

Chú ý: Ta có Jacobicon biến đổi toạ độ như sau: 

d
22

d

dy

d

dx









ξ
+









ξ
=Γ , ξξ dGd .=  

hk= ξξξ dGqNdqN Kk
j

.~)(.~).(
1

1
∫∫
−

Γ
=Γ  

gk = ξφξφξ dGNdN Kk
j

.
~

)(.
~

).(
1

1
∫∫
−

Γ
=Γ  

Cuối cùng thế vào phương trình đã rời rạc hoá, ta có: 

h2

ho 

h2

h1

j+1 

j 

0=ξ  

1+=ξ  

1−=ξ  

1

3

2

Ω  

Γ 
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















=

























+
∧∧∧

N

Niii

n

iniii

q

q

q

GGGHHHc

2

2

1

221
2

1

21 ]....[
...

].....)(

φ

φ
φ

φ  

Với 
∧

ijH là tổng của số hạng h1 của phần tử j+1 và h2 của phần tử j. 

Nếu đặt:   

              





=+

≠
=

jicH

jiH
H

ij

ij

ij

,ˆ

,ˆ

thì ta viết lại:           j

N

j

ijj

N

i

ij qGH ..
2

11
∑∑

==

=φ  

Hay ta có hệ phương trình:           H.U  =   G.q 
 
Giải hệ phương trình nầy ta sẽ tìm được các ẩn của bài toán trên biên, từ đó ta sẽ tìm 
được các ẩn trong miền D tại những nơi cần thiết. 
 
Câu hỏi: 
 

1.  Trình bày ý nghĩa vật lý của các phương trình loại Hyperbol, Parabol, Ellip  ?  Trong thực tế 
có những phương trình lưỡng tính, nhất là trong cơ học lưu chất; hãy cho vài ví dụ và giải 
thích ? 

2. Từ sự mô tả bản chất vật lý của bài toán của mỗi loại phương trình mô tả, nên số và loại điều 
kiện biên phải đáp ứng, hãy cho mỗi loại phương trình vài ví dụ ? 

3. Phương pháp đặc trưng đóng một vai trò quan trọng trong việc hiểu rõ bản chất vật lý của bài 
toán, vì sao ? 

4. Phương pháp sai phân là  phương pháp không bảo toàn, vì sao ? 
5. Nêu các điều kiện để sơ đồ sai phân được chấp nhận ? 
6. Ưu nhược điểm của sai phân hiện và sai phân ẩn ? 
7. Hãy nêu sự giống nhau và khác nhau của các phương pháp Sai phân, Phần tử hữu hạn, Thể 

tích hữu hạn, Phần tử biên; ưu nhược điểm của chúng ? 
 
Bài tập :  
  
Bài 11:  
  Bằng phương pháp sai phân giải các phương trình sau 

1)  
( )

( ) ( ) ( )( )












−+=
∂
∂=−=

−=<<
∂
∂

=
∂
∂

=

xk
t

u
ttutu

xxxux
x

u

t

u

t

2...1,01,sin,2,0

20,,20,

0

2
2

2

2

2

ππ
 

   bước chia theo x  là h = 0,5; theo t là k= 0,01.Tính u( x ; 0,03) 
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2)  ( ) ( )( )
( ) ( )














==
−+=

><<
∂
∂

=
∂
∂

0,1,0

1.1,040,

0,10,
2

2

tutu

xkxu

tx
x

u

t

u

 

   bước chia theo x  là h = 0,25; theo t là k= 0,025.Tính u( x ; 0,1) 
 

3)  ( ) [ ] [ ]
( ) ( )








∀=
×=∈

+−=+

yxyxu

Gyx

kuu yyxx

,,0,

1,01,0,

.1,01

 

 
Thuộc biên của G h = k = 0,25 

 
4) Giải gần đúng phương trình đạo hàm riêng dạng PARAPOLIC phương trình 

u’t=u’’xx trên hình chữ nhật [0;2]x[0;0,3] với điều kiện biên u(0,t)=u(2,t)=0, u(x,0)=x(2-x); 
bước chia theo t là τ=0,1 
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Chương  8          PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 
 
 Như  đã phân tích ở chương hai, một bài toán có miền hình học phức 
tạp, có thể xem như là tập hợp của nhiều dạng hình học đơn giản (gọi là 
miền con hay phần tử –element); để việc xây dựng hàm xấp xỉ (hay còn gọi 
là hàm nội suy- interpolation function) trên miền con nầy được dễ dàng, hàm 
xấp xỉ được xây dựng một cách hệ thống cho hầu hết dạng hình học, hàm 
xấp xỉ nầy chỉ phụ thuộc vào phương trình vi phân, từ đó hình thành phương 
pháp phần tử hữu hạn. 
 Với phương pháp phần tử hữu hạn, miền tính toán được xem như là 
tập hợp nhiều miền con hữu hạn (finite element) có dạng hình học đơn giản 
(simple shape-element). Trên mỗi miền con nầy, phương trình chỉ đạo 
(governing equation) được thiết lập với sử dụng một phương pháp biến phân 
nào đó. Các phần tử được liên kết với nhau và phải thoả mãn điều kiện cân 
bằng và liên tục của các biến phụ thuộc qua biên của các phần tử. 
 
8.1 Các loại phần tử  
Miền tính toán được chia thành nhiều miền con (còn gọi là phần tử); nếu 
miền tính toán là một chiều, ta có phần tử một chiều, miền tính toán là hai 
chiều ta có phần tử hai chiều, miền tính toán là ba chiều ta có phần tử ba 
chiều. 
 
Các loại phần tử một chiều 

 
 

Các loại phần tử hai chiều 
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Các loại phần tử ba chiều 

8.2   Hàm nội suy 
Lời giải xấp xỉ của ẩn số bài toán được cho bởi:  

               j

n

j

j Nhh .
1

∑
=

=
                                                               (3.1) 
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Ở đây  Νj   là hàm nội suy (interpolation functions) và hj   là ẩn của bài toán 
tại nút của phần tử.  
Ta cũng có thể mô tả hình dạng của phần tử bằng cách dùng các toạ độ  của 
mỗi nút trong phần tử (xem Hình 3.1): 

        j

n

j

j xpSpx ).()(
1

∑
=

=                                                           (3.2a) 

        j

n

j

j ypSpy ).()(
1

∑
=

=                                                          (3.2b) 

        j

n

j

j zpSpz ).()(
1

∑
=

=                                                           (3.2c) 

Vì rằng hàm nội suy  Sj   được dùng xác định hình dạng của phần tử, nên 
thường được gọi là hàm dạng (shape functions). 
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Hình  3.1:  Hàm nội suy và hàm dạng của phần tử một chiều 
 
Bậc của đa thức dùng để nội suy và các hàm dạng bên trong phần tử có thể 
là khác nhau; người ta phân ra ba loại như sau:  Phần tử dưới tham số 
(subparametric elements)  khi bậc đa thức hàm dạng nhỏ hơn bậc đa thức nội 
suy. Phần tử đẳng tham số (isoparametric elements)  khi bậc đa thức hàm 
dạng bằng bậc đa thức nội suy. Phần tử trên tham số (superparametric 
elements)  khi bậc đa thức hàm dạng lớn hơn bậc đa thức nội suy (xem Hình 
3.2). 
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 Đa số các bài toán trong thực tế dùng phần tử đẳng tham số và hàm dạng 
đồng nhất với hàm nội suy.Hình  3.2:   Minh hoạ về định nghĩa các loại phần 
tử một chiều dưới tham số, đẳng tham số, và trên tham số 
Khi tại các nút chỉ chứa ẩn số h  của bài toán, thường xử dụng hàm nội suy 
Lagrange (phần lớn các hàm nội suy trong các bài toán chất lỏng được xử 
dụng bởi nội suy Lagrange, do đó ở đây chỉ giới thiệu nội suy Lagrange ); 
nếu tại các nút còn có ẩn số là đạo hàm  ∂h / ∂xi thường xử dụng hàm nội 
suy Hermite. 

Hàm nội suy Lagrange được xây dựng từ đa thức như sau: 

∏
≠
= −

−
=

mk
m mk

m

k
xx

xx
xN

0

)(                                                        (3.3) 

Với   m  là số nút 
xm   là toạ độ nút thứ  m 

 
Tính chất của hàm nội suy 

 
Hàm nội suy có các tính chất sau: 

 
- Tính chất 1: Hàm nội suy có giá trị bằng 1 tại  nút đó và bằng 0 tại 

các nút khác. 
- Tính chất 2: Các hàm nội suy thoả biểu thức sau: 

njPPN j

n

i

iji ,....2,1),()().(
1

==∑
=

ξξξ                                                (3.4) 

 
Với Pj(ξi) là đa thức cơ sở của hàm nội suy. 

 
Hàm nội suy có thể được xây dựng trong hệ toạ độ tổng thể (global 
coordinates) hoặc hệ toạ độ địa phương (local coordinates), thông thường 
với các bài toán phức tạp (nội suy bậc cao ở các bài toán hai hoặc ba chiều) 
phải sử dụng hàm nội suy trong toạ độ địa phương. 
 
8.2.1  Hàm nội suy cho bài toán một chiều  

(i)  Nội suy tuyến tính  trong hệ toạ độ tổng thể: 
[ ]21 NNN =                                                                                (3.5) 

Với          
AB

A

AB

B

xx

xx
N

xx

xx
N

−

−
=

−
=

−

21 ,        

(ii) Nội suy dạng Lagrange bậc hai trong hệ toạ độ tổng thể: 
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[ ]321 NNNN ≡                                                                         (3.6) 

trong đó        ( ) ( )xx
D

xN e

i

e

i

e

iei
γβα ++=

1          với    i  = 1 , 2 , 3  
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(iii)  Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương  
[ ]21 NNN ≡                                                                            (3.7a) 

                                                                                 với: 
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(iv)  Nội suy bậc hai dạng Lagrange trong hệ toạ độ địa phương: 

[ ]321 NNNN ≡      
 
 
                                                                                                              

 
 
 
 

 (v)  Nội suy bậc ba dạng Lagrange trong hệ toạ độ địa phương:       
 [ ]4321 NNNNN ≡  
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8.2.2  Hàm nội suy cho bài toán hai chiều  

(i)  Nội suy tuyến tính  trong hệ toạ độ tổng thể cho phần tử tam giác: 
[ ]321 NNNN ≡                                                         (3.8) 

ở đây:     ( )yx
A

N e

i

e

i

e

i γβα ++=
2

1
1                                (3.8a) 

với:     i = 1 , 2, 3    hoán vị vòng tròn  
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(ii)  Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử tam giác:                 
[ ]321 NNNN =                                                       (3.8b) 
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với: 

                     
ηξηξ ==−−= 321 ,,1 NNN

 

Nếu điểm gốc toạ độ địa phương được chọn khác như hình sau, thì hàm 
nội suy cho phần tử tam giác cũng sẽ thay đổi theo: 
 
 

 
(iii) Nội suy bậc hai trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử tam giác: 
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(3.8c)   Với:        ηξλ −−= 1           
 

(iv) Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử tứ giác: 
 

Hàm dạng:  [ ]4321 NNNNN =                          (3.8d)    
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(v) Nội suy bậc hai trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử tứ giác: 
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                                      ( )( )22
9 11 ηξψ −−=                                      (3.8e) 

8.2.3 Hàm nội suy cho bài toán ba chiều 

 

(i)  Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử hình chóp: 
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(ii)      Nội suy bậc hai trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử hình chóp: 
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                    với:     ζηξλ −−−= 1  

 
(iii)   Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử  ba chiều 
hình trụ đáy tam giác:       
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Với:     
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(iv)   Nội suy tuyến tính trong hệ toạ độ địa phương cho phần tử  ba chiều 
hình trụ có đáy tứ giác: 
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                          Với :   

                                             
ζζ

ηη

ξξ

−=+=

−=+=

−=+=

1,1

1,1

1,1

21

21

21

cc

bb

aa

 

 
8.3  Tích phân số 
8.3.1 Liên hệ giữa các hệ toạ độ tổng thể và hệ toạ độ địa phương  

           Với phương pháp phần tử hữu hạn miền tính toán Ω được chia nhỏ 
thành nhiều miền con, phương pháp biến phân trọng số xây dựng trên các 
miền con này. Do đó dẫn đến tích phân hàm dạng trên miền con. 
           Nếu tích phân hàm dạng bậc cao với sử dụng hệ toạ độ tổng thể 
(x,y,z, global coordinate) thì thông thường sẽ xuất hiện các biểu thức đại số 
rất phức tạp khi phần tử là hai, ba chiều  (Irons and Ahmad, 1980). 
           Thay vào đó nếu chúng ta thực hiện chúng trong hệ toạ độ địa phương 
(ξ,η,ζ, local coordinate) hay còn gọi là toạ độ chuẩn hay toạ độ tự nhiên 
(normal coordinate hay natural coordinate) thì sẽ đơn giản hơn rất nhiều 
(Taig, 1961); bởi lẽ nó thuận lợi trong việc xây dựng hàm nội suy, tích phân 
số dùng được cách thiết lập của Gauss-Legendre (phổ biến nhất).  
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Với phần tử đẳng tham số (isoparametric), ta có thể viết công thức biến đổi 
toạ độ cho 
phần tử tứ giác tuyến tính có bốn điểm nút như sau: 
       

Với phần tử tam giác tuyến tính có ba điểm nút: 
                                
 ở đây  Ni, Nj là hàm dạng hay còn gọi là hàm nội suy (shape function hay 

interpolation function). 
Từ luật đạo hàm đạo hàm riêng phần, ta có:  
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Hay:                    
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ở đây  J  là ma trận Jacobian biến đổi toạ độ. Định thức của ma trận nầy,  det 
J , cũng phải được ước lượng bởi lẽ nó được dùng trong các tích phân biến 

đổi như sau: 
 
+  Cho phần tử tứ giác tuyến tính: 

           ∫∫ ∫ ∫
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=
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+ Cho phần tử tam giác tuyến tính: 
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Trong một số trường hợp, ví dụ như ở  Hình 3.4, phần tử tứ giác có 4 điểm 
nút. Nếu dạng hình học như vậy,  ma trận Jacobian trở nên không xác định; 
để nó có giá trị tốt, các hình dạng phần tử như cạnh và góc của nó cần phải 
đều đặn hơn (ví dụ tam giác đều, tứ giác đều ≡ hình vuông, đây là  các dạng 
phần tử lý tưởng). 
 
8.3.2  Tích phân số  
Một số tích phân của các loại bài toán hai chiều (2D), ba chiều (3D), theo 
phương pháp phần tử hạn hạn có thể được ước lượng bằng giải tích, nhưng 
nó không thực dụng cho các hàm số phức tạp, đặc biệt trong trường hợp tổng 
quát khi ( )ηξ ,  là toạ độ cong. Trong thực hành (3.14), (3.15) được ước lượng 
bằng số, gọi là tích phân số (numerical integration hay còn gọi là numerical 
quadrature). Dùng tích phân số của Gauss, với phần tử tứ giác, miền hai 
chiều ta có: 

            ( ) ( )∫ ∫ ∑∑
− − = =

≅
1

1

1

1 1 1

,,
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j

jiji fwwddf ηξηξηξ                        (3.16) 

 
Với phần tử tam giác: 

           ( ) ( )∫ ∫ ∑
−

=

≅
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ii
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Với phần tử tứ giác thì  wi, wj  là hệ số trọng số và  ji ηξ ,   là các vị trí toạ độ 

bên trong phần tử, cho ở Bảng 2 (xem Kopal 1961); còn với phần tử tam 
giác, tương tự như phần tử tứ giác, nhưng các điểm tích phân là các điểm 
mẫu (sampling points), Bảng 1. 
    Thông thường người ta muốn các tích phân số đạt độ chính xác cao, 
nhưng có những trường hợp đặc biệt lại không cần thiết. Ở tích phân Gauss 
(3.16), với  n = 2, sẽ chính xác khi hàm  f  là cubic (bậc 3), còn ở tích phân 
(3.17),  n = 1, sẽ chính xác khi đa thức f bậc nhất, còn  n = 3  sẽ chính xác 
khi đa thức f bậc hai. 
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Hình 3.4:   Phần tử tứ giác có ma trận Jacobian không xác định 
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Bảng 1:   Điểm tích phân cho phần tử tam giác  

theo công thức (3.17) 
 

n ξi ηi wi 

1 
 

1/ 3 
 

1/ 3 
 

1 
 

 
3 

1/ 2 
1/ 2 

0 

1/ 2 
0 

1/ 2 

1/ 3 
1/ 3 
1/ 3 

 
 

 
Bảng 2:   Trọng số và điểm tích phân Gauss – Legendre 

theo công thức (3.16) 
 

Điểm tích phân  
i

ξ  
Số điểm tích 
phân   r 

   Trọng số   wi 

   0.0000000000 Một điểm       0000000000.2  
5773502692.0±  Hai điểm       0000000000.1  

   0000000000.0  Ba điểm       8888888889.0  
7745966692.0±         5555555555.0  
3399810.0± 435 Bốn điểm       6521451548.0  
8611363116.0±          0.3478548451 

   0000000000.0          0.5688888889 
5384693101.0±  Năm điểm        0.4786286705 
9061798459.0±          0.2369268850 
2386191861.0±          0.4679139346 
6612093865.0±  Sáu điểm        0.3607615730 
9324695142.0±          0.1713244924 

 
8.4 Các bước tính toán cơ bản  và  kỹ thuật lập trình cho máy tính số   
theo phương pháp phần tử hữu hạn 

 
Để áp dụng cách giải bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn 

người ta thực hiện các bước sau: 
- Bước 1: Rời rạc hoá miền khảo sát 

 Chia miền  khảo sát V thành ne miền con V(e)  hay các phần tử có 
dạng hình học nhất định. 
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Ta có:  ,VV
en

1e

)e(∑
=

=                             (3.18) 

Với cách chia miền tính toán V bằng tổng các miền con V(e) , mô hình thực 
tế được thay bằng mô hình tính toán với  ne  phần tử hữu hạn được liên kết 
với nhau bởi các điểm nút và tại mỗi điểm nút tồn tại các đại lượng thể hiện 
sự tác động qua lại của các phần tử kề nhau, như vậy bài toán hệ liên tục có 
bậc tự do vô hạn được thay  bằng bài toán tính hệ có bậc tự do hữu hạn đơn 
giản hơn nhiều. 

Ví dụ với các bài toán thấm thường có các dạng sơ đồ sau: 
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- Một chiều: 

  

 

 

 

 

- Hai chiều: 

       

 

 

 

 

          

- Ba chiều: 

 

 

 

 

 

- Bước 2:    Chọn hàm xấp xỉ thích hợp 

Phương pháp phần tử hữu hạn áp dụng ở đây thường là phương pháp 
Galerkin- gọi tắt là phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin.   

Để tìm được nghiệm trên các miền con điều quan trọng là phải chọn 
hàm toạ độ Np

(e) ( hay còn gọi là hàm nội suy, hàm dạng) đảm bảo sự liên 
tục của các đại lượng cần tìm giữa các phần tử trong miền D. 

         -Bước 3: Xây dựng phương trình phần tử 

Miền V được chia thành ne phần tử (miền con V(e) ) bởi R điểm nút. Tại một 
nút có s bậc tự do, thì số bậc tự do của cả hệ là:   n  = R.s 
Gọi { q } là véc-tơ ẩn của toàn hệ, { q }e là véc-tơ ẩn của mỗi phần tử; giả sử 
mỗi phần tử có r  nút, thì  số bậc tự do của mỗi phần tử là:    r. s 
Ta có liên hệ    { q }e   =    [L]e   .  { q }                  (3.19) 

Mưa 

Lớp không thấm 

Phần tử 

Nút 

Mặt đất 

Mực nước 
ngầm 

Phần tử 

Phần Phần tử 
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                        (ne.1)  =   (ne.n) x  (n .1) 
Với   [L]e  được gọi là ma trận định vị. 
Ứng với mỗi phần tử, ta có phương trình ma trận: 
                        [K]e{ q }e =  {C}e                                 (3.20) 
 [K]e ma trận phần tử ,    {C]e vectơ vế phải phần tử 

{q}e là tập hợp các giá trị cần tìm tại các  nút của phần tử 

           -Bước 4 :    Ghép nối các phần tử  

 Tập hợp cho tất cả các phần tử trong miền V, ta có: 

∑
=

ne

e 1

[K]e { q }e = ∑
=

ne

e 1

 {C}e              

Viết lại:        [ K ].{ q }   =  { C }                                       (3.21) 

Trong đó:         [ K ] =  ∑
=

ne

e 1

[K]e    =     ∑
=

ne

e 1

 [L]e
T[K]e[L]e 

                         { } { }∑
=

=
ne

e

eCC
1

    =     ∑
=

ne

e 1

[L]e
T{C}e    

{ }K - Ma trận tổng thể 

{ }q - Vectơ tập hợp tổng các ẩn cần tìm tại các nút (tổng bậc tự do 
tại các nút) 

 { C } Vectơ các số hạng tổng thể ở vế phải 

Như vậy việc sử dụng ma trận định vị  [L]e  để tính [ K ]  và { C },  thực chất 
là sắp xếp các phần tử [K]e , {C}e  vào vị trí của nó ở trong [ K ]  và { C }. Tuy 
nhiên trong thực hành người ta không dùng cách nầy. 

Sau đây, sẽ giới thiệu một cách ghép nối trực tiếp để thiết lập ma trận 

tổng thể và vectơ vế phải tổng thể mà không cần xử dụng ma trận định vị  
[L]e . 

Giả sử xét bài toán thấm có áp trong miền  Ω (A B C D E F), miền 
được  chia thành  8  phần tử tam giác (ne =8), có 9 điểm nút  (R =9), tại mỗi 
điểm nút có s bậc tự do (số ẩn số tại nút ), ở đây s =1 là cột nước thấm, mỗi 
phần tử tam giác có 3 điểm nút (r = 3); thì số bậc tự do của mỗi phần tử là:     
r ×s  = 3×1 = 3   (xem Hình  3.5). 
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Nếu cũng với phần tử tam giác có ba điểm nút nầy r = 3, tại mỗi nút có ba ẩn 
h, u, v như bài toán dòng chảy hở hai chiều ngang s = 3, thì số bậc tự do của 
mỗi phần tử là  r. s = 3x3 = 9, ta sẽ được ma trận phần tử  (9,9). Để đơn giản 
ta xét phần tử tam giác tại mỗi nút có một bậc tự do. Mỗi phần tử (ở đây là 
tam giác) được đánh số các nút (i,j, k), theo chiều được qui ước (chẳng hạn 
ngược chiều kim đồng hồ), nút  i  được qui ước là nút ở bên trái và thấp 
nhất. Với mỗi phần tử bất kỳ  ne  ta có ma trận phần tử [K]e và vectơ vế phải 
{ }C e như sau: 

 [ ]
















=
e

kk

e

kj

e

ki

e

jk

e

jj

e

ji

e

ik

e

ij

e

ii

e

KKK

KKK

KKK

K     ,                       {C}e   =  
















e

k

e

j

e

i

c

c

c

 

Với cách đánh số nút và phần tử như trên ta có 8 phần tử với  các nút tương 
ứng (i,j,k) như sau: e1(1,4,5), e2(1,5,2), e3(2,5,6), e4(2,6,3), e5(4,7,8), 
e6(4,8,5), e7(5,8,9), e8(5,9,6)  
 
Ví dụ phần tử:       e4(i,j,k) ≡  e4 (2,6,3)   

 [K]e=4   =
















4
33

4
36

4
32

4
63

4
66

4
62

4
23

4
26

4
22

KKK

KKK

KKK

  ,      và       {C}e=4   =   
















4
3

4
6

4
2

c

c

c

          

Mỗi  hệ số   Kij
e     chử    e  chỉ số trên, chỉ hệ số nầy thuộc  ma trận phần tử      

nào; i  là hàng nào trong ma trận tổng thể, j là cột nào trong ma trận tổng thể. 
Ví dụ  K62

4  đây là hệ số của ma trận phần tử  e = 4, nằm trong hàng  6  cột  
2  của ma trận tổng thể.và ma trận tổng thể:     

X(m) 
A B C 

D E F 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

 Y(m) 

Vn = 0 

Vn = 0 

i 

i 
k 

j 

Ω  

       Hình 3.5:  Ví dụ bài  toán thấm có áp miền tính toán  (ABCDEF) 
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                  [ K ]    = [ ]∑
=

ne

e

eK
1

  =    [ ]∑
=

8

1e

K e     =       [X] 

  

[X]

11 11 12 14 15 15

21 22 22 22 23 25 25 26 26

32 33 36

41 44 44 44 45 45 47 48 48

51 51 52 52 54 54 55 55 55 55 55 55 56 56 5

1 2 2 1 1 2

2 2 3 4 4 2 3 3 4

4 4 4

1 1 5 6 1 6 5 5 6

1 2 2 3 1 6 1 2 3 6 7 8 3 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 k +k k k k +k

2 k k +k +k k k +k k +k

3 k k k

4 k k +k +k k +k k k +k

=
5 k +k k +k k +k k +k +k +k +k +k k +k k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

8 58 59 59

62 62 63 65 65 66 66 66 69

74 77 78

84 84 85 85 87 88 88 88 89

95 95 96 98 99 99

6 7 7 8

3 4 4 3 8 3 4 8 8

5 5 5

5 6 6 7 5 5 6 7 7

7 8 8 7 7 8

+k k +k

6 k +k k k +k k +k +k k

7 k k k

8 k +k k +k k k +k +k k

9 k +k k k k +k

 

…..(3.22) 
Cọng một cách tương tự cho vectơ vế phải  { C }, với chú ý phép cọng nầy 
giống cọng các số hạng trên đường chéo chính của ma trận tổng thể [ K ]: 
 

{C }  = ∑
=

ne

e 1

 {C}e                                        (3.23) 

 Ta thấy ở ma trận tổng thể các phần tử khác không có dạng đường chéo 
(hay còn gọi là dạng Band). Để tiết kiệm bộ nhớ và thời gian tính của máy 
tính, người ta chỉ lưu trữ các phần tử khác không nầy và thuật toán cũng chỉ 
tính toán với các phần tử khác không. 

Người ta phải lưu trữ cả ma trận dạng band nầy khi ma trận band có 
chiều rộng Band hẹp (liên quan đến cách đánh số nút của các phần tử), 
không đối xứng (Hình 3.6). Chỉ cần lưu trữ một nữa band khi ma trận đối 
xứng. Khi chiều rộng Band lớn và trong các hàng của Band còn nhiều phần 
tử bằng không, người ta có thể dồn ma trận lại thành ma trận Band hẹp hơn, 
như vậy sẽ cần thêm ma trận định vị nữa. Tuy nhiên với cách lưu trữ ma trận 
Band dù theo kiểu nào, thì trong Band vẫn còn một số hệ số  phần tử bằng 
không; do đó để loại bỏ  các phần tử  bằng không ở trong Band, người ta còn 
có cách lưu trữ các phần tử khác không nầy ở dạng vectơ gọi là kỷ thuật 
frontal  method. 
Thiết lập ma trận tổng thể của bài toán ở dạng ma trận Band  
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Ở đây  ma trận tổng thể được lưu trữ ở dạng Band, ví dụ ma trận tổng thể 
không đối xứng, nên lưu trữ cả hai Band (KIJ ≠ K J I ) 
      
 
 
 
      
 
      
 
 
 
 
 
 
  Ta có                KIJ      =     V Ki j                                                    (3.24) 
                Với              i      =      I 
                               j      =      J  -   I   +   1   +   b 
( Nếu ma trận đối xứng chỉ cần lưu trữ một Band, lúc đó j  =  J  -   I   +   1   ) 
Sau đây là thuật toán theo phương pháp khử Gauss, viết cho ma trận Band 
đối xứng, chỉ lưu trữ một Band có chiều rộng  b: 
 
      Ước lượng thuận                                         Thế ngược 
 

 
- Bước 5:  áp đặt các điều kiện biên của bài toán ta sẽ nhận được hệ 

phương trình để giải như sau: 

b 

b
 

n 

n
 

[K]= 
[VK]  n

 

2b+1
1111 

KII KII 

Hình 3.6: Cách lưu trữ ma trận dạng Band 
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Cách áp đặt điều kiện biên  

Sau khi có được ma trận hệ thống ở dạng Band, để việc lập chương trình 
được đơn giản, kích thước ma trận thổng thể của bài toán được cố định khi 
có số điều kiện biên là bất kì. 
Cách làm như sau: 
        Dạng phương trình   [ K ].{ q }      =    { c }                                  (3.25) 
        Nếu ẩn số thứ  i = r  được biết là  αi ,  tức là:  
                              qr =  αi   
thì các hệ số của ma trận hệ thống được biến đổi như sau: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                
                            Krj   =  0                   nếu   j ≠ r             
                            Kir   =  0                   nếu   i  ≠ r                      (3.26) 
                            Krr   =   1 
 
     Vec-tơ vế phải của hệ thống sẽ là: 
              

         { }C     =        































−

−

−

•

•

•

irnn

i

ir

ir

kc

kc

kc

α

α

α

α

M

M

22

11

                                             (3.27) 

 
Cũng có thể đưa điều kiện biên vào bằng cách nhân hệ số trên đường chéo 
chính của ma trận [VK]  với một số rất lớn (từ  108 -  1015), khi ma trận [K] 
có tính chất trội hoặc không xấu (các hệ số kii   là không quá bé so với các hệ 
số khác). 

b 

b
 

1 

n 

n
 

[K]= 
[VK] = n

 

2b+1 

1 

Hình 3.7: Cách áp đặt điều kiện biên  
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- Bước 6:       Giải  hệ phương trình đại số  

 

                                       { }{ } { }***
CqK =                     (3.28) 

Cách giải hệ phương trình ở dạng ma trận (3.28) nầy tuỳ theo từng loại bài 
toán (dừng hoặc không dừng), tính chất của ma trận lưu trữ, cách lưu trữ ma 
trận tổng thể mà chọn cách giải thích hợp; chẳng hạn khử Gauss trực tiếp, 
phép tách LU  hay Cholexski hoặc giải lặp Gauss-seidel có hệ số giảm dư 
hay lặp theo phương pháp gradient liên hợp,… (xem N.T. Hùng, 2000) 

 

8.5   PHƯƠNG PHÁP PHÂN TỬ HỮU HẠN  - Áp dụng trong CƠ VẬT 
RẮN 

Phương pháp PTHH là một phương pháp số có hiệu quả để giải các 
bài toán ứng dụng có điều kiện biên. 

Xấp xỉ ẩn trên miền con Ve (phần tử),  ∑ Ve =  V (miền tính toán). 
Các phần tử nối kết lại các điểm nút. Tại nút chứa ẩn bài toán (còn gọi là bậc 
tự do). 
Phương pháp nầy là chủ đạo trong các bài toán cơ học vật rắn, đặc biệt thích 
hợp cho bài toán có miền xác định phức tạp, điều kiện biên khác nhau. Lập 
trình, tự  động, tính toán dễ dàng và trở nên thông dụng nhờ sự phát triển của 
máy tính điện tử. 

Với bài toán cơ học VẬT RẮN biến dạng & CƠ KẾT CẤU dùng 3 
mô hình: 
+ Mô hình tương thích : Xem chuyển vị là đại lượng cần tìm trước  
+ Mô hình cân bằng     : Xấp xỉ ứng xuất trên từng phân tử, đi tìm ứng suất 
+ Mô hình hỗn hợp      : Xem chuyển vị & ứng suất là hai yếu tố độc lập. 

Hàm xấp xỉ biểu diễn gần đúng dạng phân bố của chuyển vị và ứng 
suất. 

Đối với các bài toán trong cơ học chất lỏng, thường thiết lập bài toán 
theo dạng theo dạng yếu Galerkin - trên từng phần tử (Xem sách chuyên 
khảo của cùng Tác giả). 

 
BÀI TOÁN BIÊN (Bài toán có điều kiện biên) 

Trạng thái ban đầu G, biên của thể tích V là S 
Sau khi có ngoại lực tác dụng nó biến đổi thành trạng thái G’ . 
Hãy tính tại mọi điểm I(x1,x2) những thông số trạng thái như: Chuyển 

vị u, biến dạng ε, ứng suất σ,... 
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Biết liên hệ:  [ε] = [ x

u

∂

∂
] tại 1 điểm 

[σ]=[E].[ε],vớiE:Tínhchấtcủavậtliệu

σ = σs 

I 

x2 

o 
x1 x1 

x2 

u=o 

(V) 
u (S) 

G 
G' 
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PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN (Integral equation) 
Muốn giải bài toán có điều kiện biên như trên, ngoài các liên hệ đã nói 

trên, ta còn cần các phương trình cân bằng. Có 2 cách thiết lập phương trình 
cân bằng: 

• Cách thứ nhất: “Phương trình vi phân + Điều kiện biên” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xây dựng phương trình cân bằng cho một vi phân diện tích [dx1,dx2]              
bao quanh điểm I bất kỳ. 

D{[u],[E]} = 0: Gọi là phương trình vi phân. 
Cộng thêm các điều kiện ràng buộc cho trước trên biên (u=0, σ = σs) 
Trong “Phương pháp sai phân”, sử dụng phương trình cân bằng theo 

cách này  
(để giải người ta chuyển dạng VI PHÂN về dạng SAI PHÂN) 
 

• Cách thứ 2: “ Nguyên lý biến phân - cực tiểu phiếm hàm “ 
Dùng lý thuyết biến phân để xây dựng phương trình cân bằng cho cả 

vùng (V), kể cả biên (S), gọi: Phương trình tích phân và tìm cực tiểu phiếm 
hàm ở dạng tích phân này dΠ = 0; đây chính la ”Phương pháp cân bằng”.  
Giải phương trình này sẽ cho ta lời đáp số của bài toán. 

Trong kết cấu hàm Π gọi thế năng và ở đây sử dụng biến phân về 
chuyển vị. 

 
CÁC PHƯƠNG TRÌNH CƠ BẢN: 

Chuyển vị - biến dạng và ứng suất trong phần tử 

(V) 

O 

dx2

x2 

x 1

(S) 

dx1 

  δ 1+dδ 1 

    δ 2+dδ 2 

    δ 2 

 δ 1 

    τ 12

I 
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Ma trận độ cứng phần tử và vectơ tải phần tử 
 
Ta có:            {u}e = [N]{q}e                                                                              (1) 
 với {q}e chuyển vị nút phần tử. 
Từ liên hệ giữa chuyển vị  {u}e và biến dạng { ε }e ta có: 

         {ε }e = [ eee }q]{B[}q]{N][[}u]{ =∂=∂                (2) 
 trong đó:          [B]=[ ∂ ][N] 

Khi vật liệu tuân theo định luật Hooke ta có: 
               {σ}e = [D]({ ε }e-{ ε

0}e)+{σ0}e                                           (3) 
Trong đó : {σ0}e, { oε }e là ứng suất và biến dạng ban đầu của phần tử. 
Mang (2) vào (3) được:    {σ}e  = [D][B]{q}e  - [D]{ oε }e+{σ0}e               (4) 
Hay:                  {σ}e  = [T]{q }e - [D]{ oε }e+{σ0}e                                    (5) 
Trong đó:   [T] = [D][B] gọi là ma trận tính ứng suất phần tử. 
Từ (1), (2), (5) cho ta biểu diễn chuyển vị, biến dạng và ứng suất trong phần 
tử theo vectơ chuyển vị nút phần tử {q}e. 
Thế năng toàn phần của phần tử: 

     dV}.{}{
2

1
)}u({ e

T

e

V

ee

e

σε=∏ ∫ - dV}u{}g{ e
T

Ve

∫ - dS}u.{}P{ e

T

Se

∫            (6) 

Thế (1), (2), (5) vào (6) được: 

dVqBDBqq e

TT

e

V

ee

e

}]).{][[]([}{
2

1
)}({ ∫=∏  -       

( dV}u{}g{ e
T

Ve

∫ + dSuP e

T

Se

}{}{ .∫ + dVBD
T

e

o

Ve

])][.[}{
2

1
ε∫ - e

T

e

o

V

qdVB

e

}){..}{
2

1
σ∫          

Hay:         )}({ ee q∏  = e

T

eee

T

e PqqKq }.{}{}{][}{
2

1
−                        (7) 

Trong đó: [K]e  = dV]B][D[]B[
eV

T
∫  gọi là ma trận phần tử                              

(8) 

dV}g{]N[}P{ e

V

T
e

e

∫= + dS}P{}N{ e
T

Se

∫ + dVDB e

oT

Ve

)}].{].[[
2

1
ε∫ -

dVB e

oT

Ve

}.{][
2

1
σ∫   (9)     

 {P}    gọi là vectơ tải phần tử. 
Trong đó: {g} là lực khối, {P}tải trọng bề mặt. 
 
GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG VÀ 
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 VECTƠ TẢI TỔNG THỂ 

 Miền V được chia thành ne phần tử (miền con Ve ) bởi R điểm nút. 
Tại 1 nút có S bậc tự do, thì số bậc tự do cả hệ:   n = R.S 
 Gọi { q } là vectơ chuyển vị nút tổng thể. Giả sử mỗi phần tử có r  
nút, thì số bậc tự do của mỗi phần tử là:   ne = r.S. 
 Ta có liên hệ:       {q}e    =   [L]e  .  {q }                                    (10)  
                                            (ne.1)    (ne.n )   (n.1) 
với [L]e gọi là ma trận định vị. 
Sử dụng (7) và (10) ta có thế năng toàn phần của hệ: 

 ]}q{]L.[}P{}q{]L[]K.[]L[}q{
2

1
[ T

e

T

eee

T

e

T
ne

1e

ne

1e
e −=∏= ∑∑∏

==

     

(11) 
 Ap dụng nguyên lý thế năng toàn phần dừng (nguyên lý Lagrange) ta 
sẽ có điều kiện cân bằng của toàn hệ tại các điểm nút: 

 

0
q

.

.

0
q

0
q

0

n

2

1

=
∂

∏∂

=
∂

∏∂

=
∂

∏∂

⇔=∏δ  hay ở dạng ma trận:  { }0
}{

=
∂

∏∂

q
 

Và ta có: 
}q{∂

∏∂
 = [ ee

T

e

ne

1e

]L[]K.[]L[∑
=

].{ q }  - .]L[ T

e

ne

1e

∑
=

{P}e  = {0} 

Viết lại:                   [
−

K ]. }0{}P{}q{ =−
−

                                              (12)                  

Trong đó:    ][K = ee

T

e

ne

e

LKL ].[].[][
1
∑

=

]        gọi là ma trận cứng tổng thể. 

        e

T

e

ne

1e

{P}.]L[}P{ ∑
=

=                gọi là vectơ tải tổng thể. 

Ghi chú: Việc sử dụng ma trận định vị [L]e để tính [ ]K
−

 và }P{
−

, thực chất là 

sắp xếp các phần tử  e]K[ , {P}e vào vị trí của nó trong  [ ]K
−

 và }P{
−

. Tuy 
nhiên trong thực hành ta không dùng cách này. 
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Phép chuyển trục tọa độ 
Ở trên đây đã xây dựng [N], [Ke], {P}e  trong hệ tọa độ thích hợp của mỗi phần tử, 
gọi là hệ tọa độ địa phương (và do đó các bậc tự do của phần tử cũng lấy theo hệ 
tọa độ này). 
Tuy nhiên trong thực tế, thường gặp các kết cấu mà các phần tử khác nhau thì có 
các hệ tọa độ địa phương khác nhau và do đó các bậc tự do của phần tử cũng khác 
nhau về phương. 
Do vậy cần thiết có hệ tọa độ chung cho toàn hệ. 
Gọi (x, y, z) là hệ tọa độ địa phương tương ứng {q}e, {P}e, [K]e  
       (x’, y’, z’) là hệ tọa độ tổng thể tương ứng {q’}e, {P’}e, [K’]e 
Ta có quan hệ: {q}e=[T]e{q’}e    (13) 
      {P}e=[T]e.{P’}e (14) 
[T]e là ma trận biến đổi tọa độ từ (x’, y’, z’)  về ( x, y, z). 

Mặt khác: ∏e=
2

1
{q}T

e[K]e {q}e - {P}T
e{q’}e. Thế (13) vào đây ta được: 

       ∏e=
2

1
{q’}T

e[T]T
e[K]e[T]e {q’}e - {P}T

e[T]e {q’}e 

    hay      ∏e=
2

1
{q’}T

e[K’]e{q’}e - {P’}T
e[T]e {q’}e 

Trong đó: [K’]e=[T]T
e[K]e[T]e và  {P’}e=[T]e {P}e                            (16) 

So sánh 14 và 16 ta thấy [T]T
e [T]e =[J]: Ma trận đơn vị 

Khi [T]e là ma trận vuông thì [T]e
T = [T]e

-1, [T]e là ma trận trực giao  
Tương tự khi áp dụng nguyên lý thế năng toàn phần dùng cho toàn hệ ta được : 

[ ]








=






 −−−

'''
PqK , trong đó : [ ] [ ]∑

=

−

=
ne

e

eKK
1

'' trong hệ tọa độ ( ),, ''' zyx         (17) 

                                [ ] nPPP
ne

e

e









+=






 −

=

−

∑ '

1

''                           (18) 

Ở đây số hạng thứ 2: 
n

P






 −

' trong (18) là véc tơ tải trọng tập trung đặt tại các nút 

tác dụng theo các phương tương ứng của các thành phần trong véc tơ chuyển vị 
nút kết cấu {q’}e, gọi véc tơ tải trọng nút. 
Ghép nối phần tử  hay sử dụng ma trận chỉ số để xấy dựng 

Ma trận độ cứng tổng thể và vectơ tải tổng thể 
Để xác định sự tương ứng của mỗi phần tử thuộc {q}e trong đó { }q  (hoặc {q}e 

trong { }q ). Người ta lập ma trận chỉ số [b] ( còn gọi là ma trận liên hệ Boolean) mà 
giá trị của mỗi thành phần bij chính là chỉ số tổng thể tương ứng bậc tự do thứ j của 
phần tử thứ i. Ma trận chỉ số [b] có số hàng bằng số phần tử của hệ, số cột bằng số 
bậc tự do của một phần tử. 
Ví dụ : 
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Chè sä ú
cuûc bäü 

Pháön tæí

Nuït i Nuït j

1

2

3

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 6

5 6 7 8

 
 

K1,3
(2) gộp thêm => 5,323,21 K)bb(K ≡  

K2,4
(3) gộp thêm => 8,634,32 K)bb(K ≡  

Mỗi thành phần 
e

ijK  của ma trận phần tử  [K]e  sẽ phải gộp thêm vào 

phần tử  n,mK của ma trận tổng thể [
−

K ] với m = bei, n = bej (nhớ là bei, bej là 

các giá trị của phần tử hàng e, cột i và hàng e cột j) của ma trận [b] 
 

             
 
 

 

q 1 

q 2 

q 3 

q 4 
e 

i j 

q 1 q 3 q5 q7 

q 2 q 4 q 6 q 8 
1 2 3 
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Ví dụ:    Tính toán hệ thanh  
1.  Phần tử thanh chịu biến dạng dọc trục 

Đi biểu diễn chuyển vị dọc thanh: 
             U(x) = [N].{q}e  

trong đó:     {q}e  = 
ej

i

ej

i

u

u

q

q









≡








   

Chọn hàm chuyển vị có dạng bậc nhất: 

         [N]  =  [N1   N2] = [(1-
L

x )   
L

x ],  

với biến dạng và ứng suất chỉ có theo 
phương trục ox: 

                            




σ=σ

ε=ε

}{}{

}{}{

x

x  

Ký hiệu:      





=∂

dx

d
][ ,  

                    [D] = [E]    =>   σx  = E.εx 
với     E - modun đàn hồi Young của vật liệu  

D- là ma trận liên hệ giữa ứng suất và biến dạng:    [σ] = [D].{ε} 

Ta có:   [B] = [∂ ].[N] = ]11[
L

1

L

1

L

1

L

x
)

L

x
1(.

dx

d
−=




−
=





−




  

  [K]e = 








−

−
=−







−
=∫ ∫ 11

11
.

L

EF
dx.F].11[

L

1
.E.

1

1

L

1
dV].B].[D.[]B[

Ve

L

0

T  

Trong trường hợp chỉ có lực phân bố dọc trục  p(x) = q, vectơ tải được tính: 
    









=









=















−

=















−

== ∫∫∫ 1

1

2

a.q

1

1

2

L.q
dx.q.

L

x

)
L

x
1(

dx).x(p.

L

x

)
L

x
1(

dx)}.x(p.{]N[}{P
L

0

L

o

L

0

T

e

 
Ma trận tổng thể (có được khi cộng hai phần tử thanh): 

















−+

−

=

1sym

1)11(

11

a

EF
]K[  = 

















−

−

1sym

12

11

a

EF
 

y 

x 

EF 

L = a

L = a

q 

q3 

q2 

q1 
1 

2 
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Vectơ tải trọng nút:  
















=






 −

0

0

R

P
n

,  

Vectơ tải tổng thể: 
























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=
















+




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









+=






 −

2

qa
qa

R
2

qa

0

0

R

1

11

1

2

qa
P  

Ta có hệ phương trình:   








=












 −−−

PqK  được tính cụ thể như sau: 

                   
























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








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
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
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

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
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

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2
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(

q

q

q

1sym

12

011
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EF
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1

 

Điều kiện biên chuyển vị:   0q1 =  

Giải hệ này ta được:                      










=

=

EF

qa

2

4
q

EF

qa
.

2

3
q

2

3

2

2

 

Xác định nội lực:  
dx/dux =ε  

 
 
 

constE xx =ε=σ , 
 lực dọc: 
      Nc = F.σx  = E.F.εx 

 
 
 

N1 = EF.
2

qa3

EF

qa

2

3
0

.
a

1

a

1
EF

dx

du 2

1

=


















−=    

FEM

Chính xác 

3qa2/2EF 

4qa2/2EF 

2qa 

3qa/2 
Chính xác 

FEM 

N 
u 

qa/2 
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N2 =EF.
2

qa

EF

qa

2

4
EF2

qa3

.
a

1

a

1
EF

dx

du
2

2

2

=

























−=  

2. Phần tử thanh trong dàn phẳng 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Trong dàn phẳng xem mỗi mắt dàn là một đỉnh nút, mỗi thanh dàn là 

một phần tử chiụ biến dạng dọc trục: 
                q1  = q’

2i-1lij  +  q’
2i-mij 

                q2  = q’
2j-1lij  +  q’

2j-mij 
Trong đó:  lij, mij  là cosine chỉ phương của trục phần tử (trục x) đối với hệ  
trục tổng thể x’o’y’. 

Ta có:             {q}e { } { }T

e21

T

e21 q,qu,u ≡≡  

   {q’}e { } { }T

j2
'

1j2
'

2
'

1i2
'

T'

jj
''

ii
' q,q,iq,qv,u,v,u −−≡≡  

nên:      {q}e =[T]e.{q’}e trong đó ma trận chuyển trục, 

                           [T]e= 








ijij

ijij

ml00

00ml
 

Vậy ma trận độ cứng trong hệ tọa độ tổng thể: 

y' 

o x' 

x 

y 

e 

q' 
2i-1

= ui'

vi' i=ri' i 

u1 =q1

vi' i =q' 2j 

u2 =q2 

uj' j =q' 2j-1 
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[K’]e =[T]T
e .[K]e.[T] = 



















ij

ij

ij

ij

m0

l0

0m

0l

×








−

−
×

11

11

L

EF
 









ijij

ijij

ml00

00ml
 

Cuối cùng: 
  

           [K’]e  =  
L

EF





















−−

−−

2

ij

ijij

2

ij

2

ijijij

2

ij

ijij

2

ijijij

2

ij

msym

mll

mmlm

mllmll

 

 
Chú ý: 

 lij    = cos(x,x’ )  =
L

xx
'

i

'

j
−

 

 mij  =  cos(x,y’ ) =
L

yy
'

i

'

j −
 

Với:  L = 2
i

'
j

'2
i

'
j

' )yy()xx( −+−  

Theo hình vẽ:  
             lij  =  cos (α ),  mij=sin( α ) 

Nên [T]e =  








αα

αα

sincos00

00sincos
    

Nội lực thanh dàn:   
ex

}q]{B[=ε ,  xx Eε=σ , N  = σx.F = EF.[B].{q}e 

Nên  Ne= EF e

'

e }q{]T][B[ = e

''

e }q]{S[  với: ]S[ '

e =EF[B][Te];   

  ]S[ '

e  = EF. 




−

L

1

L

1
. 









ijij

ijij

ml00

00ml
= [ ]ijijijij mlml

L

EF
−−  

  ]S[ '

e  = [ ]ααα−α− sincossincos
L

EF
 

 
 
 
 
 
 
 

e 

o x' 

y' 

x 
y 

x'i x'j 

y'i 

y'j 

i 

j α
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KHUNG PHẲNG 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Ta có vectơ chuyển vị nút phần tử: 

            { } { } { }T

e4321

T

e2211

e
qqqqvvq =θθ=  

Với góc xoay:    
dx

dv
=θ      

Quan hệ giữa chuyển vị dọc trục u và độ võng v là:        

               U = -y.
dx

dv
 

Trong đó   y  là khoảng cách từ điểm xét tới trục trung hòa.  
Khi đó biến dạng dọc trục: 

o Z 

y 

x 

y
x 

v1 ?q1 

1 

θ1? q2 L,EJ

2  

θ2?q4 

v2 ?q3

y 

B 

A 
y 

X 

u=-y.dv/dx 

v 

A 

B' 

dv/dx 

dv/dx y 
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2

2

x dx

vd
.y

dx

du
−==ε ,  với:  v = [N].{q}e 

Với:    [N] là ma trận hàm dạng 
 [N]  =  [N1   N2    N3    N4] 

Với:  N1(x) = 1-3
3

3

2

2

L

x
2

L

x
+    ,           N2(x) = x.(1-2

2

2

L

x

L

x
+ ) 

         N3(x) = 3.
3

3

2

2

L

x
2

L

x
−                       ,            N4(x) = x.( )

L

x

L

x
2

2

+−  

Viết lại: ee2

2

x }q]{B[}q{
dx

Nd
.y =−=ε    ,    trong đó:     [B]  =  -y ]N[

dx

d
2

2

 

Hay:     [B] = -y 





+

−
−+

−
+

−
)

L

x6

L

2
)(

L

x12

L

6
)(

L

x
6

L

4
)(

L

x
12

L

6
(

232232
 

Ứng suất tại mọi điểm của dầm chịu uốn: xx
.E ε=σ , biểu diễn dạng 

ma trận: {σ} = [D].{ ε } ,  ở đây:   [D] = [E] 
Ma trận phần tử của dầm chịu uốn: [K]e = dX.dF]B[]B[EdV]B][D[]B[

Ve LF

TT

∫ ∫∫=   

Tính cụ thể được: 

[K]e  = 



















−

−

−

2

22

3

Z

L4sym

L612

L2L6L4

L612L612

L

EJ
 ,  

với Jz = ∫
F

2dFy  :  Momen quán tính của mặt cắt ngang đối với trục z. 

Vectơ tải {P}e  tính theo công thức: 

{P}e= i

T

Mi
L

na

1i

nM

1i
i

T

Qi

T M.)]x(
dx

dN
[Q.)]x(N[dx)x(q]N[∫ ∑ ∑

= =

++  

Với q(x): tải trọng phân bố; Qi : Lực tập trung (có hoành độ xQi), Mi : 
Mômen tập trung có hoành độ xMi, nQ, nM số lực tập trung và số mômen tập 
trung. 
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{P}e  =  ∫

































−

=



























+−

−

+−

+−

=

























L

2

2

2

32

3

3

2

2

2

32

3

3

2

2

4

3

2

1

12

qL
2

qL
12

qL
2

qL

qdx

L

x

L

x
L

x2

L

x3
L

x

L

x2
x

L

x
2

L

x3
1

P

P

P

P

     

{P}e=





























+
−

−

+−

+−

==

























2

3

3

3

2

2

2

32

3

3

2

2

T

4

3

2

1

L

a

L

a
L

a2

L

a3
L

a

L

a2
a

L

a2

L

a3
1

.QQ.)]a(N[

P

P

P

P

     

 
Mômen uốn: 

M = EJ. e2

2

2

2

}q]{N[
dx

d
EJ

dx

vd
=  

 

e

'' }q]{N[EJM =  
 

Với: 

[ ]

[ ] ]NNNN[N

]N[
dx

d
N

4
''

3
''

2
''

1
'',,

2

2
,,

=

=
 

 
 

Gọi {M}e=








)2(

)1(

nuttaiM

nuttaiM
   

là mômen uốn tại  
đầu nút phần tử 

{M}e=








2

1

M

M
 

o
x

Y

P3 

P4 

P1 

P2 

Q

Có lực tập trung Q  
đặt ở toạ độ xQ = a  

a

L

L

P1 

P2
i 

Y 

P4

P3

x j 

L?c phân b? 

q 
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{ }

{ }
eee

e''

''

e

}q{]S[M

}q.{
)Lx(N

)0x(N
J.EM

=










=

=
=

  

Vậy:   [S]e=EJ 








−

−−−
=












22

22

3"

"

L4L6L2L6

L2L6L4L6

L

EJ

)]L(N[

)]0(N[  

 
 
Câu hỏi: 
 
1. Trong trường hợp nào hàm dạng đồng nhất với hàm nội suy ?   
2. Nêu đặc tính của hàm dạng ? 
3. Trong phương pháp PTHH bước quan trọng nhất là thiết lập phương trình phần tử 

(hay còn gọi tính ma trận phần tử), vì sao ? 
4. Tại sao trong thực hành lập trình tính toán, người ta không sử dụng ma trận định vị 

để thiết lập ma trận tổng thể ? 
 
Bài tập 

Bài 1: 

Hãy trình bày phương pháp Phần tử hữu hạn Galerkin tổng quát và áp dụng cho 

bài toán một chiều (one dimension 1D) nào đó, do em tự chọn, có số phần tử ne = 

3 ÷ 7, tự cho các phương trình ma trận phần tử (element matrix equations) 

[K]e.{X}={c}e  . Hãy thiết lập hệ phương trình ma trận cho toàn hệ:   Σ [K]e.{X} =  

Σ {c}e   

 
Bài 2: 

Giải phương trình )(
2

2

xf
dx

Td
−=  với chiều dài thanh l = 10cm với điều kiện biên 

T(0,t) = 50, T(10,t) = 100 và hàm phân bố nhiệt độ f(x) = 20, theo phương pháp 
phần tử hữu hạn Galerkin. 
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