
PGS.TS. PHUØNG RAÂN 
TS. NGUYEÃN TIEÁN DUÕNG 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

TOÁI ÖU HOÙA 

xyz = π. 0,3

rot β= zy

z = 0,03

y = 0

x = 1

 
TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC SÖ PHAÏM KYÕ THUAÄT 

TP. HOÀ CHÍ MINH, 2006 



PGS.TS. PHUØNG RAÂN 
TS. NGUYEÃN TIEÁN DUÕNG 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

TOÁI ÖU HOÙA 

xyz = π. 0,3

rot β= zy

z = 0,03

y = 0

x = 1

 
TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC SÖ PHAÏM KYÕ THUAÄT 

TP. HOÀ CHÍ MINH, 2006 



 
 
LÔØI NOÙI ÑAÀU 

 
 “Toái öu hoùa” thuoäc loaïi toaùn öùng duïng. Ñaây laø phaàn 
kieán thöùc khoâng theå thieáu ñoái vôùi ngöôøi laøm vieäc trong caùc 
lónh vöïc öùng duïng khoa hoïc, kyõ thuaät, kinh teá. 

 Taøi lieäu khaùi quaùt giôùi thieäu veà “toái öu hoùa” vaø taäp 
trung ñeà caäp veà “Qui hoaïch tuyeán tính”. 

 Qui hoaïch tuyeán tính laø baøi toaùn toái öu ñaëc tröng giuùp 
giaûi quyeát caùc vaán ñeà kinh teá – kyõ thuaät. Hy voïng qua taøi lieäu 
naøy, ngöôøi hoïc coù theå nghieân cöùu, phaân tích caùc tình huoáng 
thöïc teá, xaùc laäp ñöôïc baøi toaùn höõu ích cho coâng vieäc cuûa mình. 

 Maëc duø taøi lieäu naøy ñaõ ñöôïc söûa chöõa boå xung nhöng  
khoù traùnh khoûi nhöõng sai soùt. Raát mong nhaän ñöôïc nhöõng goùp 
yù cuûa ñoäc giaû ñeå taøi lieäu hoaøn chænh hôn. 

Tp.HCM, 12-2006 
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I. NHÖÕNG KHAÙI NIEÄM CÔ BAÛN VEÀ   

TOÁI ÖU HOÙA 
 

I.1. Ñònh nghóa vaø yù nghóa caùc thuaät ngöõ
1. Toái öu: laø toát nhaát. 

Khaùi nieäm naøy haøm chöùa keát quaû so saùnh, löïa choïn. Töùc 
laø trong moät taäp hôïp caùc söï kieän, caùc söï vaät, caùc hieän töôïng 
cuøng trong moät phaïm vi ñieàu kieän nhö nhau (cuøng ñieàu kieän 
raøng buoäc), döïa vaøo moät tieâu chí caàn ñaït naøo ñoù (goïi laø muïc 
tieâu), ta choïn ra moät söï kieän, söï vaät hoaëc hieän töôïng ñaït ñöôïc 
muïc tieâu cao nhaát. Luùc naøy ta noùi: Söï kieän, söï vaät hoaëc hieän 
töôïng ñöôïc choïn ra ñoù laø toát nhaát (toái öu). 

Töø khaùi nieäm treân ta coù nhaän xeùt: 

- Soá löôïng söï kieän, söï vaät, hieän töôïng trong taäp hôïp 
duøng ñeå so saùnh caøng lôùn thì tính ñaïi dieän toát nhaát caøng cao. 

- Taäp hôïp caùc ñieàu kieän raøng buoäc taïo neân mieàn giôùi 
haïn phaïm vi so saùnh, löïa choïn – ta thöôøng goïi laø mieàn cho 
pheùp. 

2. Toái öu hoùa:  laø laøm cho toát nhaát. 

Khaùi nieäm naøy chæ roõ: Ñeå coù ñöôïc keát quaû toát nhaát caàn 
coù söï taùc ñoäng, ñieàu khieån töø beân ngoaøi. 

Thöïc teá cho thaáy: moïi söï kieän, söï vaät, hieän töôïng trong 
phaïm vi cuï theå naøo ñoù ñeàu dieãn bieán döôùi söï chi phoái cuûa 
nhieàu yeáu toá aûnh höôûng khaùc nhau. Neáu bieát ñöôïc qui luaät chi 
phoái cuûa caùc yeáu toá ñeán söï kieän, söï vaät, hieän töôïng thì ta seõ 
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ñieàu khieån qui luaät chi phoái ñeå nhaän ñöôïc keát quaû mong 
muoán moät caùch toát nhaát. 

Töø khaùi nieäm naøy ñeå laøm cho toát nhaát ta caàn xaùc ñònh: 

− Muïc tieâu mong ñôïi cuûa söï vaät, söï kieän, hieän töôïng 
maø ta quan taâm. 

− Caùc yeáu toá chi phoái ñeán muïc tieâu ta mong ñôïi vaø qui 
luaät chi phoái. 

− Phaïm vi dieãn bieán cuûa söï vaät, söï kieän, hieän töôïng ta 
khaûo saùt. 

3. Baøi toaùn toái öu

Khi tieán haønh laäp keá hoaïch saûn xuaát; khi thieát keá saûn 
phaåm, coâng trình hoaëc heä thoáng; khi ñieàu khieån caùc quaù trình, 
neáu bieát döïa treân nguyeân lyù cöïc trò ta seõ khoâng chæ ñaït ñöôïc 
nhöõng muïc tieâu veà kyõ thuaät maø coøn ñaït ñöôïc hieäu quaû kinh teá 
cao. 

Coâng cuï toaùn hoïc giuùp ta giaûi quyeát dung hoøa maâu 
thuaãn giöõa yeâu caàu kyõ thuaät vaø hieäu quaû kinh teá chính laø baøi 
toaùn toái öu hay coøn goïi laø qui hoaïch toaùn hoïc. 

Baøi toaùn toái öu toång quaùt ñöôïc phaùt bieåu nhö sau: 

Cöïc ñaïi hoùa (cöïc tieåu hoùa) haøm:  

f(x) → max (min)    (1-1) 

Thoûa vôùi caùc ñieàu kieän: 

ii b)x(g
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=
≤

 ,  i = 1, … , m   (1-2) 
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x∈ X ⊂ Rn      (1-3) 

Baøi toaùn treân ñöôïc goïi laø qui hoaïch. Trong ñoù: 

• f(x) goïi laø haøm muïc tieâu 

• Caùc haøm gi (x), i=1:m goïi laø haøm raøng buoäc. Moãi 
ñaúng thöùc hoaëc baát ñaúng thöùc trong heä (1-2) goïi laø moät raøng 
buoäc. 

• Taäp hôïp  D = {x∈X⏐gi(x)  i=1:m} goïi laø mieàn 

raøng buoäc (hay mieàn chaáp nhaän ñöôïc, mieàn cho pheùp). 

ib
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=
≤

• Moãi ñieåm x(x1, x2…, xn)∈D goïi laø moät phöông aùn 
(hay moät nghieäm, moät lôøi giaûi chaáp nhaän ñöôïc). 

• Moät phöông aùn x*∈D laøm cho haøm muïc tieâu f(x) ñaït 
max (hoaëc min), cuï theå laø: 

f(x*) ≥ f(x), ∀x∈D (ñoái vôùi baøi toaùn Max) 

f(x*) ≤ f(x), ∀x∈D (ñoái vôùi baøi toaùn Min) 

ñöôïc goïi laø phöông aùn toái öu (lôøi giaûi toái öu), khi ñoù f(x*) goïi 
laø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn. 

4. Phaân loaïi baøi toaùn toái öu

Vôùi ñònh nghóa baøi toaùn toái öu nhö treân ta coù theå suy ra 
phöông phaùp toång quaùt ñeå giaûi baøi toaùn laø phöông phaùp duyeät 
toaøn boä. Baûn chaát phöông phaùp naøy laø: tìm giaù trò cuûa haøm 
muïc tieâu f(x) treân taát caû caùc phöông aùn, sau ñoù so saùnh caùc 
giaù trò tính ñöôïc ñeå tìm ra giaù trò toái öu vaø phöông aùn toái öu 
cuûa baøi toaùn. 
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Tuy nhieân ta deã daøng nhaän thaáy raèng: trong taäp D goàm 
moät soá raát lôùn caùc phaàn töû, thaäm chí khoâng ñeám ñöôïc. Vì vaäy, 
thöïc teá phöông phaùp duyeät toaøn boä laø khoâng khaû thi. 

Ñeå khaéc phuïc khoù khaên treân, caàn coù nhöõng nghieân cöùu 
veà maët lyù thuyeát ñeå coù theå taùch töø baøi toaùn toång quaùt thaønh 
nhöõng lôùp baøi toaùn ñeå giaûi. Thöôøng nhöõng nghieân cöùu naøy laø 
nghieân cöùu caùc tính chaát cuûa caùc thaønh phaàn caáu thaønh baøi 
toaùn (nhö haøm muïc tieâu, caùc haøm raøng buoäc, caùc bieán soá, 
tham soá); caùc ñieàu kieän toàn taïi lôøi giaûi; caùc ñieàu kieän caàn vaø 
ñuû cuûa cöïc trò; tính chaát cuûa caùc ñoái töôïng nghieân cöùu khaûo 
saùt. 

Thoâng thöôøng döïa vaøo tính chaát caùc thaønh phaàn cuûa baøi 
toaùn  vaø ñoái töôïng nghieân cöùu ñeå phaân loaïi caùc baøi toaùn, 
ngöôøi ta phaân ra: 

• Qui hoaïch phi tuyeán (QHPT): Neáu haøm muïc tieâu 
f(x) hoaëc coù ít nhaát moät trong caùc haøm raøng buoäc gi(x) laø phi 
tuyeán, hoaëc caû f(x) vaø moät haøm gi(x) cuøng laø phi tuyeán. 

• Qui hoaïch tuyeán tính (QHTT): Baøi toaùn toái öu ñöôïc 
goïi laø QHTT neáu haøm muïc tieâu f(x) vaø taát caû caùc haøm raøng 
buoäc gi(x), i=1:m laø tuyeán tính. 

• Qui hoaïch ñoäng (QHÑ): Baøi toaùn toái öu ñöôïc goïi laø 
qui hoaïch ñoäng neáu ñoái töôïng xeùt laø caùc quaù trình coù nhieàu 
giai ñoaïn noùi chung, hay caùc quaù trình phaùt trieån theo thôøi 
gian noùi rieâng. 

• Qui hoaïch tham soá (QHTS): Baøi toaùn toái öu ñöôïc 
goïi laø qui hoaïch tham soá neáu caùc heä soá trong bieåu thöùc cuûa 
haøm muïc tieâu vaø caùc raøng buoäc phuï thuoäc vaøo tham soù. 
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• Qui hoaïch rôøi raïc (QHRR): Baøi toaùn toái öu ñöôïc 
goïi laø QHRR neáu mieàn raøng buoäc D laø taäp hôïp rôøi raïc. Trong 
tröôøng hôïp rieâng khi caùc bieán chæ nhaän giaù trò nguyeân thì ta coù 
qui hoaïch nguyeân. Tröôøng hôïp qui hoaïch nguyeân maø bieán chæ 
nhaän giaù trò 0 hay 1 goïi laø qui hoaïch bieán Boole. 

• Qui hoaïch ña muïc tieâu (QHÑMT): Neáu treân cuøng 
moät mieàn raøng buoäc ta xeùt ñoàng thôøi caùc haøm muïc tieâu khaùc 
nhau. 

Trong caùc lónh vöïc kinh teá kyõ thuaät thì QHPT, QHTT vaø 
QHÑ laø nhöõng baøi toaùn thöôøng gaëp. Ñaëc bieät baøi toaùn qui 
hoaïch tuyeán tính laø baøi toaùn thoâng duïng ñaõ ñöôïc nghieân cöùu 
kyõ caû lyù thuyeát laãn phöông phaùp giaûi. 

I.2. Moät soá khaùi nieäm veà giaûi tích loài vaø ñaïi soá 
laøm cô sôû nghieân cöùu toái öu hoùa. 

I.2.1 Moät soá khaùi nieäm giaûi tích loài

<1>  Khoâng gian Euclic

• Moät vectô n chieàu laø moät heä goàm n soá thöïc  x = (x1, 
x2, … , xn). Caùc xi, i = 1,…,n goïi laø caùc thaønh phaàn cuûa vectô. 

• Hai vectô x vaø y goïi laø baèng nhau x = y neáu  xi = yi, 
∀i. 

• Coù ñònh nghóa caùc pheùp toaùn treân caùc vectô nhö sau: 

  - Taäp hôïp taát caû caùc vectô n chieàu xaùc laäp pheùp coäng 
vectô: x + y  = (x1+y1, x2+y2, … , xn+yn) 

  - Nhaân moät soá thöïc vôùi vectô goïi laø khoâng gian tuyeán 
tính n chieàu: αn = (αx1 + αx2 + … + αxn), kyù hieäu laø Rn. 

  - Caùc vectô x, y, z, … , v∈Rn ñöôïc goïi laø ñoäc laäp tuyeán 
tính neáu: αx + βy + γz +…+ φv=0→α = β = γ =…= φ = 0 
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  - Neáu x = λy + µz + … + ρv thì x laø toå hôïp tuyeán tính 
cuûa y, z vaø v. 

 - Trong Rn coù n vectô ñoäc laäp tuyeán tính laäp thaønh cô 
sôû cuûa noù. Giaû söû c1, c2, …, cn laø moät cô sôû cuûa Rn thì baát kyø 
moät vectô x∈Rn ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc vectô c1, 
c2,…, cn. 

 - Ta goïi tích voâ höôùng cuûa hai vectô: 

x = (x1, x2, …, xn) 

y = (y1, y2, …, yn) 

Kyù hieäu laø : < x, y > laø moät soá baèng: 

< x, y > =  ∑
=

n

1i
ii yx

• Ta caàn chuù yù ñeán tính chaát cuûa tích voâ höôùng: 

1) Tính chaát giao hoaùn:  

< x, y >  = < y, x > 

2) Tính chaát phaân phoái ñoái vôùi pheùp coäng :  

< x1 + x2 , y > =  < x1, y > + < x2, y > 

3) < λx, y > = λ < x , y > 

4) < x, x > ≥ 0, daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x = 0. 

• Ñoä daøi cuûa moät vectô x = (x1, x2, … , xn) laø moät soá 
thöïc khoâng aâm. 

⏐x⏐= ∑
=

=><
n

1i

2
ixxx,  

• Khoâng gian vectô trong ñoù döïa vaøo pheùp toaùn tích voâ 
höôùng, vaø do ñoù ñöa vaøo khoaûng caùch goïi laø khoâng gian 
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Euclid. Khoaûng caùch giöõa hai vectô x vaø y laø moät soá xaùc ñònh 
bôûi: 

dis(x,y)=⏐x - y⏐= ( )∑
=

−
n

1i

2
ii yx  

<2> Khaùi nieäm ñöôøng thaúng, ñoaïn thaúng, sieâu phaúng

*  Cho hai ñieåm a, b ∈ Rn: 

-  Ta goïi ñöôøng thaúng qua a, b laø taäp hôïp ñieåm coù 
daïng: 

  ⎨x∈Rn⏐x=λa + (1-λ)b, λ∈R⎬ 

-    Neáu 0 ≤ λ ≤ 1 thì ta coù ñoaïn thaúng [a,b]. 

*  Trong khoâng gian hai chieàu, phöông trình baäc nhaát  
ax + by = c xaùc ñònh moät ñöôøng thaúng, baát phöông trình  
ax+by ≤ c xaùc ñònh moät nöûa maët phaúng. 

*   Trong khoâng gian ba chieàu, moät phöông trình baäc 
nhaát ax+by+cz = d xaùc ñònh moät maët phaúng; moät baát phöông 
trình ax+by+cz ≤ d xaùc ñònh moät nöûa khoâng gian. 

*   Ta coù theå suy roäng keát quaû treân cho khoâng gian n 
chieàu: taäp hôïp taát caû caùc ñieåm trong khoâng gian n chieàu thoûa 
maõn phöông trình baäc nhaát: a1x1 + a2x2 + …+ anxn = α  laø moät 
sieâu phaúng. Moät baát phöông trình: a1x1 + a2x2 + … + anxn ≤ α 
xaùc ñònh moät nöûa khoâng gian. 

<3> Taäp loài

*  Taäp X ⊂ Rn ñöôïc goïi laø loài  neáu cuøng vôùi vieäc chöùa 
hai ñieåm x, y noù chöùa caû ñoaïn thaúng noái hai ñieåm aáy, töùc laø 
chöùa taát caû caùc ñieåm coù daïng: 

λx + (1-λ)y , 0 ≤ λ≤ 1 
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Ví duï:  Khoâng gian Euclid, caùc nöûa khoâng gian, maët 
phaúng, nöûa maët phaúng, hình chöõ nhaät, hình vuoâng, hình elip, 
hình hoäp. 
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            d)

Ghi chuù :    -   Hình a, b, c  laø caùc taäp loài. 
 -   Hình d, e  laø caùc taäp khoâng loài. 

*   Caùc ñònh lyù vaø heä quaû lieân quan ñeán taäp loài

Ñònh lyù 1: Giao cuûa hai taäp loài laø moät taäp loài. 

Heä quaû 1: Giao cuûa moät soá baát kyø taäp hôïp loài laø taäp loài. 

Heä quaû 2: Mieàn chöùa nghieäm cuûa heä baát phöông trình 
tuyeán tính daïng: 

  a11x1 + a12x2 + … + a1nxn    ≤  b1

  a21x1 + a22x2 + … + a2nxn    ≤  b2

……… ………………………… 

  am1x1 + am2x2 + … + amnxn  ≤  bm 

laø moät taäp loài – Ngöôøi ta goïi laø moät taäp loài ña dieän. 
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Ñònh lyù 2: Moät taäp loài ña dieän ñoùng X coù ít nhaát moät 
ñænh (coù theå khoâng giôùi noäi) ñöôïc  bieåu dieãn bôûi taäp hôïp taát caû 
nhöõng ñieåm coù daïng: 

∑∑
∈∈

+=
Jj

j
j

Ii

i
i gµdλx  

 Trong ñoù:   λi ≥ 0 ;  ∑
∈

=λ
Ii

i 1 , µj ≥ 0 

Coøn di vôùi i ∈ I laø caùc ñænh cuûa X, gj vôùi j∈J laø phöông 
caùc caïnh voâ haïn cuûa X. Neáu X giôùi noäi thì trong bieåu dieãn chæ 
coøn laïi toång thöù nhaát (bieåu dieãn moät ñieåm x∈X qua caùc ñænh 
cuûa noù). 

I.2.2. Moät soá khaùi nieäm töø ñaïi soá

<1> Ma traän

Ma traän laø moät baûng chöõ  nhaät goàm m×n soá saép thaønh m 
haøng vaø n coät coù daïng: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mn2m1m

n22221

n11211

a...aa
.....

a...aa
a...aa

A  

 
 vaø ñöôïc kyù hieäu: A = (aij)m×n laø ma traän coù kích thöôùc  

m × n. 
• Ma traän coù soá haøng baèng soá coät (m = n) goïi laø ma 

traän vuoâng vaø goïi laø ma traän coù caáp n. 
• Ma traän maø caùc coät cuûa noù laø caùc haøng töông öùng cuûa 

ma traän ban ñaàu A goïi laø ma traän chuyeån vò cuûa A, kyù hieäu 
A’. 
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• Ma traän chæ coù moät coät goïi laø vectô coät. 
• Ma traän chæ coù moät haøng goïi laø vectô haøng. 
• Ma traän vuoâng coù daïng: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

α

α
α

=

n

2

1

...00

.....
0...0
0...0

A  

goïi laø ma traän ñöôøng cheùo. 

• Neáu ma traän ñöôøng cheùo coù αi = 1, i = 1:n thì goïi laø 
ma traän ñôn vò, thöôøng ñöôïc kyù hieäu laø E hoaëc I. 

• Hai ma traän ñöôïc goïi laø baèng nhau neáu chuùng coù 
cuøng kích thöôùc vaø caùc phaàn töû töông öùng baèng nhau. 

• Muoán nhaân ma traän vôùi moät haèng soá α, ta nhaân moãi 
phaàn töû cuûa ma traän vôùi soá ñoù: 

αA = (αaij)m×n

• Toång cuûa hai ma traän A vaø B coù cuøng kích thöôùc laø 
moät ma traän C maø moãi phaàn töû cuûa noù baèng toång caùc phaàn töû 
töông öùng cuûa ma traän A vaø ma traän B. 

cij = aij + bij ; ∀i, j 

• Ma traän A nhaân ñöôïc vôùi ma traän B chæ trong tröôøng 
hôïp soá coät cuûa ma traän A baèng soá haøng cuûa ma traän B, töùc laø: 

A = (aij)m×n , B = (bjk)n×l , c = (ck)m×l

∑
=

=
n

1j
jkijik bac , i=1:m , k=1:l 
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<2> Ñònh thöùc

*  Ta goïi ñònh thöùc caáp hai töông öùng vôùi ma traän 
vuoâng caáp hai; kyù hieäu: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−==∆  

*  Ta goïi ñònh thöùc caáp ba töông öùng vôùi ma traän vuoâng 
caáp ba; kyù hieäu: 

 
 
   322113332312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

+−==∆

322311332112312213 aaaaaaaaa −−− 
 
Caùch tính cuûa ñònh thöùc caáp ba ñöôïc moâ taû baèng qui taéc 

Xarut nhö sau: ba soá haïng ñaàu ñöôïc thieát laäp song song vôùi 
ñöôøng cheùo chính, ba soá haïng sau ñöôïc thieát laäp song song 
vôùi ñöôøng cheùo phuï. 

*  Caùc tính chaát cuûa ñònh thöùc: 
Tính chaát 1: Ñònh thöùc khoâng thay ñoåi khi ta thay ñoåi 

haøng thaønh coät, coät thaønh haøng. (chuyeån vò) 
Tính chaát 2: Neáu ñoåi choã hai coät (hai haøng) cho nhau thì 

ñònh thöùc ñoåi daáu. 
Tính chaát 3: Thöøa soá chung cuûa moät coät coù theå ñöa ra 

ngoaøi daáu cuûa ñònh thöùc. 
Tính chaát 4: Neáu caùc phaàn töû cuûa moät coät (hay haøng) tyû 

leä vôùi caùc phaàn töû töông öùng cuûa coät khaùc (haøng khaùc) thì 
ñònh thöùc baèng 0. 
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Tính chaát 5: Neáu moãi phaàn töû cuûa moät coät coù theå taùch 
thaønh toång cuûa hai soá thì ñònh thöùc ñoù cuõng taùch thaønh toång 
cuûa hai ñònh thöùc töông öùng. 

Tính chaát 6: Ñònh thöùc seõ khoâng ñoåi neáu coäng theâm vaøo 
caùc phaàn töû cuûa moät coät (haøng) naøo ñoù caùc phaàn töû cuûa coät 
khaùc (haøng khaùc) ñaõ nhaân vôùi moät haèng soá. 

*   Ñeå tính ñònh thöùc caáp cao (n≥4) ta phaûi söû duïng khaùi 
nieäm phaàn phuï ñaïi soá vaø khai trieån ñònh thöùc theo moät coät 
(hay moät haøng). 

Ñònh thöùc öùng vôùi ma traän vuoâng caáp n ñöôïc goïi laø ñònh 
thöùc caáp n: 

nnnjn

iniji

nj

a...a...a
.........
..........
.........

a...a...a
.........
.........
.........

a...a...a

1

1

1111

=∆  

Ñònh thöùc caáp (n-1) coù töø ñònh thöùc caáp n baèng caùch boû 
ñi haøng i vaø coät j ñöôïc goïi laø ñònh thöùc con öùng vôùi phaàn töû aij 
cuûa ñònh thöùc ∆ vaø ñöôïc kyù hieäu laø Mij. 

Ñònh nghóa: 

Phaàn phuï ñaïi soá öùng vôùi phaàn töû aij, kyù hieäu laø Aij laø 
ñònh thöùc con Mij keøm theo daáu (+) neáu toång caùc chæ soá (i+j) 
laø chaün, keøm theo daáu (-) neáu toång (i+j) laø leû.  
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Ví duï: Aij =  (-1)i+jMij. 
Ñònh thöùc caáp n coù theå khai trieån theo coät j döôùi daïng: 

njnjj2j2j1j1 Aa...AaAa +++=∆  

hoaëc theo haøng i: 
inin2i2i1i1i Aa...AaAa +++=∆  

<3> Ma traän nghòch ñaûo, haïng cuûa ma traän
*  Ma traän vuoâng A ñöôïc goïi laø khoâng suy bieán neáu noù 

coù ñònh thöùc ∆ ≠ 0, ngöôïc laïi A goïi laø suy bieán. 
*  Ñoái vôùi moãi ma traän A khoâng suy bieán seõ toàn taïi moät 

ma traän (kyù hieäu laø A-1) thoûa maõn ñieàu kieän: 
A-1A = AA-1 = E 

Goïi laø ma traän nghòch ñaûo cuûa ma traän A. Ma traän A-1 
coù daïng: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∆
=−

nnn2n1

2n2212

1n1211

1

A...AA
......

A...AA
A...AA

1A  

Trong ñoù Aij laø phaàn phuï ñaïi soá cuûa aij. 
*  Xeùt ma traän A=(aij)m×n. Töø ma traän A laáy ra k haøng 

vaø k coät baát kyø vôùi k ≤ min⎨m,n⎬ thì nhöõng phaàn töû chung cuûa 
k haøng vaø k coät ñoù taïo thaønh moät ma traän vuoâng. Ñònh thöùc 
öùng vôùi ma traän vuoâng ñoù goïi laø ñònh thöùc con caáp k cuûa ma 
traän A. 

Ñònh nghóa: 
Caáp cao nhaát cuûa ñònh thöùc con khaùc 0 cuûa ma traän A 

goïi laø haïng cuûa ma traän A, kyù hieäu laø r(A). 

Ta deã daøng thaáy:  0 < r(A) ≤ min ⎨m,n⎬. 
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*  Haïng cuûa ma traän khoâng ñoåi neáu ta thöïc hieän caùc 
pheùp: 

- Ñoåi coät thaønh haøng, haøng thaønh coät. 

- Ñoåi choã 2 haøng (hoaëc 2 coät) cho nhau. 

- Nhaân caùc phaàn töû cuûa cuøng moät haøng (moät coät) cuøng 
vôùi moät soá khaùc 0. 

- Coäng vaøo moät haøng (coät) caùc phaàn töû töông öùng cuûa 
haøng (coät) khaùc ñaõ ñöôïc nhaân vôùi moät soá. 

- Theâm hoaëc bôùt ñi moät haøng (coät) laø toå hôïp tuyeán 
tính cuûa caùc haøng (coät) khaùc. Trong tröôøng hôïp rieâng laø theâm 
hoaëc bôùt ñi moät haøng (coät) goàm toaøn soá 0. 

- Caùch tính haïng ma traän: neáu moät ñònh thöùc caáp k 
naøo ñoù cuûa ma traän A khaùc 0 maø caùc ñònh thöùc caáp (k+1) chöùa 
noù ñeàu baèng 0 thì r(A) = k. 

<4> Heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính

*   Daïng ñôn giaûn cuûa heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính 
laø:   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

+++

+++
+++

m

2

1

nmn22m11m

nn2222121

nn1212111

b
.

b
b

.
xa.xaxa

.......
xa.xaxa
xa.xaxa

 

Heä naøy vieát döôùi daïng ma traän Ax = b 

Heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính ñöôïc phaân bieät: 

- Khoâng thuaàn nhaát: neáu coù ít nhaát moät soá bi ≠ 0. 

- Thuaàn nhaát: neáu coù taát caû caùc soá bi ñeàu baèng 0:       
bi = 0, ∀i. 
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- Töông thích: neáu heä coù ít nhaát moät nghieäm, töùc laø 
toàn taïi moät boä giaù trò x1, x2,…, xn thoûa maõn heä phöông trình. 

- Khoâng töông thích: neáu heä khoâng coù moät nghieäm 
naøo. 

- Xaùc ñònh: Neáu heä chæ coù moät nghieäm duy nhaát. 

- Baát ñònh: neáu heä toàn taïi quaù moät nghieäm. 

*   Khi giaûi heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính, coù theå 
xaûy ra hai tröôøng hôïp: m = n vaø m≠n. 

a) Tröôøng hôïp m = n  

Giaû söû ma traän A khoâng suy bieán (töùc laø toàn taïi ma traän 
nghòch ñaûo A-1). Ta coù: 

A-1Ax = A-1b 

Bôûi vì: A-1A = E vaø nhaân baát cöù ma traän naøo vôùi E seõ 
ñöôïc ñuùng ma traän ñoù neân x=A-1b vaø ta coù coâng thöùc Crame 
tính nghieäm duy nhaát: 

∆
∆

= i
ix ,  i= 1, … , n 

Trong ñoù ∆i ñöôïc thieát laäp töø ∆ cuûa ma traän A baèng caùch 
thay coät i bôûi moät soá haïng töï do. 

b)  Tröôøng hôïp m ≠ n

*  Sau khi theâm moät coät caùc soá haïng töï do b vaøo ma traän 
A ta laäp ñöôïc ma traän môû roäng B: 
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mmn2m1m

2n22221

1n11211

ba...aa
.......

ba...aa
ba...aa

B =  

* Ta caàn quan taâm hai ñònh lyù quan troïng sau ñaây: 

Ñònh lyù 1: (Ñònh lyù Croâneke – Capeli) 

Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå heä phöông trình tuyeán tính coù 
nghieäm laø:  r(A) = r(B) 

- Neáu r(A) = r(B) = n thì heä coù nghieäm duy nhaát. 

- Neáu r(A) = r(B) < n thì heä coù voâ soá nghieäm. 

- Neáu r(A) = r(B) > n thì heä khoâng töông thích. 

Ñònh lyù 2

- Neáu r(A) = n thì nghieäm thuaàn nhaát chæ coù nghieäm 
taàm thöôøng (***) 

- Neáu r(A) < n thì heä thuaàn nhaát coù voâ soá nghieäm, do 
ñoù ngoaøi nghieäm taàm thöôøng coøn coù nghieäm khoâng taàm 
thöôøng. 

(***)  Giaûi thích nghieäm taàm thöôøng: 

 Xeùt heä phöông trình thuaàn nhaát : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0xa...xaxa
...........
0xa...xaxa
0xa...xaxa

nmn22m11m

nn2221121

nn1212111

 

Heä naøy luoân luoân töông thích vì noù coù nghieäm taàm 
thöôøng laø x1= x2 = x3=…= xn= 0 
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II. QUI  HOAÏCH TUYEÁN TÍNH

(QHTT) 
 

II.1. Nhöõng tình huoáng thöïc teá daãn ñeán baøi toaùn 
QHTT 

1. Baøi toaùn laäp keá hoaïch 

 Moät xí nghieäp muoán saûn xuaát 2 loaïi saûn phaåm S1 vaø S2 
baèng 3 loaïi nguyeân lieäu N1, N2, N3. Suaát chi phí nguyeân lieäu 
ñeå saûn xuaát caùc saûn phaåm ñöôïc thoáng keâ theo baûng sau: 

 
 S1 S2

         N1 2 1 

         N2 1 2 

         N3  0 1 

Nguyeân lieäu

Saûn phaåm

 
Soá lieäu trong baûng coù nghóa laø: 

- Ñeå saûn xuaát moät ñôn vò saûn phaåm S1 caàn duøng 2 ñôn vò 
nguyeân lieäu N1 vaø 1 ñôn vò N2. 

- Ñeå saûn xuaát moät ñôn vò saûn phaåm S2 caàn duøng 1 ñôn vò 
nguyeân lieäu N1, 2 ñôn vò N2  vaø 1 ñôn vò N3. 

- Ñeå baûo ñaûm saûn xuaát lieân tuïc, xí nghieäp döï tröõ 8 ñôn 
vò nguyeân lieäu N1, 7 ñôn vò nguyeân lieäu N2, 3 ñôn vò nguyeân 
lieäu N3. 
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Theo thò tröôøng: tieàn laõi treân 1 ñôn vò saûn phaåm S1 laø 4 
trieäu ñoàng, tieàn laõi treân 1 ñôn vò saûn phaåm S2 laø 5 trieäu ñoàng. 

Yeâu caàu: Laäp keá hoaïch saûn xuaát (soá löôïng saûn phaåm S1 
vaø S2) sao cho xí nghieäp thu tieàn laõi lôùn nhaát vôùi nhöõng haïn 
cheá veà nguyeân lieäu nhö treân. 

Phaân tích moâ hình toaùn hoïc

Goïi x1 laø soá löôïng saûn phaåm S1, x2 laø soá löôïng saûn phaåm 
S2. Nhö vaäy tieàn laõi thu ñöôïc töø saûn xuaát 2 loaïi saûn phaåm S1 
vaø S2 seõ laø 4x1+5x2. Mong muoán laõi suaát laø lôùn nhaát, ta coù theå 
bieåu dieãn: 

f(x) =  4x1+5x2   max 

Töø baûng chi phí nguyeân lieäu vaø soá löôïng döï tröõ nguyeân 
lieäu cuûa xí nghieäp ta coù: 

+ Nguyeân lieäu N1 duøng cho saûn xuaát S1 vaø S2  laø 2x1+x2, 
löôïng nguyeân lieäu naøy khoâng theå vöôït quaù löôïng döï tröõ ñöôïc 
cuûa xí nghieäp, töùc laø:  

2x1+x2 ≤ 8 

+ Nguyeân lieäu N2 duøng cho saûn xuaát S1 vaø S2  laø x1+2x2, 
löôïng nguyeân lieäu naøy khoâng theå vöôït quaù löôïng döï tröõ ñöôïc 
cuûa xí nghieäp, töùc laø:  

x1+2x2 ≤ 7 

+ Töông töï phaân tích nhö vaäy cho loaïi nguyeân lieäu N3, 
ta coù: 

x2 ≤ 3 

+ Taát nhieân x1,x2 soá löôïng saûn phaåm S1 vaø S2, do ñoù: 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
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Toång hôïp caùc phaân tích treân ta coù moâ hình baøi toaùn: 

  <1> max5x4xf(x) 21 →+=  

  <2>  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≤+
≤+

3x
72xx
8x2x

2

21

21

  <3>  0x0,x 21 ≥≥

ÔÛ baøi toaùn naøy ngöôøi ta goïi: 

<1> laø haøm muïc tieâu, thöôøng kyù hieäu laø f(x), Z. 

<2> laø caùc raøng buoäc cô baûn. 

<3> laø caùc raøng buoäc phuï (raøng buoäc veà caùc daáu cuûa caùc 
bieán). 

Toång quaùt hoùa baøi toaùn laäp keá hoaïch toái öu:

- Töø tình huoáng cuï theå treân, ta coù theå toång quaùt hoùa nhö 
sau: 

Giaû söû moät ñôn vò (hoaëc caù nhaân) muoán saûn xuaát n loaïi 
saûn phaåm (S1, S2,…, Sn) baèng caùch söû duïng m loaïi nguyeân lieäu 
khaùc nhau (N1, N2,…, Nm). 

Ta ñaët caùc kyù hieäu sau: 

 xj: laø löôïng saûn phaåm caùc loaïi (j = 1 : n). 

 cj: laø tieàn laõi treân 1 ñôn vò saûn phaåm. 

 aij: laø suaát chi phí nguyeân lieäu loaïi i ñeå saûn xuaát ra 
1 ñôn vò saûn phaåm loaïi j (ñ/saûn phaåm). 

 bi: laø löôïng döï tröõ caùc loaïi nguyeân lieäu (i = 1 : m)         
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Trong nhöõng ñieàu kieän ñaõ cho nhö treân, yeâu caàu: haõy 
xaùc ñònh giaù trò xj (j = 1:n) sao cho toång tieàn laõi laø lôùn nhaát 
trong ñieàu kieän nguyeân lieäu ñang coù: moâ hình baøi toaùn coù 
daïng toång quaùt nhö sau:  

 <1>      f(x) =  ∑
=

→
n

1j
jj maxxc

 <2>      ∑
=

==≤
n

1j
ijij n:1in,:1j,bxa

 <3>      n:1j0,x j =≥  

2. Baøi toaùn vaän taûi 

Coù m kho haøng cuøng chöùa moät loaïi haøng hoùa (ñöôïc 
ñaùnh soá i= 1:m), löôïng haøng hoùa ôû kho thöù i ñöôïc kí hieäu laø ai  
i= 1:m. Coù n ñòa ñieåm nhaän tieâu thuï haøng hoùa treân (ñöôïc ñaùnh 
soá j = 1:n), vôùi nhu caàu tieâu thuï ôû ñòa ñieåm j ñöôïc kí hieäu laø bj, 

j = 1:n. 

Ta goïi kho i laø ñieåm xuaát phaùt, ñieåm tieâu thuï j laø ñieåm 
ñeán. Goïi cij laø cöôùc phí vaän chuyeån moät ñôn vò haøng hoùa töø 
ñieåm xuaát phaùt i ñeán ñieåm ñeán j. 

Yeâu caàu:  Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeàn haøng hoùa töø 
ñieåm xuaát tôùi ñieåm ñeán sao cho toång chi phí vaän chuyeàn laø 
nhoû nhaát. 

Phaân tích laäp moâ hình toaùn:  

Ta ñaët xij laø löôïng haøng hoùa vaän chuyeån töø ñieåm xuaát 
phaùt i ñeán ñieåm ñeán j. Vaäy toång chi phí vaän chuyeån 

laø∑∑ , mong muoán toång chi phí naøy laø nhoû nhaát. 
= =

m

1i
ijij

n

1j

xc
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Caùc ñieàu kieän ñaõ cho ta coù theå bieåu dieãn: 

•  ∑
=

=
n

1j
iij i  kho khoûichuyeån  hoùa haønglöôïnglaø   ax

• 

 Vì x

.jthuï   tieâu ñieåm ñeán chuyeån  hoùa haønglöôïnglaø   bx
n

1i
jij∑

=

=

ij laø löôïng haøng hoùa neân xij≥0 

Ngoaøi ra caàn ñaûm baûo ñieàu kieän caân baèng xuaát - nhaäp 
neân: 

∑∑
==

=
n

1j
j

m

1i
i ba  

 Toång hôïp caùc phaân tích treân ta coù moâ hình baøi toaùn: 

<1>      f(x) =    ∑∑
= =

m

1i
ijij

n

1j

xc min→

<2>      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∑∑

∑

∑

==

=

=

n

1j
j

m

1i
i

j

m

1i
ij

i

n

1j
ij

ba

bx

ax

<3>      n:1jm,:1i0,x ij ==≥  

3. Baøi toaùn söû duïng vaät tö 

Moät nhaø maùy söû duïng m loaïi vaät tö Vi (i=1:m) ñeå saûn 
xuaát n maët haøng Hj (j = 1:n). 
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Goïi: 

h bi laø löôïng vaät tö  thöù  i  

h aij laø soá ñôn vò vaät tö thöù i ñeå saûn xuaát moät ñôn vò 
maët haøng j

h cj tieàn laõi thu ñöôïc töø moät ñôn vò maët haøng Hj 

h xj laø löôïng saûn phaåm cuûa maët haøng Hj . 

Yeâu caàu: Haõy tìm soá löôïng saûn phaåm saûn xuaát ra trong 
ñieàu kieän ñaõ cho ñeå tieàn laõi thu veà laø lôùn nhaát. 

Töông töï nhö caùch phaân tích ôû caùc baøi toaùn treân, ta coù 
moâ hình toaùn nhö sau: 

<1>       f(x) =    ∑
=

n

1j
jjxc max→

<2>       , i = 1:m i

n

1j
jij bxa ≤∑

=

<3>      n:1j 0,x j =≥  

4. Baøi toaùn caùi tuùi

Moät ngöôøi khaùch du lòch muoán mang theo 1 caùi tuùi naëng 
khoâng quaù b kg. Ngöôøi khaùch döï ñònh mang theo n loaïi vaät 
duïng, moãi loaïi vaät duïng j coù khoái löôïng  laø aj kg vaø coù giaù trò 
laø cj. 

Ngöôøi khaùch du lòch muoán chaát vaøo tuùi caùc vaät duïng sao 
cho toång giaù trò caùc ñoà vaät mang theo laø lôùn nhaát. 

Ta kyù hieäu xj laø soá ñoà vaät loaïi j seõ chaát vaøo tuùi, ta coù baøi 
toaùn sau: 
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<1>        f(x) =    ∑
=

n

1j
jjxc max→

<2>          bxa
n

1j
jj ≤∑

=

<3>       n:1j 0,x j =≥   xj nguyeân 

5. Baøi toaùn pha troän 

Moät nhaø maùy luyeän kim muoán saûn xuaát moät hôïp kim 
vôùi thaønh phaàn 20% baïc, 30% ñoàng, 50% nhoâm. Hoï söû duïng 
caùc loaïi nguyeân lieäu: baïc, ñoàng, nhoâm, hôïp kim A, hôïp kim 
B, hôïp kim C. Haøm löôïng caùc nguyeân lieäu vaø giaù moät ñôn vò 
khoái löôïng moãi loaïi  (USD/kg) ñöôïc cho ôû baûng sau: 

 
  

Baïc 
 

Ñoàng 
 

Nhoâm 
 

A 
 

B 
 

C 

Baïc 100% 0 0 30% 50% 40% 
Ñoàng 0 100% 0 40% 20% 35% 
Nhoâm 0 0 100% 30% 30% 25% 

Ñôn giaù 1500 300 100 1000 1200 1100

Nguyeân toá
Haøm löôïng 

Nguyeân toá 

Yeâu caàu: Haõy laäp phöông aùn pha troän theá naøo ñeå giaù 
thaønh saûn phaåm laø thaáp nhaát. 

Phaân tích: 

Ñaët xj, j = 1: 6 laø khoái löôïng (kg) baïc, ñoàng, nhoâm, A, 
B, C töông öùng ñeå saûn xuaát 1kg hôïp kim (caùc xj naøy cuõng 
ñoàng thôøi laø tyû leä pha troän caùc nguyeân lieäu khi saûn xuaát ra 
hôïp kim). 
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Trong 1kg hôïp kim môùi taïo ra seõ chöùa 0,2kg baïc, 0,3kg 
ñoàng, 0,5kg nhoâm. Töø baûng ñaõ cho vaø caùc soá lieäu treân, ta coù: 

• xj 0  , j = 1: 6 ≥

• Löôïng baïc chöùa trong 1 kg saûn phaåm laø: 

  x1 + 0,3x4 + 0,5x5 + 0,4x6  löôïng naøy phaûi baèng 0,2kg. 

• Löôïng ñoàng chöùa trong 1 kg saûn phaåm laø: 

   x2 + 0,4x4 + 0,2x5 + 0,35x6  löôïng naøy phaûi baèng 0,3kg. 

• Löôïng nhoâm chöùa trong 1 kg saûn phaåm laø: 

     x3 + 0,3x4 + 0,3x5 + 0,25x6  löôïng naøy phaûi baèng 0,5kg. 

• Giaù thaønh 1 kg saûn phaåm seõ laø: 

 1500x1 + 300x2 + 100x3 + 1000x4 + 1200x5 + 1100x6

Toång naøy caøng nhoû caøng toát. 

Toång hôïp caùc phaân tích treân ta nhaän ñöôïc moâ hình baøi 
toaùn: 

<1>    f(x) = 1500x1 + 300x2 + 100x3 + 1000x4 +    
1200x5 + 1100x6 min→

<2>      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=+++

0,50,25x0,3x0,3xx
0,30,35x0,2x0,4xx

0,20,4x0,5x0,3xx

6543

6542

6541

<3>     xj≥0 , j = 1 : 6 

II.2. Ñònh nghóa vaø caùc daïng cuûa baøi toaùn QHTT 
1. Ñònh nghóa

QHTT laø moät moân toaùn hoïc nghieân cöùu phöông phaùp 
tìm cöïc trò (nhoû nhaát hoaëc lôùn nhaát) cuûa moät haøm tuyeán tính, 
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thoûa maõn moät soá höõu haïn caùc raøng buoäc ñöôïc bieåu dieãn baèng 
heä caùc phöông trình vaø baát phöông trình tuyeán tính. 

2. Caùc daïng cô baûn cuûa baøi toaùn QHTT 

Qua 5 ví duï ôû phaàn II.1, ta coù nhaän xeùt: moïi baøi toaùn 
ñeàu daãn veà moâ hình toaùn hoïc goàm coù 3 thaønh phaàn: 

• Haøm muïc tieâu laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc aån soá 
bieåu thò moät ñaïi löôïng naøo ñoù maø ta mong muoán cuûa baøi toaùn. 

• Caùc raøng buoäc cô baûn laø caùc phöông trình hoaëc baát 
phöông trình tuyeán tính n aån soá, naûy sinh do haïn cheá veà taøi 
nguyeân, veà keá hoaïch saûn xuaát, yeâu caàu kyõ thuaät… 

• Caùc raøng buoäc phuï laø tính chaát cuûa caùc aån soá. 

Ñeå tieän cho nghieân cöùu, giaûi baøi toaùn, caên cöù vaøo caùc 
kieåu raøng buoäc, tính chaát aån soá…ngöôøi ta phaân baøi toaùn QHTT 
thaønh caùc daïng khaùc nhau. Vieäc phaân daïng caùc baøi toaùn ôû caùc 
taøi lieäu tham khaûo khoâng hoaøn toaøn gioáng nhau. ÔÛ ñaây vôùi 
muïc ñích tìm phöông phaùp giaûi, ta chæ giôùi thieäu 3 daïng cuûa 
baøi toaùn laø daïng toång quaùt, daïng chính taéc vaø daïng chuaån. 

a/  Daïng toång quaùt

<1>      f(x) =  ∑   
=

n

1j
jjxc max)(  min→

 <2>       , i = 1:m i

n

1j
jij b ) , ,(xa =≤≥∑

=

 <3>       ,  , (x j ≤≥ tuøy yù) 0, j = 1:n. 

Baøi toaùn ñöôïc phaùt bieåu nhö sau: Tìm giaù trò 
{ }*

n
*
2

*
1

* x,....,x,xx =  laøm cho haøm muïc tieâu f(x)  min (max), 
thoûa maõn vôùi caùc raøng buoäc <2> vaø <3>. 
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Daïng toång quaùt cuûa baøi toaùn ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng 
ma traän nhö sau: 

<1>   f(x) =  c.x    min (max) 

<2>   A.x  (≥ , ≤ , =) b 

<3>    x  (≥ , ≤ , Tuøy yù) 0 

b/  Daïng chính taéc (canonical) 

<1>    f(x) = c.x  =   ∑
=

n

1j
jjxc max)(  min→

<2>    A.x =  , i = 1:m i

n

1j
jij b  xa =∑

=

<3>  x = xj  ≥ 0 

Khai trieån caùc phaàn töû treân ta coù: 

• A: ma traän heä soá cuûa caùc raøng buoäc: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

mnm2m1

1n1211

a.....aa
................

a.....aa
A  

• x: ma traän caùc aån: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n

1

x
.
.

x

x , xj  ≥ 0 

• b: ma traän veá phaûi caùc raøng buoäc cô baûn: 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

m

1

b
.
.

b

b  

Ñaëc tröng daïng chính taéc laø: 

+ Caùc raøng buoäc ñeàu ôû daïng ñaúng thöùc (phöông trình) 

+ Caùc aån soá ñeàu khoâng aâm. 

c/ Daïng chuaån (standar) 

<1> f(x) = c.x  =   ∑
=

n

1j
jjxc max→

<2>      , i = 1:m i

n

1j
jij b  xa ≤∑

=

<3>    xj  ≥ 0, j = 1:n. 

3. Quy taéc bieán ñoåi daïng baøi toaùn QHTT. 

a/ Ñöa baøi toaùn f(x)   min veà f(x)   max vaø ngöôïc 
laïi: 

Trong baøi toaùn f(x) = c.x  min, ta ñaët 
  max.c.x(x) f →−=′

Goïi x* laø nghieäm toái öu cuûa vaø   (x) f ′ (x) fmax c.x* ′=−

Khi ñoù  hay . c.xc.x* ≥− c.xc.x* ≤

Nhö vaäy chöùng toû: x* cuõng laø nghieäm toái öu cuûa baøi 
toaùn f(x)   min. 

Töùc laø  min f(x) = c.x* = ( )(x) f -max  (x) fmax ′=′−  
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b/ Phöông trình hoùa caùc baát phöông trình ôû heä raøng 
buoäc vaø ngöôïc laïi 

* Khi raøng buoäc coù daïng A.x ≤ b ta theâm vaøo caùc bieán 
phuï: 

w = [xn+1, ….., xn+m] khi ñoù A.x ≤ b seõ laø A.x + E.w = b. 

trong ñoù E laø ma traän ñôn vò, w  ≥ 0. 

Chuù yù: 

AÅn phuï theâm vaøo laø aån chöa coù ôû heä raøng buoäc vaø coù 
giaù trò khoâng aâm. Heä soá aån phuï ñöa vaøo laø +1. Nhöõng aån phuï 
nhö vaäy cuõng laø aån cô baûn (ñoäc laäp tuyeán tính). 

Heä soá cuûa aån phuï trong haøm muïc tieâu baèng khoâng (aån 
phuï khoâng chi phoái haøm muïc tieâu). 

Ví duï: 

Daïng toång quaùt  --- --->  Daïng chính taéc  

minx64xf(x) 21 →+=             
minx0x0x0
x0x64xf(x)

654

321

→++
+++=

 

     

2:1j0,x

9 x          
12  x          
12x0,5x
18x    x

j

2

1

21

21

=≥

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
≤
≤+
≤+

6:1j0,x

9xx
12xx

12xx0,5x
18xxx

j

62

51

421

321

=≥

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+

=++
=++

*  Khi raøng buoäc coù daïng A.x b: ta tröø caùc bieán phuï 
khoâng aâm. Nhöõng bieán phuï naøy cuõng khoâng chi phoái haøm 
muïc tieâu. 

≥
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Ví duï:  

Daïng toång quaùt    ----->      Daïng chính taéc  

  minx3xxf(x) 321 →++=         
min)xxxx(0

x3x3xf(x)

7654

321

→+++
+++=

 

3:1j0,x
1x2xx

14x
4x5x3x

2x

j

321

3

321

1

=≥

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+−
≥

≥+−
≥

                 

7:1j0,x
1xx2xx

1x4x
4xx5x3x

2xx

j

7321

63

5321

41

=≥

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
=−

=−+−
=−

 * Raøng buoäc ôû daïng ñaúng thöùc A.x = b coù theå thay 
baèng hai raøng buoäc baát ñaúng thöùc A.x≤b vaø –A.x≤ -b hay 
A.x b.  ≥

c/ Khöû caùc aån xj≤0 hoaëc xj tuøy yù 

• Vôùi caùc aån xj ≤0: Ta ñaët  vaø khöû x0xx jj ≥−=′ j naøy 

ra khoûi baøi toaùn. Sau khi giaûi baøi toaùn theo jx ′ , ta laïi caên cöù 

vaøo ñieàu kieän ñaàu ñeå tìm xj. 

• Vôùi caùc aån xj  tuøy yù (khoâng haïn cheá: khc): ta thay aån 
xj tuøy yù baèng hieäu 2 aån môùi khoâng aâm vaø khöû  xj tuøy yù ra khoûi 
baøi toaùn. Sau khi giaûi theo 2 aån môùi, ta quay laïi ñieàu kieän ñaët 
ban ñaàu ñeå tìm giaù trò aån xj tuøy yù. 

Ví duï: 

<1>    f(x) = 15x1 + 27x2 + 18x3  max →
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<2>    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
≤−+−

≤−+
−≤++

1x
0xxx

1xxx
22xxx

2

321

321

321

<3>    321 x0,x0,x ≤≥ tuøy yù 

Chuù yù ôû caùc raøng buoäc phuï coù x2≤0 vaø x3 tuøy yù. Ta khöû 
x2 baèng caùch ñaët  22 x x ′−= , vôùi  , loaïi x0x 2 ≥′ 2 ra khoûi baøi 
toaùn. Khöû x3 baèng caùch ñaët 333 xxx ′′−′=  vôùi 33 x,x ′′′ ≥0, loaïi 
x3 ra khoûi baøi toaùn. 

Baèng caùch khöû nhö vaäy, ta nhaän ñöôïc, moâ hình baøi 
toaùn: 

<1>    max)xx18(x2715xf(x) 3321 →′′−′+′−=  

 <2>

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤′−
≤′′−′−′−−
≤′′−′−′−
−≤′′−′+′−

1  x                            
0    )xx( xx
1       )xx(xx

2     )xx2(xx

2

3321

3321

3321

 

<3>     0x,x,x,x 3321 ≥′′′′  

Baøi taäp cho phaàn II.2 
Ñöa caùc baøi toaùn QHTT sau ñaây veà daïng chính taéc: 
Baøi 1 
     f(x) =  2x1 + 5x2 → max  

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+

9    xx
21x3x
244xx

21

21

21

      xj  ≥  0 ;  j  =  1 ÷ 2 
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Baøi 2 

      f(x) =  0,8x1 + 0,3x2 + 0,5x3 + 0,4x4 → max  

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≤+++
≤+++

0001    x   x                              
0080,5x 0,2x x4,00,1x
0060,6x 0,3x x2,00,5x

21

4321

4321

       x1  ≥  0 ; x2 tuøy yù;( x3, x4) ≥ 0 

II.3. Phöông phaùp ñoà thò giaûi caùc baøi toaùn QHTT 

Phöông phaùp naøy thöôøng aùp duïng cho nhöõng baøi toaùn 
QHTT coù soá bieán soá ≤ 3, phoå bieán nhaát laø khi bieán soá baèng 2. 

1. Baøi toaùn phaúng. 

Baøi toaùn:  Tìm  thoûa maõn vôùi caùc raøng 
buoäc: 

]x,x[x 21
∗∗∗ =

⎩
⎨
⎧

≤+
≤+

(b)               bxaxa
(a)               bxaxa

2222121

1212111

 x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

laøm cho f(x) =  c1x1 + c2x2 → max    (1) 

Giaûi theo trình töï sau: 

a/ Veõ mieàn chaáp nhaän ñöôïc (mieàn D maø x thoûa maõn caùc 
raøng buoäc) – Hình 2.1.     

Löu yù: 

+ Neáu caùc  raøng buoäc laø nhöõng ñaúng thöùc thì mieàn D laø 
moät ñieåm (giao ñieåm A). 
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+ Neáu caùc  raøng buoäc laø nhöõng baát ñaúng thöùc thì mieàn 
chaáp nhaän ñöôïc laø moät ña dieän bao goàm caû ñöôøng bieân (mieàn 
D). 

b/ Veõ caùc ñöôøng cuøng muïc tieâu (Ñöôøng möùc) 

+ Cho f(x) baèng moät giaù trò cuï theå, ví duï f(x) = B. Ta 
tieán haønh veõ ñöôøng: 

1
2

1

2
2 x

c
c

c
Bx −=  

+ Cho ñöôøng möùc vöøa veõ tònh tieán song song vôùi chính 
noù (töùc thay ñoåi giaù trò f(x)). Caøng xa goác toïa ñoä thì giaù trò 
haøm muïc tieâu caøng taêng. 

 x
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

0 x1 

(a)

(b)

D

A

f(x) = B

x2 

x1 0

A

f(x) = B

D

Hình 2.1 Hình 2.2 
 
c/ Tìm nghieäm toái öu: 

+ Neáu ñöôøng ñoàng möùc tieáp xuùc vôùi mieàn D taïi moät 
ñieåm (ñieåm A) thì nghieäm toái öu laø ñôn trò. 
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+ Neáu ñöôøng ñoàng möùc tieáp xuùc vôùi hai ñieåm (1 caïnh) 
thì nghieäm laø ña trò. 

+ Neáu caùc raøng buoäc cô baûn coù daïng: 

⎩
⎨
⎧

≥+
≥+

             bxaxa
              bxaxa

2222121

1212111

Mieàn D nhö hình 2.2 thì f(x) ñaït giaù trò min taïi ñieåm A 
vaø khoâng toàn taïi max f(x). 

2. Baøi toaùn môû roäng 

Ñoái vôùi baøi toaùn n bieán x1, x2,…..,xn vôùi m raøng buoäc thì 
mieàn nghieäm cho pheùp laø moät ña dieän loài (n – m) chieàu. Luùc 
ñoù: 

a/ Nghieäm toái öu laø toïa ñoä cuûa moät ñænh hay nhieàu ñænh 
cuûa mieàn cho pheùp D. 

b/ Nghieäm laø ñôn trò neáu moät ñænh cuûa ña dieän cho pheùp 
tieáp xuùc vôùi maët cuøng muïc tieâu (maët möùc). 

c/ Nghieäm laø ña trò neáu maët möùc tieáp xuùc vôùi k ñænh 
(k>1), k ñænh naøy taïo neân moät ñôn hình (k – 1) chieàu. Do ñoù 
coù theå laáy (k – 1) giaù trò bieán tuøy yù, coøn [n - (k – 1) ] bieán 
khaùc laø haøm tuyeán tính cuûa (k – 1) bieán tuøy yù. Ñoù chính laø cô 
sôû cuûa phöông phaùp ñôn hình. 

Chuù thích: 

Ñôn hình laø moät hình coù soá ñænh nhieàu hôn 1 so vôùi soá 
chieàu cuûa khoâng gian. Ví duï: 

• Trong khoâng gian 2 chieàu thì ñôn hình laø hình tam 
giaùc. 

• Trong khoâng gian 3 chieàu thì ñôn hình laø töù dieän. 
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Baøi taäp: 

Baøi 1. Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây: 

<1>    f(x) = 4x1 + 5x2 → max 

 <2>     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≤+
≤+

3  x          
72x  x

8  x2x

2

21

21

  <3>     x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0 

Baøi 2. Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây: 

 <1>    f(x) = 2x1 – x2 → min 

 <2>     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≤+
≤+

6  x32x  
21x32x-
03x56x  

21

21

21

  <3>     x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0 

II.4. Caùc ñònh lyù cô baûn cuûa QHTT 
Vôùi muïc ñích öùng duïng neân trong phaàn naøy chæ neâu caùc 

ñònh lyù maø khoâng chöùng minh. 

Ñònh lyù 1: Taäp hôïp taát caû caùc phöông aùn cuûa moät baøi 
toaùn QHTT laø taäp loài, hay coøn goïi   laø mieàn nghieäm cho pheùp 
(kyù hieäu taäp D). 

Ñònh lyù 2: Haøm muïc tieâu cuûa baøi toaùn QHTT seõ ñaït 
Max (hoaëc Min) taïi ñieåm cöïc bieân cuûa taäp D. Neáu haøm muïc 
tieâu  khoâng chæ ñaït Max (hoaëc Min) taïi moät ñieåm cöïc bieân 
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cuûa taäp D maø taïi nhieàu ñieåm cöïc bieân thì noù seõ ñaït Max (hoaëc 
Min) taïi nhöõng ñieåm laø toå hôïp loài cuûa caùc ñieåm ñoù. 

Ñònh lyù 3: Neáu caùc vectô A1, A2, …, Ak laø ñoäc laäp tuyeán 
tính vaø thoûa maõn: A1x1 +  A2 x2 +…+ Akxk = b trong ñoù xj > 0,  
j = 1:k thì ñieåm x = (x1, x2, …, xk, 0, 0,…, 0) 

laø ñieåm cöïc bieân cuûa taäp hôïp loài ña dieän D. 

Ñònh lyù 4: Neáu x = (x1, x2, …, xn) laø ñieåm cöïc bieân cuûa 
taäp hôïp loài ña dieän D thì  caùc vecto Aj trong bieåu dieãn: A1x1 +  
A2 x2 + …+ Anxn = b öùng vôùi caùc thaønh phaàn xj > 0 laäp thaønh 
heä ñoäc laäp tuyeán tính. Vì ma traän A coù m doøng neân suy ra 
raèng ñieåm cöïc bieân khoâng coù quaù m thaønh phaàn döông. 

Ñònh lyù naøy coù theå phaùt bieåu caùch khaùc nhö sau: 

Phöông aùn toái öu cuûa QHTT chöùa moät soá bieán döông 
ñuùng baèng soá caùc raøng buoäc daïng ñaúng thöùc ñoäc laäp ñöôïc 
thoûa maõn vaø caùc bieán coøn laïi coù giaù trò khoâng. 

Ví duï: 

x = [x1, x2, x3, x4, x5]            → n = 5 

Caùc raøng buoäc   3  m               
xa.....xa
xa.....xa
xa.....xa

535131

525121

515111

=→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
++
++

do ñoù nghieäm toái öu chæ coù 3 bieán khaùc khoâng: 

 ]...,...0, 0, ,...[x
∗∗∗

∗ =

Ñònh lyù 5: Ñeå  x = (x1, x2, …, xn) laø phöông aùn cöïc bieân 
cuûa QHTT döôùi daïng chính taéc thì ñieàu kieän caàn vaø ñuû laø caùc 
vecto coät Aj cuûa ma traän A öùng vôùi caùc thaønh phaàn xj > 0 laø 
ñoäc laäp tuyeán tính. 
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II.5. Phöông phaùp ñôn hình giaûi baøi toaùn QHTT 
(SIMPLEX METHOD) 

Phöông phaùp ñôn hình do nhaø toaùn hoïc Myõ G.B.Danzig 
coâng boá naêm 1947. 

Phöông phaùp naøy ñöôïc thöïc hieän baèng 2 caùch: 

Caùch 1: Laàn löôït thöû caùc ñænh cuûa ña dieän nghieäm. 

Caùch 2: Phöông phaùp laäp baûng. 

II.5.1 Phöông phaùp thöû laàn löôït 

Moät caùch toång quaùt, phöông phaùp thöû laàn löôït ñöôïc tieán 
haønh nhö sau: Tìm ñieåm toái öu cuûa mieàn nghieäm cho pheùp 
(mieàn D) baèng caùch thöû laàn löôït caùc ñænh cuûa ña dieän D. Ñeå 
vieäc thöû khoâng phaûi moø maãm, ngöôøi ta ñöa ra thuaät toaùn ñeå ñi 
töø  nghieäm xaáu hôn ñeán nghieäm toát hôn, töùc laø daãn tôùi nghieäm 
toái öu nhanh nhaát. 

A. Noäi dung thöû laàn löôït 

Giaû söû baøi toaùn coù m raøng buoäc ñoäc laäp ñöôïc cho ôû daïng 
chính taéc: 

bA.x =       (1) 

Ta thöïc hieän caùc böôùc sau: 

<1>  Choïn bieán cô sôû 

 Tröôùc heát ta choïn moät ñieåm tuøy yù thuoäc ña dieän D - ñoù 
laø taäp n soá (x1,x2,…,xn). Theo ñònh lyù 4 cuûa quan heä tuyeán tính 
thì coù m soá döông, coøn nhöõng soá khaùc baèng khoâng. Goïi caùc 
bieán döông cuûa ñieåm xuaát phaùt laø bieán cô sôû: 

(x1,x2,…,xm,0,...0) 
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<2>  Tìm nghieäm xuaát phaùùt (nghieäm thöû thöù nhaát) 

Thay caùc bieán cô sôû vaøo raøng buoäc (1) ta coù m phöông 
trình chöùa m aån soá: 

ar1x1 + ar2x2 + … + armxm = br , r = 1:m 

Vieát döôùi daïng khai trieån: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++

mmmm2m21m1

1m1m212111

bxa...xaxa
................................................

bxa...xaxa
  (2) 

Giaûi heä phöông trình tuyeán tính (2) ta tìm ñöôïc nghieäm 
xuaát phaùt: 

( ) o
m

o
2

o
1 x,...,x,x

Giaù trò töông öùng haøm muïc tieâu laø:  
o
mm

o
22

o
11o xc...xcxcZ +++=  

<3> Choïn nghieäm thöû thöù hai: Ta tieán haønh nhö sau: 

a/ Thöû theâm vaøo bieán xm+1, luùc naøy raøng buoäc coù daïng: 

ar1x1 + ar2x2 + … + armxm + arm+1xm+1 =  br ,r = 1:m  (3) 

Heä (3) goàm m phöông trình vôùi m+1 bieán. 

Heä (3) coù nghieäm ñôn trò khi caùc phöông trình taïo thaønh 
heä phuï thuoäc, do ñoù coät cuoái cuøng phuï thuoäc tuyeán tính vaøo 
caùc coät coøn laïi vôùi heä soá laø yi : 

ar,m+1 = y1ar1 + y2ar2 +…+ ymarm

Hay: 

ar1y1 + ar2y2 + … + armym = ar,m+1                  (4) 

Heä (4) coù nghieäm duy nhaát laø:  
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0
m

0
2

0
1 y,...,y,y  

b/ Laáy caùc soá haïng töông öùng cuûa heä (3) tröø ñi boäi soá 
cuûa heä (4) – ta kyù hieäu boäi soá ñoù laø , ta nhaän ñöôïc: 0λ ≥

(5)                         
m:1r

ba)y(xa
...)y(xa)y(xa

r1r,mmmrm

22r211r1

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=++−+
+−+−

+ λλ
λλ

 Heä (5) laø bieán theå cuûa heä (4) chæ coù caùc aån laø khaùc. 

c/ Choïn nghieäm thöû thöù 2 cho heä (5) laø: 

λ),λy(x),...,λy(x),λy(x 0
m

0
m

0
2

0
2

0
1

0
1 −−−      (6) 

Do coù m+1 bieán neân moät trong caùc bieán phaûi nhaän giaù 
trò khoâng. 

Muoán bieát bieán naøo trong heä (6) nhaän giaù trò baèng 
khoâng, ta phaûi thöïc hieän caùc noäi dung sau: 

*  Tính giaù trò cuûa haøm muïc tieâu vôùi nghieäm thöû thöù 
nhaát vaø nghieäm thöû thöù hai: 

o
mm

o
22

o
11o xc.....xcxcZ +++=   

λc)λy(xc...)λy(xc)λy(xcZ 1m
0
m

0
mm

0
2

0
22

0
1

0
111 ++−++−+−=

  Ta coù soá gia: 

]γλ[c                        
)]yc...ycyc(c[λZZ∆Z

1m1m

0
mm

0
22

0
111mo11

++

+

−=
+++−=−=

  

Trong ñoù  0
mm

0
22

0
111m yc...ycycγ +++=+

Ta goïi  [cm+1 –  γm+1] laø hieäu suaát 
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Coù theå coù 3 tröôøng hôïp xaûy ra: 

• ∆Z = 0: Nghieäm xuaát phaùt vaø nghieäm môùi nhö nhau. 
Suy ra coù 2 ñænh tieáp xuùc giöõa ña dieän nghieäm D vaø maët ñoàng 
möùc Z.  

• ∆Z < 0: Nghieäm môùi xaáu hôn nghieäm xuaát phaùt (vì 
baøi toaùn Z → max). 

• ∆Z > 0: Nghieäm môùi toát hôn nghieäm xuaát phaùt. 

Khi ñaõ choïn ñöôïc nghieäm môùi baèng hoaëc toát hôn 
nghieäm xuaát phaùt (∆Z ≥ 0) ta ñöa noù vaøo cô sôû vaø caàn phaûi 
loaïi boû bôùt moät nghieäm trong bieán xuaát phaùt (vì theo ñònh lyù 
4: chæ coù m nghieäm döông). 

Giaû thieát ñaõ ñöa bieán môùi thöù m+1 vaøo cô sôû, khi ñoù coù 
theå vieát caùc bieán môùi cuûa phöông aùn theo heä (6) – Moät bieán 
thöù i naøo ñoù phaûi thoûa maõn phöông trình: 

0
i

0
i0

i
0
i y

xλ0λyx =→=−  

Coøn ñoái vôùi caùc bieán j≠ i thì: 
0λyx 0

j
0
j >−  

Töø ñoù ta suy ra: Phaûi loaïi tröø bieán naøo öùng vôùi λ >0 vaø 
nhoû nhaát: 

0
i

0
i

y
xMinλ0 =<  

<4> Thöïc hieän lieân tuïc caùc thuaät toaùn ôû treân: 
Ñöa vaøo caùc bieán chöa duøng m+2, m+3,…; tính 

,… cho ñeán khi thöû heát caùc bieán cô sôû. 32 ∆Z,∆Z
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]γλ[c∆Z
.................................

]γλ[c∆Z
]γλ[c∆Z

imimi

2m2m2

1m1m1

++

++

++

−=

−=
−=

 

ÔÛ moãi böôùc caàn tính hieäu suaát ( imim γc ++ − ), kieåm tra 
 ñeå ruùt ra keát luaän töông öùng. Sau (n-m) laàn laäp, ta choïn 

ñöôïc nghieäm toái öu. 
i∆Z

B. Ví duï 
Tìm (x1,x2) sao cho haøm muïc tieâu  
 max5x2xZ 21 →+=  

Vôùi caùc raøng buoäc: 

2:1j0,x
9xx
21x3x
244xx

j

21

21

21

=≥

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+

 

Baøi toaùn ñaõ cho ôû daïng toång quaùt, vì vaäy ñeå tieán haønh 
caùc böôùc giaûi ta phaûi ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc baèng 
caùch theâm caùc bieán phuï x3, x4 vaø x5. Ta coù: 

max0x0x0x5x2xZ 54321 →++++=  

5:1j0,x
9xxx

21xx3x
24x4xx

j

521

421

321

=≥

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

 

 Ta tieán haønh giaûi nhö sau: 
 <1> Choïn bieán cô sôû (x1, x2, x3, 0, 0): Theo ñònh lyù 4. 
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 <2> Tìm nghieäm xuaát phaùt: Giaûi heä phöông trình raøng 
buoäc sau: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+

=++

9xx
21x3x

24x4xx

21

21

321

 Ta nhaän ñöôïc  6x3;x6;x 0
3

0
2

0
1 ===

 Vaäy nghieäm xuaát phaùt laø: 
 x = [ 6, 3, 6, 0, 0] vaø Z0 = 2.6 + 5.3 = 27 

 <3> Thöû ñöa 4x vaøo cô sôû: Ta coù heä phöông trình raøng 
buoäc: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++
=++

9xx
12xx3x

24x4xx

21

421

321

 Coù 3 phöông trình maø 4 aån neân: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+

=++

0yy
1y3y

0y4yy

21

21

321

 Giaûi ta ñöôïc: 
2
3y;

2
1y;

2
1y 0

3
0
2

0
1 =−==   

 Hieäu suaát cuûa x4 laø: 

  
2
3)

2
1(5

2
12γ 4 −=−×+×=  

  0
2
3)

2
3(0γc 44 >=−−=−  

 Suy ra  do ñoù vieäc ñöa x0∆Z0 > 4 vaøo laø coù lôïi. 
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 Ta xeùt: 12
y
xλ 0

1

0
1

1 == ; 6
y
xλ 0

2

0
2

2 −== ;  4
y
x

λ 0
3

0
3

3 ==  

 Ta loaïi bieán naøo öùng vôùi λ0 < = Loaïi xminλ → 3 khoûi cô 
sôû. 
 Bieán cô sôû môùi seõ laø ( . ,0)x,0,x,x 421

 Phöông trình raøng buoäc: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++

=+

9xx
21xx3x

244xx

21

421

21

 Giaûi ta ñöôïc: 
   4x5;x;4x 0

4
0
2

0
1 ===

  Z1 = 8 + 25 = 33 
  62733ZZ∆Z 011 =−=−=  

 <4> Thöû ñöa nghieäm x5 vaøo cô sôû 
    Phöông trình raøng buoäc: 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=+

9xxx
21xx3x

244xx

521

421

21

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++

=+

1yy
0yy3y

04yy

21

421

21

 Giaûi heä treân ta ñöôïc:  
3

11y;
3
1y;

3
4y 4

0
0
2

0
1 −=−==  

 Hieäu suaát cuûa x5 laø:  1
3
15

3
42γ5 =×−×=  

vaø 0110γc 55 <−=−=−  

 Ta suy ra: ñöa x5 vaøo seõ xaáu hôn. 
 Vaäy phöông aùn toái öu laø: 
     ][4,5,0,4,0x* =
     335.52.4Z *x =+=  
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 Nhaän xeùt:  
 Giaù trò bieán  x4 = 4 coù nghóa laø raøng buoäc thöù hai baèng 
21 laø khoâng chaët. 

 x2 

0 x1 

Hình 2.3

(a)

D

A
5 

4

x1+ x2 = 9

Z = 2x1+ 5x2 = 33

x1+ 4x2 = 24

 
3x1+ x2 = 21

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
ÔÛ ví duï naøy baøi toaùn coù 2 bieán neân ta coù theå giaûi baèng 

phöông phaùp ñoà thò vaø deã daøng nhaän thaáy keát quaû giaûi laø nhö 
nhau vaø bieán x4 = 4 ôû raøng buoäc thöù hai baèng 21 laø khoâng 
chaët. 
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C. Sô  ñoà khoái tìm Zmax 

 
 Baét ñaàu 
 
 
 Soá lieäu: a, b, c

Choïn bieán cô sôû  
 
 

Tính nghieäm xuaát phaùt vaø
ñaùnh giaù ∆Zi, i = 1:r 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

D. Baøi taäp 
Baøi taäp 1: Tìm  x* (x1, x2, x3, x4) sao cho haøm muïc tieâu 

Z =  x1 + 2x2 – 3x3 + 4x4 → max  
Vôùi caùc raøng buoäc: 

                  
41j;0x  

008 10x  xx 3 2x
001  x     7xx    x

j

4321

4321

÷=≥
⎩
⎨
⎧

=+−+
=++−

Moïi ∆Zi < 0 

Moïi xi ≥ 0 

ÑuùngTheâm bieán môùi xm+1 

vaø ñaùnh giaù ∆Zi 

Nghieäm  cô sôû 
laø toái öu 

Sai Ñuùng Baøi toaùn khoâng 
coù lôøi giaûi 

Tìm  

0

0
i

y
xminλ0 =<

Keát thuùc
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Ñaùp soá:  [220,120]] ,0 ,0x,[xx 21 == ∗∗∗

     4602.120220Zx =+=∗  

Baøi taäp 2:  Tìm  x*(x1, x2, x3, x4) sao cho haøm muïc tieâu: 
Z =  x1 + x2 + x3 + x4 → max  

Vôùi caùc raøng buoäc: 

  
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

09 2x  3x x2   x
06     x 2x   x 2x

4321

4321

            xj  ≥  0 ;  j  =  1 ÷ 4 
Ñaùp soá:   ] ,40 0,0,01[x =∗

    050410Zx =+=∗  

II.5.2. Phöông phaùp laäp baûng 
AÙp duïng pheùp xoay (Pivotage) cuûa ñaïi soá tuyeán tính. 

A. Cô sôû toaùn hoïc cuûa phöông phaùp 
Ta seõ söû duïng moät soá tính chaát sau ñaây cuûa baøi toaùn 

phöông aùn cô baûn. 
Tính chaát 1: Neáu baøi toaùn coù phöông aùn toái öu thì cuõng 

coù phöông aùn cô baûn toái öu. 
Tính chaát 2: Soá phöông aùn cô baûn laø höõu haïn (soá ñænh 

ña dieän laø höõu haïn).  
Tính chaát 3: Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå baøi toaùn coù phöông 

aùn toái öu laø haøm muïc tieâu cuûa noù bò chaën döôùi khi f(x)  min 
vaø bò chaën treân khi f(x)  max treân taäp hôïp caùc phöông aùn. 

Chuù yù: Do tính chaát thöù 1, ta chæ xeùt caùc phöông aùn cô 
baûn, töùc laø: 

* Sau khi ñöa veà daïng chính taéc ñaõ xuaát hieän phöông aùn 
cô baûn. 

 Ví duï: min5xx4x5x2xf(x) 54321 →−+++=  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
=+++

=−−−

36x3x
301,5x0,5xx2x

329x2x6xx

52

5432

5421

  5:1j0,x j =≥  

Ñöa veà daïng chính taéc, ta coù: 
  min5xx4x5x2xf(x) 54321 →−+++=  

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+++

=−−−

36xx3x
301,5x0,5xx2x

329x2x6xx

652

5432

5421

  6:1j0,x j =≥  

AÅn cô baûn 0xxx36,x0,3x32,x 542631 ======  

* Neáu sau khi ñöa veà daïng chính taéc maø vaãn chöa xuaát 
hieän phöông aùn cô baûn, ta phaûi theâm caùc aån giaû thoâng qua baøi 
toaùn phuï M (ñeà caäp ôû phaàn sau). 

Xuaát phaùt töø phöông aùn cô baûn ban ñaàu, duøng tieâu 
chuaån toái öu ñeå xaùc ñònh moät trong ba khaû naêng cuûa baøi toaùn: 

a/ Phöông aùn ñaõ toái öu.  
→ Döøng tính toaùn 

b/ Baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu 
c/  Caû 2 khaû naêng treân khoâng khaúng ñònh thì ta chuyeån 

sang phöông aùn cô baûn tieáp theo. Baøi toaùn cöù laëp nhö vaäy cho 
ñeán khi giaûi xong (traû lôøi khaû naêng a/ hoaëc b/). Do tính chaát 2, 
neân soá laàn laëp seõ laø höuõ haïn. 

Vieäc chuyeån phöông aùn cô baûn naøy sang phöông aùn 
khaùc baèng caùch thay ñoåi heä aån cô baûn nhôø pheùp khöû Gauss - 
Jordan. 

Ñeå chuyeån phöông aùn cô baûn, ta caàn hieåu roõ: 
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  Tieâu chuaån toái öu. 
  Khi chuyeån heä aån cô baûn thì phaûi choïn aån ñöa vaøo 

vaø aån ñöa ra, phaàn töû truïc xoay akl  nhö theá naøo? 
Ta laáy tröôøng hôïp baøi toaùn f(x) = Z → min ñeå phaân tích: 
 Ta coù phöông aùn cô baûn ban ñaàu laø: 

   xo = (b1, b2, …., bm, 0, . . ., 0) 
Giaù trò haøm muïc tieâu töông öùng laø: 

∑
−

==
m

1i
ii

oo bc)Z(x)f(x  

Vôùi moãi aån xj, ta tính öôùc löôïng ∆j cuûa noù: 

   , j = 1:n ∑
=

−=
m

1i
jijij cac∆

Vôùi phöông aùn baát kyø x = (x1, x2, …., xn) ta coù quan heä: 

∑
+=

−=
n

1mj
jj

o x∆)f(xf(x)  

Nhö vaäy: 
 Neáu ∆j ≤ 0  ∀j thì f(x) ≥ f(xo). Vì x laø phöông aùn baát 

kyø  neân xo laø phöông aùn toái öu. 
 Neáu toàn taïi ∆j > 0 khi ñoù coù hai khaû naêng: 

a/ Toàn taïi ∆j > 0 maø aij ≤ 0 (i = 1:m) thì ta tìm ñöôïc moät 
daõy phöông aùn xk maø f(xk) →   – ∞. Theo tính chaát 3 thì baøi 
toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu. 

b/ Neáu toàn taïi ∆j > 0 nhöng vôùi ∀∆j  ñeàu toàn taïi aij > 0 thì 
ta coù theå chuyeån phöông aùn ñeå ñöôïc phöông aùn toát hôn. 

Töø nhöõng phaân tích treân, ta coù keát luaän: 
Tieâu chuaån toái öu: 
Sau khi tính caùc ∆j , j = 1:n 

 Khi ∆j ≤ 0  ∀j ôû baøi toaùn  Z → min vaø ∆j ≥ 0  ∀j ôû          
Z → max thì phöông aùn ñang xeùt laø toái öu. 

 Toàn taïi  ∆j >0 maø aij ≤ 0 (i = 1:m) ôû baøi toaùn Z→ min 
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 ∆j <0 maø aij ≤ 0 (i = 1:m) ôû baøi toaùn Z→ max  
thì baøi toaùn ñang xeùt khoâng coù phöông aùn toái öu. 
Choïn aån ñöa vaøo vaø aån ñöa ra: 
Trong tröôøng hôïp  vaø  khoâng xaûy ra, ta chuyeån 

phöông aùn. 
AÅn ñöa vaøo xl 

+ Baøi toaùn Z → min: aån ñöa vaøo öùng vôùi coät coù öôùc 
löôïng ∆l > 0 vaø lôùn nhaát - aån xl

+ Baøi toaùn Z → max: aån ñöa vaøo öùng vôùi coät coù öôùc 
löôïng ∆l < 0 vaø nhoû nhaát - aån xl

AÅn ñöa ra xk: Chung cho caû baøi toaùn Z → min vaø               
Z → max, aån ñöa ra laø aån öùng vôùi haøng k coù: 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>== 0a  vôùi 
a
b

min
a
b

il
il

i

kl

k
kλ   

B. Trình töï laäp baûng ñôn hình 
Giaû söû ta coù baøi toaùn QHTT daïng chính taéc nhö sau: 

f(x) = Z  =   ∑
=

n

1j
jjxc max)min(→

i

n

1j
jij b  xa =∑

=

 , i = 1:m 

xj  ≥ 0, j = 1:n. 
Giaû thieát raèng, sau khi ñöa veà daïng chính taéc, baøi toaùn 

ñaõ xuaát hieän ñuû caùc aån cô baûn: x1, x2, …., xr,…. xm. 
AÅn cô baûn coøn goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính, laø nhöõng aån coù 

2 ñaëc tröng: 
• Chæ xuaát hieän moät laàn trong caùc phöông trình cuûa 

heä raøng buoäc. 
• Coù heä soá baèng + 1. 

Vôùi baøi toaùn treân, trình töï laäp baûng ñôn hình nhö sau: 
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Böôùc 1:  Laäp baûng ñôn hình. 
Höôùng daãn caùch laäp baûng ñôn hình 
Coät 1: AÅn cô baûn (ACB): Ghi caùc aån cô baûn theo thöù töï 

töøng haøng. 
Coät 2: Heä soá ACB: Ghi caùc heä soá cuûa ACB trong haøm 

muïc tieâu f(x). 
Coät 3: Phöông aùn: Ghi giaù trò veá phaûi (bi) cuûa caùc 

phöông trình raøng buoäc theo thöù töï töông öùng vôùi caùc haøng 
cuûa ACB. 

Coät 4: Ghi caùc heä soá cuûa caùc aån töông öùng trong heä raøng 
buoäc. 

Coät 5: Ghi tyû soá giöõa coät phöông aùn vôùi coät chuaån theo 

haøng töông öùng - Chæ tính vôùi caùc heä soá ail > 0  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

il

i
i a

b
λ . 

Haøng cuoái cuøng: Ghi caùc heä soá ñaëc tröng ∆j 

+ ∆0 laø giaù trò haøm muïc tieâu ôû phöông aùn ñaàu 

∑
=

=
m

1i
ii0 bc∆  

+ Vôùi caùc ACB (x1, x2, …., xr,…. xm) thì heä soá ñaëc tröng  
∆j = 0. 

ÔÛ ñaây:  ∆1 = ∆2 = ∆r = ∆m = 0. 
+ Heä soá ñaëc tröng cuûa coät töông öùng caùc aån khaùc aån cô 

baûn:  

ÔÛ ñaây:   ; i = 1:m; j = (m+1):n j

m

1i
ijij cac∆ −= ∑

=
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Baûng ñôn hình 
 

1 2    3 4 5
x1 x2 .    xr . xm xm+1 . xl . xn 

ACB 
Heä 
soá 
ACB 

Ph. 
aùn 

c1 c2 .    cr . cm cm+1 . cl . cn

 
λ 

X1 c1 b1 1         0 . 0 . 0 a1(m+1) . a1l . a1n λ1

x2 

. 

. 

c2 

. 

. 

b2 

. 

. 

0 
. 
. 

1 
. 
. 

. 

. 

. 

0     .
. 
. 

0 a2(m+1) .
. 
. 

a2l . 
. 
. 

a2n λ2

xk 

. 

. 

ck 

. 

. 

bk 

. 

. 

0 
. 
. 

0 
. 
. 

. 

. 

. 

1     .
. 
. 

0 ak(m+1) .
. 
. 

akl . 
. 
. 

akn λk

xm cm bm 0         0 . 0 . 1 am(m+1) . aml . amn λn

∆j  ∆0 0      0 . 0 . 0 ∆m+1 . ∆l . ∆n  

Haøng 
chuaån 
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Böôùc 2: Kieåm tra tính toái öu 
Döïa vaøo heä soá ñaëc tröng ∆j, ta tieán haønh kieåm tra nhö 

sau: 
 Phöông aùn ban ñaàu laø phöông aùn toái öu neáu: 
 i ∆j ≤ 0, j = 1:n vôùi baøi toaùn Z → min 

   i ∆j ≥ 0, j = 1:n vôùi baøi toaùn Z → max 
 Neáu  phöông aùn coù toàn taïi: 

      i ∆j > 0 maø aij ≤ 0, i = 1:m vôùi  baøi toaùn Z → min 
      i ∆j < 0 maø aij ≤ 0, i = 1:m vôùi baøi toaùn Z → max 
thì baøi toaùn ñang xeùt khoâng coù phöông aùn toái öu. 

 Neáu  phöông aùn coù toàn taïi: 
i ∆j > 0, nhöng vôùi ∀j coù aij >0 vôùi baøi toaùn               
Z → min 
i ∆j < 0, nhöng vôùi ∀j coù aij >0 vôùi  baøi toaùn              
Z  → max 

thì ta chuyeån sang phöông aùn toát hôn. 

Böôùc 3: Xaùc ñònh coät chuaån – tìm aån ñöa vaøo (xl) 
Döïa vaøo tính chaát cuûaheä soá ñaëc tröng ∆j, ta coù qui taéc 

xaùc ñònh coät chuaån nhö sau: 
 Vôùi  baøi toaùn  Z → min: Coät öùng vôùi ∆l = max∆j vôùi 
nhöõng ∆j > 0 vaø xj  khoâng cô baûn. Coät l laø coät chuaån. 

 Vôùi  baøi toaùn  Z → max: Coät chuaån l laø coät öùng vôùi     
∆l = min∆j ; ∆j < 0 vaø xj  khoâng cô baûn. 

Bieán soá xl töông öùng vôùi coät chuaån laø bieán ñöa vaøo 
trong baûng ñôn hình môùi. 
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Böôùc 4: Xaùc ñònh haøng  chuaån k, tìm aån ñöa ra (xk), tìm 
phaàn töû xoay akl. 

Qui taéc xaùc ñònh haøng  chuaån k chung cho caû baøi toaùn       
Z → min, Z → max. 

 Haøng chuaån laø haøng öùng vôùi haøng k coù: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==λ
il

i

kl

k
k a

bmin
a
b vôùi  0ail >

 AÅn töông öùng vôùi haøng chuaån k (xk) laø aån ñöa ra  
khoûi baûng ñôn hình. 

  Phaàn töû aij öùng vôùi coät chuaån i = l, haøng chuaån j = k  
ñöôïc goïi laø phaàn töû xoay akl. 

Böôùc 5: Bieán ñoåi thay phöông aùn 
Sau khi xaùc ñònh ñöôïc coät chuaån l, tìm ñöôïc aån ñöa vaøo 

xl; xaùc ñònh ñöôïc haøng  chuaån k; tìm ñöôïc aån ñöa ra xk vaø xaùc 
ñònh ñöôïc phaàn töû xoay akl, ta söû duïng pheùp khöû Gauss – 
Jordan ñeå thaønh laäp baûng ñôn hình môùi (phöông aùn môùi). 
Pheùp bieán ñoåi naøy duøng chung cho caû baøi toaùn  Z → min,     Z 
→ max. 

Nhöõng xaùc ñònh treân coù nghóa laø ôû phöông aùn môùi naøy:  
iBieán xl seõ laø aån cô baûn. Ñeå tieän goïi haøng öùng vôùi 

bieán xl laø haøng cô sôû trong  baûng ñôn hình môùi. 
iBieán xk laø ACB ôû phöông aùn cuõ seõ laø aån khoâng cô 

baûn, nhaän giaù trò khoâng. 
Caùc giaù trò trong baûng ñôn hình môùi, ñöôïc tính theo qui 

taéc sau. 
1/ Thay bieán cô baûn ôû haøng k baèng bieán xl (loaïi xk ra) 
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2/ Giaù trò soá lieäu ôû haøng cô sôû (haøng öùng vôùi xl) tính nhö 
sau: 

i
kl

kj'
kj a

a
a =  , j = 1 : n 

i
kl

k'
k a

b
b =    , j = 1 : n 

Chuù thích:    giaù trò ôû baûng môùi '
k

'
kj b,a

     laø nhöõng giaù trò ôû baûng cuõ klkkj a,b,a

3/ Giaù trò caùc haøng coøn laïi bieán ñoåi theo quy taéc ôû baûng 
sau: 

 

 

n:1j m,:1i    ,
a

∆aa∆
∆      c

n:1j m,:1i     ,
a

ababb      b

n:1j m,:1i   ,
a

aaaa
a       a

kl

lkjklj'
j

kl

ilkkli'
i

kl

ilkjklij'
ij

==
−

=><

==
−

=><

==
−

=><

 

 

Chuù yù: Trong caùc coâng thöùc tính toaùn ôû treân ñöôïc nhaéc 
nhieàu tôùi phaàn töû xoay akl. Neáu chuù yù caùc thaønh phaàn trong 
caùc coâng thöùc (a), (b), (c) ôû baûng ñôn  hình cuõ thì chuùng saép 
seáp theo qui luaät chöõ nhaät nhö sau: 

ÔÛ coâng thöùc (a): 
aij ail

aklakj

+ 
–

ail aij

akjakl

+ –

 
 hoaëc
 

 55



ÔÛ coâng thöùc (b): 
bk akl

ailbi + 

–
bi ail

aklbk 

– –+ 

 
hoaëc 

 
 
ÔÛ coâng thöùc (c): 

aki akl 

∆l ∆j 
+

––
akl aki

∆j ∆l 

+ 
– 

 hoaëc
 
 
So saùnh baûng qui taéc vôùi caùc oâ qui luaät chöõ nhaät, thì ñaây 

laø nhöõng ñònh thöùc, neáu chuù yù ñeán phaàn töû xoay akl thì ta coù 
ngay qui taéc tính deã nhôù nhö sau:  

 
Böôùc 1: Laáy tích caùc phaàn töû ôû ñöôøng cheùo chöùa phaàn töû 
xoay (+) tröø ñi tích caùc phaàn töû ñöôøng cheùo (-). 
Böôùc 2: Laáy hieäu soá nhaän ñöôïc chia cho phaàn töû xoay akl. 
Böôùc 3: Keát quaû chia ñöôïc laø keát quaû ghi vaøo vò trí töông 
öùng  baûng môùi. 
 
Ví duï: Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây: 

<1>   f(x) = 3x1 + 5x2 +  3x3 – 3x4 + 2x5 + x6→ min 

 <2>   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−+

12        x4x2x  
10        x3x2x  

 6 x  x3x    x

632

531

43 21

  <3>   xj ≥ 0,  j = 1:6 
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Giaûi  
Nhaän xeùt: Ñaây laø baøi toaùn QHTT daïng chính taéc, nhìn 

vaøo caùc phöông trình cuûa heä raøng buoäc, coù theå choïn aån cô baûn 
cho töøng phöông trình laø  x4, x5, x6. Vaäy phöông aùn cô baûn 
ban ñaàu laø x4= 6,  x5 = 10, x6 = 12, x1 = x2 =  x3 = 0 

 Ta laäp ñöôïc baûng ñôn hình ban ñaàu nhö sau: 
Baûng 1: Baûng ñôn hình xuaát phaùt 
 

x1 x2 x3 x4 x5 x6
ACB Heä 

soá 
ACB 

 
Phöông 

aùn 
 

c1 =3 
 

c2=5 
 

c3=3 
 

c4= -3 
 

c5=2 
 

c6=1 

 
λ 

x4 - 3 6 1 3 -1 1 0 0  
x5 2 10 2 0 3 0 1 0 10/3 
x6 11 12 0 2 4 0 0 1 3 
∆j  14 -2 -12 10 0 0 0  

 
Töø baûng ñôn hình xuaát phaùt  ta kieåm tra tieâu chuaån toái 

öu, ta nhaän thaáy: Ñaây laø baøi toaùn Z → min, nhöng coù heä soá 
ñaëc tröng ∆3 = 10 > 0, neân phöông aùn xuaát phaùt khoâng phaûi laø 
phöông aùn toái öu. Maët khaùc ta laïi thaáy coù aij > 0. Vì vaäy coù 
theå chuyeån phöông aùn. 

 Bieán ñoåi phöông aùn 

a) Xaùc ñònh coät chuaån, tìm aån ñöa vaøo 

Ñaây laø baøi toaùn Z → min, neân coät chuaån laø coät öùng vôùi    
∆l = max∆j, ∆j > 0. 

Do vaäy coät l = 3 laø coät chuaån vaø x3 laø aån ñöa vaøo. 

b) Xaùc ñònh haøng chuaån, tìm aån ñöa ra 
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Ñieàu kieän haøng chuaån k phaûi laø haøng coù 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=λ
3i

i
k a

bmin  

vôùi . 0a i3 >

Vaäy ôû ñaây 33,
3

10min
a
bmin

i3

i =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

, do ñoù haøng          

k = 3 vaø phaàn töû ñöa ra laø x6. 

c) Töø 2 keát quaû tính toaùn treân, phaàn töû xoay akl = a33 = 
4. Theo qui öôùc: haøng chuaån cuûa baûng ñôn hình môùi laø haøng           
k = 3. 

Döïa vaøo caùch tính toaùn giaù trò ôû baûng ñôn hình bieán ñoåi, 
ta laäp ñöôïc baûng ñôn hình môùi (baûng 2) nhö sau: 

Baûng 2 
 x1 x2 x3 x4 x5 x6

 
 ACB 

Heä soá 
ACB 

Phöông  
aùn 

  3 5 3  -3 2 1 

 

λ 

x4 - 3 9  1    7/2 0 1 0 1/4 
 x5   2   1 2   - 3/2 0 0 1 -3/4 
 x3  3 3 0 1/2 1 0 0    1/4 
 ∆j  -16 -2 -17 0 0   0 -5/2 

 

Töø baûng 2 ta thaáy vôùi ∀j (j = 1:6) thì ∆j ≤ 0, ñaây laø baøi 
toaùn Z → min. Neân phöông aùn ôû baûng 2 laø phöông aùn toái öu. 

Ñaùp soá baøi toaùn laø: 

    
{ }

16∆)f(x

3x1,x9,xx

0opt

354opt

−==

====
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Baøi taäp 

Baøi 1: Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây: 

<1>     f(x) = 6x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 – 7x6 + 7 → min 

<2>     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=+−+

2 3x-x2x4x  
-9         2xx2x  

 15   x  x x x-  

6541

631

64 21

<3>     xj ≥ 0,  j = 1:6 

Ñaùp aùn: Baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu 

Baøi 2: Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây: 

 <1>  f(x) = x1 + x2 +  x3 + 5 → min 

 <2>   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
≤++
≤+

0   xx2x  
20        x5x x
 15           x3x2 

432

3 21

3 2

<3>  xj ≥ 0,  j = 1:4 

    Ñaùp aùn:  x0 = (0, 0, 0, 0, 15) 

      f(x0) = 0 + 5 

II.6. Thuaät toaùn ñôn hình giaûi baøi toaùn QHTT 
daïng toång quaùt 

Trong phaàn II.5 ñaõ ñeà caäp ñeán cô sôû toaùn hoïc vaø 
phöông phaùp giaûi baøi toaùn QHTT daïng chính taéc ñaõ coù ñuû aån 
cô baûn cho vieäc laäp phöông aùn cô baûn ban ñaàu. Trong phaàn 
naøy ta nghieân cöùu thuaät toaùn ñôn hình giaûi baøi toaùn QHTT 
daïng toång quaùt. 
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II.6.1. Phaùt bieåu baøi toaùn
Tìm { }n21 x,....,x,xx =  laøm cho haøm muïc tieâu: 

f(x) =    ∑
=

n

1j
jjxc max)(  min→

Vôùi caùc raøng buoäc: 

i

n

1j
jij b  xa ≤∑

=

 , i = 1:m1 

i

n

1j
jij b xa ≥∑

=

 , i = (m1+1) : (m1+ m2) 

i

n

1j
jij b  xa =∑

=

 , i = (m1+ m2 +1) : m 

bj ≥ 0 
xj ≥ 0, j = 1:n. 

II.6.2. Qui taéc bieán ñoåi raøng buoäc vaø haøm muïc tieâu 
Coâng vieäc bieán ñoåi nhaèm ñaït 2 muïc ñích: 
- Bieán ñoåi ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc. 
- Bieán ñoåi taïo aån cô baûn cho phöông aùn cô sôû ban ñaàu. 

A. Theâm bieán phuï ñeå ñöa baøi toaùn veà daïng chính 
taéc: thöïc hieän nhö sau. 

• Ñoái vôùi caùc raøng buoäc ∑ aij xij ≤ 0 coäng theâm bieán 
phuï  xn+i ≥ 0. Nhöõng bieán phuï naøy ñöôïc ñaùnh soá töø   (n + 1) 
ñeán  (n + m1). 

• Ñoái vôùi caùc raøng buoäc ∑ aij xij ≥ 0 tröø bôùt bieán phuï       
xn+i ≥  0. Nhöõng bieán phuï naøy ñöôïc ñaùnh soá töø  (m1+ 1) ñeán 
(m1+ m2). 
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• Trong haøm muïc tieâu heä soá cj öùng vôùi caùc bieán phuï 
baèng khoâng. 

Ví duï: Tìm x1, x2 laøm cho haøm muïc tieâu 
   f(x) = 30x1 + 45x2 → max    f(x) = 30x1 + 45x2 +  0x3 + 0x4 + 0x5 

+ 0x6+ 0x7 + 0x8 + 0x9 → max 
Caùc raøng buoäc: 
 

x1 ≤ 6000    x1 +x3 = 6000  (1) 
x2 ≤ 4000    x2 +x4  = 4000  (2) 
2,5x1 + 2x2  ≤ 24000  2,5x1 + 2x2 +x5=24000  (3) 
x1≥ 1000    x1 – x6 =1000  (4) 
x2≥ 1000    x2 – x7 =1000  (5) 
3x1 – x2 ≥0    3x1 – x2 – x8 = 0  (6) 
2,5 ≥            

x1 + 2x2  10000 2,5x1+2x2 – x9= 10000  (7) 
     xj ≥ 0 , j = 3:9  (8) 
 
B. Laäp baøi toaùn M – Theâm aån giaû ñeå taïo aån cô baûn 

cho phöông aùn ban ñaàu 
Sau khi ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc, ôû phöông trình 

raøng buoäc naøo chöa coù aån cô baûn, ta phaûi taïo aån cô baûn nhôø 
baøi toaùn phuï M ñeå taïo  phöông aùn  cô sôû ban ñaàu.  

Baøi toaùn M ñöôïc laäp phaân bieät ñoái vôùi baøi toaùn f(x) → 
min vaø f(x) → max ñöôïc tieán haønh nhö sau: 

 Ñoái vôùi baøi toaùn f(x) → min: 
• ÔÛ phöông trình raøng buoäc naøo chöa coù aån cô baûn, ta 

theâm moät aån môùi khoâng aâm, coù heä soá baèng +1. AÅn môùi theâm 
naøy goïi laø aån giaû, ñoàng thôøi cuõng laø aån cô baûn cuûa phöông 
trình raøng buoäc ñoù. 

• Trong haøm muïc tieâu ta boå sung aån môùi theâm vôùi heä 
soá cj+1 = M ñuû lôùn, coù theå choïn   cj+1 = M = max {|aij, |bI|, |cj|}.  
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 Luùc ñoù ∑ . 
=

+ →+=
n

j
jjj minMxxc)x(f

1
1

 Ñoái vôùi baøi toaùn f(x) → max: 
• ÔÛ phöông trình raøng buoäc naøo chöa coù aån cô baûn, ta 

theâm moät aån môùi khoâng aâm, coù heä soá baèng +1. AÅn môùi theâm 
naøy goïi laø aån giaû, ñoàng thôøi cuõng laø aån cô baûn cuûa phöông 
trình raøng buoäc ñoù. 

• Trong haøm muïc tieâu ta boå sung aån môùi theâm vôùi heä 
soá cj+1 = – M, M laø soá ñuû lôùn, coù theå choïn M = max {|aij, |bI|, 

|cj|}. Luùc ñoù . ∑
=

+ →−=
n

j
jjj maxMxxc)x(f

1
1

Ví duï: Ta laáy laïi ví duï phaàn A. Sau khi ñaõ ñöa baøi toaùn 
veá daïng chính taéc thì ôû phöông trình raøng buoäc (1), (2), (3) ñaõ 
coù aån cô baûn laø x3, x4, x5. Caùc phöông trình raøng buoäc (4), (5), 
(6), (7) chöa coù aån cô baûn. Vì vaäy ta laäp baøi toaùn M. Ñaây laø 
baøi toaùn f(x) → max, ta coù keát quaû sau: 

          
         

 
 

x1 + x3 = 6000    x1 +x3 = 6000   
x2 + x4 = 4000    x2 +x4  = 4000   
2,5x1 + 2x2  + x5 = 24000  2,5x1 + 2x2 + x5  = 24000 
x1 – x6 = 1000    x1 – x6 + x10 =1000   
x2 – x7 = 1000    x2 – x7 + x11 =1000  
3x1 – x2  – x8 = 0    3x1 – x2 – x8 + x12 = 0  
2,5x1 + 2x2 – x9  = 10000  2,5x1+2x2–x9 + x13 = 10000 
 

xj ≥ 0 , j = 1:9    xj ≥ 0 , j = 1:13  

f(x) = 30x1 + 45x2 + 

+ 0(x3+x4+x5+x6+x7+ x8+x9) – 

 M(x10 + x11 + x12 + x13) → max 

f(x) = 30x1 + 45x2 + 0(x3 + x4 +
 x5 + x6+ x7 + x8 + x9) → max 

 Phöông aùn cô sôû ban ñaàu laø:  
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 x3= 6000, x4= 4000, x5=24000, x10=1000, x 11 = 1000,    
 x 12 = 0,   x13 = 10000 

C. Laäp baûng ñôn trình ban ñaàu cuûa baøi toaùn môû roäng 

C.1 Caùc ñònh nghóa 

1/ Baøi toaùn daïng chính taéc chöa ñuû aån cô baûn neân phaûi 
theâm aån giaû baèng baøi toaùn M ñeå taïo phöông aùn cô sôû ban ñaàu 
ta goïi laø baøi toaùn môû roäng. 

2/ Baøi toaùn xuaát phaùt töø baøi toaùn môû roäng goïi laø baøi toaùn 
goác. 

C.2 Quan heä giöõa baøi toaùn môû roäng vaø baøi toaùn goác 
ñaõ ñöôïc chöùng minh: 

1/ Neáu baøi toaùn môû roäng khoâng coù phöông aùn toái öu, thì 
baøi toaùn goác cuõng khoâng coù phöông aùn toái öu. 

2/ Neáu baøi toaùn môû roäng coù phöông aùn toái öu maø caùc aån 
giaû ñeàu baèng khoâng, thì chæ caàn boû phaàn aån giaû ñi, ta coøn laïi 
phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn goác. 

3/ Neáu baøi toaùn môû roäng coù phöông aùn toái öu maø trong 
ñoù coù ít nhaát moät aån giaû döông (> 0) thì baøi toaùn goác khoâng coù 
phöông aùn. 

C.3 Caùch laäp baûng ñôn hình cho baøi toaùn môû roäng 

1/ Tröø haøng heä soá öôùc löôïng ∆j (haøng cuoái cuøng), caùc 
haøng khaùc cuûa baûng ñôn hình ban ñaàu cuûa baøi toaùn môû roäng 
ñöôïc laäp theo caùc qui taéc ñaõ ñöôïc trình baøy trong phaàn II.5. 
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2/ Do ôû baøi toaùn môû roäng coù chöùa thaønh phaàn Mj xj vôùi 
M ñuû lôùn, ñeå tieän cho quaù trình xem xeùt, so saùnh heä soá öôùc 
löôïng ∆j , ta phaân ∆j laøm thaønh hai phaàn: 

∆j = αj M + βj

Vì vaäy haøng ∆j ñöôïc chia ra laøm hai doøng: 

•  Doøng treân bieåu thò phaàn phuï thuoäc vaøo M baèng caùch 
ghi heä soá cuûa M. 

•  Doøng döôùi bieåu thò phaàn khoâng phuï thuoäc vaøo M. 

Ví duï: Ta coù ∆j = 2 M – 9 thì: ÔÛ doøng treân cuûa coät ∆j ta 
ghi 2 , ôû doøng döôùi ta ghi – 9. 

Ghi chuù: Caû 2 doøng treân ñeàu tuaân theo qui taéc bieán ñoåi 
baûng nhö ñaõ giôùi thieäu ôû phaàn II.5. 

C.4 Tieâu chuaån toái öu cuûa baøi toaùn môû roäng: 

Tieâu chuaån toái öu cuûa baøi toaùn môû roäng cuõng xuaát phaùt 
töø vieäc xeùt daáu cuûa heä soá öôùc löôïng ∆j. 

ÔÛ baøi toaùn môû roäng ∆j ñöôïc chia laøm hai phaàn αM vaø β, 
vì M laø soá ñuû lôùn  (lôùn hôn baát cöù soá naøo caàn so saùnh), do ñoù 
muoán so saùnh ∆j ta chæ caàn ñeán doøng treân (doøng heä soá cuûa M), 
khi naøo doøng treân baèng khoâng, hoaëc baèng nhau, ta môùi caàn 
quan taâm ñeán doøng döôùi (doøng β) maø thoâi. 

Ví duï:   Giaûi baøi toaùn : 

<1>   f(x) = x1 + 2x2 + x4 – 5x5  min 
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<2> 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+++−

=−−−
=−−

3
2

3
1

3
4

3
2

3
1

5257
093

54321

5432

43

xxxxx

xxxx
xx

  

<3>     xj ≥ 0 , j = 1 : 5 

Nhaän xeùt:

 Ñaây laø baøi toaùn daïng chính taéc, coù bi ≥ 0 

 Trong baøi toaùn naøy coøn thieáu aån cô baûn (vectô ñôn 
vò) ôû phöông trình raøng buoäc thöù nhaát vaø thöù 2. 

Ta laøm ñuû aån cô baûn baèng caùch laäp baøi toaùn M nhö sau: 

f ( x ) = x1 + 2x2 + x4 – 5x5 + Mx6 + Mx7 ∧ min 

         – 3 x3 – 9x4 +x6        = 0 

    x2 – 7x3 – 5x4 – 2x5 + x7 = 5 

     x1 – 
3
1 x2 + 

3
2 x3 + 

3
4 x4 + 

3
1 x5 = 

3
2  

    xj ≥ 0 , j = 1:7 

Ta ñöa soá lieäu vaøo baûng ñôn hình ban ñaàu (Baûng 1) vaø 
tính ñöôïc: 

∆o = f( x ) = 5M +
3
2  : ta vieát 5 ôû doøng treân, 

3
2  ôû doøng 

döôùi. 

∆1 = 0 (doøng treân vaø doøng döôùi ñeàu ghi 0). 

∆2 = M – 
3
7 (doøng treân ghi 1 doøng döôùi ghi  –

3
7 ) 
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∆3 =  – 10M + 
3
2 (doøng treân ghi –10 doøng döôùi ghi  

3
2 ) 

∆4 =  –14M + 
3
1 (doøng treân ghi –14 doøng döôùi ghi  

3
1 ) 

∆5 = –2M + 
3

16 (doøng treân ghi –2 doøng döôùi ghi  
3

16 ) 

 
x1 x2 x3 x4 x5 

ACB 
Heä 
soá 

ACB 

Phöông 
aùn c1= 1 c2= 2 c3= 0 c4= 1 c5= -5 

 
λi

x6 M 0 0 0 -3 -9 0  
x7 M 5 0 1 -7 -5 -2 5 

x1 1 2/3 1 -1/3 2/3 4/3 1/3  
αj 5 0 1 -10 -14 -2  

B
aûn

g 
1 

 

∆j
βj 2/3 0 -7/3 2/3 1/3 16/3  

x6 M 0 0 0 -3 -9 0  
x2 2 5 0 1 -7 -5 -2  
x1 1 7/3 1 0 5/3 -1/3 -1/3  

αj 0 0 0 -3 -9 0  B
aûn

g 
2 

 

∆j
βj 37/3 0 0 - 47/3 - 34/3 2/3  

 

Ta nhaän thaáy ∆2 = M – 
3
7 > 0 (vì M raát lôùn) neân theo 

tieâu chuaån toái öu thì phöông aùn ban ñaàu chöa toái öu, ñoàng thôøi 
chöa coù daáu hieäu chöùng toû khoâng coù phöông aùn toái öu. Vì vaäy 
ta chuyeån phöông aùn khaùc toát hôn. 

Vì trong doøng treân theå hieän chæ coù duy nhaát ∆2 > 0 neân 
ta choïn ngay coät chuaån laø coät 2, vaø aån ñöa vaøo laø x2. Trong 
baûng 1 duy nhaát chæ coù a22 = 1 > 0, neân haøng chuaån laø haøng 
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thöù 2 vaø aån ñöa ra laø x7. Töø coät chuaån l = 2, haøng chuaån k = 2, 
ta coù phaàn töû xoay akl = a22 = 1. 

Döïa vaøo qui taéc, sau khi bieán ñoåi baûng ta nhaän ñöôïc 

baûng 2. Trong baûng 2 ta thaáy coù   ∆5 = 
3
2 > 0 maø aïi5 ≤ 0 ∀i               

(a15 = 0, a25 = -2, a35 =  -
3
1 ) neân döïa vaøo tieâu chuaån toái öu ta 

keát luaän: Baøi toaùn môû roäng khoâng coù phöông aùn toái öu, neân 
baøi toaùn goác khoâng coù phöông aùn toái öu. 

Baøi taäp
Baøi 1: Giaûi baøi toaùn: 

<1>          f(x) = -16x1 + 7x2 +9x3 → min 

   -
3
2 x1 -

3
1 x2 + x3 = 

3
1  

<2>
- 5x1 + 5x2     = 7 

 <3>            xj ≥ 0 , j = 1 : 3 
Ñaùp soá: Sau 1 laàn bieán ñoåi phöông aùn, phöông aùn toái öu 

cuûa baøi toaùn môû roäng laø x  = ( x1,x2,x3,x4)  = (0, 
5
7 , 

15
22 , 0) laø 

phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn môû roäng maø aån giaû x4 = 0 neân 
cuõng laø phöông aùn toái öu baøi toaùn goác. 

Baøi 2: Giaûi baøi toaùn: 
  <1>     f(x) = 2x1 + 4x2 -2x3 → min 

  <2>    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
=++

=+

18  x - x - x
50  2x  x  2x

27x2x-x

321

321

321

  <3>    xj ≥ 0 , j = 1 : 3 
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Ñaùp soá: Sau 1 laàn bieán ñoåi phöông aùn, ñeán ñaây phöông 
aùn toái öu cuûa baøi toaùn môû roäng laø x  =  ( x1, x2, x3, x4, x5, x6) = 
(0, 0, 25, 43, 2, 0)  nhöng coøn aån giaû x5 > 0 neân baøi toaùn goác 
khoâng coù phöông aùn. 

II.7. Baøi toaùn ñoái ngaãu  
(DUAL PROBLEM) 
II.7.1. Khaùi nieäm
Baøi toaùn ñoái ngaãu, coù taøi lieäu goïi laø “qui hoaïch ñoái 

ngaãu” ñeàu laø nhöõng teân goïi khaùc nhau cuûa cuøng moät khaùi 
nieäm. Trong taøi lieäu naøy ta goïi laø “baøi toaùn ñoái ngaãu”, kyù 
hieäu laø baøi toaùn D. 

Ñoái vôùi moïi baøi toaùn QHTT, ta luoân thieát laäp ñöôïc cho 
noù moät baøi khaùc goïi laø baøi toaùn ñoái ngaãu. Baøi toaùn xuaát phaùt 
ñeå laäp baøi toaùn ñoái ngaãu ta goïi laø baøi toaùn goác, kyù hieäu laø baøi 
toaùn P. 

Baøi toaùn ñoái ngaãu D ñöôïc coi laø moät trong caùc khaùi 
nieäm cô baûn cuûa baøi toaùn QHTT. 

Trong raát nhieàu tröôøng hôïp ñeå coù ñöôïc keát luaän cho 1 
baøi toaùn QHTT, thì vieäc thoâng qua nghieân cöùu, giaûi baøi toaùn 
ñoái ngaãu cuûa noù laïi toû ra thuaän tieän hôn nhieàu. 

II.7.2. Caëp baøi toaùn tuyeán tính ñoái ngaãu. Caùch laäp 
baøi toaùn D 

 Cho baøi toaùn QHTT sau ñaây (Baøi toaùn goác). Baøi toaùn 
P ñöôïc phaùt bieåu: 

Tìm ( )n21 x,....,x,xx =  laøm cho haøm muïc tieâu: 

ZP =  ∑  → max 
=

n

1j
jjxc

Vôùi caùc raøng buoäc: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==≥

≤∑
=

m:1 i n,:1j ,0x

 b xa

j

i

n

1j
jij   

 Baøi toaùn ñoái ngaãu. Baøi toaùn D töông öùng vôùi baøi toaùn 
P ñöôïc phaùt bieåu: 

Tìm ( )m21 y,....,y,yy =  laøm cho haøm muïc tieâu: 

   ZD =   → min ∑
=

m

1j
ii yb

Vôùi caùc raøng buoäc: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

≥∑
=

0y

c  ya

i

j

m

1i
iij   

 Chuù yù: Caùc bieán ñoái ngaãu töông öùng moät – moät vôùi 
caùc raøng buoäc cuûa baøi toaùn goác, trong khi ñoù nhöõng raøng buoäc 
cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu töông öùng moät – moät vôùi caùc bieán cuûa 
baøi toaùn goác. 

 Trình töï laäp baøi toaùn D töø baøi toaùn P. 
Ñeå deã thöïc hieän, ta phaân trình töï naøy laøm hai böôùc: 
Böôùc 1: Laäp sô ñoà. 
Böôùc 2: Töø sô ñoà laäp baøi toaùn D. 
1. Laäp sô ñoà: Trình töï laäp sô ñoà nhö sau: 
1) Vieát ma traän heä soá caùc raøng buoäc thaønh daïng baûng 

(ma traän A). 
2) Vieát caùc bieán xj töông öùng vôùi coät ma traän A leân phía 

treân cuøng. 
3) Vieát caùc heä soá cj töông öùng vôùi coät ma traän A phía 

döôùi cuøng. 

 69



4) Vieát caùc heä soá bi töông öùng vôùi haøng ma traän A veà 
phía phaûi. 

5) Vieát caùc bieán cuûa baøi toaùn D öùng vôùi haøng ma traän A 
veà phía traùi. 

6) Ñaùnh daáu caùc haïn cheá theo qui taéc baûng a). 
Baûng a) 

Baøi toaùn P (D) Baøi toaùn D (P) 
Haøm muïc tieâu: 

∑
=

n

1j
jjxc → max 

Haøm muïc tieâu: 

 → min ∑
=

m

1i
ii yb

Raøng buoäc thöù i: 

i

n

1j
jij bxa

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
≥
≤

∑
=

 

AÅn thöù  i: 

0
y' tuøy

   
   

yi
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤
≥

 

AÅn thöù  j: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤
≥

yù tuøy
x j  

Raøng buoäc thöù j: 

i

m

1i
jij cya

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
≤
≥

∑
=

 

Caùch vaän duïng baûng qui taéc: 
1/ Tröôøng hôïp baøi toaùn P, Zp → max thì beân traùi 

baûng laø baøi toaùn P, baøi  toaùn D ñöôïc chæ ra beân phaûi 
baûng. 

 2/ Tröôøng hôïp baøi toaùn Zp → min thì beân phaûi 
baûng laø baøi toaùn P, baøi toaùn D ñöôïc chæ ra beân traùi baûng. 

Giaû söû coù baøi toaùn QHTT (P): 

<1>  ZP = c1x1 + c2x2 + … + cnxn→ max (min) 
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<2>   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤+++

=+++
≥+++

mnmn2m21m1

2n2n222121

1n1n212111

bxa...xaxa
................................................

bxa...xaxa
bxa...xaxa

<3>     x1 ≥ 0, x2 tuøy yù, …..,xn ≤ 0   

Theo trình töï vaø qui taéc ñaùnh daáu nhö treân laäp ñöôïc sô 
ñoà baûng b vaø c. 

Baûng b)  (ZP → max) 
x1 x2 … xn

≥ Tuøy yù  ≤ 
     

0   0 

(D)

y1 ≤ 0 a11 a12 … a1n ≥ b1

y2 tuøy yù a21 a22 … a2n = b2

……… …. …. … …. …… 
ym ≥ 0 am1 am2 … amn ≤ bm

≥ =  ≤  
(P) c1 c2 … cn

 
 
 ZD min

ZP max

 
Baûng c)  (ZP → min) 

        
x1 x2 … xn

≥ Tuøy yù  ≤ 
 

0   0 

(D)

y1 ≥ 0 a11 a12 … a1n ≥ b1

y2 tuøy yù a21 a22 … a2n = b2

…….. …. …. … …. ……. 
ym ≤ 0 am1 am2 … amn ≤ bm

≤ =  ≥  
(P) 

c1 c2 … cn

 
 
 ZD min

ZP max

 71



2. Laäp baøi toaùn: Töø sô ñoà baûng b) vaø c) ta vieát ñöôïc baøi 
toaùn D nhö sau: 

 Vôùi baøi toaùn ZP → max, ta coù: 

<1>  ZD = b1y1 + b2y2 + … + bmym → min ∑
=

=
m

1i
ii yb

<2>   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤+++

=+++
≥+++

nnmn22n11n

2mm2222112

1mm1221111

cxa...yaya
................................................

cya...yaya
cya...yaya

<3>   y1 ≤  0, y2 tuøy yù, …..,ym ≥ 0   

 Vôùi baøi toaùn ZP → min, ta coù: 

<1>  ZD = b1y1 + b2y2 + … + bmym → max ∑
=

=
m

1i
ii yb

<2>   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+++

=+++
≤+++

nnmn22n11n

2mm2222112

1mm1221111

cxa...yaya
................................................

cya...yaya
cya...yaya

<3>     y1 ≥ 0, y2 tuøy yù, …..,ym ≤ 0  

 

Ví duï 1: Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn QHTT sau: 

<1>      ZP  = 8x1 + 7x2 + 3x3 → min 

<2>  
⎩
⎨
⎧

≥++
≥+

5 x 2x  x
4  x  2x

 
321

21

<3>          xj ≥ 0, j = 1 : 3 
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Theo trình töï  nhö  ôû treân: 
 <1>         ZD  = 4y1 + 5y2 → max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≤+

≤+
><

3  y           
72y  y  

27 y  2y
       2

2

21

21

  

 <3>        yj ≥ 0, i = 1 : 2 
Ví duï 2: Laäp baøi toaùn D cuûa baøi toaùn P sau: 

  <1>          ZP  = 2x1 + 4x2 + x3 + x4 → max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤++
≤−−
≤+++

><
3 x  4x   x       
3 x  2x             
1 xx 3xx

        2

432

42

4321

 

<3>           xj ≥ 0, j = 1 : 4 
Theo trình töï ñaõ giôùi thieäu vaø qui taéc ñaùnh daáu baûng b) 

ta coù: 
<1>          ZD  = y1 + 3y2 + 3y3 → min 

  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≥+
≥

><

1 y   2y - y   
1 4y  y          
4 y   5y - 3y

2y                

        2

321

31

321

1

<3>            yj ≥ 0, i = 1 : 3 
II.7.3. Quan heä giöõa baøi toaùn P vaø baøi toaùn D 
 A. Caùc ñònh lyù ñoái ngaãu 
Ñònh lyù 1: Vôùi caëp baøi toaùn P vaø D chæ xaûy ra moät trong 

3 tröôøng hôïp sau: 
1.  Caû P vaø D ñeàu khoâng coù phöông aùn. 
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2. Caû P vaø D ñeàu coù phöông aùn, luùc ñoù caû 2 ñeàu coù 
phöông aùn toái öu vaø giaù trò ZP (toái öu) = ZD (toái öu)

3. Moät trong hai baøi toaùn khoâng coù phöông aùn, coøn baøi 
toaùn kia coù phöông aùn, khi ñoù baøi toaùn coù phöông aùn seõ khoâng 
coù phöông aùn toái öu vaø haøm muïc tieâu cuûa noù khoâng bò chaën. 

Ñònh lyù 2 (Ñònh lyù veà ñoä leäch buø): Ñieàu kieän caàn vaø ñuû 
ñeå phöông aùn x0 cuûa baøi toaùn P vaø y0 cuûa baøi toaùn D toái öu laø: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

∑

∑

=

=

m:1i  0,bxay

n:1j  0,cyax

i

m

1j

0
jij

0
i

j

m

1i

0
iij

0
j

 

Chuù yù: Trong caùc tích treân neáu caùc thöøa soá naøy khaùc 
khoâng thì thöøa soá kia phaûi baèng khoâng. Nhôø tính chaát naøy maø 
ta laäp ñöôïc heä phöông trình tuyeán tính giuùp cho vieäc giaûi baøi 
toaùn D. 

B. Tìm nghieäm baøi toaùn P töø nghieäm baøi toaùn D. 
Giaû söû ñaõ giaûi ñöôïc baøi toaùn D, ta coù theå suy ra keát quaû 

cuûa baøi toaùn P nhö sau: 
1/ Theo ñònh lyù 1: Neáu baøi toaùn D khoâng coù phöông aùn 

toái öu, thì ta keát luaän: baøi toaùn P cuõng khoâng coù phöông aùn toái 
öu. 

2/ Theo ñònh lyù 1 vaø 2: Neáu baøi toaùn D coù phöông aùn toái 
öu laø yo = (y ) vaø giaù trò cuûa haøm muïc tieâu laø Zo

m
0
2

0
1 ,...yy, P(y

o
), 

ta coù: 
a/ Baøi toaùn P cuõng coù phöông aùn toái öu 

 vôùi giaù trò cuûa haøm muïc tieâu laø             
 = 

),...xx,(xx 0
n

0
2

0
1

0 =

)p(xoZ
)p(yoZ
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b/ Vieäc tính toaùn caùc giaù trò phöông aùn toái öu 
ñöôïc tieán haønh nhö sau: ),...xx,(xx 0

n
0
2

0
1

0 =

Theo ñònh lyù 2 ta coù: 
Thöù 1. Neáu thì ta coù Σa0Yo

i ≠ ijx o
j = bi

Nhôø ñoù ta laäp ñöôïc heä phöông trình tuyeán tính ñeå tính 
giaù trò x . o

j

Thöù 2. Ta thay yo = (y ) vaøo caùc bieåu thöùc o
m

0
2

0
1 ,...yy,

( ) Ecya j
o
iij =−∑ . Vôùi chæ soá j naøo maø E ≠ 0, thì theo ñònh lyù 

2 coù xj = 0. 
Vôùi caùc phöông trình laäp ñöôïc ôû coâng vieäc thöù 1 vaø keát 

quaû xaùc ñònh ñöôïc ôû coâng vieäc thöù 2, ta tìm ñöôïc nghieäm toái 
öu xo cuûa baøi toaùn goác P. 

 Ví du:ï   
  Ta coù baøi toaùn nhö sau: 
<1>     ZP  = 52x1 + 60x2 + 36x3  → min 

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥
−≥

≥+
≥++

−≥

><

3x
2x

4x2x4
6xx4x2

2x

    2

3

2

21

321

1

 <3>      xj tuøy yù, j = 1 : 3 
 Baøi toaùn ñoái  ngaãu D töông öùng vôùi baøi toaùn P ñaõ cho 

nhö sau: 
 <1>      ZD  = – 2y1 + 6y2 + 4y3 – 2y4  + 3y5 → max 
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<2>      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++
=++

36yy3          
60yy2y4
52y4y2y

52

432

321

<3>       yi ≥ 0, j = 1 : 5 
  Giaûi baøi toaùn D, ta nhaän ñöôïc phöông aùn toái öu nhö 

sau: 

 yo = ( ) = (0, 110
5

0
4

0
3

0
2

0
1 y,y,y,y,y

3
1 , 7

3
1 , 0, 2) 

 Z
)p(y
= 103o

3
1  

Thöù 1: Keát quaû giaûi baøi toaùn D cho thaáy  ≠ 0 
neân coù:  

0
5

0
3

0
2 y,y,y

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+

=++

3x
4x2x4

6x3x4x2

3

21

321

 

Thöù 2: Thay yo = (0, 11
3
1 , 7

3
1 , 0, 2) vaøo bieåu thöùc tính 

E, ta nhaän ñöôïc keát quaû Ej = 0, j= 1 : 3, do ñoù x ≠ 0. o
j

Giaûi heä phöông trình ôû böôùc thöù 1 ta ñöôïc: 
Phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn P laø: 

3
1103Z,3);

3
5,

6
11(x

)p(xo o =−=  
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Baøi taäp  
1/ Cho baøi toaùn goác 
<1>    ZP  = 27x1 + 50x2 + 18x3  → max 

<2>    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≤−+
≤−+−

≤++

2xx2x
4xxx2

2xx2x

321

321

321

<3>     x1, x2  tuøy yù,  x3 ≤ 0 
Yeâu caàu:   
a/ Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu ZD

b/ Giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu, suy ra keát quaû baøi toaùn goác. 
Ñaùp soá:  

a/ Baøi toaùn ZD: 
<1>          ZD  = 2y1 + 4y2 – 2y3 → min 

<2>      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤−−
=++
=+−

18yyy
50y2yy2

27yy2y

321

321

321

   <3>         yi ≥ 0 , i = 1 : 3  
 b/ Baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu. 

2/ Cho baøi toaùn goác 
<1>     ZP  = –2x1 + x2 + x4  → min 

<2>    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤−−
=+++
≤−+

18xxx        
27xxxx

15xxx      

321

4321

321

<3>       xj ≥ 0 , j = 1 : 4 
Yeâu caàu:    

 a/ Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu ZD
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b/ Giaûi baøi toaùn baøi toaùn goác Zp suy ra keát quaû baøi toaùn 
ZD. 

Ñaùp soá:  
a/ Baøi toaùn ZD: 
<1>    ZD  = 15y1 + 27y2 + 18y3 → max 

<2>  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
≤−+−
≤−+
−≤++

1y                 
0yyy

1yyy  
2y2yy

2

321

321

321

  <3>    y1, y3 ≤ 0, y2 tuøy yù 
b/ Baøi toaùn Zp coù phöông aùn toái öu: 

xo = (15, 0, 12, 0),  = – 30 
)p(xoZ

Phöông aùn toái öu baøi toaùn ZD laø: 

yo = (0, –
3
2 , –

3
2 ) 

)D(yoZ  = – 30 

II.8. Baøi toaùn QHTT nhieàu muïc tieâu

II.8.1. Khaùi nieäm  

ÔÛ phaàn tröôùc ta chæ nghieân cöùu baøi toaùn QHTT moät muïc 
tieâu. Muïc tieâu ñöôïc theå hieän baèng haøm muïc tieâu vaø khi giaûi 
baøi toaùn thì coát loõi laø tìm cöïc tieåu hoaëc cöïc ñaïi haøm muïc tieâu 
ñoù. 

Trong thöïc teá ta cuõng thöôøng gaëp nhöõng baøi toaùn ñoøi hoûi 
phaûi caân nhaéc, so saùnh giöõa nhieàu muïc tieâu khaùc nhau: ví duï 
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khi laäp keá hoaïch saûn xuaát, ngoaøi muïc tieâu tieàn laõi thu veà lôùn 
nhaát, coøn ñoøi hoûi oån ñònh löïc löôïng lao ñoäng, naâng cao ñôøi 
soáng ngöôøi lao ñoäng… nhöõng baøi toaùn nhö vaäy yeâu caàu ta phaûi 
ñoàng thôøi ñaït nhieàu muïc tieâu khaùc nhau vaø ta goïi laø nhöõng baøi 
toaùn nhieàu muïc tieâu. Baøi toaùn nhieàu muïc tieâu thöôøng ñöôïc 
gaén vôùi moâ hình toaùn töông öùng nhö baøi toaùn QHPT nhieàu 
muïc tieâu, baøi toaùn QHTT nhieàu muïc tieâu… ÔÛ ñaây ta chæ giôùi 
haïn nghieân cöùu baøi toaùn QHTT nhieàu muïc tieâu. Ñeå tieän ta goïi 
taét laø baøi toaùn nhieàu muïc tieâu. 

Caùch tieáp caän vôùi baøi toaùn nhieàu muïc tieâu laø ta qui ñònh 
cho moãi muïc tieâu moät möùc baèng soá cuï theå, tieáp ñeán laø xaùc 
ñònh caùc heä soá phaït do vi phaïm möùc qui ñònh vaø cuoái cuøng laø 
tìm phöông aùn ñaït cöïc tieåu toång ñoä leäch giöõa caùc heä soá phaït 
ñaõ xaùc ñònh cuûa caùc giaù trò haøm muïc tieâu so vôùi möùc ñaõ qui 
ñònh cho töøng muïc tieâu. 

Thöôøng ngöôøi ta phaân ra ba daïng möùc muïc tieâu: 

Möùc moät phía, caän döôùi: qui ñònh giôùi haïn döôùi cho giaù 
trò muïc tieâu caàn ñaït. Neáu ñaït cao hôn möùc naøy thì caøng toát.  

Möùc moät phía caän treân: Qui ñònh giôùi haïn treân maø giaù 
trò muïc tieâu khoâng ñöôïc vöôït quaù. 

Neáu ñaït thaáp hôn möùc naøy caøng toát. 

Möùc hai phía: Qui ñònh giaù trò maø muïc tieâu  phaûi ñaït 
khoâng hôn khoâng keùm. 

Caùc baøi toaùn nhieàu muïc tieâu ñöôïc phaân loaïi ñeå nghieân 
cöùu theo möùc ñoä quan troïng cuûa caùc muïc tieâu: 

• Qui hoaïch nhieàu muïc tieâu khoâng coù öu tieân.  
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• Qui hoaïch nhieàu muïc tieâu coù öu tieân. 

Sau ñaây laø laàn löôït xeùt töøng loaïi baøi toaùn. 

II.8.2. Baøi toaùn qui hoaïch nhieàu muïc tieâu khoâng coù 
öu tieân 

Ta xeùt baøi toaùn cuï theå sau ñaây: 

Moät xí nghieäp döï kieán saûn xuaát ba loaïi saûn phaåm môùi: 
A, B vaø C. Giaùm ñoác xí nghieäp quan taâm tôùi 3 muïc tieâu chính 
laø lôïi nhuaän, lao ñoäng vaø voán ñaàu tö. Cuï theå laø: 

1. Caàn ñaït ñöôïc lôïi nhuaän toái thieåu laø 125 trieäu ñoàng töø 
caùc saûn phaåm môùi naøy. 

2. Duy trì ñoäi nguõ lao ñoäng hieän coù ôû möùc 4000 ngöôøi. 

3. Giöõ möùc ñaàu tö khoâng vöôït quaù 55 trieäu ñoàng.  

Giaùm ñoác nhaän thaáy khoâng coù khaû naêng ñaït ñoàng thôøi 
ba muïc tieâu neâu ra, vì vaäy oâng quyeát ñònh caùc heä soá phaït nhö 
sau: 

Heä soá phaït 5 treân 1 trieäu ñoàng lôïi nhuaän ñaït thaáp hôn 
möùc qui ñònh. 

Heä soá phaït 2 treân 100 lao ñoäng phaûi söû duïng theâm vöôït 
qui ñònh.  

Heä soá phaït 4 treân 100 lao ñoäng khoâng ñöôïc söû duïng 
theo qui ñònh. 

Heä soá phaït 3 treân 1 trieäu ñoàng voán ñaàu tö phaûi taêng 
theâm so vôùi möùc qui ñònh. 
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Giaû söû: möùc lôïi nhuaän, soá lao ñoäng vaø möùc voán ñaàu tö tæ 
leä thuaän vôùi möùc saûn xuaát saûn phaåm. 

Caùc soá lieäu, ñònh möùc vaø caùc heä soá phaït ñöôïc cho trong 
baûng a. 

Baûng a)  

Saûn phaåm 
Muïc tieâu 

A B C 
Möùc muïc tieâu Heä soá phaït 

Lao ñoäng 12 9 15 ≥ 125 (tr.ñ) 5 

Lôïi nhuaän  5 3 4 = 40 (× 100 lñ) 2(+), 4(-) 

Voán ñaàu tö  5 7 8 ≤ 55 (tr.ñ) 3 

Giaûi thích baûng soá lieäu treân ( ôû coät saûn phaåm): 

 Soá lieäu 12, 9, 15 laø lôïi nhuaän thu ñöôïc töø moät ñôn vò 
saûn phaåm môùi A, B, C.  

 Soá lieäu 5, 3, 4 laø soá lao ñoäng caàn thieát ñeå saûn xuaát ra 
moät ñôn vò saûn phaåm. 

 Soá lieäu 5, 7, 8 laø soá voán boû ra ñeå saûn xuaát moät ñôn vò 
saûn phaåm loaïi A, B, C. 

Roõ raøng trong baøi toaùn treân coù ñuû caû ba daïng möùc muïc 
tieâu: caän döôùi (lôïi nhuaän); caän treân (voán ñaàu tö) vaø hai phía 
(lao ñoäng). 

Ta ñaët x1, x2, x3 laàn löôït laø saûn phaåm A, B, C muoán saûn 
xuaát. Vaäy caùc muïc tieâu treân coù theå dieãn ñaït nhö sau: 

 12 x1 + 9x2 + 15x3 ≥  125 (lôïi nhuaän) 

     5x1 + 3x2 + 4x3   =  40 (lao ñoäng) 

    5x1 + 7x2 + 8x3    ≤ 55 (voán ñaàu tö) 
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Kí hieäu Z laø löôïng phaït do vi phaïm caùc muïc tieâu qui 
ñònh. Vôùi caùc heä soá phaït ñaõ cho ôû baûng treân thì muïc tieâu toång 
theå laø tìm caùc bieán x1, x2, x3 sao cho laøm cöïc tieåu löôïng phaït 
Z. 

Ñeå tieän vieäc nghieân cöùu, ta ñöa vaøo caùc bieán phuï y1, y2, 
y3 nhö sau: 

y1 = (12x1 + 9x2 + 15x3) – 125 (lôïi nhuaän tröø  möùc qui 
ñònh). 

y2 = (5x1 + 3x2 + 4x3) –   40 (lao ñoäng tröø  möùc qui 
ñònh). 

y3 = (5x1 + 7x2 + 8x3) –   55 (voán ñaàu tö tröø möùc qui 
ñònh). 

Do yi (i = 1, 2, 3) coù theå nhaän giaù trò döông (+) hay aâm  
(-) neân ta thay moãi bieán naøy baèng hieäu hai bieán khoâng aâm: 

0y  ,y  vôùi  yyy

0y  ,y  vôùi  yyy

0y  ,y  vôùi  yyy

33333

22222

11111

≥−=

≥−=

≥−=

−+−+

−+−+

−+−+

 

  Quan heä giöõa caùc bieán treân coù theå vieát:  

⎩
⎨
⎧ ≤

=
⎩
⎨
⎧ ≥

= −+

laïi traùi neáu  0
0 y neáu  |y|

y           
laïi traùi neáu  0

0 y neáu  y
y ii

1
ii

1  

Roõ raøng nhö vaäy  bieåu thò phaàn döông cuûa bieán y+
iy i, 

coøn  bieåu thò phaàn aâm cuûa bieán y−
iy i (töông öùng vôùi daáu + vaø 

daáu -). 

Vôùi nhöõng bieán phuï naøy, veà maët toaùn hoïc muïc tieâu ñaõ 
neâu treân coù theå dieãn ñaït baèng phöông trình haøm muïc tieâu sau: 
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miny3y4y2y5Z 3221 →++++= +−+−  

Ghi chuù: Vì seõ khoâng bò phaït neáu lôïi nhuaän ñaït hôn 125 
vaø möùc ñaàu tö  ít hôn 55, neân caùc bieán  vaø  khoâng coù 
maët trong haøm muïc tieâu. 

+
1y −

3y

Ñeå chuyeån baøi toaùn qui hoaïch nhieàu muïc tieâu veà moâ 
hình QHTT, ta caàn ñöa caùc bieán phuï vaøo caùc raøng buoäc. Ví 
duï: 

y1 =  - = 12x+
1y −

1y 1 + 9x2 + 15x3 –125 

Hay: 

12x1 + 9x2 + 15x3 – (  - ) = 125 +
1y −

1y

Töông töï nhö vaäy ñoái vôùi y2 vaø y3. Cuoái cuøng ta nhaän 
ñöôïc moâ hình QHTT nhö sau: 

3. 2, 1, k3; 2, 1,j vôùi 0y ,0y ,0x       3

55 =  )y - y ( - 8x + 7x + 5x    

40 =  )y - y ( - 4x + 3x + 5x   

125 = )y - y ( - 15x + 9x + 12x 

      2

miny3y4y2y5Z      1

kkj

33321

22321

11321

3221

==≥≥≥><

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

><

→++++=><

−+

−+

−+

−+

+−+−

 Giaûi baøi toaùn QHTT treân baèng phöông phaùp ñôn hình, ta 
nhaän ñöôïc phöông aùn toái öu nhö sau:         x1 = 25/3;    x2 = 0;    
x3 = 5/3; Vôùi  = 0, = 0,  = 25/3, = 0,  = 0,       

= 0.  

+
1y −

1y +
2y −

2y +
3y

−
3y

Ta nhaän thaáy: 

y1 =  - = 0 - 0 = 0 +
1y −

1y
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y2 =  - = 25/3 – 0 = 25/3 = 8+
2y −

2y
3
1 > 0 

y3 =  - = 0 - 0 = 0 +
3y −

3y

Töùc laø:  

• Muïc tieâu thöù nhaát vaø muïc tieâu thöù ba hoaøn toaøn thoaû 
maõn (y1 = y3 = 0) 

• Muïc tieâu thöù hai ñaõ vöôït möùc qui ñònh                   

(y2 = =8+
2y

3
1 = 8,33). Töùc laø soá lao ñoäng vöôït qui ñònh laø 

833 ngöôøi so vôùi 4000 ngöôøi qui ñònh. 

Löôïng phaït do vi phaïm muïc tieâu lao ñoäng laø Z = 16
3
1 . 

II.8.3. Baøi toaùn qui hoaïch nhieàu muïc tieâu coù öu tieân

Trong thöïc teá coù nhieàu tröôøng hôïp baøi toaùn qui hoaïch 
nhieàu muïc tieâu, nhöng yeâu caàu coù möùc öu tieân caùc muïc tieâu 
khaùc nhau. Ñeå tieän khaûo saùt, ngöôøi yeâu caàu phaûi ñaët thöù töï 
möùc öu tieân (ví duï möùc öu tieân 1, möùc öu tieân 2,…). 

Vôùi tình huoáng ñoù tröôùc heát ta taäp trung vaøo vieäc ñaït 
ñöôïc caùc muïc tieâu öu tieân möùc 1 – Sau khi coù lôøi giaûi ñoái vôùi 
caùc muïc tieâu coù möùc öu tieân 1, ta xeùt tôùi caùc muïc tieâu ôû möùc 
öu tieân tieáp theo. 

Khi xeùt caùc muïc tieâu cuøng vôi möùc öu tieân, caùch tieán 
haønh nhö ñaõ laøm ôû phaàn tröôùc (muïc II.8.2). 

Trong phaàn naøy ta söû duïng phöông phaùp tuaàn töï ñeå giaûi 
baøi toaùn Qui hoaïch nhieàu muïc tieâu coù öu tieân. 
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Noäi dung phöông phaùp tuaàn töï: 
Thöïc chaát cuûa phöông naøy laø giaûi moät daõy caùc baøi toaùn 

QHTT theo caùc giai ñoaïn: 
a) Giai ñoaïn 1   
Chæ ñöa vaøo moâ hình QHTT caùc muïc tieâu coù möùc öu 

tieân 1 vaø aùp duïng phöông phaùp ñôn hình ñeå giaûi baøi toaùn. Neáu 
lôøi giaûi (phöông phaùp toái öu) laø duy nhaát thì ta döøng quaù trình 
giaûi maø khoâng caàn xem xeùt tieáp caùc muïc tieâu coøn laïi. Tröôøng 
hôïp coù nhieàu lôøi giaûi öùng vôùi cuøng giaù trò toái öu haøm muïc tieâu 
Z* thì ta chuyeån sang giai ñoaïn 2 vaø ñöa vaøo moâ hình caùc 
muïc tieâu ôû möùc öu tieân 2. 

b) Giai ñoaïn 2 
Trong tröôøng hôïp caàn chuyeån sang giai ñoaïn 2, ta phaân 

bieät caùch xöû lyù treân cô sôû giaù trò cuûa haøm muïc tieâu Z* tính 
ñöôïc ôû giai ñoaïn 1 nhö sau: 

Neáu Z* = 0: töùc laø moïi bieán phuï bieåu thò ñoä leäch giöõa 
giaù trò cuûa caùc muïc tieâu coù möùc öu tieân 1 vaø muïc tieâu töông 
öùng vôùi chuùng phaûi baèng 0 (moïi muïc tieâu ñeàu ñaït ñöôïc). 
Trong tröôøng hôïp naøy, moïi bieán phuï coù theå loaïi boû khoûi moâ 
hình ôû giai ñoaïn 2. Trong moâ hình giai ñoaïn 2 caùc raøng buoäc 
ñaúng thöùc chöùa caùc bieán phuï ñöôïc thay theá baèng caùc raøng 
buoäc ñaúng thöùc hay baát ñaúng thöùc ñoái vôùi caùc muïc tieâu coù 
möùc öu tieân 1 nhaèm ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän tieáp tuïc ñaït ñöôïc 
caùc muïc tieâu ôû möùc öu tieân 1. 

Neáu Z*  > 0  thì ôû giai ñoaïn 2 chæ theâm vaøo moâ hình ñaõ 
thieát laäp ôû giai ñoaïn 1 caùc muïc tieâu coù möùc öu tieân 2, nhöng 
sau ñoù caàn theâm vaøo raøng buoäc phaûn aùnh giaù trò haøm muïc tieâu 
cuûa giai ñoaïn 1 baèng Z* - (Raøng buoäc naøy cho pheùp ta loaïi tröø 
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khoûi haøm muïc tieâu giai ñoaïn 2 caùc soá haïng lieân quan tôùi caùc 
muïc tieâu coù möùc öu tieân 1) 

Sau khi giaûi theo thuaät toaùn ñôn hình, neáu thaáy moâ hình 
nhaän ñöôïc coù nhieàu  lôøi giaûi, ta tieáp tuïc laëp laïi caùc giai ñoaïn 
tieáp theo cho caùc muïc tieâu coù möùc öu tieân thaáp hôn. 

Ví duï: Ta quay trôû laïi baøi toaùn nhieàu muïc tieâu khoâng coù 
öu tieân ôû phaàn tröôùc. Töø keát quaû giaûi baøi toaùn ôû phaàn II.8.2, 
giaùm ñoác xí nghieäp khoâng chaáp nhaän phöông aùn söû duïng taêng 
theâm nhaân löïc lao ñoäng (taêng treân 20% ≈ 833 ngöôøi). Vì vaäy 
oâng ta ñaõ ñaët laïi muïc tieâu cuûa baøi toaùn laø: öu tieân haøng ñaàu laø 
traùnh taêng löïc löôïng lao ñoäng vaø traùnh ñaàu tö quaù möùc – möùc 
öu tieân 1, vaø möùc öu tieân 2 laø giöõ lôïi nhuaän toái thieåu 125tr.ñ 
vaø traùnh giaûm lao ñoäng döôùi möùc 4000. 

Vôùi quyeát ñònh hai möùc öu tieân nhö vaäy, cuøng vôùi qui 
ñònh heä soá  phaït nhö ôû baûng a, ta thaønh laäp ñöôïc baûng soá lieäu 
cho baøi toaùn qui hoaïch nhieàu muïc tieâu coù öu tieân nhö ôû baûng b. 

Baûng b)  

Saûn phaåm  Möùc öu 
tieân  A B C 

Möùc muïc tieâu Heä soá phaït 

5 3 4 ≤ 40 
(×100LÑ) 

2 
Möùc 1 

5 7 8 ≤ 55 (tr.ñ) 3 
12 9 15 ≥ 125 (tr.ñ) 5 

Möùc 2 
5 3 4 ≥ 40(×100LÑ) 4 

Theo nhöõng soá lieäu cho ôû baûng b, thì ôû giai ñoaïn 1 chæ 
coù hai muïc tieâu ôû möùc öu tieân 1 ñöôïc ñöa vaøo moâ hình baøi 
toaùn QHTT. Töông töï nhö caùch laøm ñoái vôi baøi toaùn nhieàu 
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muïc tieâu khoâng öu tieân ôû phaàn II.8.2. (Ñeå so saùnh vôùi moâ 
hình maø caû 4 muïc tieâu coù cuøng möùc öu tieân trong phaàn II.8.2., 
ta giöõ  nguyeân chæ soá döôùi cuûa caùc bieán phuï) Luùc naøy ta coù 
moâ hình baøi toaùn QHTT nhö sau: 

<1>     min  y3y2Z 32 →+= ++

<2>   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−++

=−−++
−+

−+

55)yy(x8x7x5

40)yy(x4x3x5

33321

22321

<3>  3,2k  ;3,2,1j  ,0y  ,0y  ,0x kkj ==≥≥≥ −+

Söû duïng phöông phaùp ñôn hình, ta nhaän ñöôïc lôøi giaûi 
vaø Z 0y  ,0y 32 == ++ *  = 0, töùc laø 2 muïc tieâu ôû möùc öu tieân 1 

ñeàu ñaït. 

Vì ñaõ coù caùc phöông aùn (x1, x2, x3) thoaû caùc ñieàu kieän: 

5x1 + 3x2 + 4 x3 ≤ 40 

5x1 + 7x2 + 8 x3 ≤ 55 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 

do ñoù ôû giai ñoaïn tieáp theo, hai muïc tieâu coù möùc öu tieân 1 
ñöôïc duøng nhö nhuõng raøng buoäc ñeå tieáp tuïc ñaït caùc muïc tieâu 
ñoù. Caùc raøng buoäc naøy phaàn ñaûm baûo  baèng khoâng 
vaø bò loaïi boû khoûi moâ hình.  

++
32 y vaø y

Sau khi loaïi boû , ñoàng thôøi theâm vaøo caùc muïc 
tieâu ôû möùc öu tieân 2, moâ hình baøi toaùn QHTT giai ñoaïn 2 laø: 

++
32 y vaø y

<1>   min  y4y5Z 21 →+= −−
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<2>  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−−++

=−−++

=−−++

−

−

−+

55)y0(x8x7x5

40)y0(x4x3x5

125)yy(x15x9x12

3321

2321

11321

<3>  3 ,2 ,1k  ;3 ,2 ,1j  ;0y  ;0y  ;0x k1j ==≥≥≥ −+

  Duøng phöông phaùp ñôn hình ñeå giaûi ta nhaän ñöôïc 
nghieäm duy nhaát x1 = 5, x2 = 0, x3 = 3,75 

75,43Z  Vôùi

0y  ,0y  ,75,8y  ,0y
*

3211

=

==== −−−+

 

Do lôøi giaûi laø duy nhaát, neân quaù trình giaûi keát thuùc vôùi      
x* = ( x1; x2; x3) = (5 ; 0 ; 3,75) laø phöông aùn toái öu cuûa toaøn 
boä baøi toaùn. 

Roõ raøng vôùi lôøi giaûi naøy thoaû maõn ñaày ñuû caû hai muïc 
tieâu ôû möùc öu tieân 1 vaø moät trong hai muïc tieâu ôû möùc öu tieân 
2 (khoâng giaûm soá lao ñoäng hieän coù(y2 = 0)). Gaàn ñaït muïc tieâu 
öu tieân 2 coøn laïi (thieáu 8,75) töùc lôïi nhuaän ≥ 125. 
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III. QUI HOAÏCH ÑOÄNG 
 

III.1. Khaùi nieäm 
 Qui hoaïch ñoäng laø moät trong nhöõng phöông phaùp toái 

öu hieän ñaïi, coù phaïm vi öùng duïng raát roäng raõi nhö: caùc quaù 
trình kyõ thuaät coâng nghieäp, toå chöùc saûn xuaát, keá hoaïch hoaù 
kinh teá, vaät lyù, sinh hoïc, quaân söï… 

 Ñoái töôïng cuûa qui hoaïch ñoäng laø caùc quaù trình toái öu 
nhieàu böôùc, ñaëc bieät laø caùc quaù trình phaùt trieån theo thôøi gian. 

Qui hoaïch ñoäng ñöôïc nhaø toaùn hoïc Myõ R. Bellman ñöa 
ra töø nhöõng naêm 50 cuûa theá kyû XX vaø nhanh choùng  ñöôïc ñöa 
vaøo aùp duïng trong thöïc teá, noù ñaõ trôû thaønh moät coâng cuï toaùn 
hoïc quan troïng, ngöôøi ta hay goïi laø nguyeân taéc toái öu. Nguyeân 
taéc toái öu cuûa Bellman coù hai tính chaát quan troïng laø: tính ñôn 
giaûn vaø tính töôøng minh, vì vaäy noù ñöôïc chuù yù ñaëc bieät. 

 Ngoaøi nguyeân taéc toái öu, qui hoaïch ñoäng  coøn coù 
nguyeân taéc thöù hai cuõng khoâng keùm phaàn quan troïng ñoù laø 
nguyeân taéc loàng baøi toaùn toái öu ñang xeùt vaøo moät hoï caùc baøi 
toaùn töông töï. 

Vieäc aùp duïng nguyeân taéc toái öu vaø nguyeân taéc loàng daãn 
ñeán caùc phöông trình haøm truy toaùn ñoái vôùi giaù trò toái öu. Nhôø 
nhöõng phöông trình haøm truy toaùn thu ñöôïc cho pheùp ta laàn 
löôït laäp ra caùc ñieàu khieån toái öu cho baøi toaùn xuaát phaùt. 

Ñieàu ñaùng quan taâm ôû ñaây laø baøi toaùn tính toaùn ñieàu 
khieån caû quaù trình ñöôïc chia ra thaønh moät daõy caùc baøi toaùn 
tính toaùn ñieàu khieån ñôn giaûn hôn cho caùc giai ñoaïn cuûa quaù 
trình. 
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III.2. Phöông phaùp phöông trình truy toaùn

III.2.1. Baøi toaùn phaân phoái

Giaû söû ta coù nhieàu taøi nguyeân khaùc nhau nhö: nhieân 
lieäu, tieàn, thieát bò maùy moùc, nhaân löïc…Moãi loaïi taøi nguyeân 
treân coù nhieàu caùch söû duïng khaùc nhau vaø taát nhieân seõ daãn ñeán 
nhieàu hieäu quaû khoâng gioáng nhau. 

Vaán ñeà ñaët ra laø: caàn phaân phoái caùc taøi nguyeân ñoù nhö 
theá naøo ñeå hieäu quaû söû duïng laø lôùn nhaát. 

Ñeå giaûi quyeát vaán ñeà ñaët ra treân, ta xeùt quaù trình phaân 
phoái moät taøi nguyeân vôùi tröõ löôïng cuûa taøi nguyeân ñoù laø a vaø 
coù n caùch söû duïng. Baøi toaùn ñaët ra nhö sau: 

Neáu söû duïng xi ñôn vò theo caùch thöù i (i = 1:N) thì seõ 
ñöôïc hieäu quaû ño baèng haøm ϕi (xi). Haõy xaùc ñònh soá ñôn vò xi 
caàn duøng theo moãi caùch i ñeå toång hieäu quaû  laø lôùn nhaát. 

Moâ hình cuûa baøi toaùn coù daïng:  

( ) ( )n21

N

1i
ii x,....,x,xRmaxxmax =ϕ∑

=

 (3.1) 

         (3.2) ax
N

1i
i =∑

=

xi ≥ 0, i = 1, 2, …,N    (3.3) 
Trong ñoù xi  vaø ϕi (xi) laø nhöõng ñaïi löôïng thöôøng coù ñôn 

vò ño khaùc nhau. 
Ñoä lôùn cuûa hieäu quaû phuï thuoäc vaøo  tröõ  löôïng taøi 

nguyeân (a) vaø vaøo quaù trình choïn löïa (N). 

III.2.2. Phöông phaùp phöông trình truy toaùn

Ñeå nghieân cöùu baøi toaùn treân, ta loàng noù vaøo moät hoï caùc 
quaù trình phaân phoái naøo ñoù. Nhö vaäy thay cho moät baøi toaùn 
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vôùi soá löôïng taøi nguyeân cho tröôùc (a) vaø soá caùch söû duïng coá 
ñònh (N), ta xeùt moät hoï caùc baøi toaùn maø trong ñoù a vaø N thay 
ñoåi, töùc laø ta chuyeån quaù trình tónh thaønh quaù trình ñoäng. 

Vì cöïc ñaïi cuûa haøm R (x1, x2,…, xN) chæ phuï thuoäc vaøo vaø 
N. Neáu goïi giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn laø fN(a) thì: 

fN(a) = max R (x1, x2,…, xN) 
Trong ñoù xi  thoaû maõn (3.2) vaø (3.3). Khi N thay ñoåi, ta 

haõy tìm moái lieân heä giöõa caùc haøm fN(a). Vì ôû ñaây f1(a)= ϕ1 (a) 
neân coù theå noùi roõ hôn laø: bieát ϕ1 (a) vôùi a thay ñoåi, haõy tìm 
moái lieân heä giöõa f2 vaø f1,… fN vaø fN-1. 

Giaû thieát 0 ≤ xN ≤ a laø löôïng taøi nguyeân quyeát ñònh ñoái 
vôùi quaù trình thöù  N. Khi ñoù, baát kì xN nhö theá naøo, soá löôïng 
coøn laïi (a-xN) seõ ñöôïc söû duïng ñeå sao cho nhaän ñöôïc thu nhaäp 
cöïc ñaïi cuûa (N-1) quaù trình coøn laïi. 

Vì thu nhaäp toái öu cuûa (N-1) quaù trình theo ñònh nghóa 
laø fN-1(a- xN) neân söï quyeát ñònh xN cho quaù trình thöù N ñi ñeán 
thu nhaäp toång coäng ñoái vôùi N quaù trình laø: 

ϕN (xN) + ϕN-1 (a-xN) 
Phöông trình truy toaùn laø: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=≥== ∑
=

N:1i,0x  ,ax  )x,...,x,x(Rmax)a(f i

N

1j
in21N

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=≥−== ∑
−

=≤≤
1N:1i,0x  ,xax  )x,...,x,x(Rmaxmax iN

1N

1i
in21ax0 N

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=≥−=ϕ+ϕ= ∑∑
−

=

−

=≤≤
1N:1i,0x  ,xax  )x(max)x(max iN

1N

1i
i

1N

1i
iinNax0 N
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Töø  ñoù ta suy ra: 
{ })xa(fxmax)a(f N1NNNax0N

N

−+ϕ= −
≤≤

, N = 2, 3,…      (3.4) 

Roõ raøng ta ñaõ ñöa baøi toaùn cöïc trò cuûa N bieán veà N baøi 
toaùn cöïc trò moät bieán vaø phöông trình (3.4) goïi laø phöông trình 
truy toaùn cuûa qui hoaïch ñoäng. Ñoù laø yù ñoà cô baûn cuûa phöông 
phaùp qui hoaïch ñoäng giaûi baøi toaùn cöïc trò baèng phöông phaùp 
phöông trình truy toaùn. 

Cuï theå laø: Bieát f1(a) = ϕ1 (a), döïa vaøo phöông trình truy 
toaùn (3.4) ta tìm ñöôïc f2(a), sau ñoù thay f2(a) vaøo (3.4) ta tìm 
ñöôïc f3(a),…. Cöù nhö vaäy tôùi khi tìm ñöôïc fN(a). 

Cô sôû cuûa vieäc laøm nhö treân laø nguyeân lí toái öu toång 
quaùt. 

III.2.3. Caùc nguyeân taéc cô baûn cuûa QHÑ
Qui hoaïch ñoäng laø qui hoaïch töøng giai ñoaïn cuûa quaù 

trình nhieàu giai ñoaïn, maø trong ñoù töøng giai ñoaïn ta chæ toái öu 
hoaù moät böôùc. 

Tuy nhieân khi qui hoaïch moät quaù trình nhieàu giai ñoaïn, 
ôû moãi böôùc ta phaûi löïa choïn ñieàu khieån treân cô sôû khoâng chæ 
xuaát phaùt töø lôïi ích cuûa chính böôùc ñoù maø töø lôïi ích chung cuûa 
toaøn boä quaù trình. 

Töø  yù töôûng treân qui hoaïch ñoäng coù nhöõng nguyeân taéc 
cô baûn sau: 

NT1: Nguyeân taéc ñaùnh soá caùc giai ñoaïn töø döôùi leân 
Ñoái vôùi giai ñoaïn cuoái coù theå laøm cho noù toát nhaát maø 

khoâng lo haäu quaû. Khi ñoù giai ñoaïn naøy trôû neân oån ñònh vaø ta 
coù theå xeùt giai ñoaïn tröôùc ñoù, vaø cöù tieáp tuïc cho tôùi luùc tìm 
ñöôïc giai ñoaïn ñaàu cuûa quaù trình. 
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NT2: Thoâng soá hoaù baøi toaùn 
ÔÛ giai ñoaïn saùt giai ñoaïn cuoái cuøng, ta chöa bieát keát 

quaû neân ta phaûi ñaët giaû thieát cho giai ñoaïn naøy, roài öùng vôùi 
giaû thieát ñoù ta tìm ñieàu khieån toái öu cho giai ñoaïn cuoái cuøng. 

ÔÛ caùc böôùc khaùc cuõng töông töï nhö vaäy. Do ñoù quaù trình 
ñieàu khieån toái öu seõ phuï thuoäc vaøo caùc thoâng soá ñaëc tröng cho 
keát quaû ôû böôùc tröôùc. 

 NT3: Nguyeân taéc loàng 
Loàng baøi toaùn ban ñaàu vaøo moät baøi toaùn roäng hôn hay 

vaøo moät hoï caùc baøi toaùn vaø do ñoù baøi toaùn ban ñaàu laø moät 
tröôøng hôïp rieâng cuaû hoï baøi toaùn. 

Hoï baøi toaùn nhôø coù caùc thoâng soá neân giaûi ñöôïc. Ta seõ 
thöû keát quaû cuûa baøi toaùn vôùi caùc thoâng soá khaùc nhau cho tôùi 
luùc ñöôïc thoâng soá öùng vôùi baøi toaùn xuaát phaùt thì döøng laïi. 

NT4: Nguyeân taéc toái öu (Bellman) 
Daùng ñieäu toái öu coù tính chaát laø: duø traïng thaùi ban ñaàu 

vaø ñieàu khieån ban ñaàu coù daïng nhö theá naøo thì ñieàu khieån 
tieáp theo cuõng laø toái öu ñoái vôùi traïng thaùi thu ñöôïc trong keát 
quaû taùc ñoäng nhöõng ñieàu khieån ban ñaàu. 

III.3. Quaù trình nhieàu giai ñoaïn vaø phöông trình 
haøm

III.3.1. Quaù trình nhieàu giai ñoaïn

Giaû söû  caàn xeùt moät quaù trình goàm n giai ñoaïn, ta ñaùnh 
soá baét ñaàu töø giai ñoaïn cuoái ñeán giai ñoaïn ñaàu tieân: 

 

 
p(n) 

n ….
p(n -1)

q(k)

p(k)
k ….p(k -1) 

q(2)

p(2)
2

 
q(n) 

 

q(1)

1
p(1) p(0) 
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Ñeå xaùc ñònh moät quaù trình  n giai ñoaïn, ta caàn 6 yeáu toá: 

1. Vectô traïng thaùi  

Giaû söû vectô traïng thaùi tham gia vaøo quaù trình ôû giai 
ñoaïn n (chính laø traïng thaùi ban ñaàu cuûa quaù trình) seõ laø      
p(n) = (p1(n),…, ps(n)). 

Khi giai ñoaïn n keát thuùc, ta nhaän vectô traïng thaùi       
p(n -1) = (p1(n -1),…, ps(n -1)). Ta goïi ñaây laø traïng thaùi ban 
ñaàu cuûa giai ñoaïn n -1.  

2. Vectô ñieàu khieån

Ñoái vôùi giai ñoaïn n, traïng thaùi thu ñöôïc p(n - 1) khoâng 
chæ phuï thuoäc vaøo traïng thaùi ban ñaàu p(n) maø coøn phuï thuoäc 
vaø  vectô ñieàu khieån q(n) = (q1(n),…, qr(n)). 

Ta goïi heä vectô (q(n), q(n - 1), …q(1)) laø moät chieán löôïc. 

3. Phöông trình cuûa quaù trình  

Neáu p(k) vaø q(k) ñaõ ñöôïc xaùc ñònh vaø choïn thì ta thu 
ñöôïc traïng thaùi xaùc ñònh p(k-1) 

Coù moái quan heä haøm: 
 { } n,...,1k,)k(q),k(pT)1k(p ==− . 

4. Raøng buoäc cuûa quaù trình

Ngoaøi phöông trình cuøa quaù trình, p(k) vaø q(k) coøn phaûi 
thoaû maõn caùc raøng buoäc cuûa quaù trình: 

m,...,1i,0)1(q),...,n(q);0(p),...,n(p(Ri =≥  

5. Haøm muïc tieâu cuûa quaù trình

Haøm muïc tieâu cuûa quaù trình kí hieäu f(p(n), …, p(0); 
q(n),…,q(1)). 
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Trong nhieàu tröôøng hôïp, haøm muïc tieâu coøn ñöôïc kí 
hieäu: 

( )∑
=

n

1k
k )k(q),k(pg  

6. Caùc thoâng soá cuûa quaù trình

Thoâng soá cuûa quaù trình laø nhöõng haèng soá xaùc ñònh quaù 
trình. Neáu xaùc ñònh chính xaùc caùc thoâng soá thì coù theå xaùc laäp 
ñöôïc moái quan heä giöõa chieán löôïc toái öu vaø quaù trình, do ñoù 
coù theå nhaän bieát hai quaù trình cuøng moät hoï hay khoâng? 

Neáu chuùng cuøng moät hoï thì coù theå döïa treân chieán löôïc 
toái öu cuûa quaù trình tröôùc maø suy ra chieán löôïc toái öu cuûa quaù 
trình sau. 

III.3.2. Xaây döïng phöông trình haøm

Kí hieäu fk(p(k)) laø keát quaû toái ña cuûa k giai ñoaïn neáu 
traïng thaùi vaøo laø p(k) vaø duøng chieán löôïc toái öu. 

Chia quaù trình k giai ñoaïn ra thaønh hai phaàn: giai ñoaïn 
k vaø k-1 giai ñoaïn coøn laïi, giaû söû k-1 giai ñoaïn coøn laïi ñöôïc 
ñieàu khieån toái öu.  

Ta kyù hieäu gk(p(k), q(k)) laø keát quaû ôû giai ñoaïn k. 
AÙp duïng nguyeân taéc toái öu ta coù theå laäp luaän nhö sau: 
Duøng ñieàu khieån q(k) naøo ñoù cho giai ñoaïn k thì keát quaû 

cuûa k giai ñoaïn laø gk(p(k), q(k))+ fk-1(p(k-1)), nhöng theo 
phöông trình cuûa quaù trình thì: 

p(k-1) = T(p(k), q(k)). 
Vaäy ta coù theå vieát keát quaû cuûa caû k giai ñoaïn laø: 

gk(p(k), q(k))+ fk-1(T(p(k), q(k))         (3.5) 
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Ta choïn q(k) sao cho ñaït max cuûa (3.5), ñoù chính laø 
fk(p(k)). Töø ñoù ta coù: 

{ })))k(q),k(p(T(f))k(q),k(p(gmax(p(k))f 1kk)k(qk −+= (3.6) 

Phöông trình (3.6) coøn goïi laø phöông trình haøm qui 
hoaïch ñoäng.  

Cho f0(p(0)) ≡ 0, thì töø phöông trình haøm (3.6) ta xaùc 
ñònh ñöôïc ft(p(t)), t = 1,2, .., ñeán khi ta nhaän ñöôïc fn(p(n)) thì 
baøi toaùn ñöôïc giaûi xong. 

III.4. Sô ñoà tính toaùn
Vieäc giaûi toái öu baøi toaùn qui hoaïch ñoäng döïa vaøo 

phöông trình haøm (3.6), theo trình töï sau: 

1. Vieát phöông trình haøm cho traïng thaùi cuoái cuøng 
cuûa quaù trình  

Goïi f1(p(1)) laø giaù trò cöïc ñaïi cuûa hieäu quaû ôû böôùc naøy: 
{ }))0(p(f))1(q),1(p(gmax(p(1))f 01)1(q1 +=  

Tìm g1(p(1), q(1)) töø boä rôøi raïc caùc giaù trò cuûa noù vôùi 
moät soá caùc giaù trò xaùc ñònh p(1) vaø q(1) töø mieàn chaáp nhaän 
ñöôïc töông öùng.  

Vì f0(p(0)) ≡ 0 (hieäu quaû khoâng coù vì quaù trình ñaõ keát 
thuùc), neân: 

))1(q),1(p(gmax(p(1))f 1)1(q1 =  

2. Xeùt böôùc thöù hai
Goïi f2(p(2)) laø giaù trò cöïc ñaïi cuûa hieäu quaû trong caû hai 

böôùc 1 vaø 2 vôùi traïng thaùi p(1) ôû ñaàu böôùc 2 vaø vôùi quyeát ñònh 
).1(q  

 96 



Luùc naøy ta coù: 
{ }))1(p(f))2(q),2(p(gmax(p(2))f 12)2(q2 +=  

3. Tieáp tuïc quaù trình cho tôùi böôùc thöù n

Ta coù fn(p(n)) laø giaù trò toái öu cuûa n böôùc. 

III.5. Caùc ví duï

Ví duï 1 
Caàn chuyeân chôû haøng hoaù töø thaønh phoá A ñeán thaønh 

phoá B. Maïng tuyeán ñöôøng noái hai thaønh phoá ñöôïc moâ taû treân 
hình. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 4

2

3

7

5

6

9

8

10

93

4 

3

11

4
1

4

4
6

5

3

58
7

6

A 12 B 

n= 1n= 2n= 3n= 4

Ta ñoàng nhaát A ≡ 1, B ≡ 10 
Treân hình: 
• Ñænh cuûa maïng töông öùng vôùi caùc thaønh phoá, caùc daây 

cung cuûa maïng bieåu thò cung ñöôøng. 
• Chi phí chuyeân chôû töø thaønh phoá s (s = 1, 2,…,9) ñeán 

thaønh phoá j (j = 1, 2,…,10) ñöôïc bieåu thò treân caùc cung cuûa 
maïng. 
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Yeâu caàu: Haõy tìm haønh trình noái hai thaønh phoá A vaø B 
sao cho toång chi phí chuyeân chôû laø nhoû nhaát. 

Giaûi 
Ta chia taäp taát caû caùc ñænh thaønh 5 taäp con: 
• Taäp con 1 goàm ñænh soá 1: { }1  

• Taäp con 2 goàm caùc ñænh coù caùc cung ñi töø ñænh 1 vaøo 
chuùng: { } 4,3,2

• Taäp con 3 goàm caùc ñænh coù caùc cung  ñi töø caùc ñænh 
taäp con 2 vaøo chuùng:{ }7,6,5 . 

• Taäp con 4 goàm caùc ñænh coù caùc cung  ñi töø caùc ñænh 
taäp con 3 vaøo chuùng:{ }9,8 . 

• Taäp con 5 goàm caùc ñænh coù caùc cung  ñi töø caùc ñænh 
taäp con 4 vaøo chuùng:{ }10 . 

Baát cöù haønh trình naøo ñi töø thaønh phoá 1 ñeán thaønh phoá 
10 ñeàu chöùa 4 cung ñöôøng. Moãi cung trong chuùng noái 2 ñænh 
thuoäc 2 taäp con töông öùng. Vì vaäy quaù trình giaûi baøi toaùn tìm 
haønh trình toái öu ñöôïc chia ra 4 giai ñoaïn. 

Nguyeân taéc cuûa heä ñieàu haønh laø ñaùnh soá caùc giai ñoaïn 
töø döôùi leân. Ta ñöa vaøo caùc kyù hieäu sau: 

• n: kyù hieäu böôùc (giai ñoaïn), ôû ñaây n = 1, 2, 3, 4. 
• fn(s): chi phí nhoû nhaát ñeå chuyeån haøng töø thaønh phoá s 

ñeán thaønh phoá cuoái cuøng neáu ñeán thaønh phoá cuoái cuøng coøn 
n giai ñoaïn  
• jn(s): kyù hieäu thaønh phaàn maø töø thaønh phoá s caàn ñi 

qua ñeå ñaït ñöôïc chi phí nhoû nhaát fn(s). 
• csj: chi phí chuyeân chôû haøng töø thaønh phoá s ñeán thaønh 

phoá j. 
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 YÙ nghóa caùc kyù hieäu nhö sau: 

 f: theå hieän haøm ñieàu khieån 

 s: traïng thaùi cuûa heä thoáng 

 n: chæ soá maïng thoâng tin ñoäng vôùi yù nghóa laø töø thaønh 
phoá s ñeán thaønh phoá cuoái cuøng coøn n böôùc. 

Ta coù ngay f0(10) = 0 vì khoâng coù chôû haøng töø thaønh 
phoá 10 ñi. 

Xeùt n = 1: Haøng coù theå laáy töø thaønh phoá 8 hoaëc 9. Töùc 
laø: 

f1(8) = c8,10+ f0(10) = 5+ 0 = 5, s = 8, j1(s) = 10 

f1(9) = c9,10+ f0(10) = 3+ 0 = 3, s = 9, j1(s) = 10 

Xeùt n = 2: Ta phaûi ñöa ra caùc giaû thieát veà vò trí coù haøng: 

 Giaû thieát 1: haøng ôû thaønh phoá 5 

 Giaû thieát 2: haøng ôû thaønh phoá 6 

 Giaû thieát 3: haøng ôû thaønh phoá 7 

Luùc ñoù ta coù: 

• { } { } 1138,59min)9(fc),8(fcminf
j19,518,5j)5(2 =++=++=

s = 5, j2(5) = 9 

• ,835)9(fcf 19,6)6(2 =+=+=  s = 6, j2(6) = 9 

• { } { } 12312,57min)9(fc),8(fcminf
j19,718,7j)7(2 =++=++=

s = 7, j2(7) = 8 

Töông töï nhö vaäy khi xeùt n = 3, n= 4. Quaù trình vaø keát 
quaû tính toaùn ñöôïc trình baøy döôùi daïng caùc baûng sau: 
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n = 1 
 10 f1(s) j1(s) 

8 5 + 0 5 10 
9 3 + 0 5 10 

s
j

 
n = 2 

 8 9 f2(s) j2(s) 
5 9 + 5 8 + 3 11 9 
6  5 + 3 8 9 
7 7 + 5 12 + 3 12 8 

s j

 
n = 3 

 5 6 7 f3(s) j3(s) 
2 3 + 11 4 + 8  12 9 
3 1 + 11 6 + 8  12 9 
4 4 + 11 6 + 8 4 +12 14 8 

s j

 
n = 4 

 2 3 4 f4(s) J4(s)
1 4 +12 11+12 3 + 14 16 2 

s j

 
Vaäy toång chi phí nhoû nhaát laø f4(1) = 16 vaø haønh trình toái 

öu laø 1  2  6  9  10. 
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Ví duï 2: Giaûi qui hoaïch ñoäng: 

 ∑
=

→
4

1i
ii max)x(g  

∑
=

=
4

1i
i 60x  

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4 
Vôùi soá lieäu ñöôïc cho ôû baûng sau: 

 
 g1 g2 g3 g4

0 0 0 0 0 
15 16 30 24 18 
30 46 36 40 52 
45 62 54 60 64 
60 80 74 90 78 

xi 
gi 

 
Giaûi 
AÙp duïng coâng thöùc: 
 { })xa(f)x(gmax)a(f k1kkkakx0k −+= −

≤≤
 

Vôùi f0(0) = 0, a bieán ñoåi töø 0, 15, 30, 45, 60; k bieán ñoåi 
töø 1, 2, 3, 4. 

Vôùi k = 1 ta coù: 

f1(0) = g1(0) = 0 
f1(15) = g1(15) = 16 
f1(30) = g1(30) = 46 
f1(45) = g1(45) =  62 
f1(60) = g1(60) = 80 
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Vôùi k = 2 ta coù: 

{ }

{ } 30030 ;160 max           

)0(f)15(g );15(f)0(gmax)15(f 1212152x02

=++=

++=
≤≤  

{ }

{ } 46036 ;1630 ;460 max           

)0(f)30(g);15(f)15(g );30(f)0(gmax)30(f 121212302x02

=+++=

+++=
≤≤

           
{

})0(f)45(g );15(f)30(g                            

);30(f)15(g ;)45(f)0(gmax)45(f

1212

1212452x02

++

++=
≤≤  

 { } 76054;1636 ;4630;620max =++++=  

{

}
           

)(f)(g  );(f)(g );(f)(g                           

);(f)(g ;)(f)(gmax)(f            
x

06015453030

451560060

121212

121260202

+++

++=
≤≤

  { } 92074;1654 ;4636;6230;800max =+++++=  

Vôùi k = 3 ta coù: 

{ }

{ } 30024 ;300 max          

)0(f)15(g);15(f)0(gmax)15(f 2323153x03

=++=

++=
≤≤  

 
{ }

{ } 54040 ;3024 ;460 max           

)0(f)30(g);15(f)15(g);30(f)0(gmax)30(f 232323303x03

=+++=

+++=
≤≤      
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{

}
{ } 76060 ;3040 ;4624 ;760 max           

)0(f)45(g );15(f)30(g                           

);30(f)15(g);45(f)0(gmax)45(f

2323

2323453x03

=++++=
++

++=
≤≤

 

{

}
{ } 100090 ;3060 ;4640 ;7624 ;920 max           

)0(f)60(g );15(f)45(g );30(f)30(g                            

);45(f)15(g);60(f)0(gmax)60(f

232323

2323603x03

=+++++=
+++

++=
≤≤

  

 Vôùi k = 4 ta coù: ta xeùt ngay vôùi a = 60 vì khoâng caàn caùc 
giaù trò trung gian cuûa f4(a) vôùi a ≤ 45. 

{

}
          

)0(f)60(g );15(f)45(g);30(f)30(g                           

);45(f)15(g);60(f)0(gmax)60(f

343434

3434604x04

+++

++=
≤≤

 { } 106078;3064;5452;7618;1000max =+++++=  
Toång hôïp ta coù:  

f4 (60) = 106 öùng vôùi x4 = 30 vaø f3 (30) 
f3 (30) =  54 öùng vôùi  x3 = 15 vaø f2 (15) 
f2 (15) =  30 öùng vôùi  x2 = 15 vaø x1 = 0 

Vaäy ta coù phöông aùn toái öu: 
x1 = 0; x2 = 15; x3 = 15; x4 = 30; f4 (60) = 106 
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IV. SÖÛ DUÏNG MATLAB ÑEÅ GIAÛI                 
CAÙC  BAØI TOAÙN QHTT

 

 IV.1. Caùc tính toaùn veà ma traän
 Nhaäp ma traän 

 Moät ma traän toång quaùt coù daïng: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

mxn

L

LLLLLL

L

L

21

22221

11211

)(A  

 Vôùi  m  - laø soá haøng cuûa ma traän 

   - laø soá coät cuûa ma traän n

   - Teân cuûa ma traän A

   - teân cuûa phaàn töû cuûa ma traän a

   - goïi laø kích thöôùc cuûa ma traän )(mxn

 Phaàn töû toång quaùt cuûa ma traän kí hieäu laø  ija

 Vieäc nhaäp ma traän ñöôïc tieán haønh theo leänh sau: 

 >> teân_MT = 
 [ ]mnmmnn aaaaaaaaa LLLLL 212222111211 ;;;

töùc laø nhaäp theo haøng, trong moät haøng - moãi phaàn töû caùch 
nhau moät khoaûng traéng, caùc haøng - phaân caùch nhau bôûi daáu 
chaám phaûy  “ ;” 
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 Ví duï: 

 Caàn nhaäp ma traän , trong MATLAB 

thöïc hieän nhö sau: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

987
654
321

A

>>A=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9] 

ans = 

  1  2  3 

  4  5  6 

  7  8  9 

 IV.2. Caùc pheùp tính vaø haøm chuaån veà ma traän
 TÍNH TOAÙN TREÂN CAÙC PHAÀN TÖÛ MA TRAÄN 

Ñoâi khi chuùng ta caàn truy xuaát ñeán töøng phaàn töû cuûa 
ma traän, vieäc truy xuaát naøy coù theå thöïc hieän thoâng qua chæ soá 
cuûa caùc phaàn töû theo phöông thöùc: 

 <Teân ma traän> (Chæ soá haøng, chæ soá coät) 

 Ví duï: nhaäp ma traän 

>>x =[2   -1    1] 

>>b = x(1) + x(3) 

b = 4 
 Ví duï: nhaäp 
» a =[1 2; 3 4] 
a = 
     1     2 
     3     4 
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» b=[5 6; 7 8] 
b = 
     5     6 
     7     8 

» c = a(1,1)+b(1,1) 

c =     6 

» d=a(1,2)+b(1,2) 

d =  8 

 MOÄT SOÁ PHEÙP TÍNH MA TRAÄN 

 Pheùp coäng (tröø) caùc ma traän (Duøng toaùn töû + , - )  

» c=a+b 

c = 

     6     8 

    10    12 

 Pheùp nhaân caùc ma traän (Duøng toaùn töû nhaân - *) 

» d=a*b 

d = 

    19    22 

    43    50 

 Pheùp chuyeãn vò ma traän (Duøng daáu nhaùy ñôn) 

» e=a' 

e = 

     1     3 

     2     4 
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 Pheùp laáy ma traän nghòch ñaûo (Duøng haøm inv(x)) 

» f=inv(a) 

f = 

   -2.0000    1.0000 

1.5000 -0.5000 

 Pheùp chia hai ma traän (Duøng toaùn töû chia /) 

 Trong toaùn hoïc khoâng ñònh nghóa pheùp chia hai ma 
traän, tuy nhieân trong MatLab chuùng ta coù theå thöïc hieän pheùp 
tính chia nhö sau: 

» g = a/b 

g = 

    3.0000    -2.0000 

1.00 -1.0000 

 Thöïc chaát cuûa pheùp tính naøy nghóa laø: nhaân ma traän a 
vôùi ma traän nghòch ñaûo cuûa ma traän b nhö sau: 

» h = a*inv(b) 

h = 

    3.0000   -2.0000 

2.0  -1.0000 

 IV.3. Caùc caùch nhaäp ma traän khaùc 
 Nhaäp ma traän haøng (Caùc phaàn töû caùch nhau moät 
khoaûng traéng) 

 Ví duï: 

» x =[1 2 3 4 5 6] 
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x = 

     1     2     3     4     5     6 

 Nhaäp ma traän coät (Caùc phaàn töû phaân caùch nhau bôûi 
daáu chaám phaûy “ ; “) 

 Ví duï: 

» x = [1;2;3;4;5;6] 

x = 

     1 

     2 

     3 

     4 

     5 

     6 

 Nhaäp ma traän haøng THEO QUY LUAÄT 

x=[PT ñaàu: quy luaät: giaù trò cuûa PTcuoái] 

 Ví duï: Caàn nhaäp ma traän haøng coù daïng: 

x=[1  1.5   2.0  2.5   3.0  3.5  4.0],  

 Phaàn töû ñaàu coù giaù trò baèng 1, Quy luaät laø: phaàn töû sau 
baèng phaàn töû tröôùc ñoù coäng vôùi 0.5, Giaù trò lôùn nhaát coù theå 
coù cuûa phaàn töû cuoái baèng 4, trong matlab thöïc hieän nhö sau: 

» x = [1:0.5:4] 

x = 

 1.0000    1.5000    2.0000    2.5000    3.0000    3.5000    
4.0000 
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 Caàn chuù yù laø trong caùch nhaäp treân tuøy thuoäc vaøo quy 
luaät maø soá phaàn töû cuûa ma traän seõ khaùc nhau vaø giaù trò cuoái 
cuõng khaùc nhau, ví duï: 

» x = [1:1.5:4]   % quy luaät laø coäng theâm 1.5 
cho phaàn töû ñöùng sau 

x = 

    1.0000    2.5000    4.0000 

» x =[1:2:4] % quy luaät laø coäng theâm 2 cho phaàn töû ñöùng sau 

x = 

     1     3 

» x = [1:2.5:4]  % quy luaät laø coäng theâm 2.5 cho phaàn 
töû ñöùng sau 

x = 

    1.0000    3.5000 

» x = [1:4] % quy luaät laø coäng theâm 1 cho phaàn töû ñöùng 
sau 

x = 

     1     2     3     4 

 Gheùp caùc ma traän (ma traän khoái) 

 Ví duï: 

» a = [1 2; 3 4] 

a = 

     1     2 

     3     4 
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» a = [a a]  

a = 

     1     2     1     2 

     3     4     3     4 

»  b =[1 2; 3 4] 

b = 

     1     2 

     3     4 

» c = [b;b] 

c = 

     1     2 

     3     4 

     1     2 

     3     4 

IV.4. Moät soá haøm chuaån cô baûn trong pheùp tính ma  
traän 
» a = [1 2; 3 4] 

a = 

     1     2 

     3     4 

» length(a)  %traû veà soá phaàn töû lôùn nhaát theo haøng hoaëc 
coät 

ans =     2 

» b = [a;a] 
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b = 

     1     2 

     3     4 

     1     2 

     3     4 

» length(b) 

ans = 

     4 

» size(a) %Traû veà kích thöùôc (mxn) cuûa ma traän  

ans = 

     2     2    % ma traän a coù kích thöôùc 2x2 (hai haøng x hai 
coät) 

» size(b) 

ans = 
     4     2  %ma traän b coù kích thöôùc 4x2 (boá haøng x hai 
coät) 
» [m n]=size(b) %Laáy kích thöùôc cuûa ma traän gaùn vaø hai 
bieán m vaø n 
m = 
     4 
n = 
     2 
» det(a)  %tìm ñònh thöùc cuûa ma traän vuoâng a 
ans = 
    -2 
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zeros(m,n) – taïo ma traän mxn vôùi caùc phaàn töû baèng 0. 

Ví duï: 

» zeros(4,1) 

ans = 

     0      

     0      

     0      

     0 

eye(n) – taïo ma traän ñôn vò kích thöôùc nxn 

Ví duï 

» eye(4) 

ans = 

     1     0     0     0 

     0     1     0     0 

     0     0     1     0 

     0     0     0     1 

ones(n) – taïo ma traän kích thöôùc nxn vôùi taát caû caùc  phaàn töû 
baèng 1, ví duï: 

» ones(4) 
ans = 
     1     1     1     1 
     1     1     1     1 
     1     1     1     1 
     1     1     1     1 
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diag(a) – taïo ma traän coät töø ñöôøng cheùo chính cuûa a, ví duï:  

» a = [1 2 3;4 5 6; 7 8 9] 

a = 

     1     2     3 

     4     5     6 

     7     8     9 

» diag(a) 

ans = 

     1 

     5 

     9 

diag(a,k) – taïo ma traän coät töø ñöôøng cheùo thöù k cuûa a, neáu k 
>0 laø ñöôøng cheùo naèm treân ñöôøng cheùo chính, neáu k <0 – 
naèm döôùi ñöôøng cheùo chính, ví duï: 

» diag(a,1) 

 

ans = 

 2 

     6 

» diag(a,-1) 

ans = 

     4 

     8 

a(:,k) – taïo ma traän coät töø coät thöù k cuûa ma traän a, ví du: 
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» a(:,1) 

ans = 

     1 

     4 

     7 

a(k,:) – taïo ma traän haøng töø haøng thöù k cuûa ma traän a, ví duï: 

» a(1,:) 

ans = 

     1     2     3 

a(:) – chuyeån ma traän a thaønh ma traän coät, ví duï: 

» a(:) 

ans = 

     1 

     4 

     7 

     2 

     5 

     8 

     3 

     6 

     9 
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IV.5. Giaûi caùc baøi toaùn QHTT trong Matlab 
 GIÔÙI THIEÄU HAØM LINPROG 

Haøm Linprog trong Matlab duøng cho vieäc giaûi baøi 
toaùn QHTT daïng: 

Z= c1x1+c2x2+. . .+cnxn -> min 

Thoûa maõn: 

a11x1+a12x2+. . .+ a1nxn ≤ b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ak1x1+ak2x2+. . .+ aknxn ≤ bk 

at1x1+at2x2+. . .+ atnxn = bt 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

am1x1+am2x2+. . .+ amnxn = bm

 vaø xi≥0, i=1, 2, . . .n 

 Cuù phaùp söû duïng: 

[x,fval,exitflag]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb) 

 Trong ñoù: 

x : veùc tô coät chæ phöông aùn cuûa baøi toaùn; 

x=[x1 x2 . . . xn]T

fval – laø giaù trò toái öu 

exit – giaù trò chæ ñònh phöông aùn toái öu: 

neáu p=1 : baøi toaùn coù phöông aùn toái öu; 

neáu p = -3 : baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu. 

f – Ma traän caùc heä soá ôû haøm muïc tieâu 
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f = [c1 c2  . . . cn]T 

A – Ma traän öùng vôùi caùc raøng buoäc daïng baát ñaúng thöùc nhoû 
hôn hoaëc baèng. 

A=  a11 a12 . . .a1n

 a21 a22 . . .a2n

 . . . . . . . . . . . 

 ak1 ak2 . . .akn 

b – Ma traän coät öùng vôùi caùc raøng buoäc cô baûn daïng baát ñaúng 
thöùc nhoû hôn hoaëc baèng. 

b =  [b1 b2 . . .bk]T

Aeq – Ma traän öùng vôùi caùc raøng buoäc daïng ñaúng thöùc. 

Aeq=  at1 at2 . . .atn

 . . . . . . . . . . . 

 am1 am2 . . .amn 

beq – Ma traän coät öùng vôùi caùc raøng buoäc cô baûn daïng ñaúng 
thöùc. 

beq =  [bt bt+1 . . .bm]T

lb: ma traän caùc raøng buoäc töï nhieân. 

lb= zeros(n,1) , n soá aån xi

 Caùc chuù yù: 

1. Tröôøng hôïp 1: baøi toaùn coù daïng chính taéc, trong haøm 
Linprog, nhaäp A= [ ], b= [ ]. 

2. Tröôøng hôïp 2: Trong caùc raøng buoäc cô baûn coù baát ñaúng 
thöùc lôùn hôn hay baèng thì bieán ñoåi baát ñaúng thöùc naøy veà 

 116 



daïng ñaúng thöùc tröôùc khi xaùc ñònh caùc ma traän A, b, Aeq vaø 
beq. 

3. Tröôøng hôïp 3: Caùc raøng buoäc cô baûn chæ ôû daïng baát ñaúng 
thöùc nhoû hôn hay baèng , trong haøm Linprog ta nhaäp Aeq=    
[ ], beq=[ ] 

 IV.6. Caùc ví duÏ 
 Ví duï 1: Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

minxxxxxZ →−+++= 54321 5452  (1) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤+

=+++

=−−−

363

30
2
3

2
12

32926

52

5432

5421

xx

xxxx

xxxx

   (2) 

510 ,j,x j =≥      (3) 

 Giaûi: 

>>f=[2;5;4;1;-5]; 

>>Aeq=[1 -6 0 -2 -9;0 2 1 1/2 3/2]; 

>>A= [0 3 0 0 1]; 

>>beq=[32;30]; 

>>b=[36]; 

>>lb=zeros(5,1); 

>>[x,fval,exitflag]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb) 

Optimization terminated. 
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x = 

   32.0000 

    0.0000 

   30.0000 

    0.0000 

    0.0000 

fval = 

  184.0000 

exitflag = 

     1 
 Ví duï 2: Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

min5xx4x5x2xZ 54321 →−+++=  (1) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤+

=+++

=−−−

363

30
2
3

2
12

32926

52

5432

5421

xx

xxxx

xxxx

   (2) 

510 ,j,x j =≥      (3) 

 Giaûi: 
 Thöïc hieän pheùp bieán ñoåi baát ñaúng thöùc thuù 3 trong heä 
caùc raøng buoäc cô baûn, phaùt bieåu laïi baøi toaùn trong daïng sau: 

min05452' 654321 →+−+++= xxxxxxZ  (1) 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=+++

=−−−

363

30
2
3

2
12

32926

652

5432

5421

xxx

xxxx

xxxx

   (2) 

610 ,j,x j =≥      (3) 

>>f=[2;5;4;1;-5;0]; 
>>Aeq=[1 -6 0 -2 -9 0;0 2 1 1/2 3/2 0;0 3 0 0 1 1]; 
>>A= []; 
>>beq=[32;30;36]; 
>>b=[]; 
>>lb=zeros(6,1); 
>>[x,fval,exitflag]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb) 
Optimization terminated. 
x = 
   32.0000 
    0.0000 
   30.0000 
    0.0000 
    0.0000 
   36.0000 
fval = 
  184.0000 
exitflag = 
     1 
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Ví duï 3: Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

6,1,0

2324
922
15

7736

6541

631

6421

654321

=≥

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
−=+−

=+−+−

→+−++++=

jx

xxxx
xxx

xxxx
MinxxxxxxZ

j

 

 Giaûi: 
>>f=[6;1;1;3;1;-7]; 
>>Aeq=[-1 1 0 -1 0 1;2 0 -1 0 0 2;4 0 0 2 1 -3]; 
>>A= []; 
>>beq=[15; -9; 2]; 
>>b=[ ]; 
>>lb=zeros(6,1); 
>>[x,fval,exitflag]=linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb) 
x = 
  1.0e+008 * 
    0.0000 
    0.0000 
    1.5277 
    0.7638 
    0.7638 
    0.7638 
fval = 
 -7.6383e+007 
exitflag = 
    -3 
Baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu. 
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V. BAØI TAÄP
 

I. CÔ SÔÛ LYÙ THUYEÁT
1. Tröôøng hôïp söû duïng vaø ñaëc ñieåm cuûa aån phuï trong 

baøi toaùn QHTT? Cho ví duï. 
2. AÅn giaû trong baøi toaùn QHTT duøng ñeå laøm gì? Ñaëc 

ñieåm cuûa noù? Cho ví duï. 
3. AÅn cô baûn laø gì? Coù nhöõng ñaëc ñieåm gì? Cho ví duï. 
4. Phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn QHTT  phaûi thoûa 

nhöõng ñieàu kieän gì? Cho ví duï. 
5. Caùch laøm ñuû  aån cô baûn ñeå taïo phöông aùn xuaát phaùt 

khi giaûi baøi toaùn QHTT  theo phöông phaùp ñôn hình laäp baûng. 
Cho ví duï. 

6. Trình baøy noäi dung tieâu chuaån toái öu ñöôïc söû duïng 
khi giaûi baøi toaùn QHTT baèng phöông phaùp ñôn hình laäp baûng. 

7. Caùch tìm aån ñöa vaøo (xℓ) khi bieán ñoåi baûng ñôn hình 
trong quaù trình giaûi baøi toaùn QHTT.  

8. Caùch tìm aån ñöa ra (xk) khi bieán ñoåi baûng ñôn hình 
trong quaù trình giaûi baøi toaùn QHTT.  

9. Caùch tính heä soá öôùc ñònh ∆0, ∆j khi giaûi baøi toaùn 
QHTT baèng phöông phaùp ñôn hình laäp baûng. 

10. Haõy chöùng minh vôùi baøi toaùn QHTT môû roäng khi aån 
giaû khaùc 0 (≠ 0) thì baøi toaùn QHTT khoâng coù phöông aùn toái 
öu. 

11. Haøm muïc tieâu trong baøi toaùn toái öu chöùa ñöïng 
nhöõng noäi dung gì? Caùch theå hieän. 

12. YÙ nghóa thöïc teá cuûa caùc raøng buoäc cô baûn trong baøi 
toaùn toái öu. 

 121



13. Khi ñoïc baûng ñôn hình nhöõng tröôøng hôïp naøo cho 
keát luaän baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu? 

14. Vôùi baøi toaùn QHTT daïng chính taéc ñuû aån cô baûn f(x) 
 max coù  ∆j ≥0, j = 1÷n ta keát luaän gì? 

15. Vôùi baøi toaùn QHTT môû roäng 

, coù ∆minMxxc)x(f
n

j
jjj →+=∑

=
+

1
1 j ≤ 0, j = 1÷n vaø xj+1≠ 0 thì 

keát luaän theá naøo? 
16. Phöông aùn cô baûn thöïc chaát laø gì cuûa mieàn nghieäm 

D trong baøi toaùn QHTT? 
17. Baøi toaùn QHTT coù theå ñôn nghieäm hoaëc ña nghieäm. 

Ñieàu ñoù theå hieän theá naøo ôû baøi toaùn phaúng (2 aån soá). 
18. Thöïc chaát vieäc giaûi baøi toaùn QHTT baèng phương 

phaùp ñôn hình laø gì? Cho bieát tính öu vieät cuûa phương phaùp 
ñôn hình? 

19. Cho bieát quan heä giöõa baøi toaùn goác ZP vaø baøi toaùn 
ñoái ngaãu ZD? 

20. Cho bieát phöông phaùp tieáp caän baøi toaùn QHTT ña 
muïc tieâu? 
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II. GIAÛI BAØI TOAÙN QHTT BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP 
ÑOÀ THÒ VAØ PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH 

 
 1.    f(x) = 3x1 + x2 → min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≤+

362
36
20

21

21

21

5x x
x10x

x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

 2.     f(x) =  20x1 + 5x2 → min vaø max 

   
⎩
⎨
⎧

≥+
≥+
322
3626

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

3.    f(x) = 2x1 + 3x2 →ø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≥+

102
82
8

21

21

21

x x
xx

xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

4.     f(x) =  5x1 + 5x2 → max 

   
⎩
⎨
⎧

≤+
≤+
82
10

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
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5.     f(x) =  3x1 +2x2 → max 

   
⎩
⎨
⎧

≤+
≤+
3063
2436

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

6.     f(x) =  2x1 + 3x2 → min vaø max 

   
⎩
⎨
⎧

≥+
≥+
62
102

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

7.     f(x) =  8x1 + 7x2 → min vaø max 

   
⎩
⎨
⎧

≥+
≥+
843
2434

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

8.    f(x) = 10x1 + 30x2 →ø min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≥+

14
12
16

21

21

21

2x x
xx
x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
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9.    f(x) = 2x1 + x2 →ø min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+

≥+

20
364

2

21

21

21

2x 4x
x6x

xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

10.    f(x) = x1 + x2 →ø min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≤+

10
10
10

21

21

21

2x x
x2x

xx

  x1 , x2 ≥ 0 
 

11.     f(x) =  4x1 + 3x2 →ø max 

   
⎩
⎨
⎧

=+
≤+
12
243

21

21

xx
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
 

12.    f(x) = 10x1 + 20x2 →ø min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≥+
≥+

30
324
362

2

21

21

x            
x2x
x6x

  x1 , x2 ≥ 0  
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13.    f(x) = 8x1 + 6x2 → max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+

18
243
303

21

21

21

x 3 x 
x2x
x5x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

14.    f(x) = 400x1 + 100x2 → min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≥+

30
16
24

21

21

21

x 3 x 
xx   

x3x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

15.    f(x) = 30x1 + 10x2 → min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≥+

10
364
42

21

21

21

x  2x 
x6x 
x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

16.    f(x) = 3x1 + 5x2 → min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≤+
≤+

12
4
62

21

21

21

3x  2x 
xx  
xx

  x1 , x2 ≥ 0  
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17.    f(x) = 2x1 + 3x2 → min  

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
≥+
≥+

5
42
6

21

21

21

x  x  
xx  

x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

18.    f(x) = 20x1 + 10x2 → max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+

21
9
21

21

21

21

3x  x  
xx  
x3x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

19.    f(x) = 30x1 + 40x2 → max 

     
⎩
⎨
⎧

≤+
≤+
122
10

21

21

xx  
x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
 

20.   f(x) = 20x1 + 10x2 → min vaø max 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≥+

34
26
303

21

21

21

5x  x-  
x2x
x2x

  x1 , x2 ≥ 0  
 
 

 127



 III. PHAÂN TÍCH LAÄP MOÂ HÌNH TOAÙN 
 

1)  Moät lôùp sinh vieân ñöôïc phaân coâng chuyeån moät soá 
vaät tö, thieát bò töø 2 kho I vaø II ñeán 3 phoøng thí nghieäm cuûa 
khoa A, B, C. Toång soá vaät tö thieát bò coù ôû moãi kho, soá löôïng 
vaät tö, thieát bò cho moãi phoøng thí nghieäm vaø khoaûng caùch töø 
caùc kho ñeán caùc phoøng thí nghieäm ñöôïc cho ôû baûng sau: 
 

 A 
 

B C Phoøng TN

Kho  
Cöï ly 

25 T
I : 20 T 0,5 km 0,7 km 0,2 km 

II : 40 T 0,4 km 0,3 km 0,6 km 

15 T 20 T 

 
Haõy leân keá hoaïch vaän chuyeån sao cho: 
- Caùc kho phaûi ñöôïc giaûi phoùng heát. 
- Caùc phoøng thí nghieäm phaûi nhaän ñuû vaät tö, thieát 

bò. 
- Toång soá  (T×km) laø nhoû nhaát. 
 
2) Coù hai ñòa phöông A1 vaø A2 chuyeân cung caáp caø 

pheâ cho 3 coâng ty xuaát khaåu B1, B2 vaø B3. Bieát raèng khaû naêng 
cung caáp caø pheâ cuûa ñòa phöông A1 laø 150T vaø ñòa phöông A2 
laø 250T. Yeâu caàu xuaát khaåu cuûa coâng ty B1 laø 100T, coâng ty 
B2 laø 130T vaø coâng ty B3 laø 170T. Cöôùc phí vaän chuyeån 
(×1000ñ/T) töø nôi cung caáp ñeán nôi nhaän ñöôïc cho theo baûng 
sau: 
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 B1 B2 B3

A1 12 16 28 

A2 20 31 15 

Tieâu thuï 
Cung caáp 

 Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån sao cho chi phí vaän 
chuyeån laø thaáp nhaát. 
 

3) Phaân tích  laäp moâ hình toaùn trong tình huoáng sau: 
Moät ñaïi hoäi theå duïc theå thao ñöôïc toå chöùc cuøng ngaøy ôû 

4 ñòa ñieåm A, B, C, D. Caùc nhu caàu vaät chaát ñöôïc cung caáp töø  
3 trung taâm I, II, III. 

Caùc döõ lieäu veà yeâu caàu thu, phaùt, cöï ly (km) cho ôû 
baûng sau: 

 A: 15 (T) B:10 (T) C:17 (T) D:18 (T) 

     I : 20 (T) 160 km 50 km 100 km 70 km 

    II : 30 (T) 100 km 200 km 30 km 60 km 

   III : 10 (T) 50 km 40 km 30 km 50 km 

Thu
Phaùt  
Cöï ly 

Tìm  phöông aùn chuyeân chôû sao cho toång soá T×km laø 
nhoû nhaát trong ñieàu kieän thu phaùt caân baèng. 

 
 4) Laäp moâ hình baøi toaùn vôùi tình huoáng sau ñaây sao 
cho cước phí vận chuyển  thấp nhất. 
    Coù hai hôïp taùc xaõ K1 vaø K2  cung caáp baép cho ba nhaø 
maùy saûn xuaát thöùc aên gia suùc E1, E2 vaø E3.    Khaû naêng cung 
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caáp cuûa hôïp taùc xaõ K1 laø 100T, cuûa hôïp taùc xaõ K2 laø 200T. 
Yeâu caàu tieâu thuï cuûa nhaø maùy E1 laø 75T, nhaø maùy E2 laø 125T, 
nhaø maùy E3 laø 100T. Cöôùc phí vaän chuyeån (1000 ñ/T) töø nôi 
cung caáp ñeán nôi yeâu caàu ñöôïc cho theo baûng sau: 
 

 E1 E2 E2
Cung caáp 

Tieâu thuï

K1 10 14 30 

K2 12 20 17 

 
5) Nhaân dòp Teát Trung thu, moät xí nghieäp saûn xuaát 3 

loaïi baùnh: baùnh ñaäu xanh, baùnh thaäp caåm vaø baùnh deûo. Ñeå 
saûn xuaát 3 loaïi baùnh treân, xí nghieäp caàn coù caùc loaïi nguyeân 
lieäu: ñöôøng, ñaäu xanh, boät, laïp xöôûng…Taïi thôøi ñieåm ñoù xí 
nghieäp chæ chuaån bò ñöôïc 500 kg ñöôøng vaø 300 kg ñaäu xanh, 
coøn caùc nguyeân khaùc muoán bao nhieâu cuõng coù.  

Bieát raèng: löôïng ñöôøng, löôïng ñaäu xanh duøng ñeå saûn 
xuaát ra 1 chieác baùnh moãi loaïi, cuõng nhö tieàn laõi thu ñöôïc khi 
baùn 1 chieác baùnh moãi loaïi ñöôïc cho trong baûng döôùi. Haõy laäp 
keá hoaïch saûn xuaát caùc loaïi baùnh sao cho laõi thu veà lôùn nhaát. 

 
 Ñaäu xanh Thaäp caåm Deûo 

Ñöôøng: 500 kg 0,06 kg 0,04 kg 0,07 kg 

Ñaäu xanh: 300 kg 0,08 kg 0 0,04 kg 

Tieàn laõi / 1baùnh 2000 ñ 1700 ñ 1800 ñ 

Loaïi baùnh
Nguyeân lieäu 
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6) Moät xí nghieäp muoán saûn xuaát 3 loaïi keïo: k1, k2, k3  
töø 3 loaïi nguyeân lieäu chính Z1, Z2 vaø Z3. Coâng thöùc saûn xuaát 
töøng loaïi keïo, khaû naêng toái ña veà nguyeân lieäu vaø laõi roøng thu 
ñöôïc khi baùn 1 taán caùc loaïi keïo cho ôû baûng sau. Yeâu caàu laäp 
keá hoaïch saûn xuaát moãi loaïi keïo ñeå toång laõi roøng thu ñöôïc laø 
nhieàu nhaát. 

 k1 k2 k3
Khaû naêng cung 

caáp toái ña 
(Taán) 

Z1 0,7 0,7 0,7 700 

Z2 0,3 0,3 0,2 300 

Z3 - 0,2 0,3 150  

Laõi roøng  

(×1000 ñ/taán) 

100 110 120  

Loaïi keïo 

Nguyeân lieäu 

  
 
 7) Phaân tích  laäp moâ hình toaùn vôùi tình huoáng sau:  
    Moät ñôn vò  saûn xuaát ñöôïc cho pheùp  aùp duïng 3 
phöông phaùp saûn xuaát I, II, III ñeå trong moät ñôn vò thôøi gian 
thì saûn xuaát ra ít nhaát laø 75 saûn phaåm A, 58 saûn phaåm B vaø 64  
saûn phaåm C.  
 Ñònh möùc naêng suaát cuûa töøng phöông aùn öùng vôùi töøng 
loaïi saûn phaåm vaø chi phí saûn xuaát cho töøng phöông aùn trong 
moät ñôn vò thôøi gian  cho ôû baûng sau: 
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I 

 

II 

 

III 
Loaïi saûn phaåm

Phöông phaùp
saûn xuaát 

A ≥ 75 3 6 7 

B ≥ 58 5 9 3 

C ≥ 64 2 8 4 

Chi phí sx/ 1 ñôn vò 

thôøi gian 

2 4 3 

 Laäp phöông aùn quyõ thôøi gian cho caùc phöông aùn saûn 
xuaát ñeå saûn xuaát löôïng haøng theo yeâu caàu vaø chi phí saûn xuaát 
thaáp nhaát. 
 

8) Caàn saûn xuaát moät loaïi thöùc aên gia suùc coù thaønh 
phaàn dinh döôõng 40% protein vaø 60% caùc chaát khaùc töø khoâ 
ñaäu töông vaø boät caù khoâ.  

Haøm löôïng dinh döôõng trong caùc nguyeân kieäu nhö 
sau: 

- Trong khoâ ñaäu töông coù 45% protein vaø 55% caùc 
chaát khaùc. 

- Trong boät caù khoâ coù 20% protein vaø 80% caùc chaát 
khaùc. 

 Giaù mua 1 kg khoâ ñaäu töông laø 5000 ñoàng vaø 1 kg boät 
caù khoâ laø 4000 ñoàng. 
 Haõy laäp keá hoaïch mua nguyeân lieäu sao cho giaù thaønh 
1 kg thöùc aên gia suùc laø thaáp nhaát. 
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9) Moät xí nghieäp  cô khí coù 32 coâng nhaân nam vaø 20  
coâng nhaân nöõ. Xí nghieäp coù 2 loaïi maùy: maùy caét ñöùt ñeå taïo 
phoâi vaø maùy tieän. Naêng xuaát moãi loaïi coâng nhaân söû duïng moãi 
loaïi maùy nhö sau: 

- Vôùi maùy caét ñöùt: nam caét ñöôïc 30 phoâi/giôø, nöõ caét 
ñöôïc 28 phoâi/giôø. 

- Vôùi maùy tieän:  nam tieän  ñöôïc 25 chi tieát/giôø, nöõ 
tieän ñöôïc 20 chi tieát /giôø. 

Haõy laäp phöông aùn phaân coâng lao ñoäng sao cho soá saûn 
phaåm trung bình saûn xuaát ñöôïc laø lôùn nhaát vôùi ñieàu kieän phaûi 
ñaûm baûo trong ngaøy caêt ñöôïc bao nhieâu phoâi thì tieänheât baáy 
nhieâu. 

10) Phaân tích laäp moâ hình toaùn tìm phöông aùn saûn 
xuaát ñeå tieàn laõi baùn saûn phaåm lôùn nhaát trong tình huoáng sau: 

Moät xí nghieäp saûn xuaát 2 loaïi saûn phaåm A vaø B treân 
boán loaïi maùy M1, M2, M3, M4. Thôøi gian caàn thieát ñeå saûn xuaát 
caùc loaïi saûn phaåm treân moãi loaïi maùy cho ôû baûng sau: 

 

 M1 M2 M3 M4

A 2 giôø 4 giôø 3 giôø 1 giôø 

B 0,5 giôø 2 giôø 1 giôø 4 giôø 

Loaïi maùy
Loaïi saûn phaåm 

  
 Bieát raèng: 

- Quyõ thôøi gian cho pheùp söû duïng caùc loaïi maùy laø: 
M1: 45 giôø, M2: 100 giôø, M3: 300 giôø, M4: 50 giôø. 

- Tieàn laõi khi baùn moät saûn phaåm A laø 600 ñ, moät saûn 
phaåm B laø 400 ñ. 
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 11) Phaân tích  laäp moâ hình toaùn vôùi tình huoáng sau 
ñaây:  
    Coù 3 loaïi thöùc aên ñöôïc duøng trong chaên nuoâi laø  I, II, 
III. Thaønh phaàn dinh döôõng cô baûn trong 3 loaïi thöùc aên goàm: 
ñöôøng, chaát beùo vaø chaát ñaïm. Möùc ñoä yeâu caàu veà thaønh phaàn 
dinh döôõng trong 1 ngaøy ñeâm, haøm löôïng dinh döôõng trong 1 
ñôn vò trong moãi loaïi thöùc aên vaø ñôn giaù töøng  loaïi thöùc aên 
cho ôû baûng sau: 
 

Haøm löôïng  chaát dinh döôõng /      1 
ñôn vò loaïi thöùc aên 

Yeâu caàu veà caùc 
chaát dinh döôõng / 

1 ngaøy ñeâm I II III 

Ñöôøng  ≥ 20 0,3 0,8 2,0 

Chaát beùo  ≤  10 3,0 0 0,4 

Chaát ñaïm ≥ 15 0 10 0 

Giaù mua 1 ñôn vò 

thöùc aên 

800 1500 3000 

  
 Laäp keá hoaïch mua thöùc aên cho moät khaåu phaàn sao cho 
vöøa ñaûm baûo chaát dinh döôõng theo yeâu caàu maø giaù thaønh 
khaåu phaàn thöùc aên thaáp nhaát. 
 12) Phaân tích  laäp moâ hình toaùn vôùi tình huoáng sau 
ñaây:  
    Caàn vaän chuyeån vaät lieäu xaây döïng töø 2 kho K1, K2 ñeán 
3 coâng tröôøng C1, C2  vaø C3. Toång soá vaät lieäu ôû moãi kho, toång 
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soá vaät lieäu coù theå nhaän ñöôïc ôû moãi  coâng tröôøng (Taán) vaø 
khoaûng caùch (km) töø caùc kho ñeán caùc coâng tröôøng cho ôû baûng 
sau: 

 

 

 
 C1 (15 T)      C2 ( 20 T)     C3 ( 25T) 

K1  (20 T) 5 km 7 km 2 km 

K2 (40 T) 4 km 3 km 6 km 

   
 Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån  sao cho: 

• Caùc kho ñöôïc giaûi phoùng heát vaät tö. 
• Caùc coâng tröôøng ñöôïc cung caáp ñuû theo yeâu 

caàu. 
• Toång soá  T × km phaûi thöïc hieän laø nhoû nhaát. 

 13) Laäp moâ hình baøi toaùn vôùi tình huoáng sau ñaây sao 
cho cước phí vận chuyển thaáp nhất. 
    Coù hai hôïp taùc xaõ K1 vaø K2  cung caáp baép cho ba nhaø 
maùy saûn xuaát thöùc aên gia suùc E1, E2 vaø E3.    Khaû naêng cung 
caáp cuûa hôïp taùc xaõ K1 laø 100T, cuûa hôïp taùc xaõ K2 laø 200T. 
Yeâu caàu tieâu thuï cuûa nhaø maùy E1 laø 75T, nhaø maùy E2 laø 125T, 
nhaø maùy E3 laø 100T. Cöôùc phí vaän chuyeån (1000 ñ/T) töø nôi 
cung caáp ñeán nôi yeâu caàu ñöôïc cho theo baûng sau: 
 
 

 E1 E2 E2 

 
 K1 10 14 30 

K2 12 20 17 

Coâng tröôøng
Cöï ly (km)

Kho  

Cung caáp 
Tieâu thuï
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14) Moät beänh nhaân ñieàu trò taïi beänh vieän, haøng ngaøy 

phaûi uoáng toái thieåu 84  ñôn vò loaïi döôïc phaåm D1 vaø 120  ñôn 

vò loaïi döôïc phaåm D2.  Hai döôïc lieäu M vaø N coù chöùa coù chöùa 

2 loaïi döôïc phaåm ñoù, nhöng caû M vaø N ñeàu coù chöùa loaïi döôïc 

phaåm khoâng caàn thieát D3. 

Caùc döõ lieäu cho ôû baûng sau: 
 

Loaïi döôïc phaåm/ gam döôïc 
lieäu 

 
Loaïi       

döôïc phaåm 
 

M N 

Lieàu löôïng toái thieåu 
yeâu caàu / ngaøy 

D1 10 (ñôn vò) 2 (ñôn vò) 84 (ñôn vò) 
D3 8 (ñôn vò) 4 (ñôn vò) 120 (ñôn vò) 
D3 3 (ñôn vò) 1 (ñôn vò)  

Caàn pha troän bao nhieâu gam moãi loaïi döôïc lieäu M vaø 
N ñeå thu ñöôïc hoãn hôïp döôïc phaåm toái thieåu haøng ngaøy cho 
beänh nhaân, ñoàng thôøi coù löôïng döôïc phaåm D3 nhoû nhaát. Coù 
bao nhieâu ñôn vò D3 trong hoãn hôïp.  

 
15) Moät nhaø maùy saûn xuaát 2 loaïi thuyeàn cao su: 2 choã 

ngoài vaø 4 choã ngoài. Coâng vieäc saûn xuaát ñöôïc tieán haønh ôû 
xöôûng caét vaø xöôûng laép raùp. Thôøi gian caàn thieát ñeå saûn xuaát 
moãi loaïi thuyeàn taïi caùc xöôûng vaø lôïi nhuaän thu ñöôïc treân moät 
thuyeàn ñöôïc cho ôû baûng sau: 
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Soá giôø laøm vieäc caàn 
thieát 

 

 
Thuyeàn 
2 choã 

Thuyeàn  
4 choã 

 

Naêng suaát/ thaùng 

Xöôûng caét 0,9 1,8 864 chieác 

Xöôûng laép raùp 0,8 1,2 672 chieác 

Lôïi nhuaän 
(USD/thuyeàn) 

25 40  

Bieát raèng: ngöôøi nhaän haøng khoâng nhaän quaù 750 
thuyeàn 4 choã trong moät thaùng. 

Haõy laäp keá hoaïch saûn xuaát (soá löôïng moãi loaïi thuyeàn) 
ñeå lôïi nhuaän haøng thaùng laø lôùn nhaát. 

 
16)  Moät haõng saûn xuaát maùy tính coù 2 xöôûng laép raùp 

A, B vaø 2 ñaïi lyù phaân phoái I, II. Xöôûng A coù theå laép raùp toái ña 
700 maùy/ thaùng. Xöôûng B coù theå laép raùp toái ña 900 maùy/ 
thaùng. Ñaïi lyù I ít nhaát tieâu thuï 1500 maùy/thaùng. Ñaïi lyù II  ít 
nhaát tieâu thuï 1000 maùy/thaùng. Cöôùc phí vaän chuyeån moät maùy 
töø caùc xöôûng ñeán caùc ñaïi lyù vaø möùc tieâu thuï toái thieåu ñöôïc 
cho ôû baûng sau: 

 

Ñaïi lyù phaân phoái  

 
I II 

Naêng suaát laép 
toái ña/ thaùng 

Xöôûng laép raùp A 6 USD 5 USD 700 chieác 

Xöôûng laép raùp B 4 USD 8 USD 900 chieác 

Tieâu thuï toái thieåu 500 1000  
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Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån sao cho cöôùc phí vaän 
chuyeån laø thaáp nhaát. 

 

17)  Moät haõng saûn xuaát hai maët haøng A vaø B qua ba 
xöôûng I, II vaø III. Maët haøng A caàn 5 giôø saûn xuaát ôû xöôûng I, 2 
giôø saûn xuaát ôû xöôûng II vaø 1 giôø saûn xuaát ôû xöôûng III. Maët 
haøng B caàn 3 giôø saûn xuaát ôû xöôûng I, 3 giôø saûn xuaát ôû xöôûng 
II vaø 3 giôø saûn xuaát ôû xöôûng III.  

Haõng thu lôøi ñöôïc 8 vaø 6 ñôn vò tieàn töông öùng vôùi 
maët haøng A vaø B. Bieát raèng naêng suaát toái ña trong ngaøy cuûa 
xöôûng I laø 30 giôø/saûn phaåm, cuûa xöôûng II laø 24 giôø/saûn phaåm 
vaø cuûa xöôûng III laø 18 giôø/saûn phaåm.  

Haõy laäp keá hoaïch saûn xuaát  ñeå lôïi nhuaän laø lôùn nhaát. 

 

18) Moät phaân xöôûng phuï traùch 2 coâng ñoaïn S1  vaø S2  
cuûa quaù trình saûn xuaát. Löïc löôïng lao ñoäng cuûa phaân xöôûng 
ñöôïc phaân boá nhö sau: coù 12 lao ñoäng loaïi A, 26 lao ñoäng 
loaïi B vaø 16 lao ñoäng loaïi C. Naêng suaát lao ñoäng cuûa moãi loaïi 
öùng vôùi caùc coâng ñoaïn saûn xuaát ñöôïc cho ôû baûng sau: 

 

 S1 S2

A (12) 2 4 

B (26) 3 3 

C (16) 1 2 
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Loaïi lao ñoäng



Haõy phaân coâng löïc löôïng lao ñoäng cho töøng coâng ñoaïn 
sao cho soá saûn phaåmsaûn xuaát ra nhieàu nhaát maø khoâng ñöôïc 
toàn ñoïng ôû daïng baùn thaønh phaåm. 

 
19)  Moät xí nghieäp saûn xuaát 4 loaïi maët haøng A, B, C, 

D töø 3 loaïi vaät tö I, II, III. Soá löôïng haïn cheá cuûa moãi loaïi vaät 
tö, ñònh möùc tieâu hao vaät tö cho moät ñôn vò maët haøng vaø laõi 
thu ñöôïc töø moät ñôn vò maët haøng ñöôïc cho ôû baûng sau: 

 

 A B C D 

I (300 ñôn vò) 12 5 15 6 

II (500 ñôn vò) 14 8 7 9 

III (200 ñôn vò) 17 13 9 12 

Tieàn laõi/1 ñôn vò saûn phaåm 5 8 4 6 

Maët haøng
Vaät tö 

 
Haõy laäp phöông aùn  saûn xuaát  ñeå toång tieàn laõi laø lôùn 

nhaát ñoàng thôøi ñaûmbaûo chuû ñoäng veà vaät tö. 
 
20. Coù 3 xí nghieäp may I, II, III cuøng saûn xuaát aùo veùt 

vaø quaàn. Do nhieàu hoaøn caûnh khaùc nhau neân hieäu quaû cuûa 
ñoàng voán ñaàu tö ôû töøng xí nghieäp cuõng khaùc nhau. Giaû söû ñaàu 
tö 1000 USD vaøo xí nghieäp I thì cuoái kyø coù ñöôïc 35 aùo veùt vaø 
45 quaàn; vaøo xí nghieäp II thì cuoái kyø coù ñöôïc 40 aùo veùt vaø 42 
quaàn; vaøo xí nghieäp III thì cuoái kyø coù ñöôïc 43 aùo veùt vaø 30 
quaàn. 

Löôïng vaûi vaø soá giôø coâng caàn thieát ñeå saûn xuaát 1 aùo 
veùt vaø 1 quaàn ôû 3 xí nghieäp cho ôû baûng sau: 
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 I II III

 

 AÙo veùt  3,5m    20g 4m    16g 3,8m    18g

Quaàn 2,8m    10g 2,6m    12g 2,5m    15g

Saûn phaåm 
Xí nghieäp

 
Bieát raèng toång soá vaûi coù theå huy ñoäng ñöôïc cho 3 xí 

nghieäp laø 10000 m. Toång soá giôø lao ñoäng daønh cho 3 xí 
nghieäp laø 52000 giôø. Theo hôïp ñoàng thì cuoái kyø phaûi ñaït toái 
thieåu laø 15000 boä aùo quaàn. Do tính chaát cuûa thò tröôøng neáu leû 
boä thì quaàn deã baùn hôn. 

Haõy laäp keá hoaïch ñaàu tö vaøo moãi xí nghieäp ñeå sao cho 
hoaøn thaønh keá hoaïch saûn phaåm, khoâng khoù khaên veà tieâu thuï 
vaø khoâng bò ñoäng veà nguyeân lieäu vaø giôø lao ñoäng. 
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ÑAÙP AÙN 
 

 Phần giải bằng đồ thị và phương pháp đơn hình 
 
1) f(x*)min = f(3,6) = 15; f(x*)max = f(8,4) = 28 
2) f(x*)min = f(0,18) = 90; f(x*)max không có vì không chặn trên 
3) Không tồn tại f(x)max vì không có miền nghiệm 
4) f(x*)max = f(4,2) = 30 
5) f(x*)max = f(2,4) = 14 
6) f(x*)min = f(4,2) = 14; f(x*)max không có vì không bị chặn 
trên. 
7) f(x*)min = f(6,4) = 48; f(x*)max không có vì không bị chặn 
trên. 
8) f(x*)min = f(14,0) = 140; f(x*)max không có vì không bị chặn 
trên. 
9) f(x*)min = f(0,2) = 2; f(x*)max = f(2,6) = 10 

10) f(x*)min = 1)
3
20,

3
10( =f ; f(x*)max = 10;  = (10,0 đến 

0,10) 

*
maxX

11) f(x*)max = f(12,0) = 48 
12) f(x*)min = f(4,6) = f(16,0) = 160; f(x*)max = f(0,20) = 400 
13) f(x*)max = f(3,5) = 54 
14) f(x*)min = f(0,24) = 2400; f(x*)max không tồn tại vì không bị 
chặn trên 
15) f(x*)min = f(0,2) = 20; f(x*)max = f(5,0) = 150 
16) f(x*)min và f(x*)max không tồn tại 
17) f(x*)min = f(5,0) = 10 
18) f(x*)max = f(6,3) = 150 
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19) f(x*)max = f(2,5) = 200 
20) f(x*)min = f(3,8) = 140; f(x*)max = f(5,10) = 260 
 

Phần lập mô hình toán 
 
1)  Đặt Xij là lượng vật tư, thiết bị được chuyển từ các kho i 
đến phòng thí nghiệm j (i=1:2, j=1:3) 
 Mô hình toán là: 
f(x) = 0,5X11 + 0,7X12 + 0,2X13 + 0,4X21 + 0,3X22 + 0,6X23  
min 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+
=+

=++
=++

25   X X
20   X X
15   X X

40   X  X X
20  XXX

2313

2212

2111

232221

13 1211

 

Xij ≥ 0, i = 1:2, j = 1:3 
 
2) Đặt Xij là lượng café chuyển từ các địa phương Ai đến các 
công ty Bj (i=1:2, j=1:3) 
 Mô hình tính toán: 
f(x) = 12X11 + 16X12 + 28X13 + 20X21 + 31X22 + 15X23  min 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+
=+

=++
=++

170   X X
130   X X
100   X X

250   X  X X
150 XXX

2313

2212

2111

232221

 131211

 

Xij ≥ 0, i = 1:2, j = 1:3 
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3) Đặt Xij là số tấn hàng chuyển từ các điểm phát i đến các 
điểm thu j (i=1:3, j=1:4) 
 Mô hình toán là: 
f(x) = 160X11 + 50X12 + 100X13 + 70X14 + 100X21 + 200X22 + 
30X23 + 60X24 + 50X31 + 40X32 + 30X33 + 50X34  min 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++
=++
=++
=++

=+++
=+++
=+++

18   X  X X
17   X  XX
10   X  X X
15  X  X X

10   X  X  X X
30   X  X  X X
20   X  X  X X

342414

3323 13

322212

312111

34333231

24232221

14131211

 

Xij ≥ 0, i = 1:3, j = 1:4 
 
4) Đặt Xij là số tấn bắp chuyển từ các hợp tác xã Ki đến các nhà 
máy Ej (i=1:2, j=1:3) 
 Mô hình tính toán: 
f(x) = 10X11 + 14X12 + 30X13 + 12X21 + 20X22 + 17X23  min 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+
=+

=++
=++

100   X X
125   X X
75   X X

200   X  X X
100 XXX

2313

2212

2111

232221

131211

 

  Xij ≥ 0, i = 1:2, j = 1:3 
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5)  Đặt Xj là số lượng bánh mỗi loại cần sản xuất (X1: bánh đậu 
xanh, X2: bánh thập cẩm, X3: bánh dẻo) 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 2000X1 + 1700X2 + 1800X3  max 

⎩
⎨
⎧

=+
=++

300  0,04X  0,08X
500  0,07X  0,04X  0,06X

31

321  

  X1, X2, X3 ≥ 0 
 
6) Đặt X1, X2, X3 là số tấn gạo K1, K2, K3 cần sản xuất 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 1000(100X1 + 110X2 + 120X3)  max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤++
≤++

150 0,3X  0,2X
300  0,2X  0,3X  0,3X
700  0,7X  0,7X  0,7X

32

321

321

 

  X1, X2, X3 ≥ 0 
 
7) Đặt X1, X2, X3 lần lượt là quỹ thời gian cho phương pháp 
sản xuất I, II, III. 
 Mô hình toán: 

f(x) = 2X1 + 4X2 + 3X3  min 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

++

64  4X  8X  2X
58  3X  9X  5X

75  7X  6X  3X

321

321

321

 

X1, X2, X3 ≥ 0 
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8) Đặt X1, X2 lần lượt là số Kg đậu tương và bột cá khô cần 
mua. 
 Mô hính toán: 
 f(x) = 5000X1 + 4000X2  min 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

1   X X
0,6  0,80X  0,55X
0,4  0,20X  0,45X

21

21

21

 

  X1, X2 ≥ 0 
 
9) Đặt X1 là số công nhân nam đứng máy cắt, (32 – X1) đứng 
máy tiện. X2 là số công nhân nữ đứng máy cắt, (20 – X2) đứng 
máy tiện.  
 Mô hình toán: 
 f(x) = 30X1 + 28X2  max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

+=+

20  X
30  X

 )X-20(20  )X-25(32  28X  30X

2

1

2121

 

  X1, X2 ≥ 0 
10) Đặt X1 là số lượng sản phẩm A cần sản xuất. X2 là số 
lượng sản phẩm B cần sản xuất.  
 Mô hình toán: 
 f(x) = 600X1 + 400X2  max 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

50  4X  X
300   X 3X
100  2X  4X

450,5X2X

21

21

21

21

 

  X1, X2 ≥ 0 
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11)  Đặt X1, X2, X3 lần lượt là số lượng đơn vị thức ăn I, II, III 
cần mua. 
 Mô  hình toán: 
 f(x) = 800X1 + 1500X2 + 3000X3  min 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+

=++

15  10X
10  0,4X  3X

202X 0,8X0,3X

2

31

321

 

  X1, X2, X3 ≥ 0 
 
12) Đặt Xij là số tấn vật liệu xây dựng từ các kho Ki đến các 
công trường Cj (i=1:2, j=1:3).  
 Mô hình toán: 
 f(x) = 5X11 + 7X12 + 2X13 + 4X21 + 3X22 + 6X23  min 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+
=+

=++
=++

25   X X
20   X X
15   X X

40   X  XX
20 XXX

2313

2212

2111

2322 21

1312 11

 

Xij ≥ 0, i = 1:2, j = 1:3 
 
13) Đặt Xij là số tấn bắp chuyển từ các hợp tác xã Ki đến nhà 
máy Ej (i=1:2, j=1:3) 
 Mô hình toán là: 
f(x) = 10X11 + 14X12 + 30X13 + 12X21 + 20X22 + 17X23  min 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+
=+

=++
=++

100   X X
125   X X
75   X X

200   X  X X
100 XXX

2313

2212

2111

232221

131211

 

 Xij ≥ 0, i = 1:2, j = 1:3 
14) Đặt X1 là số gam dược liệu M, X2 là số gam dược liệu N 
cần pha trộn. 
 Mô hình tính toán: 
 f(x) = 3X1 + X2  min 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
120  4X  8X
84  2X  10X

21

21  

 X1, X2 ≥ 0 
 Giải được: f(x,22,4 *

2
*
1 == XX *) = 34 

 
15) Đặt X1 là số lượng thuyền 2 chỗ, X2 là số lượng thuyền 4 
chỗ cần sản xuất. 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 25X1 + 40X2  max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+
=+

750  X
672  1,2X  0,8X
8641,8X0,9X

2

21

21

 

X1, X2 ≥ 0 
 Giải được: 480 thuyền 2 chỗ, 240 thuyền 4 chỗ, lợi 
nhuận cực đại 21.000USD. 
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16) Đặt Xij là số máy cần vận chuyển từ các xưởng i đến các 
đại lý j (i=1:2, j=1:2). 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 6X11 + 5X12 + 4X21 + 8X22  min 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

1000   X X
1500   X X
900   X X
700XX

2212

2111

2221

1211

 

  X1, X2 ≥ 0 
 
17) Đặt X1, X2 là số lượng mặt hàng A, B cần sản xuất. 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 8X1 + 6X2  max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

18  3X  X
24 3X  2X
30  2X  5X

21

 21

21

 

 X1, X2 ≥ 0 
 
18) Đặt X1 là số lao động loại A phân vào công đoạn S1

 (12 – X1) là số lao động loại A phân vào công đoạn S2

 X2 là số lao động loại B phân vào công đoạn S1

 (26 – X2) là số lao động loại B phân váo công đoạn S2

 X3 là số lao động loại C phân váo công đoạn S1

 (16 – X3) là số lao động loại C phân vào công đoạn S2
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 Mô hình toán là: 
 f(x) = 2X1 + 3X2 + X3  max 

  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++=++
=
=
=

)X-2(16  )X-3(26  )X-4(12   X3X 2X
16 X
26  X
12  X

3213 2 1

 3

2

1

  X1, X2, X3 ≥ 0 
 
19) Đặt X1, X2, X3, X4 là lượng hàng A, B, C, D xí nghiệp cần 
sản xuất. 
 Mô hình toán: 
 f(x) = 5X1 + 8X2 + 4X3 + 6X4  max 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

200  12X 9X  13X  17X
500  9X  7X  8X  14X
3006X 15X5X12X

4 321

4321

4321

 

X1, X2, X3, X4 ≥ 0 
 
20) Đặt X1, X2, X3 lần lượt là số ngàn USD đầu tư vào các xí 
nghiệp I, II, III . 
 Mô hình toán:  
 f(x) = X1 + X2 + X3   min 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤++
≤++

≥−+
>++

5200 X 1144X  1150X
10000 X, 269,2X  248,5X

0 X 2X  10X
1500X40X35X

21

21

21

21

3

3

3

3

1224
4238

15
43

 

  X1, X2, X3 ≥ 0 
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