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0.  GIỚI THIỆU MÔN HỌC 

1. GIỚI THIỆU CHUNG: 

Toán cao cấp A1, A2, A3 là chương trình toán đại cương dành cho sinh viên 
các nhóm ngành toán và nhóm ngành thuộc khối kỹ thuật. Nội dung của toán cao 
cấp  A1, A3  chủ yếu là phép tính vi tích phân của hàm một hoặc nhiều biến, còn 
toán cao cấp A2 là các cấu trúc đại số và đại số tuyến tính. Có khá nhiều sách giáo 
khoa và tài liệu tham khảo viết về các chủ đề này. Tuy nhiên với phương thức đào 
tạo từ xa có những đặc thù riêng, đòi hỏi học viên làm việc độc lập nhiều hơn, do 
đó cần phải có tài liệu hướng dẫn học tập thích hợp cho từng môn học. Tập tài liệu 
hướng dẫn học môn toán cao cấp  A2  này được biên soạn cũng nhằm mục đích 
trên.  

Tập tài liệu này được biên soạn theo chương trình qui định năm 2001 của Học 
viện Công nghệ Bưu Chính Viễn Thông. Nội dung của cuốn sách bám sát các giáo 
trình của các trường đại học kỹ thuật, giáo trình dành cho hệ chính qui của Học 
viện Công nghệ Bưu Chính Viễn Thông biên soạn năm 2001 và theo kinh nghiệm 
giảng dạy nhiều năm của tác giả. Chính vì thế, giáo trình này cũng có thể dùng làm 
tài liệu học tập,tài liệu tham khảo cho sinh viên của các trường, các ngành đại học 
và cao đẳng. 

Giáo trình được trình bày theo cách thích hợp đối với người tự học, đặc biệt 
phục vụ đắc lực cho công tác đào tạo từ xa. Trước khi nghiên cứu các nội dung chi 
tiết, người đọc nên xem phần giới thiệu của mỗi chương để thấy được mục đích ý 
nghĩa, yêu cầu chính của chương đó. Trong mỗi chương, mỗi nội dung, người đọc 
có thể tự đọc và hiểu được cặn kẽ thông qua cách diễn đạt và chứng minh rõ ràng. 
Đặc biệt bạn đọc nên chú ý đến các nhận xét, bình luận để hiểu sâu hơn hoặc mở 
rộng tổng quát hơn các kết quả. Hầu hết các bài toán được xây dựng theo lược đồ: 
đặt bài toán, chứng minh sự tồn tại lời giải bằng lý thuyết và cuối cùng nêu thuật 
toán giải quyết bài toán này. Các ví dụ là để minh hoạ trực tiếp khái niệm, định lý 
hoặc các thuật toán, vì vậy sẽ giúp người đọc dễ dàng hơn khi tiếp thu bài học. Sau 
các chương có phần tóm tắt các nội dung chính và cuối cùng là các câu hỏi luyện 
tập. Có khoảng từ 30 đến 40 bài tập cho mỗi chương, tương ứng vói 3 -5 câu hỏi 
cho mỗi tiết lý thuyết. Hệ thống câu hỏi này bao trùm toàn bộ nội dung vừa được 
học. Có những câu kiểm tra trực tiếp các kiến thức vừa được học nhưng cũng có 
những câu đòi hỏi học viên phải vận dụng một cách tổng hợp và sáng tạo các kiến 



Giới thiệu môn học 

 

 6

thức để giải quyết. Vì vậy việc giải các bài tập này giúp học viên nắm chắc hơn lý 
thuyết và kiểm tra được mức độ tiếp thu lý thuyết của mình. 

 Các bài tập được cho dưới dạng trắc nghiệm khách quan, đây là một phương 
pháp rất phù hợp với hình thức đào tạo từ xa. Học viên có thể tự kiểm tra và đối 
chiếu với đáp án ở cuối sách. Tuy nhiên phương pháp trắc nghiệm cũng có những 
mặt hạn chế của nó, chẳng hạn phương pháp này không thể hiện được khả năng 
trình bày kết quả, khả năng lập luận, mà đây là một trong những yêu cầu chính của 
việc học toán. Một bài toán có thể giải cho đúng kết quả nhưng cách giải sai thậm 
chí sai cả về bản chất. Hai lần sai dấu trừ biến thành dấu cộng và cho kết quả đúng 
nhưng thực chất là sai. Mặt khác có thể giải bài toán trắc nghiệm bằng cách thử các 
trường hợp và loại trừ, nhưng cách làm này khá tiêu cực. Để khắc phục những hạn 
chế của phương pháp kiểm tra trắc nghiệm chúng tôi khuyên người đọc nên tự giải 
quyết các bài toán theo phương pháp tự luận, sau đó mới đối chiếu với các trường 
hợp a, b, c, d để chọn phương án đúng. 

Giáo trình gồm 7 chương tương ứng với 4 đơn vị học trình (60 tiết): 

Chương I: Lô gích toán học, lý thuyết tập hợp, ánh xạ và các cấu trúc đại số. 

Chương II: Không gian véc tơ. 

Chương III: Ma trận. 

Chương IV: Định thức. 

Chương V: Hệ phương trình tuyến tính 

Chương VI: Ánh xạ tuyến tính.  

Chương VII: Không gian véc tơ Euclide và dạng toàn phương. 

Ngoài vai trò là công cụ cho các ngành khoa học khác, toán học còn được 
xem là một ngành khoa học có phương pháp tư duy lập luận chính xác chặt chẽ. Vì 
vậy việc học toán cũng giúp ta rèn luyện phương pháp tư duy. Các phương pháp 
này đã được giảng dạy và cung cấp từng bước trong quá trình học tập ở phổ thông, 
nhưng trong chương I các vấn đề này được hệ thống hoá lại. Nội dung của chương 
I được xem là cơ sở, ngôn ngữ của toán học hiện đại. Một vài nội dung trong 
chương này đã được học ở phổ thông nhưng chỉ với mức độ đơn giản. Các cấu trúc 
đại số thì hoàn toàn mới và khá trừu tượng vì vậy đòi hỏi học viên phải đọc lại 
nhiều lần mới tiếp thu được.  

Các chương còn lại của giáo trình là đại số tuyến tính. Kiến thức của các 
chương liên hệ chặt chẽ với nhau, kết quả của chương này là công cụ của chương 
khác. Vì vậy học viên cần thấy được mối liên hệ này. Đặc điểm của môn học này 
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là tính khái quát hoá và trừu tượng cao. Các khái niệm thường được khái quát hoá 
từ những kết quả của hình học giải tích ở phổ thông. Khi học ta nên liên hệ đến các 
kết quả đó. 

2. MỤC ĐÍCH MÔN HỌC 

Cung cấp cho sinh viên các kiến thức cơ bản về đại số : Mệnh đề, tập hợp, 
ánh xạ , cấu trúc đại số và đại số tuyến tính bao gồm các khái niệm về không gian 
vecto, ma trận, định thức, ánh xạ tuyến tính, dạng song tuyến tính, dạng toàn 
phương..., làm cơ sở để tiếp thu các môn kỹ thuật điện và điện tử.  

3. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU MÔN HỌC 

Để học tốt môn học này, sinh viên cần lưu ý những vấn đề sau : 

1- Thu thập đầy đủ các tài liệu : 

◊ Bài giảng: Toán cao cấp A2. Lê Bá Long, Nguyễn Phi Nga, Học viện 
Công nghệ BCVT, 2005.  

◊ Sách hướng dẫn học tập và bài tập: Toán cao cấp A2. Lê Bá Long, 
Nguyễn Phi Nga, Học viện Công nghệ BCVT, 2005.  

Nếu có điều kiện, sinh viên nên tham khảo thêm: Các tài liệu tham khảo trong 
mục Tài liệu tham khảo ở cuối cuốn sách này. 

2- Đặt ra mục tiêu, thời hạn cho bản thân: 

 Đặt ra mục các mục tiêu tạm thời và thời hạn cho bản thân, và cố gắng 
thực hiện chúng 

Cùng với lịch học, lịch hướng dẫn của Học viện của môn học cũng như các 
môn học khác, sinh viên nên tự đặt ra cho mình một kế hoạch học tập cho riêng 
mình. Lịch học này mô tả về các tuần học (tự học) trong một kỳ học và đánh dấu 
số lượng công việc cần làm. Đánh dấu các ngày khi sinh viên phải thi sát hạch, nộp 
các bài luận, bài kiểm tra, liên hệ với giảng viên. 

 Xây dựng các mục tiêu trong chương trình nghiên cứu 

Biết rõ thời gian nghiên cứu khi mới bắt đầu nghiên cứu và thử thực hiện, cố 
định những thời gian đó hàng tuần. Suy nghĩ về thời lượng thời gian nghiên cứu để  
“Tiết kiệm thời gian”. “Nếu bạn mất quá nhiều thì giờ nghiên cứu”, bạn nên xem 
lại kế hoạch thời gian của mình. 

3- Nghiên cứu và nắm những kiến thức đề cốt lõi: 
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Sinh viên nên đọc qua sách hướng dẫn học tập trước khi nghiên cứu bài giảng 
môn học và các tài liệu tham khảo khác. Nên nhớ rằng việc học thông qua đọc tài 
liệu là một việc đơn giản nhất so với việc truy cập mạng Internet hay sử dụng các 
hình thức học tập khác. 

Hãy sử dụng thói quen sử dụng bút đánh dấu dòng (highline maker) để đánh 
dấu các đề mục và những nội dung, công thức quan trọng trong tài liệu. 

4- Tham gia đầy đủ các buổi hướng dẫn học tập: 

Thông qua các buổi hướng dẫn học tập này, giảng viên sẽ giúp sinh viên nắm 
được những nội dung tổng thể của môn học và giải đáp thắc mắc; đồng thời sinh 
viên cũng có thể trao đổi, thảo luận của những sinh viên khác cùng lớp. Thời gian 
bố trí cho các buổi hướng dẫn không nhiều, do đó đừng bỏ qua những buổi hướng 
dẫn đã được lên kế hoạch.  

5- Chủ động liên hệ với bạn học và giảng viên: 

Cách đơn giản nhất là tham dự các diễn đàn học tập trên mạng Internet. Hệ 
thống quản lý học tập (LMS) cung cấp môi trường học tập trong suốt 24 giờ/ngày 
và 7 ngày/tuần. Nếu không có điều kiện truy nhập Internet, sinh viên cần chủ động 
sử dụng hãy sử dụng dịch vụ bưu chính và các phương thức truyền thông khác 
(điện thoại, fax,...) để trao đổi thông tin học tập. 

6- Tự ghi chép lại những ý chính: 

Nếu chỉ đọc không thì rất khó cho việc ghi nhớ. Việc ghi chép lại chính là 
một hoạt động tái hiện kiến thức, kinh nghiệm cho thấy nó giúp ích rất nhiều cho 
việc hình thành thói quen tự học và tư duy nghiên cứu.  

7 -Trả lời các câu hỏi ôn tập sau mỗi chương, bài. 

Cuối mỗi chương, sinh viên cần tự trả lời tất cả các câu hỏi. Hãy cố gắng vạch 
ra những ý trả lời chính, từng bước phát triển thành câu trả lời hoàn thiện. 

Đối với các bài tập, sinh viên nên tự giải trước khi tham khảo hướng dẫn, đáp 
án. Đừng ngại ngần trong việc liên hệ với các bạn học và giảng viên để nhận được 
sự trợ giúp. 

Nên nhớ thói quen đọc và ghi chép là chìa khoá cho sự thành công của việc tự học! 
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1.  CHƯƠNG 1: MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ, TẬP HỢP 
ÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

1.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA 

Đây là chương mở đầu làm cơ sở, làm ngôn ngữ và công cụ không những cho 
toán học mà còn cho các ngành khoa học khác.  

Ta biết rằng toán học là một ngành khoa học lý thuyết được phát triển trên cơ 
sở tuân thủ nghiêm ngặt các qui luật lập luận của tư duy lôgich hình thức. Các qui 
luật cơ bản của lôgich hình thức đã được phát triển từ thời Aristote (Arít-xtốt ) (thế 
kỷ thứ 3 trước công nguyên) cùng với sự phát triển rực rỡ của văn minh cổ Hy 
Lạp. Tuy nhiên mãi đến thế kỷ 17 với những công trình của De Morgan (Đờ 
Mocgan), Boole ... thì lôgích hình thức mới có một cấu trúc đại số đẹp đẽ và cùng 
với lý thuyết tập hợp giúp làm chính xác hoá các khái niệm toán học và thúc đẩy 
toán học phát triển mạnh mẽ. Việc nắm vững lôgich hình thức giúp học viên không 
những học tốt môn toán mà còn có thể vận dụng trong thực tế và biết lập luận 
chính xác. Học tốt môn lôgich là cơ sở để học tốt đại số Boole, vận dụng để giải 
các bài toán về sơ đồ công tắc rơle, các sơ đồ điện và công nghệ thông tin. Yêu cầu 
của phần này là phải nắm vững khái niệm mệnh đề toán học, các phép toán liên kết 
mệnh đề và các tính chất của chúng. 

 Khái niệm tập hợp, ánh xạ và các cấu trúc đại số là các khái niệm cơ bản: vừa 
là công cụ vừa ngôn ngữ của toán học hiện đại. Vì vai trò nền tảng của nó nên khái 
niệm tập hợp được đưa rất sớm vào chương trình toán phổ thông (lớp 6). Khái 
niệm tập hợp được Cantor đưa ra vào cuối thế kỷ 19. Sau đó được chính xác hoá 
bằng hệ tiên đề về tập hợp. Có thể tiếp thu lý thuyết tập hợp theo nhiều mức độ 
khác nhau. Chúng ta chỉ tiếp cận lý thuyết tập hợp ở mức độ trực quan kết hợp với 
các phép toán lôgich hình thức như "và", "hoặc", phép kéo theo, phép tương 
đương, lượng từ phổ biến, lượng từ tồn tại. Với các phép toán lôgích này ta có 
tương ứng các phép toán giao, hợp, hiệu các tập hợp con của các tập hợp. 

Trên cơ sở tích Descartes (Đề-các) của hai tập hợp ta có khái niệm quan hệ 
hai ngôi mà hai trường hợp đặc biệt là quan hệ tương đương và quan hệ thứ tự. 
Quan hệ tương đương được dùng để phân một tập nào đó thành các lớp không giao 
nhau, gọi là phân hoạch của tập đó. Quan hệ đồng dư môđulô p (modulo) là một 
quan hệ tương đương trong tập các số nguyên. Tập thương của nó là tập p  các 
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số nguyên môđulô p. Tập p  có nhiều ứng dụng trong lý thuyết mật mã, an toàn 

mạng. Quan hệ thứ tự được dùng để sắp xếp các đối tượng cần xét theo một thứ tự 
dựa trên tiêu chuẩn nào đó. Quan hệ ≤ trong các tập hợp số là các quan hệ thứ tự. 

Khái niệm ánh xạ là sự mở rộng khái niệm hàm số đã được biết. Khái niệm 
này giúp ta mô tả các phép tương ứng từ một tập này đến tập kia thoả mãn điều 
kiện rằng mỗi phần tử của tập nguồn chỉ cho ứng với một phần tử duy nhất của tập 
đích và mọi phần tử của tập nguồn đều được cho ứng với phần tử của tập đích. Ở 
đâu có tương ứng thì ta có thể mô tả được dưới ngôn ngữ ánh xạ. 

Sử dụng khái niệm ánh xạ và tập hợp ta khảo sát các vấn đề của giải tích tổ 
hợp, đó là các phương pháp đếm số phần tử. Giải tích tổ hợp được sử dụng để giải 
quyết các bài toán xác suất thống kê và toán học rời rạc.  

Ta có thể thực hiện các phép toán cộng các số, hàm số, đa thức, véc tơ hoặc 
nhân các số, hàm số, đa thức... Như vậy ta có thể thực hiện các phép toán này trên 
các đối tượng khác nhau. Cái chung cho mỗi phép toán cộng hay nhân ở trên là các 
tính chất giao hoán, kết hợp, phân bố... Một tập hợp có phép toán thoả mãn điều 
kiện nào đó được gọi là có cấu trúc đại số tương ứng. Các cấu trúc đại số quan 
trọng thường gặp là nhóm, vành, trường, không gian véc tơ. Đại số học là một 
ngành của toán học nghiên cứu các cấu trúc đại số. Lý thuyết Nhóm được Evarist 
Galois (Galoa) đưa ra vào đầu thế kỉ 19 trong công trình "Trong những điều kiện 
nào thì một phương trình đại số có thể giải được?", trong đó Galoa vận dụng lý 
thuyết nhóm để giải quyết. Trên cơ sở lý thuyết nhóm người ta phát triển các cấu 
trúc đại số khác. 

Việc nghiên cứu các cấu trúc đại số giúp ta tách ra khỏi các đối tượng cụ thể 
mà thấy được cái chung của từng cấu trúc để khảo sát các tính chất, các đặc trưng 
của chúng. Chẳng hạn, tập các ma trận vuông cùng cấp, các tự đồng cấu tuyến tính, 
các đa thức ... có cấu trúc vành không nguyên nên có những tính chất chung nào 
đó. 

Các cấu trúc đại số có tính khái quát hoá và trừu tượng cao vì vậy người ta 
nghĩ rằng khó áp dụng vào thực tiễn. Tuy nhiên thực tế cho thấy đại số Boole được 
ứng dụng rất hiệu quả trong việc giải quyết các bài toán về sơ đồ mạch điện, vào 
máy tính. Lý thuyết nhóm được ứng dụng vào cơ học lượng tử. Lý thuyết vị nhóm 
và vành được ứng dụng trong lý thuyết mật mã, lý thuyết Ôtômát. 

1.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

1.2.1  Lôgíc mệnh đề 

a. Mệnh đề 
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b. Liên kết mệnh đề: 

 Phép phủ định: p  đọc không p 

 Phép hội: qp ∧  đọc p và q 

 Phép tuyển: qp ∨  đọc p hoặc q 

 Phép  kéo theo: qp ⇒  đọc p kéo theo q, p suy ra q 

 Phép tương đương: qp ⇔  đọc p tương đương q 

 Lượng từ phổ biến: ∀  đọc với mọi 

 Lượng từ tồn tại: ∃ đọc tồn tại. 

1.2.2  Tập hợp và phần tử 

a. Tập hợp 

  a là phần tử của A ký hiệu Aa∈ , đọc a thuộc A 

  a không phải là phần tử của A  ký hiệu Aa∉ , đọc a không thuộc A. 

  Tập rỗng φ  

  Tập con:   ( )BxAxBA ∈⇒∈⇔⊂  

 Tập bằng nhau  ( ))()( ABBABA ⊂∧⊂⇔=  

b. Các phép toán trên tập hợp 

 Hợp                 ( )BxAxBAx ∈∨∈⇔∪∈   

 Giao                 ( )BxAxBAx ∈∧∈⇔∩∈   

 Hiệu                 ( )BxAxBAx ∉∧∈⇔∈ \   

 Phần bù        AXAXA \, =⊂   

 Tập tất cả các tập con của X : ( ) { }XAAX ⊂=P  

 Tích đề các   { }BbAabaBA ∈∈=× ,),(  

         { }CcBbAacbaCBA ∈∈∈=×× ,,),,(  

c. Quan hệ 

 Quan hệ hai ngôi  R  trên X là tập con XX ×⊂R , gọi là có tính: 

o phản xạ nếu    Xxxx ∈∀,R  
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o đối xứng nếu   xyyx RR ⇒  

o bắc cầu nếu    zxzyyx RRR ⇒∧  

o phản đối xứng nếu   yxxyyx =⇒∧ RR  

 Quan hệ hai ngôi  R  trên X được gọi là quan hệ tương đương nếu nó 
có tính phản xạ đối xứng bắc cầu, ký hiệu ~. 

  Lớp tương đương của y, ký hiệu { }yxXxy ~∈=  

  Quan hệ hai ngôi  R  trên X được gọi là quan hệ thứ tự nếu nó có tính 
phản xạ phản đối xứng và bắc cầu, ký hiệu ≤. 

  Quan hệ thứ tự ≤ trên X được gọi là quan hệ thứ tự toàn phần nếu hai 
phần tử bất kỳ yx,  của X đều có thể so sánh được với nhau, nghĩa là 

yx ≤  hoặc xy ≤ . Quan hệ thứ tự không toàn phần được gọi là quan 
hệ thứ tự bộ phận. 

1.2.3  Ánh xạ 

a. Ánh xạ:  Ánh xạ từ tập X vào tập Y là một quy luật cho ứng mỗi Xx∈  với 

một và chỉ một Yy∈ , ký hiệu YXf →: ,  

b. Phân loại: )(xfy =  hoặc )(xfyx =a  được gọi là công thức xác định 
ảnh. 

 f  là một đơn ánh nếu  yxyfxf =⇒= )()( . 

 f  là một toàn ánh nếu  YXf =)( . 

 f  là một song ánh nếu         f  vừa đơn ánh vừa toàn ánh. 

 Nếu f  là một song ánh thì có ánh xạ ngược XYf →− :1  xác định 

bởi:       )()( 1 yfxxfy −=⇔=  cũng là một song ánh.  

c. Các phép toán 

 Hợp của hai ánh xạ  YXf →:  và ZYg →:  là ánh xạ  

ZXfg →:o xác định bởi ( ))()( xfgxfg =o .    

 Lực lượng của tập hợp : Hai tập hợp gọi là cùng lực lượng nếu có một 
song ánh từ tập này lên tập kia. Tập có cùng lực lượng với { }n...,,2,1  



Chương 1: Mở đầu về logic mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 

 13

được gọi là tập hữu hạn có n phần tử. Tập rỗng là tập hữu hạn có 0 
phần tử. Tập không hữu han được gọi là tập vô hạn. 

 Tập cùng lực lượng với tập số tự nhiên  được gọi là tập vô hạn đếm 
được. Tập số thực  không đếm được. 

1.2.4  Giải tích tổ hợp 

 Số các hoán vị n phần tử là  !nPn =  

 Số các chỉnh hợp lặp chập p của n phần tử là  
pn  

 Số các chỉnh hợp không lặp chập p của n phần tử là                       

)!(
!)1)...(1(
pn

npnnnA p
n −

=+−−=  

 Số các tổ hợp chập p của n phần tử là                       

!)!(
!

! ppn
n

p
AC

p
np

n −
==  

 Nhị thức Niu-tơn 

   ∑
=

−−− =+++=+
n

p

pnpp
n

n
n

nn
n

nn
n

n baCbCbaCaCba
0

011 ...)( . 

 Sơ lược về phép đếm 

o Công thức cộng:  BABABA +=∩+∪ ,          

o Công thức nhân:  kk AAAA ⋅⋅=×× ...... 11 ,                 

o Chỉnh hợp có lặp: { } BABAf =→: ,  
AA 2)( =P . 

o Nếu BAf →:  song ánh thì BA = . 

1.2.5  Các cấu trúc đại số 

Luật hợp thành trong, hay còn gọi là phép toán hai ngôi, trên tập X  là một 
ánh xạ từ XX × vào X , ký hiệu  XXX →×:*             yxyx *),( a  

Luật hợp thành trong * của tập X  được gọi là: 

 Có tính kết hợp nếu  zyxzyxXzyx ∗∗=∗∗∈∀ )()(:,,   

 Có tính giao hoán nếu   xyyxXyx ∗=∗∈∀ :,   
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 Có phần tử trung hoà (hay có phần tử đơn vị) là Xe∈  nếu 
xxeexXx =∗=∗∈∀ :   

 Giả sử  * có phần tử trung hoà  Xe∈ . Phần tử  Xx ∈'  được gọi là 
phần tử đối xứng của  Xx∈  nếu exxxx =∗=∗ '' .    

Tập khác trống G  với luật hợp thành * được gọi là một vị nhóm nếu * có tính 
kết hợp và có phần tử trung hoà. 

 Vị nhóm  là một nhóm nếu mọi phần tử của G  đều có phần tử đối. 

 Nếu * có tính giao hoán thì nhóm ,*)(G  được gọi là nhóm giao hoán   
hay nhóm Abel.  

Vành ),,( ⋅+A , trong đó  "," ⋅+  là hai luật hợp thành trong của φ≠A thoả mãn: 

 ),( +A  là một nhóm Abel, 

 Luật nhân có tính kết hợp, 

 Luật nhân có tính phân phối hai phía đối với luật cộng, nghĩa là:  

zxyxzyxAzyx ⋅+⋅=+⋅∈∀ )(:,,    phân phối bên trái  

 zyzxzyxAzyx ⋅+⋅=⋅+∈∀ )(:,,    phân phối bên phải 

 Nếu thoả mãn thêm điều kiện:  

Luật nhân có tính giao hoán thì ),,( ⋅+A  là vành giao hoán. 

Luật nhân có phần tử đơn vị là 1 thì  ),,( ⋅+A  là vành có đơn vị. 

 Vành không có ước của 0 được gọi là vành nguyên. 

Trường là một vành giao hoán có đơn vị ),,( ⋅+K  sao cho mọi phần tử 0≠x  
của K  đều khả nghịch (có phần tử đối của luật nhân). 

 ),,( ⋅+ , ),,( ⋅+ , ),,( ⋅+  là trường. 

 ),,( ⋅+n  là trường khi và chỉ khi n  là số nguyên tố. 

1.2.6  Đại số Bool:  

Đại số Boole )',,,( ∧∨B  là một tập khác trống B  với hai phép toán hai ngôi       
BBB →×∧∨ :,  và phép toán một ngôi BB →:'  thoả mãn các tiên đề sau: 

 B1: ∧∨,  có tính kết hợp, nghĩa là với mọi Bcba ∈,,   

   cbacbacbacba ∧∧=∧∧∨∨=∨∨ )()(,)()(  
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 B2: ∧∨,  có tính giao hoán, nghĩa là với mọi Bba ∈,   

   abbaabba ∧=∧∨=∨ ,   

 B3: Tồn tại các phần tử không và phần tử đơn vị B∈1,0  sao cho 
10 ≠  và với mọi Ba∈   aaaa =∧=∨ 1,0   

 B4: Với mọi Ba∈  thì Ba ∈'  là phần tử đối theo nghĩa là:  
     0',1' =∧=∨ aaaa  

 B5: Luật ∨  phân phối đối với luật ∧  và luật ∧  phân phối đối với luật 
∨ , nghĩa là với mọi Bcba ∈,,   

   )()()(),()()( cabacbacabacba ∧∨∧=∨∧∨∧∨=∧∨ . 

Hai công thức Boole trong đại số Boole )',,,( ∧∨B  được gọi là đối ngẫu nếu 
trong một công thức ta thay ,1,0,,∧∨  bằng 0,1,,∨∧  thì ta được công thức hai.  

Nguyên lý đối ngẫu: Nếu một công thức của đại số Boole được chứng minh là 
đúng dựa trên cơ sở hệ tiên đề B1-B5 thì công thức đối ngẫu của chúng cũng đúng. 

Có thể áp dụng đại số Boole để giải quyết các bài toán về mạch điện, thiết kế 
một mạng thoả mãn những yêu cầu nào đó, rút gọn mạng điện...    

1.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Câu 1: Hãy chọn câu trả lời đúng nhất; 

a) "Mọi số nguyên tố đều là số lẻ có phải không?" là một mệnh đề lôgich 
toán học. 

b) "Trái đất quay xung quanh mặt trời" không phải là một mệnh đề 
lôgich toán học. 

c) Mệnh đề pp ∨  luôn đúng. 

d) Tất cả các ý trên đều sai. 

Câu 2: Hãy chọn câu trả lời đúng nhất 

a) ( ) qqpp ≡⇒∧ )( .    b) ( )qpqp ∧≡⇒ )( . 

c) ( ) ( )rprqqp ⇒≡⇒∧⇒ )()( .  d) Tất cả các ý trên đều đúng. 

Câu 3: Cho tập A và phần tử x của A. Điều nào sau đây sai 

a)  Ax∈ . b)  Ax ⊂ .  c) ( )AP∈φ .  d) ( )AP⊂φ . 
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Câu 4: Giả sử DCBA ,,,  là tập con của E . Trường hợp nào sau đây là 
sai: 

a) φ=BA \  khi và chỉ khi BA⊂ . 

b) Nếu DCBA ⊂⊂ ,  thì  DBCADBCA ∩⊂∩∪⊂∪ , . 

c) AAA ≠∪ . 

d) Nếu  BACABACA ∩⊂∩∪⊂∪ ,  thì BC ⊂ . 

Câu 5: Cho BA,  là hai tập con của E . Hãy chọn câu trả lời đúng nhất: 

a) ABBA ⊂⇔⊂ . 

b) EBABBABA =∪⇔=∪⇔⊂ . 

c) φ=∪⇔=∩⇔⊂ ABABABA . 

d) Tất cả các ý trên đều đúng.  

Câu 6: Cho BA,  là hai tập con của E . Hãy chọn câu trả lời đúng nhất: 

a) BABAA ∩=)\(\ . 

b) )(\)()\( CABACBA ∩∩=∩ . 

c) BAABA ∪=∪ )\( . 

d) Tất cả các ý trên đều đúng. 

Câu 7: Giả sử DCBA ,,,  là tập con của E . Trường hợp nào sau đây là 
sai:  

a) φφ ≠×∩×⇔≠∩ )()( ABBABA . 

b) )()()()( DCBADBCA ∪×∪=×∪× . 

c) )()()()( DCBADBCA ∩×∩=×∩× . 

d) Nếu DCBA ⊂⊂ ,  thì  DBCA ×⊂× . 

Câu 8: Trong các trường hợp sau đây trường hợp nào thì hai tập hợp A  
và B  không bằng nhau   

a) { }122 >+∈= xxxA  ,  { }12 −>∈= xxB . 

b) A  là tập mọi số thực 0≥ , B  là tập mọi số thực ≥  trị tuyệt đối của 
chính nó. 
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c) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−=−∈=
3

1;33 aaxaxxA  ,  { }aaB 2,−= . 

d) A  là tập các số tự nhiên nguyên tố nhỏ hơn 15, { }13,11,7,5,3,2=B . 

Câu 9: Quan hệ nào trong các trường hợp sau đây là quan hệ tương 
đương trong tập các số nguyên . 

a) aba ⇔R  chia hết cho b . 

b) aba ⇔R  không nguyên tố với b . 

c) 1),( =⇔ babaR a(  và b  nguyên tố cùng nhau)  

         d) mbaba M−⇔R , trong đó 2≥m  là một số tự nhiên cho trước. 

Câu 10: Trong , xét quan hệ tương đương R  xác định bởi: 

  bababa −=−⇔ 33R . 

 Tìm lớp tương đương a  của a  trong các trường hợp sau:  

 a)  Trị tuyệt đối của a  thoả mãn: 32>a  . 

b) Trị tuyệt đối của a  thoả mãn: 31=a . 

c) Trị tuyệt đối của a  thoả mãn: 3132 ≠< aa  vµ . 

d) Trị tuyệt đối của a  thoả mãn: 32=a . 

Câu 11: Quan hệ R  nào trong các trường hợp sau đây là quan hệ thứ tự 
trong tập tương ứng  

a) ∈∀≥−⇔ baabba ,,0R . 

b) *,, +∈∀⇔ baabba MR , *
+  là tập các số nguyên dương. 

c) ( )XBABABA PR ∈∀⊂⇔ ,, , trong đó φ≠X  là một tập cho trước  

d) Tất cả các trường hợp trên đều là quan hệ thứ tự.   

Câu 12: Tìm các ví dụ về tập được sắp ),( ≤E  và hai tập con EBA ⊂,  
thoả mãn: 

a) Tồn tại Asup  nhưng không tồn tại Bsup . 

b) Tồn tại Bsup  nhưng không tồn tại Asup . 

c) Tồn tại AA∉sup nhưng tồn tại Bmax . 



Chương 1: Mở đầu về logic mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 

 18

d) Tồn tại Ainf  nhưng không tồn tại Asup . 

Câu 13: Các ánh xạ →:f  nào sau đây là đơn ánh: 

a) 52)( += xxf .   b) xxxxf 5)( 23 −+= . 

c) xxxf 23)( −= .   d) ∈++= cbcbxxxf ,;)( 2 . 

Câu 14: Cho hai ánh xạ :, gf  →  xác định bởi: 

               
⎩
⎨
⎧

−
==

lÎ       nÕu

ch½n       nÕu

nn
nn

ngnnf
2)1(

2
)(,2)(  

Hãy xác định:  

a) gf o .  b) fg o .  c) ff o .  d) fgf oo . 

Câu 15: Giả sử DCBA ,,,  là tập con của X .  

Đặt  
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Ax
Ax

xI A nÕu

nÕu

0
1

)(   và gọi là hàm đặc trưng của tập A. 

Hãy chọn câu trả lời đúng nhất: 

a) AAXAAA IIIII −==⋅ 1; \ . 

b) BABABABABA IIIIIIII ⋅−+=⋅= ∪∩ ; . 

c) BA IIBA ≤⇔⊂ . 

d) Tất cả các ý trên đều đúng. 

Câu 16: Cho ánh xạ YXf →:  và XBA ⊂, . Điều nào sau đây luôn luôn 
đúng: 

a) )()( BfAfBA ⊂⇔⊂ .  b) )()()( BfAfBAf ∪=∪ . 

c) )()()( BfAfBAf ∩=∩ . d) )(\)()\( AfBfABf = . 

Câu 17: Cho ánh xạ YXf →:  và YDC ⊂, . Điều nào sau đây không luôn 
luôn đúng: 

a) )()()( 111 DfCfDCf −−− ∩=∩ . 

b) )()( 11 DfCfDC −− ⊂⇔⊂ . 

c) )()()( 111 DfCfDCf −−− ∪=∪ . 



Chương 1: Mở đầu về logic mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 

 19

d) )(\)()\( 111 DfCfDCf −−− = . 

Câu 18:  Ký hiệu fgh o=  là hợp của hai ánh xạ ZYgYXf →→ :,: . 

Điều nào sau đây không luôn luôn đúng: 

a) gf ,  đơn ánh thì h  đơn ánh. b) gf ,  toàn ánh thì h  toàn ánh. 

c) h  đơn ánh thì g  đơn ánh. d) h  toàn ánh thì g  toàn ánh. 

Câu 19:  Ký hiệu fgh o=  là hợp của hai ánh xạ ZYgYXf →→ :,: . 

Điều nào sau đây không luôn luôn đúng: 

a) h  đơn ánh thì f đơn ánh. 

b) h  toàn ánh thì f toàn ánh.  

c) h  đơn ánh và f toàn ánh thì g  đơn ánh. 

d) h  toàn ánh và g đơn ánh thì f toàn ánh. 

Câu 20:  Cho hai phép thế của tập { }4,3,2,1 : 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2143
4321

σ  ,   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3124
4321

μ  .  Tìm:    

a)  μσ o . b)  σμ o .  c)  1−σ .  d)  1−μ . 

Câu 21: Với các chữ số 1, 2, 3, 4, 5 có thể lập được bao nhiêu số: 

a) Gồm 4 chữ số khác nhau. 

b) Số chẵn gồm 4 chữ số khác nhau.  

c) Số lẻ gồm 4 chữ số khác nhau. 

d) Số chẵn gồm chữ số bất kỳ. 

Câu 22: Tính giá trị ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

!7!2
!9

!5!3
!8

!10
!4!7A  

a) 
5
4

=A . b) 
4
5

=A . c) 
3
2

=A . d) 
7
6

=A . 

Câu 23: Tìm tất cả các số tự nhiên dương 1≥m  thoả mãn 
6
1

)!1(
)!1(!
=

+
−−

m
mm  

a) 4=m . b) 4,1 == mm . c) 4,3 == mm . d) 3,2 == mm . 
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Câu 24: Mười người bạn đi xem phim, cùng ngồi một hàng ghế, chơi trò 
đổi chỗ cho nhau. Cho rằng một lần đổi chỗ mất hết một phút, hỏi thời gian 
họ đổi chỗ cho nhau là bao nhiêu? 

a) Hết 10 ngày đêm.  b) Hết 100 ngày đêm. 

c) Hết 1670 ngày đêm. d) Hết 2520 ngày đêm. 

Câu 25: Một hợp tác xã có 225 xã viên. Họ muốn bầu một người làm chủ 
nhiệm, một thư ký, một thủ quỹ mà không kiêm nhiệm. Giả sử mọi xã viên 
đều có khả năng được chọn như nhau, hỏi có bao nhiêu cách chọn? 

a) Có 12600 cách.  b) Có 13800 cách. 

c) Có 14580 cách.  d) Có 13680 cách.  

Câu 26: Một hợp tác xã có 225 xã viên. Họ muốn bầu một hội đồng quản 
trị gồm một chủ nhiệm, một thư ký, một thủ quỹ mà không kiêm nhiệm. Giả 
sử mọi xã viên đều có khả năng được chọn như nhau, hỏi có bao nhiêu cách 
chọn? 

a) Có 2100 cách.  b) Có 2300 cách. 

c) Có 4860 cách.  d) Có 2280 cách. 

Câu 27: Một cái hộp đựng 10 quả cầu trong đó có 7 quả cầu trắng và 3 
quả cầu đỏ. Hỏi có bao nhiêu cách: 

a) Lấy ra 4 quả cầu từ hộp. 

b) Lấy ra 4 quả cầu, trong đó có đúng 2 quả cầu đỏ. 

c) Lấy ra 4 quả cầu, trong đó có nhiều nhất 2 quả cầu đỏ. 

d) Lấy ra 4 quả cầu, trong đó có ít nhất 2 quả cầu đỏ. 

Câu 28: Hãy chọn câu trả lời đúng nhất: 

a)  k
n

k
n

k
n CCC =+ −

−−
1
11 . 

b)  nn
nnnn CCCC 2...210 =++++ . 

c)  n
nnnn

n
nnnn CCCCCCCC 2

2
4
2

2
2

0
2

12
2

5
2

3
2

1
2 ...... ++++=++++ − . 

d) Tất cả các ý trên đều đúng. 

Câu 29: Tìm số hạng lớn nhất trong khai triển của nhị thức 31)1937( + . 

a)  102110
31 19.37C  .   c)  191212

31 19.37C  . 
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b)  211010
31 19.37C  .  d)  121912

31 19.37C  . 

Câu 30: Phép toán nào sau đây không phải là một luật hợp thành trong: 

a) Phép cộng hai véc tơ.  b) Tích vô hướng hai véc tơ. 

c) Phép cộng hai đa thức.  d) Phép nhân hai hàm số. 

Câu 31: Phép hợp thành trong nào sau đây không có tính giao hoán: 

a) Phép cộng các số thực. 

b) Phép nhân các số tự nhiên. 

c) Phép hợp các ánh xạ từ tập φ≠E  vào chính tập E . 

d) Phép cộng các hàm số. 

Câu 32: Trường hợp nào sau đây không có cấu trúc nhóm 

a) Tập các số tự nhiên  với phép cộng. 

b) Tập các số tự nhiên  với phép cộng. 

c) Tập các số hữu tỉ khác không *  với phép nhân. 

d) Tập các số hữu tỉ dương khác không *
+  với phép nhân.  

Câu 33: Giả sử ( ),*G  là một nhóm. Điều nào sau đây không đúng: 

a) Phần tử trung hoà e  là duy nhất. 

b) Với mỗi phần tử x , phần tử đối 'x  của nó là duy nhất. 

c) Phần tử trung hoà e  không có phần tử đối. 

d) Thoả mãn luật giản ước, nghĩa là nếu zxyx ** =  thì zy = . 

Câu 34: Trong mỗi tập số sau đây với phép cộng số và phép nhân số, 
trường hợp nào không phải là một vành: 

a) Tập các số nguyên chẵn. 

b) Tập các số hữu tỉ dương + . 

c) Tập các số có dạng 2ba + , a  và b  nguyên. 

d) Tập các số nguyên môđulô p . 

Câu 35: Cho A là một vành. Phần tử Ax∈  được gọi là luỹ linh nếu tồn 

tại một số tự nhiên 0≠n  sao cho 0=nx . Điều nào sau đây không đúng: 
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a) Nếu yx,  luỹ linh và yxxy =  thì yx +  cũng lũy linh. 

b) Nếu x  luỹ linh và yxxy =  thì xy  cũng lũy linh. 

c) Nếu Ax∈  luỹ linh thì  tồn tại 1−x . 

d) Nếu Ax∈  luỹ linh thì  tồn tại ( ) 11 −− x . 

Câu 36: Hãy xác định các công thức đại số Boole nào sau đây là tương 
đương: 

a)  ( ) ( )yxzx ∧∨∧ ' .   b)  ( ) zyx ∨∧ ' . 

c)  ( ) ( ) ( )zyzxyx ∨∧∨∧∨ ' . d) ( )[ ] ( )[ ]yxzzxy ∧∨∧∧∨ ' . 

Câu 37: Công thức [ ] )()'()'( zyzxzyx ∧∨∧∨∧∨  có công thức rút gọn là 
công thức nào sau đây: 

a)  zy ∨ .    c)  zyx ∨∧ )'( . 

b)  zx ∨ .    d)  yzx ∨∧ )'( . 

Câu 38: Trường hợp nào sau đây là công thức rút gọn của mạng  

 

 

                                      •                                                           • 

 

 

 

a)  ( )zyx ∨∧ .  b)  ( )zyx ∧∨ .  

c)  ( )xyz ∨∧ .  d)  ( )zxy ∧∨ . 
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2.  CHƯƠNG 2: KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

2.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA  

Khái niệm không gian véc tơ có nguồn gốc từ vật lý. Ban đầu các véc tơ là 
những đoạn thẳng có định hướng, với khái niệm này người ta đã sử dụng để biểu 
diễn các đại lượng vật lý như: véc tơ vận tốc, lực tác động, lực điện từ... . Các nhà 
vật lý còn sử dụng phương pháp véc tơ Fresnel để tổng hợp các dao động điều hoà.  

Cuối thế kỷ 17 Descartes đã đề xuất phương pháp toạ độ để giải quyết các bài 
toán hình học. Với phương pháp này mỗi véc tơ trong mặt phẳng được đồng nhất 
với một cặp số là hoành độ và tung độ còn véc tơ trong không gian được đồng nhất 
với bộ ba số. Các phép toán của véc tơ (cộng véc tơ, nhân 1 số với véc tơ) có thể 
chuyển tương ứng bằng phép toán trên các bộ số và thoả mãn một số tính chất nào 
đó. Trong nhiều lĩnh vực khác chúng ta cũng thấy những đối tượng khác như các 
đa thức, hàm số, v.v... có các phép toán thoả mãn các tính chất tương tự các véc tơ. 
Điều này dẫn đến việc khái quát hoá khái niệm véc tơ. 

Trong các công trình về số quaternion từ năm 1843 của nhà toán học Anh 
Hamilton, người ta có thể tìm thấy một dạng thô sơ của khái niệm không gian vec 
tơ 3 và 4 chiều. Hamilton dùng các số quaternion để nghiên cứu các vấn đề toán lý. 
Sau đó các nhà vật lý như Maxwell và Gibbs đã phát triển dần lý thuyết không gian 
véc tơ 3 chiều. Khái niệm không gian véc tơ 4 chiều được Einstein (Anh-xtanh) sử 
dụng trong thuyết tương đối. Ngày nay lý thuyết không gian véc tơ nhiều chiều 
được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực khác nhau của toán học và các ngành 
khoa học khác. 

Chúng ta thấy khái niệm không gian véc tơ được hình thành qua một quá trình 
lâu dài trên cơ sở các thành tựu về lý thuyết cũng như ứng dụng thực tế và khái 
quát hoá cao. Vì vậy để học tốt chương này đồi hỏi người học phải nắm vững khái 
niệm không gian véc tơ vói mức độ trừu tượng cao, còn các mô hình cụ thể là các 
không gian 2 chiều, 3 chiều ta đã biết. Đối tượng của ta ở đây là các không gian 
véc tơ hữu hạn chiều. Đó là các không gian có hệ sinh hữu hạn. Trong không gian 
này mọi véc tơ đều có thể biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính của các véc tơ của hệ 
sinh. Muốn cho biểu diễn này là duy nhất thì hệ sinh phải độc lập tuyến tính, lúc đó 
ta gọi là một cơ sở của không gian véc tơ. Các hệ số trong biểu diễn ở trên được 
gọi là toạ độ của véc tơ.  
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Học viên cần luyện tập tìm toạ độ của một véc tơ trong các cơ sở khác nhau. 
Tìm hệ con độc lập tuyến tính tối đại của một hệ véc tơ cho trước. Tìm hạng của 
một hệ véc tơ, tìm chiều của không gian con. Công thức chiều của tổng hai không 
gian véc tơ con, chiều của giao của hai không gian véc tơ con. Thấy được mối liên 
hệ giữa hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ sinh và cơ sở, liên hệ giữa hạng 
của hệ sinh và chiều của không gian sinh bởi hệ sinh này (định lý 2.17). Liên hệ 
với những phép toán và tính chất véc tơ đã biết ở phổ thông. 

2.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

2.2.1  Khái niệm không gian vectơ 

Không gian véc tơ trên trường K  là tập V khác φ  với hai phép toán:   

* Phép toán trong           * Phép toán ngoài   

                                                                          uu
VVK
αα a),(

→×
 

 thoả mãn các tiên đề sau với mọi Vwvu ∈,, và K∈βα ,  

   )()( wvuwvu ++=++  

   Có V∈0 sao cho uuu =+=+ 00  

   Với mỗi Vu∈  có Vu∈−  sao cho 0=+−=−+ uuuu )()(  

   uvvu +=+  

   uuu βαβα +=+ )(  

   vuvu ααα +=+ )(  

   )()( uu βααβ =  

   uu =1 , trong đó 1 là phần tử đơn vị của K . 

Khi =K  thì V được gọi là không gian véc tơ thực. 

Khi =K  thì V thì được gọi là không gian véc tơ phức. 

Các phần tử của  V được gọi là các véc tơ, các phần tử của K  được gọi là các 
phần tử vô hướng. 

Vì ),( +V  là một nhóm Abel nên véc tơ 0  và véc tơ đối u−  của u  là duy nhất 
với mọi Vu∈ . 

 Có luật giản ước: wvwuvu =⇒+=+ . 

 Với mọi  Vu∈ , 0=u0 , uu −=− )1( . 

uvu
VVV →×

a),(
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 Với mọi K∈α , 00 =α . 

 Nếu 0=uα  thì 0=α  hoặc 0=u . 

Ta định nghĩa )(: vuvu −+=− , khi đó  vwuwvu −=⇔=+ . 

Với các véc tơ Vuuu n ∈,...,, 21  và với mọi Kn ∈ααα ,..,, 21 , do tính kết hợp 
của phép cộng nên ta có thể định nghĩa theo qui nạp: 

   Vuuuuuu nnnnnn
n

k
kk ∈+++=++= −−

=
∑ αααααα )...(... 111111

1
 

biểu thức này được gọi là một tổ hợp tuyến tính của các véc tơ nuu ,...,1 . 

Trong giáo trình này ta chỉ xét =K , nghĩa là chỉ xét các không gian véc tơ 
thực. 

2.2.2  Không gian vectơ con 

a. Không gian véc tơ con:  

Tập con φ≠W  của V sao cho hai phép toán từ V thu hẹp vào W trở thành 
không gian véc tơ (thoả mãn các tiên đề V1-V8) thì  W được gọi là không gian véc 
tơ con của V (hay nói tắt: không gian con của V ). 

b. Không gian con W  bé nhất chứa hệ véc tơ S  được gọi là không gian sinh 
bởi hệ S  ký hiệu SW span=  và S  được gọi là hệ sinh của W . 

SW span=  bằng tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến tính của S . 

Nếu SV span= , { }nvvS ...,,1=  hữu hạn thì V  được gọi là không gian hữu 
hạn sinh. Lúc đó, với mọi  Vu∈ ; nnvxvxu ++= ...11  , ∈nxx ,...,1 . 

c. Tổng của một họ không gian véc tơ con: Giả sử nWW ,...,1  là n không gian 
con của V . Ta ký hiệu nWW ++ ...1  là tổng của các không gian con  nWW ,...,1  và 
định nghĩa như sau: 

niWuuuuWWu iinn ,...,1;,...... 11 =∈++=⇔++∈ . 

Tuy nhiên, nói chung cách viết trên không duy nhất. 

Khi với mỗi nWWu ++∈ ...1  cách viết trên duy nhất thì tổng các không gian 
con này được gọi là tổng trực tiếp. Lúc đó ta ký hiệu: nWW ⊕⊕ ...1 . 

Tổng 21 WW +  là tổng trực tiếp khi và chỉ khi { }0=∩ 21 WW . 

Ta có thể chứng minh được  ( )nn WWWW ∪∪=++ ...span... 11   
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Một cách tổng quát ta định nghĩa và ký hiệu tổng của một họ các không gian 

véc tơ con ( ) IiiW ∈   là 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

∈∈
∑ U

Ii
i

Ii
i WW span .   

Vậy   { }...,2,1;,...,1,,...1 ==∈∈++=∑
∈

kkjIiWuuuW jiiii
Ii

i jjk . 

2.2.3  Độc lập tuyến tính 

Hệ n véc tơ { }nuuS ,...,1=  của V  được gọi là độc lập tuyến tính nếu: 

∈=++ nnnuu αααα ,...,,... 111 0   thì  0...1 === nαα . 

Hệ không độc lập tuyến tính được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

Hệ con  { }nvv ,...,1  của hệ S  được gọi là độc lập tuyến tính tối đại của S  nếu 
nó là hệ độc lập tuyến tính và nếu thêm bất kỳ véc tơ nào của S  thì ta có hệ phụ 
thuộc tuyến tính.  

Mọi hệ véc tơ S  đều có hệ con độc lập tuyến tính tối đại, số véc tơ của các hệ 
con độc lập tuyến tính tối đại của S  đều bằng nhau và ta gọi là hạng của S , ký 
hiệu )(Sr . 

Mỗi hệ sinh độc lập tuyến tính của V  được gọi là một cơ sở của  V . 

Nếu { }nee ,...,1=B  là một cơ sở của V . Lúc đó, với mọi  Vu∈ ; tồn tại duy 
nhất  ∈nxx ,...,1  sao cho  nnvxvxu ++= ...11 . 

  [ ]Buxx n =),...,( 1  được gọi là toạ độ của véc tơ u  trong cơ sở B . 

 Mọi không gian hữu hạn sinh V đều tồn tại cơ sở. Số phần tử của mọi cơ sở 
của V  đều bằng nhau và được gọi là số chiều của V , ký hiệu Vdim . 

( ) ( )SrS =spandim . 

2.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Câu 1: Trường hợp nào sau đây tập 3  với các phép toán được định 
nghĩa là không gian véc tơ    

a) 
⎩
⎨
⎧

∈=
+++=+

ααα              ; ),,(),,(
),','()',','(),,(

zyxzyx
zzyyxxzyxzyx

 

b) 
⎩
⎨
⎧

∈=
+++=+
ααααα              ; )2,2,2(),,(

)',','()',','(),,(
zyxzyx

zzyyxxzyxzyx
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c) 
⎩
⎨
⎧

∈=
++++++=+

αα              ; )0,0,0(),,(
)1',1',1'()',','(),,(

zyx
zzyyxxzyxzyx

 

 d) 
⎩
⎨
⎧

∈=
+++=+

ααααα              ; ),,(),,(
)',','()',','(),,(

zyxzyx
zzyyxxzyxzyx

. 

Câu 2: Với các phép cộng hai hàm số và phép nhân hàm số với số thực, 
tập các hàm số nào sau đây là không gian véc tơ.  

a) Tập các hàm số không âm trên [ ]ba, . 

b) Tập các hàm số bị chặn trên [ ]ba, . 

c) Tập các hàm số khả vi trên [ ]ba,  ( có đạo hàm tại mọi điểm). 

d) Tập các hàm số trên [ ]ba,  sao cho 1)( =bf . 

Câu 3: Tập hợp các véc tơ có dạng nào sau đây không là không gian con 

của 3  

a) Các véc tơ có dạng ),0,( zx . 

b) Các véc tơ có dạng )1,,( yx . 

c) Các véc tơ có dạng ),,( zyx  thoả mãn 0=++ zyx . 

d) Các véc tơ có dạng ),,( zyx , 02 =+− zyx , 04 =−+ zyx . 

Câu 4: Tập hợp các véc tơ có dạng nào sau đây không là không gian con 

của 3  

a) Các véc tơ ),,( zyx  thoả mãn zyx ≤≤ . 

b) Các véc tơ ),,( zyx  thoả mãn 0=xy . 

c) Các véc tơ ),,( zyx  thoả mãn 0423 =−+ zyx . 

d) Các véc tơ ),,( zyx  thoả mãn 2yx = .  

Câu 5: Tìm véc tơ u  sau của không gian 4  thoả mãn phương trình: 
  )(5)(2)(3 321 uvuvuv +=++−  

trong đó  )1,1,1,4(;)10,5,1,10(;)3,1,5,2( 321 −=== vvv  

a) )24,18,12,6(=u .  b) )0,3,2,7( −=u . 

c) )4,3,2,1(=u .   d) )0,7,3,2(−=u . 
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Câu 6: Hãy biểu diễn véc tơ u  thành tổ hợp tuyến tính của 321 ,, vvv : 

a) )15,2,7( −=u ;  )5,3,2(1 =v , )8,7,3(2 =v , )1,6,1(3 −=v . 

b) )7,7,4,1( −=u ; )2,3,1,4(1 −=v , )2,3,2,1(2 −=v , )3,1,9,16(3 −=v . 

c) )14,9,6(=u ;  )1,1,1(1 =v , )2,1,1(2 =v , )3,2,1(3 =v . 

d) )7,2,6( −=u ;  )3,1,2(1 −=v , )5,2,3(2 −=v , )1,1,1(3 −=v . 

Câu 7: Hãy xác định λ  sao cho x  là tổ hợp tuyến tính của wvu ,, : 
),2,7( λ−=x ;  )5,3,2(=u , )8,7,3(=v , )1,6,1( −=w . 

a)  10=λ .       c)  11−=λ . 

b)  12=λ .  d)  11=λ . 

Câu 8: Hệ véc tơ nào sau đây sinh ra 3  

a) )3,1,2( −=u , )5,2,3( −=v , )1,1,1( −=w . 

b) )3,1,2( −=u , )2,1,4(=v , )8,1,8( −=w . 

c) )4,1,3(=u , )5,3,2( −=v , )9,2,5( −=w , )1,4,1( −=s . 

d) )13,0,3(=u , )4,7,2(=v , )11,10,1( −=w .  

Câu 9: Hệ véc tơ nào sau đây của 3  là độc lập tuyến tính 

a) )1,2,1( −=u , )1,1,2( −=v , )1,4,7( −=w . 

b) )7,3,1( −=u , )8,0,2(=v , )8,1,8( −=w , )7,9,3( −=x . 

c) )3,2,1( −=u , )2,3,1( −=v , )5,1,2( −=w . 

d) )13,3,2( −=u , )0,0,0(=v , )11,10,1( −=w . 

Câu 10: Hệ véc tơ nào dưới đây là độc lập tuyến tính. 

a) )6,2,4( −=u , )9,3,6( −=v  trong 3 . 

b) )1,3,2( −=u , )5,1,3( −=v , )3,4,1( −=w  trong 3 . 

c) )3,4,5(=u , )2,3,3(=v , )3,1,8(=w  trong 3 . 

d) )6,2,5,4( −=u , )3,1,2,2( −=v , )9,3,3,6( −=w , )6,5,1,4( −=s  

trong 4 . 

Câu 11: Tìm λ  để hệ véc tơ sau phụ thuộc tuyến tính: 
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 )
2
1,

2
1,( −−

= λu ,  )
2
1,,

2
1( −−

= λv ,  ),
2
1,

2
1( λ−−

=w . 

a)  1=λ .   c)  2/1,1 == λλ . 

b)  2/1,2 == λλ .  d)  3−=λ . 

Câu 12: Xác định hệ véc tơ nào sau đây là một cơ sở của không gian 3   

a) )1,2,1( −=u , )1,1,2( −=v . 

b) )13,3,2( −=u , )8,0,2(=v , )8,1,8( −=w , )7,9,3( −=x . 

c) )1,1,1(=u , )3,2,1(=v , )1,1,2( −=w . 

d) )2,1,1(=u , )5,2,1(=v , )4,3,5(=w . 

Câu 13: Xác định toạ độ của véc tơ )2,3,4( −=v  viết trong cơ sở  

{ })0,0,1(),0,1,1(),1,1,1(=B của không gian 3 . 

a) [ ] )8,3,2( −=Bv .  b) [ ] )7,5,2( −=Bv . 

c) [ ] )8,3,2( −−=Bv .  d) [ ] )8,3,2( −−=Bv . 

Câu 14: Tìm chiều của các không gian con của 4   

a) Các véc tơ có dạng ),0,,( tyx . 

b) Các véc tơ có dạng ),,,( tzyx với yxz −=  và yxt += . 

c) Các véc tơ có dạng ),,,( tzyx  với tzyx === . 

d) Các véc tơ có dạng ),,,( tzyx với tzyx 32 −+= . 

Câu 15: Tìm hạng r  của hệ véc tơ sau của không gian 4 : 

    )4,3,2,1(1 =v  ;  )5,4,3,2(2 =v ; )6,5,4,3(3 =v ; )7,6,5,4(4 =v .  

a)  4=r .   c)  2=r . 

b)  3=r .   d)  1=r . 

Câu 16: Tìm chiều của không gian con sinh bởi hệ các véc tơ sau: 

a) )1,4,2(1 =v , )2,6,3(2 −=v , )21,2,1(3 −−=v . 

b) )3,1,4,2(1 −=v  ,  )2,1,2,1(2 −=v , )3,2,2,1(3 −=v . 

c) )1,0,0,1(1 −=v , )0,1,1,2(2 =v , )1,1,1,1(3 =v , )4,3,2,1(4 =v , 
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    )3,2,1,0(5 =v . 

d) )0,1,1,1,1(1 =v , )1,1,1,1,1(2 −−−=v , )10,0,2,2(3 −=v ,  

               )2,5,5,1,1(4 =v ,  )0,0,1,1,1(5 −−=v . 

Câu 17: Trong không gian  4  xét các véc tơ: 

             )3,1,4,2(1 −=v  ;  )2,1,2,1(2 −=v ; )3,2,2,1(3 −=v ;  

    )7,3,8,2(1 −=u  ;  )1,1,0,1(2 −=u ; )8,4,8,3(3 −=u .  

Đặt  { }3211 ,,span vvvV = , { }3212 ,,span uuuV =    

Hãy tìm số chiều của các không gian con  1V , 2V , 1V + 2V , 1V ∩ 2V . 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,5dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,3dim,2dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

d) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,3dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

Câu 18: Trong không gian  4  xét các véc tơ: 

            )1,2,1,2(1 =v  ;  )3,2,4,3(2 =v ; )1,1,1,1(3 =v ;  

    )3,1,1,1(1 −−=u  ;  )1,0,1,1(2 −=u ; )2,2,2,2(3 =u .    

Đặt  { }3211 ,,span vvvV = , { }3212 ,,span uuuV =    

Hãy tìm số chiều của các không gian con  1V , 2V , 1V + 2V , 1V ∩ 2V . 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,5dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,3dim,2dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

d) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,3dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

Câu 19:  Cho hai hệ véc tơ: 

    )3,1,3,1(),1,1,1,1(),1,1,1,1( 321 =−−== vvv  và      

  )1,3,1,3(),2,1,2,1(),2,0,2,1( 321 === uuu .  

Đặt  { }3211 ,,span vvvV = , { }3212 ,,span uuuV =    
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Hãy tìm số chiều của các không gian con  1V , 2V , 1V + 2V , 1V ∩ 2V . 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,5dim,2dim,3dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,3dim,2dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

d) ( ) ( ) ( ) ( ) 1dim,4dim,3dim,2dim 212121 =∩=+== VVVVVV . 

Câu 20: Cho 3 véc tơ 321 ,, vvv  của không gian véc tơ V . Khẳng định nào 
sau đây là sai: 

a) Nếu { }21, vv độc lập thì { }2121 , vvvv −+  cũng độc lập. 

b) Nếu { }321 ,, vvv độc lập thì { }133221 ,, vvvvvv +++  cũng độc lập. 

c) Nếu { }321 ,, vvv độc lập thì  

  { }123321321 52,2,2 vvvvvvvvv +−++++  cũng độc lập. 

d) Nếu { }321 ,, vvv độc lập thì { }1332121 ,2,3 vvvvvvv +−++  cũng độc 
lập. 

Câu 21: Giả sử 21, WW  là hai không gian con của không gian véc tơ V . 
Phát biểu nào sau đây không đúng: 

a) 21, WW  là hai không gian con của 21 WW + . 

b) 21 WW ∪  là không gian con của 21 WW + . 

c) 21 WW +  là không gian véc tơ nhỏ nhất chứa 21 WW ∪ . 

d) Tổng 21 WW +  là tổng trực tiếp 21 WW ⊕  khi và chỉ khi φ=∩ 21 WW . 

Câu 22: Phát biểu nào sau đây không đúng:  

a) Nếu 21, WW  là hai không gian con của 3 , 2dimdim 21 == WW  thì 
{ }021 ≠∩WW . 

b) 2121 dimdimdim WWWW +=⊕ .  

c) Tồn tại 21, WW  là hai không gian con của không gian véc tơ V  thoả 
mãn 5dim,4dim 21 == WW , 7dim =V  và 1dim 21 =∩WW . 

d) Nếu 21, WW  là hai không gian con của 3 , 2dim,1dim 21 == WW   và 

21 WW ⊄  thì  21
3 WW ⊕= .   
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Câu 23: Cho )2,3,1( −=u  và )1,1,2( −=v  là hai véc tơ của 3 . Với giá trị  
k nào thì { }vuk ,span)5,,1( ∈ . 

a) 9=k .   c) 4−=k . 

b) 4=k .   d) 8−=k . 

Câu 24: Cho )2,3,1( −=u  và )1,1,2( −=v  là hai véc tơ của 3 . Véc tơ nào 
sau đây thuộc không gian { }vu,span .   

a) )4,5,2( − .   c) )4,5,2( −− . 

b) )4,7,1( − .   d) )8,5,3( − . 

Câu 25: Cho { }∈= yxyxW ,)0,,(1 , { })1,1,1();3,2,1(span2 −=W  là hai 

không gian véc tơ con của 3 . Véc tơ nào sau đây thuộc vào không gian con 
21 WW ∩ . 

a) )2,6,1( − .   c) )0,5,2( − . 

b) )0,6,1( − .   d) )0,6,5( − . 

Câu 26: Cho 1W , 2W , 3W  là ba không gian véc tơ con của 3  xác định 
như sau: { }0),,(1 =++= zyxzyxW , { }zxzyxW == ),,(2 , { }∈= zzW ),0,0(3 . 

Hãy tìm câu trả lời đúng nhất 

a) 21
3 WW += . 

b) 31
3 WW ⊕= . 

c) 32
3 WW ⊕= . 

d) Tất cả các trường hợp trên đều dúng. 
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3.  CHƯƠNG 3: MA TRẬN 

3.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA 

Lý thuyết ma trận có mặt khắp nơi, trong toán học cũng như trong các ngành 
khoa học khác. Vì vậy chúng ta dễ lầm tưởng rằng lý thuyết ma trận ra đời đã lâu 
lắm nhưng thực tế lý thuyết này mới ra đời từ đầu thế kỷ 19,  mặc dù nhiều loại 
bảng số có tính chất đặc biệt đã được biết đến từ hàng trăm năm nay. Các ma trận 
vuông xuất hiện đầu tiên ở đầu thế kỷ 19 trong các công trình về dạng toàn phương 
hay về các phép thế tuyến tính. Phép nhân hai ma trận vuông cấp 3 được Gauss 
(Gau-xơ) đưa ra vào năm 1801. Tên gọi ma trận được nhà toán học Anh Sylvester 
(Synvét) đưa ra năm 1850. Cayley (Kê-li) là người đầu tiên mô tả một cách tổng 
quát các phép tính với các ma trận bất kỳ và ma trận nghịch đảo (1858). Peano là 
người đầu tiên đưa ra cách biểu diễn một ánh xạ tuyến tính qua các ma trận. Còn 
Gauss là người đầu tiên sử dụng ma trận để nghiên cứu các dạng toàn phương.  

Ký hiệu ma trận cô đọng, rất có ích và thuận tiện trong khi thực hiện các phép 
biến đổi tuyến tính (chương 6) và cho phép ta phát triển một phương pháp hoàn 
chỉnh để giải các hệ phương trình vi phân tuyến tính. Sự quan tâm của các nhà vật 
lý đối với lý thuyết ma trận, đặc biệt tăng lên sau khi Heisenberg, Born, Jordan vào 
năm 1925 đã dùng nó trong các bài toán của cơ học lượng tử. Sự phát triển của 
máy tính hiện đại thực hiện dễ dàng những phép tính ma trận cơ bản càng thúc đẩy 
thêm sự ứng dụng rộng rãi ma trận vào những lĩnh vực khác.  

Có người ví ma trận như là số học của toán cao cấp. Cách ví von này hoàn 
toàn hợp lý vì ma trận được sử dụng rộng rãi trong các chuyên ngành khác nhau 
của toán học. Với tư cách là sự biểu diễn của các phép biến đổi tuyến tính, ma trận 
được sử dụng trong các bài toán cực trị của hàm nhiều biến, đạo hàm hàm hợp, ma 
trận Jacobi trong phép đổi biến số, giải các hệ phương trình vi phân tuyến tích. Các 
ma trận dương dùng để mô tả các đặc trưng của véc tơ ngẫu nhiên, mô tả xác suất 
chuyển của chuỗi Markov trong lý thuyết xác suất. Giải các bài toán quy hoạch 
tuyến tính. Phân loại các đường, mặt bậc 2... Chương trình phần mềm MATLAB 
(Matrix laboratory) hỗ trợ cho việc tính toán, đồ hoạ và mô phỏng cũng được thực 
hiện trong môi trường ma trận. 

Nắm vững khái niệm ma trận giúp học viên học tốt các chương 4,5,6,7. 

Trong chương này ta chỉ xét khái niệm ma trận cùng với các phép toán cộng 
ma trận, nhân một số với ma trận, nhân hai ma trận và ma trận chuyển vị. 
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Cộng hai ma trận cùng cỡ được thực hiện bằng cách cộng các phần tử nằm 
trên các hàng các cột tương ứng với nhau. Nhân một số với ma trận là nhân số này 
với mọi phần tử của ma trận. Hai phép toán này được thực hiện một cách dễ dàng. 
Phép nhân hai ma trận chỉ thực hiện được khi số cột của ma trận trước bằng số 
hàng của ma trận sau. Khi đó phần tử ở hàng i cột j của ma trận tích có được bằng 
cách lấy các phần tử trên hàng thứ i của ma trận trước nhân tương ứng với các 
phần tử trên cột thứ j của ma trận sau rồi cộng lại. Như vậy phép nhân ma trận 
được thực hiện khó hơn nhiều. Học viên cần luyện tập nhiều về phép nhân ma trận. 

Tập hợp các ma trận cùng cỡ với phép cộng ma trận và phép nhân một số với 
ma trận là một không gian véc tơ. Tập hợp các ma trận vuông cùng cấp với phép 
cộng ma trận và phép nhân ma trận với ma trận là một vành có đơn vị, không giao 
hoán và không nguyên.   

Ma trận của một hệ véc tơ trong một cơ sở B nào đó là ma trận có các cột là 
toạ độ của hệ véc tơ này trong cơ sở B. Ma trận chuyển từ cơ sở B sang cơ sở B' là 
ma trận của hệ véc tơ B' viết trong cơ sở B. Hạng của ma trận là hạng của hệ véc tơ 
cột. 

Ma trận nghịch đảo được xét trong chương 4 khi ta đã học định thức của ma 
trận. Bài toán chéo hoá ma trận được xét trong chương 6 cùng với bài toán chéo 
hoá tự đồng cấu tuyến tính. Ma trận trực giao và bài toán chéo hoá trực giao của 
một ma trận được xét trong chương 7 bằng cách sử dụng tích vô hướng. 

3.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

3.2.1  Khái niệm ma trận 

Một bảng số có m  hàng n  cột  

                  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
    

được gọi là một ma trận cỡ nm× .  ija   là phần tử ở hàng thứ i  và cột j . 

Viết tắt dạng  [ ] mi
njijaA ,1

,1
=
=

=     hay    [ ] nmijaA
×

=  

Tuỳ theo các phần tử ija  là số nguyên, thực hay phức mà ta nói A  là ma trận 

nguyên, thực hay là ma trận phức. 

 Khi nm =  ta nói A  là ma trận vuông cấp n .  
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 Tập hợp tất cả các ma trận cỡ nm×  được ký hiệu nm×M .  

 Tập hợp tất cả các ma trận vuông cấp n  được ký hiệu nM . 

Ma trận không   

   [ ] nmo ×=0  (các phần tử đều bằng 0) 

Hai ma trận cùng cỡ bằng nhau  

[ ] nmijaA
×

= = [ ] nmijbB
×

= ⇔  ijij ba =   với mọi njmi ,1 ; ,1 == . 

3.2.2  Các phép toán ma trận 

a. Cộng hai ma trận cùng cỡ:  [ ] [ ] [ ] nmijijnmijnmij baba
×××

+=+  

b. Nhân ma trận với một số: [ ] [ ] nmijnmij kaak
××

=  

Nhân ma trận với ma trận:  Tích hai ma trận [ ] pmijaA
×

= và  [ ] npijbB
×

=   là 

ma trận cỡ m×n   [ ] nmijcAB
×

=  trong đó  ∑
=

=
p

k
kjikij bac

1
 với mọi njmi ,1 ; ,1 == . 

c. Ma trận đơn vị cấp n: Ma trận nI  vuông cấp n có các phần tử trên đường 
chéo bằng 1 và các phần tử ở vị trí khác đều bằng 0. Với mọi ma trận A  cỡ nm×  
ta có nm AIAAI == . 

d. Ma trận chuyển vị: Ma trận chuyển vị của ma trận [ ] nmijaA
×

=  là 

[ ] mjniaccA jiijmnij
t ,1  ,1          ;  ====

×
  

3.2.3  Ma trận của một hệ véc tơ trong một cơ sở nào đó 

Giả sử V  là không gian n chiều với một cơ sở { }nee ,.....1=B . 

{ }mvv ,...,1  là một hệ véc tơ của V  có toạ độ trong cơ sở  B : 

  Nếu  ∑
=

==
n

i
iijj mjeav

1
,1,     thì  [ ] mnijaA

×
=   được gọi là ma trận của hệ 

véc tơ { }mvv ,...,1  trong cơ sở B . 

Ma trận chuyển cơ sở : Ma trận của hệ véc tơ 'B  trong cơ sở B  được gọi là 
ma trận chuyển từ cơ sở B  sang cơ sở 'B .  
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Giả sử  { }nee ,.....1=B , { }nee ',.....'1'=B  là hai cơ sở của V .   

Nếu ∑
=

==
n

i
iijj njete

1
,1, ' ...  

thì [ ]ijtP =  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B .  

        Vu∈∀ ; ∑∑
==

==
n

i
ii

n

i
ii exexu

11
'' , công thức đổi tọa độ 

     [ ] [ ] [ ] 11 '
××× = njnnijni xtx   

Nếu ', AA  lần lượt là ma trận của { }mvv ,...,1  trong cơ sở B , 'B  thì 'PAA = .  

3.2.4  Hạng của ma trận  

Ta gọi hạng của ma trận A , ký hiệu )(Ar , là hạng của các véc tơ cột của A . 

3.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP  

Câu 1: Phép toán nào sau đây không thực hiện được 

a) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2482
0315

9705
6321

.  b) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
92
34

743
521

. 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

9705
6321

3 .    d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

2482
0315

0 . 

Câu 2: Cho 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

403
152

A , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
=

510
321

B , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

=
111
210

C .  

Tìm  CBA 243 −+ . 

a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2194

5712
.  b)  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
743
521

. 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
1027

52510
.  d)  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
21924
251712

.  

Câu 3: Tìm  wzyx ,,,  nếu  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3

4
21
6

3
wz

yx
w

x
wz
yx

  

a)  3,1,4,2 ==== wzyx .  b)  6,1,5,3 ==== wzyx . 
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c)  1,3,5,2 −===−= wzyx . d)  7,2,5,3 ===−= wzyx . 

Câu 4: Cho CBA ,,  là 3 ma trận vuông cấp n. Điều nào sau đây không 
luôn đúng. 

a) ( ) ( )CABBCA = .   b) ( ) ACABCBA +=+ . 

c) ( ) ( ) ( )ABkBkAkBA == .  d) BAAB = . 

Câu 5: Cho  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

403
152

A , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

5720
4613

B . Phép toán nào sau 

đây thực hiện được 

a) BA + . b) AB . c) BAt .  d) tAB . 

Câu 6: Cho  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

43
01
12

A , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

043
321

B  . Tính  AB . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
−−−

15229
521

1081
.  b)  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

310
2115

. 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

1597
32110
9811

.  d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

182714
1007
958

. 

Câu 7:  Cho  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
413
021

A . Tính  AAt . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
−−−

15229
521

1081
.  b)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

16412
451

12110
. 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
261
15

.   d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

15229
5211

10181
. 

Câu 8: Cho  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
34

21
A . Tìm  IBA 542 3 +− . 



Chương 3: Ma trận 

 

 38  

a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
178

49
.   b)  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
6760

307
. 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
134120
6014

.  d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
117104
5211

. 

Câu 9: Tìm  yx,  nếu  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

y
x

6
35
31

  

a)  5,3 == yx .  b)  10,6 −=−= yx . 

c)  20,12 == yx .  d)  Các trường hợp trên đều đúng. 

Câu 10: Tìm  wzyx ,,,  thoả mãn  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
wz
yx

wz
yx

10
11

10
11

 . 

a)  3,4 ==== wzyx .  b)  0, == zwx ; yx,  tuỳ ý. 

c)  wzyx == , ; zx,  tuỳ ý.  d)  0, == wzx ; yx,  tuỳ ý. Câu 

11: Cho  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
21

A . Tìm  nA . 

a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
21 n

.   b)  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

10
21 n

. 

c)  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

11
21 n

.   d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 12

01
n

. 

Câu 12: Tính 
2003

01
10
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

 

a) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

.  b) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10
.   

c) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

11
.   d) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−11

20031
. 

Câu 13: Cho ma trận [ ]ijaA = vuông cấp n. Ta gọi 

nnaaaA +++= ...Tr 2211  (tổng các phần tử trên đường chéo chính) là vết của 
A . Khẳng định nào sau đây không đúng:   

a) BABA TrTr)(Tr +=+ .   
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b) BAAB TrTr =  (mặc dù BAAB ≠ ). 

c) Tồn tại ma trận BA,  sao cho IBAAB =− . 

d) Nếu APPB 1−=  thì  BA TrTr = .    

Câu 14: Tìm tất cả các ma trận  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

z
yx

A
0

sao cho IAn =  , với số tự 

nhiên 0>n  nào đó. 

a) A  có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10

1
,

10
1

,
10

01
,

10
01 yy

; với y tuỳ ý. 

b) A  có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10

1
,

10
1

,
10
01 yy

; với y tuỳ ý. 

c) A  có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
x
yx

x
yx

0
,,

10
01

,
10
01

; với yx, tuỳ ý. 

d) A  có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10

01
,

10
01

. 

Câu 15: Tập con W  nào sau đây là không gian véc tơ con của không gian 
véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2. 

a) W  tập các ma trận  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A thoả mãn 0=− bcad . 

b) W  tập các ma trận  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

db
ba

A . 

c) W  tập các ma trận  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A thoả mãn AA =2 . 

d) W  tập các ma trận  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1c
ba

A  cba ,,  tuỳ ý. 

Câu 16: Tìm  zyx ,,  sao cho ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 10

20
11
00

01
11

11
13

zyx  

(biểu diễn một ma trận thành  tổ hợp tuyến tính của 3 ma trận khác). 

a)  1,5,4 −==−= zyx .  b)  2,5,4 =−== zyx . 

c)  1,4,3 ==−= zyx .  d)  1,2,3 −=−== zyx . 
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Câu 17: Viết ma trận A  của hệ véc tơ { }4321 ,,, vvvv , 

 )12,3,11(,)5,3,7(,)0,4,3(,)5,2,1( 4321 −=−=−=−= vvvv  

trong cơ sở chính tắc của không gian véc tơ 3 . 

a)  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

12311
537

043
521

A .  b)  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

11312
735
340
125

A . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

12505
3342

11731
A . d)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−
=

11731
3342
12505

A . 

Câu 18: Giả sử 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

151
613
431

T  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B  

của không gian 3 .  Cho { })5,0,3(,)2,1,2(,)4,2,1( −−−=B  tìm  'B .   

a) { })9,14,5(,)39,5,20(,)7,5,8(' −−=B . 

b) { })8,21,17(,)1,7,3(,)15,19,21(' −−=B . 

c) { })1,14,11(,)11,5,10(,)3,5,2(' −−=B . 

d) { })7,11,27(,)1,8,5(,)8,24,12(' −−−−−−=B . 

Câu 19: Trong không gian 3 .  Cho hai cơ sở  

{ })1,7,3(,)3,3,2(,)1,2,1(=B , { })6,1,1(,)1,2,5(,)4,1,3(' −=B .  Tìm công thức 
liên hệ giữa toạ độ của một véc tơ trong hai cơ sở trên, [ ] ),,( zyxu =B  và 

[ ] )',','(' zyxu =B  

a) '8'12'4,'9'20'9,'41'71'27 zyxzzyxyzyxx ++=++=−−−= . 

b) '8'23'14,'12'41'9,'41'17'9 zyxzzyxyzyxx −+=+−=−+= .  

c) '8'23'14,'12'41'19,'41'27'9 zyxzzyxyzyxx −+=++=−+−= . 

d) '18'43'4,'12'41'9,'41'17'9 zyxzzyxyzyxx +−=+−=++= . 
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Câu 20:  Tìm hạng của ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−

=

32101
22330
32321
21211

A    

a)  4)( =Ar .   b)  3)( =Ar . 

c)  2)( =Ar .   d)  1)( =Ar . 
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4.  CHƯƠNG 4: ĐỊNH THỨC 

4.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA 

Ma trận và định thức ngày nay luôn đi liền với nhau và ai cũng nghĩ là khái 
niệm định thức phải ra đời sau khái niệm ma trận, nhưng sự thực ngược lại. Định 
thức hình thành là nhằm để giải các hệ phương trình tuyến tính mà việc làm này đã 
có một lịch sử lâu đời trước đó. 

Khái niệm định thức lần đầu tiên được Leibniz (Lépnít) đưa ra vào năm 1693 
khi bàn đến việc giải hệ phương trình tuyến tính. Định thức được tiếp tục phát triển 
và nghiên cứu qua các công trình của Cramer (Cờrame) (Thụy sĩ), Vandermonde 
(Vănđécmông) (Hà Lan), Laplace (Pháp), Jacobi (ia-cô-bi) (Đức)... Người đầu tiên 
nghiên cứu khái niệm định thức một cách hệ thống là Cauchy (Cô-si) (Pháp). 

 Ngoài ứng dụng để giải hệ phương trình tuyến tính, định thức còn được sử 
dụng để nghiên cứu những vấn đề của ma trận như: ma trận nghịch đảo, hạng của 
ma trận, tìm giá trị riêng... Khảo sát tính chất độc lập của một hệ véc tơ. Định thức 
Jacobi được sử dụng trong phép đổi biến số của tích phân nhiều lớp. Định thức 
Wronsky (vrông-xki) dùng để kiểm tra tính chất độc lập tuyến tính của các nghiệm 
của phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất. 

Định thức của một ma trận vuông được định nghĩa bằng tổng của các số hạng 
gồm tích của các phần tử trên tất cả các hàng nằm trên các cột khác nhau và dấu 
của hoán vị tương ứng. Tuy nhiên khi tính định thức ta thường sử dụng các tính 
chất của nó và phương pháp khai triển theo hàng, theo cột hoặc nhiều hàng, nhiều 
cột (Định lý Laplace). 

Để định nghĩa định thức ta sử dụng khái niệm phép thế đó là một song ánh từ 
một tập có n phần tử vào chính nó, ảnh của phép thế là hoán vị. Khái niệm phép 
thế, hoán vị ta đã gặp trong chương 1, trong mục giải tích tổ hợp. 

Trong chương này ta xét đến hai ứng dụng của định thức là tìm ma trận 
nghịch đảo và tìm hạng của ma trận. Trong chương 5 ta sẽ ứng dụng định thức để 
giải hệ phương trình tuyến tính. Trong chương 6 ta sẽ ứng dụng định thức để tìm 
giá trị riêng của ma trận hoặc tự đồng cấu tuyến tính.  
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Trong chương 3, ta đã chỉ ra rằng tập các ma trận vuông cùng cấp với phép 
cộng ma trận và phép nhân ma trận là một vành có đơn vị nhưng không nguyên, do 
đó nó không phải là một trường. Vì vậy tồn tại những ma trận vuông khác ma trận 
không và không khả nghịch. Sử dụng tính chất định thức của tích hai ma trận bằng 
tích hai định thức của hai ma trận này, ta chứng minh được điều kiện cần và đủ để 
một ma trận khả nghịch là định thức của nó khác 0. Đồng thời ta có công thức tính 
ma trận nghịch đảo bằng nghịch đảo của định thức nhân với chuyển vị của ma trận 
phụ hợp.  

Hạng của một ma trận bằng cấp cao nhất của định thức con khác 0 chứa trong 
ma trận. 

Vì vậy yêu cầu của chương này là phải nắm vững được định nghĩa định thức 
của một ma trận vuông, các tính chất của định thức, các phương pháp tính định 
thức. Từ đó có thể tính toán thành thạo định thức của các ma trận thông thường, 
vận dụng để giải các bài toán về ma trận nghịch đảo và hạng của ma trận và làm 
công cụ để học tiếp các chương sau. 

Ngoài phương pháp sử dụng định thức ta có thể sử dụng phương pháp Gauss-
Jordan để tìm ma trận nghịch đảo, thực chất của phương pháp này là sử dụng phép 
biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận. 

4.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

4.2.1  Hoán vị và phép thế 

  Mỗi song ánh { } { }nn ,...,2,1,...,2,1: →σ  được gọi là một phép thế bậc n.  

Ảnh của một phép thế được gọi là hoán vị.   

Nếu có cặp ji <  mà )()( ji σσ >  thì ta nói có một nghịch thế của σ .  

Giả sử k là số các nghịch thế của σ , ta định nghĩa và ký hiệu dấu của phép 
thế σ : 

   k)1(sgn −=σ   

Tập các phép thế bậc n ký hiệu nS . Tập nS  có đúng n! phần tử.   

4.2.2  Định thức của ma trận vuông 

Định thức của ma trận vuông [ ] nnijaA
×

= được ký hiệu là Adet  hay A  và 

định nghĩa bởi biểu thức: 
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    ∑
∈

⋅=
nS

nnaaA
σ

σσσ )()1(1 ...sgndet  

Tính chất  

 Nếu đổi chỗ hai hàng của ma trận thì định thức đổi dấu. (1) 

 Định thức có tính chất tuyến tính đối với mỗi hàng. (2) 

 Từ 1) và 2) suy ra rằng trong một ma trận có hai hàng tỷ lệ thì định 
thức bằng 0. (3) 

 Nếu ta cộng vào một hàng một tổ hợp tuyến tính các hàng khác thì 
định thức không thay đổi. (4) 

 Định thức của ma trận chuyển vị bằng định thức của ma trận đó:   

    AAt detdet =   (5) 

 Từ 5) suy ra rằng các tính chất của định thức đúng với hàng thì cũng 
đúng với cột và ngược lại. Vì vậy ta chỉ cần chứng minh các định lý 
về định thức đúng với hàng. Chẳng hạn, từ 4) suy ra nếu ta cộng vào 
một cột một tổ hợp tuyến tính các cột khác thì định thức không thay 
đổi. 

 Định thức của mọi hệ véc tơ phụ thuộc tuyến tính đều bằng 0. 

 Với mọi ma trận cùng cấp BA,  luôn có BAAB detdetdet = . 

 

nnn

n

S
nn

aa

aa
aapA

n ...

...
...sgn)(mod)det(

1

111

)()1(1 MOM== ∑
∈σ

σσσ   

4.2.3  Các cách tính định thức 

a. Khai triển theo cột 

      njnjjj AaAaA ++= ...det 11      

gọi là công thức khai triển của A  theo cột thứ j. Trong đó ij
ji

ij MA +−= )1( , 

ijM  là định thức của ma trận cấp n-1 có được bằng cách xoá hàng i cột j của ma 

trận A . ijA  được gọi là phần bù đại số của ija . 

b. Khai triển theo hàng 
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      ininii AaAaA ++= ...det 11      

gọi là công thức khai triển của A  theo hàng thứ i. 

Khai triển k cột kjj ,...,1  (Định lý Laplace) 

∑
≤<<≤

=
nii

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det     

trong đó  k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
 là định thức của ma trận có được bằng cách lấy các phần 

tử trên k hàng: kii ,...,1  và k cột: kjj ,...,1  của ma trận [ ] nnijaA
×

=  , còn k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
  

là định thức của ma trận ta xoá đi k hàng kii ,...,1  và k cột kjj ,...,1  của ma trận 

[ ] nnijaA
×

=   và   k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−=  được gọi là phần 

bù đại số của k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
.  

c. Khai triển k hàng kii ,...,1  (Định lý Laplace) 

∑
≤<<≤

=
njj

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det     

4.2.4  Ma trận nghịch đảo 

   Ma trận vuông A  được gọi là khả nghịch nếu tồn tại ma trận vuông cùng 
cấp B  sao cho IBAAB == . Vì phép nhân ma trận có tính kết hợp nên B  nếu tồn 

tại thì duy nhất và ta gọi là ma trận nghịch đảo của A , ký hiệu 1−A . 

A  khả nghịch khi và chỉ khi 0det ≠A   và tB
A

A
det

11 =− , với [ ] nnijAB
×

= , 

trong đó ijA  là phần bù đại số của phần tử ija của ma trận [ ] nnijaA
×

= , được gọi 

là ma trận phụ hợp của A . 

a. Tìm ma trận nghịch đảo theo phương pháp Gauss-Jordan: Để tìm ma trận 
1−A  ta thực hiện các bước sau: 

 Viết ma trận đơn vị I  bên phải ma trận A :         IA  
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 Thực hiện các phép biến đổi sơ cấp đồng thời lên các hàng của IA  để    

đưa ma trận A  ở vế trái về ma trận đơn vị. 

 Khi vế trái trở thành ma trận đơn vị thì vế phải là ma trận 1−A .  
1.......... −→→ AIIA . 

b. Tìm hạng của ma trận bằng định thức 

Giả sử [ ]ijaA =  là một ma trận cỡ nm× . Nếu có định thức con cấp p  khác 

0 và mọi định thức con cấp 1+p  bao quanh nó đều bằng 0 thì  pAr =)( . 

 

4.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP  

Câu 1: Trường hợp nào sau đây đúng  

a) 25
54
23
=

−
.  b) 2b

baa
aba

−=
+

−
. 

c) 23
51
34

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

.  d)  123
43
21 34 −+−=

++
++

kkk
kk
kk

 

Câu 2: Cho BA,  là hai ma trận vuông cấp 2≥n .Trường hợp nào sau đây 
luôn đúng  

a) )det()det( AkkA = .  b) )det()det()det( BABA +=+ . 

c) )det()det()det( BAAB = . d) )det()det( AA −=− . 

Câu 3: Trường hợp nào sau đây không đúng  

a)  0
302
405
=

−
. 

b) Nếu A  là ma trận vuông cấp n có 9)det( −=A  thì ( ) 81det =tAA . 

c) ( ) ( )mm AA )det(det = , A  là ma trận vuông cấp n. 
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d) 0
983

652
371
=

−
−−

−
. 

Câu 4:  Tìm tất cả các giá trị của k sao cho  0
24

=
k

kk
  

a)  0=k . b)  4,0 == kk . c)  4,2 == kk . d)  2,0 == kk . 

Câu 5: Trường hợp nào sau đây không đúng  

a)  Định thức của ma trận vuông có một hàng là các số 0 thì bằng không. 

b)  Định thức của ma trận vuông có hai hàng tỉ lệ thì bằng không. 

c) Định thức của ma trận vuông có một hàng tỉ lệ với một cột thì bằng 
không. 

d)  Nếu thay đổi vị trí hai hàng của định thức thì định thứcđổi dấu. 

Câu 6: Trường hợp nào sau đây không đúng 

a) 

333

222

111

33333

22222

11111
2

cba
cba
cba

x
cxbaxba
cxbaxba
cxbaxba

−=
−+
−+
−+

.    

b) 

333

222

111

33333

22222

11111

cba
cba
cba

xy
cybxaba
cybxaba
cybxaba

=
++
++
++

. 

c) 
2

2

2

1
1
1

1
1
1

cc
bb
aa

abc
cab
bca

= . 

d) 0
1
1
1

=
+
+
+

bac
acb
cba

. 
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Câu 7: Tính định thức  

2164
7295
4173
2152

−
−

−−
−−

=D . 

 a)  69−=D .  b)  78−=D . c)  82=D .  d)  68=D . 

Câu 8:  Tính định thức 

2

2

9132
5132
3221
3211

x

x
D

−

−
= . 

a)  )9)(2( 22 −−= xxD  .  b)  )4()1( 22 −−= xxD  . 

c)  )9)(3( 22 −−= xxD  .  d)  )3)(1( 22 −−= xxD  . 

Câu 9: Tính định thức   

15246
324712
32195
00031
00042

−−
−

−

−

=D . 

a)  87−=D .   b)  170−=D . 

c)  59=D .   d)  790=D . 

Câu 10: Tính định thức   

321
641641
8421
1111

xxx

D

−−

=  

a)  )3)(2)(1(82 −−−−= xxxD . 

b)  )4)(2)(1(15 −−−= xxxD . 

c)  )4)(2)(1(30 −−+= xxxD . 

d)  )3()1(82 2 −−= xxD . 
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Câu 11: Tính định thức   

53146
00054
00023
32331

10242

−−−

−
−

−

=D . 

 

a)  125=D . b)  115−=D . c)  125−=D . d)  75=D . 

Câu 12: Tính định thức   

0
011
101
110

cba
c
b
a

D = . 

a)  cabcabcbaD 222222 −−−++= . 

b)  2)( cbaD −−= . 

c)  2)( cbaD ++= . 

d)  abccbaD 4222 +++= . 

Câu 13:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

−
=

313
311

513

m
m

m
A  ;  ∈m . Với giá trị 

nào của m  thì tồn tại ma trận nghịch đảo 1−A . 

a)  2,1 ≠≠ mm .   b)  5,2,1 ≠≠≠ mmm . 

c)  5,3,2 ≠≠−≠ mmm .  d)  4,2,3 ≠≠−≠ mmm .  

Câu 14:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

41
14

23

m
m

m
A  ;  ∈m . Với giá trị nào của m  

thì tồn tại ma trận nghịch đảo 1−A . 

a)  2,1 ≠≠ mm .   b)  5,2 ≠≠ mm . 

c)  4,1,5 ≠≠−≠ mmm .  d)  2,1,3 ≠≠−≠ mmm . 
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Câu 15:  Tìm ma trận phụ hợp B  của ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

751
432
321

A    

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
174
342
785

B .  b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=

121
341

7101
B . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=

1012
32311

768
B .  d)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=

7421
109

582
B . 

Câu 16:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
110
111

A  . Tìm ma trận nghịch đảo 1−A . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

100
210

121
1A  .  b)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

=−

100
110
111

1A  . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=−

111
011
001

1A  .  d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

100
110

011
1A  . 

Câu 17:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
247
341
114

A  . Tìm ma trận nghịch đảo 1−A . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
=−

15239
24123

128
1A .   c)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−−

=−

26239
11143
128

6
11A . 

 

b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=−

152332
111523
124

7
11A .  d)  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=−

314121
151715
637

13
11A . 
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Câu 18:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

512
231

234
A  . Tìm ma trận nghịch đảo 1−A . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=−

9107
10169
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Câu 19: Cho CBA ,,  là hai ma trân vuông cùng cấp. Điều nào sau đây 
không đúng. 

a) Nếu 0=mA  thì tồn tại ( ) 11 ... −− +++=− mAAIAI . 

b) Nếu 032 =+− IAA  thì tồn tại AIA −=− 31 . 

c) Nếu 0=AB  thì không tồn tại 1−A . 

d) Nếu 0det ≠A  và CABA =   thì CB = . 

Câu 20:   Tìm hạng )(Ar  của ma trận  
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Câu 21:  Tìm hạng )(Ar  của ma trận  
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Câu 22:  Tìm hạng )(Ar  của ma trận    
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Câu 23: Tính định thức cấp n   

0...111

1...011
1...101
1...111

MOMMM

=nD . 

a)  12 −= nD .   b)  nnD )1(2 −= . 

c)  1)1( −−= nD .  d)  1−= nnD . 

Câu 24:  Giải phương trình  0
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a)  3,2,0 =−== xxx .  b) 1,1 =−= xx . 

c) 3,2,1 =−== xxx .  d) 1,2 =−= xx . 

Câu 25:  Giải phương trình  0
382

140
575

=
−−
−−
−−

x
x

x
  

a)  3,2,1 =−=−= xxx .  b) 3,1 =−= xx . 

c) 3,2,1 === xxx .   d)  3,1,2 ==−= xxx . 
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5.  CHƯƠNG  5: HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA 

Khi khảo sát các hệ tuyến tính thường dẫn đến bài toán giải hệ phương trình 
tuyến tính. Đối với hệ phi tuyến người ta thường giải quyết bằng cách xấp xỉ tuyến 
tính. Vì vậy hệ phương trình tuyến tính có rất nhiều ứng dụng trong thực tế. Cùng 
với sự phát triển của công nghệ thông tin, nhiều bài toán ứng dụng giải tích toán 
học ngày càng được mở rộng. Nhiều bài toán trong các lĩnh vực khác nhau có thể 
đưa về cùng một vấn đề là giải hệ phương trình tuyến tính.  Có thể chỉ ra đây một 
vài bài toán dạng này: 

- Sự phân phối dòng điện trong những sơ đồ có nhiều ghép nối.  

- Giải gần đúng những bài toán của lý thuyết thế vị.  

- Giải gần đúng một vài bài toán trong các vấn đề bức xạ  điện từ. 

- Sự phân phối vận tốc các dòng nước trong các hệ thuỷ lực học phức tạp. 

- Ứng dụng giải tích thống kê vào tâm lý học, xã hội học và kinh tế học ... 

Hệ phương trình tuyến tính đã được biết đến rất sớm. Ở Trung Quốc người ta 
tìm thấy một cuốn sách có khoảng từ năm 500 trước công nguyên, trong đó có 
những chỉ dẫn về việc dùng một bàn tính để giải các hệ phương trình tuyến tính 
qua các ví dụ cụ thể. Phương pháp giải này chính là thuật toán khử Gauss. Ở châu 
Âu thuật toán này đã được mô tả trong công trình của Buteo (Pháp) năm 1550, 
trước Gauss hơn hai thế kỷ. Một phương pháp khác để giải hệ phương trình tuyến 
tính là sử dụng định thức của Cramer. 

Thoạt tiên ta có thể thấy rằng hình như vấn đề giải hệ phương trình tuyến tính 
đã cũ rồi và có thể giải quyết bằng những phương tiện tính toán sơ cấp quen biết. 
Tuy nhiên để giải các bài toán nêu ra ở trên ta thường phải khảo sát khoảng từ 150 
đến 200 phương trình đồng thời. Tình trạng ấy trong thực hành đã gây ra nhiều khó 
khăn lớn đến nổi hầu như không thể giải quyết nổi nếu chỉ dùng phương pháp sơ 
cấp. Với sự hỗ trợ của máy tính và các thuật toán mới đã khiến cho hệ phương 
trình tuyến tính được ứng dụng hiệu quả để giải quyết các bài toán thực tế. 
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Một hệ phương trình tuyến tính có thể viết dưới dạng ma trận, dưới dạng một 
véc tơ là một tổ hợp tuyến tính của một hệ các véc tơ khác hoặc biểu thức toạ độ 
của một ánh xạ tuyến tính (chương 6). 

Nếu ta ký hiệu các hệ số của hệ m phương trình có n ẩn thành một ma trận cỡ 
m×n, các ẩn thành ma trận cột n×1, các hệ số vế sau thành ma trận cột m×1 thì hệ 
phương trình đã cho có thể biểu diễn dưới dạng ma trận. Với cách biểu diễn này ta 
thấy nếu ma trận các hệ số khả nghịch thì hệ phương trình có duy nhất nghiệm (hệ 
Cramer). 

Nếu ta xét n+1 véc tơ có m thành phần trong đó n véc tơ đầu là các hệ số ứng 
với các ẩn còn véc tơ thứ n+1 là hệ số của vế sau của hệ phương trình. Khi đó hệ 
phương trình được biểu diễn dưới dạng véc tơ, vế sau là một tổ hợp tuyến tính của 
n véc tơ các hệ số. Với cách biểu diễn này thì hệ phương trình có nghiệm khi và 
chỉ khi véc tơ vế sau thuộc vào không gian con sinh bởi n véc tơ của các hệ số.  

Điều này cho thấy ta có thể giải quyết một bài toán hệ phương trình tuyến tính 
bằng ma trận, tổ hợp tuyến tính, hạng của hệ véc tơ, ánh xạ tuyến tính ... và ngược 
lại. Vì vậy khi học chương này đòi hỏi học viên thấy được mối liên hệ giữa các 
khái niệm trên để giải quyết bài toán một cách linh hoạt. Học viên cần nắm vững 
và vận dụng thành thạo hai phương pháp: Cramer và phép khử Gauss để giải hệ 
phương trình tuyến tính.  

Phương pháp Cramer là sử dụng định thức để giải hệ phương trình, khi 
Cramer đưa ra quy tắc này thì nó trở thành "mốt" trong các công trình về toán ứng 
dụng trong một thời gian dài. Tuy nhiên phương pháp khử của Gauss đôi khi tỏ ra 
đơn giản hơn. Giải bài toán theo phương pháp khử của Gauss là sử dụng các phép 
biến đổi tương đương lên các phương trình của hệ để đưa hệ phương trình cần giải 
về hệ tương đương đơn giản hơn mà ta dễ dàng tìm được nghiệm. Thực chất của 
phương pháp này là sử dụng các phép biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận hệ 
số của hệ phương trình. 

Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất liên quan đến nhân của ánh xạ tuyến 
tính được khảo sát trong chương 6. 

5.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

5.2.1  Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính 

Hệ m phương trình tuyến tính n ẩn có dạng tổng quát: 
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 ,  i = 1, ..., m 

trong đó  nxxx ,...,, 21  là n ẩn, 

 ija  là hệ số của ẩn thứ j trong phương trình i, 

 ib  là vế phải của phương trình thứ i; i = 1,..., n; j = 1,..., m.  

Khi các vế phải 0=ib  thì hệ phương trình được gọi là thuần nhất. 

Dạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính 
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5.2.2  Dạng véc tơ của hệ phương trình tuyến tính 

Nếu ta ký hiệu véc tơ cột thứ i của ma trận A  là m
miii aav ∈= ),...,( 1  và 

véc tơ vế sau m
mbbb ∈= ),...,( 1 , thì hệ (5.1) được viết dưới dạng véc tơ: 

bvxvxvx nn =+++ ...2211  

5.2.3  Hệ Cramer 

  Hệ n phương trình tuyến tính n ẩn có ma trận hệ số A  không suy biến được 
gọi là hệ Cramer.  Mọi hệ Cramer đều tồn tại duy nhất nghiệm.  

Cụ thể hệ   i
n

j
jij bxa =∑

=1
 ,  i = 1, ..., n  có nghiệm DDx ii = , i = 1,..., n; 

Trong đó  { }niii vvvvvDAD ,...,,,,...,det 111 +−== B  

  { }niii vvbvvDD ,...,,,,..., 111 +−= B  
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iD  là định thức của hệ các véc tơ cột là các hệ số của hệ phương trình nhưng 
véc tơ cột thứ i được thay bởi véc tơ cột vế sau. 

5.2.4  Định lý tồn tại nghiệm (Kronecker-Kapelli)  

Hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi )~()( ArAr =  trong đó A~  là 
ma trận có được bằng cách bổ sung thêm vào ma trận hệ số A  một cột cuối là vế 
phải của hệ phương trình.  
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5.2.5  Cách giải (Cramer) 

   Giả sử hệ phương trình  đã cho tương đương với p  phương trình đầu 
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Hệ phương trình trên được viết lại: 
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đây là hệ Cramer có vế sau phụ thuộc vào các ẩn np xx ,...,1+ . Vậy hệ có vô số 

nghiệm phụ thuộc  np xx ,...,1+ .  

5.2.6  Giải hệ phương trình tuyến tính bằng phương pháp khử  Gauss 

 Thực hiện các biến đổi sơ cấp sau lên các phương trình: 



Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

 58

 Đổi chỗ hai phương trình; 

 Nhân, chia một số khác 0 vào cả 2 vế của một phương trình; 

 Cộng vào một phương trình một tổ hợp tuyến tính các phương trình 
khác. 

Để đưa hệ phương trình đã cho về hệ tương đương mà ma trận bổ sung của hệ 
mới có dạng 
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5.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP  

Câu 1:  

Cho hệ phương trình tuyến tính i
n

j
jij bxa =∑

=1
 ,  i = 1, ..., m , có ma trận hệ số 
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các véc tơ hệ số tương ứng niaav m
miii ...,,1,),...,( 1 =∈=  và véc tơ vế sau 

m
mbbb ∈= ),...,( 1 . Điều nào sau đây không đúng. 

a) Hệ phương trình có duy nhất nghiệm khi và chỉ khi 0det, ≠= Amn . 

b) Hệ phương trình có nghiệm khi và chỉ khi )~()( ArAr = . 

c) Hệ phương trình có nghiệm khi và chỉ khi { }nvvb ,...,span 1∈ . 

d) Nếu pAr =)(  thì không gian nghiệm có chiều là pn − . 

Câu 2: Phép biến đổi nào sau đây không phải là phép biến đổi tương 
đương của hệ phương trình. 

a) Thay đổi vị trí của hai phương trình của hệ. 

b) Nhân một số bất kỳ vào cả 2 vế của một phương trình của hệ. 



Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

 59

c) Cộng một phương trình vào một phương trình khác của hệ (vế với vế). 

d) Trừ một phương trình vào một phương trình khác của hệ. 

Câu 3: Tìm các giá trị của tham số m  để hệ phương trình sau có duy 
nhất nghiệm 
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a) 2±≠m . 

b) 3;1 ≠≠ mm . 

c) 1;3 ≠−≠ mm . 

d) 3;2 ≠−≠ mm . 

Câu 4: Tìm các điều kiện của dcba ,,,   thì hệ phương trình sau có duy 
nhất nghiệm 
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a) dcba ,,,  khác nhau từng đôi một. 

b) cba ,,  khác nhau từng đôi một và d  tuỳ ý. 

c) cba ,,  khác nhau từng đôi một và 1=d . 

d) cba ,,  khác nhau từng đôi một và khác 1, d  tuỳ ý. 

Câu 5: Cho hệ phương trình tuyến tính phụ thuộc tham số m  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

2

1

mmzyx

mzmyx
zymx

  

Điều nào sau đây không đúng 

a) Nếu 1≠m  và 2−≠m  thì hệ có duy nhất nghiệm. 
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b) Nếu 0=m  thì hệ có vô số nghiệm. 

c) Nếu 1=m  thì hệ có vô số nghiệm. 

d) Nếu 2−=m  thì hệ vô nghiệm. 

Câu 6:  Cho hệ phương trình tuyến tính: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

76   7
5322
14   9

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Tính các định thức 321 ,,, DDDD  

a) 19,6,16,22 321 =−=== DDDD . 

b) 19,14,16,13 321 ==−== DDDD . 

c) 90,6,36,42 321 ==−== DDDD . 

d) 35,13,17,45 321 =−=== DDDD . 

Câu 7:  Giải hệ phương trình tuyến tính   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=−++

−=+−

=−−−
=++−

78232
123

3322 
75 3 4

4321

321

4321

4321

xxxx
xxx

xxxx
xxxx

 

a) 1,3,1,2 4321 =−=== xxxx . 

b) 1,2,1,3 4321 −===−= xxxx . 

c) 1,2,1,3 4321 −==−=−= xxxx . 

d) 3,7,5,4 4321 ==−== xxxx .  

Câu 8:  Giải hệ phương trình tuyến tính 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=+++

=+++

12        4
913846
35  42 6
23  2   2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

  

a) 42341 21,0,81 xxxxx +==−−= . 

b) 42341 21,1,81 xxxxx +==−−= . 

c) 14312 21,0,81 xxxxx +==−−= . 
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d) 214213 521,281 xxxxxx −+=+−−= . 

Câu 9:  Giải hệ phương trình tuyến tính 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=++−

=++−

=++−

1110943
98736
76524
54  32

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

a) 43421 24,23,1 xxxxx −=−== .  

b) 43421 23,24,0 xxxxx −=−== .  

c) 34321 24,23,1 xxxxx +=−== .  

d) 43241 3,4,53 xxxxx −==+= .   

Câu 10:  Cho hệ phương trình tuyến tính 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=+++

=+−+

5243 2
23222
3252 3
19 54 

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

Tìm câu trả lời đúng nhất 

a) 2,1,3,2 4321 −=−=== xxxx  là một nghiệm của hệ. 

b) 7/6,0,7/15,7/1 4321 −==== xxxx  là một nghiệm của hệ. 

c) 6,6,3,11 4321 ==−=−= xxxx  là một nghiệm của hệ. 

d) Các trường hợp trên đều là nghiệm của hệ. 

Câu 11:  Giải hệ phương trình tuyến tính 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+−+

=−++
=+++

1254185
1895
3253  
5 37 2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

a) 432431 51,72 xxxxxx −+−=++= .  

b) 432431 571,17266 xxxxxx −+−=+−= .  

c) 432431 241,762 xxxxxx −+−=−+= .  

d) 234241 ,61,114 =−−=+= xxxxx .  
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Câu 12:  Giải hệ phương trình tuyến tính 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−−

=−+−

=+−−
=−+−

5432
1652
23 224
32

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

a) 434241 24,23,21 xxxxxx −=−=+= .  

b) 43421 52,71,0 xxxxx −−=+== .  

c) 34321 97,36,4 xxxxx −=+−=−= .  

d) Hệ vô nghiệm 

Câu 13:  Giải và biện luận theo tham số m  hệ phương trình tuyến tính:
  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=−++

=−++

=+++

132
37932
32364
38 128

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xmxxx

 

a) 
⎩
⎨
⎧

−==−=⇒−≠
+=−−=⇒−=
.4/1;0;2/32/53

5/45/1;2/12/32/33

4321

43421
xxxxm

xxxxxm
 

b) 
⎩
⎨
⎧

−==−=⇒−≠
+=−−=⇒−=
.4/1;0;2/35/89

5/45/1;10/12/35/39

4321

43421
xxxxm

xxxxxm
 

c) 
⎩
⎨
⎧

−==−=⇒−≠
+=−−=⇒−=
.1;0;351
75;10231

4321

43421
xxxxm

xxxxxm
 

d) Hệ vô nghiệm  

Câu 14:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính: 

  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=++−
=++−

=++−

76425
98637

111049
54  23

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xmxxx
xxxx
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a) 
⎩
⎨
⎧

=−=−=⇒≠
−+=−=⇒=

.0;24;238
224;238

34241

43241
xxxxxm

xxxxxm
 

b) 
⎩
⎨
⎧

=+=+=⇒≠
⇒=

.0;4;356
6

34241 xxxxxm
m  nghiÖm v«hÖ

 

c) 
⎩
⎨
⎧

⇒≠
−+=+=⇒=

. nghiÖm v«hÖ6
224;356 43241

m
xxxxxm

 

d) 
⎩
⎨
⎧

=−−=+=⇒−≠
−+−=+=⇒−=

.0;22;274
22;274

34241

43241
xxxxxm
xxxxxm

 

Câu 15:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính:
   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

=+++

543 6  4
76  59  m
32    3  2
9 7128

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

a) 
⎩
⎨
⎧

=−===⇒−≠
=−=−=⇒−=

.0;5;3/2;08
0;5;328

4321

4321
xxxxm

xxxxm
 

b) 
⎩
⎨
⎧

⇒≠
=−=−=⇒=

. nghiÖm v«hÖ8
0;1;328 4321

m
xxxxm

 

c) 
⎩
⎨
⎧

=−===⇒≠
=−=−=⇒=

.0;1;3/4;06
0;1;2/326

4321

4321
xxxxm

xxxxm
 

d) 
⎩
⎨
⎧

====⇒≠
==−=⇒=

.3;0;0;2/214
3;0;3/274

4321

4312
xxxxm

xxxxm
 

Câu 16:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=−++
=+++

=+++

1895
3253
13545
5   37 2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxmxx
xxxx
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a)  Hệ vô nghiệm.  

b)  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−−==

−
=

−
−=⇒≠

=

.
)18(5

1
5
1;0;

18
1;

)18(5
17

5
1318

18

4321 m
xx

m
x

m
xm

m  nghiÖm v« hÖ  

 

c)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−==

−
=

−
−=⇒≠

=

.
)7(

13;0;
7

1;
)7(

1147

7

4321 m
xx

m
x

m
xm

m  nghiÖm v« hÖ  

 

d)  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−==

−
=

−
−=⇒≠

−
−==

−
=+

−
−=⇒=

.
5

11;0;
5

1;
5

235

5
11;0;

5
1;

5
235

4321

43231

m
xx

m
x

m
xm

m
xx

m
xx

m
xm  

 

Câu 17:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=++−
=+++

47   144
45  364
7332
23   52

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

mxxxx
xxxx

 

a)  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
==

−
−=⇒≠

−
=

−
+=

−
−−=⇒=

.
7

2;
7

5;0;
7

437

7
2;

7
53;

7
437

4321

42321

m
x

m
xx

m
xm

m
x

m
xx

m
xxm  

 

b)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
−

=
−

+=
−

−−=⇒=

. nghiÖm v«hÖ  

 

3
3

3;
3

34;
3

5313 42321

m
m

x
m

xx
m

xxm
 

c)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

+
+=

+
−−=⇒−≠

−=

.
1

3;
1

34;
1

5311

1

42321 m
x

m
xx

m
xxm

m  nghiÖm v«hÖ   
 

d)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

−
+=

−
−−=⇒≠

=

.
1

5;
1

54;
1

10
2
911

1

42321 m
x

m
xx

m
xxm

m  nghiÖm v« hÖ  
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Câu 18:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−−
=++−

=++−
=++−

95      68
17   324

17737
34   23 5

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

mxxxx
xxxx

 

a)  Hệ vô nghiệm. 

b)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−
=

−−−
=⇒=

≠

.
2

7197;
2

31350

0

43
2

43
1

xxxxxxm

m  nghiÖm v« hÖ  
 

c)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−
=

−+
=⇒≠

=

.
2

7215;
2

31129

9

21
4

21
3

xxxxxxm

m  nghiÖm v«hÖ   
 

d)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−
=

−+
=⇒=

≠

.
2

5137;
2

3534

4

43
2

43
1

xxxxxxm

m  nghiÖm v«hÖ   
 

Câu 19:  Giải và biện luận theo tham số m hệ phương trình tuyến tính: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=+−+
=+++

35 342
56283
129206
24 4 

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxmxx

 

a) Hệ vô nghiệm với mọi m . 

b) 
⎩
⎨
⎧

⇒≠
=−=−=⇒=

. nghiÖm v«hÖ8
0;1;328 4321

m
xxxxm

 

c) 
⎩
⎨
⎧

=−===⇒≠

=−=−=⇒=

.0;1;3/4;06
0;1;2/326

4321

4321
xxxxm

xxxxm
 

d) 
⎩
⎨
⎧

====⇒≠

==−=⇒=

.3;0;0;2/214
3;0;3/274

4321

4312
xxxxm

xxxxm
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Câu 20: Tìm  zyx ,,  sao cho có thể biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính sau 
 )7,5,1()1,4,2()2,3,1()3,5,2( −+−−+−=− zyx . 

a)   5,1,2 −==−= zyx . 

b)   6,4,1 −==−= zyx . 

c) Không tồn tại  zyx ,, . 

d)   4,11,3 −=== zyx . 

Câu 21: Tìm  tất cả các giá trị m  sao cho có thể biểu diễn thành tổ hợp 
tuyến tính sau 

 )1,6,1()8,7,3()5,3,2(),2,7( −++=− zyxm . 

a)   11=m . 

b)   15=m . 

c)   11≠m . 

d)   21−=m . 

Câu 22: Tìm  tất cả các giá trị m  sao cho có thể biểu diễn thành tổ hợp 
tuyến tính sau 

 ),6,5()7,4,2()5,2,3()5,3,1( mzyx ++= . 

a)   10−=m . 

b)   25=m . 

c)   11≠m . 

d)   10≠m . 

Câu 23: Tìm các điều kiện của cba ,,  để hệ phương trình sau có nghiệm 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=−+

czyx
bzyx
azyx

72
1162
32

  

a) cab += 25 . 

b) cba += 25 . 

c) cba 25 += . 
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d) cba 72 −= . 

Câu 24: Tìm các điều kiện của cba ,,  để 3),,( ∈cba  thuộc vào không 

gian con của 3  sinh bởi các véc tơ )4,3,0(,)2,1,1(,)0,1,2( 321 −=−== vvv .  

a) cba 342 += . 

b) cba 32 −= . 

c) cba 75 += . 

d) cab 53 −= . 

Câu 25: Tìm một cơ sở của không gian nghiệm của hệ phương trình 
tuyến tính thuần nhất sau 

    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++

=+−+

=−++
=−++

0192483
03254
04653
0342

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

a) { })1,0,2,4();1,1,5,7( −  

b) { })1,0,3,1();0,1,2,3( −−  

c) { })1,0,5,7();0,1,6,8( −−  

d) { })7,0,1,2();5,3,5,7( −−  

Câu 26: Đặt 1V ,  2V  lần lượt là hai không gian véc tơ con của 4 gồm các 
véc tơ ),,,( 4321 xxxxv =  thoả mãn hệ phương trình (I) và hệ phương trình 
(II): 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−−−
=−−−

022
04453
02332

)(

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

I  ,   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−++
=+−+

04653
0342
09102

)(

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

I        

  Hãy tìm số chiều của các không gian con  1V , 2V , 1V + 2V , 1V ∩ 2V . 

a) 4dim,2dim,1dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

b) 3dim,1dim,2dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 
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c) 2dim,2dim,2dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

d) 4dim,1dim,2dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

Câu 27:  Đặt 1V ,  2V  lần lượt là hai không gian véc tơ con của 4 gồm các 
véc tơ ),,,( 4321 xxxxv =  thoả mãn hệ phương trình (I) và hệ phương trình 
(II): 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−++
=+−+

0342
04653
03254

)(

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

I   ,      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−−−
=−−−

022
06574
02332

)(

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

II     

Hãy tìm số chiều của các không gian con  1V , 2V , 1V + 2V , 1V ∩ 2V . 

 a) 4dim,2dim,1dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

b) 3dim,1dim,1dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

c) 4dim,2dim,2dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

d) 3dim,1dim,2dim,2dim 212121 =+=∩== VVVVVV . 

Câu 28:  Giải phương trình : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
95
53

43
21

X   

           a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

32
11

X . 

 b)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

17
13

X . 

 c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

17
25

X . 

 d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

15
33

X . 

Câu 29:  Giải phương trình : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

65
21

45
23

X   
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a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
13

25
X . 

b)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
42

53
X . 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
45
23

X . 

d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

43
25

X . 

Câu 30: Giải phương trình BAX =  với ẩn là ma trận X , trong đó: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

132
121
111

A  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

0221
2201
1111

B  . 

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

1113
0137
0159

X . 

b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

3111
7130
9150

X . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

1113
0185
0174

X . 

d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

1183
0335
2164

X . 
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6.  CHƯƠNG 6: ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

6.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA  

Ánh xạ tuyến tính (biến đổi tuyến tính) từ một không gian véc tơ này vào 
không gian véc tơ kia là ánh xạ bảo toàn phép cộng véc tơ và phép nhân một số với 
véc tơ. Ánh xạ tuyến tính là một nội dung chính của đại số tuyến tính. Một ánh xạ 
tuyến tính từ một không gian véc tơ vào chính không gian đó được gọi là tự đồng 
cấu tuyến tính (gọi tắt là tự đồng cấu) hay toán tử tuyến tính. Nhà toán học Peano 
(Italia) là người đầu tiên đưa ra khái niệm ánh xạ tuyến tính (1888). 

Ánh xạ tuyến tính còn bảo toàn các không gian con qua các tập ảnh và ảnh 
ngược.  Nghĩa là ảnh qua ánh xạ tuyến tính của một không gian con là một không 
gian con, ảnh ngược của không gian con cũng là không gian con. Đặc biệt ảnh 

)(Vf  của ánh xạ tuyến tính WVf →:  là không gian con của W  được gọi là ảnh 

của f . Còn ảnh ngược { }01−f  là không gian véc tơ con của V  được gọi là nhân 
của f . Chiều của không gian véc tơ ảnh )(Vf  được gọi là hạng của f . 

Ánh xạ tuyến tính và đơn ánh được gọi là đơn cấu, toàn ánh được gọi là toàn 
cấu, song ánh được gọi là đẳng cấu. Nếu tồn tại một đẳng cấu từ không gian này 
lên không gian kia thì ta nói hai không gian đó đẳng cấu. Có những tiêu chuẩn 
riêng để nhận biết một ánh xạ tuyến tính là toàn cấu, đơn cấu hay đẳng cấu. Một 
ánh xạ tuyến tính là toàn cấu khi và chỉ khi hạng của nó bằng chiều của không gian 
đích. Một ánh xạ tuyến tính là đơn cấu khi và chỉ khi nhân của nó chỉ gồm véc tơ 
không. Ánh xạ tuyến tính từ một không gian véc tơ vào một không gian véc tơ 
cùng chiều là toàn cấu khi và chỉ khi là đơn cấu (do đó là đẳng cấu), điều này cũng 
giống như ánh xạ giữa hai tập hữu hạn có cùng số phần tử. 

Một ánh xạ tuyến tính hoàn toàn được xác định bởi ảnh của cở sở bất kỳ qua 
ánh xạ này. Vì vậy khi đã cho cơ sở { }nee ,...,1=B  của V và cơ sở 'B  của W  thì 
ánh xạ tuyến tính WVf →:  hoàn toàn được xác định bởi ma trận của hệ véc tơ  
{ })(),...,( 1 nefef  viết trong cơ sở 'B  . Điều này giải thích tại sao đại số tuyến tính 
thường được xem là lý thuyết ma trận. Ma trận của tổng hai ánh xạ tuyến tính bằng 
tổng hai ma trận, ma trận của tích một số với một ánh xạ tuyến tính bằng tích của 
số này với ma trận xác định ánh xạ tuyến tính, ma trận của hợp hai ánh xạ tuyến 
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tính bằng tích hai ma trận của chúng. Nói cách khác tương ứng giữa ánh xạ tuyến 
tính và ma trận của nó là một đẳng cấu bảo toàn phép cộng, phép nhân một số với 
ma trận và phép nhân hai ma trận. Hạng của ánh xạ tuyến tính bằng hạng của ma 
trận của nó. Ma trận của một tự đồng cấu trong hai cơ sở khác nhau là đồng dạng. 
Chính vì lý do này nên một bài toán về ma trận có thể giải quyết bằng phương 
pháp ánh xạ tuyến tính và ngược lại.  

Công thức xác định ảnh của một ánh xạ tuyến tính có biểu thức toạ độ là một 
hệ phương trình tuyến tính. Tìm véc tơ thuộc không gian ảnh tương ứng với tìm 
điều kiện của vế sau để hệ phương trình tuyến tính có nghiệm. Nhân của ánh xạ 
tuyến tính là không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất xác 
định ánh xạ này. 

Một vấn đề quan trọng của lý thuyết ma trận là chéo hoá ma trận, đó là tìm 
một ma trận đồng dạng của ma trận cho trước mà ma trận đồng dạng này có dạng 
chéo. Vấn đề này tương đương với việc tìm  một cơ sở gồm các véc tơ riêng của tự 
đồng cấu xác định bởi ma trận đã cho. Thuật toán chéo hoá ở cuối chương sẽ giúp 
học viên giải quyết được bài toán dạng này. Bài toán chéo hóa ma trận có rất nhiều 
ứng dụng. Bài toàn chéo hóa trực giao ma trận được xét trong chương 7. 

6.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

6.2.1  Ánh xạ tuyến tính 

Ánh xạ f  từ không gian véc tơ V  vào không gian W  thoả mãn: 

(i) với mọi Vvu ∈, ; )()()( vfufvuf +=+  

(ii) với mọi Vvu ∈, , ∈α ; )()( ufuf αα =  

được gọi là ánh xạ tuyến tính 

Khi WV =  thì f được gọi là tự đồng cấu hay toán tử tuyến tính. 

Tập các ánh xạ tuyến tính từ V  vào W  được ký hiệu là ),(Hom WV  
hay ),( WVL . Ta xác định hai phép toán "," ⋅+  trên tập các ánh xạ tuyến tính từ 
V vào W . Với hai phép toán này thì ),),,(Hom( ⋅+WV  có cấu trúc không gian véc 
tơ và WVWV dimdim),(Homdim ⋅= . 

Tập các tự đồng cấu của V , ký hiệu VEnd , với hai phép toán cộng và hợp 
ánh xạ thì ),,(End o+V  là một vành không giao hoán, có đơn vị , không nguyên. 
Ngoài ra với hai phép toán "," ⋅+  thì ( )⋅+,,EndV  còn là một không gian véc tơ. 



Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

 72

6.2.2  Nhân và ảnh 

Với ánh xạ tuyến tính WVf →: ta ký hiệu và định nghĩa { }0Ker 1−= ff  là 
hạt nhân và )(Im Vff =  là ảnh của f . Chiều của fIm được gọi là hạng của ánh 
xạ f , ký hiệu )( fr . 

ffrV Kerdim)(dim +=  

6.2.3  Toàn cấu, đơn cấu, đẳng cấu 

Ánh xạ tuyến tính mà toàn ánh được gọi là toàn cấu. 

Ánh xạ tuyến tính mà đơn ánh được gọi là đơn cấu. 

Ánh xạ tuyến tính và song ánh được gọi là đẳng cấu. 

Hai không gian WV , được gọi là đẳng cấu nếu có ánh xạ tuyến tính đẳng 
cấu WVf →: .  

6.2.4  Ma trận biểu diễn ánh xạ tuyến tính 

 Cho ánh xạ tuyến tính WVf →: .  

Giả sử { }nee ,...,1=B  là một cơ sở của V . { }mωω ,...,' 1=B  là một cơ sở của 
W . Ma trận [ ]

nmijaA
×

=  của hệ véc tơ { })(),...,( 1 nefef  trong cơ sở 'B  được gọi 

là ma trận của ánh xạ tuyến tính f  ứng hai cơ sở B , 'B .  

Nếu ),...,( 1 nxx  là toạ độ của Vv∈ trong cơ sở B . 

       ),...,( 1 myy  là toạ độ của Wvf ∈)( trong cơ sở 'B  thì 

 [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×
n

nmij

m x

x
a

y

y
MM
11

 hay 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

nmnmm

nn

xaxay

xaxay

...
....................................

...

11

11111
   

được gọi là biểu thức toạ độ của ánh xạ tuyến tính f . 

Tương ứng     nmWV ×→ M),(Hom   

                 Af a  

 là một đẳng cấu tuyến tính và )()( Arfr = . 
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6.2.5  Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử WVf →:   là ánh xạ tuyến tính.  

Gọi T  là ma trận chuyển cơ sở { }nee ,...,11 =B  sang cơ sở { }nee ',...,'' 11 =B  
của không gian V . 

Gọi P  là ma trận chuyển cơ sở { }mωω ,...,12 =B  sang cơ sở 
{ }m',...,'' 12 ωω=B  của W . 

A  là ma trận của f  trong cơ sở 21,BB , 'A  là ma trận của f  trong cơ sở 

21 ',' BB  

Thì                               ATPA 1' −=  

Đặc biệt nếu f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ V . Gọi ', AA  là ma trận 
của f  trong hai cơ sở ',BB  và T  là ma trận chuyển từ cơ sở B   sang 'B  thì:          

     ATTA 1' −=  

6.2.6  Không gian riêng, giá trị riêng, véc tơ riêng 

Véc tơ  Vv∈ , 0≠v  sao cho vvf λ=)(  được gọi là véc tơ riêng ứng với giá 
trị riêng λ  của tự đồng cấu f . 

 Nếu λ  là giá trị riêng thì  { } ( )VidfvvfVvV λλλ −==∈= Ker)(    được 
gọi là không gian riêng ứng với giá trị riêng λ .  

0λ  là giá trị riêng của f  khi và chỉ khi 0λ   là nghiệm của đa thức đặc trưng 

  ( ) )det(det:)( IAidfP V λλλ −=−=  

Tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V  chéo hoá được nếu tồn tại một cơ 
sở của V  để ma trận của f trong cơ sở này có dạng chéo. 

Nếu đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  trong không gian n  chiều V  có 
đúng n  nghiệm thực phân biệt thì f  chéo hoá được. 

Giả sử đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  chỉ có các nghiệm thực: 
km

k
mnP )...()()1()( 11 λλλλλ −−−=  với nmm k =++ ...1  và các kλλ ,...,1  khác 

nhau từng đôi một. Khi đó f  chéo hoá được khi và chỉ khi  với mọi ki ,...,1= : 

    imV i =λdim . 
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Vậy chéo hoá ta cần thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Tìm nghiệm của phương trình đặc trưng: 

   ( ) 0)det(det:)( =−=−= IAidfP V λλλ  

  km
k

mnP )...()()1()( 11 λλλλλ −−−=⇒ . 

Bước 2: Với mỗi giá trị riêng iλ  ta tìm các véc tơ riêng nnexexv ++= ...11  có 
( )nxx ,...,1  là nghiệm của hệ phương trình  

                        [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0

01
MM

n

i
x

x
IA λ .      

Tập hợp nghiệm là không gian con id  chiều; ( )IArnd ii λ−−= . 

Nếu ii md <  với i  nào đó, ki ≤≤1  thì f  không hoá chéo được. 

Nếu ii md =  thì ta chọn im  véc tơ độc lập tuyến tính ứng với giá trị riêng iλ , 
với mọi ki ,...,1= . Hệ gồm nmm k =++ ...1  các véc tơ riêng này là cơ sở 'B  cần 
tìm. 

 

6.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP  

Câu 1: Ánh xạ 22: →f  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) ),(),( 2 yxyxf = .    

b) ),(),( xyyxf = . 

c) )1,(),( += yxyxf .    

d) ),(),( 33 yxyxf = . 

Câu 2: ánh xạ 32: →f  nào dưới đây không phải là ánh xạ tuyến 
tính: 

a) )3,,2(),( yxyxxyxf −+−= . 

b) ),0,(),( xyyxf −= .                           
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c) ),,(),( xyyxyxf = . 

d) ),,(),( 332211 ybxaybxaybxayxf +++= .  

Câu 3:  ánh xạ →2:Mf  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) da
dc
ba

f +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ .      

b) 
dc
ba

dc
ba

f =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  . 

c) 132 +−++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ dcba
dc
ba

f .      

d) 22 da
dc
ba

f +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ . 

Câu 4: ánh xạ 22: PP →f  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) ( ) 2
10210

2
210 )32()( xaaxaaaxaxaaf −+++=++ . 

b) ( ) 2
210

2
210 )1()1( ++++=++ xaxaaxaxaaf . 

c) ( ) xaaxaxaaf 02
2

210 +=++ . 

d) ( ) 2
210

2
210 )1( xaxaaxaxaaf +++=++ . 

Câu 5: Cho ánh xạ tuyến tính 23: →f  sao cho )1,1()0,0,1( =f ,  

)0,3()0,1,0( =f , )7,4()1,0,0( −=f . Điều nào sau đây đúng: 

a)  Ma trận chính tắc của f  là 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

74
03
11

A . 

b) )18,13()2,3,1( −=f .  

c) )7,43(),,( zxzyxzyxf −++= . 

d) Với mọi 3),,( ∈zyx , )0,0(),,( ≠zyxf . 



Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

 76

Câu 6: Cho ánh xạ tuyến tính 22: →f  có ma trận chính tắc 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
48
12

.  Véc tơ nào sau đây thuộc fIm :  

a) )4,1( . 

b) )12,3(− .   

c) )1,4( − . 

d) )2,14( − . 

Câu 7: Cho ánh xạ tuyến tính 23: →f  có ma trận chính tắc 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
326
214

. Véc tơ nào sau đây thuộc fKer :  

a) )0,4,1( . 

b) )2,1,1( − . 

c) )3,4,6( . 

d) )4,0,2( − . 

Câu 8: Xét ánh xạ tuyến tính 22: PP →D  xác định bởi công thức 
')( ppD = , cho tương ứng đa thức p  với đạo hàm 'p  của nó. Điều nào sau đây 

không đúng: 

a)  Ma trận chính tắc của D  là ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

200
010

A . 

b) D  là một toàn cấu. 

c) Hạng của D  là 2)( =Dr . 

d)  1dim =KerD . 

Câu 9: Cho ánh xạ tuyến tính 34: →f  có công thức xác định ảnh  
 )33,2,(),,,( tzyxtzxtzyxtzyxf −++−+++−=  

Hệ véc tơ nào sau đây không là một cơ sở của fIm . 

a)  )2,1,0(,)1,0,1( 21 == vv . 
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b)  )2,1,0(,)1,0,1( 21 =−= vv . 

c)  )2,1,0(,)1,1,1( 21 == vv . 

d)  )3,2,1(,)1,1,1( 21 == vv . 

Câu 10: Cho ánh xạ tuyến tính 44: →f  có công thức xác định ảnh 
)54,352,3511,23(),,,( tzyxtzyxtzytzyxtzyxf +++++−+−+−+=  

Tìm hạng )( fr  và fdimKer . 

a) 3)( =fr  và 2dimKer =f . 

b) 2)( =fr  và 2dimKer =f . 

c) 3)( =fr  và 1dimKer =f . 

d) 2)( =fr  và 1dimKer =f . 

Câu 11: Cho ánh xạ tuyến tính 34: →f  có công thức xác định ảnh 
)33,2,(),,,( tzyxtzxtzyxtzyxf −++−+++−=  

Hệ véc tơ nào sau đây là một cơ sở của erfK . 

a) )1,5,2,1(,)4,1,1,3( 21 −=−= uu . 

b) )1,6,2,1(,)5,1,1,3( 21 −=−−= uu . 

c)  )1,0,2,1(,)0,1,1,2( 21 =−= uu . 

d) )1,0,2,1(,)1,6,2,1(,)5,1,1,3( 321 =−=−−= uuu . 

Câu 12: Xét ánh xạ tuyến tính 32: PP →T  xác định bởi công thức 
( ) )()( xxpxpT = . Điều nào sau đây không đúng 

a) T  đơn cấu. 

b) T  toàn cấu. 

c)  32 32 xxx ++  thuộc TIm . 

d)  Ma trận của T  trong cơ sở chính tắc là 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

100
010
001
000

A . 
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Câu 13: Ánh xạ 43: →f  nào sau đây là ánh xạ tuyến tính có không 
gian ảnh sinh bởi hai véc tơ )3,1,0,2(,)4,0,2,1( 21 −−=−= vv . 

a) )34,,2,2(),,( yxyxyxzyxf −−−+= . 

b) )34,,2,2(),,( zyxyxzyxzyxzyxf +−−−+++= . 

c) )34,,,(),,( zxyxzyzxzyxf −−−+= . 

d) )4,3,2,23(),,( xyxzyxzyxzyxf −−+++= . 

Câu 14:  Cho ma trận vuông cấp hai 230
21 M∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=M , 22: MM →f  là 

ánh xạ tuyến tính xác định bởi ( ) MAAMAf −= . Tìm một cơ sở của nhân của 
f . 

a) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
01

,
01
11

. 

b) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
01

,
20
11

. 

c) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
01

,
00
11

. 

d) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
11

,
11
01

,
20
11

. 

Câu 15: Cho ánh xạ tuyến tính 57: →f  có hạng 4)( =fr . Điều nào 
sau đây đúng. 

a) Không gian nghiệm của phương trình 0)( =xf  có chiều bằng 1. 

b) Không gian nghiệm của phương trình 0)( =xf  có chiều bằng 3. 

c) Với mọi 5∈y , phương trình yxf =)(  luôn có nghiệm. 

d) Các điều trên đều sai. 

Câu 16: Cho hai ánh xạ tuyến tính 23:, →gf  có công thức xác định 
ảnh 
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),2(),,( zyxzyxf += , ),(),,( yzxzyxg −= . Tìm công thức xác định 
gf 52 −  

a) ( ) )23,5(),,(52 zyzxzyxgf +−+−=− . 

b) ( ) )245,52(),,(52 zyxzyxzyxgf +++−=− . 

c) ( ) )232,35(),,(52 zyxzyxzyxgf +−−+=− . 

d) ( ) )23,52(),,(52 zyxzyxzyxgf +−−++=− . 

Câu 17: Cho hai ánh xạ tuyến tính 33:, →gf  có công thức xác định 
ảnh 

),,0(),,(,),,(),,( zxyxzyxgzyzyxzyxf −−=−++= . Tìm công thức xác 
định ),,( yyxfg o . 

a) )32,2,2(),,( zyxzyzyxyyxfg +−+−+=o . 

b) ),,(),,( zyyxzxyyxfg +++=o . 

c) )62,2,42(),,( zyzzxyyxfg −+=o . 

d) )72,6,523(),,( zyxzyzyxyyxfg −−+−+=o . 

Câu 18: Ánh xạ 33: →f  có công thức xác định ảnh nào sau đây 
không là một đẳng cấu. 

a) ),,(),,( zyxzyzxzyxf ++++= . 

b) ),,(),,( zyxzyxzyxzyxf −++−++−= . 

c) )3,43,823(),,( yxzyxzyxzyxf +++++= . 

d) ),,(),,( yxxzzyzyxf −−−= . 

Câu 19: ánh xạ 33: →f  có công thức xác định ảnh  

)32,4,2(),,( zyxyxxzyxf −+−=  là một đẳng cấu. Tìm công thức xác định 

ảnh của ánh xạ ngược ),,(1 zyxf − . 

a) ( )zyxzyxxzyxf +−+−=− 37,372,2),,(1 . 

b) ( )zyxzyxxzyxf 237,42,),,(1 +−−−=− . 
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c) ( )zyxyxxzyxf −−−=− 37,2,2/),,(1 . 

d) ( )zyxyxxzyxf −−−=− 35,24,2),,(1 . 

Câu 20: Tự đồng cấu tuyến tính f  có ma trận trong cơ sở { }4321 ,,, eeee  

là 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

3121
1352
2103
1021

A .  

Tìm ma trận của f  trong cơ sở { }4321321211 ,,, eeeeeeeeee ++++++ . 

a) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
== −

3211
2013
1532
1201

' 1ATTA . 

b) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−

== −

7431
4641
7841

0102

' 1ATTA . 

c) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

== −

3121
1352
2103
1021

' 1ATTA . 

d) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−

== −

9651
2813
7562

1203

' 1ATTA . 

Câu 21: Cho ánh xạ tuyến tính 32: PP →f  xác định bởi 

pbaxpf )()( += . Tìm ma trận của f  trong cơ sở  { }1,,2 xx=B  của 2P  và 

{ }1,,, 23' xxx=B  của 3P . 
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a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ba
ba

ba

00
00
00

. 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

ba
ba

ba

00
00
00

. 

c) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

b
ab

ab
a

00
0

0
00

. 

d) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

b
ab

ab
a

00
0

0
00

. 

Câu 22: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có ma trận trong cơ sở chính 

tắc là 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

003
041
120

A . Tìm ma trận của f trong cơ sở { }321 ,, vvv ; 

)1,1,1(1 =v ,  )0,1,1(2 =v ,  )0,0,1(3 =v . 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−== −

156
266

333
' 1ATTA . 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
== −

247
465

311
' 1ATTA . 

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
== −

153
532
201

' 1ATTA . 
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d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−
== −

156
464
784

' 1ATTA . 

Câu 23: Cho ánh xạ tuyến tính 23: →f  xác định bởi 
( ) )0,1()3,2,1( =f ,  ( ) )0,1()3,5,2( =f ,  ( ) )1,0()10,0,1( =f . Tìm công thức xác định 

ảnh ),,( zyxf . 

a) )39,5206(),,( zyxzyxzyxf ++−+−= . 

b) )23319,5106(),,( zyxzyxzyxf +++−= . 

c) )39,31030(),,( zyxzyxzyxf ++−−−= .  

d) )7139,3813(),,( zyxzyxzyxf +−−+= . 

Câu 24: Cho ánh xạ tuyến tính 22: PP →f  có ma trận 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

426
502
131

A  

trong cơ sở { }321 ,, vvv=B ;  

2
1 33 xxv += , 2

2 231 xxv ++−= , 2
3 273 xxv ++= . Tìm )1( 2xf + . 

a) 22 89)1( xxxf ++=+ . 

b) 22 145622)1( xxxf ++=+ . 

c) 22 42513)1( xxxf −+=+ . 

d) 22 111914)1( xxxf ++−=+ . 

Câu 25: Cho ánh xạ tuyến tính 23: →f  có ma trận trong cơ sở 

{ })0,1,1((),1,0,1(),1,1,0(=B  của 3  và { })1,1(),1,1(' −=B  của 2  là  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

413
823

A . Tìm công thức xác định ảnh ),,( zyxf . 

a) )335,3159(
2
1),,( zyxzyxzyxf −+−+= . 
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b) )23319,5106(
3
1),,( zyxzyxzyxf +++−= . 

c) )7139,3813(2),,( zyxzyxzyxf +−−+= . 

d) )39,31030(),,( zyxzyxzyxf ++−−−= . 

Câu 26: Cho ánh xạ tuyến tính 32: →f  có công thức xác định ảnh 

)0,2,(),( yxyxf = . Tìm  ma trận của f  trong cơ sở { })1,1(),1,1( −=B  của 
2  và { })0,1,1((),1,0,1(),1,1,0('=B  của 3 .  

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

43
11
33

3
1 . 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

43
11
33

. 

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

13
31
31

2
1 . 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

53
34
22

3
1 . 

Câu 27: Cho ánh xạ tuyến tính 23: →f  có công thức xác định ảnh 

),(),,( zyxzyxzyxf −+++= . Tìm  ma trận A  của f  trong cơ sở  

{ })0,1,1((),1,0,1(),1,1,0(1 =B ,  { })1,0(),1,1(1' =B  và ma trận B  của f  trong 

cơ sở { })0,1,1(),1,0,0(),0,0,1(2 −=B , { })1,1(),1,1(2' −=B . 

a)   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
010
101

,
012
212

BA . 
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b)   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
010
001

,
022
222

BA . 

c)   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

110
001

,
212
012

BA . 

d)   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
012
311

,
524
123

BA . 

Câu 28:  Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

324
202
423

A .  Tìm đa thức đặc trưng 

( ) ( )IAP λλ −= det  

a) 2)1)(8()( λλλ +−=P . 

b) )1()8()( 2 λλλ +−−=P . 

c) )1()8()( 2 λλλ −+=P . 

d) 2)1)(6()( λλλ −−=P . 

Câu 29: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có công thức xác định ảnh 

)776,874,43(),,( zyxzyxzyxzyxf +−+−+−= . Tìm đa thức đặc trưng 
( ) ( )3det IdfP λλ −= . 

a) )3)(1)(8()( λλλλ −+−=P . 

b) )1()3()( 2 λλλ +−−=P . 

c) 2)1)(3()( λλλ +−=P . 

d) 2)1)(6()( λλλ −−=P . 

Câu 30: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có công thức xác định ảnh 

 )776,874,43(),,( zyxzyxzyxzyxf +−+−+−= . Tìm một cơ sở của 
không gian riêng ứng với giá trị riêng 1−=λ . 
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a) { })1,2,1( . 

b) { })3,1,2(,)1,2,1( − . 

c) { })0,1,1(),3,1,2( − . 

d) { })1,1,0(,)3,1,2( −− . 

Câu 31: Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
321
202

121
A .  

Tìm đa thức đặc trưng ( ) ( )IAP λλ −= det  

a) 2)1)(4()( λλλ +−=P . 

b) )2()4()( 2 λλλ −−=P . 

c) 2)2()( λλλ −−=P . 

d) )2)(1)(6()( λλλλ −−−=P . 

Câu 32: Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
321
202

121
A . Tìm một cơ sở của không gian 

riêng ứng với giá trị riêng 2=λ . 

a) { })3,1,2( − . 

b) { })1,0,1( . 

c) { })0,1,1(),3,1,2( − . 

d) { })1,1,0(,)3,1,2( −− . 

Câu 33: Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
382
140
575

A . Tìm ma trận P  sao cho APP 1−  

có dạng chéo. 
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a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
012
101

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
020
001

1APP . 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
012
101

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
010
001

1APP . 

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
123
102

112
P ,  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

200
020
001

1APP . 

d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
111

112
P ,  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
020
001

1APP . 

Câu 34: Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
132412
101910
6127

A . Tìm ma trận P  sao cho 

APP 1−  có dạng chéo. 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
012
101

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−

100
010
001

1APP . 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
012
101

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
010
001

1APP . 

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

610
501
312

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−

100
010
001

1APP . 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
523
110

112
P ,  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=−

100
010
001

1APP . 
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Câu 35: Cho ma trận  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
621
511

1562
A . Tìm ma trận P  sao cho APP 1−  

có dạng chéo. 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

123
512
121

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
030
001

1APP . 

b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

223
011
112

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
010
001

1APP . 

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

610
501
311

P ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
020
001

1APP . 

d) Không tồn tại ma trận P . 

Câu 36: Cho ánh xạ tuyến tính 22: PP →f  có công thức xác định ảnh 

( ) 2
210210210

2
210 )33()53()3( xaaaxaaaaaaxaxaaf +−++−++−=++

. Tìm đa thức đặc trưng ( ) ( )
2det PIdfP λλ −= . 

a) )3)(1)(8()( λλλλ −+−=P . 

b) )1()3()( 2 λλλ +−−=P . 

c) 2)2)(1()( λλλ +−=P . 

d) 2)1)(2()( λλλ −−=P . 

Câu 37: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có công thức xác định ảnh 

)4,2,22(),,( zyxzyxzyxzyxf ++−−+++= . Tìm một cơ sở của 3  gồm 
các véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính f : 

a)  )1,0,1(,)1,1,1(,)2,1,2( 321 ==−= vvv ; 

332211 3)(,3)(,)( vvfvvfvvf === . 
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b) )1,0,1(,)0,1,1(,)1,1,2( 321 ==−= vvv ; 

               332211 3)(,3)(,)( vvfvvfvvf ===  . 

c) )1,0,1(,)1,1,2(,)1,1,2( 321 ==−−= vvv ; 

              332211 3)(,3)(,)( vvfvvfvvf −=−==  . 

d) )1,0,1(,)1,1,0(,)3,1,2( 321 =−=−= vvv ; 

             332211 3)(,)(,)( vvfvvfvvf === . 

Câu 38: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có công thức xác định ảnh 

)3,242,3(),,( zyxzyxzyxzyxf ++++++= . Tìm một cơ sở của 3  để 
ma trận của ánh xạ tuyến tính f  trong cơ sở này có dạng chéo:  

 a) { })1,1,0(,)1,0,1(,)1,2,1( −− , ma trận của f   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

200
020
006

 . 

b) { })1,1,0(,)1,2,1(,)1,0,1( −− , ma trận của f   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

200
060
002

. 

c) { })2,1,1(,)1,2,1(,)1,0,1( −− , ma trận của f   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

200
060
002

. 

d) Cả ba trường hợp trên đều đúng. 

Câu 39: Cho ánh xạ tuyến tính 33: →f  có công thức xác định ảnh 

)496,375,254(),,( zyxzyxzyxzyxf +−+−+−= . Tìm một cơ sở của 3  
gồm các véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính f :  

a) )1,2,1(,)1,2,2(,)1,0,1( 321 −−=−=−= vvv  

332211 3)(,2)(,)( vvfvvfvvf === . 

b) )1,,1,0(,)1,0,1(,)1,2,1( 321 −=−== vvv  
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332211 2)(,2)(,6)( vvfvvfvvf === . 

c) Không tồn tại cơ sở gồm các véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính f . 

d) )1,1,0(,)0,0,1(,)2,1,1( 321 −=== vvv  

332211 )(,)(,4)( vvfvvfvvf === . 

Câu 40: Cho ánh xạ tuyến tính 22: PP →f  có công thức xác định ảnh 

( ) 2
2121210

2
210 )32()2()( xaaxaaaaaxaxaaf ++++++=++ . 

Tìm một cơ sở B  của 2P  gồm các véc tơ riêng của ánh xạ tuyến tính f :  

a) { }321 ,, vvv=B ; 2
1 21 xxv ++= , 12 =v , 2

3 xxv −= . 

   332211 )(,)(,4)( vvfvvfvvf === . 

b) { }321 ,, vvv=B ; 2
1 1 xxv +−= , 2

2 21 xxv ++= , 2
3 xxv −= . 

   332211 )(,4)(,)( vvfvvfvvf === . 

c) { }321 ,, vvv=B ; 2
1 xxv −= , 2

2 1 xxv −+= , 2
3 422 xxv ++= . 

   332211 4)(,)(,)( vvfvvfvvf === . 

d) Cả ba trường hợp trên đều đúng. 
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7.  CHƯƠNG 7: KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE DẠNG TOÀN 
PHƯƠNG 

7.1 MỤC TIÊU, YÊU CẦU, Ý NGHĨA  

Euclide là người đầu tiên đã trình bày toán học một cách hệ thống trong bộ 
sách "Cơ sở", trong đó Euclide đã xây dựng môn hình học chỉ dựa trên năm tiên 
đề. Cuốn sách này được dùng làm sách giáo khoa cho đến tận thế kỷ 19. Không 
gian Euclide ban đầu được hiểu như là không gian thực 3 chiều với hệ tiên đề 
Euclide. Sự mở rộng sang không gian nhiều chiều xuất phát từ những công trình 
của Banach (1892-1945), nhà toán học Ba Lan.  

Không gian afin được xây dựng trên cơ sở không gian véc tơ, trong đó ta chỉ 
khảo sát các phẳng và quan hệ song song. Không gian Euclide được xây dựng trên 
cơ sở không gian véc tơ Euclide, trong đó ta có thể tính được độ dài, quan hệ trực 
giao, khái niệm góc.... Mặt phẳng và không gian ta gặp trong chương trình phổ 
thông là các không gian Euclide.  

Không gian véc tơ Euclide là một không gian véc tơ với tích vô hướng. Tích 
vô hướng là một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương. Khái niệm tích vô 
hướng được khái quát hoá từ khái niệm tích vô hướng đã gặp ở phổ thông, trong đó 

tích vô hướng của hai véc tơ vu ,   là số thực ( )vuvuvu ,cos⋅=⋅ . 

Hai véc tơ được gọi là trực giao nhau nếu tích vô hướng của chúng bằng 0. Hệ 
véc tơ gồm các véc tơ trực giao nhau được gọi là một hệ trực giao. Véc tơ có tích 
vô hướng với chính nó bằng 1 được gọi là véc tơ đơn vị. Một hệ trực giao gồm các 
véc tơ đơn vị được gọi là hệ trực chuẩn. Cho một hệ véc tơ độc lập tuyến tính thì ta 
có thể tìm được một hệ trực chuẩn sao cho không gian sinh bởi hai hệ này là trùng 
nhau. Để tìm hệ trực chuẩn này ta sử dụng lược đồ trực chuẩn hoá Gram-Shmidt.  

Trong viễn thông người ta hay dùng phương pháp này trong lý thuyết truyền 
dẫn tín hiệu, trong đó mỗi tín hiệu được biểu diễn dưới dạng một hàm số theo thời 

gian t. Tích vô hướng của hai tín hiệu )(),( tgtf  là ∫=
b

a
dttgtftgtf )()()(),( . Lúc 

đó người ta tìm một hệ các tín hiệu chuẩn là một hệ trực chuẩn (bằng cách trực 
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chuẩn hoá Gram-Shmidt), còn các tín hiệu khác được biểu diễn dưới dạng tổ hợp 
tuyến tính của các tín hiệu chuẩn này. 

Ma trận trực giao là ma trận vuông có các véc tơ cột là một hệ trực chuẩn. Ma 
trận chuyển cơ sở của hai cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. Ma trận của ánh xạ 
trực giao trong cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. Ma trận trực giao khả nghịch 
và ma trận nghịch đảo bằng ma trận chuyển vị của nó. 

Bài toán chéo hoá trực giao ma trận vuông A  là tìm ma trận trực giao T  sao 

cho ATT t  là ma trận chéo. Ma trận vuông chéo hoá trực giao được khi và chỉ khi 
nó là ma trận đối xứng. Để chứng minh điều này ta sử dụng tự đồng cấu đối xứng. 

Khái niệm dạng toàn phương có rất nhiều ứng dụng.  

Một dạng toàn phương được xác định bởi duy nhất một dạng song tuyến tính 
đối xứng được gọi là dạng cực của dạng toàn phương đó. Ma trận của dạng cực 
cũng còn gọi là ma trận của dạng toàn phương. Vậy ma trận của một dạng toàn 
phương là ma trận đối xứng, do đó có thể chéo hoá trực giao được. Bằng phương 
pháp này ta có thể đưa biểu thức toạ độ của một dạng toàn phương về dạng chính 
tắc (chỉ chứa các thành phần bình phương, ma trận của nó có dạng chéo). Ngoài ra 
ta có thể đưa về dạng chính tắc bằng phương pháp Lagrange và phương pháp 
Jacobi, thuật biến đổi ma trận.... Khi đưa biểu thức toạ độ của một dạng toàn 
phương về dạng chính tắc bằng những phương pháp khác nhau thì các hệ số trên 
đường chéo của ma trận chéo có thể khác nhau, nhưng số các hệ số dương và hệ số 
âm luôn bằng nhau, được gọi là chỉ số quán tính của dạng toàn phương. Định lý 
Sylvester cho ta một tiêu chuẩn để nhận biết một dạng toàn phương là xác định 
dương hay xác định âm dựa vào các định thức con chính góc bên trái. 

Dựa vào tính bất biến của chỉ số quán tính của dạng toàn phương ta có thể 
ứng dụng để phân loại các đường bậc 2 trong mặt phẳng (các đường cô níc: đường 
êlíp, hyperbol, parabol. Đây là 3 đường cong cơ bản đã được khảo sát ở phổ thông 
dưới dạng phương trình chính tắc) và các mặt bậc 2 trong không gian. Thực hiện 
phép đổi trục toạ độ để đưa đường bậc 2 trong mặt phẳng và mặt bậc 2 trong không 
gian về dạng chính tắc.  

Hàm số chỉ đạt cực trị tại những điểm tới hạn (đạo hàm bậc nhất bằng 0 hoặc 
không tồn tại đạo hàm). Khi hàm một biến số có đạo hàm bậc 1 triệt tiêu tại một 
điểm nào đó thì số gia của hàm phụ thuộc vào dấu của đạo hàm bậc 2 tại điểm này. 
Khi hàm nhiều biến có các đạo hàm riêng cấp 1 bằng 0 tại điểm tới hạn tại một 
điểm nào đó thì số gia của hàm tại điểm này phụ thuộc vào vi phân bậc 2, đó là 
một dạng toàn phương. Tuỳ theo tính chất xác định dương, xác định âm hay không 
xác định của dạng toàn phương này ta có thể kết luận hàm số đạt cực tiểu, cực đại 
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hay không đạt cực trị tại điểm đã xét. Khi vi phân bậc 2 bằng 0 thì bài toán sẽ phức 
tạp hơn nhiều, nhưng rất may là trường hợp này ít gặp trong thực tế.  

Dạng toàn phương còn được sử dụng trong bài toán bình phương cực tiểu, 
trong quy hoạch động, phân loại các phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 2 
... 

Học viên nên áp dụng thành thạo lược đồ trực chuẩn hóa Gram-Shmidt. Đổi 
cơ sở để đưa biểu thức toạ độ của một dạng toàn phương về dạng chính tắc, đặc 
biệt chú trọng phương pháp chéo hóa trực giao. 

7.2 TÓM TẮT NỘI DUNG 

7.2.1  Dạng song tuyến tính   

Một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V  là một ánh xạ    
               : →×VVη  

           ),(     ),( vuvu ηa   

sao cho khi cố định mỗi biến thì nó trở thành ánh xạ tuyến tính đối với biến 
kia.  

   Dạng song tuyến tính η được gọi là có tính: 

 i)   Đối xứng: Nếu  ),(),( uvvu ηη =  với mọi  Vvu ∈, ; 

  ii)  Không âm: Nếu  0),( ≥uuη   với mọi  Vu∈ ; 

 iii) Không dương: Nếu  0),( ≤uuη   với mọi  Vu∈ ; 

 iv)  Xác định: Nếu  0),( =uuη   khi và chỉ khi  0=u . 

 Một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương được gọi là tích vô 
hướng. Ta thường ký hiệu tích vô hướng của u  và v  là vu,  thay cho ),( vuη . 

7.2.2  Không gian Euclide 

Một không gian véc tơ V  với một tích vô hướng <,> được gọi là không gian 
véc tơ Euclide. 

7.2.3  Chuẩn của véc tơ 

Với mỗi véc tơ Vv∈ ta định nghĩa và ký hiệu chuẩn hay mô đun của véc tơ v  
qua biểu thức:    vvv ,:= .   

Nếu 1=v  thì v  được gọi là véc tơ đơn vị. 
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7.2.4  Trực giao, trực chuẩn   

Hai véc tơ Vvu ∈,  gọi là trực giao nhau, ký hiệu vu ⊥ , nếu 0, =vu .  

Hệ các véc tơ { }nvvS ,...,1=  của V  được gọi là hệ trực giao nếu hai véc tơ bất 
kỳ của hệ S  đều trực giao nhau.  

Hệ trực giao các véc tơ đơn vị được gọi là hệ trực chuẩn. 

7.2.5  Trực chuẩn hoá Gram-Shmidt 

Giả sử { }nuuS ,...,1=  là một hệ độc lập tuyến tính các véc tơ của không gian 
Euclide .V  Khi đó ta có thể tìm được hệ trực chuẩn { }nvvS ,...,' 1=  sao cho  

{ } { } nkuuvv kk ,...,1;,...,span,...,span 11 == . 

 1=k : Vì hệ S  độc lập nên 01 ≠u .  Đặt  
1
1

1 u
uv =  . 

 2=k :  Xét 21122 , uvvuv +−= , ta có 02 ≠v . Đặt  
2

2
2 v

vv =  , hệ 

{ }21, vv  trực chuẩn và { } { }2121 ,span,span uuvv = .  

 Giả sử đã xây dựng được đến 1−k . Tức có { }11,..., −kvv trực chuẩn sao 
cho { } { }1111 ,...,span,...,span −− = kk uuvv .  

Tương tự trên ta xét   ∑
−

=
+−=

1

1
,

k

i
kiikk uvvuv  ta cũng có  0≠kv    

Đặt  
k

k
k v

vv =  thì  1,...,1; −=⊥ kivv ik . Vậy hệ { }kvv ,...,1  trực chuẩn và  

{ } { } { }kkkkk uuuvvvvv ,,...,span,,...,span,...,span 11111 −− == . 

7.2.6  Cơ sở trực chuẩn  

Một cơ sở của không gian véc tơ V  mà là hệ trực chuẩn được gọi là một cơ sở 
trực chuẩn. 

Mọi hệ trực chuẩn của V  đều có thể bổ sung thêm để trở thành cơ sở trực 
chuẩn.  

Giả sử { }nee ,...,1  là một cơ sở trực chuẩn của V thì với mọi Vvu ∈, , ta có 
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22

1
2

11

11

,...,

,,...,,,

,...,

n

nn

nn

evevv

eveueveuvu

eeveevv

++=

++=

++=

                        

7.2.7  Không gian con trực giao, phần bù trực giao 

  Véc tơ Vv∈  được gọi là trực giao với tập con VS ⊂ , ký hiệu Sv ⊥ , nếu 
uv ⊥  với mọi Su∈ . 

Tập con 1S  trực giao với tập con 2S , ký hiệu 21 SS ⊥ , nếu uv ⊥  với mọi 

21, SuSv ∈∈ .    

Nếu Sv ⊥  thì Sv span⊥ . 

Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của W thì Wv ⊥  khi và chỉ khi iev ⊥ , với mọi 
ki ,...,1=  . 

Với mọi tập con VS ⊂ . Ta ký hiệu  { }SuuvVvS ∈∀⊥∈=⊥ , . 

  Tập ⊥S  là không gian véc tơ con của  V .  

Với mọi không gian con W  của V . Ta có  ⊥
⊥
⊕= WWV ,  ( ) WW =

⊥⊥  

Hai không gian con ⊥WW ,  được gọi là phần bù trực giao của nhau. 

7.2.8  Ma trận trực giao 

Ma trận vuông A  được gọi là ma trận trực giao nếu IAAt = . 

Như vậy ma trận trực giao A  là khả nghịch và có tAA =−1 .   

Ma trận A  trực giao khi và chỉ khi các véc tơ cột và các véc tơ hàng của A  
tạo thành hai hệ trực chuẩn.  

Ta có  11 ±=⇒== AIAAt . 

Mọi ma trận vuông cấp 2 trực giao đều có dạng  

          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A     hay   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A . 

Ma trận của một hệ trực chuẩn viết trong cơ sở trực chuẩn là một ma trận trực 
giao. Đặc biệt mọi ma trận chuyển từ cơ sở trực chuẩn sang cơ sở trực chuẩn là ma 
trận trực giao. 
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7.2.9  Ánh xạ tuyến tính trực giao 

  Giả sử ( )VV  , ,  và ( )' , ,' VV  là hai không gian véc tơ Euclide. ánh xạ 

tuyến tính ': VVf →  được gọi là ánh xạ trực giao nếu với mọi Vvu ∈, :   

VV vuvfuf ,)(),( ' =   

Tự đẳng cấu f  là trực giao khi và chỉ khi ma trận của tự đẳng cấu f  trong 
một cơ sở trực chuẩn là một ma trận trực giao. 

7.2.10  Bài toán chéo hoá trực giao 

  Cho ma trận A  tìm ma trận trực giao T  sao cho ATT t  là ma trận chéo. 

  A  chéo hoá trực giao được khi và chỉ khi A  là ma trận đối xứng. 

7.2.11  Thuật toán chéo hoá trực giao 

Muốn chéo hoá trực giao một ma trận đối xứng A , nghĩa là tìm ma trận trực 

giao T  sao cho ATT t  có dạng chéo, ta thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Tìm các giá trị riêng của ma trân đối xứng A  (nghiệm của đa thức 
đặc trưng). 

Bước 2: Trong mỗi không gian riêng tìm một cơ sở và trực chuẩn hoá Gram-
Shmidt cơ sở này. 

Bước 3: Gộp các cơ sở đã được trực chuẩn hoá ở bước 2 ta có một cơ sở trực 
chuẩn của V . Ma trận các véc tơ của cơ sở này là ma trận trực giao T  cần tìm. 

7.2.12  Dạng song tuyến tính và dạng toàn phương 

Giả sử  →×VV:η  là một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V .  
{ }nee ,...,1=B  là một cơ sở của V   

Ma trận   [ ]ijaA =  ,   ),( jiij eea η=                 

được gọi là ma trận của dạng song tuyến tính η  trong cơ sở  B . 

nnexexuVu ++=∈∀ ...;  v, 11  và  nneyeyv ++= ...11  

   ∑∑
==

==

++++=
n

ji
jiij

n

ji
jiji

nnnn

yxayxee

eyeyexexvu

1,1,

1111

),(

)...,...(),(

η

ηη

  

được gọi là biểu thức toạ độ trong cơ sở B . 
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Ngược lại ánh xạ  →×VV:η  xác định bởi ∑
=

=
n

ji
jiij yxavu

1,
),(η  là một 

dạng song tuyến tính có ma trận  [ ]ijaA =  ,   ),( jiij eea η= . 

 Giả sử  →×VV:η  là dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V .    

Ánh xạ              : →VQ  

                     ),()(      vvvQv η=a  

 được gọi là một dạng toàn phương trên V . Do đó 

 ∑
=

=
n

ji
jiij xxavQ

1,
)( , với ∑

=
=

n

i
iiexv

1
 là biểu thức toạ độ trong cơ sở B . 

Một dạng toàn phương      : →VQ  là một hàm số xác định trong không gian 
véc tơ  V  có công thức xác định ảnh )(vQ  là một đa thức thuần nhất bậc hai đối 
với các toạ độ của véc tơ v  trong cơ sở bất kỳ. 

Mỗi dạng toàn phương Q  chỉ có duy nhất một dạng song tuyến tính đối xứng 
η , được gọi là dạng cực của Q , sao cho ),()( vvvQ η= . 

Nếu A  là ma trận của dạng cực η  của Q   thì A  cũng còn được gọi là ma trận 
của dạng toàn phương Q . 

7.2.13  Biểu thức toạ độ của dạng toàn phương trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử Q  là dạng toàn phương trong không gian véc tơ V . [ ]ijaA = , 

[ ]ijaA ''=  là hai ma trận của Q  trong hai cơ sở { }nee ,...,1=B . { }nee ',...,'1'=B  

của V  . Gọi [ ]ijtT =  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B  thì ATTA t=' .

   

7.2.14  Biểu thức toạ độ dạng chính tắc của một dạng toàn phương 

Ta cần tìm một cơ sở của V  để trong cơ sở này ma trận của dạng toàn phương 
là ma trận chéo, nghĩa là biểu thức toạ độ có dạng chính tắc: 

22
222

2
111 ...)( nnnxaxaxavQ +++=   

Đưa về chính tắc bằng chéo hoá trực giao: 
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Giả sử Q  là dạng toàn phương trong không gian Euclide V với cơ sở  trực 

chuẩn { }nee ,...,1=B  có ma trận  [ ]ijaA =  (ma trận đối xứng). Chéo hoá trực 

giao ma trận [ ]ijaA = , nghĩa là ta tìm được ma trận trực giao T  để ATT t  là ma 

trận chéo. T  là ma trận chuyển từ  cơ sở B  sang cơ sở trực chuẩn  'B  gồm các 
véc tơ riêng của A . Vì vậy biểu thức toạ độ của Q  trong cơ sở  'B  có dạng chính 
tắc. 

Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Lagrange: 

Giả sử trong cơ sở { }nee ,...,1=B  của không gian véc tơ V  (không giả thiết 
không gian Euclide) biểu thức toạ độ của dạng toàn phương Q  có dạng: 

    ∑
=

=
n

ji
jiij xxavQ

1,
)( ,   jiij aa =   , ∑

=
=

n

i
iiexv

1
. 

Ta thực hiện các phép đổi toạ độ sau: 

♦ Trường hợp 1: Giả sử có 0≠iia , chẳng hạn  011 ≠a  thì ta có thể sắp xếp 
lại:  

   ∑∑
==

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

n

ji
jiij

n

i
i

i xxax
a
axxavQ

2,2 11

1
1

2
111 2)(         

                     ∑∑
==

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

n

ji
jiij

n

i
i

i xxax
a
axa

2,

2

2 11

1
111 '        

Đặt  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

+= ∑
=

njxy

x
a
axy

jj

n

i
i

i

,...,2    ;  
2 11

1
11   thì     ∑

=
+=

n

ji
jiij yyayavQ

2,

2
111 ')(  

Tiếp tục quá trình này với biểu thức  ∑
=

n

ji
jiij yya

2,
' . 

♦ Trường hợp 2: Nếu mọi 0=iia  thì tồn tại 0≠ija , chẳng hạn 012 ≠a . 

Đặt 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
−=
+=

njyx
yyx
yyx

jj ,...,3  ;  
212

211
 thì  ∑∑

==
==

n

ji
jiij

n

ji
jiij yyaxxavQ

1,1,
')(  
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có  0' 1211 ≠= aa , vì vậy ta có thể đưa về trường hợp 1. 

Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Jacobi: 

Cho dạng toàn phương Q  trong không gian véc tơ V (không giả thiết không 
gian Euclide) với dạng cực tương ứng η  và có ma trận trong cơ sở { }nee ,...,1=B  

là [ ]ijaA = :   ),( jiij eea η= ; nji ,...,1, = .  

 Nếu các định thức con chính của A  đều khác  không: 

0111 ≠= aD ,  0
2221

1211
2 ≠=

aa
aa

D , ... ,  0
...

...

1

111
≠=

nnn

n

n
aa

aa
D MOM  

thì với mỗi nj ,...,1=  các hệ phương trình Cramer sau  

         

1...
.............................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=+++

=+++

       jjjjj

jj

jj

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

          

luôn có nghiệm duy nhất ký hiệu là ( )jjjj ααα ,....,, 21 . 

Xét hệ véc tơ     

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=

+=
=

nnnnnn eeef

eef
ef

ααα

αα
α

....
.........................................

2211

2221122

1111

       

 thì biểu thức toạ độ của Q  trong cơ sở { }nff ,...,' 1=B  có dạng chính tắc: 

nn fyfyv ++= ...11   ⇒ 212
2

2

12
1

1
...1)( n

n

n y
D

Dy
D
Dy

D
vQ −+++= . 

7.2.15  Luật quán tính 

 Số các hệ số dương và số các hệ số âm trong dạng chính tắc của một dạng 
toàn phương Q  là những bất biến của dạng đó (tức là không phụ thuộc vào việc 
lựa chọn cơ sở).  Số các hệ số dương được gọi là chỉ số quán tính dương và số các 
hệ số âm được gọi là chỉ số quán tính âm. 

Giả sử ),( qp  là cặp chỉ số quán tính dương và âm của dạng toàn phương Q  
trong không gian n  chiều V  thì rqp =+  (hạng của Q ). 
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Nếu nr =  thì Q  được gọi là không suy biến;  

                 np =  thì Q  được gọi là xác định dương; 

               nq =  thì Q  được gọi là  xác định âm. 

Định lý Sylvester: Giả sử dạng toàn phương Q  có ma trận là A  trong một cơ 
sở nào đó của V . Khi đó: 

(i) Q  xác định dương khi và chỉ khi các định thức con góc trái của A  luôn 
dương. 

(ii) Q  xác định âm khi và chỉ khi các định thức con góc trái cấp chẵn là 
dương và cấp lẻ là âm. 

 

7.3 CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Câu 1: 2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , biểu thức nào sau đây của η  xác định một 

dạng song tuyến tính của không gian véc tơ 2 .  

a)   ( ) 2
22

2
112211 )()(),(),,( yxyxyxyx ++−=η  . 

b)  ( ) 2
21

2
212211 )()(),(),,( yyxxyxyx −+−=η . 

c)   ( ) 2121212211 5132),(),,( yyyxxxyxyx −+=η . 

d) ( ) 2121212211 532),(),,( yyyxxxyxyx +−+=η . 

Câu 2: 2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , dạng song tuyến tính η  nào sau đây của 

không gian véc tơ 2  có tính xác định.  

a) ( ) 2121212211 5132),(),,( yyyxxxyxyx −+=η . 

b) ( ) 211221212211 4263),(),,( yyyxyxxxyxyx −+−=η . 

c)   ( ) 211221212211 10452),(),,( yyyxyxxxyxyx +++=η . 

d) ( ) 2112212211 58),(),,( yyyxyxyxyx ++=η . 

Câu 3: 2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , dạng song tuyến tính η  nào sau đây của 

không gian véc tơ 2  có tính đối xứng.  

a) ( ) 2121212211 62),(),,( yyyxxxyxyx ++=η . 

b) ( ) 211221212211 323),(),,( yyyxyxxxyxyx +++=η . 
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c)   ( ) 211221212211 2442),(),,( yyyxyxxxyxyx −+−=η . 

d) ( ) 2112212211 3),(),,( yyyxyxyxyx −+=η . 

Câu 4: 2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , dạng song tuyến tính η  nào sau đây của 

không gian véc tơ 2  là một tích vô hướng.  

a) ( ) 2121212211 82),(),,( yyyxxxyxyx −+=η . 

b) ( ) 211221212211 253),(),,( yyyxyxxxyxyx +++=η . 

c)   ( ) 211221212211 32),(),,( yyyxyxxxyxyx +−+=η . 

d) ( ) 2112212211 32),(),,( yyyxyxyxyx ++=η . 

Câu 5:  Giả sử ,  là một tích vô hướng của không gian véc tơ V . Điều 
nào sau đây không đúng. 

a)  Nếu 0, =vu  với mọi Vv∈  thì 0=u . 

b)  vvuuvuvu ,,, +=++ . 

c) 0, >uu  với mọi Vu∈  và 0≠u . 

d)  vukkvkukVvu ,,;,, 2=∈∀∈∀ . 

Câu 6: 2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , 

( ) 211221212211 3),(),,( yyyxyxxxyxyx +−−=η  xác định một tích vô hướng 

của không gian véc tơ 2 . Tìm  mô đun v , )4,3(=v . 

a) 33=v . 

b) 5=v . 

c) 12=v . 

d) 1=v . 

Câu 7: Trong không gian véc tơ 3  xét tích vô hướng thông thường. Tìm 

véc tơ u  trực chuẩn hoá của véc tơ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
1,1,

5
2v . 

a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
1,1,

5
2u . 
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b) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
1,5,

5
2u . 

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

30
1,

30
5,

30
2u . 

d) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

30
1,30,

30
2u . 

Câu 8: Ký hiệu vvv ,=  là mô đun của véc tơ v  trong không gian véc 

tơ Euclide V . Điều nào sau đây không đúng. 

a)  0≥v ; và 0=v  khi và chỉ khi 0=v . 

b)  vkkv = . 

c)  uvuv +≤+ . 

d) uvuv −≤−  . 

Câu 9: Cho không gian véc tơ Euclide V  với tích vô hướng , . Điều nào 
sau đây không đúng. 

a)  vu =  khi và chỉ khi 0, =−+ vuvu . 

b) 22
2
1

2
1, vuvuvu −−+= . 

c)  222 vuvu +=+  khi và chỉ khi vu ⊥ . 

d)   22
4
1

4
1, vuvuvu −−+= . 

Câu 10: Ta gọi vuvud −=),(  là hàm khoảng cách trong không gian véc 
tơ Euclide V . Điều nào sau đây không đúng. 

a)  0),( ≥vud ; và 0),( =vud  khi và chỉ khi  vu = . 

b)  ),(),( 2 vudkkvkud = . 

c)  ),(),(),( vwdwudvud +≤ . 

d) ),(),( uvdvud =  . 

Câu 11: Trong không gian véc tơ 3  xét tích vô hướng thông thường. 
Tìm một véc tơ đơn vị w  trực giao với hai véc tơ  ( ) ( )3,1,0,3,2,1 21 == uu . 
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a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
11
1,

11
3,

11
1w . 

b) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
10
1,

10
3,0w . 

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=
11
1,

11
3,

11
1w . 

d) ( )13,1 −−=w . 

Câu 12: Trong không gian véc tơ 2  xét tích vô hướng thông thường. 
Trực chuẩn hoá Gram-Shmidt của hệ véc tơ ( ) ( )0,2,2,1 21 =−= uu . 

a) ( )0,1,
5

2,
5

1
21 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= vv . 

b) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

5
1,

5
2,

5
2,

5
1

21 vv . 

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 0,

5
2,

5
2,

5
1

21 vv . 

d) ( )1,2,
5

2,
5

1
21 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= vv . 

Câu 13: Trong không gian véc tơ 3  xét tích vô hướng thông thường. 
Trực chuẩn hoá Gram-Shmidt của hệ véc tơ 

( ) ( ) ( )1,0,0,1,1,0,1,1,1 321 === uuu .  

a) ( )1,0,0,
2

1,
2

1,0,
3

1,
3

1,
3

1
321 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= vvv . 

b) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1,

2
1,0,

6
2,

6
1,

6
1,

3
1,

3
1,

3
1

321 vvv . 

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1,0,

2
1,

6
1,

6
1,

6
2,

3
1,

3
1,

3
1

321 vvv . 

d) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1,

2
1,0,

6
1,

6
1,

6
2,

3
1,

3
1,

3
1

321 vvv . 

Câu 14:  
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2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , ( ) 211221212211 522),(),,( yyyxyxxxyxyx +−−=η  

xác định một tích vô hướng của không gian véc tơ 2 . Trực chuẩn hoá Gram-
Schmidt cơ sở { })1,0(,)0,1( 21 == ee  của  2 . 

a) )1,0(,)0,1( 2211 ==== evev . 

b) )1,2(,)0,1( 211 === vev . 

c) )1,0(,)2,1( 221 === evv . 

d) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
1,

5
2,

5
2,

5
1

21 vv . 

Câu 15: Trong không gian véc tơ 4  xét tích vô hướng thông thường. 
Tìm một cơ sở của không gian W  gồm các véc tơ trực giao với hai véc tơ 

( ) ( )8,7,5,3,4,3,2,1 21 −=−= uu . 

a) )4,5,3,1(),4,0,1,3( 21 −=−= vv . 

b) )2,3,1,1(),0,3,1,2(),6,0,1,4( 321 −=−== vvv . 

c)  )1,0,4,4(),0,1,2,1( 21 == vv . 

d) )2,1,6,5(),0,2,4,2( 21 == vv . 

Câu 16: Trong không gian véc tơ 5  xét tích vô hướng thông thường. 

Tìm một cơ sở của phần bù trực giao ⊥W  của không gian  

               ( ) ( ){ }1,2,7,4,2,2,1,3,2,1span 21 −=−== uuW . 

a)  ( ) ( ) ( ){ }0,1,4,0,13,1,0,5,0,17,0,0,0,1,2 321 −=−=−= vvv . 

b)  ( ) ( ){ }1,0,5,0,17,0,0,0,1,2 21 −=−= vv . 

c)  ( ) ( ) ( ){ }0,1,4,0,13,1,0,5,0,7,0,0,0,1,2 321 −==−= vvv . 

d)  ( ) ( ) ( ){ }1,0,5,1,15,1,0,5,0,17,0,0,0,1,2 321 −−=−=−= vvv . 

Câu 17: Giả sử 21, WW  là hai không gian véc tơ con của không gian véc tơ 
Euclide V . Điều nào sau đây không đúng. 

a)  ( ) ⊥⊥⊥ ∩=+ 2121 WWWW . 

b)  ( ) ⊥⊥⊥ +=∩ 2121 WWWW . 

c)  ( ) ⊥⊥⊥ ∪=∩ 2121 WWWW . 
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d)  ⊥⊥ ⊃⇒⊂ 2121 WWWW . 

Câu 18: Xác định xem cơ sở nào sau đây là cơ sở trực chuẩn của không 

gian véc tơ 3 . 

a)  ( ) ( ) ( ){ }1,0,2,1,1,0,1,1,1 − . 

b)  ( ) ( ) ( ){ }1,0,1,1,0,2,2,2,1 − . 

c)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2,

3
2,

3
1,

3
2,

3
1,

3
2,

3
1,

3
2,

3
2 . 

d)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
1,

6
1,

3
1,

2
1,

6
1,

3
1,

2
1,

6
1,

3
1 . 

Câu 19: Ma trận nào sau đây không phải là ma trận trực giao 

a)   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100
0cossin
0sincos

ϕϕ
ϕϕ

. 

b)   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
5
3

5
4

5
4

5
3

. 

c)   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

3
2

3
2

3
1

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

. 

d)    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

0
2

1
2

1
2

10
2

1
2

1
2
10

. 

Câu 20: Cho ma trận trực giao A . Điều nào sau đây không đúng 

a) Hệ các véc tơ cột của A  là một hệ trực chuẩn. 

b) Hệ các véc tơ hàng của A  là một hệ trực chuẩn. 
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c)  Định thức của A  luôn bằng 1. 

d)  Tồn tại ma trận nghịch đảo tAA =−1 . 

Câu 21: Điều nào sau đây không đúng. 

a) Ma trận của một hệ trực chuẩn trong cơ sở bất kỳ là một ma trận trực 
giao. 

b) Nếu A  là ma trận trực giao thì tA  cũng là ma trận trực giao. 

c)  Ma trận trực giao chỉ nhận các giá trị riêng là 1 hoặc 1− . 

d) Nếu BA,  là hai ma trận trực giao thì AB  cũng là ma trận trực giao. 

Câu 22: Tìm zyx ,,  sao cho ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

2
1

2
10

3
2

3
2

3
1

zyxA  là ma trận trực 

giao và 1det =A . 

a)  
3
1,

3
1,

3
2

=
−

== zyx . 

b)  
23
1,

23
1,

23
4 −

=
−

== zyx . 

c) 
23

1,
23

1,
23
4

==
−

= zyx . 

d)  2,2,24 ==−= zyx . 

Câu 23: Điều nào sau đây không đúng 

a) Tự đồng cấu f  là tự đồng cấu trực giao khi và chỉ khi ma trận của f  
một trong cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. 

b) Tự đồng cấu f  là tự đồng cấu đối xứng khi và chỉ khi ma trận của f  
một trong cơ sở trực chuẩn là ma trận đối xứng. 

c) Mọi ma trận đối xứng đều chéo hoá trực giao được. 

d) Ma trận đối xứng chỉ nhận các giá trị riêng khác 0. 
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Câu 24: Cho 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
312
132

220
A . Tìm ma trận trực giao P  sao cho APPt  

có dạng chéo.  

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

612131
612131

62031
P  ,  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

900
050
003

1APP . 

b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

312161
312161
31062

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=−

400
040
002

1APP . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

62031
612131
612131

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
030
000

1APP . 

d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

31062
312161
312161

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

600
060
000

1APP . 

Câu 25:  Cho 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

222
251
215

A . Tìm ma trận trực giao P  sao cho APPt  

có dạng chéo.  

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

612131
612131

62031
P  ,  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

900
050
003

1APP . 

b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

312161
312161
31062

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=−

400
040
002

1APP . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

62031
612131
612131

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

300
030
000

1APP .  
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d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

31062
312161
312161

P  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

600
060
000

1APP . 

Câu 26: Viết ma trận của dạng toàn phương Q  trong cơ sở chính tắc:  

  323121
2

3
2

2
2

1321 24223),,( xxxxxxxxxxxxQ +−+−+=  

a)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

124
222
423

A . 

b)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

100
220
423

A . 

c)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

112
121
213

A . 

d)  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

124
222
423

A . 

Câu 27: Cho dạng toàn phương     : 2 →Q  xác định bởi 

22 62),( yxyxyxQ +−= . Tìm ma trận của Q  trong cơ sở 
{ })1,1(,)0,1( 21 == vv  

a)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
32

. 

b)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

31
12

. 

c)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
16
62

. 

d)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
62

. 
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Câu 28: Cho dạng toàn phương     : 3 →Q  xác định bởi 

yzxzxyzyxQ ++=),,( . Tìm chỉ số quán tính dương p  và chỉ số quán 
tính âm q . 

a)  2,1 == qp . 

b)  1,2 == qp . 

c)  1,1 == qp . 

d)  2,0 == qp . 

Câu 29: Cho dạng toàn phương     : 4 →Q  xác định bởi 

ytyzxytzyxtzyxQ 242223),,,( 2222 +−+−−+= . Tìm chỉ số quán tính 
dương p  và chỉ số quán tính âm q . 

a)  3,1 == qp . 

b)  1,3 == qp . 

c)  2,2 == qp . 

d)  2,1 == qp . 

Câu 30:  Cho dạng toàn phương     : 3 →Q  xác định bởi 

yzxzxyzyxzyxQ 444),,( 222 +++++= . Tìm một cơ sở { }321 ,, vvv  của 
3  sao cho biểu thức toạ độ của Q  trong cơ sở này có dạng chính tắc. 

321),,( ZvYvXvzyx ++= ; 222),,( ZYXzyxQ γβα ++=  

a) ;
6
2,

6
1,

6
1,0,

2
1,

2
1,

3
1,

3
1,

3
1

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= vvv  

 1,1,5 ==−= γβα . 

b)  ;
6
2,

6
1,

6
1,0,

2
1,

2
1,

3
1,

3
1,

3
1

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= vvv  

  1,1,5 −=−== γβα . 

c)  ;
3
2,

3
1,

3
2,

3
2,

3
2,

3
1,

3
1,

3
2,

3
2

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= vvv  

  1,1,3 −=−== γβα . 
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d) ;
3
2,

3
1,

3
2,

3
2,

3
2,

3
1,

3
1,

3
2,

3
2

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= vvv  

  1,5,5 −=== γβα . 

Câu 31: Cho dạng toàn phương     : 3 →Q  có ma trận trong cơ sở chính 

tắc 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
1442

4142
2217

A . Tìm một cơ sở { }321 ,, vvv  của 3  sao cho biểu thức 

toạ độ của Q  trong cơ sở này có dạng chính tắc. 321),,( ZvYvXvzyx ++= ; 
222),,( ZYXzyxQ γβα ++= . 

a) ;
18
1,

18
1,

18
4,

2
1,

2
1,0,

3
2,

3
2,

3
1

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= vvv  

 18,18,9 === γβα . 

b)  ;
6
2,

6
1,

6
1,0,

2
1,

2
1,

3
1,

3
1,

3
1

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= vvv  

  10,10,5 === γβα . 

c)  ;
3
2,

3
1,

3
2,

3
2,

3
2,

3
1,

3
1,

3
2,

3
2

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= vvv  

  1,5,3 −=== γβα . 

d) ;
3
2,

3
1,

3
2,

3
2,

3
2,

3
1,

3
1,

3
2,

3
2

321 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= vvv  

  2,1,1 === γβα . 

Câu 32: Với giá trị nào của tham số m  thì dạng toàn phương 

    : 3 →Q ,   xzmxyzyxzyxQ 2232),,( 222 ++++=   xác định dương. 

a)  1=m . 

b)  3
5<m . 

c)  0≠m . 

d)  0>m . 
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Câu 33: Cho dạng toàn phương     : 3 →Q  có ma trận trong cơ sở chính 

tắc 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

521
21
11

m
m

A . Với giá trị nào của tham số m  thì dạng toàn phương Q , 

xác định dương. 

a)  1>m . 

b)  
3

1
<m . 

c)  0≠m . 

d)   0
5
4

<<
− m . 

Câu 34: Với giá trị nào của tham số m  thì dạng toàn phương 

    : 3 →Q ,   yzmxzmxymzyxzyxQ 44244),,( 222 +−++−−=   xác định âm. 

a)  1−>m . 

b)  2<m . 

c)  12 −<<− m . 

d)  2−≥m . 

Câu 35: Tìm k  để dạng song tuyến tính xác định như sau 

2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , ( ) 211221212211 33),(),,( ykyyxyxxxyxyx +−−=η  

là một tích vô hướng của không gian véc tơ 2 . 

a) 9>k . 

b)  0>k . 

c)  90 << k . 

d)  0≠k . 

Câu 36: Tìm điều kiện dcba ,,,  để dạng song tuyến tính xác định như sau 

2
2211 ),(),,( ∈∀ yxyx , ( ) 211221212211 ),(),,( ydyycxybxxaxyxyx +++=η  

là một tích vô hướng của không gian véc tơ 2 . 

a) 0,0,0,0 >>>> dcba .  

b) 0,0,0 >−>> bcadda . 
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c) 0,,0 >−=> bcadcba  . 

d) 0,0,0 <−>> bcadda . 

Câu 37: Hãy đưa các đường bậc hai có phương trình sau về dạng chính 

tắc và viết tên chúng   0180383 22 =+−+ yxyx . 

Câu 38: Hãy đưa các đường bậc hai có phương trình sau về dạng chính 

tắc và viết tên chúng    01641294 22 =++−++ yxyxyx . 

Câu 39: Hãy đưa các mặt bậc hai có phương trình sau về dạng chính tắc 

và viết tên chúng   246012124421077 222 =++−+−−++ zyxyzxzxyzyx . 

Câu 40: Hãy đưa các mặt bậc hai có phương trình sau về dạng chính tắc 
và viết tên chúng  01266222 =−−−++ zyxyzxzxy . 
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ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP 

CHƯƠNG 1 
 

Câu Đáp án Câu Đáp án 

1 c 21 a) 120,  b) 48,  c) 72,  d) 250 

2 d 22 c 

3 b 23 d 

4 c 24 d 

5 d 25 b 

6 d 26 b 

7 b 27 a) 210,  b) 62,  c) 203,  d)  70 

8 a 28 d 

9 d 29 a 

10  30 b 

11 d 31 c 

12  32 a 

13 c 33 c 

14  34 b 

15 d 35 c 

16 c 36 a,c,d tương đương 

17 b 37 b 

18 c 38 b 

19 b   

20    
 

Câu 3, 4, 5, 6, 7: Sử dụng lôgích mệnh đề. 

Câu 9: a) Không đối xứng.  b), c) Không bắc cầu.   
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Câu 10:  Lớp tương đương của a  là { }0)1)(( 22 =−++−∈= axxaxaxa  

 

{ }
{ }

{ }⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−

≠<
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −±−

=−

>

=

322,

3132234,

312,

32

2

aaa

aaaaa

aaa

aa

a

   nÕu                         

 vµ  nÕu  

   nÕu                           

        nÕu                              

 

a) { }a   b)  { }aa 2,−   c)   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −±− 234, 2aaa   d)  { }  2, aa −  

Câu 12:   

a)  { }1≤∈= xxA ,    { }22 <∈= xxB . 

b)  { }22 <∈= xxA ,    { }2<∈= xxB . 

c)  { }2<∈= xxA ,    { }2≤∈= xxB . 

d)  { }2,0 2 <<∈= xxxA  

Câu 13:  Giải phương trình  yxf =)( . 

Câu 14:  a) 
⎩
⎨
⎧

−
=

lÎ    nÕu

ch½n    nÕu

nn
nn

ngf
    1

        
)(o ,     

   b)  nngnfg == )2()(o ;  với mọi số nguyên n . 

 c)  nnff 4)( =o  

 d)  ffgf =oo  

Câu 20:  a) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1342
4321

μσ o ,     

b) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2431
4321

σμ o  

c) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

2143
43211σ  

d) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

1423
43211μ  . 
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Câu 15, 16, 17, 18, 19: Sử dụng lôgích mệnh đề, định nghĩa và các tính chất 
của ánh xạ. 

Câu 29:  ∑
=

−=+
31

0

31
31

31 1937)1937(
k

kkkC ;  Đặt  kkk
k Ca −= 31

31 1937  

Xét    14,20
56

11281
37
19

31
1

1937

1937
13111

31

31
31

1
=<⇔<⋅

−
+

==
−−++

−

+
k

k
k

C

C
a
a

kkk

kkk

k

k    

⇒    20≤∀k  ta có: 211 aaaa kkk <⇒< +  

        21≥∀k  ta có: 211 aaaa kkk ≤⇒> +  

Vậy   102110
31

102121
3121 19.3719.37 CCaaMax ===  . 

Câu 30, 31, 32, 33, 34: Sử dụng trực tiếp định nghĩa phép hợp thành, nhóm, 
vành và trường. 

Câu 35:  

 a)  Nếu yxxy =  thì ( ) ∑
=

−=+
m

k

kmkk
m

m yxCyx
0

.  Giả sử 0,0 21 == nn yx  thì 

( ) 021 =+ +nnyx . 

b) Nếu yxxy =  thì ( ) mmm yxxy = .  

Giả sử 0,0 21 == nn yx  thì ( ) 021 =+nnxy . 

d)  Nếu  0=nx  thì  ( )( ) 1....11 1 =+++− −nxxx . 

   ( ) 11 ....11 −− +++=−⇒ nxxx . 

Câu 37:   Từ   xzxx =∧∨ )'(    và  zzyzy =∧∨∧ )()'(  

⇒  mạng tương đương đơn giản hơn có dạng zx∨ . 

Câu 38:   Công thức Boole tương ứng của mạng  

     [ ]( ))'()'()( zyzyxzyxA ∧∨∧∧∨∧∧=  

 [ ] )()'()'()( zyxzyzyzyx ∨∧=∧∨∧∨∧∧=  

⇒   mạng tương đương đơn giản hơn có dạng  )( zyx ∨∧ . 
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CHƯƠNG 2 
 

Câu Đáp án Câu Đáp án 

1 d 16 a) 3 ; b) 2 ; c)  3 ; d)  3 

2 c 17 c 

3 b 18 a 

4 c 19 c 

5 c 20 c 

6  21 b 

7 b 22 c 

8 a 23 d 

9 c 24 a 

10 b 25 c 

11 c 26 d 

12 c 27  

13 b 28  

14 a) 3 ; b) 2 ; c)  1 ; d)  3 29  

15 c 30  
 

Câu  1, 2, 3, 4, 5: Sử dụng trực tiếp định nghĩa không gian véc tơ và không 
gian véc tơ con. 

Câu  6:  a)   Giải hệ phương trình  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=−+

=++

15   85
2673

7   32

γβα
γβα
γβα

   

  ⇒    0;5;11 =−== γβα    ⇒    321 0)5(11 vvvu +−+= .   

Giải các hệ phương trình tương tự ta có các kết quả sau  

  b)     321 )1(53 vvvu −++=   c)     321 32 vvvu ++= . 

 d)     321 vvvu ++= . 
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Câu 7:  Bài toán tương đương với việc tìm giá trị của λ để hệ phương trình 

sau có nghiệm    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=−+

=++

λγβα
γβα
γβα

   85
2673

7   32
     ⇒  λ = 12. 

Câu 8: Thực hiện các phép biến đổi sơ cấp và áp dụng định lý 2.17 suy ra: 

a) là một hệ sinh của  3;      b) c) d) không phải là hệ sinh của  3 . 

Hoặc hệ phương trình 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=−+
=++

c
b

a

   5 3
  2

 32

γβα
γβα
γβα

   

 luôn có nghiện với mọi  3),,( ∈cba  còn hệ phương trình tương ứng với 

trường hợp b) c) d)  không phải luôn có nghiện với mọi  3),,( ∈cba . 

Câu 10:  a) Hai véc tơ vu,  tỷ lệ với nhau nên phụ thuộc tuyến tính; 

 Bằng hai phương pháp như câu 8) suy ra: 

 b) độc lập tuyến tính;  c) d) phụ thuộc tuyến tính. 

Câu 11:  Áp dụng định lý 2.17 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

−−−−
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

21021
02121
2121

2121
2121
2121

λ
λ

λλλ

λ
λ

λ
 

          (nếu 21−≠λ )         
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

−−−−−
↔

2100
0210
21211

λ
λ

λλλ
 

Vậy hệ véc tơ phụ thuộc tuyến tính khi 1=λ  hay 21−=λ . 

Câu 17:  Bằng phương pháp tương tự ví dụ 2.14, thực hiện các phép biến đổi 
sơ cấp và áp dụng định lý 2.17, nhận xét 2.18 suy ra: 

{ } 2,,dim 3211 == vvvrV , { } 2,,dim 3212 == uuurV ,  

( ) { } ( ) 1322dim3,,,,,dim 2132132121 =−+=∩⇒==+ VVuuuvvvrVV . 

Câu 18, 19: được giải tương tự.   
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CHƯƠNG 3 

 

Câu Đáp án Câu  Đáp án 

1 b 11 a 

2 c 12 a 

3 a 13 c 

4 d 14 a 

5 c 15 b 

6 a 16 d 

7 b 17 c 

8 d 18 c 

9 d 19 a 

10 b 20 b 
 

Câu 11:  Quy nạp theo n .      

Câu 12:     I=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

4

01
10

 

⇒    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

103

01
104

01
10

01
10

5002003
. 

Câu 13:  Nếu tồn tại BA,  sao cho IBAAB =−  thì ( ) 0Tr =− BAAB  nhưng 
nI =Tr  vô lý. 

Câu 14:  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= n

n
n

z
xA
0

*  

1  ,1        1        ±=±=⇒==⇒= zxzxIA nnn . 

♦ 1±== zx    ⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ±
=

10
1 ny

An    ⇒   0=y . 

♦ 1±=−= zx    ⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
012A    ⇒   y  tùy ý. 
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CHƯƠNG 4 

 

Câu Đáp án Câu Đáp án 

1 b 14 c 

2 c 15 b 

3 a 16 d 

4 d 17 b 

5 c 18 a 

6 c 19 c 

7 a 20 b 

8 b 21 a 

9 d 22 d 

10 c 23 c 

11 b 24 b 

12 a 25 c 

13 a   
 

Câu 9: Khai triển Laplace theo 2 hàng đầu ta được 

( ) 790
152

324
321

1
31
42 2121 =

−
−−

−
= +++D . 

Câu 10:  Áp dụng định thức Vandermond có các phần tử tương ứng x,4,2,1−  
ta có 

 )4)(2)(1(30 −−+= xxxD . 

Câu 11: Khai triển Laplace theo hàng thứ ba và thứ tư ta được 

( ) 115
531
323

102
1

54
23 2143 −=

−−
−−

−
= +++D . 
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Câu 14:   )1)(5)(4(
41

14
23

det −+−== mmm
m

m
m

A . 

Vậy A  khả nghịch khi 1,4,5−≠m . 

Câu 17:  Áp dụng cônh thức 4.19    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
247
341
114

A  có 7det −=A . 

4
24
34

)1( 11
11 −=

−
−

−= +A ,   23
27
31

)1( 21
12 −=

−
−= +A , 

32
47

41
)1( 31

13 −=
−

−= +A ,   2
24
11

)1( 12
21 =

−
−

−= +A  ,  

15
27
14

)1( 22
22 =

−
−= +A  ,  23

47
14

)1( 32
23 =

−
−= +A ,  

1
34
11

)1( 13
31 =

−
−

−= +A , 11
31
14

)1( 23
32 =

−
−

−= +A , 

15
41
14

)1( 33
33 =−= +A , 

Vậy  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

−
=−

152332
111523
124

7
1

15111
23152
32234

7
11

t

A . 

Câu 19:  a)  ( )( ) 111 ...... −−− +++=⇒=+++− mm AAIAIAAIAI . 

b)  ( ) AIAIAAAAI −=⇒=−=− − 333 12 . 

d)   CBACAABAAA =⇒=⇒∃⇒≠ −−− 111 )()(0det . 

Câu 22:  3)1)(3()det( −+= mmA  . 

Khi 1,3−≠m  hạng 4)( =Ar . 
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Khi 1=m  ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1111
1111
1111
1111

A  suy ra hạng 1)( =Ar . 

      Khi 3−=m  ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

1113
1131
1311
3111

A , định thức 

0
113
131
311
≠

−
−

−
 

suy ra hạng 3)( =Ar . 
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CHƯƠNG 5 
 

1 d 16 b 

2 b 17 d 

3 a 18 b 

4 b 19 a 

5 b 20 c 

6 c 21 b 

7 a 22 d 

8 c 23 b 

9 b 24 a 

10 d 25 c 

11 b 26 b 

12 d 27 d 

13 b 28 a 

14 a 29 c 

15 c 30 b 
 

Sử dụng phương pháp khử Gauss ta có trhể giải các bài tập từ câu 7- câu 25. 

Câu 17: Ta thực hiện các phép biến đổi tương đương lên các hàng của ma 
trận bổ sung của hệ phương trình 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

53280
02280
01140
23152

7332
471144
45364
23152

471144
45364
7332
23152

~

mm

m
A

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
↔

51000
00000
01140
24092

51000
00000
01140
23152

mm

.   
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Hệ tương đương  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−+−
=++

5)1(
04
2492

4

432

421

xm
xxx
xxx

 

Khi  1=m  hệ vô nghiệm. 

Khi  1≠m  hệ có nghiệm  

,
1

10
2
91,

1
54,

1
5

21234 −
−−=

−
+=

−
=

m
xx

m
xx

m
x  

2x  tùy ý. 

Câu 24: Véc tơ ),,( cba  thuộc vào không gian con sinh bởi 321 ,, vvv khi và 
chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−
=+

czy
bzyx
ayx

42
3

2
 

Ma trận bổ sung  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

ba
c
b

a
c
b

c
b
a

A
2630

420
311

012
420

311

420
311
012

~  

 Vậy véc tơ ),,( cba  thuộc vào không gian con sinh bởi 321 ,, vvv khi và chỉ 
khi )2(23 bac −=   hay   cba 342 += . 

Câu 26: Ma trận hệ số của hệ )(I  là 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

2121
4453
2332

 có hạng bằng 2.  

Do đó  224dim 1 =−=V . Tương tự ta cũng có 224dim 2 =−=V . 

Không gian con 21 VV ∩  là không gian nghiệm của hệ )(I  và hệ )(II  có ma 

trận hệ số   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−−−
−−−
−−−

4653
3421

91012
2121
4453
2332

có hạng bằng 3. Do đó 134)dim( 21 =−=∩VV . 

Suy ra    3122)dim(dimdim)dim( 212121 =−+=∩−+=+ VVVVVV . 
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CHƯƠNG 6 
 

Câu Đáp án Câu  Đáp án 

1 b 21 d 

2 c 22 a 

3 a 23 c 

4 d 24 b 

5 c 25 a 

6 b 26 c 

7 d 27 b 

8 b 28 a 

9 a 29 c 

10 b 30 a 

11 c 31 c 

12 b 32 b 

13 a 33 d 

14 c 34 c 

15 b 35 d 

16 a 36 c 

17 b 37 b 

18 d 38 d 

19 c 39 c 

20 b 40 d 

Các câu 1, 2, 3, 4, 5 áp dụng trực tiếp định nghĩa ánh xạ tuyến tính. 

Câu 10: Ma trận của f  trong cơ sở chính tắc của 4  là 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

5114
1352
35110
2131

A  1)(4Kerdim3)(3)( =−=⇒=⇒= frffrAr . 
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Câu 18: Định thức của ma trận của ánh xạ tuyến tính f  trong cở sở chính tắc 
trong các trường hợp tương ứng 

 a)  1
111
110
101

−= ,  b)  4
111

111
111

=
−

−
−

,  c)  36
031
413
823
= ,   

d)  0
011
101
110
=

−
−

−
. 

Vậy ánh xạ trong trường hợp d) không đẳng cấu. 

Câu 20:  Đặt  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−=
+−=
+−=

=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=
++=

+=
=

434

323

212

11

43214

3213

212

11

''
''
''

'

'
'
'
'

eee
eee
eee

ee

eeeee
eeee

eee
ee

  

( ) ( ) ( )4332211432111 ''''2''3'23)()'( eeeeeeeeeeeefef +−++−++−+=+++==
            4321 ''''2 eeee +++−= . 

Tương tự ta tính được    4322 '3'4'4)'( eeeef ++−= . 

     43213 '4'6'8')'( eeeeef ++−= . 

     4324 '7'4'7)'( eeeef ++−= . 

Vậy ma trận của f  trong cơ sở mới là 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−

=

7431
4641
7841

0102

'A . 

Câu 36: Ma trận của f   trong có sở chính tắc của 2P  là 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
133
153
131

A  

Đa thức đặc trưng của A  

 
133

153
022

133
153
131

)(
λ

λ
λλ

λ
λ

λ
λ

−−
−−
+−−

=
−−

−−
−−

=P
 



Đáp án và hướng dẫn giải bài tập 

 125

            .)2)(1(  
103

123
002

2λλ
λ

λ
λ

+−=
−

−−
−−

=  

 Câu 37: Ma trận của f   trong có sở chính tắc là 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
411
121

221
A  

Đa thức đặc trưng của A  

       .)3)(1(

  
300

131
201

330
121

221

411
121

221
)(

2−−=

−
−−

−
=

−−
−−

−
=

−−
−−

−
=

λλ

λ
λ

λ

λλ
λ

λ

λ
λ

λ
λP

 

Do đó A  có các giá trị riêng   11 =λ  và 32 =λ  (kép). 

*) Giá trị riêng 1=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương  

trình:        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

0
0
0

311
111

220

z
y
x

    

có hệ phương trình tương đương:  
⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=+

yz
yx

zy
yx 2

          
0       
0     2

 

( ) )1,1,2(,,2 −−=−−= yyyyv    chọn )1,1,2(1 −=v . 

**) Giá trị riêng 3=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ  

phương trình     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0
0
0

111
111

222

z
y
x

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0=−− zyx . 

( ) )1,0,1()0,1,1(,, zyzyzyv +=+=   chọn )1,0,1(,)0,1,1( 32 == vv . 

{ }321 ,, vvv  là một cơ sở gồm các véc tơ riêng của f  

332211 3)(,3)(,)( vvfvvfvvf === . 
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CHƯƠNG 7 
 

Câu Đáp án Câu Đáp án 

1 c 19 d 

2 a 20 c 

3 d 21 a 

4 c 22 b 

5 b 23 d 

6 a 24 b 

7 c 25 d 

8 d 26 c 

9 b 27 b 

10 b 28 a 

11 a 29 c 

12 b 30 b 

13 d 31 a 

14 b 32 b 

15 c 33 d 

16 a 34 c 

17 c 35 a 

18 c 36 c 
 

Câu 30: Ma trận của dạng toàn phương Q  trong cơ sở chính tắc là 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

122
212
221

A . 

Đa thức đặc trưng  
λλ

λλ
λ

λ
λ

λ
λ

−−
−−

−
=

−
−

−
=−

15
15

225

12
12

221

2
2

2
2IA  
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  )5()1(
01

01
001

2

1
1)5( λλ

λ
λλ −+=

−−
−−−=  

  ♦Với giá trị riêng 51 =λ , véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ 

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0
0
0

422
242
224

z
y
x

 

 Hệ phương trình trên tương đương với hệ 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

0      
0

zy
yx

    có nghiệm  zyx ==    

⇒  )1,1,1(),,( xxxxv == .  Chọn )1,1,1(1 =u .  

Trực chuẩn hoá được  )31,31,31(1 =v . 

♦ Với giá trị riêng 12 −=λ (nghiệm kép), véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm 
của hệ 

   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
0

222
222
222

z
y
x

 

 Hệ phương trình trên tương đương với phương trình 0=++ zyx   

 ⇒  ( ) ( ) ( )1,0,10,1,1,,),,( −+−=−−== zyzyzyzyxv .  

Chọn ( ) ( )1,0,1  , 0,1,1 32 −=−= uu .  

Trực chuẩn hoá hai véc tơ này ta có   

 ( )0,21,212 −=v ,   ( )62,61,613 −=v . 

   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Z
Y
X

z
y
x

62031
612131
612131

 ;  2225 ZYXQ −−=  

Câu 37:  Xét dạng toàn phương có biểu thức tọa độ trong cơ sở chính tắc 

   22 383),( yxyxyxQ −+=  
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Ma trận của Q  trong cơ sở chính tắc là  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
34

43
A  chéo hóa trực giao ma 

trận này ta tìm được cơ sở trực chuẩn mới ( ) ( )51;52,52;51 21 =−= vv  ;  

21);( YvXvyx +=     22 55),( YXyxQ +−=⇒ .  

Như vậy nếu đổi tọa độ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Y
X

y
x

5152
5251  thì đường bậc 2 đã cho 

có dạng chính tắc   1
3636

22
=−

YX : Hyperbol 

Câu 38. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Y
X

y
x

133132
132133  ; 01

13
24

13
1013 2 =+−+ XYY : 

   Parabol 

Câu 39. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Z
Y
X

z
y
x

31062
312161

312161
; 

               ( ) ( ) 1
34

3
3417

6 222
=

+
++

+ ZYX  : Ellipsoid 

Câu 40. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Z
Y
X

z
y
x

62031
612131
612131

; 

               ( ) ( ) 1
18

6
189

32 222
=

−
−−

− ZYX  : Hyperbolic 2 tầng 
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