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CHƯƠNG 1 
 
 

PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM MỘT BIẾN 
A. HÀM SỐ  

1. HÀM SỐ SƠ CẤP CƠ BẢN 

1.1. Hàm lũy thừa y = xα (α : Const) 

Miền xác định D của hàm số y = xα  phụ thuộc vào α. Trường hợp α là số vô tỉ, ta có        
D = [0; +∞) nếu  α > 0; D = (0; +∞) nếu  α < 0.  

1.2. Hàm số mũ: y = ax (0 < a ≠ 1 : Const) 

Hàm số y = ax có miền xác định D = R, miền giá trị là (0; +∞).  

1.3. Hàm số logarit: y = logax (0 < a ≠ 1 : Const) 

Hàm số y = logax có miền xác định D = (0; +∞), miền giá trị là R. Nhắc lại một số công 
thức: 

Với 0 < a, b ≠ 1; x, x1, x2 > 0 và  y, α∈R, ta có:  
 

   
Ví dụ: Tính A = log1325. 

Giải: 13
ln25                       A log 25 1,254947126
ln13

= = ≈ . 

a

a y
a a

log x

a 1 2 a 1 a 2

1
a a 1 a 2

2

a a

a a

y log x
1) x a . Ñaëc bieät, log 1 0;  log a 1.

x 0

2) a x.
3) log (x x ) = log (x ) + log (x ).

x4) log ( ) = log (x ) - log (x ).
x

1    Ñaëc bieät, log ( ) = - log (x).
x

5) log (x ) =  log (x).

6) l

α

=⎧
⇔ = = =⎨

>⎩
=

α

aa

a a b

a
b

a

e

10

1og (x) =  log (x)   (   0).

7) log x = log b.log x;
log x   log x = .
log b

8) lnx = log x : Logarit  Neâpe cuûa x. 
   lgx = log x : Logarit thaäp phaân cuûa x.

α α ≠
α
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1.4. Hàm số lượng giác và hàm ngược 
1.4.1. Hàm y = sinx và y =arcsinx:  

 
Với −1 ≤ a ≤ 1, ta định nghĩa: 

sin a;
arcsina

.
2 2

α =⎧
⎪= α ⇔ ⎨ π π

− ≤ α ≤⎪⎩

 

Khi đó arcsina (−1 ≤ a ≤ 1) được xác định duy nhất. Như vậy, y= arcsinx là hàm số có tính 
chất sau: 

• Miền xác định: D = [−1;1]. 

• Miền giá trị: [ ; ].
2 2
π π

−  

• [ ; ], a [ 1;1];sin a arcsina .
2 2
π π

∀α ∈ − ∀ ∈ − α = ⇔ = α  

• y = arcsinx là hàm số lẻ, nghĩa là  arcsin(−x) = − arcsinx. 

Ví dụ: arcsin(1/2) = π/6; arcsin(− 3 /2) = − arcsin( 3 /2) = −π/3; arcsin(−1/2) =  π/6; 

arcsin(−3/4) = − arcsin(3/4) ≈ − 0,848062079; arcsin(−4) không tồn tại. 
 
1.4.2. Hàm y = cosx và y =arccosx:  
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Với −1 ≤ a ≤ 1, ta định nghĩa: 

cos a;
arccosa

0 .
α =⎧

= α ⇔ ⎨ ≤ α ≤ π⎩
 

Khi đó arccosa (−1 ≤ a ≤ 1) được xác định duy nhất. Như vậy, y= arccosx là hàm số có 
tính chất sau: 

• Miền xác định: D = [−1;1]. 

• Miền giá trị: [0; ].π  

• [0; ], a [ 1;1];cos a arccosa .∀α ∈ π ∀ ∈ − α = ⇔ = α  

• arccos(− x) = π − arccosx. 
 

Ví dụ: arccos(1/2) = π/3; arccos(− 3 /2) = π − arccos( 3 /2) = π − π/6 = 5π/6; 

arccos(− 2 /2) = π − arccos( 2 /2)= 3π/4; arccos(−3/4) = π - arccos(3/4)≈ 2,418858406; 

arccos(− 4) không tồn tại. 
 
1.4.3. Hàm y = tgx và y =arctgx:  
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Với a ∈ R, ta định nghĩa: 

tg a;
arc tga

.
2 2

α =⎧
⎪= α ⇔ ⎨ π π

− < α <⎪⎩

 

Khi đó arctga được xác định duy nhất. Như vậy, y= arctgx là hàm số có tính chất sau: 

• Miền xác định: D = R. 

• Miền giá trị: ( ; ).
2 2
π π

−  

• ( ; ), a , tg a arctga .
2 2
π π

∀α ∈ − ∀ ∈ α = ⇔ = α\  

• y = arctgx là hàm số lẻ, nghĩa là  arctg(−x) = − arctgx. 
 

Ví dụ: arctg1 = π/4; arctg(− 3 /3) = − arctg( 3 /3) =  − π/6; arctg(−1)=  −π/4; 

arctg(3/4) ≈ 0,643501108; arctg(− 4) ≈ −1,3258. 
 
1.4.4. Hàm y = cotgx và y =arccotgx:  

 
Với a ∈ R, ta định nghĩa: 

cotg a;
arc cotga

0 .
α =⎧

= α ⇔ ⎨ < α < π⎩
 

Khi đó arccotga được xác định duy nhất. Như vậy, y= arccotgx là hàm số có tính chất sau: 

• Miền xác định: D = R. 

• Miền giá trị: (0; ).π  

• (0; ), a ,cot g a arc cot ga .∀α ∈ π ∀ ∈ α = ⇔ = α\  

• arccotg(−x) = π − arccotgx. 

Ví dụ: arccotg1 = π/4; arccotg(− 3 /3) = π − arccotg( 3 /3) = π − π/3 = 2π/3; 
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arccotg(− 3 ) = π − arccotg( 3 ) = π − π/6 = 5π/6;  

arccotg(3/4) = π/2 − arctg(3/4) ≈ 0,927295218 

arccotg(−4) = π/2 −  arctg(−4) ≈ π/2 + arctg4  ≈ 2,89661399. 
trong đó ta đã sử dụng tính chất sau: 

1.4.5. Tính chất: 

1) Với  mọi  −1 ≤ x ≤ 1, arcsinx + arccosx = π/2. 

2) Với mọi x, arctgx + arccotgx = π/2. 
 

2. HÀM SỐ SƠ CẤP 
Hàm số sơ cấp là hàm số được xây dựng từ các hàm hằng và các hàm số sơ cấp cơ bản qua 

các phép toán đại số: cộng, trừ, nhân, chia và phép hợp nối ánh xạ. 

Ví dụ: y ln(1 2x)= +  là một hàm số sơ cấp. 

sin6x     neáu x < 0;
y x

cos3x      neáu x  0.

⎧
⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

 không là hàm số sơ cấp. 
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B. GIỚI HẠN   
1. ĐỊNH NGHĨA VÀ TÍNH CHẤT 

1.1. Định nghĩa. 1) Cho hàm số f(x) xác định trên một khoảng chứa  x0 (có thể loại trừ x0). 
Ta nói f(x) có giới hạn là L∈ R khi x tiến về  x0, nếu f(x) có thể gần L tùy ý khi x tiến sát đến x0. 

Ký hiệu: 
0

0x x
lim f (x) L  hay  f(x) L  khi x x

→
= → → . 

Chính xác hơn, theo ngôn ngữ toán học, ta có: 
 

0
0x x

0 0 0

lim f (x) L  0, 0, x , 0 |x x | | f (x) L|

                  0, 0, x , x x x x | f (x) L|
→

= ⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ ∈ < − < δ ⇒ − < ε

⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ ∈ − δ < ≠ < + δ ⇒ − < ε

\

\
 

Minh họa: 
 

 
 

2) Cho hàm số f(x) xác định trên một khoảng có dạng (a;x0). Ta nói f(x) có giới hạn là L∈ 
R khi  x tiến về x0 bên trái, nếu f(x) có thể gần L tùy ý khi x tiến sát đến x0 về phía bên trái. 

Ký hiệu: 
0

0x x
lim f (x) L  hay  f(x) L  khi x x

−

−

→
= → → . 

Chính xác hơn, theo ngôn ngữ toán học, ta có: 

0
0x x

lim f(x) L  0, 0, x ,0 x x |f(x) L|
−→

= ⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ ∈ < − < δ ⇒ − < ε\  

Minh họa: 

 
3) Cho hàm số f(x) xác định trên một khoảng có dạng (x0;b). Ta nói f(x) có giới hạn là L∈ 

R khi  x tiến về x0 bên phải,  nếu f(x) có thể gần L tùy ý khi x tiến sát đến x0 về phía bên phải. 

Ký hiệu: 
0

0x x
lim f (x) L  hay  f(x) L  khi x x

+

+

→
= → → . 

Chính xác hơn, theo ngôn ngữ toán học, ta có: 
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0
0x x

lim f (x) L  0, 0, x ,0 x x |f (x) L|
+→

= ⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ ∈ < − < δ ⇒ − < ε\  

Minh họa: 

 
 
Như vậy, từ các định nghĩa trên ta suy ra; 

0

0

0

x x

x x
x x

lim f (x) L;   
lim f (x) L  

lim f (x) L.  

+

−

→

→
→

=⎧
⎪= ⇔ ⎨ =⎪⎩

 

4) Tương tự, ta định nghĩa được các giới hạn: 

0 0 0x x x x x x
lim f (x) ; lim f (x) ; lim f (x) ; ...

→ → →
= +∞ = −∞ = ∞ . 

1.2. Định lý. Cho các hàm số f(x), g(x) khi x→ x0. Khi đó, với a, b ∈R, ta có: 

1) Nếu f(x) →a, g(x) →b thì : 

f(x) + g(x) → a + b; 

f(x) – g(x) → a – b; 

f(x)g(x) → ab; 

f(x)/g(x) → a/b (nếu b ≠ 0). 

2) Nếu f(x) →a, g(x) →∞ thì f(x) + g(x) → ∞. 

3) Nếu f(x) →+∞, g(x) →+∞ thì   f(x) + g(x) → +∞. 

4) Nếu f(x) →a ≠ 0, g(x) →∞ thì   f(x)g(x) → ∞. 

5) Nếu f(x) →∞, g(x) →∞ thì   f(x)g(x) →∞. 

6) Nếu f(x) →a ≠ 0, g(x) →0 thì   f(x)/g(x) → ∞. 

7) Nếu f(x) →a, g(x) →+∞ thì   f(x)/g(x) → 0. 

8) Nếu f(x) →∞, g(x) →b thì   f(x)/g(x) → ∞. 

9) Nếu f(x) →a > 1, g(x) →+∞ thì   f(x)g(x) → +∞. 

Nếu f(x) →a với 0 < a < 1, g(x) →+∞ thì   f(x)g(x) → 0. 

10) Nếu f(x) →a thì  |f(x)| → |a|. 

11) f(x) →0 ⇔  |f(x)| → 0. 

12) (Giới hạn kẹp) Giả sử  f(x) ≤  h(x) ≤ g(x), ∀x khá gần x0 và  f(x) → a; g(x) → a. Khi  
đó h(x) →a. 
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1.3. Định lý. Cho f(x) là một hàm số sơ cấp xác định tại x0. Khi đó  

0
0x x

lim f (x) f (x ).
→

=  

Ví dụ: 1) 
x

2

1 cos2x 1 coslim 2.
sin x sin

2
π

→

− − π
= =

π
  

2)
x 0

1 cos2xlim   
sinx→

+
= ∞

x 0 x 0
(vì lim(1 cos2x) 1 cos0 2  vaø limsin x sin0 0)

→ →
+ = + = = =  

 
1.4. Các dạng vô định trong giới hạn: 
Có tất cả 7 dạng vô định trong giới hạn, đó là:  

0 00;  0 ;  ;  ;  1 ;  0 ;  .
0

∞∞
∞ − ∞ ∞ ∞

∞
 

1) Dạng ∞ − ∞ : Khi  f(x)  → +∞ (− ∞) và  g(x) → +∞ (− ∞) thì ta nói lim (f(x) – g(x)) có 
dạng vô định  ∞ − ∞ . 

2) Dạng 0 :∞  Khi  f(x) → 0 và  g(x)→∞ thì ta nói lim f(x)g(x) có dạng vô định 0∞ (Lưu 
ý : f(x) → 0 không có nghĩa là f(x) ≡ 0). 

3) Tương tự cho 5 dạng còn lại. 
Ta nói các dạng trên là các dạng vô dịnh vì không có qui tắc chung để xác định giá trị của 

giới hạn nếu chỉ dựa vào các giới hạn thành phần. 
Đề tính các giới hạn có dạng vô định, ta cần biến đổi để làm mất đi dạng vô định, gọi là 

khử dạng vô định.  
 

2. HÀM TƯƠNG ĐƯƠNG 
2.1. Định nghĩa. Cho các hàm số f(x), g(x) xác định và không triệt tiêu  trên một khoảng 

chứa  x0 (có thể loại trừ x0). Ta nói f(x) tương đương với g(x) khi x →x0, ký hiệu  f(x)∼ g(x) khi 

x →x0, nếu 
0x x

f (x)lim 1.
g(x)→

=  

Như vậy,  

0x x

f (x)f (x) g(x) lim 1
g(x)

(f (x), g(x) 0)

→
⇔ =

≠

∼
 

 
Các tính chất sau được thỏa: 

1) f(x) ∼ f(x). 

2) f(x) ∼ g(x) ⇒ g(x) ∼ f(x). 
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3) f(x) ∼ g(x) và g(x) ∼ h(x)  ⇒ f(x) ∼ h(x). 

2.2. Định lý. 1) Nếu f(x) → L ∈ R, L ≠ 0, thì  f(x) ∼ L. 

2) Nếu f(x) ∼ g(x) và g(x) → A thì f(x) → A. 

3) Nếu 1 1

2 2

f (x) g (x);
f (x) g (x).

⎧
⎨
⎩

∼
∼

  thì 
1 2 1 2

1 1

2 2

f (x)f (x) g (x)g (x);
f (x) g (x) .
f (x) g (x)

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

∼

∼
 

4) Nếu f(x) ∼ g(x) thì n nf (x) g(x)∼  (giả sử các căn có nghĩa). 

Chú ý: 

• Ta không thể viết   f(x) ∼ 0 hay f(x) ∼ ∞ (ngay cả khi  f(x) →0 hay f(x) →∞)  vì điều 
này vô nghĩa! 

•  1 1

2 2

f (x) g (x);
f (x) g (x).

⎧
⇒⎨

⎩

∼
∼

1 2 1 2

1 2 1 2

f (x) f (x) g (x) g (x);
f (x) f (x) g (x) g (x).

+ +⎡
⎢ − −⎣

∼
∼

 

Chứng minh: 1) Nếu f(x) → L∈ R, L≠ 0, thì f (x)lim 1
L

=  nên f(x) ∼ L (ở đây L được xem 

như hàm hằng). 

2) Nếu f(x) ∼ g(x) và g(x) → A thì f (x)f (x) g(x) 1.A A
g(x)

= → = . 

3) Giả sử 1 1

2 2

f (x) g (x);
f (x) g (x).

⎧
⎨
⎩

∼
∼

 Khi đó 

1 2

1 2

f (x) f (x)
lim lim 1.

g (x) g (x)
= =  

từ đó 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

f (x)f (x) f (x) f (x)lim lim .lim 1.1 1;
g (x)g (x) g (x) g (x)
f (x) / f (x) f (x) f (x)lim lim / lim 1 / 1 1.
g (x) / g (x) g (x) g (x)

= = =

= = =
 

Suy ra 
1 2 1 2

1 1

2 2

f (x)f (x) g (x)g (x);
f (x) g (x) .
f (x) g (x)

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

∼

∼
 

4) Giả sử f(x) ∼ g(x). Khi đó 

 
n

nn
n

f (x) f (x)lim lim 1 1.
g(x)g(x)

= = =   

Suy ra n nf (x) g(x)∼ . 
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2.3.Một số giới hạn và tương đương cơ bản: 

GIỚI HẠN  TƯƠNG ĐƯƠNG 

x 0

sin xlim 1
x→

=  (x: rad) sinx ∼ x khi x→0 (x: rad) 

2x 0

1 cosx 1lim
x 2→

−
=  (x: rad) 1 – cosx∼

1
2

 x2  khi x→0 (x: rad) 

x 0

tgxlim 1
x→

=  (x: rad) tgx ∼ x khi x→0 (x: rad) 

x 0

arcsinxlim 1
x→

=  arcsinx ∼ x khi x→0 

x 0

arctgxlim 1
x→

=  arctgx ∼ x khi x→0 

x

x 0

e 1lim 1
x→

−
=  ex − 1∼ x khi x→0 

x 0

ln(1 x)lim 1
x→

+
=  ln(1+ x) ∼ x khi x→0 

x 0

(1 x) 1lim
x

α

→

+ −
= α  (1+x)α −1 ∼ αx khi x→0 (α ≠ 0) 

• x x

x x
lim e ; lim e 0.
→+∞ →−∞

= +∞ =  

• 
x x 0
lim ln x ; lim ln x .

+→+∞ →
= +∞ = −∞  

• 
x x

2 2

lim tgx ; lim tgx .
− +π π

→ →

= +∞ = −∞  

• 
x x
lim arctgx ; lim arctgx .

2 2→+∞ →−∞

π π
= = −  

• ( )
x 1

x
x x 0

1lim 1 e; lim 1 x e.
x→∞ →

⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• Khi x→∞:  

    anxn + an−1xn−1+...+amxm ∼ amxm 

• Khi x→ 0:  

    anxn + an−1xn−1+...+amxm ∼ amxm 

(m < n; an ≠ 0; am ≠ 0) 

 

Ví dụ. Tính các giới hạn sau: 
2 2

1 22 xx 0 x 1

8 6

3 8 7 4x

ln cos2x (x 5x 4)arcsin(x x)a) L lim ;            b) L lim ;
(x 3x)sin x (e e)(1 4x 3)
3x 5x 4x 2c) L lim .
x 5x 14x 1

→ →

→∞

− + −
= =

+ − − −
− + +

=
− + +

 

Giải. 1 2x 0

ln cos2xa) L lim
(x 3x)sin x→

=
+

. Khi  x→0 ta có 

lncos2x = ln[1 + (cos2x −1)] ∼ cos2x −1 ∼ − (1/2)(2x)2  = −2x2       (1) 
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x2 + 3x ∼ 3x           (2) 

sinx  ∼  x            (3) 

Từ (2) và (3) ta suy ra: (x2 + 3x)sinx ∼ 3x.x = 3x2  (4) 
Từ (1) và (4) ta suy ra:  

2

2 2
ln cos2x 2x 2

(x 3x)sin x 3x 3
−

= −
+

∼ . 

Do đó  1
2L
3

= − . 

2 2

2 xx 1

(x 5x 4)arcsin(x x)b) L lim
(e e)(1 4x 3)→

− + −
=

− − −
. Đặt t = x − 1 ⇔ x = t+1 . Khi  x→1 ta có t →0. Do đó 

2 2 2 2

2 x tx 1 t 0

(x 5x 4)arcsin(x x) (t 3t)arcsin(t t)L lim lim .
(e e)(1 4x 3) e(e 1)(1 1 4t)→ →

− + − − +
= =

− − − − − +
 

Khi  t→0 ta có: 

t2 – 3t ∼ –3t,            (1) 

arcsin(t2 + t) ∼ t2 + t ∼  t.         (2) 
Từ (1) và (2) ta có:   

(t2 – 3t) arcsin(t2 + t) ∼ –3t.t ∼ –3t2.   (3) 
 
Mặt khác, 

et – 1 ∼ t       (4)    
1
2 11 1 4t 1 (1 4t) (4t) 2t

2
− + = − + − = −∼   (5)   

Từ (4) và (5) ta có:   t 2e(e 1)(1 1 4t) et( 2t) 2et− − + − = −∼    (6) 

Từ (3) và (6) ta suy ra: 
2 2 2

2t

(t 3t)arcsin(t t) 3t 3 .
2e2ete(e 1)(1 1 4t)

− + −
→

−− − +
∼  

Do đó 2
3L
2e

= . 

8 6

3 8 7 4x

3x 5x 4x 2c) L lim .
x 5x 14x 1→∞

− + +
=

− + +
Khi x→∞ ta có 

3x8 – 5x6 + 4x + 2 ∼ 3x8          

x8 – 5x7 + 14x4 + 1 ∼ x8          

Suy ra 
8 6 8

8 7 4 8

3x 5x 4x 2 3x 3.
x 5x 14x 1 x

− + +
→

− + +
∼  Do đó  3L 3.=  
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3. VÔ CÙNG BÉ (VCB)-VÔ CÙNG LỚN 

3.1. VÔ CÙNG BÉ (VCB) 

1) Định nghĩa. Ta nói f(x) là một VCB khi  x→x0 nếu 
0x x

lim f (x) 0
→

= . 

2) So sánh hai VCB: Cho f(x) và g(x) là VCB khi x → x0. Giả sử 
0

( )lim .
( )→

=
x x

f x L
g x

  

a) Nếu 0L =  thì ta nói VCB f(x) có cấp cao hơn VCB g(x). 

b) Nếu =∞L  thì ta nói VCB f(x) có cấp thấp hơn VCB g(x). 

c) Nếu 0 L< < + ∞  thì ta nói hai VCB f(x) và g(x) có cùng cấp. 

3) Bậc của VCB khi x → 0: Cho f(x) là một VCB khi x→0. Ta nói VCB f(x) có cấp α khi 
chọn x làm VCB chính nếu:  

f(x) ∼ axα khi  x→0 

trong đó a ≠ 0  và α > 0. 
Nhận xét: Các định nghĩa trong 2) và 3) tương thích nhau khi ta so sánh hai VCB khi         

x → 0. 

Ví dụ: Khi  x→0,  1 – cos4x là một VCB cấp 2 vì   

2 211 cos4x (4x) 8x .
2

− ∼ =  vaø coù cuøng caáp thaáp cao hôn  

4) Tổng (hiệu) hai VCB: Cho f(x), g(x) là hai VCB khi x→ x0. 
a) Nếu f(x) và g(x) không có cùng cấp thì  
 

f(x)      neáu f(x) coù caáp thaáp hôn g(x);f(x) + g(x)     
g(x)      neáu f(x) coù caáp cao hôn g(x).

⎧
⎨
⎩

∼  

 

b) Nếu f(x) và g(x) có cùng cấp nhưng không tương đương thì f(x) − g(x) là VCB có cùng 
cấp với  VCB f(x), hơn nữa  

1
1 1

1

f (x) f (x)
f (x) g(x) f (x) g (x).                        (*)

g(x) g (x)
⎧ ∼⎪ ⇒ − ∼ −⎨

∼⎪⎩
 

Đặc biệt, cho f(x), g(x) là hai VCB khi x→0 có cấp lần lượt là α, β: 

f(x) ∼ axα  (a ≠ 0); 

g(x) ∼ bxβ   (b ≠ 0). 
Khi đó 
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ax           neáu   < ;
f (x) g(x) bx         neáu   > ;     

(a b)x    neáu   = ;  a b 0.

α

β

α

⎧ α β
⎪

− − α β⎨
⎪ − α β − ≠⎩

∼  

Chú ý: Trường hợp hai VCB f(x) và g(x) tương đương và f(x) ∼ f1(x), g(x) ∼ g1(x)  thì f(x) 
− g(x) là VCB  có cấp lớn hơn VCB f(x) nhưng (*) không còn đúng. 

5) Qui tắc giữ lại VCB cấp bé nhất (Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao): Giả sử khi x→x0, 
VCB f(x) được phân tích thành tổng của nhiều VCB, trong đó chỉ có một VCB cấp thấp nhất là 
f0(x). Khi đó:  

f(x) ∼ f0(x) khi  x→0. 
Chú ý: Trường hợp có nhiều VCB cấp bé nhất  trong phân tích của f(x) thì ta gộp các VCB 

đó lại, xem như là một VCB và dùng tính chất 4b) ở trên để khảo sát cấp của VCB đó, sau đó 
mới có thể áp dụng qui tắc trên. 

 
3.2. VÔ CÙNG LỚN (VCL) 

1) Định nghĩa: Ta nói f(x) là một VCL khi  x→x0 nếu 
0x x

limf(x)
→

= ∞ . 

2) So sánh hai VCL: Cho f(x) và g(x) là VCL khi x → x0. Giả sử 
0

( )lim .
( )→

=
x x

f x L
g x

  

a) Nếu 0L =  thì ta nói VCL f(x) có cấp thấp hơn VCL g(x). 

b) Nếu =∞L  thì ta nói VCL f(x) có cấp cao hơn VCL g(x). 

c) Nếu 0 L< < + ∞  thì ta nói hai VCL f(x) và g(x) có cùng cấp. 

3) Bậc của VCL khi x → ∞: Cho f(x) là một VCL khi x → ∞. Ta nói VCL f(x) có cấp α 
khi chọn x làm VCL chính nếu:  

f(x) ∼ axα khi  x → ∞ 

trong đó a ≠ 0  và α > 0. 
Nhận xét: Các định nghĩa trong 2) và 3) tương thích nhau khi ta so sánh hai VCL khi        

x → ∞. 

Ví dụ: Khi  x → ∞,  2x3 – 9x2 + 5x + 19 VCL cấp 3 vì   
3 2 32x –  9x  5x  19 2x .+ + ∼   

4) Tổng (hiệu) hai VCL: Cho f(x), g(x) là hai VCL khi x→ x0. 
a) Nếu f(x) và g(x) không có cùng cấp thì  
 

f(x)      neáu f(x) coù caáp cao hôn g(x);f(x) + g(x)     
g(x)      neáu f(x) coù caáp thaáp hôn g(x).

⎧
⎨
⎩

∼  
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b) Nếu f(x) và g(x) có cùng cấp nhưng không tương đương thì f(x) − g(x) là VCL có cùng 
cấp với  VCL f(x), hơn nữa  

1
1 1

1

f (x) f (x)
f (x) g(x) f (x) g (x).                        (*)

g(x) g (x)
⎧ ∼⎪ ⇒ − ∼ −⎨

∼⎪⎩
 

Đặc biệt, cho f(x), g(x) là hai VCL khi x → ∞ có cấp lần lượt là α, β: 

f(x) ∼ axα  (a ≠ 0); 

g(x) ∼ bxβ   (b ≠ 0). 
Khi đó 

ax           neáu   > ;
f (x) g(x) bx         neáu   < ;     

(a b)x    neáu   = ;  a b 0.

α

β

α

⎧ α β
⎪

− − α β⎨
⎪ − α β − ≠⎩

∼  

Chú ý: Trường hợp hai VCL f(x) và g(x) tương đương và f(x) ∼ f1(x), g(x) ∼ g1(x)  thì f(x) 
− g(x) có thể không là VCL hoặc là VCL có cấp nhỏ hơn VCL f(x) nhưng (*) không còn đúng. 

5) Qui tắc giữ lại VCL cấp cao nhất (Qui tắc ngắt bỏ VCL cấp thấp): Giả sử khi x→x0, 
VCL f(x) được phân tích thành tổng của nhiều VCL, trong đó chỉ có một VCL cấp cao nhất là 
fn(x). Khi đó 

f(x) ∼ fn(x) khi  x→ x0. 
Chú ý: Trường hợp có nhiều VCL cấp cao nhất  trong phân tích của f(x) thì ta gộp các 

VCL đó lại, xem như là một đại lượng (có thể là VCL nhưng cũng có thể không),  và dùng tính 
chất 4b)  ở trên để khảo sát đại lượng này, sau đó mới có thể áp dụng qui tắc trên. 
 
Ví dụ: Tính các giới hạn sau: 

2 2
1 x

2 2
2 x

2 2
3 x

3 33 2 3
4 x

3 33 2 2 3
5 x

3 33 2 3
6 x

7 x 0

L lim( 3x 4x 2 3x 4x 1)

L lim( 3x 4x 2 3x 4x 1)

L lim( 3x 4x 2 2x 4x 1)

L lim( 2x 2x 3x 1 2x 3x 2)

L lim( 2x 9x 1 10 3x 2x )

L lim( 2x 2x 3x 1 x 3x 2)

arc tgL lim

→+∞

→−∞

→∞

→∞

→∞

→∞

→

= − + − + −

= − + − + −

= − + − + −

= + − + − + +

= + + + + −

= + − + − + +

=

4

2 2

x

2 3 2 3

8 x 2 2 (x 2)x 2

(x 4x) ln(1 3tgx) x
arctg(4x) cos2x e

(x 6x 8) arc tg(x 8) 2 ln(x 4x 5) (x 2)L lim
(e e )(2 x 2) 2x 8x 9 e −→

+ + + −
+ −

− + − + − + + −
=

− − + + − + −

 

 



19 
 

Giải. 

• 2 2
1 x

L lim( 3x 4x 2 3x 4x 1)
→+∞

= − + − + −  

Khi  x→ +∞ ta có: 
2 2A : 3x 4x 2 3x  |x| 3 x 3.= − + = =∼       (1) 
2 2B : 3x 4x 1 3x  |x| 3 x 3= + − =∼ ∼     (2) 

(Như vậy, theo trên ta có A − B không là VCL hoặc là VCL cấp nhỏ  hơn 1, nhưng chưa xác 
định được cấp chính xác là bao nhiêu). 

Ta biến đổi: 
2 2A BA B

A B
−

− =
+

. Khi    x→ +∞ ta có 

A3 – B3 =  (3x2 – 4x + 2) – (3x2 + 4x – 1) = – 8x + 3 ∼ – 8x (3) 

A + B =  2x 3   (do (1) và (2))    (4) 

Từ (3) và (4) ta suy ra: 

A – B =  8x 4 3
32x 3

− → −     khi  x→ +∞ 

Vậy L1 =  4 3
3

− . 

• 2 2
2 x

L lim( 3x 4x 2 3x 4x 1)
→−∞

= − + − + −  

Lý luận tương tự khi tính L1 và chú ý rằng khi  x→ – ∞ ta có 
2 23x 4x 2 3x  |x| 3 x 3.− + = = −∼  
2 23x 4x 1 3x  |x| 3 x 3+ − = −∼ ∼  

Từ đó, ta tính được  2
4 3L
3

= . 

• 2 2
3 x

L lim( 3x 4x 2 2x 4x 1)
→∞

= − + − + −  

Khi  x→ ∞ ta có 
2 2A : 3x 4x 2 3x  |x| 3.= − + =∼       2 2B : 2x 4x 1 2x  |x| 2.= + − ∼ ∼      

Suy ra  A B  |x|( 3 2)   khi   x− − → +∞ → ∞∼ . Vậy L3 = +∞. 

• 3 2 33 3
4 x

L lim( 2x 2x 3x 1 2x 3x 2)
→∞

= + − + − + +  

Khi  x→ ∞ ta có 
33 2 33 3A : 2x 2x 3x 1 2x  x 2.= + − + =∼       (1) 

33 33 3B : 2x 3x 2 2x  x 2.= + + =∼             (2) 
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(Như vậy, theo trên ta có A − B không là VCL hoặc là VCL cấp nhỏ hơn 1, nhưng chưa xác 
định được cấp chính xác là bao nhiêu). 

Ta biến đổi: 
3 3

2 2
A BA B

A AB B
−

− =
+ +

. Khi    x→ ∞ ta có 

A3 – B3 =  (2x3 + 2x2 – 3x+1) – (2x3 + 3x + 2) = 2x2 – 6x – 1 ∼ 2x2          (3) 

A2 ∼  2 3x 4 ; AB ∼  2 3x 4 ; B2 ∼  2 3x 4 . Suy ra A2 + AB + B2∼  3 2 3x 4  (4) 
Từ (3) và (4) ta suy ra: 

A – B  ∼   
2 3

2 3 3

2x 2 2
33x 4 3 4

→ =     khi  x→ ∞. 

Vậy L4 =  
3 2
3

. 

• 3 2 2 33 3
5 x

L lim( 2x 9x 1 10 3x 2x )
→∞

= + + + + −  

Lý luận tương tự khi tính L4 và sử dựng công thức: 
3 3

2 2
A BA B

A AB B
+

+ =
− +

, 

từ đó ta tính được L5 =  32 2 . 

• 3 2 33 3
6 x

L lim( 2x 2x 3x 1 x 3x 2)
→∞

= + − + − + +  

Khi  x→ ∞ ta có: 
33 2 33 3A : 2x 2x 3x 1 2x  x 2.= + − + =∼        

33 33B : x 3x 2 x  x.= + + =∼         

Suy ra  3A B  x( 2 1)   khi   x− − → ∞ → ∞∼ . 

Vậy L6 = ∞. 

• 
2 2

7 xx 0

arc tg(x 4x) ln(1 3tgx) xL lim
arctg(4x) cos2x e→

+ + + −
=

+ −
 

Khi  x→0 ta có: 

* arctg(x2 + 4x)∼ x2 + 4x ∼ 4x,        

  ln(1+ 3tgx) ∼ 3tgx ∼ 3x.        

Suy ra arctg(x2 + 4x) + ln(1+ 3tgx)∼ 7x       

Từ đó arctg(x2 + 4x) + ln(1+ 3tgx) – x2∼ 7x    (1) 

* arctg(4x) + cos2x – ex = arctg(4x) + (cos2x – 1) – (ex – 1) 
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x
x

arctg(4x) 4x
   arctg(4x) -(e 1) 3x;

e  - 1 x   
⎧⎪ ⇒ −⎨
⎪⎩

∼
∼

∼
 

cos2x –1 ∼ – (1/2)(2x) 2 = – 2x2    

Suy ra  arctg(4x) + cos2x – ex  ∼ 3x     (2) 
Từ (1) và (2) ta có 

2 2

x
arcsin(x 4x) ln(1 3tgx) x 7x 7  khi  x 0

arctg(4x) cos2x e 3x 3
+ + + −

→ →
+ −

∼ . 

Vậy L7 = 7
3

. 

• 
4

2 3 2 3

8 x 2 2 (x 2)x 2

(x 6x 8)arc tg(x 8) 2 ln(x 4x 5) (x 2)L lim
(e e )(2 x 2) 2x 8x 9 e −→

− + − + − + + −
=

− − + + − + −
 

Đặt t = x – 2 ⇔ x = t+2 . Khi  x → 2 ta có t → 0. Do đó 

4

4

2 3 2 3

8 x 2 2 (x 2)x 2

2 3 2 2 3

2 t 2 tt 0

(x 6x 8)arctg(x 8) 2ln(x 4x 5) (x 2)L lim
(e e )(2 x 2) 2x 8x 9 e

(t 2t)arctg(t 6t 12t) 2ln(1 t ) t    = lim
e (e 1)(2 t 4) 2t 1 e

−→

→

− + − + − + + −
=

− − + + − + −
− + + + + +

− − + + + −

 

Khi  t→0 ta có 

* (t2 – 2t)arctg(t3 + 6t2 + 12t)∼ –2t(t3 + 6t2 + 12t) ∼ –24t2.        

  2ln(1+ t2) ∼ 2 t2        

Suy ra (t2 – 2t)arctg(t3 + 6t2 + 12t) + 2ln(1+ t2)∼  – 22t2       

Từ đó (t2 – 2t)arctg(t3+6t2+12t)+2ln(1+ t2) + t3∼  – 22t2        (1) 

2
2 t 2 t 2 2t t e* e (e 1)(2 t 4) e (e 1) e t t

4 42 t 4)
−

− − + = − − = −
+ +

∼  

Suy ra 
2

2 t 2 2ee (e 1)(2 t 4) 2t (2 )t
4

− − + + −∼    

Mà 
4t 41 e t− −∼  nên 

4
2

2 t 2 t 2ee (e 1)(2 t 4) 2t 1 e (2 )t
4

− − + + + − −∼          (2) 

Từ (1) và (2) ta có 

4

2 3 2 2 3 2

2 2t 2 t
2

(t 2t)arctg(t 6t 12t) 2ln(1 t ) t 22t 88
e e 8e(e 1)(2 t 4) 2t 1 e (2 )t
4

− + + + + + −
→

−− − + + + − −
∼ . 

Vậy L8 = 
2
88

e 8−
. 
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4. DẠNG VÔ ĐỊNH 1∞   

Xét giới hạn g(x)

x a
lim f (x)

→
có dạng vô định 1∞, nghĩa là khi x→ a ta có f(x) →1 và g(x) →∞. Đặt u 

= f(x) – 1. Ta có   u →0. Suy ra 
ug(x) [f (x) 1]g(x)1 1

g(x) g(x) u uf (x) (1 u) (1 u) (1 u)
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Mà  
1
u(1 u) e  khi  u 0+ → →   nên  

x a
lim[f (x) 1]g(x)g(x)

x a
lim f (x) e →

−

→
=  

Chú ý: Công thức trên chỉ được dùng cho giới hạn  có dạng vô định  1∞.  

Ví dụ. Tính giới hạn 2cotg x

x 0
L lim(cos3x)

→
= . 

Giải. Dễ thấy  L có dạng vô định  1∞. Áp dụng công thức cho giới hạn dạng vô định 1∞, ta có 
2

x 0
lim(cos3x 1)cotg x

L e →
−

=  

Xét 2

x 0
L ' lim(cos3x 1)cotg x

→
= − . Khi x→0 ta có 

2

2
2 2

1 (3x)cos3x 1 92(cos3x 1)cotg x
tg x x 2

−−
− = → −∼  

Do đó  9L '
2

= − . Suy ra 
9
2L e

−
= . 
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C. LIÊN TỤC   
1. ĐỊNH NGHĨA VÀ TÍNH CHẤT 

1.1. Định nghĩa. 
1) Hàm số f(x) xác định trên một khoảng chứa x0 được gọi là liên tục tại x0 nếu 

0
0x x

lim f (x) f (x )
→

= . 

2) Hàm số f(x) xác định trên nửa khoảng (a; x0] được gọi là liên tục bên trái tại x0 nếu 

0
0x x

lim f (x) f (x )
−→

= . 

3) Hàm số f(x) xác định trên nửa khoảng [x0; b) được gọi là liên tục bên phải tại x0 nếu 

0
0x x

lim f (x) f (x )
+→

= . 

Từ các định nghĩa trên, ta thấy 

0
0

0

f(x) lieân tuïc beân traùi  taïi x ;
f(x) lieân tuïc taïi x

f(x) lieân tuïc beân phaûi  taïi x .
⎧

⇔ ⎨
⎩

 

04) f(x) lieân tuïc treân (a; b) f (x) lieân tuïc  taïi moïi x  (a; b).
f (x) lieân tuïc  treân (a; b);

   f(x) lieân tuïc treân [a; b)
f(x) lieân tuïc beân phaûi  taïi a.

   f(x) lieân tuïc treân (a; b

⇔ ∈

⎧
⇔ ⎨

⎩
f (x) lieân tuïc  treân (a; b);

]
f(x) lieân tuïc beân traùi taïi b.
f (x) lieân tuïc  treân (a; b);

   f(x) lieân tuïc treân [a; b] f(x) lieân tuïc beân phaûi  taïi a;
f(x) lieân tuïc beân traùi taïi b.

⎧
⇔ ⎨

⎩

⇔
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

 
1.2. Định lý. Nếu f(x) là một hàm số sơ cấp xác định trên D thì f(x) liên tục trên D. 

 
Ví dụ: Định các tham số a, b để hàm số sau liên tục trên R: 

 
2

2

1 cos6x        neáu  x < 0;
x

y ax b            neáu   0  x 1;
ln x      neáu   x > 1.

x 2x 3

−⎧
⎪
⎪

= + ≤ ≤⎨
⎪
⎪

+ −⎩

 

Giải. 

• Trên (−∞; 0), y trùng với hàm f(x) = 2
1 cos6x

x
− . Vì f(x)  là hàm số sơ cấp xác định với mọi           

x ≠ 0, nên y liên tục trên (− ∞; 0). 
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• Trên (0; 1), y trùng với hàm g(x) = ax + b. Vì g(x)  là hàm số sơ cấp xác định  với mọi  x ∈ 
R, nên y liên tục trên (0; 1). 

• Trên (1; +∞), y trùng với hàm h(x) = 2
ln x

x 4x 3− +
. Vì h(x)  là hàm số sơ cấp xác định  với 

mọi   x > 0, x ≠ 1, nên y liên tục trên (1; +∞). 
Suy ra 

y lieân tuïc  taïi x = 0;
y lieân tuïc treân R

y lieân tuïc taïi x = 1.
⎧

⇔ ⎨
⎩

        (1) 

x 0

x 0

x 0

y lieân tuïc beân traùi  taïi x = 0;
 y lieân tuïc taïi x = 0

y lieân tuïc beân phaûi  taïi x = 0.
lim y = y(0);

                           
lim y = y(0).

lim
                           

−

+

→

→

→

⎧
• ⇔ ⎨

⎩
⎧⎪⇔ ⎨
⎪⎩

⇔ 2

x 0

2

2x 0

1 cos6x  = b;
x

lim (ax+b) = b.

1 (6x)
2                           lim  = b

x
                           b 18                                     (2)

−

+

−

→

→

−⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⇔

⇔ =

 

x 1

x 1

x 1

y lieân tuïc beân traùi  taïi x = 1;
 y lieân tuïc taïi x = 1

y lieân tuïc beân phaûi  taïi x = 1.
lim y = y(1);

                           
lim y = y(1).

lim
                           

−

+

→

→

→

⎧
• ⇔ ⎨

⎩
⎧⎪⇔ ⎨
⎪⎩

⇔
2x 1

2x 1

t 0

t 0

(ax b)= a+b;

ln xlim  = a+b.
x 2x 3

ln x                           lim  = a+b
x 2x 3
ln(1 t)                           lim  = a+b    (t = x-1)
t(t 4)
t                           lim  
4t

−

+

+

+

+

→

→

→

→

+⎧
⎪
⎨
⎪

+ −⎩

⇔
+ −

+
⇔

+

⇔ = a+b 

1                           a+b =                            (3)
4

⇔

 

Từ  (1), (2) và (3) ta suy ra: 
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1a+b= ;
y lieân tuïc treân 4

b = 18.
71a=- ;

                       4
b = 18.

⎧
⎪⇔ ⎨
⎪⎩
⎧
⎪⇔ ⎨
⎪⎩

\

 

 
2. HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT ĐOẠN 

2.1. Định lý. Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a; b]. Khi đó 
1) f(x) đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên [a; b], nghĩa là 

1 2 1 2

M,m , x [a; b],m f (x) M;
x , x , f (x ) M; f (x ) m.

∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤⎧
⎨∃ ∈ = =⎩

\
\

 

2) f(x) đạt mọi giá trị trung gian giữa giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m trên [a; b], 
nghĩa là 

0 0m k M, x [a;b], f (x ) k∀ ≤ ≤ ∃ ∈ = . 

 
Minh họa: 

 
2.2. Hệ quả. 1) Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a; b]. Giả sử    f(a)f(b) < 0, nghĩa là f(a) 

và f(b) trái dấu. Khi đó phương trình f(x) = 0 có nghiệm trên khoảng (a; b), nghĩa là tồn tại x0 
∈(a; b) sao cho f(x0) = 0. 

2) Giả sử hàm số f(x) liên tục trên khoảng (a; b) và phương trình f(x) = 0 vô nghiệm trên 
khoảng này. Khi đó f(x) không đổi dấu trên khoảng (a; b). 

 
Ví dụ 1. Chứng minh mọi phương trình đại số bậc lẻ: 

anxn + an-1xn-1+...+ a0 = 0 (an ≠ 0) (1) 
với n nguyên dương lẻ, luôn luôn có nghiệm thực. 

Giải. Đặt f(x) = anxn + an-1xn-1+...+ a0 = 0. 
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Khi x → −∞, f(x) ∼ anxn → −∞ (do n lẻ), nên tồn tại a < 0 khá bé sao cho f(a) < 0.  

Khi x → +∞, f(x) ∼ anxn → +∞, nên tồn tại b > 0 khá lớn sao cho f(b) > 0. 
Vì hàm số f(x) liên tục trên [a; b] và f(a)f(b) < 0 nên theo hệ quả trên, phương trình f(x) = 

0 có nhiệm trên [a; b] và  do đó phương trình (1) có nghiệm thực. 
Ví dụ 2. Giải bất phương trình: 

2 2(x 6x 5)(1 lnx)(x x 4x 20) 0            (1)− + − − − + <  

Giải. Điều kiện: x >0. Đặt 2 2f(x) (x 6x 5)(1 lnx)(x x 4x 20)= − + − − − + . Ta có f(x) liên tục  
trên (0; +∞). Hơn nữa, 

2 2

2

2

f (x) 0 (x 6x 5)(1 ln x)(x x 4x 20) 0

x 6x 5 0 x 1 x 5
          1 ln x 0  x e

x 5x x 4x 20 0
           

= ⇔ − + − − − + =

⎡ ⎡− + = = ∨ =
⎢ ⎢⇔ − = ⇔ =⎢ ⎢
⎢ ⎢ =− − + = ⎣⎣

 

Ta lập bảng xét dấu: 
x 0  1  e  5  +∞

f(x)  - 0 + 0 - 0 -  
Lưu ý rằng, do tính liên tục, f(x) không đổi dấu trên mỗi khoảng của bảng xét dấu. Do đó ta 
chỉ cần thế một giá trị của mỗi khoảng vào f(x) để biết dấu của f(x) trên các khoảng này. Từ 
bảng xét dấu trên ta suy ra: 

f(x) ⇔ 0 < x < 1 hay  e < x < 5 hay  x > 5. 
Do đó, bất phương trình (1) có tập nghiệm là: 

S = (0;1) ∪ (e; 5) ∪ (5; + ∞). 
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D- ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN 
 

1. KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 
1.1. Định nghĩa. 1) Cho hàm f(x) xác định trên một khoảng chứa x0. Khi cho x0 một số gia 

Δx  khá bé thì số gia tương ứng của f(x)  là Δy = f(x0 + Δx) − f(x0). Lập tỉ số 

0 0f (x x) f (x )y
x x

+ Δ −Δ
=

Δ Δ
. 

Nếu tỉ số này có  giới hạn là A ∈ R khi Δx → 0 thì ta nói f(x) có đạo hàm tại x0 và A  là đạo 
hàm của f(x) tại x0, ký hiệu f '(x0) = A.  

Như vậy, 

0 0
0 x 0 x 0

f (x x) f (x )yf '(x ) lim lim
x xΔ → Δ →

+ Δ −Δ
= =

Δ Δ  

2) Tương tự, ta định nghĩa: 

• f(x) có đạo hàm bên trái tại x0, ký hiệu 0f (x )−′ , nếu tồn tại giới hạn hữu hạn: 

0 0
0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim .

x−

−

Δ →

+ Δ −
′ =

Δ  

• f(x) có đạo hàm bên phải tại x0, ký hiệu 0f (x )+′ , nếu tồn tại giới hạn hữu hạn: 

0 0
0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim .

x+

+

Δ →

+ Δ −
′ =

Δ  

3) f(x) có đạo hàm trên (a,b) nếu f(x) có đạo hàm tại mọi x0 ∈(a,b). 
4) f(x) có đạo hàm trên [a,b] nếu f(x) có đạo hàm trên (a,b) và có đạo hàm bên phải tại a, 

đạo hàm bên trái tại b. 
1.2. Ý nghĩa hình học của đạo hàm: Đạo hàm f '(x0) chính là hệ số góc của tiếp tuyến với 

đường cong (C): y = f(x) tại điểm M0(x0,y0)∈(C). Do đó phương trình của tiếp tuyến với đường 
cong (C): y = f(x) tại điểm M0(x0,y0)∈(C) là: 

0 0 0y - y  = f '(x )(x-x )  

1.3. Ý nghĩa kinh tế của đạo hàm: 
1) Định nghĩa: Biên tế của đại lượng  y = f(x) theo đại lượng x tại x0, ký hiệu Mxy(x0), là 

độ biến đổi của đại lượng y khi đại lượng x tăng lên 1 đơn vị tại x0. 
2) Biểu thức toán học của biên tế: 

Giả sử tại x = x0 ta cho x một số gia là Δx đơn vị. Khi đó độ biến đổi của đại lượng y = f(x) 
là Δy = f(x0 + Δx) − f(x0). Do đó khi x tăng 1 đơn vị thì độ biến đổi trung bình của đại lượng  y 
= f(x) là           
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0 0f (x x) f (x )y
x x

+ Δ −Δ
=

Δ Δ
. 

Để biết chính xác độ biến đổi của đại lượng y = f(x) khi x tăng 1 đơn vị  tại trạng thái  (x0,y0) ta 
phải chuyển qua giới hạn khi Δx → 0. Theo định nghĩa trên, độ biến đổi đó chính là biên tế 
Mxy(x0) của y = f(x) theo x tại x0 nên  

0 0
x 0 0x 0 x 0

f (x x) f (x )yM y(x ) lim lim y '(x )
x xΔ → Δ →

+ Δ −Δ
= = =

Δ Δ
. 

Như vậy, biên tế của đại lượng y = f(x) theo đại lượng x tại x0 chính là đạo hàm y’(x0) = f’(x0) 
của y = f(x) tại x0: 

x 0 0M y(x ) y '(x )=  

Tổng quát, biên tế của đại lượng y = f(x) theo đại lượng x chính là đạo hàm    y’ = f’(x) của y = 
f(x): 

xM y y '=  

Chú ý: Trong thực tế, biên tế Mxy(x0) của y = f(x) theo x tại x0 xấp xỉ bằng độ biến đổi của 
y khi đại lượng x tăng lên 1 đơn vị từ trạng thái x = x0. 

Ví dụ: Xét mô hình sản xuất một loại sản phẩm. Khi đó hàm tổng chi phí     C = C(Q) là 
hàm theo tổng sản phẩm Q.  Chi phí biên tế là: 

MC(Q) = C’(Q). 
Chẳng hạn, với hàm tổng chi phí: 

C = Q3 + 2Q2+10 
ta có chi phí biên tế: MC(Q) = C’(Q)= 3Q2+4Q. Tại Q = 100, ta có MC(100) = 30400. Như vậy, 
khi đang sản xuất với tổng sản lượng Q0 = 100, nếu tăng tổng sản lượng 1 đơn vị thành Q1 = 
101, thì  tổng chi phí sẽ tăng thêm 30400 (Thực tế là chi phí tăng thêm C(Q1) - C(Q0)  = 30703). 

3) Độ biến đổi tuyệt đối và độ biến đổi tương đối:  

Xét đại lượng x. Tại x = x0, cho x một số gia Δx thì x nhận giá trị mới là x0+Δx. Ta nói Δx 

là độ  biến đổi tuyệt đối của x tại x0 và tỉ số 
0

x
x
Δ

 là độ  biến đổi tương đối  của x tại x0. Độ biến 

đổi tương đối thường được tính bằng %. 
 
4) Hệ số co giãn: Hệ số co giãn của đại lượng y = f(x) theo đại lượng  x tại  x0, ký hiệu 

εyx(x0), là  độ biến đổi tương đối của y khi x tăng tương đối lên 1%. 
5) Biểu thức toán học của hệ số co giãn: 

Giả sử tại x0 ta cho x một số gia là Δx đơn vị. Khi đó: 

- Độ biến đổi tuyệt đối của x tại x0 là Δx. 

- Độ biến đổi tương đối  của x tại x0 là  
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0

x .100%
x
Δ

. 

- Độ biến đổi tuyệt đối của y tại x0 là: 

Δy = f(x0 + Δx) − f(x0). 

- Độ biến đổi tương đối của y tại x0  (y0 = f(x0)) là: 

0 0

0 0

f (x x) f (x )y .100% .100%
y y

+ Δ −Δ
=  

Do đó, tại x = x0, khi x tăng tương đối 1% thì độ biến đổi tương đối trung bình của đại lượng y = 
f(x) là           

0 0

0

0

y .100%
y xy . %x x y.100
x

Δ
Δ

=
Δ Δ

. 

Để biết chính xác độ biến đổi tương đối của đại lượng y = f(x) khi x tăng 1 đơn vị  tại trạng thái  
(x0,y0) ta phải chuyển qua giới hạn khi Δx → 0, Theo định nghĩa trên, độ biến đổi tương đối  đó 
chính là hệ số co giãn εyx(x0) của đại lượng y = f(x) theo đại lượng  x tại  x0 nên  

0 0
yx 0 0x 0

0 0

x xy(x ) lim . y '(x )
x y yΔ →

Δ
ε = =

Δ
. 

Như vậy, hệ số co giãn εyx(x0) của đại lượng y = f(x) theo đại lượng  x tại  x0 định bởi: 

0
yx 0 0

0

x(x ) y '(x )
y

ε =  

Tổng quát, hệ số co giãn εyx(x) của đại lượng y = f(x) theo đại lượng  x định bởi: 

yx
x(x) y '(x)
y

ε =  

Ví dụ. Xét mô hình sản xuất một loại sản phẩm. Khi đó hàm cầu QD = Q(P) là hàm giảm theo 

đơn giá P. Hệ số co giãn DQ Pε thường được viết tắt là εD. Ta có: 

D
PQ '(P) 0
Q

ε = < . 

Hệ số co giãn  εD  cho biết lượng cầu sẽ giảm bao nhiêu phần trăm khi ta tăng giá 1%. 

Chẳng hạn, với hàm cầu  QD = 1000 – 5P, hệ số co giãn  εD là:  

D
P 5PQ'(P)
Q 1000 5P

ε = = −
−  
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Tại P0 = 120, εD(P0) = −1,5, nghĩa là  khi đang bán với đơn giá P0 = 120, nếu tăng giá lên 1%, 
thì  lượng cầu sẽ giảm đi khoảng 1,5%. 

 
1.4. Định lý. Nếu f(x) có đạo hàm tại x0 thì f(x) liên tục tại x0. 
1.5. Chú ý. Một hàm số liên tục tại x0 không nhất thiết có đạo hàm tại điểm đó. 

 
2. PHƯƠNG PHÁP TÍNH  ĐẠO HÀM 

2.1. Định lý. Giả sử các hàm u = u(x) và v = v(x) có các đạo hàm  u′ = u′(x); v′ = v′(x). Ta 
có  

1 (u + v)′= u′+ v′ 

2 (ku)′ = ku′      (k: Const) 

3 (uv)′ = u′v + uv′  

4 

2
u u v uv (v 0)
v v

′ ′ ′⎛ ⎞ −
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

5 

2
1 v (v 0)
v v

′ ′⎛ ⎞
= − ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

2.2. Định lý  (đạo hàm của hàm số hợp). Xét hàm hợp y = f[ϕ(x)]. Nếu hàm y = f(u) có 
đạo hàm theo biến u là y′u = f ′(u) và u = ϕ(x) có đạo hàm theo biến x là u′x = ϕ′(x). Khi đó hàm 
hợp y = f[ϕ (x)] có đạo hàm theo biến x là y′x = y′u.u′x.   

2.3. Định lý (đạo hàm của hàm số ngược). Giả sử hàm số x = g(y) có hàm ngược là y = 
f(x). Khi đó nếu x = g(y) có đạo hàm theo y là x'y = g'(y) ≠ 0 và hàm ngược y = f(x) liên tục theo 
biến x  thì y = f(x) có đạo hàm theo x định bởi 

x
y

1y
x

′ =
′  

Ví dụ: 1)  Tính đạo hàm của các hàm số y = arcsinx và y = arccosx. 

2)  Tính đạo hàm của hàm y = arctgx và y = arccotgx. 

Giải. 1) y = arcsinx (−1 ≤ x ≤ 1; −π/2 ≤ y ≤ π/2) là hàm ngược của hàm x = siny.  Với mỗi 
− π/2 < y < π/2, ta có   

yx ' cosy 0.= >  

Do đó 
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x 2 2
y

1 1 1 1y ' .
x ' cos y 1 sin y 1 x

= = = =
− −

 

Vậy  
2

1(arcsin x) '
1 x

=
−

 (−1 < x < 1). 

Tương tự, ta có 

2x1

1)'x(arccos
−

−=  (−1 < x < 1) 

 

2) y = arctgx (x∈ R, −π/2 < y < π/2) là hàm ngược của hàm x = tgy. Với mỗi − π/2 < y < 
π/2, ta có   

2 2
y 2

1x ' 1 tg y 1 x .
cos y

= = + = +  

Do đó 

x 2
y

1 1y .
x 1 x

′ = =
′ +

 

2x1
1)'arctgx(Vaäy

+
=    . 

Tương tự, ta có 

2

1(arc cot gx) .
1 x

′ = −
+  

2.4. Bảng đạo hàm:  

 ĐẠO HÀM HÀM SỐ f(x) ĐẠO HÀM HÀM SỐ f(u) với u = u(x) 

1 (C)′ = 0            (C: Const) (C)′                (C: Const) 

2 (xα)′ = αxα − 1  (α: Const) (uα)′ = αu′uα − 1  (α: Const) 

1( x)
2 x

′ =   u( u)
2 u

′
′ =   

2
1 1
x x

′⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2
1 u
u u

′ ′⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 (ex)′ = ex   (eu)′ = u′eu   
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4 (ax)′ = axlna    (0 < a: Const) (au)′ = u′aulna  (0 < a: Const) 

5 1(ln|x|)
x

′ =  u(ln|u|)
u
′

′ =  

6 
a

1(log |x|)
x lna

′ =  

(0 < a ≠ 1: Const) 

a
u(log |u|)

u ln a
′

′ =    

(0 < a≠ 1: Const) 

7 (sinx)′ = cosx   (sinu)′ = u′cosu   

8 (cosx)′ = − sinx (cosu)′ = − u′sinu 

9 2
2

1(tgx) 1 tg x
cos x

′ = = +  2
2

u(tgu) u (1 tg u)
cos u

′
′ ′= = +  

10  
2

2
1(cot gx) (1 cot g x)

sin x
′ = − = − +  

2
2

u(cot gu) u (1 cot g u)
sin u

′
′ ′− = − +  

11 
2

1(arcsinx)
1 x

′ =
−

 
2

u(arcsin u)
1 u

′
′ =

−
 

12 
2

1(arccos x)
1 x

′ = −
−

 
2

u(arccos u)
1 u

′
′ = −

−
 

13 
2

1(arc tgx)
1 x

′ =
+

  2
u(arc tgu)

1 u
′

′ =
+

 

14 
2

1(arc cotgx)
1 x

′ = −
+

 2
u(arc cotgu)

1 u
′

′ = −
+

 

 
2.5. Đạo hàm của hàm số dạng y = uv  với   u = u(x); v = v(x) 
Để tính đạo hàm của hàm số trên ta tiến hành như sau: 

Lấy logarit cả 2 vế của y = uv, ta được: 

lny = vlnu   (1) 
Lấy đạo hàm 2 vế của (1), ta được: 

y ' u 'v ' lnu v .
y u

= +  

Do đó 

vu ' u 'y ' (v ' lnu v )y (v ' lnu v )u .
u u

= + = +  

Ví dụ:  Tính đạo hàm của hàm y = xsinx. 
Giải. Lấy logarit cả 2 vế của y = xsinx, ta được 

lny = sinxlnx  (1) 
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Lấy đạo hàm 2 vế của (1), ta được 
y ' sin xcos x ln x
y x

= + . 

Do đó 

sinx sin xy ' x (cosx lnx )
x

= + . 

2.6. Đạo hàm của hàm ẩn 
Xét phương trình  

F(x,y) = 0   (1) 

Giả sử y = y(x) (x ∈ D) là hàm số thỏa F(x,y(x)) = 0 với mọi x ∈ D. Ta nói y là hàm ẩn 
được xác định bởi phương trình (1). 

Ta có thể tìm đạo hàm y' của hàm ẩn y xác định bởi phương trình (1), theo x và y, mà 
không cần xác định biểu thức tường minh của hàm số y = y(x), bằng cách lấy đạo hàm hai vế 
của (1) theo biến x, trong đó y là một hàm theo biến x. Chú ý rằng khi lấy đạo hàm như vậy ta 
phải sử dụng định lý về đạo hàm hàm hợp. 

Ví dụ 1: Tìm đạo hàm y' = y'(x) của hàm ẩn y = y(x) xác định bởi phương trình tgy = xy. 
Giải. Lấy đạo hàm hai vế của phương trình tgy = xy ta được 

(1 + tg2y)y′ =  y + xy′ 

Suy ra  (1 + x + tg2y)y′ =  y. Từ đó  

2
yy '

1 x tg y
=

− +
. 

  
Ví dụ 2: Tìm đạo hàm y' = y'(0) của hàm ẩn y = y(x) xác định bởi phương trình   

x3 – xy – xey + y – 1 = 0.   (2) 
Giải. Lấy đạo hàm hai vế của phương trình x3 – xy – xey + y – 1 = 0. ta được 

3x2 – y – xy′ – ey – xeyy′ + y′ = 0.   (3) 

Thế x = 0 vào (2)  ta được y = 1. Thế x = 0, y = 1 vào (3) ta được  –1 – e + y′ = 0. Suy ra            
y′(0) =  1 + e. 

2.6. Đạo hàm của hàm số cho bởi phương trình tham số 
Giả sử hàm số y phụ thuộc biến số x không trực tiếp mà thông qua một biến số trung gian 

t: 

x (t);
y (t)

= ϕ⎧
⎨ = ψ⎩

 

và hàm số x = ϕ(t) có hàm ngược t = ϕ–1(x), hơn nữa các hàm  ϕ, ψ và ϕ–1 đều có đạo hàm. Khi 
đó hàm số  y =  ψ[ϕ–1 (x)] có đạo hàm theo x. Thật vậy, ta có y′

t = y′
x.x′

t. Suy ra 
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t
x

t

y
y

x
′

′ =
′  

Ví dụ 1. Tìm đạo hàm y′= y′(x) của hàm số y = y(x) cho bởi phương trình tham số: 
2x ln(1 t );

y 2t 2arctgt.
⎧ = +
⎨

= −⎩
 

Giải. Ta có 

2
t

x 2
t tt

2

22y (2t 2arctgt) 1 ty t.
2tx (ln(1 t ))

1 t

−′ ′− +′ = = = =
′ ′+

+

 

Ví dụ 2. Tìm đạo hàm y′= y′(2) của hàm số y = y(x) cho bởi phương trình tham số: 
t

2

x 2e ;
y t t .

⎧ =⎪
⎨

= +⎪⎩
 

Giải. Ta có 
2

t
x t t

t tt

y (t t ) 1 2ty .
x (2e ) 2e

′ ′+ +′ = = =
′ ′

 

Tại x = 2 ta có 2et = 2 nên t = 0. Suy ra y'(2) = 1/2. 
 
3. VI PHÂN  

Cho hàm số f(x) có đạo hàm tại x0. Đặt  

0 0
0

f (x x) f (x )
( x) f (x ).

x
+ Δ −

′ϕ Δ = −
Δ  

Khi đó, ( x) 0 khi  x 0ϕ Δ → Δ → , và  

0 0 0 0f (x x) f (x ) f (x ) x x ( x)  f (x ) x o( x)′ ′+ Δ − = Δ + Δ ϕ Δ = Δ + Δ , 

trong đó o( x) x ( x)Δ = Δ ϕ Δ . Chú ý rằng   

o( x) ( x) 0 khi  x 0
x

Δ
= ϕ Δ → Δ →

Δ
 

nên o( x)Δ  là một VCB cấp cao hơn VCB Δx khi  Δx → 0. Ta nói f(x) khả vi tại x0 và vi phân 
của f(x) tại x0 là  f '(x0)Δx theo định nghĩa sau: 

3.1. Định nghĩa. Cho hàm số f(x) xác định trên một khoảng chứa x0. Ta nói f(x) khả vi tại 
x0 nếu tồn tại một hằng số A và một hàm số o( x)Δ  là VCB cấp cao hơn VCB Δx khi  Δx → 0 
sao cho với mọi Δx khá bé ta có 
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0 0f (x x) f (x ) A x o( x)+ Δ − = Δ + Δ . 

Khi đó đại lượng AΔx được gọi là vi phân của f(x) tại điểm x0, ký hiệu là df(x0). Như vậy, 

df(x0) = AΔx. 

Lý luận trên cho thấy nếu f(x) có đạo hàm tại x0 thì f(x) khả vi tại x0 và df(x0) = f'(x0)Δx. 
Tổng quát hơn, ta có kết quả sau: 

3.2. Định lý. Hàm số f(x) khả vi tại x0 khi và chỉ f(x) có đạo hàm tại x0. Khi đó vi phân của 
f(x) tại x0 là df(x0) = f ′(x0)Δx.  

3.3. Biểu thức của vi phân: 
Từ kết quả trên, ta có vi phân của f(x) định bởi: 

   df(x) = f ′(x)Δx.     

Nhận xét rằng với g(x) = x thì g′(x) = 1, do đó dg(x) = 1.Δx = Δx, nghĩa là dx = Δx. Do đó ta có 
biểu thức của vi phân của f(x) như sau: 

df(x) = f (x)dx′  

Chú ý. Do công thức trên, ta có: 

df (x)f (x) .
dx

′ =  

 
3.4. Ý nghĩa của vi phân và công thức tính gần đúng: 

Cho hàm số f(x) khả vi tại x0. Khi đó với mọi Δx khá bé ta có 

0 0 0f (x x) f (x ) f (x ) x o( x)′+ Δ − = Δ + Δ . 

Vì o( x)Δ  là VCB cấp cao hơn VCB Δx khi  Δx → 0 nên khi Δx khá bé ta có 

0 0 0f (x x) f (x ) f (x ) x.′+ Δ − ≈ Δ  

Nói cách khác, khi  Δx khá bé, số gia Δf(x0) của f(x) tại x0 gần bằng vi phân df(x0) của f(x) tại x0 
và ta có công thức tính gần đúng: 

0 0 0f (x x) f (x ) df (x )+ Δ ≈ +  

Ví dụ. Cho hàm số y = arctgx. Tìm các vi phân dy và dy(1). Áp dụng: Tính gần đúng 
arctg(1,02). 

Giải. 1) Vi phân dy = y'dx = 2x1
1

+
dx. 

2) Vi phân dy(1) = y'(1)dx = 2
1 1dx dx

1 1 2
=

+
. 

3) Ta tính gần đúng arctg(1,02) như sau: Đặt  x0 = 1; Δx = 0,02. Ap dụng công thức tính 
gần đúng cho hàm số y = arctgx, ta được 
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y(1,02) ≈ y(1) + dy(1). 

Do đó arctg(1,02) ≈ arctg1 + (1/2).0,02= π/4 + 0,01. 
 
3.5. Định lý. Cho các hàm số u = u(x) và v = v(x) có các vi phân là du và dv. Ta có 
 

1 d(u + v) = du + dv 

2 d(ku) = kdu;     (k: Const) 

3 d(uv) = udv + vdu 

4 
2

u vdu udvd   (v 0)
v v

−⎛ ⎞ = ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
4. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CẤP CAO 

4.1. Đạo hàm cấp cao 

1) Định nghĩa. Giả sử  hàm số f(x) có đạo hàm f ′(x). Ta còn gọi f ′(x) là đạo hàm cấp một 
của f(x).  

Nếu hàm số f ′(x) lại có đạo hàm thì đạo hàm đó được gọi là đạo hàm cấp hai của f(x),  ký 
hiệu là f ′′(x) hay f(2)(x). Như vậy, 

f ′′(x) = [f ′(x)]′. 

Tổng quát, đạo hàm của đạo hàm cấp (n−1) của f(x) được gọi là đạo hàm cấp n của f(x),ký 
hiệu là f(n)(x). Như vậy, 

(n) (n 1)f (x)  [f (x)]− ′=  

2) Định lý. Giả sử các hàm u = u(x) và v = v(x) có các đạo hàm cấp n là  u(n) = u(n)(x); v(n) 
= v(n)(x). Ta có 

(n) (n) (n)

(n) (n)

n
(n) k (k) (n k)

n
k=0

a) (u + v) = u + v ;

b) (ku)  = ku ;     (k: Const)

c) (uv)  = C u v −∑

 

trong đó u(0) = u và v(0) = v. 
Ví dụ. Tìm đạo hàm cấp n của các hàm số sau: 

a) y = xn; b) y = sinx;  c) y cosx; d)
1y

x a
=

+
 (a: const) e) y = x2sinx. 

Giải. a) Với  y = xn, ta có 

y′ = nxn−1, y′′ = n(n − 1)xn−2, y′′′ = n(n − 1)(n − 2)xn−3, ...,  

y(n) = n(n − 1)(n − 2)...3.2.1 = n!,  
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y(k) = 0; ∀k > n. 
b) Với  y = sinx, ta có 

y' = cosx = sin(x + 
2
π ), 

y'' = cos(x + 
2
π ) = sin(x + 

2
π  + 

2
π ) = sin(x + 2

2
π ). 

Tổng quát, y(n) = sin(x + n
2
π ).    

c) Tương tự, với  y = cosx, ta có: y(n) = cos(x + n
2
π ). 

d) Với 
1y

x a
=

+
, ta có 

2
2 3

1 2y ; y ( 1)
(x a) (x a)

′ ′′= − = −
+ +

 

Ta chứng minh 

(n) n
n 1

n!y ( 1)
(x a) += −

+
.   (1) 

Với  n = 1, (1) đúng. 
Giả sử (1) đúng với n = k, nghĩa là  

(k) k
k 1

k !y ( 1) .
(x a) +

= −
+

 

Với n = k + 1, ta có  
 

k
(k 1) k k k 1

k 1 2(k 1) k 2
k ! k !(k 1)(x a) (k 1)!y ( 1) ( 1) ( 1) .

(x a) (x a) (x a)
+ +

+ + +

′⎛ ⎞ + + +
= − = − − = −⎜ ⎟

+ + +⎝ ⎠
 

Vậy (1) cũng đúng với n = k + 1. Ta kết luận  

(n) n
n 1

n!y ( 1)
(x a) += −

+
 với mọi n ≥1. 

e) Đặt u = x2, v = sinx  ⇒ y = uv. Theo các kết quả trên ta có 

u′ = 2x, u′′ = 2, u(k) = 0, ∀k ≥ 3; 

v(m) = sin(x + m
2
π ).    

Suy ra  
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2 2y 2xsin x x sin(x ) x sin(x ) 2x cos(x ).
2 2 2
π π π′ = + + = + − +  

Với  n ≥ 2 ta có  
n

(n) (n) k (k) (n k) (n) 1 (n 1) 2 (n 2)
n n n

k 0

2

2 2

y (uv)   C u v uv C u v C u v

    x sin(x n ) 2nxsin(x (n 1) ) n(n 1)sin(x (n 2) ).
2 2 2

    (x n n)sin(x n ) 2nx cos(x n ).
2 2

− − −

=

′ ′′= = = + +

π π π
= + + + − + − + −

π π
= − + + − +

∑

 

Kết luận  

(n) 2 2y (x n n)sin(x n ) 2nx cos(x n ), n 1.
2 2
π π

= − + + − + ∀ ≥  

4.2. Vi phân cấp cao 
Giả sử  hàm số f(x) có vi phân df(x)= f'(x)dx. Ta còn gọi df(x) là vi phân cấp một của f(x).  

Nếu hàm số f ′(x) khả vi thì df(x) = f ′(x)dx có vi phân và vi phân đó được gọi là vi phân 
cấp hai của f(x),  ký hiệu d2f(x). Ta có 

d2f(x) = d(df(x)) = d[f ′(x)dx] = f ′′(x)dx.dx= f ′′(x)dx2. 

Vậy d2f(x) = f(2)(x)dx2.Tổng quát, vi phân của vi phân cấp (n − 1) của f(x) được gọi là vi phân 
cấp n của f(x), ký hiệu dnf(x). Ta có 

n (n) nd f(x) = f (x)dx  

Ví dụ. Với  y = sinx, ta có dny = y(n) dxn = sin(x + n
2
π )dxn.   

5. QUI TẮC L’HOSPITAL 

5.1. Định lý (Qui tắc L’Hospital). Xét giới hạn 
x A

f (x)lim
g(x)→

 có dạng vô định 0
0

 hoặc ∞
∞

 

(nghĩa là: f(x)→0, g(x)→0 hoặc f(x)→∞, g(x)→∞). Giả sử tồn tại giới hạn 

x A

f (x)lim L.
g (x)→

′
=

′  

Khi đó  
x A

f (x)lim L
g(x)→

= . 

5.2. Chú ý. 1) Nếu sau khi sử  dụng Qui tắc L’Hospital mà giới hạn vẫn còn dạng vô định  
0
0

 hoặc ∞
∞

 thì ta có thể sử  dụng tiếp qui tắc này. Lưu ý: Nên kết hợp với  qui tắc thay thế hàm 

tương đương để việc tính đạo hàm được dễ dàng hơn. 
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2) Qui tắc L’Hospital chỉ được áp dụng trực tiếp cho giới hạn thuộc hai dạng vô định  0
0

 

và ∞
∞

. Đối với các dạng vô định khác, muốn áp dụng ta cần đưa về một trong hai dạng vô định 

trên mà ta có thể tóm tắt trong bảng sau: 
BẢNG ÁP QUI TẮC L’HOSPITAL TÌM GIỚI HẠN  

DẠNG VÔ 
ĐỊNH  

GIỚI HẠN  BIẾN ĐỔI QUI TẮC 

L’HOSPITAL 

0/0 
x A

f (x)L lim
g(x)→

=  
 

x A

f (x)L lim
g (x)→

′
=

′  

∞/∞ 
x A

f (x)L lim
g(x)→

=  
 

x A

f (x)L lim
g (x)→

′
=

′  

0.∞ 
x A

L lim f(x)g(x)
→

=  
x A

f (x)L lim 1
g(x)

→
=  

hay 

x A

g(x)L lim 1
f(x)

→
=  

x A

f (x)L lim
1

g(x)

→

′
=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

hay 

x A

g (x)L lim
1

f(x)

→

′
=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

∞ − ∞ 
x A

L lim[f (x) g(x)]
→

= −

x A

1 1
g(x) f (x)L lim 1
f (x)g(x)

→

−
=

x A

1 1
g(x) f (x)L lim

1
f (x)g(x)

→

′⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 
 

1∞ 
 

 
 
 

g(x)

x A
L lim f(x)

→
=  

 

 

 

x A

K

lim [f (x) 1]g(x)
L e →

−
=

����

 

 

x A

[f (x) 1]K lim
1

g(x)

→

′−
=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

hay 

x A

g (x)K lim
1

f (x) 1

→

′
=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1∞ 
00 

∞0 

 
g(x)

x A
L lim f(x)

→
=  

 

x A

K

lim g(x) ln f (x)
L e →=


����
 

( )
x A

ln f (x)
K lim

1
g(x)

→

′
=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Ví dụ. Tính các giới hạn sau: 

x x

1 x 0

e e 2xL lim .
x sin x

−

→

− −
=

−    2 x 1

xln|cos( )|
2L lim .xtg( )

2
→

π

=
π  

2
3 2x 0

1L lim( cot g x).
x→

= −   
10 x

4 x
L lim x e .

→−∞
=  

1
x x x

5 x 0

3 4L lim
2→

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   ( )

3
ln|sin(2 x)|

6 x 2
L lim x 2

+
−

→
= −  

ln(1 2x)
7 x 0

L lim(cot gx)
+

+

→
=  

Giải. 
x x

1 x 0

e e 2x1)L lim .
x sin x

−

→

− −
=

−
 Ta thấy L1 có dạng vô định  0

0
. Ap dụng Qui tắc 

L’Hospital, ta có: 
x x x x x x

1 x 0 x 0 x 0

x x

x 0

L 'Hosp L 'Hospe e 2x e e 2 e eL lim lim lim
x sin x 1 cos x sin x

L 'Hosp e e   lim 2.
cos x

− − −

→ → →

−

→

− − + − −
=

− −

+
= =

 

 

2 x 1

xln|cos( )|
22)L lim .

xtg( )
2

→

π

=
π

 Ta thấy L2 có dạng vô định  ∞
∞

. Ap dụng Qui tắc L’Hospital, ta 

có: 

2 x 1 x 1    x 1

2

xsin( )
2 2

x xln|cos( )| cos( ) x x2 2L lim lim limsin( )cos( ) 0.
x 2 2tg( )
2 2

xcos ( )
2

→ → →

π π

−
π π

π π
= = = − =

π π

π

 

2
3 2x 0

13)L lim( cot g x).
x→

= −  Ta thấy L3 có dạng vô định  ∞ − ∞. Ta biến đổi 
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2 2
2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 t g x x (t gx x)(t gx x)cot g x .
x x t g x x tg x x tg x

− + −
− = − = =  

Khi x → 0, ta có  tgx + x ~ 2x   và  x2tg2x ~ x4. Do đó 

2
2 2 2 4 3

1 (t gx x)(t gx x) 2x(t gx x) 2(t gx x)cot g x
x x tg x x x

+ − − −
− = =∼  

Suy ra 3 3x 0

t gx xL 2lim
x→

−
= . Ta thấy bây giờ giới hạn L3 có dạng vô định  0

0
. Ap dụng Qui tắc 

L’Hospital, ta có 
2 2

3 3 2 2x 0 x 0 x 0

t gx x (1 t g x) 1 2 t g x 2L 2lim 2lim lim .
x 3x 3 x 3→ → →

− + −
= = = =  

10 x
4 x

4)L lim x e .
→−∞

=  Ta thấy L4 có dạng vô định  0.∞. Ta biến đổi 

10
10

10 x 10
4 4x xx x x

10

x xL lim x e lim lim (K ) .
e

e
−→−∞ →−∞ →−∞ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

trong đó 4 xx
10

xK lim
e

→−∞ −
= . Ta thấy K4 có dạng vô định  ∞

∞
. Ap dụng Qui tắc L’Hospital, ta có 

4 x xx x
10 10

x 1K lim lim 0.
1e e
10

→−∞ →−∞− −
= = =

−
 

Suy ra L4 = (K4)10 = 0. 
1

x x x

5 x 0

3 45)L lim
2→

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 . Ta thấy L5 có dạng vô định  1∞. Ta có 

x x

x 0

1 1 3 4x x lim lnx x 2
5 x 0

3 4L lim e
2

→

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

→

⎛ ⎞+
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Xét giới hạn 

( )x xx x

5 x 0 x 0

ln 3 4 ln21 3 4K lim ln lim .
x 2 x→ →

+ −⎛ ⎞+
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Ta thấy K5 có dạng vô định  0
0

. Ap dụng Qui tắc L’Hospital, ta có: 

( )
x x

x x
x x

5 x 0 x 0 x 0

3 ln3 4 ln4
ln 3 4 ln2 ln3 ln4 13 4K lim lim . lim ln12 ln 12.

x 1 2 2→ → →

+
+ − ++= = = = =  
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Suy ra 

5K ln 12
5L e e 12 2 3= = = = . 

( )
3

ln|sin(2 x)|
6 x 2

6)L lim x 2 .
+

−

→
= −  Ta thấy L5 có dạng vô định  00. Ta có 

( )
( )

x 2

33 lim ln x 2
ln|sin(2 x)|ln|sin(2 x)|

6 x 2
L lim x 2 e +→

+

−
−−

→
= − =  

Xét giới hạn 

( ) ( )
6 x 2 x 2

ln x 23K lim ln x 2 3lim
ln|sin(2 x)| ln|sin(2 x)|+ +→ →

−
= − =

− −
. 

Ta thấy K6 có dạng vô định  ∞
∞

. Ap dụng Qui tắc L’Hospital, ta có 

( )
6 x 2 x 2 x 2

1
ln x 2 sin(2 x) 1x 2K 3lim 3lim 3lim 3.

cos(2 x)ln|sin(2 x)| 2 x cos(2 x)
sin(2 x)

+ + +→ → →

− −−= = = =
−− − −−
−

 

Suy ra 6K 3
6L e e .= =  

ln(1 2x)
7 x 0

7)L lim(cot gx) .
+

+

→
=  Ta thấy L7 có dạng vô định  ∞0. Ta có 

x 0
lim (1 2x) ln(cot gx)

ln(1 2x)
7 x 0

L lim(cot gx) e
+→

+

+
+

→
= =  

Xét giới hạn 

7 x 0
K lim ln(1 2x) ln(cot gx)

+→
= + . 

Ta thấy K7 có dạng vô định  0.∞. Khi x → 0+, ta có  ln(1+2x) ~ 2x, do đó 
ln(1+2x)ln(cotgx) ~ 2x ln(cotgx). 

Suy ra  

7 x 0 x 0

ln(cot gx)K lim 2xln(cot gx) 2 lim 1
x

+ +→ →
= = . 

Ta thấy bây giờ giới hạn K7 có dạng vô định  ∞
∞

. Ap dụng Qui tắc L’Hospital, ta có 
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2

2 2

7 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

2

1( )
sin x

ln(cot gx) x x xcot gxK 2 lim 2 lim 2 lim 2 lim 2 lim 0.
1 1 sin x cos x x cos x cos x
x x

+ + + + +→ → → → →

−
= = = = = =

−
 

Suy ra 7K 0
7L e e 1.= = =  

 
6. KHAI TRIỂN TAYLOR 

6.1. Định lý (Taylor). Cho hàm số f(x) có đạo hàm đến cấp n + 1 liên tục trên đoạn [a,b]. 
Khi đó với mỗi x0 ∈ [a,b], ta có 

(n) (n 1)
2 n n 10 0 0

0 0 0 0 0
f '(x ) f ''(x ) f (x ) f (c)f(x) f(x ) (x x ) (x x ) ... (x x ) (x x )   (1)
1! 2! n! (n 1)!

+
+= + − + − + + − + −

+  

với mọi x ∈ [a,b], trong đó c nằm giữa x0 và x. Ta gọi (1) là khai triển Taylor đến cấp n của f(x) 
tại x0  với phần dư dưới dạng Lagrange: 

(n 1)
n 1

n 0
f (c)R (x) (x x )  
(n 1)!

+
+= −

+
. 

Chú ý rằng Rn(x) là một VCB cấp cao hơn VCB (x − x0)n khi x → x0 nên ta có thể viết            
Rn(x) = o((x − x0)n). Như vậy, (1) còn được viết dưới dạng: 

(n)
2 n n0 0 0

0 0 0 0 0
f '(x ) f ''(x ) f (x )f(x) f(x ) (x x ) (x x ) ... (x x ) o((x x ) )  (1')
1! 2! n!

= + − + − + + − + −  

Ta gọi (1′) là khai triển Taylor đến cấp n của f(x) tại x0  với phần dư dưới dạng Peano. 

6.2. Khai triển MacLaurin. Khai triển Taylor của f(x) tại x0 = 0 được gọi là khai triển 
MacLaurin của f(x). Như vậy, khai triển MacLaurin đến cấp n của f(x) định bởi: 

(n) (n 1)
2 n n 1f '(0) f ''(0) f (0) f (c)f(x) f(0) x x ... x x   (2)

1! 2! n! (n 1)!

+
+= + + + + +

+  

hay 

(n)
2 n nf '(0) f ''(0) f (0)f(x) f(0) x x ... x o(x )    (2')

1! 2! n!
= + + + + +  

trong đó c nằm giữa 0 và x; o(xn) là một VCB cấp cao hơn VCB xn khi x → 0. 
6.3. Khai triển MacLaurin của một số hàm sơ cấp: 
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2 n n 1
x c

2 n
x n

x x x xe 1 ... e
1! 2! n! (n 1)!
x x xe 1 ... o(x )
1! 2! n!

+

= + + + + +
+

= + + + + +

3 5 2k 1 2k 3
k

3 5 2k 1
k 2k 2

x x x xsin x x ... ( 1) sin[c (2k 3) ]
3! 5! (2k 1)! (2k 3)! 2
x x xsin x x ... ( 1) o(x )
3! 5! (2k 1)!

+ +

+
+

π
= − + − + − + + +

+ +

= − + − + − +
+

2 4 6 2k 2k 2
k

2 4 6 2k
k 2k 1

x x x x xcosx 1 ... ( 1) cos[c (k 1) ]
2! 4! 6! (2k)! (2k 2)!
x x x xcosx 1 ... ( 1) o(x )
2! 4! 6! (2k)!

+

+

= − + − + + − + + + π
+

= − + − + + − +

n 1
2 n

n 2

2 n n

1 x1 x x ... x
1 x (1 c)        

1 1 x x ... x o(x )            (x 1)
1 x

+

+= + + + + +
− −

= + + + + + <
−

 

n 1
2 n n n 1

n 2

2 n n n

1 x1 x x ... ( 1) x ( 1)
1 x (1 c)        

1 1 x x ... ( 1) x o(x )         (x 1)
1 x

+
+

+= − + − + − + −
+ +

= − + − + − + > −
+

 

2 3 n n 1

n 1

2 3 n
n

x x x xln(1 x) x ...
2 3 n (n 1)(1 c)        
x x xln(1 x) x ... o(x )            (x 1)
2 3 n

+

+− = − − − − − −
+ −

− = − − − − − + <
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2 3 n n 1
n 1 n

n 1

2 3 n
n 1 n

x x x xln(1 x) x ... ( 1) ( 1)
2 3 n (n 1)(1 c)       
x x xln(1 x) x ... ( 1) o(x )            (x 1)
2 3 n

+
−

+

−

+ = − + + + − + −
+ +

+ = − + + + − + > −

3 5 2k 1
k 2k 2x x xarctgx x ... ( 1) o(x )                   

3 3 2k 1

+
+= − + − + − +

+  

3 5 61 2tgx x x x o(x )           ( x )        
3 15 2 2

π π
= + + + − < <  

 
6.4. Ứng dụng 
1) Tính xấp xỉ. Ta thường dùng khai triển MacLaurin để tính xấp xỉ giá trị của hàm f(x) 

sau khi chọn n đủ lớn để phần dư Rn(x) có trị tuyệt đối không vượt quá sai số cho phép. 
Ví dụ. Tính cos25o chính xác đến 0,00001. 
Giải. Xét khai triển MacLaurin của cosx: 

2 4 6 2k 2k 2
kx x x x xcos x 1 ... ( 1) cos[c (k 1) ]

2! 4! 6! (2k)! (2k 2)!

+

= − + − + + − + + + π
+  

Phần dư của khai triển là: 
2k 2

n
xR (x) cos[c (k 1) ]

(2k 2)!

+

= + + π
+  

Với x = 25o= 5
36

π , ta có:  

2k 22k 2 2k 2

n
x |x| 1 5|R (x)| cos[c (k 1) ]

(2k 2)! (2k 2)! (2k 2)! 36

++ + π⎛ ⎞= + + π ≤ = ⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠  

Chọn k = 2, ta có: 
2k 2

n
1 5|R (x)| 0,00001
6! 36

+π⎛ ⎞≤ <⎜ ⎟
⎝ ⎠ . 

Vậy ta có thể tính cos25o chính xác đến 0,00001 nhờ công thức: 
2 4x xcos x 1

2! 4!
≈ − +  
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nghĩa là  
2 4

o

5 5
5 36 36cos25 cos 1 0,90632
36 2! 4!

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ≈ − + ≈ . 

2) Tính giới hạn dạng vô định:  
Ví dụ. Tính các giới hạn sau: 

2 4

1 x 0

2 2cos x x 2xL lim .
x(x tgx)→

− − +
=

−  

x 3 2

2 x 0

6e x 3x 6x 6L lim .
x sin x→

+ − − −
=

−  

3 4

3 2 3x 0

3x 3arctgx x xL lim .
6 ln(1 x) 6x 3x 2x→

− − +
=

− + + +  

 Giải. 1) 
2 4

1 x 0

2 2cos x x 2xL lim .
x(x tgx)→

− − +
=

−
 Khi  x → 0, ta có 

2 4
2 4 5 2 4 4 5 4

3 3 3 4
5 4

x x 23 232 2cosx x 2x 2 2(1 o(x )) x 2x = x o(x ) x ,
2! 4! 12 12

x x x xx tgx x (x o(x )) o(x ) x(x tgx) .
3 3 3 3

− − + = − − + + − + +

− = − + + = − + − ⇒ − −

∼

∼ ∼
 

nên 

4
2 4

4

23 x2 2cos x x 2x 2312 .
xx(x tgx) 4
3

− − +
→ −

− −
∼  

Vậy 1
23L .
4

= −  

x 3 2

2 x 0

6e x 3x 6x 62)L lim .
x sin x→

+ − − −
=

−
Khi  x → 0, ta có 

2 3
x 3 2 3 3 2 3 3 3

3 3 3
4 4

x x6e x 3x 6x 6 6(1 x o(x )) x 3x 6x 6 2x o(x ) 2x ,
2! 3!

x x xx sinx x (x o(x )) o(x ) .
3! 6 6

+ − − − = + + + + + − − − = + ∼

− = − − + = + ∼
 

nên 
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x 3 2 3

3

6e x 3x 6x 6 2x 12.
x sin x x

6

+ − − −
→

−
∼  

Vậy L2 = 12. 
3 4

3 2 3x 0

3x 3arctgx x x3)L lim .
6 ln(1 x) 6x 3x 2x→

− − +
=

− + + +
Khi  x → 0, ta có 

3
3 4 3 4 3 4 4 4 4 4

2 3 4
2 3 4 2 3 4 4 4

x3x x x 3arctgx x x 3x x x 3(x o(x )) x o(x ) x ,
3

x x x 3 36ln(1 x) 6x 3x 2x 6( x o(x )) 6x 3x 2x x o(x ) x .
2 3 4 2 2

− + − − + = − + − − + = + ∼

− + + + = − − − − + + + + = − + ∼ −

  
Suy ra 

3 4 3 4 4

2 3
4

3x x x 3arctgx x x x 2
36ln(1 x) 6x 3x 2x 3x
2

− + − − +
→ −

− + + + −
∼ . 

Vậy 3
2L
3

= − . 

7. ỨNG DỤNG  
7.1. Tính đơn điệu - Cực trị - Tính lồi lõm - Điểm uốn - GTLN - GTNN 
Sinh viên tự ôn  
7.2. Bài toán lập kế hoạch sản xuat để đạt lợi nhuận tối đa 
Bài toán: Giả sử một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu là 

QD=D(P) (P là đơn giá) và hàm tổng chi phí là C=C(Q) (Q là sản lượng). Hãy xác định mức sản 
lượng Q để xí nghiệp đạt lợi nhuận tối đa. 

Phương pháp giải: Với mức sản lượng Q, để bán hết sản phẩm, xí nghiệp cần bán theo 
đơn giá P sao cho QD = Q. Do đó  

D(P) = Q ⇔  P = D−1(Q). 
Khi đó: 

- Doanh thu của xí nghiệp là:  

R(Q) = P.Q= D−1(Q).Q 

- Lợi nhuận của xí nghiệp là:  

π(Q) = R(Q) – C(Q) = Q.D−1(Q) – C(Q) 

Ta cần xác định giá trị Q > 0 để  π(Q) đạt cực đại. Thông thường ta chỉ cần tìm Q = Q0 > 0 sao 
cho π'(Q0) = 0 và π''(Q0)  < 0, hơn nữa, để phù hợp với thực tế, tại Q = Q0 ta phải có lợi nhuận, 
đơn giá và tổng chi phí đều dương.  
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Ví dụ: Một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu QD = 
1656 - P
2

 (P là đơn giá) và hàm tổng chi phí là C = Q3 – 77.Q2 + 1000Q + 40000 (Q là sản 

lượng). Hãy xác định mức sản lượng Q để xí nghiệp đạt lợi nhuận tối đa. 
Giải. Với mức sản lượng Q, để bán hết sản phẩm, xí nghiệp cần bán theo đơn giá P sao 

cho:  

QD = Q ⇔ 1656 P
2

−  = Q ⇔  P =1312 – 2Q. 

Khi đó: 

- Doanh thu của xí nghiệp là:  
R(Q) = P.Q = (1312 – 2Q)Q. 

- Lợi nhuận của xí nghiệp là:  

π(Q) = R(Q) – C(Q)  
       = (1312 – 2Q)Q – (Q3 – 77Q2 + 1000Q + 40000)  
       = – Q3 + 75Q2 + 312Q – 40000.  

Cần xác định giá trị Q > 0 để  π(Q) đạt cực đại. Ta có: 

π'(Q) =  –3Q2 + 150Q +  312. 
Suy ra:  

π'(Q) = 0 ⇔  – 3Q2 + 150Q + 312 = 0  

             ⇔   Q = – 2 (loại) hay Q = 52. 

Ta cũng có: π''(Q) =  – 6Q + 150  nên π''(52) < 0. Suy ra π(Q) đạt cực đại tại Q = 52. Khi đó ta 
có các số liệu sau đều phù hợp: 

- Lợi nhuận là π = 38416 > 0. 

- Đơn giá là P = 1208 > 0. 

- Tổng chi phí là C = 24400 > 0. 
Kết luận: Để đạt lợi nhuận cao nhất, xí nghiệp cần sản xuất với mức sản lượng Q = 52. Khi đó 
lợi  nhuận tương ứng là π = 38416. 

7.3.  Bài toán thuế doanh thu 
Bài toán: Giả sử một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu là 

QD=D(P) (P là đơn giá) và hàm tổng chi phí là C=C(Q) (Q là sản lượng). Hãy xác định mức thuế 
t trên môt đơn vị sản phẩm để có thể thu được nhiều thuế nhất từ xí nghiệp. 

Phương pháp giải: Với mức thuế t trên một đơn vị sản phẩm, xí nghiệp sẽ định mức sản 
lượng Q phụ thuộc vào t sao cho đạt lợi nhuận tối đa. Với mức sản lượng Q, để bán hết sản 
phẩm, xí nghiệp cần bán theo đơn giá P sao cho QD = Q. Do đó  

D(P) = Q ⇔  P = D–1(Q). 
Khi đó: 
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- Doanh thu của xí nghiệp là:  
R(Q) = P.Q= D–1(Q).Q 

- Tiền thuế xí nghiệp phải nộp là: T(t)= Qt. 

- Lợi nhuận của xí nghiệp là:  

π(Q) = R(Q) – C(Q) – Qt = D–1(Q).Q – C(Q) – Qt. 

Như đã nói ở trên, ta cần xác định Q sao cho π(Q) đạt cực đại. Khi đó Q = Q(t) (Q phụ 
thuộc vào t) và tiền thuế mà xí nghiệp phải nộp là  T = Q(t)t. Để thu được nhiều thuế nhất từ xí 
nghiệp ta cần xác định giá trị t > 0 để  T = Q(t)t đạt cực đại. Chú ý rằng để phù hợp với thực tế, 
tại giá trị t tìm được ta phải có sản lượng, đơn giá, lợi nhuận và tổng chi phí đều dương.  

Ví dụ. Một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu là QD= 2000 – 
P (P là đơn giá) và hàm tổng chi phí là C = Q2 + 1000 Q + 50 (Q là sản lượng). Hãy xác định 
mức thuế t trên một đơn vị sản phẩm để có thể thu được nhiều thuế nhất từ xí nghiệp. 

Giải. Với mức sản lượng Q, để bán hết sản phẩm, xí nghiệp cần bán theo đơn giá P sao 
cho:  

QD = Q ⇔ 2000 – P = Q ⇔  P = 2000 – Q. 
Khi đó: 

- Doanh thu của xí nghiệp là:  
R(Q) = P.Q= (2000 – Q)Q. 

- Tiền thuế xí nghiệp phải nộp là: T(t) = Qt. 

- Lợi nhuận của xí nghiệp là:  

π(Q)  = R(Q) – C(Q) – Qt  
               =  (2000 – Q)Q – (Q2 + 1000 Q + 50) – Qt 
               =  – 2Q2 + (1000 – t) Q – 50. 

Mức sản lượng được định ra sao cho π(Q) đạt cực đại. Ta có: 

π'(Q) = – 4Q + 1000 – t. 
Suy ra:  

π'(Q) = 0  ⇔  – 4Q + 1000 – t = 0 ⇔  Q = 1000 t
4

− . 

Vì π''(Q) = – 4 < 0 nên π(Q) đạt cực đại tại  Q =1000 t
4

− . Khi đó tiền thuế mà xí nghiệp phải 

nộp là: 

T(t) = Qt = 
21000t t

4
− . 

Ta cần xác định giá trị t > 0 để T(t) đạt cực đại. 
Ta có 
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T'(t) =  1000 2t
4

− . 

Suy ra  

T'(t) = 0 ⇔  1000 2t
4

−  = 0 ⇔ t =  500. 

Vì T''(t)= – 1/2< 0 nên T(t) đạt cực đại tại t= 500. Khi đó ta có các số liệu sau đều phù hợp: 

- Sản lượng là  Q = 125 > 0. Tiền thuế thu được là T = 62500. 

- Đơn giá là P = 1875 > 0. 

- Lợi nhuận là π = 31200 > 0. 

- Tổng chi phí là C = 140675 > 0. 
Kết luận: Để thu được nhiều thuế nhất từ xí nghiệp, cần định mức thuế trên một đơn vị sản 

phẩm là t = 500. Khi đó tiền thuế thu được là   T = 62500. 
 
7.4. Bài toán thuế nhập khẩu 
Bài toán: Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa 

lần lượt là QS = S(P) và QD = D(P) (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó trên 
thị trường quốc tế cộng với chi phí nhập khẩu (nhưng chưa tính thuế nhập khẩu) là P1 < P0, 
trong đó P0 là đơn giá tại điểm cân bằng của thị trường nội địa. Một công ty được độc quyền 
nhập loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế nhập khẩu t trên một đơn vị sản phẩm để thu 
được từ công ty nhiều thuế nhất (Giả sử khối lượng nhập khẩu của công ty không ảnh hưởng 
đến giá bán trên thị trường quốc tế). 

Phương pháp giải: Gọi t là  mức thuế nhập khẩu trên một đơn vị sản phẩm. Mức thuế t 
phải thỏa điều kiện t > 0 và t + P1 < P0. Do được độc quyền, công ty sẽ nhập sản phẩm trên để 
bán với đơn giá P thỏa t + P1 < P < P0 với số lượng là QD – QS = D(P)–S(P). Khi đó lợi nhuận 
mà công ty thu được là:  

π(P) = (P – P1 – t)[D(P) – S(P)]. 
Tất nhiên công ty sẽ chọn đơn giá để lợi nhuận đạt cao nhất. Do đó  ta cần xác định P sao cho 
π(P) đạt cực đại. Khi đó P = P(t) (P phụ thuộc vào t) và tiền thuế mà công ty phải nộp là: 

T(t) =  t[D(P(t)) – S(P(t))]. 
Để thu được nhiều thuế nhất từ công ty ta cần xác định giá trị t > 0 để  T(t) đạt cực đại. Mức 
thuế t phải thỏa t + P1 < P0 và  để phù hợp với thực tế, ta phải có các đại lượng tương ứng như  
đơn giá, lượng cung, lượng cầu đều dương.  

Ví dụ. Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa lần 
lượt là QS = P – 200 và QD = 4200 – P (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó 
trên thị trường quốc tế cộng với chi phí nhập khẩu (nhưng chưa tính thuế) là P1 = 1600. Một 
công ty được độc quyền nhập loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế nhập khẩu t trên một 
đơn vị sản phẩm để thu được từ công ty nhiều thuế nhất. 

Giải. Trước hết ta tìm đơn giá tại điểm cân bằng trong thị trường nội địa. Ta có: 
QS = QD ⇔ P – 200 = 4200 – P  ⇔ P = 2200. 

Vậy đơn giá tại điểm cân bằng trong thị trường nội địa là     P0 = 2200. 
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Gọi t là  mức thuế nhập khẩu trên một đơn vị sản phẩm. Điều kiện: t > 0; 1600 + t < 2200  (*). 
Khi đó: Đơn giá P thỏa  1600 + t < P < 2200 (**) và ta có 
- Lượng hàng mà công ty nhập về là: 

QD – QS = (4200 – P) – (P – 200) = 4400 – 2P. 
- Lợi nhuận mà công ty thu được là:  

π(P)  = (P – P1 – t)[ QD  QS] = (P – 1600 – t)( 4400 – 2P) 
         = – 2P2 + 2(3800 + t)P – 4400(1600 + t). 

Đơn giá P được định ra sao cho π(P) đạt cực đại. Ta có: 

π'(P) = – 4P + 2(3800 + t). 
Suy ra:  

π'(P) = 0 ⇔ – 4P + 2(3800 + t) = 0 ⇔   tP =  1900 + .
2

 

Vì π''(P) = – 4 < 0 nên π(P) đạt cực đại tại tP =  1900 + 
2

. Khi đó tiền thuế mà công ty phải 

nộp là: 
T(t) = t[ QD – QS] = t (4400 – 2P) = t(600 – t). 

Ta cần xác định t  để T(t) đạt cực đại. Ta có: 
T'(t) =  600 – 2t. 

Suy ra 

T'(t) = 0 ⇔  600 – 2t = 0 ⇔ t =  300. 
Vì T''(t)= – 2< 0 nên T(t) đạt cực đại tại t= 300 với T(t) = 90000. Kiểm tra ta thấy điều kiện (*); 
(**) được thỏa và các số liệu sau đều phù hợp: 

- Đơn giá là P = 2050 > 0. 

- Lượng cung QS = 1850 > 0. 

- Lượng cầu là QD = 2150 > 0. 
Kết luận: Để thu được nhiều nhất thuế nhập khẩu  từ công ty, cần định mức thuế trên một 

đơn vị sản phẩm là t = 300. Khi đó tiền thuế thu được là   T = 90000. 
 
7.5. Bài toán thuế xuất khẩu 
Bài toán. Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa 

lần lượt là QS = S(P) và QD = D(P) (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó trên 
thị trường quốc tế trừ đi chi phí xuất khẩu (nhưng chưa trừ thuế xuất khẩu) là P1 > P0, trong đó 
P0 là đơn giá tại điểm cân bằng của thị trường nội địa. Một công ty được độc quyền xuất khẩu 
loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế xuất khẩu t trên một đơn vị sản phẩm để thu được từ 
công ty nhiều thuế nhất (Giả sử khối lượng xuất khẩu của công ty không ảnh hưởng đến giá bán 
trên thị trường quốc tế). 
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Phương pháp giải: Gọi t là  mức thuế xuất khẩu trên một đơn vị sản phẩm. Mức thuế t 
phải thỏa điều kiện t > 0 và P1– t > P0. Do được độc quyền, công ty sẽ thu mua sản phẩm trên 
với đơn giá P thỏa P0 < P < P1 – t với số lượng là  QS – QD = S(P) – D(P). Khi đó lợi nhuận mà 
công ty thu được là:  

π(P) = (P1 – P – t)[ S(P) – D(P)]. 
Tất nhiên công ty sẽ chọn đơn giá mua để lợi nhuận đạt cao nhất. Do đó  ta cần xác định P sao 
cho π(P) đạt cực đại. Khi đó P = P(t) (P phụ thuộc vào t) và tiền thuế mà công ty phải nộp là: 

T(t) =  t[S(P(t)) – D(P(t))]. 
Để thu được nhiều thuế nhất từ công ty ta cần xác định giá trị t > 0 để T(t) đạt cực đại. Mức thuế 
t phải thỏa P1– t > P0 và  để phù hợp với thực tế, ta phải có các đại lượng tương ứng như  đơn giá 
mua, lượng cung, lượng cầu đều dương.  

Ví dụ. Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa lần 
lượt là QS = P – 200 và QD = 4200 – P (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó 
trên thị trường quốc tế trừ chi phí xuất khẩu (nhưng chưa trừ thuế) là P1 = 3200. Một công ty 
được độc quyền xuất khẩu loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế xuất khẩu t trên một đơn 
vị sản phẩm để thu được từ công ty nhiều thuế nhất. 

Giải. Trước hết ta tìm đơn giá tại điểm cân bằng trong thị trường nội địa. Ta có 
QS = QD ⇔ P – 200 = 4200 – P  ⇔ P = 2200. 

Vậy đơn giá tại điểm cân bằng trong thị trường nội địa là P0 = 2200. 
Gọi t là  mức thuế xuất khẩu trên một đơn vị sản phẩm. Điều kiện: t > 0; 3200 – t > 2200  (*). 
Khi đó: Công ty sẽ thu mua với đơn giá P thoả: 

2200 < P < 3200 – t (**) 
- Lượng hàng mà công ty xuất khẩu là: 

QS - QD = (P – 200) – (4200 – P) = 2P – 4400. 
- Lợi nhuận mà công ty thu được là:  

π(P)  = (P1 – P – t)(QS – QD) = (3200 – P – t)(2P – 4400) 
       = – 2P2 + 2(5400 – t)P – 4400(3200 –  t). 

Đơn giá P được định ra sao cho π(P) đạt cực đại. Ta có 

π'(P) = – 4P + 2(5400 –  t). 
Suy ra:  

π'(P) = 0 ⇔ – 4P + 2(5400 – t) = 0 ⇔   tP 2700
2

= − . 

Vì π''(P) = – 4 < 0 nên π(P) đạt cực đại tại tP   2700
2

= − . Khi đó tiền thuế mà công ty phải 

nộp là 
T(t) = t(QS – QD)= t (2P – 4400) = t(1000 – t). 

Ta cần xác định t  để T(t) đạt cực đại. Ta có 
T'(t) =  1000 – 2t. 
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Suy ra 

T'(t) = 0 ⇔  1000 – 2t = 0 ⇔ t =  500. 
Vì T''(t)= – 2< 0 nên T(t) đạt cực đại tại t= 500 với T(t) = 250000. Kiểm tra ta thấy điều kiện (*) 
được thỏa và các số liệu sau đều phù hợp: 

- Đơn giá là P = 2450 > 0 và thoả (**). 

- Lượng cung QS = 2250 > 0. 

- Lượng cầu là QD = 1750 > 0. 
Kết luận: Để thu được nhiều nhất thuế xuất khẩu từ công ty, cần định mức thuế trên một 

đơn vị sản phẩm là t = 500. Khi đó tiền thuế thu được là T = 250000. 
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2. Tính các giới hạn sau: 

2 2 2 2

   x
a) lim( x x x x x x x x )

→+∞
+ + − + − . 

2 2 2 2

   x
b) lim( x x x x x x x x )

→−∞
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3 33 2 2 3
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d) lim x( 2x x 2x 1 1 x 2x )
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+ + + + − −  

3 33 4 2 3

   x
e) limx( x x x 1 2x 1 1 x x )

→∞
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3. Tính các giới hạn sau: 
2
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4. Định các tham số a, b để các hàm số sau liên tục tại các điểm được chỉ ra: 
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5. Định các tham số a, b để các hàm số sau liên tục trên R: 

3
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a) y (x 2)
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2

2

2

sin x                neáu  x < 1;
x 3x 2
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ln(x 4x 5)           neáu   x > 2.
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6. Tìm đạo hàm y′ = y′(x) của các hàm số sau: 

 
ln 2x

xsin3x 1a) y=(xcos2x)                 b) y = x+
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

7. Tìm đạo hàm y′ = y′(x) của các hàm ẩn y = y(x) định bởi: 
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8. Tìm các đạo hàm y′ = y′(x0) và y′′ = y′′(x0) của các hàm số y = y(x) được cho dưới dạng tham 
số sau: 

0

2 0
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x  ln(1 t)a)     taïi x  ln2
y  2t 2arctgt
x  arctgt

b)    taïi x   t 3y  
2

x  2ec)     taïi x   2
y  t t

⎧ = +
=⎨

= −⎩
⎧ =

π⎪ =⎨
=⎪

⎩
⎧ =⎪ =⎨

= +⎪⎩

 

9. Chứng minh rằng hàm số  

1xsin       khi x 0
y x

0              khi x = 0       

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪⎩

 

liên tục tại x = 0 nhưng không có đạo hàm bên trái lẫn đạo hàm bên phải tại điểm này. 
10. Chứng minh rằng hàm số  

2 1x sin       khi x 0
y      x

0               khi x=0       

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪⎩

 

có đạo hàm trên R. 

11. Cho y = 5 x . Tìm dy và dy(32). Tính gần đúng  5 31 . 
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12. Cho y = arc tg x . Tìm dy và dy(1). Tính gần đúng  arc tg 1,05 . 

13.Tính các giới hạn sau: 

   x 0

x ac sin xa) lim
x tgx→

−
−

.     
   x 0

2tgx tg2xb) lim
x(1 cos3x)→

−
−

 

3

5   x 0

2(tgx sin x) xc) lim
x→

− −
   

    x 0

ln|sin2x|d) lim
ln|sin3x|→

 

   x 0

1 1e) lim  ( )
ln(1 x) x→

−
+ .   

1 x

2   x 0

ln(1 x) 1f ) lim  ( )
x x

+

→

+
−  

n x

   x
g) lim x e

→−∞
     

tg(1 x)

   x 1
h) lim  (ln(x 1))

+

−

→
−  

2 / lnsin x

   x 0
i ) lim(sin3x)

+→
    

ln(x 2)2

   x 2

x 2x 3j) lim
x 1+

−

→

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

3

2 2

x   x 0

ln (1 x) sin xk) lim  
1 e→

+ −
−

   x 2   x 0

x arctgxl) lim  
2e x 2x 2→

−
− − −

 

14. Tìm đạo hàm cấp n của các hàm số sau: 

 

2

3 x
x

4
2

a) y = xsinx          b ) y = x cosx
xc) y =  x e           d) y = 
e

x 1e) y =  x lnx         f) y = 
x 2x 3

+

+ −

 

15. Tìm khai triển MacLaurin của các hàm số sau:

 

5

6

5

6

6

1a) y =  ñeán soá haïng x .
1 sin x

b) y = cos(sin2x) ñeán soá haïng x .

c) y = arctg(sin3x) ñeán soá haïng x .

d) y = ln(cos2x) ñeán soá haïng x .

e) y = arctg(1 cos x) ñeán soá haïng x .

−

−

 

16.  Tìm khai triển  Taylor tại x0 của các hàm số sau đến số hạng (x – x0)5: 
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2
0 0

3 x
0 0x

4
0 02

a) y = xsinx; x =     b) y = x cosx; x =
6 3

xc) y=  x e  ; x =1      d) y = ; x =1
e

x 1e) y=  x lnx; x =1.     f) y = ; x =2.
x 2x 3

π π

+

+ −

 

17. Tính gần đúng chính xác đến 10-6: 
 a) cos41o  b) ln1,5. 
18. Xác định cấp của các vô cùng bé sau đây khi chọn x làm vô cùng bé chính: 

 
2 4 2

3 3 5

a) 2 2cos x x  2x .            b) 2x 2 ln(1 x) x .              
c) x 3tgx  x .                     d) 30x 15arctg2x  40x 96x .

− − + − + −

− + − + −
 

19. Tìm  các khoảng tăng giảm và cực trị của các hàm số y sau đây, đồng thời tìm giá trị lớn 
nhất và nhỏ nhất  của y trên tập D tương ứng: 

a) y =  )21( xx −  ;  
D = [1/4 , 1]; [1/4 , 1); (1/4 , 1); (1/4 , 1]; [1/4 , + ∞) . 

b) y =  ||ln62/2 xxxe −−    
D = [1 , 4]; (1 , 4]; [1 , 4); (1 , 4); [1 ,  + ∞); (− ∞, −1). 

c) y =  xxex 523 −     
D = [4/3 , 2]; (4/3 , 2); [4/3 , 2); (4/3 , 2); (− ∞ , 4/3); [2 , + ∞); R. 

d) y =  4/1 xx −+     
D = [1 , 4]; [1, 4); (1 , 4]; (1 , 4); (1, + ∞); [4 , + ∞). 

e) y =  
23

15
2 +−

−

xx
x     

D = [−2, 0]; (−2, 0); [−2, 0); (−2 , 0]; (2, + ∞); (− ∞,  0]  
 

f) 
4

2
x 1y
x 1

+
=

+
    

D = [−1, 1];  [−2, 0); (−2, 0]; (−2, 0);  R. 

g) 
2

4
x 1y
x 1

+
=

+
    

D = [−1, 1];  [0, 2); ( 0, 2]; (0, 2);  R. 
 

20. Tìm  các khoảng lồi lõm và điểm uốn của đồ thị của các hàm số  sau đây: 

a) y =  ||ln
2

2

xx
+ ;   b) y =  xxe /1− ;  c) y = (x+2)e1/x

. 
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21. Một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu QD = 300 − P (P là đơn 
giá) và hàm tổng chi phí là C = Q3 – 19Q2 + 333Q + 10 (Q là sản lượng). Hãy xác định mức sản 
lượng Q để xí nghiệp đạt lợi nhuận tối đa.  

22. Một xí nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết hàm cầu là QD= 2640 − P (P là 
đơn giá) và hàm tổng chi phí là C = Q2 + 1000 Q + 100 (Q là sản lượng). Hãy xác định mức 
thuế t trên một đơn vị sản phẩm để có thể thu được nhiều thuế nhất từ xí nghiệp. 
23. Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa lần lượt là QS 
= P − 200 và QD = 1800 – P (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó trên thị 
trường quốc tế cộng với chi phí nhập khẩu (nhưng chưa tính thuế) là P1 = 500. Một công ty được 
độc quyền nhập loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế nhập khẩu t trên một đơn vị sản 
phẩm để thu được từ công ty nhiều thuế nhất. 
24. Cho biết hàm cung và hàm cầu của một loại sản phẩm trong thị trường nội địa lần lượt là QS 
= P− 20 và QD = 400 – P (P là đơn giá). Biết rằng giá bán của loại sản phẩm đó trên thị trường 
quốc tế trừ chi phí xuất khẩu (nhưng chưa trừ thuế) là P1 = 310. Một công ty được độc quyền 
xuất khẩu loại sản phẩm trên. Hãy xác định mức thuế xuất khẩu t trên một đơn vị sản phẩm để 
thu được từ công ty nhiều thuế nhất. 
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CHƯƠNG 2 

PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN HÀM MỘT BIẾN 
A-TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 

1. KHÁI NIỆM VỀ TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 
1.1. Định nghĩa nguyên hàm. Hàm số F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên (a,b) nếu 

F′(x)= f(x),   ∀ x∈(a,b). 

Ví dụ. 1) 
4
x4

 là một nguyên hàm của x3  trên R. 

2) cosx là một nguyên hàm của  − sinx trên R. 
 
Khi nói đến nguyên hàm của f(x) mà không chỉ rõ khoảng (a,b) thì ta hiểu đó là nguyên 

hàm của f(x) trên các khoảng xác định của f(x). 
 
1.2. Định lý. Cho  F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên (a,b). Khi đó 
1) Với mọi hằng số C, F(x) + C cũng là nguyên hàm của f(x) trên (a, b). 
2)  Ngược lại, mọi nguyên hàm của f(x) trên (a,b) đều có dạng F(x) + C. 
 
1.3. Định nghĩa tích phân bất định 
Tập hợp tất cả các nguyên hàm của f(x) được gọi là tích phân bất định của hàm f(x), ký 

hiệu là f (x)dx∫ . Nếu biết F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì: 

f (x)dx F(x) C.= +∫  

Ví dụ.  
4

3 xx dx C;
4

= +∫  sin xdx cos x C.= − +∫  

1.4. Tính chất 
1) Nếu f(x) có nguyên hàm thì 

( )f (x)dx f (x).′ =∫  

2) 2) f (x)dx f (x) C.′ = +∫         

3) Với k là hằng số, ta có 

kf (x)dx k f (x)dx C.= +∫ ∫  

4)  [f (x) g(x)]dx f (x)dx g(x)dx.+ = +∫ ∫ ∫  
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1.5. Bảng các tính phân cơ bản  
1xx dx C      (-1 : Const)
1

α+
α = + ≠ α

α +∫   
dx 2 x C

x
= +∫  

2
d x 1 C
x x

= − +∫  
dx ln | x | C
x

= +∫   

x xe dx = e + C ∫  
x

x aa dx= +C 
lna∫   (0 < a ≠ 1: Const) 

sinxdx = cosx + C−∫  cosxdx = sinx  + C∫   

2
2

dx  (1 + tg x)dx 
cos x

           = tgx +C

=∫ ∫  
2

2
dx (1+ cotg x)dx

sin x
          cot gx C

=

= − +

∫ ∫
 

tgxdx ln|cos x|   C= − +∫   cot gxdx  ln|sin x|   C= +∫   

2 2

dx xarcsin  + C
aa x

=
−

∫  

(0< a: Const) 

2
2

dx n x x h C
x h

= + + +
+

∫ A    

(h: Const) 

2 2
dx 1 xarctg C    

a x a a
(0 a: Const)

= +
+

≠

∫
 

 2 2
dx 1 x aln C

2a x aa x
+

= +
−−∫   

(0 ≠ a: Const) 

2 2

d x 1 x aln C
2 a x ax a

−
= +

+−∫  

(0 ≠ a:Const) 

 

2 2 2 2 21 1 xa x dx x a x a arcsin C        (0 <  a : Const)
2 2 a

− = − + +∫  

2 2 21 1x h dx x x h h.ln| x x h | C      (h: Const)
2 2

+ = + + + + +∫    

 

Chú ý. Nếu f (x)dx F(x) C= +∫  thì với a ≠ 0 và  b là các hằng số, ta có   

( ) 1f ax b dx F(ax b) C
a

+ = + +∫ . 

Ví dụ. 3x 4 3x 41e dx e C.
3

− −= +∫  



61 
 

2. CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 
2.1. Phương pháp phân tích 
Muốn tính tích phân bất định của một hàm số f(x) ta dùng các tính chất của tích phân và 

phân tích f(x) để đưa tích phân cần tính về các dạng tích phân cơ bản. 
Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

1/2x 1 21) dx  x dx xdx= x x 2 x C.
3x

+
= + + +∫ ∫ ∫   

4 4
2 2

2 2 2 2

3

x x 16 16 16 dx2) dx dx (x 4 )dx x dx 4 dx 16
x 4 x 4 x 4 x 4

x x                  = 4x 8arctg C.
3 2

− +
= = − + = − +

+ + + +

− + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

1 1 13) sin5x.sin 3xdx (cos2x cos8x)dx cos2xdx cos8xdx
2 2 2
1 1                          sin 2x sin 8x C.
4 16

= − = −

= − +

∫ ∫ ∫ ∫
 

2 1 cos4x 1 1 14) sin 2x dx dx (1 cos4x)dx x sin4x C.
2 2 2 8

−
= = − = − +∫ ∫ ∫  

2 2 2 4 3 54 45) (1 2x ) dx (1 4x 4x )dx x x x C
3 5

+ = + + = + + +∫ ∫  

10 11 111 1 16) (1 2x) dx (1 2x) C (1 2x) C.
2 11 22

+ = + + = + +∫  

 
2.2. Phương pháp đổi biến số  

1. Đổi biến số dạng 1: Giả sử tích phân có dạng: [ ]I f u(x) u '(x)dx= ∫ , trong đó u(x) và 
u'(x) liên tục. Đặt t = u(x) ⇒ dt = u'(x)dx. Ta có 

[ ]I f u(x) u '(x)dx f (t)dt= =∫ ∫  (1) 

Tính tích phân sau cùng trong (1) theo t, sau đó thay t = u(x) để suy ra I. 

2. Đổi biến số dạng 2: Xét tích phân I f (x)dx= ∫ . Đặt x = ϕ(t), trong đó ϕ(t) có đạo hàm 
ϕ '(t) liên tục và x = ϕ (t) có hàm ngược t = ϕ−1(x). Khi đó  dx = ϕ '(t)dt và   

I f (x)dx f[ (x)] (t)dt′= = ϕ ϕ∫ ∫   (2) 

Tính tích phân sau cùng trong (2) theo t, sau đó thay t = ϕ−1(x) để suy ra I. 
Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

2 3 41) I x (3 2x ) dx.= +∫  
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3 2 2 dtÑaët  t 3 2x  dt 6x dx x dx .
6

= + ⇒ = ⇒ =  

Suy ra 
5 3 5

4 1 t (3 2x )I t dt C C
6 30 30

+
= = + = +∫ . 

2
2x 12) I dx.

x x 3
+

=
+ −∫  

Đặt  2t x x 3 dt (2x 1)dx.= + − ⇒ = + Suy ra    

I = 2dt ln t C ln x x 3 C.
t

= + = + − +∫  

2

xdx3) I .
x x 3

=
+ −∫  Ta có    

2
2 2

J

1 2x 1 1 dx 1 1I dx ln|x x 3| J.
2 2 2 2x x 3 x x 3

+
= − = + − −

+ − + −∫ ∫
���	��


 

Xét 2
dxJ

x x 3
=

+ −∫ . Ta có   

2 21 13x x 3 (x ) .
2 4

+ − = + −  

Suy ra 

2 2
2

2

1 1 13d(x ) xdx dx 12 2 2J n C
1 13x x 3 13 1 131 13(x ) 2. x(x )2 4 2 2 22 2

1 2x 1 13  ln C.
13 2x 1 13

+ + −
= = = = +

+ − ⎛ ⎞+ − + ++ − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −
= +

+ +

∫ ∫ ∫ A

 

Vậy 

21 1 2x 1 13I ln|x x 3| ln C.
2 2 13 2x 1 13

+ −
= + − − +

+ +
 

4

xdx4) I .
1 x

=
+

∫  

2 dtÑaët  t = x dt 2xdx xdx
2

⇒ = ⇒ = . Suy ra 
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   I= 2 2 4

2

1 dt 1 1I ln t 1 t C ln x 1 x C.
2 2 21 t

= = + + + = + + +
+

∫  

2ln x 15) I dx.
x ln x

+
= ∫  

Đặt t = lnx 
x
dxdt =⇒ . Suy ra  

I = 
2 2 2t 1 1 t ln xI dt (t )dt ln t C ln ln x C.
t t 2 2
+

= = + = + + = + +∫ ∫  

3x 56) I dx.
4x 1

+
=

+
∫   

2t 1 1Ñaët  t = 4x 1 x dx tdt
4 2
−

+ ⇒ = ⇒ = . Suy ra 

2
3

2 3

t 13 5 1 3 17 t 17t 1 174I tdt ( t )dt (4x 1) 4x 1 C.
t 2 8 8 8 8 8 8

−
+

= = + = + = + + + +∫ ∫  

 
2 27) I a x dx  (0 < a: Const).= −∫  

Đặt x = asint, t
2 2
π π⎛ ⎞− ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇔ t = arc sin

a
x . Khi đó 

2 2a x a|cos t| a cos t;dx a cos tdt.− = = =  
Suy ra 

( )2 2 2 2 2 21 1 1 1 1I a cos tdt a 1 cos2t dt a (t sin2t) C a t a sin2t C.
2 2 2 2 4

= = + = + + = + +∫ ∫
Mặt khác, 

 2 2 2 2 21 1 1 1a sin2t a sin t cos t a sin ta cos t x a x .
4 2 2 2

= = = −  

Vậy 2 2 21 x 1I a arcsin x a x C.
2 a 2

= + − +  

 
2.3. Phương pháp tích phân từng phần 

Cho các hàm số u = u(x) và v= v(x) co1ca1c đạo hàm u′ = u′(x) và v′ = v′(x) liên tục. Khi 
đó (uv)′ = u′v + uv′ nên uv′= (uv)′ − vu′. Suy ra 

uv dx (uv) dx u vdx uv u vdx.′ ′ ′ ′= − = −∫ ∫ ∫ ∫  

Ta đã chứng minh công thức tích phân từng phần: 
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uv dx uv vu dx′ ′= −∫ ∫  

Ta còn viết công thức trên dưới dạng: 

udv uv vdu= −∫ ∫  

Chú ý. 1) Để tính g(x)h(x)dx∫  bằng phương pháp tích phân từng phần có 2 cách đặt:  

du g (x)dxu g(x)
v h(x)dx  (thöôøng choïn C = 0)dv h(x)dx

′=⎧=⎧ ⎪⇒⎨ ⎨ ==⎩ ⎪⎩ ∫
 

 hoặc  
du h (x)dxu h(x)
v g(x)dx  (thöôøng choïn C = 0)dv g(x)dx

′=⎧=⎧ ⎪⇒⎨ ⎨ ==⎩ ⎪⎩ ∫
 

Ta thường chọn cách đặt nào để tính được vdu∫ . 

2) Đối với một số bài toán, sau khi áp dụng tích phân từng phần, ta được mộ hệ thức có 
dạng 

f (x)dx F(x) f (x)dx, (1 : Const).= + α ≠ α∫ ∫  

Khi đó  

( ) 1f x dx F(x) C.
1

= +
− α∫  

3) Các tích phân sau đây dược tính bằng phương pháp tích phân từng phần với cách đặt 
tương ứng (ở đây p(x) là đa thức theo x có a là hằng số): 

 
LOẠI CÁCH ĐẶT 

axp(x)sinaxdx, p(x) cosaxdx, p(x)e dx,...∫ ∫ ∫  u = p(x); dv = sinaxdx (cosaxdx, eaxdx,…) 

p(x) lnaxdx, p(x)arctgaxdx, p(x)arcsinaxdx,...∫ ∫ ∫ u = lnax (arctgax,arcsinax,…); dv = p(x)dx 

 
Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

1) I x cos xdx= ∫ . Đặt 
u x du dx
dv cos xdx v sin x

⎧ ⎧= =
⇒⎨ ⎨

= =⎩ ⎩
  

Suy ra I xsin x sin xdx xsin x cosx C.= − = + +∫  

2
xdx2) I .

sin x
= ∫  Đặt 

2

u x du dx
dx v cot gxdv

sin x

=⎧ =⎧⎪ ⇒⎨ ⎨ = −= ⎩⎪⎩
 

Suy ra 
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cos x d(sin x)I x cot gx cot gxdx x cot gx dx x cot g x x cot g x ln sin x C.
sin x sin x

= − + = − + = − + = − + +∫ ∫ ∫  

x3) I e sin xdx= ∫ . Đặt ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
xx ev

dxxcosdu

dxedv

xsinu
 

1

x x

I

Suy ra          I e sin x e cos xdx .= − ∫���	��
  

Tính I1 : Đặt   ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
xx ev

dxxsindu

dxedv

xcosu
 

Suy ra x x x
1I e cos x e sin xdx e cos x I.= + = +∫ Vậy 

 x xI e sin x e cos x I.= − −  

Từ đó  x1I e (sin x cos x) C.
2

= − +  

4) I x ln xdx  ( 1 : Const)α= − ≠ α∫ . Đặt 1

dxduu ln x x
dv x dx xv

1

α α+

⎧ =⎪=⎧ ⎪⇒⎨ ⎨=⎩ ⎪ =
⎪ α +⎩

 . Ta có 

 
1 1 1 1 1

2
x x dx x x x xI ln x  ln x dx ln x C

1 1 x 1 1 1 ( 1)

α+ α+ α+ α α+ α+

= − = − = − +
α + α + α + α + α + α +∫ ∫

  

2 3x5) I x e dx.= ∫ Đặt 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

=
=

3
ev

xdx2du

dxedv
xu x3

x3

2

. Suy ra 

1

2 3x
3x

I

x e 2I xe dx.
3 3

= − ∫��	�
  

Tính I1: Đặt  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

=
=

3
ev

dxdu

edv
xu x3

x3 .Ta có 

  
3x 3x

3x 3x
1

xe 1 xe 1I e dx e C
3 3 3 9

= − = − +∫                              

Vậy 
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2 3 x 3 x
3 x 3 x 2x e 2 xe 1 1I ( e ) C e (9x 6x 2) C

3 3 3 9 27
= − − + = − + +  

        

6) I x arc tg x dx.= ∫ Đặt  
2

2

dxduu arc tgx 1 x
dv x 1 xv

2

⎧ =⎪=⎧ ⎪ +⇒⎨ ⎨= +⎩ ⎪ =
⎪⎩

.Ta có 

 
2 2 2

2

1 x 1 x dx 1 x 1I arctgx  arctgx x C.
2 2 2 21 x

+ + +
= − = − +

+∫  

2 27)I a x dx    (0 < a: Const)= −∫     

Đặt  
2 2

2 2

xdxduu a x
a x

dv dx v x

⎧
⎧ = −⎪ ⎪= − ⇒⎨ ⎨ −

=⎪ ⎪⎩ =⎩

.Ta có 

 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

x (a x ) aI x a x dx = x a x dx
a x a x

dx x  x a x a x dx a  x a x a arcsin I.
aa x

⎛ ⎞ − −
= − − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

= − − − + = − + −
−

∫ ∫

∫ ∫
 

Suy ra 

2 2 21 1 xI x a x a arcsin C.
2 2 a

= − + +  

28)I x h dx   (h: Const)= + =∫  

Đặt  
2

2

xdxduu x h
x h

dv dx v x

⎧
⎧ =⎪ ⎪= + ⇒⎨ ⎨ +

=⎪ ⎪⎩ =⎩

.Ta có 

 

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

2

x (x h) hI x x h dx = x x h dx
x h x h

dx  x x h x hdx h  x x h h.ln|x x h| I.
x h

+ −
= + − + −

+ +

= + − + + = + + + + −
+

∫ ∫

∫ ∫
 

Suy ra 

2 21 1I x x h h.ln | x x h |  +  C.
2 2

= + + + +  



67 
 

3. TÍCH PHÂN HÀM HỮU TỈ 
3.1. Tích phân của các phân thức đơn giản 
Xét các tích phân có dạng sau: 

( )k k

AI dx
x a

=
−

∫ , 
( )m m2

Mx NJ dx
x px q

+
=

+ +
∫ , 

trong đó A, M, N, a, p, q ∈ \ ; k , m  nguyên dương và  p2 – 4q < 0. 

1) 
( )k k

AI dx
x a

=
−

∫ được tính như sau: 

1
AI dx A ln x a C.

x a
= = − +

−∫  

( ) ( ) ( )2 k k 1

A AI dx C         (k > 1).
x a k 1 x a

−
= = − +

− − −
∫  

2) Tính tích phân 

( )1 m2

Mx NJ dx
x px q

+
=

+ +
∫ : 

Ta có 
2 2

2 p px  px  q x q .
2 4

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + = + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Vì p2 – 4p < 0 nên 
2pq 0

4
− > . Đặt 

2pa q
4

= − . Thực hiện đổi biến 

pt x dt dx.
2

= + ⇒ =  

Ta có  x2 + px + q = t2 + a2 và  Mx + N = Mt + ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
MpN . Do đó  

J1  = ∫ ∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=
++

+ dt
at

2
MpNMt

dx
ppxx

NMx
222       = ∫ ∫

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+ 2222 at
dt

2
MpN

at
tdt2

2
M  

    = ( )
∫ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+

+ C
a
tarctg

2
MpN

a
1

at
atd

2
M

22

22
  = ( ) C

a
tarctg

2
MpN

a
1atln

2
M 22 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++  

= ( )2

2 2

M 2N Mp 2x pln x px q arctg C
2 2 4q p 4q q

− +
+ + + +

− −
 

3) Tính tích phân 
( )m m2

Mx NJ dx
x px q

+
=

+ +
∫  (m > 1): 

Biến đổi giống như J1 ta được 
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( ) ( ) ( ) ( )
m m

mm m m m2 22 2 2 2 2

K L

MpMt N
2Mx N M 2tdt Mp dtdtJ dx N .

2 2t ax px q t a t a

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎛ ⎞+
= = = + −⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠+ + + +
∫ ∫ ∫ ∫

���	��
 ���	��


Ta tính Km bằng cách đổi biến tdt2duatu 22 =⇒+= . 

  m 2 2 m m m 1 2 2 m 1

2tdt du 1 1K 1 C C.
(t a ) u (m 1)u (m 1)(t a )− −

= = = − + = − +
+ − − +∫ ∫  

Ta tính m 2 2 m

dtL
(t a )

=
+∫ bằng công thức truy hồi như sau: 

4) Tính tích phân m 2 2 m

dtL
(t a )

=
+∫  (m nguyên dương) 

Đặt 2 2 m 2 2 m 1

1 2mtu du dt
(t a ) (t a )

dv dt v t

+

⎧ ⎧
= = −⎪ ⎪⇒+ +⎨ ⎨

⎪ ⎪= =⎩ ⎩

. Ta có 

( ) ( )
2

m m m 12 2 2 2

L

t tL 2m dt
t a t a

+
= +

+ +
∫
����	���


, 

2 2 2
2 2

m m 12 2 m 1 2 2 m 2 2 m 1

(t a ) a dt dtL dt a   L a L .
(t a ) (t a ) (t a ) ++ +

+ −
= = − = −

+ + +∫ ∫ ∫  

Do đó 

2
m m m 12 2 m

tL 2mL 2ma L .
(t a ) += + −

+
 

Suy ra 

m 1 m2 2 2 m 2

1 t 2m 1 1L L
2m2ma (t a ) a+

−
= +

+
 

Đây là công thức truy hồi để tính Lm, trong đó  

1 2 2

dt 1 tL arctg C.
a at a

= = +
+∫  

3.2. Tích phân các hàm hữu tỉ 
Hàm hữu tỉ là một hàm số có dạng: 

n
n10

m
m10

xa...xaa
xb...xbb

)x(Q
)x(P)x(f

+++

+++
==   (1) 
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với ai, bi ∈ \ và an, bm 0≠  và P(x), Q(x) không có nghiệm chung. 

Ta thấy nếu bậc của P(x) lớn hơn hoặc bằng bậc của Q(x) (m ≥  n) thì bằng cách chia tử 
cho mẫu ta có thể biểu diễn (1) dưới dạng: 

2
1

P (x)f (x) P (x)
Q(x)

= + , 

trong đó P1(x), P2(x) là các đa thức theo x với bậc của P2(x) bé hơn bậc của Q(x). Vì P1(x) là đa 
thức nên tích phân P1(x) tính được dễ dàng. Vì vậy ta giả thiết rằng f(x) có dạng (1) với bậc của 

tử bé hơn bậc của mẫu (m < n). Khi đó 
P(x)
Q(x)  đuợc phân tích thành tổng các phân thức đơn 

giản như sau: 
 Để minh họa, ta giả sử Q(x) có bậc 10 và được phân tích dưới dạng: 

Q(x) = (x − a)(x − b)3(x2 + px + q)(x2 + rx + s)2 
(p2 – 4q < 0; r2 – 4s < 0 ). Khi đó 

31 2 1 1 2 2
2 3 2 2 2 2

BB B E x F E x FP(x) A Cx D ,
Q(x) x a x b (x b) (x b) x px q x rx s (x rx s)

+ ++
= + + + + + +

− − − − + + + + + +
 

trong đó A, B1,.., E2, F2 ∈ R. Để các định các hệ số  trên ta  có 2 cách như sau: 
Cách 1 (Phương pháp hệ số bất định): Nhân hai vế cho Q(x) rồi đồng nhất hệ số của các 

số hạng cùng bậc ở hai vế, đưa đến hệ phương trình tuyến tính đối với A, B1,.., E2, F2 .  Giải hệ 
phương trình này ta tìm được A, B1,.., E2, F2. 

Cách 2 (Phương pháp giá trị riêng): Cho x nhận 10 giá trị tùy ý (số 10 ứng với số lượng 
các hệ số cần xác định) rồi thế vào đẳng thức trên để được một  hệ phương trình tuyến tính đối 
với A, B1,.., E2, F2 .  Giải hệ phương trình này ta tìm được A, B1,.., E2, F2. 

Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

4 3 2
x 2a) I dx

x 2x 2x 2x 1
+

=
+ + + +∫ ,   

4
dxb) I

x 1
=

+∫ . 

 

Giải. 
4 3 2

x 2a) I dx
x 2x 2x 2x 1

+
=

+ + + +∫ . Ta phân tích 

4 3 2 2 2 2 2

2 2 2

x 2 x 2 A B Cx D
x 1x 2x 2x 2x 1 (x 1) (x 1) (x 1) x 1

                             x 2 A(x 1)(x 1) B(x 1) (Cx D)(x 1)         (1)

+ + +
= = + +

++ + + + + + + +

⇔ + = + + + + + + +

 

Từ (1) ta có 

- chọn x = −1   ⇒ B = 1/2. 

- chọn x  =  0   ⇒ A + B + D = 2. 

- chọn x  =  1   ⇒ 4A + 2B + 4C + 4D = 3. 

- chọn x  =  −2 ⇒ −5A + 5B − 2C + D = 0. 
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Ta có hệ 

3A    D  A 12
 4A  4C  4D 2 C 1

5 15A 2C  D D
2 2

⎧ ⎧+ =⎪ ⎪ =
⎪ ⎪⎪ + + = ⇔ = −⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪− − + = − =

⎩⎪⎩

 

 
Vậy 

4 3 2 2 2 2 2 2

1xx 2 1 1 1 1 1 1 1 2x 1 12 .
x 1 2 x 1 2 2 2x 2x 2x 2x 1 (x 1) x 1 (x 1) x 1 x 1

−+
= + − = + − +

+ ++ + + + + + + + +
 
Suy ra 

2 2 2

2

1 1 1 1 2x 1 1I dx dx dx dx
x 1 2 2 2(x 1) x 1 x 1

1 1 1 1 ln|x 1| ln(x 1) arctgx C.
2 x 1 2 2

= + − +
+ + + +

= + − − + + +
+

∫ ∫ ∫ ∫
 

4

dxb) I .
x 1

=
+∫  Ta có  

4 4 2 2 2 2 2

2 2

x 1 (x 2x 1) 2x (x 1) (x 2)

       (x x 2 1)(x x 2 1)

+ = + + − = + −

= + + − +
 

Ta phân tích 
2 2

4 2 2

3 2

1 Ax B Cx D 1 (Ax B) (x x 2 1) (Cx D)(x x 2 1)
x 1 x 2x 1 x 2x 1

(A C)x ( A 2 B C 2 D)x  (A B 2 C D 2)x B D 1

+ +
= + ⇔ = + − + + + + +

+ + + − +

⇔ + + − + + + + − + + + + =

 

Đồng nhất các hệ số tương ứng ở hai vế ta được: 
1A

2 2
A C 0 1BA 2 B C 2 D 0 2

1A B 2 C D 2 0 C
2 2B D 1

1D
2

⎧ =⎪
⎪+ =⎧ ⎪⎪ =⎪− + + + =⎪ ⎪⇔⎨ ⎨

− + + =⎪ ⎪ = −
⎪ ⎪+ =⎩ ⎪

⎪ =
⎪⎩

 

Vậy 

1 2

2 2

I I

1 x 2 1 x 2I
2 2 x x 2 1 2 2 x x 2 1

+ −
= −

+ + − +∫ ∫
���	��
 ���	��
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Ta có 

2
1 2

2 2

2d(x )1 2x 2 2 12I dx  = ln(x x 2 1) arctg(x 2 1) C.
2 2 2x x 2 1 2 2(x ) ( )

2 2

++
= + + + + + +

+ + + +
∫ ∫

Tương tự, 

2
2

1I ln(x x 2 1) arctg(x 2 1) C.
2

= − + − − +  

Do đó  
2

2

1 x x 2 1 1 1I ln arctg(x 2 1) arctg(x 2 1) C
4 2 x x 2 1 2 2 2 2

+ +
= + + + − +

− +
 

 

4. TÍCH PHÂN HÀM LƯỢNG GIÁC  

Xét tích phân dạng I R(sin x,cos x)dx,= ∫ trong đó R là một hàm hữu tỉ đối với sinx, cosx. 

4.1. Phương pháp tổng quát 
Thực hiện phép đổi biến 

xt tg , ( x )
2

= −π < < π  

Khi đó 2
2dtdx

1 t
=

+
 và ta có công thức 

2

2 2 2

2t 1 t 2tsin x ,cos x , tgx .
1 t 1 t 1 t

−
= = =

+ + −
 

Do đó I có dạng tích phân hàm hữu tỉ đã xét ở phần trước. 

Ví dụ:  I = ∫ +− 5xcosxsin2
dx

= 

x3tg 11 2arctg C
5 5

+
+  

   
4.2. Một số phương pháp khác 
Sau đây ta xét một số dạng có thể đổi biến để đưa về các tích phân hàm hữu tỉ đơn giản 

hơn: 
1) Tích phân dạng I R(sin x).cos xdx= ∫  

Đặt   t sin x dt cos x dx.= ⇒ =  Khi đó I = ∫ .dt)t(R  

2) Tích phân dạng I R(cos x).sin xdx.= ∫  
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Đặt t cosx dt sinxdx= ⇒ = − . Khi đó  I R(t)dt.= ∫  

3) Tích phân dạng I R(tgx)dx.= ∫  

2
2

dtÑaët  t tgx dt (1 tg x)dx  hay  dx=
1 t

= ⇒ = +
+

 

Khi đó  
2

R(t)I dt.
1 t

=
+∫  

4) Tích phân dạng I = 2n 2m(sin x) (cos x) dx∫ . Dùng công thức hạ bậc: 

2 21 cos2x 1 cos2x 1sin x , cos x , sinx.cosx sin2x.
2 2 2

− +
= = =  

5) Tích phân dạng 2 2I R(sin x,cos x)dx= ∫ .  

2
2

dtÑaët  t tgx dt (1 tg x)dx  hay  dx=
1 t

= ⇒ = +
+

 

Ta có công thức 
2

2 2 2
2 2 2

t 1 2tsin x ,cos x , tg x .
1 t 1 t 1 t

= = =
+ + −

 

 

6) Tích phân dạng sinaxcosbxdx;  sinaxsin bxdx;  cosaxcosbxdx.∫ ∫ ∫  

Ta dùng công thức biến đổi tích thành tổng: 

[ ]1sinax cos bx sin(ax bx) sin(ax bx)
2

= − + +  

[ ]1sinaxsin bx cos(ax bx) cos(ax bx)
2

= − − +  

[ ]1cosax cos bx cos(ax bx) cos(ax bx)
2

= − + +  

Ví dụ. Tính các tích phân sau: 
2 3a) sin x cos xdx∫ ;  4 2

dxb)
sin x cos x∫ ;   

c) sin7x.sin5xdx∫   4 2d) sin x.cos xdx∫ ;   

 
Giải. 2 3 2a)I sin x cos xdx (1 sin x).cos xdx.= = −∫ ∫  

Đặt t sinx dt cosxdx= ⇒ = . Ta có 
3 5 3 5

2 2 t t sin x sin xI t (1 t )dt C C.
3 5 3 5

= − = − + = − +∫  

4 2

dxb)
sin x cos x∫ .  Đặt 
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2
2

dtt tgx dt (1 tg x)dx  hay  dx= .
1 t

= ⇒ = +
+

 

Ta có  

 

4 22

4 2 2 4 2 42

2 2

3 3

dt
dx t 2t 1 2 11 tI dt 1 dt

sin xcos x t t tt 1
1 t 1 t

2 1 2 1 t C tgx C.
t tgx3t 3tg x

⎛ ⎞+ ++= = = = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

= − − + = − − +

∫ ∫ ∫ ∫
 

( )1 1 1c)I sin7x.sin5xdx cos2x cos12x dx sin2x sin12x C.
2 4 24

= = − = − +∫ ∫  

 
4 2d)I sin x.cos xdx= ∫ . Ta có 

2
2

2

1 cos2x 1 cos2x 1I dx (1 cos2x)(1 cos 2x)dx
2 2 8

1 1 1 cos4x (1 cos2x)sin 2xdx (1 cos2x) dx
8 8 2
1 (1 cos4x cos2x cos2x cos4x)dx
16
1 1 1 1 x sin4x sin2x (cos2x cos6x)dx
16 64 32 32
1 1 1 x sin4x sin2x
16 64 64

⎛ ⎞− +
= = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

= − = −

= − − +

= − − + +

= − −

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
1 sin6x C.

192
+ +

 

5. TÍCH PHÂN HÀM VÔ TỈ 
5.1. Phép thế lượng giác 
Xét các tích phân dạng: 

2 21) I R (x, a x )dx= −∫  ( 0 < a: Const) 

Đặt 
xx asint  ( t ) t arcsin .

2 2 a
π π

= − ≤ ≤ ⇔ =  

Ta có 2 2dx a cos tdt;  a x a cos t .= − =  

2 22) I R x, x a dx⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   (0 < a: Const). 
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xÑaët x atgt ( t ) t arctg .
2 2 a
π π

= − < < ⇔ =

2 2 2 aTa coù dx a(1 tg t)dt;  x a .
cos t

= + + =  

2 23) I R (x, x a )dx= −∫   (0 < a: Const). 

Đặt a ax (0 t ) t arccos .
cos t 2 x

π
= ≤ ≠ ≤ π ⇔ =  

Ta có 2 2
2

sin tdx a dt;  a x a| tgt| .
cos t

= − =  

 

Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

2 2a xa) dx
x
−

∫ ;  
2 2

dxb)
x (x 1 x )+ +

∫ . 

Giải. 
2 2a xa)I dx
x
−

= ∫ . Đặt 
xx asint  ( a ) t arcsin .

2 2 a
π π

= − ≤ ≤ ⇔ =  

Ta có 2 2dx a cos tdt , a x a cos t= − = . Suy ra 

2 2cos t 1 sin tI a dt a dt
sin t sin t

−
= =∫ ∫   

1I

dt dta a sindt a a cos t C
sin t sin t

= − = + +∫ ∫ ∫
�	


  

Xét 1. Đặt 2
t 2duu tg dt .
2 1 u

= ⇒ =
+

 Ta có  

1
du tI ln|u| ln|tg | C.
u 2

= = = +∫  

Vậy 

2t tsin 2sint 2 2I a ln|tg | a cos t C a ln a cos t C a ln a cos t C 
t t t2 cos 2sin cos
2 2 2

1 cos t a ln a cos t C
sin t

= + + = + + = + +

−
= + +

 

2 2x a xVì   sin t ,cos t  neân
a a

−
= =  
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2 2
2 2a a xI aln a x C.

x
− −

= + − +  

2 2

dxb)I .
x (x 1 x )

=
+ +

∫  Đặt 

x tgt ( t ) t arctgx.
2 2
π π

= − < < ⇔ =  

Ta có 2 2 1dx (1 tg t)dt;  1 x .
cos t

= + + = Suy ra 

2

2
2

(1 tg t)dt cos tdtI 1 sin t(sin t 1)tg t(tgt )
cos t

+
= =

++
∫ ∫  

Đặt tdtcosdutsinu =⇒= . Ta có 

2 2

du 1 1 1 1 sin t 1 1I ( )du ln u 1 ln|u| C ln C
u 1 u u sin t sin tu (1 u) u

+
= = − + = + − − + = − +

++∫ ∫  

Vì  
2 2

tgt xsin t
1 tg t 1 x

= =
+ +

 nên 
2 2x 1 x 1 xI ln C

x x
+ + +

= − + . 

5.2. Tích phân một số hàm vô tỉ  
1) Tích phân dạng 

m n
ax b ax bI R x, ,..., dx,
cx d cx d

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫  

trong đó R(x, y, z, …) là hàm hữu tỉ; m, n, … là các số nguyên dương; a, b, c, d, là các hằng số. 

Để tính tích phân này ta dùng phép đổi biến:  

k
ax bt
cx d

+
=

+  

với k là bội số chung nhỏ nhất của các chỉ số căn m, n, … 

Ví dụ.  Tính I = ∫
−−− 4 1x21x2

dx  

Giải. Đặt 4 4 3t 2x 1 t 2x 1 dx 2t dt.= − ⇒ = − ⇒ = Ta có 
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3 2
2

2

4

2t dt t dt 1I 2 2 (t 1 )dt t 2t 2ln t 1 C
t 1 t 1t t

 2x 1 2 2x 1 2 n 2x 1 1 C

= = = + + = + + − +
− −−

= − + − + − − +

∫ ∫ ∫
A

 

2) Tích phân dạng: I = dx)cbxax,x(R 2∫ ++  

Biến đổi  

2
2 2b bax bx c a(x ) c .

2a 4a
+ + = + + −  

Đặt 
a2
bxt += , ta đưa được tích phân về dạng phép thế lượng giác. 

Ví dụ. Tính  
2 3

dxI .
(x 4x 7)

=
+ +

∫  

Giải.Ta có  

 
32

dxI .
(x 2) 3

=
⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

∫  

Đặt dxdt2xt =⇒+= . Ta có 

2 3

dtI .
(t 3)

=
+

∫  

Đặt 2

3dut 3tgu ( u ) dt .
2 2 cos u
π π

= − ≤ ≤ ⇒ = Suy ra     

2 3
3

3 3(t 3) ,
cos u

+ =  

2 2

1 1 1 t x 2I cosudu sinu C C C
3 3 3 t 3 3 x 4x 7

+
= = + = + = +

+ + +
∫  

      

3) Tích phân dạng 
r 2

dxI .
(mx n) ax bx c

=
+ + +

∫  

Dùng phương pháp đổi biến đặt  
t
1n  xm =+ . 

Ví dụ. Tính tích phân I = ∫
−− 1x2xx

dx
2

 (x > 0). 
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Giải. Đặt     

2

1 dtx dx .
t t

= ⇒ = −  

Ta có  

2

2

2

dt
dt 1 t x 1tI arcsin C arcsin C

1 1 2 2 x 22 (1 t)1
t tt

− + +
= = − = − + = − +

− +− −
∫ ∫  
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B -TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH - TÍCH PHÂN SUY RỘNG 
1. TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

1.1. Định nghĩa. Xét hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a,b]. Chia đoạn [a,b] thành các đoạn nhỏ 
bởi các điểm x0, x1,..., xn như sau: 

bxx...xxxa n1n210 =<<<<<= −  

Trên mỗi đoạn nhỏ [ ]i1i x,x −  lấy một điểm iε  tùy ý i 1 i ix x (i 1,n)− ≤ ε ≤ =  và đặt 

i i i 1x x x (i 1,n).−Δ = − =  

Lập tổng 

n

n 1 1 0 1 2 1 n n n 1 i i
i 1

I f ( )(x x ) f ( )(x x ) ... f ( )(x x ) f ( ) x .−
=

= ε − + ε − + + ε − = ε Δ∑  

Xét giới hạn: 

i i

n

n i in n i 1max x 0 max x 0

lim I lim f ( ) x .
→+∞ →+∞

=Δ → Δ →

= ε Δ∑  

Nếu giới hạn trên tồn tại, hữu hạn và bằng I ∈ R thì ta nói f(x) khả tích trên [a,b] và I được gọi 

là tích phân xác định của )x(f trên đoạn  [a,b], ký hiệu là 
b

a

I f (x)dx= ∫ . 

Ta gọi: 

• A là cận dưới; 

• b là cận trên; 

• f(x) là hàm số lấy tích phân; 

• f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân. 

Chú ý. 1) Tích phân xác định không phụ thuộc vào ký hiệu biến số dưới dấu tích phân, nghĩa 
là 

b b b

a a a

f (x)dx f (t)dt f (u)du ...= = =∫ ∫ ∫  

2) Ta cũng đặt  

0dx)x(f
a

a

=∫ ;  



79 
 

b a

a b

f (x)dx f (x)dx.= −∫ ∫  

1.2. Các tính chất của tích phân xác định 

1) )constk(dx)x(f.kdx)x(f.k
b

a

b

a
== ∫∫  

2) [ ]∫ +
b

a
)x(g)x(f dx= dx)x(gdx)x(f

b

a

b

a
∫∫ + . 

3) Với a, b, c bất kỳ ta có 

        dx)x(fdx)x(fdx)x(f
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ += . 

(Giả sử các tích phân trên đều tồn tại). 

4) Nếu [ ]f (x) g(x) , x a, b≥ ∀ ∈ , thì dx)x(gdx)x(f
b

a

b

a
∫∫ ≥ .  

Đặc biệt, nếu f(x) ≥ 0, ∀x∈ [a,b], thì 
b

a

f (x)dx 0≥∫ . 

4) Nếu  [ ]m f(x) M, x a,b≤ ≤ ∀ ∈  thì  

b

a

1m f (x)dx M.
b a

≤ ≤
− ∫  

Ta gọi 
b

a

1 f (x)dx
b a− ∫  là giá trị trung bình của f(x) trên [a,b]. 

1.3. Định lý (Tích phân xác định với cận trên biến thiên). 

Giả sử hàm số f(x) liên tục trên [a,b]. Khi đó 

dt)t(f)x(F
x

a
∫=  

là một nguyên hàm của f(x) trên [a,b], nghĩa là F′(x) = f(x), ∀x∈ [a,b]. 

Chú ý. Từ kết quả trên ta suy ra với ϕ(x) là hàm khả vi, ta có 

(x)

a

f (t)dt f ( (x)) (x).
ϕ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟ ′= ϕ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

 

Ví dụ. Tính giới hạn sau: 
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2x
2 3t

0
10x 0

(t 2t)(ln cos t)(e 1)dt
L lim

x→

− −

=
∫

 

Giải. Ta thấy L có dạng vô định 0/0. Áp dụng Qui tắc l’Hospital ta có 

 

( )

22

2

xx
2 3t2 3t

00
10x 0 x 0 10

2 2 2
4 2 2 3x 2

9 9x 0 x 0

(t 2t)(ln cos t)(e 1)dt(t 2t)(ln cos t)(e 1)dt
L lim lim

x x

12x x 3x 2x
2(x 2x )(ln cos(x ))(e 1)(x ) 3 lim lim .

510x 10x

→ →

→ →

′⎛ ⎞
⎜ ⎟− −− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

′

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟′− − ⎝ ⎠= = =

∫∫

 

 

1.4. Định lý (Công thức Newton – Leibniz). 

Nếu hàm số f(x) liên tục trên [a,b] và F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên [a,b] thì 

b
b
a

a

f (x)dx F(x) F(b) F(a)= = −∫  

Ví dụ. 
1

1
12

1

dx1) arctgx arctg1 arctg( 1) .
4 4 21 x −

−

π π π
= = − − = + =

+∫
e e2

2 3 e
1

1 1

ln x 1 12) dx ln xd( nx) ln x .
x 3 3

= = =∫ ∫ A . 

44 4
2

0 0 0

1 cos2x 1 1 1 1 23) sin xdx dx x sin2x ( ) .
2 2 2 2 4 2 8

ππ π ⎡ ⎤− π π −
= = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

44 4 4

2 3
3 3 3

dx 1 1 x 2 44) ( )dx ln x 2 ln x 1 ln ln .
x 2 x 1 x 1 3x 3x 2

−⎡ ⎤= − = − − − = =⎣ ⎦− − −− +∫ ∫  

    
1.5. Phương pháp đổi biến số 

Dạng 1: Xét tích phân 
b

a

I f (x)dx= ∫  với f(x) liên tục trên [a,b]. Đặt t = ϕ(x) thỏa 

1) ϕ(x) có đạo hàm liên tục trên [a,b]. 
2) f(x)dx trở thành g(t)dt trong đó g(t) là một hàm liên tục trên đoạn có hai đầu mút là ϕ(a) 

và ϕ(b). 
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Khi đó 
(b)b

a (a)

f (x)dx g(t)dt.
φ

φ

=∫ ∫  

Dạng 2: Xét tích phân dx)x(f
b

a
∫  với f(x) liên tục trên [a,b]. Đặt x = ϕ(t) thỏa 

1) ϕ(t) có đạo hàm liên tục trên [α,β]. 
2) a = ϕ(α) và b = ϕ( β). 
3) Khi t biến thiên trên [α,β] thì x biến thiên trên [a,b].  

Khi đó   

[ ]
b

a

f (x)dx f (t) (t)dt
β

α

′= ϕ ϕ∫ ∫ . 

Ví dụ. Tính các tích phân sau: 
2

2

0

a) 4 x dx−∫ ;  
3

0

b) x 1 xdx+∫ ; 
2

2
0

cos xc) dx
1 sin x

π

+∫ ;  
2 1 x

2
1

ed) dx
x∫ . 

Giải.  
2

2

0

a)I 4 x dx.= −∫  Đặt x 2sin t ( 2 t 2)= − π ≤ ≤ π . Ta có dx = 2costdt; 24 x 2cos t.− =  

Đổi cận 
x 0  2 

t 0  π/2 
Suy ra 

22 2
2

0 0 0

1 cos2t sin2tI 4 cos tdt 4 dt 2 t .
2 2

ππ π ⎡ ⎤+
= = = + = π⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

3

0

b)I x 1 xdx.= +∫  Đặt  

2t 1 x x t 1 dx 2tdt.= + ⇒ = − ⇒ =  
Đổi cận 

x 0  3 

t 1  2 
Suy ra 

22 5 3
2 2

1 1

t t 116I 2(t 1)t dt 2( ) .
5 3 15

= − = − =∫  
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2

2
0

cos xc)I dx.
1 sin x

π

=
+∫ Ñaët   t sin x dt cos xdx= ⇒ = . 

Đổi cận 
x 0  π/2 

t 0  1 
1

1
02

0

dtSuy ra   I arctg .
41 t
π

= = =
+∫  

2 1 x

2
1

ed)I dx.
x

= ∫  Đặt 
2

1 1t dt dx.
x x

= ⇒ = −  

Đổi cận 
x 1  2 

t 1  1/2 
Suy ra 

1/2 1/2t t
1

1

I ( e )dt e e e= − = − = −∫ . 

 
 
1.6. Phương pháp tích phân từng phần 
Giả sử  u = u(x) và v = v(x) là những hàm số có đạo hàm liên tục trong [a,b]. Khi đó từ 

công thức tích phân từng phần trong tích phân bất định ta suy ra công thức tích phân từng phần 
trong tích phân xác định như sau: 

b b
b
a

a a

udv (uv) vdu= −∫ ∫  

 
Ví dụ. Tính các tích phân sau: 

e

1

a) lnxdx∫ ;   
2

o

b) x cosxdx
π

∫ ; 
/2

x

0

c) e cosxdx
π

∫ ;  
1

0

d) arc tg xdx∫ . 

Giải.  
e

1

a)I lnxdx= ∫ . Đặt 
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dxu lnx du
x

dv dx v x

⎧⎧ = =⎪⇒⎨ ⎨
=⎩ ⎪ =⎩

 

Suy ra 
e

e e
1 1

1

dxI xlnx x e x e e 1 1.
x

= − = − = − + =∫ . 

2

o

b) I x cos xdx.
π

= ∫  Đặt  

u x du dx
dv cos xdx v sin x

⎧ ⎧= =
⇒⎨ ⎨

= =⎩ ⎩
 

Suy ra 
2

2 2

0 0
0

I = x sin x sin xdx cos x 0.
π

π π
− = =∫  

/2
x

0

c) I e cosxdx.
π

= ∫  Đặt  

x xu e du e dx
dv cos xdx v sin x

⎧ ⎧= =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= =⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Suy ra 

1

/2 /2/2x x /2 x
0 0 0

I

I e sin x e sin xdx e e sin xdx .
π ππ

π= − = −∫ ∫
���	��


 

Xét I1. Đặt  
x xu e du e dx

dv sin xdx v cos x

⎧ ⎧= =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= = −⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Suy ra 

 

2
x 2 x

1 0
0

I e cos x e cos xdx 1 I.
π

π= − + = +∫ . 

2Vaäy   I e (1 I).π= − +  Do đó 
2e 1I .
2

π −
=  
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1

0

d) I arc tg xdx.= ∫  Đặt  

2
dxu arctgx du

1 xdv dx v x

⎧= =⎧ ⎪⇒ +⎨ ⎨=⎩ ⎪ =⎩
 

Suy ra 

( )21 1 11 2
0 2 2 0

0 0

d 1 xx 1 1 1I = xarc tgx dx = ln 1 x ln2.
4 2 4 2 4 21 x 1 x

+π π π
− − = − + = −

+ +∫ ∫  

Ví dụ. Chứng minh rằng nếu hàm số f(x) liên tục trên [−a,a] thì 
 

a
a

a
0

0              neáu f(x) laø haøm soá leû
f (x)dx

2 f (x)dx    neáu f(x) laø haøm soá chaün−

⎧
⎪

= ⎨
⎪
⎩

∫ ∫
 

Giải.  Ta có 
a 0 a

a a 0

I

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
− −

= +∫ ∫ ∫
��	�


 

Xét I. Đặt t = − x ⇒  dt = − dx. Ta có 
 

0 0 a

a a 0

I f (x)dx f ( t)dt f ( t)dt.
−

= = − − = −∫ ∫ ∫  

Suy ra 
a a a a a a

a 0 0 0 0 0

a

0

f (x)dx f ( t)dt f (x)dx f ( x)dx f (x)dx [f ( x) f (x)]dx

0              neáu f(x) laø haøm soá leû
           

2 f (x)dx    neáu f(x) laø haøm soá chaün

−

= − + = − + = − +

⎧
⎪

= ⎨
⎪
⎩

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

 
2. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 

2.1. Tích phân suy rộng với cận ở vô hạn (loại I) 
2.1.1. Định nghĩa. Giả sử hàm số f(x) xác định trên [a; +∞) và khả tích trên mỗi đoạn hữu 
hạn [a,b]. Ta định nghĩa 
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t

t
a a

f (x)dx lim f (x)dx                     (1)
+∞

→+∞
=∫ ∫  

và gọi là tích phân suy rộng của hàm số f(x) trên [a; +∞). Tích phân suy rộng đó được gọi là hội 
tụ (tương ứng, phân kỳ) khi giới hạn trong vế phải của (1) tồn tại và hữu hạn (tương ứng, không 
có giới hạn hoặc có giới hạn vô cùng).  

Tương tự định nghĩa tích phân suy rộng của hàm số f(x)  trên [– ∞; a): 
a a

u
u

f (x)dx lim f (x)dx
→−∞

−∞

=∫ ∫  

và trên (– ∞; +∞): 
a a t

u t
a u a

f (x)dx f (x)dx f (x)dx lim f (x)dx lim f (x)dx
+∞ +∞

→−∞ →+∞
−∞ −∞

= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (*) 

(a được chọn tùy ý, tích phân suy rộng sẽ không phụ thuộc vào cách chọn a). 

Trong (*), nếu cả hai giới hạn đều tồn tại hữu hạn thì tích phân suy rộng f (x)dx
+∞

−∞
∫  mới hội tụ. 

Ngược lại, nếu có ít nhất một trong hai giới hạn không tồn tại (hoặc bằng vô cùng) thì f (x)dx
+∞

−∞
∫  

phân kỳ. 
Ta thấy rằng tích phân suy rộng là giới hạn của tích phân xác định khi cho cận tích phân 

dần tới vô cực. Vì vậy để tính tích phân suy rộng ta có thể dùng công thức Newton-Leibniz như 
sau: 

a

f (x)dx F(x) F( ) F(a),
a

+∞ +∞
= = +∞ −∫  

trong đó F(x) là một nguyên hàm của f(x) và 
x

F( ) lim F(x).
→+∞

+∞ =  

Tương tự, ta có 
a a

f (x)dx F(x) F(a) F( )
−∞

= = − −∞
−∞∫   và  f (x)dx F(x) F( ) F( )

+∞

−∞

+∞
= = +∞ − −∞

−∞∫  

 

với ( )
x

F( ) lim F x
→+∞

+∞ = ; ( )
x

F( ) lim F x
→−∞

−∞ = . 

Ví dụ 1.   

02 x
0

dxa) arc tgx lim arc tgx arctg0 .
21 x

+∞
+∞

→+∞

π
= = − =

+∫   

0 0

2 x

dxb) arctgx arctg0 lim arctgx .
21 x −∞ →−∞

−∞

π
= = − =

+∫  



86 
 

0

2 2 2
0

dx dx dxc) .
2 21 x 1 x 1 x

+∞ +∞

−∞ −∞

π π
= + = + = π

+ + +∫ ∫ ∫ . 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng 
1

dxI
x

+∞

α α
= ∫  hội tụ với α > 1 và phân kỳ với α ≤ 1. 

Giải. 1) Với α ≠ 1 ta có 

( ) ( )1 1x
1

1

dx 1 1 1I lim .
1x 1 x 1 x

+∞
+∞

α α α− α−→+∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = − +

α −α − α −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

− Nếu α < 1 thì 
( ) 1x

1lim I
1 x αα−→+∞

= −∞ ⇒ = +∞
α −

 nên Iα phân kỳ. 

− Nếu α > 1 thì 
( ) 1x

1 1lim 0 I
11 x αα−→+∞

= ⇒ =
α −α −

 nên Iα hội tụ. 

2) Với α = 1 ta có 

1 x
1

dxI lnx lim ln x ln1
x

+∞ +∞

α →+∞
= = = − = +∞∫  nên Iα phân kỳ. 

 
2.2. Tích phân của hàm không bị chặn (loại II) 
2.2.1. Định nghĩa. 1) Nếu hàm số f(x) liên tục trên [a, b) và không bị chặn tại b, nghĩa là

( ) ∞=
−→

xflim
bx

 (khi đó x = b còn được gọi là điểm bất thường của f(x)), thì ta đặt 

b t

t ba a

f (x)dx lim f (x)dx
−→

=∫ ∫ . 

2) Nếu hàm số f(x) liên tục trên (a, b] và không bị chặn tại a, nghĩa là ( ) ∞=
+→

xflim
ax

 (nghĩa 

là x = a là điểm bất thường của f(x)), thì ta đặt 
b b

u aa u

f (x)dx lim f (x)dx
+→

=∫ ∫ . 

3) Nếu hàm số f(x) không bị chặn tại điểm c ∈(a,b) và liên tục tại mọi x ∈ [a,b]\{c} thì ta 
đặt  

b c b t b

t c u ca a c a u

f (x)dx f (x)dx f (x)dx lim f (x)dx lim f (x)dx                 (*)
− +→ →

= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   
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4) Nếu các giới hạn trên tồn tại và hữu hạn thì ta nói các tính phân suy rộng  tương ứng hội 

tu, ngược lại ta nói chúng phân kỳ. Chú ý rằng trong (*), tích phân suy rộng 
b

a

f (x)dx∫ chỉ hội tụ 

khi cả hai giới hạn tương ứng đều tồn tại hữu hạn. 
Chú ý. Nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì ta cũng có công thức tương tự như công 

thức Newton-Leibniz như sau: Với F(x) là một nguyên hàm của f(x), ta có 
a) Nếu hàm số f(x) liên tục trên [a,b) và có điểm bất thường là x = b thì 

b
b

a
a

f (x)dx F(x) F(b ) F(a)
−

−= = −∫ , 

trong đó ( )
x b

F(b ) lim F x
−

−

→
= . 

b) Nếu hàm số f(x) liên tục trên (a, b] và có điểm bất thường là x = a thì 
b

b

a
a

f (x)dx F(x) F(b) F(a )
+

+= = −∫ , 

trong đó 
x a

F(a ) lim F(x).
+

+

→
=  

Ví dụ 1. Xét ∫ −
=

2

1 1x
xdxJ  có điểm bất thường x = 1. Ta có 

( )
( )

( )3
x 1 1xdx dx 2dx x 1dx x 1 2 x 1 C.

3x 1 x 1x 1

− +
= = − + = − + − +

− −−
∫ ∫ ∫ ∫  

Do đó 

( ) ( )
2

3 3

t 1
1

2 2 2 8J x 1 2 x 1 2 lim t 1 2 t 1 .
3 3 3 3+

+ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − = + − − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Vậy J hội tụ và J = 8/3. 
 

Ví dụ 2.  Tích phân suy rộng 
( )∫ −

=
2

0
21x

dxI  có điểm bất thường là x = 1. Ta có 

21

1 2

2 2
0 1

II

dx dxI
(x 1) (x 1)

= +
− −∫ ∫

��	�
��	�

 

( )

11

1 2 x 100

dx 1 1I lim 1 .
x 1 x 1x 1

−

−→

⎛ ⎞−
= = − = − = +∞⎜ ⎟− −⎝ ⎠−

∫  

Vậy I1 phân kỳ nên I cũng phân kỳ (ta không cần khảo sát I2). 
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Ví dụ 3. Chứng minh rằng 
b

a

dxJ
(x a)α α

=
−∫  (a < b) hội tụ khi α < 1 và phân kỳ khi α ≥ 1. 

Giải. 1) Với α ≠ 1 ta có 

( ) ( ) ( )

b
b

1 1 1x aa
a

dx 1 1 1J lim .
(x a) 1 (x a) 1 (b a) 1 (x a)+

+

α α α− α− α−→

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = − +

− α − − α − − α − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ –  

− Nếu α < 1 thì 
( ) ( )1 1x a

1 1lim 0 J
1 (x a) 1 (b a)+ αα− α−→

= ⇒ = −
α − − α − −

 nên Jα hội tụ. 

− Nếu α > 1 thì 
( ) 1x a

1lim J
1 (x a)+ αα−→

= +∞ ⇒ = +∞
α − −

 nên Jα phân kỳ. 

2) Với α = 1 ta có 
b b

a x aa

dxJ ln|x a| ln(b a) lim ln|x a|
x a + +α →

= = − = − − − = +∞
−∫  nên Jα phân kỳ. 

 
3. ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN 

3.1. Tính diện tích hình phẳng 
Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường thẳng x = a, x = b, y = f1(x), y = f2(x), với 

f1(x), f2(x) là các hàm số liên tục trong [a,b] được tính theo công thức: 

( ) ( )
b

1 2
a

S f x f x dx= −∫   (1) 

Để tính tích phân trong (1) ta cần giải phương trình hòanh độ giao điểm f1(x) = f2(x) để 
tìm tất cả các nghiệm x1< x2 <...< xn thuộc [a,b]. Khi đó 

1 2

1 n

x x b

1 2 1 2 1 2
a x x

S [f (x) f (x)]dx [f (x) f (x)] dx ... [f (x) f (x)] dx= − + − + + −∫ ∫ ∫  

Ví dụ 1. Tính diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi các đường y = x2 + 1 và x + y = 3. 

Giải. Phương trình hoành độ giao điểm 

x2 + 1 = 3 – x ⎢
⎣

⎡
−=

=
⇔

2x
1x  

Suy ra diện tích cần tìm là 
11 1 3 2

2 2

2 2 2

x x 9 9S [(x 1) (3 x)]dx (x x 2)dx ( 2x) .
3 2 2 2− − −

= + − − = + − = + − = − =∫ ∫   
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Ví dụ 2. Tính diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi các đường y = x3 – 2x2 + 2x và        y 
= x2. 

Giải. Phương trình hoành độ giao điểm 

3 2 2 2
x 0

x 2x 2x x x(x 3x 2) 0 x 1
x 2

⎡ =
⎢− + = ⇔ − + = ⇔ =⎢
⎢ =⎣

 

Suy ra diện tích cần tìm là 

( ) ( )
1 21 2 4 4

3 2 3 2 3 2 3 2

0 1 0 1

x xS x 3x 2x dx x 3x 2x dx x x x x
4 4

1 1 1 .
4 4 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + + − + = − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + − =

∫ ∫
 

3.2. Tính thể tích 
1) Trong không gian Oxyz với hệ tọa độ trực chuẩn cho vật thể có thể tích V. Giả sử S(x) 

là diện tích của thiết diện được tạo bởi một mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có tọa độ 
x (trên Ox). Khi đó nếu vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng x = a và x = b (a < b) và S(x) liên tục 
trên [a, b] thì 

b

a

V S(x)dx= ∫  

2) Thể tích vật thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường y = f(x), trục hoành,    
x = a, x = b (a < b) quay xung quanh Ox được tính theo công thức 

( )
b

2

a

V f x dx⎡ ⎤= π ⎣ ⎦∫  

. 
Ví dụ. Tính thể tích vật thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường sau:  
a) y 2 x=  , y = 0, x = 0, x = 4 quay quanh Ox. 
b) y2 = 4 – x, x = 0 quay quanh Oy. 
Giải. 

4
2 4

0
0

a)V 4xdx 2 x 32= π = π = π∫ . 

b) Ta có:   22 y4xx4y −=⇔−=  
Đường cong  x = 4 – y2 giao với trục tung Oy tại các điểm có tung độ là nghiệm của 

phương trình 
4 – y2 = 0 ⇔  y = ± 2. 

 
Suy ra thể tích cần tìm là 
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( ) ( )
22 2 522 2 4 3

2 2 2

1 y 374V 4 y dy 16 8y y dy (16y y ) .
8 5 5− − −

π
= π − = π − + = π − + =∫ ∫  

 

4. KHÁI NIỆM VỀ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
4.1. Định nghĩa. Phương trình vi phân cấp 1 là phương trình giữa biến x, hàm chưa 

biết y = y(x) và đạo hàm y′ = y′(x): 
F(x, y, y′) = 0                  (1) 

Nếu từ (1) ta tính được  y′ thì  (1) còn được viết dưới dạng: 
dyy f (x, y)   hay   f (x, y)              (2)
dx

′ = =  

Ta còn biến đổi (2) về dạng: 
P(x,y)dx + Q(x,y) dy = 0     (3) 

Trong  (3) ta có thể xem y là hàm, x là biến hoặc y là biến, x là hàm đều được. 
4.2. Nghiệm tổng quát và nghiệm riêng 
Xét  phương trình vi phân cấp 1: 

F(x, y, y′) = 0  (1) 
1) Nghiệm tổng quát của (1) trên miền D ⊂ R2 là họ hàm y = ϕ(x,C) phụ thuộc họ hằng 
số C∈C  thoả  hai tính chất: 
 Tính chất 1: Với mọi C∈C, y = ϕ(x,C) là nghiệm của (1), nghĩa là y = ϕ(x,C) thỏa 
(1). 
 Tính chất 2: Với mọi (x0,y0) ∈ D, tồn tại duy nhất C0 ∈C sao cho nghiệm y = ϕ(x,C) 
thỏa y(x0) = y0.  

Thông thường, nghiệm tổng quát được viết dưới dạng hàm ẩn:  
Φ(x,y,C) = 0. 

2) Nghiệm riêng của (1) thoả điều kiện ban đầu 
0|x x 0y y= =  (hay y(x0) = y0) là nghiệm y 

= ϕ(x,C0) được  suy từ nghiệm tổng quát y = ϕ (x,C) bằng cách xác định hằng số C dựa 
vào điều kiện đó. 

Thông thường, nghiệm riêng được viết dưới dạng hàm ẩn:  
Φ(x,y,C0) = 0. 

Giải một PTVP là tìm nghiệm tổng quát của nó. Nếu có kèm theo điều kiện ban đầu, 
thì ta phải tìm nghiệm riêng thoả mãn điều kiện đó. 

4.3. Phương trình vi phân tách biến (hay có biến phân ly). Đó là phương trình có 
dạng: 

M1(x)N1(y)dx + M2(x)N2(y)dy = 0   (1) 
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Cách giải. Với M2(x)N1(y) ≠ 0, chia hai vế của (1) cho đại lượng này, ta được: 

1 2

2 1

M (x) N (y)dx dy 0
M (x) N (y)

+ =  

Suy ra nghiệm tổng quát là: 

1 2

2 1

M (x) N (y)dx dy C
M (x) N (y)

+ =∫ ∫  

Nếu M2(x) = 0 tại x = a thì bằng cách thử trực tiếp ta thấy x = a, y tuỳ ý thuộc miền 
xác định, cũng là một nghiệm của (1). 

Nếu N1(y) = 0 tại y = b thì bằng cách thử trực tiếp ta thấy y = b, x tuỳ ý thuộc miền 
xác định, cũng là một nghiệm của (1). 

Ví dụ.  Giải phương trình vi phân: 
(xy2 + y2)dx + (x2 – x2y)dy = 0  (1) 

 
Giải. Ta viết lại phương trình (2) như sau: 
 

(x+ 1)y2 dx + x2(1 – y)dy = 0   (2′) 
 

Giả sử  xy ≠ 0. Chia hai vế của (2′) cho x2y2 ta được: 

2 2
x 1 1 ydx dy 0
x y
+ −

+ = . 

Nghiệm tổng quát là 

2 2
x 1 1 ydx dy C
x y
+ −

+ =∫ ∫ , 

nghĩa là 1 1ln|x| ln|y| C
x y

− − − =   hay  x x yln C
y xy

+
− = . 

Ngoài ra, bằng cách thử trực tiếp ta thấy x = 0 (y tuỳ ý); y = 0 (x tuỳ ý) cũng là hai 
nghiệm của (2). 

4.4. Tìm hàm số y = y(x) từ hệ số co giãn εyx 

 Như đã xét ở  chương 2, nếu hai đại lượng x và y liên hệ nhau theo một hàm khả vi y = 
y(x)  thì ta tìm được hệ số co giãn  εyx như là  một hàm theo x định bởi: 

yx
x dy xy (x) .
y dx y

′ε = =  

Do đó, nếu biết hệ số co giãn εyx = ε(x)  là một hàm theo x, ta có một phương trình vi phân tách 
biến: 
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dy (x) dx
y x

ε
=  

có nghiệm tổng quát là 

(x)ln|y| dx C
x

ε
= +∫  

Ví dụ. Biết hệ số co giãn của hàm cầu Q = QD là 

D
P

1000 P
ε = −

−  

Hãy xác định hàm cầu  QD biết QD(0) = 2000. 
Giải. Ta có 

dQ P P
dP Q 1000 P

= −
−

 

Suy ra  
dQ dP
Q 1000 P

= −
−

 

 

Lấy tích phân hai vế ta được ln|Q| = ln|1000 − P| + C. Từ đó suy ra  Q = A(1000 − P). Từ điều 
kiện Q(0) = 2000, ta có A = 2. Vậy  QD = 2(1000 − P).  

4.5. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 là phương trình có dạng: 

y′ + p(x)y = q(x)   (1) 
Nếu q(x) ≡ 0 thì ta có phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp 1: 

y′ + p(x)y = 0   (2) 
 
Cách giải. 1) Phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp 1: 

y′ + p(x)y = 0   (2) 
có nghiệm tổng  quát là:  

p(x)dx
y Ce

−

= ∫  

2) Phương trình vi phân tuyến tính cấp 1: 
y′ + p(x)y = q(x)   (1) 

có nghiệm tổng quát của (1) là  
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p(x)dx p(x)dx
y e q(x)e dx C

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫∫ ∫

 

Chú ý. a) Dùng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange ta tìm nghiệm tổng quát 
của (1) dưới dạng: 

p(x)dx
y C(x)e

−

= ∫  

trong đó 
p(x)dx

C (x) q(x)e′ = ∫ . 
b) Ta có thể  ghi nhớ công thức nghiệm tổng quát cuả phương trình (1) dưới dạng: 

y = u(x)v(x,C) 
trong đó 

p(x)dx q(x)u(x) e ; v(x,C) dx C
u(x)

−

= = +∫∫
 

 
Chứng minh. 1) Xét phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp 1: 

y′ + p(x)y = 0   (2) 
Trước hết, xét trường hợp y ≠ 0. Ta viết lại (2) như sau: 

dy dyp(x)y    hay      p(x)dx
dx y

= − = −  

Nghiệm tổng quát là: 

 p(x)dx 

dy                       =  p(x)dx     
y

hay  ln|y|=  p(x)dx +ln|C|=ln|Ce |  (C  0)
−

−

− ≠

∫ ∫

∫ ∫
 

Từ đó 
p(x)dx

y Ce
−

= ∫  với  C ≠ 0. Chú ý rằng y = 0 cũng thoả (2) nên đây cũng là một 
nghiệm của (2). Suy ra nghiệm tổng quát của (2) là: 

p(x)dx
y Ce

−

= ∫  với C là hằng số tuỳ ý. 
 

2) Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp 1: 
y′ + p(x)y = q(x)   (1) 
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Dùng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange ta tìm nghiệm tỏng quát của (1) 
dưới dạng: 

p(x)dx
y C(x)e

−

= ∫  
Khi đó: 

p(x)dx p(x)dx

p(x)dx p(x)dx

y C (x)e C(x)e ( p(x)dx)

  C (x)e C(x)e ( p(x))

− −

− −

′ ′ ′= + −

′= + −

∫∫ ∫

∫ ∫
 

Thế vào (1) ta được: 

p(x)dx p(x)dx p(x)dx
C (x)e C(x)e ( p(x)) p(x)C(x)e q(x)

− − −
′ + − + =∫ ∫ ∫  

Suy ra 

p(x)dx
C (x)e q(x)

−
′ =∫            hay       

p(x)dx
C (x) q(x)e′ = ∫  

Do đó:    
p(x)dx

1
C(x) q(x)e dx C= +∫ ∫  

Suy ra nghiệm tổng quát của (1) là  
 

p(x)dx p(x)dx

1y e q(x)e dx C
− ⎛ ⎞

⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫∫ ∫  

Ví dụ.  Giải phương trình vi phân: 
2xy y 3x             (3)′ + =  

Giải. Biến đổi (3): 
1y y 3x
x

′ + =  

Đây là phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 dạng y′ + p(x)y = q(x) nên có nghiệm tổng 
quát là:  y = u(x)v(x,C), trong đó: 

1

1p(x)dx dx
x ln|x| ln|x| 1

2 3

u(x) e e e e |x| ( 1)
x

q(x) 3x 1 1v(x,C) dx C dx C 3x dx C x C
u(x)

x

−
− −

− − α
= = = = = = α = ±

= + = + = + = +
α α α∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

nghĩa là  
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3 21 Cy ( x C)      hay    y x
x x
α

= + = +
α

 

 Chú ý: Khi giải các phương trình trên ta thường dùng các đồng nhất sau: 
k ln|A(x)| k k

kln|A(x)|
k k

e |A(x)| (A(x)) ;
1e ( 1)

|A(x)| (A(x))
−

= = α
α

= = α = ±  

 

BÀI TẬP 
1. Tính các tính phân sau: 

a) 
( )∫

−
dx

1x
x

2

3
;   b) 

3
dx

x x+∫ ;  c) 2x 5 dx
x

+
∫ ; 

d) 52 3x x 8dx−∫ ;  e) ∫
+ 1e

dx
x

;   f) 
1 x

2
3 dx
x∫ ; 

g) ( ) dx
x1

arctgx
2

100

∫ +
;   h) ( )

( )∫ +

+
xxe1x

dx1x ;  i) 
2

xdx

x x−
∫ ;    

j) 
2

(x 4)dx

x 2x

+

−
∫ ;   k) 

2

dx

x x 1+
∫ ;  l) 

2 2

dx

x x 1+
∫ . 

2. Tính các tính phân sau: 

a) dx
4sinx 3cosx 5+ +∫ ; b) cosx dx

5 cosx−∫ ;   c) 
3 5

2 4
cos x cos xdx
sin x sin x

+
+∫ ; 

d) 
3sin x sin xdx

cos2x
+

∫ ;  e) 2 2
dx  

4sin x 9cos x+∫ ;  f) sin x dx
1 cosx cos2x+ +∫ ; 

g) 3
dx

sin x∫ ;   h) 4
dx

cos x∫ ;    i) ∫ dx
3
xsin

2
xsin.xsin ;  

j) ∫ .xdx5sin.x3cos 22  k) sin xdx
cos x∫ ;   l) 

2

tgx dx
1 sin x+

∫ . 

3.Dùng phương pháp tích phân từng phần để tính các tích phân sau: 

a) 2x arctgxdx∫ ;   b) sin(ln x)dx∫ ;  c) 2ln(x 1 x )dx+ +∫ ; 

d) 2 2
xarctgx dx
(1 x )+∫ ;   e) xarcsin dx

x 1+∫ ; g) 
2 3

arcsin x dx
(1 x )−

∫ . 

4. Tính tích phân các hàm phân thức hữu tỉ sau: 

a) dx
9x4x

5x6
2∫

++

+ ;  b) ∫
+−

+ dx
5x2x

3x5
2

;  c) ∫
+++

+ dx
6x11x6x

4x
23

;  
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d) ∫
+−

+ dx
16x8x

1x
24

5
; e) ∫

+ 1x
xdx
3

;   f) ∫
− 1x

dx
4

; 

g) 
( )

dx
x1x

1x3
22

∫
+

+ ;  h) 
( )∫

+
42x1

dx . 

5. Tính tích phân các hàm vô tỉ sau: 

a) 
41 xdx

1 x
+
+∫ ;  b) ∫

++

− dx
1x8x2

3x5
2

;  c) ∫
−+−

+ dx
xx

x
86

43
2

;  

d) ∫
+− 1x2x5x

dx
2

; e)
( ) 2

3x 2 dx
x 1 x 3x 3

+

+ + +
∫ ; f) ( ) ( ) dx1x2x1x

323
−++∫ .  

 

6. Dùng phương pháp đổi biến, tính: 

a) 
28

3

7

x 1 x dx
−

−∫ ;   b) 
2

3

0

sin x cos2xdx

π

∫ ;  c) 
63

3

x dx
1 x+∫ ; 

  

d) 
4

2

2 2

3x x 7 dx−∫ ;  e) 
3

2 2

0

2x 9 x dx−∫ ;   f) 
( )

1
3

2 2
0

dx

2x 1 x 1+ +
∫

 ; 

g) 
1

1

xdx
5 4x− −∫ ;   h) 

1

0

arcsin x dx
x(1 x)−∫ ;   i) 

ln 2
x

0

e 1dx−∫ . 

7. Tính các giới hạn sau: 

 

3

2

x 0
2 t 2

0 x
12 10x 0 x 0

(t 3t 2)(cos t 1)s in2tdt (e 1) ln(cos t)dt
a) lim       b) lim

x x→ →

+ + − −∫ ∫
 

  
8. Áp dụng công thức tích phân từng phần, tính: 

a)  dxxe
1

o

x2∫ ;   b) 
2

2
1

xlog xdx∫ ;   c)
1

0

arccos xdx∫ ;  

d) 
1

1

x arcsin xdx
−
∫ ;  e) 

e

1
e

| ln x|dx∫ ;   f) ∫

π

π
−

3

3

2 .dx
xcos
xsinx  

9. Khảo sát sự hội tụ và tính các tích phân suy rộng sau (nếu có): 
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a) ;
2xx

dx

2
2∫

+∞

−+
   b) ∫

+∞

+0
3 ;

x1
dx     c) 

( )
;

x1

tgxdxarc

0
232∫

+∞

+
 

  

d) 2 2
dx

(x 1)

+∞

−∞ +∫ ;   e) 
0

x
x dx
e−∞

∫ ;    f) 
1

xdx .
x 1

+∞

+∫  

10. Khảo sát sự hội tụ và tính các tích phân suy rộng sau (nếu có): 

a)
0 1 x

3
1

e dx
x−

∫    b)
1

3 5
1

x 1dx;
x−

−
∫    c) 

2

2
1

dx

x x 1

−

− −
∫  

d)
1

0

dx ;
(2 x) 1 x− −∫  e) 

1

3 2
0

dx
x x+∫    f)

1

0

ln(1 x)dx−∫ . 

 
11. Tính diện tích các hình phẳng được giới hạn bởi các đường: 

a) y = 4x – x2  và trục Ox;  b) 3x,2x,0y,1x
2
1y 2 =−==+= ; 

c) 2y
x

= , y = 2x, y = 0, x = 4;  d) y = x3 + 2x2 + x và y = 2x + 2; 

e) 2
4xy

1 x
=

+
, y = 2x3;   f) 

3

2
4xy

1 x
=

+
, y = 2x. 

12. Tính thể tích của các vật thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường: 

a)  y = lnx, y = 0, x = 1, x = 2 quay quanh trục Ox; 

b)  x = yey, x = 0, y = 0, y = 1 quay quanh trục Oy.   

13. Giải các phương trình vi phân sau: 
a) 0ln1 2 =++ xdyxydxy .          b) 011 22 =−+− dyxydxy .  

c) 011 44 =−++ dyxydxyx . d) )2cos()2cos(' yxyxy −=++ .  
 
14. Xác định hàm cầu Q = QD biết hệ số co giãn là 

D D
Pa)   vôùi  Q (0) = 1000

500 P
−

ε =
−

;  

2

D D2
4Pb)   vôùi  Q (0) = 2500000.

500 P
−

ε =
−  
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15. Giải các phương trình vi phân sau: 
a) .0314' 2 =−−+ yxxy            b) .042' =+ yxtgy  

c) 
2

cos
sin

' 2 xxtg
x

yy =− .   d) arctgxyyx =++ ')1( 2 . 

e) xyxy 2cos2' =+ .   f) xxyyxx 5ln2')ln( =− .    
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CHƯƠNG 3 

PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM NHIỀU BIẾN 
1. KHÁI NIỆM VỀ HÀM NHIỀU BIẾN  

1.1. Định nghĩa hàm nhiều biến 

Cho tập hợp khác rỗng D ⊂ R2. Nếu ứng với mỗi cặp số thực (x,y) của D có một và chỉ một 
số thực  f(x,y) thì ta nói hàm f = f(x,y) là hàm theo hai biến x, y có miền xác định là D. 

Ví dụ: Hàm 
22 yx4

1z
−−

=  là hàm theo hai biến x,y có miền xác định là  

D = {(x,y)∈ R2|4 – x2 – y2 > 0} = {(x,y)∈R2| x2 + y2 < 4}. 

Định nghĩa tương tự cho hàm 3 biến. 

1.2. Đồ thị hàm của hàm hai biến 
Cho hàm hai biến z = f(x,y) có miền xác định là D. Đồ thị của z = f(x,y) là tập              

G = {(x,y,z)∈ R3| (x,y)∈ D, z = f(x,y)}.  Sau đây là đồ thị của một số hàm hai biến. 

1) Elipsoid  
2 2 2

2 2 2
x y z 1
a b c

+ + = : 

 

2) Paraboloid   
2 2

2 2
x yz
a b

= + : 
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3) Mặt nón bậc hai:  
2 2

2 2
x yz
a b

= + :  

 
 

Tổng quát hơn, mặt nón bậc hai 
2 2

2
2 2

x yz
a b

= +  có đồ thị như sau: 

 
4) Mặt trụ bậc hai:  

- Mặt trụ elip: 
2 2

2 2
x y 1
a b

+ =  

 
 

- Mặt trụ parabol: 2y 2px=  
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1.3. Giới hạn của hàm hai biến 

Số L được gọi là giới hạn của hàm z = f(x, y) khi (x,y) → (a,b) nếu với mọi ε > 0 cho trước 
nhỏ bao nhiêu tùy ý, có thể tìm δ > 0, sao cho nếu    0 < ρ < δ với ρ = 22 )by()ax( −+−  là 
khoảng cách giữa các điểm (x,y) và (a,b), thì bất đẳng thức: 

⏐f(x, y) – L⏐ < ε 

được thỏa mãn. Ký hiệu   
(x,y) (a,b)

lim f (x, y) L
→

=  hay   
x a
y b

lim f (x, y) L
→
→

=  

 
Ví dụ: Tìm các giới hạn sau: 

2 2
2x 2 x 0

y 0 y 0

1 cos xy 1a) lim           b) lim (x y )sin  
xyxy→ →

→ →

−
+  

Giải. 

2 2 2x 2 x 2 x 2 x 2
y 0 y 0 y 0 y 0

1 cos xy 1 cos xy 1 cos xy 1a) lim lim x lim x lim 0. 0.
2xy (xy) (xy)→ → → →

→ → → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 2

x 0
y 0

1b) lim (x y )sin
xy→

→

+ . Ta có 

2 2 2 21(x y )sin x y 0 khi (x, y) (0,0).
xy

+ ≤ + → →  

Theo giới hạn kẹp ta suy ra 

2 2

x 0
y 0

1lim (x y )sin 0.
xy→

→

+ =  

1.4. Sự liên tục của hàm hai biến.  



102 
 

Hàm f(x,y) được gọi là liên tục tại điểm M0(a,b) nếu f(x,y) xác định trên một mặt tròn chứa 
M0(a,b) và  

(x,y) (a,b)
lim f (x, y) f (a, b)

→
= . 

Nếu f(x,y) liên tục tại mọi điểm M0(a,b)∈D thì ta nói f(x,y) liên tục trên D. 
 

2. ĐẠO HÀM RIÊNG  

2.1. Đạo hàm riêng cấp 1 

Xét hàm hai biến f = f(x, y), nếu cố định y, xem y như là một hằng số, hàm f trở thành hàm 
theo biến x. Đạo hàm của hàm một biến đó được gọi là đạo hàm riêng (cấp 1) của f theo biến x, 

ký hiệu là  f ′x  hay f
x

∂
∂

. Vậy  

x 0

f f (x x, y) f (x, y)(x, y) lim
x xΔ →

∂ + Δ −
=

∂ Δ
. 

Tương tự, ta định nghĩa được đạo hàm riêng (cấp 1) của f theo biến y, ký hiệu là f ′y  hay 
f
y

∂
∂

. 

Nhận xét: Các quy luật tính đạo hàm riêng hoàn toàn giống với các quy luật tính đạo hàm 
của hàm một biến số, chỉ có điều cần lưu ý là đạo hàm riêng tính theo biến số nào. 

Ví dụ: Tìm các đạo hàm riêng của hàm số: 

yz arctg
x

= . 

Giải. 

2
x

x 2 2 2 2 2
x

2

y y
y yx xz arctg .

x yx x yy1 xx

′⎛ ⎞
−⎜ ⎟′⎛ ⎞ ⎝ ⎠′ = = = = −⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

y
y 2 2 2 2 2

y
2

y 1
xy xxz arctg .

x yx x yy1 xx

′⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎛ ⎞′ = = = =⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 2.2. Đạo hàm riêng cấp 2.  

Đạo hàm riêng cấp 2 của hàm f = f(x, y) là đạo hàm riêng của đạo hàm riêng cấp 1 của 
nó. Cụ thể: 

1) Đạo hàm riêng cấp 2 của f theo biến x, ký hiệu là   2

2

2x

ff    hay   
x

∂′′
∂

, định bởi: 
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2

2

x x 2x

f ff (f )   hay  
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞′′ ′ ′= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

2) Đạo hàm riêng cấp 2 của f theo biến y, ký hiệu là   2

2

2y

ff   hay   
y

∂′′
∂

, định bởi: 

2

2

y y 2y

f ff (f )    hay  
y y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′′ ′ ′= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

3) Các đạo hàm riêng cấp 2 của f theo hai biến x, y định bởi: 

• 
2

xy x y
f ff (f )    hay  

x y y x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞′′ ′ ′= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

• 
2

yx y x
f ff (f )      hay  

y x x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂′′ ′ ′= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Chú ý: Với giả thiết   xy yxf vaø    f′′ ′′  liên tục, có thể chứng minh được rằng: 

  =xy yxf   f′′ ′′  

(Định lý Schwarz). Điều này chứng tỏ đạo hàm riêng cấp 2 theo hai biến x, y không phụ thuộc 
vào thứ tự lấy đạo hàm, nếu chúng liên tục. Từ đó, kết quả trên cũng đúng cho các đạo hàm 
riêng cấp cao hơn nếu chúng liên tục. Khi đó đạo hàm riêng cấp k của  f(x,y) định bởi: 

k k p p k p k p

p k p k p p k p p p k p
f f f f( )

x y y x y x x y

− −

− − − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ví dụ: Tìm các đạo hàm riêng cấp 2 của hàm số: 

yz arctg
x

= . 

Giải. Trong ví dụ trước ta đã biết: 

x 2 2
yz

x y
′ = −

+    và    y 2 2
xz .

x y
′ =

+  

Do đó: 

( )
2 x x 22 2x 2 2

x

y 2xyz (z ) =  .
x y x y

′⎛ ⎞′′ ′ ′= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +
 

( )
2 y y 22 2y 2 2

y

x 2xyz (z ) =  .
x y x y

′⎛ ⎞′′ ′ ′= = −⎜ ⎟+⎝ ⎠ +
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( ) ( )
2 2 2 2

xy x y 2 22 2 2 2 2 2
y

y x y 2yy y xz (z ) =  .
x y x y x y

′⎛ ⎞ + − −′′ ′ ′= − = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠ + +

( ) ( )
2 2 2 2

yx y x 2 22 2 2 2 2 2
x

x x y 2xx y xz (z ) =  .
x y x y x y

′⎛ ⎞ + − −′′ ′ ′= = =⎜ ⎟+⎝ ⎠ + +
 

 
3. ĐẠO HÀM RIÊNG CỦA HÀM HỢP 

3.1. Trường hợp f = f(x, y) với x = x(t), y = y(t): 
Trong  trường hợp này, hàm hợp f(x(t),y(t)) có đạo hàm theo biến t định bởi: 

df f dx f dy
dt x dt y dt

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

Đặc biệt, khi y = y(x), hàm hợp f(x,y(x)) có đạo hàm theo x định bởi: 
df f f dy
dx x y dx

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

3.2. Trường hợp f = f(x, y) với x = x(u,v), y = y(u,v): 
Trong  trường hợp này, hàm hợp f(x(u,v),y(u,v)) có các đạo hàm riêng theo u, v định bởi: 

f f x f y
u x u y u

f f x f y
v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 

Ví dụ 1.  Cho z = x2siny   với y = ex. Tìm  dz
dx

. 

Giải. Ta có: 

x x

2sin y 2sin y 1

x 2sin(e ) 1 x x 2sin(e )

2sin y 2sin y

x x

dz z z dy
dx x y dx
z (x ) 2(sin y)x dzx x 2sin(e )x 2e cos(e )x ln x
z dx(x ) 2(cos y)x ln x
y y

dy d (e ) e
dx dx

−

−

∂ ∂ ⎫= + ⎪∂ ∂ ⎪
∂ ∂ ⎪= = ⎪⎪∂ ∂ ⇒ = +⎬∂ ∂ ⎪= =

⎪∂ ∂
⎪
⎪= =
⎪⎭

 

Ví dụ 2:  Cho z = x2siny   với x = lnt, y = arctgt. Tìm  dz
dt

. 

Giải. Ta có 
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2sin y 2sin y 1

2sin y 2sin y

2

2sin(arctgt) 1 2sin(arctgt)
2

dz z dx z dy
dt x dt y dt
z (x ) 2(sin y)x
x x
z (x ) 2(cos y)x ln x
y y

dx d 1(ln t)
dt dt t
dy d 1(arctgt)
dt dt 1 t

dz 2 2sin(arctgt)(ln t) cos(arctgt)(ln t) ln(
dt t 1 t

−

−

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂

= =

= =
+

⇒ = +
+

ln t)

 

 

Ví dụ 3.  Cho z = x2siny   với x = u + v, y = uv. Tìm  z z,
u v

∂ ∂
∂ ∂

. 

Giải. Ta có 

2sin y 2sin y 1

2sin y 2sin y

z z x z y z z x z y; ;
u x u y u v x v y v
z (x ) 2(sin y)x
x x
z (x ) 2(cos y)x ln x
y y

−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

x y(u v) 1; (uv) v
u u u u

∂ ∂ ∂ ∂
= + = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

2sin(uv) 1 2sin(uv)

2sin(uv) 1 2sin(uv)

x y(u v) 1; (uv) u
v v v v

z 2sin(uv)(u v) 2v cos(uv)(u v) ln(u v)
u
z 2sin(uv)(u v) 2u cos(uv)(u v) ln(u v)
v

−

−

∂ ∂ ∂ ∂
= + = = =

∂ ∂ ∂ ∂
⎧ ∂

= + + + +⎪⎪∂⇒ ⎨
∂⎪ = + + + +

⎪∂⎩

 

 
4. ĐẠO HÀM RIÊNG CỦA HÀM ẨN 

4.1. Định nghĩa. Cho phương trình f(x,y) = 0, trong đó f(x,y) là một hàm hai biến xác định 
trên D ⊂ R2. Nếu y = y(x) là một hàm số xác định trên (a,b) sao cho (x,y(x))∈ D và f(x,y(x)) = 0 
với mọi x ∈ (a,b) thì ta nói y = y(x) là một hàm ẩn xác định bởi phương trình f(x,y) = 0.  

Ví dụ: 2 2y 1 x ; y 1 x= − = − −  là hai hàm ẩn xác định bởi phương trình x2 + y2 = 1. 
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4.2. Định lý. Cho phương trình f(x,y) = 0, trong đó f(x,y) là một hàm hai biến có các đạo 
hàm riêng liên tục trên D ⊂ R2 và (x0,y0)∈ D là một nghiệm của phương trình. Khi đó, nếu 

y 0 0f (x , y ) 0′ ≠  thì với một số ε > 0 bất kỳ đủ nhỏ, tồn tại δ > 0 sao cho: 

1) Với mỗi  x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), phương trình f(x,y) = 0 có duy nhất một nghiệm    y = y(x) 
∈ (y0 − ε, y0 + ε). 

2) Hàm số y = y(x) là hàm ẩn xác định bởi phương trình f(x,y) = 0 có đạo hàm trên  (x0 -δ, 
x0 + δ) định bởi: 

x

y

f (x, y)y (x)
f (x, y)
′

′ = −
′

 

với y = y(x). 
 
Ví dụ. Cho phương trình 2y – siny − 2x = 0. Tính đạo hàm hàm ẩn y = y(x)  xác định bởi 

phương trình trên tại x0 = 0. (ĐS: 2) 
Giải. Đặt  f(x,y) = 2y – siny − 2x . Ta có x yf 2; f 2 cos y′ ′= − = − . Suy ra 

x

y

f 2y (x)
f 2 cos y
′

′ = − =
′ −

 

Tại x = x0 = 0 ta có  2y – siny = 0 nên y = y0 = 0. Do đó 
2 2y (0) 2.

2 cos y 2 cos0
′ = = =

− −
 

 
4.3. Định lý. Cho phương trình f(x,y,z) = 0, trong đó f(x,y,z) là một hàm ba biến có các đạo 

hàm riêng liên tục trên D ⊂ R3 và (x0,y0,z0)∈ D là một nghiệm của phương trình. Khi đó, nếu 
z 0 0 0f (x , y ,z ) 0′ ≠  thì với một số ε > 0 bất kỳ đủ nhỏ, tồn tại δ > 0 sao cho: 

1) Với mỗi  (x,y) ∈ (x0 − δ, x0 + δ)×(y0 − δ, y0 + δ), phương trình f(x,y,z) = 0 có duy nhất 
một nghiệm z  = z(x,y) ∈ (z0 − ε, z0 + ε). 

2) Hàm số z = z(x,y) là hàm ẩn xác định bởi phương trình f(x,y,z) = 0 có đạo hàm riêng trên  
(x0 − δ, x0 + δ)×(y0 − δ, y0 + δ) định bởi: 

yx
x y

z z

f (x, y,z)f (x, y,z)z (x, y) ,        z (x, y) ,
f (x, y,z)) f (x, y,z)

′′
′ ′= − = −

′ ′  

với z = z(x,y). 
Ví dụ.  Tìm các đạo hàm riêng cấp 1, 2 của các hàm ẩn hàm ẩn z = z(x,y) xác định bởi các 

phương trình: 
a) xyz  = x + y + z; 
b) x + y + z = ez; 
c) x/z = ln(z/y) + 1. 
Giải. Sử dụng công thức trên ta tính được: 
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2

2

x y x 2

xyy 2 2

yz 1 xz 1 2y(yz 1)a)z ;z ;z ;
xy 1 xy 1 (xy 1)

2x(xz 1) xyz x y z  z ;z
(xy 1) (xy 1)

− − −′ ′ ′′= − = − =
− − −

− − − +′′ ′′= =
− −

 

2 2

z

x y xyx yz z 3
1 eb)z z ;z z z

e 1 (e 1)
′ ′ ′′ ′′ ′′= = = = = −

− −
 

 

 
5. VI PHÂN  

Cho hàm f = f(x, y) có các đạo hàm riêng liên tục tại điểm M0(x0,y0). Khi đó với mọi Δx, 
Δy khá bé, ta có: 

f(x0+Δx,y0+Δy) − f(x0,y0) = fx'(x0,y0)Δx + fy'(x0,y0)Δy + o(ρ) 

trong đó 2 2x yρ = Δ + Δ và 0)(0lim
0

=
ρ
ρ

→ρ
, nghĩa là o(ρ) là VCB cấp cao hơn ρ khi     ρ → 0. 

5.1. Vi phân toàn phần 

Đặt  df(x0,y0) = fx'(x0,y0)Δx + fy'(x0,y0)Δy. Ta gọi  df(x0,y0) là vi phân toàn phần của f(x,y) 
tại (x0,y0). 

Tổng quát, vi phân toàn phần của của f(x,y) định bởi: 

df = fx'Δx + fy'Δy. 

Chú ý rằng với g(x,y) = x, ta có: 

dg = gx'Δx + gy'Δy = Δx. 

Do đó  dx = Δx. Tương tự, dy = Δy. Do đó vi phân toàn phần của  f(x,y) có biểu thức như sau: 

x ydf = f dx + f dy′ ′  

Khi Δx và Δy khá bé,  ta có: 

f(x0+Δx,y0+Δy) − f(x0,y0) ≈ fx'(x0,y0)Δx + fy'(x0,y0)Δy 
 
Suy ra công thức tính gần đúng: 
 

0 0 0 0 0 0f(x + x, y + y)  f(x ,y ) + df(x ,y ) Δ Δ ≈   

2 2

2

x y

2 2 2 2

xyx y3 2 3 3

z zc)z ;z ;
x z y(x z)

z x z xzz ;z ;z
(x z) y (x z) y(x z)

′ ′= =
+ +

′′ ′′ ′′= − = − =
+ + +
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Ví dụ.  Cho  z = xy. Tìm dz; dz(2,3). Tính gần  đúng A = 2,022,97. 
Giải:  

• dz = zx′dx + zy′dy = yxy–1dx + xylnxdy. 

• dz(2,3)= 3.23–1dx + 23ln2dy = 12dx + 8ln2dy. 

• Đặt (x0,y0) = (2,3); (Δx;Δy) = (0,02;-0,03). Theo công thức  tính gần đúng, ta có: 

A = z(x0+Δx,y0+Δy) ≈ z(x0,y0) + dz(x0,y0) ≈ z(2,3) + dz(2,3) 

 ≈ 8 + 12.0,02 + 8.ln2.(−0,03) ≈ 8,24 − 0,24ln2 
5.2. Vi phân cấp 2. 

Vi phân cấp 2 của hàm f(x, y), ký  hiệu d2f, là vi phân của vi phân toàn phần của nó, nghĩa 
là  

d2f = d(df) 
Ta có: 
d2f   = d(fx'dx + fy'dy) = (fx'dx + fy'dy)x'dx + (fx'dx + fy'dy)y'dy 

= (fx')x'dx2 + (fy')x'dydx + (fx')y'dxdy + (fy')y'dy2 = 2 2
" 2 " " 2

xyx y
f dx 2f dxdy f dy+ +  

Vậy:  

2 2
2 2 2

xyx y
d f f dx 2f dxdy f dy′′ ′′ ′′= + +  

hay 
2 2 2 2

2 2 2
2 2
f f fd f dx dy f dx 2 dxdy dy

x y x x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞

= + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

5.3. Vi  phân cấp n. 

Vi phân cấp n của hàm f(x, y), ký  hiệu dnf, là vi phân của vi phân cấp n-1 của nó, nghĩa là  

dnf = d(dn−1f) 
Tổng quát, ta có công thức tính vi phân cấp n trong trường hợp các đạo hàm riêng đều liên 

tục như sau: 
nn n

n k n k k
n n k k

k 0

fd f dx dy f C dx dy
x y x y

−
−

=

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ∑  

 
Ví dụ. Cho z = 2x3cos2y – 3x2 + y2. Tìm vi phân cấp 2 của z. 
Giải. Với z = 2x3cos2y – 3x2 + y2, ta có: 

• xz′ = 6x2cos2y – 6x . 
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• yz′  = –  2x3sin2y + 2y. 

• 2x
z′′ = 12xcos2y – 6. 

• xyz′′ = –  6x2sin2y. 

• 2y
z′′ =  –  4x3cos2y + 2. 

Suy ra: 

2 2
2 2 2

xyx y
d z z dx 2z dxdy z dy′′ ′′ ′′= + + = (12xcos2y–6)dx2–12x2sin2ydxdy+(–4x3cos2y+2)dy2 

 

6. CỰC TRỊ  
6.1. Định nghĩa. Xét hàm  f(x,y). Ta nói f(x,y) đạt cực đại (cực tiểu) tại M0(x0,y0) nếu  với 

mọi điểm M(x,y) khá gần M0(x0,y0), M ≠ M0, ta có: 

f(x, y) < f(x0,y0) 

[f(x, y) > f(x0,y0)]. 

Cực  đại hay cực tiểu được gọi chung là cực trị. 

6.2. Cách tìm cực trị: 
Qui tắc tìm cực trị của hàm f(x,y) gồm các bước sau: 
Bước 1: Tìm các điểm dừng: 

Giải hệ x

y

f 0;
f 0.

′⎧ =⎪
⎨ ′ =⎪⎩

 

Mỗi nghiệm (x0,y0) của hệ trên được gọi là một điểm dừng của f(x,y). 
Bước 2: Tìm các đạo hàm riêng: 

2 2xyx y
A : f ;   B : f ;   C : f′′ ′′ ′′= = =  

Đặt   Δ = B2 – AC. 
Bước 3: Xác định cực trị: 
Với mỗi điểm dừng M0(x0,y0) tìm được ở Bước 1, xét: 

Δ = Δ(x0,y0); A = A(x0,y0). 
Ta có: 
 

Δ > 0 f  không đạt cực trị tại M0(x0,y0) 
Δ < 0 A > 0 f  đạt cực tiểu tại M0(x0,y0) 

A < 0 f  đạt cực đại tại M0(x0,y0) 
Δ = 0 Chưa thể khẳng định f có đạt cực trị tại M0(x0,y0) hay không 

 
 

Ví dụ.  Tìm cực trị của hàm z = x3+ y3 – 6xy. 
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Giải. Bước 1: Tìm điểm dừng 

2
22

x

2
2 2 3y

1 1y x ;z 0; y x3x 6y 0 x 0, y 02 2
1 x 2, y 2z 0. 3y 6x 0 3( x ) 6x 0 3x(x 8) 0
2

⎧ ⎧=⎪′⎧ = ⎧ =− = = =⎡⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨ ⎢ = =′ = − =⎪ ⎣⎪ ⎩ ⎪ ⎪⎩ − = − =⎩⎪⎩
 

Vậy z có 2 điểm dừng: M1(0,0) và M2(2, 2). 
Bước 2: Với x3+ y3 – 6xy, ta có: 

• zx′= 3x2 – 6y . 

• zy′= 3y2  –  6x. 

• A = 2x
z′′ = 6x. 

• B = xyz′′ = – 6. 

• C = 2y
z′′ =  6y. 

• Δ = B2 – AC = 36(1– xy) 
 
Bước 3: Xác định cực trị: 

• M1(0,0):  Δ = 36(1– xy) = 36 > 0 nên z không đạt cực trị tại M1(0,0). 

• M2(2,2):  Δ = 36(1–xy) = –108 < 0; A = 6x = 12 > 0 nên z đạt cực tiểu tại M2(2,2) với 
z(2,2) = – 8. 

 
7. CỰC TRỊ CÓ ĐIỀU KIỆN  

7.1. Định nghĩa. Xét hàm  f(x,y). Ta nói f(x,y) đạt cực đại (cực tiểu) tại M0(x0,y0)  với 
điều kiện: 

ϕ(x,y) = 0   (*) 

nếu  hai tính chất sau được thỏa: 

1) Điểm M0(x0,y0) có tọa độ thỏa (*), nghĩa là ϕ( x0,y0) = 0. 

2) Với mọi điểm M(x,y) có tọa độ thỏa (*), khá gần M0(x0,y0), M ≠ M0, ta có: 

f(x, y) < f(x0,y0) 

[f(x, y) > f(x0,y0)]. 

Cực  đại có điều kiện hay cực tiểu có điều kiện được gọi chung là cực trị có điều kiện. 
7.2. Cách tìm cực trị có điều kiện: 
Để tìm cực trị của hàm f(x,y) với điều kiện: 

ϕ(x,y) = 0   (*) 

ta có 2 phương pháp: 
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1) Phương pháp thế: 
 
Từ (*) ta tính y theo x (hoặc x theo y) rồi thế vào f(x,y) ta được hàm một biến. Cực trị của 

hàm một biến đó cho ta cực trị có điều kiện của f(x,y). 
Ví dụ : Tìm cực trị  của hàm z = x2 + y2 thỏa điều kiện ràng buộc x + y = 10 (*). 
Giải.  Từ  điều kiện (*) ta suy ra: y = 10 – x. Thế vào z ta được hàm một biến: 

z1 = x2 + (10 – x)2 = 2x2 – 20x + 100. 
Hàm z1 đạt cực tiểu tại x = 5 với z(5) = 50. Do đó, với điều kiện (*), z đạt cực tiểu tại (x,y)=(5,5) 
với z(5,5) = 50. 

 
2) Phương pháp nhân tử Lagrange: 
 
Phương pháp nhân tử Lagrange gồm các bước sau: 
Bước 1: Lập hàm Lagrange: 

Lλ(x,y) = f(x,y) + λϕ (x,y), 

Trong đó  λ là tham số thực, gọi là nhân tử Lagrange. 
Bước 2: Xác định các điểm dừng và nhân tử: 

Giải hệ 

x x

y y

L f (x, y) (x, y) 0;
x
L f (x, y) (x, y) 0;
y
(x, y) 0.

λ

λ

∂⎧ ′ ′= + λϕ =⎪ ∂⎪
∂⎪ ′ ′= + λϕ =⎨ ∂⎪

⎪ϕ =
⎪⎩

   

tìm tất cả các điểm dừng cùng với các giá trị tương ứng của nhân tử λ.  

Bước 3: Tìm vi phân cấp 2: 
2 2 2

2 2 2
2 2

L L Ld L dx 2 dxdy dy
x x y y

λ λ λ
λ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Bước 4: Xác định cực trị có điều kiện: 
Với mỗi điểm dừng M0(x0,y0) cùng với nhân tử  λ0 tìm được ở Bước 2, xét:   

D = 
0

2
0 0d L (x , y )λ  

trong đó dx, dy thỏa ràng buộc biểu thị bằng phương trình: 

0 0d (x , y ) 0  ϕ =  

hay  x 0 0 y 0 0(x , y )dx (x , y )dy 0′ ′′ϕ + ϕ =  (**) 
Ta có: Cho dx, dy thay đổi, không đồng thời bằng 0 thoả (**). Khi đó 
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D không đổi dấu  khi dx, dy 
thay đổi 

D > 0 f đạt cực tiểu tại M0(x0,y0) với điều kiện (*) 
D < 0 f đạt cực đại tại M0(x0,y0) với điều kiện (*) 

D đổi dấu  khi dx, dy thay đổi f không đạt cực trị tại M0(x0,y0) với điều kiện (*)
 
 Ví dụ. Tìm cực trị  của hàm z = x + 2y thỏa điều kiện ràng buộc x2 + y2 = 5. 

Giải. Điều kiện đã cho được viết lại như sau: 

x2 + y2 −  5 = 0   (*) 
Bước 1: Lập hàm Lagrange: 

Lλ(x,y) = x + 2y + λ(x2 + y2 – 5). 
Bước 2: Xác định các điểm dừng và nhân tử: 

Ta có:  

2 2

2

L 10; x ;
x 2 11 2 x 0; (x, y) ( 1, 2); ;L 1 20; 2 2 y 0;  y ;  

1y (x, y) (1,2); .x y 5 0. 1 2(x, y) 0. .
4

λ

λ

∂⎧ ⎧= = −⎪ ⎪∂ λ ⎡⎧ + λ =⎪ ⎪ = − − λ =⎢∂⎪ ⎪ ⎪= ⇔ + λ = ⇔ = − ⇔ ⎢⎨ ⎨ ⎨∂ λ ⎢⎪ ⎪ ⎪ = λ = −+ − =⎩ ⎢⎪ ⎪ ⎣ϕ = λ =⎪ ⎪⎩⎩

 

Vậy Lλ có hai điểm dừng: M1(−1, −2) ứng với λ1 = 1/2 và M2(1,2) ứng với λ2 = –1/2.  

Bước 3: Tìm vi phân cấp 2: 
 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2

L L Ld L dx 2 dxdy dy 2 dx 2 dy .
x x y y

λ λ λ
λ

∂ ∂ ∂
= + + = λ + λ

∂ ∂ ∂ ∂
 

Bước 4: Xác định cực trị có điều kiện: 
2 2

x y(x, y) x  + y 5 2x; 2y;d (x, y) 2xdx 2ydy′ ′ϕ = − ⇒ ϕ = ϕ = ϕ = +  

• Tại M1(−1,−2) ứng với λ1 = 1/2: 
D1 = 

1

2 2 2 2 2
1 1d L ( 1, 2) 2 dx 2 dy dx dyλ − − = λ + λ = + , 

trong đó dx, dy thỏa: d ( 1, 2) 0ϕ − − = , nghĩa là  

(x,y) ( 1, 2)
(2xdx 2ydy) 0

= − −
+ =  

hay   –2dx – 4dy = 0 (**) 
Ta thấy  D1 > 0 với mọi dx, dy không đồng thời bằng 0 thỏa (**). Do đó, z đạt cực tiểu tại   M1(–
1,–2) với điều kiện (*), trong đó z(–1,–2) = –5. 
 
• Tại M2(1,2) ứng với λ2 = –1/2: 

D2 = 
2

2 2 2 2 2
2 2d L (1,2) 2 dx 2 dy (dx dy )λ = λ + λ = − + , 

trong đó dx, dy thỏa: d (1,2) 0ϕ = , nghĩa là  
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(x,y) (1,2)
(2xdx 2ydy) 0

=
+ =  

hay   2dx + 4dy = 0 (***) 
Ta thấy  D2 < 0 với mọi dx, dy không đồng thời bằng 0 thỏa (***). Do đó, z đạt cực đại tại      
M2(1,2) với điều kiện (*), trong đó z(1,2) = 5. 
 
8. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT- GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT  

8.1. Định nghĩa. Cho hàm số  f(x,y) xác định trên D. Ta định nghĩa: 

1) M ∈ R là giá trị lớn nhất (GTLN) của f(x,y) trên D nếu  

1 1 1 1

(x, y) D, f (x, y) M;
(x , y ) D, f (x , y ) M.

∀ ∈ ≤⎧
⎨∃ ∈ =⎩

 

2) m ∈ R là giá trị nhỏ nhất (GTNN) của f(x,y) trên D nếu 

2 2 2 2

(x, y) D, f (x, y) m;
(x , y ) D, f (x , y ) m.

∀ ∈ ≥⎧
⎨∃ ∈ =⎩

 

 
8.2. Định lý. Cho hàm số f(x,y) liên tục trên miền đóng, bị chặn D (D đóng nếu D chứa 

luôn phần biên; D bị chặn nếu D nằm trong một đường tròn nào đó). Khi đó f(x,y) đạt GTLN và 
GTNN trên D. 

8.3. Cách tìm GTLN và GTNN 
Cho hàm số  f(x,y) có các đạo hàm riêng liên tục trên miền đóng, bị chặn D. Khi đó f(x,y) 

liên tục trên D, do đó đạt GTLN và GTNN trên D. Cách tìm các giá trị đó như sau: 
Bước 1: Tìm các điểm dừng 

Giải hệ 
x

y

f 0;
f 0.
′ =⎧

⎨ ′ =⎩
 tìm tất cả các điểm dừng thuộc phần trong của D (tức là thuộc D nhưng 

không thuộc biên D). 
Bước 2: Tìm các điểm nghi ngờ trên biên D 
Giả sử biên D có phương trình định bởi: 

ϕ(x,y) = 0  (*) 
Khi đó các điểm thuộc biên D mà ta nghi ngờ tại đó hàm số f(x,y) đạt GTLN, GTNN được xác 
định như sau: 

• Nếu dùng phương pháp thế thì đó là các điểm ứng với các giá trị đầu mút và các giá trị 
tại đó đạo hàm của hàm một biến triệt tiêu. 

• Nếu dùng phương pháp Nhân tử Lagrange thì đó là các điểm dừng của hàm Lagrange. 
Bước 3: Xác định GTLN và GTNN 
So sánh giá trị của f(x,y) tại các điểm dừng tìm được trong Bước 1 và tại các điểm nghi 

ngờ tìm được trong Bước 2, khi đó giá trị lớn nhất trong chúng chính là GTLN và giá trị nhỏ 
nhất trong chúng chính là GTNN.  

Ví dụ: Tìm GTLN và GTNN của hàm số : 
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z = x2 + y2 – xy + x + y 

trên miền D định bởi: x ≤ 0; y ≤ 0; x + y ≥ −3. 
 Giải. Bước 1: Miền D được biểu diễn như sau: 

 

x

y

z 0 2x y 1 0
x y 1.

z 0 2y x 1 0
′ =⎧ − + =⎧

⇔ ⇔ = = −⎨ ⎨′ = − + =⎩⎩
 

Vậy z  chỉ có một điểm dừng M0(–1, –1) thuộc phần trong của D, trong đó  
  z(–1,–1) = –1    (1) 

Bước 2: Xét biên D ta có: 

• Trên OA: y = 0, –3 ≤ x ≤ 0. Hàm z trở thành: 

z1 = x2 + x ⇒ z1′ = 2x + 1 (z1′ = 0 ⇔ x = –1/2) 
Các điểm nghi ngờ trên OA là: 

x = 3    ( 3,0) vôùi z( 3,0) = 6 
x = 0       (0,0) vôùi z(0,0) = 0          (2)
x = 1/2  ( 1/2,0) vôùi z( 1/2,0) = 1/4 

− → − −⎧
⎪ →⎨
⎪ − → − − −⎩

 

• Trên OB: x = 0, − 3 ≤ y ≤ 0. Hàm z trở thành: 

z2 = y2 + y ⇒ z2′ = 2y + 1 (z2′ = 0 ⇔ y = −1/2) 
Các điểm nghi ngờ trên OB là: 

y = 3     (0, 3) vôùi z(0, 3) = 6 
y = 0        (0,0) ñaõ xeùt treân OA              (3)
y = 1/2   (0, 1/2) vôùi z(0, 1/2) = 1/4

− → − −⎧
⎪ →⎨
⎪ − → − − −⎩

 

• Trên AB: y = − x − 3, − 3 ≤ x ≤ 0. Hàm z trở thành: 

z3 = 3x2 + 9x + 6 ⇒ z3′ = 6x + 9  

z3′ = 0 ⇔ x = − 3/2 (y = − 3/2) 
Các điểm nghi ngờ trên AB là: 
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x = -3       ( 3,0) ñaõ xeùt treân OA
x = 0       (0, 3) ñaõ xeùt treân OB        (4)
x = 3/2   ( 3/2, 3/2) vôùi z( 3/2, 3/2) = 3/4 

→ −⎧
⎪ → −⎨
⎪ − → − − − − −⎩

 

So sánh (1)-(4) ta suy ra GTLN và GTNN của z trên D như sau: 

 GTLN = 6 = z(−3,0) = z(0,−3); 

 GTNN = −1 = z(−1,−1). 
 
9. MỘT SỐ BÀI TOÁN KINH TẾ 

9.1. Bài toán lập kế hoạch sản xuất trong điều kiện cạnh tranh hoàn hảo 
1. Bài toán: Một xí nghiệp  sản xuất  hai loại sản phẩm. Đơn giá của hai loại sản phẩm trên 

thị trường  lần lượt là P1; P2 và hàm tổng chi phí là C = C(Q1,Q2) (Q1, Q2 là các sản lượng). Hãy 
định các mức sản lượng Q1 và  Q2 để xí nghiệp đạt lợi nhuận cao nhất. 

2. Phưong pháp giải: Điều kiện về các mức sản lượng Q1, Q2 là  Q1 ≥ 0;  Q2 ≥ 0. Khi đó 

-  Doanh thu là R = P1Q1 + P2Q2. 

-  Lợi nhuận là: 

  π = R – C = P1Q1 + P2Q2 – C(Q1,Q2). 

Để đạt lợi nhuận cao nhất, cần xác định các mức sản lượng Q1, Q2 dương sao cho tại đó  π 
đạt cực đại. Lưu ý cần kiểm tra lại các đại lượng khác như chi phí, lợi nhuận phải dương để phù 
hợp với thực tế. 

3. Ví dụ: Một xí nghiệp sản xuất hai loại sản phẩm với các đơn giá trên thị trường lần lượt 
là P1 = 56 và P2 = 40. Hàm tổng chi phí là C = 2Q1

2 + 2Q1Q2 + Q2
2. Hãy định các mức sản lượng 

Q1, Q2 để xí nghiệp  đạt lợi nhuận cao nhất. 

Giải. Điều kiện về các mức sản lượng Q1, Q2 là  Q1 ≥ 0;  Q2 ≥ 0. Ta có 

-  Doanh thu là R=P1Q1+P2Q2 = 56Q1 + 40Q2. 

-  Lợi nhuận là 

π = R – C = (56Q1 + 40Q2) – (2Q1
2 + 2Q1Q2 + Q2

2) 

              = 56Q1 + 40Q2 – 2Q1
2 – 2Q1Q2 – Q2

2 

Ta cần xác định các mức sản lượng Q1, Q2 dương sao cho tại đó  π đạt cực đại.  

• Xét hệ: 

1

2

Q 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2Q

0 56 4Q 2Q 0 2Q Q 28 Q 8 0
40 2Q 2Q 0 Q Q 20 Q 12 00

         

⎧ ′π = ⎧ ⎧ ⎧− − = + = = >⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨
− − = + = = >′π = ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎩ ⎩⎩  

Vậy  π chỉ có một điểm dừng là (Q1;Q2) = (8;12). 
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• Ta có 

2
1Q

A 4;′′= π = −
1 2Q QB 2;′′= π = − 2

2Q
C 2′′= π = − ; 

Δ = B2 – AC = – 4 < 0. 

Suy ra  π đạt cực đại tại (Q1;Q2) = (8;12). Khi đó: 

-  Chi phí là  C = 2Q1
2 + 2Q1Q2 + Q2

2 > 0. 

-  Lợi nhuận là  π = 464 > 0. 
Kết luận: Để đạt  lợi nhuận  cao nhất, cần định mức sản lượng của hai loại sản phẩm lần lượt là 
Q1 = 8 và Q2 = 12.  

9.2. Bài toán lập kế hoạch sản xuất trong điều kiện sản xuất độc quyền 
1. Bài toán: Một xí nghiệp  sản xuất  độc quyền hai loại sản phẩm. Biết hàm cầu của  hai 

loại sản phẩm trên lần lượt là QD1 = D1(P1,P2); QD2 = D2(P1,P2) (P1, P2 là các đơn giá) và hàm 
tổng chi phí là C = C(Q1,Q2) (Q1, Q2 là các sản lượng). Hãy định các mức sản lượng Q1 và Q2 để 
xí nghiệp đạt lợi nhuận cao nhất. 

2. Phương pháp giải. Điều kiện về các mức sản lượng Q1, Q2 là  Q1 ≥ 0;  Q2 ≥ 0.  Do sản 
xuất độc quyền, với các mức sản lượng trên, để tiêu thụ hết sản phẩm, xí nghiệp sẽ  bán với các 
đơn giá P1, P2 sao cho: 

1

2

D 1 1 1 2 1

D 2 2 1 2 2

Q Q D (P ,P ) Q
Q Q D (P ,P ) Q

=⎧ =⎧⎪ ⇔⎨ ⎨= =⎩⎪⎩
 

Giải hệ trên ta được 

1 1 1 2

2 2 1 2

P P (Q ,Q )
P P (Q ,Q )

=⎧
⎨ =⎩

 

Khi đó; 

- Doanh thu là R = P1(Q1,Q2) Q1+ P2(Q1,Q2)Q2. 

- Lợi nhuận là: 

π = R – C = P1(Q1,Q2) Q1+ P2(Q1,Q2)Q2 – C(Q1,Q2). 

Để đạt lợi nhuận cao nhất, cần xác định các mức sản lượng Q1, Q2 dương sao cho tại đó  π 
đạt cực đại. Lưu ý cần kiểm tra lại các đại lượng khác như: đơn giá, chi phí, lợi nhuận phải 
dương để phù hợp với thực tế. 

3. Ví dụ: Một xí nghiệp sản xuất độc quyền hai loại sản phẩm với các hàm cầu lần lượt là: 

1

2

1 2
D

1 2
D

1230 5P PQ
14

1350 P 3PQ
14

− +⎧ =⎪⎪
⎨ + −⎪ =
⎪⎩
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và hàm tổng chi phí là  C = Q1
2 + Q1Q2 + Q2

2. Hãy định các mức sản lượng Q1, Q2 để xí nghiệp  
đạt lợi nhuận cao nhất. 

Giải. Điều kiện về các mức sản lượng Q1, Q2 là  Q1 ≥ 0;  Q2 ≥ 0. Do sản xuất độc quyền, 
với các mức sản lượng trên, để tiêu thụ hết sản phẩm, xí nghiệp sẽ  bán với các đơn giá P1, P2 
sao cho: 

1

2

1 2
1D 1

D 2 1 2
2

1 2 1 1 1 2

1 2 2 2 1 2

1230 5P P QQ Q 14
Q Q 1350 P 3P Q

14
5P P 14Q 1230 P 360 3Q Q

             
  P 3P 14Q 1350 P 570 Q 5Q

− +⎧ == ⎪⎧⎪ ⎪⇔⎨ ⎨= + −⎪ ⎪⎩ =
⎪⎩
− + = − = − −⎧ ⎧

⇔ ⇔⎨ ⎨− = − = − −⎩ ⎩

 

Khi đó: 

- Doanh thu là 

R = P1Q1 + P2Q2 = (360 – 3Q1 – Q2)Q1 + (570 – Q1 – 5Q2)Q2 

         = – 3Q1
2 – 5Q2

2 – 2Q1Q2  + 360Q1 + 570Q2  

- Lợi nhuận  là 

π = R – C  = – 4Q1
2 – 6Q2

2 – 3Q1Q2  + 360Q1 + 570Q2. 

Ta cần xác định các mức sản lượng Q1, Q2 dương sao cho tại đó  π đạt cực đại.  

• Xét hệ: 

1

2

Q 1 2 1

2 1 2Q

0 8Q 3Q 360 0 Q 30
12Q 3Q 570 0 Q 400

         

′⎧π = − − + = =⎧ ⎧⎪ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨− − + = =′π = ⎩ ⎩⎪⎩  

Vậy  π chỉ có một điểm dừng là (Q1;Q2)= (30;40). 

• Ta có: 

2
1Q

A 8;′′= π = −
1 2Q Q

B 3;′′= π = − 2
2Q

C 12′′= π = − ;Δ = B2 – AC = – 87 < 0. 

Suy ra  π đạt cực đại tại (Q1;Q2) = (30;40). Khi đó 

-  Chi phí là  C = Q1
2 + Q1Q2 + Q2

2 > 0. 

-  Lợi nhuận là  π = 16800 > 0. 
Kết luận: Để đạt  lợi nhuận  cao nhất, cần định mức sản lượng của hai loại sản phẩm lần lượt là 
Q1 = 30 và Q2 = 40.  

9.3. Bài toán người tiêu dùng. 
1. Bài toán: Một người dành một số tiền B để mua hai loại sản phẩm có đơn giá lần lượt là 

P1 và P2. hàm hữu dụng ứng với hai loại sản phẩm trên là U = U(x1,x2) (x1,x2 lần lượt là số 
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lượng của các sản phẩm). Hãy xác định số lượng của hai loại sản phẩm trên sao cho hàm hữu 
dụng đạt giá trị cao nhất. 

2. Phương pháp giải: Gọi x1,x2 lần lượt là số lượng của các sản phẩm. Điều kiện: x1 ≥ 0; 
x2 ≥ 0.  

Khi đó  x1P1 + x2P2 = B. Do đó để  hàm hữu dụng đạt giá trị lớn nhất ta cần tìm cực đại của 
hàm hữu dụng U = U(x1,x2) với điều kiện  x1P1 + x2P2 = B.  

3. Ví dụ: Một người muốn dùng số tiền 4.000.000đ để mua hai mặt hàng có đơn giá 
400.000đ và 500.000đ. Hàm hữu dụng của hai mặt hàng trên là U = (x + 5)(y + 4) (x, y lần lượt 
là số lượng hai mặt hàng). Hãy xác định số lượng cần mua của hai mặt hàng trên để hàm hữu 
dụng đạt giá trị cao nhất. 

Giải. Với x, y lần lượt là số lượng hai mặt hàng, ta có điều kiện: x ≥ 0; y ≥ 0. Khi đó 

400000x + 500000y = 4000000 ⇔ 4x+5y =40(*) 

Ta cần tìm x, y ≥ 0 để hàm hữu dụng U = (x + 5)(y + 4) đạt cực đại với điều kiện (*). 

Từ (*) ta suy ra:  y = 8 – 4
5

x. Thế vào U, ta được  

U1 = (x + 5)(12 – 4
5

x). 

Ta có U1′ = (12 – 4
5

x) – 4
5

(x + 5) = 88 x
5

− . 

U1′ = 0 ⇔ x = 5 > 0 (y = 4 > 0). 

U1′′ = 8 0
5

− < . 

Do đó  U1 đạt cực đại tại x = 5. Suy ra  hàm hữu dụng U đạt cực đại tại (x,y) = (5,4) với 
U(5,4) = 80. 

Kết luận: Để hàm hữu dụng đạt giá trị cao nhất, người đó cần mua hai mặt hàng trên với số 
lượng lần lượt là 5 và 4. Khi đó giá trị hàm hữu dụng là U(5,4) = 80. 

 

BÀI TẬP  
 
1. Tính các giới hạn sau: 

( ) 2

2 1
x 2xy2 2x 0 x 0

x 0 y 3

2 2

2 2 2 2x x
y y

(x y)a) lim                      b) lim 1 xy
x y

xsin y y sin x x yc) lim            d) lim
x y x y

+
→ →
→ →

→∞ →∞
→∞ →∞

+
+

+

+ −
+ +

 

2.Tìm vi phân toàn phần cấp 1 và cấp 2 của các hàm số sau: 
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a) z = x3 + y3 – 3xy   b) 
x yz arctg .
1 xy

+
=

−
 

2 2

2 2
x yc) z .
x y

−
=

+
   d) z = xy. 

3.Tính gần đúng các giá trị sau nhờ vi phân cấp 1: 
a) (2,01)3,03  b) (2,02)2,97  c) sin29ocos62o.   

4. Tìm đạo hàm được chỉ ra của các hàm số sau: 

a) z = ln(ex + ey) với y = x3, tính z dz, .
x dx

∂
∂

 

b) z = ex−2y  với x= sint, y = t3, tính dz .
dt

 

c) z = x2y − xy2 với  x = ucosv, y = usinv, tính z z, .
u v

∂ ∂
∂ ∂

 

5. a) Tìm df(t)  với  tyf ,  x e , y ln t.
x

= = =  

b) Tìm df(x,y)  với f  = u2lnv, 2 2yu , v x y .
x

= = +  

6. Tìm đạo hàm đến cấp đã  chỉ ra của các hàm số sau: 

a) 2 2z ln(x x y )= + + , tính 
2 2

2 2
z z, .

x y
∂ ∂
∂ ∂

 

b) z x ln(xy)= , tính 
3

2
z .

x y
∂

∂ ∂
 

c) z = x3siny + y3sinx  , tính 
6

3 3
z .

x y
∂

∂ ∂
 

7. Cho hàm số 
2 2x yz .

x y
=

+
 Chứng minh rằng: 

2 2

2
z z zx y 2 .

x x y x
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 

8. a) Tính 
2

2
dy d y,
dx dx

 với y  là hàm ẩn xác định bơi x + y = e x − y.  

b) Tính 
2

2
dy d y,
dx dx

 với y  là hàm ẩn xác định bơi x – y  + arctgy = 0. 

c) Tính z z,
x y

∂ ∂
∂ ∂

 với z  là hàm ẩn xác định bơi xyz ln(x  z)   0
z

+ − = .  

d) Tính d2z  với z là hàm ẩn xác định bơi x + y + z = ez.  
 
9. Tìm cực trị của các các hàm số sau: 
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  a) z = 8/x + x/y  + y (x > 0, y > 0). 
  b) z = e2x( x + y2 + 2y). 
  c) z = x2 + xy + y2 – 2x – y. 
  d) z = 2x2 + 2xy + y2 – x + y +2. 
  e) z = 2x3 + 6xy − 6x − 3y2 – 30y + 2. 
  f) z = x3 + 3xy2 – 15x – 12y. 
  h) z = x4 + y4 – 2x2 + 4xy – 2y2. 

10. Tìm cực trị có điều kiện của các các hàm số sau: 
 a) z = 6 – 4x – 3y, với điều kiện x2 + y2 = 1. 
b) z = xy khi x2 + y2 = 1. 

c) d) z = x2 + y2  khi .1
3
y

2
x

=+  

11. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số sau trên miền đã cho: 

a) z = x3 + y3 – 3xy trên miền 0 ≤ x  ≤ 2; −1 ≤ y  ≤ 2. 

b) z = x2 + y2 – xy – x – y  trên miền x ≥ 0; y ≥ 0;  x + y  ≤ 3. 

c) z = xy2  trên miền   x2 + y2  ≤ 1. 

d) z = x2 + 2y2 – x trên miền  x2 + y2  ≤ 25. 

12. Một xí nghiệp sản xuất hai loại sản phẩm với các đơn giá trên thị trường lần lượt là P1 = 60 
và P2 = 75. Hàm tổng chi phí là C = Q1

2 + Q1Q2 + Q2
2. Hãy định các mức sản lượng Q1, Q2 để xí 

nghiệp  đạt lợi nhuận cao nhất. 
13. Một xí nghiệp sản xuất độc quyền hai loại sản phẩm với các hàm cầu lần lượt là: 

1

2

D 1 2

D 1 2

Q 40 2P P
Q 15 P P

= − +⎧⎪
⎨ = + −⎪⎩

 

và hàm tổng chi phí là C = Q1
2 + Q1Q2 + Q2

2. Hãy định các mức sản lượng Q1, Q2 để xí nghiệp  
đạt lợi nhuận cao nhất. 

14. Một người muốn dùng số tiền 178.000.000đ để mua hai mặt hàng có đơn giá 400.000đ và 
600.000đ. Hàm hữu dụng của hai mặt hàng trên là U = (x + 20)(y + 10) (x, y lần lượt là số lượng 
hai mặt hàng). Hãy xác định số lượng cần mua của hai mặt hàng trên để hàm hữu dụng đạt giá 
trị cao nhất. 

------------------------- 

 
 


