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Ma traän

Noäi dung moân hoïc Ñaïi soá tuyeán tính

Chöông I: Ma traän
1 Ma traän vaø caùc pheùp toaùn treân ma traän.
2 Ñònh thöùc.
3 Haïng cuûa ma traän.
4 Ma traän nghòch ñaûo.

Chöông II: Heä phöông trình tuyeán tính
1 Heä phöông trình tuyeán tính toång quaùt.
2 Heä Cramer.
3 Phöông phaùp Gauss.
4 Heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát.
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Ma traän

Chöông III: Khoâng gian vectô nhieàu chieàu
1 Vectô n-chieàu, khoâng gian vectô n-chieàu, khoâng gian Euclide.
2 Söï phuï thuoäc tuyeán tính, ñoäc laäp tuyeán tính.
3 Haïng cuûa heä vectô.
4 Khoâng gian con: cô sôû vaø soá chieàu.
5 Toïa ñoä trong khoâng gian Rn.
Chöông IV: Daïng toaøn phöông
1 Pheùp bieán ñoåi tuyeán tính.
2 Trò rieâng, vectô rieâng. Cheùo hoùa ma traän.
3 Daïng toaøn phöông.
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Ma traän

1 Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Pheùp chuyeån vò
Pheùp coäng ma traän vôùi ma traän
Pheùp nhaân ma traän vôùi moät soá
Pheùp nhaân ma traän vôùi ma traän

Caùc tính chaát
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän caáp m× n laø moät baûng soá bao goàm m doøng vaø n coät .

Ma traän A caáp m× n, kí hieäu A = (aij)m×n vôùi i = 1,m, j = 1,n

A =



a11 ... a1j ... a1n
...

...
...

ai1 ... aij ... ain
...

...
...

am1 ... amj ... amn


m×n

← doøng thöù i

↑
coät thöù j
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ví duï:

A =

 0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11


A laø ma traän coù 3 doøng vaø 4 coät
A laø ma traän thöïc caáp 3× 4
Caùc phaàn töû cuûa ma traän A laø:
a11 = 0, a12 = 1, a13 = 2, a14 = 3
a21 = 4, a22 = 5, a23 = 6, a24 = 7
a31 = 8, a32 = 9, a33 = 10, a34 = 11
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän khoâng laø ma traän coù caùc phaàn töû ñeàu baèng khoâng,
(aij = 0, ∀i, j), kí hieäu laø 0m×n.

Ñònh nghóa
Cho A = (aij)m×n.

Khi m=1 ta ñöôïc ma traän doøng A = (a11 a12 · · · a1n)

Khi n=1 ta ñöôïc ma traän coät A =


a11
a21
...
am1



Nguyeãn Ngoïc Phuïng - Tröôøng Ñaïi Hoïc Ngaân Haøng TPHCM TOAÙN CAO CAÁP - ÑAÏI SOÁ TUYEÁN TÍNH



Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän vuoâng caáp n laø ma traän coù n doøng vaø n coät.

Caùc phaàn töû aii laäp thaønh ñöôøng cheùo chính.
Caùc phaàn töû aij vôùi i+ j = n+ 1 laäp thaønh ñöôøng cheùo phuïï.
Ví duï :

A =


0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15


4×4
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän vuoâng A = (aij)nxn ñöôïc goïi laø ma traän tam giaùc treân ⇔ Caùc
phaàn töû naèm phía döôùi ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 0 ⇔ aij = 0,∀i > j.

Ví duï :

A =

 2 1 −3
0 0 0
0 0 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän vuoâng A = (aij)nxn ñöôïc goïi laø ma traän tam giaùc döôùi ⇔ Caùc
phaàn töû naèm phía treân ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 0⇔ aij = 0,∀i < j.

Ví duï :

A =

 2 0 0
−1 0 0
3 0 3
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa
Ma traän vuoâng A ñöôïc goïi laø ma traän cheùo ⇔ Caùc phaàn töû khoâng naèm
treân ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 0⇔ aij = 0,∀i 6= j

Ví duï: A =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −3


Ñònh nghóa
Ma traän cheùo coù caùc phaàn töû naèm treân ñöôøng cheùo chính ñeàu baèng 1
ñöôïc goïi laø ma traän ñôn vò⇔ aij = 0,∀i 6= j vaø aii = 1,∀i.
Ma traän ñôn vò caáp n ñöôïc kí hieäu laø In.

Ví duï: I2 =
(
1 0
0 1

)
I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ma traän baäc thang theo doøng laø ma traän thoûa 2 ñieàu kieän
1. Caùc doøng khoâng (neáu coù) phaûi naèm ôû döôùi cuøng.
2. Phaàn töû khaùc khoâng ñaàu tieân cuûa doøng treân (neáu coù) phaûi naèm ôû coät
beân traùi phaàn töû khaùc khoâng ñaàu tieân cuûa doøng döôùi (neáu coù).

Ví duï
Cho bieát caùc ma traän sau coù phaûi laø ma traän baäc thang theo doøng hay
khoâng?

A =

 1 0 2
0 2 −1
0 0 0
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ma traän baäc thang theo doøng laø ma traän thoûa 2 ñieàu kieän
1. Caùc doøng khoâng (neáu coù) phaûi naèm ôû döôùi cuøng.
2. Phaàn töû khaùc khoâng ñaàu tieân cuûa doøng treân (neáu coù) phaûi naèm ôû coät
beân traùi phaàn töû khaùc khoâng ñaàu tieân cuûa doøng döôùi (neáu coù).

Ví duï
Cho bieát caùc ma traän sau coù phaûi laø ma traän baäc thang theo doøng hay
khoâng?

A =

 1 0 2
0 2 −1
0 0 0

 ⇒ A laø ma traän baäc thang theo doøng.
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2 3
0 2 −1 1
0 0 0 0
0 0 1 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2 3
0 2 −1 1
0 0 0 0
0 0 1 1

 ⇒ A khoâng laø ma traän baäc thang theo doøng.
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2
0 2 −1
0 −1 1
0 0 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2
0 2 −1
0 −1 1
0 0 1

 ⇒ A khoâng laø ma traän baäc thang theo doøng.
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2 3 −1
0 2 −1 1 0
0 0 1 0 3
0 6 0 1 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

A =


1 0 2 3 −1
0 2 −1 1 0
0 0 1 0 3
0 6 0 1 1

 ⇒ A khoâng laø ma traän baäc thang theo
doøng.
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa

Ma traän ñoái xöùng laø ma traän vuoâng thoûa aij = aji,∀i, j = 1,n.

Ví duï :

A =

 −1 1 0
1 2 5
0 5 0
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc khaùi nieäm

Ñònh nghóa

A = B⇔
{
A vaø B cuøng caáp.
aij = bij, ∀i, j.

Ví duï: Cho A =

 1 −2 x− 1
−3 0 1
4 1 5

 vaø B =

 1 −2 3
−3 0 1
4 y+ 1 5


A = B⇔

{
x− 1 = 3
y+ 1 = 1 ⇔

{
x = 4
y = 0
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Pheùp chuyeån vò

Ñònh nghóa (Ma traän chuyeån vò)

Ma traän chuyeån vò cuûa A = (aij)m×n, kí hieäu laø A
T = (aji)n×m, coù ñöôïc

baèng caùch ñoåi doøng cuûa ma traän A thaønh coät hoaëc ñoåi coät thaønh doøng.

Ví duï :

A =

 2 −1 3 1
4 0 9 2
3 1 −2 0


3×4

AT =


2 4 3
−1 0 1
3 9 −2
1 2 0


4×3
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Pheùp coäng ma traän vôùi ma traän

Ñònh nghóa (Toång cuûa hai ma traän)
Cho A = (aij)m×n vaø B = (bij)m×n.
C = A+ B = (cij)m×n ⇔ cij = aij + bij, ∀i, j.

Ví duï : Cho A =

 2 1 −1
1 −2 0
1 0 −1

 vaø B =

 1 0 1
−3 4 0
0 3 2


Khi ñoù ma traän A+ B =

 3 1 0
− 2 2 0
1 3 1
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Tích ma traän vôùi moät soá

Ñònh nghóa (Tích cuûa ma traän vôùi moät soá)
Cho A = (aij)m×n, k ∈ R. C = k.A = (cij)m×n ⇔ cij = k.aij, ∀i, j.

Ví duï:

A =

 2 0 −1
−2 1 0
1 0 −1


3×3

⇒ 2A =

 4 0 −2
− 4 2 0
2 0 −2


3×3
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Pheùp nhaân ma traän vôùi ma traän

Ñònh nghóa (Tích ma traän vôùi ma traän)
C = A.B toàn taïi ⇔ A = (aij)mxp vaø B = (bij)pxn. Khi ñoù C = (cij)m×n vôùi
cij = ai1b1j + ai2b2j + ... + aipbpj,∀i, j.

AB =

 ∗ ∗ ∗ ∗
ai1 ai2 · · · aip
∗ ∗ ∗ ∗



∗ b1j ∗
∗ b2j ∗

∗
... ∗

∗ bpj ∗

 =


...

... cij ...
...
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Pheùp nhaân ma traän vôùi ma traän
Ví duï :

Cho A =
(
2 1 4
4 1 0

)
2x3

B =

 1 1 2
3 0 1
2 4 3


3x3

Toàn taïi hay khoâng ma traän C = AB?
Giaûi.
Ta coù C =

(
c11 c12 c13
c21 c22 c23

)
2x3
vôùi

c11 =
(
2 1 4

)
×

 1
3
2

 = 2.1+ 1.3+ 4.2 = 13

c12 =
(
2 1 4

)
×

 1
0
4

 = 2.1+ 1.0+ 4.4 = 18

c13 =
(
2 1 4

)
×

 2
1
3

 = 2.2+ 1.1+ 4.3 = 17
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Pheùp nhaân ma traän vôùi ma traän

Töông töï ta coù c21 = 7, c22 = 4, c23 = 9

Vaäy C = A.B =
(
13 18 17
7 4 9

)
Ví duï : Tìm ma traän X thoûa AX = B, bieát A =

(
2 −1
2 1

)
vôùi

B =
(
1
3

)
Giaûi: Ñaët X =

(
a
b

)
, ta coù

AX = B⇔
(
2 −1
2 1

) (
a
b

)
=

(
1
3

)
⇔

(
2a− b
2a+ b

)
=

(
1
3

)

⇔
{
2a− b = 1
2a+ b = 3 ⇔

{
a = 1
b = 1 . Vaäy X =

(
1
1

)
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc tính chaát

Tính chaát

A+ B = B+ A
A+ 0 = A
A+ B+ C = (A+ B) + C =
A+ (B+ C)

k.(lA) = (kl).A
k(A+ B) = kA+ kB
(k+ l)A = kA+ lA
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc tính chaát

Tính chaát

ABC = (AB)C = A(BC)
A(B± C) = AB± AC
(B± C)A = BA± CA
Im.Am×n = Am×n = Am×n.In

(kA)B = A(kB) = k(AB)
(A+ B)T = AT + BT

(A.B)T = BT.AT

(kA)T = kAT
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Caùc tính chaát

Chuù yù :
AB toàn taïi khoâng theå suy ra BA toàn taïi
AB vaø BA cuøng toàn taïi khoâng theå suy ra AB = BA
A.B = 0 khoâng theå suy ra A = 0 hoaëc B = 0
AB = CB khoâng theå suy ra A = C

Cho A = (aij)nxn. Kí hieäu A2 = A.A, . . . ,An = A.A . . .A.A︸ ︷︷ ︸
n

, n ∈ N

Quy öôùc A0 = In.
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Ma traän
Caùc khaùi nieäm
Caùc pheùp toaùn treân ma traän
Caùc tính chaát

Ña thöùc cuûa ma traän

Baøi toaùn : Cho ma traän A = (aij)nxn. Xaùc ñònh f(A), bieát

f(x) = anxn + an−1xn−1 + ... + a1x+ a0.

Ta coù
f(A) = anAn + an−1An−1 + ... + a1A+ a0In

Ví duï : Xaùc ñònh f(A), bieát

A =
(
−1 0
1 −2

)
, f(x) = x2 − 2x+ 3

Giaûi. Ta coù: f(A) = A2 − 2A+ 3I2
Tính ñöôïc A2 =

(
−1 0
1 −2

)
×

(
−1 0
1 −2

)
=

(
1 0
−3 4

)
. Ta coù:

−2A =
(

2 0
−2 4

)
vaø 3I2 =

(
3 0
0 3

)
Vaäy: f(A) =

(
6 0
−5 11

)
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