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2.1 Hàm kha’ vi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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Su.
. thu he.p tâ.p ho.

.p các hàm biến phú.c bà̆ng diè̂u kiê.n C - kha’ vi sẽ du.a

dến ló.p các hàm chı’nh h̀ınh. Di.nh ngh̃ıa t́ınh C - kha’ vi cu’a hàm biến phú.c

sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày hoàn toàn tu.o.ng tu.

. nhu. di.nh ngh̃ıa t́ınh kha’ vi trong gia’ i

t́ıch thu.
.c. Tuy có su.

. “giống nhau” bè̂ ngoài dó, giũ.a hai khái niê.m này tò̂n

ta. i nhũ.ng su.
. khác nhau rất cốt yếu mà ta sẽ thấy rõ trong chu.o.ng II này.

2.1 Hàm kha’ vi

2.1.1 Hàm R2 - kha’ vi

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng R2 và f(x, y) là hàm giá tri. thu.
.c hoă. c phú.c

xác di.nh trong D, z0 = x0 + iy0 ∈ D.

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1.1. Hàm f du.o.
.c go. i là R2 - kha’ vi ta. i diê’m (x0, y0) ∈ D nếu

tò̂n ta. i hàm tuyến t́ınh Ah+Bk cu’a các biến thu.
.c h và k sao cho vó.i h và

k du’ bé số gia cu’a f tho’a mãn hê. thú.c

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = Ah+Bk + ε(h, k)ρ,
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trong dó A, B thu.
.c hoă. c phú.c, ρ =

√
h2 + k2 và ε(h, k) → 0 khi ρ→ 0.

Nếu f là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m z0 = x0 + iy0 ∈ D th̀ı các hằng số A

và B (thu.
.c hoă. c phú.c) du.o.

.c xác di.nh duy nhất và tu.o.ng ú.ng bằng

A =
∂f

∂x
(x0, y0), B =

∂f

∂y
(x0, y0)

và biê’u thú.c

df =
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k (2.1)

du.o.
.c go. i là vi phân cu’a hàm f ta. i diê’m (x0, y0).

Bà̆ng cách su.’ du. ng ký hiê.u có t́ınh chất truyè̂n thống dối vó.i h và k:

h = dx, k = dy, tù. (2.1) ta có

df =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy.

Ta lu.u ý rằng nếu các da.o hàm riêng tò̂n ta. i trong mô.t lân câ.n nào dó

cu’a diê’m (x0, y0) và liên tu.c ta. i diê’m ấy th̀ı f là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m

dó. Hàm f có các da.o hàm riêng liên tu.c trong miè̂n D du.o.
.c go. i là kha’ vi

liên tu. c trong miè̂n dó.

Bây giò. ta xét vi phân

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy. (2.2)

Dối vó.i các hàm z = x+ iy và z = x− iy ta có

dz = dx+ idy, dz = dx− idy

và do dó

dx =
1

2
(dz + dz), dy =

1

2i
(dz − dz). (2.3)

Thế (2.3) vào (2.2) ta thu du.o.
.c hê. thú.c

df =
1

z

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
dz +

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
dz.
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Bà̆ng cách dă.t

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
(2.4)

ta có

∂f

∂x
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
,

∂f

∂y
= i

(∂f
∂z

− ∂f

∂z

)

và có thê’ viết biê’u thú.c vi phân cu’a hàm R2 - kha’ vi du.́o.i da.ng

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
· dz. (2.5)

D- i.nh lý 2.1.1. Phép biê’u diẽ̂n vi phân (2.5) cu’a hàm R2 - kha’ vi f là duy

nhất, tú.c là nếu có

df = Adz +Bdz th̀ı A =
∂f

∂x
; B =

∂f

∂z
·

Chú.ng minh. Vı̀ dz = dx+ idy, dz = dx− idy nên

df = (A+B)dx+ i(A−B)dy.

Tù. dó thu du.o.
.c

A+B =
∂f

∂x
; i(A−B) =

∂f

∂y
·

Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh này ta thu du.o.
.c diè̂u pha’ i chú.ng minh.

2.1.2 D- a.o hàm theo phu.o.ng

Gia’ su.’ f(z) là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D và ∆f là số gia cu’a nó ta. i

diê’m z0 ú.ng vó.i ∆z = ∆reiα.

Ta thành lâ.p ty’ số
∆f

∆z
và xét gió.i ha.n cu’a nó khi ∆z → 0 sao cho

lim
∆z→0

α = lim
∆z→0

(arg ∆z) = ϕ

trong dó ϕ là mô.t số cố di.nh cho tru.́o.c.
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D- i.nh ngh̃ıa 2.1.2. Gió.i ha.n cu’a ty’ số
∆f

∆z
khi ∆z → 0 mà ϕ = lim

∆z→0
(arg∆z)

du.o.
.c go. i là da. o hàm cu’a hàm f theo phu.o.ng ϕ ta. i diê’m z0.

Da.o hàm theo phu.o.ng ϕ du.o.
.c ký hiê.u là

∂f

∂zϕ
và nhu. vâ.y

∂f

∂zϕ
= lim

ϕ=const

∆z→0

∆f

∆z
·

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 2.1.2. Gia’ su.’ f là hàm R2 - kha’ vi. Khi dó tâ. p ho.
.p các giá tri.

da. o hàm theo phu.o.ng ta. i diê’m z0 cho tru.́o.c lâ. p thành du.̀o.ng tròn vó.i tâm

ta. i diê’m
∂f

∂z
và bán ḱınh bằng

∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣.

Chú.ng minh. Theo gia’ thiết ta có f là hàm R2 - kha’ vi, nên

∆f =
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z
∆z + o(∆z), (2.6)

trong dó lim
o(∆z)

∆z
= 0 khi ∆z → 0. Do dó

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iα + ε(∆z),

trong dó ε(∆z) =
o(∆z)

∆z
, và ta thu du.o.

.c

∂f

∂zϕ
= lim

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iϕ. (2.7)

Công thú.c (2.7) chú.ng to’ rằng các giá tri. da.o hàm cu’a hàm f theo

phu.o.ng ta. i diê’m z0 lấp dà̂y du.̀o.ng tròn vó.i tâm ta. i diê’m
∂f

∂z
và bán ḱınh

bằng
∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣.

Tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t quan tro.ng là tru.̀o.ng ho.

.p khi da.o hàm theo mo.i

phu.o.ng trùng nhau. Khi dó, du.̀o.ng tròn dã nói trong di.nh lý 2.1.2 sẽ suy

biến thành mô.t diê’m
∂f

∂z
(z0).
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2.1.3 Hàm C - kha’ vi

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng phú.c C và f là hàm biến phú.c z = x+ iy

xác di.nh trong D. Ta có di.nh ngh̃ıa quan tro.ng sau dây:

D- i.nh ngh̃ıa 2.1.3. Hàm f du.o.
.c go. i là C - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D nếu tò̂n

ta. i gió.i ha.n

lim
h → 0

h 6= 0

f(z0 + h) − f(z0)

h

và ta nói rằng hàm f có da. o hàm theo biến phú.c ta. i diê’m z0 và ký hiê.u là

f ′(z0) hay
df

dz
(z0):

f ′(z0) =
df(z0)

dz
= lim

h → 0

h 6= 0

f(z0 + h) − f(z0)

h
· (2.8)

Di.nh ngh̃ıa 2.1.3 dòi ho’i rà̆ng gió.i ha.n (2.8) pha’ i tò̂n ta. i dối vó.i mo. i cách

cho z dà̂n dến z0. Nói ch́ınh xác ho.n, hê. thú.c (2.8) có ngh̃ıa rà̆ng: ∀ ε > 0,

∃ δ = δ(ε) > 0 sao cho khi 0 < |h| < δ th̀ı bất dă’ng thú.c

∣∣∣f(z0 + h) − f(z0)

h
− f ′(z0)

∣∣∣ < ε (2.9)

du.o.
.c tho’a mãn. Nhu. vâ.y ta dòi ho’i rà̆ng khi h→ 0 (tú.c là z → z0) theo bất

cú. du.̀o.ng nào ty’ số

f(z0 + h) − f(z0)

h

pha’i dà̂n tó.i cùng mô.t gió.i ha.n.

Tù. hê. thú.c (2.9) cũng suy ra rằng nếu hàm f(z) có da. o hàm ta. i diê’m z0

th̀ı nó liên tu. c ta. i diê’m dó. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la.i là không dúng.

Tù. di.nh ngh̃ıa da.o hàm (2.8) và các t́ınh chất cu’a gió.i ha.n trong miè̂n

phú.c suy rà̆ng các quy tá̆c co. ba’n dê’ t́ınh da.o hàm cu’a tô’ng, t́ıch và thu.o.ng
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cu’a hai hàm. cu’a hàm ho.
.p và hàm ngu.o.

.c dối vó.i các hàm biến thu.
.c dè̂u

du.o.
.c ba’o toàn dối vó.i các hàm biến phú.c.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét vấn dè̂ tu.
. nhiên là: t́ınh C - kha’ vi dã nêu

tu.o.ng ú.ng vó.i t́ınh chất do.n gia’n nào cu’a các hàm u(x, y) và v(x, y) là phà̂n

thu.
.c và phà̂n a’o cu’a hàm f(z).

D- i.nh lý 2.1.3. Gia’ su.’ hàm

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

là C - kha’ vi ta. i diê’m z = x + iy. Khi dó ta. i diê’m (x, y) hàm u(x, y) và

v(x, y) có các da. o hàm riêng theo biến x và y tho’a mãn diè̂u kiê. n

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

(2.10)
∂u

∂y
= −∂v

∂x
·

Các hê. thú.c (2.10) du.o.
.c go. i là các diè̂u kiê. n Cauchy - Riemann.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm w = f(x) xác di.nh trong miè̂n D ⊂ C và có da.o

hàm ta. i diê’m z ∈ D:

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z + ∆z) − f(z)

∆z
= lim

∆z→0

∆w

∆z
· (2.11)

Nhu. vâ.y vó.i mo.i cách cho ∆z = ∆x + i∆y dà̂n dến 0 gió.i ha.n (2.11) pha’i

tò̂n ta. i và dè̂u bằng mô.t giá tri. là f ′(z). Do dó gió.i ha.n ấy pha’i tò̂n ta. i trong

hai tru.̀o.ng ho.
.p riêng sau

a) ∆z = ∆x+ i0 = ∆x và ∆x→ 0.

b) ∆z = 0 + i∆y = i∆y và ∆y → 0.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất ta có

f ′(z) = lim
∆x→0

[u(x+ ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i

v(x+ ∆x, y)− v(x, y)

∆x

]

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i lim

∆x→0

v(x+ ∆x, y)− v(x, y)

∆x

=
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y). (2.12)
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Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai:

f ′(z) = lim
∆y→0

[u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+ i

v(x, y+ ∆y)− v(x, y)

i∆y

]

= lim
∆y→0

u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+ lim

∆y→0

v(x, y + ∆y)− v(x, y)

∆y

= −i∂u
∂y

(x, y) +
∂v

∂y
(x, y). (2.13)

Tù. (2.12) và (2.13) ta thu du.o.
.c

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
⇔

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x





Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Rõ ràng là các hê. qua’ thu du.o.
.c tù. t́ınh C - kha’ vi là ấn tu.o.

.ng ho.n nhiè̂u

so vó.i các hê. qua’ thu du.o.
.c tù. t́ınh C - liên tu. c. Ngoài viê.c các hàm u(x, y)

và v(x, y) có các da.o hàm riêng cấp 1, các da.o hàm này còn pha’i liên hê. vó.i

nhau bo.’ i các phu.o.ng tr̀ınh vi phân (2.10).

Nhu. vâ.y, thâ.m ch́ı nếu u(x, y) và v(x, y) có các da.o hàm riêng cấp 1 th̀ı

nói chung hàm u+ iv không pha’i là hàm kha’ vi cu’a z.

Tù. dó, các hê. thú.c Cauchy - Riemann (2.10) lâ.p thành diè̂u kiê. n cà̂n dê’

hàm f(z) là C - kha’ vi. Tuy nhiên dó không pha’i là diè̂u kiê.n du’ . Ta xét

mô.t vài v́ı du. .

Ta xét hàm f(z) =
√
|xy|. Hàm này triê.t tiêu trên ca’ hai tru.c và do dó

khi z = 0 ta có

∂u

∂x
=
∂u

∂y
=
∂v

∂x
=
∂v

∂y
= 0

và diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann tho’a mãn. Nhu.ng hàm f(z) không C kha’ vi

ta. i diê’m z = 0. Thâ. t vâ.y, ta có
f(z)

z
=

√
|xy|

x + iy
và nếu x = αr, y = βr trong

dó α, β là nhũ.ng hằng số còn r > 0 th̀ı hê. thú.c dó dà̂n tó.i

√
|αβ|

α + iβ
khi r → 0.

Nhu. vâ.y gió.i ha.n không duy nhất và hàm không C - kha’ vi.
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Vı́ du. này chú.ng to’ rằng hàm f(z) có thê’ không C - kha’ vi nếu hê. ty’ số
f(z) − f(z0)

z − z0
dà̂n dến gió.i ha.n do.c theo hai du.̀o.ng thă’ng vuông góc. Và nói

chung, hàm f có thê’ không C - kha’ vi cho dù ty’ số trên dà̂n dến gió.i ha.n

theo mô.t ló.p các du.̀o.ng dă.c biê.t nào dó. Chă’ng ha.n, ta xét hàm

f(z) =





xy2(x+ iy)

x4 + y4
nếu z 6= 0,

0 nếu z = 0.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng lim
f(z) − f(0)

z
= 0 nếu z → 0 do.c theo bất cú. du.̀o.ng

thă’ng nào qua gốc to.a dô. . Nhu.ng trên du.̀o.ng cong x = y2 ta có

f(z) − f(0)

z
=

y4

y4 + y4
=

1

2
·

Do dó hàm f(z) không C - kha’ vi ta. i diê’m z = 0.

Các hê. thú.c (2.10) sẽ là diè̂u kiê.n du’ dê’ f(z) là C - kha’ vi nếu gia’ thiết

thêm rà̆ng ca’ bốn da.o hàm riêng cấp 1 cu’a hàm u(x, y) và v(x, y) dè̂u tò̂n ta. i

trong lân câ.n diê’m (x, y) và liên tu.c ta. i diê’m (x, y). Ta có

D- i.nh lý 2.1.4. Nếu ta. i diê’m (x, y) các hàm u(x, y) và v(x, y) có các da. o

hàm riêng liên tu. c tho’a mãn các diè̂u kiê. n Cauchy - Riemann th̀ı hàm biến

phú.c f(z) = u+ iv có da. o hàm ta. i diê’m z = x+ iy.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ các hàm u và v có các da.o hàm riêng liên tu.c ta. i diê’m

(x, y). Khi dó u và v kha’ vi ta. i diê’m dó, tú.c là số gia ∆u và ∆v tu.o.ng ú.ng

vó.i các số gia ∆x và ∆y có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

∆u = u(x+ ∆x, y + ∆y)− u(x, y) =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + o1(ρ), ρ→ 0

∆v = v(x+ ∆x, y+ ∆y) − v(x, y) =
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + o2(ρ), ρ→ 0

trong dó ρ = |∆z| =
√

∆x2 + ∆y2, o1(ρ) và o2(ρ) (ρ→ 0) là nhũ.ng vô cùng

bé cấp cao ho.n so vó.i ρ, tú.c là

lim
ρ→0

oj(ρ)

ρ
= 0, j = 1, 2.
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Do dó, nếu lu.u ý rà̆ng o1(ρ) + io2(ρ) = o(ρ) (ρ→ 0) ta có

∆f

∆z
=

∆u+ i∆v

∆x+ i∆y
=

∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + i

(∂v
∂x

∆x+
∂v

∂y
∆y

)

∆x+ i∆y
+
o(ρ)

∆z

=

∂u

∂x
(∆x+ i∆y) +

∂v

∂x
(−∆y + i∆x)

∆x+ i∆y
+
o(ρ)

ρ
· ρ

∆z

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+
o(ρ)

ρ
· ρ

∆z
·

Vı̀
∣∣∣ ρ
∆z

∣∣∣ =
ρ

|∆z| = 1 và lim
ρ→0

o(ρ)

ρ
= 0 nên tù. dó suy rằng

lim
∆z→0

∆f

∆z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

tú.c là ta. i diê’m z hàm f có da.o hàm f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
·

2.1.4 Mối liên hê. giũ.a C - kha’ vi và R2 - kha’ vi

Các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann (2.10) có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng go.n gàng

ho.n nếu ta su.’ du. ng khái niê.m da.o hàm h̀ınh thú.c trong 1. và 2.

Tù. di.nh lý 2.1.2 suy ra rằng nếu f là hàm C - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D th̀ı

da.o hàm theo mo.i phu.o.ng ta. i diê’m dó dè̂u trùng nhau và bằng
∂f

∂z
·

Ch́ınh xác ho.n ta có

D- i.nh lý 2.1.5. Hàm R2 - kha’ vi f trong miè̂n D là hàm C - kha’ vi trong

miè̂n dó khi và chı’ khi nó tho’a mãn diè̂u kiê. n

∂f

∂z
= 0. (2.14)

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ f là hàm C - kha’ vi. Khi dó, theo di.nh ngh̃ıa 2.1.3

gió.i ha.n (2.8) tò̂n ta. i không phu. thuô.c vào phu.o.ng pháp dà̂n ∆z dến 0, và

ta có

∆f = f ′(z0)∆z + ε(∆z),
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trong dó lim
∆z→0

ε(∆z) = 0. Tù. dó rút ra

df = f ′(z0)dz,

tú.c là

∂f

∂z
= 0.

2. Gia’ su.’
∂f

∂z
= 0. Tù. công thú.c (2.6) ta thu du.o.

.c

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+ ε(∆z),

trong dó lim
∆z→0

ε(∆z) = 0. Tù. dó thấy rõ là gió.i ha.n (2.8) tò̂n ta. i và

f ′(z0) =
∂f

∂z
·

Diè̂u kiê.n (2.9) ch́ınh là diè̂u kiê.n kha’ vi phú.c Cauchy - Riemann. Diè̂u

kiê.n Cauchy - Riemann còn có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0 (2.15)

và nhu. vâ.y ta có di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.1.6. Hàm f là C - kha’ vi ta. i mô. t diê’m nào dó khi và chı’ khi nó

là R2 - kha’ vi ta. i diê’m dó và các da. o hàm riêng cu’a nó ta. i diê’m ấy liên hê.
vó.i nhau bằng hê. thú.c (2.15).

2.1.5 Hàm chı’nh h̀ınh

Tù. t́ınh C - kha’ vi dã du.o.
.c di.nh ngh̃ıa ta chu.a thê’ rút ra nhũ.ng kết luâ.n

mà chúng ta mong muốn khi nói dến tà̂m quan tro.ng cu’a khái niê.m này.

Dê’ thu du.o.
.c nhũ.ng kết qua’ dó, dòi ho’i hàm f pha’i là C - kha’ vi ta. i mô. t

lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0. Vı̀ thế ta có
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D- i.nh ngh̃ıa 2.1.4. 1) Hàm f du.o.
.c go. i là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0 nếu

nó là C - kha’ vi ta. i mô.t lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0. Hàm f du.o.
.c go. i là

chı’nh h̀ınh trong miè̂n D nếu nó chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n ấy. Tâ.p

ho.
.p mo.i hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D du.o.

.c ký hiê.u là H(D).

2) Hàm f(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m vô cùng nếu hàm ϕ(z) = f
(1

z

)
chı’nh

h̀ınh ta. i diê’m z = 0.

Phà̂n 2) cu’a di.nh ngh̃ıa 2.1.4 cho phép ta xét các hàm chı’nh h̀ınh trên

các tâ.p ho.
.p cu’a mă.t phă’ng dóng C.

Ta nhâ.n xét rà̆ng cùng vó.i thuâ.t ngũ. “hàm chı’nh h̀ınh” ngu.̀o.i ta còn

dùng nhũ.ng thuâ.t ngũ. tu.o.ng du.o.ng khác sau dây:

“hàm chı’nh h̀ınh” ≡ “hàm ch́ınh quy” ≡ “hàm gia’ i t́ıch do.n tri.”.

Tù. diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann và di.nh ngh̃ıa 2.1.4 dẽ̂ dàng suy ra

D- i.nh lý 2.1.7. Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C và H(D) tâ. p ho.
.p mo. i hàm chı’nh h̀ınh

trong miè̂n D.

Khi dó

1. H(D) là mô. t vành;

2. nếu f ∈ H(D) và f(z) 6= 0 ∀ z ∈ D th̀ı
1

f
∈ H(D);

3. nếu f ∈ H(D) và f chı’ nhâ. n giá tri. thu.
.c th̀ı f là hà̆ng số.

Chú.ng minh. Bà̆ng cách t́ınh toán tru.
.c tiếp ta thu du.o.

.c

∂

∂z
(f + g) =

∂f

∂z
+
∂g

∂z
,

∂

∂z
(f · g) =

∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z
·

Tù. dó suy ra 1) và 2).

Dê’ chú.ng minh 3) ta nhâ.n xét rằng
∂f

∂x
,
∂f

∂y
cũng chı’ nhâ.n giá tri. thu.

.c.

Nhu.ng mă.t khác:

∂f

∂x
= i

∂f

∂y

nên suy ra
∂f

∂x
≡ ∂f

∂y
≡ 0. Vâ.y f là hằng số.
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D- i.nh lý 2.1.8. (vè̂ hàm ho.
.p). Nếu f(w) là hàm chı’nh h̀ınh trong D∗ và

nếu g : D → D∗ là hàm chı’nh h̀ınh trong D th̀ı hàm ho.
.p f [g(z)] chı’nh h̀ınh

trong D,

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, dẽ̂ thấy rà̆ng

∂[f(g)]

∂z
=
∂f

∂w
· ∂g
∂z

+
∂f

∂w
· ∂g
∂z

·

Theo gia’ thiết
∂f

∂w
= 0,

∂g

∂z
= 0 nên suy ra f [g(z)] là hàm chı’nh h̀ınh

trong D.

Tiếp theo, gia’ su.’ w = f(z), z ∈ D là hàm chı’nh h̀ınh ánh xa. do.n tri. mô. t

- mô.t miè̂n D lên miè̂n D∗. Diè̂u dó có ngh̃ıa là theo hàm dã cho mõ̂i z ∈ D

dè̂u tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t giá tri. w ∈ D∗ và dò̂ng thò.i theo quy luâ.t dó mỗi

w ∈ D∗ chı’ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t giá tri. z ∈ D. Tù. dó xác di.nh du.o.
.c hàm

do.n tri. z = ϕ(w), w ∈ D∗ có t́ınh chất là f [ϕ(w)] = w, w ∈ D∗. Nhu. ta biết

hàm z = ϕ(w) du.o.
.c go. i là hàm ngu.o.

.c vó.i hàm w = f(z), z ∈ D.

Ta sẽ chú.ng minh rằng nếu f ′(z) 6= 0, z ∈ D th̀ı hàm z = ϕ(w) là hàm

chı’nh h̀ınh trên D∗.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ w, w+∆w ∈ D∗. Nhò. hàm ngu.o.
.c, các diê’m này tu.o.ng

ú.ng vó.i diê’m z, z + ∆z. Theo gia’ thiết hàm f có da.o hàm ta. i diê’m z nên

f(z) liên tu.c ta. i dó: ∆w → 0 nếu ∆z → 0. Do t́ınh do.n tri. mô.t - mô.t ta có

ca’ diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i: ∆z → 0 nếu ∆w → 0. Nhu.ng khi dó

lim
∆w→0

∆z

∆w
= lim

∆z→0

1
∆w

∆z

=
1

f ′(z)
, (f ′(z) 6= 0).

Diè̂u dó chú.ng to’ rằng da.o hàm cu’a hàm ngu.o.
.c z = ϕ(w) tò̂n ta. i ta. i diê’m w

và bà̆ng

ϕ′(w) =
1

f ′(z)
, w ∈ D∗.

Vı̀ w là diê’m tùy ý cu’a D∗, f ′(z) liên tu.c và f ′(z) 6= 0 nên hàm ϕ(w) chı’nh

h̀ınh trong D∗.
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Ta xét v́ı du. hàm w = az+ b, a 6= 0 là hàm tuyến t́ınh nguyên. Hàm này

ánh xa. do.n tri. mô.t - mô.t mă.t phă’ng phú.c z lên mă.t phă’ng phú.c w. Hàm

ngu.o.
.c cu’a nó có da.ng

z =
w − b

a
·

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng hàm w = az + b và hàm ngu.o.
.c cu’a nó z =

w − b

a
chı’nh

h̀ınh khắp no.i trên mă.t phă’ng z và w tu.o.ng ú.ng
(
w′
z = a, z′w =

1

a

)
.

D- i.nh lý 2.1.9. Gia’ su.’ cho chuỗi lũy thù.a

∑

n>0

anz
n. (2.16)

Nếu bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi (2.16) khác 0 th̀ı tô’ng S(z) cu’a nó là mô. t

hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn hô. i tu. {|z| < R,R > 0} cu’a nó, tú.c là khi

|z| < R ta có

S ′(z) = lim
S(z + h) − S(z)

h
· (2.17)

Chú.ng minh. 1. Dà̂u tiên ta chú.ng minh rằng nếu bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi

dã cho (2.16) là R th̀ı bán ḱınh hô. i tu. R
∗ cu’a chuõ̂i da.o hàm

S0(z) =
∑

n>1

nanz
n−1 (2.18)

cũng bằng R. Thâ.t vâ.y, hiê’n nhiên rà̆ng bán ḱınh R∗ bằng bán ḱınh hô. i tu.
cu’a chuõ̂i

∑

n>0

nanz
n.

Nhu.ng

lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n

1
n

n
√

|an| = lim
n→∞

n
√

|an|
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và do dó

R∗ =
(

lim
n→∞

n
√
n|an|

)−1

=
(

lim
n→∞

n
√

|an|
)−1

= R.

2. Gia’ su.’ z là diê’m cố di.nh tùy ý nà̆m trong h̀ınh tròn |z| < R. Khi dó

có thê’ chı’ ra số R1 (0 < R1 < R) sao cho |z| < R1 < R. Gia’ su.’ ∆z là số gia

tùy ý cu’a z mà |z + ∆z| < R1 < R. Vı̀

(z + ∆z)n − zn

∆z
= (z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

cho nên
∣∣∣S(z + ∆z) − S(z)

∆z
− S0(z)

∣∣∣ 6

6
∣∣∣
m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1 − nzn−1

]∣∣∣+

+
∣∣∣

∞∑

n=m+1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]∣∣∣

+
∣∣∣

∞∑

n=m+1

nanz
n−1

∣∣∣. (2.19)

Xét diê’m z∗ = R1. Vı̀ diê’m z∗ = R1 nằm trong h̀ınh tròn hô. i tu. |z| < R

cu’a chuỗi (2.18) nên tù. su.
. hô. i tu. tuyê.t dối cu’a chuõ̂i (2.18) trong h̀ınh tròn

|z| < R suy rằng: ∀ ε > 0, ∃M = M(ε) sao cho ∀m > M th̀ı phà̂n du.

∞∑

n m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.20)

Do dó vó.i m >M , tù. (2.20) thu du.o.
.c

∣∣∣
∞∑

n=m+1

nanz
n−1

∣∣∣ <
∞∑

n=m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.21)

và
∣∣∣

∞∑

n=m+1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]∣∣∣ 6

6
∞∑

n=m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.22)
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Tiếp theo, tù. hê. thú.c

lim
∆z→0

m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]
=

m∑

n=1

nanz
n−1

suy rà̆ng vó.i số ε > 0 dã cho.n, t̀ım du.o.
.c số δ = δ(ε) > 0 sao cho vó.i

|∆z| < min(δ; |R1 − z|) th̀ı

∣∣∣
m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1 − nzn−1

∣∣∣ < ε

3
· (2.23)

Bà̆ng cách thay n > M trong (2.19), tù. (2.21) - (2.23) suy rà̆ng khi

|∆z| < min(δ, |R1 − z|) ta có

∣∣∣S(z + ∆z)− S(z)

∆z
− S0(z)

∣∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Do dó

S0(z) = lim
∆z→0

S(z + ∆z)− S(z)

∆z
= S ′(z).

Vı̀ z là diê’m tùy ý cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. |z| < R nên di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.

Nhâ. n xét. Vı̀ bằng phép dô’i biến theo công thú.c t = z − z0, z0 6= 0 chuỗi∑
n>0

an(z − z0)
n du.o.

.c quy vè̂ chuõ̂i
∑
n≥0

ant
n nên ta có di.nh lý sau:

D- i.nh lý 2.1.9∗. Tô’ng f(z) cu’a chuõ̂i lũy thù.a
∑
n>0

an(z− z0)
n là hàm chı’nh

h̀ınh trong h̀ınh tròn hô. i tu. |z−z0| < R cu’a chuõ̂i dó và da. o hàm f ′(z) du.o.
.c

t̀ım theo công thú.c

f ′(z) =
∑

n>1

nan(z − z0)
n−1.
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2.1.6 Không gian các hàm chı’nh h̀ınh

Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C, C(D) là tâ.p ho.
.p các hàm liên tu.c trong D và H(D) là

tâ.p ho.
.p các hàm chı’nh h̀ınh trong D.

Không di sâu vào chi tiết (viê.c dó dành cho bô. môn tôpô ho.c), o.’ dây chı’

phác qua viê.c xác di.nh tôpô trong C(D). Dối vó.i tâ.p ho.
.p compá̆c K ⊂ D

bất kỳ và số ε > 0 bất kỳ, dă.t

V (K, ε) = {f ∈ C(D) : |f(z)| < ε,∀ z ∈ K}.

Rõ ràng là tâ.p ho.
.p V (K, ε) là lân câ.n cu’a f ≡ 0 trong C(D). Ngu.̀o.i ta

dã chú.ng minh rà̆ng (xem [10], trang 188-191) nếu {Kn} là dãy các tâ.p ho.
.p

compá̆c cu’a miè̂n D : Ki ⊂ Ki+1,
∞⋃
i=1

◦
K i = D sao cho mỗi compá̆c K ⊂ D

dè̂u thuô.c mô.t Kn nào dó th̀ı các tâ.p ho.
.p V (Ki, ε) dối vó.i mo.i Ki và ε nhu.

vâ.y là hê. lân câ.n co. so.’ cu’a phà̂n tu.’ 0 (tú.c là f ≡ 0) và sẽ xác di.nh mô.t tôpô

mà vó.i tôpô dó C(D) là mô.t không gian tôpô. Rõ ràng là dãy hàm fn ∈ C(D)

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D khi và chı’ khi ∀K ⊂ D, ∀ ε > 0,

∀n du’ ló.n suy ra

fn − f ∈ V (K, ε).

Diè̂u dó có ngh̃ıa rằng dãy fn ∈ C(D) có gió.i ha.n là mô.t diê’m trong tôpô

mà V (K, ε) lâ.p thành hê. lân câ.n co. so.’ cu’a f ≡ 0.

Vı̀ H(D) là không gian con cu’a không gian C(D) nên trên H(D) ta xét

tôpô ca’m sinh bo.’ i tôpô cu’a không gian C(D). Vó.i tôpô dó, H(D) là không

gian tôpô. Dối vó.i không gian C(D) cũng nhu.H(D) ta có thê’ xác di.nh tôpô

bo.’ i mêtric hóa. Do dó có thê’ áp du.ng cho không gian C(D) và H(D) nhũ.ng

di.nh lý quen thuô.c vè̂ không gian mêtric. Chă’ng ha.n, tâ.p ho.
.p con A cu’a

không gian E là dóng khi và chı’ khi gió.i ha.n cu’a dãy diê’m bất kỳ cu’a A

thuô.c A.
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2.2 Mô.t số hàm chı’nh h̀ınh so. cấp

2.2.1 D- a thú.c và hàm hũ.u ty’

Dê’ ý dến các dă’ng thú.c
d(const)

dz
= 0,

dz

dz
= 1 và các quy tắc t́ınh da.o hàm

ta có thê’ kết luâ.n rà̆ng da thú.c Pn(z) là hàm chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C và

Pn(z) =
( n∑

k=0

akz
n−k

)′
=

n−1∑

k=0

(n− k)akz
n−k−1.

Các hàm hũ.u ty’ R(z) =
P (z)

Q(z)
, trong dó P (z) và Q(z) là các da thú.c,

chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C \ N(Q), trong dó N(Q) = {z ∈ C : Q(z) = 0}. Chă’ng

ha.n, hàm phân tuyến t́ınh w =
az + b

cz + d
chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C\

{
− d

c

}
nếu c 6= 0

và chı’nh h̀ınh trong C nếu c = 0 và d 6= 0; hàm Jukovski w =
1

2

(
z +

1

z

)

chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C \ {0}.

2.2.2 Hàm w = zn và z = n
√

w, n ∈ N

Ta xét các giá tri. z1 = |z1|eiϕ1, z2 = |z1|eiϕ2. Tù. dó

w1 − w2 = |z1|n
[
einϕ1 − einϕ2

]

= |z1|neinϕ2
[
ein(ϕ1−ϕ2) − 1

]
. (2.24)

Hê. thú.c (2.24) chú.ng to’ rằng z1 và z2 có cùng mô.t a’nh khi và chı’ khi

ϕ1 − ϕ2 = k · 2π

n
, k ∈ Z.

Do vâ.y, hàm w = zn do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi D không

chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 mà




|z1| = |z2|

arg z1 = arg z2 +
2π

n
k, k ∈ Z.
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Vı́ du. vè̂ miè̂n do.n diê.p cu’a hàm w = zn là các h̀ınh qua.t vô ha.n

Dk =
{
z ∈ C : k

2π

n
< arg z <

2π

n
(k + 1), k = 0, n− 1

}
.

Ta chia mă.t phă’ng phú.c C thành n h̀ınh qua. t bo.’ i các tia di ra tù. gốc

to.a dô.

θ = θk =
2π

n
k, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Gia’ su.’ Dk là h̀ınh qua.t

θk < θ < θk+1, ρ > 0.

tú.c là

Dk =
{
z ∈ C : z = ρeiθ, ρ > 0, θk < θ = arg z < θk+1

}
.

Hiê’n nhiên Dk là miè̂n. Ta ký hiê.u

D∗
k =

{
z ∈ C : z = ρeiθ, θk 6 θ < θk+1, ρ > 0

}
.

Tiếp theo ta dă.t

θ = θk + ψ, θk 6 θ < θk+1.

Tù. dó nếu 0 6 ψ < θ1 =
2π

n
th̀ı θk 6 θ < θk+1 và ngu.o.

.c la. i.

Ta chú.ng minh rà̆ng: hàm w = zn ánh xa. do.n tri. mô. t - mô. t miè̂n D∗
k lên

toàn bô. mă. t phă’ng

C∗ = C∗
w =

{
w ∈ C : w = reiϕ, 0 6 ϕ < 2π

}
.

Thâ.t vâ.y, ta có

reiϕ = ρneinθ = ρnein( 2π
n
k+ψ) = ρneinψ.

Do dó

r = ρn, ϕ = nψ
(
0 6 ψ < θ1 =

2π

n

)
.



124 Chu.o.ng 2. Hàm chı’nh h̀ınh

và tù. dó ta thu du.o.
.c a’nh cu’a D∗

k là mă.t phă’ng C∗
w.

Tù. chú.ng minh trên ta cũng thu du.o.
.c

ρ = r
1
n = n

√
r,

ψ =
ϕ

n

và tù. dó suy rằng trên miè̂n D∗
k hàm w = zn có hàm ngu.o.

.c

z = (z)k = ρeiθ = r
1
n ei

ϕ+2k
n , k = 0, 1, . . . , n− 1; w ∈ C∗

w. (2.25)

Nói chung: hàm w = zn có hàm ngu.o.
.c n-tri.

z = n
√
w

là n nhánh liên tu.c (2.25) tu.o.ng ú.ng vó.i các số k = 0, 1, . . . , n−1. Các nhánh

(2.25) xác di.nh bo.’ i các số k = 0, 1, . . . , n − 1 ánh xa. C∗ lên D∗
0,D

∗
1, . . . ,D

∗
n

tu.o.ng ú.ng.

Dê’ t́ınh da.o hàm cu’a nhánh thú. k ta pha’i xét miè̂n Dk ⊂ D∗
k. Ta ký hiê.u

C+
w = C∗

w \ R+.

Rõ ràng là hàm chı’nh h̀ınh w = zn ánh xa. do.n tri. mô.t - mô.t Dk lên C+
w ,

dò̂ng thò.i hàm ngu.o.
.c tu.o.ng ú.ng du.o.

.c xác di.nh theo công thú.c (2.25).

Áp du.ng quy tá̆c da.o hàm hàm ngu.o.
.c ta có (z ∈ Dk)

(
n
√
w

)′
=

(
n
√
w

)′
k

=
1(
zn

)′ =
1

nzn−1
=

z

nw

=
1

n
· r

1
n ei

ϕ+2kπ
n

rei(ϕ+2kπ)
=

1

n
r

1
n
−1ei(

1
n
−1)(ϕ+2kπ) =

1

n
w

1
n
−1.

2.2.3 Hàm ez

Gia’ su.’ z = x+ iy. Khi dó

ez
def
= ex(cos y + i sin y).
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Nếu z = x là số thu.
.c th̀ı ez = ex, tú.c là khi z nhâ.n các giá tri. thu.

.c th̀ı hàm

biến phú.c ez trùng vó.i hàm mũ biến thu.
.c thông thu.̀o.ng. Diè̂u nhâ.n xét này

cùng vó.i mô.t số t́ınh chất du.o.
.c nêu du.́o.i dây sẽ chú.ng to’ t́ınh ho.

.p lý cu’a

di.nh ngh̃ıa hàm mũ biến phú.c vù.a nêu.

Ta lu.u ý mô.t số t́ınh chất cu’a hàm ez.

1) ez 6= 0 ∀ z ∈ C. Diè̂u dó du.o.
.c suy ra tù. di.nh ngh̃ıa và hê. thú.c ex 6= 0,

|eiy| = 1.

2) ez1 · ez2 = ez1+z2 .

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Khi dó

ez1 · ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1)e
x2(cos y2 + i sin y2)

= ex1+x2
[
cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)

]
= ex1+x2+i(y1+y2)

= ez1+z2 .

3)
ez1

ez2
= ez1−z2 . Diè̂u này du.o.

.c suy ra tù. di.nh ngh̃ıa và t́ınh chất 2).

4) Dă’ng thú.c ez+α = ez ⇔ α = 2kπi, k ∈ Z.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ α = 2kπi, k ∈ Z. Khi dó ta có

ez+α = ez+2kπi = ez · e2kπi = ez.

Ngu.o.
.c la. i, nếu ez+α = ez, α = λ + iν th̀ı

ez+λ+iν = ez ⇒ ez
(
eλ+iν − 1

)
= 0.

Vı̀ ez 6= 0 nên eλ+iν = 1. Ta sẽ chú.ng minh rằng khi dó λ = 0, ν = 2kπ,

k ∈ Z.

Thâ.t vâ.y, tù. dă’ng thú.c eλ+iν = 1 suy rằng eλ · eiν = 1 và do dó eλ = 1,

ν = 2kπ, k ∈ Z; tú.c là λ = 0, ν = 2kπ, k ∈ Z. Nhu. vâ.y α = 0 + i2kπ =

2kπi.
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Các số 2kπi, k ∈ Z mà vó.i z ∈ C bất kỳ ta có dă’ng thú.c ez+2kπi = ez

du.o.
.c go. i là các chu kỳ cu’a hàm ez và số 2πi go. i là chu kỳ co. ba’n cu’a nó.

5) ez không có gió.i ha.n khi z → ∞ v̀ı lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = ∞.

6) Hàm ez do.n diê.p trong miè̂n D ⊂ C khi và chı’ khi miè̂n D không chú.a

nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 mà

z1 − z2 = 2nπi, n ∈ Z.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ z1, z2 (z1 6= z2) cùng có mô.t a’nh. Khi dó tù.

hê. thú.c w1 = w2 suy ra

ez1 = ez2 ⇔ ez1−z2 = 1 ⇔ z1 − z2 = 2kπi.

Vı́ du. vè̂ miè̂n do.n diê.p cu’a hàm mũ biến phú.c là các băng vô ha. n nằm

ngang

Dk =
{
z ∈ C : −∞ < Re z < +∞; 2kπ < Im z < 2(k + 1)π, k ∈ Z

}
.

7) Hàm ez liên tu.c trên C. Thâ.t vâ.y v̀ı các hàm Re(ez) = u(x, y) =

ex cos y, Im(ez) = ex sin y dè̂u liên tu.c nên theo di.nh lý ta có hàm ez liên tu.c.

8) Hàm ez ∈ H(C). Thâ.t vâ.y các hàm phà̂n thu.
.c u(x, y) = ex cos y và

phà̂n a’o v(x, y) = ex sin y dè̂u là nhũ.ng hàm kha’ vi và tho’a mãn diè̂u kiê.n

Cauchy - Riemann, nên theo di.nh lý 2.1.4 ta có ez ∈ H(C).

2.2.4 Hàm lôgarit

Gia’ su.’ cho số phú.c z ∈ C. Khi dó mo. i số phú.c ζ ∈ C tho’a mãn phu.o.ng

tr̀ınh eζ = z du.o.
.c go. i là lôgarit cu’a số z ∈ C và du.o.

.c ký hiê.u là

Ln z = ζ.

Nhu. vâ.y

Ln z = ζ ⇔ eζ = z. (2.26)



2.2. Mô.t số hàm chı’nh h̀ınh so. cấp 127

Gia’ su.’ ζ = x+ iy, z = r(cosϕ+ i sinϕ), r = |z|, ϕ = arg z, −π < ϕ 6 π.

Ta có

eζ = z ⇔ ex+iy = r(cosϕ+ i sinϕ)

⇔ ex(cos y + i sin y) = r(cosϕ+ i sinϕ)

⇔




ex = r > 0,

y = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z;

⇔




x = ln r

y = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z.

Nhu. vâ.y

Ln z = ζ = x+ iy = ln r + i(ϕ+ 2kπ), k ∈ Z,

hay là

Ln z = ln |z| + iarg z + 2kπi, k ∈ Z. (2.27)

Ta ký hiê.u

ln z = ln |z| + iarg z

và go. i dó là giá tri. ch́ınh cu’a Ln z. Tù. dó

Ln z = ln z + 2kπi, k ∈ Z.

Tù. hê. thú.c (2.27) suy ra rà̆ng: mõ̂i số phú.c z 6= 0,∞ dè̂u có vô số giá

tri. lôgarit, trong dó hai giá tri. lôgarit bất kỳ là khác nhau mô. t bô. i nguyên

cu’a 2πi. Nếu z là số thu.
.c du.o.ng th̀ı giá tri. ch́ınh cu’a lôgarit trùng vó.i ln |z|

và do dó nó biê’u diẽ̂n số thu.
.c trùng vó.i lôgarit cô’ diê’n: Chă’ng ha.n ln 1 = 0,

ln e = 1, . . .

Nhu.ng, ngoài các giá tri. thu.
.c dó, lôgarit cu’a các số thu.

.c du.o.ng còn

có vô số các lôgarit phú.c du.o.
.c t́ınh theo công thú.c (2.27). Chă’ng ha.n:

Ln 1 = 2kπi, Ln e = 1 + 2kπi, . . .
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Ta lu.u ý hai t́ınh chất dă.c biê.t cu’a lôgarit số phú.c

a) Ln (z1z2) = Ln z1 + Ln z2,

b) Ln
z1

z2
= Ln z1 − Ln z2.

Các dă’ng thú.c này cà̂n du.o.
.c hiê’u mô.t cách u.́o.c lê.: dó là dă’ng thú.c giũ.a các

tâ.p ho.
.p. Nói cách khác; vế trái có thê’ sai khác vế pha’ i mô.t bô. i nguyên cu’a

2πi hoă. c vế pha’ i bằng vế trái vó.i viê.c cho.n số ha.ng 2kπi trong vế trái mô.t

cách th́ıch ho.
.p.

Bây giò. ta xét lôgarit vó.i tu. cách là mô.t hàm.

Ta dă.t

C0 = C \ {0}

và du.a vào xét hàm

Lnk : C0 → C,

Lnkz = ln |z| + iarg z + 2kπi.

Dó là hàm do.n tri.. Mă.t khác v̀ı −π < arg z 6 π nên

LnkC0 ⊂ Dk =
{
w ∈ C : (2k + 1)π < Imw 6 (2k + 1)π

}

là băng vô ha.n nằm ngang có bè̂ rô.ng 2π.

Ta sẽ chú.ng to’ rằng

LnkC0 = Dk,

tú.c là chú.ng minh rà̆ng ∀w ∈ Dk ∃ z ∈ C0 sao cho

Lnkz = w.

Gia’ su.’ w = u+ iv ∈ Dk. Khi dó

v = v0 + 2kπ, −π < v0 6 π.

Ta dă.t z = ew = eu(cos v0 + i sin v0). Khi dó ta thu du.o.
.c

Lnkz = ln |z|+ iarg z + 2kπi

= u+ i(v0 + 2kπ) = u+ iv = w.
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Nhu. vâ.y

Lnk : C (lên)−→ Dk.

Vı̀ Dk là miè̂n do.n diê.p cu’a Lnk nên ta. i dó nó có hàm ngu.o.
.c

Ln−1
k : Dk −→ C0.

dó là hàm

Ln−1
k (w) = ew.

Hàm này do.n tri..

Ta nhâ.n xét rà̆ng hàm Lnkz không liên tu.c trong C0, mà cu. thê’ là nó

không liên tu. c trên phà̂n âm tru.c thu.
.c R−. Thâ. t vâ.y v̀ı ∀ z = x0 < 0 và

∀U(x0, ε) là ε - lân câ.n cu’a x0, ∃ z ∈ U(x0, ε) sao cho Im(Lnkz) sẽ gà̂n vó.i

(2k+1)π và ∃ z ∈ U(x0, ε) sao cho Im(Lnkz) sẽ gà̂n vó.i (2k−1)π. Nói ch́ınh

xác ho.n khi z → x0 ∈ R− mà Im z > 0 (tu.o.ng ú.ng: Im z < 0) th̀ı Lnkz dà̂n

dến ln |x0| + (2k + 1)π (tu.o.ng ú.ng: dà̂n dến ln |x0| + (2k − 1)π).

Các hàm Lnkz du.o.
.c go. i là các nhánh (do.n tri.) cu’a hàm da tri. Ln z.

Mô.t cách tu.
. nhiên ta du.a vào tâ.p ho.

.p

C∗ =
{
z ∈ C : −π < arg z < π

}

là mă.t phă’ng phú.c C cá̆t bo’ phà̂n âm tru.c thu.
.c và xét hàm

Ln0
k = Lnk

∣∣
C∗.

Rõ ràng là

Ln0
kC∗ = D0

k =
{
w ∈ C : (2k − 1)π < Imw < (2k + 1)π

}

Hàm Ln0
k liên tu.c trên C∗. Dê’ chú.ng minh diè̂u dó ta chı’ cà̂n chú.ng minh

rằng

ln z = ln |z| + iarg z
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liên tu.c trên C∗. Nhu.ng diè̂u dó là hiê’n nhiên v̀ı phà̂n thu.
.c ln |z| liên tu.c

trên C∗ (thâ.m ch́ı nó liên tu.c ca’ trong C0) và phà̂n a’o arg z liên tu.c trên C∗

nhu. ta dã chú.ng minh trong chu.o.ng tru.́o.c. Nhu. vâ.y: hàm Lnkz liên tu. c

trên C∗ = C \ R−. Dó là các nhánh do.n tri. liên tu.c trên C∗ cu’a hàm lôgarit

Ln z.

Trong miè̂n C∗ ta thu du.o.
.c vô số nhánh do.n tri. liên tu. c. Mo.i nhánh Lnkz

hoàn toàn du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i diè̂u là: Các giá tri. cu’a nó thuô. c mô.t băng vô

ha.n nằm ngang Dk xác di.nh.

Tù. lâ.p luâ.n trên cũng suy ra rà̆ng hàm w = Lnkz ánh xa. do.n tri. mô. t -

mô.t và liên tu.c miè̂n C∗ lên Dk và hàm ngu.o.
.c cu’a nó z = ew có da.o hàm

6= 0 ta. i mo.i diê’m w ∈ Dk. Do dó theo quy tắc da.o hàm cu’a hàm ngu.o.
.c ta có

(
Lnkz

)′

z
=

1(
ew

)′
w

=
1

ew
=

1

z
· (2.28)

Ta nhấn ma.nh rà̆ng o.’ dây ta t́ınh da.o hàm không pha’i cu’a hàm da tri.
Ln z mà là cu’a nhánh do.n tri. cu’a nó tu.o.ng ú.ng vó.i giá tri. k nào dó.

2.2.5 Hàm lũy thù.a zα, α ∈ R

Hàm lũy thù.a zα, α ∈ R du.o.
.c di.nh ngh̃ıa theo công thú.c

w = zα = eα ln z = eα[ln |z|+i(arg z+2kπ)]

= |z|αeiα(argz+2kπ), k ∈ Z (2.29)

hay là

w = ραeiα(θ+2kπ), k ∈ Z; z = ρeiθ. (2.30)

Ta xét các tru.̀o.ng ho.
.p sau dây.

1+. Nếu α là số nguyên th̀ı eiα2kπ = 1 và

w = (ρeiθ)α = zα

trong dó zα du.o.
.c hiê’u theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng là t́ıch cu’a α thù.a số z.
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2+. Nếu α = ±p
q
, trong dó p > 0, q > 0 là nhũ.ng số nguyên, th̀ı giũ.a các

số o.’ vế pha’ i cu’a (2.30) chı’ có các giá tri. tu.o.ng ú.ng vó.i k = 0, 1, . . . , q− 1 là

khác nhau:

w = ραeiα(θ+2kπ), k = 0, 1, . . . , q − 1.

Dă.c biê.t là khi α =
1

n
, n ∈ N th̀ı hàm w = z

1
n dã du.o.

.c xét trong 2).

3+. Nếu α là số vô ty’ th̀ı dối vó.i các giá tri. k khác nhau các hàm xác

di.nh bo.’ i (2.29) hay (2.30) là khác nhau. Thâ. t vâ.y giá tri. acgumen cu’a các

giá tri. z
α bằng

θk = αθ + 2kπα

và trong các giá tri. dó không có các giá tri. nào khác nhau mô.t bô. i nguyên cu’a

2π v̀ı nếu vó.i k1, k2 nguyên và k1 6= k3 mà θk1 − θk2 = 2k1πα−2k2πα = 2nπ,

trong dó n-nguyên th̀ı

α =
n

k1 − k2

là số hũ.u ty’ . Vô lý. Diè̂u dó chú.ng to’ rằng zα là hàm vô số tri.. Dó là Các

nhánh liên tu. c cu’a hàm vô số tri. w = zα.

Tiếp theo ta có (z = ρeiθ)

(
zα

)′
=

(
eα ln z

)′
= eα ln z · α

z
= α

eα[lnρ+i(θ+2kπ)]

e[lnρ+i(θ+2kπ)]

= αe(α−1)[lnρ+i(θ+2kπ)] = αzα−1

tú.c là dă’ng thú.c
(
zα

)′
= αzα−1 dúng dối vó.i mo.i nhánh cu’a zα.

2.2.6 Các hàm so. cấp khác

Các hàm chı’nh h̀ınh so. cấp dã xét: hàm phân tuyến t́ınh, hàm ez và ln z,

hàm Jukovski dóng mô.t vai trò co. ba’n trong viê.c kha’o sát các hàm so. cấp

co. ba’n khác.
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Thâ.t vâ.y, khi biết hàm f(z) và ϕ(z) ta cũng sẽ biết ca’ hàm f [ϕ(z)] và

ϕ[f(z)]. Có thê’ khă’ng di.nh rà̆ng mo. i hàm so. cấp co. ba’n khác dè̂u có thê’

biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p mô.t số nào dó các hàm so. cấp mà ta dã nghiên cú.u.

Chă’ng ha.n ta xét các hàm lu.o.
.ng giác biến phú.c

sin z
def
=

eiz − e−iz

2i
, (2.31)

cos z
def
=

eiz + e−iz

2
, (2.32)

tg z
def
=

sinz

cos z
, (2.33)

cotg z
def
=

cos z

sin z
· (2.34)

Nếu z = x là số thu.
.c th̀ı theo di.nh ngh̃ıa và công thú.c Euler ta có

sin z =
1

2i

[
(cos x+ i sin x)− (cos(−x) + i sin(−x))

]
= sin x, cos z = cos x.

Nhu. vâ.y khi z = x là số thu.
.c hàm biến phú.c sin z trùng vó.i hàm sin x quen

thuô. c. Tu.o.ng tu.
. nhu. vâ.y dối vó.i hàm cos z và tg z.

Lu.u ý rà̆ng các hàm lu.o.
.ng giác (2.31) ba’o toàn nhiè̂u t́ınh chất cu’a hàm

lu.o.
.ng giác biến thu.

.c nhu.ng không pha’i mo. i t́ınh chất dè̂u du.o.
.c ba’o toàn.

Chă’ng ha.n cos i =
e+ e−1

2
≈ 1, 54; sin i =

e− e−1

2i
≈ −1, 17i, ngh̃ıa là không

thê’ nói cos z và sin z có môdun bi. chă. n.

Hàm w = cos z du.o.
.c xét nhu. là ho.

.p cu’a ba hàm sau dây:

z1 = iz; z2 = ez1 ; w =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
.

Do dó viê.c kha’o sát hàm cos z du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm dã du.o.

.c

nghiên cú.u.

Tù. hê. thú.c (2.32) và các t́ınh chất cu’a hàm ez ta rút ra t́ınh C - kha’ vi

cu’a hàm cos z.

Tu.o.ng tu.
., hàm w = sin z là ho.

.p cu’a bốn hàm sau dây:

z1 = iz; z2 = ez1 ; z3 =
z2

i
, w =

1

2
(z3 +

1

z3

)
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nên viê.c kha’o sát hàm w = sin z cũng du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm dã xét

o.’ trên.

Tù. hê. thú.c (2.31) và (2.32) suy ra rà̆ng hàm cos z và sin z là nhũ.ng hàm

tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ 2π và là nhũ.ng hàm C - kha’ vi:

(cos z)′ = − sin z; (sin z)′ = cos z.

Dối vó.i hàm tg z, theo di.nh ngh̃ıa ta có:

tg z =
sin z

cos z
, z 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Dó là hàm tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ co. so.’ π. Bà̆ng cách su.’ du.ng (2.31) và

(2.32) ta có

tg z =
1

2
· e

2iz − 1

e2iz+1
· (2.35)

Do dó viê.c kha’o sát hàm tg z du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm “trung gian”

dã du.o.
.c xét sau dây

z1 = 2iz; z2 = ez1 ; w = −i · z2 − 1

z2 + 1
·

Bây giò., ta chuyê’n sang xét hàm lũy thù.a tô’ng quát

w = zα, α ∈ R+.

mô.t cách chi tiết ho.n.

Ta dă.t

zα = eαlogz.

Hàm này là ho.
.p cu’a ba hàm trung gian sau dây

z1 = log z; z2 = αz1; w = ez2 .

Cũng nhu. o.’ các phà̂n trên, ta có thê’ di.nh ngh̃ıa khái niê.m nhánh liên tu.c

cu’a hàm zα trong miè̂n D. Mỗi nhánh liên tu.c cu’a hàm log z trong miè̂n D

sẽ xác di.nh mô.t nhánh liên tu.c cu’a hàm zα trong miè̂n dó.
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Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng a’nh cu’a góc

D =
{
z ∈ C : a < arg z < b, b− a 6 2π, b, a ∈ R

}
(2.36)

qua ánh xa. w = zα, α ∈ R+ là mô. t trong các góc sau:

D∗ =
{
w : αa+ 2παk < argw < αb+ 2παk, k ∈ Z

}
. (2.37)

Thâ.t vâ.y, qua ánh xa. z1 = log z a’nh cu’a D sẽ là mô.t trong các băng vô

ha.n sau:

D(z1) =
{
z1 ∈ C : a+ 2kπ < Im z1 < b+ 2kπ, k ∈ Z

}
,

trong dó số nguyên k du.o.
.c xác di.nh bằng viê.c cho.n nhánh liên tu.c cu’a log z

trong góc (2.36). Qua ánh xa. z2 = αz1 th̀ı a’nh cu’a D(z1) sẽ là băng vô ha.n

D(z2) =
{
z2 ∈ C : αa+ 2kπα < Im z2 < αb + 2kπα

}

vó.i diè̂u kiê.n α(b− a) 6 2π.

Tù. dó suy ra diè̂u pha’ i chú.ng minh.

2.2.7 Nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri.

Theo di.nh ngh̃ıa, hàm chı’nh h̀ınh f trong miè̂n D du.o.
.c go. i là mô.t nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri. F (z) nếu ta. i mo.i diê’m z ∈ D giá tri. cu’a hàm f(z)

trùng vó.i mô.t trong các giá tri. cu’a F (z) ta. i diê’m ấy.

Ta sẽ gia’ i th́ıch khái niê.m nhánh chı’nh h̀ınh dối vó.i mô.t vài hàm do.n

gia’n.

Tru.́o.c hết ta xét hàm w = n
√
z trong miè̂n D = C \ {[0,∞eiα]}, trong dó

{0,∞eiα} là tia arg z = α. Ta dã thấy rà̆ng nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm
n
√
z có thê’ tách du.o.

.c trong miè̂n D nếu trong dó hàm arg z có thê’ tách các

nhánh do.n tri. liên tu.c (xem 1.5). Gia’ su.’ z0 là diê’m cố di.nh nào dó thuô.c D

và ϕ0 = arg z0 là mô.t trong các giá tri. cu’a arg z ta. i z0. Ta xét hàm

ϕ∗(z) =





arg z0, z = z0,

∆γ(z0,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0

(2.38)
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nhu. dã làm trong 1.5. Ta ký hiê.u w∗(z) là giá tri. cu’a hàm căn n
√
z ta. i diê’m

z tu.o.ng ú.ng vó.i giá tri. ϕ∗(z) ta. i diê’m ấy. Khi dó

w∗(z) = n
√

|z|
[
cos

ϕ∗(z)

n
+ i sin

ϕ∗(z)

n

]
. (2.39)

Hiê’n nhiên, v̀ı n
√

|z| và ϕ∗(z) là nhũ.ng hàm do.n tri. liên tu.c nên w∗(z) do.n

tri. liên tu. c.

Ta chú.ng minh rà̆ng w∗(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong D (xem 2.2.2).

Thâ.t vâ.y, ta ký hiê.u r = |z|, ϕ = ϕ∗(z). Khi dó

Rew∗(z) = u∗(r, ϕ) = n
√
r cos

ϕ

n
,

Imw∗(z) = v∗(r, ϕ) = n
√
r sin

ϕ

n
,

và dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

∂u∗
∂ϕ

=
1

n
n
√
rn−1

cos
ϕ

n
,

∂v∗
∂r

=
1

n
n
√
rn−1

sin
ϕ

n
,

∂u∗
∂ϕ

= −
n
√
r

n
sin

ϕ

n
,

∂v∗
∂ϕ

=
n
√
r

n
cos

ϕ

n
·

Tù. dó suy ra

∂u∗
∂r

=
1

r

∂v∗
∂ϕ

,

1

r

∂u∗
∂ϕ

= −∂v∗
∂r

·

Dó ch́ınh là diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann. Nhu. vâ.y hàm u và v tho’a mãn

diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann trong D. Vı̀ u và v kha’ vi liên tu.c trong D theo

r và ϕ nên w∗(z) là mô.t nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm n
√
z trong D.

Ta xét các hàm wm(z) xác di.nh bo.’ i dă’ng thú.c

wm(z) = n
√

|z|
(

cos
ϕm(z)

n
+ i sin

ϕm(z)

n

)
m = 0, 1, . . . , n− 1, (2.40)

trong dó hàm ϕm(z) du.o.
.c xác di.nh nhu. (5.8), 1.5. Khi m = 0 ta thu du.o.

.c

hàm ϕ∗(z) trong (2.38). Dẽ̂ dàng thấy rằng các hàm này dè̂u là nhũ.ng nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm n
√
z.
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Tù. lý luâ.n trên dây và mu.c 1.5.3 ta có thê’ kết luâ.n rà̆ng trong miè̂n D

không chú.a diê’m z = 0 hàm da tri.
n
√
z có thê’ tách n nhánh chı’nh h̀ınh du.o.

.c

xác di.nh bo.’ i (2.40).

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. o.’ mu.c 5, dẽ̂ dàng chú.ng to’ rằng trong miè̂n D bất

kỳ có chú.a gốc to.a dô. ta không thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri.
n
√
z.

Nếu tù. tâ.p ho.
.p các nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri. F (z) ta muốn tách

mô.t nhánh xác di.nh th̀ı cà̂n dă.t ra diè̂u kiê.n bô’ sung. Diè̂u kiê.n dó thông

thu.̀o.ng du.o.
.c cho bo.’ i giá tri. cu’a nhánh cà̂n tách ta. i mô. t diê’m nào dó cu’a

miè̂n D.

Vı́ du. 1. Cho hàm w = 3
√
z, D = C\R+. Hãy tách nhánh chı’nh h̀ınh wm(z)

mà wm(−1) = −1. Tı̀m giá tri. cu’a nhánh dó ta. i diê’m z = 8i.

Vı̀ wm(−1) = −1 nên ta có thê’ dă.t

ϕ0 = arg z0 = arg(−1) = 3π.

Khi dó hàm ϕm(z) là

ϕm(z) =





3π, z = −1,

∆γ(−1,z)arg z, z ∈ D, z 6= −1

và nhánh chı’nh h̀ınh cà̂n tách là

wm(z) = 3
√
|z|

(
cos

ϕm(z)

3
+ i sin

ϕm(z)

3

)
.

Giá tri. cu’a nó ta. i diê’m z = 8i bằng

wm(8i) =
3
√

8
(

cos
3π − π

2
3

+ i sin
3π − π

2
3

)

= 2
(

cos
5π

6
+ i sin

5π

6

)
= −

√
3 + i.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét viê.c tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm lôgarit.

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. trên, dẽ̂ dàng chú.ng minh rằng nhánh chı’nh h̀ınh cu’a
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hàm lôgarit có thê’ tách du.o.
.c trong miè̂n D nếu trong dó có thê’ tách du.o.

.c

nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm arg z.

Cũng nhu. trên, gia’ su.’ z0 là diê’m cố di.nh cu’a D = C \ [0,∞eiα] và

arg z0 = ϕ0 là mô.t trong các giá tri. cu’a Arg z0. Ta dă.t

ϕ∗(z) =





arg z0, z = z0,

∆γ(z0,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0

và w∗(z) là giá tri. cu’a w = Ln z = ln|z|+iArg z tu.o.ng ú.ng vó.i arg z = ϕ∗(z).

Khi dó

w∗(z) = ln|z| + iϕ∗(z).

Hiê’n nhiên v̀ı trong D ca’ ln|z| lẫn ϕ∗(z) dè̂u do.n tri. liên tu.c nên w∗(z) do.n

tri. liên tu.c trong D. Ta còn cà̂n chú.ng minh rà̆ng w∗(z) là hàm chı’nh h̀ınh

trong D (xem 2.2.3).

Dă.t

Rew∗(z) = u∗(r, ϕ) = log r,

Imw∗(z) = v∗(r, ϕ) = ϕ∗(z) = ϕ.

Khi dó
∂u∗
∂r

=
1

r
,

∂u∗
∂ϕ

= 0,
∂v∗
∂r

= 0,
∂v∗
∂ϕ

= 1.

Do dó

∂u∗
∂r

=
1

r

∂v∗
∂ϕ

,
1

r

∂u∗
∂ϕ

= −∂v∗
∂r

·

Nhu. vâ.y trong D các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann du.o.
.c tho’a mãn. Vı̀ u∗

và v∗ kha’ vi liên tu.c trong D nên w∗(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a w = Ln z

trong D. Cũng tu.o.ng tu.
. các hàm

wm(z) = ln|z|+ i[ϕ∗(z) + 2mπ], m = 0,±1,±2, . . .

là nhũ.ng nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm lôgarit, trong dó w0(z) = w∗(z).

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. dối vó.i hàm căn, hàm lôgarit có thê’ tách du.o.

.c thành

các nhánh chı’nh h̀ınh trong miè̂n D bất kỳ không chú.a gốc to.a dô. z = 0,

còn nếu miè̂n D ⊃ {0} th̀ı viê.c tách dó là không thu.
.c hiê.n du.o.

.c.
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2.3 Hàm chı’nh h̀ınh và ánh xa. ba’o giác

Trong mu.c này ta sẽ làm quen vó.i su.
. mô ta’ h̀ınh ho.c dối vó.i các hàm chı’nh

h̀ınh. Cu. thê’ ho.n ta sẽ làm quen vó.i mô.t trong nhũ.ng vấn dè̂ co. ba’n cu’a

lý thuyết hàm biến phú.c là viê.c nghiên cú.u các hàm chı’nh h̀ınh bà̆ng cách

xuất phát tù. dă.c t́ınh cu’a các ánh xa. mà các hàm dó dã thu.
.c hiê.n - go. i là

ánh xa. ba’o giác.

Bài toán co. ba’n cu’a ánh xa. ba’o giác là bài toán sau dây. Gia’ su.’ cho hai

miè̂n D và D∗. Hãy t̀ım hàm f : D → D∗ thu.
.c hiê.n ánh xa. do.n tri. mô.t -

mô.t và ba’o giác miè̂n D lên miè̂n D∗.

Tù. dó cũng sẽ na’y sinh ra nhũ.ng vấn dè̂ tò̂n ta. i và duy nhất dối vó.i hàm

f mà ta sẽ nghiên cú.u kỹ trong chu.o.ng VII.

2.3.1 Ý ngh̃ıa h̀ınh ho.c cu’a acgumen cu’a da.o hàm

Gia’ su.’ hàm w = f(z) ∈ H(D), f ′(z0) 6= 0, z0 ∈ D. Khi dó, theo di.nh ngh̃ıa,

ta có:

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
= Aeiα, A 6= 0 (2.41)

và tù. dó suy ra

lim
∆z→0

(
arg

∆w

∆z

)
= α = arg f ′(z0). (2.42)

Gia’ su.’ γ = γ(t), t ∈ [a, b] là cung tro.n Jordan di qua diê’m z0. Ta. i diê’m

z0 = z0(t0) ta có γ′(t0) 6= 0.

A’nh cu’a γ qua ánh xa. w = f(z) là cung Γ = f(γ) di qua diê’m w0. Cung

dó có phu.o.ng tr̀ınh là w = f [γ(t)], t ∈ [a, b].

Theo quy tá̆c vi phân hàm ho.
.p, ta có:

w′ = f ′(γ(t0))γ
′(t0) 6= 0. (2.43)

Tù. hê. thú.c (2.43) suy ra rà̆ng Γ có tiếp tuyến ta. i diê’m w0 và

arg f ′(z0) = argw′(t0) − arg γ′(t0)(mod 2π). (2.44)
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Nhu. vâ.y, vè̂ mă.t h̀ınh ho.c, arg f ′(z0) bà̆ng góc quay cu’a cung γ ta. i diê’m

z0 qua ánh xa. f(z).

Nếu hai du.̀o.ng cong có tiếp tuyến γ1 và γ2 giao nhau ta. i diê’m z0 th̀ı qua

ánh xa. w = f(z) tiếp tuyến cu’a nhũ.ng du.̀o.ng cong này sẽ quay mô.t góc

nhu. nhau và bà̆ng arg f ′(z0). Do dó nếu góc giũ.a γ1 và γ2 bằng ϕ(γ1, γ2) th̀ı

góc ϕ(Γ1,Γ2) giũ.a các a’nh Γ1 = f(γ1) và Γ2 = f(γ2) cũng sẽ bằng ϕ(γ1, γ2).

Nhu. vâ.y, vè̂ dô. ló.n và hu.́o.ng góc giũ.a hai du.̀o.ng cong cắt nhau ta. i mô. t

diê’m là bằng góc giũ.a các du.̀o.ng cong a’nh tu.o.ng ú.ng cu’a chúng qua ánh xa.
w = f(z), f ′(z0) 6= 0.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.1. Gia’ su.’ γ1 và γ2 là hai du.̀o.ng cong di qua diê’m vô cùng

z = ∞. Khi dó góc giũ.a các a’nh cu’a γ1 và γ2 qua ánh xa. ζ =
1

z
ta. i diê’m

ζ = 0 du.o.
.c go. i là góc giũ.a hai du.̀o.ng cong γ1 và γ2 ta. i z = ∞.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ hai tia γ1 và γ2 xuất phát tù. diê’m hũ.u ha.n z0. Khi dó góc

giũ.a γ1 và γ2 ta. i diê’m z = ∞ bằng góc giũ.a hai tia dó ta. i diê’m z0 vó.i dấu

ngu.o.
.c la. i.

Dê’ do.n gia’n, ta dă.t z0 = 0. Gia’ su.’

arg z
∣∣
z∈γi

= ϕi, i = 1, 2.

Khi dó góc giũ.a γ1 và γ2 (theo hu.́o.ng tù. γ1 dến γ2) ta. i diê’m z = 0 là

bằng α = ϕ2 − ϕ1. A’nh cu’a các tia γ1 và γ2 qua ánh xa. ζ = 1/z là γ̃1

và γ̃2 và arg ζ
∣∣
ζ∈γ̃i

= −ϕi. Do dó góc giũ.a γ̃1 và γ̃2 ta. i diê’m ζ = 0 bà̆ng

(−ϕ2) − (−ϕ1) = −α và theo di.nh ngh̃ıa 2.3.1 góc giũ.a hai tia γ1 và γ2 ta. i

diê’m ∞ bằng −α.

Bây giò. ta nêu ra mô.t số diè̂u kiê.n du’ vè̂ su.
. ba’o toàn góc ta. i diê’m z0 qua

ánh xa. w = f(z) liên tu.c ta. i lân câ.n diê’m z0 khi z0 = ∞ hay khi f(z0) = ∞.

1. Gia’ su.’ z0 = ∞ và f(z0) 6= ∞. Hàm ζ = 1/z ánh xa. các du.̀o.ng cong

xuất phát tù. diê’m z0 = ∞ thành các du.̀o.ng cong xuất phát tù. diê’m ζ = 0.

Do dó, dê’ có su.
. ba’o toàn các góc ta. i diê’m z0 = ∞ qua ánh xa. w = f(z) chı’

cà̂n các góc ta. i diê’m ζ = 0 du.o.
.c ba’o toàn qua ánh xa. w = f

(
1
ζ

)
. Và dê’
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du.o.
.c diè̂u dó ta chı’ cà̂n có su.

. tò̂n ta. i da.o hàm khác 0 cu’a hàm f(1/ζ) ta. i

diê’m ζ = 0, tú.c là

lim
ζ→0

f(1/ζ) − f(∞)

ζ − 0
= lim

z→0
[z(f(z) − f(∞))] 6= 0.

2. Gia’ su.’ z0 6= ∞ còn f(z0) = ∞. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này các du.̀o.ng

cong xuất phát tù. diê’m z0 du.o.
.c ánh xa. thành các du.̀o.ng cong di qua diê’m

w = ∞. Do dó dê’ các góc ta. i diê’m z0 ba’o toàn qua ánh xa. f(z) diè̂u kiê.n du’

là các góc ta. i diê’m z0 du.o.
.c ba’o toàn qua ánh xa. ζ =

1

w
=

1

f(z)
. Và dê’ có

diè̂u dó, diè̂u kiê.n du’ là tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n sau dây:

lim
z→z0

1

f(z)
− 1

f(z0)

z − z0
= lim

z→z0

1

f(z)(z − z0)
6= 0.

3. Bây giò. gia’ su.’ z0 = ∞ và f(z0) = ∞. Dê’ ba’o toàn các góc ta. i diê’m

z0 = ∞ qua ánh xa. w = f(z) diè̂u kiê.n du’ là các góc ta. i diê’m ζ0 =
1

z0
= 0

ba’o toàn qua ánh xa. ζ =
1

f
(1

ζ

) . Và dê’ có diè̂u dó, diè̂u kiê.n du’ là tò̂n ta. i

gió.i ha.n hũ.u ha.n

lim
ζ→0

1/f(1/ζ) − 1/f(∞)

ζ − 0
= lim

z→∞

z

f(z)
6= 0.

2.3.2 Ý ngh̃ıa h̀ınh ho.c cu’a môdun da.o hàm

Bây giò. tù. diê’m z0 ∈ D ta ke’ tia theo hu.́o.ng vecto. do.n vi. ~s và lấy trên tia

dó diê’m z. Ta lâ.p ty’ số khoa’ng cách giũ.a các a’nh f(z0) và f(z) vó.i khoa’ng

cách giũ.a các diê’m z0 và z.

Gió.i ha.n cu’a ty’ số này khi z dà̂n dến z0 theo tia du.o.
.c go. i là hê. số co

giãn cu’a ánh xa. f ta. i diê’m z0 theo hu.́o.ng vecto. ~s và ký hiê.u là m~s
f(z0). Nếu

z = z0 + ~st, 0 < t <∞ th̀ı

m~s
f(z0) = lim

t→0

|f(z0 + ~st)− f(z0)|
|~st| = |f ′(z0)|.
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Nhu. vâ.y, nếu hàm f kha’ vi ta. i diê’m z0 th̀ı dô. co giãn tuyến t́ınh ta. i diê’m

z0 theo hu.́o.ng ~s qua ánh xa. f , f ′(z0) 6= 0 là bằng |f ′(z0)|, (m~s
f(z0) = |f ′(z)0)|)

và không phu. thuô. c vào hu.́o.ng ~s.

Bây giò. gia’ su.’ γ là du.̀o.ng cong Jordan nhu. trong 1. và Γ = f(γ) là a’nh

cu’a nó.

|dz0| = (dx2
0 + dy2

0)
1/2dt = ds0,

|dw0| = (du2
0 + dv2

0)
1/2dt = dσ0

là nhũ.ng yếu tố dô. dài là̂n lu.o.
.t cu’a γ và Γ ta. i các diê’m z0 và w0 tu.o.ng ú.ng

nên

|f ′(z0)| =
dσ0

ds0
· (2.45)

Hê. thú.c (2.45) chú.ng to’ rằng qua ánh xa. w = f(z) hê. số co giãn tuyến t́ınh

ta. i diê’m z0 cu’a mô.t cung γ bất kỳ di qua diê’m dó không phu. thuô. c vào da.ng

và hu.́o.ng cu’a γ.

2.3.3 Ánh xa. ba’o giác

Bây giò. ta có thê’ phát biê’u di.nh ngh̃ıa ánh xa. ba’o giác.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.2. Ánh xa. tôpô

w = f(z) = u(z) + iv(z),

biến miè̂n D cu’a mă. t phă’ng phú.c (z) lên miè̂n D∗ cu’a mă.t phă’ng phú.c (w)

du.o.
.c go. i là ánh xa. ba’o giác trong miè̂n D nếu ta. i mỗi diê’m z ∈ D, góc giũ.a

các du.̀o.ng cong du.o.
.c ba’o toàn (ca’ vè̂ dô. ló.n và hu.́o.ng) và dô. co giãn là dè̂u.

Tù. 2.3.1 và 2.3.2 ta có thê’ phát biê’u nhũ.ng diè̂u kiê.n mà hàm biến phú.c

cà̂n tho’a mãn dê’ nó là ánh xa. ba’o giác.

D- i.nh lý 2.3.1. Gia’ su.’ ánh xa. tôpô w = f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và

f ′(z) 6= 0, ∀ z ∈ D. Khi dó ánh xa. w = f(z) ba’o giác trong miè̂n D.
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Chú.ng minh. Vı̀ f ′(z) 6= 0, ∀ z ∈ D nên dô. co giãn là dè̂u qua ánh xa. dó.

Ta cà̂n chú.ng minh rằng góc giũ.a các du.̀o.ng cong du.o.
.c ba’o toàn qua ánh

xa. dó. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ z0 là diê’m tùy ý thuô.c D, γ1 và γ2 là hai cung tro.n

Jordan xuất phát tù. z0, o.’ dây γ1 : z = z1(t), t ∈ [a, b], z0 = z1(t0), z
′
1(t0) 6= 0

và γ2 : z = z2(τ ), τ ∈ [a2, b2], z2 = z2(τ0), z
′
2(τ0) 6= 0, và góc giũ.a γ1 và

γ2 là ϕ(γ1, γ2). Ta ký hiê.u a’nh cu’a γ1 và γ2 tu.o.ng ú.ng qua ánh xa. f là

Γ1 = f(γ1), Γ2 = f(γ2). Hai cung Γ1 và Γ2 dè̂u di qua diê’m w0 = f(z0) và có

phu.o.ng tr̀ınh tu.o.ng ú.ng là w1(t) = f [z1(t)], z1(t0) = z0 và w2(τ ) = f [z2(τ )],

z2(τ0) = z0. Theo gia’ thiết ta có w′
1(t0) 6= 0 và w′

2(τ0) 6= 0. Diè̂u dó chú.ng

to’ rằng ta. i diê’m w0 = f(z0) hai cung Γ1 và Γ2 có tiếp tuyến. Ta ký hiê.u góc

giũ.a các a’nh Γ1 và Γ2 là ϕ(Γ1,Γ2). Trên co. so.’ (2.45) ta có

arg f(z0) = argw1(t0) − arg z′1(t0)(mod 2π),
(2.46)

arg f(z0) = argw2(τ0) − arg z2(τ0)(mod 2π).

Tù. (2.46) suy ra rằng vó.i su.
. sai khác số ha.ng 2kπ ta có

argw′
1(t0) − argw′

1(τ0) = arg z′1(t0) − arg z′2(τ0)

hay là

ϕ(Γ1,Γ2) = ϕ(γ1, γ2).

Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh suy ra rằng t́ınh chı’nh h̀ınh và da. o hàm khác

không là diè̂u kiê.n du’ dê’ hàm f là ánh xa. ba’o giác. Diè̂u dó du.o.
.c luâ.n chú.ng

trong di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.3.2. Gia’ su.’ hàm w = f(z) thu.
.c hiê.n ánh xa. ba’o giác miè̂n D

lên miè̂n D∗. Khi dó hàm f ∈ H(D) và f ′(z) 6= 0 vó.i mo. i z ∈ D.

Chú.ng minh. Dă.t ∆w = ∆f = f(z + ∆z) − f(z), ∀ z, z + ∆z ∈ D. Theo

diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý, f là ba’o giác nên ta. i diê’m z0 ∈ D bất kỳ ánh xa.
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w = f(z) có t́ınh chất ba’o toàn góc và dô. co giãn dè̂u. Do dó vó.i mo.i z1, z2

thuô.c lân câ.n cu’a z0, vó.i su.
. sai khác da. i lu.o.

.ng vô cùng bé, ta có:

a) arg ∆w2 − arg ∆w1 = arg ∆z2 − arg∆z1

và do dó

arg
∆w2

∆z2
= arg

∆w1

∆z1
= α, (2.47)

b)

∣∣∣∆w2

∆z2

∣∣∣ =
∣∣∣∆w1

∆z1

∣∣∣ = A 6= 0, (2.48)

trong dó

∆z1 = z1 − z0, ∆z2 = z2 − z0,

∆w1 = f(z1) − f(z0), ∆w2 = f(z2) − f(z0).

Tù. hê. thú.c (2.47), (2.48), vó.i su.
. sai khác da.i lu.o.

.ng vô cùng bé, ta có

∆w2

∆z2
=

∆w1

∆z1
= A · eiα. (2.49)

Vı̀ z1, z2 là nhũ.ng diê’m tùy ý trong lân câ.n diê’m z0 nên hê. thú.c (2.49)

chú.ng to’ tò̂n ta. i

lim
∆z→0

∆w

∆z

và do dó tò̂n ta. i da.o hàm f ′(z0). Vı̀ A 6= 0 nên

lim
∆z→0

∆w

∆z
= f ′(z0) 6= 0.

Vı̀ z0 là diê’m tùy ý thuô. c D, nên f chı’nh h̀ınh trong D.

2.3.4 Ánh xa. liên tu. c và ánh xa. chı’nh h̀ınh

Tù. các mu.c 2.3.1 - 2.3.3 cu’a tiết này, ta thấy rà̆ng ánh xa. chı’nh h̀ınh vó.i

da.o hàm khác 0 du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i hai t́ınh chất
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1. Tı́nh chất ba’o toàn góc;

2. Dô. co giãn dè̂u.

Mô.t bài toán du.o.
.c dă.t ra tu.

. nhiên là:

I) Mo.i ánh xa. liên tu.c

w = u+ iv (2.50)

có t́ınh chất ba’o toàn góc có pha’ i dè̂u là chı’nh h̀ınh không ? (Nói cách khác:

t́ınh chất ba’o toàn góc có kéo theo su.
. co giãn dè̂u không ?)

Hoă.c bài toán tu.o.ng tu.
.:

II) Mo. i ánh xa. liên tu.c có dô. co giãn dè̂u có pha’ i là chı’nh h̀ınh hay không ?

Ca’ hai vấn dè̂ trên dây dè̂u có lò.i gia’ i ho.
.p lý nếu ngay tù. dà̂u ta gia’ thiết

rằng dối vó.i ánh xa. dã cho (2.50) các hàm u và v dè̂u có da.o hàm riêng liên

tu.c.

D- i.nh lý 2.3.3. Gia’ su.’ phà̂n thu.
.c u(z) và phà̂n a’o v(z) cu’a ánh xa. f(z) =

u(z) + iv(z) có các da. o hàm riêng cấp mô. t liên tu. c và ánh xa. f(z) có t́ınh

chất ba’o toàn góc ta. i mo. i diê’m z ∈ D. Khi dó f ∈ H(D) và f ′(z) 6= 0.

Chú.ng minh. Ta có

lim
∆z→0

∆w

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iϕ,

trong dó ϕ = lim
∆z→0

arg∆z.

Theo diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý, khi cố di.nh z th̀ı arg
(

lim
∆z→0

∆w

∆z

)
không phu.

thuô. c vào ϕ nên

∂w

∂z
= 0.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.3. Ánh xa. R2 - kha’ vi f du.o.
.c go. i là pha’n chı’nh h̀ınh (dối

chı’nh h̀ınh) trong miè̂n D nếu

∂f

∂z
= 0

ta. i mo.i diê’m z ∈ D.
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Hiê’n nhiên rà̆ng nếu f ∈ H(D) th̀ı hàm f là pha’n chı’nh h̀ınh trong D.

D- i.nh lý 2.3.4. Gia’ su.’ u(z) và v(z) có các da. o hàm riêng cấp 1 liên tu. c trong

miè̂n D và ta. i mo. i diê’m z ∈ D nó có dô. co giãn dè̂u, tú.c là
∣∣∣ lim

∆w

∆z

∣∣∣ 6= 0

không phu. thuô. c vào ϕ. Khi dó ánh xa. w = f = u + iv là chı’nh h̀ınh hoă. c

pha’n chı’nh h̀ınh.

Chú.ng minh. Tù. hê. thú.c (2.7) ta có

∣∣∣ lim
∆w

∆z

∣∣∣
2

=
∣∣∣∂w
∂z

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂w
∂z

∣∣∣
2

+ 2Re
{∂w
∂z

· ∂w
∂z

e2iϕ
}
.

Tù. diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý ta rút ra

∂w

∂z
· ∂w
∂z

= 0.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng hoă. c
∂w

∂z
= 0, ∀ z ∈ D hoă. c

∂w

∂z
= 0, ∀ z ∈ D.

Thâ.t vâ.y, nếu ca’ hai hê. thú.c vù.a nói dò̂ng thò.i du.o.
.c tho’a mãn ta. i mô. t

diê’m nào dó thuô.c D th̀ı các da.o hàm riêng cu’a f theo x và y dè̂u bằng 0 ta. i

diê’m dó. Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra do diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý. Vı̀ các

hàm
∂f

∂z
và

∂f

∂z
dè̂u liên tu.c nên các tâ.p ho.

.p

E1 =
{
z ∈ D :

∂w

∂z
= 0

}
, E2 =

{
z ∈ D :

∂w

∂z
= 0

}

dè̂u là nhũ.ng tâ.p ho.
.p dóng trong D. Nhu. vâ.y miè̂n D là ho.

.p cu’a hai tâ.p

ho.
.p dóng không giao nhau E1 và E2. Do D liên thông nên mô.t trong hai

tâ.p ho.
.p này pha’i là tâ.p ho.

.p trống.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p nếu xét ánh xa. liên tu.c tùy ý nào dó th̀ı hai vấn dè̂

dă.t ra trên dây sẽ tro.’ nên rất khó khăn. Tuy nhiên, bằng cách ú.ng du.ng các

phu.o.ng pháp cu’a lý thuyết hàm biến thu.
.c dối vó.i bài toán I, D. Menchoff 1

dã chú.ng minh du.o.
.c rằng

1D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines planes, Math. Ann. 1926.
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Nếu ánh xa. do.n diê.p liên tu. c w = f(z) có t́ınh chất ba’o toàn góc th̀ı f(z)

là hàm chı’nh h̀ınh.

Thế nhu.ng dến nay ngu.̀o.i ta chu.a rõ t́ınh do.n diê.p trong phép chú.ng

minh di.nh lý trên cà̂n thiết dến mú.c nào. Còn dối vó.i bài toán II th̀ı nó dã

du.o.
.c gia’ i quyết tro.n ve.n. H. Bohr 2 dã chú.ng minh du.o.

.c rằng

Nếu ánh xa. do.n diê.p liên tu. c w = f(z) có dô. co giãn dè̂u ta. i mo. i diê’m

z ∈ D th̀ı hoă. c f(z) là hàm chı’nh h̀ınh hoă. c f(z) là pha’n chı’nh h̀ınh.

O
.’ dây, gia’ thiết “do.n diê.p” dóng vai trò cốt yếu. Thâ.t vâ.y, xét v́ı du.

hàm

f(z) =




z khi Im z > 0,

z khi Im z 6 0.

Hàm f(z) liên tu.c trên C nhu.ng không do.n diê.p. Hàm f(z) có dô. co giãn

dè̂u v̀ı rà̆ng

lim
∣∣∣∆w
∆z

∣∣∣ = lim
∣∣∣∆z
∆z

∣∣∣ = 1 khi Im z > 0,

lim
∣∣∣∆w
∆z

∣∣∣ = lim
∣∣∣∆z
∆z

∣∣∣ = 1 khi Im z 6 0.

Thế nhu.ng f(z) không chı’nh h̀ınh và cũng không pha’n chı’nh h̀ınh trong

mă.t phă’ng phú.c (z).

2.4 Các dă’ng cấu so. cấp

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng biến phú.c z, D∗ là miè̂n cu’a mă.t phă’ng

biến phú.c w. Theo di.nh ngh̃ıa, phép dò̂ng phôi f : D → D∗ du.o.
.c go. i là mô. t

phép dă’ng cấu nếu ca’ ánh xa. f lã̂n ánh xa. ngu.o.
.c f−1 dè̂u chı’nh h̀ınh. Phép

dă’ng cấu miè̂n D lên ch́ınh nó du.o.
.c go. i là phép tu.

. dă’ng cấu.

Vè̂ sau ánh xa. ba’o giác (do.n diê.p) f biến miè̂n D lên miè̂n D∗ còn du.o.
.c

go. i là dă’ng cấu (ba’o giác), còn D và D∗ du.o.
.c go. i là nhũ.ng miè̂n dă’ng cấu

2H. Bohr, Über streckentreue und conforme Abbildung, Math. z., 1918, s, 403
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vó.i nhau. Trong mu.c này ta sẽ tr̀ınh bày các dă’ng cấu do.n gia’n nhất thu.
.c

hiê.n bo.’ i các hàm so. cấp hoă.c tô’ ho.
.p cu’a các hàm ấy cùng mô.t v́ı du. dê’ tiê.n

làm quen vó.i cách gia’ i bài toán t̀ım các dă’ng cấu biến miè̂n này lên miè̂n kia.

Dò̂ng thò.i thông qua viê.c tr̀ınh bày dó, chúng tôi muốn di dến mô.t kết luâ.n

là: quá tr̀ınh gia’ i bài toán t̀ım dă’ng cấu biến mô.t miè̂n cho tru.́o.c lên miè̂n

khác du.o.
.c tiến hành gà̂n giống nhu. quá tr̀ınh t̀ım nguyên hàm cu’a mô.t hàm

cho tru.́o.c mà o.’ dây các ánh xa. so. cấp sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày có vai trò nhu. mô. t

“ba’ng t́ıch phân co. ba’n”.

Khi gia’ i các bài toán ánh xa. ba’o giác ta thu.̀o.ng su.’ du. ng hai t́ınh chất

sau dây cu’a ánh xa. ba’o giác (sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày kỹ trong 7.1):

(i) Ánh xa. ngu.o.
.c vó.i ánh xa. ba’o giác là ánh xa. ba’o giác.

(ii) Ho.
.p cu’a hai ánh xa. ba’o giác là ánh xa. ba’o giác.

2.4.1 D- ă’ng cấu phân tuyến t́ınh

Ánh xa. phân tuyến t́ınh dã du.o.
.c dè̂ câ.p dến trong chu.o.ng I. O

.’ dây, ta sẽ

tr̀ınh bày các t́ınh chất co. ba’n nhất cu’a ánh xa. dó.

Ánh xa. phân tuyến t́ınh du.o.
.c xác di.nh bo.’ i hê. thú.c

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0, (2.51)

trong dó a, b, c, d là các số phú.c.

Vó.i diè̂u kiê.n ad − bc 6= 0 ta có w 6≡ const. Trong công thú.c (2.51) nếu

c = 0 còn d 6= 0 th̀ı

w =
a

d
z +

b

d
= ãz + b̃.

Dó là mô.t hàm nguyên.

D- i.nh lý 2.4.1. Ánh xa. phân tuyến t́ınh (2.51) là mô. t phép dò̂ng phôi biến

C lên C.

Chú.ng minh. 1. Tru.̀o.ng ho.
.p c = 0 là hiê’n nhiên.
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2. Ta xét tru.̀o.ng ho.
.p c 6= 0. Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh (2.51) dối vó.i z ta có

z =
dw − b

−cw + a
, ad− bc 6= 0. (2.52)

Dó là hàm ngu.o.
.c cu’a (2.51). Ánh xa. (2.52) do.n tri. trong mă.t phă’ng C và

là ánh xa. phân tuyến t́ınh. Do dó (2.51) do.n tri. mô. t - mô.t trên C.

Tı́nh liên tu.c cu’a (2.51) ta. i các diê’m z 6= −d
c
, ∞ là hiê’n nhiên. Bà̆ng

cách dă.t

w(∞) =
a

c
, w

(
− d

c

)
= ∞

ta thấy rà̆ng (2.51) liên tu.c trên C. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

D- i.nh lý 2.4.2. Ánh xa. phân tuyến t́ınh ba’o giác khắp no.i trên C.

Chú.ng minh. 1. Dối vó.i z 6= −d/c, ∞ t́ınh ba’o giác du.o.
.c suy tù. chõ̂ là ta. i

các diê’m ấy

dw

dz
=

ad− bc

(cz + d)2
6= 0.

2. Bây giò. gia’ su.’ hai du.̀o.ng cong γ1 và γ2 di qua diê’m z = −d/c và α là

góc giũ.a γ1 và γ2 ta. i diê’m ấy. Tù. 2.3.1 suy ra rà̆ng góc giũ.a các a’nh γ∗1 và

γ∗2 cu’a γ1 và γ2 tu.o.ng ú.ng qua ánh xa. (2.51) ta. i diê’m w = ∞ (tu.o.ng ú.ng

vó.i z = −d/c) là bà̆ng α v̀ı

lim
z→−d/c

1

az + b

cz + d
(z + d/c)

= lim
z→−d/c

c

az + b
6= 0.

Tru.̀o.ng ho.
.p z = ∞ cũng du.o.

.c chú.ng minh tu.o.ng tu.
..

D- i.nh ngh̃ıa 2.4.1. Ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n D lên miè̂n D∗ du.o.
.c

go. i là dă’ng cấu phân tuyến t́ınh, còn các miè̂n D và D∗ du.o.
.c go. i là nhũ.ng

miè̂n dă’ng cấu phân tuyến t́ınh vó.i nhau.
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D- i.nh lý 2.4.3. Tâ. p ho.
.p mo. i dă’ng cấu phân tuyến t́ınh lâ. p thành mô. t nhóm,

ngh̃ıa là

1. Ho.
.p (t́ıch) các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

2. Ánh xa. ngu.o.
.c cu’a dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là dă’ng cấu phân tuyến

t́ınh.

Chú.ng minh. Diè̂u khă’ng di.nh 2) là hiê’n nhiên.

Ta chú.ng minh 1). Gia’ su.’

ζ =
a1z + b1
c1z + d1

, a1d1 − b1c1 6= 0,

w =
a2ζ + b2
c2ζ + d2

, a2d2 − b2c2 6= 0.

Khi dó

w =
a2
a1z + b1
c1z + d1

+ b2

c2
a1z + b1
c1z + d1

+ d2

=
(a1a2 + c1b2)z + (b1a2 + d1b2)

(a1c2 + c1d2)z + (b1c2 + d1d2)
=
az + b

cz + d
,

trong dó ad− bc = (a1d1 − b1c1)(a2d2 − b2c2) 6= 0.

Nhâ. n xét. Hiê’n nhiên rà̆ng nhóm các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là nhóm

không giao hoán. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ w(z) =
1

z
, ϕ(z) = z + 1.

Khi dó

w(ϕ(z)) =
1

z + 1
, ϕ(w(z)) =

1

z
+ 1.

Do dó

w(ϕ(z)) 6= ϕ(w(z)).

Vı̀ qua phép chiếu nô’i ca’ du.̀o.ng thă’ng lẫn du.̀o.ng tròn trên C dè̂u tu.o.ng

ú.ng vó.i du.̀o.ng tròn trên mă.t cà̂u Riemann nên ta có thê’ quy u.́o.c go. i du.̀o.ng
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thă’ng hay du.̀o.ng tròn trên mă.t phă’ng phú.c dè̂u là “du.̀o.ng tròn” trên C (ta

xem du.̀o.ng thă’ng trên C là du.̀o.ng tròn trên C di qua diê’m ∞), và go. i h̀ınh

tròn, phà̂n ngoài h̀ınh tròn và nu.’ a mă.t phă’ng (h̀ınh tròn vó.i bán ḱınh vô

cùng) dè̂u là “h̀ınh tròn” trên C.

S(a,R) =
{
|z − a| < R

}
– h̀ınh tròn,

S∗(a,R) =
{
|z − a| > R

}
– phà̂n ngoài h̀ınh tròn,

P (R,ϕ) =
{
z ∈ C : Re(e−iϕz) > R

}
là nu.’ a mă.t phă’ng.

Thâ. t vâ.y, dă.t e
+iϕ = cosϕ+ i sinϕ, z = x+ iy, ta có

P (R,ϕ) = {(x, y) ∈ R2 : x cosϕ+ y sinϕ > R}.

Dó là nu.’ a mă.t phă’ng;

D- i.nh lý 2.4.4. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến “h̀ınh tròn” (“du.̀o.ng

tròn”) thành “h̀ınh tròn” (tu.o.ng ú.ng thành “du.̀o.ng tròn”).

Nói cách khác: “h̀ınh tròn” và “du.̀o.ng tròn” dè̂u là bất biến cu’a nhóm

các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Ánh xa. phân tuyến t́ınh có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p cu’a

các ánh xa. :

w =
a

c
+
bc− ad

c2
ξ; ξ =

1

ζ
; ζ = z +

d

c
,

trong dó có hai ánh xa. tuyến t́ınh và ánh xa. ξ = 1/ζ. Dối vó.i các ánh xa.

tuyến t́ınh di.nh lý 2.4.4 là hiê’n nhiên. Ta chı’ cà̂n xét phép nghi.ch da’o w =
1

z
.

1. Ta xét tru.̀o.ng ho.
.p h̀ınh tròn S(a,R). A’nh cu’a nó sẽ là

∣∣∣ 1

w
− a

∣∣∣ < R, |1 − aw| < R|w|, |1 − aw|2 < R2|w|2

⇒ 1 − 2Re(aw) + |a2||w|2 < R2|w|2.

Tiếp theo ta xét ba tru.̀o.ng ho.
.p sau
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a) |a| > R. Ta có

(|a|2 −R2)|w|2 − 2Re(aw) + 1 < 0

⇒|w|2 − 2Re
aw

|a|2 −R2
+

|a|2

(|a|2 −R2)2

<
|a|2

(|a|2 −R2)2
− 1

|a|2 −R2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣
2

<
R2

(|a|2 −R2)2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ < R

|a|2 −R2
·

Dó là h̀ınh tròn.

b) Gia’ su.’ |a| < R. Tu.o.ng tu.
. nhu. trên ta có

∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ > R

R2 − |a|2 ·

c) Gia’ su.’ |a| = R. Dă. t a = |a|eiϕ, ϕ = arg a, ta có:

Re(aw) >
1

2
⇒ Re(eiϕw) >

1

2|a| ·

Dó là nu.’ a mă.t phă’ng.

2. Dối vó.i phà̂n ngoài h̀ınh tròn A∗(a,R) di.nh lý du.o.
.c xét tu.o.ng tu.

..

3. Bây giò. ta xét phép ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng Re(e−iϕz) > −R, R > 0.

A’nh cu’a nó sẽ là

Re
(
e−iϕ

1

w

)
> −R⇒ Re

(
e−iϕ

w

|w|2
)
> −R

⇒ Re(eiϕw) > −R|w|2,

và do dó

2R|w|2 + 2Re(eiϕw) > 0

⇒|w|2 + 2Re
(eiϕ

2R
w

)
+

1

4R2
>

1

4R2

⇒
∣∣∣w +

e−iϕ

2R

∣∣∣
2

>
1

4R2
,

∣∣∣w +
e−iϕ

2R

∣∣∣ > 1

2R
·
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Dó là phà̂n ngoài h̀ınh tròn. Phép ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng Re(e−iϕz) > R > 0

du.o.
.c xét tu.o.ng tu.

..

Nhâ. n xét 2.4.1. Trong mo.i tru.̀o.ng ho.
.p, diê’m a du.o.

.c ánh xa. thành diê’m 1/a.

Diê’m này thuô.c a’nh h̀ınh tròn S(a,R) cùng vó.i mô.t lân câ.n nào dó cu’a nó.

D- i.nh lý 2.4.5. Ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n thành miè̂n.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ B là miè̂n, w = ϕ(z) là ánh xa. phân tuyến t́ınh, D =

ϕ(B).

1. Chú.ng minh D là tâ.p ho.
.p mo.’ . Vó.i mo.i w0 ∈ D, tò̂n ta. i duy nhất

diê’m z0 ∈ B sao cho ϕ(z0) = w0. Gia’ su.’ U(z0) ⊂ B là lân câ.n cu’a diê’m z0

(h̀ınh tròn vó.i tâm z0 nếu z0 6= ∞ hoă. c phà̂n ngoài h̀ınh tròn nếu z0 = ∞).

Khi dó theo di.nh lý 2.4.4 ta có ϕ(U(z0)) là “h̀ınh tròn” chú.a diê’m w0 cùng

vó.i mô.t lân câ.n nào dó cu’a nó. Nhu. vâ.y w0 là diê’m trong cu’a D và do dó

D là tâ.p ho.
.p mo.’ .

2. Chú.ng minh D là tâ.p ho.
.p liên thông. Vı̀ B là tâ.p liên thông nên tù.

di.nh lý 2.4.1 suy ra rà̆ng D là tâ.p ho.
.p liên thông.

Nhu. vâ.y D là tâ.p ho.
.p mo.’ liên thông, ngh̃ıa là: D là mô.t miè̂n.

Di.nh lý 2.4.1, 2.4.2 và 2.4.4 là nhũ.ng t́ınh chất dă.c tru.ng cu’a ánh xa.
phân tuyến t́ınh.

Ngoài t́ınh ba’o giác và ba’o toàn du.̀o.ng tròn, nhóm các dă’ng cấu phân

tuyến t́ınh còn có nhũ.ng bất biến khác nũ.a.

Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh (2.51) chú.a ba tham số phú.c là ty’ số cu’a ba

trong bốn hê. số a, b, c, d vó.i hê. số thú. tu. ( 6= 0). Các tham số này du.o.
.c xác

di.nh do.n tri. bo.’ i diè̂u kiê.n: ba diê’m cho tru.́o.c z1, z2, z3 cu’a mă.t phă’ng phú.c

(z) biến thành ba diê’m w1, w2, w3 cu’a mă.t phă’ng phú.c (w). Diè̂u dó du.o.
.c

suy ra tù. di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.4.6. Tò̂n ta. i dă’ng cấu phân tuyến t́ınh duy nhất biến ba diê’m

khác nhau z1, z2, z3 ∈ C thành ba diê’m khác nhau w1, w2, w3 ∈ C tu.o.ng ú.ng.

Dă’ng cấu dó du.o.
.c xác di.nh theo công thú.c

w −w1

w −w2
· w3 −w2

w3 −w1
=
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
· (2.53)
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Chú.ng minh. 1.Tı́nh duy nhất. Gia’ su.’ ta có hai dă’ng cấu w1(z) và w2(z)

tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý. Gia’ su.’ ζ2(w) là ánh xa. ngu.o.
.c cu’a w2(z).

Ta xét ánh xa. ζ2[w1(z)]. Dó là mô.t dă’ng cấu phân tuyến t́ınh. Dă’ng cấu

này có ba diê’m bất dô.ng z1, z2 và z3 v̀ı

w1(zk) = wk, k = 1, 2, 3,

ζ2(wk) = zk, k = 1, 2, 3.

Do dó nếu dă.t ζ2[w1(z)] =
az + b

cz + d
th̀ı

azk + b

czk + d
= zk, k = 1, 2, 3,

hay là

cz2
k + (d − a)zk − b = 0, k = 1, 2, 3.

Da thú.c bâ. c hai o.’ vế trái chı’ có thê’ có ba nghiê.m khác nhau (z1 6= z2 6= z3)

khi mo.i hê. số cu’a nó dè̂u bằng 0, tú.c là a = d, b = c = 0 và ζ2[w1(z)] ≡ z

hay là w1(z) ≡ w2(z).

2. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh tho’a mãn diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý du.o.
.c xác

di.nh theo công thú.c (2.53). Thâ. t vâ.y, gia’ i phu.o.ng tr̀ınh (2.53) dối vó.i w

ta thu du.o.
.c hàm phân tuyến t́ınh. Ngoài ra khi thế că.p z = z1 và w = w1

vào (2.53) th̀ı ca’ hai vế cu’a (2.53) dè̂u bằng 0. Thế că.p z = z3 và w = w3

vào (2.53) ta thu du.o.
.c ca’ hai vế dè̂u bằng 1 và cuối cùng, thế că.p z = z2 và

w = w2 ta thu du.o.
.c ca’ hai vế dè̂u bằng ∞.

Trong h̀ınh ho.c, biê’u thú.c

λ =
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2

du.o.
.c go. i là ty’ số phi diè̂u hòa cu’a bốn diê’m z, z1, z2 và z3.

Nếu bốn diê’m z1, z2, z, z3 nằm trên mô.t du.̀o.ng tròn (hoă. c du.̀o.ng thă’ng)

th̀ı ty’ số phi diè̂u hòa là mô.t số thu.
.c. Thâ. t vâ.y
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a) Nếu các diê’m z1, z2, z, z3 nằm trên du.̀o.ng thă’ng ζ = ζ0 + teiα, −∞ <

t < ∞ ta có: z1 = ζ0 + t1e
iα, z2 = ζ0 + t2e

iα, z = ζ0 + t0e
iα, z3 = ζ0 + t3e

iα

và tù. dó

(z1, z2, z, z3) =
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2

=
t0 − t1
t0 − t2

:
t3 − t1
t3 − t2

∈ R.

b) Nếu các diê’m z, z1, z2, z3 nằm trên du.̀o.ng tròn ζ = ζ0 + reit, r > 0,

0 6 t 6 2π, ta có z1 = ζ0 + reiϕ1, z2 = ζ0 + reiϕ2 , z3 = ζ0 + reiϕ3 và tù. dó ta

có

(z1, z2, z, z3) =
eiϕ0 − eiϕ1

eiϕ0 − eiϕ2
:
eiϕ3 − eiϕ1

eiϕ3 − eiϕ2

=
ei

ϕ0+ϕ1
2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

]

ei
ϕ0+ϕ2

2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

] :
ei

ϕ2+ϕ1
2

[
ei

ϕ3−ϕ1
2 − e−i

ϕ3−ϕ1
2

]

ei
ϕ1+ϕ3

2

[
ei

ϕ3−ϕ2
2 − e−i

ϕ3−ϕ2
2

]

=
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ0 − ϕ2

2

:
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ3 − ϕ2

2

∈ R.

Tù. di.nh lý 2.4.6 ta rút ra mô.t t́ınh chất quan tro.ng nũ.a cu’a dă’ng cấu

phân tuyến t́ınh.

Hê. qua’ 2.4.1. Ty’ số phi diè̂u hòa là mô. t bất biến cu’a nhóm các dă’ng cấu

phân tuyến t́ınh.

D- i.nh ngh̃ıa 2.4.2. 1. Hai diê’m z và z∗ du.o.
.c go. i là dối xú.ng vó.i nhau qua

du.̀o.ng tròn Γ =
{
|z − z0| = R

}
⊂ C nếu chúng có các t́ınh chất sau:

a) z và z∗ cùng nằm trên mô.t tia di tù. z0;

b) |z − z0| · |z∗ − z0| = R2.

2. Mo.i diê’m trên du.̀o.ng tròn Γ du.o.
.c xem là dối xú.ng vó.i ch́ınh nó qua

Γ.
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Tù. di.nh ngh̃ıa 2.4.2 suy ra rà̆ng các diê’m dối xú.ng qua du.̀o.ng tròn Γ liên

hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

w = z0 +
R2

z − z0

·

Thâ.t vâ.y, tù. biê’u thú.c vù.a viết suy ra

|w − z0| |z − z0| = R2

và

arg(w − z0) = arg(z − z0).

Trong h̀ınh ho.c so. cấp ta biết rằng hai diê’m z và z∗ dối xú.ng vó.i nhau

qua du.̀o.ng tròn Γ khi và chı’ khi mo.i du.̀o.ng tròn γ ⊂ C di qua z và z∗ dè̂u

tru.
.c giao vó.i Γ.

Ta có di.nh lý sau.

D- i.nh lý 2.4.7. Tı́nh dối xú.ng tu.o.ng hõ̂ giũ.a các diê’m là mô. t bất biến cu’a

nhóm các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Kết luâ.n cu’a di.nh lý du.o.
.c suy tù. di.nh lý 2.4.2 và 2.4.4.

Tù. su.
. bất biến cu’a t́ınh dối xú.ng giũ.a các diê’m suy ra rằng trong tru.̀o.ng

ho.
.p khi du.̀o.ng tròn biến thành du.̀o.ng thă’ng, t́ınh dối xú.ng trùng vó.i khái

niê.m dối xú.ng thông thu.̀o.ng.

Ta minh ho.a viê.c áp du.ng t́ınh bất biến cu’a các diê’m dối xú.ng qua dă’ng

cấu phân tuyến t́ınh bà̆ng các di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.4.8. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến nu.’ a mă. t phă’ng trên

lên h̀ınh tròn do.n vi. dè̂u có da. ng

w = eiλ
z − α

z − α
, Imα > 0, (2.54)

trong dó λ ∈ R là số thu.
.c tùy ý.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ dă’ng cấu phân tuyến t́ınh w = w(z) ánh xa. nu.’ a mă.t

phă’ng trên Im z > 0 lên h̀ınh tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (Imα > 0).

Ta nhâ.n xét rà̆ng diê’m w = 0 và w = ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i các giá tri. liên

ho.
.p cu’a z, do dó c 6= 0 (v̀ı nếu c = 0 th̀ı diê’m ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m ∞).

Các diê’m w = 0, w = ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i các diê’m − b
a

và −d
c
. Do dó

có thê’ viết − b
a

= α, −d
c

= α và w =
a

c

z − α

z − α
·

Vı̀ các diê’m cu’a tru.c thu.
.c có a’nh nà̆m trên du.̀o.ng tròn do.n vi., tú.c là

|w| = 1 khi z = x ∈ R, cho nên
∣∣∣a
c

x− α

x− α

∣∣∣ =
∣∣∣a
c

∣∣∣ = 1

và a = ceiλ. Nhu. vâ.y w = eiλ
z − α

z − α
·

Ta chú.ng minh rằng dó là dă’ng cấu pha’i t̀ım. Thâ. t vâ.y, nếu z = x ∈ R
th̀ı hiê’n nhiên |w| = 1. Nếu Im z > 0 th̀ı z gà̂n α ho.n so vó.i α (tú.c là

|z − α| < |z − α|) và do dó |w| < 1.

Nhâ. n xét 2.4.2. Trong ánh xa. (2.54) góc quay cu’a các du.̀o.ng cong ta. i diê’m

α là bằng λ − π

2
v̀ı tù. (2.54) ta có

argw′(α) = λ− π

2
·

D- i.nh lý 2.4.9. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến h̀ınh tròn

{|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1} dè̂u có da. ng

w = eiλ
z − α

1 − αz
, (2.55)

trong dó |α| < 1, λ ∈ R là số thu.
.c tùy ý.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ dă’ng cấu phân tuyến t́ınh w = w(z) biến h̀ınh tròn

{|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (|α| < 1). Theo t́ınh

chất ba’o toàn diê’m dối xú.ng, các diê’m w = 0, w = ∞ tu.o.ng ú.ng vó.i các

diê’m liên ho.
.p z = α và z =

1

α
, |α| < 1. Do dó:

− b
a

= α, −d
c

=
1

α
, |α| < 1,
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và

w =
a

c

z − α

z − 1

α

=
aα

c
· z − α

αz − 1

= −aα
c

z − α

1 − αz
·

Vı̀ các diê’m cu’a du.̀o.ng tròn do.n vi. pha’ i biến thành các diê’m cu’a du.̀o.ng

tròn do.n vi. nên |w| = 1 khi |z| = 1. Vı̀ z · z = |z|2 nên zz = 1 khi |z| = 1. Vı̀

số 1−αz và 1−αz liên ho.
.p vó.i nhau và |1−αz| = |1−αz| nên nếu |z| = 1

th̀ı

|1 − αz| = |1 − αz| · |z| = |z − αzz| = |z − α|.

Do dó khi |z| = 1 th̀ı ta có:

∣∣∣ z − α

1 − αz

∣∣∣ = 1.

Nhu.ng khi dó |w| = 1 cho nên
∣∣∣aα
c

∣∣∣ = 1 và
aα

c
= eiλ, λ ∈ R. Nhu. vâ.y ta

thu du.o.
.c (2.55).

Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng dó là dă’ng cấu muốn t̀ım. Thâ.t vâ.y nếu z = eiθ

và α = r1e
iβ th̀ı

|w| =
∣∣∣ eiθ − r1e

iβ

1 − r1e−iβ · eiθ
∣∣∣ =

∣∣∣1 − r1e
iβe−iθ

1 − r1e−iβeiθ

∣∣∣ = 1.

Nếu z = reiθ (r < 1) th̀ı

|z − a|2 − |1 − αz|2 = r2 − 2rr1 cos(θ − β) + r2
1 − (r2

1r
2 − 2r1r cos(θ − β) + 1)

= (r2 − 1)(1 − r2
1) < 0

và do dó |z − α|2 − |1 − αz|2 < 0 và |w| < 1.

Nhâ. n xét 2.4.3. Vı̀

(dw
dz

)
z=α

= eiλ
1

1 − |α|2 , |α| < 1,
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cho nên vè̂ mă.t h̀ınh ho.c λ bằng góc quay cu’a ánh xa. (2.55) ta. i diê’m α:

λ =
[
arg

dw

dz

]
z=α

.

Tù. công thú.c (2.55) ta còn rút ra hê. thú.c

(∣∣∣dw
dz

∣∣∣
)
z=α

=
1

1 − |α|2

và do dó dô. giãn dà̂n dến ∞ khi diê’m α dà̂n dến biên cu’a h̀ınh tròn do.n vi..

Nhâ. n xét 2.4.4. Phép dă’ng cấu biến h̀ınh tròn {|z| < R} lên h̀ınh tròn

{|w| < R′} có da.ng

w = RR′eiλ
z − α

αz −R2
, |α| < R,λ ∈ R.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ U1 = {|z| < 1}, U2 = {|z − 1| < 1} và D = U1 ∩ U2. Tı̀m

dă’ng cấu biến miè̂n D lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Giao diê’m cu’a các cung tròn gió.i ha.n miè̂n D là các diê’m sau:

a =
1

2
+ i

√
3

2
, a∗ =

1

2
− i

√
3

2
·

Gia’ su.’ cung tròn di qua diê’m z = 1 du.o.
.c ký hiê.u là δ1 và cung tròn di

qua diê’m z = 0 là δ2. Ta áp du.ng các ánh xa. trung gian sau

1. Ánh xa.

z1 =
z −

(1

2
− i

√
3

2

)

z −
(1

2
+ i

√
3

2

) ,

biến miè̂n dã cho D thành mô.t góc trong mă.t phă’ng z1 vó.i dı’nh là z1 = 0.

Vı̀ góc giũ.a hai cung tròn δ1 và δ2 ta. i các diê’m a cũng nhu. a∗ dè̂u bằng
2π

3
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nên dô. mo.’ cu’a góc vù.a thu du.o.
.c bà̆ng

2π

3
. Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

z1(1) =
1 −

(1

2
− i

√
3

2

)

1 −
(1

2
+ i

√
3

2

) = −1

2
+ i

√
3

2

z1(0) = −1

2
− i

√
3

2

và do dó góc - a’nh thu du.o.
.c có ca.nh di qua diê’m z1(1) và z1(0). Ta ký hiê.u

góc dó kà D(z1).

2. Ánh xa. quay z2 = e
−2πi

3 z1 biến góc D(z1) thành góc có mô.t ca.nh trùng

vó.i phà̂n du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c, còn ca.nh kia di qua diê’m −1

2
+ i

√
3

2
·

3. Ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng w = z
3/2
2

(
góc có dô. mo.’

2π

3
· 3

2
= π !

)

Ho.
.p nhất 1) - 3) ta thu du.o.

.c

w = −
(2z − 1 + i

√
3

2z − 1 − i
√

3

)3/2

và hiê’n nhiên dó chı’ là mô.t trong các hàm thu.
.c hiê.n ánh xa. pha’ i t̀ım.

Vı́ du. 2. Ánh xa. miè̂n D là góc {0 < arg z < πβ, 0 < β < 2} vó.i nhát

cá̆t theo mô.t cung cu’a du.̀o.ng tròn do.n vi. tù. diê’m z = 1 dến diê’m z = eiαπ,

0 < α < β (hãy vẽ h̀ınh) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây

1. Ánh xa. z1 = z1/β biến góc dã cho thành góc D(z1) có dô. mo.’ bằng π

vó.i nhát cắt thuô.c du.̀o.ng tròn do.n vi. di tù. diê’m z = 1 dến diê’m z = ei
α
β
π.

2. Ánh xa. phân tuyến t́ınh

z2 =
z1 − 1

z1 + 1

biến miè̂n D(z1) thành nu.’ a mă.t phă’ng trên vó.i nhát cắt theo tru.c a’o tù. gốc

to.a dô. dến diê’m itg
α

2β
π. Ta ký hiê.u miè̂n a’nh dó là D(z2).
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3. Ánh xa. z3 = z2
2 biến miè̂n D(z2) thành mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t theo(

− tg2 α

2β
π,∞

)
⊂ R. Ta ký hiê.u miè̂n thu du.o.

.c là D(z3).

Hiê’n nhiên hàm cà̂n t̀ım có da.ng

w =

√
z3 + tg2 α

2β
π =

√(z1/β − 1

z1/β + 1

)2

+ tg2 α

2β
π .

Dê’ kết thúc tiết này, ta chú.ng minh rà̆ng ánh xa. phân tuyến t́ınh (2.51)

w =
az + b

cz + d
, ad−bc 6= 0 biến nu.’ a mă. t phă’ng trên lên ch́ınh nó khi và chı’ khi

mo. i hê. số a, b, c, d dè̂u là nhũ.ng số thu.
.c tho’a mãn diè̂u kiê. n ad− bc > 0. Gia’

su.’ ánh xa. (2.51) biến nu.’ a mă.t phă’ng trên lên ch́ınh nó. Ta xét ba diê’m khác

nhau z1, z2 và z3 cu’a tru.c thu.
.c trong mă.t phă’ng z. A’nh cu’a ba diê’m này là

nhũ.ng diê’m biên cu’a nu.’ a mă.t phă’ng Imw > 0, tú.c là các số wk = w(zk),

k = 1, 2, 3 là nhũ.ng số thu.
.c. Tù. dó, ta thu du.o.

.c hê. phu.o.ng tr̀ınh vó.i các hê.
số thu.

.c dê’ xác di.nh a, b, c, d. Do dó vó.i su.
. ch́ınh xác dến mô.t thù.a số nào dó

tù. hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh vù.a thu du.o.
.c dẽ̂ dàng suy ra rằng các hê. số

cu’a (2.51) dè̂u là thu.
.c. Vı̀ w = u+ iv, z = x+ iy nên khi y > 0 ta có v > 0.

Thay w = u+ iv, z = x+ iy vào (2.51) ta có

v =
y(ad− bc)

(cx+ d)2 + (cy2)
·

Tù. dó suy ra ad− bc > 0.

Ngu.o.
.c la. i, nếu các hê. số a, b, c và d dè̂u thu.

.c th̀ı tru.c thu.
.c cu’a mă.t phă’ng

(z) du.o.
.c ánh xa. lên tru.c thu.

.c cu’a mă. t phă’ng (w) và v̀ı ad− bc > 0 nên nu.’ a

mă.t phă’ng trên du.o.
.c ánh xa. lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

2.4.2 Ánh xa. w = ez và z = logw

Nếu cho tru.́o.c miè̂n D và hàm f ∈ H(D) th̀ı ta không thê’ t̀ım ngay mô.t

thuâ. t toán cho phép t̀ım a’nh D∗ cu’a miè̂n D qua ánh xa. f .

Dối vó.i các du.̀o.ng cong su.
. viê.c có gia’n do.n ho.n. Thâ. t vâ.y nếu z = z(t)

là phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng cong trong mă.t phă’ng z th̀ı phu.o.ng tr̀ınh cu’a

du.̀o.ng cong - a’nh là f [z(t)]. Do dó dê’ kha’o sát a’nh cu’a mô.t miè̂n cho tru.́o.c
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tốt ho.n ca’ là tiến hành nhu. sau: ta cho.n mô.t ho. du.̀o.ng cong “phu’” miè̂n dã

cho và t̀ım a’nh cu’a ho. du.̀o.ng cong dó. Tất nhiên, viê.c cho.n ho. du.̀o.ng cong

du.o.
.c xác di.nh bo.’ i da.ng cu. thê’ cu’a hàm dã cho và miè̂n dã cho.

Bây giò. ta áp du.ng phu.o.ng pháp dó dê’ kha’o sát mô.t số hàm so. cấp.

Dối vó.i ánh xa. w = ez và z = logw ta dã có di.p dè̂ câ.p dến trong chu.o.ng

II. Ta lu.u ý rằng ánh xa. w = ez do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi

miè̂n này không chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 liên hê. vó.i nhau

bo.’ i hê. thú.c

z1 − z2 = 2kπi, k ∈ Z.

D- i.nh lý 2.4.10. Vó.i số nguyên n bất kỳ (n ∈ Z) hàm w = ez ánh xa. ba’o

giác băng vô ha. n

Dn = {a+ 2nπ < Im z < b+ 2nπ, b− a < 2π}, n ∈ Z (2.56)

lên góc

∆ = {a < argw < b}. (2.57)

Hàm z = logw ánh xa. ba’o giác góc ∆ = {a < argw < b} lên mô. t trong

các băng vô ha. n Dn (số n du.o.
.c xác di.nh bo.’ i cách cho. n nhánh chı’nh h̀ınh

cu’a hàm lôgarit trong góc ∆).

Chú.ng minh. 1. Dê’ chú.ng minh phà̂n thú. nhất ta xét ho. các du.̀o.ng thă’ng

song song vó.i tru.c thu.
.c:

{λ} = {λ : z = x+ iα, α ∈ R}, −∞ < x < +∞.

A’nh cu’a các du.̀o.ng thă’ng này qua ánh xa. e
z có phu.o.ng tr̀ınh là:

w = ex+iα = ex · eiα = (dă.t e
x = t)

= teiα, α ∈ R, 0 < t <∞.

Hiê’n nhiên rà̆ng w = teiα là phu.o.ng tr̀ınh cu’a tia {argw = α}.
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Bây giò. ta cho α biến thiên liên tu. c tù. a+2nπ dến b+2nπ. Khi dó, du.̀o.ng

thă’ng λ sẽ quét hết băng D0 và tia a’nh cu’a du.̀o.ng thă’ng λ cũng sẽ quay liên

tu.c ngu.o.
.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂ tù. vi. tŕı argw = a dến vi. tŕı argw = b. Tù. dó

suy ra a’nh cu’a băng (2.56) vó.i b− a < 2π là góc (2.57).

2. Ta chú.ng minh phà̂n thú. hai cu’a di.nh lý.

Ta dă.t w = reiϕ. Khi dó mô.t trong các giá tri. cu’a z sẽ là: log r+i(ϕ+2nπ),

n ∈ Z. Do dó tù. z = x+ iy suy ra

x = log r,

y = ϕ+ 2nπ.

Khi r biến thiên tù. 0 dến ∞ th̀ı x biến thiên tù. −∞ dến +∞. Do dó

nếu b − a 6 2π th̀ı nhu. ta dã biết hàm logw có thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh

trong góc a < argw < b và mỗi nhánh này sẽ ánh xa. ba’o giác góc (2.57) lên

băng Dn tu.o.ng ú.ng nào dó.

Nhâ. n xét 2.4.5. Khi ánh xa. băng a < Im z < b lên góc cu’a mă.t phă’ng w th̀ı

mô.t phà̂n cu’a mă.t phă’ng w sẽ du.o.
.c phu’ nhiè̂u là̂n nếu b−a > 2π và lúc này

ánh xa. không do.n diê.p.

Bây giò. ta xét a’nh cu’a các du.̀o.ng thă’ng song song vó.i tru.c a’o. Phu.o.ng

tr̀ınh cu’a nhũ.ng du.̀o.ng thă’ng này có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

λ : z = c+ iy, −∞ < y <∞.

Tù. dó rút ra a’nh cu’a λ qua ánh xa. e
z có phu.o.ng tr̀ınh

ez
∣∣
z∈λ = ec+iy = ec · eiy; −∞ < y <∞.

Hiê’n nhiên dó là phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng tròn

{|w| = ec}

du.o.
.c vòng quanh nhiè̂u là̂n. Mõ̂i doa.n thă’ng có dô. dài 2π sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i

mô.t là̂n vòng quanh dà̂y du’ . Tù. dó ta rút ra
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D- i.nh lý 2.4.11. Vó.i số nguyên n ∈ Z bất kỳ, hàm w = ez ánh xa. ba’o giác

h̀ınh chũ. nhâ. t

R = {c < Re z < d, a+ 2nπ < Im z < b+ 2nπ, b− a < 2π} (2.58)

lên h̀ınh qua. t vòng

Q = {ec < |w| < ed, a < argw < b}. (2.59)

Hàm z = logw ánh xa. ba’o giác h̀ınh qua. t vòng (2.59) lên mô. t trong các

h̀ınh chũ. nhâ. t (2.58) (số n du.o.
.c xác di.nh bo.’ i viê. c cho. n nhánh chı’nh h̀ınh

cu’a hàm lôgarit trong h̀ınh qua. t).

Vı́ du. 3. Ánh xa. băng vô ha.n nà̆m ngang {0 < y < 2π} vó.i nhát cắt

{−∞ 6 x 6 a, y = H} lên băng {0 < v < 2H} (h̀ınh II.1)

Hı̀nh II.1

Gia’i

1. Hàm z1 = eπz/2H ánh xa. miè̂n dã cho lên nu.’ a mă.t phă’ng trên vó.i nhát

cá̆t theo doa.n tru.c a’o [0, bi], b = eaπ/2H. Ta ký hiê.u miè̂n thu du.o.
.c là D(z1).

2. Hàm z2 =
√
z2
1 + b2 =

√
eπz/H + eπa/H ánh xa. miè̂n D(z1) lên nu.’ a mă. t

phă’ng trên.

Hàm ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng

w =
2H

π
ln z2 =

H

π
ln[eπz/H + eπa/H].
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Vı́ du. 4. Ánh xa. miè̂n gió.i ha.n bo.’ i du.̀o.ng tròn do.n vi. và du.̀o.ng thă’ng λ

tiếp xúc vó.i du.̀o.ng tròn ta. i diê’m z = i lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i

1. Hàm z1 =
z + i

z − i
biến diê’m chung cu’a du.̀o.ng tròn và du.̀o.ng thă’ng λ

thành diê’m z1 = ∞. Tù. t́ınh chất ba’o toàn du.̀o.ng tròn và t́ınh ba’o giác cu’a

ánh xa. phân tuyến t́ınh suy ra a’nh cu’a miè̂n D(z) là băng vô ha.n:

D(z1) = {0 < Re z1 < 1}.

2. Hàm z2 = πz1 ánh xa. băng D(z1) thành băng D(z2) = {0 < Re z2 <

π}.
3. Hàm z3 = eπi/2z2 quay băng vù.a thu du.o.

.c thành băng nằm ngang

D(z3) = {0 < Im z3 < π}.

Tù. dó dẽ̂ dàng suy rằng hàm

w = ez3 = eπi
z+i
z−i

là ánh xa. pha’ i t̀ım.

2.4.3 Hàm Jukovski

Hàm

w =
1

2

(
z +

1

z

)
(2.60)

du.o.
.c go. i là hàm Julovski. Hàm này chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m z 6= 0, ∞; trong

dó

dw

dz
=

1

2

(
1 − 1

z2

)

và có cu.
.c diê’m do.n ta. i các diê’m z = 0; ∞. Do dó hàm Jukovski do.n diê.p

ta. i mỗi diê’m z 6= ±1 v̀ı w(z) 6= 0 khi z 6= ±1 và không do.n diê.p ta. i diê’m

z = ±1.
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Ta lu.u ý rằng hàm Jukovski do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi

miè̂n D không chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1, z2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i

dă’ng thú.c z1z2 = 1.

Ta nhâ.n xét rà̆ng v̀ı w(z) ≡ w
(1

z

)
nên a’nh cu’a miè̂n D và miè̂n D =

{
t =

1

z
: z ∈ D

}
là trùng nhau. Dê’ kha’o sát ánh xa. (2.60) ta xét các ho.

du.̀o.ng cong là: ho. các du.̀o.ng tròn {|z| = r} và ho. các tia {arg z = ϕ}.
Dà̂u tiên ta t̀ım a’nh cu’a ho. du.̀o.ng tròn.

Ta dă.t z = reiθ, w = u+ iv và thu du.o.
.c

u+ iv =
1

2

(
reiθ +

1

r
e−iθ

)
,

hay là

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ

v =
1

2

(
r − 1

r

)
sin θ.





(2.61)

Ta xét du.̀o.ng tròn

γ(ρ) =
{
z = ρeiθ, 0 6 θ 6 2π

}
, (2.62)

(ρ > 0 là số cố di.nh). Tù. (2.61) suy ra rằng qua ánh xa. Jukovski, a’nh cu’a

du.̀o.ng tròn (2.62) là elip

u =
1

2

(
ρ +

1

ρ

)
cos θ,

v =
1

2

(
ρ − 1

ρ

)
sin θ,





(2.63)

vó.i các bán tru.c là

a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) =

1

2

∣∣∣ρ− 1

ρ

∣∣∣

và vó.i các tiêu diê’m là w = ±1 (v̀ı a2(ρ)− b2(ρ) = 1). Bà̆ng cách khu.’ tham

số θ tù. phu.o.ng tr̀ınh (2.63) ta thu du.o.
.c da.ng ch́ınh tá̆c cu’a phu.o.ng tr̀ınh
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elip

u2

a2(ρ)
+

v2

b2(ρ)
= 1, ρ 6= 1. (2.64)

1. Tru.̀o.ng ho.
.p 0 < ρ < 1. Vı̀ khi ρ < 1 da.i lu.o.

.ng r − 1

r
< 0 cho nên tù.

(2.63) suy ra rà̆ng khi vòng quanh du.̀o.ng tròn γ(ρ) theo hu.́o.ng du.o.ng th̀ı

elip tu.o.ng ú.ng trong mă.t phă’ng w sẽ cha.y theo hu.́o.ng âm. Thâ.t vâ.y khi

0 < θ <
π

2
ta có u > 0 và gia’m tù. a(ρ) dến 0, còn v < 0 và gia’m tù. 0 dến

−b(ρ). Khi
π

2
< θ < π th̀ı u tiếp tu.c gia’m tù. 0 dến −a(ρ) còn v tăng tù. −b

dến 0. Khi π < t <
3π

2
, u tăng tù. −a dến 0, còn v tăng tù. 0 dến b; cuối

cùng khi
3π

2
< t < 2π ta có u tăng tù. 0 dến a, còn v gia’m tù. b dến 0.

2. Tru.̀o.ng ho.
.p r > 1. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này hu.́o.ng cu’a du.̀o.ng tròn

(2.62) và elip - a’nh cu’a nó trong mă.t phă’ng w là trùng nhau và cha.y theo

hu.́o.ng du.o.ng.

3. Tru.̀o.ng ho.
.p r = 1. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này du.̀o.ng tròn {|z| = 1} cũng

biến thành elip vó.i các bán tru.c a(ρ) = 1, b(ρ) = 0 ngh̃ıa là biến thành nhát

cá̆t [−1,+1] ⊂ R.

Bây giò. ta xét các tia

z = reiα, 0 < r <∞ (2.65)

(α là số cố di.nh). Qua ánh xa. Jukovski a’nh cu’a tia (2.65) là du.̀o.ng cong

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cosα,

v =
1

2

(
r − 1

r

)
sinα.





0 < r < +∞ (2.66)

Bà̆ng cách khu.’ tham số r tù. (2.66) ta thu du.o.
.c

u2

cos2 α
− v2

sin2 α
= 1, α 6= kπ

2
, k ∈ Z. (2.67)

Du.̀o.ng cong (2.67) là du.̀o.ng hypecbôn vó.i tiêu diê’m ta. i w = ±1, dẽ̂ dàng

chú.ng minh rà̆ng các că.p du.̀o.ng ḱınh dối xú.ng vó.i nhau qua các tru.c to.a dô.
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(lâ.p nên tù. các bán ḱınh

z = ±r(cosα± i sinα), 0 6 r < 1)

du.o.
.c ánh xa. thành các hypecbôn không kê’ dı’nh, vó.i tiêu diê’m ±1 và các

bán tru.c | cosα|, | sinα|.
Khi α = 0 ta có

u =
1

2

(
r +

1

r

)
, v = 0 (0 6 r < 1).

Do dó a’nh cu’a du.̀o.ng ḱınh nằm ngang cu’a h̀ınh tròn do.n vi. là khoa’ng vô

ha.n cu’a tru.c di tù. diê’m −1 dến diê’m +1 qua ∞.

Khi α =
π

2
ta có

u = 0, v = −1

2

(1

r
− r

)
, 0 6 r < 1.

Tù. dó dẽ̂ dàng suy ra a’nh cu’a du.̀o.ng ḱınh thă’ng dú.ng là toàn bô. tru.c a’o

trù. gốc to.a dô. .

Hiê’n nhiên rằng qua ánh xa. Jukovski hai ho. du.̀o.ng cong (2.64) và (2.67)

tru.
.c giao vó.i nhau do t́ınh ba’o giác cu’a ánh xa. (2.60).

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 2.4.12. Hàm Jukovski w =
1

2

(
z +

1

z

)
:

1. Ánh xa. du.̀o.ng tròn {|z| = ρ} thành elip (2.64) 0 < ρ < 1.

2. Ánh xa. ba’o giác h̀ınh tròn do.n vi. {|z| < 1} lên toàn bô. mă. t phă’ng

dóng trù. nhát cá̆t theo doa. n [−1,+1] ⊂ R.

Chú.ng minh. 1. Diè̂u khă’ng di.nh thú. nhất là hiê’n nhiên.

2. Vı̀ a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) = −1

2

(
ρ− 1

ρ

)
, nên nhu. ta dã nói o.’ trên elip

(2.64) cha.y theo hu.́o.ng âm khi vòng quanh du.̀o.ng tròn theo hu.́o.ng du.o.ng.

a) Khi ρ→ 0 ta có

lim
ρ→0

a(ρ) = ∞, lim
ρ→0

b(ρ) = ∞,

lim
ρ→0

(a(ρ) − b(ρ)) = lim
ρ→0

ρ = 0.
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Tù. dó suy ra rà̆ng khi ρ→ 0 th̀ı các elip to dà̂n ra và tròn dà̂n la. i.

b) Khi ρ→ 1 − 0 ta có

lim
ρ→1−0

a(ρ) = 1, lim
ρ→1−0

b(ρ) = 0.

Tù. dó suy ra rà̆ng các elip a’nh co - de.t dà̂n thành doa.n [−1,+1] ⊂ R.

Ta xét su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a du.̀o.ng tròn do.n vi. và các bò. cu’a nhát cá̆t

[−1,+1].

Khi r → 1 − 0 và 0 < θ < π th̀ı v → −0. Khi r → 1 − 0 và π < θ < 2π,

ta có v → +0. Tù. dó suy ra rà̆ng nu.’ a du.̀o.ng tròn trên biến thành bò. du.́o.i

cu’a nhát cắt, còn nu.’ a du.̀o.ng tròn du.́o.i biến thành bò. trên.

D- i.nh lý 2.4.13. Hàm Jukovski (2.60) ánh xa. ba’o giác phà̂n ngoài cu’a h̀ınh

tròn do.n vi. lên toàn bô. mă. t phă’ng w vó.i nhát cá̆t theo doa. n [−1,+1] cu’a

tru. c thu.
.c.

Chú.ng minh. Hiê’n nhiên diè̂u kết luâ.n cu’a di.nh lý có thê’ suy ngay tù. chõ̂ là

w(z) ≡ w
(1

z

)
.

Phép chú.ng minh tru.
.c tiếp du.o.

.c tiến hành nhu. sau. Ta xét ho. du.̀o.ng

tròn {|z| = ρ, ρ > 1}. A’nh cu’a ho. này qua ánh xa. (2.60) là nhũ.ng elip cha.y

theo hu.́o.ng du.o.ng và vó.i các bán tru.c là

a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) =

1

2

(
ρ− !

ρ

)
.

a) Khi ρ→ 1 + 0 ta có

lima(ρ) = 1, lim b(ρ) = 0.

Do dó các elip (2.60) co - de.t dà̂n thành doa. n [−1,+1]. Ta xét su.
. tu.o.ng ú.ng

giũ.a du.̀o.ng tròn và nhát cá̆t [−1,+1]. Khi ρ → 1 + 0, và 0 < θ < π ta có

v → +0 và khi ρ→ 1 + 0 và π < θ < 2π ta có v → −0.

Tù. dó rút ra kết luâ.n: nu.’ a du.̀o.ng tròn trên biến thành bò. trên cu’a nhát

cá̆t và nu.’ a du.̀o.ng tròn du.́o.i biến thành bò. du.́o.i cu’a nhát cắt [−1,+1].
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b) Khi ρ→ ∞ ta có

lima(ρ) = ∞, lim b(ρ) = ∞

lim[a(ρ)− b(ρ)] = lim
1

ρ
= 0.

Do dó các elip - a’nh to dà̂n ra và tròn dà̂n la. i.

Nhâ. n xét 2.4.6. Ta.i các diê’m z = ±1, ánh xa. Jukovski không ba’o giác. Thâ. t

vâ.y tù. (2.60) ta có

w − 1

w + 1
=

1

2

(
z +

1

z

)
− 1

1

2

(
z +

1

z

)
+ 1

=
z2 + 1 − 2z

z2 + 1 + 2z

=
(z − 1

z + 1

)2

. (2.68)

Bây giò. ta dă.t

ζ =
z − 1

z + 1
; ω = ζ2; w =

1 + ω

1 − ω
· (2.69)

Tù. dó ta suy ra rằng ánh xa. Jukovski là ho.
.p cu’a ba ánh xa. (2.69). Ánh xa.

thú. nhất và thú. ba ba’o giác khắp no.i trên C, ánh xa. thú. hai không ba’o giác

ta. i diê’m ζ = 0 (tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m z = 1) và ta. i diê’m ζ = ∞ (tu.o.ng ú.ng

vó.i diê’m z = −1).

Bây giò. ta xét ánh xa. ngu.o.
.c vó.i ánh xa. Jukovski. Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh

(2.60) dối vó.i z, ta t̀ım du.o.
.c

z = w +
√
w2 − 1

nhu. vâ.y hàm

w = z +
√
z2 − 1 (2.70)

là hàm ngu.o.
.c dối vó.i hàm Jukovski. Hàm này là hàm da tri.: mõ̂i diê’m z sẽ

tu.o.ng ú.ng vó.i hai giá tri. w1 và w2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

w1w2 = 1.
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Trong miè̂n D = C \ [−1,+1] hàm (2.70) có thê’ tách thành hai nhánh

chı’nh h̀ınh: mô.t nhánh sẽ ánh xa. ba’o giác phà̂n ngoài doa.n [−1,+1] lên phà̂n

ngoài h̀ınh tròn do.n vi., còn nhánh kia ánh xa. phà̂n ngoài doa.n [−1,+1] lên

phà̂n trong cu’a h̀ınh tròn do.n vi..

Ta nhâ.n xét rà̆ng hai nhánh chı’nh h̀ınh vù.a nói trên dây không thê’ du.o.
.c

dă.c tru.ng bo.’ i dấu cu’a căn thú.c. Thâ.t vâ.y, ta xét nhánh thú. nhất: nhánh

ánh xa. miè̂n D = C \ [−1,+1] lên phà̂n ngoài h̀ınh tròn do.n vi.. Ta. i diê’m

z = 2 nó nhâ.n giá tri. (2+
√

3), và ta. i diê’m z = −2 nó nhâ.n giá tri. −(2+
√

3).

Vı́ du. 5. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên cắt bo’ nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n vi.
và tia {x = 0, y > 2} lên nu.’ a mă.t phă’ng trên (h̀ınh II.2).

Hı̀nh II.2

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây

1. Hàm

z1 =
1

2

(
z +

1

z

)

ánh xa. miè̂n D(z) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên trù. nhát cắt theo tru.c a’o di tù.

3

4
i. Ta ký hiê.u miè̂n này là D(z1).

2. Hàm z2 = z2
1 ánh xa. miè̂n D(z1) lên toàn bô. mă.t phă’ng z2 trù. nhát

cá̆t
(
−∞,− 9

16

)
và [0,∞). Ta chı’ miè̂n thu du.o.

.c là D(z2).

3. Ánh xa. phân tuyến t́ınh z3 =
z2 + 9/16

z2
biến miè̂n D(z2) thành miè̂n
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D(z3) = C \ R+. Tù. các ánh xa. 1) - 3) suy ra rà̆ng:

w =
√
z3 =

√
4z4 + 17z2 + 4

2(z2 + 1)
·

Vı́ du. 6. Ánh xa. phà̂n ngoài elip
x2

25
+
y2

16
= 1 lên phà̂n ngoài h̀ınh tròn do.n

vi..

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Vı̀ elip dã cho có tiêu diê’m ta. i các diê’m

c = ±
√

25 − 16 = ±3,

nên dà̂u tiên ta dùng ánh xa. z1 =
z

3
và thu du.o.

.c elip vó.i tiêu diê’m ±1.

2. Hàm z2 = z1 +
√
z2
1 − 1 ánh xa. h̀ınh elip vù.a thu du.o.

.c lên h̀ınh tròn

{|z2| < 3}.
3. Ánh xa. dò̂ng da.ng w =

z2

3
cho ta a’nh cu’a miè̂n vù.a thu du.o.

.c là h̀ınh

tròn do.n vi.. Nhu. vâ.y ánh xa. cà̂n t̀ım là

w =
z +

√
z2 − 9

3
·

Vı́ du. 7. Ánh xa. h̀ınh qua.t Q =
{
|z| < 1, 0 < arg z <

π

n

}
trong dó n ∈ N

lên ch́ınh nó sao cho các doa.n

{
|z| 6 α, arg z = 0

}
, 0 < α < 1

}

và

{
|z| 6 α, arg z =

π

n
, 0 < α < 1

}

biến thành doa.n bán ḱınh tu.o.ng ú.ng.

Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau:

1. Hàm z1 = zn ánh xa. h̀ınh qua. t Q lên nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n

vi.. Doa.n bán ḱınh [0, α] biến thành doa.n [0, αn], doa.n [0, αeiπ/n] thành doa.n

[0,−αn].
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2. Hàm z2 =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
biến miè̂n vù.a thu du.o.

.c thành nu.’ a mă.t phă’ng

du.́o.i và doa.n [−αn, αn] biến thành phà̂n biên tù. −1

2
(αn + α−n) dến

1

2
(αn +

α−n) di qua ∞. Ta ký hiê.u phà̂n biên dó là λ(α).

3. Hàm ngu.o.
.c cu’a hàm Jukovski z4 = z3 +

√
z2
3 − 1 biến miè̂n vù.a thu

du.o.
.c lên nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n vi. và du.̀o.ng ḱınh nà̆m ngang là a’nh

cu’a phà̂n biên tù. −1 dến +1 (qua ∞).

Ánh xa. ho.
.p trong kết qua’ bằng

w = (αn + α−n)−1/n

√
zn − z−n +

√
(zn + z−n)2 − (αn + α−n)2 .

2.4.4 Các dă’ng cấu so. cấp khác

Các dă’ng cấu so. cấp du.o.
.c nghiên cú.u trong 2.4.1, 2.4.2 và 2.4.3 mang la. i

cho ta mô.t du.
. trũ. cu.c kỳ quan tro.ng các ánh xa. co. ba’n. Nhò. các dă’ng cấu

này ta có thê’ xây du.
.ng các ánh xa. thu.

.c hiê.n bo.’ i các hàm so. cấp khác. Thâ.t

vâ.y, khi biết các ánh xa. w = f(ζ) và ζ = ϕ(z) ta sẽ biết ca’ ánh xa. f [ϕ(z)]

(phép ho.
.p các ánh xa.).

Ánh xa. so. cấp co. ba’n bất kỳ dè̂u có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p mô.t số

nào dó các ánh xa. mà ta dã nghiên cú.u trong 1. 2. và 3. Thâ. t vâ.y, ta xét

các ánh xa. so. cấp thu.
.c hiê.n bo.’ i các hàm lu.o.

.ng giác sau dây:

1. Hàm w = cos z. Theo di.nh ngh̃ıa ta có

cos z =
eiz + e−iz

2
· (2.71)

Ánh xa. này là ho.
.p cu’a ba ánh xa.

a) ζ = iz; b) ω = eζ; c) w =
1

2

(
ω+

1

ω

)
, trong dó mo.i ánh xa. trung gian

dè̂u dã du.o.
.c kha’o sát o.’ trên.

Gia’ su.’ qua ánh xa. a) a’nh cu’a miè̂n D là miè̂n D1, qua ánh xa. b) a’nh

cu’a miè̂n D1 là D2 và qua ánh xa. c) a’nh cu’a miè̂n D2 là miè̂n D∗. Ánh xa.
a) do.n diê.p khắp no.i, ánh xa. b) do.n diê.p trong miè̂n D1 khi và chı’ khi D1

không chú.a nhũ.ng că.p diê’m ζ1 và ζ2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

ζ1 − ζ2 = 2kπi, k ∈ Z
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hay là

z1 − z2 = 2kπ, k ∈ Z.

Ánh xa. c) do.n diê.p trong miè̂n D2 khi và chı’ khi D2 không chú.a nhũ.ng că.p

diê’m liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

ω1ω2 = 1,

hay là D không chú.a nhũ.ng diê’m mà

eiz1 · eiz2 = ei(z1+z2) = 1

tú.c là D không chú.a nhũ.ng diê’m mà

z1 + z2 = 2kπ.

Tù. dó suy ra rằng ánh xa. (2.71) do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’

khi miè̂n D không chú.a nhũ.ng diê’m mà z1 − z2 = 2kπ, hoă. c z1 + z2 = 2kπ.

2. Hàm w = sin z. Tù. hê. thú.c

sin z = cos
(
z − π

2

)

suy rằng ánh xa. w = sin z khác vó.i ánh xa. cos z bo.’ i phép di.ch chuyê’n mă. t

phă’ng z.

Ánh xa. w = sin z cũng có thê’ biê’u diẽ̂n qua các ánh xa. dã nghiên cú.u o.’

trên. Ta biết rằng, theo di.nh ngh̃ıa

sin z =
eiz − e−iz

2i
(2.72)

và do dó ánh xa. này là ho.
.p cu’a bốn ánh xa. :

a) z1 = iz; b) z2 = ez1 ; c) z3 = −iz2; d) w =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
= sin z,

trong dó mỗi ánh xa. vù.a viết dè̂u dã du.o.
.c nghiên cú.u.

3. Ánh xa. w = tg z. Theo di.nh ngh̃ıa ta có

tg z =
sin z

cos z
(2.73)
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và do dó tù. (2.71) và (2.72) rút ra:

tg z = −i e
iz − e−iz

eiz + w−iz = −ie
2iz − 1

e2iz + 1
·

Do dó ánh xa. (2.73) là ho.
.p cu’a ba ánh xa. quen biết sau dây

a) z1 = 2iz; b) z2 = ez1 ; c) w = −iz2 − 1

z2 + 1
·

4. Cũng tu.o.ng tu.
., ánh xa. w = cotg z cũng là ho.

.p cu’a ba ánh xa. quen

biết

a) z1 = 2iz; b) z2 = ez1 ; c) w = i
z2 + 1

z2 − 1
,

trong dó mo.i ánh xa. trung gian dè̂u dã du.o.
.c xét.

5. Hàm w = zα, α ∈ R. Ta có zα = eαlnz. Ánh xa. này là ho.
.p cu’a các

ánh xa. trung gian sau dây:

a) z1 = ln z; b) z2 = αz1; c) w = ez2. (2.74)

Vı́ du. : Ta t̀ım a’nh cu’a góc

D(z) =
{
a < arg z < b, b− a 6 2π

}

qua ánh xa. w = zα (tú.c là ánh xa. (2.74)).

Qua ánh xa. a) góc D(z) biến thành mô.t trong các băng sau

D(z1) =
{
a+ 2kπ < Im z1 < b+ 2kπ, k ∈ Z

}

(số k du.o.
.c xác di.nh bằng viê.c cho.n nhánh cu’a logarit trong góc D(z)).

Qua ánh xa. b) băng D(z1) biến thành băng

D(z2) =
{
αa+ α2kπ < Im z2 < αb+ α2kπ, k ∈ Z

}

vó.i diè̂u kiê.n là α(b− a) 6 2π.

Do dó qua ánh xa. w = zα góc dã cho có a’nh là mô.t trong các góc sau

{
αa+ α2kπ < argw < αb+ α2kπ, k ∈ Z

}

nếu b− a 6 2π và α(b− a) 6 2π.
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2.4.5 Mô.t số v́ı du.

Các ánh xa. ba’o giác dã xét o.’ trên là nhũ.ng ánh xa. “mã̂u”. Nhò. các ánh xa.
dó, ta có thê’ t̀ım ánh xa. ba’o giác các miè̂n do.n gia’n khác.

Vı́ du. 8. Tı̀m ánh xa. ba’o giác h̀ınh tròn {|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1}
tho’a mãn các diè̂u kiê.n

w(z0) = w0; argw′(z0) = α.

Gia’i. Hàm

ζ = g(z) = eiα
z − z0

1 − z0z

ánh xa. h̀ınh tròn {|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|ζ| < 1} và tho’a mãn diè̂u kiê.n z0

biến thành 0 và arg g′(z0) = α.

Hàm

ζ = h(w) =
w − w0

1 − w0w

ánh xa. h̀ınh tròn {w < 1} lên h̀ınh tròn {|ζ < 1} tho’a mãn diè̂u kiê.n w0 biến

thành 0, arg h′(w0) = 0. Tù. dó suy ra rà̆ng hàm w = w(z) xác di.nh bo.’ i hê.
thú.c

w −w0

1 − w0w
= eiα

z − z0

1 − z0z

sẽ là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 9. Ánh xa. h̀ınh qua.t Q =
{
z ∈ C : 0 < arg z <

π

4

}
lên h̀ınh tròn

{|w| < 1} sao cho các diê’m z = eiπ/8 và z = 0 biến thành các diê’m w = 0 và

w = 1 tu.o.ng ú.ng.

Gia’i. Hàm z1 = z4 ánh xa. h̀ınh qua.t dã cho lên nu.’ a mă.t phă’ng trên

Im z1 > 0. Khi dó các diê’m z = eiπ/8 biến thành z1 = eiπ/2 = i và diê’m z = 0

biến thành diê’m z1 = 0. Bây giò. ta ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên vù.a thu

du.o.
.c lên h̀ınh tròn {|z2| < 1} sao cho diê’m z1 = i biến thành tâm cu’a h̀ınh

tròn

z2 = k
z1 − i

z1 + i
·
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Số k du.o.
.c xác di.nh tù. diè̂u kiê.n là diê’m z1 = 0 biến thành diê’m z2 = 1. Dẽ̂

dàng thấy rà̆ng k = −1. Tù. dó suy ra rà̆ng hàm:

w = −z
4 − i

z4 + i
=
i− z4

i+ z4

là ánh xa. cà̂n t̀ım.

Vı́ du. 10. Tı̀m ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n nhi. liên gió.i ha.n bo.’ i hai

du.̀o.ng tròn γ = {|z − 3| = 9} và Γ = {|z − 8| = 16} lên vành dò̂ng tâm vó.i

tâm ta. i diê’m w = 0 sao cho bán ḱınh ngoài cu’a vành bằng 1.

Gia’i. Diê’m w = 0 và w = ∞ dò̂ng thò.i dối xú.ng vó.i nhau qua hai du.̀o.ng

tròn biên cu’a vành dò̂ng tâm. Tù. dó, theo di.nh lý 2.4.7 các nghi.ch a’nh cu’a

w = 0 và w = ∞ cũng sẽ dò̂ng thò.i dối xú.ng qua hai du.̀o.ng tròn Γ và γ. Ta

xác di.nh các nghi.ch a’nh này. Vı̀ tâm cu’a Γ và γ nằm trên tru.c thu.
.c nên các

diê’m cà̂n t̀ım cũng nằm trên tru.c thu.
.c. Ta ký hiê.u các diê’m ấy là x1 và x2.

Theo di.nh ngh̃ıa 9.2 ta có

(x1 − 3)(x2 − 3) = 81, (x1 − 8)(x2 − 8) = 256.

Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh này ta có: x1 = −24, x2 = 0 (hoă. c x1 = 0, x2 = −24).

Mô.t trong hai diê’m vù.a t̀ım du.o.
.c cà̂n du.o.

.c ánh xa. lên diê’m w = 0, còn diê’m

kia lên diê’m w = ∞.

a) Gia’ su.’ w = 0 khi z = −24 và w = ∞ khi z = 0. Khi dó

w = k
z + 24

z
, (2.75)

trong dó hê. số k cà̂n du.o.
.c xác di.nh. Vı̀ ánh xa. (2.75) biến diê’m z = 0 thành

diê’m w = ∞ nên phà̂n trong cu’a mõ̂i du.̀o.ng tròn trong mă.t phă’ng z sẽ du.o.
.c

ánh xa. lên phà̂n ngoài cu’a a’nh tu.o.ng ú.ng. Vı̀ γ nằm trong Γ nên qua ánh

xa. (2.75) bán ḱınh cu’a a’nh du.̀o.ng tròn γ sẽ ló.n ho.n bán ḱınh cu’a a’nh du.̀o.ng

tròn Γ. Tù. dó hê. số k cà̂n du.o.
.c xác di.nh sao cho |w| = 1 khi z ∈ γ. Chă’ng

ha.n ta xét diê’m z = 12 ∈ γ. Giá tri. w tu.o.ng ú.ng sẽ là

w = 3k; |w| = 3k = 1 hay là k = 1/3.
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Nhu. vâ.y, trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có:

w =
1

3

z + 24

z
eiα, α ∈ R. (2.76)

b) Nếu ta dòi ho’i w = 0 khi z = 0 và w = ∞ khi z = −24 th̀ı cũng tu.o.ng

tu.
. nhu. o.’ trên ta có:

w = eiα
2z

z + 24
· (2.77)

Nhâ. n xét 2.4.7. Trong diè̂u kiê.n cu’a bài toán ngu.̀o.i ta chı’ cho tru.́o.c bán

ḱınh ngoài cu’a vành tròn. Ta sẽ chú.ng to’ rằng khi dó bán ḱınh trong cũng

hoàn toàn xác di.nh.

Thâ.t vâ.y, bà̆ng cách thế vào (2.76) hoă. c (2.77) mô.t diê’m bất kỳ nằm trên

du.̀o.ng tròn có a’nh là du.̀o.ng tròn trong cu’a vành tròn, dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

bán ḱınh trong bà̆ng 2/3. Tù. dó suy ra rằng miè̂n nhi. liên dã cho chı’ có thê’

ánh xa. lên vành tròn mà ty’ số giũ.a bán ḱınh trong và bán ḱınh ngoài bà̆ng

2/3.

Vı́ du. 11. Ánh xa. băng vô ha.n {0 < x < 1} vó.i các nhát cá̆t do.c theo các

tia
{
x =

1

2
, h1 6 y <∞

}
và

{
x = +

1

2
,−∞ < y 6 h2

}
.

trong dó h2 < h1 (Hı̀nh II.3) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 = 2πiz ánh xa. miè̂n D(z) lên miè̂n D(z1) là băng nà̆m ngang

{0 < Im z1 < 2π} vó.i hai nhát cá̆t (−∞, πi− 2πh1] và [πi+ 2πh1,∞).

2. Hàm z2 = ez1 ánh xa. miè̂n D(z1) lên miè̂n

D(z2) = C \ [(−∞,−e−2πh1] ∪ [e−2πh2,∞].

Tù. dó suy ra rà̆ng ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng

w =

√
e2πiz + e−2πh1

e2πiz + e−2πh2
·
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Vı́ du. 12. Ánh xa. miè̂n gió.i ha.n bo.’ i các du.̀o.ng tròn {|z−1| = 1}; {|z−2| =
2} vó.i nhát cá̆t theo doa.n {y = 0, 2 6 x 6 a} (a < 4) lên nu.’ a mă.t phă’ng

trên (h̀ınh II.4).
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Hı̀nh II.3 Hı̀nh II.4

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. z1 =
4π

z
. Qua ánh xa. này miè̂n D(z) dã cho có a’nh là băng thă’ng

dú.ng {π < x < 2π} vó.i nhát cá̆t theo doa.n
[4π

a
, 2π

]
. Ta go. i miè̂n dó là

D(z1).

2. Hàm z2 = cos z1 sẽ ánh xa. miè̂n D(z1) lên toàn bô. mă. t phă’ng trù. hai

nhát cắt theo tru.c thu.
.c. Thâ. t vâ.y, phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng thă’ng x = π,

x = 2π có thê’ viết du.́o.i da.ng

λ1 : z = π + it, −∞ < t <∞;

λ2 : z = 2π + it, −∞ < t <∞.

khi z1 biến thiên trên λ1 th̀ı

z1

∣∣
λ1

= cos(π + it) = cos πcht− i sin πsht = −cht.

Và do dó z2 va.ch nên nhát cắt tia (−∞, 1].

Tu.o.ng tu.
. khi z1 biến thiên trên λ2 th̀ı

z1

∣∣
λ2

= cos(2π + it) = cht,

và do dó z2 va.ch nên nhát cắt [1,∞).

Tù. dó suy ra

w =

√√√√√√
1 + cos

4π

z

cos
4π

z
− cos

4π

a

·
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là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 13. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh elip lên nu.’ a mă.t

phă’ng trên (hãy vẽ h̀ınh !).

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 =
z

c
, c = ±

√
a2 − b2 biến h̀ınh elip dã cho thành elip vó.i tiêu

diê’m là +1 và −1. Elip cá̆t tru.c thu.
.c ta. i hai diê’m ± a√

a2 − b2
và cá̆t tru.c a’o

ta. i diê’m
bi√

a2 − b2
.

2. Hàm z2 = z1 +
√
z2
1 − 1 =

z +
√
z2 + b2 − a2

√
a2 − b2

biến miè̂n vù.a thu du.o.
.c

lên nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh tròn tâm z1 = 0 và bán ḱınh là

R =
a+ b√
a2 − b2

.

3. Hàm z3 =
z2

R
sẽ ánh xa. miè̂n vù.a thu du.o.

.c lên nu.’ a mă.t phă’ng trên

cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh tròn do.n vi. và

z3 =
z1

R
=
z +

√
z2 + b2 − a2

√
a2 − b2

×
√
a2 − b2

a+ b

=
z +

√
z2 + b2 − a2

a+ b
·

4. Tiếp theo ta su.’ du.ng ánh xa. Jukovski

z4 =
1

2

(
z3 +

1

z3

)

và thu du.o.
.c nu.’ a mă.t phă’ng trên. Thế giá tri. z3 vào biê’u thú.c vù.a viết ta
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có

z4 =
1

2

{z +
√
z2 + b2 − a2

a+ b
+

a+ b

z +
√
z2 + b2 − a2

}

=
z2 + 2z

√
z2 + b2 − a2 + z2 + b2 − a2 + (a+ b)2

2(a+ b)(z +
√
z2 + b2 − a2)

=
2z(z +

√
z2 + b2 − a2) + 2b(a+ b)

2(a+ b)(z +
√
z2 + b2 − a2)

=
z

a+ b
+

b

z +
√
z2 + b2 − a2

·

Áp du.ng ánh xa. dò̂ng da.ng và sau vài phép biến dô’i ta có

w = (a+ b)z4 = z +
b(a+ b)

z +
√
z2 + b2 − a2

=
az − b

√
z2 + b2 − a2

a2 − b2
·

Dó là ánh xa. pha’ i t̀ım.

Vı́ du. 14. Ánh xa. miè̂n {|z| > 1} vó.i các nhát cắt theo các doa. n thă’ng

[a,−1] và [1, b], trong dó −∞ < a < −1, 1 < b <∞ lên h̀ınh tròn do.n vi..

Gia’i

1. Hàm Jukovski z1 =
1

2

(
z +

1

z

)
ánh xa. miè̂n D(z) lên phà̂n ngoài doa.n

thă’ng [A,B] ⊂ R, trong dó

A =
1

2

(
a+

1

a

)
; B =

1

2

(
b+

1

b

)
.

2. Hàm tuyến t́ınh z2 =
(
z1 −

A+B

2

) 2

A+B
sẽ ánh xa. miè̂n vù.a thu

du.o.
.c lên phà̂n ngoài doa.n [−1, 1]. Tù. dó rút ra

w = z2 +
√
z2
2 − 1

là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 15. Ánh xa. nu.’ a băng {x > 0, 0 < y < 2h} vó.i nhát cá̆t theo tia

{x > h, y = h} (Hı̀nh II.5) lên băng vô ha.n {0 < Imw < 1}
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Hı̀nh II.5

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 =
z

2h
ánh xa. miè̂n D(z) lên nu.’ a băng vó.i dô. rô.ng là π.

2. Lo.
.i du. ng t́ınh chất cu’a hàm ez, ta xét ánh xa.

z2 = ez1

biến miè̂n thu du.o.
.c trong mă.t phă’ng z1 lên nu.’ a mă.t phă’ng trên cắt bo’ nu.’ a

h̀ınh tròn do.n vi. và nhát cá̆t {Im z2 > eπ,Re z2 = 0}. Ta go. i miè̂n dó là

D(z2).

3. Hàm

z3 =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
,

(
ieπ/2 → ish

π

2

)

biến miè̂n D(z2) lên miè̂n D(z3) là nu.’ a mă.t phă’ng trên trù. nhát cắt theo

tru.c a’o di tù. diê’m ish
π

2
.

4. Dến dây ta thấy rõ là dê’ có băng nà̆m ngang rô.ng 2 ta cà̂n biến miè̂n

D(z3) lên mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t theo phà̂n du.o.ng tru.c thu.
.c và sau dó dùng

ánh xa. logarit. Nhu. vâ.y,

z4 = z2
3

ánh xa. D(z3) lên miè̂n D(z4) là mă.t phă’ng trù. hai nhát cắt(
−∞,−sh2π

2

]
và [0,∞).

5. Hàm z5 =
z4

z4 + sh2π

4

ánh xa. miè̂n D(z4) lên mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t

theo phà̂n du.o.ng tru.c thu.
.c. Tù. các ánh xa. trung gian trên dây ta suy ra

w =
−1

2π
log

(
1 +

sh2π

2

ch2πz

2h

)
.
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2.5 Bài tâ.p

1. Cho hàm

f(z) =





x3(1 + i) − y3(1 − i)

x2 + y2
khi z 6= 0,

0 khi z = 0.

Chú.ng minh rà̆ng:

1) f(z) liên tu.c ta. i diê’m z = 0.

2) Hàm f(z) tho’a mãn các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann ta. i diê’m (0, 0)

nhu.ng da.o hàm ta. i diê’m dó không tò̂n ta. i.

2. Chú.ng minh rà̆ng các hàm

1) f1(z) =





xy2(x+ iy)

x2 + y4
khi z 6= 0

0 khi z = 0;

2) f2(z) =





x4/3y5/3

x2 + y2
+ i

x5/3y4/3

x2 + y2
nếu z 6= 0,

0 khi z = 0

dè̂u không có da.o hàm ta. i diê’m z = 0.

3. Tı̀m miè̂n mà ta. i dó hàm

f(z) = |x2 − y2| + 2i|xy|

chı’nh h̀ınh.

[Tra’ lò.i: Hàm chı’nh h̀ınh khi

0 < arg z <
π

4
, π < arg z <

5π

4
(f(z) = z2) và khi

π

2
< arg z <

3π

4
,

3π

2
< arg z < 7π

4
(f(x) = −z2).]

4. Gia’ su.’ z = ρ(cosϕ + i sinϕ) và f(z) = u(ρ, ϕ) + iv(ρ, ϕ). Khi dó hàm

f(z) là C - kha’ vi khi và chı’ khi u(ρ, ϕ) và v(ρ, ϕ) là hàm kha’ vi cu’a ρ, ϕ và
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các da.o hàm riêng cu’a chúng tho’a mãn hê. thú.c

∂u

∂ρ
=

1

ρ

∂v

∂ρ
,

∂v

∂ρ
= −1

ρ

∂u

∂ϕ
·

5. Chú.ng minh rà̆ng hàm da.ng

w =
αz + β

βz + α
,

trong dó α, β là nhũ.ng số phú.c tùy ý tho’a mãn hê. thú.c αα−ββ = 1 ánh xa.
du.̀o.ng tròn do.n vi. {|z| = 1} lên ch́ınh nó. Nếu ββ − αα = 1 th̀ı phà̂n trong

du.̀o.ng tròn do.n vi. du.o.
.c biến thành phà̂n ngoài.

6. Tı̀m nhũ.ng diê’m trên mă.t phă’ng z mà

1.
∣∣∣az + b

cz + d

∣∣∣ = const,

2. arg
az + b

cz + d
= const,

trong dó a, b, c, d là nhũ.ng hằng số phú.c.

7. Chú.ng minh rằng a’nh cu’a du.̀o.ng thă’ng hay du.̀o.ng tròn γ qua ánh xa.

phân tuyến t́ınh w =
az + b

cz + d
, c 6= 0 là du.̀o.ng thă’ng khi và chı’ khi diê’m

z0 = −d
c
∈ γ.

8. Chú.ng minh rà̆ng góc ta. i ∞ giũ.a hai du.̀o.ng thă’ng song song là bà̆ng 0.

9. Chú.ng minh rằng 4 diê’m nằm trên du.̀o.ng thă’ng hay du.̀o.ng tròn khi và

chı’ khi ty’ số kép cu’a chúng là mô.t số thu.
.c.

10. Chú.ng minh rằng da. i lu.o.
.ng

|dz|
R2 − |z|2

là bất biến dối vó.i các ánh xa.

phân tuyến t́ınh w = w(z) biến h̀ınh tròn {|z| < R} lên ch́ınh nó, ngh̃ıa là

|dw|
R2 − |w|2 =

|dz|
R2 − |z|2 , w = w(z).

11. Chú.ng minh rằng da. i lu.o.
.ng

|dz|
Im z

là bất biến dối vó.i các phép ánh xa.

phân tuyến t́ınh biến nu.’ a mă.t phă’ng trên Im z > 0 lên ch́ınh nó.
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12. Chú.ng minh rằng du.̀o.ng thă’ng qua các diê’m bất dô.ng cu’a ánh xa.

w =
iz + 2

z − i
là biến thành ch́ınh nó.

13. Tı̀m da.ng tô’ng quát cu’a ánh xa. phân tuyến t́ınh có hai diê’m bất dô.ng

z1 và z2.

(Tra’ lò.i : 1) w = Az nếu z1 = 0, z2 = ∞, A ∈ C;

2)
w − z1

w − z2
= A

z − z1

z − z2
, A ∈ C.)

14. Dãy diê’m (zn) xác di.nh nhu. sau: z0 là diê’m cho tru.́o.c, zn+1 = f(zn),

n ∈ N, trong dó f là hàm phân tuyến t́ınh có hai diê’m bất dô.ng. Hãy kha’o

sát su.
. hô. i tu. cu’a dãy dó.

Chı’ dã̂n. Gia’ su.’ α, β ∈ C là hai diê’m bất dô.ng cu’a f . Áp du.ng bài 13

và cách cho dãy dê’ chú.ng minh rà̆ng

zn+1 − α

zn+1 − β
= |A|n+1ei(n+1)θ z0 − α

z0 − β
, θ = argA.

Tiếp dó là qua gió.i ha.n dă’ng thú.c khi n→ ∞.

Tra’ lò.i 1) lim
n→∞

zn =




α nếu |A| < 1,

β nếu |A| > 1
; 2) lim

n→∞
zn không tò̂n ta. i nếu

|A| = 1.

15. Gia’ su.’ h̀ınh tròn do.n vi. du.o.
.c ánh xa. lên ch́ınh nó sao cho diê’m z0 cu’a

nó biến thành tâm. Chú.ng minh rằng khi dó nu.’ a du.̀o.ng tròn do.n vi. du.o.
.c

ánh xa. thành nu.’ a du.̀o.ng tròn khi và chı’ khi các dà̂u mút cu’a nó nằm trên

du.̀o.ng ḱınh di qua z0.

Chı’ dã̂n. Su.’ du.ng công thú.c

w = eiθ
z − z0

1 − z0z

và diè̂u là w(z0) = 0, w
( 1

z0

)
= ∞.

16. Tı̀m a’nh dối xú.ng cu’a du.̀o.ng tròn γ∗ = {z ∈ C : |z− 2| = 2} qua du.̀o.ng

tròn γ = {z ∈ C : |z − 1| = 1}.
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Tra’ lò.i. Dó là du.̀o.ng tròn Apolonius dối vó.i các diê’m 1 và 2: |w − 2| =

2|w = 1|.
Chı’ dã̂n. Phép biến dô’i dối xú.ng qua du.̀o.ng tròn γ hoàn toàn du.o.

.c xác

di.nh bo.’ i hàm

w = 1 +
1

z − 1
·

17. Chú.ng minh rằng mo.i du.̀o.ng tròn di qua diê’m ±1 dè̂u chia mă.t phă’ng

C thành hai miè̂n do.n diê.p cu’a hàm Jukovski.

Chı’ dã̂n. Xét du.̀o.ng tròn γ bất kỳ qua ±1 và z1, z2 6∈ γ sao cho z1z2 = 1.

Tiếp theo, xét ánh xa.

w =
z + 1

k(z − 1)
, |k| = 1

biến mô.t trong hai miè̂n cu’a mă.t phă’ng z (gió.i ha.n bo.’ i γ) lên nu.’ a mă.t

phă’ng trên. Tù. diè̂u kiê.n z1z2 = 1 suy ra w1 = −w2.

18. Tı̀m a’nh cu’a h̀ınh chũ. nhâ.t P = {z ∈ C : 0 < Re z < π, 0 < Im z < b}
qua ánh xa. w = cos z.

Tra’ lò.i. A’nh là nu.’ a du.́o.i cu’a h̀ınh elip vó.i các bán tru.c ch b và sh b.

19. Chú.ng minh rà̆ng các ca.nh cu’a h̀ınh vuông vó.i dı’nh π
(
n+

1

2

)(
±1 ±i),

n ∈ N hàm
1

| sin z| tho’a mãn diè̂u kiê.n
1

| sin z| < 1.

Chı’ dã̂n. Khi u.́o.c lu.o.
.ng hàm trên các ca.nh nà̆m ngang z = x±i

(
n+

1

2

)
π

hãy su.’ du. ng bất dă’ng thú.c

sh
(
n +

1

2

)
π > sh

π

2
> 1.

20. Gia’ su.’ f(z) = u(z) + iv(z) ∈ H(D). Chú.ng minh rằng các ho. du.̀o.ng

cong u(x, y) = C, v(x, y) = C (C là hằng số tùy ý) tru.
.c giao vó.i nhau.

Chı’ dã̂n. Chú.ng minh rằng 〈grad y, grad v〉 = 0, trong dó gradu =(∂u
∂x

,
∂u

∂y

)
, grad v =

(∂v
∂x

,
∂v

∂y

)
.
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21. Gia’ su.’ f(z) ∈ H(D). Chú.ng minh rằng |f(z)| = const khá̆p no.i trong

miè̂n D th̀ı hàm f(z) = const trong D.

Chı’ dã̂n. Lấy da.o hàm riêng theo x, theo y dă’ng thú.c u2 + v2 = C2 rò̂i

áp du. ng diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann.

22. Tı̀m a’nh cu’a miè̂n D =
{
z ∈ C : −π

2
< Re z <

π

2
,−∞ < Im z < ∞

}

qua ánh xa. w = sin z.

Tra’ lò.i. A’nh D∗ là toàn bô. mă.t phă’ng phú.c vó.i nhát cắt theo tru.c thu.
.c

tù. diê’m w = −1 dến diê’m w = +1 qua ∞.

23. Vó.i giá tri. nào cu’a α th̀ı các tâ.p ho.
.p giá tri. sau dây trùng nhau:

1. (a2)α và a2α;

2. (a3)α và a3α.

[Tra’ lò.i. 1. α =
k

2m+ 1
, k,m = 0,±1,±2, . . .

2. α =
k

3m− 1
, k,m = 0,±1,±2, . . . )]

24. Chú.ng minh rà̆ng

1. ii = e−π/2e−2kπ,

2. (−1)i = e(2k+1)π,

3. (−1)
√

2 = cos(2k + 1)π
√

2 + i sin(2k + 1)π
√

2, k ∈ Z.
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