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Chuong 1

Bién co, xac suat cua bién co

1.1 Phép thik, bién cb

- Phép thtt 1a viéc thuc hién mot thi nghiém hoac quan sat mot hién tugng
nao do. Phép thit dude goi 1a ngdu nhién néu ta khong thé du bao trude chinh
xac két qua nao sé xay ra.

- M6i két qua ctia phép thit, w dude goi 1a mot bién cb so cap.
Vi du 1.1. Thuyc hién phép thit tung mot dong xu. C6 hai két qui c6 the
xay ra khi tung dong xu 1a xuét hién mit sap-S hoic mat ngira-N:

o Két qua w = S 1a mot bién cb so cap.

e Két quad w = N 1a mot bién c6 so cap. O
- Tap hop tat ca cac két qua, w co thé xay ra khi thuc hién phép thit goi 1a
khong gian cic bién cb so cap, ky hieu 1a Q.

Vi du 1.2. Tung ngau nhién mot con xtic sic. Quan sat s6 cham trén mit
xuat hién clia xtc sic, ta co 6 két qua co the xay ra do 1la:1, 2, 3, 4, 5, 6. Khong
gian céc bién ¢b so cap, Q = {1,2,3,4,5,6}. S6 phan tit cia Q, Q] =6. O

- Mb6i tap con ctia khong gian cac bién ¢ so cap goi 1a bién cb.
Vi du 1.3. Thuc hién phép tht tung mot xtc sic. Ta da biét Q =
{1,2,3,4,5,6}

e Dit A={2,4,6} CQ, A goi la bién ¢6 “S6 cham trén mat xuat hien la
s6 chan”. Thay vi liet ké cidc phan t clia A, ta dat tén cho A
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A: “S6 cham trén mat xuat hién 1a s6 chan”
e Ngudc lai, néu ta goi bién co:
B: “S6 cham trén mat xuat hién 16n hon 4”
thi khi d6 B = {5, 6} O
- Xét bién c6 A, khi thuc hien phép thi ta dude két qua w.

e Néu trong lan thit nay két qua w € A ta noi bién co6 A xay ra.

e Ngudc lai néu trong lan thit ndy két qua w ¢ A ta noéi bién c¢6 A khong
XAy ra.
Vi du 1.4. Mot sinh vién thi két thiic mon xac suat thong ke.
Goi cac bién cb:
A: “Sinh vién nay thi dat” A = {4;...;10}

e Gia st sinh vién nay di thi duge két qua w = 6 € A ltc nay ta noéi bién
c6 A xdy ra (Sinh vién nay thi dat).

e Ngudc lai néu sinh vien nay thi duge két qua w = 2 ¢ A thi ta néi bién
c6 A khong x4y ra (Sinh vién nay thi khong dat). O

1.2 Quan hé gitta cac bién cb

a) Quan he kéo theo (A C B) : Néu bién ¢6 A xay ra thi kéo theo bién c6 B
XAy ra.
Vi du 1.5. Theo déi 3 bénh nhan phéng dang duogc diéu tri. Goi cac bién
co:
Goi céc bién cb:

A;: “Cé 1 bénh nhan t vong”, 1 = 0,1,2,3

B : “C6 nhiéu hon mot bénh nhan tit vong”
Tac6o Ay C B,As;C B, A1 ¢ B []
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b) Hai bién c¢6 A vi B dugc goi 1a bang nhau néu A C B va B C A, ky hieu
A= B.

¢) Bién ¢6 tong A+ B (AU B) xay ra khi va chf khi A x4y ra hoic B xay ra
trong mot phép thit. (It nhat mot trong hai bién cb xéy ra)
Vi du 1.6. Hai xa thi ciing ban vao mot muc tiéu, mdi ngudi ban mot phat.
Goi cac bién cb:
Goi cac bién cb:

A: “Nguoi thit nhat ban trung muc tieu”

B: “Nguoi thit hai ban trang muc tieu”

Bién c¢6 A + B: “C6 it nhat mot nguoi ban tring muc tiéu” O
d) Bién c6 tich AB (AN B) x4y ra khi va chi khi c4 hai bién ¢6 A va B cung
xay ra trong mot phép thi.

Vi du 1.7. Mot sinh vién thi két thic 2 mon hoc. Goi cac bién co:

Goi céc bién cb:

A: “Sinh vién thi dat mon thit nhat”
B: “Sinh vién thi dat mon tha hai”

Bién c6 AB: “Sinh vién thi dat ci hai mon” ]
e) Hai bién ¢6 A va B goi la xung khic néu ching khong cuing x4y ra trong
mot phép thit (AB = ().

f) Bién c6 khong theé: 14 bién ¢6 khong bao gio x4y ra khi thie hién phép thi,
k¢ hieu 0.

g) Bién c¢6 chic chan: 1a bién ¢ luon xay ra khi thyc hién phép thit, ky hicu
Q.

h) Bién c6 A duge goi 1a bién ¢ bii ctia bién ¢b A hay nguge lai khi va chi

khi
AN
AU

NN

0
Q
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1.3 Dinh nghia xac suat
Dinh nghia 1.1 (Dinh nghia c6 dién). Xét mot phép thi dong khd nang, c6
khong gian cdc bién co so cap
Q={wi,ws,...,wn}, |Q=n<o
A C Q la mot bién co. Xdc sudt xdy ra bién co A, ky hieu P (A)

Al s0 truong hop thuan lgi doi vdi A

P(A) = = - 5
(4) €] so truong hgp co thé

Vi du 1.8. Gieo mot con xic sic can doi. Tinh xac suat s6 cham trén mit
xuat hién 16n hon 4.

Gliat.

[l

Vi du 1.9. Xép ngau nhién 5 sinh vién vao mot ghé dai c6 5 chd ngoi. Tinh
xac suat hai nguoi dinh trudc ngoi canh nhau.

Gaz.

Tinh chat 1.2 (Tinh chit clia x4c suat). Xdc sudt cé cdc tinh chat:

i. 0 <P (A) <1 vdi moi bién co A.
i. P(0)=0,P(Q)=1.
. Néeu AC B thiP(A) <P(B).
w. P(A)=1-P(4).
Vi du 1.10. Mot lo dung 4 bi trang va 6 bi den. T lo 1ay ra ngau nhién 3
bi, tinh xac suat lay dugc:
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a) Hai bi trang.
b) It nhat mot bi tring.

Gaz.

[l

Chu y: Trong cau b), chung ta tinh x4c suat ctia bién ¢6 bu sé don gidn hon.
Ta co

B : “Lay dugc khong bi trang”

03
P(B):1—P(B):1—Cé§6
10

1.4 Xac suat c6 dieu kién, su doc lap

1.4.1 Xac suat cé dieu kién

Dinh nghia 1.3 (X4c suat c6 dieu kien). P (A|B) la zdc suat zdy ra bién co
A biét rang bién co B da zdy ra (P(B) > 0).

Vi du 1.11. Mot lo ¢6 4 vién bi trang va 6 vién bi den. T lo nay lay lan
lugt ra 2 vién bi, mdi lan 1y mot bi (ldy khong hoan lai). Tim xac suit dé
lan 13y thit hai dugce vien bi trang biét lan lay thi nhat da lay duge vien bi
trang.

Gliaz.

{ 4 bi trang B xay ra { 3 bi trang

\
. 4 .
6 bi den da lay 1 bi trang 6 bi den
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]

Vidu 1.12. Tt mot bo bai tay (4 chat, 52 14), rat ngdu nhién ra 2 la. Tinh
XAc suat:

a) Rut dugce hai 1a bai co.
b) Rt duge 2 14 bai co biét rang 2 14 bai nay mau do.
Giar.

Vi du 1.13. Mot nhém 100 ngudi co:

+ 20 nguoi hat thude.
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+ 30 nit, trong d6 ¢6 5 ngudi hut thude.
Chon ngau nhién mot nguoi trong nhém 100 nguoi nay. Tinh xac suat:

a. Nguoi nay hat thude biét rang ngudi nay 1a nit.
b. Ngudi nay 1a nit biét rang ngudi nay hat thude.

30 nit 20 nguoi hut thude
AN /

5 nit hit thude

Gliat.

Céng thic xac suat diéu kién

P(A|B) =

Tinh chat 1.4. Xdc sudt ¢é diéu kién cé cac tinh chat:

i. 0 <P(A|B) <1 vdi moi bién co A.
i. Néeu AcC A thi P(A|B) <P(A'|B).
iii. P(A|B) =1-P(A|B).
Vi du 1.14. Mot cong ty can tuyen 4 nhan vien. C6 10 ngudi nop don dut
tuyén, trong dé c6 4 nit (kha nang tring tuyén ciia cic dng cit vien la nhu
nhau). Tinh x4c suat:
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a) C4 4 nit tring tuyén.
b) C6 it nhat mot nit tring tuyén.
c) Ca 4 nit tring tuyén, biét rang c6 it nhat mot nit da tring tuyén.

Gliaz.

1.4.2 Su doc lap cta hai bién cé

A va B 1a hai bién ¢6 doc lap néu B c6 xay ra hay khong cling khong anh
hudng dén kha nang xay ra A v ngudc lai, nghia 1a:

P(A|B) =P (A) hoic P(B|A) =P (B)
Nhan xét: Néu hai bién c6 A va B doc lap thi cac cip bién c¢b A va B;
A va B; A va B doc lap.
Vi du 1.15. Tung mot xtc sic 2 lan. Goi cac bién co:
Goi cac bién cb:

A: “Lan 1 xuat hién mat 6 cham”
B: “Lan 2 xuat hién mat 6 cham”

Hai bién c¢d A va B c6 doc lap?
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Glaz.

L]

Vi du 1.16. Mot lo dung 4 bi trang va 6 bi den, thuc hién hai lan lay bi.
Mai lan 1ay 1 bi (1ay khong hoan lai). Dat cac bién co:
Goi céc bién cb:

A: “Lan 1 lay dudc bi den”

B: “Lan 2 lay dugc bi trang”
Hai bién c6 A va B ¢6 doc lap?
Gia.
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1.5 Céac cong thiic tinh xac suat

1.5.1 Cong thic cong

P(A+B)=P(A)+P(B)—-P(AB)
Chu y: Néu A va B xung khic (AB = () thi
P(A+B)=P(A)+P(B)
Vidu 1.17. Mot 16p hoc ¢6 20 hoc sinh trong d6 c¢6 10 hoc sinh gidi toan,
8 hoc sinh gidi van va 6 hoc sinh giéi ca toan va van. Chon ngau nhién mot
hoc sinh, tinh xac suat hoc sinh nay gi6i it nhat mot mon.

Gaz.

Céng thic cong 3 bién cb:

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)
_P(AB) — P(AC) — P(BC)
+P(ABC)

Cha y: Néu A, B, C xung khic ting doi mot thi
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)

1.5.2 Cong thic nhan

P(AB) =P (A)P(B|A) = P(B)P (A|B)
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Cha §: Néu A va B doc lap thi P(AB) = P (A)P(B)
MG rong cong thitc nhan: Cho n bién c6 A, Ay, ..., A,

P(AAs. . A) = P(A) P (As|A) . . P (A,|A1As. . Ay y)
Chu y: Néu A;,i=1,...,n doc lap toan bo thi
P(A;...A) =P(A4)...P(A)

Vi du 1.18. Mot ngudi c¢6 4 con ga mai, 6 con ga trong nhét trong mot
long. Hai nguoi dén mua (ngudi thi nhat mua xong roi dén lugt nguoi thi
hai mua, mdi ngudi mua 2 con) va ngudi ban bat ngdu nhien ti long. Tinh
xac suat nguoi thit nhat mua dude mot ga trong va ngudsi thit hai mua hai ga
trong.

Glat.

[l

Vi du 1.19. Trong mot ky thi, moéi sinh vién phéai thi 2 mon. Mot sinh vién
A uéc luong rang: xac suat dat mon thit nhat 14 0,8. Néu dat mon thid nhat
thi xac suat dat mon thi hai 14 0,6; néu khong dat mon thd nhat thi xac
suat dat mon thi hai 14 0,3. Tinh xac suat sinh vién A:

a. Dat mon thi hai.
b. Dat ¢ mon, 1 = 0,1, 2.
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c. Dat it nhat mot mon.

d. Dat mon thit hai biét rang sinh vién nay dat mot mon.

e. Dat mon thit hai biét rang sinh vién nay dat it nhat mot mon.

Gliaz.
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]

Vi du 1.20. Mot ngudi c6 3 con ga mai, xac suat dé tritng trong ngay clia
con ga I, II, IIT lan luot 1& 0,4; 0,7; 0,8. Tinh xac suat:

a) C6 i con ga dé tring trong ngay, ¢ = 0,1, 2, 3.

b) C6 it nhat 1 con ga dé tring trong ngay.

¢) C6 nhiéu nhat 2 con ga dé triing trong ngay.
)

d) Con ga thi I dé tring trong ngay biét ring trong ngay dé c6 1 con dé
tring.

e) Con ga thit I dé tring trong ngay biét rang trong ngay do6 co6 it nhat 1
con dé tring.

f) Con ga thit I dé triing trong ngay biét rang trong ngay d6 c6 nhiéu nhat
2 con dé tring.

Ghaz.
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1.5.3 Coéng thic xac suat day du

Dinh nghia 1.5 (He day du). n bién co Ay, As, ..., A, dudc goi la hé day
dii néu chiing zung khdc tung doi mot va luon cé it nhat mot bién co zdy ra
trong mot phép thi. Nghia la

AiﬂAj:@, \V/Z#]
A+ A+ 4+ A,=0Q

Vi du 1.21. Tu mot 1o c6 4 bi trang va 6 bi den lay ra 2 bi.

Goi cac bién cb:
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Ap: “Lay dugce 0 bi den”
Aq: “Lay duge 1 bi den”
Ay: “Lay dugce 2 bi den”

Coéng thitc xac suat day dia: Cho Ay; As;...; A, (P(A;) > 0) 1a he day
di cac bién c6 va B 1a mot bién c6 bat ky. Xac suat xay ra bién c¢d B

P(B) =P (A1) P(B|A1) + P(A2) P (B|Ag) + - -- + P (Ay) P (B|A,)

Vi du 1.22. Mot dam déng c6 s6 dan éng bing nita s6 dan ba. Xac suat deé
dan ong bi bénh tim 1a 0,06 va dan ba la 0,036. Chon ngau nhién 1 ngusi tu
dam dong, tinh xac suat dé ngudi nay bi bénh tim.

Gaz.

1.5.4 Coéng thic xac suat Bayes

Gai thiét gidng cong thitc xac suat day da. Xac suat:

_PAB)  P(A)P(BIA)
P(A;|B) = P(B) P (B) , 1=1,2,....n
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Vi du 1.23. Mot 16p c6 s6 hoc sinh nam bang 3 1an sd hoc sinh nit. Ty lé
hoc sinh nit gi6i todn 1a 30% va ty 1é hoc sinh nam gidi toan 1a 40%. Chon
ngau nhién mot hoc sinh trong 16p nay. Tinh xac suat:

a. Hoc sinh nay gidi toan.

b. Hoc sinh nay 1a nam biét rang hoc sinh nay gidi toan.

Gaz.

[]
Vidu 1.24. C6 hai chuong ga: Chuong I c6 10 ga trong va 8 ga mai; Chuong
IT ¢6 12 trong va 10 mai. C6 hai con ga chay tit chuong I sang chuong II. Sau
d6 c6 hai con ga chay ra tit chuong II. Tinh x4c suat:

a. Hai con ga chay tit chuong I sang chuong IT 1a 2 con tréng va hai con ga
chay ra tit chuong II ciing 13 hai con trong.

b. Hai con ga chay ra tit chuong II 1a hai con tréng.

c. Biét rang hai con ga chay ra tit chuong II 13 hai con trong, tinh xac suat
hai con ga chay tit chuong I sang chuong II 14 2 con ga trong.
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Glaz.

1.6 Bai tap chuong 1
Bai tap 1.1. Mot nhom khéo sat sd thich tiét 16 thong tin 14 trong niam
qua:

e 45% nguoi xem Tivi thich xem phim tinh cdm Han qubc.

e 25% ngudi xem Tivi thich xem phim hanh dong M.

e 10% thich xem cé hai thé loai trén.
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Tinh ty lé nhém ngusi thich xem it nhat mot trong hai thé loai trén. (60%)
Giar.

Bai tap 1.2. C6 ba 16 hang mdi 16 ¢6 20 san pham, s6 san pham loai A c6
trong 16 I, I, III lan luot 1a: 12; 14; 16. Bén mua chon ngau nhién tit mai 16
hang 3 san pham, néu 16 nao ca 3 san pham deéu loai A thi bén mua nhan
mua 16 hang d6. Tinh x4c suat:

a. Lo thit i duge mua, i = 1,2,3. (0,193; 0,3193; 0,4912)

b. C6 i 16 duge mua, i = 0,1,2,3. (0,2795; 0,4678; 0,2225; 0,0303)

c. C6 nhiéu nhat hai 16 duge mua. (0,9697)

d. C6 it nhat mot 16 duge mua.(0,7205)

e. Gia st c6 it nhat mot 16 duge mua. Tinh xac suat trong d6 16 II dugc
mua. (0,4432)

f. Gid st c6 it nhat mot 16 duge mua. Tinh xac suat trong dé 16 I va II

duge mua.(0,0855)
g. Gia st ¢6 mot 16 duge mua. Tinh xac suat 16 1T duge mua. (0,2803)

Gliaz.




1.6 Bai tap chuong 1 19

Bai tap 1.3. Mot hop bong ban c6 15 béng méi va 8 bong cii. Lan thi I 1ay
ra 2 bong dé st dung sau dé cho vao lai hop; lan thit II 1ay ra 3 béng. Tinh
XAcC suat

Lan th T lay duge i bong cii, i = 0,1, 2. (0,4150; 0,4743; 0,1107)
Lan I lay 1 bong cit va lan IT 1a 3 bong mdéi. (0,0975)

Lan thi II 1ay dugce 3 bong mdi. (0,1929)

Biét lan thi I 1ay duge 3 béng méi, tinh xac suat lan thi I 1ay duge 1
béng ci. (0,5054)

Gliaz.

o TP
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Bai tap 1.4. C6 3 binh dung bi: binh I ¢6 4 bi trang va 6 bi den; binh II c6
7 bi trang va 3 bi den; binh III ¢6 6 bi trang va 8 bi den. T binh I va binh
I1, méi binh 14y 1 bi va bé sang binh III. Tiép theo, tit binh III 14y ra tiép 3
bi. Tinh x4c suat:

a. Hai bi 1ay ra tt binh I va II ¢6 i bi trdng, ¢ = 0, 1, 2. (0,18; 0,54; 0,28)

b. Ba bi lay ra tit binh III ¢6 hai bi trang. (0,3424)

c. Gia st ba bi lay tit binh III c¢6 hai bi trang, tinh xac suat hai bi lay tu
binh I va II la hai bi den. (0,1408)

Gaz.




1.6 Bai tap chuong 1 21

Bai tap 1.5. Mot thung kin dung 2 loai thudc: S6 luong lo thudc loai A
bang 2/3 thudc s6 lugng lo thude loai B. Ti lé lo thude A, B da hét han st
dung lan lugt 1a 10% va 8%. Tu thung 1ay ngau nhién mot lo thudc.

a. Tinh xac suat 1ay dugc lo thuée A hét han sit dung. (0,04)

b. Tinh xac suat lo thudc lay ra tit thung da hét han sit dung. (0,088)

c. Gia st lay dudc lo thudc con han st dung, tinh xac suat lo nay 1a lo
thuée B. (0,6053)
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Glaz.

Bai tap 1.6. * Mot nguoi ban 3 phat dan vio mot muc tiéu mot cach doc
lap. Xac suat tring muc tieu ¢ mdi phat lan luot 1a 0,55; 0,6; 0,7. Xac suat
muc tiéu bi ha khi bi trang 1, 2, 3 phat dan lan luot 14 0,2; 0,4; 0,8. Tinh xac
suat:

Cé6 i phat trang muc tiéu, ¢ = 0, 1,2, 3. (0,054; 0,273; 0,442; 0,231)

C6 nhiéu nhat 2 phat trang muc tiéu. (0,769)

Tinh xac suat muc tiéu bi ha. (0,4162)

Gia st c6 2 phat tring muc tiéu, tinh xac suat phat thi I trang muc

tieu. (0,5724)

e. Gid st muc tiéu bi ha. Tinh x4c suat phat thi nhat trang muc tiéu.
(0,7189)

f. Biét rang c6 nhiéu nhat 2 phat trang muc tiéu, tinh xac suat muc tieu

bi ha. (0,3575)

o TP

*Sinh vién hé cao ding khong phéi lam cac cau c, e, f.
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Glaz.

Bai tap 1.7. Nha mAy c6 hai phan xudng, san luong ctia phan xudng I gap
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3 lan san luong ciia phan xudng II. Ti lé phé pham ctia phan xudng I, 11 lan
lugt 14 7% va 12%. Chon ngadu nhién mot san pham ctia nha may, tinh:

a. Xac suat chon duge san pham t6t do phan xudng I san xuat. (0,6975)

b. Xac suit chon duge phé pham. (0,0825)

c. Gia st chon dudc san pham tét, tinh xac suat san pham nay do phan
xudng I san xuat. (0,7602)

Gliaz.

Bai tap 1.8. Mot ngudi buon ban bat dong san dang c¢d gang ban mot manh
dat 16n. Ong ta tin ring néu nén kinh té tiép tuc phat trién, kha nang manh
dat duge mua la 80%; ngugc lai néu nén kinh té ngiig phét trién, éng ta chi
c6 thé ban duge manh dat dé véi xac suat 40%. Theo du béao clia mot chuyén
gia kinh té, xac suat nén kinh té tiép tuc tang truéng 1a 65%. Tinh xac suat
dé ban dugc manh dat. (0,66)

Gaz.
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Bai tap 1.9. T C6 hai hop dung bi: hop I ¢6 5 bi trdng va 7 bi den; hop 11
c6 6 bi trang va 4 bi den. Lay 1 bi tit hop I bé sang hop II, roi tit hop II lay
ra 1 bi. Tinh x4c suat

a. Bilay tut hop II 1a bi trang. (7/12)
b. Gia st bi lay tit hop II 1a bi trang, tinh xac suat bi 1ay ti hop I 1a bi
trang. (5/11)
c. Gia st bi lay ra tir hop II 1a bi trang, tinh xac suat bi nay ciia hop 1.
51 /7
(ﬁﬁ ﬁ)
d. Gia st bi 1ay ra tir hop II 1a bi trang, tinh xac suat bi nay ctia hop II.
6 /7
(11/12)

fSinh vien hé cao ding khong phai lam cac cau c, d.
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Chuong 2
Bién ngau nhién

2.1 Khai niém bién ngau nhién

- Xét mot phép thit c6 khong gian cac bién c6 so cap €. Dat

X :Q — R
w — X(w)==x

X dudc goi 1a bién ngau nhién, z goi 1a gia tri ctia bién ngau nhien X.

4
e

GV P 9 9999, %
LR

I R
{Xel}={w: X(w)el}=ACQ

Hinh 2.1: Bién ngéu nhien X
Vi du 2.1. Thuyc hién phép thit gieo dong thoi 2 dong xu can déi, ching ta
c6 khong gian cac bién cb s cap
Q = {N1Ng; N1S2; S1No; S152}
Dit X (w) 1a s6 dong xu sap khi két qua phép thit 14 w. Ta co:
X(NiN2) =0; X(N1S2) =1; X(S1N2) =1; X(5152) =2

Khi do6 ta goi X 1& bién ngdu nhién s6 dong xu sap khi tung 2 dong xu. O
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- C6 hai loai bién ngau nhieén:
e Bién ngau nhién roi rac 1a bién ngau nhién ma gia tri c6 thé clia no 1a
mot tap hitu han hosic vo han dém dugc.

e Bién ngau nhién lién tuc 1a bién ngau nhién ma gia tri c6 the cia noé lap
day mot khodng trén truc sob.

Vi du 2.2.

e S6 cham trén mit xuat hién khi tung mot xic sic 14 bién ngau nhién
rdi rac (gia tri cia X la tap hitu han).

e S6 cuoc goi dén tong dai dien thoai trong 1 gis 1a bién ngau nhién roi
rac (gia tri cia X 1a tap vo han dém dugc).

e Thoi gian hoan thanh 1 sdn phan ctia mot cong nhan 1a bién ngdu nhién
lién tuc. ]

2.2 Phan phoi xac suat cta bién ngau nhién

2.2.1 X la bién ngiu nhién ré&i rac

Dé mo ta phan phéi xac suit clia bién ngau nhién roi rac nguoi ta st dung
bang phan phdi xac suat:

X H 1 To T
P flz1) flza) - f(za)

Trong do:
e Dong 1 liet ké gia tri c6 thé cta X.
o f(;))=P(X ==x;),i=1,2,... goi la xac suat X nhan gia tri ;.
o Néu zg ¢ {z1,...,2,,...} thi f(z) =0.

Vi du 2.3. Thuyc hién phép thit tung mot xtc sic. Goi X 1a sd cham trén
mat xuat hieén clia xtc sic. X c¢6 bang phan phoi nhu sau:
X| 1 2 3 4 5 6
P |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Nhan xét:
o f(z1)+ flwa) +- 4 fan) +---=1.
ePla< X <b)= > flzy). O

a<x;<b

Vi du 2.4. Cho bién ngau nhién roi rac X c¢6 bang phan phoi xac suat cho
nhu sau:

X | -1 1 3 5
P || a 2 3a 4a

a. Xac dinh a.
b. Xac dinh P (X = 2) .
c. Xacdinh P(—-1 < X < 4).

Gliat.

[l

Vi du 2.5. Mot xa thii ¢6 4 vien dan, ban lan lugt ting vien vao mot muc
tieu mot cach doc lap. X4ac suat tring muc tiéu 6 mdi lan ban 1a 0,7. Néu
c6 mot vien trang muc tieu hodc hét dan thi ding. Goi X 1a s6 vién dan da
ban, lap bang phan phdi xac suat ctia X,

Gaz.
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]

Vi du 2.6. Mot xa thii ¢6 6 vien dan, ban lan lugt ting vien vao mot muc
tieu mot cach doc lap. Xac suat trang muc tiéu 6 mai lan ban 14 0,7. Néu co6
3 vién trang muc tiéu hosic hét dan thi dimg. Goi X 1a s6 vien dan da ban,
lap bang phan phdi xac suat ctia X.

Gliaz.

[l

Vi du 2.7. Mot lo c6 3 bi trang va 7 bi den. Tit lo nay lay ra ngau nhién 4
bi. Goi X 12 s6 bi den 1an trong 4 bi lay ra, lap bang phan phoi xac suat cla
X.

Glaz.
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2.2.2 X la bién ngiu nhién lién tuc

Dinh nghia 2.1 (Ham mat do). Ham so f(x) > 0,Vx € R dugc goi la ham
mat do cia bién ngau nhién lién tuc X néu

P(X € A) = /f(:c)d:c,VA CR
A

Chi y. V6i dinh nghia ham mat do ta co

i. Néu X 1a bién ngau nhién lién tuc thi xac suat X thudoc mot tap A C R
dugce tinh bang tich phan ctia ham mat do f(z) trén tap A.

+00
ii. Moi ham mat do phai thoéa hai dieu kien f(z) > 0va [ f(z)dz =1
Vi du 2.8. Cho ham sb

3, .
flz) = gx khi 0 <z <2
0 noi khac

a. Chung t6 f(x) 1a ham mat do ctia bién ngdu nhién X.
b. Tinh xac suat P (1 < X <3/2).
c. Tinh xac suat P(1 < X < 3).
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Glaz.

2.2.3 Ham phan phdi xac suat

Dinh nghia 2.2 (Ham phan phdi xac suat). Ham phdn phoi zdc sudt ciia
bién ngau nhién X, ky hiéu F(x)

F(z)=P(X < x)
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Nhan xét:

e Néu X 1a bién ngau nhién rdi rac thi

e Néu X la bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do f(x) thi

Flz)=P(X <z) = / F(t)dt

Vi du 2.9. Cho bién ngau nhién X c6 bang phan phoi nhu sau:

b. Vé do thi cta F(z).
1,0 +
0,84
0,6 + F(z)
0,41 :

0,21 —

0,01l ——

Gat.
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Vi du 2.10. Cho bién ngau nhién lién tuc X c¢6 ham mat do

kx® khio<zx<1
f(x)Z{ o<

0 noi khéac

a. Xac dinh k.
b. Tim ham phan phoi xac suat F(z).
c. Vé do thi ham phan phdi F(z).

104 F@

0,51

0,0+

Gat.
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Tinh chat 2.3. Ham phdn phoi zdc sudt F(x) c6 cac tinh chit:

i. 0 < F(z) <1,Vz € Ry F(—o0) =0; F(+00) =1
. F(x) la ham khong gidm (néu x1 < xo tht F(x1) < F(x2)).
iii. P(a < X <b)=F(b) — F(a).

w. Néu X la bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do f(x) thi:

o F(z)= f(x)
e P(X=2)=0, VreR v

Pb<X<a) = Pla< X <))
= Pla< X <b)
= P(a< X <b)=F()— F(a)
Vi du 2.11. Mot phan xudng c6 2 may hoat dong doc lap. Xac suat trong
1 ngay lam viéc cdc may d6 hong tuong tng 1a 0,3 va 0,4. Goi X 1a s6 may
hong trong 1 ngay lam viéc.
a. Lap bang phan phoi xac suat cia X.

b. Tim ham phan phoi xac suat clia X.
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Glaz.

2.3 Cac dac trung sd ctia bién ngau nhién
2.3.1 Ky vong - EX
Dinh nghia 2.4 (Ky vong). Ky vong ciia bién ngau nhién X, ky hieu EX :

e X la bién ngau nhién roi rac ¢é bang phan phoi xdc suat

Ky vong BEX =z f(x1) 4+ - + 2, f(2,) + -+

o X la bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do f(x)
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“+o00

Ky vong EX = [ xf(x)dx

Vidu 2.12. Anh A nudi 5 con Ign ¢6 can nang (kg) 55, 55, 60, 70, 70. Chon
ngau nhién mot con va mang can, goi X la can nang.

a. Lap bang phan phoi xac suat ctia X.
b. Tinh ky vong cia X.

c. Lap bang phan phdi xac suat ctia X2.
d. Tinh ky vong ctia X2.

Gliat.

]

Y nghia ctia k¥ vong: Ky vong clia X 1a trung binh cac gia tri cia X
theo x4c suat.

Tinh chat 2.5. Ky vong cé cdac tinh chat:
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i. Ec =c, c la hang so.
ii. E(cX) = cEX.
iwi. E(X+Y)=EX +EY.
w. E(XY)=EX -EY khi X vaY doc lap.
v. Cho Y = h(X) la ham cia bién ngau nhién X,

o Khi X la bién ngau nhién roi rac
EY = Eh(X) = h(zy) f(z1) + - + h(x,) f(a,) + - -

o Khi X la bién ngau nhién lien tuc c¢é ham mat do f(z) thi
+o0
EY = Eh(X) = / h(z)f(x)dx
Vi du 2.13. Thoi gian hoc ranh nghé stta ti vi clia mot nguoi 14 mot bién
ngau nhién - X (nam) c6 ham mat do.
9 , 1
4= Khize (0:2
f(z) = 10° —1—5 ixe(0;2)
0 khi x ¢ (0;2)

a. Tinh thoi gian trung binh mot ngusi hoc ranh nghé sta tivi.
b. Tinh E(2X + 3).
c. Tinh E(X?).

Gliat.
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2.3.2 Phuong sai - VarX

Dinh nghia 2.6 (Phuong sai). Phuong sai cia bién ngdu nhién X, ky hiéu
VarX
VarX =E(EX — X)? = EX? — (EX)?

Vidu 2.14. Anh A nubi 5 con lgn ¢6 can nang (kg) 55, 55, 60, 70, 70. Chon
ngau nhién mot con va mang can, goi X 1a can nang. Tinh phuong sai cua
X.

Gaz.

[l

Y nghia phuong sai: Phuong sai 13 trung binh cia binh phuong sai khac
gitta cac gia tri cia X so v6i trung binh ctia n6. Do dé phuong sai diing dé
do do phan tan cac gia tri cia X so v6i trung binh ctia né. Nghia la phuong
sai 16n thi do phan tan 16n va ngudgc lai.
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Do don vi clia phuong sai bang binh phuong don vi cia X. Dé c6 ciing don
vi, ta dinh nghia do lech chuan

oc=vVVarX

Vi du 2.15. Gia thiét giong vi du 2.13. Thoi gian hoc ranh nghé sita ti vi
clia mot ngudi 14 mot bién ngau nhién - X (ndm) ¢6 ham mat do.

o , 1
— — kh ;2
() = 0%t iz e (0;2)

0 khi x ¢ (0;2)

Tinh phuong sai ctia X.
Gliai.

,«//z:i?zi N

I 1 T T T T 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4%

Tinh chat 2.7. Phuong sai ¢ cic tinh chat:

i. Var(c) =0,c la hang so.
i. Var(cX) = *VarX.
. Var(X +Y) = VarX + VarY, néu X va'Y doc lap.
2.3.3 ModX

Dinh nghia 2.8. Mod ciia bién ngau nhién S, kyj hieu ModX
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o X la bién ngau nhién roi rac
ModX = {z;|P (X = x;) max}
o X la bién ngdu nhién lién tuc cé6 ham mat do f(x)
ModX = {x¢|f(x¢) max}

Vi du 2.16. Cho bién ngau nhién X c6 bang phan phdi xac suat cho nhu
sau:

X |1 2 3 4
P |01 03 04 0,2

ModX =3 viP(X = 3)max O

Vi du 2.17. Cho bién ngau nhién lién tuc X c¢6 ham mat do

3

T = khi x € [0; 2]
0 khi z ¢ [0; 2]

fx) =

Xac dinh ModX.
Giaa.
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2.4 Bai tap chuong 2

Bai tap 2.1. Cho bién ngau nhién rdi rac X c6 bang phan phoi xac suat

X | @« [0,1]03]0,4] 2
P |0,3]02]02]02]01

a. Gia tri ctia tham s6 a dée EX = 0, 3. (-0,2)

b. Tim ham phan phdi xac suat ciia X.

Gaz.
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Bai tap 2.2. Theo théng ké, mot ngusi My 25 tudi sé song thém trén 1 nim
c6 xac suat 1a 0,992 va ngudi dé chét trong vong 1 nam t6i 14 0,008. Mot cong
ty bado hiém A dé nghi ngudi dé bao hiém sinh mang cho 1 nam véi s6 tién
chi tra 1a 10000 USD, phf bao hiém 1a 100 USD. H&i trung binh cong ty A
14i bao nhiéu khi ban béo hiém cho ngusi d6? (20USD)

Bai tap 2.3. Nguoi thg chép tranh mdi tuan chép hai bic tranh doc lap A
va B vdi xac suat hong tuong tng 1a 0,03 va 0,05. Biét rang néu thanh cong
thi nguoi tho sé kiém 101 tit bic tranh A 1a 1,3 triéu dong va B 1a 0,9 tricu
dong, nhung néu héng thi bi 16 do bic tranh A 1 0,8 trieu dong va do B
14 0,6 trieu dong. Ho6i trung binh ngudsi tho kiém duge bao nhiéu tién chép
tranh moi tuan? (2,062)

Gaz.
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Bai tap 2.4. Nhu cau hing ngay ctia 1 khu phé vé 1 loai thuc pham tuoi
song c¢6 bang phan phodi xac suat

Nhu cau (kg) | 31 | 32 | 33 | 34
P 0,15]0,25(0,45 | 0,15

Mot cita hang trong khu phd nhap vé mdi ngay 34 kg loai thuc pham nay
véi gia 25.000 dong/kg va ban ra véi gia 40.000 dong/kg. Néu bi é, cudi ngay
ctta hang phai ban ha gia con 15.000 dong/kg méi ban hét hang. Tinh tién
16i trung binh ciia cita hang nay vé loai thitc pham trén trong 1 ngay. (475
ngan dong)

Gliat.
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Bai tap 2.5. Tudi tho (X-tudi) clia ngusi dan ¢ mot dia phuong 1a bién

ngau nhién c¢6 ham phan phéi cho nhu sau

0 khi z <0 .
F(zx) = voi A = 0,013
l—e ™ KkhiO<zx

Tinh:

a. Ty lé ngudi dan tho tit 60 dén 70 tudi. (0,0559)
b. Xac dinh ham mat do cua X.
c. Tinh tudi tho trung binh va VarX. (1/X;1/A?%)

Gat.
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Bai tap 2.6. Tuodi tho (X-thang) cia mot bo phan clia mot day chuyén san
xuat 1& bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do:

Fe) = %(mﬂs)‘z khi 2 € (0;40)
0 khi z ¢ (0;40)

a. Xac suat tudi tho ctia bo phan nay nhd hon 6 thang. (0,4688)
b. Tudi tho trung binh ctia day chuyén nay. (10,118 thang)

c. Tim ham phan phdi xic suat cia X.

Glaz.
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Bai tap 2.7. Tuoi tho ctia mot loai con tring nao dé 1a mot dai luong ngau
nhién lién tuc X (don vi thang) ¢6 ham mat do

kx?(4—z) khio<ax <4
0 noi khac

f(z) =

a. Tim hang s6 k. (3/64)

b. Tim F(z).

c. Tim E (X), Var (X) va Mod(X). (12/5; 16/25; 8/3)

d. Tinh x4c suit dé con tring chét trude mot thang tuoi. (13/256)

Gliaz.
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Bai tap 2.8. X 1a bién ngiu nhién c6 ham mat do

kx? 0<x <1
fz) = { 0 noi khac

a. Tim k£ dé ham f(z) la ham mat do khi d6 tim ky vong va phuong sai
cia X. (3; 3/4; 3/80)

b. Tmh P(1/2 < X < 3/2),P(X <1/2). (7/8)

c. Bibt Y = X3, tim P(1/64 < Y < 1/8). (7/64)

Gaz.
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Bai tap 2.9. Cho ham s6

[ kx(2—2) khil<z<?2
fx) = { 0 noi khac

a. Xac dinh gia tri ctia k dé f(x) 1& ham mat do ctia bién ngAu nhién X.
Vé6i k vita tim dudge tinh ky vong va phuong sai ciia bién ngau nhién X.
(3/2; 11/8; 19/320)

b. Tim ham phan phdi F(z) ctia bién ngau nhién X.

6

. 3
c. Tinh xac suat P (Y > 2X) v6i Y = X°. (E\/i — g>

Gliaz.




Chuong 3

Mot s6 phan phéi xac suat thong dung

3.1 Phan phdi Bernoulli

Xét mot phép thit, trong phép thit nay ta chi qua tam dén 2 bién c6 A va A,
v6i P (A) = p. Phép thit nhu thé nay con goi 1a phép thit Bernoulli. Dat bién
ngau nhién
X - 1 NéuAxdyra;P( X =1)=p
1 0 Néu A khong xady ra;P(X =0)=1—-p=gq

Bién ngau nhién X goi 14 ¢6 phan phdi nhi thitc tham s6 p, ky hieu X ~ B(p).
Ta c¢6 bang phan phdi xac suat cia X ~ B(p)

X | o 1
P | q¢ »p
Tinh chat 3.1. Cdc dic trung ciia X ~ B(p)
1. EX =p.
1. YarX = pq.

Vi du 3.1. Tra 16i ngadu nhién mot cau héi trac nghiem c6 4 dap an, trong
d6 chi c6 mot dap an dang. Goi bién ngau nhién:

v/ Néu tra 1o ding; P(X =1) =1/4
| 0 Néu tra 1oi sai; P (X =0) = 3/4

X ~ B(p); EX =1/4;VarX = 3/16. O
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3.2 Phan phéi Nhi thiic

Xét day n phép thit Bernoulli doc lap va ciing phan phdi,

Xi:{l Lan i A xdy ra; P(X; =1)=p =T

0 Lan i A khong xdy ra;P(X; =0)=1—p=gq

Dat X = X; +---+ X, : goi 1a s6 1an A x3y ra trong n lan thic hién phép
thit. X dugc goi 1a ¢6 phan phéi Bernoulli tham s6 n, p; ky hieu X ~ B(n;p).

Vi du 3.2. Mot xa thtt ban 3 phat dan vao mot muc tieu mot cach doc lap,
xac suat tring muc tiéu 6 moi lan ban 14 0,7. Goi cac bién ngau nhién:

Xi:{ 1 Lan ¢ ban traing MT;P(X; =1)=0,7 =123

0 Lan ¢ ban khong tring MT;

X =X1+Xo+ X3, X ~ B(3;0,7). X 1a s6 phat tring muc tiéu trong 3 phét,
gia tri c6 thé ciia X 14 0,1, 2. Xac suat c6 2 phat triang muc tiéu:

0,7.0,7.0,3 = (0,7)%0,3 Phat 1,2 tring MT
P(X=2) = +/0,7.0,3.0,7=(0,7)2.0,3 Phat 1,3 triang MT
0,3.0,7.0,7 = (0,7)%.0,3 Phat 2,3 tring MT

= 3.(0,7)%.0,3 = C3(0,7)%, 3

Coéng thitc tinh xac suat ctia X ~ B(n;p)

X4c suat trong n 1a thyc hién phép thit Bernoulli ¢6 k lan A xay ra
P(X =k)=Ckpr¢" %, k=0,1,...,n
Tinh chat 3.2. Cdc dic trung ciia X ~ B(n;p)
1. EX = np.

1. YarX = npq.
1. np —q < ModX < np—q—+ 1.
Vi du 3.3. Mot dé thi c6 10 cau héi, mdi cau c6 4 dap an trong do6 chi co

mot dap 4n dung. Sinh vién A trd 16i mot cach ngiu nhién tat ca cac cau.
Goi X 1a s6 cau tra 1oi dung trong 10 cau:
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Xac dinh phan phéi xac suat ctia X.

Tinh xac suat sinh vién A tra 16i dang tit 2 dén 3 cau.
Tinh x4c suat sinh vién A tra 10i dung it nhat mot cau.
S6 cau trung binh sinh vién A tra 1oi ding va VarX.

S6 cau sinh vién A c6 kha nang tra 101 ding 16n nhat.

- 0 &0 T o

Dé thi can c6 it nhat bao nhiéu cau dé xac suat sinh vien A tra 165i ding
it nhat mot cau > 0, 99.

Gaz.




3.3 Phan phéi Sieu boi 53

3.3 Phan phdi Siéu boi

Vi du 3.4. Tu mot lo ¢6 3 bi trang va 7 bi den lay ra 4 bi. Goi X 1a sd bi
den 1an trong 4 bi lay ra, lap bang phan phoi xac suat ctia X.
. [ 3 bitring Liyradbi [ 4—k bitrang
10 bl{ 7 biden o biden { k bi den

M6 hinh siéu boi: Tiu mot tap c6 N phan tit gom:
e N, phan ti A.
e N — N4 phan ti khac phan tit A.

Tt tap NV 1ay ra n phan ti. Goi X 1a s6 phan tit A 1an trong n phan tit 13y ra,
X goi 1a ¢6 phan phoi siéu boi tham s6 N, Na,n, ky hieu X ~ H(N, N4, n)
N NA Phén to A Lay ran PT k Phén tu A

N — N4 Phantt A  duoc kPTA n—+k Phantu A
Coéng thiic tinh xac suat cho X ~ H(N, Ny, n)
X4ac suat trong n phan tit lay ra tt tap N c6 k phan tit A :

k n—k
_ OnCyn,

< k<
P(X = k) = 0<k<n

cn ,trongdo{n_(N_NA>§k§NA
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Tinh chat 3.3. Cdc dic trung ciia X ~ H(N, Ny, n)

N
1. ]EX:np;< :WA>'

N —n

N-—-1

Vi du 3.5. C6 20 chi tiét may, trong d6 c6 15 chi tiét may tot. T 20 chi
tiét nay lay ra ngau nhién 4 chi tiét may (1ay mot 1an), goi X 1a s6 chi tiét
tot 1an trong 4 chi tiét 1ay ra.

1. YarX = npq

a. Xac dinh phan phéi xac suat ctia X.
b. Tinh xac suat lay dudc 3 chi tiét tot.
c. Tinh trung binh s6 chi tiét tot 1ay duge va VarX.

Glaz.




3.4 Phan phoi Poisson 55

3.4 Phan phdi Poisson

Dinh nghia 3.4 (Phan phoi Poisson). Bién ngau nhién X dugc goi la cé
phan phoi Poisson tham s6 X (ky hieu X ~ P(X) néu bién ngau nhién X
nhan gia tri k=0,1,... vdi

Nee=A
k!

Tinh chat 3.5. Cdc dic trung cia X ~ P())

. EX = \.
1. VarX = .
1. A—1 < ModX < ).

Chu y: Bién ngdu nhién X la s6 lan xuét hién A tai nhitng thoi diém ngau
nhién trong khoang (t1;t3) thoa 2 dieu sau:

e SO lan xuat hién bién ¢6 A trong khoang (t1;ts) khong anh hudéng dén
xAc suat xuat hien A trong khoang thoi gian ké tiép.
e S6 lan xuat hién bién c6 A trong 1 khoang thoi gian bat ky ti 1é véi do
dai ctia khoang doé.
Khi d6 bién ngau nhién X c6 phan phoi Poisson.
Vi du 3.6. Tai mot siéu thi, trung binh ct 5 phit c¢6 10 khach dén quay

tinh tien.

a. Tinh xac suat dé trong 1 phit c6 3 khach dén quay tinh tién.
b. Tinh x4c suat dé trong 1 phit c6 tit 1 dén 3 khach dén quay tinh tieén.
c. S6 khéch c6 kha nang dén quay tinh tién 16n nhat trong 1 gio.

Gliaz.
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3.5 Phan phbi Chuan
Dinh nghia 3.6 (Phan phdi chuan). Bién ngau nhien X dugc goi la cé phan
phoi chudn tham s6 p va o2, ki hieu X ~ N (,u; 02), néu X cé ham mat do:

Gk
e 2% | zeR

f(z) =

o\ 2T

D6 thi ham mat do clia X ~ N(u;0?)

X

Nhan xét: Do thi ham mat do chuan c¢6 dang hinh “chudng” déi xting qua
T=4
Tinh chat 3.7. Cdc dac trung cia X ~ N (,u; 02)

. EX = p.
i. VarX = o2,
1i. ModX = p.

Céc do thi ham mat do bién ngau nhién chuan véi trung binh 13 p v o =
2,0=1,0=1/2.
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o=1/2

AN

_—

Dinh nghia 3.8 (Phan phdi chuan: u = 0;02 = 1). Ham mdt do ciia bién
ngau nhién Z ~ N (0;1) ¢6 dang

X

1 22
z) = ez, zeR

Hinh sau 1a d6 thi ham mat do ctia z ~ N (0; 1)

| | | |
I T T T T

3 -2 -1 0 1 2 3%

Dinh nghia 3.9 (Ham Laplace). Cho bién ngdu nhién Z ~ N (0;1). Dat
ham

1
gp(x):/ e 2dz, >0
2
) V2m

got la ham Laplace. (Gid tri cia p(x) duge cho trong bing A.2)
o

O X

Tinh chat 3.10. Ham Laplace p(x) 6 cdc tinh chat:

1 p(=x) = —p(x).
ii. p(4+00) = 0,5; p(—0) = —0, 5.
iwi. Neu Z ~ N(0;1) thi P(a < Z < b) = p(b) — p(a).
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X —p
o

P(a<X<b):¢(b;M>_¢<a;N>

Vi du 3.7. Cho bién ngau nhien X ~ N (0;1), tinh cac xac suat.

w. Néu X ~ N (u;0?) thi bién ngau nhién Z = ~ N (0;1). va

a. P(-1<X <2).
b. P(1,5 < X).
c. P(X <—-1).

Vi du 3.8. Cho bién ngéu nhien X ~ N (3;2%). Tinh cdc x4c suat:

a. P(1<X).
b. P(|X — 1] < 2).
c. P(|IX —1| > 1).
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]

Vi du 3.9. Diém Toeic clia sinh vién sip tét nghiép & truong dai hoc co
phan phéi chuan véi gia tri trung binh 560 va do léch chuan 78. Tinh:

a. Ty lé sinh vién c6 diem nam gitta 600 va 700.

b. Ty lé sinh vién c6 diem Toeic trén 500.

c. Gia st nha trusng mudn xac dinh diém Toeic tbi thicu dé sinh vién c6
thé ra truong véi ti 1é 80%. Tinh diém Toeic téi thiéu (1ay phan nguyén).

Gliat.
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]

Vi du 3.10. Tudi tho ctia may cit coé 1a bién ngAu nhién c¢6 phan phdi chuan
v6i trung binh 1a 82 thang. Nha san xuit bao hanh san pham khi ban ra la
33 thang. Gia stt 2,5% san pham bi tra lai (héng) trong thdi gian bdo hanh.
Tinh:

a. Do lech chuan ciia tudi tho san pham nay.
b. Xéc suat mot may loai nay c6 tudi tho trén 50 thang.
c. Mot ctta hang ban 10 may cat co6 loai nay. Tinh:
i) Xac suat c6 2 may hong trong thoi gian bao hanh.
ii) S6 may trung binh hong trong thoi gian bao hanh.

Gliat.
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3.6 Bai tap chuong 3

Bai tap 3.1. Mot nha vuon trong 121 cay mai véi xac suat nd hoa ciia moi
cay trong dip tét nam nay 1a 0,75. Gia ban 1 cay mai nd hoa 1a 0,5 trieu
dong.

a. Tinh s6 cay trung binh né hoa trong dip tét. (90,75 cay)

b. Gia st nha vuon ban hét nhitng cay mai nd hoa, tinh sb tién trong dip
tét nam nay nha vuon thu dude chic chin nhat. (45,5 triéu dong)

Gliaz.
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Bai tap 3.2. Cha vuon lan da dé nham 20 chau lan c6 hoa mau dé véi 100
chau lan ¢6 hoa mau tim (lan chwa né hoa). Mot khach hang chon ngau nhién
15 chau tit 120 chau lan d6 (chon 1 lan).

a. Tinh xac sudt c¢6 ti 5 dén 6 chau lan ¢6 hoa mau dé. (0,0723)

b. Goi X 1a s6 chau lan ¢6 hoa mau do khéach chon duge. Tinh gia tri cla
EX va VarX. (5/2; 125/68)

Gliat.

Bai tap 3.3. Tai bénh vién A trung binh 3 gio c6 8 ca mo. Tinh
a. S6 ca mo chic chian nhit sé xay ra tai bénh vien A trong 25 gid. (66
ca)
b. Tinh xac suat trong 5 gio ¢6 tit 10 dén 12 ca md. (0,2821)

Gaz.
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Bai tap 3.4. Mot 16 hang chita 20 san pham trong dé c6 4 phé pham. Chon
lien tiép 3 1an (c6 hoan lai) tit 16 hang, mdi lan chon ra 4 sdn pham. Tinh
xac suat dé trong 3 lan chon cé:

a. Ding 1 lan chon dugc khong qua 1 phé pham. (0,066)

b. Trung binh s6 lan chon duge khong qua 1 phé pham. (2,514)

Gaz.

Bai tap 3.5. Gia ca phé trén thi truong 14 bién ngau nhién c6 phan phoi
chuan véi trung binh 1a 26000 dong/kg va do léch chuan 2000 dong. k 1a gia
tri tai d6 ca phé c6 gia 16n hon k vé6i xac suat 90%. Tinh gia tri k. (23420
dong)

Gliaz.
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Bai tap 3.6. Thoi gian mang thai clia sdn phu 1a bién ngau nhién c6 phan
phéi chuan véi trung binh 280 ngay. Cho biét ty lé mot san phu mang thai
tren 290 ngay 1a 25,14%, tinh do léch chuan clia thoi gian mang thai. (15
ngay)

Giar.

Bai tap 3.7. Chicu dai cta loai linh kién dién t A tai ctta hang B 1a bién
ngau nhién X (mm) c6 phan phéi chuan N(12;2,5). Mot cong ty can mua
loai linh kién nay vé6i chiéu dai tir 11,98mm dén 13mm va ho chon lan lugt 7
chiée tit ctta hang B. Tinh xac suat dé trong 7 chiéc duge chon co:

a. T 5 dén 6 chiéc st dung duge. (1,06%)
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b. It nhat mot chiéc st dung duoc. (0,8531)
Giai.

Bai tap 3.8. Thoi gian choi thé thao trong mot ngay ciia mot thanh nien
la bién ngau nhién X (gio/ngay) c6 ham mat do

-
Asin [ =z khio0<xz <1
f(x) = (3 ) _
0 noi khéac

a. Tinh hang s6 A. (27/3)

b. Tinh thsi gian choi thé thao trung binh. (0,6530 gid/ngay)

c. Tinh xac suat mot thanh nién c¢6 thai gian choi thé thao chua téi 30
phit/ngay. (0,2679)

d. Trung binh c6 bao nhiéu thanh nién choi thé thao hon 30 phit/ngay
trong 100 thanh nién. 26,79 thanh nién

e. Ta phai chon it nhat bao nhiéu thanh nién dé gap dugc it nhat 1 ngusi
c6 thai gian choi thé thao chua t6i 30 phiit /ngay xay ra véi xac suat hon
95%. (10 thanh nién)

Gaz.
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Bai tap 3.9. Tuoi tho clia ngusi dan ¢ mot dia phuong 1a mot bién ngau
nhién - X (tudi) c6 ham mat do

Ae ™™ khix >0
flx)=147° T A =0,013
0 noi khac

a. Tinh tudi tho trung binh ctia ngusi dan & dia phuong. (76,9231 tudi)
b. Tinh ti 1é ngudi dan tho trén 60 tudi. (0,4584)
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c. Trung binh c¢6 bao nhiéu ngudi tho trén 60 tudi tudi trong 1000 dan.
(458,4)

Glaz.

Bai tap 3.10. Thoi gian hoc ranh nghé siia ti vi clla mot nguoi 1a mot bién
ngau nhién - X (nam) c¢6 ham mat do.

1
Ax2+g khiQ <z <2

0 noi khac

fx) =

Xac dinh hang s6 A. (9/40)

Thoi gian hoc ranh nghé trung binh ctia mot ngudi. (1,3 nam)

Tinh xac sudt mot nguoi hoc ranh nghé dudi 6 thang. (0,1094)

Chon ngau nhién 5 hoc vién, tinh xéc suat c6 2 ngudi hoc ranh nghé
dudi 6 théng. (0,0845)

o TP
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68

Glaz.




Chuong 4
Luat sb6 16n va cac dinh 1y giéi han

4.1 Hbi tu theo xac suat va phan phbi

Dinh nghia 4.1 (Hoi tu theo xac suat). Cho dday bién ngau nhien {X,}
va bién ngdu nhién X. Ta néi {X,} hoi tu theo zdc suat dén X, ky hiéu

XngX, néuw vdi moi e > 0 thi
lim P(|X, - X|<e)=1

n—-+o00

Néu X,, = X thi v6i n 16n ching ta c6 X,, ~ X véi xac suit gan 1. Thong
thuong, X, hoi tu theo xac suat dén bién ngau nhién X 1a hing s6 (X, L 0,
6 1a hang s6) nghia la khi n 16n thi hau nhu bién ngdu nhién X,, khong co su
thay doi.

Dinh nghia 4.2 (Hoi tu theo phan phdi). Dinh nghia hoi tu theo phdan phoi
Cho day bién ngau nhién {X,} va bién ngdu nhien X. Ta néi {X,} hoi tu
theo phan phoi dén X, ky hiéu X, L X, néu

lim P(X, <z)=P(X <x)=F(x)

n——+00

tai moi diém lien tuc ciia ham phan phoi F(z)

Néu X,, =5 X thi véi n dii 16n ching ta c6 thé xap xi phan phdi ciia X,, bdi
phan phdi ctia X. Vay hoi tu theo phan phdi rat tién 1¢i cho viéc xap xi phan
phdi clia bién ngau nhién X,,.

Dinh nghia 4.3 (Hoi tu hau chic chin). Cho day bién ngdu nhién {X,}
va bién ngdu nhién X. Ta noéi {X,} hoi tu hau chdc chdan dén X, kyj hiéu
X, 5 X, néu X,, A X vdi zdc sudt la khong.
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4.2 Bt dang thic Markov, Chebyshev

4.2.1 Bt dang thic Markov

Néu X 13 bién ngau nhién nhan gia tri khong am thi v6i moi hing s6 duong

€ ta co
E (X)

3

P(X >¢) <

Chitng minh. X 1a bién ngdu nhién ¢6 ham mat do f(z) thi

400 3 +-00
E(X)= / rf(x)dr = /xf(x)dx+ / xf(x)dx
0 0 €
+0oo +00
> /xf(x)dx > /sf(:z:)da: _P(X > o)
Nhan hai vé ctia bat phuong trinh vé6i 1/ thi ta ducc két qua. O

4.2.2 BAat dang thic Chebyshev

Néu X 1a bién ngau nhién c6 ky vong la v va phuong sai ¢ hitu han thi véi
moi hing s6 duong € bé tly ¥ ta c6

Var (X
P(X ]2 2) < X
hay tuong duong
Var (X
P(X — pf < 2) > 2 )

Chitng minh. Ta thay (X — p?) la bién ngdu nhién khong am va ¢ > 0. Sit
dung bat dang thic Markov véi € := €% ta ducdc
E(X —p)’

£

P [(X—uf > 52] <

Vi (X — p)? > €2 khi va chi khi |X — p| > € nen

Var (X)

P(X —pl 2 0) < —)
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Bat dang thiic Markov v Chebyshev cho ta phuong tién thay duge gidi han
xac suat khi biét ki vong va phuong sai ctia bién ngau nhién chua biét phan
phoi xac suat. O
Vi du 4.1. Gia st s6 phé pham ctia mot nha méy lam ra trong mot tuan 1a
mot bién ngau nhién véi ky vong 1a p = 50.

a. C6 thé noéi gi ve xac suat san pham hu tuan nay vugt qua 75.

b. Néu phuong sai ciia phé pham trong tuan nay la o? = 25 thi c6 thé noi
gl vé xac suat san pham tuan nay sé & gitta 40 va 60.

Gat.

o E(X) 50 2

. Theo bat dang thic Markov P (X > 75) > = — ==

a eo bat dang thiac Markov P ( ) > = = =3
b. Theo bat dang thiic Chebyshev P (|X — 50| > 10) < o _ 25 _1 D
. Theo bat dang thic Chebyshev > <{®~T100 -1 D°

do -

IP’(40<X<6O):]P>(\X—50\<1O)>1—Z:Z

4.3 Luat s6 16n

Dinh 1y 4.4 (Luat s6 16n). Goi X1, ..., X, la cdc bién ngau nhién doc lap va
cing phan phoi zdc sudt vdi ky vong p = E (X) va phuong sai 0? = Var (X)
hiu han. Dat S, = X1+ -+ X,,. Khi do vdi moi e > 0,

p(s

- ,u‘ > 5) —0
Ching minh. Béi vi Xi,...,X, 1a doc lap vd cung phan phdi, ta co

n
Sn o? N Sn 1 % 2 ., L
Var { — ) = — va E | — ) = pu. Ap dung bat dang thic Chebyshev, véi
n n n

moi € > 0,

khit n — +o00.
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C6 dinh € va khi n — +o0

S,
P ( - ,u‘ > 5) —0
n
S,/n 1a trung binh ctia cac bién ngdu nhien X;, (i =1,...,n), do d6 ngudi
ta thuong goi luat s6 16n 1a luat “trung binh”. ]

4.4 Dinh ly gi6i han trung tam

Dinh 1y 4.5. Cho X1,...,X, la cdc bién ngau nhién doc lap va cung phan
phoi vdi ky vong p va phuong sai o hitu han. Ta dat

Khin — oo thi bién ngau nhién

S, 5 X, wdi X ~ N (E(S,);Var (S,))

Nhan xét: Dinh 1y trén cho ta két qua 1a khi n 16n phan phdi ciia bién
ngau nhién S,, dugc xap xi bang phan phdi chuan N (E (S,); Var (S,)). Dé
don gian ta viét S, ~ N (E(S,);Var (S,)), ddu “~” nghia la “xap xi phan
phdi”.

Vi du 4.2. Tung 1000 lan 1 xtc sic, tinh x4c suat tong s6 cham trong 1000
lan tung 16n hon 3600.

Gliaz.
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4.5 Lién hé giita cac phan phdi xac suat

4.5.1 Lién hé gitta phan phdi nhi thic va chuan

Cho Xi,..., X, 1a cac bién ngdu nhién doc lap va X; ~ B(p). Ta c6
X=X1+ -+ X, ~ B(n;p)

Theo dinh 1y giéi han trung tam X ~ N(np; \/npg) khi n — co. Khi do:

.P(angb):¢<b\/%)>_w<a\/£>

e P(X =k)= ! f(z), (f(x)-A.1) trong d6 z = k—np

v 1pq v 1pq

Chu y: Xap xi trén chtng ta thuong st dung khi p khong qua gan 0 hoac 1.

Vi du 4.3. Trong mot kho lia giong c6 ti 1é hat laa lai 14 20%. Tinh xac
suat sao cho khi chon lan lugt 1000 hat lta gidong trong kho thi co:

a. Dung 192 hat lua lai.
b. C6 tur 185 dén 195 hat laa lai.

Gaz.
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4.5.2 Lién hé gitra siéu bo6i va nhi thic

L N
Cho X ~ H(N,Ny4,n). Néu ¢6 dinh n, N — oo va WA — p thi X <
Ny

B(n7p>7p: W

Nhan xét: Khi X ~ H(N, N4, n), néu N kha l6n van << N, (n < 0,05N)
thi . i
SAS Y Ny
P(X = k) = 422 o okphgnk -2
( ) cn PP =
Vidu 4.4. Mot ao ca c6 10.000 ca da tron, trong dé ¢6 1.000 con ca tra.

a. Tinh xac suat dé khi bat ngau nhieén 20 con tit ao thi dugc 5 con ca tra.

b. Tinh xac suadt dé khi bat ngdu nhién 50 con tit ao thi dudc 10 con ca
tra.

Glat.
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4.5.3 Lién hé gitta nhi thic va Poisson

Cho X ~ B(n,p) va khi n — oo thi X ~ P(\) trong dé A\ = np
Nhan xét: Khi X ~ B(n,p) va khi n kha 16n thi
Nee=A

P(X = k) = Ciphq" ™ ~ =

Cha y: Xap xi trén chung ta thuong dung khi n 16n va p gan 0 hoac 1.
Vi du 4.5. Mot 16 hang thit dong lanh déng géi nhap khau c6 chita 0,6% bi

nhiém khuan. Tim xac suat dé khi chon ngdu nhién 1.000 géi thit tit 16 hang
nay co:

a. Khong qua 2 goi bi nhiém khuan.

b. Ditng 40 go6i bi nhiém khuan.

Gliat.
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Chuong 5

Vécto ngau nhién

5.1 Khai niém véctd ngau nhién
e Mot bo ¢6 thit ty n bién ngdu nhien (X7,..., X,,) goi 1a mot vécto ngau
nhién n chiéu.

e Vécto ngau nhién n chiéu 1a lién tuc hay rdi rac néu, cac bién ngau nhién
thanh phan 1 lién tuc hay rdi rac.

Vi du 5.1. Nang xuat laa 6 mot thita ruong 6 dia phuong A 1a bién ngau
nhien X, néu xét dén luong phan Y thi ta c6 vécto ngau nhién hai chieu
(X,Y), con néu xét them lugng nude Z thi ta c6 vécto ngau nhién 3 chieu
(X,Y, 7). u

Trong giéi han ciia chuong trinh ta chi xét vécto ngau nhién hai chiéu, ky
hiéu (X,Y).

5.2 Phan phbi xac suat cta (X,Y)

5.2.1 (X,Y) la véctd ngau nhién rdi rac

a) Phan phdi xac suat dong thoi: Vécto ngau nhién rdi rac (X,Y) duge
bieu dién biang bang phan phéi xac suat dong thoi:



5.2 Phan phdi xac suat cta (X,Y)

X Y1 Y2 Yj Yn Téng dong
x1 f(xy,y1) | (o1, y2) flx1,y5) f(z1,9n) f(x1,)
T2 f(x2,91) | flw2,92) f(x2,95) f(z2,yn) f(x2,0)
5 | @) | Fanm) F@ny,) Fanm) | Fane)
o IO [T | | ) | | Tmtn) | TGme)
Tong cot || f(e,y1) | f(e32) f(e,y;) f(®,yn) 1

Trong do:

o f(ri,y;)) =P (X =2;Y =

i ii (i;y;) =1

i=1j=1

Vi du 5.2. Bién ngau nhién rdi rac X nhan cac gia tri 6, 7 va 8. Bién ngau
nhién Y nhan cac gia tri 1, 2, 3. Phan phéi dong thai clia vécto ngau nhién

(X,Y) cho béi bang

Tinh:

a.P(X=6Y=2

Glaz.

Y;)

X 1 2 3
6 0,1 | 0,15 0,05
7 0,1 | 0,2 | 0,1
8 0,05 | 0,2 | 0,05
P(X =4Y =6).




5.2 Phan phdi xac suat cta (X,Y)

b) Phan phéi xac suat thanh phan (1&)
e Bang phan phoi xac suat clia X

X ‘ 1 T9 e Tm

|
P(X =) [ fler, o) flas,e) - flame)

Trong d6 f(z;, e) 1a tong dong i.

e Bing phan phdi xac suat clia Y

Y ‘ Y1 Y2 T Yn

|
]P)(Y - y) H f('oyl) f('7y2> T f(.a yn)

Trong dé f(e,y;) 1a tong cot j.
Vi du 5.3. Cho bang phan phoi xac suat dong thoi nhu sau:

Y
X 1 2 3
6 0,1 | 0,15 | 0,05
7 0,11 021 0,1
8 0,06 | 0,2 | 0,05

a. Lap bang phan phdi xac suat cia X.
b. Tinh P (X > 6).
c. Lap bang phan phdi xac suat ciia Y.
d. Tmh P(Y < 3).

Gat.
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c) Phan phoi xac suat c6 dieu kién

e Bang phan phdi xac suat cia X véi dieu kien Y = y;

P(X =z|Y =y, H fla, ?/J flwa,y)  [lamy)
( 'yj) f(‘? yj)
e Bing phan phoi xac suat ctia Y vdi dieu kien X = x;
Y [ Y2 - Yn
P(Y = y|X = ;) H y Top) o)
51.77, (3.77;, .) f(xla .)
Vi du 5.4. Cho bang phan phoi xac suat dong thoi nhu sau:
Y
X 1 2 3

6 0,1 | 0,15 | 0,05

7 0102 01

8 0,05 | 0,2 | 0,05

a. Lap bang phan phoi xac suat ctia X biét Y = 2.
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b. Tinh xac suat P (X > 6]Y = 2).
c. Lap bang phan phdi xac suat ciia Y biét X = 6.
d. Tinh xac suat P (Y > 1|X =6).

Gliaz.

5.2.2 (X,Y) la véctd ngau nhién lién tuc
a) Ham mat do dong thoi

Dinh nghia 5.1 (Ham mat do dong thoi). Ham so f(x,y) > 0,V(z,y) € R?
dugc goi la ham mat do dong thoi cia (X,Y) néu

]P’((X,Y)EA)://f(m,y)dxdy, ACR?
A

Chi 5. V6i dinh nghia ham mat do dong thai clia vécto ngau nhién ta c6
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i. Néu (X,Y) la vécto ngau nhien lien tuc thi xac suat (X,Y") thuoc mot
tap A C R? dugc tinh bing tich phan ctia ham mat do f(x,y) trén
tap A.

ii. Moi ham mat do dong thoi ciia vécto ngau nhién (X,Y) phéi thdéa hai
dieu kien f(z,y) >0 va

P((X,Y)€eR?) = //f(:z:,y)da:dy =1
R2

Vi du 5.5. Cho ham s6

B 102%y khio<y<z <1
ﬂ%w_{o noi khac

a. Chuing téa f(z,y) 1a ham mat do (X,Y).
b. Th P (2Y > X).

Gaz.

1+ y=2
: O<x<1hoac O0<y<l1
O<y<ux y<x<l
0 x 7
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11 y=2
, J0<e <1
lr2<y<x
o r=zx/2
0 1
[

b) Ham mat doé thanh phan (1&)

e Ham mat do cua X.

+00
fi@)= [ Hady
e Ham mat do cua Y. _+OO
)= [ flayds
Vi du 5.6. Cho vécto ngau nhién (X,_;) c6 ham mat do

B 102%y khio<y<az<1
fla,y) = { 0 noi khac
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a. Tim ham mat do cua X.

b. Tim ham mat do cua Y.

c. Tinh P(X > 1/2) va EX.
d. Tmh P(Y < 1/2) va EX.

Glat.

O<y<l1
y<x<l
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c) Ham mat do6 c6 dieu kién

e Ham mat do ctia X v6i dieu kien Y =y

e Ham mat do cia Y véi dieu kien X =z

_ o J@y)

Vi du 5.7. Cho vécto ngau nhién (X,Y) ¢6 ham mat do

B 102y khiO<y<az<l1
fwy) = { 0 noi khac

a. Tim ham mat do cia X v6i diéu kien Y = 1/2.
b. Tim ham mat do ctia Y vdéi diéu kien X = 1/3.
c. Tmh P(X > 2/3[Y = 1/2) va E(X[Y = 1/2).
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d. Tmh P(Y < 1/4|X = 1/3) va E(Y|X = 1/3).

5.3 Bai tap chuong 5

Bai tap 5.1. Chi phi quang céo (X: tri¢u dong) va doanh thu (Y: trieu
dong) ctia mot ctta hang c¢6 bang phan phdi dong thoi cho nhu sau:
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e

PR om0

Gliat.

Y 500 700 900
X (400-600) | (600-800) | (800-1000)
30 0,10 0,05 0
50 0,15 0,20 0,05
80 0,05 0,05 0,35

Lap bang phan phdi xic suat chi phi chi cho quang céo.

. Cho doanh thu 1 500 triéu, lap bang phan phdi xac suat chi phi quing

cao.

. Lap bang phan phoi xac suat doanh thu ctia cita hang.

Cho biét chi phi quang cdo 1a 30 trieéu, lap bang phan phdi xac suat ciia
doanh thu.

Tinh chi phi chi cho quang cao trung binh.

Cho doanh thu 1a 500 triéu, tinh chi phi quang cao trung binh.

Tinh doanh thu trung binh ctia ctta hang.

Cho chi phi quang cao la 30 triéu, tinh doanh thu trung binh.
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Bai tap 5.2. Nang suat lia X(tdn/ha) va lugng phan Uré Y(x 100 kg) co6
ham mat do dong thoi

I 5, xy )

— = khi0<3y<z<6
flay) =4 407 Tag O SETE

0 noi khac

Tim ham mat do xac suat clia ning suat laa.

Tim ham mat do xac suat cia luong phan Ure.

Tinh niang suat laa trung binh.

Tinh lugng phan bon trung binh.

Tim ham mat do xac suat clia nang suat khi lugng phan bon 1 (x 100kg).
Tim ham mat do xac suat ctia lugng phan bén khi nang suat 3 (tan/ha).
Cho biét lugng phan bén 1(x100kg), tinh x4c suat nang suat laa dudi
4(tan/ha).

h. Cho biét lugng phan bon 1(x100 kg), tinh nang suat lta trung binh.

i. Cho biét nang suat laa 3(tan/ha), tinh lugng phan bén trung binh.

Gliat.

® -0 &0 T
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