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l O1 GIOI THIEU

GEORGE POLYA sinh nam 1887 & Hungary. Ong t6t nghiép dai hoc va
bao vé luin 4n tién si tai Pai hoc tdng hop Budapest. Nam 1940 ong sang My, tir
1942 éng 1 gido su Dai hoc tdng hop Stanford. Ong mit nam 1985 tai California.

Ngoai nhitng cong trinh vé Ii thuyét s6, giai tich ham, todn théng ke va giai
tich td hgp, G. POLYA rét n6i ti€ng v6i nhitng nghién ciu vé qud trinh giai
todn v qud trinh sdng tao todn hoc, dugc dic két trong bé ba quyén sdch (da
dugc dich ra rat nhiéu thi ti€ng trén the gidi, trong dé cé ti€ng Viét): How to
Solve it? (Giai mot bai todn nhu the nao?), Mathematical Discovery (Sdng tao
todn hoc) va Mathematics and Plausible Reasoning (Toan hoc va nhitng suy
ludn c6 li). '

Mic dii duge viét cdch day da gdn mot the ki, cic quyén séch clia G. POLYA
dén nay vin giit nguyén gia tri to 16n d&i véi thdy co gido cdc cap, ddi véi sinh
vién va hoc sinh muén day va hoc toan hoc (va ca cdc mén khoa hoc khic) mot
cich théong minh va sdng tao.

TOAN HQC VA NHUNG SUY LUAN CO Li gém hai quyén:

I. Quy nap va tuong ti trong todn hoc;

I1. Cic so do cua nhitng suy luan cé li.

Day 1a ban dich cla quyén I, Quy nap va tuong tu trong toin hoc (ban dich
ti€éng Nga). Ban dich nay dd dugc Nha xuit ban Gido duc cho in ngay trong
nhitng nam khang chié€n ch6ng M§ citu nudc 4c ligt nhit.

Noi dung tdc phdm ctia G.POLYA r4t phong phu, dé cap dén kié€n thifc todn
hoc tir so cdp dén cao cdp, lién hé dén vat i va mot s6 nganh khoa hoc khac.
Cich trinh bay doc,ddo, nhiéu chd theo 16i van néi, di dém va khé4 t€ nhi.
Ching to1 lai khong c¢6 nguyén ban ti€ng Anh, nén ban dich khong khoi co
nhitng sai sét. Ching téi mong nhan dugc ¥ kién déng gép ctia ban doc va cb
diéu kién thuan loi d€ sira chita ban dich duoc t6t hon.

Nhitng nguoi dich



l OI NOI PAU

Quyén sach nay cé nhitng muc dich khdc nhau lién quan kha chat ché,

Truéc hét, né nhim gidp cic hoc sinh va thdy gido day todn vé mot van dé
quan trong, vén dé nay thudng khong dugc chi y ding mitc. Theo y nghia nio
d6, né cling 1a mot khao cidu triét hoc. N6 12 mot quyén ké tiép cdc cong trinh
khac va doi hdi phai cé phin tiép theo.

1.

N6i mot cidch nghiém khic thi moi kién thdc cha ching ta ngodi pham vi
clia todn hoc va logic chitng minh (moén logic nay thuc t& 14 mdt nganh cha
todn hoc) déu bao gém cic gia thuyét. T4t nhién cé nhitng gia thuyét nay

- va gia thuyét ng. Cé nhitng gta thuyét cé gia tri va ding tin cdy, thi du nhu

nhitng gia thuyét dugce dién dat trong nhiéu quy luét tdng quét cha vat 1i.
C6 nhitng gia thuyét khic vira khong ddng tin cay, vira khong cé gid tri va
mot s6 trong chiing cé thé 1am ban phat buc minh, khi ban doc cdc gia
thuyét dé ¢ trong bdo. Va giita cac gia thuyét nay va gia thuyét kia c6 moi
loai gia thuyét, linh cam va dy dodn.

Ching ta cing c6 cédc kién thic todn hoc clia minh bang céc suy luan ching
minh, nhung ching ta hé trg cdc gia thuyét cha minh bing cdc suy luan cé Ii.
Mot chimg minh todn hoc 1a suy luan ching minh, con két ludn quy nap cia

nha vat i, nhimg bing ching gidn ti€p cla luat gia, nhimg din ching tai liéu clia

nha st hoc va két luan théng ké clia nha kinh t€ hoc déu thudc vé suy luan cé 1i.

~ Su khédc nhau giita hai kiéu suy luan nay hét sc 16n va muén mau muoén

vé. Suy luan chimmg minh 13 suy luan dang tin cdy khong chéi cdi duge va
duat khodt. Suy luan c6 1i 1a suy luan con bdp bénh, phai tranh cii va c6 diéu
kién. Suy ludn ching minh tham nhéap cdc khoa hoc v@i cuing mitc dé nhu
todn hoc, song ty né (cling nhu ty ban than toan hoc) khong c6 kha ning
cung cdp nhitg hiéu biét can ban méi vé th€ gidi xung quanh ta. Moi cdi
méi ma chiing ta hiéu bi€t duge vé th& gidi déu c6 lién he vdi cac suy luan
¢6 1i 12 suy luan duy nh4t ma ta quan tam trong cong viéc hang ngay. Suy
luan chitmg minh cé nhing tiéu chuén chit ché duge ghi lai thanh luat va
duge giai thich bang logic (logic hinh thic hay logic chiing minh), logic nay
14 thuyét clia cdc suy luan ching minh. Nhimg tiéu chuén cta cdc suy tuan
c6 1i 14t linh dong va khong mot 1i thuyét nao vé cic suy luan nhu vay lai 16
rang bang logic chimg minh va ¢4 sy nhat quan nhu logic chitng minh.

Mot nhan t6 khéc lién quan dén hai kiéu suy luan ndy déng dé ta chd y. Ai cling
biét tang todn hoc c6 khad nang tuyét diéu day ta cdch suy luan ching minh,
nhung t6i ciing khéng dinh ring trong c4c chuong trinh hoc tap thong thudmg
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cha céc tmidng hoc khong c6 mon hoe nao cé kha ning nhu vay dé day chiing ta
vé céach suy luan ¢6 1i. Vi tat ca nhimg ai dang hoc todn, todn so cép hodc todn
cao c4p va quan tim nim vimg mon hoc niy, toi mudn ndi ring: "Tat nhién
chiing ta s& hoc chiing minh, nhung ching ta ciing s€ hoc cd dw dodn nita’.

Diéu nay nghe ra hoi nguoc doi va t6i cdn nhdn manh mot vai diém dé
tranh su hiéu 1dm cé thé xay ra.

To4n hoc duge coi nhu 14 mot mon khoa hoc chitng minh. Tuy nhién d6 méi
chi 12 mot khia canh clia nd. Toan hgc hoan chinh, dugc trinh bay dudi hinh
thttc hoan chinh, duge xem nhu chiing minh thuén tuy, chi bao gdm cédc ching
minh. Nhumg toan hoc trong qud trinh hinh thanh ggi lai moi kién thic khéc
ctia nhén loai trong qué trinh hinh thanh. Ban phai dy dodn vé mot dinh 1i todn
hoc truée khi ban ching minh né. Ban phai du dodn vé ¥ cha chitmng minh,
trudc khi ti€n hanh chitng minh chi ti€t. Ban phai déi chi€u cic két qua quan
sdt dugc va suy ra nhing di€u tuong tu, ban phdi thir di thir lai. Két qua cong
tdc sdng tao cta nha todn hoc 1a suy luan chimg minh, 13 chimg minh; nhung
nguodl ta tim ra cach chiing minh nhd suy luan c6 li, nhd du doan. Néu viéc
day toan phan anh ¢ mic do nao dé viéc hinh thanh toan hoc nhu thé nao thi
trong viéc giang day dé phai danh ché cho du dodn, cho suy luan ¢ Ii.

Nhu chiing toi dd néi, ¢6 hai kiéu suy luan: suy luan chiing minh va suy
luan c6 li. Téi nhan thay 14 hai loai suy luan nay khong mau thuin nhau,
ma tréi lai b6 sung cho nhau. Trong suy luan chit ché, diéu chii y&u 1a phan
biét chimg minh v4§i du dodn, ching minh ¢é can cif véi du dodan khong cin
cit. Trong mot suy ludn cé li, diéu chi yéu 1a phan biét du dodn vé&i du
doén, du dodn hop 1i véi dy dodn it hop li hon. Néu ban chi ¥ t6i ca hai sy
khdc nhau d6, thi ¢4 hai suy luan nay c6 thé tr& thanh rd rang hon.

Mot ngudi nghiém tic nghién ctu todn hoc, dinh ldy todn hoc lam su
nghiép cta doi minh, phai hoc tp cdch suy luan chiing minh, do6 14 nghé
nghiép cia anh ta va ciing 1a dac diém ndi bat cia khoa hoc cha anh ta. Tuy
nhién, dé dat dugc két qua thyc su, anh ta cling cdn hoc tap cd céch suy
luan co 1i, d6 12 loai suy luan ma ca hoat dong sdng tao ctia anh ta s& phu
thugc vao dé. Nguoi hoc todn nhu mot mon phu hodc chi vi yeéu todn ciing
phai 1am quen chuit ft v6i suy luan chiing minh; cing c6 thé ngudi d6 khong
dac biét can thi€t phai 4p dung truc ti€p nhitng suy luan d6, nhung anh ta
phéai ndm dugc tiéu chudn - dé c6 thé so sanh cdc két luan c6 thé xay ra -
dugc néu ra nhu 12 cdc chiing minh cic két luan anh ta thuong gép trong
cugc song hién dai. Nhung trong moi céng viéc cua minh, anh ta cdn nhitng
suy luén c6 li. Trong moi trudng hop, nguoi nghién ciu todn hoc mong
mudn c6 nhitng déng gbp trong linh vuc nay, di nhing hding thd sau nay
cha anh ta thé nao di nita, cling can phai ¢6 gang hoc thong thao ca hai loai,
suy ludn chimg minh va suy luan c6 li.



Toi khong tin rang c6 mot phuong phdp bio dam tuyét déi viéc hoc thong thao
cdch du doédn. Trong moi trudng hgp néu cé mét phuong phdp nhu thé di nita,
thi t6i ciling chua dugc biét va diéu hién nhién 12 t6i khong hé cé tham vong
trinh bay phuong phdp d6 & nhiing trang sau. Ap dung mot cich cé hiéu qua
cic suy luan co H 1a mét ki nang thuc hanh va ki nang dé ciling nhu moi ki
nang thuc hanh khic déu hoc duge bing con dudmng bat chudc va thuc hanh.
Toi dir dinh lam t&t cd nhimg gi t6i c6 thé 1am dugc dé gidp ban doc ham
muén hoc théng thao cach suy luan cé li, song tdt ca nhitng gi t6i c6 thé dé
nghi thi dé chi 12 nhitng thi du lam mAu va kha nang thuc hanh chu ddo.

Trong quyén sich nly, t6i s& thudng ban dén nhimg phéat minh todn hoc 16n va
nhd. Toi khong thé ké lai lich sir thuc su chia viéc phdt minh, b&i vi thuc t&€
khong ai biét diéu dé. Tuy nhién, t6i s& ¢6 gang tim ra lich skt co thé diing cla
viéc phdt minh di c6 thé xay ra. Toi c6 ging 1am ndi bat cdc suy nghi lam co
s0 phdt minh, nhiing suy dién ¢6 li dd dan t6i phat minh, néi tém lai 1a tdt ca
nhimg gi ddng bat chude. T4t nhién, toi ¢ ging thuyét phuc ban doc, dé la
nhiém vu cha toi voi tr cach 12 thdy gido va la tic gia. Tuy vay, t6i s€ hoan
toan trung thuc véi ban doc trong van dé that su co ban, t6i s& chi cd ging
thuyét phuc ban doc & nhitng ché ma t6i cho 1a ding va c6 ich.

Sau mdi chuong déu cé néu ra cdc thf du va chid thich. Cic chii thich lién
quan t6i cdc vin dé qud siu hodc qud t€ nhi ddi v6i noi dung cia chuong
hodc lién quan t6i cdc van dé it nhiéu ¢ ngoai phuong hudng chil y€u ctia suy
fuan. Mot s6 bai tap tao cho ban doc kha niang xét theo cdch méi cic chi ti€t
chi'mdi néu ra ¢ trong bai. Tuy nhién, phin 16n cic bai tip tao cho ban doc
kha nang rdt ra cic két luan c6 1f cha chinh minh, Truéc khi bét tay vao giai
bai todn khé hon & cudi chuong, ban doc cdn doc that ki céc phén tuong ng
cua chuong ciing nhir xem luét qua cdc bai todn & canh, phdn nay hodc phén
kia c6 thé chira chiéc chia khod. Pé dam bdo cho ban doc c6é dugce chiée chia
khod nhu thé€ (hodc dé gidu ban doc chiéc chia khod d6) nhdm c6 lgi nhat
cho viéc hoc tap, tic gii khong chi chd y nhiéu dén noi dung va hinh thic
cdc bai todn duge néu ra, ma ci dén cich sdp x€p cna ching nita. Thuc t€,
viec sip x€p cdc bai todn nay doi hoi nhiu thdi gian va coéng sic hon la
nguoi ta ¢6 thé hinh dung hoic xem nhur 14 cn thi€t, néu nhin mot chiéu.

bé phuc vu duge rong rai ban doc, t6i ¢6 giang minh hoa méi van dé quan
trong bang thi du cang so cdp cang t6t. Tuy nhién, trong mot vai trudng
hop 161 budc phai 148y thi du khéng hoan toin so cdp dé 1am cho khidng dinh
du siic thuy€t phuc. Thuc t€, t6i cdm thdy ring toi phai néu ra ca nhitng thi
du c6 tinh chét lich s&, nhitng thi du c6 vé dep todn hoc thuc su va nhiing
thi du minh hoa tinh chét song hanh clha cdc phuong phdp trong cdc mén
khoa hoc khdc hoac trong d&i séng hing ngay.

Can phai néi thém la trong cdc cau chuyén dugc néu ra, nhidu cau chuyén cb
hinh thitc diit khoat do k&t qua thi nghiém tam 1i khong hinh thie. Toi cé trao
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déi van dé voi nhiéu nhém sinh vién khdc nhau, thinh thoang lai ngimg trinh
bay va hoi, ching han: "Né&u ¢ trong trudng hop d6, ban phai 1am th& nao?".
Mot vai chd trong bai viét dudi day da nhic dén cc cau tra Idi cha thinh gia
hodc 12 t6i dd thay ddi luan diém ban ddu do phéan tng clia nguoi nghe.

N6i tom lai, toéi c6 ging dang toan bo kinh nghiém cla minh, mét ngudi
nghién ciu, mot thdy gido, nhim tao cho ban doc mot khi nang thich hop
dé bit chudc mot cach cé suy nghi va d€ doc 14p cong téc.

Céc thi du vé cdc suy luan c6 1i dugc chon trong quyén sach ndy cé thé soi
sang phin nio mot vin dé dang dugc tranh ludn so6i ndi: vén dé phuong
phdp quy nap. Cau hoi chinh dat ra nhu sau: "C6 cdc quy tic déi véi
phuong phdp quy nap hay khéng?". Mot s6 nha tri€t hoc néi "Cé", da s6
céc nha bdc hoc lai nghi "Khong ¢6". DE thao lugn mot cdch cé ich, cin dat
van dé mot cdch khdc. Ngoai ra, cdn phai giai thich van dé theo cdch khic,
phu thuoc it nhit vao cdch "tdm chwong trich cd" cd truyén hay vao chu
nghia hinh thifc kiéu mdi, nhung ti€p xdc chat ché hon véi thuc tién cha
céc nha bic hoc. Truéc hét, ta chi ¥ rdng suy luin quy nap 13 trudng hop
riéng ciia suy luan cé 1i. Ta cling nhan thdy (cdc tdc gia hién dai da quén
hén diéu dé va vai tdc gia xua nhu Euler, Laplace di thdy rd) rang vai trd
clia két luan quy nap trong viéc nghién cuiu todn hoc ciing giéng nhu vai tro
cta ching trong viéc nghién citu vat 1i. Sau d6, ban cé thé quan sit va so
sanh cac thi du vé suy luan ¢6 I trong cic vin dé toan hoc. Va nhu thé 1a
viéc nghién cttu quy nap vé phép quy nap dugc ma ra.

Khi nha sinh hoc dinh nghién cifu mot van dé téng quat nao dé, chang han
nhu di truyén hoc, di€u rat quan trong d6i vdi ong ta 1a chon duge mot dang
dac biet ndo d6 cha cay trong hoac dong vat, dang d6 hoan toan thich hop
vdi thi nghiém clia 6ng ta. Khi nha hod hoc du dinh nghién citu mot van dé
téng quét nao do, ching han t6c d¢ phan ing hod hoc, diéu rft quan trong
déi véi 6ng ta 1a chon duge cdc chit dac biét nao d6, thuan tién cho viéc tién
hanh cdc thi nghiém thich hop vé van dé nay. Viéc lua chon vat liéu thi
nghiém thich hgp that hét sic quan trong d6i véi viéc nghién ctu quy nap
bdt ki mot vin dé gi. To6i cam thdy c6 1€ todn hoc vé phuong dién ndo do
chinh 1a vat liéu thi nghiém thich hop nhat dé nghién ctu suy luan quy nap.
Viéc nghién citu nay yéu cdu c¢6 mot vai thi nghiém tdm 1i. Ban hay ding
kinh nghiém thir lai xem céc loai két ludn khic nhau cé anh huéng nhu thé
nao dén niém tin ctia ban vé gia thuyét dang duge xét. Do cdc d6i tugng todn
hoc thuong don gian va rd rang, nén ching thich hop nhat d6i véi loai thi
nghiém tam li ndy so véi cdc d6i twong cua bit ki mo6t nganh nio khac.
Trong nhiing trang sau, ban doc s& hoan toan c6 thé thdy rd diéu dé.

V¢é quan diém triét hoc, t6i nghi ring ddng 1& xét mot trudng hop riéng coa
suy luan quy nap, ta xét quan niém téng qudt hon vé suy luan cé Ii thi t6t

7



hon. T6i cho ring cdc thi du trong quyén siach ndy din ddn chudn bi cho
mot quan diém x4c dinh va hoan toan thod ding clia suy luan c6 li. Tuy
nhién, t6i khong bit ban doc phai thiva nhan quan diém cta t6i. Thuc t&, t6i
khong phat biéu cdc quan diém dé trong quyén I, t6i muén ring cdc thi du
tr né noéi ra. Bon chuong ddu chia quyén II sé danh cho viéc nghién citu
téng quat, rd rang hon vé suy luan c6 1i. O day, t6i thiét lap mot céch so d6
hoéd céc suy dién cé li, ndy sinh tir cdc thi du duoc néu, t6i c6 ging he
th6ng hod cdc so d6 nay va diém lai mot s6 trong cdc quan hé tuong héd cha
ching véi nhau va quan hé clia chiing véi cdc khdi niém vé xdc sudt.

Tac phdm nay 13 phédn ti€p theo quyén Gidi mét bai todn nhu thé ndo?
(NXB GD, 2008) trudc day cua toi. Ban doc quan tAm tdi vdn dé nén doc ca
hai quyén, song trat tu khong quan trong 1am. Céc bai trong quyén nay dugc
cdu tao sao cho c6 thé doc n6 ma khong phu thudc vao quyén trude. Trén
thuc t&, trong quyén sich nay chi c6 mot vai chi din truc ti€p lién quan dén
quyén séch trudc va trong khi doc ldn ddu c6 thé khong chi ¥ dén ciing dugc.
Tuy vay, cdc chi din gian tlep vé quyén séch trudc hdu nhu déu cé trong
mdi trang va hau nhu trong mbi ciu cha mot s@ trang & quyén sdch ndy.
Thuc t€, quyén sich ndy c6 nhiéu bai tdp va mot sG minh hoa quan trong
hon ma quyén sdch truéc, do khuon khd va dac tinh so cdp ctia nd, chua co.
Nhiéu phdn clia quyén sdch ndy di dugc trinh bay trong céc bai gidng cua
161, mot s6 phidn da dugc trinh bay vai 1dn. Trong mot s phan va vé mot vai
phuong dién t6i gilt nguyén giong van néi. Toi khong nghi ring néi chung
nén dtmg giong van dy trong céc tai litu in vé todn hoc, nhung trong trudmg
hop ndy, diéu dé6 cé thé thich hgp hodc it ra c6 thé tha thi duge.

Viéc ap dung mot ciach hiéu qua cdc suy luan co 1i déng vai trd rat quan
trong trong viéc giai todn. Quyén sich ndy c6 gang minh hoa vai trd dé
bang nhiéu thi du, nhung nhiéu khia canh khdc ctia viéc giai toan, doi hoi
su minh hoa tuong tu, vin con ton tai.

Nhiéu vidn dé noi dén & day cédn duge tlep tuc hoan thién. Ban doc nén d6i
chi€u cdc quan diém cia t6i vé suy luan c6 M v6i quan diém chia cdc tac gia
khic, nén xét cdc thi du c6 tinh chdt lich sir mot cdch ti mi hon, ciing nén
nghién citu trong pham vi c6 thé cdc quan diém vé phat minh va gidng day
bang cdc phuong phdp tam Ii hoc thuc nghiém,... Con nhiéu vdn dé nhu vay
nhung mot vai van dé c6 thé 1a khong c6 tac dung.

Quyen sdch nay khong phai 1a sach gido khoa. Song, toi hi vong rang, vdi
thoi g1an quyén sach s€ c6 anh hudng dén viéc trinh bay thong thudng cla
sdch gido khoa va viéc lya chon pham vi cdc vin dé. Vidn dé viét lai sdch
gido khoa thong thudng theo huéng vach ra, khéng phai 1a phi cong.

George Polya



anro’ng I

PHEP QUY NAP

1. Kinh nghiém va quan niém

Kinh nghiém dua dén sy thay déi quan niém cua con ngudi. Chiing ta hoc
tap xudt phat tr kinh nghiém, hay néi diing hon la ching ta phai hoc tap tir kinh
nghiém. St dung kinh nghiém mot cich hiéu qua nhat, d6 14 mot trong nhiing
nhiém vu to 1én clia con nguoi, con lao dong dé giai quyét nhiém vy dé 1a chitc
nang chan chinh ctia cdc nha bac hoc.

Nha bdc hoc, ding véi danh higu d6, ¢6 ging rit ra quan niém ding din
nhét tir kinh nghiém da biét va thu thap nhing kinh nghiém thich hgp nhat dé
x4y dung nén quan niém ding vé mot van dé dat ra. Phuong phap nhd d6 nha
bdc hoc xir i véi kinh nghif}m'thubng goi la phép quy nap. Trong muc sau day
ching ta s€ nghién ctu mot thi du don gian.

2. Su tiép xtc goi y

Phép quy nap thudng bat ddu biang su quan sit. Nha khoa hoc tu nhién c6
thé quan sdt cudc sdng cha loai chim, nha tinh thé hoc quan sat hinh dang céc
tinh thé. Nha todn hoc, quan tam dén li thuyél s, quan sdt tinh chét cdc s&
1,2,3,4,5,..

Néu ban mudn quan sdt cudc séng cia loai chim dé c6 thé dat duge nhiing
k&t qua li thi, thi trong mot chimg muc nao dg, ban phai hiéu biét vé chim, phai
thich va tham chi phai yéu loai chim nita. Ciing nhu vay, n€u ban mudn quan sat
nhitng con s6 thi ban phai thich thi véi ching va trong moét mirc dé nao d6, phai
hiéu biét ching. Ban phai biét phan biét s& chdn va s& 1&, phai biét cic s§ chinh
phuong 1, 4, 9, 16, 25,... va cac s6 nguyén t6 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 27, 29... (16t
nhat 12 xem 1 nhu la "don vi" va khong gdp nd vao cdc s6 nguyén t6); ngay ca
véi nhimg ki€n thitc don gidn ban ciing c6 thé nhan thdy mot cdi gi thi vi.

Ngau nhién, ban gap cdc hé thic:

3+7=10; 3+ 17 =20, 13+17=30

va ban nhan thay giita ching c6 mot vai chd giéng nhau. Ban cé ngay y nghi la
nhitng s6 3, 7, 13 va 17 la nhiing s6 nguyén t6 1é. Téng cia hai s6 nguyén 6 1&
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tdt nhién 14 s6 chan. That vay, cdc s6 10, 20, 30 14 chidn. Nhung c6 thé néi gi vé
cdc s6 chin khdc? Ching c6 thé dugc biéu dién twong tu nhu vay khong? S6
chén ddu tien bing téng cla hai s6 nguyén t6 1&, duong nhién 1a

6=3+3.
Tim ti€p, ta thdy:
8=3+5
10=3+7=5+5
12=5+7

14=3+11=7+7
16=3+13=5+11

Cu ti€p tuc mai thé chang? Du sao nhiing truong hop riéng da khao sat cling
1am ching ta nghi t6i mot diéu khiang dinh chung la: “"Moi 56 chdn ién hon 4 déu
6 thé biéu dién didi dang 16ng cia hai 56 nguyén t6'1¢". Phan tich nhiing trudng
hop ngoai 1& - cdc s6 2 va 4 khong thé 12 16ng cla hai s6 nguyén 16 1é - ching ta
¢6 thé bang 1dng véi diéu khéng dinh it tryc tiép hon sau day: Bdt ki mét s6 chdn
nao khéng phdi la sé nguyén té va khéng phdi Ia binh phitong cia mét s6 nguyén
t8, ciing 6 thé biéu dién dudi dang téng ciia hai s6 nguyén i6'Ié.

Nhu th€ 12 ching ta dad phat biéu mot gia thuyét. Ching ta tim thdy gia
thuyét dé nh& phép quy nap. N6i mot cach khéc, gia thuyét dé ndy sinh trong
ching ta nh& k&t qua cha sy quan st v di dugc chi ra bing nhing thi du
riéng biét.

Nhiing chi dan d6 tuong d6i it trong lugng. Chiing ta chi ¢6 nhiing co s& rat
mong manh dé tin vio gia thuyét cla minh. Tuy nhién, ching ta c6 thé tim thdy
mei ngudn an Gi ¢ chd 14, cdch day hon 200 nam, Goldbach (Gonbac), nha toan
hoc ddu tién da phat biéu gia thuyét d6, cing khong c6 co s¢ gi vilng chic hon.

Gia thuyét cta Goldbach cé ding khong? Ngay nay chua ai c6 thé tra 10i
céu hoi d6. Mac dt mot s6 nha todn hoc vi dai dé c6 nhitng ¢6 ging 16n nhim
lam sdng t6 van dé, nhung cho dén nay, gid thuyé&t cia Goldbach ciing nhu &
thoi Euler (Ole), vin 12 mot trong "nhiéu tinh chit cta cdc s6 ma ching ta rat
quen thuge, nhumg ching ta van chua chimg minh hay bic bé dugce".

Bay gio, ching ta hiy nhin lai sau va c6 gang rit ra tir suy luin & trén
nhiing budc c6 thé 1a dién hinh d6i véi qua trinh quy nap.

Trudc tién, ching ta thidy mdr sir gidng nhau ndo ddy. Ching ta biét ring
3,7, 13 va 17 la nhiing s nguyén 16, con 10, 20 va 30 la nhitng s6 chin va ba
héthdc 3 +7=10; 3 + 17 =20; 13 + 17 = 30 la tuong tu.
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Budc tiép theo 13 khdi qudt hod. Tu bdn s6 3, 7, 13 va 17, chiing ta chuyén
sang toan bo nhitng nguyén té 1&; tir 10, 20 va 30 — sang toan bg nhitng s6 chin
v sau d6 dén hé thitc tdng quat c6 thé co:

S6 chin = s6 nguyén t6 + s6 nguyén to.

Nhu vay 1a ching ta di phat biéu chinh x4c mot diéu khing dinh téng quit.
Tuy nhién, dé chi méi 1a gia thuyét, chi méi la diéu "khing dinh thir", diéu do
c6 nghia 12 diéu khing dinh chva duge chiing minh thi khong thé coi 1a chan L,
n6 chi méi 1a ¢d ging tién tdi chan li.

Tuy nhién, gia thuyé€t d6 c6 mot vai diém ti€p xuc goi ¥, tiép xic véi kinh
nghig¢m, véi cc "sy kién", vai "thuc t€". Gia thuy€t d6 ding v6i nhiing s6 cy
thé 10, 20, 30 va ca vdi 6, 8, 12, 14, 16.

Chiing ta dd mo ta trong nhiing nét téng quat giai doan ddu cha qud trinh
quy nap bang nhimg nhan xét do.

3. Su ti€p xtic cling cd

Ban khong dugc qud tin vao bat ki mot gia thuyét chua duge ching minh
nao, ngay ca nhimg gia thuyét do nhitng nguoi cé uy tin 16n dua ra, ca nhiing
gia thuyét do chinh ban néu ra. Ban phai ¢d ging ching minh hay bic bo né,
ban phai thir né.

Ching ta hay thir gid thuyét cia Goldbach, nghia 132 nghién citu mot s6
chin nao d6 va xét xem no c6 phai la téng cla hai s6 nguyén 6 1é hay khong?
Chang han, nghién cifu s¢ 60. Hay thuc hién mot phép "tua thi nghiém", theo
céch noéi cha Euler. S8 chdn 60 c6 phai 1a téng cda hai s6 nguyén 6 1é khong?
Piing chang {4 60 = 5 + mdt s6 nguyén t6? Cau tra 16i 1a khong: 55 khong phai
12 s6 nguyén t&. Né&u cir nhu th€ mai thi ta sé khong tin gia thuyét 14 ding.

Song, phép thir ti€p theo cho:

60=7+53
v 53 ]a s nguyén t&. Thé la gia thuyét duge xac nhan thém frong mot truéng
hgp nira,

K&t qua ngugc lai sé quyét dinh sé phan cudi cung cua gia thuyé&t Goldbach.
Ne&u thir véi tdt ca nhitng s6 nguyén t6 nhé hon s§ chin da cho, ching han 60,
ma vain khong phén tich dugc s6 chin do thanh téng hai s6 nguyén t6, thi it 1a
ban s& nghi ngd gia thuyét. Xac nhan gia thuyét trong trudng hop sé 60, ban
vAn chua di dé€n két luan diit khodt. T4t nhién 14 ban khong chimg minh dinh 1i
bang mot su xdc nhin duy nhit. Song, ban s&é xem su Xdc nhan dé nhu la mot
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dau hiéu thuln lgi, ing ho gia thuyét, lam cho né cé 1i hon. Con viéc coi ddu
hiéu thén 1¢i d6 cé trong lwgng té¢i mitc nao thi di nhién 1a viéc riéng cua ban.

Hiy trd lai mot chit voi sé 60. Sau khi da thir cdc s6 nguyeén t6 3, 5, 7,
chiing ta cé thé thir tiép nhilng nguyén t6 con lai cho t6i 30 (15 rang 1a khéng
céan thi€t phai ti€p tuc qud 30 = 60 / 2 vi trong hai s6 nguyén t8, ma téng bang
60, mot s6 phai bé hon 30). Bing cich thir, ching ta cé duge tat ca cic ciach
phan tich 60 thanh téng cla hai s6 nguyén (4:

60=7+53=13+47=17+43=19+41=23+27 =29 + 31.

Chiing ta c6 thé ti€n hanh mot cdch c6 hé théng va nghién citu tir s6 chin
nay dén s6 chin khéc nhu da lam véi s6 60. K&t qua c6 thé vi€t trong bang sau:

6=3+3

8=3+5

10=3+7=5+5

12=5+7

14=3+11=7+7
16=3+13=5+11
18=5+13=7+11
20=3+17=7+13
22=3+19=5+17=11+11
24=5+19=7+17=11+13
26=3+23=7+19=13+13
28=5+23=11+17
30=7+23=11+19=13+17

Gia thuyét dugc xac nhan trong moi truong hop da xét & day. Méi su x4c
nhan k€ ti€p trong bang nay nhdn manh gia thuyét, 1am cho né didng tin cay
hon, c¢6 li hon. T4t nhién la khong phai su xdc nhan dé dugce chiing minh véi
bAt cif s6 nao.

Chiing ta cdn nghién ciu cdc quan sdt, so sdnh doi chi€u chting va tir d6 rit
ra cdi chia khod hién nay chua thé hién r6 rang. Trong trudng hgp & day thi rat
khé phdt hién ra tir bang trén chiéc chia khoa cé thé giip d& ching ta thuc su.
Tuy vay, nhin bang ciing c6 thé nim dugc y nghia ctia gia thuyét. Bang cho ta
thdy c6 bao nhiéu cdch biéu dién mot s6 chdn x€p trong bang dé — thanh téng
cua hai sd nguyeén t6 (vdi s6 6, ¢6 mot cdch, véi s6 30, co ba cdch). S6 cdc cach
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bi€u dién dé clia mot s& chin 2z hinh nhu 1a "tang khong déu" cung véi n. Gia
thuyét ciia Goldbach phén 4nh niém hi vong réng s& cdc céch biu dién s&
khong bao gio tut xudng s6 0 dia chiing ta c6 m& rong bang dén dau.

Nhiing trudng hop riéng ma ching ta di nghién ciu c6 thé chia thanh hai
nhém, mdt nhém trude khi phat biéu gia thuy&t va mot nhém sau khi phat biéu
gia thuyét. Nhém déu dan dén gia thuyét, nhém sau cling c6 gia thuyét. Moi
trudng hop — clia ¢ hai nhém - déu tao nén mot loai G€p xic gilta gia thuyét va
"sy kién". Bang trén khong phan biét nhitng diém tiép xtic "goi " va "cling 6"

Bay gio hay nhin lai 1ap luan trén day va c6 ging ghi nhd nhimng nét dién
hinh déi vdi qud trinh quy nap. Mot khi gia thuyét da dugc phat biéu, chiing ta s&
c6 ging tim hiéu xem né dding hay sai. Gi4 thuyét cé tinh chét tdng quét cha
ching ta nay sinh tir mot s6 thi du riéng biét ma noé dugc nghiém diing. Va ching
ta con nghién ciu thém mot s§ trudng hop dac biét khdc. Vi gia thuyét d6 ding
vdi moi thi du di dugce xét, nén ni€m tin cta ching ta cang dugce ting cudng.

Theo toi, chiing ta méi chi 1am nhilng diéu ma nhimg ngudi cé i tri thuong
lam. Va nhu vay 1a ching ta da cong nhan moét nguyén tic: M6t khdng dinh
téng qudt ¢é tinh chdt gid dinh tré nén ¢6 li hon néu né dugc xdc nhdn thém
trong mot truong hop ddc biét khac.

Phai ching nguyén tic d6 1a co s& ciia qua trinh quy nap?

4. Phuong phap quy nap

Trong cudc s6ng cé ngudi thuong bam chat vao o tudng, ndéi modt cich
khdc ho khong dim nghién ciu nhitng khai niém dé dang bi kinh nghiém bac
bo, vi ho ngai tinh thdn m4t can bang.

Trong khoa hoc, chiing ta cdn mét phuong phép khic hén, d6 1a phuong
phdp quy nap. Phuong phap nay c6 muc dich l1am cho quan niém cua ching ta
gin véi kinh nghiém & mic d6 c6 thé dugec. N6 doi hoi su va thich nhét dinh
daoi voi cdi gi thuc t€ t6n tai. N6 doi hoi chiing ta sdn sang tir su khai quét rong
16n nhéat trd vé véi nhitng quan sit cu thé nhat. N6 doi hoi ta néi "cé thé” va
"c6 kha nang" véi hang nghin mitc d¢ khac nhau. N6 doi hoi nhiéu diéu khac
va dic biét 1a ba di€u sau day:

Mot la, ching ta phai sdn sang duyét lai bat ki quan niém nao caa ching ta.

Hai la, ching ta phai thay déi quan niém khi c¢6 1i do x4c déng.

Ba la, ching ta khong dugc thay déi quan niém mot cich tuy tién, khong
c6 co s ddy du.
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Nhiing nguyén tic 4y tuéng nhu tim thudng nhung phai ¢6 nhilng dic tinh
khic thudng mdi theo duge. Nguyén tic thit nhat doi hoi "su diing cam cla tri
tué”. Ban phai diing cam xem xét lai quan niém cta ban. Galilei (Galile), ngudi
da bac bo nhing thanh kién cii cha nhimg ngudi dwong thoi va uy tin cha’
Aristote, 12 mot tdm guong Vi dai vé su diing cam cta tri tué. Nguyén tic thit hai
doi hoi "su trung thuc cha tri tué"”. Khu khu bdo vé gia thuyét, ro rang la bi kinh
nghiém béac bd, chi vi d6 1a gia thuyét cha t6i, nhu vy 12 khong trung thuc.

Nguyén tic thi ba doi héi "tinh nhin nai sdng sudt". Thay déi quan niém
ma khong c6 su nghién cttu nghiém chinh, ching han chi vi chay theo "mét", 1a
mot diéu ngu xudn. Song, chiing ta khong cé thi gid va khéng di sitc dé nghién
ctu mot cidch nghiém tic moi quan niém cda ching ta. Vi vay, phai sing sudt
danh céng viéc hdng ngay, danh nhiing thic mac, nhimg ndi hoai nghi néng hdi
ctia chiing ta cho nhimg quan niém ma ching ta hi vong c6 thé sira dugc. Su
diing cdm clia tri tué, long trung thuc va tinh kién tri sdng sudt 14 phadm chat
cao quy cua nha bic hoc.

NHUNG THI DU VA CHU THICH
VE CHUONG I

1. Du dodn xem nhiing s6 hang cia ddy sé sau dwgc chon theo quy tdc nao?
11, 31, 41, 61, 71, 101, 131,...

2, Xét bang
1 =0+1
2+3+4 =1+38
5+6+7+8+9 =8+ 27

1I0+11+12+13+14+15+16=27+64

Du dodn xem thi du dé theo ding quy ludt chung ndo? Bidu dién bdng ki
hiéu todn hoc va chitng minh.

3. Xét gid tri cia cdc téng lién tiép:
I 1+3; 1+3+5: 1+3+5+7;...
c6 theo quy tdc don gidn ndo khoéng?
4, Xét gid tri ciia cdc téng lién tiép:
1; 1+8;, 1+8+27; 1 +8+27+64,;..

6 theo quy tdc don gidn ndo khong?
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Ba canh ciia mgt tam gidc ¢é chiéu dai twong tng ld }, mva n; 1, m, n la
nhitng 6 nguyén duong, 1 Sm < n. V&i mét s6 n cho trude ¢6 bao nhiéu
tam gidc khdc nhau? (Idy n=1,2,3,4,5...). Tim quy ludt chung biéu dién
s6 tam gidc theo n.

Ba 56 hang ddu cia mot ddy la 5, 15, 25... (s& tén cing bdi 5) chia hét
cho 5. Nhitng s& hang tiép theo ¢ chia hét cho S khong?

Bu 56 hang ddu cua mét ddy la 3, 13, 23,... (56 tdn cung bdi 3) la nhitng 56
nguyén t6. Nhitng s6 hang tiép theo «d phdi la 6 nguyén t6 khong?

Nho cdc phép tinh hinh thizc, ching ta tim thdy:

A+ x+2 2+ 2+t 45154605+, )=

=1 —x—x" =38 —13x" - 71 —461x° — .
Tir dd xudt hién hai gid thuyét vé cdc hé s6 tiép theo cua chudi luy thia &
vé phdi: 1) Tdt cd cdc hé s6 dé déu dm. 2) Tdr cd cdc hé s6 dé déu la s&
nguyén té. Cdc gid thuyét dé ¢é ddng tin cdy nhw nhau khéng?

2 3yt 2
Dt (1—ﬁ+x—_x—J —ap e+ Ax A
[| 2 3 1! 2!
Chiing ta tim thay rang:
n=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A =1 1 1 2 4 14 38 216 600 6240

Hdy phdt biéu thanh mot gid thuyét.
Nha todn hoc Phdp vi dai Fermat (Phecma) dd xét ddy s6
5; 17; 257; 65537;...

voi 56 hang téng qudt 2% 4L Ong nhdn thdy rdng bén s6 hang ddu tién -
dd viét ra & trén - tuong iing véi n = 1, 2, 3 va 4, la nhitng 56 nguyén 6.
Ong gid dinh rdng nhitng sé tiép theo ciing li nhitng s& nguyén t&. Tuy
khong chimg minh dugc, éng vdn tin rdng gid thuyét cia minh la ding va
dd thach Vallis va cde nha todn hoc Anh chitng minh gia thuyét dé. Nhung
Euler dd tim thdy rdng ngay s6 hang tiép theo 2% 41 ung véin = 5 khong
phdi I s6 nguyén 16 (chia hét cho 614). Euler viét: "Ching ta dd thdy mot
truong hop ma phép quy nap gidn don dan dén sai lam”.

Kiém tra gid thuyét cila Goldbach d6i véi 2n = 60, chiing ta ldn luot thit voi
nhiing 6 nguyén t6' p dén n = 30. Nhing ciing ¢d thé thit v&i nhiing s&
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12.

nguyén t8 p' gitta n = 30 va 2n = 60. DI véi nhitng s6 n 16n thi cach ndo
nhanh va thudn loi hon?

Trong tix dién, ban thdy trong nhitng 101 gidi thich vé cdc tx "quy nap”, "thi
nghiém" va "quan sdt" nhitng cdu nhu sau:

"Quy nap la rit ra quy ludt chung tix nhiing truong hop riéng hay trinh bay
nhitng sy kién dé ching minh mét diéu khdng dinh chung”.

"Thi nghiém la bién phdp dé kiém tra gid thuyét".

"Quan sat la theo déi ki va ghi lgi nhitng hién tuong duoi hinh thicc ma cdc
hién tigng dé thé hién trong thién nhién, vé mét nguyén nhdn, két qud hodc
mdi lién hé giita ching".

Nhitng cdu trén ¢6 dp dung dugc cho nhitng thi du cua chiing ta ¢ §2 va 3
khong?

Cé va khong

Nha todn hoc ciing nhu nha khoa hoc ty nhién, khi kiém tra cdc hé qud
cua mot dinh ludt chung dd duge néu lén do quan sdt da ddt cdu hoi sau
ddy véi Thién nhién: "T6i cdm thdy dinh ludt ndy ding. Nhung né ¢é diing

- hay khong?". Néu hé qud ré rang bi bdc bd, thi dinh ludt dy khoéng thé

ding. Néu hé qud ré rang dugc xdc nhdn thi cé thém mot s6 ching g
chitng t6 rdng dinh ludt 6 thé ding. Thién nhién c6 thé trd lot "c6" hodc

 "khong", nhung trong khi né trd 1oi thdm mot cdch thi né lai 1on tiéng noi

13.

16

1

Ién mot cdch khde. Cau trd loi "c6” thi ¢é diéu kién, con cdu trd loi
"khong" thi dwt khoat.
Kinh nghiém va hanh déng

Kinh nghiém thay doi hanh déng déng thoi thay déi quan niém cia con
nguoi. Hai si viée dé thuc ra khdng phdi djc lip véi nhau. Hanh dong
thuong la két qud cita quan niém va quan niém la cdi "thé’" caa hanh dong.
Tuy nhién ban chi ¢é thé nhin thdy hanh déng ciia moét con ngudi khéc, chi
khong thé ndo nhin thdy quan niém ciia ho. Hanh déng dé quan sat hon la
quan niém. Moi ngudi déu biét cdu tuc ngit: "Tré bi bong sg lia". Cdu tuc
ngit do phun dnh diing diéu vitu noi rén: kinh nghtem lam thay déi hanh
dong cua con ngudi.

Dung. Kinh nghiém lam thay doi cd hanh déng cia loai vdt.

Gdn chd t6i ¢6 mot con ché dit, né sia va thdy ai Id xéng dén. Nhung t6i
dd phar hién ra rdng cé thé tw bdo vé dé dang: néu toi cii xudng va lam bo
nhdt mét hon dda thi con chd chay 1ong 1én. Khéng phdi con chd ndo cang
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hanh déng nhuw thé” Va ciing dé biét kinh nghiém gi dd day cho con ché néi
trén hanh dong nhu vdy.

Nghién citw hanh dong cria loai vdt ciing ¢o thé gitip cho ta nghién citu ddy
du phép quy nap.

Nha logic hoc, nha todn hoc, nha vdt li hoc va ki su

Nha logic hoc néi: "Hdy xem nha todn hoc. Ong ta nhdn xét rdng 99 sé
ddu bé hon 100, va tir dé vdi cdi ma 6ng ta goi ld quy nap, éng ta két ludn
rdng tdt cd cdc s6 déu bé hon 100"

Nha todn hoc néi: "Nha vat i hoc tin rdng 60 chia hét cho moi s6. 0ng ta
nhdn xét rang 60 chia hét cho 1,2, 3,4, 5 va 6. Ong ta kiém tra véii mot
vai s& khdc chdng han 10, 20 va 30. Nhiing 56 ndy dugc chon - theo ong ta
néi - mét cdch hii hoa. Vi rdng 60 cing chia hét cho nhiing sé dé nén dng
ta cho rang nhitng thi nghiém dé la du réi”.

Nha vdt i hoc ndi: "Vdng, hdy theo déi ki sw. Anh ta nghi rdang moi sé' l¢
déu la nguyén 16. _

Anh ta chitng minh nhi sau: trong moi trudng hop sé6' 1 déu dugc xem la 56
nguyén t6. Tiép d6 3, 5,7 ré rang la s& nguyén 8. Pdng tiéc la sau dé s6' 9
khéng phdi la s& nguyén t6. Nhung 11 va 13 lai la s6 nguyén t6. Tro lui
truomg hop 69 - anh ta néi - 16i két ludn rdng 9 phdi la mér sai ldm cia
thuc nghiém”.

R& rang la quy nap 6 thé ddn dén sai lam. Song diéu néi bdt la phép quy
nap déi khi cing dita dén chdn li, mdc di khd ndng xudt hién sai lam tréi
hon nhiéu. Ta phdi bdt ddu nghién ciu tir nhitng trudng hop hién nhién ma
phép quy nap bi thdt bai, hay tir nhitng tricong hop Ii thii trong dé phép quy
nap dua dén sy thanh céng? Nghién ciu nhitng vién ngoc quy ré rang la
hdp ddn hon nghién ciu nhiing vién sdi binh thicong. Hon thé nitu, chinh
nhing vién ngoc quy dd duua nha khodng vdt hoc di vao khoa hoc tuyét di¢u
- khou tinh thé hoc.
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Cbu‘o’ng /4
KHAI QUAT HOA, PAC BIET HOA
VA TUONG TU

1. Khai quat hoa, dic biét hoa, tuong tu va quy nap

Hiy xét lai mot 1an niva thi du vé suy luin quy nap ma ching ta da phan tich
kha chi tiét (1.2, 1.3). Pdu tién chidng ta nhan thdy si rwong tir gita ba hé thirc:

3+7=10, 3+ 17 =120, 13+ 17 =30.

Chiing ta khdi qudt hod, nang tir 3, 7, 13 va 17 1én t4t ca cdc s6 nguyén tg;
va tir 10, 20 va 30 lén tat ca cdc s6 chdn, sau d6 ching ta ddc biét hod, trd vé
nghién ctu nhitng s6 chian khac nhau nhu 6, 8 hay 60.

Thi du ddu tién d6 rdt don gidn. N6 minh hoa hoan toan ding din vai trd
ciia khai quét hod, dac biét hod va tuong tu trong suy luan quy nap. Tuy nhién,
can phai nghién cttu nhing minh hoa phong phu hon, 6 rang hon. Va truée do,
can phai xem xét ban than su khai quét hod, su dac biét hoa, su tuong ty, nhilng
ngudn goc vi dai cia phdt minh.

2. Khai quat hoa

Khai quit hod 1a chuyén tir viéc nghién ctu mot tap hop ddi tugng da cho
- dén viéc nghién ctru mot tap hop 16n hon, bao gém ca tap hop ban diu. Chang
han, ching ta kh4i quat hod khi chuyén tlr viéc nghién ctu nhiing tam giic sang
viéc nghién ctru nhiing da gidc v6i s6 canh tuy y. Ching ta cling khdi quit hod
khi chuyén tir viéc nghién citu nhitng ham s& luong gidc cha goc nhon sang
viéc nghién ctu nhitng ham s6 lugng gidc ciia mot goc tuy y.

C6 thé nhan thidy rdng trong hai thi du trén, su khai quéit hod da dugc thuc
hién theo hai hudng c6 tinh chat khdc nhau. O thi du dau, trong viéc chuyén i tam
gidc sang da gidc n canh chiing ta di thay hing s6 bdi bién sd, thay sd khong
ddi 3 bai s6 tuy ¥ n (chi gi¢i han boi bat ding thifc n 2 3), & thi du 2, khi chuyén
tlr g6c nhon sang géc tuy ¥ a, ching ta di wit bd diéu han ché 0° < o < 90°.
Ching ta thudmg khdi qudt hod bing cach chuyén tir chd chi xét mot d6i tugng,
sang viéc xét toan thé mot 16p bao gém ca déi twgng dé.

18



3. Piac biét hoa

Dac biét hod 1a chuyén tir viéc nghién ctu mot tap hop d6i tuong da cho
sang viéc nghién ciu mot tap hop nhéd hon chita trong tap hop da cho. Chéng
han, ching ta ddc biét hod khi chuyén tir viéc nghién citu da gidc sang nghién
cttu nhitng da gidc déu va ti€p tuc dic biét hod khi chuyén tir da gidc déu n
canh sang tam gidc déu.

Hai buéc chuyén ldn luot trén day dugc thuc hién theo hai phuong huéng
c6 tinh chat khac nhau. Trong budc chuyén thid nhit, tir da gidc dén da gidc déa
chiing ta cé sy han ché, cu thé 1 yéu ciu tat cd cdc canh va tat ca cic goc cla
da gidc phéi bing nhau. Trong budc chuyén thit hai, ching ta thay déi tuong
bién thién bing d6i tuong cu thé, thay bién s6 tu nhién » bing s6 3.

Chiing ta thuong ti€n hanh dac biét hod khi chuyén tir cd mot 16p d6i tuong
dén mot déi tugng cha 16p d6. Ching han, muén kiém tra mét ménh dé phat
biéu chung cho moi s& nguyén t6, ching ta chon mét s6 nguyén td cu thé nio
dé, thi du 17 va xét xem ménh dé khai quit dé ding hay khong véi s 17 4y.

4. Tuong tu

Céc khai niem khai quat hod vi dic biét hod da rd ring va khong cé gi
ding nghi ng& ca. Nhung khi buéc vao nghién ctru sy tuong tu thi ching ta ¢6
mot co s& kém virng chéic hon.

Tuong tu la mot kiéu giong nhau nao dé. C6 thé néi tuong ty 1a giong nhau
nhung & mitc d¢ xdc dinh hon vi & mic do dugc phan dnh bing khai nién1. Tuy
vily, ching ta ¢6 thé dién ta chinh xdc hon mot chit. Theo t6i, su khie nhau
can ban gira tvong tv v nhimg loai giéng nhau khic 1a & ¥ dinh cia ngudi
dang suy nghi. Nhimg d6i tugng giéng nhau phii hgp véi nhau trong mot quan
hé nao dé. Néu ban cé ¥ dinh quy m6i quan hé trong dé céc d6i tugng phi hop
véi nhau vé nhitng khai niém da dinh thi ban s& xem nhimg déi tuong gidng
nhau 4y nhu 14 nhitng doi tugng tuong tu. Va néu ban dat t6i nhitng khii niém
1o rang, thi wic 1a ban lam sdng to sy tuong tu.

Toi nghi rang khi so sdnh ngudi phu ni tré v6i mot dod hoa, nha tho ciing
cam thdy mot doi chd giéng nhau, nhung thong thudng ho khong néi dén su
tuong tu. That vay, chua chic he di ¢6 ¥ dinh gat bd cdc xiic cdm vi dua su so
sdnh do6 t6i mot cdi gi ¢é thé do duge, hay xdc dinh dugc bing nhiing khai niém.

O vien bao tang lich sir tu nhién, khi xem nhitng bé xuong cia cac dong vat
¢6 vii khdc nhau, ban c6 thé thdy ring cai nao ciing khing khi€p ci. Nhung néu
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chi nhin thdy t4t ca su gi6ng nhau 14 & d6, thi ban s& khong thiy dugc mot su
twong ty ndi bat. Tuy nhién, ban c6 thé nhan thdy mot sy twong tu c6 nhidu ¥
nghia néu ban nghién citu ban tay con ngudi, chan con meéo, chan trudc cha con
ngua, viy clia con c4 va cdnh clia con doi. P6 1a nhiing co quan st dung rat
khac nhau, nhung lai dugc cdu tao bang nhiing bo phan giéng nhau va cé méi
quan hé giéng nhau.

Thi du cudi cing minh hoa moét trudng hop twong tu dién hinh nhét; hai he
la twong tu n&u chiing phit hop véi nhau trong cdc mdi quan hé xdéc dinh ré
rang giitu nhiing bé phdn tuwong ing.

Thi du, tam gidc trén mat phang twong tu vdi ti dién trong khong gian.
Trén mat phéng hai duong thang khong thé tao nén mot hinh cé giéi han, con
ba dudng thing thi c6 thé tao nén mot tam gidc. Trong khong gian ba mit
phing khong thé tao nén mot vat thé c6 gi6i han, con 4 mit phang thi cé thé
tao nén mot 1t dien. Quan hé cla tam gidc d6i véi mat phing cling y nhu quan
hé cha ur dién d6i véi khong gian, vi ca tam gidc va ti dién déu duge gidgi han
bdi s6 16i thi€u nhitng yé&u t6 co ban. Sy tuong tu 13 & chd dé.

Danh tlr "tvong tu" bat nguén & mot tir Hy-lap "a-na-16-gi-a". Tur nay cé
moi nghia 1a "ti 1&". That vay, hé hai s6 6 va 9 tuong tu véi hé hai s6 10 va 15,
vi ti s6 giira nhilng s6 tuong ing thoa man hé thuc:

6:9=10:15.

"Tinh 1i 1&" hay ti s6 gita nhitng bo phan twong Gng ma chiing ta cé thé
thdy mot cach truc quan trong nhitng hinh déng dang cla hinh hoc, goi y cho ta
mot trudng hop vé tuong tu.

Va day 12 mot thi du khac. Cé thé xem tam gidc va hinh chép nhu nhiing
hinh twong tr - mot mat hay 14y mot doan thing va mat khic hdy 14y mét da
gidc. N6i hai diém cha doan thing véi mot diém & ngoai dudng thing chia
doan thang, ban dugc mot tam gidc. N6i tdt ca cdc diém cha da gidc véi mot
diém & ngoai mat phiang cha da giic, ban dugc mot hinh chép. Ciing bing cich
do, c6 thé xem hinh binh hanh va hinh ling tru 13 twong tu véi nhau. That vay,
hdy di chuyén doan thing hay da giic song song véi chinh né - theo mot
phuong khong song song vdi doan thing hay mit phang cla da gidc. Ta sé
dugc mot hinh binb hanh trong trudng hop diu, va mot hinh ling tru trong
truong hop sau.

Co thé 1a ban sé rat muén dién tid m6i twong quan giita cdc hinh phéng va
cdc vat thé khong gian bang mot loai "ti 18" nao dé, va néu ban chua gidi quyét
dugce thi hdy xem hinh 2.1. Trong hinh nay y nghia théng thuong cha vai ki
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hieu (: va =) da dugc bién dang, theo huéng nhu trudc day, trong lich sit ngon

ngii, tir "ti 18" da bi€n dang thanh tr "tuong tu".

Hinh 2.1. Quan hé tuong tie trén mdt phang va trong khéng gian

Thi du trén ddy con cé ich & mot phuong dién khac. Su tuong tu, nhét 12
nhitng sy tuong tu chua duoc giai thich ddy di, c6 thé co hai § nghia. Chang
han nhu khi so sdnh hinh hoc phéng va hinh hoc khong gian, truéc hét ta thay
tam gidc trén mat phing tuong tu véi 1t dién trong khong gian, va sau d6 tam
gi4c tuong tu v6i hinh chép. Ca hai déu hop 1i va méi cdi ¢d ¥ nghia rieng clia-
né. Giita hinh hoc phang va hinh hoc khéng gian cé mot s6 diém twong tu, chi
khong phai chi c6 moét su twong tw duy nhét.

Hinh 2.2 chi 16 xu4t phdt tir tam gidc chiing ta c¢6 thé tié€n lén da giic bing
khdi quét hod, trG vé tam gidc déu bang dac biét hod, hoic chuyén sang nhimg
vat thé khong gian khdc nhau bing tuong tu - tuong tur trong moi khia canh.

khai quat

hod '\‘-‘ o~ .

<—A -

twong ty
dac biét
hoa

Hinh 2.2, Khai qudt hod, ddgc biét hod va tuong tu

trong tor

Va hay nhé rang, dimg coi thudng nhiing su tuong tu 1o md, nhung muén
cho ching dugc coi trong thi cdn phai giai thich rd rang.



5. Khai quat hoa, dic biét hoa va tuong tu thudng hop tic véi nhau
trong viéc giai quyét nhitmg vdn dé todn hoc.

C6 thé 14y dinh 1i Pythagore (Py-ta-go), mot dinh 1i néi ti€ng cia toan hoc
so cip lam thi du. Phép chiing minh ma ching t6i trinh bay & day khong phai 1a
mdi, ma chinh 12 phép chitng minh cia Euclide (Oclit).

1) Xét tam gidc vuong c6 canh a, b, ¢; « la canh huyén. Ching ta muén
chiing minh ring:

2

W =b 4 (A)

Muc dich 4y gogi ¥ cho ta dung nhitng hinh vuéng trén ba canh cia tam
gidc. Va nhu vay, ching ta tién t6i lam quen véi phan I cta hinh 2.3 (Ban doc
hdy dianh diu nhing phan cla hinh v& nay, né xudt hién dén dau ddnh dau dén
ddy, dé hiéu 16 n6 da duogc ndy sinh nhu thé nao). .

m

e t A
@ twrong tu

Hinh 2,3

2) Cdc phat minh, ngay ca nhirng phat minh rit don gian, ciing doi hoi phai
nhén thic duoc mot cdi gi do, hiéu 18 duoc mot méi lien hé ndo dé. Ching ta
c6 thé tim ra cdch chiing minh - ching minh nay s& dugc trinh bay & dudi - néu
ching ta nhan thiy su tuong tu gilta phdn I di quen thudc cta hinh 2.3 va phdn
I1 chua chic di kém quen thuéc hon: II ciing chinh 14 tam gidc vuong trong I
dugc tach thanh hai bdi dudng cao ng véi canh huyén.

3) C6 thé ban khong thdy duoc sy twong tu giita I va II. C6 thé lam sdng to
su tuong tu d6 bang cdch khdi quat hod déng thoi cdc hinh I va II, thé hién &
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hinh 1L O day, ching ta vin c6 tam gidc vuong di cho va trén ba canh cia né
ta dung ba da gidc tuy y dong dang véi nhau.

4) Dién tich hinh vuong dung trén canh huyén & hinh 1 bing alz. Dién tich
cta da gidc khong déu dung trén caﬁh huyén & hinh III c6 thé dat 1a A¢’, thira
sO A la ti s6 cua hai dién tich n6i trén. Trong hinh 1II, ba da gidc dung trén ba
canh a, b, ¢ cha tam gidc vudng la déng dang v6i nhau. Tir d6 suy ra dién tich
clia chiing theo thi tu bing Aa®, Ab?, At

Bay gio, n€u phuong trinh (A) ding (theo yéu cdu cha dinh 1i cdn ching
minh) thi phuong trinh sau day cling ding:

ra’ = Ab% + Ae? (B)

That vay, chi cén sit dung chit it dai s6 1a ¢ thé tir (A) suy ra (B). Bay gio
(B) 1a khdi quét hod ctia dinh 1i Pythagore néu ban dau: Néu trén ba canh ciiu
maot tam gide vudng ta dung ba da gidc dong dang thi dién tich cda da giac
dung trén canh huyén bdng tong dién tich cia hai da gidc kia.

Cén cht y rang trudng hop téng quit nay tuwong diong véi truong hop riéng
xudt phdt. That vay, tir ding thifc (A) c6 thé suy ra (B) va nguoc lai, bang cach
nhan hay chia véi A (A khdc 0 vi 14 ti s6 hai dién tich). '

5) Pinh li tdng quét thé hién & dang thic (B) khong nhiing chi tvong duong
véi trudng hop riéng (A) ma tuong duong vdi moi truong hop riéng khiac. Do
d6, n€u mot trudng hop riéng nao dé di duge ching minh, thi truong hgp tdng
quét ciing dugc ching minh.

Vay chi cdn tim mot truong hop riéng nao do6 thuan loi nhat cho viéc ching
minh. C6 thé chon trudng hop cta hinh I1. That vdy, tam gidc vuong dung trén
canh huyén cla nd ro rang 1a déng dang véi hai tam gidc vuong kia, dung trén
hai canh géc vubng cia tam gidc vuong dd cho. Tat nhién 1a dién tich cta ca
tam gidc béng téng dién tich hai phdn ctia né. Nhu vay 12 dinh 1i Pythagore da
dugc chimg minh.

Suy luén trén day hét sic c¢é ich. Mt truong hop s&€ duoc goi 1a cé ich néu
ta ¢6 thé rit ra nhimg bai hoc dp dung dugc cho nhitng trudng hop khic, va nd
cang c6 ich néu pham vi 4p dung cang rong. Trong thi du trén day, ching ta cé
thé hoc tap dugc nhilng thao tdc tu duy co ban nhu khai quédt hod, dic biét hod
va nhén thic vé tuong tu. C6 thé 1a sé khong ¢6 mot phdat minh nao trong toan
hoc so cap cling nhu cao cép, tham chi treng bat cit Iinh vyc nao, néu ta khong
ding nhitng thao tdc tuv duy dé, dac biét 1a n€u khong dung phép tuong tu.
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Thi du trén day chi rd ring tir mot trudng hgp rieng (truong hop cha hinh I),
bing khdi quét hod c6 thé tién 1én mot tinh hu6ng téng quat hon (hinh IIT) va tir
d6, bang dac biét hod, ta lai tr& vé mot trudng hop tuong tu (nhu hinh II}. Thi
du d6 con chiing t6 ring mot trudng hgp téng quat cé thé twong duong vé mat
logic v6i mot trudng hop dac biét. Sy viec do rdt binh thudng trong todn hoc
nhung khong kém phdn 1{ thu d6i v&i ngudi mdi hoc ciing nhu d6i véi nhimg
nha tri€t hoc thong thai. Thi du 4y ciing ching td6 mot cdch rdt don gidn nhung
rd rang rang cdc phép khai quat hod, dac biét hod va tuong tu k€t hop mot cach
tu nhién trong khi c6 ging tim ki€m 15 giai cha bai toan.

Cing cdn chu ¥ rang: mu6n hiéu ddy di nhirng lap luan trén day, chi cén
rdt it nhitng kié€n thic so bo.

6. Phat minh bang tuong tu

Phép tuong tu c6 1€ 12 ¢6 mat trong moi phat minh, va trong mot s6 phat
minh né chi€m vai trd quan trong hon ca. T6i mudn minh hoa diéu d6 bing
mot thi du, khéng hoan toan so cdp, nhung 1i thd vé mat lich sit va gay duge
mot 4n tugng manh mé& hon bt ct mot thi du so cdp nao ma toi biét.

Jacob Bernoulli (Iacop Becnuli), nha todn hoc Thuy Si (1654 - 1705), nguoi
cung thoi véi Newton (Niuton) va Leibniz (Lepnit), da phdt minh ra téng clia
nhiéu chudi v6 han; nhung 6ng khong tim dugc téng cla cic chubi nghich dio
cta cic binh phuong:

1 1 1 1 1 I
l+—+—+—+—+— + —+
4 9 16 25 36 49

Bernoulli viét: "Cho dén nay, toi di c& ging nhiéu nhung vin khong tim ra.
Ai tim dugc va cho biét thi t6i xin cdm on vé cling".

Mot nha todn hoc Thuy Si khdc da chd y téi bai todn d6. D6 12 Leonhard
Euler (Ole, 1707-1783). Ciing nhu Jacob, 6ng sinh & Baden va 12 hoc tré cia
Johann Bernoulli (I6han Becnuli, 1667-1748), em trai cla Jacob. Ong thay
nhiéu biéu thitc khdc nhau cia téng cdn tim (nhitng tich phan dinh han, nhimg
chudi khdc), nhung khong bidu thic niao 1am ong vira long. Ong ding mot
trong nhitng biéu thitc d6 d€ tinh téng trén chinh xdc dén 7 chit s6 (1,644934).
Nhung d6 chi 12 gid tri gdn ding, ma muc dich cha 6ng 12 tim gid tri ding.
Cu6i cing, ong da tim ra gid tri d6. Bing tuong ty 6ng di di dén mot gia thuyét
cuc ki tdo bao.

1) Hay bat ddu bang cdch diém qua mot vii sy kién dai sd so cdp ¢ vai tro
quan trong trong phat minh cta Euler. N&u phuong trinh bac #:
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dg +a;x + czzxz .o tax' =0
c6 n nghiém phan biét ¢, a,,..., a, thi da thic & v& trdi cla phucmg trinh ¢6 thé
biéu dién thanh tich cla » thira sd bac nhit:
ay + alx + a2x2 +otax” = a,(c - o) = ag)(x — ay,).

So sdnh nhimg s6 hang ciing bac d6i v6i x & hai v€ cha dong nhit thiic 4y,
ta rit dugc nhing hé thic da bi€t gita cdc nghiém va cdc hé s§ clia phuong
trinh. Hé thic don gian nhat 1a: '

Upy =—=d, (0 + oy + ...+ Q)

fim dugc bing cach so sanh nhing s6 hang chia x" .

Viéc phan tich thanh nhitng thira s6 bic nhit c6 thé 1am theo cich khéc.
Néu cdc nghiém ay, ay,..., @, déu khdc 0, hay (ciling th€) néu «, khic 0, thi
chiing ta cé: -

ag+dpx + a2x2 + .. t+an =g [1 - i] (1 - —f—)[l - —E—]
@ ) @,

X | .(1 1 1}
va al=—a0 —_ -t — .+ — .
& 6t?_ a,

Con cé mot cdch khdc. Gia sit phuong trinh bac 2n ¢6 dang:
by~ bt + by’ + L+ (1B " =0
v ¢6 2n nghiém phan biét 1a:
B —Bus Bos ~Bayeess Bas —Bie
Thé thi:

2 2 2

2 4 " 2n X X X
bo=bix" + byx" + ...+ (=1)"b,x _bo[l——ﬁJ[l——a—J... (1~—J
Vg I Ik

va bl_bo(;;r _1_)
5B yin

2) Euler xét phuong trinh sinr = 0 hay

X x3 )CS x7

—— + - + ... =0,
1 123 12345 123.7
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V€ trdi cé vo s6 s6 hang, né c6 "bac vo tan". Vi vay, Euler néi - khéng nén
ngac nhién ring n6 cé vo s6 nghiém:

0, n, —m, 27, -2m, 37n, =37,...

Euler bé nghiém O di, 6ng chia v€ trdi cia phuong trinh cho x, thira s6 bac
nhat tng v6i nghiém 0, va cé phuong trinh sau day:

x? x' x°

1 - —+ - +...
23 2345 23..7

voi cdc nghiém:
, —x, 27, —27, 37, 37, ...

Chiing ta da gap mot tinh hudng tuong tu trude day, khi xét cach phan tich
thanh nhitng thira s6 bac nhdt & cudi phin 1. Bing phuong phap tuong tv, Euler
két luan rang:

sin x .r2 o _r6 ( I ] ( ° ) ( x> ]
=] - —+ — +..=1-—]]1- 1 ———
x 23 2345 23..7 7 A7’ 972
1 1 I 1

=t ——+—— + ...
23 2 4t en’

1 1 n?
1+ -+ —+—+. = —

4 9 16 6

D6 chinh 1a chudi s ma nhimg c6 ging cta Jacob Bernoulli khong di dén
két qua. Nhung két luan clia Euler rat tdo bao.

3) Euler biét rat 15 rang két luan cia minh 12 tdo bao, Mudi nim vé sau 6ng
viét: "Pay 14 mot phuong phdp mdéi va chua timg duge dung vao muc dich nhu
vay". Chinh 6ng da bi mot s6 ¥ ki€n phan déi, trong do6 ¢6 y kién clia mot s6
nha toan hoc ban 6ng dua ra, khi ho da trap finh lai sau nhimg phit kham phuc
va kinh ngac ddu tién,

Tuy nhién, Euler da ¢6 nhiing co s& d€ tin vao phat minh clia minh. Trudc

¢ L . d 7 = v ~ oA ~ pe > s .- T =
hét, gié tri s6 1dng clia chudi ma ong da tinh trudc day déu khép véi 3 cho té6i
chit s§ cudi ciung. So sdnh nhimg hé s6 ti€p theo trong biéu thiic cla sinr &

dang tich, 6ng da tim ra tdng cla mot chudi ndi ti€ng khic, dé 1a chudi s
nghich dao cia cic lu¥ thira bac bén:
1 1 1 1 7t
I+ —+—+ —+—+ .= —.
16 81 256 625 90

Ong lai nghiér: citu giad tri s& téng cha chudi va lai tim thdy su phit hop.

26



4) Euler di thir phuong phdp cha minh ca vé6i nhimng thi du khic. Ong lai
2

tim thdy téng 12 a déi v6i chudi caa Jacob Bernoulli bang nhitng thay déi

khic nhau vé€ hinh thic d6i véi phuong phdp ddu tién cta minh. Nhe dé, Euler
ciing di tinh dugc téng cha mot chudi quan trong khic do Leibniz dé ra.

Chiing ta hdy xét vdn dé sau cing ndy. Euler 1am nhu sau:

Xét phuong trinh 1 — sinx = 0.

Cic nghiém cua phuong trinh la:

7, 3z 5z Tz 9 1z
27 27 27 27 27 277
M&di nghiém dé déu 1a nghiém kép (tai nhitng di€ém c6 hoanh d¢ 4y, dudng
cong y = sinx khong cit ma tiép xtc v6i dudng thing y = 1. Dao ham bac nhat
cla v& trai triét tiéu vgi nhilng gid tri trén cua x, nhung dao ham bac hai thi
khong triét tiéu).

Do dé6, phuong trinh:

X x3 1{5

- +..=0
1 123 12345
cé cac nghiém:

roE, 3 _3moSmoom Iw

3z 3 T
2 ) 2 3 2 > 2 3 2 3 2 3 2 5 2 goss
va bang két luan tuong ty, Euler di phan tich thanh thira sd bac nhat:
3 5
] -siny=1- >+ al -

+ - +.. =
1 123 12345

2 2 2 2
2. .
i (1_4 o2 (o2
L T )\ 3z Sz Tr
So sénh cac hé s6 cta x & hai vé€ clia dang thic, ta dugc:

4 4 4 4
-1= + — +— +

T 7 Sx T

7T 1 1 1 1 1
—_—=]l -t - - =+ = - —
4 3 5 7 9 11

D6 1a chudi néi tiéng cha Leibniz. Bién phdp tdo bao cta Euler ciing dat
dugc két qua da bigt. Euler viét: "O day, phuong phdp clia ching ta - mot

- 27



phuong phédp hinh nhu chwa di vilng chic, da dugc xdc nhin mét cich hling
hén. Vi vay, néi chung khong nén nghi ngd nhimg két qua khéc thu duge bing
phuong phéap nay".

5) Tuy thé, Euler vin ti€p tuc nghi ngd. Ong vin ti€p tuc ki€m tra bing s6
nhu dd néi ¢ phén 3); nghién citu thém nhiéu chudi, thém nhiéu s6 thap phan va
trong moi trudng hgp 6ng déu thdy sy phit hop. Ong thir ca véi nhitng phuong
phédp khdc, va cuéi ciing khong nhitng 6ng da tim dugce gia tri gdn ding ma ca

2
tong diing £6_ chia chudi Jacob Bernoulli.

Ong di tim dugc mot céch ching minh méi. Phép chimg minh nay tuy kin
dao va t€ nhi nhumg da dua trén nhimg 1i 1€ don gian hon va da dugc cong nhan
la hoan toan chat ché. Nhu vay 12 hé qua dang chd y nhdt ciia phit minh cta
Euler di dugc hién nhién cong nhan. Nhimg chimg cd trén day chéc da 1am cho

Euler tin ring két qua cla ong 12 dL’mg*.

7. Tuong tu va quy nap

Chiing ta mudn biét mot cdi gl d6 v& ban chit cha nhing suy luan phit
minh v quy nap. C6 thé nhan manh diéu gi trong cau chuyén vira dua ra & trén?

1) Budc quyét dinh cia Euler rdt tdo bao. VE phuong dién logic chat ché thi
ro rang ong da pham sai 14m. Euler da ding mot quy tic vao mot truong hop ma
quy tic dy chua dugc xédc nhan, ding mot quy tic cha phuong trinh dai $6 cho
mot phuong trinh khong dai s6. Vé phuong dién logic chat ché thi cdc budc di
cua Euler khong c6 co s& xdc ddng. Tuy nhién, 6ng di c6 co s¢ & phép tuong ty,
phép tuong tu véi nhitng thanh tuu ruc rd nhdt cia mot nén khoa hoc dang phat
trién; nén khoa hoc ma vai nam sau chinh éng dd goi 14 "gidi tich ctia v6 han".
Nhilng nha toidn hoc khdc, trudc Euler, da chuyén tir hiu hitu han dén hiéu v6
cing bé, tr tdng clia mot s6 hitu han s6 hang dén téng ctia vo s6 s6 hang, tir tich
hitu han t6i tich vo han. Va ciing bang cdch nay, Euler da di tir phuong trinh béc
hitu han (phuong trinh dai s6) dén phuong trinh bic vo han, bang cach ing dung
vao trudng hop vo han quy tac dugc thiét 1ap cho trudng hgp hiru han.

Su twong ty nay, su chuyén tir hitu han sang v6 han nay, ¢6 nhiéu cam biy.
Euler da tranh nhitng cam biy d6 nhu th€ nao? Mot s6 ngudi ndi rang éng co td
chdt thién tai, va tdt nhién néi nhu vay hoan toan khong phai 1a gidi thich.

* Gin 10 ndm sau phdt minh ddu tién coa minh, Euler da trd lai van dé dé, da trd 1oi nhimg §
ki€n phan d6i, hoan thién thém mét budc phuong phap phat minh ddu tién ciia minh va dua
ra cdch ching minh méi hoan toan khdce.
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Euler dd c6 co s& nghiém tic dé tin vao phit minh clia minh. Chi c4n tinh y
mot chiit 12 ching ta cé thé hiéu 15 nhitng co s& d6, khong cdn phai cé mot su
sdng sudt siéu pham cia cic bac thién tai.

2) Nhitng co s& dé Euler tin vao phat minh d6, ma ta d3 trinh bay tém tit &
trén, khong phai 13 nhilng co s& da duge ching minh. Euler khong quay vé
nghién citu cdc co s& cha gia thuyét cia 6ng (biéu dién sinx duéi dang tich vo
han), ciia viéc manh dan chuyén tir hitu han sang vo han, ma chi nghién ciu
nhimg hé qua ciia né. Ong xem sy xdc nhan cia mot hé qua bt ki nao nhu thé
12 bang ching thuyé&t minh cho gia thuyét cia minh. Ong céng nhan ca nhimg
su xé4c nhan gin ding va ding, nhung chic 14 coi trong cdi sau hon. Ong ciing
nghién cifu nhimg hé qua cé lién quan chat ché véi nhimg gia thuyét twong tu
(dac biét 1a tich ing véi ! — sinx) va xem sy xdc nhin nhitng hé qua dé nhu la
bing chiing thuyét minh cho gia thuyét cia minh.-

Céc co s& cua Euler ding 14 co s& quy nap. Nghién cifu hé qua cia gia
thuy&f va d4nh gid né trén co s& ciia sy nghién ciru 4y 12 mot bién phap quy nap
dién hinh. Trong nghién cdu khoa hoc ciing nhu trong cudc séng binh thudng,
ching ta tin hay phai tin nhiéu hay it vAo gia thuyét tuy theo nhitng hé qua clia
né6 c¢6 phu hop véi thuc tién hay khong.

Noi tom lai, nhu ta da thiy, cé 1€ Euler di suy luin theo cich ma nhimg
ngudi cé i tri, badc hoc hay khéng phai 1a bac hoc, thudng suy luan. C6 1€ éng
da cong nhan moét s6 nguyén li.

Gid thuyét sé tré nén cé I hon mdi ldn mot hé qud mdéi ndo dé duoc xdc nhan.
Va:

Gid thuyét trg nén ¢é Ii hon néu gid thuyét tuong tw trd nén é i hon.

Phai chang nhiing nguyén 1i d6 ndm trong co s& cha qua trinh quy nap?

NHUNG THI DU VA CHU THICH VE CHUGNG II
PHAN MOT
1. Khai quat hoa diing
A. Hay tim ba sé x, y, z thod mdn hé phuwong trinh:
9x —6y — 10z =1
—6x+4y +7:-=

x2+y2+:2=9
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Trong bu phép téng qudt hod B, C va D dusi ddy, phép téng qudt ndo ¢6
thé tao diéu kién tot nhdt cho viée gidi A?

B. Tim ba dn 56 trong mét 1é bua phicong trinh.

C. Tim bu dn sé tir hé bu phitong trink, ma hai phuwong trinh ddu la bdc
nhdt, con phicong trinh thit ba la bdc hai.

D.Tim hai dn s6 tix hé n phuong trink, n — 1 phuong trinh ddu 1a bdc nhdt,
Cho mot diém tuy ¥ va mot hinh chép "déu”, day la hinh sdau canh (hinh
chép goi la "déu” néu day cia né la da gidc déu va dicong cao ciia hinh
chép di qua tam ciia da gide dday). Hdy tim mdt phdng di qua diém dd cho
va chia déi thé tich ciia hinh chép.

D¢ goi y, xin hoi ban: "Sir khdt qudt diing la gi?".

A- Cho ba duéng thdng khong ndm trong mét mdt phdng va cung di qua mot
diém O. Dung mdt phdng qua O va nghiéng déu d6i véi ba dudng thdng dy.
B- Cho bua dudng thdng khéng ndm trong mot mdt phdng va cing di qua
mot diém. P la mot diém ndm trén mot trong ba dwong thdng dé. Qua P
ding mét mdt phang nghiéng déu déi véi ba diong thdng.

So sdnh cdc bai todn A va B. Cé thé ding cdch gidi ciia bai ndy dé gidi bai
kia khéng? Mot lién hé logic ciu chiing d ché nao?

A-Tinl tich phdn

[=2]
j (1 -+ x2) 3l
B-Tinh tich phdn
(p+ x4y dy

trong dé p la mot s& diwong cho trude. So sdnh cde bai todn A va B. C6 thé
diing cdach gidi ciia bai nay dé gidi bai kia khéng? M6i lién hé logic cila
chitng ¢ ché ndao?

Truong hop riéng téi han. Hai nguoi ngdi sau mot cdi ban hinh chit nhdt.
Mot nguoi ddt mot dong tién lén ban, sau dé ngudi kia ciing dat mér dong
va ldn lwgt lam tiép nhie viy. Gid thuyét rdng, méi ddng tién ndm phdng
trén mdt ban va khéng chong lén dong ndo ddt truée. Nguoi ndo ddt 1én
ban dong tién cudi cing s€ thang. Ai s€ thdng néu ngudi ndo ciing choi theo
plurong dit 17 1wu?



D6 la mét bai todn ¢&, nhung ld mét cdu d6 ndt ée, rdt ddc sde. Cé mor ldn
ti theo ddi mot nha rodn hoc thite sy xudt sdc, khi ngioi ta dé nghi éng
gidi bai todn dé dé, thi éng dd bdt ddu nhit sau: "Gid sit rdng cdi ban nhd
dén mitc chi cdn mgt déng tién dé phii kin né. Trong truomg hgp @é, ré rang
rdng ngudi nao choi truée, nguoi dy thdng"”. Noi mot cdch khde, nha todn
hoc dé da bdt ddau bdng cdch nghién cinn mot trudng hop riéng t6i han, va
Vo1 triomg hop dé thi 167 gidi rdt hién nhién.

T trudmg hop riéng nay ma ban ¢d thé tim dugc loi gidi tron ven. Ban hdy
tedng hiong rang cdi ban rong ddn ra va ngdy cang chite dicoe nhiéu déng tién
hon. T6t hon mita, ban ¢6 thé khdi qudt hod bai todn va nghién citu nhitng cdi
ban 6 hinh dang va kich thude khéde nhau. Néu dé y rdng cdi ban 6 tim déi
xigng va khai qudt hod ditng bang cdach xét moi cdi ban ¢é tam déi ximg thi
ban ¢é the tim dge 101 gidi ddp hay it ra ciing tién rdt gdn dén loi gidi,

Hdy diung tiép tuyén chung ciia hai duong rron cho, trudc. DE goi y, xin ho;
c6 mét trieong hop riéng t&i han nao dé dung hon khéng? :

Trudng hgp riéng then chét. Dién tich mdt du gide bdng A, mdt phdng ciia
du gidc tao véi mét mdt phdng khdc mot gée a. Chiéu vudng géc da gidc
lén mdt phdng thit hai. Hdy tim dién tich cia hinh chiéu.

-

Dé y rdng hink dang ciia da gide khéng cho triede, va né ¢é thé 6 vé sé
dang. Vdy cdn nghién citu dang ndo? Dang nao cdn nghién citu trieée tién?
Cé mot dung ma ta gidi quyét ddc biét dé la: Da gidc la mét hinh chit nhdt ¢6
déiy song song véi giuo tuyén | ciia mdt phang du gidc va mdt phdng chiéu.
Goi a la day hinh chit nhar, b la dudmg cao cua né; dién tich cia né tdr nhién
la ab; nhitng dui ligng twong itng cua hinh chiéu sé 1a a, beosa va abcosc.
Néu dién tich cua hinh chit nhdt I A thi dién tich hinh chiéu la Acosa.
Truong hop riéng cua hinh chit nhdt ¢6 ddy song song véi 1, khéng chi la
mot tridmg hop dé gidi quyét hon ma con la mgt truong hop riéng then
chot. Moi triuomg hop khdc déu suy ny fruong hop ndy. Gidi bai todn trong
rricong hop riéng then chét bao gém cd viée gidi bai rodn trong trieong hop
tong quat. Thar vdy, ur hinh chit nhat véi dday song song véi 1 chiing tu ¢é
thé mad réng quy tdc: "Dién tich hinh chiéu bdng Acosa” ldn hirot cho moi
hinh khdc. Bdu tién xét nhitng tam gidc vuong ¢é mét canh song song véi |
(cdt hinh chit nhdt néi trén thanh hai phdn béng nhau). Suu dé xét tum gidc
thuong ¢6 canh song song voi | (ghép hai tam gidc vuong lai). Cudi ciing
xét mot da gide bdt ki (chia né thanh nhitng tam gidc thuéc loui vieu néi
dén). Ciing 6 thé chuyén sang nhitng hinh gici han bdi nhitng dudng cong
(xem chiing nhic 1 giéT han cua nhitng dua gidc).

31



8. Gdc ¢6 dinh ¢ tdm hinh tron lén gdp hai ldn géc ¢é dinh trén duong tréon

cing chdn mét cung.

Néu cho mdt géc véi dinh J tdm, thi géc ¢é dinh trén duong tron con chuu
duoc xdc dinh, dinh cia né ¢6 thé ¢é nhitng vi tri khéic nhau.

Ddu la "vi tri then chét” trong cdch chitng minh théng thudng dinh Ii dé?
(chitng minh cua Euclide).

9. Dinh li Cauchy (Cési), dinh li ¢cdn bdn cta li thuyét vé ham gidi tich, khdng

10.

11
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dinh rdng tich phdn ciia mét ham bién s6 phitc doc theo mot dudng cong
kin tuy y s bdng 0, néu trong mién gioi hun boi duong cong dé, ham la
chink quy. C6 thé xem truomg hop riéng ciia dinh i Cauchy - trudmg hop
ma dudng cong kin la mot tam gidc - la trudng hop riéng then chét. Sau khi
chitng minh dinh li véi trudng hop tam gidc chitng ta ¢6 thé dé dang ldn
lugt mo réng dinh i doi véi da gidc (ghép nhiing tam gidc lgi) va dét voi
duwong cong (xem gidi han cua nhitng du gidc).

Chii y sir tiong ti gitta bai todn ndy véi cde bai todn 7 va 8.

Trudmg hop riéng tidu bidu: Ban cdn gidi mét bai todn ndo dé vé nhiing da
gidc n canh. Ban vé mét hinh 5 canh va gidi bai todan déi voi hinh dé.
Nghién citu cdch gidi cia minh, ban nhdn xét rdng cach gidi &y trong mét
ching muc ndo dé, cing ding dugc cho truomg hop chung, véi n bat ki
ciing nhie véi n = 5. Thé thi ban ¢6 thé goi n = 5 la truéng hop riéng tiéu
biéu. N6 gidi thiéu cho ban truong hop chung. Tdt nhién, muén cho truong
hop n =5 thue su 1 tiéu biéu thi né khéng duoc c6 mét sy don gidn hod
riéng biét ndgo, 6 thé ddn ban dén ldm ldn. Truong hop riéng tiéu biéu
khoéng don gidn hon truong hop téng qudt.

Nhitng truong hop riéng tiéu biéu thuong thudn tién trong viéc gidng day.
Ching ta 6 thé chimg minh dinh li vé nhiing dinh thitc ¢dp n khi nghién
citu cdn ké nhitng dinh thitc <dp ba.

Trudng hop tuang tu. Mt nhiém vu cia cong viéc thiét ké may bay la lam
thé ndo dé tai nan v& ddu trong triecong hop hong mdy la thdp nhdt. Nguoi
bdc st nghién ci vdn dé ndy dd lam thi nghiém véi nhing qud tricng ma
éng ta ddp vd trong nhiing diéu kién khdc nhau. Ong ta dad lam gi? Ong
dd... bién dang bai todn ban ddu va nghién citu mét bai todn phu. Ddp vd
nhitng qud triing thay cho viéc phd v& xuong so. Méi lién hé giitu hai bai
todn - bdi todn ban ddu va bai todn phu - la méi lién hé nuong tie. Trén quan
diém co hoc, ddu ngieoi va tritng ga tiong ti nhau trén nhiing nét chung: ddu
vd tritmg déu lam bang nhitng v3 citng dé vé, chita chdt déng ddc.



12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Néu hai duong thdng trong khéng gian cdt ba mdt phdng song song thi
nhitng doan thdng twong iing 17 1é véi nhau.

D¢ gitip ban tim cdch chitng minh, xin hoi ban: Cé mot dinh li nao tiwong ti
don gidn hon khéng? |
B6n dudng chéo ciia mt hinh hdp ¢6 mét diém chung, dé la trung diém ciia
méi dudng.

Cé mot dinh li nao neong ti don gidn hon khéng?

Téng ciia hai gée phdng bdt ki ciia mot gée tam dién 16n hon gde phdng
thir ba.

C6 mot dinh li ndo twong tu don gidn hon khéng?

Hay xem nr dién nhie mot hinh tuong tw vor tam gidc. Hdy liét ké nhiing
khai niém ctia hinh hoc khéng gian twong tw véi nhitng khai niém sau ddy
cua hinh hoc ph.ci’ng: hinh binh hanh, hinh chii nhat, hinh vudng, dudng
phan géc cla gbc. Phdt biéu dinh li ciia hinh hoc khéng gian titong ti véi
dinh Ii sau dédy ciia hinh hoc phdng: ba dudng phan gi4c trong clia tam giic
cét nhau tai mot diém, diém d6 13 tam dudng tron noi ti€p tam giac.

Hay xem hinh chép nhu mét vdt thé tuwong tu véi tum gidc. Liét ké nhiing
vt thé twong tir véi nhitng hinh phdng dwéi ddy: hinh binh hanh, hinh chir
nhat, dudng trdn. Phdt biéu dinh i ciia hinh hoc khéng gian tuong tu voi
dinh If sau ddy clia hinh hoc phdng: dién tich clia hinh tron bing dién tich
clia tam giac ¢6 day bang chu vi dudng tron va dudng cao bing bin kinh.,
Hdy nght ra mgt dinh li cua hinh hoc khong gian twong tw voi dinh Ii sau
ddy ctia hinh hoc phdng: dudng cao chia tam gidc can di qua trung diém
cua day.

Ban coi hinh khéng gian ndo la twong tw voi tam gidc cdn?

Nhung tuong tu to Ion

1) Cdc thi du 12 - 17 trén ddy nhdn manh sy twong ti giliu hmh hoc phdng
va hinh hoc khéng gian. C6 thé xem sut twong ty ndy theo nhiéu quan diém
va vi vdy tHhong <6 hai y nghiu va khéng phdi bao gio cing thé hién ré
rang. Nhung nd la ngudn vé tdn ciua nhitng y kién va nhiing phat minh méi.
2) 86 va hinh khdng phdi la nhitng déi twong duy nhdt cia todn hoc. Vé
nguyén tdc, todn hoc khéng tach roi logic hoc va quan hé dén moi doéi
tuong 6 thé la doi tuong cia li thuyét chinh xdc. Tuy nhién, sé va hinh la
nhitng doi twong théng thuong nhdt cia todn hoc va cdc rha todn hoc
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thuong thich minh hou nhitng su kién lién quan dén hinh bdng nhiing tinh
chat ciia $6. Vi vdy, ¢6 vé 36 dang niong tif giitu s6 va hinh. Mot vai dang
ngong n¢ dé rdt ré rang. Chdng han nhur trong hinh hoc gidi tich, chiing tu
dd nghién ctou hiong quan xdc dinh gitta nhitng dé1 tugng va quan hé dui s6
va hinh hoc. Nhing nhing hinh hinh hoc mudn hinh muén vé, cdc phép
todn thuc hién trén cdc so ciing thé, cho nén ciing ¢6 vé s su titong iing ¢6
thé ¢é giitu cdc da tap do.

3) Viéc nghién citu nhitng gion han va nhiing qud trinh tién t6i gidi han da
ddn téi mot hinh thitc tuong tie khdc, 6 thé goi la su tiwong tie giita hitu han
va vé han. Ching han, chudi vé han va nhitng tich phin khong xdc dinh,
trong nhitng méi quan hé khde nhau, la niong te véi nhitng téng s6 hitu han
va chluing la gici han. Phép tinft vi phdn tuong tiw voi phép todn sai phdn
hitu han; phuong trinh vi phdn, ddc biét la nhitng phuong trinh tuyén tinh
ddang cdp, trong mét mitc dé ndo dd, tiwong tu véi nhitng phuong trinh dui
s6 v.v... Mot nganl todn hoc quun trong tuong d6i mai 1a i thuyét phicong
trinfi tich phdn, Ii thuyét dé dd giai ddp cdu hoi doc dao va li thii sau diy:
Trong phép tinh tich phdn cai gi twong tu véi hé n phwong trinh tuyén tinh
n dn? Su titong tur giita vé han va hitu han lam nguoi ta quan tdm ddc biét
vi nd c§ nhiing khé khdn va «é dan t6i cdc sai ldm déc ddo. N6 ¢6 thé ddn
dén viéc phdt minh hay sai ldm; xem thi du 46.

4) Galilei, ngudi kham phd ra quy duo parabolic ciia nhiing vit thé bi ném
di va dinh ludt dinh luong cia chuyén déng cua chiing, dd ¢é nhitng phdt
minh vi dai trong thién vdn hoc. Chi nho chiéc kinh thién van ma éng ché’
tuo, 6ng dd phdt hién cdc vé tinft ctia Sao Méc. Ong nhén thdy rdng nhitng
vé tinh nay chuyén déng xung quanh Sao Moc tiong tiw niur Mt Trdng
quay quanh Trdi Bdt, déng thoi ciing twong ti voi nhitng hanh tinh guay
quanh Mdr Troi. Ong ciing phdt hién cde chu ki ciia Sao Kim va nhdn thdy
chiing giéng cdc chu ki cia Mdt Trdng. Nhitng phdt minh dé dugc xem nhu
Ia mét chung minh hiang hén i thuyét nhdt tim cua Copernic, duge thdo
ludn s6i ndi thoi bdy gio. C6 diéu lu la Gulilei khong nhan thdy su tiong tie
giftu chuyén déng ciu cdc thién thé va chuyén déng cia cdc vdt thé bi ném
di, ma diéu dé thi hoan toan 6 thé nhén thitc bdng truc gidc. Quy dao ctia
vdt thé bi ném di huéng bé 16m vé phiu Trdi Bdt ciing nhu quy dao ctia Mdt
Trdng. Newton dd thdy duoc su tuong ti dy: "... Mot hon dda bi ném di, do
dnh hwdng cia khéi lvong riéng, ddng 1é phdi di theo dudng thdng, do tdc
déng cua cdi ném ban ddu dd buéc phdi di chéch khdi quy duo thdng, va
vach ra mor diong cong trong khéng trung, réi... cudi cung roi xudng ddt.
Vi vay, ching ta ¢6 thé gid dinh rdng véi nhitng vdn téc tdng moét céich



thich hop, hon dd sé vach mét cung 1,2, 5, 10, 100, 1000 dc_irri truoe khi roi
xudng ddr, cho t6i khi ma, tdt nhién, roi khdi giéi han Trai Ddt, né chuyén
vao khéng trung, khéng bi rang budc vao Trdai DBdt". Xem hinh 2 4.

Hinh 2.4. Tw quy dyo cua hon dd dén quy dao cia Mdt Tring
Trich "Hé théng thé gigi" cia Newton

Bién doi lién tuc, quy dao hon dd chuyén sang quy dao cia Mdr Trdng.
Quan hé giitu hon da va Mdr Trang voi Trai Bdt cing nhi quan hé giiia
Sao Moc véi cde hanh tinh cia nd, hay nhuw quan hé gita Suo Kim vi cdc
hanh tinh khdc véi Mt Troi. Khéng hiéu thdu ddo su twong tie dé thi chiing
ta khong thé hiéu ddy du phdat minh ciia Newton vé dinh ludt van vdt hdp
dén, mét phat minh ma cho mdi dén bdy gio ching ta ¢é thé coi ld mgt
phdt minh khoa hoc vi dui nhdt.

19. Su tuong tw rd rang. Siu fwong tie thirong la khong ro rang. Cdi gi tuong tu
voi cai gi? Cdu trd 1o thuong ¢é hai y nghiu. Tinh khéng 16 rang dy khong
lam gidm tdm quan trong va lgi ich cua su tuong tw. Tuy nhién, nhing
trudng hop ma khdéi niém twong ty dat duoc sy ré rang cua cdc khai niém
logic hay todn hoc, dang dwge nghién ciu ddc biét.

1) Tuong tu la s gidng nhau cua cdc quan hé. Su gidng nhau dé cé mét y
nghia ré rang néu cdc quan hé diuge chi phdi bdi cung mét quy ludt. Vi
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quan diém nay, phép cong cdc s6 tuong tw véi phép nhan cdc s6 & chd phép
cong va phép nhdn déu tudn theo nhiing quy ludt chung. Cd phép cong va
phép nhdn déu ¢6 tinl chdt gido hodn va két hop:

a+b=b+u ; ab = ba
; (ab)c = afbe)
Ca hual déu cé phép todn ngirge, cac phiong trinh.

(u+b)+c=a+(b+c)

a+x=pb ; ax=5

giong nhau, vi méi phuong trinh cho mot nghiém va khéng qud mot nghiém
(dé tranh truong hop ngoai 1é, chiing ta phdi thita nhdn nhitng s6 dm khi
nghién citu phép cong va loai trir truong hop a = 0 khi nghién ciau phép
nhdn). Véi moi quan hé dy, phép trix tuong tw vor phép chia; thdt-vdy,
nghiém ciia nhitng phwong trinh ké trén theo thit tw la.:

b

x=b—aua; X= —.
a
Hon nitu, s6 0 tiwong ne voi s8 1. That vdy, thém 0 vdo bdt ki 6 ndo cing
nhu nhdan mgt s6 bdt ki véi 1, déu khéng thay déi s6' dé:

a+0=gq; a.l=a.

Nhiing dinh ludt &y chung cho nhitng [6p s6 khdc nhau; O dady, ching ta 6
thé nghién ciu nhitng 56 hitu ti, s6 thuc hay sé phitc. N6i chung, nhiing hé
théng doi tuong tudn theo nhiing quy ludt chung chu yéu (hay tién dé), <6
thé xem nhu la tiong te véi nhau, va loai tuong tiw ndy cé mét y nghiu hodn
toan ré rang.
2) Phép cong nhiing s6 thirc con ticong tir véi phép nhdn nhiing sé6 diuong vé
mor y nghia khdc. Mot s6 thue r bdt ki la logarit ciia s6 dwong p nao dé:
r=logp
(néu ching ta xét logurit thdp phdn thi r = —2, véi p = 0,01). Do tuong
quan dy méi sé duong iing vai mot 56 thuc hodn toan xdc dinh, va mét s6
thuc iing vai mot s6 dicong hoan todn xdc dinh. Trong tuwong quan ndy, phép
cong nhitng s6 thuc iing voi phép nhdn nhiing s6 ditong. Néu

r=logp, r'=logp’, r” =logp”
thi mot trong hai hé thitc sau sé kéo theo hé thuc kiua:
F o+ ’_r - ’_I!; ppl — pu-

Céng thirc bén trai va bén phdi cing néi lén mét vdn dé bdng hai ngén ngi
khdc nhau. Goi mér trong nhitng s6 tuong iing la bdn dich cia s6 kia, thi du



goi $6 thuc r (logarit p) la ban dich cia p, ¢on p la nguyén bdn cia r
(chiing ta ¢6 thé doi vai tré cia nhitng tit "bdn dich” va "nguyén bdn",
nhung mot khi dd lwa chon réi thi phdi giit viing si lwa chon dé. Trong
thudt ngit nay, phép cong la bdn dich ciia phép nhdn, phép trir la bdn dich
ciia phép chia. O la bdn dich cda 1; ludt giao hodn va két hop cia phép
coéng cde s6 thuce la bdn dich cua nhitng quy ludt dy doi véi phép nhdn ciia
cde s6 dirong. Bdn dich tdt nhién la khéic v6i nguyén bdn, nhing né 1a bdn
dich ding ddn theo y nghia sau ddy: tir mot tuwong quan bdt ki gifta cdc
phdn tir ciu nguyén bdn ching ta ¢é thé rit ra quan hé tiiong vng giitu
nhitng phdn ur tuong ing ciia ban dich va ngirge lai. Theo thudt ngit clia
nha toan hoc, thi bdn dich ding dé - tire Ia mot sie tiwong itng mot-mot bdo
tén cde guy ludt ciia mét 6 tiwong quan ndo dé - duoc goi la phép ddng
cdu. Phép ddng cdu la mot hinh thitc hoan toan ré rang ctia phép tirong tir.

3) M6t loai thit ba caa syt twong ty hodn todn ré rang la phép dong cdu
(hay phép ddng cdu da tri), theo thudt ngit ciia cde nhd todn hoc. Trinh bay
nhitng thi du mot cdach chi tiét hay mé td chinh xdc khdi niém dy thi sé mdt
khd nhiéu thi gié. Chiing ta ¢6 thé ¢6 gdng hiéu s mé td gdn diing suu ddy.
Phép déng cdu la mét loui bdn dich rit gon mgt cdch ¢é hé thong. Nguyén
bdn khong nhitng chi dwgc dich sang ngén ngit khde, ma con dirge rit gon
sao cho sau khi dich va rir gon, két qud cudi ciing dugc co déu lai mot
cach hé théng con mét miwa, hay mét phan bua, hay mét phdan bdt ki ciiu
doan vdn bun ddu. Qua phép riir gon ndy cdc chi tiét 6 thé mdt di, nhung
tdt cd cdc quan hé ¢é trong nguyén bdn déu diioc thé hién trong bdn dich
va dwoc bdo ton trong mét pham vi hep hon.

20. Nhimg doan van trich dan
"Thit xét xem ta ¢6 thé thanh c¢éng trong viéc nghi ra mét bdi todn téng
qudt khdac nao dé, bao gém bai todn cho trudc va dé gidi quyét hon khéng.
Chdng han, nhie khi tim tiép tuyén tai mét diém da cho, ta hinlt dung rdng
chi cdn tim dwong thdng cdt duong cong dd cho & diém dy va & mét diém
khdco cdch diém ban ddu mét khodng cho trieée. Bai toan nay luén luon cé
thé gidi dugc dé dang bdng dai s6. Va sau khi gidi bai todn dy, ching tu sé
tim thdy tiép tuyén nhu la mét triudng hop dgc biét, cu thé la truomg hop ma
khodng cdch cho triccc la cuc tiéu, thu gon thanh mot diém” (Leibniz).
"Thudng xdy ra la, bai todn téng qudrt cé vé dé hon bdi todn ddc biét, néu
chiing ta ¢6 gdng gidi tryc tiép, truc dién” (Dirichlet, Dedekind).
"[CS thé la ¢6 ich] dia mdt gidng vé moi lodi riéng 1€ ciiu né, va nhie viy
vé nhitng loai khéng nhiéu ldm, nhung dica mét giong vé mot lodai nhd nhdr
la co lot hon" (Leibmniz).
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"Trong triét hoc, nghién citu nhiing sw gidng nhau ld rdt ding, ngay cd
trong nhiing sit viéc rdt khdc nhau” (Aristote).

"Su so sdnh ¢6 mot y nghiu lon lao, vi né quy nhitng méi quan hé cluta biét vé
nhiing quan hé da biét. Nhdan thitc diing dédn, rét cudc la ndm duoc nhitng méi
quan hé. Nhung ching tu sé hiéu nhitng méi quan hé chinh xdc hon, rd rang
hon, khi giita nhitng tricong hop rdt khac nhau va nhitng déi twong hoan toan
khac loai, cliing ta nhén thite duge nhitng moi quan hé chung” (Schopenhauer}.
Tuy nhién, ban khong nén quén rdng ¢é hai loai khai qudt hod: mot loai
tdm thuong va mot loai ¢é gid tri. Khai quadt bdng cach "pha lodng' thi dé,
quan trong hon la khdai qudr hoda bang "ngung tu". Diang mét lugng nuéc
16n dé hoa vai mot it ricgu vang thi ré tién va dé dang. Ché ra mét chdt tinh
khiét, dim ddc tw nhiing chdt thanh phdn t6t thi khé hon nhiéu nhimg rdt
guy. Khdi qudat hod bdng "ngung tu" cé diic nhiéu y ban ddu ¢6 vé phan tan
rod rac vao mét khdi niém chung cé pham vi rong 1ém. Chdng han nhu li
thuyét nhém téng két nhitng khdi niém tdn man trong dui s&, trong Ii thuyét
86, gidi tich, hinh hoc, tinh thé hoc va trong cdc linh vuc khdc.

Ngay nay, con ¢é mdt loai khdi qudt hod theo "mot” hon. Loul nady "pha
ché” nhitng y kién tun mun bang mét thudr ngit rdt kéu. Tdc gid thwong
thich Idy nhitng y kién vun vt cia mot ngudi ndo dé, ma chdng bd sung
thém quan st riéng va tranit gidi quyét bat ki vin dé nao, triv mgt vai vdn
dé do khé khdn ciia thudr ngi¥ riéng cia minh dé ra.

PHAN HAI

Tdt cd nhitng thi du va chi thich cua phdn thi hai nay déu lién quan voi
nhau va véi gid thuyét §6. Nhiéu thi du déu truc tiép hay gian tiép dua vao
thi du 21 dwéi ddy, ma ban doc cdn doc trudc tién.

Gia thuyét E

Hdy xét ddng thitc:

) X2 % X
SIILy = X l—_z— 1~——2— 1———2-
T 4 O

nhie la mor gid thuyét, va goi la "gid thuyét E". Ciing nhuw Euler, chiing ta
$€ nghién civu gid thuyét nay bdng phuong phdp quy nap.

Nghién citu mgt gid thuyét theo phuong phdp quy nap bao gém viéc déi
chiéu hiéu qud ciu né v&i cdce s kién. Thuong ching ta sé "dir dodn, cdn
cit vao E va xde nhdn lai”. "Dir dodn cén cit vae E" ¢6 nghia la rit ra két



24.

25.
26.

27.

28.
29.

30.

ludn tix gid thuyét rang E la diing. "Xdc nhan” ¢6 nghta la rit ra két ludn
dé ma khéng cdn gid thuyét E. Mot su kién sé goi la "phi hop véi E" néu
né 6 thé suy ra (dé dang) tir gid thuyét rang E la diing.

Sau ddy chiing ta sé cof nhitng yéu t& ctia gidi tich todn hoc nhu la da biét,
(vé hinh thitc Euler dd biét day dii nhitng yéu 18 gidi tich dé trong théi gian
éng néu ra phdt minh ctia minh) ké cd khdi niém chinh xdc vé giéi han
(Euler chua thé biét mét cach ré rang khai niém nay). Cliing tu sé chi
diing nhitng qud trinh chuyén toi gioi han da duge chitng minh (phdn 16n la
rdt don gidn) ma khéng di vao chi Hér cia viée chitng minh.

. Tu da biét sin( —x) = —sinx. Sie kién nay 6 pha hop v&i E khéng?
23,

Can cuvao E, ban dw dodn va xde nhdn gid tri cua tich vé han:

[

Cdn cir vao E ban hdy dw dodn va xdc rhdn gid tri cuu tich vé han:

(-2 08

So sanh cdc thi du 23 va 24 va khdi qudt hod.
Can citvao E, bun hdy dw dodn gid tri cia tich vé han :
24 46 6.8 8.10

33755 7799 7
Chitng minh rdng gid thuyét E ticong ditong voi:
smz_ (z+n).(z+ l)z(z —’l)...(z —n)
T H=yo (_1)" (n!)-

Ta biét rdng sin(x + 7z1) = —sinx. Sy kién dé 6 pha hop véi E khéng?

Phuong phdp (§6.2) duu dén gid thuyét:

457 4.2 4.2
cosx=1|1-—- 5 1-— 3 [ 5 |-
7" 1 Fra 25

Bun hdy chitng t6 rang diéu dé khéng chi la niong tie véi E, ma con la hé
qud cia gid thuyét E.

s . . X x
Tu biét rang sinx = 2sm5 cos—.
Su kién do 6 phit hop véi E khong?
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31. Can cirvao E, ban hdy dir dodn va xdc nhdn gid tri ciia tich vé hun:

64 -

32, Cdn cirvao E, ban hdy dw dodn va xdc nhdn gid tri cda tich vé han:

(-0-2](-2)(-4)-

33. So sdnh cdc thi dy 31 va 32 va téng qudt hod.

34. Tu biét rdng cos(—) = cosx. Sit kién dé 6 phi hop véi E khong?

35. Tu biét rang cos(x + ) = —cosx. Sw kién d6 ¢6 phit hop véi E khéng?
36. T E hdy rit ra tich img véi 1 —sinx, gid thuyét ma ta dd néi o §6.4.
37. Tt E suy ru rdng:

| 1 1 1
cotx = ... + + + — + + + .

x+ 2 x+77 x X—=7 x=2r

38.Ta E suy ru rding:

1 2.r( 1 1 1 1 ]
cotv = — —— | l4+—F—F—F—+...| —
x g 4 9 16 25

247 1 1 1 1
- — |t ==t —t—+.. | -
P 16 81 256 625

24 [ 11 J
- — . ..
P 64 729

va tim téng ciia nhitng chudi v6 han xudt hién & cac hé s6 cia vé phdi.

39. Tir E suy ra rdang:

cosx (;r x) 1 1 1 1
=cot}| ———| =-2 + + +
4 2

1-sinx
_4 1 1 1 1 8x 1 1 1 1 )
l-—t 4= |+ = |+ ==t —+—+ .. |+
7 35 7 9 P 9 25 49 81

16.° 1 1 1 32x° 1 1
+ ettt — [ It ——+ . |+
P 27 125 343 Fid g1 625

vd tim tong cia nhitng chudi vo han xudt hién ¢ cdc hé s& cua biéu thire
Saii cling.
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40. Chiing minh rang:

1 1 1 1 3 I 1 1
l+—+ =+ —+ —+..=— | l+=+—+—+...
4 9 16 25 4 9 25 49

nr d6 suy ra két ludn thir hai vé 16ng cia chudi d vé trdi ciia ddng thitc.

41. (Tiép theo). Hay thit tim két ludn thit ba, biét rang:
. # 13 x 135«
arcsSine =x 4+ —.—+ — . — . —4 —. = = T 4 .
23 24 5 246 7
vavéin=0,12,. tucé:
‘ e 24..2
fa—xht et = j.s'mz”ltdt o _2fein
: 35..(2n+1)
0 -
42, (Tiép theo). Hdy thir tim két ludn thit tur, biét rdang:
o2 2x 2440 2464
(arcsiny) = x"+ —.— + —.—.— + —.— ——+...
3°2 353 357 4
vavedin=0,1,2,.. ta c6:
l i 13 2n-1
I(l—-xz)’”zxz"dx = J.smz"tdt Ll E
24 2n 2
0
43. Euler dd diung céng thitc:
. 2 2 3 R
I+ ~1— +l + —1— + .. =lncinf! —x) + (1= %) + x +{-x) + x +(-x)
4 9 16 1 4 9

diing v6i 0 < x < 1, dé tinh t6ng ciia chudi d vé trai.

a) Chitng minh céng thirc do.

b) Gid tri nao ctia x Id thudn tién nhdt trong viéc tinh téng cia chudi & vé trai?
44. Su phan déi va bude dau di dén chitng minh

Khéng ¢6 co sé dé hién nhién coéng nhdn rdng sinx ¢é thé khai trién thanh

nhing thita s6 bdc nhdt neong ting vor cdac nghiém ciia phuong trinh siny = 0.

Nhimg nguy cd céng nhdn diéu dé thi chiing tu vdn con ¢é ché chua déng

¥: Euler chua chitng minh dirge rang:

0, =& -x 27, 27, 3x, -3m...

la tdt cd cde nghiém cuia phiong trinh dy. Ching ta <6 thé tin rdng khéng

¢ nhitng nghiém thuc nao khdc (bdng cach nghién citu dudnmg cong y = sinx).

Nlung Euler chuta hé loai trir khd ndng tén tai ciia nhitng nghiém phiic.
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45.

46.

42

Daniel Bernoulli {(con trai ciia Jorhann, 1700 - 1788) dd dwa ra y kién
phdn déi nay. Euler dd trd 161 bang cdch nghién citu
ix -ix

. e .
sink = ———— = limP,(x)
2! H—pos

trong do P,(x) = i l:(l.,.l_x_) _(1 _EJ }
2i n n

Hdy chimg minh rang P (x) khéng ¢d nghiém phirc.

Budc thir hai di dén chitng minh

Gid sit rdng sé n trong thi dy 44 1a s& €. Khai trién P,(x)/x thanh thitu s,
x

kin?

thita s6 thit k, itng v&i méi k & dinh (k=1,2,3...) sé ddn t6i 1 — khi

n tién tdi oo,

Su nguy hiém cua tuvong tu

Noi tém lai, su tuong tw gifta hitu han va vé han da dwa Euler dén mét phdt
minh vi dai. Tuy nhién, con dudng dé ciing dé dan dén khd nang sai ldm.
Duéi day la mét thi du néi 1én sy nguy hiém dé trong mot bai todn thudce
mot pham vi nho.

Chuédi
1 1 1 1 1 1 1
et -4+ ===+ = —=+ .. =
2 3 4 5 6 7 8
hoi tu. Ta 6 thé use lugng mot cach dui khdi t16ng 1 nhé hat s6 hang ddu tién:
u </l<l
2

Va 2[:—_%_%+_2__l+2_l+_2___1_

3 2 5 3 7 4
Trong chudi nay, chi 6 mét s6 hang véi mdu s6 chdn cho triiée (s6 hang
nay dm), nhung «é hai s6 hung vai s6 mdu Ié cho truée (mét duong, mot
dm). Két hop nhing 56 hang ¢6 chung mdu s&'l€, ta ¢d:

2 1 2 1 2 1 1 1
<+

+l+
1 2 3 4 5 1 3 5 2 3 4 5

Niumg 21 =1 vi 1 0. Sai ldm & déu va lam thé nao dé tranh ldp lai sai
lam dé?



Cb wong Il
QUY NAP TRONG HINH HOC KHONG GIAN

1. Cac hinh da dién

"Mot hinh da dién phtc tap ¢6 nhiéu mit, nhiéu géc va nhi€u canh”. Hiu hét
nhimg ngudi mdi hoc hinh hoc khong gian déu dé c¢6 mot nhan xét 16 mo kiéu
gy. Nhung it ngudi ¢6 géng that sy di sau vio nhan xét d6 dé tim hiéu chinh xac
hon. Pung ra la nén phan biét rd rang nhimg dai lugng tham gia vao va dat ra
mot cau hoi xdc dinh ndo dé. Vi thé, ta s& ki hiéu s6 mit, s dinh va s& canh cta
mot hinh da dién theo tha tu ta M, P va C (chit ddu cua nhing tir twong ung) va
néu mot cau hoi ré rang nhu sau: "Phai chang bao gio cling ding 1a s6 mat luon
luén tang khi s6 dinh tang? Cé nhat thiét 14 M tang ciung véi D khong?". ’

Bud6c déu thi ching ta chua thé lam gi hon 1a nghién ciu nhimg thi du, nhing
hinh da dién cu thé. Chéng han, d6i véi hinh 1ap phuong (hinh I trén hinh 3.1):

M =6, b=38, C=12.

[ 1] i

IX

Hinh 3.1. Cdc hinh da dién



Hay d6i véi hinh lang tru ddy tam gidc (hinh II trén hinh 3.1):
M =35, b =6, C=9.

Sau khi da chon phuong hudng dé, tdt nhién ching ta s&é nghién citu va so
sanh nhiing hinh khac nhau, thi du nhu nhitng hinh trén hinh 3.1. Ngoai hinh I
va II da nhic dén & trén, hdy xét 1iép: hinh lang tru ddy ngi gidc (III), hinh
chép ddy 13 hinh vuéng, tam gidc, ngi gidc (IV, V, VI), hinh bét dién (VII),
hinh "chi€c thip ¢é mai" (VII, hinh chép dit & mat trén ciia mot hinh lap
phuong - ddy cia chi& thép), hinh "lap phuong cut” (IX). Hay c¢6 giang tudng
tugng va hinh dung 14n lugt nhitng hinh dé moét cdch twong déi o rang dé tinh
s0 mit, sd dinh va s6 canh. Céc s6 tim ra dugc ghi 0 bang sau day:

Hinh da dién M b C
L. Hinh lap phuong 6 8 12
II. Hinh lang tru tam giac 5 6 9
II1. | Hinh l&ng tru ngii giac 7 10 15
IV. | Hinh chép tir gidc 5 5 8
V. Hinh chép tam giac 4 4 6
VI. | Hinh chép ngii gidc 6 6 10
VIL. | Hinh bdt dién 8 6 12
VIII. | Hinh "chiéc thap" 9 9 16
IX. | Hinh "l12p phuong cut” 7 10 15

Vé hinh thitc, hinh 3.1. gi6ng mot phong trién 1am khodng vat hoc, con
bang trén day, trong mot chirng muc nio d6, gidng quyén s6 tay clla nha vat Ii
hoc ghi két qua cédc thi nghiém cua minh.

Chiing ta nghién ctu va so sanh cac hinh, cdc s6 trong bang trén, ciing nhu
nha khodng vat hoc hay nha vat 1i hoc did day cong nghién citu nhing mau,
nhitng s& liéu da chon trudc cua minh. Bay gid thi ching ta dd cé mot cdi gi do
trong tay dé c6 thé rd 1&i cau héi néu ra ban ddu: "D cung ting véi M chang?".
Thuc ra khong phai nhu vay. Khi so sanh hinh lap phuong va bat dién (I va VII)
chiing ta thdy rdng mot hinh cé nhiéu dinh hon, con hinh kia thi c6 nhiéu mat
hon. Nhu vdy 1a y dinh ban ddu ctia ta nham thiét ldp mot quy luat chung 12
khong thanh cong.

Tuy nhién, ching ta cé thé thir v6i nhitng cdi khic. C va M ciing tang
chang? D€ c6 thé trd 16i mot cach ¢6 hé théng nhitng cau hoi dé, hay lap lai
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bang trén day. Sip xé&p lai cic hinh da dién sao cho C ting dén khi doc céc cot
14n lugt tir trén xuodng dudi.

Hinhdadiégn | M. | D | C.
Hinh chéb tamlgiﬁc 4 4 6
Hinh choép 1t gidc 5 5 8
Hinh lang tru tam giac 5 6 9
Hinh chép ngii giac 6 6 10
Hinh lap phuong 6 8 12
Hinh bdt dién 8 6 12
Hinh lang tru ngi gidc 7 10 15
Hinh "1&p phuong cut” 7 10 15
Hinh "chiéc thap" 9 9 16

Nghién cttu nhimg s6 li¢u da duge sdp x€p thuin tién hon trén day, ching
ta dé dang nhan thdy rang khong cé6 mot quy luat ndo nhu da gia dinh & trén ca.
Khi C ting tir 15 dén 16, D giam tir 10 xuéng 9. Mit khdc, khi chuyén tir hinh
bat dién sang hinh lang tru ngii gidc, C tang tr 12 dén 15 nhung M gidm tir 8
xubng 7. Ca M va D déu khong luon lubn tang ciing véi C.

Mot lan nita, ching ta lai khong tim dugc mot quy luat dng quat. Tuy
nhién, ching ta khong mudn thira nhan rang nhitng y kién ban ddu clia ching ta
12 hoan toan sai 1dm. Du¢i mot dang khdc nao dé, y ki€n cla chiing ta co thé
ding. Dang 1a ca M va D khéng cung tang véi C, nhung xét toan bd thi co 1€ 1a
ching tang. Nghién ciu ki bang trén, chiing ta c¢é thé nhan thdy ring M va b
“gop chung" lai thi tang ddn: M + P tdng ddan khi ching ta doc cdc cot tir trén
xuéng. Vi sau dé dot nhién chiing ta c6 thé thdy quy luat chinh xédc hon, trong
ca bang thi:

M+b=C+2.

Hé thic nay dugc x4c nhan véi tdt cd 9 trudng hop ghi trong bang. Hinh
nhu kho ¢é thé tin duge rdng mot quy luat ric r6i nhu vy hod ra lai qud don
gian. Nhu vay 1a ching ta da di dén mot gia thuyét rang khong phai chi trong
cic trudng hop da dugc xét, ma trong moi hinh da dién, s6 mdt cong véi s6
dinh déu bdng s& canh céng thém 2.
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2. Sy tiép xtc chng ¢6 diu tién

Nha sinh hoc, duge dao tao t6t, sé khong thira nhan qud dé dang mot gia
thuyé&t. Ngay cd v4i mot gia thuyét cé vé ¢ li va da dugc xac nhan trong méot
s6 trudng hop, 6ng ta van nghi ng& va thu thap nhimg quan st mdi hay tim o1
nhitng thi du mdi dé kiém tra. Ching ta ciing c6 thé lam vay. Chiing ta s&
nghién ctu nhitng hinh da dién khic, d€m s6 mat, s6 dinh va sd canh cha chiing
rdi so sinh M + D véi C + 2. Nhimg s6 dé cé thé bing nhau hoac khong. That
1a thi vi n€u lam sdng t6 duge diéu dé trong thuc t&.

Xem hinh 3.1 ching ta c¢6 thé nhan thdy réng ching ta di nghién citu ba
trong s6 nhitng hinh da dién déu: hinh 1ap phuong, 1 dién va bat dién (I, V, VII).
Hay nghién cdu hai hinh con lai 12 hinh 20 mat déu va hinh 12 mat déu.

Hinh 20 mit déu ¢6 20 mat 1a tam gidc. Vay M = 20. Hai muoi tam gidc cé
3 x 20 = 60 canh, déng thdi mbi canh cla hinh 20 mit lai 1a mot canh chung

cho hai tam gidc. Do dd, s6 canh bang 6—20 = 30 = C. Tuong ty nhu vay, ching ta

c6 thé tim D. Ta biét ring xung quanh méi dinh cta hinh 20 mat ¢c6 5 mat. Hai
muoi tam gidc ¢6 3 x 20 = 60 goc. Cit 5 gbéc cé chung mét dinh. Vay s6 dinh béng
0. 12=D.
5
Hinh 12 mat déu c6 12 mat 1 ngii gidc, ngoii ra xung quanh méi dinh c6
ba ngii giac. Tir d6, ciing nhur trén, ta két luan:
12x5 _12x5
2
Bay git ¢ thé thém vao bang cla ching ta & cudi muc 1 (chuong I1I) hai
dong nita:

M=12; D= 30.

20; C

Hinh du dién M b C
Hinh 20 mat 20 12 30
Hinh 12 mit 12 20 30

Gi4 thuyét M + D = C + 2 dugc xdc nhan trong ca hai trudng hop 4y.

3. Thém nhiing ti€p xic cung cd

Nho nhitng sy xdc nhan & trén, gia thuyét cua ching ta tré nén cé 1i hon,
nhung bay gio da c6 thé chimg minh duge chua? - Chua ¢6 céch nao.
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Trong tinh hudng nhu vay, nha sinh hoc than trong c6 thé cam thdy bang
iong véi thanh cong cha nhitng thi nghiém cha minh, nhung ti€p tuc nghi ra
-nhiéu thi nghiém nifa. Va bay gio ching ta phai lam thi nghiém véi hinh da
dién nao day? '

Vin dé 12 § chd, cho dén nay gia thuyét cira chiing ta da dugc xdc nhaﬁ dén
mifc ma néu c6 thém mot trudng hop dugc xdc nhdn niFa thi niém tin cla ching
ta chi dugc ciing ¢ thém mot it, c6 thé 13 it dén mudc khong ddng dé chon théem
mot hinh da dién va dém cdc bo phan clia né. Liéu ching ta cé thé tim duge mot
phuong huéng vimg chéc hon dé kiém nghiém gia thuyét cua ching ta khong?

Nghién cttu hinh 3.1, ching ta ¢6 thé nhan thdy ring cdc hinh & hang trén
déu ciing mot loai: ching déu la hinh lang try. Cac hinh & hang thit hai ciing
thé: déu la hinh chop. Gia thuyét clia ching ta di diing véi ba hinh lang tru va
ba hinh chép biéu dién trén hinh 3.1; liéu né cé ding véi tdt ca cdc hinh lang
tru va hinh chép khéng? ,

Néu mot hinh lang tru ¢6 » mait bén thi n6 ¢6 tat ca n + 2 mit, 2» dinh va 3»
canh. Mot hinh chép v6i n mat bén c6 tdt ca n + 1 mat, n + 1 dinh va 2n canh.

Nhu vay, ¢6 thé thém hai dong vao bang & chuong I1I, cudi muc 1.

Hinh du dién M b C
Hinh chép cé n mat bén n+1 n+1 2n
Hinh lang tru c6 n mat bén n+2 2n 3n

Gia thuyét M + b = C + 2 cia ching ta dugc nghiém ding thém khong
nhitng chi d@i véi mot hoéc hai hinh da dién ma d6i véi hai ho vo han cdc hinh
da dién.

4. Mot su th thach gian khé

Nhéan xét cudi cung di lam cho niém tin cha chiing ta d6i v6i gia thuyét
tang 1én gdp boi nhung tdt nhién d6 chua phai 1a chiing minh. V3y chiing ta
phai lam gi? C6 nén ti€p tuc thir véi nhimg trudng hgp rieng khac khong? Gia
thuy&t ctia chiing ta hinh nhu dia ding vitng qua nhiing thir thach don gian. Vi
vy, cdn phai dua né vao mot cudc thi thdch gian khd, khit khe, cé nhitng co
hoi t6t dé bic bd no.

Hay diém lai mot ldn nira tAp hop cdc hinh da dién clia ching ta (hinh 3.1),
¢ diy c6 nhitng hinh lang try (I, I, III), nhitng hinh chép (IV, V, VI), nhiing
hinh da dién déu (I, V, VII). Nhung ching ta di kiém tra tdt c4 nhimg hinh
thudc loai dé & day réi con gi nita? Hinh 3.1 con ¢é "chiéc thiap" (VIII) ma ta
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¢6 bang cach dyng mot "mai nha" & ddy trén cua hinh lap phuong. Dén day, ta
cam thdy c6 khd nang khdi qudt hod. Thay hinh 1ap phuong bing mot hinh da -
dién bdt ki, chon mgt mat bt ki clia hinh da dién dé va dung trén mat dé mot

mai nha". Gia st hinh da dién ban d4u ¢6 M mit, D dinh va C canh; va gia sir
mat da chon cé n canh. Ching ta thém vao mat nay mot hinh chép c6 » mét bén
va dugc mét hinh da dién méi. Hinh da dién mdi c6 "mdi nha" nay cé bao
nhiéu mat, dinh va canh? Qua phép dung d6, moét mit da mat di (mat da chon)
dong thoi xudt hién » mat méi (r mit bén cta hinh chép) do dé hinh da dién
méi ¢c6 M — 1 + n mat. T4t ca cdc dinh cha hinh da dién cii déu ia dinh cta hinh
da dién méi, nhung c¢6 moét dinh méi duge thém vao (dinh cha hinh chop). Va
hinh da dién mé&i c6 C + n canh.

Ta tdng két: hinh da dlén ban diu cé M mit, P dinh va C canh, hinh da
dién méi v6i "mdi nha"

M + n— 1 mat, D + 1 dinh, C + n canh.
Diéu d6 c6 phi hop v6i gia thuyét cha chiing ta nita khong?
Néu heé thitc M + D = C + 2 duge thod man thi t4t nhién hé thitc:
M+n-1D)+®+1)=(C+n)+2

cling dugc thod min. No6i cdch khac, néu gia thuyét clia ching ta dugc nghiém
ding véi cdc hinh da dién ban d4du thi né cling nghiém diéng vé6i hinh da dién
mdi c6 "mdi nha".

Gia thuyét cua chiing ta cling ding trong viéc "dung thém mdi nha" va nhu
viy 1a n6 da qua mdt cudc thir thach rit gian khé. Tir nhilng hinh da dién da
nghién ctu, bang cach lip lai viec "dung mdi nha" chiing ta c6 thé thu duge vo
s6 hinh da dién khidc nhau, va nhu d3 ching minh, gid thuyét clia ching ta
ding vdi tit ca nhitng hinh da dién dé6.

Nhan thé hay xét théem: hinh "lap phuong cut”, hinh cu6i cing & hinh 3.1,
mo ra mot con dudng nghién cdu twong tu. Thay hinh lap phuong "cut" bing
hinh da dién b4t ki, bang cach cit mot dinh chon tuy y. Gia sir hinh da dién ddu
tien c6 M, D va C theo thd tu 1 sé mat, s6 dinh va sd canh, va gia sir  1a s6
canh tach khéi dinh da chon. Cit dinh nay ra, chiing ta thém vao mdt mat méi
(c6 n canh), n canh mdi, va cling th€ » dinh mdi, nhung lai mat mot dinh. Tém
lai, hinh da dién "cut" m&icO M + 1; D + n — 1; C + n theo thit tu 1a s6 mat, s6
dinh va s6 canh. Biy gio thi tt M + D = C + 2 s€ suy ra:

M+1D)+B+n-1)=(C+n)+2.
nghia la gia thuyét cha chiing ta db viing vang dé chiu dung mot "phép cat”. Va
nhu thé 12 né da trdi qua thém mot cudc thir thach gian khé nita.
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T4t nhién, ta coi nhitng nhan xét trén day 1a nhitng bang ching hiing hén
thuyét minh cho gia thuyét cha chiing ta. Tir d6 con co thé khai thac thém mot
diéu khéc nita: ggi ¥ ddu tién coa phép chimg minh. Xudt phat tir mét s6 hinh
da dién don gidn nio d6 nghiém diing gid thuyét, ching han nhu hinh t¢ dién
hoac hinh lap phuong, bang cdch dung "mdi nha" hoic "cét cut" ching ta ¢6
thé thu duoc vé s6 nhitng hinh da dién khdc nhau va gia thuyét clia chiing ta
ciing ding véi nhitng hinh da dién dé. Ching ta c6 thé thu dugc tdt ¢d cdc hinh
da dién ching? Va néu thé thi chiing ta da ching minh xong! Ngoai ra, con c6
thé c6 nhing phép khéc, giéng nhu phép "cit cut" hay "dung mdi nha", ciing
bao t6n cdc hé thic da néu & trén. '

9. Xac nhan va xac nhan

Qua4 trinh tuv duy cta mot nha sinh hoc cé kinh nghiém, vé co ban khong
khdc qud trinh tu duy cha mot ngudi binh thudng, nhung né cdn than hon. Mot
s6 diéu quan st dugc sé din mot ngudi binh thuéng va ci nha bic hoc bdi mot
gid thuyét va ci hai ngudi déu chi y dén nhiing trudng hop cubi cling nhit,
xem ching cé phu hop véi gia thuyét hay khong. Nhimng truong hgp phit hop sé
1am cho gia thuyét déng tin cay hon, con nhing trudng hop ngugc lai thi sé bic
bo né. Va d day bit ddu co su khdc biét: nhitng ngudi binh thuéng cé xu hudng
thich tim nhitng truong hop thudc loai thit nhat hon, cdn nha bic hoc thi lai
thich tim nhitng trudng hop thugc loai thit hai. Nguyén nhan 13 & chd mdi mot
ngudi déu c6 it nhiéu tr phy - ngudi binh thuong cling nhu nha bdc hoc - nhung
mdi ngudi déu danh gid minh mgt cdch khic nhau. Mot "Ngai" nao d6 khong
thich thi nhan - ngay c4 vdi minh - ring minh sai 14m. Vi thé "Ngai" khong
thich nhimg truong hgp mau thudn, "Ngai" tranh nhimg truéng hop 4y, thim
chi méi khi gdp ching thi "Ngai" c6 khuynh hudng giai thich thé nao dé dé di
dén két luan 1a ching khong mau thuldn véi gia thuyét. Nha bac hoc thi nguoc
lai, sdn sang thira nhan gia thuyét sai, nhung lai khong thich dé lai nhimg van
dé chua dugc giai quyét. Va doé chinh vi trudng hop phi hop chua giai quyét
tron ven van dé, con trudng hop mau thuln thi giai quyét van dé. Nha bdc hoc
dang c6 gang giai quyé€t tron ven véin dé, s& tim nhing trudng hgp phi nhan gia
thuy€t va kha nang dé cang 1én thi 6ng ta cang thi vi. Cin phai thdy mot nhan
t6 quan trong. Néu gip mot truong hop de doa phi nhan gia thuyét, nhung rét
cuéc nd lai phii hgp vdi gia thuyét thi qua cudc thu thiach, gia thuyét dé lai
cang vimg vang hon. Cang nguy hiém bao nhiéu, cang vinh quang biy nhiéu.
Su thir thach cang gian khé thi viéc cong nhin gia thuyét cang vé vang, viéc
x4c nhan nd bang thuc nghiém cang manh mé. C6 thi du nay va thi du khdc, c6
x4c nhan nay va xdc nhin khic. Thi du xdc sudt bdc bo gid thuyét Ién bao giv
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ciing dua gia thuy&t dén gdn cdch giai quyét hon 1a mot thi du ma x4c suft do
nho hon. Diéu d6 gii thich tai sao nha bac hoc lai thich loai trén hon,

Bay git co thé nghién citu bai todn cu thé ca chiing ta xem c6 thé fing dung
nhitng nhan xét trén ddy vao viéc "nghién ciu bing thirc nghiém cdc hinh da
dién" nhu th€ nao? MJdi trudng hgp mdi, xdc nhan hé¢ thic M+ D =C + 2 lam ta
cang thém tin ring hé thic 4y néi chung ding. Nhung ta di qud mét vi mot loat
céc xdc nhan don diéu. Mot truéng hop khong khic may so véi nhitng trudng hop
da nghién ciu trude, n€u ng phu hop voi gia thuyét thi tit nhién 1a cing 1am tang
niém tin ctia ta, nhung chi tang rat it. That vay, trudc khi thir ta ¢6 thé tin ring
trudng hgp dang khao sit sé tién hanh y nhu nhiing trudng hop trude vi ching chi
khdc nhau rdt it. Piéu ta mong mudn khong chi 1a mot sy xdc nhan khic, ma la
mot st x4c nhan kiéu khdc. That vay, diém lai nhiing giai doan nghién ciu khdc
nhau cua ta (§2, 3 va 4) ta ¢6 thé nhan thdy rdng mdéi mot giai doan d6 cho mot
kiéu x4c nhan "uu viér" hon nhitng kiéu trudc. O mbi giai doan gia thuyét dugc
xac nhan déi v6i nhitng truong hop phong phii hon so véi giai doan truéc.

6. Mot trudng hop rat dic biét

.

Vi tinh muon mau muon vé 1a quan trong nén ta hdy tim mot hinh da dién
nio d6 khac hin véi nhitng hinh da dién ma ta da nghién citu tlr trudc dén nay.
Chang han, ta ¢6 thé nghi dén mot hinh da dién 12 cdi khung dnh. Hiy 14y mot
thanh gd dai 3 canh, chat n6 ra 1am 4 doan. Né&i cdc ddu nuit clia 4 doan dy vdi
nhau thanh mot hinh da dién hinh cai khung. Trén hinh 3.2 céi khung dugc dat
trén ban sao cho cdc canh ctia thanh gé lic chua chat déu ndm ngang. C6 4 l4n
3 tde 1a 12 canh ndm ngang, va ciling ¢6 4 1dn 3 canh khong nam ngang. Vay,
so canhtdtcalaC=12 + 12 =24,

/N

Hinh 3.2. Da dién ¢6 dang hinh xuyén
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Tinh s6 mit va s6 dinh, chiing ta thiy:
M=4x3=12; b=4x3=12.

Bay git thi M + P = 24 khdc v6i C + 2 = 26. Hod ra gia thuyét clia chiing
ta sai trong trudmg hop hoan toan téng quét!

T4t nhién, ta c6 thé néi ring ta khong dinh thiét lap gia thuyét trong mmic
do tdng quat nhu vay, ring ta luon luén chi xét nhitng hinh da dién 16i, hay nhu
ngudi ta thudng néi nhitng hinh da dién "cé ddng hinh cdu”, chit khong phai
nhitng hinh da dién "c6 dang hinh xuyén" nhu cédi khung anh. Nhung d6 chi 12
cdi ¢ thodi thdc. Thuc t&, ta phai thay déi quan diém ctia minh va cdi bién diéu
da khing dinh lic ddu. R4t ¢6 thé 1a don dau d6i véi ta, rét cuce lai 12 mot diéu
may min dua ta dén chd diéu chinh va phdt biéu gia thuyét chinh xdc hon.
Nhung du sao thi vin 1a mot don dénh vao 1ong tin cua ta.

7. Tuong tu

Thi du vé "nhitng cdi khung anh" di "giét chét" gia thuyét clia ta & dang
ddu tién, nhung gia thuyét co thé nhanh chéng "héi sinh" duéi dang da dugc
diéu chinh (c6 thé hi vong 14 hoan hao hon) véi nhimng han ché€ quan trong.
Hinh tr dién 12 mot hinh 16i. Hinh 1ap phuong ciing th€, tip hop cadc hinh da
dién trén hinh 3.1 cling th&. Va tét ca nhitng hinh da di¢n nhén dugc tir nhitng
hinh da dién trén bang viéc "cédt cut” hay "dyng mdi nha" (dung nhitng mdi nha
khdc bang phang trén cdc mat khdc nhau cta hinh da dién) déu 1a 16i ca. Trong
moi truong hop déu khong thé ¢6 nguy co 12 nhitng phép d6 bién mot hinh da
dién 16i hay "c6 dang hinh cau" thanh mét hinh da dién "c6 dang hinh xuyén".

Nhan xét dugc didu do, & day ta c6 mot bd sung rat cdn thiét. Ta s€ gia
thuyét rang, trong mot hinh da dién 16i bat ki, bao gid cling thod mén hé thic
M + P = C + 2 giifa s6 mat, s& dinh va s6 canh {c6 thé 1a ta thich han ch€ lai
trong trudng hop nhiing hinh da dién "dang hinh cau”, nhung ta khong mudn
dirng lai d€ xdc dinh ¥ nghia clia thuat ngit nay).

Gia thuyét nay cé nhidu kha nang 1a ding. Nhung dau sao ta ciing chua
ddm tin va ta hdy tim mot sy cing ¢é mdi nao d6 cho gia thuyét cia minh. Ta
cling khong thé hi vong nhiéu vao nhitng su xdc nhan sau nay. Hinh nhu 12 ta
di dung hét nhitng tw liéu rd rang nhat. Tuy nhién, ta con ¢6 thé hi vong phép
tuong tu cé thé gidp ta trong viéc nay. C6 mot trudng hop tvong tu nac dé don
gian hon ¢6 thé ¢6 ich d6i voi ta khong?

Tuong ty vdi hinh.da dién 12 hinh da gidc. Hinh da gidc 12 mot phén cua
mit phing cling nhu hinh da dién 12 mét phdn cta khong gian. Hinh da gidc c6
D dinh (dinh cda cdc goéc clia né) va C canh. Rérang la b = C. :
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Nhung hé thiic d6 - ding vdi nhiing hinh da gidc 16i - to ra qua don gian va
it soi sdng cho h¢ thitc phitc tap hon, hé¢ thitc ma ta nghi 12 ding déi véi nhitng
hinh da dién 16i.

M+D=C+2

Né&u that su quan tim dén vin dé dang nghién citu thi tit nhién ta s& thir
lam cho nhitng hé thic 4y gdn véi nhau hon. Cé6 mot phuong phédp sic sdo dé
thuc hién diéu dd. Trudc hét, ta phai sap x€p nhiing s6 khdc nhau theo mot thi
tu tu nhién. Hinh da dién 1a ba chi€u, mat cta né (nhitng da gidc) 1a hai chiéu,
canh cha n6 12 mot chidu, va dinh cha n6 (diém) di nhién 14 khong chiéu. Bay
git c6 thé vié€t lai cac dang thic trén, bang cich x&p cdc dai lugng theo thif
tang ddn vé s6 chiéu.

He thirc cua hinh da gidc s€ vi€t dué6i dang:

b-C+1=1.
Viét nhu thé thi ¢é thé so sdnh dugc véi hé thitc cia hinh da dién dudi dang:
D-C+M-1=1. |
bon vi & v& trdi cha dang thitc d6i v6i hink da gidc dng véi y&u 16 hai
chidu duy nhat 12 phin bén trong cha da gidc. Pon vi & v€ trai cia dang thic
d6i v6i hinh du dién Gng véi yéu t6 ba chiéu duy nhit 1a phdn bén trong cua
hinh da dién. Céc s6 & vé trdi ca dang thiic, theo thit tr ding dé dém cdc yé€u
t6¢ khong chidu, mot chiéu, hai chiéu va ba chiéu, déu dugc sap xép theo thir tu
tu nhién véi cdc ddu + va — xen k&. Trong ca hai trudng hogp, v€ phai cha hai
déing thirc déu giéng nhau; sy tuong tu hinh nhu 12 hoin toin. Vi ring ding
thic ddu rd rang la dung ddi véi cac hinh da gidc, nén sy tuong tu dé lam tang
niém tin coa ta vio dang thirc thit hai déi v6i cdc hinh da dién, ma ta da phit
biéu trong gia thuyét.

8. Phan hoach khéng gian

Bay gid, ta chuyén sang miot thi du khic vé phép quy nap trong khong gian.

O thi du trén, ta da xudt phét tir nhan xét chung, trong chimg muc nao do,
con 16 md. Bay gio diém xudt phdt cha ta 12 mot bai to4n cu thé, véi nhitng nét
r0 rang. Ta s€ nghién citu mot bai todn don gidn, nhung hoi la, cia hinh hoc
khong gian: 5 mit phing chia khong gian thanh bao nhiéu phan?

Néu 5 mat phing d6 song song véi nhau thi cau tra 1&i sé rit don gian: 1
rang la khéng gian duoc chia ra lam 6 phin. Song, truong hgp nay qud dac biét.
Néu nhitng mit phing cla ta & vao "vi tri tdng quat" sao cho khong cé hai mat
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phéng nao trong s& d6 song song voi-nhau thi khong gian sé dugc chia ra nhiéu
hon 6 phén. Sau khi di dat dugc diém chi y&u do, cdn phai dién dat bai todn
mot ciach chinh xdc hon: 5 mdt phdng & vi tri t6ng qudt chia khéng gian lam
bao nhiéu phin?

Ta hiéu khéi niém "vi tri téng quat” mot ciach hoan toan truc gidc nhiing
mat phing dy O vi tri sao cho giita ching khong cé nhiing lién hé dic biet,
chung doc 1ap v6i nhau va duoc chon mot céch tuy ¥. C6 thé dé dang gidi thich
ddy di thuat ngit nay biang mot dinh nghia hinh thic, nhung ta khong 1am nhu
vay vi hai 1i do. Mot la: khong can thi€t phai trinh bay qua hinh thic. Hai 1a: dé
lai mét khdi niém it nhi¢u chua that 16 rang. thdi do6 cia ta gdn gidng thii do
cta mot nha sinh hoc 12 nguoi thudng phai bat ddu bang mot vai khdi niem
chua that rd rang, réi trong qué trinh tién l1én s€ giai thich chdng.

9. Bién dang bai toan

Hay tap trung chi ¥ vao bai todn cla ta. Ngudi ta cho 5 mat phang & vi tri
tong quat. Chuing chia khong gian thanh mot s6 phdn nhét dinh (ta c6 thé nghi
dén miéng pho mat dugc cét thanh nhilng mdu bing 5 nhét cit phing clia mot
con dao sic). Ching ta cdn phdi tim s6 phdn d6 (miéng pho mat bi chia 1am
mday phin?).

That khé ¢6 thé nhin thdy ngay nhiing phdn cia khong gian do 5 mat phiing
chia cat ra (c6 thé 12 khong "nhin" thdy duoc. Du sao di nifa ciing khong nén
~ gang stic tudng fugng, t6t hon 1a hiy ¢& gang suy nghi. Tri tué c6 thé din ban
di xa hon Ia tri tuong tuong). Nhung tai sao phai 1a 5 mat phang? Tai sao lai
khong phai 1a mét s& mat phang bt ki? 4 mat phang chia cit khéng gian thank
mdy phdn? 3 mit phang, 2 mat phang hay 1a chi mot mat phang chia khong
gian lam mAy phan?

O day, ta da di dén nhiing trudng hop ma truc gidc hinh hoc cé thé dat 16i
duoc. Mot mat phang rd rang la chia khong gian ra |Am hai phin. Hai mat
phang chia khong gian ra 1am ba phdn néu chiing song song. Nhung ta phai loai
bo trudng hop dac biét nay. Hai mit phing ¢ vi tri tdng quat s& cat nhau va chia
khong gian 1am 4 phén. Ba mat phing & vi trf téng quét s& chia khéng gian ra
lam 8 phan. D€ hiéu that r6 trudng hgp cudi cung, kho hon nay, c¢é thé hinh
dung mot toa nha, trong dé cd hai biic tudng thing ditng cit nhau va mat cai
trdn nam ngang c6 xa ngang chéng d&. Xung quanh giao diém clia cdi trin va
hai biic tuong thi cdi trdn nay vira la san cla 4 cdi phong & tAng trén, vira 14 trdn
ctia 4 phong Khdc ¢ tdng dudi.
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10. Khai quat hoa, dac biét hoa va tuong tu

Bai todn cia ta c¢6 lién quan t¢i 5 mat phang. Nhung didng 1& nghién citu 5
mat phang thi ta dd bat ddu nghién ctu 1, 2 va 3 mat phing. Ta di phi thai gio
chang? Hoan toan khéng. Ta vira nghién ctru nhiing trudng hop tuong tu don
gidn hon, vira chudn bi cho bai todn ctia ta. Ta da thit sic ta trong nhiing trudng
hop don gian hon nay, tim hiéu nhimg khdi niém c4n thiét va da tam quen véi
nhitng loai bai tap ma ta phai gap.

Chinh con dudng did dan ta dén nhitng bai todn tuong tu don gidn hon nay,
la con dudng dién hinh ddng duge chi y. Trudc tién, ta di tir trudng hop 5 mat
phéng dén trudng hop mot s6 bat ki mat phéng, ching han, » mat phing: ta da
thyc hién khéi quat hod. Sau dé, tir n mit phang ta tr& lai 4 mat phing, 3 mat
phéng, 2 mit phang réi chi 1 mat phing, nic 12 trong bai todn tdng quat ta dat
n=4,3,2, 1: ta da ti€n hanh dac biét hoa.

Nhirng bai todn phan hoach khéng gian bing ba mat phing twong tu véi bai
todn dat ra ddu tién vé 5 mat phang. Nhu vay 1a ta da di dén su tuong ty theo
con duong thong thudng: mao dau la khdi qudt hod, tiép theo la déc biét hod.

11. M4t bai toan tuong tu

Sy viéc sé nhu thé nio d6i véi truong hop 4 mit phing? Bén mat phing & vi
tri tdng quét xdc dinh nhitng phdn khong gian khic nhau; trong s6 d6é c¢6 mot
phin dugc giéi han bang 4 mat hinh tam gidc va goi 13 hinh ti dién (xem hinh
3.3). Hinh twong nay lam ta nhd dén 3 dudng thang & vi tri tdng quat trong mit
phang. Ching xéc dinh nhitng phin mat phing khic nhau, trong s6 dé c6 mot
phan dugc gidi han béi ba doan thang va goi la tam gidc (xem hinh 3.4). 56
phin cdn tim 12 7.

Hinh 2.3. Phdn chia khéng gian hdng 4 mdt phdng
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Ta di 0im duge cidch giai bai todn tuong tu don gidn hon; nhung cé thé
dung cdch nay giai bai todn ban ddu khéng?

Cé6 thé duogc, néu ta khéo phén tich su tuong tu cha hai hinh nay. Ta cdn xét
su phan hoach mat phing bing ba dudng thing, sao cho sau dé c6 thé dp dung
vho viéc nghién citu su phan hoach khéng gian bang 4 mat phéing.

Nhu vay, ta xét lai 14n nita su phan
hoach mat phiang bang ba dudng thing
tao nén mot tam gidc. Mot phan thi hiru
han 12 phdn bén trong clha tam gidc.
Con nhitng phdn vo han thi c6 chung
v6i tam gidc hodc la mét canh (ca thay
c6 3 phan nhu thé€) hodc 12 mot dinh
/ Y (ciing cé ba phin nhu vay). Vay, cé tit

ca la:

Hinh 3.4, Phdn chia mét phdng )
bdng ba duong thdng 1 +3+ 3 =7 (phan).

Bay gid hay nghién cttu su phan hoach khong gian bing 4 mat phing tao
thanh mot hinh tr dién. Nhitng phdn vo han c6 thé cé véi hinh uf dién hoac 12
mot mat chung (yé&u t6 hai chiéu cia bién gidi, ¢ 4 phdn nhu thé€) hodc 12 mot
dinh chung (yé&u t6 O chiéu cla bién gidi, ¢6 4 phdn nhu thé, xem hinh 3.3).
Vay,cotdtcalal + 4+ 6 +4 =15 (phin).

Ta da tim thdy két qua nay nhg tuong tu va da st dung phép tuong tu mot
cdch dién hinh, co ban. Du tién ta nghi ra mot bai todn tuong tu dé hon va giai
bai todn d6. Sau do, dé€ gidi bii todn ban ddu khé hen (vé hinh 1t dién) ta lai
diing bai todn tuong tu dé hon (vé tam gidc) 1am mé hinh; khi giai bai todn khé
hon ta da theo mau gidi bai todn dé hon. Nhung truéc khi lam diéu do, ta phai
nghién ciu lai cdch giai bai todn dé hon. Ta da xay dung lai, tu chinh cdch giai
dé theo mot miu mai, dé bat chudc.

Chd y dén mot bai todn tuong tu dé hon, giai bai todn dé va tu chinh cédch
gidi sao cho no6 ¢6 thé tr§ thanh mo hinh, dé cudi cung giai duge bai todn ddu
tién bang cach 1an theo mo hinh vira tao ra, do 12 mot phuong phidp ma ngudi
chua quen tudéng nhu la loanh quanh, nhung thudng dugc 4p dung trong viéc
nghién citu khoa hoc, todn hoc cling nhu cdc khoa hoc khac.

12. Mét loat bai toan tuong tu

Tuy nhién, bai todn ddu tién cua ta vin chua dugc giai. ©6 1a sy phan
hoach khong gian bang 5 mit phing. Bai todn tuong tu d6i vgi hai chiéu 12 bai
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todn nao? Su phan hoach bang 5 dudng thing chang? Hay 4 dudng thing? D6i
voi ta, c6 1€ t6t hon 14 nghién ciiu bai todn nay trong dang t6ng quat nhét: phan
hoach khong gian bing n mat phiang va phan hoach mat phang bing n dudng
thing. Nhitng dudng thing diing dé chia 4y, tdt nhién 1a phai & vao vi trf tdng
quat (khong c6 hai dudng thang nao song song v khong c6 ba dudng thing
nao déng quy).

Néu ta quen diing phép tuong ty hinh hoc, thi ¢6 thé ti€én thém mot budce
nita va nghién ctu viéc chia dudng thang bang diém phan biét, Mic di bai todn
dé c6 vé kha tam thudmg, no ciing c6 thé ¢é ich cho ta. Ta d& dang thdy réng,
mot duong thang bi mot diém chia thanh 2 phén, bi 2 diém chia thanh 3 phén, 3
diém chia thanh 4 phin va tdng quat thi » diém chia dudng thing thanh n + 1
phan khic nhau.

Mot lan nira, néu ta quen chi v dén nhitng trudng hop gidi han, thi ta ¢6 thé
xem todn bo khéng gian, toan bo mat phing hay dudng thing nhu 1a sy phan
hoach do O phan tir phan hoach tao ra.

Hiy thanh lap bang saw day ghi tat ca nhiing két qua ma ta da thu duoc tir
trude dén gid:

sg phén tir S8 phan khl chia
ding ﬂ,é’ khéng gian béng mit phing bing dudng thing
chia cat ‘nhimg mit phing | nhimng dudng thing | blng nhimng diém
0 1 1 1
1 2 2 4
; a ; 3
3 a 7 4
4 15 5
I } n+i

13. Déi khi giai nhiéu bai toan lai d& hon la chi giai mot bai

Ta da chudn bi giai bai todn lién quan voi viéc phén hoach khong gian bing
5 mat phang. Ta chua gidi bai 4y nhung di néu ra nhiéu bai todn méi. Mdi
khodng tréng trong bang cia ta ing véi mot van dé chua duge giai quyét.

|
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Céch tich lu§ nhiéu bai todn mdi, d6i v6i ngudi chua quen, cé vé nhu 1a
ngé ngdn. Nhung mot sd kinh nghiém giai todn cé thé day ta rdng viec gidi
déng thoi nhiéu bai todn doi khi dé hon chi gidi mot trong nhiing bai 4y, néu
phan 16n bai todn d6 phdi hop véi nhau chat chg, con chinh ban than mot bai
toan thi don doc. Bay gid bai todn ta néu ban ddu ndi 1én nhu mot trong cdc bai
" toan chua gidi duge. Nhumg van dé 13 cdc bai todn chua gidi dwge nay hop
thanh mot loai: chiing dugc sip x€p cdn than, nhém lai véi nhau, ¢6 su fwong fir
chét ché véi nhau va véi mot s6 bai todn da giai réi. Néu so sdnh tinh hinh hién
tai cia vén dé cua ching ta - di dugc xé&p diing vao loai cdc vdn dé tuong tu -
v6i tinh hinh lic d4u, khi né con hoan toan c6 1ap thi, tu nhién, ta ¢6 khuynh
huéng tin tubng ring sy viéc di kha 1én mot chiit.

14, Gia thuyét

Ta s quan sat nhitng k&t qua ké trén bang nhu nha sinh hoc quan sdt tap hop
cdc mau vat thu thap dugc. Bang nay khéu goi éc¢ tim toi, kha nang khae sdt clia
ta. Liéu ta c6 thé fim thay duge mdi lién he nao d6, quy luat nio d6 khong?

Nhin cot thir hai (chia khong gian bang cdc mat phing) (a ¢6 thé nhan thdy
tong day 1, 2, 4, 8,... mot quy luat 1d rang sau day: ta c6 cdc luy thira lién tiép
ctua 2. Nhung thit vong 1am sao! S6 hang ti€p sau trén cot nay 1a 15 chi khong
phdi 1a 16 nhy ta mong dgi. Diév dy dodn cia ta khong hay 1dm vi ta phai tim
céch khac.

Rut cude, ta co thé nglu nhiga cong hai s6 ndm ké nhau vi nhan thiy téng
cua chung trén bang. Ta chd y dén mdi lién hé doc dao nay; ta sé€ cé mdi 56 &
trong bang néu ta cong hai 36 khdc: mot $& & ngay phia trén nd, s kia cling &
hang trén nhung vé bén phai. Ching han, cic s&:

8 7

LA

{
11&én hé v&i nhau bdi heé thiic 3 + 7 = 1 3.

Méi lién hé dic sic nay 14 chi€c chia khod ki diéu. Co 1é kho ma tin rang,
m6i lien hé nay - m6i lién hé ma co thé quan sit thiy trén toan bo bang di
duge tinh toén - lai c6 thé 12 két qua ctia sy ngdu nhién don thuds.

Nhu vay, két qua trén day dua ta dén y nghi ring, quy luai vira néu c6 thé
dp dung dugc ca ra ngoai pham vi nhitng quan sit cua ta, nhiing s6 chua tim
thay ciing tuan theo ding quy luat nhu nhiing s8 da tinh dugc. Va nhu the la ta
di dén gia thuy€t la quy luit ma ta nglu nhién tim duogc ludn luen ding.
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Néu diing nhur thé thi ta ¢6 thé giadi dugc bai todn néu ra ban ddu bing cich
cong nhimg s6 ndm ké nhau, ta c6 thé kéo dai bang cla ta cho dén s6 ma ta
muén tim: '

0 1 1 1
1 2 2 2
2 4 4 3
3 8 7 4
4 15 11 5
5 26

Trong bang trén day xudt hién hai s6 méi, dugc in dam va tinh dugc bing
cdc phép cong: 11 =7 + 4; 26 = 15 + 11. Néu diéu ta du dodn la ding thi s
phin ctia khong gian do 5 mat phing & vi tri tong qudt phan ra phai 14 26. Hinh
nhu ta da giai xong bai toan dé ra, hoac it nh4t ta cling tim dugc gia thuy€t co
1f, ma tat ca cac khao sét thu thap dugce tir treéc dén nay da xdc nhan.

15. Dy doan va xac nhéin

Trén day ta da ti€n hanh theo diing cach thic dién hinh cta hoat dong cua
mot nha sinh hoc. N&u nha sinh hoc quan sit thdy mot quy luat la thudng nao
do6, khong thé quy mot cich hop 1i vdo su ngu nhién don thudn dugc, thi éng
ta gia dinh ring quy luat niy ciing 4p dung dugc ngoai pham vi nhitng khao sat
thuc t&€ cia minh. Viéc thira nhin gia thuyét nay thudng la budc quyé&t dinh
trong s nghién ctru quy nap.

Budc 1i€p theo c¢6 thé 13 su du dodn. Trén co s& nhimng quan sdt da tién hanh
tir trudc va su phu hop cia chiing v4i quy luat di gia dinh, nha sinh hoc du
dodn két qua cia sy quan sdt ti€p sau ciia minh... Nhiu diéu phu thuoc vao két
qua ctia budc quan sat ti€p theo nay. Diéu du dodn diing hay sai? Ta cling dang
 trong tinh trang nhu vay. Ta da thdy, hodc dung hon, da du dodn ring s6 mién
clia mart phing do 4 duong thing & vi tri téng quat chia ra 1a 11. C6 ding thé
khong? Gia thuyét cua ta ding chang?

Nghién ¢itu hinh v& phéc (hinh 3.5) ta ¢6 thé tin chic ring diéu ta du dodn
la ding: s6 11 thuc su 12 s6 ding. Diéu xdc nhan dé vé du dodn coa ta 1a nhiing
1i 1& quy nap c6 1gi cho quy tic ma ta dua vao dé néu dy dodn. Vugt qua thir
thdch mot cach théng 1¢i, gia thuy&t cia ta tré nén vimg chac hon.
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16. M6t 1an nita va t6t hon

Ta tin rang s6 11 d6 12 ding sau khi
xem hinh v& vi dém s6 phdn mit phing
dugc chia ra. Ping, 4 dudng thang & vi
tri téng quét, 1o ring chia mat phéing
thanh 11 phdn. Nhung ta hdy lam lai diéu
d6é 14n nita va lam t6t hon. Ta dém lai

nhiing phdn &y bang cdch nao dé. Hay / \ \
dém lai cdc phdn va dém sao cho ta hoan

toan tin ring ta khong nhdm, khong sai
va khong mic lira do vi tri dic biét cla
céc dudng thing.

Hinh 3.5. Mdt phdng bi chia ¢dr
béi 4 dicomg thing

Ta bét ddu tir 3 dudng thang x4ac dinh ding 7 phin trong mat phing. Ta cé
mot s6 co s& dé tin ring 4 dudng thing x4c dinh 11 phédn. Vi sao lai thém ding
4 phan? Tai sao & day lai xudt hién s6 47 Vi sao vach thém dudng thing méi lai
lam tang thém diing 4 phan?

Tréen hinh 3.5 ta tdch ra mot dudng thing va vé né bing nét diit (hinh 3.6).
V& hinh dang, hinh méi khong khéc hinh c@i mdy, nhung n6 biéu thi mdt quan
diém rdt khéic. Ta coi dudng thing méi tdch ra nay nhu mét dudng méi con ba
duong kia 12 cil.

Nhiing dudmng cii chia mit phang thanh 7 phan. Cé gi xay ra khi ta thém
dudmng thing méi vao?

Puong thing méi duge v mot cdch tuy ¥ phdi cat moi dudng thang cii, va
hon nita, cit tai nhitng diém khac nhau. Do d6 c6 3 diém. Ba diém nay chia
duong thing mdi thanh 4 doan. Mbi
doan chia timg phén cil cia mit phing
thanh hai phdn méi. Bon doan théng cua
dudng thang méi nay tao nén 8 phén
méi va bé di 4 phan cii thi s6 phan dugc
ting lén ding bing 4. D6 chinh 1a
nguyén nhan vi sao s6 cic phin bay gio
lai tdng thém ding 4 so vadi trudc:

4+7=11 B / \ <
Cdch tim s& 11 nay c6 sic thuyét
phuc va lam sdng to bai todn ma ta dang  ginp 3.6. Chuyén tir 3 Ién 4 dudng thdang
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xét. Bay gid ta ¢4 thé tim thdy co s& clia tinh quy luit ma ta d quan sat va da
dura vao d6 dé néu ra du dodn vé s6 11. Ta bit ddu ngd 12 c¢6 mot su giai thich
nio dé 4n sau cdc sy kién, va 10ng tin ciia ta vio sy dung dén cua tinh quy luat
quan sat dugc di ting 1&n gap boi.

17. Quy nap ggi ¥ cho dién dich: trudng hgp riéng ggi y cho
chitng minh tdng quat

Ta ludn luon chi ra mot cach can ké rang cich suy ludn cia ta va tac phong
ctia nha sinh hoc rat giéng nhau. Ta da bat ddu tir mét bai todn riéng gidng nhu
nha sinh hoc bt ddu tir nhitng quan sat ric r6i. Luu ¥ dén nhimmg truomg hop
rieng dé hiéu, réi quan sat nhilng diéu tuong tu cé ich, ta da ti€n din 1én bang
cdch thlr va khdi qudt hod. Ta da thir du dodn mot vai quy luat va di mac sai
14m, réi lai c6 gang 1am lai va da 1am t6t hon. Ta dd néu dugc quy luat chung,
quy luat nay da dugc cing c6 bing toan bo nhitng két qua thi nghiém ma ta cé
kha nang thuc hién. Dem ap dung thir vio mot trudng hgp riéng ta thdy ring nd
phit hop v6i quy luat du dodn. Tir dd, ta cang thém tin vao quy luat néu ra. Cudi
cung, ta da luvu y dén co s& cua quy luat chung nay, giai thich né va long tin
cua ta tang thém rdt nhi€u. Cong viéc nghién cttu clia mét nha sinh hoc ¢6 thé
ciing trai qua ding nhing giai doan nhu vay.

Tuy nhién dudng di ciia nha todn hoc se v§i nha sinh hoc vin c6 khéc biét
rdt 16n. Quan sét 1a quyén luc cao nhat déi v6i nha sinh hoc chit khong phai doi
voi nha todn hoc. Syt xdc nhan, dua trén nhiéu thi du chon hay, 14 phuong phdp
duy nhat dé cling cd mot quy luat néu ra trong cic khoa hoc tu nhién. Piéu x4c
nhan trén co sd cha nhiu thi du chon 6t c6 thé rit cé ich vi cé tic dung
khuyén khich, nhung khong thé chiing minh dugc quy luat néu ra trong toan
hoc. Hay xét trudng hop riéng cu thé cha ta. Viéc khio sit cdc truong hop riéng
khdc nhau va so sdnh ching da din ta dén chd néu ra quy tic téng qudt ma tix
d6 suy ra dugc rang 10i giai cta bai todn ldc ddu 12 s6 26. Phai chang moi diéu
quan sit va diéu xdc nhan nhu vay 1a di dé ching minh quy tic téng quat dé?
Hay n6 c6 thé ching minh duge trudmg hop riéng ring s6 26 thuc ra 1a 101 giai
bai todn cua ta khéng? Khong chit niao! D&i v6i nha todn hoc véi nhilng tiéu
chudn chat ché thi s6 26 chi 1a mét diéu du dodn sdng stia, con quy luat chung
dang con nghi van kia thi chua thé dugc chitng minh bang b4t ki bao nhiéu x4c
nhan thyc nghiém.ca. Phép quy nap chi dua dén nhiing két qua c6 thé ding chi
khong khi nao chitng minh dugce cdc két qua dé.

Tuy nhién c6 thé nhan thdy ring viéc nghién ciiu quy nap cé thé cé ich
trong todn hoc vé mot mat khac ma ta chua ké dén. Viec quan sdt ki ludng cdc
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trudng hop riéng din ta dén ket qui todn hoc tdng qudt, ciing cé thé gui § vé
cdch chitng minh két qua dy. T viéc nghién ctu cham chi mdt trudng hop
rieng c6 thé niy ra mot nhan thic chung.

Thuc t& ta di gap diéu do6 trong muc trudc. Quy tic téng quit ma ta di tim
ra nho phuong phédp quy nap, lién quan dén hai s6 ké ti€p trong bang cua ta, thi dy
nhu 7 va 4, va lién quan dén t6i téng cha chiing, téng d6 trong trudng hop nay
bang 11. Hon nita & muc truée ta da thay 16 ¥ nghia hinh hoc cla cdc s6 7, 4 vi
11 trong bai todn cla ta va trong d6 ta di hiéu tai sao lai c6 hé thic 7 + 4 = 11.
Trén thuc t€, ta di néi t6i viec chuyén tit 3 dudng thang chia mat phang sang 4
dudng thing nhu thé. Song cdc s6 3 va 4 khong c6 mot gia tri dic biét nao, ta
c6 thé chuyén hoan toan nhu vay tir mot s nguyén bat ki t6i s6 tiép theo, tir »
sang n + 1. Trudng hop rieng da xét c6 thé cho ta hinh dung dugc vé toan bo
tinh hudng (thi du 2.10). T6i xin danh cho ban doc dugc hoan toan tu do riit ra
khdi niém chung tir quan sét riéng & muc trude. Trong dé ban doc c6 thé ching
minh hinh thic déi v6i quy tic di néu ra bing quy nap, it ra 12 dén mic c6 lien
quan tdi hai c4t sau cung,

Tuy vay, dé thuc hién phép chimg minh, ta khong nhitng phéi xét viéc phan
hoach mat phing bang nhitng mat phing. Song ta hi vong ring néu ta hiéu 16
dugc viéc phan hoach mit phang, thi phép tuong tu sé gitp ta hi€u 18 viéc phan
hoach khong gian. Mot 1dn nifa, t6i xin danh cho ban doc niém vui khai thic
dugc tir phép tuong ty nhimng diéu c6 ich.

18. Lai cac gia thuyét

Vin dé phan hoach mat phing va khong gian vin chua két thiic. Ta con
phai hoan thanh mot vai phat minh nho nira, va nhitng phat minh nay hoan tcan
c6 thé thuc hién nhd suy luan quy nap. Ta dé dang di dén nhing phdt minh d6
béng cdch quan sat ti mi va d6i chiéu cé ¥ thic cdc thi du riéng.

Ta c6 thé hi vong tim ra ¢éng thirc tinh s6 cdc phén tao nén trong su phan
hoach mit phing bing » dudng thing & vi tri tdng qudt. Trén thuc € ta d3 c6
cong thifc trong trudong hop twong tu don gidn nhat: » diém khdc nhau chia
dudng thang ra n + 1 phin. Céng thic twong tu niy, cdc trudng hop riéng di
dugc ghi trong bang cha ta, va quy tic téng qudt (ma hdu nhu ta di ching
minh) duge tim ra bing quy nap clung vdi tdt ca cdc két qua thu dugc cho dén
nay, co thé giip ta giai bai todn nay. Toi khong di vao chi tiét. Toei chi don
thudn néu 1én 1&i gidi ma ta c6 thé tim thdy, dua vao cdc diéu vira goi ¥, theo
cdc cach khéic nhau. '
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n diém khéc nhau trén mot dudng thing chia dudng thing dé ra n + 1 phan;
n duong thing, & vi trf t8ng quét, chia mat phing thanh

1+n.+n—(n—2:2phﬂn.

Ban doc c¢6 thé tim ra cong thifc sau cling hay it nhat ciing c6 thé thir lai
cong thitc dé trong cac trudng hgp don gian nhét véi n =0, 1, 2, 3, 4. Toi cing
danh cho ban doc niém vui kham pha ra cong thitc thit ba cling loai, d&i véi cédc
phdn caa khéng gian. Khi tim phéit minh nho nay, ban doc s& cé thém kinh
nghiém vé suy luin quy nap trong cac vin dé todn hoc va s& cam thdy 1a Ehep
tuong tu da gidp ta rdt nhiéu trong khi gidi cdc bai todn 16n hodc nho.

NHUNG THI DU VA CHU THICH VE CHUONG 111

Cong thite M + D = C+ 2, ma tu dd néu lén gid thuyét vé né ¢ §1, la cia
Euler. Ta goi d6 Ia "céng thire Euler”, xem nd nhu ld mdt gid thuyét va sé
nghién citu nd trong cdc thi du 1 - 10 bdng cde phitong phdp khdc nhau, khi thi
bdng quy nap va c¢é khi la véi muc dich tim ra cdch chiing minh. Ta € trd lai
cong thitc dé & cdc thi du 21 - 30 va 31 - 41. Trude khi dé cdp dén bdt ki mot
thi du ndo trong cdc myc dé, ban hdy doc cdc thi du twong itng 21 va 31. '
1. Huai hinh chép, ndm vé hai phia ciia mdt ddy chung, tao thanh mét "hinh

chop kép". Hinh bdt dién la mor truong hop riéng cua hinh chép kép, ma

mdr ddy chung ld hinh vuéng. Céng thitc Euler 6 diing cho moi hinh chép
kép khéng?

2. Hdy ldy mdt hinh du dién 161 ¢6 M mdt, D dinh va C canh, chon & trong
hinh du dién dé mot diém O (trong tdm ciia né chdng han), dung mét hinh
cdu tdm O va chiéu hinh da dién lén mdt cdu, qua tém O. Phép chiéu nay
bién M mdt thanhh M ving (hay M "nudc”) trén mdt cdu, bién méi canh
thanh mot duong bién gisi ciia hai "nuwce” lang giéng va méi dinh thanh
mdt "gée"” hay la bién gici chung cia ba huy nhiéu "niée” ("gée clia ba
meoc” hay "géc cha Bén nudc”, v.v...). Phép chiéu nay lam cho cdc diong
bién giéi 6 mor bdn chdt ddc biét don gidn (cung cha cdc vong tron 1dn)
nhung di nhién la, d6i véi viéc phdn chia mdt cdu thanh nhitng nieée, thi
cong tute Euler con diing hay khdng, diéu dé khong phu thude vdao hinh
dang chinh xde cua cdc diong bién gidi, viéc bién dung lién tuc cdc dudng
bién giéi khong dnlt hudng gi dén cac s6 M, D va C.

1) Kinh tuyén ld nita duong tréon 16n néi hai cuwe Nam va Bde. VT tuyén la
giao tuyén ciia mdt cdu va mdt phdng song song véi xich dao, m kinh tuyén
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va p vi tuyén chia mdt cdu ra M "nuée”. Tinh M, D va C. Céng thite Euler
con ding khong? :

2) Phép chiéu hinh bdt dién tir tdm cua né 1én mdt cdu la mét truong hop
déc biét cliu tinh huéng da mé td & 1). Gid tri cia m va p?

Sw ngdu nhién ciing ¢é mgt vai 1o ndo dé trong cdc phdt minh. Phdt minh
bédng quy nap di nhién la phu thudc vao tai liéu khdoe sdt. Trong §1 tu dd
gdp mot 36 hinh du dién, nhung ta ciing ¢6 thé gdp nhitng hinh du dién
khdc mét cdch ngdu nhién. C6 1€ la ta dd khéng bo sét cdac hinh da dién
déu, nhung ta c6 thé dua ra mot bdng ké sau:

Hinh da dién M b C
Hinh ut dién 4 4 6
Hinh lap phuong 6 8 12
Hinh bdt dién 8 6 12
Hinh ldng tru ngii gidc 7 10 15
Hinh chép- kép ddy ngii gidac 10 7 15
Hinh 12 mdtr 12 20 30
Hinh 20 mdt . 20 12 30

Ban ¢ thdy mot quy ludt nao khéng?

Ban ¢6 thé gidi thich dioc quy ludt dé khéng?

N6 lién quan nhie thé ndo véi céng thire Euler?

Ban hdy khdi quar hod quan hé giita 2 hinh du dién quan sdt dugc trong
bdng o thi du 3.

(Quan hé mé td trong 10 gidi cita thi du 2, trong 2) la "hep” va "t mi"'. Tuy
nhién, ban hdy ldy mot hinh Idp phuong va mét hinh bat dién, 16 do cdac canh
cida mot hinh va t6 xanh cdc canh ctia hinh kia réi chiéu chung t moe tim
chung P lén mdt cdu, nhit dd mé td & thi du 2. Sau dé hdy khdi qudt hod).

Bd 6 thé chitng minh dicge cong thire Euler trong truong hop ddc biét déi
vai nhitng hinh da dién 16i ma cde mdt déu la tam gidc. Tai sao? 1§4/.

Dd 6 thé chitng minh duoc céng thitc Euler trong trudng hop ddc biét déi
voi nhitng hinh du dién 16i ma cdc dinh déu la dinh clia cdc géc tam dién.
Tai suo? /1§4/.

Khi chimg minh cdng thite Euler, tu ¢é thé gidi han trong nhiing hinh
phdng. Thar vay, hday twéng twong rdng, M — | mdt cita hinh da dién lam
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“hdng bia cimg va mot mdt thi lam bdng thuy tinh, goi mdt dé la "cita 6"

-

Bun hdy nhin phiu trong ciia hinh da dién qua cita 56 va dé mdt gdn citu 56,
sao cho 6 thé thdy hét phdn bén trong cia hinh du dién. (Diéu dé sé
khéng thuc hién duoc néu hirh du dién khéng phdi la 16i). Ban ¢6 thé thé
hién nhiing cdi nhin thdy trén mét hinh phdng, vé 1én tdm kinh citu 56, ban
s€ thdy cita 56 phdn chia thanh nhitng du gidc nhd hon. Trong su phdn chiua
dé «6 N, du gide, N, dudng thdng bién gidi (mét 56 & ngodi, mét s6 khdc &
trong) va N dinh.

1} Hay biéu dién Ny, N;, Ny quaM, D va C.

2) NéuM, D va C thod man cdng thite Euler thi Ny, N, N, thod mdn cong
thize nao?

Mot hinh chit nhdt ¢é chiéu dai 1 em va chiéu rong m em: | va m 1a nhitng
56t nhién. Chia hinh chit nhdt ra | x m hinh vuéng bdng nhau bdng nhiing
duong thdng song song véi cdc canh chia né.

1) Biéu dién Ny, N;, N, (dinh nghia & thi du 7) qua l va m.

2) Trong triong hop ndy hé thirc ¢ thi du 7.2 <6 diing khong?

Céc thi du 5 va 7 ddn dén y nght la cdn khdo sdt viéc phdn chia mét tam
gide thanh N tum gidc voi Ny —3 dinh ¢ trong tum gidc duge phdn chia.
Tinh tong cdc géc ciia N, tam gide dy theo hai cdch khac nhau, ban ¢6 thé
chirng minh ¢éng thite Euler.

§7 duu dén y nght md réng cong thite Euler vao truong hop bén chiéu, hay
nhiéu chiéu hon niza. Lam thé ndao dé ¢6 thé thie hién viée md réng &y mot
cdch cy thé? Cé thé hinh dung ré rang viéc mé rong nhur thé nao?

Thi du 7 chieng t6 rdng truong hop hinh da dién ¢6 thé dua vé viéc phan
chia mét du gide phdng. Phép tuong tw goi y cho ta rdng trieémg hop bén
chiéu ¢6 thé dua vé viéc phan chia mét hinh da dién, trong khéng gian bu
chiéu ma tu nhin thdy dwge. Néu chiing ta mudn vdan dung phép quy nuap,
thi chiing tu phdi nghién citu nhitng thi du vé viéc phdan chia dy. Twong ti
VoI thi du 8 ¢0 thi du sau ddy. Mot cdi hop (tike la hinh hop chit nhdt) co
cac kich thuée la l, m va n, cd bu la 86ty rhién. Chia hop thanh 1 x m x n
hinh ldp phitong bdng nhau bdng nhitng mdt phdng song song véi cdc mdt
cua né. Gid sit Ny, Ny, Ny va N; theo thit tw la s& dinh, s6 canh, s6 mdr vd
s6 hinh da dién (cua hinh ldp phuong) do viéc phdn chia tao nén.
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1) Hay biéu dién Ny, N;, Ny va N; qua l, m va n.
2) €6 mot hé thitc ndo tuong tu véi dang thitc 2) trong 167 gidi ciba thi du 7
khong?
11. Gid si n duong thdng, & vi tri téng qudt, chia mdt phdng ra lam L, phdn.
Chitng minh rdng: '
L=L,+(n+1)
12. Gid siz n mdt phdng & vi tri téng qudt chia khéng gian ra S, phdn.
Chitng minh rang: S, + 1 =S, +L,.
13. Hay kiém tra cong thirc gid dinh sau ddy:

L=1+n+ 00

n

van=0,1,2,3,4. .

14. Hay du doén céng thitc d6i véi S, va chiing 10 rdng céng thifc dé ding véi
n=0123435

15. Trong s6 11 phdn mdt phdng do bon duong thdng & vi tri téng qudt phdn
chia mdt phdng tao ra, c6 mdy phdn hitu han? mdy phdn v6 han?

16. Khdi qudt hod bai todn trén ddy.

17. Trong 56 26 phdn khong gian do ndm mdt phdng phdn hoach khéng gian
tao ra cé6 mdy phdn la vé han?

18. Ndm mdt phdng di qua tdm ciia hinh cdu, con moi quan hé khdc vé vi tri
cia chiing déu la téng qudt. Chiing chia mdt cdu ra lam mdy phdn?

19. Ndm cdp diuong tron & vi tri téng qudt va cdt nhau ting déi chia mdt phdng
ra lam mdy phdn?

20. Khdi qudt hod bai todn trén.

21. Phép quy nap: sy thich ¥ng cua tri tué, su thich ¥ng clla ngon ngit
Phép quy nap lam cho tri tué chiing ta thich ing véi cac su kién. Khi so
sdnh nhitng ¥ kién cia chiing ta v6i nhiing diéu kién quan sat thi cé thé 6
su phi hop hay khéng. Néu c6 sw phit hop thi ching ta cdm thdy tin nhiing

¥ kién cia minh hon, néu khéng phi hop thi ching ta phdi thay déi y kién.

Sau mot 56 ldn bién doi, y kién cda ching ta cé thé thich ing hon véi sw
kién. Nhitng y kién ddu tién cua ching ta vé mét doi tugng mdi hinh nhu
bao gio cing sai, hay it ra ciing khdéng hoan toan dung; qud trinh quy nap
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s€ giiip ta diéu chinh chiing, lam cho chiing thich ing véi thyc tai. Nhitng thi
du cua chiing ta dd néu qud trinh dé trong mot pham vi hep, nhung ciing du
ré rang. Trong §1, sau hai hodc ba gid thuyét sai ldm, rot cugc ching ta da
dén mor gid thuyét ding. Bun ¢6 thé néi rdng chiing ta dd di dén két qud dé
mét cdch ngdu nhién. "Nhung nhitng sy ngdu nhién nhuw vdy chi dén voi
nhitng nguoi xitng ddng véi chiing”. Cé mot lan Lagrange (La-go-rdng) dd
noi nhie vdy nhdn thdo ludn vé mot phdt minh tuyét diéu cia Newton.

Sy thich ting ciia tri tué ¢6 thé it nhiéu dn khdp véi sy thich itng cda ngén
ngit, nhung dn sao chiing ciing di sdt nhau nhu hinh véi béng. Su tién bo
cia thudt ngit danh ddu su tién bo ciia khoa hoc. Khi cdc nha vdt li hoc bdt
ddu néi vé "dién", hodc ngudi thdy thudc rdi vé "su truyén nhiém” thi
nhitng thudt ngit dé con t61 nghia, 10 mo, Ion xén. Cdc thudt ngit ma cdc
nha bdc hoc ding ngay nay nhie "dién tich", "dong dién”, "truyén nhiém
bdng ndm”, "truyén nhiém bdng siéu vi trung" hodn toan ré rang hon vd
xdc dinh hon. Nhung & giita hai thudt ngit dy la rdt nhiéu nhitng su quan
sdat, nhitng thi nghiém thanh thuc, va cd nhiing phdt minh vi dai nita. Phép
quy nap thay doi thudt ngit va lam sdng (0 cdc khai niém. Chiing tu ¢ thé
minh hoa cd khia canh &y ciia qud trink, tite la gidi thich cdc khdi niém
mot cdch quy nap bdng mot it thi du todn hoc thich hgp. Va ddy la mot tinh
hudng khéng phdi la it gép trong khi nghién citu todn hoc; ta dd phdat biéu
dugc dinh li, nhung ta cdn lam cho thudt ngit ¢6 nghia chinh xdc hon dé
dinh li thanh ding mot cdch thdt hodn hdo. Piéu dé, nhie tu dd thdy, ¢ thé
tién hanh thudn lgi nho qud trinh quy nap.

Hday quay lai thi du 2 va cach gidi né. Chiing tu dd néi dén "viéc phdn chia
mdt cdu thanh nhitng nudc” ma chua dita ra dicoe dinh nghia hinh thive cua
thugt ngit dé. Chiing ta hi vong rdng céng thitc Euler vdn con ding néu goi
M, C va D theo thir tw ld s6 nitée, s6 duong bién gidi va sé géc trong phép
phdn chia dé. Song, chiing tua lai dua vao nhitng thi du va vao cdch mo ta
so luge ma chua dua ra mor dinh nghia hinh thitc ndo vé M, C va . Ta
can. phdi chon nhitng thudgt ngit dy theo nghia chinh xdc nao dé céng thic
Euler ding dén mirc thdt hoan hdo? Chiing ta sé goi viéc phdn chia mdt
cdu vdi cdch gidi thich twong iing cde ki hidu M, C va £ 1a "chudn tdc" néu
& day hé thic Euler nghiém ding, va "khéng chudn tdc” trong truomg hop
nguoc lgi. Ban hdy ddn ra nhitng thi du vé phdn chia ¢é thé giip ching ta
thdy ré mét su khdc nhau ré rang va don gidn ndo dé giita cdc truong hop
“chudn tdc" va "khéng chudn tdc”.

Todn bg mdt cdu chi tao nén mét nuse. Truong hop dy c6 chudn tdc khéng?

(Chiing tu hiéu "chudn tdc” theo quan diém cia cong thitc Euler).
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24.
25.
26.

217.

28.

29.

30.
31

Mot duomg tron lén chia mdt cdu thanh hai "nuéc”, ban cdu phia Téy va

bdn cdu phia Déng. Khéng chudn tdc chdng?

Hai Vi tuyén chia mdt cdu thanh ba "nigoe”. Chudn tdc hay khong chudn tde?

Ba kinh tuyén chia mdt cdu thanh ba "nwéc”. Chudn tdc hay khéng chudn tdc?

Goi phép phdn chia mdt cdu bdng m kinh tuyén va p vi tuyén la phép "phdn

chia (m, p)" (xem thi du 2.1). Truong hgp gidi han (0, p) chudn tdc hay

khong chudn tdc?

Truomg hop gidi han (m, 0) la chudn tde hay khéng chudn tdc? (xem thi dy 26).

Nhiing phép chia (m, p) ndo (xem thi du 26) 6 thé phdt sink trong qud

trinh dd duoc mé td & thi du 2? (Chiéu hinh da dién 10 1én mdt cdu, sau dé

bién dang lién tuc cdc mdr, giit nguyén sé mitdc va s& duong bién gidi xung

quanh méi nuéc). Nhitng diéu kién ndo gitta m va n ddc trung nhiing phép

phdn chia dé? '

Cdi gi khéng chudn tdc trong nhitng thi du khong nghiém ding céng thite

Euler? Nhitng diéu kién hinh hoc nao lam cho y nghia cia M, D va C

chinh xdc hon va bdo ddm thod mdn ¢éng thic Euler?

Hdy ddn thém nhiing thi du minh hoa cdu trd 10i thi du 29.

Cong trinh cua Descartes vé hinh da dién

Trong nhitng bdn thdo ma Descartes dé lai ¢é nhitng bit ki ngdn néi vé li

thuyét téng qudt cia hinh da dién. Bdn sao nhiing biit ki dé (do Leibniz

sao) dd duge phdt hién va cong bé ndm 1860, hon 200 ndm sau khi Descartes

mdt. Nhiing bit ki dy néu mot vin dé lién quan mdt thiét véi dinh i Euler,

Mdc di cdc biat ki dy khéng thiét Idp duge dinh li dé mot cdch ré rang,

nhimng ¢6 chita nhitng két qud ma tix dé ¢6 thé suy ra ngay dinh li.

Tu hdy ciing véi Descartes xét mot hinh da dién 161, Goi mér géc bdt ki cua

mdi mdt hinh da dién la géc phdng va gid sit Zou la téng tdt cd cde goc

phdng. Descartes tinh o bdng hai cdch khde nhau, va dinh 1i Euler ¢6 thé

suy ra ngay bdng cdch so sanh hai biéu thirc.

Cdc thi du dudi ddy s€ giip ban doc ¢6 thé xdy dung lai moét s6 két ludn

cia Descartes. Chiing ta sé€ ding cdc ki hidu sau:

M, biéu thi s6'mdt ¢é n canh. D, la s6 dinh chung ciia n canh, thé thi:
My+My+Ms+ .. =M.

Ta vdan ki hiéu C la s6 canh cia hinh da dién.
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33.

34.

35.
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Ban hdy biéu dién s& géc phdng bdng ba cdch khdc nhau, ldn luot qua
M; My, Ms,..., qua D3, By, Ds,... va qua C.

Ban hdy tinh Lo doi véi 5 hink da dién déu: hinh tix dién, hinh ldp phuong,
hinh bat dién, hinh 12 mdt va hinh 20 mdt.

Hay biéu dién Za qua M;, My, Ms,...

Hay biéu dién Za. qua C va M.

Cdc goc khéi bi, cdc da gide cdu ba.

Ta sé€ goi géc da dién la géc khoi.

Cho hai géc khéi 16 ¢6 ciang mdt s6 mdt va mét dinh chung, va khéng ¢é
thém mot diém chung néo khdc nita. M6i mdt cia géc khéi nay twong img
voi mét canh cua géc khéi kia, va mdt ndy vuéng géc véi canh tuong ing
dé. (Quan hé dé giita hai géc khéi ¢6 tinh chat twong hé: Canh e, giao
tuyén cia hai mdt ké cia géc khoi thir nhdt, sé€ twong itng véi mdt f géc khoi
thit hai, néu f ' dugc gidi han bdi hai canh tuong imng voi hai mdt néu &
trén), Hai géc khéi ¢é quan hé twong hé dy goi la hai géc khéi bu (dé
khong phdi la cdch goi théng thuong, song hai géc bi theo nghia thong
thuong c6 thé chuyén dich vé vi tri tuong hd tuong ty). Mot trong hai géc
khdi bii goi la géc b cua cdi kia.

Madt cdu ¢6 bdn kinh bdang 1 va tdm la dinh chung cia hai géc khéi bu, sé
cdt chiing theo hai da gidc cdu goi la hai da gidc cdu ba.

Xét hai da gidc cdu bu. Gid s ay, a,,..., a, la cdc canh cia da gidc thi

nhdt, o, a;,..., a, la cdc géc ciha né. A la dién tich va P la chu vi ciia né.
Va gid swa’y, a'y,..., a'y, o'y, 0'5,..., o'y, A, P’ la nhitng b phdn tuong ing
cia da gide cdu thit hai. Thé thi, sau khi dd chon cdc ki hiéu mét cdch
thich hap, ta c6:

aj+ai=a+a, = =a,+a' =1
ajy+oy=a,+0,=..=d,+a,="1
Diéu dé thi chiing ta dd biét, va kiém nghiém dé dang.
Hay chimg minh rdng: '
P+A'=P' +A=2mn. _
(Cho biét di¢n tich mét tam gidc cdu vdi cde géc la o, B, y bdang "sai s6
mdt cdu”; o + B +y — x (bdn kinh mdt cdu bdng 1)).



37. "Trong mét vdt thé khong gian, t6ng cdc géc khoi ngoai bdng 8 géc vudng".
Thir dién dat nhén xét dé (tim thdy trong cdc but ki cua Descartes) thanh
dinh li va chitng minh (xem hinh 3.7).

4 >

Hinh 3.7, Cdc gde ngodi ciia mét hink da gidc

38. Ban hdy biéu dién Ta qua D.

39. Ban hdy chitng minh dinh li Euler.

40. Nhdn xét ddu tién & §1 con mo hé nhung cé thé goi cho chiing ta mét vai
diéu khdng dinh chinh xdc. Pay la mét diéu khdng dinh ma chiing ta chuu
nghién cuu & §1. "Néu mot trong ba dai lugng M, D va C dén tor o thi hai
dai ligng kia ciing ddn tdi ",

Ban hay chitng minh cdc bdt ddng thive sau ddy, ding véi moi hinh da dién
161, va cho biét nhitng tai liéu chinh xdc hon.

2C023M,2D>M +4,3D 2C+6

20 23D,2M 2D +4,3M >C +6.
Cdc bdt ddng thitc dy c6 thé trd thanh ddng thitc khéng? D6i véi nhiing
loai hinh da dién ndo thi ta cé thé ¢6 ddng thite?

41. C6 nhitng hinh da dién 16i ma tdt cd cac mat déu la nhitng da gidc cung
mot logi, titc 1a nhitng da gidc ciing <6 mot s6 canh. Chdng han, tdt cd cdc
mdt cua hinh tir dién déu la nhiing hinh tam gidc, tat ¢d cdc mdt caa hinh
hop déu la nhitng hinh ut gidc, tdt cd cde mdt cua hinh 12 mdt déu, déu 1a
nhitng hinh ngii gidc. C6 1é ban mudn néi: "va vdan van". Tuy nhién, phép
quy nap don gidn nhu thé cé thé ddn dén sai ldm: khéng ¢6 mot hinh du
dién 16i-nao ma tdt cd cdc mat déu la hinh luc gidc. Ban hdy thit chiing
minh diéu d6 (thi du 31).
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C huong IV
QUY NAP TRONG LI THUYET SO

1. Cac tam gide vuéng ma cac canh la nhiing s6 nguyén

Tam gidc c6 canh bang 3, 4 va 5 1a tam gidc vuodng, va

32+ 4% = 5%,

P6 12 mot thi du don gian nhat vé tam gidc vudng c6 s6 do cdc canh 1a s6
nguyén. Nhimg "tam giac vuong nguyén" nhu viy gilt mot vai trd quan trong
trong lich sir 1 thuyét s6. Ngay ca nhitng ngudi cd Babilon ciing da khdm phd
ra mot s tinh chét ca ching.

Mot trong nhiing bai toan hién nhién nhdt thuoc vé cdc tam gidc loai do la
bai todn sau day: '

Liéu ¢6 thé ¢6 nhitng tam gidc vuéng nguyén ma canh huyén la mot s6'n da
cho khéng?

Ta hdy chu y t6i bai todn nay. Ta sé tim mot tam gidc ma s§ do canh huyén
la s6 nguyén n da cho con s6 do hai canh goc vuong 1a cac s6 nguyén x va y
nao dé. Ta c6 thé gia six rdng, x biéu thi canh dai hon trong hai canh géc vuong.
Thanh thir d6i véi s6 n da cho, ta tim dugc hai s6 nguyén x va y sao cho

n2=x2+y2, O<y<x<n

Ta cé thé giai bai todn bing quy nap, va néu ta khong ¢6 nhiing kién thitc
chuyén mén nio dé thi khong thé gidi bai toan nay bing cach nio khéc dugc.
Ta hay 14y mot thi du. Ta chon n = 12, Nhu vay, ta s& tim hai s6 nguyén duong
xvay saochoxzy, va

144 = 5% + 2.
+% c6 thé i4y nhimng gid tri nao? N6 cé thé 14y nhimg gid tn sau:
1.4,9, 16, 25,49, 64, 81, 100, 121.
C6 thé x* = 121 dugc khong? Nghia 1a hiéu
144 — x” = 144 — 121 =
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c6 thé 12 mot binh phuong khong? Khéng, 23 khong phai 12 mot binh phuong.
Bay gi¢ ta hay thir nhimg binh phuong khac. Song, trong thuc (€ ta khéng cén
phai thit nhiéu 1am. B&i vi y < x cho nén: .
' 144=x2+y252x2,
| X272,
Thanh thirx* = 100 va x" = 81 1a nhimg kha nang duy nhat con lai.
Nhung khong mot s6 nao trong cc s6:
144 — 100 =44, 144 - 81 =63
12 mot binh phuong ca. Do d6 cau ira 1¢i 1a: Khong c¢6 mot tam gidc vuong
nguyén nao cé canh huyén bang 12.
Bing cach tuong tu, ta hdy xét canh huyén bing 13. Trong ba s6:
169 — 144 = 25; 169 - 121 =48; 169 — 100 = 69.
chi ¢6 mot s6 14 binh phuong. Nhu vay, chi ¢c6 mot tam gidc vudng nguyén cod
canh huyén bang 13: :
169 = 144 + 25.
Lam twong ty nhu vay va kién nhin mot chiit, ta c¢6 thé nghién citu tt ca
nhitng s6 dén mot gidi han khéng cao 1am nhur dén sé 20 ching han. Ta chi tim
dugc nam "canh huyén" nhd hon 20. D6 14 nhimg s6 5, 10, 13, 15 va 17:

25=16+9
100 =64 + 36
169 =144 + 25
225 =144 + 81
289 =225 + 64.

O day, cdc trudng hop 10 va 15 khong hay 1dm. Tam gidc ¢é céic canh 10,
8, 6 dong dang véi mot tam gidc da biét ¢ cdc canh 5, 4 va 3. Didu nay ciing
diing doi véi tam gidc ¢6 céc canh 15, 12 va 9. Chi con lai ba tam gidc vuong
v6i céc canh huyén twong ing bang 5, 13 va 17 12 thuc su khdc nhau va khong
mot tam gidc ndo déng dang véi tam gidc nao ca.

Ta c6 thé nhan thdy rng tat ca ba s6 5, 13, va 17 1a nhing s6 nguyén t5 I¢.
Tuy nhién, dé khong phai la tit ca cdc s& nguyén t§ 1é trong pham vi 20.
Khong mot s6 nguyén t6 1é 3, 7, 11 va 19 nao 1a "canh huyén” ca. Tai sao? Cai
khdc nhau giiva hai tAp hop nay la cdi gi? Khi ndo voi nhiing diéu kién ndo mot
50 nguyén t6 1€ la "canh huyén", khi ndao khong phdi la "canh huyén"? . . .






c6 dang 4n + 3. Phai ching, day 1a su khic biét dic trung ma ta muén tim? Néu
ngay tir ddu ta khong loai trir kha nang nay thi s& di t4i gia thuyet sau: s&
nguyén t& dang 4n + 1 ding la canh huyén cia tam gidc vudng nguyén; s6
nguyén t6 dang 4n + 3 khong phdi 1a canh huyén ciia mot tam gidc vuong
nguyén ndao.

2. Tong cac binh phuong

Bai todn vé tam gidc vuéng nguyén ma ta vira mdi Xét mot mat cta né
(trong §1), nhu ta da néi, gif mot vai trd quan trong trong lich sir i thuyét sg.
Thuc t€ né ddn t6i nhiéu van dé khdc. Nhitng s6 nao, binh phuong hay khong
phai 12 binh phuong, cé thé phan tich thanh téng hai binh phwong? Cé thé néi
gi vé cdc s6 khong thé phan tich thanh tdng ca hai binh phuong? Cé thé 1a
chiing c6 thé phan tich thanh téng cha ba binh phuong, nhung cé thé néi gi vé
cédc s& khong thé phan tich thanh téng cla ba binh phuong?

Chiing ta c6 thé di xa vo han, nhung - va diéu d6 rdt ki diéu - ta khéng cén
lam nhu thé. Basé do Mézoriic (tdc gid quyén sach in ddu tién vé gidi tri todn
hoc) di nhan thdy ring moi sd (tic 1a sd nguyén duong) hoic 12 mot binh
phuong hoic 12 téng cha hai, ba hay bén binh phwong. Ong khong ¢6 v dinh
ching minh. Ong di tim ra nhitng 4n ¥ trong mot s& bai toin ctia Diophante
dan t6i khang dinh ndy va ong tin ring, né ding véi tdt ca cdc s cho téi 325.

N6i mot cdch ngan gon hon khing dinh ctia Basé chi la mot gia thuyét fim
bing quy nap. Theo tdi, thanh tich chli yéu cta ong ta 1a cdch dit cau hoi: cdn
BAO NHIEU binh phuong dé biéu dién tat ca cdc sé nguyén? Mot khi cau hoi
nay dugc dit ra r6 rang nhu theé, viéc tim cau tra 16i bang quy nap ciing khong
gap mot khé khin dac biét ndo. Ta lap mot bang, bit ddu tir

1=1

2=1+1
3=1+1+1
4=4
53=4+1
6=4+1+1
T=4+1+1+1
8=4+4
9=9
10=9+1
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Theo bang trén, gia thuyét duge xdc nhén v6i 10 con s6 déu tién. Chi c6 s0 -
7 1a c4n bén binh phuong, cic s6 khdc dugc biéu dién bing mot, hai hay ba
binh phuong. Basé dd md rong bang cia minh téi 325 va thdy nhiéu s6 cén bén
binh phuong, va khong mot s6 nao cin nhiéu hon. Nhitng 14p luan quy nap nhu
vay hinh nhu 1a d3 1am cho 6ng tin, it ra téi mot mic dé nao d6, va 6ng da cong
b6 khdng dinh cha minh. Ong di gdp may. Gii thuyét cla 6ng 1a ding va nhu
viy 6ng di phat minh ra "dinh 1i vé b6n binh phuong". Ta c6 thé phat biu dinh
I d6 duéi dang sau.

Phuong trinh:

n= x2+ y2+ 22+ w2

voi it la mot s6 nguyén dicong badr ki ludn luén ¢é nghiém, trong doé x, y, =, w ld
nhiing 56 nguyén khéng dm. _

Co thé xét viec phan tich mot s6 thanh tdng cdc binh phuong theo quan
diém khdc. Chéang han, ta c6 thé nghién ciru s6 nghiém ctia phuong trinh:

2 2
n=x"+y

trong dé x va y 12 s6 nguyeén. Ta cé thé chi ra d6i v6i x va y cdc gid tri nguyén
duong hodc tat cd cdc gid tri nguyén, duong, &m hoic 0. Néu ta quan niém bai todn
theo cdch nay va 14y thi dy n = 25 thi s€ tim dugc 12 nghiém cia phuong trinh:
25=x"+ y2
ma cy thé 12 nhitng nghiém sau:
25=5"+0"=(-5"+0"=0"+5"=0" + (-5)° =
=47+ 3% = (42 +3% =42+ (=32 = (4’ + (-3)% =
=32+ 42 = (=32 + 42 = 3% + (—4)* = (-3) + (-4)°.
Ngoati ra, ta ¢6 cidch minh hoa hinh hoc 11 thi cdc nghiém nay nhung ta

khong cdn xét dén & day. Xem thi du 2.

3. Vé tdng cta bon binh phuong 18
Trong s& rat nhiéu bai todn vé tdéng cac binh phuong, 16i chon mét bai todn
hoi c6 vé gia tac nhung rdt co ich.

Gid siw u la mot s6 duong, Ié. Nghién cuu bdng quy nap s6 nghiém cia
plieong trinh.
4u=x2+yz+:2+w2

vai x, y, 2 va w ld nhitng s6 duong I€.
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Chéng han, néu u = 1 thi ta c6 phuong trinh

2 2
4=x2+y2+z +w

va hién nhién ring chi c6 mot nghiém x = y = z = w = 1. Thét vay, ta khong coi
x=-l,y=1,z=1,w=1; ‘ .
hay
x=2,y=0,z=0,w=0;
142 nghiém cta phuong trinh vi ta dd gid st rng x, y, z, w, chi c6 thé 1a nhitng
sd duong l1é. Néu u = 3 thi phuong trinh ¢é dang:

12=x"+y* + 2 +w?

x=3,y=1l,z=1,w=1
x=1,y=3z=1w=1.
12 hai nghiém khdc nhau.

Pé 1am néi bat diéu han ché di dit ra véi cdc s8 x, y, 7, w ta sé trdnh khéng
ding danh tir "nghiém" ma diing mot cich mo ta dic biét hon: “cdch biéu dién
s8 4u dudi dang téng clia bén binh phuong 1€". Vi cich mo ta nay dai dong nén
ta € rit ngin ndé bang nhiéu cdch khédc, doi khi ta chi ding mot danh tir "cédch
biéu dién".

4. Nghién citu thi du

~ Dé di sau vao ndi dung bai todn, ta hdy xét mot thi du. Ta chon u = 25. Khi
d6 4u = 100, va ta phai tim tdt ca cdc cdch biéu dién cta 100 dudi dang téng
ctia bén binh phuong 1¢. Nhimng binh phuong 1€ nao phi hgp véi muc dich nay?
Nhiing binh phuong 1€ sau day:
' 1,9, 25,49, 81,

néu 81 12 mot trong bon binh phuong ma téng bang 100 thi téng cha ba binh
phuong kia phai bang ‘

100 — 81 = 19.

Nhirng binh phuong 1¢ nhd hon 19 14 1 va 9. Ro rang 14 chi ¢6 mot kha
nang duy nhdt dé€ biéu dién 19 dudi dang téng cta ba binh phuong 1é néu cédc
s§ hang ctia né duge sip x€p theo thit ty giam dédn. Ta c6:

100=81+9+9+1
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6. Quy tic sé nhu thé nao?

Liéu ta c6 thé ra mot quy ludt ndo dé, mot moi lién hé don gidn nio dé
gita s6 u vA s6 cdch biéu dién khdc nhau cla s6 4u dudi dang téng clia bén
binh phuong 1& khong?

Vin dé nay 14 trung tdm cla bai todn cla ta. Sang muc tiéu-sau, ta phai giai
ddp dugc nd bing cdch dva irén nhimg k&t qua quan sdt da thu thap duge va
dugc dua 1én bang. Bay gid ta & vao tinh hudng cua nha khoa hoc tu nhién dang
cd ging rit ra mot quy tic hay mét cong thifc nao dé tir cdc dir kién thuc
nghiém cta minh. Lic nay tai liéu thuc nghiém nidm trong tay ta gdm hai diy
song song:

1 35 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
1 4 6 8 13 12 14 24 18 20 32 24 31

Didy thi nhat gém nhitng s6 1¢ lién ti€p. Nhung quy tic nao chi phéi day
thir hai?

Khi ¢ ging tim céch tra 10i cdu hoi nay thi ddu tién ta cdm thdy gén nhu la
tuyét vong. Day thir hai nay hoan toan khong cé quy luat ndo ca. Nguén géc
phiic tap clia n6 1am ta thdt vong, chura chic ta di tim ra dugec mét quy tic nao
d6. Tuy nhién, néu ta bd qua nguén gdc phitc tap cha nd va chd y tdi cdi &
trudc mét thi c6 thé d& dang nhan ra mét tinh huéng. C6 nhiéu trudng hgp mot
sd hang cia day thit hai lon hon s6 hang tuong Ung cia day thit nhdt mot don
vi. Sau khi 1am ndi bat nhitng trudng hop ndy béng nhiing sd in dam trong day
thit nhat, ta c6 thé trinh by di lieu thyc nghiém theo cdch sau:

1 3587 9 11 13 15 17 19 21 23 25
1 4 6 8 13 12 14.24 18 20 32 24 31

Ta chd y té1 nhitng s6 in ddm. D& dang nhan ra ching 1a nhing 56" nguyén
t6. That vay, d6 1a tdt ¢d nhiing s6 nguyén t§ cé trong day thit nhat trong bang
cua ta. Néu ta nhé t6i nguén gdc cha diy thi nhan xét nay lam ta rdt ngac
nhién. Ta da xét cac binh phuong va khong dinh didng gi téi cac s6 nguyén t6
ca. Trong bai todn ciia ta ma cdc s6 nguyén (6 c6 mot vai trd nio dé thi khong
la hay sao? Khé ma trdnh dugc an tugng ring nhan xét clia ta c6 mot y nghia
quan trong, ring sau né con cé6 mot cai gi dé dic séc.

Ta c6 thé ndi gi vé cdc s6 khong in dam trong ddy s6 thit nh4t? Ching 1a
nhitng s6 1¢ nhung khong phai 12 s6 nguyén t5. S6 1 d4u tién 14 don vi, con cdc
s6 khdac 12 hop s4:

9=3x3, 15=3 x5, 21=3x17, 25 =5x35.
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Ban chit cta cdc s6 tuong ting trong ddy thit hai la gi?

Néu s6 1€ x 12 nguyén t6 thi s6 tuong 1mg bang 1 + 1, n€u u khong phai 1a
nguyén t6 thi sé tuong ing khong bang u + 1. Ta cling dd nhan ra diéu d6. Ta
¢6 thé thém vao mot nhan xét nhd. Néu u = 1 thi s§ tuong img ciing bf?mg [ va
nhu vay 12 né nhd hon u + I, nmmg trong tat cd cic truong hop khic thi «
khong phai 12 nguyén t6, s6 tuong ung /6n hon u + 1. N6i cich khéc, s6 ting véi
u, s& nho hon, bing hodc 16n hon # + 1 1a tuy theo u 12 don vi, s6 nguyén t§ hay
hop s6. C6 mot quy luat nao dob.

Ta chd ¥ téi nhitng hgp s& & dong thi nhdt va nhimg s6 tuong tng &
dong dudi.

3x3 3x5 Ix7 5%x5
13 24 32 . 31

C6 mot cdi gi kha ki la. Cac binh phuong & dong thit nhat twong ng vai
cdc s6 nguyén td cha dong thit hai. Tuy nhién, cdc quan sit cha ta hdy con qud
{t, va tdt nhién ta khong thé ddnh gid qud cao nhan xét niy. Nguoc lai, dudi cic
hop s6 khong phai 1a binh phuong trong dong thit nhit la nhimg s6 khong phai
12 nguyén t6 trong dong thir hai.

' 3x5 3x7
4 %6 4x8

Lai c6 mot cdi gi ciing ki la. Mbi thira s6 & dong tht hai déu 16n hon thura
s6 tuong ing & dong thit nhit ding mét don vi. Tuy nhién, ta quan sit vin con
it, t6t hon la khong nén danh gid qud cao nhan xét nay. Du sao nhan xét cla ta
ciing gidng phan nao d6 v6i nhan xét trude. Trude kia, ta nhéan thay:

P
p+1
con bay gio ta thiy:
Pd
(p+1)(g+1)
trong d6 p va ¢ 13 nhiing s6 nguyén t6. C6 mot quy luat nao dé.

Ta s& nhin thdy diéu nay rd rang hon, néu ta viét sé tuong ing pg bing

cach khic: :
p+1)g+1)=pg+p+q+ 1.
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Ta c6 thé nhin thdy nhiing gi & day? C6 cdi gi 4n ndu sau cic s6 pg, p, ¢, 17

Du sao chang nira, cdc truong hop:
9 25
13 21

van chua dugc sdng t6. That vay, cdc s§ viét dudi 9 va 25, nhu ta dd nhan xét &
trén, twong tng 16n hon 9 + 1 va 25 + 1.
13=9+1+3; 31=25+1+5.

Nhitng s6 nay la nhitng s6 gi?

Bay gid chi cdn mot tia sing nho loé 1én 1 ta c6 thé két hgp dugc nhiing
nh4n xét tdn man clia minh thanh mot thé chat ché va két hgp nhitng chi din rai
rac cua ta thanh mot birc tranh tuong dng day da:

)4 pq 9 25 1
p+1 pg+p+qg+1 9+3+1 25+5+1 1

CAC UBC SO! Dong thit hai chi céc udc s6 cha cdc s6 trong dong thit nhat,
D6 c6 thé 1a m6t quy tic mudn tim va 1 mot phdt minh, phdt minh chan chinh.

MGdi s6 trong dong thit nhdlt iing véi tong cde wdc s6 cia né.

Va phu vay 1a ta da di t6i mot gia thuyét, rdt cé thé, 16i mot trong nhimg
"chan 1 mdi kidu di€m nhat" cia Gauss (Gaoxo):

~ Néuula s61é thi s& cdch biéu dién ciia s6' 4u dudi dang 16ng cia bén binh
phuong I€ bdng téng cdc wdc s6 cia u.

'7. Ban chit cta phat minh quy nap

Khi-xét nhitng muyc trén (tir 3 dén 6) ta c6 thé tim dugc nhiéu van dé cdn
phai giai dap.

Tu da thu dugc nhing gi? Ta thu dugc khéng phai mét chimg minh, tham
chi khong phai mot béng ding cla chimg minh ma chi mot gia thuyé&t: moét su
mo ta don gian cdc su kién trong khuén khé tai liéu thuc nghiém cia ta v mot
niém hi vong ring sy mo ta niy c6 thé d4p dung dugc ngoai pham vi tai liéu
thyc nghiém dé. '

Ta da suy ra gid thuyét nhu thé ndo? Vé can ban, dé ciing chinh 1a phuong
phdp ma nhitng ngudi binh thudng hay cdc nha bic hoc lam viéc trong mot linh
vuc khong phai todn hoc di ding dé suy ra gia thuyét cia minh. Ta da thu thap
nhimg k&t qua quan sit xung quanh vén dé, ta da nghién cttu va so sdnh ching,
ta da nhén ra mogt s6 quy luat rai rac, ta da dao dong, da do du va cu6i cung, ta
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da két hop nhitng chi tiét tdn man thanh mgt thé nguyén ven ré rang, ¢6 nhiéu y
nghia. Bing mot phuong phdp hoan toan tuong tu nhu vay, nha khao c6 dua
trén mot s6 chi tiét 18 té trén nhing di vat ¢6 thé phuc hdi ca mot hod thach cia
con vat di chét, c6 thé khoi phuc nhitng nét chinh cta né. Trong trudng hop
cia ta, thé nguyén ven mang nhiéu y nghia da xuit hién ding vao lic ta rihan
ra dugc khéi niém lién két thich hgp (cic udc s06).

8. Vé ban chat ctia cac li lé quy nap

Hay con mot sd vén dé.

Nhitng li 1€ nay ¢6 hiéu luc dén mic d¢ nao? Cau hoi cua ban khong ddy
da. C6 nhién, ban dinh néi vé nhitng i 18 quy nap d6i v6i giad thuyét da duogc
phit biéu trong §6 cla ta. Nhimg 1i 1€ nay ta c6 thé suy ra tir bang 1, §5. D6 1a
diéu dé hiéu. Tuy nhién, ban hiéu tir "higu luc" nhu thé nao? Li I1& ¢é hieéu luc
néu né co sic thuyét phuc, n€u né lam cho mot ngudi nao do tin tudng. Tuy
nhién, ban da khong néi né phai thuyét phuc ai - thuyé&t phuc t6i, hay ban, hay
Euler, hay mot ngudi méi bat ddu hoc todn, hay mot ngudi nio dé nira?

C4 nhan to1, toi da thay nhitng 11 1€ kha thuyét phuc. Toéi cam thdy tin tudng
ring, Euler da nghi vé ching rét hop (t6i nhéc tgi Euler vi 6ng da di rat gin téi
ché kham ph4 ra gia thuyét cua ta, xem thi du 6.24). T6i nghi ring, mot ngudi
m&i hoc todn cé bi€t chit it ndo dé vé tinh chét chia hét cia cdc s6 han ciing
thdy nhitng 1i 1€ kh4 thuyé&t phuc. Mgt ban déng nghiép cha t6i, mot nha todn
hoc xudt sic, tuy khong bi€t dén ngd ngach nay cua li thuyét s6, cling da thay
nhitng Ii 18 "c6 sitc thuyét phuc tram phdn tram".

T6i khong quan tdm dén cdc dn twong chu quan. Cdc i 1€ quy nap chinh
xdc va khdch quan dd bién ho niém tin ¢é Ii tri dén mic d6 nao? Ban cho 16i
mot (A), khong cho t6i cdi thi hai (B) va hoi t6i vé cdi thit ba (C).

(A) Ban chi cho t6i nhitng i {& quy nap: gia thuy€t da dugc xdc nhén trong
mudi ba trudng hgp ddu déi véi cdc sd 4, 12, 20,..., 100. Diéu d6 da hoan toan
10 rang.

(B) Ban muén t6i ddnh gid mifc do niém tin dugc bién ho bang nhitng 1i 18
nay. Tuy nhién, niém tin nhu vay phai phu thu¢c, néu khéng vao tinh that thudng
va tinh tinh, thi vao su kiéu biét cia ngudi ti€p thu li 1€. Anh ta c6 thé biét cdch
chitng minh mot dinh 1i dd néu ra, cé thé biét mot thi du mau thuén lam t6n
thuong dinh 1i. Trong ca hai trudmg hop nay, miic do niém tin da dugc xdc lap
vimg chéc clia anh ta khong thay déi do anh hudng cia cdc 1i 1& quy nap. Tuy
nhién, n€u anh ta bi€t mot cdi gi dé din gdn t6i ching minh diy du dinh 1i hay
g4n t6i phli nhan hoan toan dinh 1i thi niém tin cGa anh ta con c6 thé thay déi va
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cac Ii 1€ quy nap thu nhan dugc & day da tic dong dén long tin, mac du, tuy theo-

tinh chat trf thic chia anh ta, tir nhiing Ii 1€ nay s& dé ra nhiéu muc d6 tin tudng
khic nhau. Vi th&, néu ban muén c¢é mot cau tra 16i xdc dinh, ban phai chi ra mot
mitc do tri thitc nhat dinh d€ trén co s& d6 danh gid cdc 1i 1€ quy nap dd néu ra
(A). Ban phai cho t6i mot s6 su kién da bi&t vé vin dé dang xét (c6 thé d6 1a mot
ban danh séch ti mi nhitng ménh dé co ban trong i thuyét s@).

(C) Ban mu6n toi dinh gid chinh xdc xem céc 1i 1€ quy nap da bién ho niém
tin ¢6 1i tri t6i mic d¢ ndo. Co 1€ t6i phai tinh nd theo phin tram cta "niém tin
ddy du"? (Ta cé thé quy udc goi "niém tin diy du" 1a mic do niém tin x4dc nhan
béng chiing minh todn hoc ddy du cha dinh 1i dang xét). Ban khong thich nghe
ring nhitng 1f 1€ bién ho cho niém tin bang 99% hay 2,875% hay 0,000001%
ctia niém tin ddy da?

Néi ngan gon hon, ban muén t6i giai bai todn:

Gia str cho (A) nhing 1i 1€ quy nap va (B) mét tap hgp nhat dinh céc su
kién va cdc ménh dé di biér; tinh (C) s phan trim ca niém tin ddy du suy ra
mot cdch cd I tir (A) va (B).

Giai bai todn nay cé nghia la da 1am mot viéc qué siic so v6i kha ning cha
t0i. Tai khong biét ai ¢é thé 1am dugc diéu d6, khong biét ai cé can ddm 1am
diéu do.

Buan ¢6 thé so sanh truomg hop ndy cia suy ludn quy nap trdi véi trudng
hop khdc dd biét nao dd va nhu vdy sé ddnh gid duoc site manh cua i 1 mét
cach sdang sudét. Ta so sénh nhitng 1i 1 quy nap bénh vuc cho gia thuyét cha ta
vGi nhitng i 1€ ciia Basé bénh vuc cho gia thuyét clia ong ta.

Pay 12 gia thuyét cia Basé: d6i véi u = 1, 2, 3,..., n, phuong trinh:

2

22 2
H=x +y +:"+w

_ ¢6 it nhdt mot nghiém nguyén khéng am x, y, z, w, bang téng cédc udc s6 cha u.
Ta thdy ring, gid thuyéi nay diing d6i véiw =1, 3, 5, 7,..., 25 (xem §2, dac biet
12 bang tém tat).

Day la gia thuyét ctia ta: d6i véi s u 18 da cho, s6 nghiém cta phuong trinh:
4u = 5 +y2+:2+ w’

voi cdc s6 1€ duong x, y, z, w, bing tdng cdc udc s6 chia u. Ta thdy ring, gid
thuyét nay diing d6i véiu =1, 3, 5, 7,..., 25 (13 truong hop) (xem §3 - 6). .

Toi so sdnh hai gia thuyét nay va nhiing I{ 1& quy nap ma cdc xdc nhan
tuong tng chia ching di cung c4p vé ba phuong dien.
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S ldn xdc nhdn. Gia thuyét cua Basé dugc xdc nhan trong 3235 trudng hop,
con gia thuyét cia ta chi duge xdc nhan trong 13 trudng hop. VE mit nay, Base
c6 vu thé.

D¢ chinh xdc cua 100 tién dodn. Gid thuyét clia Basé tién dodn ring s6
nghiém > 1; gia thuyét cha ta tién dodn s6 nghiém ding bing mot dai lugng
nio dé6. Hién nhién 12 thira nhan mot diéu nhu th€ ndy 1i sdng su6t: xdc nhan
mot 10i tién dodn chinh xdc hon thi khon ngoan hon 12 xdc nhan mot 1di tien
doan kém chinh x4c hon. V& mit nay, rd rang ta co wu thé. _

Nhiing gid thuyét ganh dua nhau. Gid thuy&t chia Basé ndi vé s t6i da cic
binh phuong. M chéing han, c4n thi€t d€ biéu dién mdt s6 nguyén duong bt ki
duéi dang tdng cdc binh phuong. That vay, gia thuyét cha Basé khang dinh ring
M = 4. Toi khong nghi rang, Basé da tién nghiém cé mot co s& ndo d6 dé ua thich
M = 4, hay M = 5 hay bang b4t ki gi4 tri ndo khdc, chang han M = 6 hay M = 7;
tien nghiém khong loai trir ¢4 kha ning M = oo (I€ tdt nhién M = o ¢6 nghia ring,
c6 nhimg s nguyén ngay cang ldn ddi héi s6 binh phuong ngay cing 16n; méi
nhin thi M = oo ¢6 vé 1a mot gia thuyét ¢6 khéa nang ding nhi€u nhét). N6i van e,
gia thuyét ciia Basé c¢6 nhiéu ddi thi hién nhién. Con gid thuyét cta ta khéng ¢6
mot d6i thil nao, & trén, khi ta xét ddy s§ cac cdch biéu dién (§6) ta di ¢6 an tucng
rang khong thé tim duge mot quy tic nao ci. Bay gid dit sao ta ciing di tim <uoc
guy tac hét sirc 16 rang. Ta khé ma hi vong tim duge mot quy tic nio khic,

Mot gia thuyét cé nhiéu d6i thd hién nhién s& khé duoc thira nhin hon 1a
- mot gid thuyét khong cé déi thu nao. Néu ban ciing nghi nhu t6i thi ban phai
thdy rang, vé phuong dién nay, gia thuyét cta ta cé vu thé chi khong phai gia
thuyét ctia Basé. '

Xin han hdy thdy cho rdng, nhilng li 1& bénh vuc cho gia thuyét cua Baseé
manh hon vé mot phuong dién, con nhitng i 1& beénh vuc cho gia thuyét cla ta
thi manh hon v¢ hai phuong dién khdc va khong nén néu ra nhitng cau héi ma
khong trd 16i dugc.

NHUNG THI DU VA CHU THICH VE CHUONG IV
1. Cac ki hiéu
Gid s n va k la nhiing s& nguyén duong va ta xét phuong trinh Diophante
(Didphdng):
n= xXf+xs . tx
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Tu ndi rdng, hai nghiém x;, x,,..., x, v& x';, X'y,..., x", bdng nhau chi trong
truong hop x; = x'y, x; = x'y,..., x = x'y. Néu ta gdn cho x;, x,,..., x; tdt cd
cde 56 nguyén duong, dm hodc bang 0 thi ta sé ki hiéu s6 nghiém bdang Ry(n).
Néu ta chi gdn nhitng s& duong I€ thi sé ki hiéu s& nghiém bdng S,(n). Nhiing
ki hi¢u nay s€ rdt quan trong trong phan lén cdc bdi todn sau ddy.
Gid thuyét cuua Basé (§2) dugc biéu dién qua cdc ki hiéu ndy bdng bdt
ddng thire:
Ryn)>0ddéivéin=1,2,3,...

Gid thuyét ta néu ra & §6 khdng dinh rdng S,{4(2n — 1)] bdng téng cdc sé
woc cia s6 2n =1 déivéin=1,2,3,. Hdy tim Ry(25) va §3(11).
Gid sit x va y la nhitng toa dg vuéng trén mdt phdng. Cac diém tai dé x va y
[a nhitng 56 nguyén goi la "niit mang" trén mdt phdng. Cdc niit mang trong
khéng gian ciing dugc dinh nghia mt cdch tiong ti.
Hdy tim cdch minh hoa bang hinh hoc Ry(n) va R3(n) qua thudt ngit niit mang.
Hday dién td gid thuyét & §1 bdng cdch ding ki hiéu Ry(n).
Khi nao mot s6'1¢ 1a téng cia hai binh phuwong? Ban hdy c& gdng trd 1o
cdu hdi ndy bdng quy nap sau khi dd nghién citu bdng:

3 —

S=4+1

7 _

1] —

13=9+4

17=16+1

19 —

23 —

20=25+4

31 —
Néu thdy can, ban hdy kéo ddi thém bdng ndy va so sanh né véi bang §1.
Ban ¢6 thé bdng cdch suy dién todn hoc xdc nhdn mét phdn ndo dé cia cdu
trd 161 o thi du 4 ma ban dd tim dwgc bdng quy nap khéng? Sau ldn xdc
nhdn dé ma thay d6i niém tin cia ban vao gid thuyét thi 6 hop li khéng?
Ban hdy kiém tra gid thuyét cia Basé (§2) d6i véi cde sé dén 30. Nhiing sé
ndo thuc sy cdn bon binh phitong?
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7.

10.

11.
12.

13.

Gid sitd®, b°, ¢* va & va bén binh phuong € khdc nhaw. D€ hiéu ré bdng |
& §5 hon ban hdy xét cdc tong

])a2+b2+c2+d2; 4)a2+a2+a2+b2,'

2) a2+a2+b2+c2; 5)a2+c12+a2+a2.

3yd +d +b° + b

Bdng cdch hodn vi cdc 56 hang, tir mét téng ban <6 thé ¢é bao nhiéu cdach
biéu dién khdc nhau (theo nghia & §3).

S& cdch biéu dién s6 4u dudi dang téng cia bon sé binh phuong 1€ la mo:
§6" 1€ chi khi nao u la mét binh phuong (theo nhiing ki hiéu §3 ta gid su
rdng u la I€). Ban hdy chitng minh khdng dink nay va ching 13 rdng né phi
hop véi gid thuyét §6. Nhdn xét ndy ¢é dnh hudng gi dén niém tin ciia ban
vao gid thuyét nday? .
Bay gio gid sia, b, ¢ va d ld nhidng s6 nguyén duong khdc nhau (chdn hodc
1€). Ban hdy xét ndm téng & thi du 7 ciing nhu nhitng téng sau ddy:

6).542+b2+c2 9)c.'!2+b2
7)a2+a2+b2 , 10)(12+a2
8)az+a2+a‘2 ]])az

Hay tim xem mdi truong hop trong mudi mot truomg hop nay ddéng gép vao
R,(n) nhu thé nao. Tie méi téng, ban h@y rit ra tdt cd nhitng cdch biéu dién
6 thé nho nhitng phép tinh hién nhién sau: cdn bao nhiéu 0° thi thém bdy
nhiéu 0° vao dé dua s& s& hang lén 16i 4, thay déi thir tw va thay thé mot
vai s6 (¢cé thé la mét hay tdt cd) a, b, ¢, d tuong 1ing bdng cdc s6 —a, —b,
—, —d (Hdy kiém tra cdc thi du trong bdng II).

Ban hdy nghién citu bdng quy nap sé nghiém nguyén x, y, z, w duong, dm

2 2 + w?. Hdy bdt ddu tix viéc xdy

hodc 0 cua phwong trinh n? =i+ y2 +z
dung bdng tuong tu nhu bdng I.

(tiép theo) Ban hdy thu sit dung phuong phdp hay két qud cua §6.

(tiép theo) Dua vao su tuong tu voi §6 hay cdc quan sdt bdng Il, ban hdy
tach ra nhitng [6p s nguyén thich hop va hdy nghién ciu riéng méi 16p.
(tiép theo) Hdy tdp trung chii y vdo nhiing lép ma né luc cia ban chua
dem lai két qud.
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| - Cae cdch bidu dién

n_ | Cdcsdhang khong tang Rn)8
12 9+1+1+1 4% 16 12
4+4+4 4 x38
13 9+4 12 x 4 14.
4+4+4+1 4 x16
W 9+4+1 24 x 8 24
15 9+4+1+1 12x6 24
16 16 4 %2 3
4+4+4+4 1x16
17 16+1 12 x 4 18
9+4+4 12 x 8
18 16 +1+1 12 x§ 39
9+6 6x4
S+4+4+1 12 x6
19 16+1+1+]1 4% 16 20
9+9+1 12x 8
20 16 +4 12 x 4 18
9+9+1+1 6x16
21 16 +4+1 24 x 8 32
9+4+4+4 4 x16
22 16+4+1+1 12 x 16 36
0+9+4 12 x8
23 5+G6+4+1 12 x 16 24
24 16+ 4 + 4 12 x 8 12
25 25 4 %2 31
16+9 12 x4
16+4+4+1 12 x 16
26 25+ 1 12 x4 42
16 +9+1 24 x 8
9+6%+4+4 6x16
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C]nfa’ng V
NHONG THI DU KHAC VE QUY NAP

1. Cac biéu thite khai trién

Khi ti€p xiic véi nhiing bai todn thudc mot loai nao dé, ta cn c6 nhitng lap
ludn quy nap thudc loai nhét dinh. Trong nhitng linh vuc khéc nhau cia toén
hoc thudng gdp mot s bai todn ddi hoi phai c¢6 nhimg 1ap ludn quy nap c6 tinh
chét dién hinh. Chuong nay sé minh hoa luan diém nay bing mot sd thi du.
Ta bat ddu tir mot thi du tuong ddi don gian.

Khai trién ham s& ——1—2 theo luy thita cua x.

l—x-+x .

C6 thé gidi bai todn ndy bing nhidu cich: Cich gidi dudi day tuy cé céng
kénh mot chiit nhung né dya trén mot nguyén tic ding din va ngudi mdi hoc,
du kién thifc con ft, cling cé thé hiéu dugc néu biét téng cia cdp s6 nhan:

l+r+r7 4+ +.. = !
1-r _

Trong bai todn, ta c6é kha nang sir dung cong thic dé:

1 _ 1
l—-x—x> © 1-x(x—x)

=14l -+ -+ 50 -0+ .. =

2
=l+x—a"+

2 3 4
+x -2 +x +

+ x3 - 3.1’4 + 3.x‘5 2+

+ ,1'4 - 4x5 + 6,\‘6 - 4x7 + x8 + ...

+x5 — 5.\’6 + 10.!(7 - 10)(8 + ...

+,r6—6x7 + 15x8 -

+ x7 + 7_x8 + ...

+.X8 - ..

=1+ —x3 —x4 +.\'6 +.\‘7.
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K&t qua that khong ngo. Moi hé s6 khéc O c6 gid tri 1 hoac —1. Day cdc he
6 ro rang 14 c6 mot quy luat ndo d6, quy luat nay c6 thé tré thanh hién nhién
hon néu ta tinh thém mot s6 hé s6 nifa:

1 3 4 6 7 9 | 12
__.___2=1+x—x' —-X +x +x —x —x0+x +,\:13
l-x+x

Tinh chéit tuin hoan! Déy cdc hé s6 ¢é tinh chét tudn hoan véi chu ki 6.
1,1,0,-1,-1,0 1,1,0,-1,-1,0 1, 1,..

L& tu nhién 12 ta hi vong rang tudn hoan nay con vugt ra ngoai gigi han
quan st ctia ta. Nhung dé 12 mét k€t ludn quy nap hay chi 12 moét dy dodn ma
ta phai c6 thai do hoai nghi d6i v6i n6. Tuy nhién, du dodn nay dua trén nhitng
su that vi thé né cin phai dugc nghién cliu mét cich nghiém tic. Nghién ciu
né, tuu trung 12 dién ti né theo mot cach khdc. C6 mot phuong phép thd vi dé

_dién 1a gia thuy€t clia ta theo mot céch khéc.

——1——5 =1-C+8 -+
l-x+x -
tax—xt e =0
Bay gid, ta ¢6 thé dé dang thdy & v&€ bén phdi cha ding thiig c6 hai cdp so
nhan c6 cling mot cong boi —° ma tdng cia chiing ta ¢6 thé tim duoc. Va nhu
vay, gia thuyét duge quy vé dang thic:
1 1 X 1+ x

2 1+x3 1+ x

l-x+x 3

Ding thitc nay c6 nhién 12 ding. Ta da ching minh gia thuyét cha ta.

Thi du chia ta mac di don gidn nhung lai 14 mot thi du dién hinh vé nhiéu
mit. Néu ta cn khai trién mot ham s& da cho, théng thudng ta ¢6 thé thu dwgc
dé dang mot s6 hé s6 dau tién. Khi xét nhitng hé s nay, ta phai c6 géng, nhu
d3 1am & day, du dodn dinh luét chi ph6i biéu thitc khai trién. Sau khi di doan
nhan dugc dinh luit, ta phai ¢ ging, nhu da 1am & day, ching minh né. Co thé
1a rdt hop If néu chitng minh theo chiéu nguge lai nhu & day, xudt phdt tir gia
thuy€t duoc phét bi€u mot cach r rang, thich hop.

Ngoai ra, thi du cia ta cﬁng rdt ¢6 1oi (ma con dién hinh nita). N6 din téi
mot hé thitc ki la giita cac hé s6 nhi thic.

Ta khong s¢ thira khi néi thém ring, bai todn khai trién ham s6 di cho
thanh chubi da xust hién trong cdc linh vuc khéc nhau cha toan hoc. Xem muc
sau cling nhu nhimg thi du va nhan xét d61 voi chuong VI
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2. Cac biéu thic gin dang

Gia sir E 12 do dai cha cung elip c6 cdc nira truc a va b. Khong c¢é mot biéu
thitc don gidn nao biéu dién E theo a vi b. Nhung c6 thé néu ra mot s biéu
thiic gdn ding, trong dé cac biéu thitc sau day ching han 12 rd rang nhét :

P=n(a+b), P =2x(ab)'?

P va P' 14 nhitng biéu thifc gin diing, E 14 biéu thiic chinh xdc d6i vé6i cling
mot dai lugng - chidu dai cha cung elip. Khi a tring véi b, elip bién thanh
dudng tron va P cling nhu P' triing véi E.

P va P' sdt E dén mifc nio khi @ khdc b? Biéu thic ndo, P hay P' sat E hon?
Nhimg cau héi thudc loai nay thudng xudt hién trong cdc linh vuc todn hoc ng
dung va c6 mot phuong phidp dugc moi ngudi thira nhan dé giai quyét né ma ta
s&€ mo td mot cdch dai cuong nhu sau. Khai trién sai s6 tuong déi (P —~ E)/E cia
biéu thirc gdn diing, theo luy thitu cia dai luong bé thich hop va ldy s6 hang
ddu ciia biéu thitc khai trién (s6 hang thd nhat khdc 0) lam co s suy ludn.

Ta hay xét xem phuong phdp nay dugc dng dung vao truong hop cla ta nhu
th€ nao. Ban ddu, ta hdy chon moét "dai lugng bé thich hgp”. Ta thir g, tam sai
cta elip; € dugc xdc dinh bdi cong thic:

(a* —b?)2

a

E=

ta coi « 1a nira truc 16n va b 1a nira truc nhd. Khi g bién thanh b, elip bi€n thanh
dudng tron, € bién thanh 0. Khi elip khong khdc dudng tron miy thi & nhé. Vi
the, ta khai trién sai s6 twong déi theo lu¥y thira ciia €. Ta duge (sau khi di bo
‘qua cdc chi tiét):

P-E -1,  P-E__3 ,

Z *648 + . G —6—;5
Ta chi tinh s6 hang ddu tién chia et s6 hang nay trong ca hai trudng hop

c6 bac 4. Trong ca hai bi€u thic khai trién ta khong viét cac s6 hang bac cao

chira 35, £%,... Khi ¢ rdt nho (vd cting nho) tirc 1a khi elip hdu nhu 14 tron thi cac

s0 hang khong dugc viét ra so v6i s6 hang ddu rit khong ding ké. Vi thé, doi

v6i elip hdu nhu 1a tron thi P sdt gid tri thuc E hon P' (that vay, ti s6 cha céc sai

sO ti€n dan tdi 1: 3 khi ¢ tién ddn t6i 0). Va P va P' tién déin téi E tix phia duéi:

E>P>P.
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T4t cd nhitng diéu dé chi ding ddi v6i € 14t nhé, d6i véi nhimg elip gdn nhu
1a tron. Ta vdn chua biét khi £ khong nho nhu thé thi phdn nio cla nhitng két
qua nay van con ding. Trong lic nay, thuc té, ta chi bi€t nhitng quan hé gisi
han, ding khi ¢ — 0. Khi € = 0,5 hay € = 0,1 ta vin chua biét mot c4i gi cé tinh
chdt xdc dinh vé sai s6 cla cdc biéu thic gin ding d6. C8 nhién, c4i mi ta cdn
trong thuc tién lai chinh 1a thong tin vé nhifng trudng hop cu thé dé.

Thuc t€, trong nhitng tinh huéng nay, ta kiém tra nhilng c6éng thitfc cia
minh béng s6. Ta c6 thé theo dbi cic cong thiic d6. Nhung ddu tién ta phai
kiém tra trudng hop nao? Kinh nghiém 1a khong nén quén nhing trudng hop
ngoai bién. Tam sai ¢ bi€n déi gifra nhimg cuc tri O va 1. Khi ¢ =0, b =a va
elip bién thanh duong tron. Tuy nhién, bay gid ta bi€t truong hop nay da kha 15
cho nén tét hon 12 chuyén sang trudng hop ngoai bién khac. Khie =1, b = 0,
elip bi€n thanh mét doan thang cé chiéu dai bing 2a, con chiéu dai cung cha
né bing 4a. Ta cé:

E=4a,P=na, P'=0khig= 1.

Ta thay ring, trong c hai trudng hop ngoai bién déi véi € = 1 ciing nhu doi
v6i € 14t nho, E > P > P'. Lieu nhimg b4t ding thiic nay c6 ding véi moi gi4 tri
cua ¢ khong?

D6i véi bat dang thdc thit hai, cau tra 16i khong c6 gi 1a khé. That vay, d6i
voi a > b ta co:

P=mn(a+b)>2n(ab)? =P
vi gi4 tri nay tuong duong véi bat ding thiic:

(a + b)* > 4ab,
Hay .(a - b)2 > 0.

Ta hiy chd y vao ciu hoi con lai. Phai chang bit dang thic E > P bao gidr
cling ding? T4t nhién ta néu gid thuyét rang, cdi ma ta da tim dugc trong nhitng
truéng hop ngoai bién (¢ nhd va € = 1) thi vAn cOn ding trong cédc trudng hop
trung gian (ddi véi moi gid tri ctia £ gifta 0 va 1). Gia thuyét cha ta khong duge
cing c@ bang s6 18p cdc quan sit, didu dé ding nhung nd lai duge cing cd
bing sy tuong ty. V& cau hoi tuong ty (d6i véi P > P') da dugc néu ra déng thoi
va dya trén nhitng co s& tuong tu thi cau tra 16i 1a khéng dinh.

Ta hay kiém tra mot trudng hop nao dé bing s6. Ta biét vé trudng hop ¢
gin 0 nhidu hon mot chit so véi trudmg hop khi n6 gdn 1. Ta chon cho € mot
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gid tri don giadn sao choné gdn 1 hon 14 0: a =5, b = 3, g = 4/5. D6i véi gid tri .

nay coa ¢ (sau khi ding nhiing bang tuong tmg) ta tim dugc:
E = 2n x 4,06275, P =21 x 4,00000.
Bat ding thitc E > P dd dugc xdc nhan. Diéu xdc nhan nay déi véi gid

thuy€t cia ta suy ra tr mot khia canh mdi, tir mot nguén khic va vi thé né cé
mot trong luong ndo d6. Ta ciing thay ring:
(P - E)/E =-0,0155, —&'/64 = 0,0064.

Sai s8 tuong d&i gdn bang 1,5%. NG 16n hon rat nhiéu so véi s6 hang ddu
trong biéu thitc khai trién ctia né nhung lai ¢6 ciing d4u. Vi £ = 4/5 = 0,8 khong
phéi 12 qua nho cho nén nhan xét cha ta c6 thé 4p dung vao toan bo van dé va
né lam ta cang tin vao gia thuyét.

Céc cong thic gin dung gilt mot vai trd quan trong trong todn hoc Ung
dung. Khi mudn ddnh gid mot cong thic trong thuc t&, ta thudmg hay ti€n hanh
theo cdch 1Am & muc nay. Ta tinh 58 hang d4u tién cha biéu thitc khai trién clia
sai so tuong ddi va bé sung két qua thu dugc bing nhitng kiém tra bing sé,
bang cic phan tich bing tuong tu v.v... N6i tém lai, bing nhitng suy luan quy
nap khong chimg minh.

3. Cac gidi han

Pé thdy cac suy luin quy nap c6 tdc dung trong mot linh vuc khic nira, ta
hay xét bai todn sau:

Gid siway, uy,..., d,... ld mpt ddy bdt ki cde sé dicong. Chitng to0 rdng:

"
. dy + d, .
lim sup(g‘-ﬂj 2 e.

R~>0 ey

Bai todn nay doi hoi mot sé tri thitc so, bd, dac biét 12 bi€t khai niém "lim
sup” hay "gidi han trén cliia mét day”. Tuy nhién, di cho ban c6 biét ddy da
khdi niém ndy ban vin c6 thé gip mot sé khé khin trong viéc tim cach ching
minh. Téi xin khen nggi sinh vién ndo sau vai gi®, cé thé tu luc gidi duge bai
todn nay.

4., U6 gang bac bé
Ta hdy bit ddu tir nhitng vin dé thong thudong.

Gid thiét la gi? Chi ¢4 a, > (0, ngoii ra khong con gi khdc nita.
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Két ludn la cdi gi? Trong bét ding thifc nay ¢d ¢ & v€ bén phéi va gidi han
phic tap & v€ bén Iréi.

Bun dd biét mét dinh li ndo dd cung loai nhu thé chua? Chua. Diéu nay
ching cé gi giong v6i t4t ca nhimg cdi ma t6i da biét. _

Cé thé la dinh li nay ding. Hay rdt ¢6 thé ld né khong diing? C6 nhién 1a
né khong ding. Thuc t€, t6i khong thé tin ring tir mot gia thiét rong nhu the,
chi ¢6 a, > 0, ma lai ¢6 thé suy ra mot hé qua chinh x4c nhu vay duoc.

Ngudi tu doi hoi ban phai lam gi? Ching minh dinh 1 hay 1a biac bo né.
Toi rit mudn bic bo né.

Ban ¢6 thé kiém fra mot triedng hop riéng ndo dé cia dinh li khéng? C6,
céi do t&i co thé 1am duoc.

(D€ cho cong thic duoc don gian, ta dat:

”
 + d
1 n+l _
( J - bll
4,

va ta sé vi€t b, - b thay cho limb, = b).
Toithtre,=1,véin=1,2,3,.. Khidé
.
b,= (%) =2" 5 .
Trong trudng hgp nay diéu khang dinh trong dinb 1i dugc xdc nhan.
Tuy nhién 16i c6 thé data, =0, u, = |, véin =2, 3, 4,... Khi dé
i
b,= (9—:1—] =1"5 1 <e.
1
Dinh 1i bi bac bd réi! Khong, khong phai nhv th€. Gia thi€t cho phép
aq = 0,00001 nhung cdm g, = 0. That ddng tiéc.

T6i thir mot s6 khidc nao do. Gia sir ¢, = n. Khi dé

1 n
bn:(wJ =[1+2] Ll
n n

Bay gity gid s, = n”. Khi d6

., {LJ__D_J =n+z_n+_1)" N
)

il 2
n
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Lai dugc x4c nhin. Lai mot 14n nita e Vay thi liéu c6 thé thay thé e & v&
phai bing ¢ dugc khong? Pidu d6 cang 1am cho dinh 1i thém manh.

T6i dua vao thong s6. Toi s€ 14y... Ding toi s€ 18y a; = ¢, & day toi co ¢,
nhung e, = n d6i véi n =2, 3, 4, ... khi dé

b, = (c+(r;+1)) =(1+1+c) R

n n

1 + ¢ bao gid ciling 16n hon ¢ vi ¢ = @; > 0. Tuy nhién, '™ c6 thé g4n bao
nhiéu tuy ¥ vi e c6 thé nhé bao nhieu cling dugc. Toi khong thé bac bo, t6i
khong thé ching minh.

Chi con mbi mot cich thir. Téi ldy @, = n°. Khi dé (ta bd qua mot vai
phép tinh):

onéul0<c<l,

- (1+(n+1)c

n } — e’ néuc=1,
[+

n c
e néuc>1.

Lai mot 14n nifa gidi han cé thé tién gin e bao nhiéu tuy ¥ nhung bao gio

ciing 16n hon e. T6i khéng con céch nao khéc dé ha thdp giGi han nay xufng
dudi e. D3 dén lic phai thay ddi quan diém.

5. C&8 ging chitng minh

Thuc t€, nhitng didu buéc ta phdi thay déi quan diém cé stic manh rét 16n.
Dué6i dnh sing clia nhitng 1f 1€ quy nap da tich luy dugc, trién vong bic bé dinh
1i rdt m& mit, con trién vong ching minh né di twong d6i 16 rang.

Vi th€ khong cdn gi khic nifa ngodi viéc bat tay vao nghién citu dinh li,
cdch phat biéu cha né, gia thiét clia né, két luan cla né vi nhimg khdi niém
lién quan véi n6 v.v... theo quan di€ém mdi.

Ban ¢6 thé gidm nhe gid thiét dugc khéng? Khong, toi khong thé 1am duoc.
Néu t6i cho a, = 0 thi két luan khong con ding nita, dinh 1 tr& thanh sai (a, =0,
a2=a3=a4=...= 1).

Ban <6 thé lam cho két ludgn manh thém lén dwoc khéng? Khong duoc, t6i
khong thé lam né manh thém lén dugc bing cdch thay ¢ bang mot s6 16n nao
do, vi trong trudng hop nay khong con ding nita, dinh 11 trd thanh sai (cdc thi
du & §4 trude).
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Ban di xét dén tat ca nhilng khdi niém quan trong lién quan v&i bai todn
chwa? Chura, t6i chua xét. Cé thé 1a khoé khin tir ddy ma ra.

Ban chua xét nhitng gi? Dinh ngh’ia lim sup. Dinh nghia s6 e. Limsupb, 14
gi? D6 1a gi6i han tren ctia ddy b, khin — . ’ '

S6 e 14 gi? Toi c6 thé dinh nghia s6 ¢ bing nhiéu cach. Nhimg thi du & trén
l1am t6i nghi rédng, dinh nghia théng thudng cua e 1a dinh nghia t6t nhat:

l n
¢ = lim (1 + —] .
n—w n
Ban 6 thé phét biéu dinh Ii theo mét cach khdc khéng?
Ban 6 thé phdt biéu dinh i dudi mot hinh thitc dé hiéu hon duge khéng?
Ban ¢6 thé phat biéu két ludn theo mét cdch khdc khong? Két ludn gom
nhitng gi? Két ludn 6 chita e. S6 e 1a gi? (Trén kia t6i da trd 11 cau hoi nay réi).
0, diing, day 12 ket luan:
n n
. +
lim sup [u’-’—ﬂj 2 lim (1 + l]
n— an n—w n
hay
n

n—yw (n —+ l)an

Tinh hinh xem ra khd hon!

Khi gid thiét dugc thod mén, két ludn 6 thé la sai duoc khéng? C6, dé 1a
van dé cha ta. Toi dang nghi vé van dé 4y. Téi xét didu pha nhan, déi 1ap hin
v6i cdi dugc khang dinh trong dinh 1i. Toi s& viét no:

I
tim sup| T4t ) [ (g (g,
n—w (n+ l)a,,

Téi dat bén canh né mot ddu hoi vi chinh di€ém nay con nghi ngd. Toi goi
né 1a "cong thic (?)". (?) ¢6 nghia la gi? C6 nhién nd ¢6 nghia 13 c6 mdt s6 N,
sao cho:

Ma+a) |y ysins N
(n+1a,
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Tir d6 suy ra ring:

———n(a‘ ) <l véin2N

(n+Da,
Sau nifa, suy ra.... Tai thit mot cii gi d6. Ding, t6i c6 thé viét didu d6 mot
céich rdt can déi! Tir (?) suy ra ring:
A Gne G
n+l n+l n
hay
a a a .
Sl _Zn o1 vdin>N.
n+l n n+li
Toi s& vigt didu nay ti mi hon. Tir d6 suy ra rang:
a_"_._.a"_l < ﬂ
n n-1 n

a, . a, . a
nl__n2< 1

n—-1 n-2 n—1

Guat Oy G4

N+1 N N+1
va nhu vay

a, a, 1 1 1 1) 11 1
< —q|——+ +ot—+—=C-qafl+=—+=—+..+—|,
n N N+1 N+2 n-1 n 2 3 I

trong dé C 12 mot hing s6 khong phu thudc vao n, chi cdn n > N. Diéu do hoan
toan khong cé gi quan trong trong thuc té&:

C= £+a1 1+l+l+...+i).
N 2 3 N

Cai quan trong 14 n ¢6 thé 16n bao nhiéu ciing dugc, 12 chudi didu hoa phén ki.
Vi thé, tir d6 suy ra:

. a
Iim—2% =-0.
n—on n

Nhung diéu nay dit khodt mau thuln véi gid thiéta, >0 véin=1, 2, 3...
Nhung di sac mau thuén nay rd rang dugc suy ra tir céng thic (7). Thé thi, qua
thuc cong thic (7) 1a ngudn phdt sinh mau thuin. Céng thic (?) khong phi hop
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v6i gi thiét a, > 0; khing dinh d6i lap véi (?) phdi 12 moét khang dinh ding -
dinh 1f di dugc chimg minh!

6. Vai tro cua giai doan quy nap

Khi xét cdc chimg minh trén mot cdch hoi hot, ta c6 thé nghi ring, giai
doan thi nhat, tic 13 giai doan quy nap clia cich giai (§4) néi chung khéng thé
img dung vao giai doan thit hai, tirc 12 giai doan chimg minh (§5) dugc. Thuc
ra, khong phai th€. Giai doan quy nap c6 ich lgi vé nhiéu mit.

Thit nhat, khi xét nhiing trudng hop riéng cu thé cha dinh 1i, cuéi cung ta
da hiéu duge nd va nhan thic duge y nghia ddy di cta né. Ta di tin ring, gia
thiét clia né c6 ¥ nghia quan trong, két luan ciia né 1a ding. Su hiéu biét nay cé
ich trong giai doan thit hai: ta da thdy ring phai sir dung toan bo gia thiét cia
né va phai tinh gia tri chinh x4c cla hang sé.

Thit hai, sau khi thdy dinh 1i ding trong nhiéu trudng hgp, ta di ¢6 nhing 1i
1€ quy nap manh mé bénh vuc cho né. Giai doan quy nap da lam tiéu tan md&i
hoai nghi ban dau cia ta, né lam cho ta tin tuéng manh liét vao dinh li. Khong
c6 niém tin 4y chua hén ta da c6 di can ddm tim cach chitng minh ma rd rang
12 day hoan toan khong phai 1a mot cong viéc quen thugc. "Khi ban tin ring
dinh 1i 1a ding, ban h3y bit tay vao chimg minh né" cdc nha todn hoc 130 luyén
da day thé.

Thit ba, nhimg thi du ma trong d6 cong thiic gidi han déi véi e duoc viét ra
ngay cang méi, di c6 ta co s& chic chan dé di sdu vio cong thic gidi han nay
va di siu vao cdch phét biéu ctia dinh 1i. Va chinh diéu dé 1a budc quyét dinh
trén con dudng tim i giai.

Xét vé toan bo thi giai doan quy nap di trudc giai doan ching minh 13 tu
nhién va hop li. Ban ddu ban hiy phong dodr réi thi ban hday ching minh.

NHUNG THI DU VA NHUNG CHU THiCH VE CHUONG V
1. Sau khi nhdn cdc chudi

(1 —;cz)—l’l2 =1+ —x"+
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ban s€ tim thdy nhitng s6 hang ddu tién cia biéu thicc khai trién:
. 2
= (1 —x*)"? arcsing = x + §x3+..,
a) Hdy thém mdy s6 hang nita va hdy thit du dodn xem s& hang téng qudt s€
nhu thé ndo.
b) Hay ching 13 rang, y thod man phuong trinh vi phdn
2. s
(1 -x)y —xy=1
va hdy ding phuong trinh nay dé chiing minh diéu dyw dodn.

Suu khi nhdn cdac chudi

1 4
L A

2.4
X
J.e“z’zdt=£—lx—3+Lx—5 -
: 1 23 245

ban s€ tim duwgc nhitng s& hang ddu tién cida biéu thitc khai trién

X
2 2 1
y=e*'? J-e f /zdt=x.+-3-x3+...
0

a) Hdy tinh thém mdy s6 hang va thit dodn xem s6 hang téng qudt sé nhu
thé nao.
b) Dw dodn cua ban néu dung sé dua (5 j nghi rdng y thod mdn mot
phuong trinh vi phdn don gidn. Hdy ldp phwong trinh vi phdn nay va chiing
minh diéu dw dodn..
Chuéi luy thita

fix)=1+ Loy 20y 206, 1225 8

4 64 256 16384

thod mdn phuong trinh ham

2\5]

I+x

f(X)=—1~—f(

Ban hay kiém tra nhiing hé s& nay, néu thdy cdn hdy xdc dinh thém may hé
s& nu’a va thu‘ dodn xem s& hang téng qudt sé nhu thé nao.



4. Chudi luy thia
flx)=1+x+x +20 +4x" + . +a "+ ..

thod mdn phuong trinh ham
flo)=1+ -g[f(xf 3G +21(0)

Ngudi ta khdng dinh ring, a, 12 s6 cdc hgp chat hod hoc khac nhau vé cau |
tric (rugu béo) cé cung mot cong thic hod hoc C,H;,,,OH. Trong trudong
hop n = 4 cau tra 101 1a ding. C6 a4 = 4 loai rwou C;HyOH, ching dugc
biéu dién trén hinh 5.1, méi hop chat dugc biéu dién dudi dang mot "cay”,
mbi C - duéi dang mot hinh tron hay mot "nit" va géc OH - duéi dang miii
tén; H bi bd di ), Ban hdy kiém tra nhitng gid tri khdc cia n.

vy

Hinh 5.1. Cdc hop chdt C,HoOH

nl2 .
5. (1) ("kk):l,'l,o,q,—l,o

k=0

khi mot cach twong img, n=0,1,2,3,4,5(mod 6).

(*) Ching han nhur "cay" thif nhat tnwong g véi cong thic ciu tric

H H H H
|

H-C-C-C-C-0O-H (rugu bu-ti-lic)
R
H H H H

Chd thich cia ban dich ti€ng Nga.



6.

Elip s€ quét m¢t phong cdu dep hay phdng tuy theo né quay xung quanh
truc 1on hay truc nho.,

Dot véi dign tich cia phdng cdu dep, ta ¢6 biéu thitc ding va gdn ding (a,
b va &nhu & §2):
E=2zab(l - &) + (acrsin e,
P=dn(d +2b)3.
Ban hay tim:
a) SO hang ddu cua sai 56 tuwong doi.
b) Sui 56 twong déi khi b= 0.
Cé thé ndi gi vé dau ciia sai s& tuong doi?
D&i véi dién tich ciia phong cdu phdng, ta ¢é biéu thicc ding va gdn ding:

2

E=2m? |14+ 28 ke |
2¢ 1-¢

_ 4n(2a” +b%)
3

P

Ban hay tim

a} 86 hang ddu cia sai s6 twong doi.

b) Sui s6 tieong doi khi b = 0.

Co thé néi gi vé ddu cia sai s6 tuong déi?

Khi so sdanh cdc thi dy 6 va 7 bun dd riit ra duge céng thitc gan ding ndo
cho dién tich cua mét elipxoit ba truc, ¢ cde nita truc a, b va ¢?

Cé thé néi gi vé ddu ciia sai 56 tuong déi’?

182/ Xudt phar tir phuong trinh tham s6 cua elip: x = asint, y = bcost, hdy
chitng minh rang:

xi2 2
: o — 2
E=4a I(l—a2 sin*1)"*dt =2ra 1—2[}-3...2" 1} gon
5 24 2n 2n-1

tir dé, hay rach nhiing 86 hang ddv dd dugc néu ra khong chitng minh ¢ §2.

. (1i€p theo) Bdng cdch sit dung biéu thitc khai trién theo luy thita cia & hdy

chitng minh rdng E > P déivsi 0 < ¢ <1.
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11.

12

13.

14.
15.

/8§21 Xdc dinh s6 o sao cho biéu thite:

P"=aP + (I —o)P’
cang gan ding E buo nhiéu cdng tdt doi vdi & nho (titc 1 bdc cia 36 hang
déiu ciia biéu thite khai trién (P" — E)/E cang cao cang tét).
(tiép theo) Nghién citu biéu thitc gdn diing qua P" theo phitong phdp & §2
(bdng quy nap).
Gid su cho s6 nguyén duwong p va ddy cdc s6 duong a;, a,, as,... a,...

Chiing minh rdng:

n
a
lim sup[arl + —L“’—] >e” .

R—>
all

(tiép theo) Ban hdy chi ra ddy a;, a,, as,... thod man ddng thiic.
Giai thich cac ’quy luat da quan sat duge

Nguoi ta thiong tim dirge. mét phdt minh trong vdt li hoo qua hai budc. Ban
dau, nguoi ta nhdn thdy ¢é mgt quy ludt nao dé trong cdc dit kién quan sat.
Sau do, quy ludr nay dugce gidi thich nhu mot hé qud cua mét quy ludt
chung nao dé. Hai budc nay cé thé cach nhau mét khodng thoi gian dai va
chiing ¢é thé do nhitng ngudi khdc nhau tién hanh. Thi du rdt ré rang vé
diém nay la Kepler va Newton: nhiing quy ludt chuyén dong cia cdc hanh
tinh do Kepler quan sat dugc va duge gidi thich bang dinh ludt hdp ddn do
Newton khdam phd ra. Trong nghién ciu todn hoc ciing ¢o mét cdi gi tuong
tw nhu thé. Va day la mor thi du trong sang nhdt. Mudn hiéu thi du nay cdn
6 mot s6 tri thic so bo.

Bdng légarit thong thuong c¢é bén chit s¢ thap phdn chita 900 dinh tri, cu
thé 1a dinh tri cda cde s6 nguyén tir 100 dén 999. Trudce khi quan sét ¢6 thé
ban thuong nghi rang trong cdc bdng nay ta sé€ gdp mudi chit s6°0, 1, 2,...,
9, véi s& ldn gdn bdng nhau. Nhung khong phdi thé; voi tie cdch Id chit s&
thit nhdt cia dinh tri, ré rang la ching xudt hién khéng thuong xuyén nhu
nhau. Tinh nhiing dinh tri ¢d cing nhiing chit s& ddu tién, ta dugc bdng 1
(ban hdy kiém tra lai!) (xem bang I).

Khi xét ot thit hai cta bdng [ ta ¢ thé thdy rdng moi cdp gém hai s6 lién
tiép nhau trong ¢6t dé cé ti s6 gdn rhu nhau. Diéu dé thic ddy ta tinh
nhitng t7 s6' ndy véi nhiéu chif s6 thdp phdn: ching dugc ghi vao cot cudi
cang cia bdng.
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16.

104

Tai sao nhiing ti s6 nay lai gdn bdng nhau? Dua vdo quy ludt gén diing da
quan sat dugc ban hdy 6 gdng phdt hién ra mér quy ludt chinh xdc nao dé.
Cdc s6 trong 6t thit hai ciia bdng I xdp xi la cdc s6 hang cia mot cdp sé
nhdn. Ban 6 thé khdm phd ra mét cdp sé nhdn ditng nao dé ma cdc s&
hang cda cdp 6 gdn ding lién hé véi né mot cdch don gidn khéng?
Bdng I - Cdc dinh tri c6 cing chit sé ddu tién
trong cdc logarit vgi bon chit s6 thdp phdn
Chig 56 ddu tién'|'S0 cde dink iri | Tisd’
1 26

33

41

52

65

82

103

129

164

205
Téng cong 900

Ol a|lon|wn]&]w]|r

Phan loai cac su kién quan sat duogc

Phdn 1én cong viéc ciia nha khou hoc tw nhién 1a mé td va phdn loai cdc su
vdt ma éng ta quan sdt. Trong mét thoi gian ddi sau Lin-né, ddy Id cong viéc
chu yéu cua nha khoa hoc ty nhién. Liic dd, hoat dong chinh ciia ho la mé td
nhiing lodi va gidng cdy déng vdt, phdn loai lai nhitng lodi va gidng dd biét.
Cdc nha khou hoc ty nhién khéng nhitng chi mé td va phdn loai cdc cdy va
déng vat ma con mé td va phdn loai nhitng déi twong khdc, ddc biét 1a cdc
khodng chdt, phdn logi cdc tinh thé dyu trén sy déi xitng ciia ching. Mot sy
phan loai t6t la quan trong; né duu cdc doi tugng quan sdt muén hinh mudn
vé vé mot $6 nhd cdc logi duge sdp xép theo mot trdt ty nhdt dinh va ¢é
nhitng tinh chdt dién hinh. Nha todn hoc it khi ¢é thé cho phép minh thod
mdn va1 sy mé td va phdn loai. Nhung diéu dé ciing ¢ thé xdy ra.

Néu ban da biét mot s6 khdi niém don gidn ciia hinh hoc phdng (truc doi
xing, tdm doi xing) thi ban 6 thé ldy cdac mdu théu dé gidi tri mot chit.



Hinh 5.2 trinh bay mudi bon ddi théu ma méi ddi théu 6 mér hinh don
gidn sdp xép ¢6 chu ki doc theo dudng thdng (ndm ngung). Tu goi ddi théu
dy la "bdng”. Ban hdy chon cho méi "bdng" d phia bén trdi (ddnh ddu bdng
s6) mot "bdng” & bén phdi (ddanh ddu bdng chit) sao cho ¢d hai "bdng"
diege chon ¢é cing mot loai déi xiing. Ngodi ru, ban hdy nghién citu nhitng
ddi théu ma ban 6 thé tim thdy trén tdt cd cdc loai d6 vdt hay trén cdc
céng trinh kién tric ¢é va ban hdy ¢& gdng chon cdc ddi théu dé cho méi
"bang" trén hinh 5.2. Cudi cung, ban hdy ldp mot bdng danh sdch ddy di
cdc loai doi xitng khdc nhau ma cde "bdng" ¢6 thé ¢é va hdy mé td cdn ké
méi logi déi xitng dé. (Ban hdy coi cdc "bdng" dé dai vé tdn vé cd hui phia,
con cdce hinh ghép thi nhuw dicgc 1dp lai vo s6 ldn mét cdach ¢6 chu ki, Ban sé
thdy rdng, thugt ngit "kiéu doi xitng” khoéng phdi la duge dinh nghia mot
cdch hinh thitc. Ban sé tim ra cdch giai thich thich hop cho thudt ngit nay.
Dé la phdn quan trong cua bdi todn cua ban).
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Hinh 5.2. Sy doi xitng cuua cde bdng
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Chtm’ng VI
~ MOT KHANG PINH TONG QUAT HON

1. Euler

Trong tdt ca nhimg nha todn hoc ma ta biét it nhiéu vé cdc cong trinh clia ho
thi rd rang Euler 1a ngudi quan trong nhit déi vdi vdn dé ma ta nghién ctu. La
bé4c thdy cia nghién citu quy nap trong toan hoc, 6ng di cé nhitng phit minh
quan trong (vé cdc chudi vo han, trong 1i thuyét s¢ va trong linh vuc khdc cla
todn hoc) nho quy nap, tifc 1a nhd quan sat, phéng dodn tdo bao va nhiing xic
nhan sdng su6t. Tuy nhién, vé mat ndy, ngoai Euler, nhimg nha todn hoc khéc,
16n hodc nho, trong céng viéc ciia minh ciing sir dung quy nap mot cach rong rai.

Nhung ddu sao d6i vdi 16i, Euler van 12 nguéi duy nhat vé mot phuong
dién: ong c6 gang trinh bay mot cdch c4n thén, ti mi, ranh mach cac Ii 18 quy
nap thudc van dé nio d6. Ong da trinh bay mot cich thuyét phuc nhumng chan
thuc nhu mot nha bic hoc chan chinh quen lam. Cé4ch trinh bay clia ong la
"c4ch trinh bay thanh thuc nhitng y nghi din dng tdi cdc phit minh nay" va cé
mot sic hdp din dac biét. L€ tu nhién 13, ciing nhu moi tac gia khac, 6ng da co
gang thuyét phuc doc gia cda minh, nhung 12 mot tic gia thuc sy xuft sic, éng
c6 gang thuyét phuc ho chi bing nhitng 1i 18 ma chinh 6ng da ding dé thuyét
phuc minh. .

Muc sau day s€ cho ta thiy Euler di viét nhu thé€ nao. Poan héi ki duoc
chon chi doi hoi mot s6 it tri thic so bo va hoan todn danh dé trinh bay vé suy
luan va quy nap.

2. Hébi ki ctia Euler

Hoi ki duge din ra & day trong ban dich toan van, chi ¢cé mot s6 thay déi
nho cho dé hiéu hon d6i véi doc giad ngay nay.

PHAT MINH RA PINH LUAT LA NHAT CUA CAC SO,
THUOC VE TONG CAC UOC SO CUA CHUNG

1. Cho t6i nay, cdc nha todn hoc da ¢ ging phat hién mot trat tu no dé trong
day sd nguyén t6. Va ta cé didy di co sé d€ tin rdng & day c6 mot bi mat
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nio d6 ma tri tué loai ngudi chua tim ra. D€ thdy rd diéu d6 chi cdn nhin
vao bang s0 nguyén td ma mot s& nguoi da diy cong tim dén sd trén 10 van
va ho nhén ra ring & day khong cé mot trat ty, mot quy tic ndo ca. Diéu do
cing déng ngac nhién hon vi s6 hoc di cho ta nhitng quy tic nhat dinh dé
kéo dai day cac s6 nguyén td ra bao nhiéu tuy ¥, tuy nhién ta vin khong hé
nhan thdy mot ti v&t tich gi vé trat tu ca. Ban than 161, ¢ nhién, vin con xa
mai dat téi muc dich nay nhung t6i dd kham phd ra mot dinh luat vo cling
ki la chi phéi day tng cdc wdc s6 clia cdc nguyén t6, Méi nhin thi thdy diy
nay khong c6 quy tic nao ca gidng nhu diy cdc sd nguyén t6 va theo mot
nghia nao d6 day nay bao ham trong diy cic sd nguyén td. Dinh luat ma
101 sdp giai thich day, theo t01 cang dic sic & ché né cd mot tinh chat 1a ta
¢6 thé tin ring n6 ding ma chwa chimg minh chit ché. Dl sao, dé bénh vuc
cho né toi s€ trinh bay nhing 1i 1&€ ma c6 thé coi nhu gin tuong duong véi
su chitng minh chat che.

S6 nguyén td khong cé wdc s6 nao ngoai don vi va chinh né, d6 1a diéu
khdc biét gifta cdc s6 nguyén t6 va cdc s6 khdc. Chéng han, 7 12 s6 nguyén
td vi rdng no chi chia hét cho don vi va cho chinh né. Cic hop s6 12 nhimg
s6 ma ngoai don vi va chinh né ra, né con c6 nhimg wdc s6 khic. Chéng
han sG 15, ngoai 1 va 15 ra con c6 cdc ude so khdc 12 3 va 5. Mot cach téng
quét, né€u p 14 sd nguyén t8 thi né chi chia hét cho | va p, nhung néu p 1a
hop s6 thi ngoai 1| va p ra, né con ¢ cdc uée s6 khic. Vi thé, trong trudng
hop thit nhat, t6ng céc wdc s6 cha p bing 1 + p, con trong trudng hop thit
hai, tdng dé 16n hon 1 + p. Vi t6i dinh nghién citu tdng cdc udc s6 cla cic
s0 khac nhau cho nén t6i s& dung ki hiéu cr(n)(*) dé chi téng cdc wdc s6 clia
s6 n. Chang han, o(12) chi tdng cdc udc s6 cha 12, tic 1a clia nhimg s6 1,
2,3, 4, 6 va 12, do dé o(12) = 28. Ciing bing cdch d6 c6 thé thay o(60) =
168, o(160) = 217. Vi don vi chi chia hét cho chinh né cho nén o(1) = 1.
Sau nira, 0 (s6 khong) chia hét cho tit ca cdc sd. Vi thé, o(0) phai bing vo
han (tuy nhién sau nay toi s€ gan cho n6 nhimg gia tri hitu han khic nhau
tuy tirng trudng hop va diéu do 1a cé ich).

Sau khi dd xdc dinh gia tri cta ki hiéu o(») nhu trén, ta thiy ring, néu p la
s0 nguyén td thi o(p) = 1 + p. Bén canh d6, o(1) = 1 (chit khong phai bing
1 + 1). Tir d6 ta thdy cin phai loai trir 1 ra khoi cdc day sé nguyén 6: 1 1a

(*) Euler 12 ngudi ddu tien dung ki hiéu doi véi téng cdc ude s6. Ong di ding ki hitu J.rz , chi

khong phéi ki hieu o(a) nhu hién nay.

108



s6 nguyén ddu tién, khong phai 1a s6 nguyén (4, ciing khong phai 1a hop sd.
Tuy nhién, néu 1a hgp s6 thi o(n) 16n hon 1 + ».

Trong trudng hop ndy, ta ¢ thé dé dang tim dugc o(n) theo cic thira s6 cha
n. Néu a, b, ¢, d,... 1a nhitng s6 nguyén t4 thi dé dang thdy rang:

olab)=1+a+b+ab=(1+a)(l +b)=o(a). o(b)
o(abe) = (1 + @) (1 + b) (1 + ¢) = o(a). o(b). o(c)
ol{abced) = o(a). o(b). o(c). o(d)

Ta cdn c6 nhiing quy tic dic biét d6i v6i lu§ thira clia ¢dc s6 nguyén, vi nhu:

3
0(a2)=1+a+a2= a -l

4
, a' -1
0(a2)=l+a+a2+a3=

Diuing quy tic nay, ta c6 thé im dugc téng cdc wdc s& chia moi s6 di cho néd
dugc 1ap nén bang cdch nlo ciing vay. Ta sé& thdy diéu nay tir cong thifc:

o(a’b) = o(a®).a(b)

o(a’b’) = o(a’).o(b")

0(a3b4c) = G(a3).0'(b4).c(c)
va téng quat:

o(a®bPc'd’%) = o(a”). o(b”). o(c”). o(d?). o(e?.
Ching han, muén tim ¢(360), vi 360 c6 thé phan tich thanh céc thita s6
2°.3%.5 nen ta cé: :

o(360) = 5(2°). 5(3%). o(5).

P& trinh bay ddy tdng cdc udc s6; 16i xin din ra bang sau day(*) chia téng
cdc udc s cha tit cd cdc s6 nguyén tir 1 dén 99.

(*) 56 ghi @ giao cha dong s6 60 v&i cdt s6 7 1a ¢(67). N&u p 13 s6 nguyeén 1§ thi o(p) duge in
dam. Bang da dugc nit gon so vdi nguyén ban.
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n| 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 - 1 3 4 7 6 |12 | 8 | 15|13
10( 18 | 12 | 28 | 14 | 24 | 24 | 31 ; 18 | 39 | 20
20 42 | 32 |1 36|24 | 60 | 31 {42 |40 | 56 | 30
3072 | 32 | 63 | 48 | 54 | 48 | 91 | 38 | 60 | 56
401 90 | 42 | 96 | 44 | 84 | 78 | 72 | 48 | 124 | 57
50193 |72 )98 54 120] 72 [120] 80 | 90 | 60
60| 168 | 62 | 96 | 104 [ 127 | 84 (144 | 68 [ 126 | 96
70144 | 72 (195 74 | 114 (124|140 | 96 | 168 | 80
80 | 186|121 | 126 | 84 | 224|108 | 132} 120 | 180 | 90
90 | 234 | 112|168 | 128 | 144 | 120 {252 | 98 [ 171 | 156

Nhin qua day cdc s6 nay c6 I€ ta s& thit vong. Khéng c6 hi vong tim ra mot
ti trat tu ndo ca. Tinh that thudng clia cdc s nguyén t6 da quan triét sau sic
bang nay thanh ra néu ta khéng bi€t dinh luat chi phdéi ddy ban than cdc s8
nguyeén t6 thi ta danh phai thira nhan rang khong tim dau ra dugc dinh luat
chi ph6i day céc s6 nay. Day s6 & trén hinh nhu con bi hiém hon cé day céc
s0 nguyen to.

5. Mac di vay, t6i di nhan thdy ring day niy tuan theo mot dinh luat hoan
toan x4c dinh va cé thé coi né 12 mot day truy todn. Cdch dién dat todn hoc
nay c6 nghia ring mbi s6 hang c6 thé tinh dugc theo cdc s6 hang trudc
bing mot quy tic khong ddi nao d6. That vay, n€u o(n) 12 mot s6 hang nao
dé cua day nay, con o(n—1), o(n-2), 6(n-3), c(r—4), 6(n->5)... 1a nhimg s8
hang diing trudc né thi to6i khing dinh ring, bao giv cling c6 thé tinh dugc
gia tri o(n) theo modt s6 s6 hang ditng truéc ndé nhé cong thitc sau:

o(n) = o(n-1) + o(n-2) — a(n-5) — o(n-T)
+ o(n—12) + o(n—-15) — o(n-22) — o(n—26)
+ o(n—35) + 6(n—40) - 5(n-51) — o(n-57)
+ o(n—70) + c(n—=77) — c(n—92) — c(n—100) +...
Ta phai néu nhitng nhan xét sau ddi vai cong thidc nay:
I - Cac dau + va — & v& phai cong thiic xen k& nhau timng cap mot:
c(l)=c0)=1=1
o(2)=c{l)+c(0)=1+2=3
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c(3)=cR)+o(l)=3+1=4

cd)=0c3)+0c(2)=4+3=7

o(S)=c@)+0(3)—c()=7+4-5=6 -

o(6)=c(5)+oc(4)—-o(l)=6+7-1=12

g7 =c(6)+c(5)-oc(3)—oc(®)=12+6-3-7=38

a(8) = o(7) + 6{6) — o(3) — o(1) —8+12-4-1=15

o(N=0c@)+0(7) ~c(d)-0c(2)=15+8-7-3=13

c(10)=0(9)+0(B)—c{(5)-0c(3)=13+15-6-4=18

o(l1l)=0c(10)+06(9) —c(6) —~c(4)=18+13-12-7=12

o(12)=0c(11) + o(10) — c(7) — o(5) + o(0) =
=12+18-8-6+12=28

o(13) = o(12) + o(11) — o(8) — o(6) + o(1)
=28+12-15-12+1=14

o{13) + o(12) — 5(9) — o(7) + o(2)
=14+28-13-8+3=24

a(15) = o(14) + o(13) — o(10) — o(8) + c(3) + c(0)
=24+ 14-18-15+4+15=24

a(16) = o(15) + o(14) — o(11) — o(9) + c(4) + c(1)
=24+24-12-13+7+1=31

6(17) = o(16) + o(15) — 6(12) — o(10) + 6(5) + o(2)
=31+24-28-18+6+3=18

c(18) =o(17) + o(16) - o(13) — o(11) + o(6) + o(3)
=18+31-14-12+12+4=39

a(19) = a(18) + a(17) — o(14) - o(12) + o(7) + o(4)
=39+18-24-28+8+7=20

o(20) = o(19) + o(18) — o(15) — o(13) + o(8) + o(5)
=20+39-24-14+15+6=42

IT - Dinh luat cla cdc s6 1, 2, 5, 7, 12, 15,... ma ta phai tinh tir s6 n dang
xét s€ trd thanh r6 rang néu ta 14y cdc hiéu cua ching.

c(14)
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Cics61,2,5,7,12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 70, 77, 92, 100,... |
Cichieul,3,2,53,7,4,9,5,11,6, 13,7, 15, 8,...

O day ta thdy 14t ca cdc s6 nguyen 1, 2, 3,4, 5,6,... vicdc s6 18 3, 5,7, 9,
11,... xen k& nhau va vi thé ta c6 thé kéo dai day cdc s6 nay ra mai mai.

II - Mic du day 1a v6 tan nhung trong méi trudng hgp ta chi phai lay
nhitng s6 hang ma d6i v6i chiing, nhimg s6 ditng trong ddu o hiy con la
duong va ta bd o d6i véi nhitng gid tri am.

IV - Néu trong cong thifc ta gap ki hiéu o(0) thi, vi ban than gia tri ciia né
12 vo dinh, ta 14y s6 n dugc xét d€ thay cho o(0).

6. Sau nhiing nhan xét nay, ta c6 thé dé dang dp dung cong thic vio moi
truong hop riéng di cho va nhu viy ai ciing c6 thé kifm nghiém dé thdy
rang né ding bang cdch 14y bao nhiéu thi du ciing dugc. Va vi t6i khong
thé chitng minh n6é mot cich chit ché nén t6i phai bién ho cho né béng
nhiéu thi du (& trang trudc).

Toi nghi ring, nhimg thi du ndy cling di d€ budc moi ngudi bo ¥ nghi cho
ring cong thic cha téi chi phi hgp vdi chan 1f mot cdch ngdu nhién don thudn.

7. Song, vi trong nhitng thi du da xét chi c6 sdu s6 ddu trong cac s6 1, 3, 5, 7,
12, 15, 22,... m ta phai tinh nén ai dé con cé thé nghi ng® rdng chua chic
dinh luat ma t6i néu ra da ding vdi cac s6 khic, ngoai cac s6 néi trén. Nhu
vay, dinh luit nay hdy con chua di vimg chic, cho nén toi xin din ra mdy
thi du véi céc s6 16n.

I - Cho s6 101, tim téng cdc udc s6 cha nd. Ta co:
c(101) = a(100) + o(99) — c(26) — c(94)
+ a(89) + o(86) + c(79) — c(75)
+ o(66) + o(61) + o(50) — o(44)
+ 6(31) + 0(24) + 6(9) - o(1)
=217+ 156 - 252 — 144 +
+90+ 132 -80— 124 +
+ 144 + 62 - 93 -84 +
+32+60-13 -1
 =893-791 =102 |
va tlr d6 c6 thé két ludn réng 101 1a s6 nguyén t6.
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II- Cho s6 301, tim tdng cdc udc s6 cia nd. Ta co:
Hiéu | 3 2 5
5(301) = 6(300) + a(299) - o(296) — a(294) +

3 7 4 9

+ o(289) + ©(286) — 6(279) — ¢(275) +

5 11 6 13

+ 0(266) + o(261) — o(250) — c(244) +

7 15 8§ 17

+ 0(231) + o(224) — 0(209) — o(201) +

9 19 10 21 ‘

+ o(184) + o(175) — a(156) — o(146) +

13 27 14

+ 5(54) + o(41) — o(14) — o(0).
Qua thi du nay, ta thdy ring ding cdc hiéu, cé thé kéo dai céng thirc khi
cdn. Sau khi thuc hién ciac phép tinh, ta duogc:

o(301) = 4939 — 4587 = 352,
Tir do, ta thdy rang, 301 khong phai 12 s6 nguyén t6. That vay 301 = 7x43
vatacéd:
o(301) = o(7)xc(43) = 8x44 = 352

nhu quy tic clia ta da cho thdy.

Nhimg thi du toi vira xét ¢ trén da 1am tiéu tan mei m6i nghi ngd ring céng
thifc clia t6i chua chic ding. Tinh chét tuyét mi nay cua céc s6 cang ding
ngac nhién & chd ta khong cam thdy mot méi lién hé cé 1i nao gifta cfu tric
clia cong thirc clia toi va ban chét clia cic udc sd vai tdng ma ta vira xét.
Day céc s6 1, 2, 5, 7, 12, 15,... hinh nhuir 12 khong lién quan gi téi van dé
dang xét. Hon nira, vi dinh luat cha cdc s6 nay "dit quang timg h6i" va thuc
t€ ching 12 mot hén hop clia hai day ¢é quy luat déu dan: 1, 5, 12, 22, 35,
51,...va 2, 7, 15, 26, 40, 57,... ta khong thé hi vong tim thdy tinh chat
khong déu dan d6 trong giai tich. Viéc khong chimg minh dugc con lam
cho ta ngac nhién hon nita b&i vi hdu nhu hoan toan khong thé khdm phd ra
dugc tinh chit d6, néu nhy khong dwa vao mot phuong phip vimg chic nao
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d6 c6 thé thay thé cho phép chiing minh chat ché. Ta thira nhan ring khong
phai thuan tuy ngdu nhién ma t6i di téi phat minh nay nhung mot ménh dé
khiac di md ra con dudng di 16 tinh chét tuyét mi ndy, mot ménh dé khédc
cling tinh chat ma ta phai thira nhan 14 ding mac di téi khong chimg minh
dugc nd. Vi mic du & day ta xét tinh chat cic s nguyén, trong dé phép
tinh cdc vo ciung bé khong thé dp dung dugc, song t6i da suy ra dugc két
luan ctia minh nh& cdc phép 1dy vi phan va mot s6 muu meo khdc. Toi chic
mimg mot ngudi nao dé tim ra con dudng ngin hon, ty nhién hon va ¢6 thé
la, viec xét con dudng ma t6i da di & day s€ c6 chiit it ¢é ich nao dé.

Nhiéu nam vé trudc, khi xét su phan hoach céc s6 t6i dd nghién ciu
biéu thic:

A-)0-U-DU-Ha-—a-5Ha-xHa-x5.

trong dé tich dugc coi 1a vo han. DE thdy két qua 14 mot chubi loai nao,
thuc t&, t6i da nhan mat s6 1én cac thira sé véi nhau va tim dugc:

5 2 3 4
1—x—x2+x3+x7—_r12—x]5+x22+x6—x5—x0+...

Didy cdc s& mii cha luy thira x tring véi ddy cdc s6 ¢6 trong cong thic da din
ra & trén; cdc ddu + va - xen k€ nhau timg cap mot. Chi cin thuc hién phép
nhan ndy va kéo dai né bao nhiéu tuy y d€ thady ring chudi nay la ding. Tuy
nhién, t6i khong ¢6 mot 1i 1€ nao khac dé chimg minh cho diéu d6 ngoai
phép quy nap dai ma toi 4p dung khd xa d&€n mifc khéng cé cich nao 1am t6i
c6 thé nghi ngd dinh luat chi phéi su hinh thanh cdc s6 hang ndy va céc luy
thira cia ching. Trong mot thdi gian dai, t6i da tim cach ching minh chat
ché sy bing nhau gifta chudi ndy va tich v6 han (1 — x) (1 — x%) (1 — x°)...
d@ viét & trén va toi cling da trinh bay van dé nay véi mot s6 ban bé ma kha
nang cua ho vé& mat nay thi téi di biét trugc. Nhung tt ca nhiing ngudi ay
déu ddong y v6i t0i ring, phép bién déi tich niy thanh chudi 1a ding, méc
du khong mot ngudi ndo tim ra duge chiéc chia khod dé chimg minh. Nhu
vay, day 12 mot chan i da nban thic duge nhung vin chua dugc ching
minh, né€u ta dat:

s=(1-x)U=-xDA-)U-xHU=-2) 1 -x5...
thi cé thé biéu dién dai luong s nay bing cdch sau:

s=lox— 40 40 —xT o Pe My

Vi mbi ngudi ching ta < thé tin vao chan li nay sau khi da nhan mot s6
16n bao nhiéu twy ¥ cdc thira s6 véi nhau va hinh nhu khéng thé 1a dinh luat
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1l.

da dugc thod min vdi 20 s§ hang chﬁng han lai khong duge thoa man véi
s céac s6 hang sau. '
Vi bing cach d6 ta da thdy hai biéu thic vo han nay bing nhau mac di
khong thé chitng minh dugc diéu do, tat ca cdc két luan c6 thé suy ra tir d6
cling s& c6 cling m¢t ban chdt, tiic 13 s& ding nhung khéng chitng minh
dugc. Hoac 1a n&u c6 thé ching minh duge mét trong nhitmg két ludn nay
thi c¢6 nghia 13 ta d4 c6 chiéc chia khod dé ching minh su bing nhaua d6. Va
v6i ¥ db d6, toi da van dung nhiéu phuong phdp khiac nhau vao hai biéu
thic nay v biang cdch dé, bén canh nhitng phdt minh khic, t6i da di 18i
phdt minh ma t6i da giai thich & trén; vi thé, phit minh dé cing nhu sy
bing nhau giita hai biéu thiic vo han nay phai déu hién nhién ding. Toi da
lam nhu sau. Gia sir da cho hai biéu thiic sau day bang nhau:
s=(1=-0)(I-x) A=) A= U-x)A -5 (1 -4
s=l-x—x2 40 +x — 52— x13 +x22 + a8 '—,rf10+ -
Toi trdnh cdc thira s6 & biéu thitc thit nhit bing cdch 14y logarit:
Ins = In(1 —x) + In(1 — x%) + In(1 = £°) + In(1 — x*) + ...

Dé trdnh cdc 16garit, t6i 14y vi phan va duoc ding thiic:

lds 1 2x 3% 4y syt
5 dx l1-x 1-x%2 1-% 1-x* 1-%°
hay:
xc_ii__ X _2.\72 _3x3 _4x4“5x5 N
5 dx l-x 1-x% 1-%° 1-x* 1-4%°

Tu biéu thic thi hai d6i vdi s dudi dang chudi v6 han, ta duoc mét gia tri
khac cha chinh dai luong dé:
xds  x+2x% =50 —7x +125% 41555 22,72 — 2626 4 .

s dx ' l~x—x2+x5+_t7—x12—.r25+.r22+x26—...

Ta diit:

=t

|
L | =

B|e

O trén ta c6 hai bidu thitc doi véi dai luong ¢. Trong bidu thic thi nhdt, 16
phan tich méi s6 hang thanh mot cdp s6 nhan va toi duoc:



t=x+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+...

+2x2 +2x4 +2x6 +‘2.r8+...

3

+ 3x + 3x6 + ...

+4x"

+5x5 + ...

+6x6 + ...

+ 7x7 +...
+ 8x8 + ...

O day, ta d& dang thdy ring, mbi luy thira x xudt hién bao nhiéu I4n thi s&
mii cia né c¢6 bdy nhiéu wdc s6, mbi udc s& xudt hién véi tu cdch 1a hé s6
cia cung mot luy thira x. Thanh thir, néu ta tdp hgp nhimg s6 hang co
nhimg Iu§ thira giéng nhau thi hé s6 cha mdi luy thira x s& 14 téng cha cic
udc s6 cha s6 mii cha luy thira. Do d6, néu dung ki hiéu o(n) dia dugc dua
vao ¢ trén d6i véi tdng cdc udc s6 clia n, ti dugc:

t=o(l)x + o(2)x” + o3 + o(@)x* + o (5)x° + ...

Dinh luat ctia chudi da hién nhién. Va mac du phép quy nap c6 tham gia
vao viéc x4c dinh cdc hé sd, ta c6 thé d& dang tin ring, dinh luat nay 12 mot
hé qua tdt yé&u.
12. Do viéc xdc dinh ¢, cong thirc cubi cing trong 10 c6 thé viét nhu sau:
CON S e L B T

Hl-x—x"+x +x —x"—x"+x
— x=2x 455 +7x7 124" —15x"° +22x2 + 26x% - ... =0.
Sau khi thay ¢ bang gi4 tri ta vira thu dugc & cudi 11, ta c6:
0= o(1)x + o2 + 63 + o(@)x” + o(5)x” + o6’ + ...
— x = o(1)x? — o2 — 63t + (@)’ + a(5)x° — ..
—2x" — o(1)x° — 5(2)x* + o (31 + o(@)x° — ...
+5¢  + cr(l)x6 + ...

Biang cédch rit gon nhimg s6 hang déng dang, ta tim duoc hé sé ca moi luy
thira x da cho. Hé s6 nay c¢6 nhiéu s§ hang. Trudc hét, cé xuat hién téng cic
udc s6 clia s6 mil cla luy thira x r6i dén téng cdc udc s6 ciia mdy s nho
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hon ma ta c¢6 dugc bing cédch triv lién ti€p 1, 3, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ... vio
s6 mil ndy cia luy thira. Cu6i cliing, né€u s6 mii cia lu§ thira thuoc vé diy
nay thi tu né s& xudt hién. Khong can thi€t phai gidi thich mét 14n nita cic
d4u cuia cdc s6 hang vira méi tinh dugc. Do dé, néi chung, hé s ciia x sé& 1a:

o(n) — o(n—1) — c(n-2) + s(n-5) + o(n-7) — o(n—12) — o(n-15) ¥ ...
Citf tiép tuc nhu vay chitng nao ma s6 dudi ddu sigma vin con 12 s6 khong
am. Tuy nhién, néu c¢6 xuit hién s6 hang o(0) ta phai thay no bing n.

13. Vi téng chia chudi vo han xét trong muc 12 bang 0 cho nén du gid tri clia x
12 nhu thé€ nao chang nita, hé s ciia méi luy thira riéng 1€ cia x ciing phai
bang 0. Do d6, ta dugc mot dinh luat ma t6i da giai thich trong muc 5 ¢
trén, tic 1a dinh luat chi phdi cdc téng cla cdc udc s6 v né gitp ta tinh
béing cach truy todn cdc udc sG cia tat ca cdc s6. Trong k&t luan trén, ta cd
thé tim dugc mot co s& nao dd cho cdc-ddu, mot co s nao do6 cho diy sé:

1,2,5,7,12,15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77...

va dic biét 1a co sd cho biét vi sao ta phai thay chinh s6 n cho o(0) va diéu
d6 6 thé 1a tinh chdt ki la-nhat clha quy tic cla t6i. Suy luan nay tuy chua
phai la sy chimg minh ddy di nhung tuyét nhién khong giy ra mot nghi
hodc nao ddi v6i dinh luat ki 1a ma t6i da gidi thich & day.

3. Chuyén sang quan diém téng quat hon

Bai cua Euler din ra & trén v6 cung c6 ich. Tir dé6, ta ¢ thé nit ra nhiéu
hiéu biét vé todn hoc, hay vé tam Ii hoc ciia sy phit minh hay vé céc suy luan
quy nap. Nhitng thi du va nhiing nhan xét & cudi chuong nay sé€ gidip ta nghién
citu moét s6 quan niém todn hoc ciia Euler nhung bay gio ta muén chd y t&i suy
luan quy nap cta ong. ‘

Pinh 1f ma Euler nghién citu dic sic vé mdy phuong dién va dén bay gio
vdn c6 gid tri todn hoc to 16n. Tuy nhién, & day ta quan tdm dén noi dung toin
hoc khong nhiéu bang quan tam dén nhimg 1i 1& da bugc Euler tin & dinh 1f nay
khi né vin chua dugc chimg minh. D€ hiéu rd hon ban chat cta nhimg I 1& nay,
toi s€ khong chd y dé€n néi dung toan hoc trong héi ki cia Euler ma chi néu lén
mot lugc d6, nhdn manh mot s6 phwong dién téng qudt cla suy ludn quy nap
cua ong.

Vi ta bé qua ndi dung toan hoc cha mot s6 dinh 1i ma ta phai xét cho nén
dé cho tién lgi, ta sé& ki hiéu chiing bang cic chit cdi T, T*, C;, C,...., Cl* , C;
Poc gia c6 thé hoan toan khong c4n biét dé€n y nghia clia nhitng chif cii nay.
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Nhung néu ban muén tim ki€m ching trong héi ki cda Euler thi day 1a chia
khod. T 12 dinh 1i

(1 -x)(1 —xz)(l —_r3) = lmx—x o +x —x2 Py

Dinh ludtclacdcs6 1, 2, 5,7, 12, 15,... d2 dugce gidi thich trong §2, muc 5, 11.

C, 12 ménh dé khéing dinh rang céc hé s cla x, & ca hai v& cia ding thic
truée 12 nhu nhau. Ching han, C4 khing dinh ring, sau khi khai trién tich & v&
tréi clia déng thiic, heé s§ ciia x° bing 0. Chii ¥ ring C, 1a hé qui ciadinh i T.

C,« 12 ding thic

o(n) = o(n-1) + o(n-2) — o(n-5) - a(n-7) +...
da .dugc giai thich ti mi & §2, muc 5. Chang han, Cy+ khing dinh ring:
‘ o(6) = o(5) + o(4) — o(1)

T* 12 "dinh lugt ki la nh4t" khing dinh ring, tft ca ¢, C,, G, ... 1a ding,

Chd ¢ rang C,» 12 hé qua (trudng hop riéng) cta dinh 1 T*,

4. Lugc @6 hdi ki ctia Euler

Dijnh li T cé tinh chit 1 ta ¢6 thé tin & sy ddng din cha né trong khi chuwa
dua ra mot chitng minh chat ché. Song do lgi ich cua nd, t6i xin trinh bay
nhimg 1i 1& ma ta c6 thé coi gin nhu tvong duong véi su ching minh chat ché.

Dinh 1i T bao ham v6 s6 c.aic,tru(‘)‘ng hop rieng C,, C,, Cs... Ngugc lai, tap hop
v0 han cédc truong hop rieng C,, C,;, Cs... tuong duong voi dinh 1i T. Nho mot
phép tinh don gidn, ta c6 thé biét C; c6 ding hay khong. Mot phép tinh khac cho
biét C,; ¢6 ding hay khong va bang mét phép tuong tu nhu vay ddéi véi C; v.v...
Téi da 1am nhimmg phép tinh n3y va thdy tat ca C;, C,, C;,... C4y déu diing. Chi
cén thyc hién nhiing phép tinh nay va kéo dai ching ra xa bao nhiéu tuy ¥ dé tin
rang, diy dugc kéo dai vo han nay 1a ding. Tuy nhién, dé 1am diéu do, t6i khong
c6 mot 1i 1€ nao, trir phép quy nap ma toi da ap dung madi dén khi ma t6i khong
thé nghi ngd ti ndo vao dinh luat ma C;, C,, Cs... 12 nhimg trudng hop riéng. Toi
da tim cén thin va lau dai cdch chiing minh chit ché cho dinh 1i T va toi da trinh
bay vdn dé niy v6i mot s§ ban bé ma t6i biét ro kha nang cha ho vé mat nay
nhung tit ca déu déng y vdi toi ring dinh Ii T la ding miac di khéng mot ngudi
nao tim duogc cdch ching minh. Nhu vay, day 12 mot chan 1i da nhan thdc duge
nhung chua chimg minh duge vi ring médi ngudi ching t6i déu khao nghiém
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duge chan If ndy bing cdch tinh thyc t€ mét s6 16n bao nhiéu ciing duge cic
trudmg hop Cy, Cy, Ca,... va hinh nhu khong thé xay ra la dinh luat dugc thod man,
ching han v&i 20 s6 hang, lai khéng dwgc thoa méan vdi nhimg s s6 hang sau.

Vi bang cdch dé, ta thdy rang dinh 1i 7 1a dang mac di khong ching minh
dugc nd, tdt ca nhing két luan c6 thé suy ra tir nd cé ciing mot tinh chat 1a
ching déu dung nhung khéng dugc ching minh. Hodc 1a né€u c6 thé chimng
minh duogc mét trong nhitng két lugn nay thi ngugc lai c6 thé im duoc cich
chimg minh dinh K 7. Va chinh véi y d6 d6, t6i da van dung nhiéu phuong
phép khdc nhau vao dinh 1i 7 va bén canh nhitmg phdt minh khdc, t6i tim théy
dinh 1i T*, dinh li nay ciing phai hién nhién ding nhu dinh 1i T vay.

Cdc dinh li T va T* la twong dvong, cd hai hodc déu ding, hodc déu khong
diing. Chiing ciing ditng viing v&i nhau hodc ciing sup d6 véi nhau. Twong tw
nhu T, dinh Ii T* bao ham v6 s& trueng hop riéng C,, C,, C;,... va day cdc
truong hop riéng ndy tuong dwong vai dinh 1i T*. 0 ddy, phép tinh don gidn lui
mét ldn nita cho thdy rdng Cr c6 ding hay khong. Bdng cdch tuong tuw ¢6 thé
xde dinh dwge C,cé diing hay khéng v.v... D& dang img dung dinh 1i 7* vao
moi trudmg hop riéng di cho va nhu vay, ai cing cé thé khéo nghiém ring né
ding qua bao nhiéu thi du ma ta muén ciing duge. Va vi t6i phai thiva nhan
ring minh khong thé ching minh dugc né mot cich chit ché cho nén t6i phai
dung mot s6 16n cac thi du C;, C,, C; ..., Cyy dé bién ho cho né. T6i nghi,
nhitng thi du ndy ciing di dé budc moi ngudi phai t bd quan niém cho ring
quy tic cia toi chi phii hop véi chan 1f mot cich ngdu nhién don thuén.

Néu con cé ngudi nghi ngd ring, dinh luat chi vén ven nhu t6i da néu ra,
toi xin din ra mot s thi du véi cdc s6 16n. Bdng cdch kiém tra téi da thdy rdng
Copy V& Cao, la diing va nhu vdy, toi dd thdy dink 1i T 1a ding ngay cd véi
nhitng truong hgp khdc xa véi nhitng trudng hop ma t6i dd kiém nghiém trudc
kia. Nhiing thi du ma 16i vita phan tich s€ danh tan moi méi hoai nghi cé thé cé
vé cdc dinh 1i T va T* ding hay sai.

NHUNG THi DU VA CHU THICH VE CHUONG VI

Sau khi khdm phd ra "dink ludgt ki la nhdt cua cac s6”, Euler dd "rut ra két
lugn cua minh nho phép vi phdn va mét s6 muu meo khde"” mdc di "Phép tinh
cde vo cung bé hinh nhu khéng thé dp dung vao cdc s& nguyén”. Dé hiéu
phiong phdp cila Euler, ta hdy dp dung né vao cdc thi du tuong ti. Ta bdt ddu
tir ché ddr tén cho "muu meo” chinh hay céng cu todn hoc clia éng.
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Cac ham dan xuat

Ta hdy dién dat két qud ctia muc 11 trong héi ki cita Euler qua cdc ki hiéu
hién nay vdn ding: '

o0 n

Zlm —=g()x+0(2)x’ +...+o(n)x" +...
n—1 L — X

Trong vé phdi cia ddng thicc ¢é chudi luy thita cia x. Hé s& cia x" trong
chudi luy thita nay la ofn) tiec la téng cde woe s6 cia n. Cé hai vé ctia ddng
thitcc biéu dién cung mdt ham ciia x. Sy khai trién ham nay theo luy thita
cua x s€ "dan tai" day ofl), o(2),..., oln)... Nhu vdy, ta goi ham nay la
ham ddn xudt cua ddy ofn). Téng qudt, néu:

flx) =ap+ax+apx’ +..+ax + ..,
thi ta néi rdng f(x) la ham ddn xudt d6i véi a, hay la ham ddn téi ddy a,,

aj, dy,..., d,...

Danh tit "ham ddn xudt" do Laplace ddt ra. Tuy nhién, trong khi chua dat
tén cho né, Euler dd sir dung céng cu ctia cdc ham ddn xudt trudce Laplace
khd léu trong mét s6 tdc phdm, va ta vita tim hiéu mot trong nhiing tdc
phdm dé d §2. Ong dd itng dung céng cu todn hoc ndy vao nhiéu bdi todn
gidi tich 6 hop va li thuyét s6.
Ham ddn xudt la mét co cdu gdn gidng nhu cdi tii. Mang nhiéu vdt nho co
thé rdt khd, ta bd chiing vao mét cdi tii va lic dé ta chi cdn phdi mang mot
vdt la cdi nii. Hoan toan twong tu nhu vdy, ddang 1€ phdi xét riéng ting s&
hang cia ddy ay, a;, a,..., a,... ta ddt ching vao chudi luy thia Ja,x, va
khi dé ta chi phdi xét mot doi tugng todn hoc la chudi luy thia.
Hay tim ham ddn xudt doi voi n. Ciing vdy, hdy tim t6ng cdc chudi 2nx,,.
Cho f(x) la ham ddn xudt cda ddy ay, a;, ay,..., a,... Hdy tim ham ddn xudt
cua ddy:
Oay, la;, 2a,,..., na,.

Cho fi(x) la ham ddn xudt cida ddy ay, a;, ay,..., a,... Hay tim ham ddn xudt
cua day 0, ag, a;, ay,..., a,_;.
Cho f(x) la ham ddn xudt cua ddy a,. Hay tim ham ddn xudt cia ddy:

Sy=ag+a;+a; +...+a,.
Chof({) va g(x) la nhitng ham ddn xudt twong iing déi vdi a, va b,. Hay tim
ham ddn xudt déi vai:

Cp = aobn + a,bn_f + azbn_z + ...+ a"bo.




7. Mot bai toan té hop ciia hinh hoc phang
n —3 duong chéo ciia mét da gidc 16i n canh chia né thanh n =2 tam gidc,
xem hinh 6.1. Ta goi D, la s¢6 cdch chia khdc nhau. '

~_

I I m
Hinh 6.1. Ba cdch cdt hink lui- gidc

HaytimD, déivéin=3,4,5,6.

8. (tiép theo) Dua trén nhitng gid tri bdng s& dd xét trong thi du 7 dé dodn.ra
duge biéu thitc chung déi véi D, thi khéng phdi dé. Tuy nhién, ddy D, Dy,
Dys,... la "ddy truy todn" theo nghia rdt téng qudt sau: méi s6 hang ciia nd
6 thé tinh dugc theo nhitng s6 hang diing trudc né theo moét quy tdc khong
déi tiee 1a "cong thikc truy todn” (xem héi ki cia Euler muc 5).

Theo dinh nghia, ban hdy ddt D, = I va chiing t6 rdng déi véi n > 3:
sz '—'Dan_l + D3Dn_2 + D4Dﬂ-3 + ...+ DN-IDZ
(Hdy dia vao hink 6.2 kiém tra nhitng trudng hop ddu,).

9. (tiép theo) Cdch chimg minh biéu thic doi vdi
D, suy ra t& céng thitc truy todn ¢ thi du 8
khéng duge hién nhién. Tuy nhién, ban hdy xét
ham ddn xudt:

8(x) = sz2 + D3x3 + D4x4 + ...+ D"
Ban hdy ching 10 rang g(x) thod mdn phuong
trinh bdc hai va tir do suy ra:

D = 261014 4n-10

" 23457 n-1
- . Hinh 6.2. Nguyén tdc cdt da
doivéin=13,4,5,6,.. gide n canh
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10. Téng cic binh phuong
Hay nho lai dinh nghia cua ki hiéu Ry(n) (thi du 4.1) kéo dai né cho
truomg hop n = 0 véi gid thiét rang R(0) = 1 (mot su kéo dai hop li), xét
ham ddn xudr:
Y Ry(n)x" = R, (0)+ R, ()x + R, (2)x* +...
n=0

va chiing t0 rang:

Y Ry(mx" =(1+2x+2x" +2x° +..)°
n=0
Ry(n) la gi? 86 nghiém u, v, w, nguyén, dwong, dm hay bdng 0 ciia phuong rinh:
2 2 2 ]
uw+v +w =n

Chudi trong vé phdi ciia ddng thitc ma ban cdn chiing minh giit vai 11 gi?

T+2e+ 2 4204 = Y 5% =D R(m
y=—o =0

Ban quan niém vé phdi ciia ddng thitc ma ban phdi ching minh nhi thé

nao? Cé thé'la:
Zx"z Z X Z P
11. Khdi qudt két qud ciia thi du 10.
12. Hay nhé lai dinh nghia ciia ki hiéu Si(n) (thi du 4.1) va biéu dién ham
ddn xudt:

ZS,‘ (n)x" .
n=]

13. Dang thi du 11, hdy chiing minh rang R,(n) chia hét cho 4, Ry(n) chia hét

cho 8 va Rg(n) chia hét cho 16, voi n 2 I (Ta duge dang két qud ndy trong
chitong IV, bang If va I1T).

14. Ding thi du 12, chiing minkh rdng:
Sy(n) =0 néu n khong phai la s6 dang 8m + 2,
Sy(n) = 0 néu n khéng phdi la s& dang 8m + 4,
Sg(n) =0 néu n khéng phdi 1d s& dang 8m.
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15.

16.

17.

18.

19.

Dang thi du 11, chitng minh rdng:
R (n)=RyO)Ry(n) +R,(1)R)(n — 1) + ... + Ri(n)R,(0).
Chitng minh rdng:
Riofn) =S1)S;(n—1) +8,(2)S(n-2) + ... + Si{n—=1)R(1).
Bun hdy néu ra mét phuong phdp don gién dé' lgp bdng Il va IV theo cdc
barg I va Il cia cing chuong ndy.
Gid sit oy(n) 1a tng bdc k ctia ¢de wbe s6 cla n. Chdng han:
oy(15)=1+3 +5 + 15 = 3528
ag;(n) = oln)
1) Hdy chitng td rdng, tix cdc gid thuyét tim dugc trong §4.6 va trong thi dy
4.23, suy ra rdng: '
ofl}ot2u —1) + o(3)o(2u =3) + ... + o(2u ~ 1)o(l) = a3(u),
trong dé u la mot s6'lé.
2) Hay kiém tra bdng s6 cdc trieomg hop riéng ciia hé thitc tim dugc trong 1.
3) Xdc nhdn dy ¢é dnh hudng gi dén niém tin ciia ban vao gid thuyét giup
ban dd suy ra hé thic trén?
Mot cong thirc truy toan khac
Ta hdy xét cdc ham ddn xudt:

G = i S (m)x™ , H = i S4(m)xm

m=1 m=1
Ta dat:
Sy(4u) =S,
trong do u la s&'le. Khi do theo cdc thidu 14 va 12:

)
G=x+ X +x2 +...+2%0 4

2 —
H= s + 5502 45500 + 45y, 3%+

T hé thitc sau cung, sau khi‘ldy logarit va Idy vi phdn, ta suy ra:

4InG = InH,
ac _H
G H’
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GxH' =4xG'H,
c+ 0+ x5 4 )5 x? 125,617 4+ 205560 +.) =

= 4(x +9x° + 2525 4+ Mspxt 4 532 45500 1)

Sau khi so sdnh cdc hé s6 ciia ©, xP #... ¢cd hai vé ciia ddng thitc trén
va sau khi thuc hién mot s6 phép tinh don gidn, ta tim dugc cdc hé thic sau:
Os; =0,
Is; —4s, =0,
255 —353=0,

35'7 '—2S5 —]231 = 0,

4S9 _]5'7 —‘l].ISZ =0,

55y, —10s5 =0,

6S13 —]3'11 ""95'7 —24.5'1 = 0,

7.5'[5 _'2.5'[3 —8.5'9 "23S3 = 0,

8.5'[7 —3.5']5 —75']] ‘—‘22.5'5 = 0,

9319 —'4.5'17 —6.5'13 "’2]6‘7 = 0,

]0.5'2] —5519 —5.5'[5 —20S9 —40.5'1 = 0,

11523 —6S2] "'4S[7 —]98_” —396‘3 =0.
Phuong trinh ddu ciia hé ndy khéng ¢é néi dung, né duoc viét ra dday chi dé
lam néi bér quy ludt chung. Tuy nhién, chiing ta biét rdng s; = 1. Sau khi biét
s; tw phuong trinh tiép sau, ta ¢é s3. Sau khi biét s3, tx phuong trinh tiép
theo, ta ¢6 s5, v.v... Bing phuong phdp truy todn, 1 hé phuong trinh nay, ta
6 thé tinh bao nhiéu s hang tuy y, lién tiép nhau cia ddy s, s3, Ss...
Hé phuong trinh nay ¢6 cdu tric dang chii . Cé mot phuong trinh chita
mét trong nhiing dai luong s;, s3, ss,... hai phuong trinh chita hai trong cac
dai lugng dy, ba phwong trinh chita ba trong cdc dai lugng dy v.v... Trong
méi cot, khi ta chuyén tir dong nay sang dong khdc thi cdc hé sé' tdng lén 1,
con cdc chi s& tdng tén 2. Chi s& ddu tién trong mdi cot bdng 1 con hé 56
bdng hé so ddu tién cia dong nay nhan véi —4.
Ta & thé két thiic toan by hé thong ndy vao mot phuong trinh (vao cong
thitc truy todn). Tim cong thirc dé.



20.

21.

22,

23.
24,

Pinh luat ki la nhat khac vé cac s6, thuoc vé Tdng cac u6ce sé cia chiing

Néu gid thuyét & §4.6 vdn con hiéu luc, thi:

Sapy =Saf4(2n —1)] = o(2n - 1) |
va nhu vay, thi du 19 sé cé cong thic truy todn lién két cdc s6 hang cua
day o), o(3), o(5), ot7)..., ma vé nhiéu phuong dién, hét sic giéng cong
thirc Euler.
Ban hdy viét va kiém tra ti mi bdng s6 nhitng trudng hop ddu tién doi véi
cong thitc truy todn ké trén.
D6i véi ta, gilta céng thitc truy todn ciua Euler doi véi ofn) (§2) va céng
thirc truy todn trén doi voi o(2n-1) (thi du 20) chi giéng nhau & tinh chdt
goi md. :
D6i véi ta, cong thirc truy todn sau ld mét gid thuyét. Ta dd suy ra gid
thuyét nay giong nhu Euler dd suy ra gid thuyét cua minh tir cdc gid thuyét
khdc "bdng phép ldy vi phdn va mot muu meo khdc".
Ban hdy chiing i3 rdng, cong thitc d6i voi of2n—1) & thi du 20 twong duong
véi ddng thic:

S44(2n-1)] = of2n-1)

ma ta suy ra & §4.6, tic la mot trong hai xdc nhdn nay dung thi xdc nhdn
kia nhdt thiét ciing diing.
Khdi qudt hod thi du 12.
Hay tim ra m¢t phuong phdp dé tinh Rg(n) khong phu thuéc vao Ry(n).
Euler da bé qua mét phéit minh nhu thé nao?
Phuong phap dugc minh hoqa bdng cdc thi du 19 va 23 va dwcfc phdt biéu
dudi dang téng qudr trong thi du 22 la céng thitc ciia Euler. Nghi ra
phuong phép nay, Euler nhdam muc dich gia’i bai todn vé bén binh phuong
va mot 56 badi todn lién quan vol né. Thyc 1€, éng da dp dung phuong phdp
ctua minh vao bai todn vé bén binh phuong va nghién citu bdang quy nap 56

cdch biéu dién, nhung ong dd khong khdm phd ra mét dinh lugt ndl tiéng

chi phdi Ry(n) ma xét cho cing, khéng dén néi khé khdm phd ra bing quy
nap nhu vdy (cdc thi du 4.10 - 4.15). Diéu dé xdy ra nhu thé nao?
Khi nghién cuu phitong trinh: _

n=x +y W
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ta ¢é thé chon nhitng quan diém khdc nhau, ddc biét la nhiing quan diém
sau ddy:

1)Ta c6 thé gid dinh x, y, z, w chi ¢6 gid tri nguyén khéng am.

2)Ta c6 thé gid dinh x, y, z, w ¢é tdt cd nhiing gid tri duong, dm va 0.

Quan diém thit hai ¢6 thé it hién nhién hon nhung ddn t6i Ry(n) va t6i moi lién
hé ding chii y gifia Ry(n) va cdc wdc s6 ciia n. Quan diém thit nhdt hién nhién
hon, nhitng s6 nghiém hink nhu khéng cé mét tinh chdt don gidn ddc sdc nao.
Euler d@ chon quan diém thit nhdt chit khéng chon quan diém thit hai; déng dp
dung phuong phdp ctia minhk dd duoc gidi thich & thi du 22 vao biéu thikc:

(! +x+x4+x9-j-...)4

ma khong dp dung vao biéu thic:

(I +2x+ 27+ 28 + ...)4
va nhw vdy dd bo qua m¢t phdt minh vi dai. So sdnh hai phuong hudng
nghién ciu ma ban ddu tuong chimg nhu giéng nhau dy ciing rdt ¢é ick.
Nhung mot trong hai phuong huéng dd dem lai két qud ki diéu, con phuong
hubng kia thi hdu nhi vé hiéu.
Cdc tinh chdt cia Ry(n}, Sy(n), Rg(n) va Sg(n) dd dwoc nghién citu trong
chitong IV (cdc thi du 4.10 - 4.15, §4.3 - §4.6, cdc thi du 4.18 - 4.23) va
duge Jacobi khdm phd ra khéng phdi bang quy nap ma nhw la nhitng hé
qud ngdu nhién ciia céng trinh nghién citu cia éng vé cdc ham eliptic. Tw
dé, nguoi ta da tim ra duge nhiéu cdch ching minh cde dink li nay nhung
khong mér chitng minh dd biét nao la hodn todn so c¢dp va truc tiép.
Khai quat hod dinh [i caa Euler vé o(n)

Doi véi 56 k dd cho, hdy ddr:

. (1-x")*=1- 3 a x"
11 2
n=|

n=|
va chitng td rang, déi véin=1,2,3,...

oo

o(n) = Zama(n—m)‘+ n:"

m=1

Trirong hop riéng nao la dinh li Evuler o §27?





