
CH NG 14ƯƠ

CÁC C U TRÚC D  LI U ĐA CHI UẤ Ữ Ệ Ề

T  tr c t i nay chúng ta m i ch  nghiên c u các CTDL đ  bi uừ ướ ớ ớ ỉ ứ ể ể  
di n t p d  li u, trong đó d  li u đ c hoàn toàn xác đ nh b i m t thu cễ ậ ữ ệ ữ ệ ượ ị ở ộ ộ  
tính đ c g i là khó c a d  li u, và khó c a d  li u đ c s  d ng trongượ ọ ủ ữ ệ ủ ữ ệ ượ ử ụ  
các phép toán tìm ki m, xen, lo i. Chúng ta s  nói đ n các d  li u đ cế ạ ẽ ế ữ ệ ượ  
xác đ nh ch  b i m t thu c tính khó nh  là các d  li u m t chi u. Tuyị ỉ ở ộ ộ ư ữ ệ ộ ề  
nhiên trong r t nhi u lĩnh v c áp d ng, ch ng h n nh  đ  ho  máy tính,ấ ề ự ụ ẳ ạ ư ồ ạ  
x  lý  nh, các h  thông tin đ a lý, các h  c  s  d  li u đa ph ng ti n,ử ả ẹ ị ệ ơ ở ữ ệ ươ ệ  
các áp d ng c a hình h c tính toán …, chúng ta c n ph i làm vi c v i cácụ ủ ọ ầ ả ệ ớ  
d  li u không ph i m t chi u. Đó là các d  li u hình  nh (image data), dữ ệ ả ộ ề ữ ệ ả ữ 
li u video, d  li u audio, d  li u văn b n (document data), d  li u vi tệ ữ ệ ữ ệ ả ữ ệ ế  
tay   (handwritten  data)… Các  d   li u  này  có   th  đ c  bi u  di n  b i,ữ ệ ể ượ ể ễ ở  
ch ng h n, các thu c tính không gian, th i gian. Nói chung, các d  li uẳ ạ ộ ờ ữ ệ  
này đ c bi u di n b i vect  các giá tr  thu c tính (xượ ể ễ ở ơ ị ộ 1,…, xk), t c là m iứ ỗ  
d  li u đ c mô t  b i m t đi m trong không gian k  chi u. Các d  li uữ ệ ượ ả ở ộ ể ề ữ ệ  
này đ c g i là các ượ ọ d  li u đi m k chi u (k – dimensional point data)ữ ệ ể ề . 
Trong ch ng này, chúng ta s  nghiên c u các CTDL đ  bi u di n t p dươ ẽ ứ ể ể ễ ậ ữ 
li u đi m k  chi u.  Các CTDL này đ c g i  là  các  ệ ể ề ượ ọ CTDL đa chi uề  
(multidimensional data structures) hay còn đ c g i là các ượ ọ CTDL không 
gian (spatial data structures). K  thu t chung đ c s  d ng là bi u di nỹ ậ ượ ử ụ ể ễ  
t p d  li u đi m k  chi u b i các lo i cây khác nhau. Cây bi u di n sậ ữ ệ ể ề ở ạ ể ễ ự 
phân ho ch không gian thành các mi n con. G c cây bi u di n toàn bạ ề ố ể ễ ộ 
mi n ch a d  li u. M i đ nh c a cây bi u di n m t mi n nào đó, các conề ứ ữ ệ ỗ ỉ ủ ể ễ ụ ề  
c a nó  bi u di n s  phân ho ch mi n này thành các mi n con. Nhi uủ ể ễ ự ạ ề ề ề  
CTDL đã đ c đ  xu t th c hi n ý t ng phân ho ch mi n ch a d  li uượ ề ấ ự ệ ưở ạ ề ứ ữ ệ  
thành các mi n con sao cho vi c tìm ki m d  li u và c p nh t t p d  li uề ệ ế ữ ệ ậ ậ ậ ữ ệ  
đ c th c hi n hi u qu . Chúng ta s  l n l t nghiên c u các CTDL: ượ ự ệ ệ ả ẽ ầ ượ ứ cây 
k  chi u (k – dimensional tree), cây t  phân (quadtree), cây t  phânề ứ ứ  
MX (MX – Quadtree). Các lo i cây này khác nhau   chi n l c phânạ ở ế ượ  
ho ch m t mi n thành các mi n con.ạ ộ ề ề

14.1      CÁC PHÉP TOÁN TRÊN CÁC D  LI U ĐA CHI UỮ Ệ Ề
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D  li u đi m k  chi u là  d   li u đ c hoàn toàn xác đ nh b iữ ệ ể ề ữ ệ ượ ị ở  
vect  các giá tr  thu c tính ( xơ ị ộ 1, …, xk) trong không gian k  chi u, hay nóiề  
cách khác d  li u đ c hoàn toàn xác đ nh b i k giá tr  khó   xữ ệ ượ ị ở ị 1, …, xk. 
Trong các  ng d ng, khi có   m t t p d  li u đi m k  chi u, trong quáứ ụ ộ ậ ữ ệ ể ề  
trình x  lý d  li u chúng ta th ng xuyên ph i s  d ng ử ữ ệ ườ ả ử ụ các phép toán từ 
đi n: tìm ki m, xen, lo i,ể ế ạ  gi ng nh  đ i v i các d  li u m t chi u (m tố ư ố ớ ữ ệ ộ ề ộ  
khó). Ch  có đi u khác là   đây chúng ta c n ti n hành tìm ki m, xen, lo iỉ ề ở ầ ế ế ạ  
d a vào k giá tr  khó đã cho. Ch ng h n, phép tìm ki m   đây có nghĩa là:ự ị ẳ ạ ế ở  
tìm trong t p d  li u đi m k  chi u đã cho m t d  li u khi bi t vect  cácậ ữ ệ ể ề ộ ữ ệ ế ơ  
giá tr  khó c a nó là (xị ủ 1, …, xk).

Ngoài các phép toán t  đi n, trên các d  li u đa chi u, chúng ta cònừ ể ữ ệ ề  
c n đ n m t phép toán đ c bi t:  ầ ế ộ ặ ệ tìm ki m ph m vi (Range Searchế ạ ). 
Phép toán tìm ki m ph m vi đ c phát bi u nh  sau: cho tr c m t đi mế ạ ượ ể ư ướ ộ ể  
d  li u (xữ ệ 1, …, xk) và  m t s  th c d ng r, c n tìm trong t p d  li uộ ố ự ươ ầ ậ ữ ệ  
đi m k    chi u  đã  cho  t t  c  các  đi m d   li u  cách  (xể ề ấ ả ể ữ ệ 1,  …, xk)  m tộ  
kho ng cách không l n h n r. Trong không gian 2  chi u, phép toán tìmả ớ ơ ề  
ki m ph m vi, nói theo ngôn ng  hình h c có nghĩa là, cho tr c hình trònế ạ ữ ọ ướ  
tâm (x, y) bán kính r, c n tìm t t c  các đi m d  li u n m trong hình trònầ ấ ả ể ữ ệ ằ  
này. Sau đây chúng ta đ a ra m t ví d  minh ho  t m quan tr ng c a phépư ộ ụ ạ ầ ọ ủ  
toán tìm ki m ph m vi.ế ạ

Gi  s  D là m t t p các văn b n. Tr c h t chúng ta c n đ a raả ử ộ ậ ả ướ ế ầ ư  
m t cách bi u di n văn b n. Gi  s  T là danh sách các t  “quan tr ng”ộ ể ễ ả ả ử ừ ọ  
xu t hi n trong các văn b n c a t p D, T = (tấ ệ ả ủ ậ 1, …, t k ) .V i m i văn b n dớ ỗ ả  
thu c D, ta bi u di n d b i vect  các s  th c không âm, d = (xộ ể ễ ở ơ ố ự 1, …, xk) 
trong đó xi (i = 1, …, k ) là t  s  gi a s  l n xu t hi n t  tỷ ố ữ ố ầ ấ ệ ừ i trong văn b nả  
d trên s  t  trong văn b n d. Chúng ta c n xác đ nh đ  đo “s  liên quan”ố ừ ả ầ ị ộ ự  
hay đ  đo “s  t ng t ”, hay còn g i là “kho ng cách” gi a hai văn b n.ộ ự ươ ự ọ ả ữ ả  
Có nhi u cách xác đ nh đ  đo đó, chúng ta không nêu ra   đây. Trong cácề ị ộ ở  
h  tìm ki m thông tin, ng i s  d ng mong mu n tìm ra m t danh sách pệ ế ườ ử ụ ố ộ  
văn b n “liên quan” nhi u nh t t i m t câu h i Q t  h  c  s  d  li u vănả ề ấ ớ ộ ỏ ừ ệ ơ ở ữ ệ  
b n D. Chúng ta quan ni m câu h i Q nh  m t văn b n và bi u di n nóả ệ ỏ ư ộ ả ể ễ  
b i m t vect  Q = (qở ộ ơ 1, …, qk) theo cách bi u di n đã nêu. V n đ  tìm câuể ễ ấ ề  
tr  l i cho câu h i Q bây gi  đ c quy v  tìm p láng gi ng g n nh t v iả ờ ỏ ờ ượ ề ề ầ ấ ớ  
Q (theo đ  đo t ng t  đã xác đ nh), t c là đ c quy v  th c hi n phépộ ươ ự ị ứ ượ ề ự ệ  
toán tìm ki m ph m vi.ế ạ
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14.2       CÂY   K  CHI UỀ

Cây 2  chi u đ c s  d ng đ  l u gi  các d  li u đi m 2  chi u,ề ượ ử ụ ể ư ữ ữ ệ ể ề  
cây 3  chi u đ  l u gi  các d  li u đi m 3  chi u, … T ng quát, cây k ề ể ư ữ ữ ệ ể ề ổ  
chi u đ  bi u di n t p d  li u đi m k  chi u. Trong m c này, tr c h tề ể ể ễ ậ ữ ệ ể ề ụ ướ ế  
chúng ta s  trình bày CTDL cây 2  chi u và ch  ra các phép toán t  đi nẽ ề ỉ ừ ể  
và phép toán tìm ki m ph m v  đ c th c hi n nh  th  nào trên cây 2 ế ạ ị ượ ự ệ ư ế  
chi u. Sau đó chúng ta s  trình bày cách t ng quát hoá cây 2  chi u đ  cóề ẽ ổ ề ể  
cây k  chi u. ề

14.2.1       Cây 2  chi uề

Cây 2  chi u là cây nh  phân. M i d  li u đi m 2  chi u g m cácề ị ỗ ữ ệ ể ề ồ  
giá tr  to  đ  c a đi m và các thông tin khác g n v i đi m này mà ta quanị ạ ộ ủ ể ắ ớ ể  
tâm. Vì v y, m i đ nh c a cây 2  chi u là m t c u trúc có d ng sau:ậ ỗ ỉ ủ ề ộ ấ ạ

struct    Node
{

infoType  info ;
double  Xval ;
double  Yval ;
Node*  left ;
Node*  right ;

} ;

Trong đó, các tr ng Xval và Yval ký hi u hoành đ  và tung đ  c aườ ệ ộ ộ ủ  
đi m, các con tr  left và right tr  t i đ nh con trái và ph i, còn tr ng infoể ỏ ỏ ớ ỉ ả ườ  
l u các thông tin khác v  đi m. N i dung c a tr ng info đ c xác đ như ề ể ộ ủ ườ ượ ị  
c   th   tu   t ng   ng  d ng.  Ch ng  h n   trong  các  h   thông   tin  đ a   lýụ ể ỳ ừ ứ ụ ẳ ạ ệ ị  
(geographic information system), các d  li u đi m đ c l u gi  có th  làữ ệ ể ượ ư ữ ể  
các đi m bi u di n các v  trí mà chúng ta quan tâm trên b n đ  m t vùngể ể ễ ị ả ồ ộ  
lãnh th  nào đó. N u các v  trí là các thành ph  thì thông tin v  v  trí có thổ ế ị ố ề ị ể 
là tên thành ph , s  dân c a thành ph , …ố ố ủ ố

Cây 2  chi u là s  t ng quát hoá c a cây tìm ki m nh  phân. M iề ự ổ ủ ế ị ỗ  
đ nh trong c a cây bi u di n m t mi n và phân ho ch mi n d  li u nàyỉ ủ ể ễ ộ ề ạ ề ữ ệ  
theo m t chi u (theo m t to  đ ). Các đ nh trên cùng m t m c s  phânộ ề ộ ạ ộ ỉ ộ ứ ẽ  
ho ch các mi n d  li u t ng  ng theo đ ng th ng đ ng (theo hoànhạ ề ữ ệ ươ ứ ườ ẳ ứ  
đ ) ho c theo đ ng n m ngang (theo tung đ ). N u các đ nh trên m tộ ặ ườ ằ ộ ế ỉ ộ  
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m c phân ho ch d  li u theo đ ng th ng đ ng, thì   m c ti p theo cácứ ạ ữ ệ ườ ẳ ứ ở ứ ế  
đ nh s  phân ho ch d  li u theo đ ng n m ngang, các đ nh   m c ti pỉ ẽ ạ ữ ệ ườ ằ ỉ ở ứ ế  
theo n a l i phân ho ch d  li u theo đ ng th ng đ ng, và c  th  ti pữ ạ ạ ữ ệ ườ ẳ ứ ứ ế ế  
t c. Ch ng h n, gi  s  chúng ta có t p các đi m nh  sau:ụ ẳ ạ ả ử ậ ể ư
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                 Đi m       To  để ạ ộ

                   A          (15, 31)
                   B          (24, 45)
                   C          (20, 26)
                   D          (8, 12)
                   E          (30, 17)
                   F           (13, 9)

Gi  s  ta ch n đi m A đ i bi u cho toàn b  mi n ch a các đi m,ả ử ọ ể ạ ể ộ ề ứ ể  
khi đó A là g c cây và phân ho ch mi n thành hai mi n con theo đ ngố ạ ề ề ườ  
th ng đ ng. Ch n đi m B đ i bi u cho mi n bên ph i đ ng th ng đ ngẳ ứ ọ ể ạ ể ề ả ườ ẳ ứ  
đi qua A, ch n đi m D đ i bi u cho mi n bên trái đ ng th ng đ ng điọ ể ạ ể ề ườ ẳ ứ  
qua A, khi đó B là đ nh con ph i, còn D là đ nh con trái c a A, đ ng th iỉ ả ỉ ủ ồ ờ  
đ nh B và D phân ho ch các mi n con t ng  ng theo đ ng n m ngang.ỉ ạ ề ươ ứ ườ ằ  
Ti p theo ch n C đ i bi u cho mi n con n m d i đ ng n m ngang điế ọ ạ ể ề ằ ướ ườ ằ  
qua B, ta có C s  là đ nh con trái c a B và đ nh C phân ho ch mi n con đĩẽ ỉ ủ ỉ ạ ề  
theo đ ng th ng đ ng … Cu i cùng, chúng ta nh n đ c s  phân ho chườ ẳ ứ ố ậ ượ ự ạ  
mi n ch a các đi m thành các mi n con nh  trong hình 14.1a và cây bi uề ứ ể ề ư ể  
di n t p đi m t ng  ng v i phân ho ch này đ c cho trong hình 14.1b.ễ ậ ể ươ ứ ớ ạ ượ

(a)
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          (b)

                         Hình 14.1. (a) M t cách phân ho ch t p đi mộ ạ ậ ể
                                            (b) Cây 2 chi u t ng  ngề ươ ứ

C n l u ý r ng, có nhi u cách phân ho ch mi n ch a d  li u và do ầ ư ằ ề ạ ề ứ ữ ệ
đó chúng ta có th  bi u di n t p d  li u đi m 2  chi u b i các cây 2 ể ể ễ ậ ữ ệ ể ề ở
chi u khác nhau.ề

M c c a các đ nh trong cây đ c xác đ nh nh  sau. G c   m c 0, ứ ủ ỉ ượ ị ư ố ở ứ
n u m t đ nh   m c l, thì các con (n u có) c a nó   m c l + 1. Bây gi  ế ộ ỉ ở ứ ế ủ ở ứ ờ
chúng ta có th  đ a ra đ nh nghĩa cây 2chi u.ể ư ị ề

Cây 2chi u là cây nh  phân tho  mãn các đi u ki n sau:ề ị ả ề ệ
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1. N u P là đ nh   m c ch n và Q là đ nh b t k  thu c cây con tráiế ỉ ở ứ ẵ ỉ ấ ỳ ộ  
c a đ nh P thì Q  ủ ỉ   Xval < P    Xval, còn n u Q là đ nh b t kế ỉ ấ ỳ 
thu c cây con ph i c a đ nh P thì Q ộ ả ủ ỉ  Xval �  P  Xval.

2. N u P là đ nh   m c l  và Q là đ nh b t k  thu c cây con trái c a Pế ỉ ở ứ ẻ ỉ ấ ỳ ộ ủ  
thì Q  Yval < P  Yval, và n u Q là đ nh b t k  thu c cây conế ỉ ấ ỳ ộ  
ph i c a P thì Q ả ủ  Yval �  P  Yval.

 
Chú ý r ng, trong đ nh nghĩa trên, các đi u ki n đã nêu có nghĩa làằ ị ề ệ  

các đ nh   m c ch n (l ) s  phân ho ch mi n mà chúng đ i di n thànhỉ ở ứ ẵ ẻ ẽ ạ ề ạ ệ  
hai mi n con theo đ ng th ng đ ng (theo đ ng n m ngang).ề ườ ẳ ứ ườ ằ

Sau đây chúng ta s  xét các phép toán t  đi n: tìm ki m, xen, lo i vàẽ ừ ể ế ạ  
phép toán tìm ki m ph m vi trên cây 2chi u.ế ạ ề

Phép toán tìm ki mế . Gi  s  T là con tr  tr  t i g c cây 2chi u,ả ử ỏ ỏ ớ ố ề  
chúng ta c n tìm xem đi m (x, y) có đ c l u trong m t đ nh c a cây Tầ ể ượ ư ộ ỉ ủ  
hay không. Thu t toán tìm ki m trên cây 2chi u cũng t ng t  nh  thu tậ ế ề ươ ự ư ậ  
toán tìm ki m trên cây tìm ki m nh  phân. Chúng ta cho con tr  P ch y trênế ế ị ỏ ạ  
các đ nh c a cây T, ban đ u P tr  t i g c cây. N u P ỉ ủ ầ ỏ ớ ố ế �  NULL, ta ki m traể  
xem (P  Xval, P  Yval) có trùng v i (x, y) không. N u (P ớ ế  Xval, P 
Yval) = (x, y) thì s  tìm ki m đã thành công và d ng l i. Gi  s  chúngự ế ừ ạ ả ử  
khác nhau và P   m c ch n, khi đó n u P ở ứ ẵ ế  Xval > x thì ta cho con tr  Pỏ  
tr  t i đ nh con trái c a nó, còn n u P ỏ ớ ỉ ủ ế  Xval �  x thì cho P tr  t i đ nhỏ ớ ỉ  
con ph i c a nó. T ng t , n u P   m c l  và P ả ủ ươ ự ế ở ứ ẻ  Yval > y, thì cho P trỏ 
t i đ nh con trái c a nó còn n u P ớ ỉ ủ ế  Yval �  y thì cho P tr  t i đ nh conỏ ớ ỉ  
ph i c a nó. Quá trình trên đ c l p l i. N u t i m t th i đi m nào đó Pả ủ ượ ặ ạ ế ớ ộ ờ ể  
= NULL thì có nghĩa là s  tìm ki m th t b i và d ng l i.ự ế ấ ạ ừ ạ

Phép toán xen. Gi  s  chúng ta c n xen vào cây 2chi u T m t đ nhả ử ầ ề ộ ỉ  
m i ch a đi m (x, y). N u T là cây r ng, ta t o ra m t đ nh ch a đi m (x,ớ ứ ể ế ỗ ạ ộ ỉ ứ ể  
y), các tr ng left và right ch a h ng NULL, và cho con tr  T tr  t i đ nhườ ứ ằ ỏ ỏ ớ ỉ  
này. N u cây T không r ng, ta ti n hành gi ng nh  khi tìm ki m, cho conế ỗ ế ố ư ế  
tr  P ch y trên các đ nh c a cây, b t đ u t  g c cây. N u P ỏ ạ ỉ ủ ắ ầ ừ ố ế � NULL và (P 
 Xval, P  Yval) = (x, y) thì đi u đó có nghĩa là đi m (x, y) đã có s nề ể ẵ  
trong cây T, ta d ng l i. N u P ừ ạ ế �  NULL và ta c n cho P tr  t i đ nh conầ ỏ ớ ỉ  
trái c a nó, nh ng P ủ ư  left là NULL, thì ta t o ra m t đ nh m i ch a đi mạ ộ ỉ ớ ứ ể  
(x, y) và cho con tr  P ỏ  left tr  t i đ nh m i này. Còn n u P ỏ ớ ỉ ớ ế �  NULL và 
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ta c n cho P tr  t i đ nh con ph i c a P, nh ng P không có đ nh con ph i,ầ ỏ ớ ỉ ả ủ ư ỉ ả  
thì đ nh m i c n xen vào là đ nh con ph i c a P.ỉ ớ ầ ỉ ả ủ

Ví d , gi  s  chúng ta c n t o ra cây 2chi u bi u di n t p đi mụ ả ử ầ ạ ề ể ễ ậ ể  
A(15, 31), B(24, 45), C(20, 26), D(8, 12), E(30, 17) và F(13, 9) b ng cáchằ  
xen vào cây ban đ u r ng l n l t các đi m theo th  t  đã li t kê. Đ uầ ỗ ầ ượ ể ứ ự ệ ầ  
tiên, xen đ nh A(15, 31) vào cây r ng, ta có cây ch  có m t đ nh g c A, nhỉ ỗ ỉ ộ ỉ ố ư 
trong hình 14.2a. Xen vào cây này đ nh B(24, 25), vì hoành đ  c a đi m Bỉ ộ ủ ể  
là 24, l n h n hoành đ  15 c a đi m A, nên đ nh B(24, 45) đ c thêm vàoớ ơ ộ ủ ể ỉ ượ  
là đ nh con ph i c a đ nh A, ta có cây trong hình 14.2b. Xen đ nh C(20, 26)ỉ ả ủ ỉ ỉ  
vào cây 14.2b. Ta có đ nh A   m c ch n và hoành đ  20 c a đi m C l nỉ ở ứ ẵ ộ ủ ể ớ  
h n hoành đ  15 c a đi m A, nên đ nh C(20, 26) ph i đ c xen vào câyơ ộ ủ ể ỉ ả ượ  
con ph i c a đ nh A. Đ nh con ph i c a A là đ nh B   m c l , và tung đả ủ ỉ ỉ ả ủ ỉ ở ứ ẻ ộ 
26 c a C nh  h n tung đ  45 c a B, do đó đ nh C(20, 26) đ c xen vàoủ ỏ ơ ộ ủ ỉ ượ  
nh  là đ nh con trái c a B và ta có cây hình 14.2c. Ti p t c, xen đ nh D(8,ư ỉ ủ ế ụ ỉ  
12) vào cây hình 14.2c, vì 8 <15 nên đ nh D(8, 12) tr  thành đ nh con tráiỉ ở ỉ  
c a A, nh  trong hình 14.2d. T ng t , xen n t các đ nh E(30, 17) và F(13,ủ ư ươ ự ố ỉ  
9), ta nh n đ c cây k t qu  nh  trong hình 14.1b.ậ ượ ế ả ư

(a) (b)
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A(15, 31)

  �           �

A(15, 31)

  �           

B(24, 45)

  �           �



                             

                
(c)                                                     (d)

Hình 14.2. Xen vào cây 2chi u l n l t các đi mề ầ ượ ể
                    A(15, 31), B(24, 45), C(20, 26), D(8, 12)

Phép toán lo iạ . Gi  s  T là cây 2chi u, và chúng ta c n lo i kh iả ử ề ầ ạ ỏ  
cây này đ nh ch a đi m (x, y). Phép toán lo i là phép toán ph c t p nh tỉ ứ ể ạ ứ ạ ấ  
trong các phép toán trên cây 2chi u. T  t ng c a thu t toán lo i trên câyề ư ưở ủ ậ ạ  
2chi u cũng t ng t  nh  trên cây tìm ki m nh  phân.ề ươ ự ư ế ị

Tr c h t ta c n tìm đ nh c n lo i, gi  s  đó là đ nh P. N u P làướ ế ầ ỉ ầ ạ ả ử ỉ ế  
đ nh lá, vi c lo i P r t đ n gi n, ta ch  c n đ t con tr  liên k t t  đ nh chaỉ ệ ạ ấ ơ ả ỉ ầ ặ ỏ ế ừ ỉ  
c a P t i P b ng NULL và thu h i b  nh  đã c p phát cho P. Gi  s  Pủ ớ ằ ồ ộ ớ ấ ả ử  
không ph i là đ nh lá, t c là ít nh t m t trong hai cây con c a P khôngả ỉ ứ ấ ộ ủ  
r ng. Ta ký hi u Tỗ ệ l  là cây con trái c a P, Tủ r  là cây con ph i c a P. Cácả ủ  
hành đ ng ti p theo ph  thu c vào cây con ph i Tộ ế ụ ộ ả r  là  r ng hay khôngỗ  
r ng. Ta xét t ng kh  năng:ỗ ừ ả

� Cây con ph i Tả r không r ngỗ . Trong tr ng h p này ta th c hi nườ ợ ự ệ  
các b c c  b n sau:ướ ơ ả
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 A(15, 31)

  �

 A(15, 31)

  

 B(24, 45)

               �

 D(8, 12)

  �           �

 C(20, 26)

  �           �

 C(20, 26)

  �           �

 B(24, 45)

              �



B c 1ướ . Tìm đ nh Q thu c Tỉ ộ r  có th  thay th  cho đ nh P. Đ nh Qể ế ỉ ỉ  
c n ph i phân ho ch mi n d  li u gi ng nh  P.ầ ả ạ ề ữ ệ ố ư
B c 2ướ . Thay th  đ nh P b i đ nh Q. Đi u này đ c th c hi n ế ỉ ở ỉ ề ượ ự ệ
b ng cách chuy n d  li u ch a trong đ nh Q lên đ nh P, t c là đ t:ằ ể ữ ệ ứ ỉ ỉ ứ ặ
     P  info = Q  info
     P  Xval = Q  Xval
     P  Yval = Q  Yval
B c 3ướ . Lo i đ  quy đ nh Q kh i cây con Tạ ệ ỉ ỏ r.

Chú ý r ng, vì cây con Tằ r có đ  cao th p h n cây T nên các l i g iộ ấ ơ ờ ọ  
đ  quy s  d n t i vi c lo i đ nh lá, m t vi c đ n gi n đã nói.ệ ẽ ẫ ớ ệ ạ ỉ ộ ệ ơ ả

Bây gi  chúng ta làm sáng t  b c 1. Chúng ta c n tìm trong câyờ ỏ ướ ầ  
con Tr m t đ nh Q cho ta s  phân ho ch mi n d  li u gi ng nh  đ nh P.ộ ỉ ự ạ ề ữ ệ ố ư ỉ  
Đi u này có nghĩa là, n u P   m c ch n thì v i m i đ nh L thu c cây conề ế ở ứ ẵ ớ ọ ỉ ộ  
trái c a P, ta có L ủ  Xval < Q  Xval, và v i m i đ nh R thu c cây conớ ọ ỉ ộ  
ph i c a P, ta có R ả ủ  Xval �  Q  Xval. Còn n u P   m c l , thì L ế ở ứ ẻ  

Yval < Q  Yval và R  Yval �  Q  Yval. Vi c tìm đ nh Q thu c câyệ ỉ ộ  
con ph i Tả r tho  mãn các tính ch t trên là đ n gi n. N u P   m c ch n,ả ấ ơ ả ế ở ứ ẵ  
chúng ta ch  c n tìm đ nh Q là đ nh có giá tr  Xval là nh  nh t trong cây Tỉ ầ ỉ ỉ ị ỏ ấ r; 
còn n u P   m c l  thì Q là đ nh có giá tr  Yval nh  nh t trong cây Tế ở ứ ẻ ỉ ị ỏ ấ r. 
Ch ng h n, trong cây hình 14.1b, gi  s  ta c n lo i đ nh A(15, 31), khi đóẳ ạ ả ử ầ ạ ỉ  
đ nh thay th  là đ nh C(20, 26) trong cây con ph i c a đ nh A. T  hìnhỉ ế ỉ ả ủ ỉ ừ  
14.1a, ta th y khi xoá đi đi m A thì đi m C cho ta s  phân ho ch d  li uấ ể ể ự ạ ữ ệ  
gi ng nh  đi m A.ố ư ể

� Cây  con  ph i  Tả r  r ng  và   cây  con   trái  Tỗ r  không  r ngỗ .  Trong 
tr ng h p này, ta th c hi n các b c sau:ườ ợ ự ệ ướ

B c 1ướ . Tìm đ nh Q thu c cây con trái Tỉ ộ r có giá tr  Xval nh  nh tị ỏ ấ  
(n u P   m c ch n) ho c Q có giá tr  Yval nh  nh t (n u P   m cế ở ứ ẵ ặ ị ỏ ấ ế ở ứ  
l ).ẻ
B c 2ướ . Thay th  đ nh P b i đ nh Q. Chuy n cây con trái c a Pế ỉ ở ỉ ể ủ  
thành cây con ph i c a P, t c là đ t:ả ủ ứ ặ
     P  right = P  left
     P  left = NULL
B c 3ướ . Lo i đ  quy đ nh Q kh i cây con ph i c a P.ạ ệ ỉ ỏ ả ủ
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Phép toán tìm ki m ph m viế ạ . V n đ  đ c đ t ra là, cho tr cấ ề ượ ặ ướ  
m t đi m (x, y) và m t s  th c d ng r, chúng ta c n tìm t t c  các đi mộ ể ộ ố ự ươ ầ ấ ả ể  
ch a trong các đ nh c a cây 2chi u, n m trong hình tròn tâm (x,y) v i bánứ ỉ ủ ề ằ ớ  
kính r. Đ  gi i quy t v n đ  này, c n l u ý r ng, m i đ nh c a cây 2ể ả ế ấ ề ầ ư ằ ỗ ỉ ủ
chi u bi u di n m t mi n. Mi n t ng  ng v i m i đ nh là mi n hìnhề ể ễ ộ ề ề ươ ứ ớ ỗ ỉ ề  
ch  nh t [Xữ ậ 1, X2, Y1, Y2 ], trong đó (X1, Y1) là to  đ  c a góc d i bên tráiạ ộ ủ ướ  
và (X2, Y2) là to  đ  c a góc trên bên ph i c a hình ch  nh t, mi n nàyạ ộ ủ ả ủ ữ ậ ề  
g m t t c  các đi m (x, y) mà Xồ ấ ả ể 1 �  x < X2 và Y1 �  y < Y2. Ch ng h n,ẳ ạ  
trong cây 2chi u hình 14.1b, đ nh A bi u di n toàn b  không gian, t c làề ỉ ể ễ ộ ứ  
mi n [ề � , +� ; � , +� ]. Đ nh B bi u di n mi n [15, +ỉ ể ễ ề � ; � , +� ], đ nh Dỉ  
bi u di n mi n [ể ễ ề � , 15; � , +� ]. Mi n t ng  ng v i đ nh C s  là [15,ề ươ ứ ớ ỉ ẽ  
+� ; � ,45], … Mi n đ c bi u di n b i g c cây 2chi u có th  xác đ nhề ượ ể ễ ở ố ề ể ị  
đ c ngay, khi mà không đánh giá đ c hình ch  nh t ch a toàn b  dượ ượ ữ ậ ứ ộ ữ 
li u, chúng ta có th  xem mi n này là toàn b  không gian. N u bi t đ cệ ể ề ộ ế ế ượ  
mi n hình ch  nh t t ng  ng v i m t đ nh, ta có   th  xác đ nh đ cề ữ ậ ươ ứ ớ ộ ỉ ể ị ượ  
mi n hình ch  nh t t ng  ng v i các đ nh con c a nó. Và do đó, ta cóề ữ ậ ươ ứ ớ ỉ ủ  
th  xác đ nh đ c mi n hình ch  nh t t ng  ng v i m i đ nh c a cây 2ể ị ượ ề ữ ậ ươ ứ ớ ọ ỉ ủ
chi u. (B n đ c hãy đ a ra thu t toán). Chúng ta s  ký hi u hình tròn tâmề ạ ọ ư ậ ẽ ệ  
(x,y), bán kính r là H, ký hi u mi n hình ch  nh t t ng  ng v i đ nh P làệ ề ữ ậ ươ ứ ớ ỉ  
RP. Trong quá trình tìm ki m, n u chúng ta th y mi n đ c bi u di n b iế ế ấ ề ượ ể ễ ở  
đ nh P không c t hình tròn H, thì ta b  qua toàn b  cây con g c P, khôngỉ ắ ỏ ộ ố  
c n xem xét cây con đó. Thu t toán tìm các đi m trên cây 2chi u T (T làầ ậ ể ề  
con tr  tr  t i g c cây) n m trong hình tròn H là thu t toán đ  quy nhỏ ỏ ớ ố ằ ậ ệ ư 
sau:

              RangeSearch (T, H)
{
      if  (RT �  H = � )
            return ;
      else  {
               if (( T  Xval , T  Yval) �  H )
                       In ra đi m (T ể  Xval, T  Yval) ;
               RangeSearch  (T  left, H );

                         RangeSearch  (T  right, H );
                         }

}
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Ví  dụ.  Gi  s  chúng ta c n tìm trên cây 2chi u hình 14.1b cácả ử ầ ề  
đi m n m trong ph m vi hình tròn H v i tâm (25, 22), bán kính 8. Đ ngể ằ ạ ớ ươ  
nhiên là hình tròn H giao v i mi n đ c bi u di n b i đ nh A. Ki m tra taớ ề ượ ể ễ ở ỉ ể  
th y đi m (15, 31) không n m trong hình tròn H. Xét đ nh D(8, 12) là g cấ ể ằ ỉ ố  
c a cây con trái c a đ nh A, mi n đ c bi u di n b i đ nh D không c tủ ủ ỉ ề ượ ể ễ ở ỉ ắ  
hình tròn H, do đó ta không c n xem xét cây con trái c a đ nh A. Xét đ nhầ ủ ỉ ỉ  
B(24, 45) là đ nh con ph i c a A, mi n bi u di n b i đ nh B giao v i hìnhỉ ả ủ ề ể ễ ở ỉ ớ  
tròn H. Ki m tra, ta th y đi m (24, 45) không n m trong hình tròn H. L iể ấ ể ằ ạ  
xét đ nh C(20, 26), mi n đ c bi u di n b i đ nh C giao v i hình tròn H,ỉ ề ượ ể ễ ở ỉ ớ  
và ki m tra ta th y đi m (20, 26) n m trong hình tròn H. Ti p t c xét đ nhể ấ ể ằ ế ụ ỉ  
E(30, 17), và ta cũng th y đi m (30, 17) n m trong hình tròn H. Nh  v y,ấ ể ằ ư ậ  
ta tìm đ c hai đi m (20, 26) và (30, 17) n m trong hình tròn tâm (25, 22),ượ ể ằ  
bán kính 8.

14.2.2        Cây kchi uề

Cây 2chi u đ  bi u di n các d  li u đi m 2 chi u. Chúng ta c nề ể ể ễ ữ ệ ể ề ầ  
cây 3chi u đ  bi u di n các đi m (x, y, z) trong không gian 3 chi u, câyề ể ể ễ ể ề  
4chi u đ  bi u di n các đi m (x, y, z, t), v i t là chi u th i gian ch ngề ể ể ễ ể ớ ề ờ ẳ  
h n. T ng quát, các d  li u đi m kchi u (xạ ổ ữ ệ ể ề o, x1, …, xk1) (k > 2) có thể 
đ c bi u di n b i CTDL cây kchi u. Cây kchi u là s  t ng quát hoá tượ ể ễ ở ề ề ự ổ ự 
nhiên c a cây 2chi u. Cây kchi u cũng là cây nh  phân. M i đ nh c a câyủ ề ề ị ỗ ỉ ủ  
kchi u là m t c u trúc gi ng nh  c u trúc bi u di n đ nh cây 2chi u,ề ộ ấ ố ư ấ ể ễ ỉ ề  
ch  khác là   thay cho các tr ng Xval  và  Yval chúng ta s  d ng m ngỉ ườ ử ụ ả  
Xarray[k] đ  l u đi m (xể ư ể o, x1, …, xk1).

struct    Node
{
    infoType   info ;
    double   Xarray[k] ;
    Node*   left ;
    Node*   right ;
} ;

Gi ng nh  trong cây 2chi u, các đ nh n m trên cùng m t m c c aố ư ề ỉ ằ ộ ứ ủ  
cây kchi u s  phân ho ch các mi n mà chúng bi u di n thành hai n aề ẽ ạ ề ể ễ ử  
theo m t chi u không gian nào đó. C  th  là các đ nh n m   m c m sộ ề ụ ể ỉ ằ ở ứ ẽ 
phân ho ch các mi n t ng  ng thành hai ph n theo chi u không gian thạ ề ươ ứ ầ ề ứ 
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i v i i = m mod k. Các thu t toán tìm ki m, xen, lo i, tìm ki m ph m viớ ậ ế ạ ế ạ  
trên cây kchi u là s  t ng quát hoá t  nhiên c a các thu t toán t ng  ngề ự ổ ự ủ ậ ươ ứ  
trên cây 2chi u.ề

Nh n xétậ .  u đi m c a cây kchi u là d  cài đ t. Cũng nh  trênƯ ể ủ ề ễ ặ ư  
cây tìm ki m nh  phân, d  dàng th y r ng, th i gian th c hi n các phépế ị ễ ấ ằ ờ ự ệ  
toán tìm ki m, xen, lo i trên cây kchi u là O(h), trong đó h là đ  cao c aế ạ ề ộ ủ  
cây. Trong tr ng h p x u nh t, cây kchi u v i n đ nh có th  có đ  caoườ ợ ấ ấ ề ớ ỉ ể ộ  
n, và do đó th i gian th c hi n các phép toán tìm ki m, xen, lo i là O(n).ờ ự ệ ế ạ  
Ng i ta đã ch ng minh đ c r ng, th i gian th c hi n phép toán tìmườ ứ ượ ằ ờ ự ệ  
ki m ph m v  trên cây kchi u v i n đ nh là O( knế ạ ị ề ớ ỉ 11/k ); nói riêng v i k = 2,ớ  
tìm ki m ph m vi trên cây 2chi u đòi h i th i gian ế ạ ề ỏ ờ O(2 n )

14.3      CÂY T  PHÂNỨ

CTDL cây t  phân (quadtree) đ c s  d ng đ  bi u di ncác đi mứ ượ ử ụ ể ể ễ ể  
2chi u. Trong cây 2chi u, m i đ nh c a cây phân ho ch mi n mà  nóề ề ỗ ỉ ủ ạ ề  
bi u di n thành hai ph n ho c là theo đ ng th ng đ ng (theo chi u x),ể ễ ầ ặ ườ ẳ ứ ề  
ho c theo đ ng n m ngang (theo chi u y), và do đó cây 2chi u là câyặ ườ ằ ề ề  
nh  phân. Trong cây t  phân, m i đi m s  phân ho ch mi n mà nó đ iị ứ ỗ ể ẽ ạ ề ạ  
di n thành b n ph n theo c  hai chi u: ph n tâyb c (NW), ph n đôngệ ố ầ ả ề ầ ắ ầ
b c (NE), ph n đông nam (SE) và ph n tâynam (SW), nh  trong hìnhắ ầ ầ ư  
14.3a. Do đó, m i đ nh trong cây t  phân s  có b n con t ng  ng v iỗ ỉ ứ ẽ ố ươ ứ ớ  
m t trong b n ph n đó nh  trong hình 14.3b.ộ ố ầ ư

 
  

              (a)                                                               (b)
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Hình 14.3. (a) Đi m A phân ho ch m t mi n thành b n ph nể ạ ộ ề ố ầ
                              (b) Đi m A đ c bi u di n b i m t đ nh có b nể ượ ể ễ ở ộ ỉ ố  
con.

C u trúc đ nh c a cây t  phân t ng t  nh  c u trúc đ nh c a câyấ ỉ ủ ứ ươ ự ư ấ ỉ ủ  
2chi u, ch  khác là ta c n đ a vào b n con tr  tr  t i b n đ nh con.ề ỉ ầ ư ố ỏ ỏ ớ ố ỉ

struct    Node 
{
   infoType    info ;
   double     Xval ;
   double     Yval ;
   Node*    NWpointer ;
   Node*    NEpointer ;
   Node*    SEpointer ;
   Node*    SWpointer ;
} ;

Ví dụ. Gi  s  chúng ta c n bi u di n t p đi m A(15, 31), B(24,ả ử ầ ể ễ ậ ể  
45), C(20, 26), D(8, 12), E(30, 17), F(13, 9), (t p đi m này đã đ c bi uậ ể ượ ể  
di n b i cây 2chi u hình 14.1b). Gi  s  chúng ta s  d ng các đi m nàyễ ở ề ả ử ử ụ ể  
đ   phân  ho ch  m t  ph ng   thành  các  mi n   con  nh   trong  hình  14.4a.ể ạ ặ ẳ ề ư  
T ng  ng v i phân ho ch này, t p đi m A, B, C, D, E, F đ c bi u di nươ ứ ớ ạ ậ ể ượ ể ễ  
d i d ng cây t  phân hình 14.4b.ướ ạ ứ

        (a)

124

                                                             B
                       A

                                                 C

                                                                         E

       D
              
               F



                  (b)

Hình 14.4. (a) M t cách phân ho ch m t ph ngộ ạ ặ ẳ
        b i các đi m A, B, C, D, E, Fở ể

                                        (b) Cây t  phân t ng  ng v i phân ho chứ ươ ứ ớ ạ
Chú ý r ng, cũng nh  trong tr ng h p xây d ng cây 2chi u, b iằ ư ườ ợ ự ề ở  

vì có nhi u cách ch n đi m đ i bi u cho m t mi n, và do đó có nhi uề ọ ể ạ ể ộ ề ề  
cách phân ho ch m t mi n thành các mi n con, nên có nhi u cây t  phânạ ộ ề ề ề ứ  
khác nhau bi u di n cùng m t t p đi m.ể ễ ộ ậ ể

Bây gi  chúng ta xét xem các phép toán tìm ki m, xen, lo i và phépờ ế ạ  
toán tìm ki m ph m vi đ c th c hi n nh  th  nào trên cây t  phân.ế ạ ượ ự ệ ư ế ứ

Phép toán tìm ki m và phép toán xenế . Hai phép toán này đ c ti nượ ế  
hành  theo cùng m t ph ng  pháp nh   trên cây 2chi u.  Đ   tìm ki mộ ươ ư ề ể ế  
(ho c đ  xen vào) m t đi m, chúng ta c n tìm mi n ch a đi m đó. M iặ ể ộ ể ầ ề ứ ể ỗ  
đi m đ i di n cho m t mi n hình ch  nh t. N u đi m P có to  đ  (xể ạ ệ ộ ề ữ ậ ế ể ạ ộ P, yP) 
bi u di n mi n hình ch  nh t [Xể ễ ề ữ ậ 1, X2; Y1, Y2  ] thì đi m P s  chia mi nể ẽ ề  
này thành b n mi n con nh  sau:ố ề ư

Mi n con NW = [Xề 1, xP; yP, Y2 ]
Mi n con NE = [xề P, X2; yP, Y2 ]
Mi n con SW = [Xề 1, xP; Y1, yP ]
Mi n con SE = [xề P, X2; Y1, yP ]
Mu n bi t cây t  phân có ch a đi m (x, y) hay không, chúng ta xemố ế ứ ứ ể  

xét các đ nh c a cây, k  t  g c. N u đ nh đang xem xét là đ nh P và đi mỉ ủ ể ừ ố ế ỉ ỉ ể  
(xP, yP) là (x, y) thì có nghĩa là ta đã tìm ki m thành công. N u không, tuế ế ỳ 
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thu c đi m (x, y) n m trong mi n con nào trong b n mi n con NW, NE,ộ ể ằ ề ố ề  
SE, SW mà ta xem xét đ nh con c a P t ng  ng v i mi n con đĩ. N uỉ ủ ươ ứ ớ ề ế  
đ nh con chúng ta c n xem xét không có, thì ta k t lu n đi m (x, y) khôngỉ ầ ế ậ ể  
có trong cây t  phân. Ch ng h n, gi  s  ta c n tìm xem đi m (x, y) = (18,ứ ẳ ạ ả ử ầ ể  
23) có ch a trong cây t  phân hình 14.4b hay không. Đi m   g c cây làứ ứ ể ở ố  
(15, 31) �  (18, 23). Đi m (18, 23) n m trong mi n con SE đ i v i đi mể ằ ề ố ớ ể  
(15, 31). Đi theo con tr  SE t i đ nh C(20, 26). Đi m (20, 26) ỏ ớ ỉ ể �  (18, 23) và 
(18, 23) n m trong mi n con SW đ i v i (20, 26). Nh ng SWpointer c aằ ề ố ớ ư ủ  
đ nh C(20, 26) là NULL, do đó ta k t lu n đi m (18, 23) không có trongỉ ế ậ ể  
cây t  phân hình 14.4b.ứ

Bây gi  chúng ta xét phép toán xen. Gi  s  ta xen t p đi m trongờ ả ử ậ ể  
hình 14.4a vào cây ban đ u r ng. Ta xen các đi m đó vào cây theo th  tầ ỗ ể ứ ự 
C, B, A, D, E, F. Xen đi m C(20, 26) vào cây r ng ta có cây ch  có m tể ỗ ỉ ộ  
đ nh g c là đ nh C(20, 26). Các đi m B(24, 45), A(15, 31), D(8, 12), E(30,ỉ ố ỉ ể  
17) l n l t n m   mi n NE, NW, SW, SE đ i v i đi m C, và  do đóầ ượ ằ ở ề ố ớ ể  
chúng l n l t đ c thêm vào cây nh  các đ nh con NE, NW, SW, SE c aầ ượ ượ ư ỉ ủ  
đ nh C. Đ n đây, ta có cây t  phân g c là đ nh C, đ nh C có b n đ nh conỉ ế ứ ố ỉ ỉ ố ỉ  
theo th  t  NW, NE, SE SW là A, B, E, D. Bây gi  xen vào cây này đi mứ ự ờ ể  
F(13, 9). Đi m F n m trong mi n SW đ i v i đ nh C. Đi theo con tr  SWể ằ ề ố ớ ỉ ỏ  
t i đ nh D. Đi m F n m trong mi n SE đ i v i đ nh D, và do đó nó đ cớ ỉ ể ằ ề ố ớ ỉ ượ  
thêm vào cây nh  là đ nh con SE c a đ nh D. Ta thu đ c cây hình 14.5,ư ỉ ủ ỉ ượ  
cây này khác v i cây hình 14.4b, m c d u chúng bi u di n cùng m t t pớ ặ ầ ể ễ ộ ậ  
đi m.ể
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          Hình 14.5. Cây t  phân đ c t o thành b ng cách xenứ ượ ạ ằ
                            vào cây r ng l n l t các đi m C, B, A, D, E, Fỗ ầ ượ ể

Phép toán lo iạ . Lo i m t đ nh P(x, y) kh i cây t  phân là r t ph cạ ộ ỉ ỏ ứ ấ ứ  
t p. Nh  l i r ng, đ  lo i đ nh P kh i cây 2chi u khi P không ph i làạ ớ ạ ằ ể ạ ỉ ỏ ề ả  
đ nh lá,  ta tìm đ nh Q trong cây con ph i Tỉ ỉ ả r  c a P sao cho Q cho phânủ  
ho ch mi n d  li u gi ng nh  P, r i thay P b i Q và lo i đ  quy Q kh iạ ề ữ ệ ố ư ồ ở ạ ệ ỏ  
cây con Tr.  Đ i  v i  cây t  phân ta  có   th  áp d ng k  thu t  đó  đ cố ớ ứ ể ụ ỹ ậ ượ  
không? T c là, đ  lo i đ nh P kh i cây t  phân khi P không ph i là đ nh láứ ể ạ ỉ ỏ ứ ả ỉ  
(n u P là đ nh lá thì vi c lo i nó là t m th ng), ta có th  tìm m t đ nh Qế ỉ ệ ạ ầ ườ ể ộ ỉ  
thu c m t trong các cây con NW, NE, SE, SW c a đ nh P, có th  thay thộ ộ ủ ỉ ể ế 
cho đ nh P, t c là Q phân ho ch mi n d  li u gi ng nh  P? N u tìm đ cỉ ứ ạ ề ữ ệ ố ư ế ượ  
đ nh Q nh  th , ta thay P b i Q và lo i đ  quy Q kh i cây con ch a nó.ỉ ư ế ở ạ ệ ỏ ứ  
Song đáng ti c là không ph i lúc nào ta cũng tìm đ c đ nh Q thay th  choế ả ượ ỉ ế  
đ nh P. Ch ng h n, xét cây t  phân hình 14.4b, n u ta lo i đ nh A thì cóỉ ẳ ạ ứ ế ạ ỉ  
th  tìm đ c đ nh thay th  là đ nh C. Nh ng n u ta thêm vào cây hìnhể ượ ỉ ế ỉ ư ế  
14.4b m t đi m m i G(18, 23), thì trên cây này mu n lo i đ nh A ta khôngộ ể ớ ố ạ ỉ  
th  tìm đ c đ nh thay th .ể ượ ỉ ế

Chúng ta có th  lo i đ nh P (không ph i là lá) kh i cây t  phân theoể ạ ỉ ả ỏ ứ  
thu t toán đ n gi n sau. C t kh i cây t  phân cây con g c P, r i xen vàoậ ơ ả ắ ỏ ứ ố ồ  
cây t  phân còn l i các đ nh n m trong cây con g c P, tr  đ nh P. Thu tứ ạ ỉ ằ ố ừ ỉ ậ  
toán này đ ng nhiên là kém hi u qu . Ng i ta đã đ a ra các thu t toánươ ệ ả ườ ư ậ  
lo i hi u qu  h n, nh ng ph c t p nên chúng ta không trình bày.ạ ệ ả ơ ư ứ ạ

Phép toán tìm ki m ph m vi trên cây t  phân đ c th c hi n theoế ạ ứ ượ ự ệ  
cùng ph ng pháp nh  trên cây 2chi u.ươ ư ề

Cây t  phân cũng r t d  cài đ t. Th i gian th c hi n các phép toánứ ấ ễ ặ ờ ự ệ  
tìm ki m và xen vào là O(h), trong đó h là đ  cao c a cây, t c là cũng nhế ộ ủ ứ ư 
trên cây 2chi u. Tuy nhiên, cùng bi u di n m t t p đi m thì nói chungề ể ễ ộ ậ ể  
cây t  phân ng n h n cây 2chi u, b i vì m i đ nh trong cây t  phân cóứ ắ ơ ề ở ỗ ỉ ứ  
b n con, trong cây 2chi u m i đ nh ch  có hai con. Phép toán tìm ki mố ề ỗ ỉ ỉ ế  
ph m vi trên cây t  phân c n th i gian O(2ạ ứ ầ ờ n ), v i n là s  đ nh trong cây,ớ ố ỉ  
th i gian này cũng gi ng nh  trên cây 2chi u. Nh c đi m c a cây tờ ố ư ề ượ ể ủ ứ 
phân là phép toán lo i ph c t p. Trong m c sau đây, chúng ta s  nghiênạ ứ ạ ụ ẽ  
c u m t lo i cây t  phân khác đ c g i là cây t  phân MX, trong đó phépứ ộ ạ ứ ượ ọ ứ  
lo i đ c th c hi n d  dàng h n nhi u. ạ ượ ự ệ ễ ơ ề

14.4        CÂY T  PHÂN MXỨ
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Trong cây 2chi u cũng nh  trong cây t  phân, “hình d ng” c a câyề ư ứ ạ ủ  
ph  thu c vào th  t  các đi m đ c xen vào cây. Ch ng h n, cây t  phânụ ộ ứ ự ể ượ ẳ ạ ứ  
hình 14.4b và cây t  phân hình 14.5 có hình d ng khác nhau, cây hình 14.4bứ ạ  
đ c t o thành khi ta xen vào cây r ng các đi m theo th  t  A, B,C, D, E,ượ ạ ỗ ể ứ ự  
F, còn cây hình 14.5 đ c t o thành khi ta xen các đi m đó theo th  t  C,ượ ạ ể ứ ự  
B, A, D, E, F. Do đó tr t t  các đi m đ c xen vào cây  nh h ng đ n đậ ự ể ượ ả ưở ế ộ 
cao c a cây. Hi u qu  c a các phép toán trên cây l i ph  thu c vào đ  caoủ ệ ả ủ ạ ụ ộ ộ  
c a cây.ủ

Trong m c này chúng ta s  nghiên c u m t d ng cây t  phân đ cụ ẽ ứ ộ ạ ứ ượ  
g i là ọ cây t  phân MX (MX QuadTreeứ ). Cây t  phân MX có  u đi m làứ ư ể  
hình d ng c a cây không ph  thu c vào th  t  các đi m đ c xen vàoạ ủ ụ ộ ứ ự ể ượ  
cây, hay nói cách khác, m t t p đi m đ c bi u di n b i duy nh t m tộ ậ ể ượ ể ễ ở ấ ộ  
cây t  phân MX. M t  u đi m khác là, các phép toán trên cây t  phân MXứ ộ ư ể ứ  
nh  tìm ki m tìm ki m ph m vi, xen vào cũng d  dàng nh  trên cây tư ế ế ạ ễ ư ứ 
phân, còn phép toán lo i thì đ n gi n và hi u qu  h n.ạ ơ ả ệ ả ơ

Ý t ng bi u di n t p đi m trên m t ph ng b i cây t  phân MX làưở ể ễ ậ ể ặ ẳ ở ứ  
nh  sau. Chúng ta gi  s  r ng t p đi m mà chúng ta quan tâm n m trongư ả ử ằ ậ ể ằ  
m t mi n hình vuông. Chia hình vuông này thành m t l i 2ộ ề ộ ướ k x 2k ô vuông 
(v i k nào đó), đi m   góc d i bên trái đ c xem là có to  đ  (0, 0),ớ ể ở ướ ượ ạ ộ  
đi m   góc trên bên ph i có to  đ  (2ể ở ả ạ ộ k, 2k). Trong các  ng d ng ta c nứ ụ ầ  
ch n k thích h p sao cho các đi m mà  ta quan tâm t ng  ng v i cácọ ợ ể ươ ứ ớ  
đi m (i, j) trên l i v i 0 ể ướ ớ � i, j �  2k – 1. Ch ng h n, hình 14.6 là l i 2ẳ ạ ướ 2 x 
22   ô vuông (k = 2) v i các đi m đ c quan tâm là A(1, 2), B(2, 2), C(1, 0),ớ ể ượ  
D(2, 3) và E(0, 1).
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Hình 14.6. M t l i ô vuông v i k = 2ộ ướ ớ

C u trúc đ nh c a cây t  phân MX gi ng nh  c u trúc đ nh c a câyấ ỉ ủ ứ ố ư ấ ỉ ủ  
t  phân ta đã đ a ra trong m c 14.3. G c cây t  phân MX bi u di n mi nứ ư ụ ố ứ ể ễ ề  
hình vuông [0, 2k; 0, 2k ], hay nói cách khác, hình vuông v i đi m d i bênớ ể ướ  
trái là (0, 0), c nh là 2ạ k. M i đ nh c a cây t  phân MX bi u di n mi nỗ ỉ ủ ứ ể ễ ề  
hình vuông v i đi m d i bên trái (i, j) c nh a, ta ký hi u hình vuông nàyớ ể ướ ạ ệ  
là [(i, j), a], và s  phân chia hình vuông này thành b n hình vuông con b ngẽ ố ằ  
nhau (xem hình 14.7).

Hình vuông tâyb c (hình vuông NW): [(i, j + a/2), a/2]ắ
Hình vuông đôngb c (hình vuông NE): [(i + a/2, j + a/2), a/2]ắ
Hình vuông đôngnam (hình vuông SE): [(i + a/2, j), a/2]
Hình vuông tâynam (hình vuông SW): [(i, j), a/2]
M i đ nh ch a con tr  tr  t i đ nh con bi u di n hình vuông conỗ ỉ ứ ỏ ỏ ớ ỉ ể ễ  

t ng  ng.ươ ứ

                                                                                  (i + a, j + a)

(i, j)
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Hình 14.7. Đ nh cây t  phân MX phân chia hình vuôngỉ ứ
                 mà nó bi u di n thành b n hình vuông conể ễ ố

G c cây (đ nh   m c 0) bi u di n mi n hình vuông v i c nh là 2ố ỉ ở ứ ể ễ ề ớ ạ k. 
Các đ nh   m c 1 bi u di n các mi n hình vuông con v i c nh là 2ỉ ở ứ ể ễ ề ớ ạ k1 , … 
Các đ nh   m c k bi u di n các hình vuông v i c nh là 1. Các đi m dỉ ở ứ ể ễ ớ ạ ể ữ 
li u (x, y), ch ng h n các đi m A, B, C, D, E trong hình 14.6, đ c xem làệ ẳ ạ ể ượ  
bi u di n các ô vuông [(x, y), 1] và do đó đ c l u gi  trong các đ nh ể ễ ượ ư ữ ỉ ở 
m c k (các đ nh lá). Ví d , các đi m A(1, 2), B(2, 2), C(1, 0), D(2, 3), E(0,ứ ỉ ụ ể  
1) trên l i ô vuông 2ướ 2 x 22 ( k = 2) hình 14.6 đ c bi u di n b i cây tượ ể ễ ở ứ 
phân MX hình 14.8, trong đó các con tr  theo th  t  t  trái sang ph i làỏ ứ ự ừ ả  
NW, NE, SE, SW.

Hình 14.8. Cây t  phân MX bi u di n các đi m ứ ể ễ ể
            A, B, C, D, E trên l i hình 14.6ướ

Nh  v y, đ c đi m c a cây t  phân MX là: cây t  phân MX bi uư ậ ặ ể ủ ứ ứ ể  
di n t p đi m d  li u trên l i 2ễ ậ ể ữ ệ ướ k x 2k là cây t  phân có đ  cao k, t t cứ ộ ấ ả 
các đ nh lá đ u n m trên cùng m t m c (m c k) và các đi m d  li u chỉ ề ằ ộ ứ ứ ể ữ ệ ỉ 
ch a trong các đ nh lá.ứ ỉ

Phép toán tìm ki m và xenế   trên cây t  phân MX đ c ti n hànhứ ượ ế  
theo cùng m t ph ng pháp. Chúng ta xét phép toán xen. Gi  s  ta c n xenộ ươ ả ử ầ  
vào cây ban đ u r ng các đi m A, B, C, D, E trên l i hình 14.6. Tr cầ ỗ ể ướ ướ  

130

           �

�           �    �         �     �            �           �  

  A(1, 2)
�     �     �    �   

  D(2, 3)
�     �     �    �   

  B(2, 2)
�     �     �    �   

  E(0, 1)
�     �     �    �   

  C(1, 0)
�     �     �    �   



h t ta xen vào cây đi m A(1, 2). T o ra g c cây bi u di n hình vuông [(0,ế ể ạ ố ể ễ  
0), 22  ], nó chia hình vuông này thành b n hình vuông con, đi m A n mố ể ằ  
trong hình vuông NW. T o ra đ nh con NW c a g c bi u di n hình vuôngạ ỉ ủ ố ể ễ  
[(0, 1), 2], đ nh này l i chia hình vuông thành b ng hình vuông con v iỉ ạ ố ớ  
c nh là 1. Đi m A n m   hình vuông con NE, ta cho con tr  NE t  đ nh đóạ ể ằ ở ỏ ừ ỉ  
tr  t i m t đ nh lá ch a đi m A, ta có cây hình 14.9a. Bây gi  ta xen vàoỏ ớ ộ ỉ ứ ể ờ  
cây đó  đi m B(2,  2).  Đi m B n m trong hình vuông con NE c a hìnhể ể ằ ủ  
vuông đ c bi u di n b i g c. T o ra đ nh con NE c a g c bi u di nượ ể ễ ở ố ạ ỉ ủ ố ể ễ  
hình vuông [(1, 1), 2], đ nh này l i cia hình vuông thành b n hình vuôngỉ ạ ố  
con v i c nh là 1. Đi m B n m trong hình vuông con SW, và do đó con trớ ạ ể ằ ỏ 
SW c a đ nh đó s  tr  t i m t đ nh lá ch a đi m B, ta nh n đ c câyủ ỉ ẽ ỏ ớ ộ ỉ ứ ể ậ ượ  
hình 14.9b. Ti p t c, ta xen vào cây hình 14.9b đi m D(2, 3). Đi m D n mế ụ ể ể ằ  
trong hình vuông con NE c a hình vuông  ng v i g c. Đi theo con tr  NEủ ứ ớ ố ỏ  
t i đ nh bi u di n hình vuông con đĩ, t c hình vuông [(1, 1), 2]. Đi m Dớ ỉ ể ễ ứ ể  
l i n m trong hình vuông NW, t c hình vuông [(2, 3), 1], và do đó ta choạ ằ ứ  
con tr  NW c a đ nh đó tr  t i m t đ nh lá ch a đi m D, ta nh n đ cỏ ủ ỉ ỏ ớ ộ ỉ ứ ể ậ ượ  
cây hình 14.9c. T ng t  xen ti p các đ nh còn l i C, E ta có cây k t quươ ự ế ỉ ạ ế ả 
nh  trong hình 14.8. Ta có nh n xét r ng, n u ta xen các đi m A, B, C, D,ư ậ ằ ế ể  
E theo m t th  t  khác b t k  thì ta cũng nh n đ c cây hình 14.8.ộ ứ ự ấ ỳ ậ ượ

                    (a)                                                        (b)
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                                           (c)

Hình 14.9. (a) Xen vào cây r ng đi m A.ỗ ể
                                               (b) Xen vào cây (a) đi m B.ể
                                               (c) Xen vào cây (b) đi m D.ể
        

Phép toán lo iạ . Phép toán lo i trên cây t  phân MX đ c th c hi nạ ứ ượ ự ệ  
khá đ n gi n. Tr c h t ta c n l u ý đ n tính ch t c a cây t  phân MX:ơ ả ướ ế ầ ư ế ấ ủ ứ  
t t c  các đ nh lá đ u n m trên cùng m t m c (m c k) và ch  các đ nh láấ ả ỉ ề ằ ộ ứ ứ ỉ ỉ  
m i ch a các đi m d  li u. Khi th c hi n phép lo i, chúng ta ph i đ mớ ứ ể ữ ệ ự ệ ạ ả ả  
b o cây sau khi lo i v n còn tho  mãn tính ch t đó. Th  t c lo i kh i câyả ạ ẫ ả ấ ủ ụ ạ ỏ  
t  phân MX m t đ nh ch a đi m (x, y) là nh  sau. Tìm đ nh lá ch a đi mứ ộ ỉ ứ ể ư ỉ ứ ể  
(x, y), gi  s  đó là đ nh P. Gi  s  cha c a đ nh P là đ nh Q. Đ  lo i đ nh P,ả ử ỉ ả ử ủ ỉ ỉ ể ạ ỉ  
ta ch  c n đ t con tr  trong đ nh Q tr  t i P b ng NULL và thu h i vùngỉ ầ ặ ỏ ỉ ỏ ớ ằ ộ  
nh  c a đ nh P. Sau đó ki m tra, n u đ nh Q còn ch a con tr  khác NULLớ ủ ỉ ể ế ỉ ứ ỏ  
thì không c n làm gì n a, n u b n con tr  trong Q đ u là NULL, t c Q trầ ữ ế ố ỏ ề ứ ở 
thành đ nh lá, thì ta l i lo i đ nh Q. L p l i quá trình trên, tr ng h p x uỉ ạ ạ ỉ ặ ạ ườ ợ ấ  
nh t quá trình trên d n ta t i xem xét g c cây có là đ nh lá hay không.ấ ẫ ớ ố ỉ

Ví d , xét cây hình 14.8. Đ  lo i đ nh B, ta ch  c n đ t con tr  SWụ ể ạ ỉ ỉ ầ ặ ỏ  
trong đ nh cha c a B b ng NULL. Nh ng n u lo i đ nh A thì cha c a đ nhỉ ủ ằ ư ế ạ ỉ ủ ỉ  
A tr  thành lá, và do đó ta ph i lo i ti p đ nh đó b ng cách đ t con trở ả ạ ế ỉ ằ ặ ỏ 
NW trong đ nh g c b ng NULL.ỉ ố ằ

Phép toán tìm ki m ph m vi trên cây t  phân MX đ c ti n hànhế ạ ứ ượ ế  
t ng t  nh  trên cây t  phân. C n chú ý r ng, cây t  phân và cây t  phânươ ự ư ứ ầ ằ ứ ứ  
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MX khác nhau   ch , trong cây t  phân t t c  các đ nh đ u ch a d  li u,ở ỗ ứ ấ ả ỉ ề ứ ữ ệ  
còn trong cây t  phân MX thì ch  các đ nh lá (các đ nh   m c k) m i ch aứ ỉ ỉ ỉ ở ứ ớ ứ  
d  li u. Vì v y, vi c tìm các đi m d  li u trên cây t  phân MX n m trongữ ệ ậ ệ ể ữ ệ ứ ằ  
ph m vi hình tròn C đ c ti n hành nh  sau. Ta xem xét các đ nh c a câyạ ượ ế ư ỉ ủ  
b t đ u t  đ nh g c, gi  s  đ nh đang xem xét là P. N u hình vuông mà Pắ ầ ừ ỉ ố ả ử ỉ ế  
bi u di n không c t hình tròn C thì ta không c n xem xét ti p các đ nhể ễ ắ ầ ế ỉ  
thu c cây con g c P. Còn n u hình vuông  ng v i đ nh P c t hình tròn Cộ ố ế ứ ớ ỉ ắ  
thì ta xem xét ti p b n đ nh con (n u có) c a P, và trong tr ng h p cácế ố ỉ ế ủ ườ ợ  
đ nh con c a P là đ nh lá thì ta ki m tra xem các đi m ch a trong các đ nhỉ ủ ỉ ể ể ứ ỉ  
lá đó có n m trong hình tròn C hay không. Thu t toán tìm ki m ph m viằ ậ ế ạ  
trên cây t  pân MX đ c mô t  d i d ng hàm đ  quy nh  sau, trong đóứ ượ ả ướ ạ ệ ư  
T là con tr  tr  t i g c cây.ỏ ỏ ớ ố

         RangeSearch (T, C)
{
   if (Hình vuông đ c bi u di n b i đ nh T không c t C)ượ ể ễ ở ỉ ắ
                              return ;
   else  if (Đ nh T   m c < k – 1)ỉ ở ứ
               {

RangeSearch (T  NWpointer, C) ;
RangeSearch (T  NEpointer, C) ;
RangeSearch ( T  SEpointer, C) ;
RangeSearch (T  SWpointer, C) ;

}
 else if (Đ nh T   m c k – 1)ỉ ở ứ

{
Ki m tra xem các đi m n m trong các đ nh con c a Tể ể ằ ỉ ủ  

có 
n m trong hình tròn C hay không, n u có thì in ra.ằ ế

}
}

D  dàng th y r ng, các phép toán tìm ki m, xen, lo i trên cây tễ ấ ằ ế ạ ứ 
phân MX bi u di n t p đi m trên l i 2ể ễ ậ ể ướ k x 2k  đòi h i th i gian O(k), trongỏ ờ  
đó k là đ  cao c a cây, và có th  ch  ra r ng phép toán tìm ki m ph m viộ ủ ể ỉ ằ ế ạ  
c n th i gian O(2ầ ờ k + m), trong đó m là s  đi m n m trong hình tròn.ố ể ằ
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