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Ch ng 1. ươ Quan h  ­ Suy lu n toán h cệ ậ ọ

A. Quan h  hai ngôiệ

1. Đ nh nghĩa:  ị Cho X là m t t p h p, ta nói ộ ậ ợ S là m t ộ quan h  hai ngôiệ  trên 

X n u ế S là m t t p con c a tích Descartes .ộ ậ ủ

N u hai ph n t  ế ầ ử a, b th a  thì ta nói ỏ a có quan h  ệ S v i ớ b. Khi đó, thay vì vi tế  

ta có th  vi t là ể ế aSb.

2.Ví d :ụ  

­ Quan h  chia h t trong t p h p s  t  nhiên. ệ ế ậ ợ ố ự

­ Quan h  b ng nhau.ệ ằ

­ Quan h  l n h n. ệ ớ ơ

3. M t s  quan h  th ng g p:ộ ố ệ ườ ặ

3.1 Quan h  t ng đ ng:ệ ươ ươ

3.1.1 Đ nh nghĩa:  ị M t quan h  hai ngôi trên t p  ộ ệ ậ X  đ c g i là  ượ ọ quan hệ  

t ng đ ngươ ươ  n u nó th a các tính ch t sau:ế ỏ ấ

i) Ph n x :ả ạ  xSx, v i m i ,ớ ọ

ii) Đ i x ng:ố ứ  N u ế xSy thì ySx, v i m i .ớ ọ

iii) B c c u:ắ ầ  N u ế xSy và ySz thì xSz v i m i .ớ ọ

Khi trên t p ậ X đã xác đ nh m t quan h  t ng đ ng, khi đó thay vì vi t ị ộ ệ ươ ươ ế xSy 

ta th ng ký hi u .ườ ệ

3.1.2 Ví d : ụ



­ Quan h  b ng nhau   các t p h p s  m t quan h  t ng đ ng vì th aệ ằ ở ậ ợ ố ộ ệ ươ ươ ỏ  

các tính ch t ph n x ; đ i x ng; b c c u. ấ ả ạ ố ứ ắ ầ

­ Xét trong quan h  ệ S xác đ nh b i  là m t quan h  t ng đ ng.ị ở ộ ệ ươ ươ

­ G i  ọ X  là t p các đ ng th ng trong m t ph ng, quan h  cùng ph ngậ ườ ẳ ặ ẳ ệ ươ  

c a hai đ ng th ng b t k  trong m t ph ng là quan h  t ng đ ng. (Chú ý:ủ ườ ẳ ấ ỳ ặ ẳ ệ ươ ươ  

Hai đ ng th ng đ c g i là cùng ph ng là hai đ ng th ng song song ho cườ ẳ ượ ọ ươ ườ ẳ ặ  

trùng nhau.) 

­ Quan h  vuông góc gi a các đ ng th ng trong m t ph ng không ph i làệ ữ ườ ẳ ặ ẳ ả  

quan h  t ng đ ng vì không th a tính ph n x . ệ ươ ươ ỏ ả ạ

­ Quan h  chia h t cho trong t p h p s  t  nhiên không ph i là quan hệ ế ậ ợ ố ự ả ệ 

t ng đ ng vì không có tính ch t đ i x ng. ươ ươ ấ ố ứ

­ Quan h  “nguyên t  cùng nhau” trên t p h p s  t  nhiên không là quanệ ố ậ ợ ố ự  

h  t ng đ ng vì không có tính ch t b t c u. Ví d  (2, 3) = 1; (4, 3) = 1 nh ngệ ươ ươ ấ ắ ầ ụ ư  

.

Cho S  là m t quan h  t ng đ ng trên t p ộ ệ ươ ươ ậ X và . Ta g i t p h p  là  ọ ậ ợ l pớ  

t ng đ ngươ ươ  c a ủ x theo quan h  t ng đ ng ệ ươ ươ S. Khi đó ta có:

­ vì .

­ .

­ thì ho c ặ S(x) = S(y) ho c . ặ

T  tính ch t trên ta nh n đ c m t phân ho ch c a  ừ ấ ậ ượ ộ ạ ủ X  qua các l p t ngớ ươ  

đ ng ươ S(x).  T p h p t t c  các l p t ng đ ng này đ c ký hi u là  ậ ợ ấ ả ớ ươ ươ ượ ệ X/S và 

g i là t p th ng c a ọ ậ ươ ủ X qua quan h  t ng đ ng ệ ươ ươ S.

 3.2 Quan h  th  t :ệ ứ ự

3.2.1 Đ nh nghĩa:  ị M t quan h  hai ngôi ộ ệ S  trên t p  ậ X đ c g i là  ượ ọ quan hệ  

th  tứ ự n u quan h  đó có các tính ch t: ph n x , b c c u và ph n đ i x ngế ệ ấ ả ạ ắ ầ ả ố ứ  

(t c là n u ứ ế xSy và ySx thì suy ra x = y v i m i ).ớ ọ



N u t p ế ậ X có m t quan h  th  t  b  ph n ộ ệ ứ ự ộ ậ S thì ta nói X là m t t p đ c s pộ ậ ượ ắ  

th  t  b i ứ ự ở S. 

Ta th ng dùng ký hi u  đ  ch  m t quan h  th  t  b  ph n. ườ ệ ể ỉ ộ ệ ứ ự ộ ậ

V i hai ph n t  , n uớ ầ ử ế  x có quan h  v i ệ ớ y ta vi t (đ c là “ế ọ x bé h n hay b ngơ ằ  

y”) ho c vi t (đ c là “ặ ế ọ y l n h n hay b ng ớ ơ ằ x”). 

Khi  thì thay cho (hay) ta vi t ế x < y (hay y > x) và đ c là “ọ x bé h n ơ y” (hay “y 

l n h n ớ ơ x”).

Quan h  th  t    trong ệ ứ ự X đ c g i là ượ ọ quan h  th  t  toàn ph nệ ứ ự ầ  (hay tuy nế  

tính) n u v i m i ta đ u có ho c . ế ớ ọ ề ặ

M t quan h  th  t  không toàn ph n g i là  ộ ệ ứ ự ầ ọ quan h  th  t  b  ph nệ ứ ự ộ ậ   (hay 

t ng ph nừ ầ ).

3.2.2 Các ph n t  đ c bi t. Quan h  th  t  t t.ầ ử ặ ệ ệ ứ ự ố

Cho X là t p đ c s p th  t  b i  và ậ ượ ắ ứ ự ở A là m t t p con c a ộ ậ ủ X.

Ph n t   đ c g i là ầ ử ượ ọ ph n t  bé nh t (l n nh t)ầ ử ấ ớ ấ  c a ủ A n u v i m i  thì ().ế ớ ọ

Ph n t  đ c g i là ầ ử ượ ọ ph n t  t i ti u (t i đ i)ầ ử ố ể ố ạ  c a ủ A n u v i m i . ế ớ ọ

Ph n t  đ c g i là ầ ử ượ ọ c n d i (c n trên)ậ ướ ậ  c a ủ A n u v i m i ế ớ ọ

Quan h  th  t   trong ệ ứ ự X đ c g i là m t ượ ọ ộ quan h  th  t  t tệ ứ ự ố  n u m i t p conế ọ ậ  

khác r ng c a X đ u có ph n t  bé nh t. Khi đó, ỗ ủ ề ầ ử ấ X g i là đ c s p t t b i .ọ ượ ắ ố ở

Ví d : ụ

a) Cho X là m t t p h p, trên ộ ậ ợ P(X) ta xét quan h  bao hàm . Ta ch ng minhệ ứ  

đ c đây là m t quan h  th  t  b  ph n trên ượ ộ ệ ứ ự ộ ậ P(X). 

Ngoài ra, n u ế X ch a ít nh t hai ph n t   thì quan h  th  t  trên không ph iứ ấ ầ ử ệ ứ ự ả  

tuy n tính (hay quan h  th  t  toàn ph n) vì {ế ệ ứ ự ầ x} không so sánh đ c v i {ượ ớ y}.



b) Quan h  th  t  thông th ng trên t p h p các s  nguyên là m t quan hệ ứ ự ườ ậ ợ ố ộ ệ 

th  t  tuy n tính, nh ng không ph i quan h  th  t  t t vì không ph i m i t pứ ự ế ư ả ệ ứ ự ố ả ọ ậ  

con khác r ng c a đ u có ph n t  bé nh t. ỗ ủ ề ầ ử ấ

Ví d : T p {..., ­ 2, ­1, 0} không có ph n t  t i ti u.ụ ậ ầ ử ố ể

c) Quan h  chia h t trên t p h p s  t  nhiên là m t quan h  th  t  b  ph n,ệ ế ậ ợ ố ự ộ ệ ứ ự ộ ậ  

nh ng không ph i là quan h  tuy n tính.ư ả ệ ế

d) Quan h  th  t  thông th ng trên t p h p s  t  nhiên là m t quan h  thệ ứ ự ườ ậ ợ ố ự ộ ệ ứ 

t  tuy n tính, h n n a đây còn là m t quan h  th  t  t t. V i ph n t  bé nh tự ế ơ ữ ộ ệ ứ ự ố ớ ầ ử ấ  

là ph n t  0, nh ng không có ph n t  l n nh t. ầ ử ư ầ ử ớ ấ

e) Trong t p các s  t  nhiên l n h n 1, s p th  t  theo quan h  chia h t cácậ ố ự ớ ơ ắ ứ ự ệ ế  

ph n t  t i ti u là các s  nguyên t . ầ ử ố ể ố ố

3.3 Các nguyên lý t ng đ ng:ươ ươ

3.3.1 Tiên đ  ch n:ề ọ  V i m i h  không r ng  các t p h p khác r ng đ u cóớ ọ ọ ỗ ậ ợ ỗ ề  

m t ánh x  sao cho  v i m i .ộ ạ ớ ọ

3.3.2 Nguyên lý s p t t: ắ ố M i t p h p không r ng đ u có th  đ c s p t tọ ậ ợ ỗ ề ể ượ ắ ố  

(t c là t n t i m t quan h  th  t  t t trên t p đó).ứ ồ ạ ộ ệ ứ ự ố ậ

3.3.3 B  đ  Zorn: ổ ề Cho X là m t t p không r ng đ c s p th  t  b i  . N uộ ậ ỗ ượ ắ ứ ự ở ế  

m i t p con A c a X đ c s p toàn ph n b i  , đ u có c n trên thì X có ph n tọ ậ ủ ượ ắ ầ ở ề ậ ầ ử  

t i đ i.ố ạ  

B. Suy lu n toán h cậ ọ

I. M nh đệ ề

1. M nh đ  s  c p ệ ề ơ ấ

Các phát bi u kh ng đ nh không th  chia nh  đ c và có giá tr  ho c đúng (1,ể ẳ ị ể ỏ ượ ị ặ  

true, yes) ho c sai (0, false, no) đ c g i là m nh đ  s  c p. Giá tr  c a m nhặ ượ ọ ệ ề ơ ấ ị ủ ệ  



đ  s  c p đ c g i là giá tr  chân lý. Kí hi u các m nh đ  s  c p b i các chề ơ ấ ượ ọ ị ệ ệ ề ơ ấ ở ữ 

cái X, Y, Z, ...

Trong bài gi ng này đ  bi u th  giá tr  chân lý "đúng", "sai" ta dùng T (true) và Fả ể ể ị ị  

(false).

Ví d :ụ

"3 là s  nguyên t " là m t m nh đ  có giá tr  chân lý là Tố ố ộ ệ ề ị

"x chia h t cho 3" không ph i là m nh đ  vì nó ch  tr  thành kh ng đ nh v i xế ả ệ ề ỉ ở ẳ ị ớ  

c  th  ho c khi thêm các l ng t  v i m i, t n t i vào tr c m nh đ .ụ ể ặ ượ ừ ớ ọ ồ ạ ướ ệ ề

"Bao gi  cho đ n tháng m i" không ph i là m t m nh đ  vì nó không ph i làờ ế ườ ả ộ ệ ề ả  

kh ng đ nh.ẳ ị

2. M nh đ , công th c m nh đệ ề ứ ệ ề

Các m nh đ  đ c thành l p t  các m nh đ  s  c p b ng các phép toán m nhệ ề ượ ậ ừ ệ ề ơ ấ ằ ệ  

đ .ề

a. Phép toán 

Các phép toán : h i (ộ �), tuy n (ể �), ph  đ nh (ủ ị � , _), kéo theo (� ) . B ng chân trả ị

X Y X �  Y X �  Y � X X �  Y
T T T F F T
T F F F F F
F T F F T T
F F F T T T

Các phép toán trên t ng đ ng v i các liên t  "và", "ho c", "không", "kéoươ ươ ớ ừ ặ  

theo"

Chú ý b ng chân tr  c a phép kéo theo ả ị ủ �  qua các câu sau đây :

Vì m t tr i m c   h ng đông nên trái đ t trònặ ờ ọ ở ướ ấ

Vì m t tr i m c   h ng tây nên trái đ t trònặ ờ ọ ở ướ ấ



Vì m t tr i m c   h ng đông nên trái đ t vuôngặ ờ ọ ở ướ ấ

Vì m t tr i m c   h ng tây nên trái đ t vuôngặ ờ ọ ở ướ ấ

V  m t th c t  khó nói đ c tính đúng sai c a 4 kh ng đ nh d ng trên. Tuyề ặ ự ế ượ ủ ẳ ị ạ  

nhiên áp d ng h  toán m nh đ  có th  th y các câu i. ii. là đúng và câu iii. là saiụ ệ ệ ề ể ấ  

và đ c bi t m t câu vô nghĩa nh  câu iv. l i là đúng.ặ ệ ộ ư ạ

b. Công th c m nh đứ ệ ề

i.     Các giá tr  T, F và các m nh đ  s  c p : X, Y, Z, ... là các công th cị ệ ề ơ ấ ứ  

m nh đệ ề

ii.    N u A, B, C ... là các công th c m nh đ  thì (A ế ứ ệ ề �  B), (A �  B), (� A), (A 

�  B) là các công th c m nh đ .ứ ệ ề

D a vào đ nh nghĩa trên đ  nh n bi t m t công th c. Ví d  : A ự ị ể ậ ế ộ ứ ụ �  B �  �  A không 

là công th c. Đ  đ n gi n (n u không nh m l n) có th  b  b t các d u ngo cứ ể ơ ả ế ầ ẫ ể ỏ ớ ấ ặ  

bao ngoài.

Ví d  : "N u anh ta cao k u, đăm chiêu và l ng l  thì tr i m a".ụ ế ề ặ ẽ ờ ư

Có nhi u cách đ  bi u di n câu trên thành m t công th c m nh đ  :ề ể ể ễ ộ ứ ệ ề

N u đ t X, Y, Z, T t ng  ng là các m nh đ  s  c p : "Anh ta cao k u"; "Anhế ặ ươ ứ ệ ề ơ ấ ề  

ta đăm chiêu"; "Anh ta l ng l ", "Tr i m a" thì ta có công th c m nh đ  là (X ặ ẽ ờ ư ứ ệ ề �  

Y �  Z) �  T

N u đ t A là công th c : "Anh ta cao k u, đăm chiêu" ; B là công th c "l ng l "ế ặ ứ ề ứ ặ ẽ  

và C là công th c "Tr i m a" thì công th c cho câu trên là (A ứ ờ ư ứ �  B) �  C.

Đ t A = "N u anh ta cao k u, đăm chiêu và l ng l  thì tr i m a". Công th c làặ ế ề ặ ẽ ờ ư ứ  

A.

Nh  v y giá tr  c a m t công th c (ho c c a m nh đ )ư ậ ị ủ ộ ứ ặ ủ ệ ề  cũng đ c tính qua giáượ  

tr  c a các công th c thành ph n, nh  A, B, C ho c A, B, C k t h p b i cácị ủ ứ ầ ư ặ ế ợ ở  



phép toán trên b ng cách l p b ng chân tr .  ằ ậ ả ị Vì v y các công th c m nh đậ ứ ệ ề  

cũng đ c xem là m t m nh đượ ộ ệ ề.

3. Tính t ng đ ng c a các công th cươ ươ ủ ứ

Hai công th c đ c g i là t ng đ ng n u nó b ng nhau v i m i b  giá trứ ượ ọ ươ ươ ế ằ ớ ọ ộ ị 

c a các m nh đ  s  c p tham gia trong công th c (th c ch t nó là t ng đ ngủ ệ ề ơ ấ ứ ự ấ ươ ươ  

lôgic, nghĩa là ch  trùng nhau v  m t giá tr  chân lý ch  không trùng nhau hoànỉ ề ặ ị ứ  

toàn v  m t c u trúc).  Kí hi u A  ề ặ ấ ệ �   B đ  ch  hai công th c A và B t ngể ỉ ứ ươ  

đ ng.ươ

Đ  ki m tra tính t ng đ ng ta l p b ng chân tr . Các ph n sau s  cho th yể ể ươ ươ ậ ả ị ầ ẽ ấ  

các cách khác đ  ki m tra tính t ng đ ng (ví d  dùng các phép bi n đ iể ể ươ ươ ụ ế ổ  

t ng đ ng).ươ ươ

Ví d : ụ l p b ng chân tr  cho các công th c t ng đ ng sau :ậ ả ị ứ ươ ươ

A �  B �  � A �  B

� (A �  B) �  � A �  � B

� � A �  A 

B ng cách l p b ng chân tr  ta d  dàng ch ng minh đ c các c p công th cằ ậ ả ị ễ ứ ượ ặ ứ  

t ng đ ng sau :ươ ươ

M t s  công th c t ng đ ngộ ố ứ ươ ươ

Tên g iọ T ng đ ngươ ươ

Lu t đ ng nh tậ ồ ấ A �  T �  A �  F �  A
Lu t nu tậ ố A �  T �  T; A �  F �  F
Lu t lu  đ ngậ ỹ ẳ A �  A �  A �  A �  A
Lu t ph  đ nh képậ ủ ị � � A �  A
Lu t h p thậ ấ ụ A �  (A �  B) �  A; A �  (A �  B) �  A
Lu t giao hoánậ A �  B �  B �  A; A �  B �  B �  B
Lu t k t h pậ ế ợ (A �  B) �  C �  A �  (B �  C); (A �  B) �  C �  A �  (B �  C)



Lu t phân ph iậ ố A �  (B �  C) �  (A �  B) �  (A �  C);

A �  (B �  C) �  (A �  B) �  (A �  C)  
Lu t De Morganậ � (A �  B) �  � A �  � B; � (A �  B) �  � A �  � B
Các công th c khácứ A �  � A �  T;  A �  � A �  F

A �  B �  � A �  B

T  b ng các công th c t ng đ ng trên (mà ta có th  xem nh  các lu t) ta cóừ ả ứ ươ ươ ể ư ậ  

th  s  d ng đ  tìm t ng đ ng rút g n c a các công th c khác.ể ử ụ ể ươ ươ ọ ủ ứ

Ví d  1ụ  : Ch ng minh r ng ứ ằ � (A �  (� A �  B)) �  � A �  � B

� � A �  � (� A �  B))  :  De Morgan

�   � A �  (A �  B) :  De Morgan

�   (� A �  A) �  (� A �  � B)  :  phân ph iố

�   F �  (� A �  � B) :  đ ng nh tồ ấ

�   (� A �  � B)

Ví d  2ụ  : Ch ng minh A ứ �  (A �  B) = A

� (A �  F) �  (A �  B) :  đ ng nh tồ ấ

� A �  (F �  B) :  phân ph iố (x   +   0y   = 

(x+0)(x+y))

� A �  (B �  F) :  giao hoán

� A �  F :  nu tố

� A :  đ ng nh tồ ấ

4. Công th c đ ng nh t đúng (sai, ti p liên)  ứ ồ ấ ế

a. Đ nh nghĩaị

N u hoàn toàn đúng (đ ng nh t đúng) ho c hoàn toàn sai (đ ng nh t sai) v iế ồ ấ ặ ồ ấ ớ  

m i b  giá tr  c a các m nh đ  s  c p. Tr ng h p còn l i g i là ti p liên.ọ ộ ị ủ ệ ề ơ ấ ườ ợ ạ ọ ế



N u A là đ ng nh t đúng thì ế ồ ấ � A là đ ng nh t sai và ng c l i.ồ ấ ượ ạ

VÝ dô 1           : A �  � A, A �  � A, � A, là các công th c đ ng nh t đúng, đ ng nh tứ ồ ấ ồ ấ  

sai, ti p liên.ế

Đ  ch ng minh A là đ ng nh t đúng ta có th  ch ng minh b ng nhi u cách :ể ứ ồ ấ ể ứ ằ ề

L p b ng chân tr  (trong tr ng h p ít m nh đ  s  c p) khi đó c t chân tr  c aậ ả ị ườ ợ ệ ề ơ ấ ộ ị ủ  

A hoàn toàn b ng T.ằ

Ch ng minh A  ứ �   T b ng các bi n đ i t ng đ ng d a trên b ng các côngằ ế ổ ươ ươ ự ả  

th c t ng đ ng   trên.ứ ươ ươ ở

Dùng m t s  cách ch ng minh gián ti p khác nh  ph n ch ng. Khi đó ta giộ ố ứ ế ư ả ứ ả 

thi t có m t b  chân tr  c a các m nh đ  s  c p sao cho A nh n giá tr  F, t  giế ộ ộ ị ủ ệ ề ơ ấ ậ ị ừ ả 

thi t này b ng các l p lu n ta d n v  m t kh ng đ nh vô lý ho c mâu thu n v iế ằ ậ ậ ẫ ề ộ ẳ ị ặ ẫ ớ  

các k t qu  đã bi t.ế ả ế

Ví d :ụ  Ch ng minh công th c (A ứ ứ �  B) �  (A �  B) là đ ng nh t đúng.ồ ấ

L p b ng chân tr  : ậ ả ị

A B A �  B A �  B (A �  B) �  (A �  B)
T T T T T
T F F T T
F T F T T
F F F F T

Bi n đ i tr c ti p : (A ế ổ ự ế �  B) �  (A �  B) �  � (A �  B) �  (A �  B) �  � A �  � B �  A �  B �  

T

Ph n ch ng : Gi  thi t t n t i m t b  giá tr  c a A, B sao cho công th c trênả ứ ả ế ồ ạ ộ ộ ị ủ ứ  

nh n giá tr  c a F. T  b ng chân tr  c a phép toán X ậ ị ủ ừ ả ị ủ �  Y (ch  sai khi X đúng vàỉ  

Y sai) ta ph i có A ả �  B đúng còn A �  B sai. Hai kh ng đ nh này là mâu thu nẳ ị ẫ  



nhau do A �  B đúng khi và ch  khi c  A l n B đúng còn A ỉ ả ẫ �  B sai khi và ch  khiỉ  

c  A l n B sai. Do đó công th c trên là đ ng nh t đúng.ả ẫ ứ ồ ấ

c. Tính ch tấ

: Gi  s  A, B là các công th c. A ả ử ứ �  B khi và ch  khi A ỉ �  B và B �  A là các 

đ ng nh t đúng.ồ ấ

Ch ng   minh  ứ



Đ nh lý này cho th y m i quan h  gi a tính t ng đ ng và tính đ ng nh tị ấ ố ệ ữ ươ ươ ồ ấ  

đúng.

Ví d : ụ

A �  � � A vì c  A ả �  � � A và � � A �  A đ u là các đ ng nh t đúng.ề ồ ấ

A �  (B �  A) là công th c đ ng nh t đúng nh ng không th  kh ng đ nh A ứ ồ ấ ư ể ẳ ị �  B 

�  A, vì (B �  A) �  A ch  là ti p liên.ỉ ế

5. Lu t đ i ng uậ ố ẫ

Gi  s  A là m t công th c ch  ch a các phép toán ả ử ộ ứ ỉ ứ � , � ,  �  mà không ch a phépứ  

toán � . Trong A đ i ch  vai trò hai phép toán ố ỗ � ,  �  cho nhau và thay giá tr  c aị ủ  

c p T, F ta đ c công th c A* g i là công th c đ i ng u c a A. T  đ nh nghĩaặ ượ ứ ọ ứ ố ẫ ủ ừ ị  

d  dàng th y đ c n u B là công th c đ i ng u c a A thì A cũng là đ i ng uễ ấ ượ ế ứ ố ẫ ủ ố ẫ  

c a Bủ

VÝ dô 2           : Đ i ng u c a công th c X ố ẫ ủ ứ �  (Y �  � X) là công th c X ứ �  (Y �  � X)



Đ nh lý: Cho A(X) và B(X) là các công th c, trong đó X là b  các m nh đị ứ ộ ệ ề 

s  c p. G i B(X) là công th c đ i ng u c a A(X). ơ ấ ọ ứ ố ẫ ủ Khi đó ta có : 

A(� X) �  � B(X) và B(� X) = � A(X)

� A(� X) �  B(X) và � B(� X) �  A(X)

Ch ng minhứ

Ch ng minh theo đ nh nghĩa đ  quy c a công th c A dùng lu t De Morgan.ứ ị ệ ủ ứ ậ



Ví dụ

Cho  A(X, Y, Z) = (X �  � Y) �  (Y �  � Z)  �   A*(X, Y, Z) = (X �  � Y) �  (Y �  � Z) 

ta có : � A*(� (X, Y, Z)) �   � ((� X �  Y) �  (� Y �  Z) 

� � (� X �  Y) �  � (� Y �  Z)  (De Morgan) 

�   (X �  � Y) �  (Y �  � Z)

� A

V y A(X, Y, Z) ậ �  � A*(� (X, Y, Z)).

Đ nh lý :ị   Đ i ng u c a 2 công th c t ng đ ng là 2 công th c t ngố ẫ ủ ứ ươ ươ ứ ươ  

đ ng.ươ

Ch ng minhứ

Qui   n p   theo   đ nh   nghĩa   c a   công   th c.ạ ị ủ ứ





Ví d : ụ A �  (A �  B) �  A Lu t h p thậ ấ ụ

� A �  (A �  B) �  A cũng đúng và là h p thấ ụ

(đ i ng u c a A ố ẫ ủ �  (A �  B) là A �  (A �  B), còn đ i ng u c a A là A)ố ẫ ủ

ho c các công th c khác nh  công th c De Morgan, công th c phân ph i, k tặ ứ ư ứ ứ ố ế  

h p ...ợ

6. Lu t thay thậ ế

Gi  s  A là công th c m nh đ  ch a kí hi u m nh đ  s  c p X. Khi đó thayả ử ứ ệ ề ứ ệ ệ ề ơ ấ  

m t ho c m t s  bát k  v  trí X trong A b i m t công th c m nh đ  B nào đó taộ ặ ộ ố ỳ ị ở ộ ứ ệ ề  

s  nh n đ c công th c m nh đ  m i kí hi u A(X|B).ẽ ậ ượ ứ ệ ề ớ ệ

Đ nh lý: N u A(X) là đ ng nh t đúng thì A(X|B) cũng là đ ng nh t đúngị ế ồ ấ ồ ấ  

v i m i công th c B b t k .ớ ọ ứ ấ ỳ

Ch ng minh ứ

Ch ng   minh   theo   đ nh   nghĩa   c a   công   th c   đ ng   nh t   đúng.ứ ị ủ ứ ồ ấ



Ví d :ụ  (A �  B) �  A là đ ng nh t đúng. Do đó thay A b i (ồ ấ ở � B �  A) ta nh n đ cậ ượ  

công th c ((ứ � B �  A) �  B) �  (� B �  A) cũng là đ ng nh t đúng.ồ ấ

7. Lu t k t lu n ậ ế ậ

Đ nh lý: N u A và A ị ế �  B là các công th c đ ng nh t đúng thì B cũng làứ ồ ấ  

công th c đ ng nh t đúngứ ồ ấ



Ch ng   minh   b ng   ph ng   pháp   Ph n   ch ng.ứ ẳ ươ ả ứ



II. bài toán tho  đ cả ượ

M t công th c m nh đ  A g i là tho  đ c n u t n t i m t b  giá tr  c a cácộ ứ ệ ề ọ ả ượ ế ồ ạ ộ ộ ị ủ  

m nh đ  s  c p sao cho công th c có giá tr  đúng (T).ệ ề ơ ấ ứ ị

Nh  v y m t công th c A là không tho  đ c khi nó không ph i là đ ng nh tư ậ ộ ứ ả ượ ả ồ ấ  

sai t c ứ � A không ph i là đ ng nh t đúng. Do v y đ  gi i bài toán tho  đ c taả ồ ấ ậ ể ả ả ượ  

đ a v  xét bài toán đ ng nh t đúng. N u ư ề ồ ấ ế � A không là đ ng nh t đúng thì A làồ ấ  

tho  đ c.ả ượ

D  th y có t n t i thu t toán tìm đ ng nh t đúng. Ví d  l p b ng chân tr . Tuyễ ấ ồ ạ ậ ồ ấ ụ ậ ả ị  

nhiên ph ng pháp này có đ  ph c t p l n (O(2ươ ộ ứ ạ ớ n)). Do v y ta đ a ra m t cáchậ ư ộ  

khác ki m tra tính đ ng nh t đúng v i đ  ph c t p bé h n.ể ồ ấ ớ ộ ứ ạ ơ

Gi  thi t c n ki m tra m t công th c A là đ ng nh t đúng ? Gi  sả ế ầ ể ộ ứ ồ ấ ả ử  

A ch a 64 bi n m nh đ  s  c p. N u làm theo ph ng pháp li t kêứ ế ệ ề ơ ấ ế ươ ệ  

b ng chân tr  ta s  thu đ c b ng v i 2ả ị ẽ ượ ả ớ 64 dòng. Gi  thi t m t máyả ế ộ  

tính ki m tra đ c giá tr  c a công th c v i t c đ  1 dòng/giây. Khiể ượ ị ủ ứ ớ ố ộ  

đó đ  ki m tra h t b ng chân tr  máy tính ph i m t 2ể ể ế ả ị ả ấ 64 giây. M i nămỗ  

có 365 x 24 x 3600 giây < 512 x 32 x 4096 = 29 x 25 x 214 = 228 giây. Do 

v y th i gian c n là 2ậ ờ ầ 36 năm �  109 năm = 1 t  năm.ỷ

1. Tuy n (h i) s  c pể ộ ơ ấ

Đ nh nghĩaị  : Tuy n (h i) các m nh đ  và ph  đ nh c a nó đ c g i là tuy nể ộ ệ ề ủ ị ủ ượ ọ ể  

(h i) s  c pộ ơ ấ

Đ nh lý: Đi u ki n c n và đ  đ  m t TSC đ ng nh t đúng là trong tuy nị ề ệ ầ ủ ể ộ ồ ấ ể  

đó có ch a m t m nh đ  đ ng th i v i ph  đ nh c a nó và đ  m t HSCứ ộ ệ ề ồ ờ ớ ủ ị ủ ể ộ  



đ ng nh t sai là trong h i đó có ch a m t m nh đ  đ ng th i v i phồ ấ ộ ứ ộ ệ ề ồ ờ ớ ủ 

đ nh c a nó.ị ủ

Ch ng   minh   (dành   cho   h c   sinh   nh   m t   bài   t p)ứ ọ ư ộ ậ



8. D ng chu n t c tuy n (h i)ạ ẩ ắ ể ộ

Đ nh nghĩaị  

Gi  s  A là m t công th c và A' là công th c t ng đ ng c a A. N u A' làả ử ộ ứ ứ ươ ươ ủ ế  

m t tuy n c a các HSC thì A' đ c g i là d ng chu n t c tuy n c a A.ộ ể ủ ượ ọ ạ ẩ ắ ể ủ

Gi  s  A'' là công th c t ng đ ng c a A. N u A' là m t h i c a các TSC thìả ử ứ ươ ươ ủ ế ộ ộ ủ  

A' đ c g i là d ng chu n t c h i c a A.ượ ọ ạ ẩ ắ ộ ủ

Đ nh lý: Đi u ki n c n và đ  đ  A đ ng nh t đúng là trong d ng chu nị ề ệ ầ ủ ể ồ ấ ạ ẩ  

t c h i c a nó m i TSC đ u ph i ch a ít nh t m t m nh đ  s  c p cùngắ ộ ủ ọ ề ả ứ ấ ộ ệ ề ơ ấ  

v i ph  đ nh c a nó.ớ ủ ị ủ

Đi u ki n c n và đ  đ  A đ ng nh t sai là trong d ng chu n t c tuy n c a nóề ệ ầ ủ ể ồ ấ ạ ẩ ắ ể ủ  

m i HSC đ u ph i ch a ít nh t m t m nh đ  s  c p cùng v i ph  đ nh c a nó.ọ ề ả ứ ấ ộ ệ ề ơ ấ ớ ủ ị ủ

Ch ng minh (dành cho h c sinh nh  m t bài t p)ứ ọ ư ộ ậ



9. Thu t toán ki m tra h ng đúngậ ể ằ

Đ  xây d ng d ng chu n t c tuy n ta theo các b c : ể ự ạ ẩ ắ ể ướ

Kh  ử �  



Dùng De Morgan và phân ph i đ a v  ch  3 phép toán ố ư ề ỉ � , � , � .

Đ a công th c v  d ng chu n t cư ứ ề ạ ẩ ắ

Ví d :ụ  X �  (Y �  X) = � X �  � Y �  X

là d ng chu n t c tuy n v i ba HSC là ạ ẩ ắ ể ớ � X, � Y, X

là d ng chu n t c h i v i m t TSC là ạ ẩ ắ ộ ớ ộ � X �  � Y �  X nên là đ ng nh t đúng.ồ ấ

III. V ng  và l ng tị ữ ượ ừ

1. V  ngị ữ

Xét các câu có liên quan đ n bi n nh   :ế ế ư

P(x) := x > 3

Q(x,y) := x = y + 3

R(x,y,z) := x + y + z = 0

Các câu trên có giá tr  (T, F, 1, 0) ch  khi x, y, z nh n giá tr  c  th .ị ỉ ậ ị ụ ể

P, Q, R đ c g i là các hàm m nh đ , x, y, z là các bi n và "tính ch t",ượ ọ ệ ề ế ấ  

"ràng bu c" c a x, y, z là v  ng . Ví d  đ i v i hàm m nh đ  P(x), x làộ ủ ị ữ ụ ố ớ ệ ề  

bi n và "l n h n 3" là v  ng .ế ớ ơ ị ữ

V i các giá tr  c  th  c a x, y, z thì P, Q, R có giá tr  chân lý. Ví d  P(1) = ớ ị ụ ể ủ ị ụ F, 

P(4) = T.

10. L ng tượ ừ

Đ  hàm m nh đ  nh n giá tr  ta c n xét giá tr  c  th  c a các bi n. Tuy nhiênề ệ ề ậ ị ầ ị ụ ể ủ ế  

m t hàm m nh đ  cũng có th  đ c l ng t  hoá đ  nh n giá tr .ộ ệ ề ể ượ ượ ừ ể ậ ị

b. L ng t  "v i m i"  ượ ừ ớ ọ

� xP(x) = 1 �  P(x) đúng v i m i x trong không gian.ớ ọ

VÝ dô 3           : � x. x2 �  0 là m t m nh đ  đúng. ộ ệ ề Hàm m nh đ  P(x) là xệ ề 2 �  0.

Trong tr ng h p không gian là h u h n thì P(x) ườ ợ ữ ạ �  P(x1) �  P(x2) �  ... �  P(xn)



d. L ng t  "t n t i" ượ ừ ồ ạ

� xP(x) = 1 �  P(x) đúng v i m t x nào đó trong không gian.ớ ộ

VÝ dô 4           : � x. x2 = 0 là m t m nh đ  đúng. ộ ệ ề Hàm m nh đ  P(x) là xệ ề 2 = 0.

Trong tr ng h p không gian là h u h n thì P(x) ườ ợ ữ ạ �  P(x1) �  P(x2) �  ... �  P(xn)

e. Bi n ràng bu c và t  do ế ộ ự

Ràng bu c n u đ c l ng t  hoá và t  do thì ng c l i.ộ ế ượ ượ ừ ự ượ ạ

Nh  v y đ  m t hàm m nh đ  tr  thành m nh đ  thì t t c  các bi n c a nóư ậ ể ộ ệ ề ở ệ ề ấ ả ế ủ  

ph i ràng bu c. ả ộ

Chú ý : Th  t  c a các l ng t  là quan tr ng.ứ ự ủ ượ ừ ọ

VÝ dô 5           : � x� y. xy = 1 (x �  R\{0}) có giá tr  1 còn ị � y� x. xy = 1 có giá trị 

0.

f. Bi u th c logic v i l ng t  ể ứ ớ ượ ừ

M t bi u th c lôgic (công th c) không có các bi n t  do s  thành m t m nh độ ể ứ ứ ế ự ẽ ộ ệ ề 

thông th ng. T  đó ta cũng có th  áp d ng các phép toán lôgic trên nó và có thườ ừ ể ụ ể 

xét tính đ ng nh t đúng ho c tính t ng đ ng c a 2 công th c lôgic nh  trongồ ấ ặ ươ ươ ủ ứ ư  

đ i s  m nh đ .ạ ố ệ ề

Có th  k t h p các l ng t  thành m t bi u th c lôgic :ể ế ợ ượ ừ ộ ể ứ

Ví d  đ  đ nh nghĩa L là gi i h n c a hàm f(x) :ụ ể ị ớ ạ ủ

� �  � �  � x (0 < |x ­ a| < �  �  |f(x) ­ L| < � )

Ho c có th  d  dàng ch ng minh đ c (bài t p cho sinh viên)ặ ể ễ ứ ượ ậ

� � xP(x) �  � x� P(x) và � � xP(x) �  � x� P(x) 

11. D ch câu sang bi u th c lôgicị ể ứ

Cũng gi ng nh  d ch các câu nói thông th ng sang m nh đ  trong ti t tr c, ố ư ị ườ ệ ề ế ướ ở 

đây ta cũng c n tách câu thành các hàm m nh đ  liên quan nhau b i các phépầ ệ ề ở  

toán lôgic. Bi u di n t ng hàm m nh đ  m t và n i l i b ng phép toán.ể ễ ừ ệ ề ộ ố ạ ằ



Ví d : "M i ng i đ u có m t và ch  m t ng i b n t t nh t" ụ ọ ườ ề ộ ỉ ộ ườ ạ ố ấ

Có th  tách thành 2 hàm m nh đ  : “m i ng i đ u có m t ng i b n t t nh t”ể ệ ề ọ ườ ề ộ ườ ạ ố ấ  

và

“m i ng i đ u có ch  m t ng i b n t t nh t”. Đây là 2 hàm m nh đ  có liênọ ườ ề ỉ ộ ườ ạ ố ấ ệ ề  

quan đ n nhau và có th  bi u di n đ c b i m t hàm m nh đ  : B(x,y) = "y làế ể ể ễ ượ ở ộ ệ ề  

b n t t nh t c a x"ạ ố ấ ủ

� x � y (B(x,y) �  � z(z �  y �  � B(x,z))

Ví d : (bài t p cho sinh viên)ụ ậ

"T t c  s  t  đ u hung d "ấ ả ư ử ề ữ � x(P(x) �  Q(x))

"M t s  s  t  không u ng cà phê"ộ ố ư ử ố � x(P(x) �  � R(x))

"M t s  sinh v t hung d  không u ng càfê "ộ ố ậ ữ ố � x(Q(x) �  � R(x))

P(x) = "x là s  t ", Q(x) = "x hung d ", R(x) = "x u ng cà phêư ử ữ ố

C n phân bi t ầ ệ � x(P(x) �  � R(x)) và � x(P(x) �  � R(x)) (bài t p)ậ

IV.Các ph ng pháp ch ng minhươ ứ

1. Các qui t c suy di nắ ễ

Đ nh lý là m t m nh đ  có th  ch ng minh là đúng đ n. Đ  ch ng minh tínhị ộ ệ ề ể ứ ắ ể ứ  

đúng c a m nh đ  ta có th  xu t phát t  các m nh đ  đ c ch p nh n đúngủ ệ ề ể ấ ừ ệ ề ượ ấ ậ  

ban đ u g i là tiên đ  và t  nhi u ph ng pháp b ng nhi u qui t c suy lu nầ ọ ề ừ ề ươ ằ ề ắ ậ  

toán h c ta rút ra các m nh đ  đúng ti p theo kéo thành dãy và k t thúc thànhọ ệ ề ế ế  

m nh đ  c n ch ng minh. Trong th c t  ta th ng xu t phát t  nh ng m nhệ ề ầ ứ ự ế ườ ấ ừ ữ ệ  

đ  trung gian (ho c các ề ặ b  đêổ ) đã đ c ch ng minh là đúng đ n. ượ ứ ắ

B ng sau là m t s  qui t c suy lu n quan tr ng th ng đ t trên c  s  các đ ngả ộ ố ắ ậ ọ ườ ặ ơ ở ồ  

nh t đúng trong lôgic m nh đ  và lôgic v  t . Chúng ta có th  xây d ng r tấ ệ ề ị ừ ể ự ấ  

nhi u các qui t c suy di n nh  v y d a trên các đ ng nh t đúng tuy nhiên ta chề ắ ễ ư ậ ự ồ ấ ỉ 

xét các suy di n t ng đ i đ n gi n d  nh  và d  áp d ng.ễ ươ ố ơ ả ễ ớ ễ ụ



Tên g iọ Đ ng nh t đúngồ ấ Qui t c suy di nắ ễ
C ngộ p �  (p �  q) p �  p �  q
Rút g nọ (p �  q) �  p p �  q �  p
K t lu n (modus ponens)ế ậ ((p �  q) �  p) �  q p �  q , p �  q
K t lu n ph  đ nh ế ậ ủ ị

(modus tollens)

((p �  q) �  � q) �  � p p �  q , � q �  � p

Tam đo n lu nạ ậ ((p �  q)�(q �  r))� (p �  r) p �  q , q �  r �  p �  r
Tam đo n lu n tuy nạ ậ ể ((p �  q) �  � p) �  q p �  q , � p �  q

Các ví d  : ụ

M t tr i m c   h ng đông ho c qu  đ t vuông là m t đ nh lý.ặ ờ ọ ở ướ ặ ả ấ ộ ị

Tam giác là đa giác có 3 c nh và 3 góc. Do v y tam giác là đa giác có 3 c nh.ạ ậ ạ

Ta đã bi t 2 đ nh lý : 3 là s  l  và n u n là m t s  l  thì n+1 chia h t cho 2. V yế ị ố ẻ ế ộ ố ẻ ế ậ  

4 = 3+1 chia h t cho 2 vì 3 là m t s  l .ế ộ ố ẻ

n là m t s  l  thì n+1 chia h t cho 2. 8+1 không chia h t cho 2 v y 8 khôngộ ố ẻ ế ế ậ  

ph i là s  l .ả ố ẻ

Đã bi t : n u năm chia ch n cho 4 thì là năm nhu n và n u năm nhu n thì thángế ế ẵ ậ ế ậ  

2 có 29 ngày. V y tháng 2 năm 2000 có 29 ngày.ậ

Hi n nay tr i đang m a ho c có nhi u mây. N u hi n nay tr i không m a thìệ ờ ư ặ ề ế ệ ờ ư  

có nhi u mây. ề

Suy lu n có c  s  :  ậ ơ ở Các suy lu n dùng qui t c suy di n d a trên công th cậ ắ ễ ự ứ  

đ ng nh t đúng.ồ ấ

Ngu  bi n : ỵ ệ Các suy lu n dùng qui t c suy di n d a trên đ ng nh t sai ho cậ ắ ễ ự ồ ấ ặ  

ti p liên  ế

M t suy lu n có c  s  có th  d n đ n k t qu  đúng ho c sai tu  thu c vào cácộ ậ ơ ở ể ẫ ế ế ả ặ ỳ ộ  

gi  thi t đúng ho c sai. M t ngu  bi n luôn luôn d n đ n k t qu  không đ cả ế ặ ộ ỵ ệ ẫ ế ế ả ượ  

ch p nh n (luôn luôn sai).ấ ậ



Ví d  v  suy lu n có c  s  :ụ ề ậ ơ ở  

C t chân cào cào, hô nh y cào cào không nh y v y tai cào cào n m   chân.ắ ả ả ậ ằ ở

N u a = b thì aế 2 = ab �  a2 ­ b2 = ab ­ b2 = b(a ­ b). M t khác aặ 2 ­ b2 = (a ­ b)*(a + 

b). Đ n gi n a ­ b ta đ c a + b = b ơ ả ượ �  2 = 1 là các suy lu n có c  s  nh ng d nậ ơ ở ư ẫ  

đ n các k t qu  sai vì đã s  d ng nh m gi  thi t. ế ế ả ử ụ ầ ả ế

Ví d  v  ngu  bi n :ụ ề ỵ ệ  

N u có ti n tôi s  mua ô tô, vì tôi mua ô tô nên tôi có ti n. S  d ng sai côngế ề ẽ ề ử ụ  

th c : ((p ứ �  q) �  q) �  p)

N u n là s  nguyên t  thì nế ố ố 2 là s  l . ố ẻ Vì 81 là s  l  nên 9 là s  nguyên t . ố ẻ ố ố Sử 

d ng sai công th c : ((p ụ ứ �  q) �  q) �  p)

S a có màu tr ng, con cò cũng có màu tr ng, v y s a là con cò. S  d ng saiữ ắ ắ ậ ữ ử ụ  

công th c : ((p ứ �  q) �  (r �  q)) �  (p �  r)

D a trên các qui t c suy di n ta có các ph ng pháp ch ng minh sau.ự ắ ễ ươ ứ

12. Các ph ng pháp ch ng minhươ ứ

 C n ch ng minh p ầ ứ

Dùng ph n ch ng. Gi  thi t ả ứ ả ế � p �  F. Vì � p �  F đúng �  � p sai. Ví d  : căn 2ụ  

là vô t . ỷ

C n ch ng minh p ầ ứ �  q

r ng : Ch  ra p saiỗ ỉ

t m th ng : Ch  ra q đúngầ ườ ỉ

tr c ti p : Dùng trung gian t  p đ n q. Ví d  : n l  ự ế ừ ế ụ ẻ �  n2 l .ẻ

gián ti p : D a trên công th c p ế ự ứ �  q �   � q �   � p. Ta s  ch ng minh ẽ ứ � q �   � p 

b ng tr c ti p ho c b ng m t cách b t k  nào đó. T  đó suy ra p ằ ự ế ặ ằ ộ ấ ỳ ừ �  q. Ví d  :ụ  

n u 3n + 2 l  thì n l .ế ẻ ẻ



Cách ch ng minh này cũng có th  đ c quan ni m nh  ch ng minh b ng ph nứ ể ượ ệ ư ứ ằ ả  

ch ng, ch ng minh b ng mâu thu n ph  thu c vào cách trình bày. Ch ng minhứ ứ ằ ẫ ụ ộ ứ  

b ng ph n ch ng khi ta quan ni m m nh đ  p ằ ả ứ ệ ệ ề �  q nh  m t m nh đ  p khôngư ộ ệ ề  

c n phân chia. Ch ng minh b ng mâu thu n (ho c cũng g i là ph n ch ng) khiầ ứ ằ ẫ ặ ọ ả ứ  

ta gi  thi t p đúng và ả ế � q đúng khi đó suy ra đ c ượ � p, t c d n đ n mâu thu n vìứ ẫ ế ẫ  

có p và  � p. Minh ho  cho nh n xét này là ch ng minh A ạ ậ ứ �   (B �  A) là h ngằ  

đúng :

Ph n ch ng : gi  thi t A ả ứ ả ế �  (B �  A) = F �  A = T và B �  A = F �  B = T và A = 

F, nh  v y ta có A = T và A = F => mâu thu nư ậ ẫ

Gián ti p : xem p = A và q = B ế �  A, gi  thi t ả ế � q t c B ứ �  A = F �  B = T, A = F 

t c ứ � p v y p ậ �  q

Mâu thu n : Gi  thi t có p t c A = T, và ẫ ả ế ứ � q t c B ứ �  A = F t c A = F dãn đ nứ ế  

mâu thu n.ẫ

C n ch ng minh (pầ ứ 1 �  p2 �  ... �  pn) �  q 

Ch ng minh t ng tr ng h p : (pứ ừ ườ ợ 1 �  q) �  (p2 �  q) �  ... �  (pn �  q).

Ví dụ  : N u n không chia h t cho 3 thì nế ế 2  �   1 (mod 3). Tách n thành 2 

tr ng h p chia 3 d  1 và chia 3 d  2.ườ ợ ư ư

C n ch ng minh p ầ ứ �  q

Ch ng minh p ứ �  q và q �  p.

Ví dụ  : Cho R là m t quan h  t ng đ ng. Các đi u sau đây là t ngộ ệ ươ ươ ề ươ  

đ ngươ

aRb

[a]R = [b]R

[a] �  [b] �  �

C n ch ng minh ầ ứ � xP(x)



Ch ng minh b ng ki n thi t : Ch  ra x. Ví d  : v i m i n, t n t i n s  nguyênứ ằ ế ế ỉ ụ ớ ọ ồ ạ ố  

liên ti p là h p s . T c ế ợ ố ứ � n� x (x + i) là h p s  (i=1..n). L y x = (n + 1)! + 1.ợ ố ấ

Tr c ti p ho c ph n ch ng : Ví d  xự ế ặ ả ứ ụ 3  ­ 3x + 1 = 0 có nghi m trên [0, 1]. ápệ  

d ng đ nh lý đ i d u. Ho c c n ch ng minh v i b t k  dãy 5 s  liên ti p luônụ ị ổ ấ ặ ầ ứ ớ ấ ỳ ố ế  

t n t i m t s  chia h t cho 5.ồ ạ ộ ố ế

C n ch ng minh ầ ứ � xP(x) đúng

Ch ng minh tr c ti p ho c qui n p n u x ứ ự ế ặ ạ ế �  N.

VÝ dô 6           : � n.1+2+...+ n = n(n+1)/2. Có n/2 c p n+1 (n ch n) ho c (n+1)/2ặ ẵ ặ  

c p n (n l , thêm 0).ặ ẻ

C n ch ng minh ầ ứ � xP(x) sai

Ch ng minh ứ � x� P(x), t c ch  ra ph n ví d .ứ ỉ ả ụ

VÝ dô 7           : ch ng minh v i m i x nguyên t  x + 2 là nguyên t .ứ ớ ọ ố ố

V. Ph ng pháp quy n pươ ạ

1. Ph ng pháp qui n pươ ạ

a. Ph ng phápươ

Quy n p toán h c là ph ng pháp r t quan tr ng, th ng dùng đ  ch ng minhạ ọ ươ ấ ọ ườ ể ứ  

các m nh đ  d ng ệ ề ạ � nP(n) trong đó n là m t s  nguyên d ng tùy ý.ộ ố ươ

Quá trình ch ng minh P(n) là đúng v i m i s  nguyên d ng n bao g m haiứ ớ ọ ố ươ ồ  

b c:ướ

B c c  sướ ơ ở. Ch  ra m nh đ  P(1) là đúng.ỉ ệ ề

B c quy n pướ ạ . Ch ng minh phép kéo theo P(n)  ứ �  P(n+1) là đúng v i m i sớ ọ ố 

nguyên d ng n, trong đó P(n) đ c g i là ươ ượ ọ gi  thi t quy n pả ế ạ . 

Theo cách vi t c a các quy t c suy lý k  thu t ch ng minh này có d ng nh  sau:ế ủ ắ ỹ ậ ứ ạ ư

(P(1) �  � n(P(n) �  P(n+1)) �  � nP(n)



Khi s  d ng quy n p toán h c đ  ch ng minh đ nh lý, tr c tiên ta ch  ra P(1) làử ụ ạ ọ ể ứ ị ướ ỉ  

đúng. Sau đó ta bi t P(2) là đúng, vì P(1) suy ra P(2). Ti p theo P(3) đúng vì P(2)ế ế  

suy ra P(3). C  ti p t c nh  v y ta có P(k) đúng v i m i k nguyên d ng tùy ý. ứ ế ụ ư ậ ớ ọ ươ

Có th  gi i thích ph ng pháp này b ng hình  nh c a dãy ng i x p hàng liênể ả ươ ằ ả ủ ườ ế  

ti p nhau. Gi  s  có m t tin m t và n u m t ng i trong dãy bi t tin này thì l pế ả ử ộ ậ ế ộ ườ ế ậ  

t c anh ta s  ti t l  cho ng i đ ng sau mình. Khi đó n u ng i 1 bi t tin m tứ ẽ ế ộ ườ ứ ế ườ ế ậ  

này thì P(1) là đúng, sau đó P(2) cũng đúng vì ng i m t nói cho ng i hai,ườ ộ ườ  

ng i hai l i nói cho ng i 3, t c là P(3) đúng v..v. C  nh  v y, theo quy n pườ ạ ườ ứ ứ ư ậ ạ  

toán h c, m i ng i trong hàng đ u bi t đi u bí m t. M t cách minh h a khácọ ọ ườ ề ế ề ậ ộ ọ  

là m t dãy quân c  đô­mi­nô có nhãn là 1,2,3,.. đang đ ng trên m t bàn. Gi  sộ ờ ứ ặ ả ử 

P(n) là m nh đ  “quân đô­mi­nô n b  đ ”. N u quân 1 b  đ , t c là P(1) đúng, vàệ ề ị ổ ế ị ổ ứ  

n u quân n đ  thì quân (n+1) cũng đ , t c là n u P(n) ế ổ ổ ứ ế �  P(n+1) là đúng, thì khi 

đó t t c  các quân đô­mi­nô đ u b  đ .ấ ả ề ị ổ

b. Tính đúng đ n c a ph ng pháp qui n pắ ủ ươ ạ

Đ  ch ng minh ph ng pháp quy n p toán h c là đúng đ nể ứ ươ ạ ọ ắ   ta c n gi i thíchầ ả  

chúng d a trên tiên đ  s p t t c a t p các s  nguyên. ự ề ắ ố ủ ậ ố

Tiên đ  phát bi u : ề ể M i t p s  nguyên không âm luôn có ph n t  nh  nh tọ ậ ố ầ ử ỏ ấ .

Gi  s  ta đã ch ng minh P(1) là đúng và m nh đ  P(n) ả ử ứ ệ ề �  P(n+1) cũng đã đ cượ  

ch ng minh là đúng v i m i s  nguyên d ng n. Gi  thi t có ít nh t m t sứ ớ ọ ố ươ ả ế ấ ộ ố 

nguyên d ng sao cho P(n) là sai. Khi đó t p S bao g m các s  nguyên d ng nươ ậ ồ ố ươ  

mà P(n) sai là không r ng. Theo tiên đ  s p t t, S có ph n t  nh  nh t, g a s  làỗ ề ắ ố ầ ử ỏ ấ ỉ ử  

k. Vì P(1) đúng nên k > 1. Do 0 < k­1 < k nên k­1 không thu c S, t c là P(k­1)ộ ứ  

đúng. Nh ng vì m nh đ  P(k­1) ư ệ ề �  P(k) là đúng, ta suy ra P(k) là đúng. Đi u nàyề  

vô lý vì k thu c S. Do v y, P(n) là đúng v i m i n nguyên d ng.ộ ậ ớ ọ ươ

(Ví d  v  tiên đ  s p t t :ụ ề ề ắ ố  Ch ng minh : n u a là m t s  nguyên và d là m t sứ ế ộ ố ộ ố 

nguyên d ng khi đó có duy nh t các s  nguyên q và r sao cho 0 ươ ấ ố �  r < d và a = 

dq + r.



Ch ng minhứ  : Gi  s  S là t p các s  nguyên không âm d ng a ­ dq trong đó q làả ử ậ ố ạ  

m t s  nguyên. T p này không r ng vì ­dq có th  l n tùy ý b ng cách ch n q âmộ ố ậ ỗ ể ớ ằ ọ  

có tr  tuy t đ i đ  l n. Theo tính đ c s p t t, S có s  nh  nh t là r = a ­ dqị ệ ố ủ ớ ượ ắ ố ố ỏ ấ 0. 

Rõ ràng r < d, vì n u ng c l i ta xét s  a ­ d(qế ượ ạ ố 0+1) = (a ­ dq0) ­ d = r ­ d �  0 t cứ  

là a ­ d(q0+1) thu c t p S mà l i nh  h n r. Đó là đi u vô lý. Do v y có các sộ ậ ạ ỏ ơ ề ậ ố 

nguyên q, r sao cho a = dq + r và 0 �  r < d. Tính duy nh t c a q và r cho có thấ ủ ể 

đ c ch ng minh d  dàng)ượ ứ ễ

Chú ý :   b c c  s  thay cho 1 có th  là m t k nào đó, khi đó   b c qui n pở ướ ơ ở ể ộ ở ướ ạ  

c n ch ng minh P(n) ầ ứ �  P(n+1) v i n ớ �  k.

Ví d  ụ

Ví d  : 1 + 2 + ... + n = n(n+1)/2ụ

Ví d  : M i s  nguyên l n h n 1 đ u có th  phân tích thành tích c a các th a sụ ọ ố ớ ơ ề ể ủ ừ ố 

ng. tố

Ví d  : S  h ng dãy Fibonaci f(n) = ụ ố ạ

Ví d : Màu ng a gi ng nhauụ ự ố

Ví d  : aụ n = 1. a0 = 1. Gi  s  đúng v i ả ử ớ � n. an+1 = an*a = an/an­1 * an

Ví d : Các s  đi u hòa Hụ ố ề k, k = 1,2,3,... đ c đ nh nghĩa nh  sau : ượ ị ư

Ví d : Ch ng minh r ng:  trong đó n là s  nguyên không âm.ụ ứ ằ ố

Ch ng minhứ

Gi  s  P(n) là m nh đ  “ “. ả ử ệ ề

B c c  s  : P(0) là đúng vì .ướ ơ ở

B c quy n p : Gi  s  P(n) đúng, t c là ta có . Đ  ch ng minh P(n+1)ướ ạ ả ử ứ ể ứ  

đúng, ta th c hi n các phép bi n đ i nh  sau:ự ệ ế ổ ư

 



 (do gi  thi t quy n p)ả ế ạ

 (vì có 2n  s  h ng m i s  không nh  h n 1/2ố ạ ỗ ố ỏ ơ n+1)

Đó là đi u c n ch ng minh. Nh  v y b t đ ng th c v  các s  đi u hòa đúngề ầ ứ ư ậ ấ ẳ ứ ề ố ề  

v i   các   s   nguyên   không   âm.  ớ ố



VÝ dô 8           : B ng quy n p toán h c ch ng minh đ nh lu t DeMorgan t ngằ ạ ọ ứ ị ậ ổ  

quát: 

trong đó A1, A2,...,An là các t p con c a t p toàn th  U và n 2.ậ ủ ậ ể

Gi  s  P(n) là đ ng th c c n ch ng minh.ả ử ẳ ứ ầ ứ

B c c  s  : Rõ ràng P(2) là đúng vì   chính là đ nh lu t DeMorgan mà ta đãướ ơ ở ị ậ  

ch ng minh trong ch ng 1.ứ ươ

B c quy n p : Gi  s  P(n) là đúng, t c là :ướ ạ ả ử ứ

Đ  ch ng minh P(n+1) đúng ta gi  s  Aể ứ ả ử 1, A2,...,An, An+1 là các t p con c a t pậ ủ ậ  

toàn th  U. Khi đó s  d ng gi  thi t quy n p ta có:ể ử ụ ả ế ạ

Đây chính là đi u c n ch ng minh.ề ầ ứ

Ch ng . Tính toán và xác su tươ ấ

I. Tính toán



1.   Nguyên lý c ng:ộ

Gi  s  đ  làm công vi c A có th  đ c ti n hành theo m t trong k ph ngả ử ể ệ ể ượ ế ộ ươ  

pháp

­ Ph ng pháp 1 có nươ 1 cách làm

­ Ph ng pháp 2 có nươ 2 cách làm

….

­ Ph ng pháp k có nươ k cách làm

Khi đó s  cách làm công vi c A là: nố ệ 1 + n2 +..+ nk

­ Phát bi u   d ng t p h p:v i A ể ở ạ ậ ợ ớ � B =  �  thì |A� B| = |A|+|B|

VD1: M t khóa h c có 3 danh sách l a ch n các bài th c hành. Danh sách thộ ọ ự ọ ự ứ 

nh t có 10 bài, danh sách th  2 có 15 bài và danh sách th  3 có 25 bài. M i h cấ ứ ứ ỗ ọ  

sinh đ c ch n m t trong 3 danh sách m t bài đ  th c hành. H i m i h c sinhượ ọ ộ ộ ể ự ỏ ỗ ọ  

có bao nhiêu cách l a ch n bài th c hành.ự ọ ự

Gi iả

Có 10 cách l a ch n trong DS th  1, 15 cách l a ch n trong DS th  2, và 25 cáchự ọ ứ ự ọ ứ  

l a ch n trong DS th  3. ự ọ ứ

V y t ng c ng có 10+15+25 = 50 cách l a ch n.ậ ổ ộ ự ọ

VD2. M t sinh viên có th  ch n bài th c hành máy tính t  m t trong ba danhộ ể ọ ự ừ ộ  

sách t ng  ng có 23, 15 và 19 bài. ươ ứ

Gi iả

Vì v y, theo quy t c c ng có  23 + 15 + 19 = 57 cách ch n bài th c hành.ậ ắ ộ ọ ự



VD3. Chúng ta c n ch n m t sinh viên toán năm th  3 hay năm th  4 đi d  m tầ ọ ộ ứ ứ ự ộ  

h i ngh . H i có bao nhiêu cách ch n  l a m t  sinh viên nh   th  bi t r ng cóộ ị ỏ ọ ự ộ ư ế ế ằ  

100 sinh viên toán h c năm th  3 và 85 sinh viên toán h c năm th  t  ?ọ ứ ọ ứ ư

L i  gi i  :ờ ả

Ta  có  th   th c  hi n m t  trong  2  vi c  ch n  l a  khác  nhau: ch n m t sinhể ự ệ ộ ệ ọ ự ọ ộ  

viên  toán năm 3, ho c ch n m t  sinh viên  toán năm 4. ặ ọ ộ

Đ   th c hi n công vi c  th  nh t  ta có 100 cách, và đ   th c hi n công vi cể ự ệ ệ ứ ấ ể ự ệ ệ  

th  2 ta có 85 cách. V y đ  ch n m t sinh viên toán theo yêu c u ta có 100+85 =ứ ậ ể ọ ộ ầ  

185 cách.

VD4. An có 3 áo tay dài, 5 áo tay ng n. Đ  ch n 1 cái áo thì An có m y cách.ắ ể ọ ấ

2. Nguyên lý nhân:

Gi  s  m t công vi c đ c th c hi n qua n b c liên ti pả ử ộ ệ ượ ự ệ ướ ế

­ b c 1 có mướ 1 cách

­ b c 2 có mướ 2 cách 

…

­  b c n có mướ n cách. 

Khi đó s  cách ch n th c hi n công vi c là: mố ọ ự ệ ệ 1 . m2  … mn

VD1. Có 4 ph ng ti n đi l i t  Hà n i đ n TP HCM là: ô tô, tàu h a, tàu th y,ươ ệ ạ ừ ộ ế ỏ ủ  

và máy bay. Có 2 ph ng ti n đi t  TP HCM ra Côn đ o là: máy bay và t uươ ệ ừ ả ầ  

th y. H i có bao nhiêu cách đi t  HN ra Côn đ o n u b t bu c ph i qua TPủ ỏ ừ ả ế ắ ộ ả  

HCM.

Gi iả



­ M i cách đi t  HN vào TP HCM có 2 cách ra côn đ o . ỗ ừ ả

­ V y Có 4 cách đi t  HN vào TP HCM => có 4x2 = 8 cách ra côn đ o.ậ ừ ả

VD2.  Ng i ta có th  ghi nhãn cho nh ng chi c gh  trong m t gi ng đ ngườ ể ữ ế ế ộ ả ườ  

b ng m t ch  cái và m t s  nguyên d ng không v t quá 100. B ng cách nhằ ộ ữ ộ ố ươ ượ ằ ư 

v y, nhi u nh t có bao nhiêu chi c gh  có th  đ c ghi nhãn khác nhau?ậ ề ấ ế ế ể ượ

Gi iả

Th  t c ghi nhãn cho m t chi c gh  g m hai vi c, gán m t trong 26 ch  cáiủ ụ ộ ế ế ồ ệ ộ ữ  

và sau đó gán m t trong 100 s  nguyên d ng. Quy t c nhân ch  ra r ng cóộ ố ươ ắ ỉ ằ  

26.100=2600 cách khác nhau đ  gán nhãn cho m t chi c gh . Nh  v y nhi uể ộ ế ế ư ậ ề  

nh t ta có th  gán nhãn cho 2600 chi c gh .ấ ể ế ế

VD3. Gi  s  ta ph i đi t  m t đ a đi m A đ n m t đ a đi m C, ngang qua m tả ử ả ừ ộ ị ể ế ộ ị ể ộ  

đ a đi m B. Đ  đi t  A đ n B ta có 8 cách đi khác nhau, và có 6 cách đi t  B đ nị ể ể ừ ế ừ ế  

C. H i có bao nhiêu cách đ  đi t  A đ n C ?ỏ ể ừ ế

L i gi i.ờ ả

M t cách đi t  A đ n C g m 2 vi c: đi t  A đ n B, r i đi t  B đ n C. Vi c thộ ừ ế ồ ệ ừ ế ồ ừ ế ệ ứ 

nh t (đi t  A đ n B) có 8 cách th c hi n, vi c th  hai có 6 cách th c hi n. v y,ấ ừ ế ự ệ ệ ứ ự ệ ậ  

theo nguyên lý nhân, s  cách đi t  A đ n C là 8 x 6 = 48.ố ừ ế

3. Nguyên lý bù tr  ừ

Khi hai công vi c có th  đ c làm đ ng th i, ta không th  dùng quy t cệ ể ượ ồ ờ ể ắ  

c ng đ  tính s  cách th c hi n nhi m v  g m c  hai vi c. Đ  tính đúng sộ ể ố ự ệ ệ ụ ồ ả ệ ể ố 

cách th c hi n nhi m v  này ta c ng s  cách làm m i m t trong hai vi c r i trự ệ ệ ụ ộ ố ỗ ộ ệ ồ ừ 

đi s  cách làm đ ng th i c  hai vi c. Ta có th  phát bi u nguyên lý đ m nàyố ồ ờ ả ệ ể ể ế  

b ng ngôn ng  t p h p. Cho Aằ ữ ậ ợ 1, A2 là hai t p h u h n, khi đóậ ữ ạ

|A1 �  A2| = |A1| + |A2| �  |A1 �  A2|.



T  đó v i ba t p h p h u h n Aừ ớ ậ ợ ữ ạ 1, A2, A3, ta có:

   |A1 �  A2 �  A3| = |A1| + |A2| + |A3| �  |A1 �  A2| �  |A2 �  A3| �  |A3 �  A1|  +|A1 �  A2 

�  A3|

VD1. Trong m t l p h c có 50 sinh viên, có 30 ng i bi t ti ng anh, 20 ng iộ ớ ọ ườ ế ế ườ  

bi t ti ng pháp. Trong s  các sinh viên bi t ngo i ng  có 10 ng i bi t c  ti ngế ế ố ế ạ ữ ườ ế ả ế  

anh và ti ng Pháp. H i trong l p có bao nhiêu sinh viên không bi t ngo i ng .ế ỏ ớ ế ạ ữ

Gi iả

Theo công th c ta có s  sinh viên bi t ít nh t 1 trong hai ngo i ng  là 30+20­ứ ố ế ấ ạ ữ

10=40 => s  sinh viên không bi t ngo i ng  là 50­40 = 10.ố ế ạ ữ

4. Hoán v , ch nh h p, t  h pị ỉ ợ ổ ợ

a. Hoán vị

Hoán v  c a n ph n t  khác nhau là m t cách s p x p có th  t  n ph n tị ủ ầ ử ộ ắ ế ứ ự ầ ử 

đó.

Công th c tính: Pứ n = n!

Ví d  1ụ : M t bàn có 4 h c sinh, h i có bao nhiêu cách s p ch  ng i cho 4 hs đó.ộ ọ ỏ ắ ỗ ồ

Gi i:ả  

M i ph ng án l a ch n đ  x p ch  ng i là m t hoán v  t  4 h c sinh. V y cóỗ ươ ự ọ ể ế ỗ ồ ộ ị ừ ọ ậ  

4! = 24 cách.

b. Ch nh h pỉ ợ



Ch nh h p ch p k t  n ph n t  (1 ỉ ợ ậ ừ ầ ử �  k �  n) là m t cách s p x p có th  t  kộ ắ ế ứ ự  

ph n t  c a n ph n t , m i ph n t  không đ c l y l p l i.ầ ử ủ ầ ử ỗ ầ ử ượ ấ ặ ạ

Công th c tính: ứ

Ví d  1ụ . M t nhà hàng có 5 món ăn ch  l c, c n ch n 2 món ăn ch  l c khácộ ủ ự ầ ọ ủ ự  

nhau cho mmoix ngày. H i có bao nhiêu cách ch n.ỏ ọ

c. T  h pổ ợ

T  h p ch p k t  n ph n t  ( 1 ổ ợ ậ ừ ầ ử �  k �  n ) là cách ch n không phân bi t thọ ệ ứ 

t  c a k ph n t  l y t  t p n ph n t  đã cho, m i ph n t  không đ c l yự ủ ầ ử ấ ừ ậ ầ ử ỗ ầ ử ượ ấ  

l p l i.ặ ạ

Công th c tính: ứ

Ví d :ụ  Có bao nhiêu cách tuy n 5 trong s  10 c u th  c u lông đ  đi thi đ u?ể ố ầ ủ ầ ể ấ



5. NGUYÊN LÝ DIRICHLET.

5.1 M  đ u:ở ầ

Gi  s  có m t đàn chim b  câu có 5 con bay vào chu ng. ả ử ộ ồ ồ

Nh ng ch  có 4 chu ng. Đi u gì s  s y ra?ư ỉ ồ ề ẽ ả

.

Thí d  :ụ  

1) Trong b t k  m t nhóm 367 ng i th  nào cũng có ít nh t hai ng i có ngàyấ ỳ ộ ườ ế ấ ườ  

sinh nh t gi ng nhau b i vì ch  có t t c  366 ngày sinh nh t khác nhau.ậ ố ở ỉ ấ ả ậ

2)  Trong k  thi h c sinh gi i, đi m bài thi đ c đánh giá b i m t s  nguyênỳ ọ ỏ ể ượ ở ộ ố  

trong kho ng t  0 đ n 100. H i r ng ít nh t có bao nhiêu h c sinh d  thi đ  choả ừ ế ỏ ằ ấ ọ ự ể  

ch c ch n tìm đ c hai h c sinh có k t qu  thi nh  nhau? ắ ắ ượ ọ ế ả ư

Theo nguyên lý Dirichlet, s  h c sinh c n tìm là 102, vì ta có 101 k t quố ọ ầ ế ả 

đi m thi khác nhau.ể

5.2 Nguyên lý Dirichlet t ng quát:ổ

M nh đ : N u có N đ  v t đ c đ t vào trong  k h p thì s  t n t i m tệ ề ế ồ ậ ượ ặ ộ ẽ ồ ạ ộ  

h p ch a ít nh t ộ ứ ấ ]N/k[ đ  v t.ồ ậ

(  đây, Ở ]x[ là s  nguyên nh  nh t có giá tr  l n h n ho c b ng x. ố ỏ ấ ị ớ ơ ặ ằ

Thí d  5:ụ

 1) Trong 100 ng i => có ít nh t 9 ng i sinh cùng m t tháng.ườ ấ ườ ộ

Vì x p nh ng ng i sinh cùng tháng vào m t nhóm. Có 12 tháng t t c .ế ữ ườ ộ ấ ả  

V y theo nguyên lý Dirichlet, t n t i m t nhóm  có ít nh t ậ ồ ạ ộ ấ ]100/12[= 9 ng i.ườ

2)  Có năm lo i h c b ng khác nhau. H i r ng ph i có ít nh t bao nhiêu sinhạ ọ ổ ỏ ằ ả ấ  

viên đ  ch c ch n r ng có ít ra là 6 ng i cùng nh n h c b ng nh  nhau.ể ắ ắ ằ ườ ậ ọ ổ ư

Gi iả

G i N là s  sinh viên, khi đó  ọ ố ]N/5[ = 6 khi và ch  khi 5 < N/5 ỉ �  6 hay 25 

< N �  30. V y s  N c n tìm là 26.ậ ố ầ



II. Xác su tấ

1) Xác suất của biến cố

Trong cuộc sống hằng ngày, khi nói về  biến cố  ta thường nói biến cố  này có 
nhiều khả năng xảy ra, biến cố kia có ít khả năng xảy ra, biến cố này có nhiều 
khả năng xảy ra hơn biến cố kia. Toán học  ãđ  định lượng hóa các khả năng này 
bằng cách gán cho mỗi biến cố một số không âm, nhỏ hơn hay bằng 1, gọi là 
xác suất của biến cố  óđ . Xác suất của biến cố   được ký hiệu là  , nó  ođ  
lường khả năng khách quan sự xuất hiện của biến cố  .

Định nghĩa 1

Giả  sử   là  không gian mẫu mà  các  kết  quả  có  cùng khả 
năng xuất hiện. Khi  óđ  xác suất của biến cố   được xác định bằng công thức

ở  âđ y   là số phần tử của  .

Như vậy xác suất của biến cố   là tỉ số giữa số kết quả   thuận lợi cho biến 
cố   và tổng số các kết quả đồng khả năng   có thể xảy ra khi thực hiện phép 
thử  óđ .

Ví dụ 1

Gieo một con xúc xắc cân đối, đồng chất và quan sát số chấm xuất hiện.

a) Mô tả không gian mẫu.

b) Xác định các biến cố sau:

: “Xuất hiện mặt chẵn chấm”,

: “Xuất hiện mặt lẻ chấm”,

: “Xuất hiện mặt có số chấm không nhỏ hơn 2.

c) Tính xác suất của các biến cố trên.

Lời giải

a) Ký hiệu   là kết quả: “Con xúc xắc suất hiện mặt   chấm”,  . 
Khi  ó không gian mđ ẫu

b) Ta có

c) Từ câu b, ta suy ra



.

Ví dụ 2

Một công ty cần tuyển hai nhân viên. Có 6 người nộp đơn, trong  óđ  có 4 nam và 
2 nữ. Giả sử rằng khả năng trúng tuyển của 6 người là như nhau. Tính xác suất 
để cả hai người trúng tuyển đều là nam.

Lời giải

Số  trường hợp có  thể  là  . Các trường hợp này là  đồng khả  năng. Số  cách 
chọn 2 nam trúng tuyển trong 4 nam là  . Vậy xác suất cần tìm là

.

Ví dụ 3

Gieo đồng thời hai con xúc xắc cân đối đồng chất, một con màu đỏ và một con 
màu xanh. Tính xác suất để có ít nhất một con xúc xắc xuất hiện mặt 5 chấm.

Lời giải

Ta có

trong  óđ    là kết quả: “Con xúc xắc màu đỏ xuất hiện mặt   chấm, con xúc 
xắc màu xanh xuất hiện mặt   chấm”.

Khi  óđ   .

Gọi   là biến cố: “Có ít nhất một con xúc xắc xuất hiện mặt 5 chấm”.

Ta có

Do  óđ

2) Các tính chất của xác suất

Ta có các tính chất sau  âđ y của xác suất:

  ,  ,  .

  .

 Nếu  ,   là hai biến cố xung khắc thì



 Với ba biến cố   bất kỳ ta có

 Nếu ba biến cố    ôi mđ ột xung khắc, ta có

  .

 Nếu   thì  .

 Nếu   là các biến cố bất kỳ, khi  óđ  ta có

 Nếu   là các biến cố xung khắc từng  ôđ i một, nghĩa là   
với mọi  , ta có

Ví dụ 4

Một chiếc hộp có 9 thẻ  áđ nh số từ 1 đến 9. Rút ngẫu nhiên hai thẻ rồi nhân hai 
số  ghi trên hai thẻ  với nhau. Tính xác suất  để  kết quả  nhận  được là một số 
chẵn.

Lời giải

Gọi   là biến cố:  “Rút  được một thẻ  chẵn và một thẻ  lẻ”,   là biến cố:  “Rút 
được hai thẻ chẵn”. Khi  óđ    là biến cố: “Tích hai số ghi trên hai thẻ là một 
số chẵn”.

Vì có 4 thẻ chẵn và 5 thẻ lẻ nên

Mặt khác, vì   là hai biến cố xung khắc nên

Do  óđ

     

     

     

     



Ví dụ 5

Một hộp đựng 4 viên bi xanh, 3 viên bi đỏ và 2 viên bi vàng. Chọn ngẫu nhiên 2 

viên bi.

a) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi cùng màu.

b) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi khác màu.

Lời giải

a) Gọi   là biến cố:  “Chọn được 2 viên bi xanh”,   là biến cố: “Chọn được 2 
viên bi  đỏ”,   là biến cố:  “Chọn được 2 viên bi vàng” và   là biến cố:  “Chọn 
được 2 viên bi cùng màu”. Khi  óđ  và các biến cố    ôi mđ ột 
xung khắc.

Ta có

Vì ba biến cố    ôi mđ ột xung khắc nên

Do  óđ

    

    

    

b) Vì   là biến cố:  “Chọn được 2 viên bi cùng màu” nên   là biến cố:  “Chọn 
được 2 viên bi khác màu”. Vậy

Ví dụ 6

Gieo đồng thời ba con xúc xắc cân đối  đồng chất. Tính xác suất để  ít nhất có 
một con xúc sắc ra 3 chấm.

Lời giải

Không gian mẫu



ở  âđ y   là kết quả: “Con xúc xắc thứ nhất xuất hiện mặt   chấm, con xúc 
xắc   thứ  hai  xuất  hiện mặt   chấm và  con xúc xắc  thứ  ba xuất  hiện mặt   
chấm”.

Gọi   là biến cố:  “Ít nhất một con xúc sắc ra 3 chấm”. Khi   óđ    là biến cố: 
“Không có con xúc sắc nào ra 3 chấm”, do  óđ

Suy ra

Do  óđ

Ví dụ 7

Trong hòm có 10 chi tiết, trong  óđ  có 2 chi tiết hỏng. Tìm xác suất để khi lấy 
ngẫu nhiên ra 6 chi tiết thì có không quá một chi tiết hỏng.

Lời giải

Gọi   là biến cố:  “Trong 6 chi tiết lấy ra có  không quá  1 chi tiết hỏng”,   là 
biến cố:  “Trong 6 chi  tiết   lấy ra không có  chi  tiết  nào hỏng”,   là biến cố: 
“Trong 6 chi tiết lấy ra có 1 chi tiết hỏng”. Vì biến cố   xảy ra khi ít nhất có một 
trong hai biến cố   và   xảy ra nên  .

Dễ thấy hai biến cố   và   xung khắc với nhau nên ta có

Do  óđ

Theo định nghĩa xác suất

Ví dụ 8

Một người bỏ ngẫu nhiên   lá thư vào   phong bì  ã đ đề sẵn tên người nhận để 
gửi cho  người. Tính xác suất để không có một lá thư nào bỏ  úđ ng phong bì của 

nó.

Lời giải

Gọi   là biến cố: “Lá thư thứ   bỏ  úđ ng phong bì của nó”,  .



Khi  óđ    là biến cố:  “Có  ít nhất một lá  thư bỏ  úđ ng phong bì 
của nó”. Do  óđ    là biến cố: “Không có một lá thư nào bỏ 

úđ ng phong bì của nó”.

Ta có

Mặt khác

Xét  , khi  ó sđ ố trường hợp có thể xảy ra khi ta bỏ thư vào   
phong bì là  còn số trường hợp thuận lợi cho biến cố   là  . Do 

ó ta cóđ

Từ  óđ

     

Ch ng 3. MA TR Nươ Ậ

Trong toán h cọ , m t ộ ma tr nậ  là b ng ch  nh t ch a d  li u (th ng là ả ữ ậ ứ ữ ệ ườ s  th cố ự  

ho c ặ s  ph cố ứ , nh ng có th  là b t k  d  li u gì) theo hàng và c t.ư ể ấ ỳ ữ ệ ộ

Trong đ i s  tuy n tínhạ ố ế , ma tr n dùng đ  l u tr  các h  s  c a ậ ể ư ữ ệ ố ủ h  ph ng trìnhệ ươ  

tuy n tínhế  và bi n đ i tuy n tínhế ổ ế .

Trong lý thuy t đ  thế ồ ị, ma tr n th ng dùng đ  bi u di n ậ ườ ể ể ễ đ  thồ ị (ví d : ụ ma tr nậ  

kề), l u tr  tr ng s  cho ư ữ ọ ố đ  th  có tr ng sồ ị ọ ố...

Trong l p trìnhậ , ma tr n th ng đ c l u tr  b ng các ậ ườ ượ ư ữ ằ m ng hai chi uả ề .

http://vi.wikipedia.org/wiki/To%C3%A1n_h%E1%BB%8Dc
http://vi.wikipedia.org/wiki/M%E1%BA%A3ng_(c%E1%BA%A5u_tr%C3%BAc_d%E1%BB%AF_li%E1%BB%87u)
http://vi.wikipedia.org/wiki/L%E1%BA%ADp_tr%C3%ACnh_m%C3%A1y_t%C3%ADnh
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=%C4%90%E1%BB%93_th%E1%BB%8B_c%C3%B3_tr%E1%BB%8Dng_s%E1%BB%91&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/wiki/Ma_tr%E1%BA%ADn_k%E1%BB%81
http://vi.wikipedia.org/wiki/Ma_tr%E1%BA%ADn_k%E1%BB%81
http://vi.wikipedia.org/wiki/%C4%90%E1%BB%93_th%E1%BB%8B
http://vi.wikipedia.org/wiki/L%C3%BD_thuy%E1%BA%BFt_%C4%91%E1%BB%93_th%E1%BB%8B
http://vi.wikipedia.org/wiki/Bi%E1%BA%BFn_%C4%91%E1%BB%95i_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh
http://vi.wikipedia.org/wiki/H%E1%BB%87_ph%C6%B0%C6%A1ng_tr%C3%ACnh_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh
http://vi.wikipedia.org/wiki/H%E1%BB%87_ph%C6%B0%C6%A1ng_tr%C3%ACnh_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh
http://vi.wikipedia.org/wiki/%C4%90%E1%BA%A1i_s%E1%BB%91_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh
http://vi.wikipedia.org/wiki/S%E1%BB%91_ph%E1%BB%A9c
http://vi.wikipedia.org/wiki/S%E1%BB%91_th%E1%BB%B1c


Ma tr n thông d ng nh t là ma tr n hai chi u. T ng quát hóa c a khái ni m maậ ụ ấ ậ ề ổ ủ ệ  

tr n hai chi u là ma tr n kh i. Trong l p trình, ma tr n kh i đ c l u tr  b ngậ ề ậ ố ậ ậ ố ượ ư ữ ằ  

các m ng nhi u chi u.ả ề ề

I. M t s  khái ni m c  b nộ ố ệ ơ ả

1. Đ nh nghĩa ma tr nị ậ

Ma tr n c p mxn là b ng s  th c hình ch  nh t có m dòng và n c t . ậ ấ ả ố ự ữ ậ ộ

Ký hi u: ệ

Trong đó:

                   aij : là m t ph n t  c a ma tr n   dòng th  i và c t th  j.ộ ầ ử ủ ậ ở ứ ộ ứ

                   aij : có th  là s  th c, s  ph c hay hàm s ,...ể ố ự ố ứ ố

                   i: ch  s  dòng.ỉ ố

                   j: ch  s  c t.ỉ ố ộ

                   m, n  : là các s  nguyên d ng.ố ươ

                   mxn: g i là kích th c c a ma tr n A.ọ ướ ủ ậ

          Ta th ng dùng các chườ ữ cái A, B, C,... , X, Y, Z đ  ký hi u các ma tr n.ể ệ ậ

Và th ng đ c vi t d i d ng rút g n: A = (aươ ượ ế ướ ạ ọ ij)mxn ho c A = [aặ ij]mxn

Ví d :  ụ



2. Ma tr n vuôngậ

N u s  dòng và c t c a ma tr n A b ng nhau và b ng n, thì A đ c g i là maế ố ộ ủ ậ ằ ằ ượ ọ  

tr n vuông c p n. ậ ấ

 

  + N u m=1: ta có ma tr n c t (n dòng, 1 c t) C = (aế ậ ộ ộ ij)1xn.

  + N u n=1: ta có ma tr n dòng (1 c t, n dòng) B = (aế ậ ộ ij)mx1.

  + Ma tr n không: Ký hi u là Oậ ệ mxn: g m toàn s  0.ồ ố

, 

Trong ma tr n vuông các ph n t :ậ ầ ử

          a11, a22, ..., ann thu c đ ng chéo chính.ộ ườ

          a1n, a2(n­1), ..., an1 thu c đ ng chéo ph .ộ ườ ụ



3. Ma tr n tam giác trênậ

Là ma tr n mà các ph n t  n m phía d i đ ng chéo chính đ u b ng 0.ậ ầ ử ằ ướ ườ ề ằ

, 

4. Ma tr n tam giác d iậ ướ

Là ma tr n mà các ph n t  n m phía trên đ ng chéo chính đ u b ng 0.ậ ầ ử ằ ườ ề ằ

, 

 5. Ma tr n đ ng chéoậ ườ

M t ma tr n vuông c p n v a là tam giác trên v a là tam giác d i đ c g i làộ ậ ấ ừ ừ ướ ượ ọ  

ma tr n đ ng chéo. ậ ườ

, 

6. Ma tr n đ n vậ ơ ị

N u các ph n t  trên đ ng chéo đ u b ng 1 g i là ma tr n đ n v  c p n.ế ầ ử ườ ề ằ ọ ậ ơ ị ấ

          Ký hi u: Iệ n ho c I.ặ



,  ; 

7. Ma tr n chuy n vậ ể ị

Ma tr n chuy n v : Ký hi u Aậ ể ị ệ T.

          Là ma tr n đ c thành l p t  ma tr n ban đ u b ng cách chuy n dòngậ ượ ậ ừ ậ ầ ằ ể  

thành c t và ng c l i:ộ ượ ạ

A = (aij)nxm  ®  AT = (aij)mxn

=>  

II. Các phép toán trên ma tr nậ

1. Phép c ng và phép tr  hai ma tr nộ ừ ậ

  Cho hai ma tr n A = (aậ ij)mxn và B = (bij)mxn là hai ma tr n cùng c p mxnậ ấ  . T ngổ  

c a hai ma tr n A và B là m t ma tr n c p mxn, ta vi t: ủ ậ ộ ậ ấ ế

C = A +/­ B = (cij)mxn v i cớ ij = aij +/­ bij , i = 1..m; j = 1..n.

 

Ví d  5:ụ  Cho  ,

 Ta có:  .

Tính ch t:ấ

                   * A+B = B+A.



                   * (A+B)+ C = A+(B+ C).

                   * O+A = A+O = A.

                   * A+(­A) = (­A)+A = O.

          Trong đó O là ma tr n O c p mxn.ậ ấ

2. Nhân m t s  khác 0 v i m t ma tr nộ ố ớ ộ ậ

          Cho s  th c ố ự k và ma tr n A = (aậ ij)mxn. Tích c a s  th c ủ ố ự k v i ma tr n A làớ ậ  

m t ma tr n c p mxn trong đó các ph n t  c a ma tr n m i b ng tích c a sộ ậ ấ ầ ử ủ ậ ớ ằ ủ ố 

th c ự k v i phân t  t ng  ng c a ma tr n A, t c là ớ ử ươ ứ ủ ậ ứ kA = (kaij)mxn.

Ví d  6: ụ Cho   , ta có:   .

Chú ý: 

N u a = ­1 suy ra (­1).A = (­1).(aế ij)mxn = ­A. Lúc đó (­A) đ c g i là maượ ọ  

tr n đ i c a c a ma tr n A.ậ ố ủ ủ ậ

 Các tính ch t:ấ

                   * a.[A+B] = a.A+a.B

                   * (a+b).A = a.A+b.A.

                   * a.(b.A) = (ab).A.

                   * 1.A = A.

3. Phép nhân hai ma tr nậ

Cho ma tr n A = (aậ ij)mxn có c p mxn và ma tr n B = (bấ ậ ij)nxp  có c p nxp.ấ  

Tích c a hai ma tr n A và B là m t ma tr n c p mxp, ta vi t:ủ ậ ộ ậ ấ ế

C = A.B = (cik)mxp v i ớ .



S  đ  mô t  phép nhân hai ma tr n:ơ ồ ả ậ

Dòng i

                                                 C tộ   k

 Ma tr n k t qu : ậ ế ả V  trí:ị

                   C11= dòng 1, c t 1 = t ng (dòng 1 x c t 1)ộ ổ ộ

                   C12= dòng 1, c t 2 = t ng (dòng 1 x c t 2)ộ ổ ộ

                   C13 = dòng 1, c t 3 = t ng (dòng 1 x c t 3)ộ ổ ộ

                   ....................................................

                   C(dòng i, c t j) = t ng (dòng i x c t j)ộ ổ ộ

                   ....................................................

                  C(dòng m, c t n) = t ng (dòng m x c t n)ộ ổ ộ

 Đi u ki n nhân đ c c a hai ma tr n:ề ệ ượ ủ ậ

          Là s  ph n t  trên dòng c a ma tr n A ph i b ng s  ph n t  trên c t c aố ầ ử ủ ậ ả ằ ố ầ ử ộ ủ  

ma tr n B t ng  ng.ậ ươ ứ



Ví d  7:ụ  Cho  , tính C = A.B

Ta có: c11 = 1.1 + 0.0 + 1.1 = 2

           c12 = 1.0 + 0.1 + 1.(­1) = ­1 

           c21 = 0.1 + 1.0 + (­).1 = ­1

           c22 = 0.0 + 1.1 + (­1).(­1) = 2    .

 Tính ch t:ấ

          Cho A, B, C là các ma tr n trên tr ng K:ậ ườ

           (A+B)C = AC+BC.

          A(B+C) = AB+AC.

           (A.B).C = A.(B.C).

           I.A = A.I = A  v i I là ma tr n đ n v .ớ ậ ơ ị

           (AB)T = BTAT.

           AB ¹ BA : nghĩa là phép nhân hai ma tr n không giao hoán.ậ

Ví d  8: ụ Cho  , 

ta có:   và 

4. Các phép bi n đ i s  c pế ổ ơ ấ

          i) Đ i ch  hai dòng (ho c hai c t) c a ma tr n.ổ ổ ặ ộ ủ ậ



          ii) Nhân m t dòng (hay m t c t) cho m t s  khác không.ộ ộ ộ ộ ố

           iii) Nhân m t dòng (hay m t c t) m t s  khác không r i c ng vào m tộ ộ ộ ộ ố ồ ộ ộ  

dòng (hay m t c t) khác.ộ ộ

L u ý: ư Phép bi n đ i s  c p không làm thay đ i ma tr n.ế ổ ơ ấ ổ ậ

Bài t p.ậ

1. Cho:

  và 

Tính A+B, A­B, 

2. Cho 

 và 

Tính A+B, A­B, 



Ch ng 3. PH NG PHÁP TÍNHươ ƯƠ

I. S  x p x  và sai số ấ ỉ ố

1. S  x p xố ấ ỉ

X p x  hàm: khi kh o sát, tính toán trên m t hàm f(x) khá ph c t p, ta có thấ ỉ ả ộ ứ ạ ể 

thay hàm f(x) b i hàm g(x) đ n gi n h n sao cho g(x) ở ơ ả ơ ≅ f(x). Vi c l a ch n g(x)ệ ự ọ  

đ c g i là phép x p x  hàm.ượ ọ ấ ỉ

2. Sai số

Đánh giá sai s  : khi gi i bài toán b ng ph ng pháp g n đúng thì sai s  xu tố ả ằ ươ ầ ố ấ  

hi n do s  sai l ch gi a giá tr  nh n   đ c v i nghi m th c c a bài toán. Vìệ ự ệ ữ ị ậ ượ ớ ệ ự ủ  

v y ta ph i đánh giá sai s  đ  t  đó ch n ra đ c ph ng pháp t i  u nh t.ậ ả ố ể ừ ọ ượ ươ ố ư ấ

Ta có khái ni m v  sai s  nh  sau:ệ ề ố ư

 

II. Gi i g n đúng các ph ng trìnhả ầ ươ

Gi i thi uớ ệ

Đ  tìm nghi m g n đúng c a ph ng trình f(x) = 0 ta ti n hành qua 2 b c: ể ệ ầ ủ ươ ế ướ

­ Nghi m và kho ng phân ly: xét tính ch t nghi m c a ph ng trình, ph ngệ ả ấ ệ ủ ươ ươ  

trình có nghi m hay không, có bao nhiêu nghi m, các kho ng ch a nghi m n uệ ệ ả ứ ệ ế  



có. Đ i v i b c này, ta có th  dùng ph ng pháp đ  th , k t h p v i các đ nhố ớ ướ ể ươ ồ ị ế ợ ớ ị  

lý mà toán h c h  tr . ọ ỗ ợ

­ Chính xác hoá nghi m: thu h p d n kho ng ch a nghi m đ  h i t  đ c đ nệ ẹ ầ ả ứ ệ ể ộ ụ ượ ế  

giá tr  nghi m g n đúng v i đ  chính xác cho phép. Trong b c này ta có th  ápị ệ ầ ớ ộ ướ ể  

d ng m t trong các ph ng pháp: ụ ộ ươ

+ Ph ng pháp chia đôi ươ

+ Ph ng pháp l p ươ ặ

+ Ph ng pháp ti p tuy nươ ế ế

+ Ph ng pháp dây cungươ

1. Nghi m và kho ng phân lyệ ả

a. Ph ng pháp đ  th :  ươ ồ ị

+ Tr ng h p hàm  f(x) đ n gi n ườ ợ ơ ả

­ V  đ  th  f(x) ẽ ồ ị

­ Nghi m ph ng trình là hoành đ  giao đi m c a f(x) v i tr c x, t  đóệ ươ ộ ể ủ ớ ụ ừ  

suy  ra s  nghi m, kho ng nghi m. ố ệ ả ệ

+ Tr ng h p f(x) ph c t p ườ ợ ứ ạ

­ Bi n đ i t ng đ ng  f(x)=0 <=> g(x) = h(x) ế ổ ươ ươ

­ V  đ  th  c a g(x), h(x) ẽ ồ ị ủ

­ Hoành đ  giao đi m c a g(x) và h(x) là nghi m ph ng trình, t  đó suyộ ể ủ ệ ươ ừ  

ra s  nghi m, kho ng nghi m.ố ệ ả ệ

b. Đ nh lý 1:  ị

Gi  s  f(x) liên t c trên (a,b) và có f(a)*f(b)<0. Khi đó trên (a,b) t n t i m t sả ử ụ ồ ạ ộ ố 

l  nghi m th c x ẻ ệ ự ∈ (a,b) c a ph ng trình f(x)=0. Nghi m là duy nh t n u f’(x)ủ ươ ệ ấ ế  

t n t i và không đ i d u trên (a,b).ồ ạ ổ ấ



T  đ  th  => ph ng trình có 1 nghi m x ừ ồ ị ươ ệ ∈ (1, 2)

2. Chính xác hóa nghi mệ

2.1. Ph ng pháp dây cungươ

Gi  s  [a, b] là kho ng nghi m ph ng trình f(x)=0. G i  A, B là 2 đi m trênả ử ả ệ ươ ọ ể  

đ  th  f(x) có hoành đ  t ng  ng là a, b. Ph ng trình đ ng th ng qua 2 đi mồ ị ộ ươ ứ ươ ườ ẳ ể  

A(a,f(a)), B(b, f(b)) có d ng:ạ



Khi đó, Dây cung AB c t tr c x t i đi m có to  đ  (xắ ụ ạ ể ạ ộ 1, 0)

­ N u f(a)*f(xế 1) <0 => thay b = x1 ta có kho ng nghi m m i là (a, xả ệ ớ 1) 

­ N u f(b)*f(xế 1) <0 => thay a=x1 ta có kho ng nghi m m i là (xả ệ ớ 1, b) 

Ti p t c áp d ng ph ng pháp dây cung vào kho ng nghi m m i ta đ c giá trế ụ ụ ươ ả ệ ớ ượ ị 

x2. L i ti p t c nh  th  ta nh n đ c các giá tr  xạ ế ụ ư ế ậ ượ ị 3, x4, … càng ti n g n v i giáế ầ ớ  

tr  nghi m ph ng trình.ị ệ ươ

+ Ý nghĩa hình h c ọ



Ví d  9. Gi i ph ng trình xụ ả ươ 3 + x ­ 5 = 0 b ng ph ng pháp dây cung ằ ươ

Gi i:  ả

­ Tách nghi m: Ph ng trình có 1 nghi m xệ ươ ệ ∈(1, 2) 

­ Chính xác hoá nghi m: ệ

    f(1) = ­3 < 0,     f(2) = 5 > 0

2.2 Ph ng pháp tuy n tính (NewTon)ươ ế

Trong m c này, ta xét l i ph ng trình   f(x)=0 .ụ ạ ươ

Gi  s  r ng ta đã tìm đ c m t kho ng nghi m (a,b) c a ph ng trình trên làả ử ằ ượ ộ ả ệ ủ ươ  

kho ng, đ ng th i  f’( x) và f’’( x) liên t c và không đ i d u trên đo n  ( a, b) .ả ồ ờ ụ ổ ấ ạ  

Khi đó, v i xớ 0 là x p x  ban đ u đ c ch n, ta xây d ng dãy ấ ỉ ầ ượ ọ ự theo 

công th c:ứ



Nh n xét:  N u nh  vi c tính toán  f’(x) t i m i đi m quá ph c t p và ta th yậ ế ư ệ ạ ỗ ể ứ ạ ấ  

f’(x)  không 

thay đ i l n thì ta thay dãy x p x    trên nh  dãy d i đây, th ng đ c g i làổ ớ ấ ỉ ở ư ướ ườ ượ ọ  

ph ng pháp Newton c i ti n:ươ ả ế

Đ nh lý 1.3.1 c òn cho th y ph ng pháp Newton có t c đ  h i t  b c hai. Vìị ấ ươ ố ộ ộ ụ ậ  

th , n u ph ng pháp Newton làm vi c thì nó h i t  đ n nghi mnhanh h n b tế ế ươ ệ ộ ụ ế ệ ơ ấ  

kì ph ng pháp nào khác.ươ



2.3 Ph ng pháp chia đôiươ

Gi i:     ả

­ Tách nghi m:  ph ng trình có 1 nghi m x ệ ươ ệ ∈ (1,2) 

­ Chính xác hoá nghi m: áp d ng ph ng pháp chia đôi ( f(1) < 0) ệ ụ ươ

   B ng k t qu :ả ế ả



K t lu n: Nghi m c a ph ng trình: x   1.386≈ế ậ ệ ủ ươ

2.4 Ph ng pháp l pươ ặ

­ Ý t ng:ưở

­ Ý nghĩa hình h cọ

Hoành đ  giao đi m c a 2 đ  th  y=x và y= g(x) là nghi m ph ng trìnhộ ể ủ ồ ị ệ ươ



Tr ng h p hình a: h i t  đ n nghi m µườ ợ ộ ụ ế ệ

Tr ng h p hình a: không h i t  đ n nghi m µ (phân ly nghi m) ườ ợ ộ ụ ế ệ ệ

Sau đây ta xét đ nh lý v  đi u ki n hôi t  đ n nghi m sau m t quá trình l p.ị ề ề ệ ụ ế ệ ộ ặ

Đ nh lý (đi u ki n đ )ị ề ệ ủ

Gi  s  hàm g(x) xác đ nh, kh vi trên kho ng nghi m [a,b] và m i giá tr g(x)ả ử ị ả ả ệ ọ ị  

đ u thu c [a,b]. Khi đó n u ề ộ ế ∃q > 0 sao cho tr  tuy t đ i c a g’(x)≤q<1 ị ệ ố ủ ∀x (a,b) 

thì: 

+ Quá trình l p h i t  đ n nghi m không ph thu c vào xặ ộ ụ ế ệ ụ ộ 0 ∈[a,b] 

+ Gi i h n  limxớ ạ n =   khi n  ∞ là nghi m duy nh t trên (a, b) η → ệ ấ

L u ý: ư

­  Đ nh lý đúng n u hàm g(x) xác đ nh và kh vi trong (­∞,+∞), trong khi đó đi uị ế ị ả ề  

ki n đ nh lý tho  mãn.ệ ị ả

­ Trong tr ng h p t ng quát, đ nh n đ c x p x  xn v I đ chính xác  choεườ ợ ổ ể ậ ượ ấ ỉ ớ ộ  

tr c, ta ti n hành phép l p cho đ n khi 2 x p x liên ti p tho mãn:ướ ế ặ ế ấ ỉ ế ả



Bài t pậ

1. Tìm nghi m g n đúng các ph ng trình:ệ ầ ươ

a.  x3  – x + 5 = 0   b. x3  –3x – 1 = 0   c. x3 – 4x – 1= 0  d. x3  + x – 5 = 0

      b ng ph ng pháp chia đôi v i sai s  không quá 10ằ ươ ớ ố ­3.

2. Tìm nghi m g n đúng các ph ng trình:ệ ầ ươ

a.  x3  – x + 5 = 0   b. x3  – x – 1 = 0  c. x3 – 4x – 1= 0  d. x3  + x – 5 = 0

      b ng ph ng pháp dây cung v i sai s  không quá 10ằ ươ ớ ố ­3.

III. Gi i h  ph ng trình đ i s  tuy n tínhả ệ ươ ạ ố ế

1. Phát bi u bài toánể



2. Ph ng pháp Gaussươ

­ N i dung ph ng phápộ ươ

Ví d : Gi i h  ph ng trình đ i s  tuy n tính đ c cho b i ma tr n sauụ ả ệ ươ ạ ố ế ượ ở ậ



IV. N i suy và ph ng pháp bình ph ng c c ti uộ ươ ươ ự ể

1. Đa th c n i suy ứ ộ

a. Đa th c n i suy Lagrangeứ ộ



b. Đa th c n i suy Lagrange v i các m c cách đ uứ ộ ớ ố ề





c. N i suy Aykenộ

Khi tính giá tr c a hàm t i m t đi m x=c nào đó b t k mà không c n ph i xácị ủ ạ ộ ể ấ ỳ ầ ả  

đ nh bi u th c c a f(x). Khi đó ta có th áp d ng b ng n i suy Ayken nh  sau:ị ể ứ ủ ể ụ ả ộ ư

­ Xây d ng b ng n i suyự ả ộ



Ví d 3.Tính f (3. 5) khi bi t f(x) tho mãnụ ế ả

d.  N i suy Newtonộ

d.1  Sai phân



d.2 Công th c n i suy Newtonứ ộ



Ví d : Xây d ng hàm n i suy Newton tho mãn:ụ ự ộ ả



e. Ph ng pháp bình ph ng c c ti uươ ươ ư ể

Gi s có 2 đ i l ng (v t lý, hoá h c, …) x và y có liên h ph thu c nhau theoả ử ạ ượ ậ ọ ệ ụ ộ  

m t trong các d ng đã bi t sau:ộ ạ ế

nh ng ch a xác đ nh đ c giá tr c a các tham s a, b, c. Đ xác đ nh đ c cácư ư ị ượ ị ủ ố ể ị ượ  

tham s này, ta tìm cách tính m t s c p giá tr t ng  ng (xi,yi),  i=1, 2,  …,nố ộ ố ặ ị ươ ứ  

b ng th c nghi m, sau đó áp d ng ph ng pháp bình ph ng bé nh t.ằ ự ệ ụ ươ ươ ấ

* Tr ng h p: y = ax + b ườ ợ

G i  i sai s t i các đi m xi:   i= yi­ a – bxi.  ε εọ ố ạ ể

Khi đó t ng bình ph ng các saiổ ươ   s : ố

M c đích c a ph ng pháp này là xác đ nh a, b sao cho S là bé nh t. Nh  v y a,ụ ủ ươ ị ấ ư ậ  

b là nghi m h ph ng trình:ệ ệ ươ



Gi i h ph ng trình ta đ c: a, b ả ệ ươ ượ

Khi đó t ng bình ph ng các sai s :  ổ ươ ố

Các h s a,  b xác đ nh sao cho S là bé nh t.  Nh v y a,  b,  c là nghi m c aệ ố ị ấ ư ậ ệ ủ  

h ph ng trình:ệ ươ



Gi i h ph ng trình ta đ c a, b, cả ệ ươ ượ

Ví d : Cho bi t các c p giá tr c a x và y theo b ng sau:ụ ế ặ ị ủ ả



Ph ng pháp bình ph ng bé nh t: A, B là nghi m h ph ng trìnhươ ươ ấ ệ ệ ươ
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