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TÓM TẮT 

Trong luận văn thạc sĩ này, phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên miền phần tử (CS-

FEM) được phát triển cho phần tử MITC3+ dùng để phân tích ứng xử của kết cấu tấm vật 

liệu phân lớp chức năng sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. Kết cấu được mô phỏng 

bằng các phần tử tam giác ba nút với bảy bậc tự do cho mỗi nút. Trong phần tử đề xuất 

CS-MITC3+, biến dạng màng và uốn của ma trận độ cứng được tính toán bởi kỹ thuật trơn 

hóa trên miền trơn dựa trên miền con của phần tử được định nghĩa bằng cách nối 2 nút 

đỉnh với nút nổi (buble node) của phần tử. Để giải quyết hiện tượng khóa cắt “shear 

locking” khi tấm có chiều dày mỏng dần, kỹ thuật nội suy các thành phần ten xơ (mixed 

interpolation tensorial components) MITC3+ được sử dụng để xấp xỉ lại biến dạng cắt 

ngoài mặt phẳng. 
Từ khóa: FGM; phần tử CS-MITC3+;  lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. 

 

ABSTRACT 

In this thesis, the cell-based smoothed finite element method (CS-FEM) has been 

developed for the MITC3+ elements to analyze static behaviors of functionally graded 

materials (FGM) plates based on the high order shear deformation theory (HSDT). The 

plates are modeled by 3-node triangular elements with seven degrees of freedom for each 

node. In the proposed element CS-MITC3+, the membrane and bending strains of the 

element stiffness matrix are smoothed on smoothing domains which are the subtriangular 

domains defined by connecting the element nodes with the bubble node. To remove the 

shear-locking phenomenon which occurs when the plate thickness becomes thin, the mixed 

interpolation tensorial components (MITC3+) technique is employed to independently 

interpolate the transverse shear strains. 

Keywords: FGM; element CS-MITC3+; the high order shear deformation theory. 

 

 GIỚI THIỆU. 1.
Phát triển bền vững, ít ảnh hướng 

đến môi trường và các nguồn nguyên liệu 

hóa thạch đang là thách thức trong nhiều 

ngành công nghiệp chế tạo nói chung và 

lĩnh vực xây dựng nói riêng. Các kết cấu 

có khả năng chịu lực tốt, bền nhẹ và đáp 

ứng nhu cầu sử dụng nhưng ít tiêu hao 

nhiên liệu hay ít ảnh hưởng đến móng 

công trình đòi hỏi phải có tìm ra những 

loại vật liệu mới thay thế các vật liệu 

truyền thống. Những loại vật liệu mới 

này cần có các đặc tính cơ học bền hơn, 

dẻo dai hơn và nhẹ hơn. Trong đó, vật 

liệu composite nhiều lớp là một trong 

những loại vật liệu đáp ứng tốt các yêu 
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cầu trên. Tuy nhiên, do được cấu tạo từ 

những lớp vật liệu composite có hướng 

sợi khác nhau, tức là các đặc trưng vật 

liệu trong từng lớp khác nhau, vật liệu 

composite nhiều lớp thường bị phá hoại 

do sự tập trung ứng suất tại mặt tiếp xúc 

giữa các lớp, dẫn tới giảm tuổi thọ hay 

phá hoại do bong tách giữa các lớp. Để 

khắc phục những nhược điểm này, khái 

niệm vật liệu phân lớp chức năng 

(Functionally Graded Materials - FGM) 

[1] lần đầu tiên được các nhà khoa học 

Nhật Bản đề xuất năm 1984 trong một dự 

án nghiên cứu tàu không gian. Vật liệu 

FGM là một vật liệu kết hợp giữa hai vật 

liệu khác nhau là gốm ở mặt trên, kim 

loại ở mặt dưới và có các đặc tính vật liệu 

biến thiên liên tục theo phương chiều 

dày. Nhờ sự thay đổi liên tục các đặc tính 

vật liệu theo một phương nên vật liệu 

FGM tránh được sự tập trung ứng suất. 

Vật liệu FGM kết hợp ưu điểm cách 

nhiệt, chống hao mòn tốt của gốm với 

tính bền, dẻo, chống mỏi của kim loại. 

Chính vì sự kết hợp những đặc tính ưu 

việt này, vật liệu FGM ngày càng được 

ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau. 

Việc tính toán các kết cấu tấm hay 

vỏ bằng vật liệu FGM tương tối phức tạp, 

đòi hỏi phải phát triển các lý thuyết phân 

tích cũng như phương pháp giải thích hợp 

nhằm đưa ra những kết quả có khả năng 

dự đoán chính xác các ứng xử của kết cấu 

làm từ vật liệu này có hình dáng, điều 

kiện biên và chịu tác dụng của các tải 

trọng khác nhau. 

Ứng xử của tấm FGM có thể áp 

dụng lý thuyết tấm cổ điển Kirchhoff hoặc 

lý thuyết tấm biến dạng cắt [2]. Lý thuyết 

tấm cổ điển Kirchhoff bỏ qua biến dạng 

cắt ngoài mặt phẳng nên chỉ phù hợp cho 

các loại tấm mỏng. Lý thuyết tấm biến 

dạng cắt kể đến biến dạng cắt ngoài mặt 

phẳng nên phù hợp cho ứng xử của các 

tấm dày. Reissner [3] và Mindlin [4] đã đề 

xuất lý thuyết tấm biến dạng cắt bậc nhất 

(FSDT). Tuy nhiên, lý thuyết FSDT lại giả 

định ứng suất cắt ngoài mặt phẳng bất 

biến nên cần những hệ số điều chỉnh để 

thỏa mãn các điều kiện biên tự do tại bề 

mặt trên và dưới của tấm. Do đó, việc cải 

thiện lý thuyết FSDT là cần thiết. Từ đó, 

lý thuyết tấm biến dạng cắt bậc cao 

(HSDT) được hình thành và phát triển. 

Theo các lý thuyết này, yếu tố điều chỉnh 

biến dạng cắt ngoài mặt phẳng có thể bỏ 

qua nhưng vẫn cho ra kết quả tính toán 

ứng suất cắt ngoài mặt phẳng ổn định và 

chính xác hơn. Đến nay, lý thuyết HSDT 

vẫn được điều chỉnh và phát triển không 

ngừng trong các nghiên cứu [5]–[7]. 

Trong những thập kỷ qua, các 

phương pháp giải tích và các phương 

pháp số khác nhau đã được đề xuất nhằm 

giải quyết bài toán tấm FGM. Trong đó, 

phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) 

được sử dụng nhiều nhất và ưu thế nhất 

do có thể giải quyết bài toán tấm FGM có 

hình dáng, điều kiện biên và tải trọng bất 

kỳ. Phương pháp PTHH được bắt nguồn 

từ những yêu cầu giải các bài toán phức 

tạp về lý thuyết đàn hồi, phân tích kết cấu 

trong xây dựng và kỹ thuật hàng không. 

Những năm 1940, Hrennikoff, McHenry 

và Courant là những người khởi đầu sự 

phát triển của phương pháp PTHH. Sự 

phát triển chính thức của phương pháp 

PTHH được bắt đầu vào nửa sau những 

năm 1950 trong việc phân tích kết cấu 

khung máy bay và công trình xây dựng 

[8]. Mặc dù có những ưu điểm nhưng 

hiệu quả tính toán bằng phương pháp 

PTHH phụ thuộc vào nhiều yếu tố như 

mô hình toán học, lưới phần tử, … Do 

đó, việc tìm ra các công thức PTHH mới 

có khả năng tính toán kết cấu với độ 

chính xác cao và chi phí tính toán thấp 

luôn là yêu cầu cần thiết và tập trung 

nhiều sự quan tâm nghiên cứu. 

Năm 1970, Ahmad, Irons và 

Zienkiewicz [9] đã giới thiệu một phần tử 

tứ giác đẳng tham số có xấp xỉ trường 

chuyển vị và góc xoay độc lập. Phần tử 

này có thể giải quyết tốt bài toán tấm vỏ 

https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=L%C3%BD_thuy%E1%BA%BFt_%C4%91%C3%A0n_h%E1%BB%93i&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Ph%C3%A2n_t%C3%ADch_k%E1%BA%BFt_c%E1%BA%A5u&action=edit&redlink=1
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dày theo lý thuyết FSDT. Tuy nhiên, khi 

phân tích các kết cấu tấm vỏ mỏng, 

chuyển vị và góc xoay cần hàm xấp xỉ 

bậc cao. Điều này dẫn đến số nút của 

phần tử lớn. Nói cách khác, nếu sử dụng 

hàm xấp xỉ dạng C0 thì trường xấp xỉ của 

chuyển vị và góc xoay không thể biểu 

diễn được biến dạng cắt ngoài mặt phẳng 

bằng 0 như trong ứng xử thực tế của kết 

cấu tấm vỏ mỏng. Điều này dẫn đến năng 

lượng biến dạng cắt của phần tử này vượt 

trội năng lượng biến dạng cắt thực tế và 

biến dạng uốn khi chiều dày tấm mỏng 

dần. Đây chính là hiện tượng khóa cắt 

xảy ra khi các phần tử hữu hạn dùng hàm 

xấp xỉ dạng C
0
 để phân tích tấm vỏ 

mỏng.  

Để khắc phục hiện tượng khóa 

cắt, nhiều phương pháp đã được đề xuất 

cho các phần tử tấm, vỏ tam giác 3 nút 

hoặc tứ giác 4 nút như phương pháp tích 

phân giảm (RI) [10], tích phân chọn lựa 

(SI) [11], phương pháp giả sử biến dạng 

tự nhiên (ANS) [12], giả sử biến dạng 

nâng cao (EAS) [13], phương pháp giả sử 

biến dạng phần tử tấm Mindlin 3 nút 

(MIN3) [14], phương pháp khác biệt biến 

dạng cắt rời rạc (DSG3) [15] hoặc 

phương pháp nội suy các thành phần ten-

xơ hỗn hợp (MITC3, MITC3+, MITC4, 

MITC4+, …) [16]–[21]. 

Công thức PTHH trơn cho phần 

tử tấm tam giác 3 nút sử dụng các kỹ 

thuật khử khóa cắt MIN3, DSG3, MITC3 

để phân tích tấm FGM đã phát triển và 

công bố trong các nghiên cứu [29], [32], 

[36], [37], [38], [42], [46]. 

Nghiên cứu này sẽ xây dựng 

công thức PTHH trơn trên miền phần tử 

cho phần tử MITC3+ dùng để phân tích 

tấm FGM chịu tải trọng cơ và nhiệt. So 

sánh đánh giá độ chính xác của phần tử 

đề xuất với các phần tử cùng loại trong 

việc phân tích tấm FGM chịu tải trọng 

cơ và nhiệt. 

 CƠ SỞ LÝ THUYẾT. 2.
2.1 Tấm phân lớp chức năng (FGM) 

Trong luận văn này, tấm vật liệu 

phân lớp chức năng (FGM) được cấu tạo 

từ 2 loại vật liệu kim loại và gốm sao cho 

đặc tính vật liệu thay đổi liên tục theo 

chiều dày tấm từ mặt dưới bằng kim loại 

đến mặt trên bằng gốm như Hình 2.1.  

 
Hình 2.1: Tấm vật liệu FGM 

(Functionally Graded Materials) 

Sự thay đổi liên tục của các đặc 

trưng vật liệu theo chiều dày tấm được 

thể hiện qua hàm đặc trưng vật liệu P(z) 

theo qui luật hàm mũ như sau [32]  

 ( ) c m c mP z P P V P    (2.1) 

Trong đó, Pc, Pm lần lượt đại diện 

cho đặc trưng vật liệu của gốm và kim 

loại; và giả sử hàm phân phối vật liệu  

1

2

n

c

z
V

h

 
  
 

 (2.2) 

Ở đây, z theo phương chiều dày 

tấm thay đổi từ -h/2 đến h/2 với h là 

chiều dày tấm; n  0 là số mũ phân phối 

vật liệu. 

Giả sử mặt trên và mặt dưới của 

tấm chịu nhiệt độ không đổi. Do đó, nhiệt 

độ T(z) chỉ thay đổi theo chiều dày của 

tấm thỏa phương trình dẫn nhiệt ở trạng 

thái ổn định một chiều [32] 

 
d d

0
d d

T
k z

z z

 
  

 
 (2.3) 

Trong đó, T(z = -h/2) = Tm và T(z 

= h/2) = Tc lần lượt là nhiệt độ mặt dưới 

và mặt trên của tấm; k(z) là hệ số dẫn 

nhiệt có qui luật thay đổi theo chiều dày 

cho bởi (2.1) 

Lời giải (2.3) cho bởi [32] ở dạng đa thức 

như sau 
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  (2.4) 

Ở đây, km, kc lần lượt là hệ số dẫn 

nhiệt của kim loại và gốm. 

Đồ thị thể hiện sự thay đổi của 

nhiệt độ theo chiều dày tấm ứng với các 

giá trị khác nhau của hệ số mũ phân phối 

n được minh họa trong Hình 2.2. 

2.2 Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao 

cho tấm FGM 

2.2.1 Trường chuyển vị 

Trường chuyển vị theo lý thuyết 

biến dạng cắt bậc cao được Reddy [47] 

xây dựng dựa trên hàm xấp xỉ đa thức 

bậc 3 như sau 
2 3

0

2 3

0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

x x x

y y y

u u z z x y z x y

v v z z x y z x y

w w x y

  

  

   

   



 (2.5) 

Trong đó, u, v, w là các chuyển vị 

theo phương x, y, z; u0, v0, w0 là các 

chuyển vị theo phương x, y, z tại mặt trung 

bình của tấm; x, y lần lượt là các góc 

xoay quanh trục y và 

trục x; x, y, x, y là 

các hàm số được xác 

định dựa vào điều kiện 

không có biến dạng cắt 

ngoài mặt phẳng tại 

mặt trên và mặt dưới 

của tấm. 

Tại mặt trên và mặt dưới của tấm, ta có 

điều kiện 
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 (2.7) 

  

 
Hình 2.2: Đồ thị thể hiện hàm phân phối nhiệt độ dọc theo 

chiều dày tấm  
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Thế trường chuyển vị cho bởi 

(2.5) vào (2.7), điều kiện (2.6) được viết 

lại 

 

/2

2
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2 2z hxz x x x
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 (2.8) 
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 (2.9) 
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 (2.10) 

 

/2

2

02 3 0
2 2z hyz y y y

wh h

y
   



   
         

   

 (2.11) 

Lấy (2.8) trừ (2.9), ta được 

0x   (2.12) 

Thế (2.12) vào (2.8), suy ra 

0

2

4

3
x x

w

h x
 

 
   

 
 (2.13) 

Tương tự, lấy (2.10) trừ (2.11), 

suy ra          0y    (2.14) 

Và thế (2.14) vào (2.10), ta được 

0

2

4

3
y y

w

h y
 

 
   

 

 (2.15) 

Thay các hàm x, x, y, y vừa 

tìm được ở (2.12), (2.13), (2.14), (2.15) 

vào (2.5), xấp xỉ chuyển vị theo lý thuyết 

biến dạng cắt bậc 3 được viết lại 
3

0
0 2

3

0
0 2

0

4
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4

3

( , )

x x

y y

wz
u u z

h x

wz
v v z

h y

w w x y

 

 

 
    

 

 
    

 



 (2.16) 

Để có thể xấp xỉ chuyển vị bằng 

xấp xỉ PTHH dạng C
0
, lần lượt thay 

w0/x và w0/y bằng các hàm số độc 

lập x và y [48]. Do đó, hàm xấp xỉ 

chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt 

bậc 3 của Reddy có dạng 
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 (2.17) 

Trường chuyển vị (2.17) chứa 7 

hàm số độc lập u0, v0, w0, x, y, x, y 

cần xác định. Các hàm số này chỉ phụ 

thuộc tọa độ x, y, không phụ thuộc tọa độ 

z. Trong đó, u0, v0 là các chuyển vị màng; 

w0 là độ võng; x, y là các góc xoay 

quanh trục y và trục x; x, y là các hàm 

vênh (warping). 

2.2.2 Trường biến dạng 

Từ trường chuyển vị (2.17), các 

biến dạng được xác định như sau: 

+ Biến dạng trong mặt phẳng 

 

3

0 2

x

p y

xy

u x

v y z z

u y v x







    
   

         
         

1ε ε κ κ

 (2.18) 

Trong đó, 

0

0
0

0 0

u

x

v

y

u v

y x

 
 

 
 

  
 

  
 

  

ε  (2.19) 

1

x

y

yx

x

y

y x







 
 

 
  

  
 

 
 

   

κ
 (2.20) 
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2

x x

y y

y yx x

x x

c
y y

y x y x

 

 

  

  
 

  
   

  
  

      
      

        

κ

 (2.21) 

Với 
2

4

3
c

h
   

+ Biến dạng cắt ngoài mặt phẳng 

(biến dạng trượt) 

 2xz

s s

yz

u z w x
z

v z w y





       
      

      
γ ε κ

 (2.22) 

Trong đó, 

0

0

x

s

y

w

x

w

y





 
  

  


 
  

ε  (2.23) 

3
x x

s

y y

c
 

 

 
  

 
κ  (2.24) 

+ Biến dạng trong điều kiện nhiệt 

độ 

1

( ) 1

0

th

x

th

th y z

th

xy

T z



 



   
   

     
   

  

ε  (2.25) 

Trong đó, T(z) là chênh lệch 

nhiệt độ từ bề mặt đến điểm cần tính; z 

là hệ số dãn nở nhiệt được tính theo qui 

luật phân phối hàm mũ cho bởi (2.1). 

2.2.3 Trường ứng suất  

+ Ứng suất trong mặt phẳng 

 

 3

0 1 2

T

x x xy p th

thz z

      

   

σ E ε ε

E ε κ κ ε

  
 (2.26) 

+ Ứng suất cắt ngoài mặt phẳng 

 2
T

xz yz s sz     τ G ε κ  (2.27) 

+ Ứng suất do nhiệt độ 
T

th th th

th x y xy th     σ Eε   (2.28) 

Trong đó, 

2

1 ( ) 0
( )

( ) 1 0
1 ( )

1 ( )
0 0

2

z
E z

z
z

z








 
 
 

  


 
 
 

E

 (2.29)

   

 

1 0( )

0 12 1 ( )

E z

z

 
    

G  (2.30)

   

Với E(z) là mô đun đàn hồi và 

(z) là hệ số Poisson thay đổi theo qui 

luật hàm phân phối (2.1). 

2.2.4 Nội lực trong tấm 

Các thành phần nội lực trong tấm 

được xác định bằng cách lấy tích phân 

các ứng suất theo chiều dày tấm như sau: 

+ Trong mặt phẳng 

2

2

d

x xh

y y

h

xy xy

N

N z

N







   
   

    
   
   

N  (2.31)

   

2

2

d

x xh

y y

h

xy xy

M

M z z

M







   
   

    
   
   

M  (2.32)

   

2

3

2

d

x xh

y y

h

xy xy

P

P z z

P







   
   

    
   
   

P  (2.33)

   

+ Ngoài mặt phẳng 
2

2

d

h
x xz

y yzh

Q
z

Q






   
    
   

Q  (2.34)

   
2

2

2

d

h
x xz

y yzh

R
z z

R






   
    
   

R  (2.35)
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Thế các quan hệ giữa ứng suất và 

biến dạng cho bởi (2.26) và (2.27) vào 

các phương trình nội lực trên và lấy tích 

phân theo chiều dày tấm, ta có 

0 1 2

0 1 2

0 1 2

th

th

th

   

   

   

N Aε Bκ Eκ N

M Bε Dκ Fκ M

P Eε Fκ Hκ P

 (2.36)  

s s

s s

s s

s s

 

 

Q A ε B κ

R B ε D κ
 (2.37)  

Trong đó, 

   
2

2 3 4 6

2

, , , , , 1, , , , , d

h

ij ij ij ij ij ij

h

A B D E F H z z z z z z


  E

 (2.38)  

   
2

2 4

2

, , 1, , d

h

s s s

ij ij ij

h

A B D z z z


  G  (2.39)  

 
2

2

1

1 d

0

h

th

z

h

T z z


 
 

   
 
 

N E  (2.40)  

 
2

2

1

1 d

0

h

th

z

h

T z z z


 
 

   
 
 

M E  (2.41)  

 
2

3

2

1

1 d

0

h

th

z

h

T z z z


 
 

   
 
 

P E  (2.42)  

Công thức (2.36) và (2.37) được 

viết lại ở dạng ma trận như sau 

0

1

2

th

th

th

      
     

       
             

N A B E ε N

M B D F κ M

P E F H κ P

 (2.43)  

s s
s

s s
s

    
    

    

εQ A B

κR B D
 (2.44)   

 CÔNG THỨC PTHH CS-3.
MITC3+CHO TẤM FGM THEO 

HSDT 

3.1 Công thức PTHH tam giác 

MITC3+ cho tấm FGM 
Rời rạc tấm FGM bằng các phần 

tử tam giác 3 nút. Trường chuyển vị được 

xấp xỉ thông qua chuyển vị tại nút phần 

tử và tại nút nổi có tọa độ tại trọng tâm 

phần tử như sau [20] 
4 4 3

0 0 0 0 0 0

1 1 1

4 4

1 1

4 4

1 1

;  ;  

;  

;  

i i i i i i

i i i

x i xi y i yi

i i

x i xi y i yi

i i

u N u v N v w N w

N N

N N

   

   

  

 

 

  

 

 

  

 

 

(3.1)  

Trong đó, u0i, v0i, w0i, xi, yi, xi, 

yi là các bậc tự do tại nút i. Chú ý, tại nút 

4 (nút nổi) không có giá trị độ võng, tức 

là w04 = 0. Ni là các hàm dạng liên tục 

được định nghĩa trong hệ tọa độ tự nhiên 

,  với 

 

1 4

2 4

3 4

4

1
1

3

1

3

1

3

27 1

N N

N N

N N

N

 





  

   

 

 

  

 (3.2)

   

Thế xấp xỉ PTHH (3.1) vào các 

biến dạng trong mặt phẳng (2.19), (2.20), 

(2.21) và các biến dạng ngoài mặt phẳng 

(2.23), (2.24), ta có quan hệ giữa biến 

dạng và chuyển vị nút phần tử như sau 

 
4 4 4

1 2

0 1 2

1 1 1

; ;m b b

i i i i i i

i i i

  
  

    ε B d κ B d κ B d

 (3.3) 
4

0

1

s

s i i

i

ε B d  (3.4) 

4
1

1

s

s i i

i

κ B d  (3.5) 

Trong đó, di = [u0i v0i w0i xi yi xi 

yi]
T
, i = 1,2,3,4 và w04 = 0, là chuyển vị 

nút phần tử và 
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0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i

m i
i

i i

N

x

N

y

N N

y x

 
 
 

 
  


 
  
 
  

B  (3.6) 

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i

b i
i

i i

N

x

N

y

N N

y x

 
 

 
 

  


 
  
 

  

B  (3.7) 

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

i i

b i i
i

i i i i

N N

x x

N N
c

y y

N N N N

y x y x

  
 

  
  

  
 

 
    
 

    

B

 (3.8) 

0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i
i

s

i

i
i

N
N

x

N
N

y

 
 
 

 
  

B  (3.9) 

1
0 0 0 0 0

3
0 0 0 0 0

i is

i

i i

N N
c

N N

 
  

 
B

 (3.10) 

Biến dạng cắt ngoài mặt phẳng s 

ở (3.4) tính trực tiếp từ xấp xỉ (3.1) sẽ 

không tiến đến 0. Do đó, biến dạng cắt 

này không thể biểu diễn chính xác ứng xử 

cắt khi chiều dày tấm mỏng. Ngược lại, 

khi tấm càng mỏng thì xấp xỉ biến dạng 

cắt này càng lớn, vượt xa biến dạng uốn, 

làm cho lời giải chuyển vị bằng PTHH 

nhỏ hơn rất nhiều so với ứng xử thực tế. 

Hiện tượng khi tấm càng mỏng, biến 

dạng cắt hay năng lượng cắt càng lớn do 

sử dụng hàm xấp xỉ chuyển vị bậc thấp 

được gọi là hiện tượng khóa cắt. 

Trong luận văn này, để khắc phục 

hiện tượng khóa cắt của phần tử tam giác 

3 nút có 1 nút nổi, phương pháp khử khóa 

cắt MITC3+ được sử dụng [20]. Theo 

phương pháp MITC3+, biến dạng cắt 

ngoài mặt phẳng được xấp xỉ lại thông 

qua giá trị biến dạng tính từ xấp xỉ 

chuyển vị (3.1) tại các điểm buộc như sau 

 

 

 

2 1 1 1
ˆ ˆ(3 1)

3 2 3 3

2 1 1 1
ˆ ˆ(3 1)

3 2 3 3

B B C C

A A C C

c

c

    

    

     

     

 
      

 

 
      

 

  (3.11) 

Với    ˆ F D F Ec              

Trong đó, ˆ ˆ,   là biến dạng cắt 

ngoài mặt phẳng trong hệ tọa độ tự nhiên 

và 

, , , , , , , , , , ,A A B B C C D D E E F F

                      

là các biến dạng cắt ngoài mặt phẳng 

trong hệ tọa độ tự nhiên tính tại các điểm 

buộc A, B, C, D, E, F có vị trí và tọa độ 

như Hình 3.1 và Bảng 3.1. 

Từ quan hệ giữa biến dạng và 

chuyển vị tính tại các điểm buộc vào 

(3.11) và chuyển giá trị biến dạng từ hệ 

tọa độ tự nhiên (,,) sang hệ tọa độ 

(x,y,z), ta có thể rút ra quan hệ giữa biến 

dạng cắt ngoài mặt phẳng và tọa độ nút 

phần tử như sau 
4

0

1

ˆˆ ˆˆ
T

s

s xz yz i i

i

 


    ε B d  (3.12) 
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Bảng 3.1: Tọa độ các điểm buộc của 

phần tử MITC3+ với d = 1/10000 [20] 

Điểm buộc   

A 1/6 2/3 

B 2/3 1/6 

C 1/6 1/6 

D 1/3 + d 1/3 – 2d 

E 1/3 – 2d 1/3 + d 

F 1/3 + d 1/3 + d 

Dạng yếu của điều kiện cân bằng 

trên mặt trung bình tấm FGM chịu tác 

dụng của tải trọng phân bố p và nhiệt độ 

được viết [49] 

 

0 1 2 0 1 2

0 1 2

ˆ ˆ    d   d

         d     d
T T T

T T
T T T T T T T T s T T

s s s s

T
T T T th th thwp

 

 

 

 

                

       

 

 

ε κ κ D ε κ κ ε κ D ε κ

ε κ κ N M P

 (3.13) 

Trong đó, 
 
 


 
  

A B E

D B D F

E F H

 (3.14)

   

s s

s

s s

 
  
 

A B
D

B D
 (3.15)

   

Và  là diện tích mặt 

trung bình của tấm. 

Thế các quan hệ giữa 

biến dạng và chuyển vị vào 

phương trình dạng yếu (3.13), ta 

được phương trình cân bằng rời 

rạc 

Kd F  (3.16) 

Trong đó, K là ma trận 

độ cứng kết cấu được lắp ghép 

từ các ma trận độ cứng phần tử  

d d
T

e e

T s s s

ij i j i j

 

   k B DB B D B  (3.17) 

Với e là diện tích phần tử và 

1 2 0 1ˆ ˆ  ;   
T T T T TT T

m b b s s s

i i i i i i i
    
   

B B B B B B B

 (3.18) 

F là véc-tơ lực do tải trọng của 

kết cấu được lắp ghép từ véc-tơ tải 

trọng của phần tử  

 0 0  0 0 0 0 d

  d

e

T T T

e

T

i i

T
T th th th

i

N p




 

  
 





f

B N M P

 (3.19) 

d là véc-tơ nút của toàn bộ kết 

cấu. Nếu nút i là đỉnh tam giác của phần 

tử thì di = [u0i v0i w0i xi yi xi yi]
T
 và 

nếu nút i là nút nổi ở trọng tâm tam giác 

phần tử thì di = [u0i v0i 0 xi yi xi yi]
T
. 

3.2 Công thức phần tử hữu hạn trơn 

CS-MITC3+ cho tấm FGM 

Trong phần này, biến dạng trong 

mặt phẳng của phần tử MITC3+ được 

làm trơn trên miền làm trơn c. Miền làm 

trơn c là các miền con 1, 2, 3 của 

phần tử được tạo ra bằng cách nối các nút 

đỉnh với nút nổi của phần tử như Hình 

3.2. 

Theo phương pháp PTHH trơn trên miền 

phần tử (CS), các trường biến dạng được 

làm trơn như sau [22] 

 
Hình 3.1: Vị trí các điểm buộc của phần tử MITC3+ [20] 



10 
 

0 0 1 1

2 2

1 1
d ;  d ;  

1
d

c c

c

c c

c

A A

A

 



   

 

 



ε ε κ κ

κ κ

 (3.20) 

Trong đó, Ac là diện tích của miền 

làm trơn c.  

Thế các quan hệ giữa biến dạng 

và chuyển vị cho bởi (3.3) vào biến dạng 

trơn (3.20), ta được 
4 4

0
1 1

4 4
1 1

1
1 1

4 4
2 2

2
1 1

1 1
d d

1 1
d d

1 1
d d

c c

c c

c c

m m

i i i i
i ic c

b b

i i i i
i ic c

b b

i i i i
i ic c

A A

A A

A A

  

  

  

   

   

   

  

  

  

ε Β d Β d

κ Β d Β d

κ Β d Β d

 (3.21) 

Theo định lý Green, ta có 

 

d d ; d d
c c c c

i i

i x i y

N N
N n N n

x y   

 
     

 
   

 (3.22) 

Trong đó, c là biên của miền làm 

trơn c; nx và ny lần lượt là hình chiếu 

theo phương x và y của véc-tơ n pháp 

tuyến với biên c. 

Áp dụng (3.22) vào (3.6), (3.7) và 

(3.8), ta được 

3

,

1

d 0 0 0 0 0 0

d 0 d 0 0 0 0 0

d d 0 0 0 0 0

k

c k

k k

i x

l

m m

i i y i SC

k l

i y i x

l l

N n

N n

N n N n



 
 

 
 

    
 
 

  
 



 

 

B B

 (3.23) 

3
1 1

,

1

0 0 0 d 0 0 0

d 0 0 0 0 d 0 0

0 0 0 d d 0 0

k

c k

k k

i x

l

b b

i i y i SC

k l

i y i x

l l

N n

N n

N n N n



 
 

 
 

    
 
 

  
 



 

 

B B

 (3.24) 

  (3.25) 

Các tích phân trong (3.23), 

(3.24) và (3.25) được xác định chính 

xác bằng cách dùng tích phân Gauss 

2 điểm Gauss. 

 

Thế (3.23), (3.24) và (3.25) 

vào (3.21), quan hệ giữa biến dạng 

trơn và chuyển vị nút phần tử được 

viết lại 

 
4 4 4

1 2

0 , 1 , 2 ,
1 1 1

1 1 1
;  ;  m b b

i SC i i SC i i SC i
i i ic c c

A A A  

    ε Β d κ Β d κ Β d

 (3.26) 

Do đó, dạng yếu của phương trình 

cân bằng (3.13) được viết dưới dạng biến 

dạng trơn như sau 

 

0 1 2 0 1 2

0 1 2

    d

ˆ ˆ  d

d     d
T T T

T
T T T T T T

T
T T s T T

s s s s

T
T T T th th thwp





 





 

       

       

        





 

ε κ κ D ε κ κ

ε κ D ε κ

ε κ κ N M P

 (3.27) 

Hoặc phương trình cân bằng rời 

rạc PTHH có dạng 

Kd F  (3.28) 

 
Hình 3.2: Miền làm trơn là các miền con (Δ1, Δ2, Δ3) của 

phần tử được tạo ra bằng cách nối 2 nút đỉnh và nút nổi 

tại trọng tâm của phần tử tam giác 

3
2 2

,

1

0 0 0 d 0 d 0

d 0 0 0 0 d 0 d

0 0 0 d d d d

k k

c k k

k k k k

i x i x

l l

b b

i i y i y i SC

k l l

i y i x i y i x

l l l l

N n N n

c N n N n

N n N n N n N n



 
  

 
 

     
 
 

    
 

 

  

   

B B
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Trong đó, K  là ma trận độ cứng 

kết cấu xác định từ ma trận độ cứng phần 

tử được làm trơn 
3

, ,

1

d
T

e

T s s s

ij e i SC j SC i j

SC

A
 

   k B DB B D B

 (3.29) 

Trong đó,  

1 2

, , , ,  
T T T T

m b b

i SC i SC i SC i SC
 
 

B B B B  (3.30) 

Ma trận độ cứng phần tử cho bởi 

(3.29) liên quan các bậc tự do của nút 

đỉnh và nút nổi phần tử, trong đó độ võng 

tại nút nổi w04 = 0. Để thuận tiện cho việc 

lắp ghép ma trận độ cứng phần tử vào ma 

trận độ cứng kết  cấu, các chuyển vị của 

nút nổi sẽ được tính theo các chuyển vị 

của nút đỉnh bằng phương pháp nén tĩnh 

như sau

 

11 12

21 22

4

11 12

4

21 22

4

 (*)
            

 (**)

e ee e

e e e

e e

e e e e

e e e

     
       

   

  
 

 

d fk k
k d f

d 0k k

k d k d f

k d k d 0

 (3.31) 

Từ (**) suy ra  
1

22 21

4 e e e



 d k k d  (3.32) 

Và thế vào (*), ta có 

  
1

11 12 22 21

e e e e e e e e e



   k k k k d f k d f

 (3.33) 

Trong đó,  
1

11 12 22 21

e e e e e



 k k k k k  (3.34) 

Với 
11

e
k  là các thành phần của ma 

trận ke liên quan bậc tự do tại nút đỉnh 

tam giác của phần tử 
1 2 3

  
T

T T T

e
   d d d d  

với di = [u0i v0i w0i xi yi xi yi]
T
, i = 

1,2,3; 22

e
k  liên quan các bậc tự do của nút 

nổi d4 = [u04 v04 x4 y4 x4 y4]
T
 sau khi 

đã loại bỏ hàng và cột ứng với bậc tự do 

w04;  12 21
T

e e
k k  là các thành phần độ 

cứng liên quan tương tác giữa bậc tự do 

nút ở đỉnh và nút nổi. 

Và 

 0 0  0 0 0 0 d

  d ,   1,2,3

e

T T T

e

T

i i

T
T th th th

i

N p

i





 

   
 





f

B N M P

 (3.35) 

Vậy ma trận độ cứng e
k  của phần 

tử CS-MITC3+ cho bởi công thức (3.34) 

có kích thước 21x21 chỉ liên quan đến 

các bậc tự do tại nút đỉnh tam giác của 

phần tử. 

 CÁC VÍ DỤ SỐ 4.
Phần tử đề xuất CS-MITC3+ được sử 

dụng để tìm độ võng và ứng suất của một 

số bài toán tấm phân lớp chức năng chịu 

tải trọng cơ nhiệt. Các đặc tính vật liệu 

thành phần của vật liệu FGM được cho 

trong Bảng 4.1, với giả thiết là đặc tính 

vật liệu không phụ thuộc vào nhiệt độ.   

 

 

4.1 Tấm vuông Al/ZrO2-1 chịu tải 

trọng phân bố đều 
Xét tấm vuông Al/ZrO2-1 có 

chiều dài cạnh L, dày h. Tấm chịu tải 

trọng phân bố đều p và có 4 biên tựa đơn 

hoặc ngàm. Khảo sát ứng xử của tấm với 

giá trị chỉ số phân bố vật liệu n = 0, 0,5 , 

1, 2.  

Tấm được rời rạc bằng 2NN 

phần tử tam giác CS-MITC3+ với N là số 

phần tử trên mỗi cạnh của tấm. Khi tỉ số 

L/h = 5, kết quả độ võng không thứ 

nguyên 
3 2 4100 /12(1 )c c mw w E h pL 

 

tại tâm tấm ứng với N = 8, 12, 16 và 20 

được cho trong Bảng 4.2 và Hình 4.1 ứng 

với các chỉ số phân bố vật liệu n khác 

nhau. 
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Từ Bảng 4.2, ta nhận thấy rằng, 

kết quả độ võng tại tâm tấm đối với bài 

toán tấm vuông FGM Al/ZrO2-1 chịu tải 

trọng phân bố đều khi L/h = 5 của phần 

tử CS-MITC3+ cũng tương tự với kết quả 

tham khảo cho bởi các phần tử hoặc 

phương pháp khác, tuy nhiên không tốt 

bằng phần tử ES-MITC3. Từ Hình 4.1 

cho thấy độ võng tại tâm tấm thay đổi 

khá nhiều khi chỉ số phân bố vật liệu n 

thay đổi.    

Để đánh giá khả năng khắc phục 

hiện tượng khóa cắt của phần tử CS-

MITC3+, chúng ta sẽ giải bài toán với 

chiều dày của tấm giảm dần ứng với L/h 

= 5, 100, 500 và 1000. Kết quả thu được 

trình bày trong Bảng 4.1 và Hình 4.2 với 

hệ lưới 2NN = 21616. 

Bảng 4.1: Độ võng không thứ nguyên 
3 2 4100 /12(1 )c c mw w E h pL   tại tâm 

tấm Al/ZrO2-1 khi L/h =5, 100, 500 và 

1000 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Biên tựa 

đơn 
(b) Biên ngàm 

Hình 4.1: Độ võng không thứ nguyên tại tâm tấm 

Al/ZrO2-1 khi L/h = 5 với các cách chia lưới và n 

khác nhau 

(a) Biên tựa 

đơn 
(b) Biên ngàm 

Hình 4.2: Độ võng không thứ nguyên tại tâm tấm 

Al/ZrO2-1 khi L/h = 5, 100, 500 và 1000 ứng với các 

cách chia lưới và n khác nhau 
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Từ Bảng 4.1 và Hình 4.2, ta thấy kết quả 

về độ võng tương đối tại tâm tấm không 

có sự thay đổi đột biến giảm dần khi 

chiều dày của tấm mỏng dần. Điều này 

chứng tỏ phần tử CS-MITC3+ đã khắc 

phục hiện tượng khóa cắt.   

4.2 Tấm vuông Al/Al2O3 chịu tải 

trọng hình sin 

Trong ví dụ này, ta xét tấm vuông 

vật liệu FGM loại Al/Al2O3 với luật 

phân bố vật liệu n = 1, 2, 4, 8. Tấm có 

kích thước cạnh L, bề dày tấm h với tỉ số 

L/h = 10. Tấm tựa đơn 4 cạnh và chịu tải 

trọng hình sin với dạng

sin( / )sin( / )p x L y L  với p = 1 tác 

dụng ở mặt trên của tấm như Hình 4.3. 

 

Hình 4.3: Tấm vuông Al/Al2O3 tựa đơn 4 

cạnh và chịu tải trọng hình sin 
sin( / )sin( / )p x L y L   

Để so sánh kết quả cho bởi phần 

tử CS-MITC3+ với các kết quả nghiên 

cứu khác, các giá trị về độ võng và ứng 

suất không thứ nguyên sau được sử dụng 

 

     

 

3

2 4

100

12(1 )

, , ;  0,0, ;  
2 2

0, ,
2

c m
c

x x xy xy

xz xz

w E h
w

pL

h L L h
z z z z

pL pL

h L
z z

pL
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(a) x  

 
(b) xy  

 
(c) xz  

Hình 4.4: So sánh sự phân bố các thành phần ứng suất không thứ nguyên theo chiều 

dày tấm Al/Al2O3 tựa đơn chịu tải trọng hình sin khi khi L/h = 10 cho bởi phần tử CS-

MITC3+ và ES-MITC3 
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Sử dụng lưới 2NN với N = 24, 

ta được kết quả về độ võng tại tâm tấm và 

các thành phần ứng suất không thứ 

nguyên cho trong Bảng 4.4, Bảng 4.5  và 

Hình 4.4 trình bày kết quả sự phân bố các 

thành phần ứng suất không thứ nguyên 

,  ,  x xy xz   cho bởi phần tử CS-MITC3+ 

và phần tử ES-MITC3 [46]. 

Trong ví dụ này, ta thấy kết quả 

thu được của phần tử CS-MITC3+ cũng 

tiệm cận với các phần tử khác. Mặt khác, 

qua biểu đồ ứng suất cho thấy sự liên tục 

xuyên suốt chiều dày tấm, điều đó cho 

thấy không có hiện tượng tập trung ứng 

suất, đây là ưu điểm của tấm FGM so với 

vật liệu composite thông thường. 

4.3 Tấm xiên Al/ZrO2-1 liên kết gối 

tựa đơn chịu tải phân bố đều 

 

Hình 4.5: Tấm xiên Al/ZrO2-1 tựa đơn 4 

cạnh và chịu tải trọng phân bố đều  

Xét tấm xiên hình bình hành 

Al/ZrO2-1 có cạnh a = b = L, liên kết gối 

tựa đơn 4 cạnh và chịu tải trọng phân bố 

đều p =1. Tấm có 2 cạnh song song trục 

x, 2 cạnh còn lại tạo với trục y một góc 

xiên  như Hình 4.5. Tấm có chiều dày h 

với tỉ số L/h = 10. 

 

Sử dụng lưới tam giác 3 nút 21212 

phần tử, kết quả về độ võng không thứ 

nguyên 3 2 4100 /12(1 )c c mw w E h pL   tại 

tấm ứng với góc xiên  = 15
o
, 30

o
, 45

o
, 

60
o
, 75

o
 và hệ số n = 0,5, 1, 2, 4, 10 được 

trình bày trong Error! Reference source 

not found. và Error! Reference source 

not found.. Hình 4.6 biểu diễn sự phân 

bố ứng suất pháp không thứ nguyên 

     2, 2,x xz h pL L L z   theo 

chiều dày tấm cho bởi phần tử CS-

MITC3+ và ES-MITC3 [46]. 

Trong bài toán tấm xiên Al/ZrO2-

1 liên kết gối tựa đơn chịu tải phân bố 

đều, phần tử CS-MITC3+ cho kết quả về 

độ võng và ứng suất tuy không tốt bằng 

nhưng cũng khá tiệm cận kết quả cho bởi 

phần tử ES-MITC3 [46]. Ngoài ra, khi 

góc xiên  của tấm tăng dần thì các thành 

phần độ võng và ứng suất trong tấm giảm 

đáng kể. 

4.4 Tấm vuông Al/ZrO2-1 chịu tải 

trọng nhiệt  

Xét tấm vuông Al/ZrO2-1 với 

kích thước cạnh L = 0,2 m và chiều dày h 

= 0,01 m. Tấm tựa đơn 4 cạnh và chịu tác 

dụng của tải trọng nhiệt độ có nhiệt độ 

mặt dưới Tm = 20ºC (nhiệt độ phòng) và 

nhiệt độ mặt trên tấm Tc biến thiên từ 0ºC 

÷ 500ºC. 
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Với lưới tam giác đều mỗi cạnh 

tấm chia 12 phần tử, kết quả về độ võng 

tại tâm tấm chịu tác dụng nhiệt độ tại mặt 

trên tấm thay đổi Tc = 0o, 100o, 200o, 

300o, 400o, 500o với các hệ số n = 0, 0,5, 

2 cho bởi phần tử CS-MITC3+ và ES-

MITC3 [46] được trình bày trong Bảng 

4.7 và Error! Reference source not 

found.. Kết quả tính toán số cũng cho 

thấy phần tử CS-MITC3+ và phần tử ES-

MITC3 cho kết quả về độ võng của tấm 

FGM chịu tải trọng nhiệt là gần như 

nhau. Ngoài ra, ta thấy rõ ràng tấm FGM 

có khả năng kháng nhiệt độ rất tốt, độ 

võng lên của tấm biến thiên một cách đều 

khi nhiệt độ mặt trên của tấm tăng dần. 

4.5 Tấm vuông Al/ZrO2-1 chịu tải 

trọng cơ nhiệt 

Xét tấm vuông vật liệu FGM 

Al/ZrO2-1 với kích thước cạnh L = 0,2 m 

và chiều dày h = 0,01 m. Tấm tựa đơn 4 

cạnh và nhiệt độ mặt dưới của tấm Tm = 

20ºC (nhiệt độ phòng) và nhiệt độ mặt 

trên tấm Tc = 300
o
C. Ngoài ra, tấm còn 

chịu tác dụng của tải trọng phần bố đều 
4 4/ ( )mP pL E h . 

Với lưới 21212 phần tử, kết 

quả về độ võng không thứ nguyên wc/h 

tại tâm tấm khi tấm chịu tác dụng của tải 

trọng cơ p thay đổi từ -14 đến 0 được thể 

hiện trong Bảng 4.8 và Hình 4.9. So sánh 

với kết quả cho bởi phần tử ES-MITC3 

[46], Bảng 4.8 và Hình 4.9 cho thấy phần 

tử CS-MITC3+ cho kết quả không tốt 

bằng phần tử ES-MITC3 nhưng nhìn 

 
(a) n = 0,5 

 
(b) n = 2 

Hình 4.6: Sự phân bố ứng suất không thứ nguyên      2, 2,x xz h pL L L z   

theo chiều dày tấm xiên Al/ZrO2-1 với  = 30
o
, 45

o
, 75

o
 và (a) n = 0,5 và (b) n = 2 
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chung cũng khá tiệm cận . Qua kết quả 

phân tích chuyển vị của tấm FGM chịu 

tải trọng cơ nhiệt, ta thấy tấm FGM là sự 

kết hợp tốt về khả năng chịu lực tải trọng 

cơ của kim loại cùng khả năng chịu tải 

trọng nhiệt độ của ceramic. 

 

Bảng 4.2: Độ võng tương đối wc/h tại 

tâm tấm vuông Al/ZrO2-1 tựa đơn 4 cạnh 

chịu tải nhiệt độ Tm = 20
o
C, Tc = 300

o
C 

và tải trọng cơ p thay đổi 

 

 KẾT LUẬN 5.
Trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt 

bậc cao kết hợp kỹ thuật khử khóa cắt 

của phần tử MITC3+, cùng kỹ thuật làm 

trơn trên cạnh ES-FEM luận văn đã xây 

dựng phần tử CS-MITC3+ dùng phân 

tích tĩnh cho tấm FGM.  

Kết quả số cho thấy phần tử đề xuất 

có khả năng hội tụ đến lời giải chính xác 

khi số phần tử tăng dần. Phần tử đề xuất có 

khả năng khử hiện tượng khóa cắt tốt. Do 

sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc 3, phần 

tử CS-MITC3+ có khả năng biểu diễn sự 

liên tục của các thành phần ứng suất theo 

chiều dày tấm phù hợp với ứng xử thực tế 

của tấm FGM. Kết quả số cũng cho thấy 

phần tử đề xuất cho kết quả tương tự với 

các phương pháp tham khảo khi phân tích 

các bài toán tấm FGM chịu tải trọng cơ, tải 

trọng nhiệt hay tải trọng cơ nhiệt kết hợp. 

Kết quả phân tích một số bài toán 

cơ nhiệt cho thấy được tính hiệu quả của 

vật liệu FGM khi sử dụng trong các kết 

cấu chịu nhiệt độ và tải trọng cao. 

Phần tử đề xuất CS-MITC3+ có 

thể phát triển để phân tích các bài toán 

động lực học của tấm phân lớp chức 

năng. Ngoài ra, bên cạnh lý thuyết biến 

dạng cắt bậc 3, phần tử CS-MITC3+ 

cũng có thể phát triển cho các lý thuyết 

biến dạng cắt 

bậc cao khác 

nhằm đánh giá 

hiệu quả về độ 

chính xác và chi 

phí tính toán 

khi phân tích 

các bài toán tấm 

phân lớp chức 

năng khác 

nhau. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.7: Sự thay đổi của độ võng tương đối wc/h tại tâm tấm vuông 

Al/ZrO2-1 tựa đơn 4 cạnh chịu tải trọng nhiệt và tải trọng cơ p thay đổi 

ứng với n = 0, 0,5, 2 
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