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Chöông 1. ÑAÏI CÖÔNG VEÀ ÑOÀ THÒ

Baøi 1.1 Trong moät böõa tieäc, moïi ngöôøi baét tay nhau. Chöùng minh raèng
soá ngöôøi baét tay vôùi 1 soá leû ngöôøi khaùc laø soá chaün.

Baøi 1.2 Trong 1 giaûi ñaáu côø theo theå ñaáu voøng troøn 1 löôït, chöùng minh
raèng taïi moïi thôøi ñieåm cuûa giaûi, luoân luoân coù 2 ñaáu thuû coù soá vaùn ñaõ thi
ñaáu baèng nhau.

Baøi 1.3 Moät böõa tieäc coù 6 ngöôøi tham döï. Chöùng minh raèng coù 3 ngöôøi
quen nhau hoaëc coù 3 ngöôøi khoâng quen nhau.

Baøi 1.4 Chöùng minh 2 ñoà thò trong Hình 1.17a vaø 1.17b ñaúng caáu.
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Baøi 1.5 Chöùng minh 2 ñoà thò trong Hình 1.18a vaø 1.18b ñaúng caáu.

Baøi 1.6 Hai ñoà thò trong Hình 1.19a vaø 1.19b coù ñaúng caáu khoâng? Giaûi
thích.

Baøi 1.7 Xeùt tính ñaúng caáu cuûa hai ñoà thò trong Hình 1.20a vaø 1.20b.
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Baøi 1.8 Moät ñôn ñoà thò G ñöôïc goïi laø töï buø neáu G ' G.

a) Chöùng minh raèng neáu G töï buø thì soá ñænh cuûa G laø 4k hay 4k+1,
vôùi k nguyeân döông.

b) Tìm taát caû caùc ñoà thò töï buø coù 4 ñænh vaø 5 ñænh.

Baøi 1.9 Giaûi baøi toaùn instant insanity trong Hình 1.21.
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Baøi 1.10 Cho G laø ñoà thò ñôn, khoâng höôùng. Ñoà thò ñöôøng cuûa G, kyù
hieäu L(G), ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: Moãi caïnh cuûa G laø 1 ñænh cuûa L(G),
hai ñænh cuûa L(G) keà nhau khi vaø chæ khi hai caïnh töông öùng trong G
keà nhau.

a) Chöùng minh K3 vaø K1,3 coù cuøng ñoà thò ñöôøng.

b) Tìm soá caïnh cuûa L(G) theo baäc cuûa caùc ñænh trong G.
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c) Chöùng minh raèng: neáu G laø k-ñeàu thì L(G) laø (2k − 2)-ñeàu.

d) Tìm L(K5).

Baøi 1.11 Boán ngöôøi baát kyø trong soá n ngöôøi (n ≥ 4) ñeàu coù 1 ngöôøi
quen bieát vôùi 3 ngöôøi coøn laïi. Chöùng minh raèng coù 1 ngöôøi quen vôùi taát
caû n − 1 ngöôøi coøn laïi.

Baøi 1.12 Cho G = (X, E) laø moät ñoà thò vaø A ⊂ X . Goïi k laø soá caïnh
cuûa G maø moãi caïnh coù ñuùng 1 ñænh naèm trong A (1 ñænh ôû ngoaøi A) vaø
hlaø soá ñænh baäc leû trong A. Chöùng minh raèng tính chaün leû cuûa k vaø cuûa
h laø nhö nhau.

Baøi 1.13 Trong 1 giaûi thi ñaáu coù n ñoäi tham döï vaø ñaõ coù n + 1 traän ñaáu
ñöôïc tieán haønh. Chöùng minh raèng coù 1 ñoäi ñaõ thi ñaáu ít nhaát 3 traän.

Baøi 1.14 Cho G = (X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng, caân baèng. Vôùi
A ⊂ X , chöùng minh raèng soá cung ñeán A baèng soá cung rôøi khoûi A.

Baøi 1.15 Cho G = (X, E) laø moät ñoà thò coù höôùng. Chöùng minh raèng k
laø soá chaün vôùi

k =
n∑

i=1

∣∣d+(i) − d−(i)
∣∣.

Baøi 1.16 Giaû söû raèng, ñeå giaûi quyeát moät vaán ñeà, caùc laäp trình vieân ñöa
ra nhöõng chöông trình baèng ngoân ngöõ Pascal khaùc nhau. Ta xeùt söï khaùc
bieät cuûa caùc chöông trình naøy baèng moät soá tính chaát naøo ñoù. Chaúng haïn
caùc tính chaát cuûa chöông trình ñöôïc xeùt ñeán laø

1. Soá doøng leänh

2. Soá leänh GOTO
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3. Soá chöông trình con

Ta coù keát quaû sau

Chöông Soá Soá leänh Soá chöông
trình doøng leänh GOTO trình con

1 66 20 1
2 41 10 2
3 68 5 8
4 90 34 5
5 75 12 14

Ñoà thò töông ñoàng laø ñoà thò ñöôïc xaây döïng nhö sau: Taäp ñænh laø
taäp hôïp caùc boä thöù töï (p1, p2, p3) vôùi pi laø giaù trò cuûa tính chaát i. Vôùi
x = (p1, p2, p3) vaø y = (q1, q2, q3), ta ñaët

f(x, y) = |p1 − q1| + |p2 − q2| + |p3 − q3|.

Vôùi s cho tröôùc, ta noái caùc ñænh x, y baèng 1 caïnh neáu f(x, y) < s. Veõ
ñoà thò töông ñoàng trong caùc tröôøng hôïp sau

a) s = 25

b) s = 35

c) s = 50.
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Chöông 2. ÑÖÔØNG ÑI, CHU TRÌNH VAØ TAÄP CAÉT

Baøi 2.1 Cho ñoà thò G coù m caïnh vaø n ñænh. Chöùng minh raèng, neáu
m < n thì G coù 1 ñænh treo hoaëc ñænh coâ laäp.

Baøi 2.2 Cho ñoà thò G = (X, E) thoûa maõn ñieàu kieän δ(G) ≥ k ≥ 2,
trong ñoù

δ(G) = min{d(i) : i ∈ X}.

Chöùng minh raèng, neáu G ñôn thì G coù 1 chu trình sô caáp vôùi chieàu daøi
≥ k + 1.

Baøi 2.3 Cho ñoà thò G coù m caïnh vaø n ñænh. Chöùng minh raèng, neáu
m ≥ n thì G coù 1 chu trình.

Baøi 2.4 Cho G laø ñoà thò lieân thoâng. Chöùng minh G coù 2 ñænh khoâng laø
ñieåm khôùp.

Baøi 2.5 Cho G laø ñoà thò ñôn goàm n ñænh, m caïnh vaø p thaønh phaàn lieân
thoâng. Chöùng minh raèng

n − p ≤ m ≤ 1
2
(n − p)(n − p + 1)

Suy ra raèng, neáu 2m > (n − 1)(n− 2) thì G lieân thoâng.

Baøi 2.6 Coù 2k traïm ñieän thoaïi (k > 0), moãi traïm noái tröïc tieáp vôùi ít
nhaát k traïm khaùc. Chöùng minh raèng baát kyø 2 traïm naøo cuõng lieân laïc
ñöôïc vôùi nhau.
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Baøi 2.7 Cho 2k ñieåm trong maët phaúng naèm trong nhöõng ñöôøng troøn,
moãi ñöôøng troøn chöùa ít nhaát k ñieåm. Chöùng minh raèng giöõa 2 ñieåm baát
kyø ñeàu toàn taïi moät ñöôøng troøn chöùa caû hai ñieåm ñoù.

Baøi 2.8 Coù bao nhieâu ñoà thò ñôn goàm 5 ñænh vaø coù 4 hoaëc 6 caïnh?

Baøi 2.9 Cho G laø ñoà thò ñôn. Chöùng minh raèng G hoaëc G lieân thoâng.

Baøi 2.10 Cho G laø ñoà thò lieân thoâng. Chöùng minh raèng 2 ñöôøng ñi sô
caáp daøi nhaát trong G coù 1 ñænh chung.

Baøi 2.11 Cho G laø ñoà thò khoâng khuyeân vaø moãi ñænh ñeàu coù baäc ≥ 3.
Chöùng minh G coù 1 chu trình ñôn vôùi ñoä daøi chaün.

Baøi 2.12 Cho G ñôn. Chöùng minh raèng:

a) G laø 2-lieân thoâng neáu vaø chæ neáu moïi caëp ñænh ñeàu ôû treân 1 chu
trình

b) e(G) ≥ 2 neáu vaø chæ neáu moïi caëp ñænh ñeàu coù 2 ñöôøng ñi noái
chuùng vôùi nhau.

Baøi 2.13 Chöùng minh ñoà thò G laø löôõng phaân khi vaø chæ khi moïi chu
trình cuûa G ñeàu coù ñoä daøi chaün.

Baøi 2.14 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng vaø i ∈ X . Chöùng minh
raèng i laø ñieåm khôùp neáu vaø chæ neáu coù 2 ñænh x, y sao cho moïi daây
chuyeàn noái x vaø y ñeàu qua i.

Baøi 2.15 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng vaø A, B ⊂ X . Chöùng
minh raèng

ω(A∆B) = ω(A)⊕ ω(B).
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Baøi 2.16 Cho G laø ñoà thò coù höôùng coù n = 2k + 1 ñænh vaø laø k-ñeàu.
Chöùng minh raèng:

a) G lieân thoâng maïnh

b) G khoâng taùch ñöôïc.

Baøi 2.17 Chöùng minh raèng toång soá daây chuyeàn coù chieàu daøi töø 1 ñeán n

trong ñoà thò Kn (vôùi n > 2) laø

n(n − 1)
[
(n − 1)n − 1

]

n − 2
.

Baøi 2.18 Chöùng minh raèng soá daây chuyeàn sô caáp noái 2 ñænh cho saün
trong Kn laø

(n − 2)!
n−2∑

k=0

1
k!

.

Suy ra soá daây chuyeàn sô caáp trong Kn?

Baøi 2.19 Goïi h laø soá daây chuyeàn sô caáp trong Kn. Chöùng minh raèng

n! ≤ h ≤ 3n!.

Baøi 2.20 Xeùt ñoà thò G trong Hình 2.9 sau ñaây

• •
1 2

��
��

Hình 2.9

Chöùng minh raèng soá chu trình coù chieàu daøi k qua ñænh 1 laø soá
Fibonacci fk .
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Baøi 2.21 Cho G laø ñoà thò ñöôïc bieåu dieãn trong Hình 2.10, xeùt xem tröôøng
hôïp naøo ω(A) laø taäp caét? Neáu ω(A) khoâng laø taäp caét, vieát ω(A) döôùi
daïng hoäi caùc taäp caét rôøi nhau.

a) A = {1, 2}.

b) A = {3, 6}

c) A = {3, 5, 6}

�
�

�
�

� @
@

@
@

@�
�

�
�

�
t t t
t t t t

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

e9 e11

e10

1 2 3

4567

t t
tt 98

e12 e13

e14

Hình 2.10

Baøi 2.22 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng vaø U ⊂ E. Giaû söû raèng
soá caïnh chung cuûa U vaø moät taäp caét baát kyø ñeàu laø soá chaün. Chöùng minh
raèng U laø moät chu trình.
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Chöông 3. CAÂY

Baøi 3.1 Veõ taát caû caùc caây (khoâng ñaúng caáu) goàm 5 ñænh.

Baøi 3.2 Cho 2 caây T1 = (X1, E1), AT2 = (X2, E2) vôùi mi = |Ei| vaø
ni = |Xi|. Tính n1, n2, m1 bieát m1 = 17 vaø n2 = 2n1.

Baøi 3.3 Cho G laø 1 röøng coù 7 caây vaø 40 caïnh. Tìm soá ñænh cuûa G.

Baøi 3.4 Cho G laø 1 röøng coù 62 ñænh vaø 51 caïnh. Tìm soá caây cuûa G.

Baøi 3.5 Cho moät ví duï veà moät ñoà thò coù m = n − 1 caïnh nhöng khoâng
laø caây.

Baøi 3.6 Cho G laø caây goàm 4 ñænh baäc 2, 1 ñænh baäc 3, 2 ñænh baäc 4, 1
ñænh baäc 5. Hoûi G coù bao nhieâu ñænh treo?

Baøi 3.7 Cho G = (X, E) lieân thoâng. Chöùng minh raèng, neáu G laø caây
thì moïi ñænh khoâng laø ñænh treo ñeàu laø ñieåm khôùp.

Baøi 3.8 Cho T = (X, E) laø caây vôùi X = {1, 2, . . . , n}. Chöùng minh
raèng, soá ñænh treo cuûa T laø

2 +
∑

d(i)≥3

[
d(i)− 2

]
.

Baøi 3.9 Cho G = (X, E) laø caây. Ñaët r = max{d(i) : i ∈ X} vaø qk laø
soá ñænh baäc k cuûa G (k = 1, 2, . . . , r).
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a) Chöùng minh raèng q1 ≥ q + 2 vôùi q = q3 + · · ·+ qr.

b) G coù bao nhieâu ñænh?

Baøi 3.10 Cho G laø moät ñoà thò goàm n ñænh, m caïnh vaø p thaønh phaàn
lieân thoâng. Chöùng minh raèng m ≥ n − p.

Baøi 3.11 Cho G laø moät ñoà thò goàm n ñænh, m caïnh vaø p thaønh phaàn lieân
thoâng. Chöùng minh raèng G laø moät röøng neáu vaø chæ neáu m− n + p = 0.

Baøi 3.12 Chöùng minh caây laø moät ñoà thò löôõng phaân. Nhöõng caây naøo laø
ñoà thò löôõng phaân ñuû?

Baøi 3.13 Cho G = (X, E) lieân thoâng vaø e ∈ E. Ta coù theå noùi gì veà e
trong caùc tröôøng hôïp sau

a) e ∈ T, ∀T ∈ Sp(G).

b) e 6∈ T, ∀T ∈ Sp(G).

Baøi 3.14 Vôùi T1, T2 ∈ Sp(G) ñaët

d(T1, T2) =
|T1 ⊕ T2|

2
.

Chöùng minh raèng d laø moät metric treân Sp(G).

Baøi 3.15 Cho T1, T2 ∈ Sp(G) vôùi G = (X, E) vaø T1 6= T2.

a) Chöùng minh raèng, vôùi e ∈ T1−T2 thì toàn taïi f ∈ T2 −T1 sao cho
(T1 − e) + f ∈ Sp(G).

b) Suy ra raèng coù theå bieán ñoåi T1 thaønh T2 baèng caùch töøng böôùc thay
theá moãi caïnh cuûa T1 baèng moät caïnh cuûa T2 − T1.
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Baøi 3.16 Chöùng minh raèng |Sp(G)| = 1 ⇐⇒ G laø caây.

Baøi 3.17 Cho G lieân thoâng vaø G′ ≤ G sao cho G′ khoâng coù chu trình.
Chöùng minh raèng, toàn taïi T ∈ Sp(G) sao cho G′ ⊂ T .

Baøi 3.18 Cho G′ ≤ G. Chöùng minh raèng, neáu moïi chu trình C ñeàu coù
moät caïnh trong G′ thì G′ coù ít nhaát m − n + p caïnh.

Baøi 3.19 Cho G1 = (X1, E1), G2 = (X2, E2) laø caùc ñoà thò con lieân
thoâng cuûa moät caây T = (X, E) vôùi E1 ∩ E2 6= Ø. Ñaët G3 = G1 ∩ G2.
Chöùng minh raèng G3 lieân thoâng.

Baøi 3.20 Cho G = (X, E) laø moät ñoà thò lieân thoâng vaø H ≤ G. Phaàn buø
cuûa H trong G, kyù hieäu G−H , laø ñoà thò con cuûa G taïo bôûi nhöõng caïnh
cuûa G khoâng ôû trong H vaø nhöõng ñænh keà vôùi caùc caïnh naøy. Chöùng
minh raèng

a) Neáu T ∈ Sp(G) thì G − T khoâng coù ñoái chu trình.

b) Neáu H laø moät taäp caét thì G− H khoâng chöùa moät caây toái ñaïi naøo
cuûa G.

Baøi 3.21 Cho T = (X, E) laø caây. Vôùi x, y ∈ X , goïi d(x, y) laø soá caïnh
treân ñöôøng ñi ngaén nhaát giöõa x vaø y. Ta ñònh nghóa

- Ñöôøng kính cuûa T laø D = max{d(x, y) : x, y ∈ X}.

- Ñoä leäch taâm cuûa ñænh x laø E(x) = max{d(x, y) : y ∈ X}.

- Taâm cuûa G laø ñænh x0 thoûa E(x0) = min{E(x) : x ∈ X}.

- Baùn kính cuûa T laø R = E(x0) vôùi x0 laø taâm.

a) Tìm taâm, baùn kính vaø ñöôøng kính cuûa caây T trong Hình 3.26 sau
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ñaây.
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Hình 3.26

b) Chöùng minh raèng neáu T coù 2 taâm thì 2 taâm aáy keà nhau.

c) Chöùng minh raèng 1 caây coù 1 hoaëc 2 taâm.

d) Chöùng minh raèng
D

2
≤ R ≤ D. Tìm moät caây T maø D 6= 2R.

Baøi 3.22 Tìm caây khung cuûa caùc ñoà thò trong Hình 3.27 baèng caùch duøng
BFS.

Baøi 3.23 Tìm caây khung cuûa caùc ñoà thò trong Hình 3.27 baèng caùch duøng
DFS.

Baøi 3.24 Chöùng minh caùc thuaät toaùn BFS vaø DFS cho ta caây khung cuûa
ñoà thò G lieân thoâng.

Baøi 3.25 Duøng thuaät toaùn ‘‘doø ngöôïc” ñeå giaûi baøi toaùn 4 con haäu treân
baøn côø 4× 4 (nghóa laø saép 4 con haäu treân 1 baøn côø 4× 4 sao cho khoâng
coù 2 con haäu naøo ôû cuøng haøng, cuøng coät hay cuøng ñöôøng cheùo).

Baøi 3.26 Cho G = (X, E) lieân thoâng vaø T ∈ Sp(G). Xeùt xem caùc meänh
ñeà sau ñaây ñuùng hay sai?
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a) Coù moät thöù töï treân X sao cho T laø caây khung coù ñöôïc töø thuaät
toaùn BFS.

b) Coù moät thöù töï treân X sao cho T laø caây khung coù ñöôïc töø thuaät
toaùn DFS.

Baøi 3.27 Cho G = (X, E) lieân thoâng. Cho ví duï chöùng toû raèng vôùi 2
thöù töï khaùc nhau treân X , thuaät toaùn BFS coù theå cho ta cuøng moät caây
khung cuûa G. Cho ví duï töông töï vôùi thuaät toaùn DFS.'
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Baøi 3.28 Tìm caây khung ngaén nhaát cuûa caùc ñoà thò trong Hình 3.28.
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Hình 3.28
Baøi 3.29 Tìm caây khung ngaén nhaát coù chöùa caïnh 3&4 cuûa caùc ñoà thò
trong Hình 3.28.

Baøi 3.30 a) Trình baøy moät thuaät toaùn tìm caây khung daøi nhaát (lôùn nhaát).
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b) Tìm caây khung daøi nhaát cuûa ñoà thò trong Hình 3.28.

c) Tìm caây khung daøi nhaát coù chöùa caïnh 3&4 cuûa ñoà thò trong Hình
3.28.

Baøi 3.31 Cho G = (X, E) lieân thoâng vaø caùc caïnh coù troïng löôïng ñoâi
moät khaùc nhau. Chöùng minh raèng G coù ñuùng moät caây khung ngaén nhaát.

Baøi 3.32 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng, coù troïng löôïng. Coi
thuaät toaùn xaùc ñònh caây toái ñaïi sau:

T0 = G, Ti = Ti−1 − ei,

vôùi ei laø caïnh sao cho

w(ei) = max
{
w(e) : Ti−1 − e lieân thoâng

}
.

Chöùng minh raèng, khi thuaät toaùn keát thuùc ôû böôùc thöù k, ta coù Tk laø caây
toái ñaïi ngaén nhaát cuûa G.

Baøi 3.33 Cho G = (X, E) lieân thoâng coù troïng löôïng. Xeùt xem caùc meänh
ñeà sau ñaây ñuùng hay sai?

a) Neáu troïng löôïng cuûa caùc caïnh ñoâi moät khaùc nhau thì caùc caây toái
ñaïi khaùc nhau cuõng coù troïng löôïng khaùc nhau.

b) Neáu w(e) < w(f), ∀f 6= e thì e ôû trong moïi caây toái ñaïi ngaén nhaát
cuûa G.

Baøi 3.34 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng coù troïng löôïng vaø w0 =
min{w(e) : e ∈ E}. Giaû söû raèng G coù moät chu trình C goàm s caïnh,
moãi caïnh coù troïng löôïng laø w0. Chöùng minh raèng G coù ít nhaát s caây toái
ñaïi ngaén nhaát.

Baøi 3.35 Cho G = (X, E) lieân thoâng coù troïng löôïng. Ñaët

w0 = min{w(e) : e ∈ E} w1 = max{w(e) : e ∈ E}.
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a) Giaû söû coù duy nhaát a ∈ E sao cho w(a) = w0. Chöùng minh raèng
moïi caây toái ñaïi ngaén nhaát ñeàu chöùa a.

b) Giaû söû coù duy nhaát b ∈ E sao cho w(b) = w1. Chöùng minh raèng
khoâng coù caây toái ñaïi ngaén nhaát naøo chöùa b.

c) Cho ví duï chöùng toû keát quaû ôû (a) vaø ôû (b) ñeàu khoâng ñuùng neáu a
vaø b khoâng duy nhaát.

Baøi 3.36 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng khoâng khuyeân vaø E ′ =
{e1, . . . , ek} laø moät taäp con khoâng coù chu trình cuûa E. Ñieàu chænh thuaät
toaùn Kruskal ñeå tìm caây toái ñaïi ngaén nhaát trong soá nhöõng caây toái ñaïi
chöùa caùc caïnh e1, . . . , ek.

Baøi 3.37 Chöùng minh Ñònh lyù 3.5.2.

Baøi 3.38 Cho G = (X, E) laø ñoà thò coù höôùng. Chöùng minh raèng G coù
moät goác neáu vaø chæ neáu vôùi moïi caëp ñænh (x, y), coù moät ñænh z sao cho
töø z coù moät ñöôøng ñi ñeán x vaø moät ñöôøng ñi ñeán y.

Baøi 3.39 Cho T = (X, E) laø caây coù höôùng vôùi heä ñòa chæ phoå duïng.

a) Neáu ñænh x coù ñòa chæ laø 2.1.3.6 thì x coù ít nhaát laø maáy anh em?
Tìm ñòa chæ cuûa cha cuûa x.

b) Vôùi x nhö treân thì x coù bao nhieâu toå tieân?

Baøi 3.40 Cho T = (X, E) laø moät caây tam phaân ñaày ñuû coù 34 ñænh trong.
Tính soá cung vaø soá laù cuûa T .

Baøi 3.41 Cho T = (X, E) laø moät caây nguõ phaân ñaày ñuû coù 817 laù. Hoûi
T coù bao nhieâu ñænh trong?

Baøi 3.42 Cho T laø moät caây töù phaân ñaày ñuû coù chieàu cao 8. Hoûi T coù
nhieàu nhaát laø bao nhieâu ñænh trong? Coøn neáu T laø k-phaân ñaày ñuû coù
chieàu cao h thì soá ñænh trong toái ña cuûa T laø bao nhieâu?
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Baøi 3.43 Moät caây k-phaân ñuû coù chieàu cao h ñöôïc goïi laø caây k-phaân ñaày
neáu taát caû caùc laù cuûa noù ñeàu ôû möùc h. Tìm soá laù cuûa caây nhò phaân ñaày
trong caùc tröôøng hôïp

a) h = 3.

b) h = 7.

c) h = 12.

Baøi 3.44 Cho T laø caây nhò phaân ñaày. Tính soá ñænh trong vaø soá caïnh cuûa
T bieát chieàu cao cuûa T laø h = 5.

Baøi 3.45 Cho T laø caây k-phaân ñaày coù chieàu cao 7 vaø 279.936 laù. Hoûi T
coù bao nhieâu ñænh trong?

Baøi 3.46 Veõ moät caây nhò phaân ñaày ñuû coù chieàu cao h = 3, coù 4 ñænh
trong vaø 5 laù.

Baøi 3.47 Cho G = (X, E) laø ñoà thò lieân thoâng vôùi caùc ñænh ñöôïc saép
thöù töï x1, x2, . . . , xn. Goïi T vaø T ′ laàn löôït laø caây khung cuûa G coù goác
x1 coù ñöôïc baèng thuaät toaùn BFS vaø DFS. Chöùng minh raèng chieàu cao
cuûa T nhoû hôn hoaëc baèng chieàu cao cuûa T ′.

Baøi 3.48 Ta baûo moät caây coù chieàu cao h la caân baèng neáu moïi laù ñeàu ôû
möùc h hoaëc h− 1. Goïi nh laø soá ñænh ít nhaát cuûa caây nhò phaân caân baèng
vaø coù chieàu cao h.

a) Chöùng minh n0 = 1, n1 = 2, n2 = 4.

b) Chöùng minh nh = 1 + nh−1 + nh−2 vôùi h > 1.

c) Chöùng minh nh = fh+1 − 1, ∀h ≥ 0, trong ñoù f1, f2, f3 . . . laø daõy
Fibonacci.

Baøi 3.49 Veõ caây quyeát ñònh cuûa caùc baøi toaùn 4 ñoàng xu vaø 5 ñoàng xu.
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Baøi 3.50 Xaây döïng caây töù phaân quyeát ñònh cho 12 ñoàng xu trong ñoù coù
ñuùng moät ñoàng xu naëng hôn 11 ñoàng xu coøn laïi.

Baøi 3.51 Cho ví duï chöùng toû raèng hai caây nhò phaân T1, T2 khaùc nhau coù
cuøng taäp ñænh {x1, x2, x3} nhöng daõy caùc ñænh trong pheùp duyeät tröôùc
cuûa T1 vaø cuûa T2 truøng nhau.

Baøi 3.52 Cho ví duï chöùng toû raèng hai caây nhò phaân T1, T2 khaùc nhau
coù cuøng taäp ñænh {x1, x2} maø daõy caùc ñænh trong pheùp duyeät tröôùc vaø
pheùp duyeät sau cuûa T1 vaø cuûa T2 truøng nhau.

Baøi 3.53 Toàn taïi hay khoâng moät caây nhò phaân

a) Coù taäp ñænh {A, B, C, D} sao cho daõy caùc ñænh trong pheùp duyeät
tröôùc laø ABCD vaø daõy caùc ñænh trong pheùp duyeät trong laø ADBC.

b) Coù taäp ñænh {A, B, C, D, E,F} sao cho daõy caùc ñænh trong pheùp
duyeät tröôùc laø ABCEFD vaø daõy caùc ñænh trong pheùp duyeät trong laø
ACFEBD.

Baøi 3.54 Lieät keâ daõy caùc ñænh cuûa caùc caây trong Hình 3.29 baèng caùch
duøng pheùp duyeät tröôùc, pheùp duyeät trong vaø pheùp duyeät sau.

Baøi 3.55 Giaû söû 1 caây nhò phaân coù daõy caùc ñænh khi duyeät baèng pheùp
duyeät tröôùc laø ABDECFG vaø khi duyeät baèng pheùp duyeät trong laø
DBEAFGC. Haõy veõ caây naøy.

Baøi 3.56 Cho T = (X, E) laø caây nhò phaân sao cho vôùi moïi x ∈ X , ta
coù lch(x) < x, rch(x) > x. Hoûi T coù laø caây nhò phaân tìm kieám khoâng?

Baøi 3.57 Vôùi thöù töï töï-ñieån, xaây döïng 1 caây nhò phaân tìm kieám töø caâu
sau ñaây

a) Four score and seven years ago our forefathers brought forth.
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b) Em veà töøng böôùc chaân xieâu, coøn ta nguû ñöùng döôùi chieàu möa bay.

c) Word processing produces clean manuscripts but not necessarily
clear prose.

d) OÂi! Ta nghe nghìn gioït leä rôùt xuoáng thaønh hoà nöôùc long lanh!
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Baøi 3.58 Vieát caùc bieåu thöùc sau ñaây baèng kyù hieäu Balan vaø baèng kyù hieäu
Balan ngöôïc. Veõ caây nhò phaân cuûa bieåu thöùc töông öùng.

a)
w + x − y

πz3
.

b)
(
nn

)n(mn − q).

c)
((

(a + b) ∗ c + d
)
∗ e

)
−

(
(a + b) ∗ c + d

)
.

Baøi 3.59 Töø caùc bieåu thöùc vieát baèng kyù hieäu Balan ngöôïc, haõy vieát caùc
bieåu thöùc naøy döôùi daïng kyù hieäu Balan vaø veõ caây nhò phaân töông öùng.

a) abc ∗ ∗cde + ÷−

b) ab + cd ∗ ef ÷ − − a∗

Baøi 3.60 Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc ñöôïc vieát baèng kyù hieäu Balan sau
ñaây

a) +4/ ∗ 2 3 + 1 − 9 ↑ 2 3.

b) / ↑ a − b c + d ∗ e f bieát a = c = d = e = 2, b = f = 4

Baøi 3.61 Tính giaù trò caùc bieåu thöùc vieát baèng kyù hieäu Balan ngöôïc sau
ñaây khi a = 1, b = 2, c = 3, d = 4.

a) ab + cd ∗ aa ÷−− b∗

b) abab ∗+ ∗ d∗

c) adbcd ∗ − + ∗

Baøi 3.62 Tìm vaø veõ taát caû caùc caây khung coù höôùng coù goác laø ñænh 1,
hoaëc ñænh 2 cuûa ñoà thò trong Hình 3.30
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Baøi 3.63 Tìm soá caây khung cuûa caùc ñoà thò trong Hình 3.31.'
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Hình 3.31

Baøi 3.64 Chöùng minh raèng |Sp(Kn)| = nn−2 vôùi n > 1.

Baøi 3.65 Duøng caây maõ Huffman trong Hình 3.32 ñeå

a) Giaûi maõ caùc chuoãi sau ñaây:

0110100110; 01111001001110; 1110011101001111.

b) Maõ hoùa caùc chuoãi kyù töï sau ñaây:

NEED, LEADEN, PENNED.

24



HHHHHHHHH

������
HHH

������������

HHH

HHH

HHH

•
•

•
S

•
A

•
• •

E• •
N• •

P•
D

•
L

1
1 0

0

01
1

1
1 0

0
0

Hình 3.32

Baøi 3.66 a) Xaây döïng moät maõ Huffman cho caùc kyù hieäu vôùi taàn soá xuaát
hieän cho trong baûng sau

KyùÏ hieäu I U B S C H M P

Taàn soá xuaát hieän 7, 5 20 2, 5 27, 5 5 10 2, 5 25

b) Duøng keát quaû caâu (a) ñeå maõ hoùa caùc chuoãi kyù töï sau: BUSCUP,
MUSHPUSH.

Baøi 3.67 Moät maõ nhò phaân cho S = {a, b, c, d, e} ñöôïc xaùc ñònh nhö
sau

a : 00, b : 01, c : 101, d : x10, e : yz1

Tìm x, y, z ñeå maõ ñaõ cho laø maõ tieàn toá.

Baøi 3.68 Xaây döïng moät maõ tieàn toá toái öu cho caùc kyù hieäu a, b, . . . , i, j
bieát taàn soá xuaát hieän cho trong baûng sau

KyùÏ hieäu a b c d e f g h i j

Taàn soá xuaát hieän 78 16 30 35 125 31 20 50 80 3
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Baøi 3.69 Baèng caùch söû duïng caùc troïng löôïng 2, 3, 5, 10, 10 ñeå chöùng
minh raèng caây Huffman xaây döïng töø moät taäp hôïp caùc troïng löôïng cho
saün khoâng duy nhaát. Coù theå naøo ñieàu chænh thuaät toaùn Huffman ñeå coù
caây duy nhaát khoâng?
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Chöông 4. BIEÅU DIEÃN BAÈNG MA TRAÄN

Baøi 4.1 Vieát caùc ma traän Cf , Df cuûa ñoà thò G ñoái vôùi caây khung T =
{a, c, d, f} vaø kieåm chöùng raèng Cf ×Dt

f = 0 trong caùc tröôøng hôïp sau:

a) G trong Hình 4.1a b) G trong Hình 4.1b.

c) G trong Hình 4.2.

Baøi 4.2 Vieát ma traän lieân keát vaø ma traän keà cuûa

a) K5.

b) K2,3.

c) Ñoà thò G trong Hình 2.5 (Chöông 2).

Baøi 4.3 Cho G coù höôùng vaø A laø ma traän lieân keát cuûa G. Chöùng minh
raèng A unimodular, nghóa laø detAk ∈ {−1, 0, 1} vôùi moïi ma traän con
loaïi k × k cuûa A, k = 1, . . . , h vôùi h = min{m, n}.

Baøi 4.4 Cho ma traän

B =




0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0



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a) Chöùng minh raèng ta coù theå saép xeáp caùc doøng, caùc coät cuûa B sao
cho B laø ma traän keà cuûa moät ñoà thò G khoâng höôùng. Khi aáy tìm soá caïnh
cuûa G.

b) Chöùng minh coù theå saép xeáp caùc ñænh sao cho G laø ñoà thò löôõng
phaân.

Baøi 4.5 Xeùt ñoà thò G trong Hình 4.5.

4 5

3 6

1 2

Hình 4.5

a

b

c

g
e

h

d f

a) Vieát ma traän lieân keát vaø ma traän keà cuûa G.

b) Vieát caùc ma traän Cf , Df ñoái vôùi caây T = {a, c, d, f, h}

Baøi 4.6 Cho ñoà thò G coù höôùng vôùi ma traän keà

B =




0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0




a) Tìm soá cung vaø soá thaønh phaàn lieân thoâng cuûa G.
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b) Saép xeáp caùc cung cuûa G sao cho ma traän lieân keát cuûa G coù daïng

A =
(

A1 0
0 A2

)
vôùi Ai laø ma traän lieân keát cuûa thaønh phaàn lieân thoâng

Xi vaø |X1| < |X2|. Vieát A, A1, A2.

c) Chöùng minh X1 lieân thoâng maïnh, X2 khoâng lieân thoâng maïnh.

d) Tìm moät cô sôû cuûa Wc vaø moät cô sôû cuûa Wd.

Baøi 4.7 Goïi B laø ma traän keà cuûa ñoà thò K5 vaø Bk
ij laø phaàn töû ôû doøng i

coät j cuûa Bk .

a) Chöùng minh raèng caùc phaàn töû treân ñöôøng cheùo chính cuûa Bk ñeàu
baèng nhau vaø caùc phaàn töû ôû ngoaøi ñöôøng cheùo chính cuûa Bk cuõng baèng
nhau.

b) Ñaët Bk
ii = dk vaø Bk

ij = bk vôùi i 6= j. Chöùng minh raèng

dk+1 = 4bk, bk+1 = dk + 3bk = 3bk + 4bk−1, ∀k > 1.

c) Chöùng minh raèng

bk =
1
5
[
4k + (−1)k+1

]
vaø dk =

4
5
[
4k−1 + (−1)k

]
.

Baøi 4.8 Chöùng minh nhöõng keát quaû töông töï nhö trong Baøi 7 cho ñoà
thò Kn.

Baøi 4.9 Cho B laø ma traän keà cuûa Kr,s. Tìm Bk .

Baøi 4.10 Cho G laø ñoà thò coù höôùng vaø B laø ma traän keà cuûa G. Ñaët
S = B + B2 + · · ·+ Bn . Chöùng minh raèng G lieân thoâng maïnh neáu vaø
chæ neáu Sij 6= 0, ∀i, j.
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Baøi 4.11 Cho G coù höôùng vaø B laø ma traän keà cuûa G. Chöùng minh raèng
G khoâng coù maïch neáu vaø chæ neáu det(I − B) 6= 0 vôùi I laø ma traän ñôn
vò caáp n.

Baøi 4.12 Cho G = (X, E) lieân thoâng vaø x, y ∈ X . Giaû söû coù caùc ñöôøng
ñi khaùc nhau P1, P2, . . . , Ps töø x ñeán y. Ta ñònh nghóa ma traän P = (Pij)
vôùi

Pij =
{

1 neáu ej ∈ Pi,

0 neáuej 6∈ Pi.

a) Vieát ma traän P cuûa ñoà thò trong Hình 4.1a vôùi x = 1 vaø y = 3

b) Bieát thöù töï caùc caïnh trong A vaø trong P laø nhö nhau, chöùng
minh raèng A× P = M , trong ñoù Mxj = Myj = 1, ∀j vaø Mij = 0, ∀i 6=
x, y, ∀j.

Baøi 4.13 Chöùng minh raèng |Sp(G)| = det
(
Af × At

f

)
.

Baøi 4.14 Cho G khoâng höôùng vôùi khoâng gian caùc chu trình cuûa G

sinh bôûi caùc vectô 01111001, 01110110, 01001010, 01000101, 10101101,
10100010, 10011110, 10010001. Haõy veõ ñoà thò G.

Baøi 4.15 Cho G khoâng taùch ñöôïc. Chöùng minh raèng dimWc = 1 neáu
vaø chæ neáu G laø moät chu trình.

Baøi 4.16 Chöùng minh Ñònh lyù 4.4.2 vaø Ñònh lyù 4.4.8

Baøi 4.17 Giaû söû Sp(G) goàm caùc caây sau {a, b, e}, {a, b, d}, {a, c, e},
{a, c, d} {a, d, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}. Haõy veõ ñoà thò G.
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Baøi 4.18 Cho G laø ñoà thò khoâng höôùng vaø r laø haïng cuûa G. Chöùng
minh raèng soá cô sôû cuûa Wd laø

1
r!

(2r − 20)(2r − 21)(2r − 22) . . .(2r − 2r−1).

Baøi 4.19 Cho G lieân thoâng vaø k = dimWc. Chöùng minh raèng

|Sp(G)| ≤ 1
k!

(2k − 20)(2k − 21)(2k − 22) . . .(2k − 2k−1).

Baøi 4.20 Cho G = (X, E) laø ñoà thò coù höôùng. Ma traän khaû lieân cuûa
G laø ma traän R = (rij) ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: rij = 1 neáu coù moät
ñöôøng ñi coù chieàu daøi ≥ 1 töø i ñeán j vaø rij = 0 neáu ngöôïc laïi.

a) Chöùng minh raèng R2
ii baèng soá ñænh cuûa thaønh phaàn lieân thoâng

maïnh chöùa ñænh i.

b) Giaû söû caùc ñænh cuûa G ñöôïc saép xeáp sao cho

n∑

j=1

rij ≥
n∑

j=1

rkj , ∀i < k.

Chöùng minh raèng G khoâng coù maïch neáu vaø chæ neáu R laø ma traän tam
giaùc treân.

Baøi 4.21 Cho G = (X, E) vôùi X = {1, 2, . . . , n}. Ñaët M = (Mij) laø
ma traän Bool xaùc ñònh bôûi

Mij =
{

1 neáu (i, j) ∈ E

0 neáu ij 6∈ E

31



a) Chöùng minh raèng Mk
ij = 1neáu vaø chæ neáu coù 1 ñöôøng ñi vôùi chieàu

daøi k töø i ñeán j.

b) Ñaët S = I + M + · · ·+ Mn−1. Chöùng minh raèng G lieân thoâng
neáu vaø chæ neáu Sij = 1, ∀i, j.

c) Ta xaây döïng daõy caùc ma traän W0, . . . , Wn vôùi W0 = M vaø

Wk[i, j] = Wk−1[i, j]+ Wk−1[i, k] + Wk−1[k, j].

Chöùng minh raèng Wn = R vôùi R = M + M2 + · · ·+ Mn.
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Chöông 5. CAÙC BAØI TOAÙN VEÀ ÑÖÔØNG ÑI

Baøi 5.1 Chöùng minh Boå ñeà 5.2.1.

Baøi 5.2 Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán nhöõng ñænh khaùc cuûa
caùc ñoà thò trong Hình 5.19
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Baøi 5.3 Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán nhöõng ñænh khaùc cuûa
caùc ñoà thò trong Hình 5.20
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Baøi 5.4 Xeùt ñoà thò G xaùc ñònh bôûi ma traän khoaûng caùch

D =




0 2 7 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ 0 3 9 10 12 ∞
∞ ∞ 0 15 5 16 ∞
7 ∞ ∞ 0 ∞ 1 10

∞ ∞ ∞ 6 0 ∞ 10
∞ 12 ∞ ∞ ∞ 0 7
∞ ∞ 18 ∞ ∞ ∞ 0




.

Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán ñænh 7 bieát raèng

a) Khoâng coù ñieàu kieän gì theâm.

b) Khoâng qua ñænh 5.

c) Qua ñænh 4.

d) Qua cung (5, 4).

Baøi 5.5 Tìm moät ví duï chöùng toû raèng thuaät toaùn Dijsktra khoâng theå aùp
duïng cho ñoà thò coù troïng löôïng aâm.

Baøi 5.6 Trong caùc tröôøng hôïp sau ñaây, xeùt ñoà thò G xaùc ñònh bôûi ma
traän khoaûng caùch D. Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán nhöõng ñænh
khaùc vaø veõ caây ñöôøng ñi hoaëc chæ ra raèng ñoà thò coù moät maïch aâm.

a) D =




0 6 ∞ ∞ 2 1 ∞
∞ 0 5 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 0 2 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 0 ∞ −3 −1
4 1 4 ∞ 0 ∞ 6

∞ ∞ ∞ ∞ 2 0 8
7 ∞ 7 ∞ ∞ ∞ 0




.
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b) D =




0 8 ∞ ∞ ∞ 4
∞ 0 −4 ∞ 2 ∞
8 ∞ 0 ∞ ∞ 2

∞ 5 3 0 ∞ ∞
7 ∞ ∞ −9 0 ∞

∞ −2 ∞ ∞ 4 0




.

Baøi 5.7 Tìm ñöôøng ñi ngaén nhaát giöõa taát caû caùc caëp ñænh hay chæ ra
raèng coù moät maïch aâm trong ñoà thò G xaùc ñònh bôûi ma traän khoaûng caùch
D:

a) D =




0 8 ∞ ∞ 2
∞ 0 4 ∞ ∞
∞ ∞ 0 ∞ 4
6 3 −2 0 ∞
7 5 ∞ −1 0




.

b) D =




0 2 ∞ ∞ 5
∞ 0 −9 ∞ ∞
∞ ∞ 0 3 3
3 ∞ ∞ 0 ∞

∞ 4 ∞ −4 0




.

Baøi 5.8 Goïi d(x, y) laø ñoä daøi cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh x ñeán ñænh
y.

a) Cho d(x, y) ≥ 2. Chöùng minh raèng toàn taïi ñænh z sao cho

d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)

b) Chöùng minh raèng trong ñoà thò Petersen ta coù

d(x, y) ∈ {1, 2}, ∀x, y.
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Baøi 5.9 Cho G = (X, E) coù troïng löôïng vaø e1 laø caïnh sao cho w(e1) <
w(e), ∀e 6= e1. Chöùng minh hay phaûn chöùng minh meänh ñeà sau:

‘‘AÙp duïng thuaät toaùn Dijsktra, ta coù moät ñænh j sao cho e1 ôû treân
moät ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán ñænh j’’.

Baøi 5.10 Chöùng minh hay phaûn chöùng minh thuaät toaùn sau ñaây maø khi
thuaät toaùn keát thuùc, ta seõ coù ñoä daøi π cuûa ñöôøng ñi ngaén nhaát töø ñænh a
ñeán ñænh b trong ñoà thò G = (X, E).

Böôùc 1. π := 0; i := a, T = X .

Böôùc 2. Neáu i = b thì döøng. Ngöôïc laïi thì T := T − {i}.

Tìm j ∈ T sao cho w(i, j) beù nhaát vaø π := π + w(i, j)

Böôùc 3. i := j vaø trôû laïi Böôùc 2.

Baøi 5.11 Chöùng minh hay phaûn chöùng minh thuaät toaùn ‘‘Tìm ñöôøng
ñi ngaén nhaát töø ñænh 1 ñeán nhöõng ñænh khaùc trong ñoà thò G = (X, E)
khoâng coù maïch vaø 1 laø ñænh duy nhaát coù nöûa baäc trong baèng 0’’ sau
ñaây:

Böôùc 1. π(1) = 0; S = {1}, S = X − S.

Böôùc 2. Tìm j ∈ S sao cho Γ−1(j) ⊂ S.

Böôùc 3. π(j) := min{π(i) + w(i, j) : i ∈ Γ−1(j)}.

Ñaùnh daáu j baèng (π(j), i); S := S ∪ {j}.

- Neáu |S| = |X | thì döøng. Neáu |S| 6= |X | thì trôû laïi Böôùc 2.

Baøi 5.12 Xeùt xem G coù laø ñoà thò Euler hay khoâng. Neáu khoâng, G coù theå
veõ ñöôïc baèng maáy neùt?
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Baøi 5.13 Khi naøo Kn laø ñoà thò Euler? Cuøng caâu hoûi vôùi caùc ñoà thò
Kr,s, Wn vaø Qk.
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Baøi 5.14 Xaùc ñònh chu trình Euler neáu coù cuûa caùc ñoà thò cho bôûi ma
traän keà sau ñaây:

a) B =




0 1 1 0 0 2
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1
2 1 1 0 1 0



.

b) B =




0 1 0 0 0 0 0 0 2
1 0 1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1
2 1 0 0 0 0 0 1 0




.

Baøi 5.15 Cho 10 con domino (1; 2), (1; 3), (1; 4), (1; 5), (2; 3), (2; 4),
(2; 5), (3; 4), (3; 5), (4; 5). Coù theå naøo saép xeáp caùc con domino naøy treân
1 voøng troøn theo luaät domino khoâng?

Baøi 5.16 Chöùng minh raèng neáu G laø ñoà thò Euler thì L(G) (ñoà thò ñöôøng
cuûa G) cuõng theá. Ñaûo laïi coù ñuùng khoâng?

Baøi 5.17 Coù theå naøo thöïc hieän taát caû caùc nöôùc ñi cuûa moät con maõ treân
moät baøn côø vua vaø trôû veà oâ xuaát phaùt khoâng?

Baøi 5.18 Tìm maïch Euler (neáu coù) cuûa ñoà thò coù höôùng xaùc ñònh bôûi ma
traän keà sau ñaây
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a)B =




0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
1 0 0 1 0 0




.

b) B =




0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0




.

Baøi 5.19 Chöùng minh raèng moät ñoà thò Euler coù höôùng thì lieân thoâng
maïnh. Ñaûo laïi coù ñuùng khoâng?

Baøi 5.20 Cho G = (X, E) laø ñoà thò coù höôùng. Chöùng minh raèng G coù
moät ñöôøng ñi Euler neáu vaø chæ neáu G thoûa caùc ñieàu kieän sau

i) G lieân thoâng.

ii) Coù 2 ñænh x vaø y sao cho

d+(x) = d−(x) + 1, d+(y) = d−(y)− 1.

iii) d+(i) = d−(i), ∀i 6= x, y.

Baøi 5.21 Moät ñoà thò Euler goïi laø veõ ñöôïc moät caùch ngaãu nhieân hay Euler
moät caùch ngaãu nhieân neáu coù ñænh x sao cho baét ñaàu töø x, taïi moãi ñænh,
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ta ñi theo moät caïnh chöa ñi qua baát kyø naøo thì cuoái cuøng ta cuõng coù chu
trình Euler. Khi aáy ta baûo G veõ ñöôïc moät caùch ngaãu nhieân töø x.

a) Chöùng minh ñoà thò sau ñaây laø veõ ñöôïc 1 caùch ngaãu nhieân
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Hình 5.22

b) Tìm moät ñoà thò Euler nhöng khoâng veõ ñöôïc moät caùch ngaãu nhieân.

Baøi 5.22 Cho G laø ñoà thò Euler veõ ñöôïc moät caùch ngaãu nhieân töø moät
ñænh x vaø G1 laø ñoà thò con cuûa G chöùa x, G1 6= G vaø G1 Euler. Goïi G2

laø ñoà thò con cuûa G coù ñöôïc baèng caùch xoùa caùc caïnh cuûa G1 vaø caùc ñænh
coâ laäp (do vieäc xoùa caùc caïnh cuûa G1) neáu coù. Chöùng minh G1, G2 ñeàu
veõ ñöôïc moät caùch ngaãu nhieân töø x.

Baøi 5.23 Cho G laø ñoà thò Euler. Chöùng minh raèng G veõ ñöôïc moät caùch
ngaãu nhieân töø x neáu vaø chæ neáu x ôû treân moïi chu trình cuûa G.

Baøi 5.24 Xeùt xem caùc ñoà thò trong Baøi 3 coù laø ñoà thò Hamilton hay
khoâng?

Baøi 5.25 Coi khoái 12 maët ñeàu trong hình sau ñaây. Hoûi coù theå naøo ñi
qua taát caû caùc ñænh cuûa khoái naøy, moãi ñænh moät laàn vaø trôû veà ñænh xuaát
phaùt khoâng? (Baøi toaùn naøy goïi laø dodecahedron-game hoaëc trip around
the world do William Hamilton ñeà xuaát naêm 1860).
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Hình 5.23

Baøi 5.26 Cho ví duï veà moät ñoà thò Euler nhöng khoâng laø ñoà thò Hamilton.

Baøi 5.27 Cho ví duï veà moät ñoà thò Hamilton nhöng khoâng laø ñoà thò Euler.

Baøi 5.28 Cho ví duï veà moät ñoà thò Euler ñoàng thôøi laø ñoà thò Hamilton.

Baøi 5.29 Khi naøo Kr,s laø ñoà thò Hamilton?

Baøi 5.30 Cho G = (X, E) ñôn, lieân thoâng vaø Y ⊂ X, |Y | = k.

a) Chöùng minh raèng neáu G − Y coù nhieàu hôn k thaønh phaàn lieân
thoâng thì G khoâng coù chu trình Hamilton.

b) Neáu G−Y coù nhieàu hôn k+1 thaønh phaàn lieân thoâng thì G khoâng
coù ñöôøng ñi Hamilton.

Baøi 5.31 Cho G = (X, E) lieân thoâng vaø U laø moät chu trình cuûa G. Giaû
söû raèng vôùi e laø moät caïnh baát kyø trong U thì U − e laø ñöôøng ñi daøi nhaát
trong G. Chöùng minh U laø moät chu trình Hamilton.

Baøi 5.32 Cho G = (X1, X2) laø ñoà thò löôõng phaân. Chöùng minh raèng
neáu G laø ñoà thò Hamilton thì |X2| = |X2|.
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Baøi 5.33 Coù theå naøo di chuyeån con maõ treân moät baøn côø 4× 4 ñi qua taát
caû caùc oâ cuûa baøn côø vaø trôû veà oâ xuaát phaùt khoâng?

Baøi 5.34 Xeùt xem ñoà thò naøo laø Hamilton (Hình 5.24).
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Baøi 5.35 Cho G = (X, E) ñôn vaø Y ⊂ X sao cho |Y | = k vaø 2 ñænh

baát kyø cuûa Y ñeàu khoâng keà nhau. Ñaët m′ =
∑

x∈Y

d(x) − 2k.

a) Chöùng minh raèng neáu m − m′ < n thì G khoâng Hamilton.

b) Neáu trong Y coù caùc ñænh keà nhau thì keát quaû ôû Caâu a) coù coøn
ñuùng khoâng?

c) Baèng caùch choïn Y moät caùch thích hôïp, chöùng minh caùc ñoà thò
sau ñaây khoâng Hamilton (Hình 5.25).'
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Baøi 5.36 Xeùt Bk laø taäp hôïp taát caû caùc töø nhò phaân coù chieàu daøi k. Neáu
caùc phaàn töû cuûa Bk ñöôïc saép thaønh 1 daõy voøng (s1, s2 . . . , sr) vôùi r = 2k

sao cho moãi phaàn töû xuaát hieän 1 laàn vaø si vaø si+1 chæ khaùc nhau moät
bit, i = 1, 2, . . . , r (vôùi sr+1 = s1). Khi aáy, daõy (s1, s2 . . . , sr) ñöôïc goïi
laø maõ Gray.

Cho daõy Gk : (y1, y2, . . . , yr) thì daõy caùc daõy (yr, yr−1 . . . , y1),
(0y1, 0y2, . . . , 0yr), (1yr, 1yr−1, . . . , 1y1) laàn löôït ñöôïc kyù hieäu laø GR

k ,
0Gk, 1GR

k .

Ta xaây döïng daõy Gk nhö sau:
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i) G1 laø daõy: 0, 1.

ii) Giaû söû k > 1 vaø ñaõ coù Gk−1 thì Gk laø daõy 0Gk−1, 1GR
k−1.

a) Chöùng minh daõy Gk xaây döïng nhö treân laø maõ Gray vôùi moïi k > 0.

b) Chöùng minh raèng Qk laø ñoà thò Hamilton vôùi moïi k > 1.

c) Cho 1 ≤ h ≤ 2k. Chöùng minh raèng Qk coù 1 chu trình sô caáp vôùi
chieàu daøi h neáu vaø chæ neáu h ≥ 4 vaø h chaün.

Baøi 5.37 Xeùt xem caùc ñoà thò trong Baøi 18 coù laø ñoà thò Hamilton khoâng?

Baøi 5.38 Trong moät cuoäc tranh giaûi, coù n ñaáu thuû tham gia thi ñaáu theo
theå thöùc ñaáu voøng troøn moät löôït vaø khoâng coù traän hoøa. Giaû söû moãi ñaáu
thuû ñaõ thi ñaáu vôùi n − 1 ñaáu thuû khaùc. Chöùng minh raèng ta coù theå lieät
keâ caùc ñaáu thuû thaønh moät daõy sao cho moãi ñaáu thuû thaéng ngöôøi keá tieáp
trong danh saùch ñoù.

Baøi 5.39 Cho G = (X, E) laø ñôn ñoà thò coù höôùng sao cho vôùi moïi
i, j ∈ X , ta coù d(i) + d(j) ≥ n − 1. Chöùng minh G coù moät ñöôøng ñi
Hamilton.

Baøi 5.40 Cho G = (X, E) khoâng höôùng lieân thoâng vaø G 6= Kn. Chöùng
minh raèng coù theå ñònh höôùng caùc caïnh cuûa G sao cho ñoà thò coù höôùng
coù ñöôïc khoâng laø ñoà thò Hamilton.
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Chöông 6. NGUYEÂN LYÙ BUØ TRÖØ

Baøi 6.1 Cho X = {0, 1, 2}. Coù bao nhieâu daõy soá x1x2 . . . xn vôùi xi ∈ X
sao cho toàn taïi i, 1 ≤ i < n thoûa xi = xi+1.

Baøi 6.2 Moät lôùp hoïc coù 100 sinh vieân, trong ñoù coù 40 sinh vieân bieát
tieáng Anh, 40 sinh vieân bieát tieáng Phaùp, 40 sinh vieân bieát tieáng Hoa,
20 sinh vieân bieát 2 trong 3 ngoaïi ngöõ keå treân vaø 10 sinh vieân bieát caû 3
ngoaïi ngöõ aáy. Hoûi coù bao nhieâu sinh vieân khoâng bieát ngoaïi ngöõ naøo?

Baøi 6.3 ChoX = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, k, l,m,n, o, r, s, t}. Coù bao nhieâu
hoaùn vò cuûa X sao cho khoâng coù töø naøo trong soá caùc töø sau ñaây xuaát
hieän: bad, den, gift, nomad.

Baøi 6.4 Cho 2 taäp hôïp A vaø B vôùi |A| = m ≥ |B| = n. Tìm soá toaøn
aùnh töø A vaøo B.

Baøi 6.5 Tìm soá caùc soá nguyeân n vôùi 1 ≤ n ≤ 2000 vaø

a) n khoâng laø boäi soá cuûa 2, 3 hay 5.

b) n khoâng laø boäi soá cuûa 2, 3, 5 hay 7.

c) n khoâng laø boäi soá cuûa 2, 3, hay 5 nhöng n laø boäi soá cuûa 7.

Baøi 6.6 Tìm soá nghieäm nguyeân cuûa phöông trình x1+x2+x3+x4 = 19
bieát raèng

a) 0 ≤ xi < 8, ∀i, 1 ≤ i ≤ 4.

b) 0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 6, 3 ≤ x3 ≤ 7, 3 ≤ x3 ≤ 8.

c) −5 ≤ xi ≤ 10, ∀i, 1 ≤ i ≤ 4.
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Baøi 6.7 Xeùt töø INFORMATION. Coù bao nhieâu hoaùn vò cuûa töø naøy sao cho
khoâng coù 2 maãu töï lieân tieáp naøo xuaát hieän quaù 1 laàn (chaúng haïn ta khoâng
tính hoaùn vò INFORINMOTA vì IN xuaát hieän 2 laàn.)

Baøi 6.8 Tìm soá caùc soá nguyeân döông n sao cho 1 ≤ n ≤ 9.999.999 vaø
toång caùc chöõ soá cuûa n baèng 31.

Baøi 6.9 Moät baøi thi coù 10 caâu hoûi vôùi toång soá ñieåm laø 100. Coù bao nhieâu
caùch phaân phoái ñieåm cho 10 caâu hoûi aáy bieát raèng:

a) Soá ñieåm cuûa moãi caâu ít nhaát laø 5 vaø nhieàu nhaát laø 15 ñieåm.

b) Soá ñieåm cuûa moãi caâu ít nhaát laø 5, nhieàu nhaát laø 15 ñieåm vaø laø boäi
soá cuûa 5.

Baøi 6.10 Tung 8 haït xí ngaàu khaùc nhau. Tìm xaùc suaát ñeå caû 8 haït xí
ngaàu naøy ñeàu xuaát hieän soá 6.

Baøi 6.11 Tung moät haït xí ngaàu 5 laàn. Tìm xaùc suaát ñeå toång caùc soá xuaát
hieän trong 5 laàn laø 20.

Baøi 6.12 Vôùi n laø soá nguyeân döông, goïi ϕ(n) laø soá caùc soá nguyeân m ∈
{1, 2, . . . , n} sao cho gcd(m, n) = 1 (Haøm ϕ-Euler). Tìm ϕ(n) vôùi

a) n = 50.

b) n = 420.

c) n = 12.300.

d) n = 5187.

e) n = 5188.

Baøi 6.13 Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 3 maãu töï a, 3 maãu töï b, 3 maãu töï c
thaønh moät daõy sao cho khoâng coù maãu töï naøo xuaát hieän trong 3 soá haïng
lieân tieáp cuûa daõy (nhö aaabccbcb).
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Baøi 6.14 Ngöôøi ta muoán caém 15 ñoùa hoa vaøo 5 bình. Coù bao nhieâu caùch
bieát raèng moãi bình coù ít nhaát 1 vaø nhieàu nhaát laø 4 ñoùa hoa.

Baøi 6.15 Trong daõy x1x2 . . . xn, ta baûo xi ñöùng tröôùc xj neáu i < j. Coù
bao nhieâu caùch saép xeáp caùc chöõ caùi cuûa töø TAMELY sao cho T ñöùng tröôùc
A, hoaëc A ñöùng tröôùc M, hoaëc M ñöùng tröôùc E?

Baøi 6.16 Coù bao nhieâu caùch saép xeáp caùc chöõ caùi cuûa töø MATHEMATICS
sao cho 2 chöõ T ñöùng tröôùc 2 chöõ A, hoaëc 2 chöõ A ñöùng tröôùc 2 chöõ M,
hoaëc 2 chöõ M ñöùng tröôùc E?

Baøi 6.17 Tìm soá caùch saép xeáp caùc maãu töï cuûa töø CORRESPONDENTS
bieát raèng

a) Hai maãu töï keà nhau thì khaùc nhau.

b) Coù ñuùng 2 caëp maãu töï daïng XX xuaát hieän (nhö trong CORREOTSSPNDEN).

c) Coù ít nhaát 3 caëp maãu töï daïng XX xuaát hieän (nhö trong CORREOTSSPDENN)

Baøi 6.18 Cho A = {1, 2, . . . , 10} vaø B = {1, 2, . . . , 7}. Coù bao nhieâu
aùnh xaï f töø A vaøo B thoûa:

a) |f(A)| = 4.

b) |f(A)| ≤ 4.

Baøi 6.19 Coù bao nhieâu caùch phaân phoái 10 cuoán saùch cho 4 sinh vieân
sao cho:

a) Coù ñuùng 2 sinh vieân khoâng nhaän ñöôïc cuoán saùch naøo.

b) Coù ít nhaát 2 sinh vieân khoâng nhaän ñöôïc cuoán saùch naøo.

Baøi 6.20 Choïn 13 laù baøi töø 1 boä baøi 52 laù. Tìm xaùc suaát ñeå trong 13 laù
baøi naøy coù

a) Ñuû 4 nöôùc cô, roâ, chuoàn, bích.
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b) Coù ñuùng 1 nöôùc khoâng xuaát hieän (chaúng haïn khoâng coù nöôùc cô).

c) Coù ñuùng 2 nöôùc xuaát hieän (chaúng haïn chæ coù cô vaø roâ).

Baøi 6.21 Cho A = {1, 2, . . . , 7}. Coù bao nhieâu song aùnh f töø A vaøo A

sao cho f coù ít nhaát 1 ñieåm coá ñònh.

Baøi 6.22 Cho dk laø soá xaùo troän cuûa 1, 2, . . . , k vôùi d0 = 1. Chöùng minh
raèng

n! = C0
nd0 + C1

nd1 + C2
nd2 + · · ·+ Cn

ndn =
n∑

k=0

Ck
ndk.

Baøi 6.23 a) Coù bao nhieâu caùch saép xeáp caùc soá 1, 2, . . . , n sao cho khoâng
coù soá naøo trong caùc soá sau ñaây khoâng xuaát hieän: 12, 23, 34, . . . , (n−1)n.

b) Chöùng minh raèng keát quaû ôû caâu (a) baèng dn−1 + dn vôùi dk laø soá
xaùo troän cuûa 1, 2, . . . , k.

Baøi 6.24 Coù n baøi thi ñöôïc traû laïi cho n sinh vieân trong lôùp. Tính xaùc
suaát ñeå khoâng coù sinh vieân naøo nhaän laïi ñuùng baøi cuûa mình.

Baøi 6.25 Cho X = {a, b, c}. Coù bao nhieâu töø coù chieàu daøi 4 treân X sao
cho

a) Moãi chöõ caùi a, b, c xuaát hieän ít nhaát moät laàn.

b) a xuaát hieän ñuùng 2 laàn.

c) a xuaát hieän ít nhaát 2 laàn.

Baøi 6.26 Trong 1 cuoäc thaêm doø dö luaän, trong soá 3 ca só A, B, C thì
coù 45% thích A, 50% thích B, 60% thích C. Giaû söû coù 35% thích 2 ca
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só baát kyø trong soá 3 ca só vaø 25% thích caû ba. Hoûi coù bao nhieâu phaàn
traêm soá ngöôøi ñöôïc hoûi

a) Chæ thích ca só A.

b) Thích ñuùng 2 trong 3 ca só.

Baøi 6.27 Tìm ña thöùc quaân xe cuûa caùc baøn côø trong Hình 6.12

'

&

$

%

(a) (b)

(c) (d)

Hình 6.12

Baøi 6.28 Goïi Rm,n(x) laø ña thöùc quaân xe cuûa baøn côø baøn côø chöõ nhaät
m × n. Chöùng minh raèng
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a) Rm,n(x) = Rm−1,n(x) + nxRm−1,n−1(x).

b)
d(Rm,n(x))

dx
= mnRm−1,n−1(x).

Baøi 6.29 Cho khoái vuoâng Latinh 5× 5 coù 2 doøng ñaàu laø 1, 2, 3, 4, 5 vaø
2, 3, 4, 5, 1. Coù bao nhieâu caùch theâm doøng thöù 3?

Baøi 6.30 Coi caùc oâ gaïch cheùo trong baøn côø n × n töông töï nhö trong
Hình 6.11
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Hình 6.13

Goïi Lk(x) laø ña thöùc quaân xe cuûa baøn côø taïo bôûi k oâ gaïch cheùo ñaàu
tieân (töø treân xuoáng döôùi vaø traùi sang phaûi).

a) Chöùng minh raèng L0(x) = 1, L1(x) = 1 + x vaø vôùi k > 1 thì

Lk(x) = Lk−1(x) + xLk−2(x).

Suy ra raèng ña thöùc quaân xe baøn côø taïo bôûi taát caû caùc oâ bò caám laø

L2n−1(x) =
∑

r

Cr
2n−rx

r.
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b) Trong baøn côø treân, ta theâm moät oâ gaïch cheùo laø oâ ngay beân traùi
cuûa oâ cuoái cuøng vaø goïi Rn(x) laø ña thöùc quaân xe cuûa baøn côø goàm caùc oâ
gaïch cheùo. Chöùng minh raèng

Rn(x) = L2n−1(x) + xL2n−3(x) =
∑

r

2n

2n − r
Cr

2n−rx
r.

Baøi 6.31 Goïi an laø soá caùch saép n caëp vôï choàng ngoài quanh moät baøn troøn
sao cho nam nöõ xen keõ nhau vaø khoâng coù oâng choàng naøo ngoài caïnh vôï
mình. Chöùng minh raèng an = (n− 1)!bn vôùi bn laø soá caùch ñaët 5 con xe
treân baøn côø taïo bôûi caùc oâ khoâng bò gaïch cheùo trong Baøi 30. Suy ra raèng

bn =
∑

k

(−1)k 2n

2n − k
Ck

2n−k(n − k)!

Kieåm chöùng heä thöùc naøy khi n = 5.

Baøi 6.32 Coù 7 coâng nhaân A, B, C, D, E, F, G maø moãi ngöôøi ñöôïc giao
moät vieäc trong soá 7 vieäc a, b, c, d, e, e, f, g. Hoûi coù bao nhieâu caùch phaân
coâng thích hôïp, bieát raèng A khoâng theå laøm caùc vieäc b vaø c; B khoâng theå
laøm caùc vieäc a vaø e; D khoâng theå laøm caùc vieäc c vaø f; E khoâng theå laøm
caùc vieäc b vaø g; G khoâng theå laøm vieäc d.

Baøi 6.33 Moät ñoäi boùng coù 6 caàu thuû A, B, C, D, E, F chôi ôû 6 vò trí 1,
2, 3, 4, 5, 6. Caàu thuû A khoâng thích hôïp ôû vò trí 1 hay 2, B khoâng thích
hôïp ôû vò trí 4, C khoâng thích hôïp ôû vò trí 1 hay 5, D khoâng thích hôïp ôû
vò trí 2, E khoâng thích hôïp ôû vò trí 4, F khoâng thích hôïp ôû vò trí 4 hay 6.
Hoûi coù bao nhieâu caùch boá trí ñoäi hình thích hôïp?

Baøi 6.34 Trong moät böõa tieäc, ngöôøi ta muoán saép 4 ngöôøi khaùch R1, R2,
R3, R4 vaøo caùc baøn Tj , j = 1, . . . , 5. Hoûi coù bao nhieâu caùch saép thoûa
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caùc ñieàu kieän sau: R1 khoâng ngoài ôû baøn T1 hay ôû T2; R2 khoâng ngoài ôû
baøn T2; R3 khoâng ngoài ôû baøn T3 hay ôû T4; R4 khoâng ngoài ôû baøn T4 hay
ôû T5.

Baøi 6.35 Moät vaên phoøng moâi giôùi hoân nhaân muoán gheùp ñoâi 1 nam vôùi
1 nöõ trong soá 5 nam A, B, C, D, E vaø 4 nöõ a, b, c, d. Tìm soá caùch gheùp
ñoâi thích hôïp bieát raèng a khoâng thích hôïp vôùi B vaø C, b khoâng thích hôïp
vôùi C, c khoâng thích hôïp vôùi A vaø E, d khoâng thích hôïp vôùi B.

Baøi 6.36 Coù hai haït xí ngaàu goàm moät haït ñoû vaø moät haït ñen. Ngöôøi ta
cuøng luùc tung 2 haït xí ngaàu naøy vaø tung saùu laàn vaø bieát raèng caùc caëp
soá sau ñaây khoâng xuaát hieän: (1,2), (2,1), (2,5), (3,4), (4,1), (4,5), (6,6),
trong ñoù caëp (x, y) chæ soá x xuaát hieän ôû haït ñoû vaø soá y xuaát hieän ôû haït
ñen. Tính xaùc suaát ñeå taát caû 6 soá 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñeàu xuaát hieän ôû moãi haït.

Baøi 6.37 Ngöôøi ta muoán phaân phoái 5 moùn quaø A, B, C, D cho 5 ngöôøi
a, b, ,c, d, e sao cho A khoâng nhaän a hay c; B khoâng nhaän d; C khoâng
nhaän b hay e; D khoâng nhaän b; E khoâng nhaän a hay c. Tính xaùc suaát
ñeå:

a) A nhaän e.

b) B hoaëc E nhaän e.
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Chöông 7. BAØI TOAÙN GHEÙP ÑOÂI

Baøi 7.1 Tìm moät SDR neáu coù cuûa A = {A1, . . . , Ak} trong nhöõng
tröôøng hôïp sau

a) A1 = {2, 3, 4}, A2 = {3, 4}, A3 = {1}, A4 = {2, 3}.

b) A1 = A2 = A3 = {2, 4, 5}, A4 = A5 = {1, 2, 3, 4, 5}.

c) A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3, 4}, A3 = {2, 3}, A4 = {1, 3}, A5 =
{2, 4}.

d) A1 = {a}, A2 = {a, b, c}, A3 = {c, d}, A4 = {b, d, e}, A5 =
{c, f}, A6 = {a, d, g}, A7 = {f}.

Baøi 7.2 a) Cho A = {A1, . . . , A4} vôùi A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3}, A3 =
{3, 4}, A4 = {4, 1}. Tìm taát caû caùc SDR cuûa A.

b) Cho A = {A1, . . . , An} vôùi A1 = {1, 2}, A2 = {2, 3}, A3 =
{3, 4}, . . . , An = {n, 1}. A coù bao nhieâu SDR?

Baøi 7.3 Cho A1 = A2 = · · · = Ak = {1, . . . , t} vaø A = {A1, · · · , Ak}.

a) Chöùng minh raèng A coù moät SDR neáu vaø chæ neáu t ≤ k.

b) Neáu t ≥ k thì A coù bao nhieâu SDR khaùc nhau?

Baøi 7.4 Cho A = {A1, . . . , Ak} coù moät SDR vaø Ai ≥ t, ∀i. Goïi s laø soá
SDR cuûa A. Chöùng minh raèng s ≥ t! neáu t < k vaø s ≥ Ak

t neáu t ≥ k

(Ak
t laø soá chænh hôïp t chaäp k).

Baøi 7.5 Cho A = {A1, · · · , Ak} coù moät SDR. Chöùng minh raèng coù j
sao cho vôùi moïi a ∈ Aj , toàn taïi moät SDR sao cho a laø ñaïi dieän cuûa Aj .
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Baøi 7.6 Cho khoái chöõ nhaät Latinh loaïi r × n vôùi r < n. Chöùng minh
raèng coù ít nhaát (n − r)! caùch theâm vaøo doøng thöù r + 1 ñeå coù khoái chöõ
nhaät Latinh loaïi (r + 1) × n.

Baøi 7.7 Cho A = {A1, . . . , An} vôùi Ai = {1, . . . , n}−{i}, i = 1, . . . , n.
A coù bao nhieâu SDR khaùc nhau?

Baøi 7.8 Cho A = {A1, . . . , Ak} vôùi Ai coù i + 1 phaàn töû, i = 1, . . . , k.
Chöùng minh A coù ít nhaát laø 2k SDR khaùc nhau. Cho 1 ví duï sao cho A
coù ñuùng 2k SDR.

Baøi 7.9 Cho A = {A1, . . . , Ak} coù SDR vaø 1 ≤ h < k. Neáu A1, . . . , Ah

coù SDR laø a1, . . . , ah thì A coù moät SDR sao cho a1, . . . , ah laø nhöõng ñaïi
dieän (khoâng baét buoäc laø ñaïi dieän cuûa A1, . . . , Ah). Cho 1 ví duï ñeå chöùng
toû raèng a1, . . . , ah laø nhöõng ñaïi dieän cuûa A nhöng khoâng baét buoäc laø ñaïi
dieän cuûa A1, . . . , Ah.

Baøi 7.10 Cho S laø moät taäp hôïp coù nk phaàn töû ñöôïc phaân hoaïch thaønh
n taäp hôïp, moãi taäp hôïp coù k phaàn töû baèng 2 caùch

S = A1 ∪ · · · ∪ An = B1 ∪ · · · ∪ Bn.

Ñaët Ci = {j : Bj ∩ Ai 6= Ø}. Chöùng minh raèng C1, . . . , Cn coù SDR vaø
suy ra raèng B1, . . . , Bn coù theå ñöôïc ñaùnh soá laïi sao cho Ai ∩ Bi 6= Ø

Baøi 7.11 Giaû söû coù nk phoùng vieân, moãi phoùng vieân chuyeân traùch moät
trong n moân theå thao taïi moät trong n ñieåm thi ñaáu sao cho coù k phoùng
vieân cho moãi moân vaø k phoùng vieân ôû moãi ñieåm. Chöùng minh raèng coù
theå phaân coâng caùc phoùng vieân cho k tôø baùo, moãi tôø baùo coù n phoùng vieân
sao cho moãi moân vaø moãi ñieåm thi ñaáu ñeàu coù phoùng vieân cuûa moãi tôø
baùo.

Baøi 7.12 Coâng ty muoán phaân coâng 5 ngöôøi ñang ôû 5 ñòa ñieåm khaùc
nhau A, B, C, D, E ñeán 5 thaønh phoá khaùc nhau a, b, c, d, e, moãi ngöôøi
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1 thaønh phoá. Khoaûng caùch giöõa caùc ñòa ñieåm vaø caùc thaønh phoá cho bôûi
baûng sau ñaây

A B C D E

a 50 41 50 85 42
b 110 122 54 147 57
c 127 78 151 99 172
d 109 67 144 73 160
e 52 102 117 89 49

Phí di chuyeån tæ leä thuaän vôùi khoaûng caùch. Hoûi phaûi phaân coâng nhö theá
naøo ñeå toång phí di chuyeån laø beù nhaát.

Baøi 7.13 Moät vaên phoøng moâi giôùi hoân nhaân muoán gheùp 4 nam vaø 4 nöõ
thaønh 4 caëp, maùy tính ñöa ra möùc ñoä thích hôïp cuûa moãi caëp trong baûng
sau ñaây, tính baèng phaàn traêm

B1 B2 B3 B4

G1 40 65 70 45
G2 70 90 45 70
G3 60 40 85 65
G4 75 85 60 60

Tìm phöông aùn gheùp ñoâi thích hôïp nhaát.

Baøi 7.14 Khoa Toaùn-Tin hoïc caàn phaân coâng 6 giaûng vieân L1, . . . , L6 ñeå
giaûng daïy 5 lôùp C1, . . . , C5. Möùc ñoä thích hôïp cuûa moãi giaûng vieân ñoái
vôùi caùc lôùp cho bôûi baûng ñieåm sau ñaây, ñieåm caøng cao caøng khoâng thích
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hôïp

L1 L2 L3 L4 L5 L6

C1 70 20 50 20 45 30
C2 55 25 40 30 40 15
C3 50 20 45 10 45 25
C4 35 30 35 40 30 20
C5 45 15 40 25 35 40

Tìm phöông aùn phaân coâng toát nhaát.

Baøi 7.15 Chöùng minh Ñònh lyù Hall baèng caùch duøng Ñònh lyù König-
Egervary.

Baøi 7.16 Cho caùc coâng vieäc J1, . . . , J8 vôùi Ji < Jk ⇐⇒ i < k. Danh
saùch öùng vieân cuûa caùc coâng vieäc naøy cho trong baûng sau

Coâng vieäc ÖÙng vieân
J1 A, C, D, E
J2 A, E

J3 B, G
J4 A, B, D, E
J5 B, C, G

J6 E, F
J7 G

J8 D, E

Tìm phöông aùn phaân coâng toái öu, töùc laø tìm OAS.

Baøi 7.17 Cho bieát a, b, c, d, e, f, g laø thaønh vieân cuûa 6 uûy ban A, B,
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C, D, E, F nhö trong baûng sau

UÛy ban Thaønh vieân
A a, e, f
B b, c

C a, b
D b, d, e, g
E a, e, f

F a, b, d

a) Coù theå naøo thaønh laäp moät uûy ban G goàm 6 ngöôøi sao cho moãi uûy ban
A, B, C, D, E, F ñeàu coù moät ñaïi dieän trong G, bieát raèng a ñaïi dieän
cho F ?

b) Tình hình taøi chaùnh 6 uûy ban seõ ñöôïc xem xeùt bôûi 6 ngöôøi khaùc
nhau vaø khoâng thuoäc uûy ban ñöôïc xem xeùt. Hoûi ñieàu naøy coù thöïc hieän
ñöôïc khoâng?

Baøi 7.18 Moät nhoùm coù 10 ngöôøi. Coù bao nhieâu caùch gheùp 10 ngöôøi naøy
thaønh 5 ñoâi?

Baøi 7.19 Coù 20 coâng nhaân vaø 5 kyõ sö. Coù bao nhieâu caùch phaân chia 20
coâng nhaân thaønh 5 nhoùm, moãi nhoùm 4 ngöôøi vaø moãi kyõ sö quaûn lyù 1
nhoùm.

Baøi 7.20 Coù bao nhieâu caùch chia boä baøi 52 laù cho 4 ngöôøi, moãi ngöôøi
coù 12 laù?

Baøi 7.21 Coù bao nhieâu caùch phaân chia 16 ñoäi boùng thaønh 4 nhoùm, moãi
nhoùm 4 ñoäi sao cho 2 ñoäi A vaø ñoäi B ôû trong cuøng moät nhoùm?

Baøi 7.22 Cho bieát taát caû caùc caëp gheùp coù theå cuûaX = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
laø (1, 2), (1, 3), (2, 4), (2, 5), (4, 6), (5, 7), (5, 8), (7, 8). Tìm moät caëp
gheùp ñuû.
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Baøi 7.23 Veõ moät ñoà thò coù 10 ñænh, moãi ñænh coù baäc ≥ 5 vaø tìm moät
caëp gheùp ñuû.

Baøi 7.24 Veõ moät ñoà thò coù 10 ñænh, moãi ñænh coù baäc ≥ 4 maø khoâng coù
caëp gheùp ñuû.

Baøi 7.25 Cho G = (X, Y, E) vaø d = max{d(x) : x ∈ X}. Chöùng minh
raèng neáu d ≤ d(y), ∀y ∈ Y thì G coù 1 caëp gheùp ñuû. Ñaûo laïi coù ñuùng
khoâng?

Baøi 7.26 Xeùt xem Kr,s coù bao nhieâu caëp gheùp ñuû trong caùc tröôøng hôïp
sau:

a) r = 2, s = 4.

b) r = 4, s = 4.

c) r = 5, s = 9.

d) r ≤ s.

Baøi 7.27 Ngöôøi ta muoán phaân phoái 25 coâng vieäc cho 25 ngöôøi qua 1
cuoäc thi. Moãi öùng vieân thi ít nhaát laø 4 vieäc nhöng moãi vieäc coù khoâng
quaù 3 ngöôøi ñaùp öùng yeâu caàu. Hoûi coù theå naøo phaân phoái cho moãi ngöôøi
moät vieäc trong soá caùc vieäc maø hoï ñaõ thi?

Baøi 7.28 a) Chöùng minh raèng neáu G = (X, E) coù 1 caëp gheùp ñuû thì
n = |X | laø soá chaün.

b) Ñoà thò Petersen coù moät caëp gheùp ñuû khoâng?

c) K4 coù bao nhieâu caëp gheùp ñuû? Coøn K6?

d) Goïi an laø soá caëp gheùp ñuû cuûa K2n. Tìm an.

Baøi 7.29 Cho G = (X, Y, E) vôùi |X | ≤ 10 vaø d(x) ≥ 4, ∀x ∈ X,
d(y) ≤ 5, ∀y ∈ Y . Chöùng minh raèng δ(G) ≤ 2.
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Baøi 7.30 Cho G = (X, Y, E) vôùi |X | ≤ 50 vaø d(x) ≥ 3, ∀x ∈ X,
d(y) ≤ 7, ∀y ∈ Y . Tìm chaën treân nhoû nhaát cuûa δ(G).

Baøi 7.31 Cho G = (X, E) vaø A ⊂ X . Ta baûo A laø ñoäc laäp neáu khoâng
coù caëp ñænh naøo cuûa A laø keà nhau. Ñaët

β(G) = max{|A| : A ⊂ X vaø A ñoäc laäp}.

vaø ta goïi β(G) laøsoá ñoäc laäp cuûa G.

Vôùi X = {x1, . . . , x5}, Y = {y1, . . . , y4}, ta xeùt ñoà thò löôõng phaân
G = (X, Y, E) xaùc ñònh bôûi

B12 =

1 0 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

a) Tìm β(G).

b) Tìm δ(G) vaø moät caëp gheùp lôùn nhaát cuûa G.

c) Chöùng minh raèng |Y | = β(G) − δ(G). Ñaúng thöùc naøy coù ñuùng
cho G = (X, Y, E) baát kyø khoâng?

Baøi 7.32 Cho G = (X, Y, E) vaø E ′ ⊂ E, E ′ xaùc ñònh 1 caëp gheùp ñuû töø
X vaøo Y . Taäp hôïp caùc ñænh trong L(G) (ñoà thò ñöôøng cuûa G) öùng vôùi
E ′ coù tính chaát gì?

Baøi 7.33 Tröôøng Ñaïi hoïc Khoa hoïc Töï nhieân coù 6 khoa coù sinh vieân toát
nghieäp thaïc só, moãi khoa 5 sinh vieân. Coù 5 cô quan muoán tuyeån nhöõng
sinh vieân naøy vôùi soá löôïng laø: 7, 7, 6, 6, 5 ngöôøi, vaø moãi khoa coù khoâng
quaù 1 ngöôøi ñöôïc tuyeån ôû moãi cô quan. Hoûi taát caû caùc sinh vieân coù ñöôïc
tuyeån khoâng?
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Baøi 7.34 Moät ma traän vuoâng caáp n treân {0, 1} goïi laø ma traän hoaùn vò
neáu coù ñuùng moät soá 1 treân moãi doøng vaø treân moãi coät. Moät ma traän vuoâng
treân R+ goïi laø doubly stochastic neáu moãi doøng vaø toång moãi coät ñeàu baèng
1. Ta muoán chöùng minh Ñònh lyù Birkhoff-von Neumann: Neáu M laø moät
ma traän doubly stochastic thì coù caùc soá thöïc döông c1, . . . , ck vaø caùc ma

traän hoaùn vò P1, . . . , Pk sao cho
k∑

i=1

ci = 1 vaø M =
k∑

i=1

ckPk.

a) Vôùi X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , yn}, ta xeùt ñoà thò G =
(X, Y, E) trong ñoù xiyj ∈ E ⇐⇒ Mij > 0. Chöùng minh raèng G coù 1
caëp gheùp ñuû.

b) Suy töø (a) trong M coù n phaàn töû khaùc khoâng ôû treân caùc doøng vaø
caùc coät khaùc nhau cuûa M . Goïi c1 laø soá nhoû nhaát trong caùc phaàn töû naøy
vaø P1 laø ma traän hoaùn vò vôùi caùc soá 1 töông öùng caùc vò trí khaùc khoâng
ñoù cuûaM . Chöùng minh raèng ta coù theå vieátM = c1P1 + M1. Tính toång
caùc doøng vaø toång caùc coät cuûa M1.

c) Chöùng minh Ñònh lyù Birkhoff-von Neumann.
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Chöông 8. LYÙ THUYEÁT MAÕ

Baøi 8.1 Giaû söû nhöõng töø maõ nhò phaân sau ñaây {000, 100, 111} ñöôïc
truyeàn ñi qua moät keânh nhò phaân ñoái xöùng vôùi xaùc xuaát truyeàn sai p =
0.03. Duøng qui taéc MLD ñeå giaûi maõ caùc töø nhaän ñöôïc sau ñaây

a) 010. b) 011. c) 001.

Baøi 8.2 Giaû söû nhöõng töø maõ nhò phaân sau ñaây {000, 100, 111} ñöôïc
truyeàn ñi qua moät keânh nhò phaân khoâng coù boä nhôù vôùi caùc xaùc xuaát
truyeàn nhö sau: P(nhaän 0/truyeàn 0)= 0.7, P(nhaän 1/truyeàn 1) = 0.8.
Duøng qui taéc MLD ñeå giaûi maõ caùc töø nhaän ñöôïc sau ñaây:

a) 010. b) 011. c) 001.

Baøi 8.3 Cho maõ nhò phaân C = {001, 011}

a) Giaû söû ta coù moät keânh nhò phaân khoâng coù boä nhôù vôùi caùc xaùc xuaát
truyeàn nhö sau: P(nhaän 0/truyeàn 0)= 0.1, P(nhaän 1/truyeàn 1) = 0.5.
Duøng qui taéc MLD ñeå giaûi maõ caùc töø nhaän ñöôïc 000.

b) Giaûi maõ 000 baèng caùch duøng MDD.

Baøi 8.4 Cho maõ nhò phaân C = {01101, 00011, 10110, 11000}. Duøng
MDD ñeå giaûi maõ caùc töø nhaän ñöôïc sau ñaây

a) 00000 b) 01111 c) 10110

d) 10011 e) 11011.

Baøi 8.5 Cho maõ C = {00122, 12201, 20110, 22000}. Duøng MDD ñeå giaûi
maõ caùc töø nhaän ñöôïc sau ñaây
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a) 01122 b) 10021 c) 22022 d) 20120.

Baøi 8.6 Xaây döïng baûng IMLD cho caùc maõ sau ñaây

a) C = {101, 111, 011}.

b) C = {000, 001, 010, 011}.

Baøi 8.7 Tröôøng hôïp naøo C laø maõ tuyeán tính treân Fq

a) q = 2, C = {1101, 1110, 1011, 1111}.

b) q = 2, C = {00000, 11110, 01111, 10001}.

c) q = 3, C = {0000, 1001, 0110, 2002, 1111, 0220, 1221, 2112, 2222}.

Baøi 8.8 a) Cho x,y ∈ Fn
2 . Chöùng minh raèng wt(x) vaø wt(y) cuøng

chaün hay cuøng leû neáu vaø chæ neáu wt(x + y) chaün.

b) Chöùng minh raèng vôùi C laø maõ tuyeán tính thì hoaëc laø wt(x) chaün
∀x ∈ C hoaëc coù ñuùng moät nöûa phaàn töû cuûa C coù troïng löôïng laø soá chaün.

Baøi 8.9 Cho C laø maõ nhò phaân tuyeán tính vôùi caùc tham soá [n, k, d] vaø C
coù ít nhaát moät töø maõ vôùi troïng löôïng leû. Goïi C ′ laø taäp con cuûa C goàm
taát caû caùc töø maõ coù troïng löôïng chaün. Chöùng minh raèng C ′ laø maõ tuyeán
tính vôùi caùc tham soá [n, k − 1, d′] vôùi d′ > d neáu d leû vaø d′ = d neáu d

chaün.

Baøi 8.10 Cho C laø maõ tuyeán tính töï tröïc giao treân Fq.

a) Vôùi q = 2, chöùng minh raèng wt(x) laø soá chaün ∀x ∈ C. Neáu
x,y ∈ C vôùi wt(x),wt(y) laø boäi soá cuûa 4, chöùng minh raèng wt(x+y)
cuõng laø boäi soá cuûa 4.

b) Vôùi q = 3, chöùng minh raèng wt(x) laø boäi soá cuûa 3 ∀x ∈ C.

c) Vôùi q = 5, tìm C sao cho coù x ∈ C vôùi wt(x) khoâng laø boäi soá
cuûa 5.
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Baøi 8.11 Cho C laø maõ nhò phaân tuyeán tính töï ñoái ngaãu vôùi caùc tham soá
[n, k, d].

a) Chöùng minh raèng (1, 1, . . . , 1) ∈ C.

b) Chöùng minh raèng hoaëc laø wt(x) laø boäi soá cuûa 4 ∀x ∈ C hoaëc laø
coù ñuùng moät nöûa phaàn töû cuûa C laø coù troïng löôïng laø boäi soá cuûa 4, nöûa
coøn laïi coù troïng löôïng khoâng laø boäi soá cuûa 4.

c) Cho n = 6. Tìm d.

Baøi 8.12 Xaùc ñònh ma traän kieåm tra cuûa moät maõ nhò phaân töï ñoái ngaãu
vôùi chieàu daøi 10.

Baøi 8.13 Chöùng minh raèng khoâng toàn taïi maõ nhò phaân tuyeán tính vôùi
caùc tham soá [10, 5, 4].

Baøi 8.14 Cho n leû vaø C laø maõ nhò phaân töï tröïc giao loaïi
[
n,

n − 1
2

]
vaø

1 = (1, 1, . . . , 1). Chöùng minh raèng C⊥ = C ∪ (1 + C).

Baøi 8.15 Cho C laø maõ tuyeán tính coù chieàu daøi n treân Fq. Vôùi 1 ≤ i ≤ n,
chöùng minh raèng ta coù hoaëc xi = 0 vôùi moïi x = x1x2 . . . xn ∈ C hoaëc

moãi phaàn töû α ∈ Fq xuaát hieän ôû vò trí thöù i trong ñuùng
1
q
töø maõ trong C.

Baøi 8.16 Cho C laø maõ tuyeán tính treân Fq vôùi caùc tham soá [n, k, d] vaø
giaû söû raèng vôùi 1 ≤ i ≤ n, coù ít nhaát moät töø maõ x = x1x2 . . . xn maø
xi 6= 0. Chöùng minh raèng

a)
∑

x∈C

wt(x) = n(q − 1)qk−1.
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b) d ≤ n(q − 1)qk−1

qk − 1
.

c) Khoâng coù maõ nhò phaân tuyeán tính vôùi caùc tham soá [15, 7, d] vôùi
d ≥ 8.

Baøi 8.17 Tìm ma traän sinh, ma traän kieåm tra vaø cho bieát caùc tham soá
cuûa caùc maõ tuyeán tính sinh bôûi S trong caùc tröôøng hôïp sau:

a) S = {1000, 0110, 0010, 0001, 1001} vôùi q = 2.

b) S = {11000, 01100, 001100, 000110, 000011} vôùi q = 3.

c) S = {10101010, 11001100, 11110000, 01100110, 00111100} vôùi
q = 2.

Baøi 8.18 Tìm ma traän sinh G′ ôû daïng chuaån cuûa maõ C ′ töông ñöông
vôùi maõ C cho bôûi ma traän sinh G trong caùc tröôøng hôïp sau:

a) G =




1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1


.

b) G =




1 0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1 0


 .

Baøi 8.19 Tìm ma traän sinh G′ ôû daïng chuaån cuûa maõ C ′ töông ñöông
vôùi maõ C cho bôûi ma traän kieåm tra H trong caùc tröôøng hôïp sau:

a) H =




1 1 0 0 0
0 1 1 0 1
0 0 0 1 1


 .
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b) H =




0 1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 1


 .

Baøi 8.20 Cho C ⊂ F 6
2 goàm caùc töø x1x2x3x4x5x6 thoûa

x4 = x1 + x2 + x3, x5 = x1 + x3, x6 = x2 + x3.

a) Chöùng minh raèng C laø maõ tuyeán tính.

b) Tìm ma traän sinh G vaø ma traän kieåm tra H cuûa C.

Baøi 8.21 Cho C ⊂ F 8
2 goàm caùc töø x1x2 . . .x8 thoûa

x5 = x1 + x2 + x3, x6 = x1 + x2 + x4,

x7 = x1 + x3 + x4, x8 = x2 + x3 + x4

a) Chöùng minh raèng C laø maõ tuyeán tính.

b) Tìm ma traän sinh G vaø ma traän kieåm tra H cuûa C.

c) Chöùng minh raèng C töï ñoái ngaãu.

d) Chöùng minh raèng C phaùt hieän ñöôïc 3 loãi vaø hieäu chænh ñöôïc 1
loãi.

Baøi 8.22 Chöùng minh raèng, neáu 2 maõ C vaøC ′ töông ñöông thì C⊥ vaø
(C ′)⊥ cuõng töông ñöông.

Baøi 8.23 Cho H laø ma traän loaïi (n − k) × n vaø M laø ma traän vuoâng
caáp n − k treân Fq . Giaû söû H laø ma traän kieåm tra cuûa maõ C vaø M khaû
nghòch. Chöùng minh raèng MH cuõng laø ma traän kieåm tra cuûa C.

Baøi 8.24 Tìm khoaûng caùch cuûa maõ nhò phaân tuyeán tính C cho bôûi ma
traän kieåm tra H trong caùc tröôøng hôïp sau:
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a) H =




0 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1


 .

b) H =




1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1


 .

Baøi 8.25 Cho n ≥ 4 vaø H laø ma traän kieåm tra cuûa maõ nhò phaân tuyeán
tính C coù chieàu daøi n. Giaû söû raèng caùc coät cuûa H ñeàu khaùc nhau vaø
troïng löôïng cuûa moãi coät cuûa H ñeàu laø soá leû. Chöùng minh raèng khoaûng
caùch cuûa C lôùn hôn hoaëc baèng 4.

Baøi 8.26 Cho H laø ma traän kieåm tra cuûa maõ tuyeán tính C. Chöùng minh
raèng taäp keà x coù Sd(x) = y chöùa moät vectô coù troïng löôïng t neáu vaø chæ
neáu y laø toå hôïp tuyeán tính t coät cuûa H .

Baøi 8.27 Cho C laø maõ nhò phaân tuyeán tính loaïi [n, n− m] vôùi 2m−1 ≤
n < 2m vaø H laø ma traän kieåm tra cuûa C. Giaû söû raèng coät thöù i cuûa H
laø bieåu dieãn nhò phaân cuûa i. Chöùng minh raèng moãi taäp keà cuûa C chöùa
moät vectô coù troïng löôïng ≤ 2.

Baøi 8.28 Cho C laø maõ nhò phaân tuyeán tính treân Fq vôùi khoaûng caùch d.

Chöùng minh raèng neáu wt(x) ≤
[d− 1

2
]
thì x laø phaàn töû troäi duy nhaát

cuûa x.

Baøi 8.29 Cho C laø maõ tuyeán tính coù khoaûng caùch d vôùi d chaün. Chöùng
minh raèng toàn taïi x ∈ x + C sao cho x chöùa 2 vectô coù troïng löôïng
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k + 1 vôùi k =
[d − 1

2
]
.

Baøi 8.30 Cho C laø maõ tuyeán tính treân F3

C = {0000, 1010, 2020, 0101, 0202, 1111, 1212, 2121, 2222}

Chöùng minh ma traän kieåm tra H cuûa C laø H =
(

1 0 2 0
0 1 0 2

)
. Duøng

H vaø CLMD, xaây döïng SDA cuûa C.

Baøi 8.31 Cho C laø maõ nhò phaân tuyeán tính coù ma traän kieåm tra

H =




1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1


 .

Vieát ma traän sinh vaø lieät keâ taát caû caùc töø maõ cuûa C. Giaûi maõ caùc töø sau
ñaây

a) 110110 b) 011011 c) 101010.

Baøi 8.32 Vieát ma traän kieåm traH cuûa maõ nhò phaân tuyeán tính Hamming
coù ñoä daøi 15 vôùi coät thöù j cuûa H laø bieåu dieãn nhò phaân cuûa j. Duøng H
ñeå xaây döïng SDA vaø giaûi maõ caùc töø sau:

a) 010100101001000.

b) 111000111000111.

c) 110011100111000.
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Baøi 8.33 Cho C = Ham(7, 4) vôùi ma traän kieåm tra

H =




1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1


 .

a) Maõ hoùa caùc baûn tin sau ñaây:

1000, 1100, 1011, 1110, 1001, 1111.

b) Giaûi maõ caùc töø nhaän ñöôïc sau ñaây:

1100001, 1110111, 0010001, 0011100.

c) Xaây döïng SA vaø SDA cuûa C.

d) Duøng keát quaû ôû c) ñeå giaûi maõ caùc töø trong b).

Baøi 8.34 Cho C = Ham(2, 3).

a) Chöùng minh raèng C laø töï ñoái ngaãu.

b) Xaùc ñònh troïng löôïng cuûa caùc phaàn töû cuûa C.
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