
CH NG 3ƯƠ

DUY T VÀ Đ  QUI Ệ Ệ

3.1­ Đ nh nghĩa b ng đ  quiị ằ ệ

Trong th c t , chúng ta g p r t nhi u đ i t ng mà khó có th  đ nh nghĩa nóự ế ặ ấ ề ố ượ ể ị  
m t cách t ng minh, nh ng l i d  dàng đ nh nghĩa đ i t ng qua chính nó. K  thu tộ ườ ư ạ ễ ị ố ượ ỹ ậ  
đ nh nghĩa đ i t ng qua chính nó đ c g i là k  thu t đ  qui (recursion). Đ  quiị ố ượ ượ ọ ỹ ậ ệ ệ  
đ c s  d ng r ng rãi trong khoa h c máy tính và lý thuy t tính toán. Các gi i thu tượ ử ụ ộ ọ ế ả ậ  
đ  qui đ u đ c xây d ng thông qua hai b c: b c phân tích và b c thay thệ ề ượ ự ướ ướ ướ ế 
ng c l i. ượ ạ

Ví d  3.1.ụ  Đ  tính t ng S(n) = 1 + 2 + . . .+ n, chúng ta có th  th c hi n thông qua haiể ổ ể ự ệ  
b c nh  sau:ướ ư

B c phân tích: ướ

� Đ  tính toán đ c S(n) tr c tiên ta ph i tính toán tr c S(n­1) sau đó tính S(n) =ể ượ ướ ả ướ  
S(n­1) +n.

� Đ  tính toán đ c S(n­1), ta ph i tính toán tr c S(n­2) sau đó tính S(n­1) = S(n­2)ể ượ ả ướ  
+ n­1.

� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

� Đ  tính toán đ c S(2), ta ph i tính toán tr c S(1) sau đó tính S(2) = S(1) + 2.ể ượ ả ướ

� Và cu i cùng S(1) chúng ta có ngay k t qu  là 1ố ế ả

B c thay th  ng c l i:ướ ế ượ ạ

Xu t phát t  S(1) thay th  ng c l i chúng ta xác đ nh S(n):ấ ừ ế ượ ạ ị

� S(1) = 1

� S(2) = S(1) + 2

� S(3) = S(2)  + 3

� . . . . . . . . . . . .

� S(n) = S(n ­ 1) + n 

Ví d  3.2.  Đ nh nghĩa hàm b ng đ  quiụ ị ằ ệ

Hàm f(n) = n!

D   th y f(0) = 1.ễ ấ

Vì (n+1) ! = 1 . 2.3 . . . n(n+1) = n! (n+1), nên ta có:
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f(n+1) = ( n+1) . f(n) v i m i n nguyên d ng.ớ ọ ươ

 Hàm f(n) = an

Vì a0 = 1; f(n+1) = an+1 = a.an = a. f(n) nên f (n) = a. f(n) v i m i s  th c a và sớ ọ ố ự ố 
t  nhiên n.ự

Ví d  3.3. T p h p đ nh nghĩa b ng đ  quiụ ậ ợ ị ằ ệ

Đ nh nghĩa đ  qui t p các xâu : Gi  s  ị ệ ậ ả ử � * là t p các xâu trên b  ch  cái ậ ộ ữ � . Khi đó � * 
đ c đ nh nghĩa b ng đ  qui nh  sau:ượ ị ằ ệ ư

� �  �  � *, trong đó �  là xâu r ngỗ

� wx �  � * n u w ế �  � * và x �  � *

Ví d  3.4. C u trúc t  tr  đ c đ nh nghĩa b ng đ  quiụ ấ ự ỏ ượ ị ằ ệ

struct node {

int infor;

struct node *left;

struct node *right;

};

3.2­ Gi i thu t đ  qui ả ậ ệ

M t thu t toán đ c g i là đ  qui n u nó gi i bài toán b ng cách rút g n bàiộ ậ ượ ọ ệ ế ả ằ ọ  
toán ban đ u thành bài toán t ng t  nh  v y sau m t s  h u h n l n th c hi n.ầ ươ ự ư ậ ộ ố ữ ạ ầ ự ệ  
Trong m i l n th c hi n, d  li u đ u vào ti m c n t i t p d  li u d ng. ỗ ầ ự ệ ữ ệ ầ ệ ậ ớ ậ ữ ệ ừ

Ví d : đ  gi i quy t bài toán tìm  c s  chung l n nh t c a hai s  nguyênụ ể ả ế ướ ố ớ ấ ủ ố  
d ng a và b v i b > a, ta có th  rút g n v  bài toán tìm  c s  chung l n nh t c a (bươ ớ ể ọ ề ướ ố ớ ấ ủ  
mod a) và  a vì USCLN(b mod a, a) = USCLN(a,b). Dãy các rút g n liên ti p có th  đ tọ ế ể ạ  
đ c cho t i khi đ t đi u ki n d ng USCLN(0, a) = USCLN(a, b) = a. Sau đây là ví dượ ớ ạ ề ệ ừ ụ 
v  m t s  thu t toán đ  qui thông d ng.ề ộ ố ậ ệ ụ

Thu t toán 1:ậ  Tính an b ng gi i thu t đ  qui, v i m i s  th c a và s  t  nhiênằ ả ậ ệ ớ ọ ố ự ố ự  
n.

double power( float a, int n ){

if ( n ==0)

return(1);

return(a *power(a,n­1));

}
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Thu t toán 2:ậ  Thu t toán đ  qui tính  c s  chung l n nh t c a hai s  nguyênậ ệ ướ ố ớ ấ ủ ố  
d ng a và b.ươ

 int  USCLN( int a, int b){

if (a == 0)

return(b);

return(USCLN( b % a, a));

} 

Thu t toán 3: Thu t toán đ  qui tính n!ậ ậ ệ

long  factorial( int  n){

if (n ==1)

return(1);

return(n * factorial(n­1));

} 

Thu t toán 4: Thu t toán đ  qui tìm ki m nh  phân:ậ ậ ệ ế ị

int binary_search( float *A, int x, int i, int j){

int  mid = ( i + j)/2;

if (  x > A[mid] && i<mid)

return(binary_search(A, x, mid +1,j);

else if (x<A[mid] && j > mid)

return(binary_search(A, x, i,mid­1);

else if (x == A[mid])

return(mid);

return(­1);

} 

Thu t toán 5: Thu t toán đ  qui tính s  fibonacci th  nậ ậ ệ ố ứ

int  fibonacci( int n) {

if (n==0)  return(0);

else if (n ==1) return(1);

return(fibonacci(n­1) + fibonacci(n­2));

}
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3.3­ Thu t toán sinh k  ti pậ ế ế

Ph ng pháp sinh k  ti p dùng đ  gi i quy t bài toán li t kê c a lý thuy t tươ ế ế ể ả ế ệ ủ ế ổ 
h p. Thu t toán sinh k  ti p ch  đ c th c hi n trên l p các bài toán th a mãn haiợ ậ ế ế ỉ ượ ự ệ ớ ỏ  
đi u ki n sau:ề ệ

� Có th  xác đ nh đ c m t th  t  trên t p các c u hình t  h p c n li t kê, tể ị ượ ộ ứ ự ậ ấ ổ ợ ầ ệ ừ 
đó xác đ nh đ c c u hình đ u tiên và c u hình cu i cùng. ị ượ ấ ầ ấ ố

� T  m t c u hình b t k  ch a ph i là cu i cùng, đ u có th  xây d ng đ cừ ộ ấ ấ ỳ ư ả ố ề ể ự ượ  
m t thu t toán đ  suy ra c u hình k  ti p. ộ ậ ể ấ ế ế

T ng quát, thu t toán sinh k  ti p có th  đ c mô t  b ng th  t c genarate,ổ ậ ế ế ể ượ ả ằ ủ ụ  
trong đó Sinh_K _Ti p là th  t c sinh c u hình k  ti p theo thu t toán sinh đã đ cế ế ủ ụ ấ ế ế ậ ượ  
xây d ng. N u c u hình hi n t i là c u hình cu i cùng thì th  t c Sinh_K _Ti p sự ế ấ ệ ạ ấ ố ủ ụ ế ế ẽ 
gán cho stop giá tr  true, ng c l i c u hình k  ti p s  đ c sinh ra.ị ượ ạ ấ ế ế ẽ ượ

Procedure  generate;

begin

<Xây d ng c u hình ban đ u>ự ấ ầ

stop :=false;

while not stop do 

begin

<Đ a ra c u hình đang có >;ư ấ

Sinh_K _Ti p;ế ế

end;

end;

Sau đây chúng ta xét m t s  ví d  minh h a cho thu t toán sinh.ộ ố ụ ọ ậ

3.3.1­ Bài toán li t kê các t p con c a t p n ph n tệ ậ ủ ậ ầ ử

M t t p h p h u h n g m n ph n t  đ u có th  bi u di n t ng đ ng v iộ ậ ợ ữ ạ ồ ầ ử ề ể ể ễ ươ ươ ớ  
t p các s  t  nhiên 1, 2, . . . n. Bài toán đ c đ t ra là: Cho m t t p h p g m n ph nậ ố ự ượ ặ ộ ậ ợ ồ ầ  
t  X = { Xử 1, X2, . ., Xn }, hãy li t kê t t c  các t p con c a t p h p X. ệ ấ ả ậ ủ ậ ợ

Đ  li t kê đ c t t c  các t p con c a X, ta làm t ng  ng m i t p Yể ệ ượ ấ ả ậ ủ ươ ứ ỗ ậ �  X v iớ  
m t xâu nh  phân có đ  dài n là B = { Bộ ị ộ 1, B2, . . , Bn } sao cho Bi = 0 n u Xế i �  Y và Bi = 
1 n u Xế i  �  Y;  nh  v y, phép li t kê t t c  các t p con c a m t t p h p n ph n tư ậ ệ ấ ả ậ ủ ộ ậ ợ ầ ử 
t ng đ ng v i phép li t kê t t c  các xâu nh  phân có đ  dài n. S  các xâu nh  phânươ ươ ớ ệ ấ ả ị ộ ố ị  
có đ  dài n là 2ộ n. Bây gi  ta đi xác đ nh th  t  các xâu nh  phân và ph ng pháp sinh kờ ị ứ ự ị ươ ế 
ti p.ế
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N u xem các xâu nh  phân b = { bế ị 1, b2, . . , bn } nh  là bi u di n c a m t sư ể ễ ủ ộ ố 
nguyên d ng p(b). Khi đó th  t  hi n nhiên nh t là th  t  t  nhiên đ c xác đ nhươ ứ ự ể ấ ứ ự ự ượ ị  
nh  sau: ư

Ta nói xâu nh  phân b = { bị 1, b2, . . , bn } có th  t   tr c xâu nh  phân b’ = { b’ứ ự ướ ị 1, 
b’2, . . , b’n } và kí hi u là b<b’ n u p(b) < p(b’). Ví d  v i n= 4: chúng ta có 2ệ ế ụ ớ 4 = 16 xâu 
nh  phân (t ng  ng v i 16 t p con c a t p g m n ph n t ) đ c li t kê theo th  tị ươ ứ ớ ậ ủ ậ ồ ầ ử ượ ệ ứ ự  
t  đi n nh  sau:ừ ể ư

b p(b)

      0 0 0 0   0

      0 0 0 1   1

      0 0 1 0   2

      0 0 1 1   3

      0 1 0 0   4

      0 1 0 1   5

      0 1 1 0   6

      0 1 1 1   7

      1 0 0 0   8

      1 0 0 1   9

      1 0 1 0   10

      1 0 1 1   11

      1 1 0 0   12

      1 1 0 1   13

      1 1 1 0   14

      1 1 1 1   15 

T  đây ta xác đ nh đ c xâu nh  phân đ u tiên là 00. .00 và xâu nh  phân cu iừ ị ượ ị ầ ị ố  
cùng là 11..11. Quá trình li t kê d ng khi ta đ c xâu nh  phân 1111. Xâu nh  phân kệ ừ ượ ị ị ế 
ti p là bi u di n nh  phân c a giá tr  xâu nh  phân tr c đó c ng thêm 1 đ n v . T  đóế ể ễ ị ủ ị ị ướ ộ ơ ị ừ  
ta nh n đ c qui t c sinh k  ti p nh  sau:ậ ượ ắ ế ế ư

� Tìm ch  s  i đ u tiên theo th  t  i = n, n­1,  . ., 1 sao cho bỉ ố ầ ứ ự i = 0.

� Gán l i bạ i = 1 và bj = 0 v i t t c  j>i. Dãy nh  phân thu đ c là dãy c n tìmớ ấ ả ị ượ ầ

Thu t toán sinh xâu nh  phân k  ti pậ ị ế ế

void Next_Bit_String( int *B, int n ){

90



i = n;

while (bi ==1 ) {

bi = 0

i = i­1;

}

bi = 1;

}

Sau đây là văn b n ch ng trình li t kê các xâu nh  phân có đ  dài n: ả ươ ệ ị ộ

#include <stdio.h>

#include <alloc.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#define MAX 100

#define TRUE  1

#define FALSE 0

int  Stop, count;

void Init(int *B, int n){

int i;

for(i=1; i<=n ;i++)

B[i]=0;

count =0;

}

void Result(int *B, int n){

int i;count++;

printf("\n Xau nhi phan thu %d:",count);

for(i=1; i<=n;i++)

printf("%3d", B[i]);

}

void Next_Bits_String(int *B, int n){
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int i = n;

while(i>0 && B[i]){

B[i]=0; i­­;

 }

 if(i==0 )

Stop=TRUE;

 else

B[i]=1;

}

void Generate(int *B, int n){

int i;

Stop = FALSE;

while (!Stop) {

Result(B,n);

Next_Bits_String(B,n);

}

}

void main(void){

int i, *B, n;clrscr();

printf("\n Nhap n=");scanf("%d",&n);

B =(int *) malloc(n*sizeof(int));

Init(B,n);Generate(B,n);free(B);getch();

}

3.3.2­ Bài toán li t kê t p con m ph n t  c a t p n ph n t  ệ ậ ầ ử ủ ậ ầ ử

Bài toán: Cho t p h p X = { 1, 2, . ., n }. Hãy li t kê t t c  các t p con m < nậ ợ ệ ấ ả ậ  
ph n t  c a X. ầ ử ủ

M i t p con m ph n t  c a X có th  bi u di n nh  m t b  có th  tỗ ậ ầ ử ủ ể ể ễ ư ộ ộ ứ ự

a = (a1, a2, .., am) tho  mãn  1 <= aả 1< a2 < ..<am<=n
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Trên các t p con m ph n t  c a X, ta đ nh nghĩa th  t  c a các t p con nh  sau:ậ ầ ử ủ ị ứ ự ủ ậ ư  

Ta nói t p con a = (aậ 1, a2, .., am) có th  t  tr c t p a’ = (a’ứ ự ướ ậ 1, a’2, .., a’m) theo thứ 
t  t  đi n và kí hi u a < a’ n u tìm đ c ch  s  k sao cho:ự ừ ể ệ ế ượ ỉ ố

a1 = a’1 , a2 = a’2 .., ak­1 = a’k­1 , ak  < a’k

Ví d  X = { 1, 2, 3, 4, 5 }, n = 5, m = 3. Các t p con 3 ph n t  c a X đ c li tụ ậ ầ ử ủ ượ ệ  
kê theo th  t  t  đi n nh  sau: ứ ự ừ ể ư

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 3 4

1 3 5

1 4 5

2 3 4

2 3 5

2 4 3

3 4 5

Nh  v y, t p con đ u tiên là 1 , 2, . ., m. T p con cu i cùng là n­m+1, n­m+2, . .,ư ậ ậ ầ ậ ố  
n. Gi  s  ta có t p con ch a ph i là cu i cùng (nh  h n so  v i t p con n­m+1, n­m+2,ả ử ậ ư ả ố ỏ ơ ớ ậ  
. ., n), khi đó t p con k  ti p c a a đ c sinh b i các qui t c bi n đ i sau:ậ ế ế ủ ượ ở ắ ế ổ

� Tìm t  bên ph i dãy aừ ả 1, a2, .., am  ph n t  aầ ử i �   n­m+i,

� Thay th  aế i = ai +1;

� Thay aj b i aở i + j ­ i, v i j = i +1, i + 2, . ., m.ớ

V i qui t c sinh nh  trên, chúng ta có th  mô t  b ng thu t toán sau:ớ ắ ư ể ả ằ ậ

Thu t toán li t kê t p con k  ti p m ph n t  c a t p n ph n t :ậ ệ ậ ế ế ầ ử ủ ậ ầ ử

void Next_Combination( int *A, int m){

i = m;

while ( ai == m­n+i) 

i = i ­1;

ai = ai + 1; 

for ( j = i+1; j <=m; j++)
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aj = ai + j ­ i;

}

Văn b n ch ng trình li t kê t p các t p con m ph n t  c a t p n ph n t  đ c thả ươ ệ ậ ậ ầ ử ủ ậ ầ ử ượ ể 
hi n nh  sau: ệ ư

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#define TRUE 1

#define FALSE 0

#define MAX 100

int n, k, count, C[MAX], Stop;

void Init(void){

int i;

printf("\n Nhap n="); scanf("%d", &n);

printf("\n Nhap k="); scanf("%d", &k);

for(i=1; i<=k; i++)

C[i]=i;

}

void Result(void){

int i;count++;

printf("\n Tap con thu %d:", count);

for(i=1; i<=k; i++)

printf("%3d", C[i]);

}

void Next_Combination(void){

int i,j;

i = k;

while(i>0 && C[i]==n­k+i)

i­­;

if(i>0) {

C[i]= C[i]+1;
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for(j=i+1; j<=k; j++)

C[j]=C[i]+j­i;

}

else Stop = TRUE;

}

void Combination(void){

Stop=FALSE;

while (!Stop){

Result();

Next_Combination();

}

}

void main(void){

clrscr(); Init();Combination();getch();

}

3.3.3­ Bài toán li t kê các hoán v  c a t p n ph n t  ệ ị ủ ậ ầ ử

Bài toán: Cho t p h p X = { 1, 2, . ., n }. Hãy li t kê t t c  các hoán v  c a X.ậ ợ ệ ấ ả ị ủ

M i hoán v  n ph n t  c a t p h p X có th  bi u di n b i b  có th  t  g m nỗ ị ầ ử ủ ậ ợ ể ể ễ ở ộ ứ ự ồ  
thành ph n a = (aầ 1, a2, .., an) tho  mãn:ả

ai �  X; i = 1, 2, . ., n; ap �  aq n u p ế �  q.

Trên t p có th  t  các hoán v  n ph n t  c a X, ta đ nh nghĩa th  t  c a cácậ ứ ự ị ầ ử ủ ị ứ ự ủ  
hoán v  đó nh  sau: ị ư

Hoán v  a = (aị 1, a2, .., an) đ c g i là có th  t  tr c hoán v  a’ = (a’ượ ọ ứ ự ướ ị 1, a’2, .., a’n) 
và kí hi u a <a’ n u tìm đ c ch  s  k sao cho: ệ ế ượ ỉ ố

a1= a’1,  a2 = a’2, . ., ak­1=a’k­1, ak <a’k 

Ví d  X= { 1, 2, 3, 4} khi đó các hoán v  c a 4 ph n t  đ c s p x p theo thụ ị ủ ầ ử ượ ắ ế ứ 
t  t  đi n nh  sau: ự ừ ể ư

1 2 3 4
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1 2 4 3

1 3 2 4

1 3 4 2

1 4 2 3

1 4 3 2

2 1 3 4

2 1 4 3

2 3 1 4

2 3 4 1

2 4 1 3

2 4 3 1

3 1 2 4

3 1 4 2

3 2 1 4

3 2 4 1

3 4 1 2

3 4 2 1

4 1 2 3

4 1 3 2

4 2 1 3

4 2 3 1

4 3 1 2

4 3 2 1

Nh  v y, hoán v  đ u tiên là 1, 2, . .,n, hoán v  cu i cùng là n, n­1,. .1. Gi  sư ậ ị ầ ị ố ả ử 
hoán v  a = (aị 1, a2, .., an) ch a ph i là hoán v  cu i cùng, khi đó hoán v  k  ti p c a aư ả ị ố ị ế ế ủ  
đ c sinh b i qui t c sau: ượ ở ắ

� Tìm t  ph i qua trái hoán v  có ch  s  j đ u tiên tho  mãn aừ ả ị ỉ ố ầ ả j < aj+1 hay j là chỉ 
s  l n nh t đ  aố ớ ấ ể j < aj+1;

� Tìm ak là s  nh  nh t còn l n h n aố ỏ ấ ớ ơ j trong các s    bên ph i aố ở ả j;

� Đ i ch  aổ ỗ j cho ak;
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� L t ng c l i đo n t  aậ ượ ạ ạ ừ j+1, . ., an. 

Thu t toán sinh hoán v  k  ti p:  ậ ị ế ế

void Next_Permutation( int *A, int n){

int j, k, r, s, temp;

j = n;

while (aj > aj +1 ) 

j = j ­1;

k = n;

while (aj > ak ) 

k= k ­ 1;

temp =aj;  aj = ak; ak = temp;

r = j + 1; s = n;

while ( r < s) {

temp = ar; ar = as; as = temp;

r = r +1;  s = s ­ 1;

}

}

Văn b n ch ng trình li t kê các hoán v  c a t p h p g m n ph n t  nhả ươ ệ ị ủ ậ ợ ồ ầ ử ư 
sau:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#define MAX 20

#define TRUE 1

#define FALSE 0

int P[MAX], n, count, Stop;

void Init(void){

int i;count =0;

printf("\n Nhap n=");scanf("%d", &n);

for(i=1; i<=n; i++)
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P[i]=i;

}

void Result(void){

int i;count++;

printf("\n Hoan vi %d:",count);

for(i=1; i<=n;i++)

printf("%3d",P[i]);

}

void Next_Permutaion(void){

int j, k, r, s, temp;

j = n­1;

while(j>0 && P[j]>P[j+1])

j­­;

if(j==0)

Stop=TRUE;

else {

k=n;

while(P[j]>P[k]) k­­;

temp = P[j]; P[j]=P[k]; P[k]=temp;

r=j+1; s=n;

while(r<s){

temp=P[r];P[r]=P[s]; P[s]=temp;

r++; s­­;

}

}

}

void Permutation(void){

Stop = FALSE;

while (!Stop){

Result();
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Next_Permutaion();

}

}

void main(void){

Init();clrscr(); Permutation();getch();

}

3.3.4. Bài toán chia s  t  nhiên n thành t ng các s  nh  h n  ố ự ổ ố ỏ ơ

Bài toán: Cho n là s  nguyên d ng. M t cách phân chia s  n là bi u di n n thành t ngố ươ ộ ố ể ễ ổ  
các s  t  nhiên không l n h n n. Ch ng h n 8 = 2 + 3 + 2.ố ự ớ ơ ẳ ạ

Hai cách chia đ c g i là đ ng nh t n u chúng có cùng các s  h ng và ch  khácượ ọ ồ ấ ế ố ạ ỉ  
nhau v  th  t  s p x p. Bài toán đ c đ t ra là, cho s  t  nhiên n, hãy duy t m i cáchề ứ ự ắ ế ượ ặ ố ự ệ ọ  
phân chia s  n.ố

Ch n cách phân chia s  n = bọ ố 1 + b2 + . . .+bk v i bớ 1 > b2 > . . .> bk, và duy t theoệ  
trình t  t  đi n ng c. Ch ng h n v i n = 7, chúng ta có th  t  t  đi n ng c c a cácự ừ ể ượ ẳ ạ ớ ứ ự ừ ể ượ ủ  
cách  phân chia nh  sau: ư

7

6 1

5 2

5 1 1

4 3

4 2 1

4 1 1 1

3 3 1

3 2 2

3 2 1 1

3 1 1 1 1

2 2 2 1

2 2 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 
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Nh  v y, cách chia đ u tiên chính là n. Cách chia cu i cùng là dãy n s  1. Bâyư ậ ầ ố ố  
gi  chúng ta ch  c n xây d ng thu t toán sinh k  ti p cho m i cách phân chia ch aờ ỉ ầ ự ậ ế ế ỗ ư  
ph i là cu i cùng. ả ố

Thu t toán sinh cách phân chia k  ti p:ậ ế ế

void Next_Division(void){

int i, j, R, S, D;

i = k;

while(i>0 && C[i]==1)

i­­;

if(i>0){

C[i] = C[i]­1;

D = k ­ i +1;

R = D / C[i];

S = D % C[i];

k = i;

if(R>0){

for(j=i+1; j<=i+R; j++)

C[j] = C[i];

k = k+R;

}

if(S>0){

k=k+1; C[k] = S;

}

}

else Stop=TRUE;

}

Văn b n ch ng trình đ c th  hi n nh  sau:ả ươ ượ ể ệ ư

#include  <stdio.h>

#include  <conio.h>
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#include  <stdlib.h>

#define MAX 100

#define TRUE 1

#define FALSE 0

int n, C[MAX], k, count, Stop;

void Init(void){

printf("\n Nhap n="); scanf("%d", &n);

k=1;count=0; C[k]=n;

}

void Result(void){

int i; count++;

printf("\n Cach chia %d:", count);

for(i=1; i<=k; i++)

printf("%3d", C[i]);

}

void Next_Division(void){

int i, j, R, S, D;

i = k;

while(i>0 && C[i]==1)

i­­;

if(i>0){

C[i] = C[i]­1;

D = k ­ i +1;

R = D / C[i];

S = D % C[i];

k = i;

if(R>0){

for(j=i+1; j<=i+R; j++)

C[j] = C[i];

k = k+R;
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}

if(S>0){

k=k+1; C[k] = S;

}

}

else Stop=TRUE;

}

void Division(void){

Stop = FALSE;

while (!Stop){

Result();

Next_Division();

}

}

void main(void){

clrscr(); Init(); Division(); getch();

}

3.4­ Thu t toán quay lui  (Back track)ậ

Ph ng pháp sinh k  ti p có th  gi i quy t đ c các bài toán li t kê khi taươ ế ế ể ả ế ượ ệ  
nh n bi t đ c c u hình đ u tiên c a bài toán. Tuy nhiên, không ph i c u hình sinh kậ ế ượ ấ ầ ủ ả ấ ế 
ti p nào cũng đ c sinh m t cách đ n gi n t  c u hình hi n t i, ngay k  c  vi c phátế ượ ộ ơ ả ừ ấ ệ ạ ể ả ệ  
hi n c u hình ban đ u cũng không ph i d  tìm vì nhi u khi chúng ta ph i ch ng minhệ ấ ầ ả ễ ề ả ứ  
s  t n t i c a c u hình. Do v y, thu t toán sinh k  ti p ch  gi i quy t đ c nh ng bàiự ồ ạ ủ ấ ậ ậ ế ế ỉ ả ế ượ ữ  
toán li t kê đ n gi n. Đ  gi i quy t nh ng bài toán t  h p ph c t p, ng i ta th ngệ ơ ả ể ả ế ữ ổ ợ ứ ạ ườ ườ  
dùng thu t toán quay lui (Back Track) s  đ c trình bày d i đây.ậ ẽ ượ ướ

N i dung chính c a thu t toán này là xây d ng d n các thành ph n c a c u hìnhộ ủ ậ ự ầ ầ ủ ấ  
b ng cách th  t t c  các kh  năng. Gi  s  c n ph i tìm m t c u hình c a bài toán x =ằ ử ấ ả ả ả ử ầ ả ộ ấ ủ  
(x1, x2, . ., xn) mà i­1 thành ph n xầ 1, x2, . ., xi­1  đã đ c xác đ nh, bây gi  ta xác đ nhượ ị ờ ị  
thành ph n th  i c a c u hình  b ng cách duy t t t c  các kh  năng có th  có và đánhầ ứ ủ ấ ằ ệ ấ ả ả ể  
s  các kh  năng t  1 . .nố ả ừ i. V i m i kh  năng j, ki m tra xem j có ch p nh n đ c hayớ ỗ ả ể ấ ậ ượ  
không. Khi đó có th  x y ra hai tr ng h p:ể ả ườ ợ

� N u ch p nh n j thì xác đ nh xế ấ ậ ị i theo j, n u i=n thì ta đ c m t c u hình c n tìm,ế ượ ộ ấ ầ  
ng c l i xác đ nh ti p thành ph n xượ ạ ị ế ầ i+1.

102



� N u th  t t c  các kh  năng mà không có kh  năng nào đ c ch p nh n thì quayế ử ấ ả ả ả ượ ấ ậ  
l i b c tr c đó đ  xác đ nh l i xạ ướ ướ ể ị ạ i­1.

Đi m quan tr ng nh t c a thu t toán là ph i ghi nh  l i  m i b c đã đi qua,ể ọ ấ ủ ậ ả ớ ạ ỗ ướ  
nh ng kh  năng nào đã đ c th  đ  tránh s  trùng l p. Đ  nh  l i nh ng b c duy tữ ả ượ ử ể ự ặ ể ớ ạ ữ ướ ệ  
tr c đó, ch ng trình c n ph i đ c t  ch c theo c  ch  ngăn x p (Last in first out).ướ ươ ầ ả ượ ổ ứ ơ ế ế  
Vì v y, thu t toán quay lui r t phù h p v i nh ng phép g i đ  qui. Thu t toán quay luiậ ậ ấ ợ ớ ữ ọ ệ ậ  
xác đ nh thành ph n th  i có th  đ c mô t  b ng th  t c Try(i) nh  sau:ị ầ ứ ể ượ ả ằ ủ ụ ư

void Try( int i )  {

int  j;

for ( j = 1; j < ni; j ++) {

if ( <Ch p nh n j >) {ấ ậ

<Xác đ nh xi theo j>ị

if (i==n)

<Ghi nh n c u hình>;ậ ấ

else Try(i+1);

}

}

}

Có th  mô t  quá trình tìm ki m l i gi i theo thu t toán quay lui b ng cây tìmể ả ế ờ ả ậ ằ  
ki m l i gi i sau: ế ờ ả

G cố

Kh  năng ch n xả ọ 1

Kh  năng ch n xả ọ 2

v i xớ 1 đã ch nọ

Kh  năng ch n xả ọ 3 v iớ

x1, x2 đã ch nọ
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Hình 3.1. Cây li t kê l i gi i theo thu t toán quay lui.ệ ờ ả ậ

3.4.1. Thu t toán quay lui li t kê các xâu nh  phân đ  dài n ậ ệ ị ộ

Bi u di n các xâu nh  phân d i d ng bể ễ ị ướ ạ 1, b2, . . ., bn, trong đó bi� {0, 1 }. Thủ 
t c đ  qui Try(i) xác đ nh bi v i các giá tr  đ  c  cho bi là 0 và 1. Các giá tr  này m cụ ệ ị ớ ị ề ử ị ặ  
nhiên đ c ch p nh n mà không c n ph i tho  mãn đi u ki n gì (do đó bài toán khôngượ ấ ậ ầ ả ả ề ệ  
c n đ n bi n tr ng thái). Th  t c Init kh i t o giá tr  n và bi n đ m count. Th  t cầ ế ế ạ ủ ụ ở ạ ị ế ế ủ ụ  
k t qu  in ra dãy nh  phân tìm đ c. Ch ng h n v i n =3 , cây tìm ki m l i gi i đ cế ả ị ượ ẳ ạ ớ ế ờ ả ượ  
th  hi n nh  hình 3.2. ể ệ ư

G cố

0 1

0 1 0 1

 0       1    0          1   0 1    0         1

000   001  010     011 100     101    110 111

(Hình 3.2. Cây tìm ki m l i gi i li t kê dãy nh  phân đ  dài 3)ế ờ ả ệ ị ộ

Văn b n ch ng trình li t kê các xâu nh  phân có đ  dài n s  d ng thu t toánả ươ ệ ị ộ ử ụ ậ  
quay lui đ c th c hi n nh  sau:ượ ự ệ ư

#include <stdio.h>

#include <alloc.h>

#include  <conio.h>

#include <stdlib.h>

void Result(int *B, int n){

int i;

printf("\n ");

for(i=1;i<=n;i++)

printf("%3d",B[i]);

}

void Init(int *B, int n){

int i;
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for(i=1;i<=n;i++)

B[i]=0;

}

void Try(int i, int *B, int n){

int j;

for(j=0; j<=1;j++){

B[i]=j;

if(i==n) {

Result(B,n);

}

else Try(i+1, B, n);

}

}

void main(void){

int *B,n;clrscr();

printf("\n Nhap n=");scanf("%d",&n);

B=(int *) malloc(n*sizeof(int));

Init(B,n); Try(1,B,n);free(B);

getch();

}

3.4.2. Thu t toán quay lui li t kê các t p con m ph n t  c a t p n ph n tậ ệ ậ ầ ử ủ ậ ầ ử

Bi u di n t p con k ph n t  d i d ng cể ễ ậ ầ ử ướ ạ 1, c2, . ., ck, trong đó 1< c1<c2 . .� n . Từ 
đó suy ra các giá tr  đ  c  cho ci là t  cị ề ử ừ i­1 + 1 cho đ n n ­ k + i. C n thêm vào cế ầ 0 = 0. 
Các giá tr  đ  c  này m c nhiên đ c ch p nh n mà không c n ph i thêm đi u ki nị ề ử ặ ượ ấ ậ ầ ả ề ệ  
gì. Các th  t c Init, Result đ c xây d ng nh  nh ng ví d  trên.ủ ụ ượ ự ư ữ ụ

Cây tìm ki m l i gi i bài toán li t kê t p con k ph n t  c a t p n ph n t  v iế ờ ả ệ ậ ầ ử ủ ậ ầ ử ớ  
n=5, k=3 đ c th  hi n nh  trong hìnhượ ể ệ ư 3.3.

G cố

1 2 3

2  3 4 3  4 4
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       3    4  5  4 5   5      4 5   5      5

         123 124  124  134 135     145     234      235      245   345 

Hình 3.3. Cây li t kê t  h p ch p 3 t  {1, 2, 3, 4, 5 }ệ ổ ợ ậ ừ

Ch ng trình li t kê các t p con k ph n t  trong t p n ph n t  đ c th  hi n nh  sau:ươ ệ ậ ầ ử ậ ầ ử ượ ể ệ ư

#include <conio.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define MAX 100

int B[MAX], n, k, count=0;

void Init(void){

printf("\n Nhap n="); scanf("%d", &n);

printf("\n Nhap k="); scanf("%d", &k);

B[0]=0;

}

void Result(void){

int i;count++;

printf("\n Tap thu %d:",count);

for(i=1; i<=k; i++){

printf("%3d", B[i]);

}

getch();

}

void Try(int i){

int j;

for(j=B[i­1]+1;j<=(n­k+i); j++){

B[i]=j;

if(i==k) Result();

else Try(i+1);
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}

}

void main(void){

clrscr();Init();Try(1);

}

3.4.3­ Thu t toán quay lui li t kê các hoán v  c a t p n ph n t  ậ ệ ị ủ ậ ầ ử

Bi u di n hoán v  d i d ng pể ễ ị ướ ạ 1, p2, .., pn, trong đó pi nh n giá tr  t  1 đ n n vàậ ị ừ ế  
pi� pj v i iớ � j. Các giá tr  t  1 đ n n l n l t đ c đ  c  cho pị ừ ế ầ ượ ượ ề ử i, trong đó giá tr  j đ cị ượ  
ch p nh n n u nó ch a đ c dùng. Vì v y, c n ph i ghi nh  v i m i giá tr  j xem nóấ ậ ế ư ượ ậ ầ ả ớ ớ ỗ ị  
đã đ c dùng hay ch a. Đi u này đ c th c hi n nh  m t dãy các bi n logic bượ ư ề ượ ự ệ ờ ộ ế j, trong 
đó bj = true n u j ch a đ c dùng. Các bi n này ph i đ c kh i đ u giá tr  true trongế ư ượ ế ả ượ ở ầ ị  
th  t c Init. Sau khi gán j cho pủ ụ i , c n ghi nh n false cho bầ ậ j và ph i gán true khi th cả ự  
hi n xong Result hay Try(i+1). Các th  t c còn l i gi ng nh  ví d  1, 2. Hình 3.4 môệ ủ ụ ạ ố ư ụ  
t  cây tìm ki m l i gi i bài toán li t kê hoán v  c a 1, 2, . ., n v i n = 3.ả ế ờ ả ệ ị ủ ớ

G cố

1     2 3

      2        3 1 3     1      2

3           2       3 1  2         1  

1,2,3    1,3, 2   2,1,3        2,3,1  3,1,2    3,2,1

(Hình  3.4.  Cây   tìm  ki m  l i   gi i   bài   toán   li t   kê  hoán  v   c aế ờ ả ệ ị ủ  
{1,2,3} )

Sau đây là ch ng trình gi i quy t bài toán li t kê các hoán v  c a 1, 2, . ., n.ươ ả ế ệ ị ủ

#include  <stdio.h>

#include  <conio.h>

#include  <stdlib.h>

#define MAX 100

#define TRUE 1

#define FALSE 0
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int P[MAX],B[MAX], n, count=0;

void Init(void){

int i;

printf("\n Nhap n="); scanf("%d", &n);

for(i=1; i<=n; i++)

B[i]=TRUE;

}

void Result(void){

int i; count++;

printf("\n Hoan vi thu %d:",count);

for (i=1; i<=n; i++)

printf("%3d",P[i]);

getch();

}

void Try(int i){

int j;

for(j=1; j<=n;j++){

if(B[j]) {

P[i]=j;

B[j]=FALSE;

if(i==n) Result();

else Try(i+1);

B[j]=TRUE;

}

}

}

void main(void){

Init(); Try(1);

}
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3.4.4­ Bài toán X p H uế ậ

Bài toán: Li t kê t t c  các cách x p n quân h u trên bàn c  n x n sao cho chúngệ ấ ả ế ậ ờ  
không ăn đ c nhau.ượ

Bàn c  có n hàng đ c đánh s  t  0 đ n n­1, n c t đ c đánh s  t  0 đ n n­1;ờ ượ ố ừ ế ộ ượ ố ừ ế  
Bàn c  có n*2 ­1 đ ng chéo xuôi đ c đánh s  t  0 đ n 2*n ­2, 2 *n ­1 đ ng chéoờ ườ ượ ố ừ ế ườ  
ng c đ c đánh s  t  2*n ­2. Ví d : v i bàn c  8 x 8, chúng ta có 8 hàng đ c đánhượ ượ ố ừ ụ ớ ờ ượ  
s  t  0 đ n 7, 8 c t đ c đánh s  t  0 đ n 7, 15 đ ng chéo xuôi, 15 đ ng chéoố ừ ế ộ ượ ố ừ ế ườ ườ  
ng c đ c đánh s  t  0 . .15.ượ ượ ố ừ

Vì trên m i hàng ch  x p đ c đúng m t quân h u, nên chúng ta ch  c n quanỗ ỉ ế ượ ộ ậ ỉ ầ  
tâm đ n quân h u đ c x p   c t nào. T  đó d n đ n vi c xác đ nh b  n thành ph nế ậ ượ ế ở ộ ừ ẫ ế ệ ị ộ ầ  
x1, x2, . ., xn, trong đó xi = j đ c hi u là quân h u t i dòng i x p vào c t th  j. Giá trượ ể ậ ạ ế ộ ứ ị 
c a i đ c nh n t  0 đ n n­1; giá tr  c a j cũng đ c nh n t  0 đ n n­1, nh ng thoủ ượ ậ ừ ế ị ủ ượ ậ ừ ế ư ả 
mãn đi u ki n ô (i,j) ch a b  quân h u khác chi u đ n theo c t, đ ng chéo xuôi,ề ệ ư ị ậ ế ế ộ ườ  
đ ng chéo ng c.ườ ượ

Vi c ki m soát theo hàng ngang là không c n thi t vì trên m i hàng ch  x pệ ể ầ ế ỗ ỉ ế  
đúng m t quân h u. Vi c ki m soát theo c t đ c ghi nh n nh  dãy bi n logic aộ ậ ệ ể ộ ượ ậ ờ ế j v iớ  
qui  c aướ j=1 n u c t j còn tr ng, c t aế ộ ố ộ j=0 n u c t j không còn tr ng. Đ  ghi nh nế ộ ố ể ậ  
đ ng chéo xuôi và đ ng chéo ng c có chi u t i  ô (i,j)  hay không, ta s  d ngườ ườ ượ ế ớ ử ụ  
ph ng trình i + j = const và i ­ j = const, đ ng chéo th  nh t đ c ghi nh n b i dãyươ ườ ứ ấ ượ ậ ở  
bi n bế j, đ ng chéo th  2 đ c ghi nh n b i dãy bi n cườ ứ ượ ậ ở ế j v i qui  c n u đ ng chéoớ ướ ế ườ  
nào còn tr ng thì giá tr  t ng  ng c a nó là 1 ng c l i là 0. Nh  v y, c t j đ cố ị ươ ứ ủ ượ ạ ư ậ ộ ượ  
ch p nh n khi c  3 bi n aấ ậ ả ế j, bi+j, ci+j đ u có giá tr  1. Các bi n này ph i đ c kh i đ uề ị ế ả ượ ở ầ  
giá tr  1 tr c đó, gán l i giá tr  0 khi x p xong quân h u th  i và tr  l i giá tr  1 khiị ướ ạ ị ế ậ ứ ả ạ ị  
đ a ra k t qu .ư ế ả

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#include <dos.h>

#define N  8

#define D (2*N­1)

#define SG (N­1)

#define TRUE 1

#define FALSE 0

void hoanghau(int);
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void inloigiai(int loigiai[]);FILE *fp;

int A[N], B[D], C[D], loigiai[N];

int soloigiai =0;

void hoanghau(int i){

int j;

for (j=0; j<N;j++){

if (A[j] && B[i­j+SG] && C[i+j] ) {

loigiai[i]=j;

A[j]=FALSE;

B[i­j+SG]=FALSE;

C[i+j]=FALSE;

if (i==N­1){

soloigiai++;

inloigiai(loigiai);

delay(500);

}

else

hoanghau(i+1);

A[j]=TRUE;

B[i­j+SG]=TRUE;

C[i+j]=TRUE;

}

}

}

void inloigiai(int *loigiai){

int j;

printf("\n L i gi i %3d:",soloigiai);ờ ả

fprintf(fp,"\n L i gi i %3d:",soloigiai);ờ ả

for (j=0;j<N;j++){

printf("%3d",loigiai[j]);
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   fprintf(fp,"%3d",loigiai[j]);

}

}

void main(void){

int i;clrscr();fp=fopen("loigiai.txt","w");

for (i=0;i<N;i++)

A[i]=TRUE;

for(i=0;i<D; i++){

B[i]=TRUE;

C[i]=TRUE;

}

hoanghau(0);fclose(fp);

} 

3.5.­ Bài toán t i  uố ư

Trong nhi u bài toán th c t , các c u hình t  h p còn đ c gán m t giá tr  b ngề ự ế ấ ổ ợ ượ ộ ị ằ  
s  đánh giá giá tr  s  d ng c a c u hình đ i v i m t m c đích s  d ng c  th  nào đó.ố ị ử ụ ủ ấ ố ớ ộ ụ ử ụ ụ ể  
Khi đó xu t hi n bài toán: hãy l a ch n trong s  t t c  các c u hình t  h p c u hìnhấ ệ ự ọ ố ấ ả ấ ổ ợ ấ  
có giá tr  s  d ng t t nh t. Các bài toán nh  v y đ c g i là bài toán t i  u t  h p.ị ử ụ ố ấ ư ậ ượ ọ ố ư ổ ợ  
Chúng ta có th  phát bi u bài toán t i  u t  h p d i d ng t ng quát nh  sau: ể ể ố ư ổ ợ ướ ạ ổ ư

Tìm c c ti u (hay c c đ i) c a phi m hàm ự ể ự ạ ủ ế f(x) = min(max) v i đi u ki n ớ ề ệ x�  D, 
trong đó D là t p h u h n các ph n t . ậ ữ ạ ầ ử

Hàm f(x) đ c g i là hàm m c tiêu c a bài toán, m i ph n t  ượ ọ ụ ủ ỗ ầ ử x�  D đ c g i làượ ọ  
m t ph ng án,  t p ộ ươ ậ D  đ c g i là t p các ph ng án c a bài toán. Thông th ng t pượ ọ ậ ươ ủ ườ ậ  
D đ c mô t  nh  là t p các c u hình t  h p th a mãn m t s  tính ch t cho tr c nàoượ ả ư ậ ấ ổ ợ ỏ ộ ố ấ ướ  
đó.

Ph ng án x* ươ �  D đem l i giá tr  nh  nh t (l n nh t) cho hàm m c tiêu đ cạ ị ỏ ấ ớ ấ ụ ượ  
g i là ph ng án t i  u, khi đó giá tr  f* = f(x*) đ c g i là giá tr  t i  u c a bài toán.ọ ươ ố ư ị ượ ọ ị ố ư ủ  
D i đây chúng ta s  gi i thi u m t s  mô hình t i  u hóa t  h p truy n th ng. Cácướ ẽ ớ ệ ộ ố ố ư ổ ợ ề ố  
mô hình này là nh ng mô hình có nhi u  ng d ng th c t , đ ng th i chúng gi  vai tròữ ề ứ ụ ự ế ồ ờ ữ  
quan tr ng trong vi c nghiên c u và phát tri n lý thuy t t i  u hoá t  h p. ọ ệ ứ ể ế ố ư ổ ợ

Bài toán Ng i du l ch:ườ ị  M t ng i du l ch mu n đi thăm quan n thành ph  ộ ườ ị ố ố T1, T2, . . .,  
Tn. Xu t phát t  m t thành ph  nào đó, ng i du l ch mu n đi qua t t c  các thành phấ ừ ộ ố ườ ị ố ấ ả ố 
còn l i, m i thành ph  đi qua đúng m t l n, r i quay tr  l i thành ph  xu t phát. Bi tạ ỗ ố ộ ầ ồ ở ạ ố ấ ế  
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cij là chi phí đi t  thành ph  ừ ố Ti đ n thành ph  ế ố Tj (i = 1, 2, . ., n), hãy tìm hành trình v iớ  
t ng chi phí là nh  nh t (m t hành trình là m t cách đi tho  mãn đi u ki n).ổ ỏ ấ ộ ộ ả ề ệ

Rõ   ràng,   ta   có   th   thi t   l p   đ c   m t   t ng   ng   1­   1   gi a   hành   trìnhể ế ậ ượ ộ ươ ứ ữ  
)... )1()()2()1( ���� TTTT n ���  v i m t hoán v  ớ ộ ị �  = (� (1), � (2), . ., � (n)) c a n s  t  nhiênủ ố ự  

1,2, . . ., n.  Đ t  ặ

)1(),()(),1()3(),2()2(),1( ...)( ��������� nnn CCCCf ����� �  , 

kí hi u ệ �  là t p t t c  các hoán v  ậ ấ ả ị �  =(� (1), � (2) , . . ., � (n)) c a n s  t  nhiên 1, 2, . .,ủ ố ự  
n. Khi đó bài toán ng i du l ch có th  phát bi u d i d ng bài toán t i  u t  h p sau: ườ ị ể ể ướ ạ ố ư ổ ợ

min { f(� ) : �  � �  }

Có th  th y r ng, t ng s  hành trình c a ng i du l ch là n!, trong đó ch  có (n­ể ấ ằ ổ ố ủ ườ ị ỉ
1)! hành trình th c s  khác nhau (b i vì có th  xu t phát t  m t thành ph  b t k  nênự ự ở ể ấ ừ ộ ố ấ ỳ  
có th  c  đ nh m t thành ph  nào đó làm đi m xu t phát).ể ố ị ộ ố ể ấ

Bài toán cái túi: M t nhà thám hi m c n đem theo m t cái túi có tr ng l ng khôngộ ể ầ ộ ọ ượ  
quá b. Có n đ  v t có th  đem theo. Đ  v t th  j có tr ng l ng aồ ậ ể ồ ậ ứ ọ ượ j và giá tr  s  d ng cị ử ụ j 

(j =1 , 2 , . . , n). H i nhà thám hi m c n đem theo nh ng đ  v t nào đ  cho t ng giá trỏ ể ầ ữ ồ ậ ể ổ ị 
s  d ng là l n nh t ?ử ụ ớ ấ

M t ph ng án c a nhà thám hi m có th  bi u di n nh  m t vector nh  phânộ ươ ủ ể ể ể ễ ư ộ ị  
đ  dài n: x = (xộ 1,x2,  . ., xn ), trong đó xi = 1 có nghĩa là đ  v t th  i đ c đem theo, xồ ậ ứ ượ i = 
0 có nghĩa đ  v t không đ c đem theo. V i ph ng án đem theo x, giá tr  s  d ng cácồ ậ ượ ớ ươ ị ử ụ  
đ  v t đem theo là ồ ậ

i

n

i i xcxf � �
�

1
)( , t ng tr ng l ng đ  v t đem theo là  ổ ọ ượ ồ ậ i

n

i i xaxg � �
�

1
)( , nh  v yư ậ  

bài toán cái túi đ c phát bi u d i d ng bài toán t i  u t  h p sau:ượ ể ướ ạ ố ư ổ ợ

Trong s  các vetor nh  phân đ  dài n tho  mãn đi u ki n g(x)  ố ị ộ ả ề ệ �   b, hãy tìm 
vector x* cho giá tr  l n nh t c a hàm m c tiêu f(x). Nói cách khác:ị ớ ấ ủ ụ

Max { f(x) : g(x) � b } 

Bài toán cho thuê máy: M t ông ch  có m t cái máy đ  cho thuê. Đ u tháng ông taộ ủ ộ ể ầ  
nh n đ c yêu c u thuê máy c a m khách hàng. M i khách hàng i s  cho bi t t p Nậ ượ ầ ủ ỗ ẽ ế ậ i 

các ngày trong tháng c n s  d ng máy ( i = 1, 2, . ., m). Ông ch  ch  có quy n ho c tầ ử ụ ủ ỉ ề ặ ừ 
ch i yêu c u c a khách hàng i, ho c n u nh n thì ph i b  trí máy ph c v  khách hàngố ầ ủ ặ ế ậ ả ố ụ ụ  
i đúng nh ng ngày mà khách hàng này yêu c u. H i r ng ông ch  ph i ti p nh n cácữ ầ ỏ ằ ủ ả ế ậ  
yêu c u c a khách th  nào đ  cho t ng s  ngày s  d ng máy là l n nh t.  ầ ủ ế ể ổ ố ử ụ ớ ấ

Ký hi u, I = { 1, 2, . ., m } là t p ch  s  khách hàng, S là t p h p các t p con c aệ ậ ỉ ố ậ ợ ậ ủ  
I. Khi đó, t p h p t t c  các ph ng án cho thuê máy là ậ ợ ấ ả ươ
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� �JpkNNSJD pk ������� ,: � . V i m i ph ng án J  ớ ỗ ươ �  D  ||)( �
�

�
Jj

jNjf  s  làẽ  

t ng s  ngày s  d ng máy theo ph ng án đó. Bài toán đ t ra có th  phát bi u d iổ ố ử ụ ươ ặ ể ể ướ  
d ng bài toán t i  u t  h p sau:ạ ố ư ổ ợ

}:)(max{ Djjf � .

Bài toán phân công: Có n công vi c và n th . Bi t cệ ợ ế ij là chi phí c n tr  đ  th  i hoànầ ả ể ợ  
thành công vi c th  j (i, j = 1, 2,  . . ., n ). C n ph i thuê th  sao cho các công vi c đ uệ ứ ầ ả ợ ệ ề  
hoàn thành và m i th  ch  th c hi n m t công vi c, m i công vi c ch  do m t th  th cỗ ợ ỉ ự ệ ộ ệ ỗ ệ ỉ ộ ợ ự  
hi n. Hãy tìm cách thuê n nhân công sao cho t ng chi phí thuê th  là nh  nh t.  ệ ổ ợ ỏ ấ

Rõ ràng, m i ph ng án b  trí th  th c hi n các công vi c t ng  ng v i m tỗ ươ ố ợ ự ệ ệ ươ ứ ớ ộ  
hoán v  ị �  = (  � (1),  � (2) ,   . . .,  � (n) ) c a n s  t  nhiên   { 1, 2, . ., n }. Chi phí theoủ ố ự  
ph ng án trên là ươ nnCCCf ),(2),2(1),1( ...)( ���� ���� . 

Công vi cệ Th  th c hi nợ ự ệ

1 � (1)

2 � (2)

. . . . . .

n � (n)

Bài toán đ t ra đ c d n v  bài toán t i  u t  h p: ặ ượ ẫ ề ố ư ổ ợ � ���� :)(min f  }.

Bài toán l p l ch:ậ ị  M i m t chi ti t trong s  n chi ti t Dỗ ộ ế ố ế 1, D2, . ., Dn c n ph i l n l tầ ả ầ ượ  
đ c gia công trên m máy Mượ 1, M2, . ., Mm. Th i gian gia công chi ti t Dờ ế i trên mãy Mj là 
tij. Hãy tìm l ch (trình t  gia công ) các chi ti t trên các mãy sao cho vi c hoàn thành giaị ự ế ệ  
công t t c  các chi ti t là s m nh t có th  đ c.  Bi t r ng, các chi ti t đ c gia côngấ ả ế ớ ấ ể ượ ế ằ ế ượ  
m t cách liên t c. Nghĩa là quá trình gia công c a m i m t chi ti t ph i đ c ti nộ ụ ủ ỗ ộ ế ả ượ ế  
hành m t cách liên t c h t máy này sang máy khác, không cho phép có kho ng th iộ ụ ế ả ờ  
gian d ng khi chuy n t  các máy khác nhau. ừ ể ừ

Rõ ràng, m i m t l ch gia công các chi ti t trên các máy s  t ng  ng v i m tỗ ộ ị ế ẽ ươ ứ ớ ộ  
hoán v  ị �  = ( � (1), � (2) , . . , � (n) ) c a n s  t  nhiên 1, 2, . ., n. Th i gian hoàn thànhủ ố ự ờ  
theo các l ch trên đ c xác đ nh b i hàm sị ượ ị ở ố

�� �

�

�
� �� m

k nk

n

j
jj tCf

1 )(,

1

1
)1(),()( ���� , trong đó cij = Sj ­ Si, Sj là th i đi m b t đ u th cờ ể ắ ầ ự  

hi n vi c gia công chi ti t j (i, j = 1, 2, . . ., n). Ý nghĩa c a h  s  cệ ệ ế ủ ệ ố ij có th  đ c gi iể ượ ả  
thích nh  sau: nó là t ng th i gian gián đo n (đ c tính t  khi b t đ u gia công chi ti tư ổ ờ ạ ượ ừ ắ ầ ế  
i) gây ra b i chi ti t j khi nó đ c gia công sau chi ti t i trong l ch gia công. Vì v y, cở ế ượ ế ị ậ ij 

có th  tính theo công th c: ể ứ
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11
max , i, j = 1, 2, . . ., n. Vì v y bài toán đ t ra d n v  bài toánậ ặ ẫ ề  

t i  u t  h p sau:ố ư ổ ợ

min { f(� ) : � � �  }.

Trong th c t , l ch gia công còn ph i th a mãn thêm nhi u đi u ki n khác n a.ự ế ị ả ỏ ề ề ệ ữ  
Vì nh ng  ng d ng quan tr ng c a nh ng bài toán lo i này mà trong t i  u hoá t  h pữ ứ ụ ọ ủ ữ ạ ố ư ổ ợ  
đã hình thành m t lĩnh v c lý thuy t riêng v  các bài toán l p l ch , đó là lý thuy t l pộ ự ế ề ậ ị ế ậ  
l ch hay qui ho ch l ch. ị ạ ị

3.6.Thu t toán duy t ậ ệ

M t trong nh ng ph ng pháp hi n nhiên nh t đ  gi i bài toán t i  u t  h pộ ữ ươ ể ấ ể ả ố ư ổ ợ  
đ t ra là duy t toàn b . Trên c  s  các thu t toán l t kê t  h p, ta ti n hành duy tặ ệ ộ ơ ở ậ ệ ổ ợ ế ệ  
t ng ph ng án c a bài toán. Đ i v i m i ph ng án, ta đ u tính giá tr  hàm m c tiêuừ ươ ủ ố ớ ỗ ươ ề ị ụ  
t i nó, sau đó so sánh giá tr  c a hàm m c tiêu t i t t c  các ph ng án đã đ c li t kêạ ị ủ ụ ạ ấ ả ươ ượ ệ  
đ  tìm ra ph ng án t i  u. Ph ng pháp xây d ng theo nguyên t c nh  v y đ c g iể ươ ố ư ươ ự ắ ư ậ ượ ọ  
là ph ng pháp duy t toàn b . H n ch  c a ph ng pháp duy t toàn b  là s  bùng nươ ệ ộ ạ ế ủ ươ ệ ộ ự ổ 
c a các c u hình t  h p. Ch ng h n, đ  duy t đ c 15! = 1 307 674 368 000 c uủ ấ ổ ợ ẳ ạ ể ệ ượ ấ  
hình, trên máy có t c đ  1 t  phép tính giây, n u m i hoán v  c n li t kê m t kho ngố ộ ỷ ế ỗ ị ầ ệ ấ ả  
100 phép tính, ta c n kho ng th i gian là 130767 giây ( l n h n 36 ti ng đ ng h ). Vìầ ả ờ ớ ơ ế ồ ồ  
v y, c n ph i có bi n pháp h n ch  vi c ki m tra ho c tìm ki m trên các c u hình tậ ầ ả ệ ạ ế ệ ể ặ ế ấ ổ 
h p thì m i có hy v ng gi i đ c các bài toán t i  u t  h p th c t . T t nhiên, đợ ớ ọ ả ượ ố ư ổ ợ ự ế ấ ể 
đ a ra đ c m t thu t toán, c n ph i nghiên c u k  tính ch t c a m i bài toán t  h pư ượ ộ ậ ầ ả ứ ỹ ấ ủ ỗ ổ ợ  
c  th . Chính nh  nh ng nghiên c u đó, trong m t s  tr ng h p ta có th  xây d ngụ ể ờ ữ ứ ộ ố ườ ợ ể ự  
đ c thu t toán hi u qu  đ  gi i quy t bài toán đ t ra. Nh ng cũng c n ph i chú ýượ ậ ệ ả ể ả ế ặ ư ầ ả  
r ng, trong nhi u tr ng h p ( bài toán ng i du l ch, bài toán cái túi, bài toán cho thuêằ ề ườ ợ ườ ị  
máy) chúng ta v n ch a tìm ra đ c m t ph ng pháp h u hi u nào ngoài ph ngẫ ư ượ ộ ươ ữ ệ ươ  
pháp duy t toàn b  đã đ c đ  c p   trên. Ví d  sau đây là m t đi n hình cho ph ngệ ộ ượ ề ậ ở ụ ộ ể ươ  
pháp duy t toàn b . ệ ộ

Ví d . Duy t m i b  giá tr  trong t p các giá tr  r i r c ụ ệ ọ ộ ị ậ ị ờ ạ

Trong th c t  r t th ng hay g p bài toán t i  u t  h p đ c cho d i d ng sau: ự ế ấ ườ ặ ố ư ổ ợ ượ ướ ạ

Tìm

  � �niDxxxxf iin ,...,2,1;:),...,,(max 21 ��  

ho c ặ � �niDxxxxf iin ,...,2,1;:),...,,(min 21 �� . 

Trong đó, Di là m t t p h u h n các giá tr  r i r c th a mãn m t đi u ki n ràngộ ậ ữ ạ ị ờ ạ ỏ ộ ề ệ  
bu c nào đó. ộ

Gi  s  s  các ph n t  c a t p giá tr  r i r c Dả ử ố ầ ử ủ ậ ị ờ ạ i là ri ( i=1, 2, . . ., n). G i R = rọ 1 + 
r2 + . . . + rn là s  các ph n t  thu c t t c  các t p Di (i=1, 2,  . . ., n). Khi đó, ta có t tố ầ ử ộ ấ ả ậ ấ  
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c  C(R, n) b  có th  t  các giá tr  g m n ph n t  trong R ph n t . Trong s  C(R,n) cácả ộ ứ ự ị ồ ầ ử ầ ử ố  
b  n ph n t , ta c n l c ra các b  tho  mãn đi u ki n xộ ầ ử ầ ọ ộ ả ề ệ i� Di (i=1, 2, . . ., n) đ  tính giáể  
tr  c a hàm m c tiêu f(xị ủ ụ 1, x2, . . ., xn). Nh  v y, bài toán đ c đ a v  bài toán duy tư ậ ượ ư ề ệ  
các b  g m n ph n t  (xộ ồ ầ ử 1, x2, . . ., xn) t  t p h p g m R = rừ ậ ợ ồ 1 + r2 + . . + rn ph n t  thoầ ử ả 
mãn đi u ki n xề ệ i� Di. 

Ví d : v i t p D1 = (1, 2, 3),ụ ớ ậ

D2 = (3, 4),

D3 = (5, 6, 7).

Khi đó chúng ta c n duy t b  các giá tr  r i r c sau: ầ ệ ộ ị ờ ạ

1 3 5 2 4 5

1 3 6 2 4 6

1 3 7 2 4 7

1 4 5 3 3 5

1 4 6 3 3 6

1 4 7 3 3 7

2 3 5 3 4 5

2 3 6 3 4 6

2 3 7 3 4 7 

Văn b n ch ng trình đ c th  hi n nh  sau: ả ươ ượ ể ệ ư

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <alloc.h>

#include <conio.h>

#define MAX 2000000

#define TRUE 1

#define FALSE 0

int n, k, H[100]; float *B;int *C, count =0, m;

FILE *fp;

void Init(void){

int i,j;float x;C[0]=0;H[0]=0;

fp=fopen("roirac.in","r");
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fscanf(fp,"%d",&n);

printf("\n So tap con roi rac n=%d",n);

for(i=1; i<=n; i++){

fscanf(fp,"%d",&H[i]);

printf("\n Hang %d co so phan tu la %d",i, H[i]);

}

H[0]=0;

for (i=1; i<=n; i++){

printf("\n");

for(j=1; j<=H[i]; j++){

fscanf(fp,"%f",&x);

B[++k]=x;

}

}

printf("\n B=");

for(i=1; i<=k; i++){

printf("%8.2f", B[i]);

}

fclose(fp);

}

int In_Set(int i){

int canduoi=0, cantren=0,j;

for(j=1; j<=i; j++)

cantren = cantren + H[j];

canduoi=cantren­H[j­1];

if (C[i]> canduoi && C[i]<=cantren)

return(TRUE);

return(FALSE);

}

void Result(void){
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int i;

count++; printf("\n Tap con thu count=%d:",count);

for(i=1; i<=n ; i++){

printf("%8.2f", B[C[i]]);

}

}

void Try(int i){

int j;

for(j = C[i­1]+1; j<=(k­n+i); j++){

C[i]=j;

if(In_Set(i)){

if (i==n )  Result();

else Try(i+1);

}

}

}

void main(void){

clrscr();

B = (float *) malloc(MAX *sizeof(float));

C = (int *) malloc(MAX *sizeof(int));

Init();Try(1);free(B); free(C);getch();

}

3.7­ Thu t toán nhánh c nậ ậ

Gi  s , chúng ta c n gi i quy t bài toán t i  u t  h p v i mô hình t ng quátả ử ầ ả ế ố ư ổ ợ ớ ổ  
nh  sau: ư

� �Dxxf �:)(min  
Trong đó, D là t p h u h n ph n t . Ta gi  thi t D đ c mô t  nh  sau:ậ ữ ạ ầ ử ả ế ượ ả ư
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D = { x =( x1, x2, . . ., xn) �  A1�  A2 �  . . .�  An ; x tho  mãn tính ch t P }, v iả ấ ớ  
A1�   A2  �   . . .�   An  là các t p h u h n, P là tính ch t cho trên tích đ  xác Aậ ữ ạ ấ ề 1�   A2 

�  . . .�  An . 

Nh  v y, các bài toán chúng ta v a trình bày   trên đ u có th  đ c mô t  d iư ậ ừ ở ề ể ượ ả ướ  
d ng trên. ạ

V i gi  thi t v  t p D nh  trên, chúng ta có th  s  d ng thu t toán quay lui đớ ả ế ề ậ ư ể ử ụ ậ ể 
li t kê các ph ng án c a bài toán. Trong quá trình li t kê theo thu t toán quay lui, taệ ươ ủ ệ ậ  
s  xây d ng d n các thành ph n c a ph ng án. M t b  ph n g m k thành ph n (aẽ ự ầ ầ ủ ươ ộ ộ ậ ồ ầ 1, 
a2, . . ., ak) xu t hi n trong quá trình th c hi n thu t toán s  đ c g i là ph ng án bấ ệ ự ệ ậ ẽ ượ ọ ươ ộ 
ph n c p k. ậ ấ

Thu t toán nhánh c n có th  đ c áp d ng gi i bài toán đ t ra, n u nh  có thậ ậ ể ượ ụ ả ặ ế ư ể 
tìm đ c m t hàm g xác đ nh trên t p t t c  các ph ng án b  ph n c a bài toán thoượ ộ ị ậ ấ ả ươ ộ ậ ủ ả 
mãn b t đ ng th c sau: ấ ẳ ứ

� � (*),...,2,1,,:)(min),..,,( 21 kiaxDxxfaaag iik ����

v i m i l i gi i b  ph n (aớ ọ ờ ả ộ ậ 1, a2,  . ., ak), và v i m i k = 1, 2, . . .ớ ọ

B t đ ng th c (*) có nghĩa là giá tr  c a hàm t i ph ng án b  ph n (aấ ẳ ứ ị ủ ạ ươ ộ ậ 1, a2, . ., 
ak) không v t quá giá tr  nh  nh t c a hàm m c tiêu bài toán trên t p con các ph ngượ ị ỏ ấ ủ ụ ậ ươ  
án.

D(a1, a2,  . ., ak) { x �  D: xi = ai, 1 = 1, 2, . ., k },

nói cách khác, g(a1, a2, .., ak) là c n d i c a t p D(aậ ướ ủ ậ 1, a2, . ., ak). Do có th  đ ng nh tể ồ ấ  
t p D(aậ 1, a2, . . ., ak) v i ph ng án b  ph n (aớ ươ ộ ậ 1, a2, . . , ak), nên ta cũng g i giá tr  g(aọ ị 1, 
a2,  . ., ak) là c n d i c a ph ng án b  ph n (aậ ướ ủ ươ ộ ậ 1, a2, . ., ak). 

Gi  s , ta đã có đ c hàm g. Ta xét cách s  d ng hàm này đ  h n ch  kh iả ử ượ ử ụ ể ạ ế ố  
l ng duy t trong quá trình duy t t t c  các ph ng án theo thu t toán quay lui. Trongượ ệ ệ ấ ả ươ ậ  
quá trình li t kê các ph ng án, có th  đã thu đ c m t s  ph ng án c a bài toán.ệ ươ ể ượ ộ ố ươ ủ  
G i  ọ x   là giá tr  hàm m c tiêu nh  nh t trong s  các ph ng án đã duy t, ký hi uị ụ ỏ ấ ố ươ ệ ệ  

)(xff � . Ta g i ọ x  là ph ng án t t nh t hi n có, còn ươ ố ấ ệ f là k  l c. Gi  s , ta có đ cỷ ụ ả ử ượ  
f , khi đó n uế

g(a1, a2, .., ak) > f   thì t  b t đ ng th c (*) ta suy raừ ấ ẳ ứ

f < g(a1, a2, . . ., ak) �  min { f(x): x �  D, xi = ai, i=1, 2, . . ., k }, vì th  t p con cácế ậ  
ph ng án c a bài toán D(aươ ủ 1, a2, . . ., ak) ch c ch n không ch a ph ng án t i  u.ắ ắ ứ ươ ố ư  
Trong tr ng h p này, ta không c n ph i phát tri n ph ng án b  ph n (aườ ợ ầ ả ể ươ ộ ậ 1, a2,   . . ., 
ak). Nói cách khác,  ta có th  lo i b  các ph ng án trong t p D(aể ạ ỏ ươ ậ 1, a2, . ., an) kh i quáỏ  
trình tìm ki m.ế

Thu t toán quay lui li t kê các ph ng án c n s a đ i l i nh  sau:ậ ệ ươ ầ ử ổ ạ ư
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Procedure Try(k);

(*Phát tri n ph ng án b  ph n (aể ươ ộ ậ 1, a2, . . ., ak­1

theo thu t toán quay lui có ki m tra c n d iậ ể ậ ướ

tr c khi ti p t c phát tri n ph ng án*)ướ ế ụ ể ươ

begin

for ak �  Ak do 

begin

if < ch p nh n aấ ậ k > then

begin

xk := ak;

if k = n then < c p nh t k  l c>ậ ậ ỷ ụ

else if g(a1, a2, . . ., ak) �   f  then Try (k+1);

end;

end;

end;

Khi đó, thu t toán nhánh c n đ c th c hi n nh  th  t c sau:ậ ậ ượ ự ệ ờ ủ ụ

Procedure Nhanh_Can;

Begin

f = +� ;

(* N u bi t m t ph ng án ế ế ộ ươ x  nào đó thì có th  đ t ể ặ )(xff �   *)

Try(1);

if   f  �  +�  then  < f  là giá tr  t i  u , ị ố ư x  là ph ng án t i  u >ươ ố ư

else < bài toán không có ph ng án>;ươ

end;

Chú ý r ng, n u trong th  t c Try ta thay th  câu l nhằ ế ủ ụ ế ệ

if k = n then < c p nh t k  l c >ậ ậ ỷ ụ

else if g(a1, a2, . ., ak) �   f  then Try(k+1);

b i ở

if k = n then < c p nh t k  l c >ậ ậ ỷ ụ
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else  Try(k+1);

thì th  t c Try s  li t kê toàn b  các ph ng án c a bài toán, và ta l i thu đ c thu tủ ụ ẽ ệ ộ ươ ủ ạ ượ ậ  
toán duy t toàn b . Vi c xây d ng hàm g ph  thu c vào t ng bài toán t i  u t  h p cệ ộ ệ ự ụ ộ ừ ố ư ổ ợ ụ 
th . Nh ng chúng ta c  g ng xây d ng sao cho vi c tính giá tr  c a g ph i đ n gi nể ư ố ắ ự ệ ị ủ ả ơ ả  
và giá tr  c a g(aị ủ 1, a2, . ., ak) ph i sát v i giá tr  c a hàm m c tiêu. ả ớ ị ủ ụ

3.7.1. Thu t toán nhánh c n gi i bài toán cái túiậ ậ ả

Chúng ta s  xét bài toán cái túi t ng quát h n mô hình đã đ c trình bày trong m cẽ ổ ơ ượ ụ  
trên. Thay vì có n đ  v t,   đây ta gi  thi t r ng có n lo i đ  v t và s  l ng đ  v tồ ậ ở ả ế ằ ạ ồ ậ ố ượ ồ ậ  
m i lo i là không h n ch . Khi đó, ta có mô hình bài toán cái túi bi n nguyên sau đây:ỗ ạ ạ ế ế  
Có n lo i đ  v t, đ  v t th  j có tr ng l ng aạ ồ ậ ồ ậ ứ ọ ượ j và giá tr  s  d ng cị ử ụ j ( j =1, 2, . ., n). 
C n ch t các đ  v t này vào m t cái túi có tr ng l ng là b sao cho t ng giá tr  sầ ấ ồ ậ ộ ọ ượ ổ ị ử 
d ng c a các đ  v t đ ng trong túi là l n nh t. Mô hình toán h c c a bài toán có d ngụ ủ ồ ậ ự ớ ấ ọ ủ ạ  
sau:    

)1(,,...,2,1,,:)(max
11

*

�
�
�

�
�
�

����� �
��

�� njZxbxaxcxff j

n

j
jj

n

j
jj

.

Trong đó, Z+ là t p các s  nguyên không âm.ậ ố

Ký hi u D là t p các ph ng án c a bài toán (1):ệ ậ ươ ủ

�
�
�

�
�
�

����� �
�

�

n

j
jjjn njZxbxaxxxxD

1
21 ,...,2,1,,:,...,,( .

Không gi m tính t ng quát, ta gi  thi t r ng, các đ  v t đ c đánh s  sao choả ổ ả ế ằ ồ ậ ượ ố  
b t đ ng th c sau đ c tho  mãnấ ẳ ứ ượ ả

n

n

a
c

a
c

a
c

��� ...
2

2

1

1 (2) 

Đ  xây d ng hàm tính c n d i, cùng v i bài toán cái túi (1) ta xét bài toán cái túi bi nể ự ậ ướ ớ ế  
liên t c sau: Tìm ụ

�
�
�

�
�
�

���� � �
� �

n

j

n

j
jjjjj njxbxaxcg

1 1

* ,...,2,1,0,:max . (3)

Ng i ta đã ch ng minh đ c r ng ph ng án t i  u c a bài toán (3) là vector     ườ ứ ượ ằ ươ ố ư ủ

v i các thành ph n đ c xác đ nh b i công th c:ớ ầ ượ ị ở ứ

0..., 32
1

1 ����� nxxx
a
b

x

và giá tr  t i  u là ị ố ư
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1

11*

a
bc

g �
.

Bây gi , gi  s  có ph ng án b  ph n c p k: (uờ ả ử ươ ộ ậ ấ 1, u2, . ., uk). Khi đó, giá tr  sị ử 
d ng c a các đ  v t đang có trong túi làụ ủ ồ ậ

kkk ucucuc ����� ...2211 , 

và tr ng l ng còn l i c a túi làọ ượ ạ ủ

kkk ucucucbb ����� ...2211 , 

ta có 

� �

1

1

11

11

,...,2,1,0,:max

,...,2,1,,:max

,...,2,1,,:)(max

�

�

����

��
�

��

���

�
�
�

�
�
�

��������

�
�
�

�
�
�

��������

���

��

��

k

kk
k

n

kj
jkjj

n

kj
jjk

n

kj
jkjj

n

kj
jjk

jj

a
bc

nkkjxbxaxc

nkkjZxbxaxc

njuxDxxf

(Nh  v y giá tr  s  h ng th  hai là ư ậ ị ố ạ ứ 11 / �� kkk abc )

T  đó ta có th  tính c n trên cho ph ng án b  ph n (uừ ể ậ ươ ộ ậ 1, u2, . . ., uk) theo công 
th cứ

1

1
21 ),...,,(

�

����
k

kk
kk a

bc
uuug  

Chú ý: Khi ti p t c xây d ng thành ph n th  k+1 c a l i gi i, các giá tr  đ  cế ụ ự ầ ứ ủ ờ ả ị ề ử 
cho xk+1 s  là 0, 1,  . . ., [bẽ k/ak+1]. Do có k t qu  c a m nh đ , khi ch n giá tr  cho xế ả ủ ệ ề ọ ị k+1 ta 
s  duy t các giá tr  đ  c  theo th  t  gi m d n. Ch ng h n, gi i bài toán cái túi sauẽ ệ ị ề ử ứ ự ả ầ ẳ ạ ả  
theo thu t toán nhánh c n trình bày ậ ậ

.4,3,2,1,

84235

max63510)(

4321

4321

��
����

�����

� jZx

xxxx

xxxxxf

j

Quá trình gi i bài toán đ c mô t  trong cây tìm ki m trong hình 3.5. Thông tin v  m tả ượ ả ế ề ộ  
ph ng án b  ph n trên cây đ c ghi trong các ô trên hình v  t ng  ng theo th  tươ ộ ậ ượ ẽ ươ ứ ứ ự 
sau: 

� đ u tiên là các thành ph n c a ph ng ánầ ầ ủ ươ

� ti p đ n ế ế �  là giá tr  c a các đ  v t ch t trong túiị ủ ồ ậ ấ
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� u là tr ng l ng còn l i c a túi ọ ượ ạ ủ

� g là c n trên.ậ

K t thúc thu t toán, ta thu đ c ph ng án t i  u là ế ậ ượ ươ ố ư

x* =(1, 1, 0, 1), 

giá tr  t i  u f*= 15. ị ố ư
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Hình 3.5. Gi i bài toán cái túi theo thu t toán nhánh c n.ả ậ ậ

x1=1 x1=0

x1=1 x2=0

Lo i vì c n trên <k  l cạ ậ ỷ ụ

x3=0

x4=0

Ch ng trình gi i bài toán cái túi theo thu t toán nhánh c n đ c th  hi n nhươ ả ậ ậ ượ ể ệ ư 
sau: 

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <dos.h>

#define TRUE  1

#define FALSE  0

123

G c ố � ��f

(1) � =10;
w=3; g=15

� =0;
w=8; g=40/3

(1,1) � =15;
w=0; g=15

(1, 0) � =10;
w=3; g=14.5

(1,1,0) 
� =15;
w=0; g=15

;15

);0,0,1,1(

�

�

f
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#define MAX  100

int  x[MAX], xopt[MAX];

float fopt, cost, weight;

void Init(float *C, float *A, int *n, float *w){

int i;FILE *fp;

fopt=0; weight=0;

fp=fopen("caitui.in","r");

if(fp==NULL){

printf("\n Khong co file input");

delay(2000); return;

}

fscanf(fp,"%d %f", n,w);

for(i=1; i<=*n;i++) xopt[i]=0;

printf("\n So luong do vat %d:", *n);

printf("\n Gioi han tui %8.2f:", *w);

printf("\n Vecto gia tri:");

for(i=1; i<=*n; i++) {

fscanf(fp,"%f", &C[i]);

printf("%8.2f", C[i]);

}

printf("\n Vector trong luong:");

for(i=1; i<=*n; i++){

fscanf(fp,"%f", &A[i]);

printf("%8.2f", A[i]);

}

fclose(fp);

}

void swap(int n){

int i;

for(i=1; i<=n; i++)
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xopt[i]=x[i];

}

void Update_Kyluc(int n){

if(cost>fopt){

swap(n);

fopt=cost;

}

}

void Try(float *A, float *C, int n, float w, int i){

int j, t=(w­weight)/A[i];

for(j=t; j>=0;j­­){

x[i]=j;

cost = cost + C[i]*x[i];

weight = weight + x[i]*A[i];

if(i==n) Update_Kyluc(n);

else if(cost + C[i+1]*(w­weight)/A[i+1]> fopt){

Try(A, C, n, w, i+1);

}

weight = weight­A[i]*x[i];

cost = cost­C[i]*x[i];

}

}

void Result(int n){

int i;

printf("\n Gia tri do vat %8.2f:", fopt);

printf("\n Phuong an toi uu:");

for(i=1; i<=n; i++)

printf("%3d", xopt[i]);

}
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void main(void){

int  n;

float  A[MAX], C[MAX], w;

clrscr();Init(C, A, &n, &w);

Try(C, A, n, w,1);Result(n);

getch();

}

3.7.2. Thu t toán nhánh c n gi i bài toán ng i du l chậ ậ ả ườ ị

Bài   toán Ng i  du  l ch.ườ ị   M t  ng i  du  l ch mu n đi   thăm quan n   thành ph  Tộ ườ ị ố ố 1, 
T2, . . . , Tn. Xu t phát t  m t thành ph  nào đó, ng i du l ch mu n đi qua t t c  cácấ ừ ộ ố ườ ị ố ấ ả  
thành ph  còn l i, m i thành ph  đi qua đúng m t l n, r i quay tr  l i thành ph  xu tố ạ ỗ ố ộ ầ ồ ở ạ ố ấ  
phát. Bi t cế ij  là chi phí đi t  thành ph  Từ ố i đ n thành ph  Tế ố j (i, j = 1, 2, . ., n), hãy tìm 
hành trình v i t ng chi phí là nh  nh t (m t hành trình là m t cách đi tho  mãn đi uớ ổ ỏ ấ ộ ộ ả ề  
ki n). ệ

Gi i:ả  C  đ nh thành ph  xu t phát là Tố ị ố ấ 1. Bài toán Ng i du l ch đ c đ a v  bài toán:ườ ị ượ ư ề  
Tìm c c ti u c a phi m hàm: ự ể ủ ế

min],[],[...],[],1[),...,,( 1132221 ������ � xxcxxcxxcxcxxxf nnnn

v i đi u ki nớ ề ệ

� �jinjijicc ��� ;,...,2,1,],,[minmin  là chi phí đi l i gi a các thành ph . ạ ữ ố

Gi  s  ta đang có ph ng án b  ph n (uả ử ươ ộ ậ 1, u2, . . ., uk). Ph ng án t ng  ng v iươ ươ ứ ớ  
hành trình b  ph n qua k thành ph :ộ ậ ố

)()(...)( 121 kk uTuTuTT ���� �  

Vì v y, chi phí ph i tr  theo hành trình b  ph n này s  là t ng các chi phí theo t ngậ ả ả ộ ậ ẽ ổ ừ  
node c a hành trình b  ph n.ủ ộ ậ

�  =c[1,u2] + c[u2,u3] + . . . + c[uk­1, uk] . 

Đ  phát tri n hành trình b  ph n này thành hành trình đ y đ , ta còn ph i đi qua n­kể ể ộ ậ ầ ủ ả  
thành ph  còn l i r i quay tr  v  thành ph  Tố ạ ồ ở ề ố 1, t c là còn ph i đi qua n­k+1 đo nứ ả ạ  
đ ng n a. Do chi phí ph i tr  cho vi c đi qua m i trong n­k+1 đo n đ ng còn l iườ ữ ả ả ệ ỗ ạ ườ ạ  
đ u không nhi u h n cề ề ơ min, nên c n d i cho ph ng án b  ph n (uậ ướ ươ ộ ậ 1, u2, . . ., uk) có thể 
đ c tính theo công th cượ ứ
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g(u1, u2, . . ., uk) = �  +(n ­ k +1) *cmin. 

Ch ng h n,  gi i bài toán ng i du l ch v i ma tr n chi phí nh  sauẳ ạ ả ườ ị ớ ậ ư

0511159
120726

4160917
2022403
15181430

�C

 
Ta có cmin = 2. Quá trình th c hi n thu t toán đ c mô t  b i cây tìm ki m l iự ệ ậ ượ ả ở ế ờ  

gi i đ c th  hi n trong hình 3.6.  ả ượ ể ệ

Thông tin v  m t ph ng án b  ph n trên cây đ c ghi trong các ô trên hình về ộ ươ ộ ậ ượ ẽ 
t ng  ng theo th  t  sau: ươ ứ ứ ự

� đ u tiên là các thành ph n c a ph ng ánầ ầ ủ ươ

� ti p đ n ế ế �  là chi phí theo hành trình b  ph nộ ậ

� g là c n d i ậ ướ

K t thúc thu t toán, ta thu đ c ph ng án t i  u ( 1, 2, 3, 5, 4, 1) t ng  ngế ậ ượ ươ ố ư ươ ứ  
v i ph ng án t i  u v i hành trìnhớ ươ ố ư ớ

145321 TTTTTT �����  
và chi phí nh  nh t là 22 ỏ ấ

Hình 3.6. Cây tìm ki m l i gi i bài toán ng i du l ch.ế ờ ả ườ ị
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� ��f

(2) � =3; g=15 (3) � =14; g=26 (4) � =18; g=30 (5) � =15; g=27

(2,3) � =7; g=16 (2,4) � =25; g=34 (2,5) � =23; g=32

(2,3,4) � =23; 
g=29

(2,3,5) � =11; 
g=17



Ch ng trình gi i bài toán theo thu t toán nhánh c n đ c th  hi n nh  sau: ươ ả ậ ậ ượ ể ệ ư

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#include <io.h>

#define MAX 20

int n, P[MAX], B[MAX], C[20][20], count=0;

int A[MAX], XOPT[MAX];

int can, cmin, fopt;

void Read_Data(void){

int i, j;FILE *fp;

fp = fopen("dulich.in","r");

fscanf(fp,"%d", &n);

printf("\n So thanh pho: %d", n);

printf("\n Ma tran chi phi:");

for (i=1; i<=n; i++){

printf("\n");

for(j=1; j<=n; j++){

fscanf(fp,"%d",&C[i][j]);

printf("%5d", C[i][j]);

}

}

}
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(2,3,4,5) � =41; 
g=44

(2,3,5,4) � =16; 
g=19

Hành trình ( 1, 2, 3,4, 5,1) chi 
phí 53. Đ t ặ 53�f

Hành trình ( 1, 2, 3, 5,4, 1) chi 
phí   25(K   l c   m i)   .   Đ tỷ ụ ớ ặ  

22�f

Các nhánh này b  lo i vì có c nị ạ ậ  
d i g> ướ 22�f



int Min_Matrix(void){

int min=1000, i, j;

for(i=1; i<=n; i++){

for(j=1; j<=n; j++){

if (i!=j && min>C[i][j])

min=C[i][j];

}

}

return(min);

}

void Init(void){

int i;

cmin=Min_Matrix();

fopt=32000;can=0; A[1]=1;

for (i=1;i<=n; i++)

B[i]=1;

}

void Result(void){

int i;

printf("\n Hanh trinh toi uu %d:", fopt);

printf("\n Hanh trinh:");

for(i=1; i<=n; i++)

printf("%3d­>", XOPT[i]);

printf("%d",1);

}

void Swap(void){

int i;

for(i=1; i<=n;i++)

XOPT[i]=A[i];

}
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void Update_Kyluc(void){

int sum;

sum=can+C[A[n]][A[1]];

if(sum<fopt) {

Swap();

fopt=sum;

}

}

void Try(int i){

int j;

for(j=2; j<=n;j++){

if(B[j]){

A[i]=j; B[j]=0;

can=can+C[A[i­1]][A[i]];

if (i==n) Update_Kyluc();

else if( can + (n­i+1)*cmin< fopt){

count++;

Try(i+1);

}

B[j]=1;can=can­C[A[i­1]][A[i]];

}

}

}

void main(void){

clrscr();Read_Data();Init();

Try(2);Result();

getch();

}
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BÀI T P CH NG 3Ậ ƯƠ

3.1. Duy t m i   t p con c a  t p h p 1,  2,     .   .   .,  n.ệ ọ ậ ủ ậ ợ   D   li u  vào cho b i   fileữ ệ ở  
tapcon.in, k t qu  ghi l i trong file bai11.out. Ví d  sau s  minh h a cho fileế ả ạ ụ ẽ ọ  
tapcon.in và tapcon.out. 

tapcon.in tapcon.out

3 1

2

2  1

3

3 1

3 2

3 2 1 

3.2. Tìm t p con dài nh t có th  t  tăng d n, gi m d n.ậ ấ ứ ự ầ ả ầ  Cho dãy s  aố 1, a2, . . ., an. 
Hãy tìm dãy con dài nh t đ c s p x p theo th  t  tăng ho c gi m d n. D  li u vàoấ ượ ắ ế ứ ự ặ ả ầ ữ ệ  
cho b i file tapcon.in, dòng đ u tiên ghi l i s  t  nhiên n (nở ầ ạ ố ự � 100), dòng k  ti p ghi l iế ế ạ  
n s , m i s  đ c phân bi t v i nhau b i m t ho c vài ký t  r ng. K t qu  ghi l iố ỗ ố ượ ệ ớ ở ộ ặ ự ỗ ế ả ạ  
trong file tapcon.out. Ví d  sau s  minh h a cho file tapcon.in và tapcon.out. ụ ẽ ọ

tapcon.in  tapcon.out

5 5

7 1   3 8    9 6    12 1 3 8 9 12 

3.3. Duy t các t p con tho  mãn đi u ki nệ ậ ả ề ệ . Cho dãy s  aố 1, a2, . . ., an và s  M. Hãyố  
tìm t t c  các dãy con dãy con trong dãy s  aấ ả ố 1, a2, . . ., an sao cho t ng các ph n t  trongổ ầ ử  
dãy con đúng b ng M. D  li u vào cho b i file tapcon.in, dòng đ u tiên ghi l i hai sằ ữ ệ ở ầ ạ ố 
t  nhiên N và s  M (Nự ố � 100), dòng k  ti p ghi l i N s  m i s  đ c phân bi t v iế ế ạ ố ỗ ố ượ ệ ớ  
nhau b i m t và d u tr ng. K t qu  ghi l i trong file tapcon.out. Ví d  sau s  minhở ộ ấ ố ế ả ạ ụ ẽ  
h a cho file tapcon.in và tapcon.out ọ

tapcon.in

7 50

5 10 15 20 25 30 35
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tapcon.out

20    30

15  35

10    15    25

5 20  25

5  15    30

5    10    35

5    10    15    20

3.4. Cho l i hình ch  nh t g m (nướ ữ ậ ồ � m) hình vuông đ n v . Hãy li t kê t t c  cácơ ị ệ ấ ả  
đ ng đi t  đi m có t a đ  (0, 0) đ n đi m có t a đ  (nườ ừ ể ọ ộ ế ể ọ ộ � m). Bi t r ng, đi m (0, 0)ế ằ ể  
đ c coi là đ nh d i c a hình vuông d i nh t góc bên trái, m i b c đi ch  đ cượ ỉ ướ ủ ướ ấ ỗ ướ ỉ ượ  
phép th c hi n ho c lên trên ho c xu ng d i theo c nh c a hình vuông đ n v . Dự ệ ặ ặ ố ướ ạ ủ ơ ị ữ 
li u vào cho b i file bai14.inp, k t qu  ghi l i trong file bai14.out. Ví d  sau s  minhệ ở ế ả ạ ụ ẽ  
h a cho file bai14.in và bai14.out.ọ

bai14.in

2 2

bai14.out

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

3.5. Duy t m i t p con k ph n t  t  t p g m n ph n t .ệ ọ ậ ầ ử ừ ậ ồ ầ ử  D  li u vào cho b i fileữ ệ ở  
tapcon.in, k t qu  ghi l i trong file tapcon.out. Ví d  sau s  minh h a cho tapcon.in vàế ả ạ ụ ẽ ọ  
tapcon.out. 

tapcon.in

5 3 

tapcon.out 

1 2 3
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1 2 4

1 2 5

1 3 4

1 3 5

1 4 5

2 3 4

2 3 5

2 4 5 

3 4 5

3.6. Duy t các t p con k ph n t  th a mãn đi u ki n. Cho dãy s  aệ ậ ầ ử ỏ ề ệ ố 1, a2, . . ., an và số 
M. Hãy tìm t t c  các dãy con dãy con k ph n t  trong dãy s  aấ ả ầ ử ố 1, a2, . . ., an sao cho t ngổ  
các ph n t  trong dãy con đúng b ng M. D  li u vào cho b i file tapcon.in, dòng đ uầ ử ằ ữ ệ ở ầ  
tiên ghi l i s  t  nhiên n , k và s   M, hai s  đ c vi t cách nhau b i m t vài ký tạ ố ự ố ố ượ ế ở ộ ự 
tr ng, dòng k  ti p ghi l i n s  m i s  đ c vi t cách nhau b i m t ho c vài ký tố ế ế ạ ố ỗ ố ượ ế ở ộ ặ ự 
tr ng. K t qu  ghi l i trong file tapcon.out. Ví d  sau s  minh h a cho file tapcon.inố ế ả ạ ụ ẽ ọ  
và tapcon.out.

tapcon.in

7 3 50

5 10 15 20 25 30 35

tapcon.out

5 10 35

5 15 35

5 20 25

10 15 25

3.7. Duy t m i hoán v  c a t  COMPUTER. D  li u vào cho b i file hoanvi.in, k tệ ọ ị ủ ừ ữ ệ ở ế  
qu  ghi l i trong file hoanvi.out.ả ạ

3.8. Duy t m i ma tr n các hoán v . Cho hình vuông g m n  ệ ọ ậ ị ồ �   n (n  �   5, n l ) hìnhẻ  

vuông đ n v . Hãy đi n các s  t  1, 2, . . ., n vào các hình vuông đ n v  sao cho nh ngơ ị ề ố ừ ơ ị ữ  

đi u ki n sau đ c tho  mãn: ề ệ ượ ả
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a) Đ c theo hàng ta nh n đ c n hoán v  khác nhau c a 1, 2, . . ., n;ọ ậ ượ ị ủ

b) Đ c theo c t ta nh n đ c n hoán v  khác nhau c a 1, 2, . . ., n;ọ ộ ậ ượ ị ủ

c) Đ c theo hai đ ng chéo ta nh n đ c 2 hoán v  khác nhau c a 1, 2, . . ., n;ọ ườ ậ ượ ị ủ

Hãy tìm ít nh t 1 (ho c t t c )  các hình vuông tho  mãn 3 đi u ki n trên. D  li uấ ặ ấ ả ả ề ệ ữ ệ  
vào cho b i file hoanvi.in, k t qu  ghi l i trong file hoanvi.out. Ví d  sau s  minhở ế ả ạ ụ ẽ  
h a cho file input & output c a bài toán. ọ ủ

hoanvi.in

5

hoanvi.out

5 3 4 1 2

1 2 5 3 4

3 4 1 2 5

2 5 3 4 1 

4 1 2 5 3 

3.9.   Duy t m i cách chia s  t  nhiên n thành t ng các s  nguyên nh  h n. D  li uệ ọ ố ự ổ ố ỏ ơ ữ ệ  
vào cho b i file chiaso.in, k t qu  ghi l i trong file chiaso.out. Ví d  sau s  minh h aở ế ả ạ ụ ẽ ọ  
cho file input & output c a bài toán.ủ

chiaso.in

4

chiaso.out

4 

3 1

2 2

2 1 1

1 1 1 1 

3.10. Duy t m i b  giá tr  trong t p các giá tr  r i r c.ệ ọ ộ ị ậ ị ờ ạ  Cho k t p h p các s  th cậ ợ ố ự  
A1, A2, . . ., Ak(k�  10) có s  các ph n t  t ng  ng là Nố ầ ử ươ ứ 1, N2, . . ., Nk ( các t p có thậ ể 
có nh ng ph n t  gi ng nhau). Hãy duy t t t c  các b  k ph n t  a=(aữ ầ ử ố ệ ấ ả ộ ầ ử 1, a2,  . . ., ak) sao 
cho ai� Ai(i=1, 2, . . ., k). D  li u vào cho b i file chiaso.in, dòng đ u tiên ghi l i k+1ữ ệ ở ầ ạ  
s  t  nhiên, m i s  đ c phân bi t v i nhau b i m t vài d u tr ng là giá tr  c a n, Nố ự ỗ ố ượ ệ ớ ở ộ ấ ố ị ủ 1, 
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N2, . . ., Nk; k dòng k  ti p ghi l i các ph n t  c a t p h p Aế ế ạ ầ ử ủ ậ ợ 1, A2,  . . ., Ak. K t qu  ghiế ả  
l i trong file chiaso.out, m i ph n t  đ c phân bi t v i nhau b i m t vài d u tr ng.ạ ỗ ầ ử ượ ệ ớ ở ộ ấ ố  
Ví d  sau s  minh h a cho file input & output c a bài toán.ụ ẽ ọ ủ

Chiaso.inp 

3 3 2 2

1 2 3

4 5

6 7

    chiaso.out

1 4 6

1 4 7

1 5 6

1 5 7

2 4 6

2 4 7

2 5 6

2 5 7

3 4 6

3 4 7

3 5 6

3 5 7 

3.11. Tìm b  giá tr  r i r c trong bài 21 đ  hàm m c tiêu sin(xộ ị ờ ạ ể ụ 1+x2 + . . .+ xk)  đ t giá trạ ị 
l n nh t. D  li u vào cho b i file bai22.inp, k t qu  ghi l i trong file bai22.out.ớ ấ ữ ệ ở ế ả ạ

3.12. Duy t m i phép toán trong tính toán giá tr  bi u th c. Vi t ch ng trình nh p tệ ọ ị ể ứ ế ươ ậ ừ 

bàn phím hai s  nguyên M, N. Hãy tìm cách thay các d u ? trong bi u th c sau b i cácố ấ ể ứ ở  

phép toán +, ­, *, %, / (chia nguyên) sao cho giá tr  c a bi u th c nh n đ c b ng đúngị ủ ể ứ ậ ượ ằ  

N:

( (((M?M) ?M)?M)?M)?M)?M

N u không đ c hãy đ a ra thông báo là không th  đ c. ế ượ ư ể ượ
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3.13. Bài toán cái túi v i s  l ng đ  v t không h n ch . M t nhà thám hi m đemớ ố ượ ồ ậ ạ ế ộ ể  
theo m t cái túi có tr ng l ng không quá b. Có n đ  v t c n đem theo, đ  v tộ ọ ượ ồ ậ ầ ồ ậ  
th  i có tr ng l ng t ng  ng là m t s  aứ ọ ượ ươ ứ ộ ố i và giá tr  s  d ng cị ử ụ i (1� i� n). Hãy 
tìm cách b  các đ  v t vào túi sao cho t ng giá tr  s  d ng các đ  v t là l nỏ ồ ậ ổ ị ử ụ ồ ậ ớ  
nh t. Bi t r ng s  l ng các đ  v t là không h n ch . D  li u vào cho b i fileấ ế ằ ố ượ ồ ậ ạ ế ữ ệ ở  
caitui.in, dòng đ u tiên ghi l i s  t  nhiên n và s  th c b hai s  đ c vi t cáchầ ạ ố ự ố ự ố ượ ế  
nhau b i m t d u tr ng, hai dòng k  ti p ghi   n s  trên m i dòng, t ng  ngở ộ ấ ố ế ế ố ỗ ươ ứ  
v i vector giá tr  s  d ng cớ ị ử ụ i và vector tr ng l ng aọ ượ i. K t qu  ghi l i trong fileế ả ạ  
caitui.out trên 3 dòng, dòng đ u ghi l i giá tr  s  d ng t i  u, dòng k  ti p ghiầ ạ ị ử ụ ố ư ế ế  
l i lo i đ  v t c n đem theo, dòng cu i cùng ghi l i s  l ng c a m i lo i đạ ạ ồ ậ ầ ố ạ ố ượ ủ ỗ ạ ồ 
v t. Ví d  sau s  minh h a cho file input & output c a bài toán. ậ ụ ẽ ọ ủ

caitui.in 

4 8

10 5 3 6

5 3 2 4

caitui.out

15

1 1 0 0

1 1 0 0 

3.14. Bài toán cái túi v i s  l ng đ  v t h n ch . M t nhà thám hi m đem theo m tớ ố ượ ồ ậ ạ ế ộ ể ộ  
cái túi có tr ng l ng không quá b. Có n đ  v t c n đem theo, đ  v t th  i có tr ngọ ượ ồ ậ ầ ồ ậ ứ ọ  
l ng t ng  ng là m t s  aượ ươ ứ ộ ố i và giá tr  s  d ng cị ử ụ i (1� i� n). Hãy tìm cách b  các đỏ ồ 
v t vào túi sao cho t ng giá tr  s  d ng các đ  v t là l n nh t. Bi t r ng s  l ng m iậ ổ ị ử ụ ồ ậ ớ ấ ế ằ ố ượ ỗ  
đ  v t là 1. D  li u vào cho b i file caitui.in, dòng đ u tiên ghi l i s  t  nhiên n và sồ ậ ữ ệ ở ầ ạ ố ự ố 
th c b hai s  đ c vi t cách nhau b i m t d u tr ng, hai dòng k  ti p ghi  n s  trênự ố ượ ế ở ộ ấ ố ế ế ố  
m i dòng, t ng  ng v i vector giá tr  s  d ng cỗ ươ ứ ớ ị ử ụ i và vector tr ng l ng aọ ượ i. K t qu  ghiế ả  
l i trong file caitui.out trên 2 dòng, dòng đ u ghi l i giá tr  s  d ng t i  u, dòng kạ ầ ạ ị ử ụ ố ư ế 
ti p ghi l i lo i đ  v t c n đem theo. Ví d  sau s  minh ho  cho file input & outputế ạ ạ ồ ậ ầ ụ ẽ ạ  
c a bài toán.ủ

caitui.in 

4 8 

8 5 3 1

4 3 2 1

caitui.out

14
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1 1 0 1

3.15. Bài toán ng i du l ch. M t ng i du l ch mu n đi tham quan t i n thành phườ ị ộ ườ ị ố ạ ố 
khác nhau. Xu t phát t i m t thành ph  nào đó, ng i du l ch mu n đi qua t t c  cácấ ạ ộ ố ườ ị ố ấ ả  
thành ph  còn l i m i thành ph  đúng m t l n r i quay tr  l i thành ph  ban đ u.ố ạ ỗ ố ộ ầ ồ ở ạ ố ầ  
Bi t Cij là chi phí đi l i t  thành ph  th  i đ n thành ph  th  j. Hãy tìm hành trình cóế ạ ừ ố ứ ế ố ứ  
chi phí th p nh t cho ng i du l ch. D  li u vào cho b i file dulich.in, dòng đ u tiênấ ấ ườ ị ữ ệ ở ầ  
ghi l i s  t  nhiên n, n dòng k  ti p ghi l i ma tr n chi phí Cij. K t qu  ghi l i trongạ ố ự ế ế ạ ậ ế ả ạ  
file dulich.out, dòng đ u tiên ghi l i chi phí t i  u, dòng k  ti p ghi l i hành trình t iầ ạ ố ư ế ế ạ ố  

u. Ví d  sau s  minh h a cho file input & output c a bài toán. ư ụ ẽ ọ ủ

dulich.in 

5

00 48 43 54 31

20 00 30 63 22

29 64 00 04 17

06 19 02 00 08

01 28 07 18 00

dulich.out 

81

1 5 3 4 2 1
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