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CHUYÊN Đ  1Ề
 

HÀM S   MÔ HÌNH TOÁNỐ

A. C  S  LÝ THUY TƠ Ở Ế :
1) Hàm số:

+ Đ nh nghĩaị : 
Hàm là m t quy t c cho t ng  ng v i m i ph n t  trong t p A v i ch  m t ph n t  trongộ ắ ươ ứ ớ ỗ ầ ử ậ ớ ỉ ộ ầ ử  
t p B. ậ
T p A đ c g i là mi n xác đ nh c a hàm và t p B đ c g i là mi n giá tr  c a hàm. ậ ượ ọ ề ị ủ ậ ượ ọ ề ị ủ
Ví dụ: Tìm �  (2) n u ế �  (x) = x2 + 8. 
  Gi iả :  �  (2) = 22 + 8 = 12

HÀM H PỢ
+ Đ nh nghĩaị : 

Cho các hàm  � (u) và g(x), hàm h p ợ � (g(x)) là hàm theo bi n x thu đ c b ng cách th  u =ế ượ ằ ế  
g(x) cho u trong công th c f(u). ứ
Ví dụ: Tìm hàm h p ợ � (g(x)), trong đó  � (u) = u2 + 4u + 3 và g(x) = x + 2. 
Gi iả : 
Thay u b i x + 2 vào công th c c a f(u) ta đ c   ở ứ ủ ượ
� (g(x)) = (x + 2)2 + 4(x + 2) + 3
              = (x2 + 4x + 4) + (4x + 2) + 3
              = x2 + 8x + 9
2) Đ  th  hàm s  ồ ị ố

+ Đ nh nghĩa:ị
Đ  th  hàm s  f là bao g m t t c  các đi m (x,y) trong đó x thu c mi n xác đ nh c a f và yồ ị ố ồ ấ ả ể ộ ề ị ủ  
= f(x), t c là g m các đi m có d ng (x,f(x)).ứ ồ ể ạ

+ L c đ  phát h a đ  th  hàm s  f b ng cách v  t ng đi m:ượ ồ ọ ồ ị ố ằ ẽ ừ ể
1. Ch n m t s  đi m x thu c mi n xác đ nh c a f và l p b ng g m giá trọ ộ ố ể ộ ề ị ủ ậ ả ồ ị 

c a hàm y=f(x) cho nh ng giá tr  x này.ủ ữ ị
2. Xác đ nh các đi m t ng  ng (x,f(x))ị ể ươ ứ
3. N i các đi m này v i m t đ ng cong tr n.ố ể ớ ộ ườ ơ

3) Mô hình toán
M t bài toán th c t  đ c s  d ng các bi u th c toán h c đ  mô t  nó đ c g i là mô hìnhộ ự ế ượ ử ụ ể ứ ọ ể ả ượ ọ  
toán

4) Gi i h n hàm sớ ạ ố

a. Đ nh nghĩa:ị  Ta nói L là gi i h n c a ớ ạ ủ � (x) khi x ti n v  xế ề 0, và vi t là: ế
0x

lim
x� � (x) = 

L, n u khi x nh n nh ng giá tr  “g n” v i xế ậ ữ ị ầ ớ 0 thì giá tr  t ng  ng c a ị ươ ứ ủ � (x) “g n” v i Lầ ớ

Ví dụ: 
1

lim
x�

 (2x2 – 1) = 1
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Ta có b ng s  li uả ố ệ
X 0.5          0.9         0.99           1         1.001        1.01        1.1
� (x) 0.5        0.62        0.96     � 1�    1.004       1.07       1.42

b. Tính ch t c a gi i h nấ ủ ớ ạ

x� R ; 
0x

lim
x� � (x) = M ; 

0x
lim
x� g(x) = N

* 
0x

lim
x�  [ � (x) + g(x)] = 

0x
lim
x� � (x) + 

0x
lim
x� g(x)

* 
0x

lim
x�  (k.  � (x)) = k. 

0x
lim
x� � (x)

* 
0x

lim
x�  [ � (x).g(x)] = 

0x
lim
x� � (x) . 

0x
lim
x� g(x)

* 
0x

lim
x�

( )
( )
x

g x
�

 =   0

0

x

x

lim ( )

lim ( )
x

x

x

g x
�

�

�
 n u ế

0x
lim
x� g(x) = N  � 0

Ví dụ: Tìm 
1

lim
x�

(2x2 – 1)

Ta có 
1

lim
x�

 (2x2 – 1) = 
1

lim
x�

2x2 + 
1

lim
x�

 (1)

                                = 
1

lim
x�

2x2 – 1

                                = 2
1

lim
x�

 (x.x) – 1

                                = 2
1

lim
x�

x . 
1

lim
x�

x – 1

                                = 2.1.1 – 1
                                = 1
B.  NG D NG:Ứ Ụ
Ví d  1ụ :  
T i công ty Tr ng Giang, khi q s n ph m đ c s n xu t thì chi phí đ c xác đ nh theoạ ườ ả ẩ ượ ả ấ ượ ị  
bi u th c  C(q) = qể ứ 4 + 15q  8    (đvtt)

a. Tính chi phí khi 20 s n ph m đ c s n xu tả ẩ ượ ả ấ
b. Tính chi phí khi s n ph m th  20 đ c s n xu tả ẩ ứ ượ ả ấ

Gi iả :   
a. Chi phí khi 20 s n ph m đ c s n xu t là:ả ẩ ượ ả ấ

C(20) = 204 + 15.20 – 8
          = 160292     (đvtt)

b. Chi phí khi s n ph m th  20 đ c s n xu t là:ả ẩ ứ ượ ả ấ
C(20) – C(19) = 160292 – (194 + 15.19 – 8)
                        = 30264    (đvtt)

Ví d  2: ụ
M t nhà nghiên c u môi tr ng  c tính r ng hàm l ng CO trong không khí t i m t đô thộ ứ ườ ướ ằ ượ ạ ộ ị  
là c(p)= 0.5p + 3 (ppm), khi s  dân là p nghìn ng i. Ng i ta cũng  c tính r ng sau t nămố ườ ườ ướ ằ  
s  dân t i đây s  là: p(t) = 10 + tố ạ ẽ 2 nghìn ng i.ườ
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a) Hãy bi u di n hàm l ng CO trong không khí là m t hàm s  theo th i gian.ễ ễ ượ ộ ố ờ
b) Sau bao nhiêu năm hàm l ng CO đ t đ n 9 ppm?ượ ạ ế

Gi iả   :  
a) Vì hàm l ng CO đ c liên h  theo bi n p b i ph ng trình c(p)=0.5p + 3 (ppm)vàượ ượ ệ ế ở ươ  

bi n p đ c liên h  v i bi n t theo ph ng trình p(t)=10 + tế ượ ệ ớ ế ươ 2, do đó hàm h p:ợ
c(p(t))= c(10 + t2)=0.5(10 + t2)+ 3=0.5t2 + 8

bi u di n hàm l ng CO trong không khí nh  hàm s  theo th i gian.ể ễ ượ ư ố ờ
b) Theo đ , ta có:ề

c(p(t))=9 �  0.5t2 + 8=9�  t=1.4 
V y sau 1.4 năm l ng CO trong không khí s  đ t 9ppm.ậ ượ ẽ ạ

Ví d  3:ụ
M t công ty chuyên s n xu t đĩa CD v i chi phí m i đĩa là 40 ngàn. N u m i đĩa đ c bánộ ả ấ ớ ỗ ế ỗ ượ  
v i giá là x ngàn thì s  l ng đĩa bán đ c là q(x)=120x cái. Hãy xác đ nh giá bán c a m iớ ố ượ ượ ị ủ ỗ  
đĩa sao cho l i nhu n mà công ty thu đ c là cao nh t.ợ ậ ượ ấ
Gi i:ả
G i x là giá bán c a s n ph mọ ủ ả ẩ
Doanh thu mà công ty thu đ c: R(x)=x.q(x)= x(120x)= 120xxượ 2

Chi phí mà công ty b  ra: C(x)=40(120x)=480040xỏ
L i nhu n công ty thu đ c: ợ ậ ượ
N(x)=R(x)C(x)= 120xx2(480040x)=160xx24800
Đ  l i nhu n đ t đ c cao nh t thì x= 160/(2)=80ể ợ ậ ạ ượ ấ
V y khi bán v i giá 80 ngàn thì công ty đ t l i nhu n cao nh t.ậ ớ ạ ợ ậ ấ
Ví d  4:ụ
M t nhà s n xu t bán bóng đèn v i giá là 30$, t i giá bán này khách hàng s  mua 3000 bóngộ ả ấ ớ ạ ẽ  
m i tháng. Nhà s n xu t d  đ nh tăng giá bán và h   c tính r ng c  giá mà tăng lên 1$ thìỗ ả ấ ự ị ọ ướ ằ ứ  
m i tháng s  bán ít h n 100 bóng. Bi t r ng nhà s n xu t s n xu t bóng đèn v i chi phí làỗ ẽ ơ ế ằ ả ấ ả ấ ớ  
18$ m i bóng. Bi u di n l i nhu n hàng tháng c a nhà s n xu t b ng m t hàm theo giáỗ ể ễ ợ ậ ủ ả ấ ằ ộ  
bán m i, và  c tính giá bán t i  u nh t.ớ ướ ố ư ấ
Gi i:ả
G i x là giá bán m iọ ớ
L ng ti n tăng trong giá bán: x30ượ ề
V i giá bán m i, l ng bóng đèn bán ra hàng tháng s  gi m: 100(x30)ớ ớ ượ ẽ ả
S  bóng đèn bán hàng tháng theo giá bán m i: 3000100(x30)ố ớ
L i nhu n m i bóng: x18ợ ậ ỗ
L i nhu n thu đ c hàng tháng theo giá bán m i: ợ ậ ượ ớ
P(x)=(x18)[3000100(x30)]= 100x2+7800x108000
Đ  Pmax thì x= 7800/2(100)=39ể
V y giá bán t i  u là 39USD/bóng.ậ ố ư
Ví d  7ụ : 
M t doanh nghi p s n xu t và bán m t lo i s n ph m v i giá 45 (ngàn đ ng) m i s nộ ệ ả ấ ộ ạ ả ẩ ớ ồ ỗ ả  
ph m, t i giá bán này khách hàng s  mua 60 s n ph m m i tháng. Doanh nghi p d  đ nhẩ ạ ẽ ả ẩ ỗ ệ ự ị  
tăng giá bán và h   c tính r ng n u tăng 2 (ngàn đ ng) trong giá bán thì m i tháng s  bánọ ướ ằ ế ồ ỗ ẽ  
ít h n 6 s n ph m. Bi t r ng chi phí s n xu t m i s n ph m là 27 (ngàn đ ng).ơ ả ẩ ế ằ ả ấ ỗ ả ẩ ồ
V y doanh nghi p nên bán s n ph m v i giá nào thì l i nhu n thu đ c là l n nh t?ậ ệ ả ẩ ớ ợ ậ ượ ớ ấ
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Gi i: ả
G i x là giá bán m i c a 1 s n ph m mà doanh nghi p ph i đ nh đ  l i nhu n thu đ c sauọ ớ ủ ả ẩ ệ ả ị ể ợ ậ ượ  
khi tăng giá là cao nh tấ
Suy ra s  ti n đã tăng là: x – 45 ố ề

S  l ng s n ph m gi m xu ng là: ố ượ ả ẩ ả ố
6( 45)

2
x −

= 3x – 135 

V y t ng s  s n ph m bán đ c là:  60 – (3x – 135) = 195 – 3xậ ổ ố ả ẩ ượ
L i nhu n công ty thu đ c sau khi tăng giá là: (x27) (1953x) = 276x – 3xợ ậ ượ 2 – 5265
L i nhu n đ t cao nh t khi x = 46 ợ ậ ạ ấ
V y mu n đ t đ c l i nhu n cao nh t thì công ty nên bán v i giá 46 (ngàn đ ng)ậ ố ạ ượ ợ ậ ấ ớ ồ
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CHUYÊN Đ  2Ề

Đ O HÀM  NG D NG C A Đ O HÀMẠ Ứ Ụ Ủ Ạ

A. C  S  LÝ THUY T:Ơ Ở Ế
I. Đ NH NGHĨA Đ O HÀMỊ Ạ
Cho hàm s  ố f (x) có mi n xác đ nh : Dề ị f và x0�  D f , đ o hàm c a ạ ủ f (x) t i xạ 0 là  'f (x0) 

ho c ặ
d
dx

�
(x0) đ c đ nh nghĩa b i bi u th c:ượ ị ở ể ứ

                                          'f (x0) = 
0x

lim
x�

0

0

( ) (x )
x

x
x

� − �
−

Ví dụ: Cho  f (x) = x2 .Tìm  'f (3)

Ta có  'f (3) = 
2

3

x 9
lim

3x x�

−
−

 = 6

+ Cho  ( )f x là hàm số

   Khi  y ấ
0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h�

+ −=  đ c g i là đ o hàm c p 1 c a ượ ọ ạ ấ ủ ( )f x

Ví dụ: Cho  ( )f x  = x2. Tìm  '( )f x  

    Ta có  '( )f x
2 2 2 2 2( ) 2

lim lim
h h

x h x x xh h x
h h� � � �

+ − + + −= =

                        
22 (2 )

lim lim
h h

xh h h x h
h h� � � �

+ += =

                         lim(2 ) 2
h

x h x
� �

= + =

+ Ý nghĩa các tên g i c a đ o hàm v  m t kinh t :ọ ủ ạ ề ặ ế
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* Gi  s  ta có 2 đ i l ng kinh t  x và y liên k t v i nhau theo quan h  hàm y = ả ử ạ ượ ế ế ớ ệ f (x). Ta 
nói biên t  c a đ i l ng y theo đ i l ng x là l ng thay đ i c a đ i l ng y theo đ iế ủ ạ ượ ạ ượ ượ ổ ủ ạ ượ ạ  
l ng x khi đ i l ng x tăng lên 1 đ n v . Ký hi u  Mượ ạ ượ ơ ị ệ x (y) ho c Mặ y(x)
* Gi  s  2 đ i l ng kinh t  x và y liên k t v i nhau theo quan h  hàm y = y(x) khi  y ả ử ạ ượ ế ế ớ ệ ấ
Mxy = y ' (x)
* M t s  tên g i: ộ ố ọ
  + Biên t  c a chi phí còn đ c g i là chi phí biênế ủ ượ ọ
  + Biên t  c a l i nhu n còn đ c g i là l i nhu n biênế ủ ợ ậ ượ ọ ợ ậ
  + Biên t  c a doanh thu còn đ c g i là doanh thu biên    ế ủ ượ ọ
II. CÁC PHÉP TOÁN Đ O HÀMẠ
Cho  f (x)  và g(x) là 2 hàm s ; xố � R

� [ f (x) + g(x)] '  =  'f (x) + g ' (x)
� [k.  f (x)] '  = k.  'f (x)
� [ f (x) . g(x)] '  =  'f (x).g(x) + g ' (x).  f (x)

�
2

( ) '( ). ( ) '( ). ( )
( ) [ ( )]

'
f x x g x g x f x
g x g x
� � � −=� �
� �

Ví d : Cho ụ f (x) = 9x8 + 7x5 – 2x3 + 6x + 2000.           Tìm  'f (x)
f ’(x) = (9x8) '  + (7x5) '  – (2x3) '  + (6x) '  + (2000) '

          = 9(x8) '  + 7(x5) '  – 2(x3) '  + 6(x) '  + (2000) '
          = 72x7 + 35x4 – 6x2 + 6

III. QUY T C HÀM H PĐ O HÀM C P  HAI HÀM  NẮ Ợ Ạ Ấ Ẩ

1) Quy t c hàm h p: Gi  s  y là m t hàm kh  vi theo u, và u là m t hàm kh  vi theo x,ắ ợ ả ử ộ ả ộ ả  
thì y là m t hàm h p c a x. ộ ợ ủ

2) Đ o hàm c p hai c a m t hàm là đ o hàm c a đ o hàm c a nó. ạ ấ ủ ộ ạ ủ ạ ủ
3) Đ o hàm hàm  n: Gi  s  m t ph ng trình xác đ nh  n y là m t hàm kh  vi theo x.ạ ẩ ả ử ộ ươ ị ẩ ộ ả  

Đ  tìm dy/dx, ta th c hi n theo:ể ự ệ
 Đ o hàm c  hai v  c a ph ng trình theo x. Nh  r ng y th c ra là m t hàm c aạ ả ế ủ ươ ớ ằ ự ộ ủ  

x và dùng quy t c hàm h p khi đ o hàm nh ng s  h ng ch a yắ ợ ạ ữ ố ạ ứ
 Gi i ph ng trình đ i s  đ o hàm c a dy/dx.ả ươ ạ ố ạ ủ

IV. HÀM MŨ VÀ HÀM LOGARIT:
A. C  S  LÝ THUY T:Ơ Ở Ế
1. Hàm mũ:
a. Đ nh nghĩaị  : N u a là m t s  d ng khác 1 (a > 0, a≠1 ), t n t i m t hàm duy nh t đ cế ộ ố ươ ồ ạ ộ ấ ượ  
g i là hàm mũ v i c  s  a đ c xác đ nh b i  ọ ớ ơ ố ượ ị ở ( )f x = ax, xác đ nh v i m i s  th c x.ị ớ ọ ố ự

Ví d : ụ ( )f x  = 4x là hàm mũ
b. Đ  thồ ị: 
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 c. M t s  tính ch tộ ố ấ   :    Cho các c  s  a, b (a > 0, b > 0) và các s  th c x, y b t k ,ơ ố ố ự ấ ỳ  
ta có

 Quy t c đ ng th c  : aắ ẳ ứ x  = ay  � x = y
 Quy t c tích     ắ : ax. ay = ax+y

 Quy t c nhân   ắ : ax. bx = (a.b)x

 Quy t c th ng      : ắ ươ
x

xy
y

a
a

a
=

 Quy t c chia         ắ : 
xx

x

a a
b b

��=��
��

 Quy t c lũy th aắ ừ :  ( ) yxa = axy

 * V i ớ
n

1
lim 1
n

e
n� �

� �= +� �
� �

ta có hàm mũ y =  ( )f x = ex. Hàm này đ c g i là hàmượ ọ  

mũ t  nhiên (hàm mũ c  s  e)ự ơ ố

2. Hàm logarit:
a. Đ nh nghĩaị : Logarit c  s  a (a>0 và a≠1) c a x là s  y sao cho aơ ố ủ ố y = x và ta vi t y = logế ax
b. Đ  thồ ị: 

c. M t s  tính ch t hàm logaritộ ố ấ :
   + logax = logay  � x = y
� � � � � logax.y = logax + logay

   + loga

x
y

 = logax  logay

d. Khi a = e ta có hàm logarit y = ( )f x = logex =  ln x  đ c g i là hàm logarit t  nhiênượ ọ ự

e.   � �   i liên h  gi a hàm logarit và hàm mũố ệ ữ   
   + y = logax � ay = x
   +  loga xa  = x
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   + logaax = x

   + logax = 
ln
ln

x
a

3. Đ o hàm c a hàm mũ và hàm logaritạ ủ
a. Đ o hàm c a hàm  nạ ủ ẩ :
Gi  s  y = ả ử ( )f x  cho   d ng hàm  n trong bi u th c F(x,y) = 0ở ạ ẩ ể ứ
    + B c 1: T  bi u th c F(x,y) = 0 ta đ o hàm hai v  theo x v i vi c xem y nh  là hàmướ ừ ể ứ ạ ế ớ ệ ư  
c a x b ng cách s  d ng đ o hàm c a hàm h pủ ằ ử ụ ạ ủ ợ
  + B c 2: Rút ướ 'y  t  bi u th c   b c 1 và ừ ể ứ ở ướ 'y  chính là đ o hàm c a hàm  n y = ạ ủ ẩ ( )f x
b. Đ o hàm c a hàm mũạ ủ :

 ( )x x'e e=

 ( )x x' .lna a a=
c. Đ o hàm c a hàm logarit:ạ ủ

Ta có y = logax � ay = x
Đ o hàm 2 v  c a bi u th c aạ ế ủ ể ứ y = x theo x ta có
       ay. ln a .y’ = 1

Suy ra y '  =  y

1 1
a .ln .lna x a

=

V y (logậ ax) '  = 
1

.lnx a

        ( ln x ) '  = 
1 1

.lnx e x
=

V. C C TRỰ Ị

* Ta nói hàm s  ố f (x) đ t c c đ i t i x = a; n u trong lân c n nh  (I) c a x = a ta cóạ ự ạ ạ ế ậ ỏ ủ

                                         f (x)   �    � (a)            x  I  ∀ �   
* Ta nói hàm s  ố f (x) đ t c c ti u t i x = a; n u trong lân c n nh  (I) c a x = a ta cóạ ự ể ạ ế ậ ỏ ủ

                                         f (x)   �    f (a)            x  I  ∀ �
* C c đ i hay c c ti u còn đ c g i là c c trự ạ ự ể ượ ọ ự ị
* Đ nh lý 1: N u x = a là đi m c c tr  c a ị ế ể ự ị ủ f (x) thì  'f (a) = 0
* Đ nh lý 2: Gi  s  x = a là đi m c c tr  thìị ả ử ể ự ị
                  + N u khi x đi qua a t  trái sang ph i mà ế ừ ả 'f (x) đ i d u t  d ng sang âm thì ổ ấ ừ ươ

                      x = a là c c đ i ; ự ạ 'f (a) là giá tr  c c đ iị ự ạ
x            A

'f (x)   +       0          

f (x)   Z     CĐ    ]
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                   + N u khi x đi qua a t  trái sang ph i mà ế ừ ả 'f (x) đ i d u t  âm sang d ng thì ổ ấ ừ ươ

                      x = a là c c ti u ; ự ể 'f (a) là giá tr  c c ti uị ự ể
                                               

x            A
'f (x)           0         +  

f (x)       ]  CT Z

* Đ nh lý 3: ị

            +  N u ế
'( ) 0
''( ) 0

f a

f a

=�
� <�

 thì x = a là đi m c c đ iể ự ạ

            +  N u ế
'( ) 0
''( ) 0

f a

f a

=�
� <�

 thì x = a là đi m c c ti uể ự ể

Ví dụ:  Xét c c tr  c a ự ị ủ f (x) = 3x2 +18x – 25
                  'f (x) = 6x + 18
                  'f (x) = 0  �  6x + 18 = 0
                                  �  x = 3

                  

                  V y x = 3 là đi m c c đ i và giá tr  c c đ i là ậ ể ự ạ ị ự ạ f (x) = 2

B.  NG D NGỨ Ụ

Ví d  1ụ : 
Công ty Ph ng Trang đang có k  ho ch xây m t khu nhà   cho công nhân viên trong côngươ ế ạ ộ ở  
ty. N u công ty xây k (t ng) thì t ng chi phí s  đ c xác đ nh theo công th c:    C(k) = 3,2kế ầ ổ ẽ ượ ị ứ 2 

+ 278k + 80   (t  đ ng)ỷ ồ
 Xác đ nh s  t ng th c t  c n xây sao cho chi phí trung bình công ty c n chi ra là nh  nh tị ố ầ ự ế ầ ầ ỏ ấ
Gi iả : 
G i x là s  t ng th c t  c a khu nhà   mà công ty c n xây, khi  y chi phí trung bình s  là:ọ ố ầ ự ế ủ ở ầ ấ ẽ  

AC(x) = 
2( ) 3,2x    278x   80    80

3,2 278
C x

x
x x x

+ += = + +

Theo yêu c u đ  ra ta c n có ầ ề ầ
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2

3 3

580
3,2 0'( ) 0 5x 5

''( ) 0 160 1600 0x x

x
AC x x x
AC x

� =�� − = � ��=� � � = −� =� � �� � �>� � �> >� �� �

 

V y mu n chi phí trung bình th p nh t thì công ty ph i xây 5 t ngậ ố ấ ấ ả ầ
Ví d  2ụ : 
Doanh nghi p t  nhân Tân H ng Yên chuyên kinh doanh xe g n máy và tay ga các lo i.ệ ư ư ắ ạ  
Hi n nay, doanh nghi p đang t p trung chi n l c vào kinh doanh xe tay ga Lead v i chiệ ệ ậ ế ượ ớ  
phí mua vào m t chi c là 27 (tri u đ ng) và bán v i giá 40 (tri u đ ng) m i chi c. V i giáộ ế ệ ồ ớ ệ ồ ỗ ế ớ  
bán này thì s  l ng xe mà khách hàng s  mua là 2000 chi c. ố ượ ẽ ế
     Nh m m c tiêu đ y m nh h n n a l ng tiêu th  dòng xe đang ăn khách này, doanhằ ụ ẩ ạ ơ ữ ượ ụ  
nghi p d  đ nh gi m giá bán và  c tính r ng n u gi m 2 (tri u đ ng) m i chi c thì sệ ự ị ả ướ ằ ế ả ệ ồ ỗ ế ố  
l ng xe bán ra s  tăng thêm 800 chi c. ượ ẽ ế
   V y doanh nghi p ph i đ nh giá bán m i là bao nhiêu đ  sau khi đã th c hi n vi c gi mậ ệ ả ị ớ ể ự ệ ệ ả  
giá, l i nhuân thu đ c s  là cao nh t?ợ ượ ẽ ấ
Gi iả :
G i x là giá bán m i c a m i chi c xe Lead mà doanh nghi p ph i đ nh đ  l i nhu n thuọ ớ ủ ỗ ế ệ ả ị ể ợ ậ  
đ c sau khi gi m giá là cao nh tượ ả ấ
Suy ra  S  ti n đã gi m là: 40 – xố ề ả
            S  l ng xe tăng lên là: 800(40 – x)ố ượ
V y t ng s  s n ph m bán đ c là: 2000 + 800(40 – x) = 34000 – 800xậ ổ ố ả ẩ ượ
Doanh thu mà doanh nghi p s  đ t đ c là: (34000 – 800x). xệ ẽ ạ ượ
Chi phí mà doanh nghi p ph i b  ra là: (34000 – 800x). 27ệ ả ỏ
Suy ra l i nhu n mà công ty đ t đ c s  là: ợ ậ ạ ượ ẽ
                                     L(x) = Doanh thu – Chi phí
                                             = [(34000 – 800x). x] – [(34000 – 800x). 27]
                                             = 800x2 + 55600x – 918000
Theo yêu c u đ  ra ta c n cóầ ề ầ
 

'( ) 0 1600 55600 0
1600 55600 0 34,75

''( ) 0 1600 0
L x x

x x
L x

= − + =� �
− + = =� � �� �< − <� �

Ta có 27 < 34,75 < 40

Ví d  3ụ : 
Công ty Chi Tùng chuyên s n xu t m t lo i s n ph m và  c tính r ng v i q s n ph mả ấ ộ ạ ả ẩ ướ ằ ớ ả ẩ  
đ c s n xu t thì t ng chi phí đ c xác đ nh b i bi u th c   ượ ả ấ ổ ượ ị ở ể ứ
                                         C(q) = 3q2 + 72q + 9789    (đvtt)
Gi  s  m i s n ph m công ty s  bán v i giá là   p(q) = 180  3qả ử ỗ ả ẩ ẽ ớ
Hãy xác đ nh s  s n ph m mà công ty c n s n xu t sao cho công ty thu đ c l i nhu n caoị ố ả ẩ ầ ả ấ ượ ợ ậ  
nh tấ
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Gi iả :
G i q là s  s n ph m mà công ty Chi Tùng c n s n xu t đ  thu đ c l i nhu n cao nh tọ ố ả ẩ ầ ả ấ ể ượ ợ ậ ấ
Khi  y n u bán h t s  s n ph m thì doanh thu mà công ty có đ c là ấ ế ế ố ả ẩ ượ
                  D(q) = q(180 – 3q) = 180q – 3q2

Suy ra l i nhu n mà công ty thu đ c làợ ậ ượ
                  L(q) = D(q) – C(q)
                          = 180q – 3q2 – (3q2 + 72q + 9789)
                          = 6q2 + 108q – 9789
Theo yêu c u đ  ra ta c n cóầ ề ầ

                

'( ) 0 12 108 0
12 108 0 9

''( ) 0 12 0
L q q

q q
L q

= − + =� �
− + = =� � �� �< − <� �

V y đ  thu đ c l i nhu n cao nh t thì s  s n ph m mà công ty Qu nh Giang c n s nậ ể ượ ợ ậ ấ ố ả ẩ ỳ ầ ả  
xu t là q = 9 (đvsp)ấ
Ví d  4ụ : 
M t doanh nghi p chuyên s n xu t m t lo i s n ph m, bi t nhu c u và chi phí c a lo i s nộ ệ ả ấ ộ ạ ả ẩ ế ầ ủ ạ ả  
ph m này đ c xác đ nh b i bi u th cẩ ượ ị ở ể ứ

            
2

1
5000

3
2200 500

D

Q

Q P

C Q Q

= −

= + +
Trong đó, Q là s  s n ph m và P là giá bán c a m t s n ph mố ả ẩ ủ ộ ả ẩ
Hãy xác đ nh m c thu  t c n đ nh trên  m t đ n v  s n ph m s n xu t ra sao cho thu  thuị ứ ế ầ ị ộ ơ ị ả ẩ ả ấ ế  
đ c t  công ty là cao nh tượ ừ ấ .

Gi i: ả G i Q là s  s n ph m mà doanh nghi p c n s n xu tọ ố ả ẩ ệ ầ ả ấ

Khi  y ta ph i có ấ ả
1

5000 15000 3
3

Q P P Q= − = −�

G i t là m c thu  c n đ nh trên m t đ n v  s n ph m sao cho thu  thu đ c là cao nh tọ ứ ế ầ ị ộ ơ ị ả ẩ ế ượ ấ
  Ta có  +  Thu  mà doanh nghi p ph i n p là T(t) = t.Qế ệ ả ộ
             +  Doanh thu mà doanh nghi p có đ c là ệ ượ
                          D(Q) = P.Q
                     2( ) (15000 3 ). 15000 3D Q Q Q Q Q= − = −�
Suy ra l i nhu n mà doanh nghi p thu đ c làợ ậ ệ ượ
             L(Q) = D(Q) – C(Q) – T(t)
                      2 2(15000 3 ) ( 2200 500) ( . )Q Q Q Q t Q= − − + + −
                      24 12800 500 ( . )Q Q t Q= − + − −
Đ  công ty n p thu  cao nh t thì tr c h t l i nhu n thu đ c c a doanh nghi p là caoể ộ ế ấ ướ ế ợ ậ ượ ủ ệ  
nh tấ
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T c là ứ
'( ) 0 8 12800 0
''( ) 0 8 0

L Q Q t

L Q

= − + − =� ��� �< − <� �
       8 12800 0Q t− + − =�

       �                       
1

1600
8

Q t= −

V y thu  mà doanh nghi p ph i n p là  T(t) = t.Q = ậ ế ệ ả ộ
1

.(1600 )
8

t t−

                                                                      21
1600

8
t t= −

Theo yêu c u đ  ra ta ph i có ầ ề ả

1
1600 0'( ) 0 4

''( ) 0 1
0

4

tT t

T t

� − + =�=� ��� �<� � − <��

                                              
1

1600 0 6400
4

t t− + = =� �

V y m c thu  c n đ nh trên m t đ n v  s n ph m sao cho thu  thu đ c t  doanh nghi pậ ứ ế ầ ị ộ ơ ị ả ẩ ế ượ ừ ệ  
cao nh t là t = 6400 (đvtt) ấ

Ví d  5ụ : 
M t công ty đ c đ c quy n xu t kh u m t lo i s n ph m. Bi t hàm cung và hàm c u c aộ ượ ộ ề ấ ẩ ộ ạ ả ẩ ế ầ ủ  
lo i s n ph m trên   th  tr ng n i đ a là: ạ ả ẩ ở ị ườ ộ ị
            QS = 1100 + P và QD = 4700 – 3P v i P là giá bán trong n c c a m i s n ph m.ớ ướ ủ ỗ ả ẩ
Hãy đ nh m c thu  t đánh trên m t đ n v  s n ph m hàng xu t kh u đ  thu  thu đ c c aị ứ ế ộ ơ ị ả ẩ ấ ẩ ể ế ượ ủ  
công ty là cao nh t. Bi t r ng giá bán c a 1 đ n v  s n ph m đ c bán ra   th  tr ngấ ế ằ ủ ơ ị ả ẩ ượ ở ị ườ  
n c ngoài là Pướ 0 = 3600 (đvtt)
Gi iả :
Ta có s  s n ph m mà công ty c n xu t kh u là:  ố ả ẩ ầ ấ ẩ
                   Q = QS  QD =(1100 + P) – (4700 – 3P)
                                       = 5800 + 4P
G i t là m c thu  c n đ nh trên m t đ n v  s n ph m hàng xu t kh u đ  thu  thu đ c tọ ứ ế ầ ị ộ ơ ị ả ẩ ấ ẩ ể ế ượ ừ 
công ty là cao nh t.ấ
Ta có:   + Thu  mà công ty ph i n p là:    T(t) = t. Q = 5800t + 4Ptế ả ộ
             + Doanh thu mà công ty có đ c là:  ượ
                                                                   D(P) = P0 . Q = 14400P – 2088.104

             + Chi phí mua hàng xu t kh u là: C(P) = Q . P = (5800 + 4P). Pấ ẩ
                                                                                         = 4P2 – 5800P

V y l i nhu n mà công ty có đ c là: ậ ợ ậ ượ
                            L(P) = D(P) – C(P) – T(t)
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Ti u lu n Toán cao c p C                                                   GVHD: ThS. Phan Quý      ể ậ ấ

                                    = 4P2 + 20200P – 2088.104 + 5800t – 4Pt
Đ  công ty n p thu  cao nh t thì tr c h t l i nhu n thu đ c c a công ty là cao nh t, t cể ộ ế ấ ướ ế ợ ậ ượ ủ ấ ứ  
là: 

    
'( ) 0 8 20200 4 0 1

8 20200 4 0 2525
''( ) 0 4 0 2

L P P t
P t P t

L P

= − + − =� �
− + − = = −� � �� �< − <� �

V y thu  mà công ty ph i n p là:ậ ế ả ộ

          T(t) = t.Q = t. [ 5800 + 4(2525  
1
2

t )] = 4300t – 2t2

Theo yêu c u đ  ra ta ph i có ầ ề ả

      
'( ) 0 4300 4 0

4300 4 0 1075
''( ) 0 4 0

T t t
t t

T t

= − =� � − = =� � �� �< − <� �
V y m c thu  đánh trên m t đ n v  s n ph m hàng xu t kh u đ  thu  thu đ c t  công tyậ ứ ế ộ ơ ị ả ẩ ấ ẩ ể ế ượ ừ  
cao nh t là t = 1075  (đvtt)ấ

Ví d  6ụ : 
M t công ty chuyên nh p kh u m t lo i s n ph m. Bi t hàm cung và hàm c u c a lo i s nộ ậ ẩ ộ ạ ả ẩ ế ầ ủ ạ ả  
ph m trên   th  tr ng n i đ a là: ẩ ở ị ườ ộ ị
            QS = 1800 + 3P và QD = 6800 – P v i P là giá bán trong n c c a m i s n ph m.ớ ướ ủ ỗ ả ẩ
Hãy đ nh m c thu  t đánh trên m t đ n v  s n ph m hàng nh p kh u đ  thu  thu đ c c aị ứ ế ộ ơ ị ả ẩ ậ ẩ ể ế ượ ủ  
công ty là cao nh t. Bi t r ng giá bán c a 1 đ n v  s n ph m đó trên th  tr ng qu c t  làấ ế ằ ủ ơ ị ả ẩ ị ườ ố ế  
P0 = 1250 (đvtt)
Gi iả :
Ta có s  s n ph m mà công ty c n nh p kh u là:  ố ả ẩ ầ ậ ẩ
                   Q = QD – QS =(6800 – P) – (1800 + 3P)
                                       = 8600 – 4P  
G i t là m c thu  c n đ nh trên m t đ n v  s n ph m hàng nh p kh u đ  thu  thu đ c tọ ứ ế ầ ị ộ ơ ị ả ẩ ậ ẩ ể ế ượ ừ 
công ty là cao nh t.ấ
Ta có:   + Thu  mà công ty ph i n p là:    T(t) = t. Q = 8600t – 4Ptế ả ộ
             + Doanh thu mà công ty có đ c là:  ượ
                                                                   D(P) = P . Q = 8600P – 4P2

             + Chi phí mua hàng nh p kh u là: C(P) = Pậ ẩ 0. Q = 1250.(8600 – 4P)
                                                                                         = 1075.104 – 5000P

V y l i nhu n mà công ty có đ c là: ậ ợ ậ ượ
                            L(P) = D(P) – C(P) – T(t)
                                    = (8600P – 4P2) – (1075.104 – 5000P) – (8600t – 4Pt)
                                    = 4P2 + 13600P – 1075.104 – 8600t + 4Pt
Đ  công ty n p thu  cao nh t thì tr c h t l i nhu n thu đ c c a công ty là cao nh t, t cể ộ ế ấ ướ ế ợ ậ ượ ủ ấ ứ  
là: 
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'( ) 0 8 13600 4 0 1

8 13600 4 0 1700
''( ) 0 8 0 2

L P P t
P t P t

L P

= − + + =� � − + + = = +� � �� �< − <� �
V y thu  mà công ty ph i n p là:ậ ế ả ộ

          T(t) = t.Q = t. [ 8600 – 4.(1700 + 
1
2

t )] = 1800t – 2t2

Theo yêu c u đ  ra ta ph i có ầ ề ả

      
'( ) 0 1800 4 0

1800 4 0 450
''( ) 0 4 0

T t t
t t

T t

= − =� �
− = =� � �� �< − <� �

V y m c thu  đánh trên m t đ n v  s n ph m hàng nh p kh u đ  thu  thu đ c t  công tyậ ứ ế ộ ơ ị ả ẩ ậ ẩ ể ế ượ ừ  
cao nh t là t = 450 (đvtt)ấ

V y công ty mu n đ t đ c l i nhu n cao nh t thì ph i gi m giá bán m i chi c xe xu ngậ ố ạ ượ ợ ậ ấ ả ả ỗ ế ố  
còn 34,75 (tri u đ ng)ệ ồ

Ví d  7ụ : 
M t doanh nghi p s n xu t và bán m t lo i s n ph m v i giá 45 (ngàn đ ng) m i s nộ ệ ả ấ ộ ạ ả ẩ ớ ồ ỗ ả  
ph m, t i giá bán này khách hàng s  mua 60 s n ph m m i tháng. Doanh nghi p d  đ nhẩ ạ ẽ ả ẩ ỗ ệ ự ị  
tăng giá bán và h   c tính r ng n u tăng 2 (ngàn đ ng) trong giá bán thì m i tháng s  bánọ ướ ằ ế ồ ỗ ẽ  
ít h n 6 s n ph m. Bi t r ng chi phí s n xu t m i s n ph m là 27 (ngàn đ ng).ơ ả ẩ ế ằ ả ấ ỗ ả ẩ ồ
V y doanh nghi p nên bán s n ph m v i giá nào thì l i nhu n thu đ c là l n nh t?ậ ệ ả ẩ ớ ợ ậ ượ ớ ấ

Gi i: ả G i x là giá bán m i c a 1 s n ph m mà doanh nghi p ph i đ nh đ  l i nhu n thuọ ớ ủ ả ẩ ệ ả ị ể ợ ậ  
đ c sau khi tăng giá là cao nh tượ ấ
Suy ra s  ti n đã tăng là: x – 45 ố ề

           S  l ng s n ph m gi m xu ng là: ố ượ ả ẩ ả ố
6( 45)

2
x −

= 3x – 135 

V y t ng s  s n ph m bán đ c là:  60 – (3x – 135) = 195 – 3xậ ổ ố ả ẩ ượ
Doanh thu mà doanh nghi p s  đ t đ c là: (195 – 3x).x = 195x – 3xệ ẽ ạ ượ 2

Chi phí mà doanh nghi p ph i b  ra là: (195 – 3x).27 = 5265 – 81xệ ả ỏ
Suy ra l i nhu n mà công ty đ t đ c là: ợ ậ ạ ượ
                   L(x) = Doanh thu – Chi phí
                           = (195x – 3x2) – (5265 – 81x)
                           = 3x2 + 276x – 5265 
Theo yêu c u đ  ra ta c n cóầ ề ầ

'( ) 0 6 276 0
6 276 0 46

''( ) 0 6 0
L x x

x x
L x

= − + =� � − + = =� � �� �< − <� �
Ta có 46 > 45
V y mu n đ t đ c l i nhu n cao nh t thì công ty nên tăng giá bán m i s n ph m lên 46ậ ố ạ ượ ợ ậ ấ ỗ ả ẩ  
(ngàn đ ng)ồ
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Ví d  8ụ
    Gi  s  ta có s  ti n là P đ u t  b ng cách g i vào ngân hàng v i lãi su t hàng năm là rả ử ố ề ầ ư ằ ử ớ ấ  
và ph ng th c tính lãi là kươ ứ

V y sau t năm s  ti n s  có đ c là  B(t) = ậ ố ề ẽ ượ 1
kt

r
P

k
� �+� �
� �

Trong tr ng h p kườ ợ � +� (lãi su t liên t c) thì ta có: ấ ụ

                             B(t)=  lim 1 .
kt

rt

k

r
P P e

k� +�

� �+ =� �
� �

Ví d  9ụ : 
Anh Nguy n Văn A d  đ nh mua m t chi c ô tô sau 6 năm n a. Hi n nay anh đang có 450ễ ự ị ộ ế ữ ệ  
tri u đ ng và anh quy t đ nh g i toàn b  s  ti n này vào ngân hàng v i h  s  lãi su t làệ ồ ế ị ử ộ ố ề ớ ệ ố ấ  
14,5%. Hãy xác đ nh s  ti n mà anh s  có đ c sau 6 năm n u ph ng th c tính lãi su t làị ố ề ẽ ượ ế ươ ứ ấ

a. Theo năm
b. Theo n a nămử
c. Theo quý 
d. Theo tháng 
e. Theo ngày
f. Lãi su t đ c tính liên t cấ ượ ụ

Gi iả :

a. Theo năm: B(6) = 450.
1.60,145

1
1

� �+� �
� �

= 1014,02 (tri u đ ng)ệ ồ

b. Theo n a năm: B(6) = 450.ử
2.60,145

1
2

� �+� �
� �

= 1042,27 (tri u đ ng)ệ ồ

c. Theo quý: B(6) = 450.
4.60,145

1
4

� �+� �
� �

= 1057,7 (tri u đ ng)ệ ồ

d. Theo tháng: B(6) = 450.
12.60,145

1
12

� �+� �
� �

= 1068,52 (tri u đ ng)ệ ồ

e. Theo ngày: B(6) = 450.
365.60,145

1
365

� �+� �
� �

= 1073,92 (tri u đ ng)ệ ồ

f. Lãi su t tính liên t c: B(6) =450.ấ ụ 0,145.6e = 1074,11 (tri u đ ng)ệ ồ

Ví d  10ụ : 
Công ty du l ch VITOURS d  đ nh sau 2 năm n a s  thành l p m t đ i xe du l ch có giá trị ự ị ữ ẽ ậ ộ ộ ị ị  
t ng c ng kho ng 12 (t  đ ng). V i h  s  lãi su t là 15,6% thì công ty ph i g i bao nhiêuổ ộ ả ỷ ồ ớ ệ ố ấ ả ử  
ti n vào ngân hàng đ  có đ  s  ti n trên. Bi t ph ng th c tính lãi làề ể ủ ố ề ế ươ ứ

a. Theo năm
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b. Theo quý 
c. Theo tháng

Gi iả :

a. P = 12.
1.2

0,156
1

1

−
� �+� �
� �

= 8,98 (t  đ ng)ỷ ồ

b. P = 12.
4.2

0,156
1

4

−
� �+� �
� �

 = 8,836 (t  đ ng)ỷ ồ

c. P = 12.
12.2

0,156
1

12

−
� �+� �
� �

= 8,801 (t  đ ng)ỷ ồ

Ví d  11ụ : 
Tay gôn Tiger Woods mua c a c u th  bóng r  gi i nhà ngh  M  NBA Kobe Bryant m t khuủ ầ ủ ổ ả ề ỹ ộ  
bi t th  tr  giá 270 (tri u USD) và cách tr  ti n đ c Tiger Woods th o lu n nh  sau. Tigerệ ự ị ệ ả ề ượ ả ậ ư  
Woods s  tr  tr c  130 (tri u USD), s  ti n còn l i s  đ c tr  hàng tháng v i h  s  lãiẽ ả ướ ệ ố ề ạ ẽ ượ ả ớ ệ ố  
su t hàng năm là 11% trong vòng 1,5 năm. Nh  v y m i tháng Tiger Woods s  ph i tr  choấ ư ậ ỗ ẽ ả ả  

Kobe Bryant m t kho n ti n là ộ ả ề
140*1,11

8,63
18

� �
� �
� �

; (tri u USD). Tuy nhiên, là m t ng iệ ộ ườ  

n i ti ng, Tiger Woods không thích tr  ti n có s  l  nên quy t đ nh s  tr  cho Kobe m iổ ế ả ề ố ẻ ế ị ẽ ả ỗ  
tháng là 9 (tri u USD). Li u Kobe có nên đ ng ý v i ph ng án tr  ti n này c a Tiger hayệ ệ ồ ớ ươ ả ề ủ  
không?
Gi iả :
Gi  s  Kobe không cho Tiger vay theo th a thu n mà nh n ngay kho n ti n còn l i là 140ả ử ỏ ậ ậ ả ề ạ  
(tri u USD) và g i vào ngân hàng v i các thông s  nh  trong th a thu n thì sau 1,5 nămệ ử ớ ố ư ỏ ậ  
Kobe s  có s  ti n là:ẽ ố ề

                   B(1,5) = 
12.1,5

0,11
140. 1

12
� �+� �
� �

=165 (tri u USD)ệ

M t khác n u theo ph ng án th a thu n thì sau 1,5 năm Kobe s  có đ c s  ti n là ặ ế ươ ỏ ậ ẽ ượ ố ề
                           P* = 18*9 = 162 (tri u USD)ệ
V y Kobe không nên đ ng ý v i ph ng án th a thu n này c a Tiger.ậ ồ ớ ươ ỏ ậ ủ
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CHUYÊN Đ  3Ề

TÍCH PHÂN VÀ  NG D NGỨ Ụ
A. C  S  LÝ THUY TƠ Ở Ế :
I. Nguyên hàm:
1. Đ nh nghĩaị : Ta nói F(x) là nguyên hàm c a ủ ( )f x  n u nh  Fế ư ' (x) =  ( )f x
    Ví d : F(x) = 4xụ 4 – 2x3 + 5x2 – 7x + 47584 là nguyên hàm c a ủ
      ( )f x = 16x3 – 6x2 + 10x – 7
    F(x) = ex + 4x là nguyên hàm c a ủ ( )f x =ex + 4
    F(x) = ex + 4x +12 là nguyên hàm c a ủ ( )f x =ex + 4
    F(x) = ex + 4x + 96489449 là nguyên hàm c a ủ ( )f x =ex + 4
2. Nh n xétậ : N u ế ( )f x  có nguyên hàm là F(x) thì F(x) + C cũng là nguyên hàm c a ủ ( )f x
II. Tích phân b t đ nhấ ị :
1. Đ nh nghĩaị : T p h p t t c  các nguyên hàm c a ậ ợ ấ ả ủ ( )f x  đ c g i là tích phân b t đ nh c aượ ọ ấ ị ủ  

( )f x . Ký hi u:  ệ ( )f x dx�  v i F(x) là m t nguyên hàm c a ớ ộ ủ ( )f x  và C là h ng s .ằ ố

2. M t s  tính ch t c  b nộ ố ấ ơ ả :
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  +  kdx�  = kx + C v i k là h ng sớ ằ ố

  +  11
x x

1
dx Cα α

α
+= +

+�  v i ớ 1α � −

  + 
1

lndx x C
x

= +�
  +  x xe edx C= +�
            kx kx1

e edx C
k

= +�
3. M t s  quy t c tính tích phân b t đ nh:ộ ố ắ ấ ị

   +  [ ]( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +� � �
   +  . ( ) ( )k f x dx k f x dx=� �
III. Các ph ng pháp tính tích phân b t đ nhươ ấ ị :
1. Ph ng pháp đ i bi n sươ ổ ế ố:

 Lo i 1: Đ t x = x(t)ạ ặ � d(x) = x’(t)dt.  Khi  y ấ [ ]( ) ( ) . '( )f x dx f x t x t dt=� �
    Ví dụ: Tính I = 

1
. xe dx

x�
    Đ t x = tặ 2  � dx = 2t.dt

    � I = 
1

. .2 . 2 . 2 . 2 2t t t t xe t dt e dt e dt e C e C
t

= = = + = +� � �
 Lo i 2: Đ t t = t(x) ạ ặ � dt = t’(x).dx

     Khi  y:  ấ [ ]( ) . '( ) ( )f t x t x dx f t dt=� �
  Ví dụ: Tính K = 

43 2. xx e dx+�
    Đ t t = xặ 4 + 2 => dt = 4x3dx

   � K = 
4 21 1 1

.
4 4 4

t t xe dt e C e C+= + = +�
2. Ph ng pháp tích phân t ng ph nươ ừ ầ :

   . .u dv uv v du= −� �
  ho c ặ ( ). '( ) ( ). ( ) '( ). ( )f x g x dx f x g x f x g x dx= −� �
    ho c ặ ( ). ( ) ( ). ( ) '( ). ( )f x g x dx f x G x f x G x dx= −� �    v i G(x) là m t nguyên hàm c aớ ộ ủ  

g(x)      

Ví dụ: Tính  ln xdx�
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    Đ t u = ln ặ x  � du = 
1

dx
x

           dv = dx  � v = x

    Suy ra  ln xdx� =  ln lnx x dx x x x C− = − +�
IV. Tích phân xác đ nhị :
* Đ nh nghĩaị : Cho  ( )f x  là m t hàm liên t c trên đo n ộ ụ ạ a x b� � . Chia nh  đo n này thànhỏ ạ  

n đo n b ng nhau, m i đo n có chi u dài ạ ằ ỗ ạ ề
b a

x
n
−∆ , đ t ặ xj là s  đ c ch n t  đo n th  ố ượ ọ ừ ạ ứ j, 

v i  ớ j  = 1,2,…,n. Thì tích phân xác đ nh c a  ị ủ ( )f x   trên đo n  ạ a x b� � đ c ký hi u b iượ ệ ở  

( )
b

a

f x dx�   và   đ c   xác   đ nh   b i   gi i   h nượ ị ở ớ ạ  

[ ]1 2( ) lim ( ) ( ) ... ( )
b

nn
a

f x dx f x f x f x x
� �

= + + + ∆�

Chú ý r ng ký hi u tích phân xác đ nh ằ ệ ị ( )
b

a

f x dx� v  c  b n thì gi ng nh  ký hi u tích phânề ơ ả ố ư ệ  

b t đ nh ấ ị ( )f x dx� . Trong c  hai tr ng h p, hàm ả ườ ợ f (x) đ c g i là hàm l y tích phân, cácượ ọ ấ  

s  a và b t ng  ng là c n trên và c n d i c a tích phânố ươ ứ ậ ậ ướ ủ
Đ nh lý c  b n c a phép tính tích phân: N u ị ơ ả ủ ế f (x) là hàm liên t c trên đo n ụ ạ a x b� � , thì

                                              ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −�
Trong đó, F(x) là m t nguyên hàm c a ộ ủ f (x)  trên đo n ạ a x b� � . 

Ký hi u                  ệ ( ) ( ) ( )
b

F x F b F a
a

= −

Do đó      ( ) ( ) ( ) ( )
b

a

b
f x dx F x F b F a

a
= = −�

B.  NG D NG:Ứ Ụ
Ví d  1ụ : 
T i 1 công ty, giá bán P c a m t đ n v  s n ph m c a m t m t hàng ph  thu c vào sạ ủ ộ ơ ị ả ẩ ủ ộ ặ ụ ộ ố  
l ng s n ph m x đ c bán.  c tính r ng n u x (sp) đ c bán ra thì t c đ  thay đ i c aượ ả ẩ ượ Ướ ằ ế ượ ố ộ ổ ủ  

giá m i s n ph m đ c tính theo công th c ỗ ả ẩ ượ ứ
2

214

24

x

x

−
+

 (đvtt/sp).

Hãy xác đ nh giá khi 10 s n ph m đ c bán ra, bi t r ng n u 1 s n ph m đ c bán ra thìị ả ẩ ượ ế ằ ế ả ẩ ượ  
giá bán s  là 5600 (đvtt)ẽ
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Gi iả : 
G i x là s  s n ph m bán ra và P(x) là giá bán c a m i s n ph mọ ố ả ẩ ủ ỗ ả ẩ
Theo đ  ra ta cóề

             
2

214
'( )

24

x
P x

x

−=
+

Suy ra   
2 2

214
( ) '( ) 214

24 24

x x
P x P x dx dx dx

x x

−= = = −
+ +� � �

Đ t t = 24 + xặ 2  � dt = 2xdx

Suy ra P(x) 
1

214 214
2

dt t C
t

= − = − +�
                                             =  2214 24 x C− + +
M t khác theo đ  ra ta có ặ ề
      P(1) = 5600
� 5600 =  214 24 1 C− + +
� C = 5600 + 1070 = 6670

V y P(x) = ậ 2214 24 6670x− + +
Do đó P(10) =  2214 24 10 6670− + +
                     ;  4287
V y khi 10 s n ph m đ c bán ra thì giá bán s  là 4287 (đvtt)ậ ả ẩ ượ ẽ

Ví d  2ụ : 
Ng i ta d  đoán r ng dân s  th  gi i thay đ i v i t c đ  eườ ự ằ ố ế ớ ổ ớ ố ộ 0.001t (t  ng i/năm) v i t là sỷ ườ ớ ố  
năm tính t  năm 2004. Bi t r ng năm 2009 dân s  th  gi i là 4,5 (t  ng i).ừ ế ằ ố ế ớ ỷ ườ
Hãy tính dân s  c a th  gi i vào năm 2013ố ủ ế ớ
Gi iả :
G i P(t) là dân s  th  gi i sau t năm tính t  năm 2004ọ ố ế ớ ừ

Khi  y theo đ  ra ta có ấ ề 0,001'( ) tP t e=

         Suy ra                   0,001 0,0011
( ) '( )

0,001
t tP t P t dt e dt e C= = = +� �

Mà P(6) = 4,5  � 0,001.61
0,001

e C+  = 4,5

                         � 0,0064,5 1000e C= +
                         �  C =  0,0064,5 1000e−

Do đó P(t)  0,001 0,0061
4,5 1000

0,001
te e= + −
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Suy ra P(10)  0,001.10 0,0061
4,5 1000 8,53

0,001
e e= + − =  

V y dân s  th  gi i năm 2013 là 8,53(t  ng i)ậ ố ế ớ ỷ ườ

Ví d  3ụ : 
H ng  ng phong trào “Ngày vì ng i nghèo” do Đài truy n hình Vi t Nam t  ch c, t iưở ứ ườ ề ệ ổ ứ ố  
ngày 10/04/2010 ch ng trình “Góp s c vì ng i nghèo” đã đ c t  ch c t i 3 đi m c uươ ứ ườ ượ ổ ứ ạ ể ầ  
truy n hình t i 3 thành ph  l n c a c  n c là: TP Hà N i, TP Đà N ng, TP H  Chí Minhề ạ ố ớ ủ ả ướ ộ ẵ ồ  
và đ c truy n hình tr c ti p trên kênh sóng VTV3 – Đài truy n hình Vi t Nam. ượ ề ự ế ề ệ
    Trong ch ng trình này, các cá nhân t  ch c trong và ngoài n c s  có d p đ c chungươ ổ ứ ướ ẽ ị ượ  
tay góp s c giúp đ  cho ng i nghèo qua hình th c nh n tin ho c quyên góp ti n tr c ti pứ ỡ ườ ứ ắ ặ ề ự ế  
cho ban t  ch c ch ng trình. Theo  c tính, sau t (gi ) s  ti n quyên góp thay đ i v i t cổ ứ ươ ướ ờ ố ề ổ ớ ố  
đ  300t eộ 0,1t (tri u đ ng/gi ).ệ ồ ờ
       Hãy xác đ nh s  ti n có đ c sau 5 gi  đ u tiên quyên góp.ị ố ề ượ ờ ầ

Gi iả :
G i M(t) là s  ti n có đ c sau t (gi ) th c hi n vi c quyên góp. ọ ố ề ượ ờ ự ệ ệ

Khi  y theo đ  ra ta có ấ ề 0,1'( ) 300 . tM t t e−=
Suy ra                           M(t)  0,1'( ) 300 . tM t dt t e dt−= =� �
Đ t      u = 300tặ
            dv = e0,1tdt 

                              0,1

300 .
1

0,1
t

du t dt

v e−

=�
�� � = −��

Suy ra       M(t)  0,1 0,13000 . 3000.t tt e e dt− −= − + �
                           0,1 0,13000

3000 . .
0,1

t tt e e C− −= − − +

Mà             M(0) = 0 
3000

0
0,1

C− + =�

                                   � 30000C =
Do đó         M(t)  0,1 0,13000 . 30000. 30000t tt e e− −= − − +
Suy ra        M(5)  0,1.5 0,1.53000.5. 30000. 30000e e− −= − − +
                            =              2706,12
V y sau 5 gi  đ u tiên quyên góp, s  ti n có đ c là 2706,12 (tri u đ ng)ậ ờ ầ ố ề ượ ệ ồ

Ví d  4:ụ  
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Gi   s   r ng   sau   t   năm,   v n   đ u   t   th   nh t   s   phát   sinh   l i   nhu n   v i   t c   đả ử ằ ố ầ ư ứ ấ ẽ ợ ậ ớ ố ộ 
2

1 '( ) 126P t t= +  (tri u đ ng/năm), trong khi đó v n đ u t  th  hai s  phát sinh l i nhu nệ ồ ố ầ ư ứ ẽ ợ ậ  

v i t c đ  ớ ố ộ 2 '( ) 262 9P t t= +  (tri u đ ng/năm). ệ ồ
(a) H i trong kho ng bao nhiêu năm thì t c đ  thu lãi c a v n đ u t  th  hai v t quá v nỏ ả ố ộ ủ ố ầ ư ứ ượ ố  
đ u t  th  nh t ? ầ ư ứ ấ
(b) Tính l i nhu n v t th c cho kho ng th i gian xác đ nh trong câu (a). ợ ậ ượ ự ả ờ ị
Gi i:ả
(a) Kho ng th i gian đ  t c đ  thu l i nhu n c a v n đ u t  th  hai mà nó v t b ng v nả ờ ể ố ộ ợ ậ ủ ố ầ ư ứ ượ ằ ố  
đ u t  th  nh t là:ầ ư ứ ấ
                                   1 '( )P t = 2 '( )P t
                         � 2126 t+ 262 9t= +
                         � 2 9 136 0t t− − =
                         � 17t =  năm (lo i t=8)ạ
(b) L i nhu n th a th c cho kho ng th i gian  0 ≤ t ≤ 17 đ c cho b i tích phân xác đ nhợ ậ ừ ự ả ờ ượ ở ị

                               [ ]
17

2 1
0

'( ) '( )NE P t P t dt= −�

                              
17

2

0

(262 9 ) (126 )NE t t dt� �= + − +� ��

                               ( )
17

2

0

136 9NE t t dt= + −�

                                     2 3 179 1
136

02 3
t t t� �= + −� �

� �
                                     1634,8�  
V y l i nhu n v t th c cho kho ng th i gian 17 năm là 1643,8(tri u đ ng)ậ ợ ậ ượ ự ả ờ ệ ồ

Ví d  5ụ   :   
Gi  s  r ng khi máy công nghi p nào đó sau t năm tính t  bây gi  thì nó sinh ra doanh thuả ử ằ ệ ừ ờ  
v i   t c  đ  ớ ố ộ 2'( ) 24000 40R t t= − tri u đ ng /năm và  chi phí  h at đ ng và  chi  phí  b oệ ồ ọ ộ ả  

d ng c a máy tăng v i t c đ  ưỡ ủ ớ ố ộ 2'( ) 10500 20C t t= +  tri u đ ng/năm. ệ ồ

(a) H i bao nhiêu năm trôi qua tr c khi s  sinh ra lãi c a máy b t đ u gi m? ỏ ướ ự ủ ắ ầ ả
(b) Tính ti n lãi th c sinh ra c a máy trong kho ng th i gian đã đ c xác đ nh trong câuề ự ủ ả ờ ượ ị  
(a). 
Gi iả :
(a) L i nhu n mà máy sinh ra sau t năm ho t đ ng là P(t) = R(t) – C(t) và t c ợ ậ ạ ộ ố
đ  sinh lãi là:ộ
                                   '( ) '( ) '( )P t R t C t= −
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                                           2 2(24000 40 ) (10500 20 )t t= − − +
                                           213500 60t= −
Ta có vi c sinh lãi b t đ u gi m khi ệ ắ ầ ả
                                     '( ) 0P t =
                   213500 60 0t− =�
                   �                   2 225t =
                   �                     15t =  (năm)
(b) Ti n lãi th c NE trên kho ng th i gian 0≤ t ≤ 15  đ c cho b i s  khác nhau NE = P(15)ề ự ả ờ ượ ở ự  
– P(0), mà có th  đ c tính b ng tích phân ể ượ ằ

                    
15

0

(15) (0) '( )NE P P P t dt= − = �

                          
15

2

0

(13500 60 )t dt= −�

                           3 15
(13500 20 )

0
t t= −

                           135.000=  
V y ti n lãi th c sinh ra c a máy trong kho ng th i gian 15 năm là 135000 (tri u đ ng), t cậ ề ự ủ ả ờ ệ ồ ứ  
135 t  đ ngỷ ồ

CHUYÊN Đ  4Ề
 

C C TR  C A HÀM NHI U BI NỰ Ị Ủ Ề Ế
A. C  S  LÝ THUY TƠ Ở Ế
1. Đ nh nghĩa c c tr  c a hàm 2 bi n (C c tr  t  do)ị ự ị ủ ế ự ị ự
   Cho hàm 2 bi n ế ʓ ( , )f x y= có mi n xác đ nh là ề ị Df  và (a,b)�   Df
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      *   Ta   nói  f  đ t   giá   tr   c c   đ i   t i   (a,b)   n u   nh   trong   lân   c n   B   c a   (a,b)   ta   cóạ ị ự ạ ạ ế ư ậ ủ  
( , ) ( , )f x y f a b� , ( , )x y B∀ � , khi  y ta nói (a,b) là đi m c c đ iấ ể ự ạ

      *  Ta  nói  f  đ t   giá   tr   c c   ti u   t i   (a,b)   n u  nh   trong   lân   c n  B   c a   (a,b)   ta   cóạ ị ự ể ạ ế ư ậ ủ  
( , ) ( , )f x y f a b� , ( , )x y B∀ � , khi  y ta nói (a,b) là đi m c c ti uấ ể ự ể

   * C c đ i hay c c ti u đ c g i chung là c c trự ạ ự ể ượ ọ ự ị
    * Nh n xét: C c tr  đ c đ nh nghĩa   trên ch  mang tính đ a ph ng ch  không ph i làậ ự ị ượ ị ở ỉ ị ươ ứ ả  
toàn c cụ

   * Đ nh lý: N u (a,b) là đi m c c tr  c a ị ế ể ự ị ủ ( , )f x y thì ta có 
' ( , ) 0

' ( , ) 0
x

y

f a b

f a b

=�
� =�

     Nói cách khác, (a,b) chính là nghi m c a h  ph ng trình ệ ủ ệ ươ
' ( , ) 0

' ( , ) 0
x

y

f x y

f x y

=�
� =�

   * Ta g i (a,b) là đi m t i h n c a ọ ể ớ ạ ủ ( , )f x y  n u nh  nó là nghi m c a h  ế ư ệ ủ ệ
' ( , ) 0

' ( , ) 0
x

y

f x y

f x y

=�
� =�

 

ho c t i đó các đ o hàm riêng không t n t iặ ạ ạ ồ ạ
2. Ph ng pháp xác đ nh c c tr  t  do:ươ ị ự ị ự

B c 1ướ : Gi i h  ph ng trình ả ệ ươ
' ( , ) 0

' ( , ) 0
x

y

f x y

f x y

=�
� =�

 đ  tìm nghi m ể ệ
0

0

x x

y y

=�
� =�

B c 2ướ : Tìm các đ o hàm riêng c p 2: ạ ấ '' ( , ); '' ( , ); '' ( , )xx xy yyf x y f x y f x y

B c 3ướ : Đ t ặ 0 0A '' ( , )xxf x y=
                     0 0B '' ( , )xyf x y=
                     0 0C '' ( , )yyf x y=
                     2AC B∆ = −
B c 4ướ : Xét đi u ki n và k t lu nề ệ ế ậ
   + N u ế ∆ <0 thì  0 0( , )x y  không ph i là đi m c c trả ể ự ị

   + N u ế
0

A 0
∆ >�

� >�
 thì  0 0( , )x y là đi m c c ti u c a ể ự ể ủ ( , )f x y

   + N u ế
0

A 0
∆ >�

� <�
 thì  0 0( , )x y  là đi m c c đ i c a ể ự ạ ủ ( , )f x y

3. Ph ng pháp xác đ nh c c tr  có đi u ki n:ươ ị ự ị ề ệ
B c 1ướ : Xây d ng hàm Lagrane   ự ( , , ) ( , ) . ( , )F x y f x y g x yλ = + λ
                                                           (λ  đ c g i là h  s  Lagrane)ượ ọ ệ ố
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B c 2ướ : Gi i hả ệ

' ( , , ) 0

' ( , , ) 0

' ( , , ) 0

x

y

F x y

F x y

F x yλ

� λ =
� λ =�
� λ =�

        đ  tìm nghi m ể ệ

0

0

0

x

y
�
�
�
� λ�

B c 3ướ : Tìm các đ o hàm riêngạ

' ( , )xg x y    ;    ' ( , )yg x y    ;    '' ( , , )xxF x y λ    ;    '' ( , , )xyF x y λ    ;    '' ( , , )yyF x y λ

B c 4ướ : L p ma tr n Hessianậ ậ

              0 0

0 0

0
' ( , )

' ( , )
x

y

H g x y

g x y

�
�= �
��

   

0 0

0 0 0

0 0 0

' ( , )

'' ( , , )

'' ( , , )

x

xx

xy

g x y

F x y

F x y

λ
λ

   

0 0

0 0 0

0 0 0

' ( , )

'' ( , , )

'' ( , , )

y

xy

yy

g x y

F x y

F x y




λ 
λ 

    Tính   det(H)=

{ } { }0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0' ( , ). ' ( , ). '' ( , , ) ' ( , ). '' ( , , )x x yy y xyg x y g x y F x y g x y F x y� �= − λ − λ� �

   { } { }0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0' ( , ). ' ( , ). '' ( , , ) ' ( , ). '' ( , , )y x xy y xxg x y g x y F x y g x y F x y� �+ λ − λ� �
  + N u det(H) > 0 thì ế 0 0( , )x y  là đi m c c đ i c n tìmể ự ạ ầ

  + N u det(H) < 0 thì ế 0 0( , )x y  là đi m c c ti u c n tìmể ự ể ầ

B.  NG D NGỨ Ụ
Ví d  1ụ : 
M t doanh nghi p t  nhân nh  chuyên s n xu t ch  v i 2 lo i 1 và 2. N u ch  lo i 1 s nộ ệ ư ỏ ả ấ ả ớ ạ ế ả ạ ả  
xu t đ c x(kg) thì giá bán m i kg s  là ấ ượ ỗ ẽ
P(x) = 150 – x, và n u ch  lo i 2 s n xu t đ c y(kg) thì giá bán m i kg s  là P(y) = 130 –ế ả ạ ả ấ ượ ỗ ẽ  
y 
     Hãy xác đ nh s  l ng t ng lo i ch  c n s n xu t đ  sao cho l i nhu n thu đ c c aị ố ượ ừ ạ ả ầ ả ấ ể ợ ậ ượ ủ  
doanh nghi p là cao nh t, bi t r ng t ng chi phí đ c xác đ nh theo bi u th c       C(x,y)ệ ấ ế ằ ổ ượ ị ể ứ  

2 22 2x xy y= + +

Gi i:ả
G i x là s  l ng s n ph m 1 c n s n xu t và y là s  l ng s n ph m 2 c n s n xu tọ ố ượ ả ẩ ầ ả ấ ố ượ ả ẩ ầ ả ấ
Khi  y doanh thu mà doanh nghi p này thu đ c làấ ệ ượ
                     ( , ) (150 ) (130 )D x y x x y y= − + −
                                 2 2150 130x x y y= − + −
Suy ra l i nhu n mà doanh nghi p thu đ c làợ ậ ệ ượ
                     ( , ) ( , ) ( , )L x y D x y C x y= −
               �   2 2 2 2( , ) (150 130 ) (2 2 )L x y x x y y x xy y= − + − − + +
               �   2 2( , ) 150 3 130 3L x y x x y y xy= − + − −
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Ta có h  ph ng trình ệ ươ
' ( , ) 150 6 0 22
' ( , ) 130 6 0 18
x

y

L x y x y x
L x y y x y

= − − =� =�
�� �= − − = =��

Ta có   

'' ( , ) 6

'' ( , ) 1

'' ( , ) 6

xx

xy

yy

L x y

L x y

L x y

= −
= −

= −
Đ t      Aặ '' (22,18) 6xxL= = −
            B '' (22,18) 1xyL= = −
            C '' (22,18) 6yyL= = −
          ∆ = AC – B2 = 35

Vì   
∆ = 35 > 0�

� Α = −6 < 0�
   nên (22,18) là đi m c c đ iể ự ạ

V y v i s  l ng ch  lo i 1 = 22 (kg) và ch  lo i 2 = 18 (kg) đ c s n xu t thì doanhậ ớ ố ượ ả ạ ả ạ ượ ả ấ  
nghi p thu đ c l i nhu n cao nh tệ ượ ợ ậ ấ

Ví d  2: ụ M t c a hàng may l  chuyên may 2 lo i áo s  mi M và S đ  cung c p cho các đ iộ ử ẻ ạ ơ ể ấ ạ  
lý. N u áo lo i M may đ c x(cái) thì giá bán m i cái s  là P(x) = 690 + 3x, và n u áo lo iế ạ ượ ỗ ẽ ế ạ  
S may đ c y(cái) thì giá bán m i cái s  là P(y) = 640 + 2y ượ ỗ ẽ
    Hãy xác đ nh s  l ng t ng lo i áo s  mi c n may đ  sao cho l i nhu n thu đ c c aị ố ượ ừ ạ ơ ầ ể ợ ậ ượ ủ  
c a  hàng  là   cao  nh t,  bi t   r ng   t ng  chi  phí  đ c  xác  đ nh  theo  bi u   th c        C(x,y)ử ấ ế ằ ổ ượ ị ể ứ  

2 26 5x xy y= + +

Gi i:ả
G i x là s  l ng áo lo i M c n may và y là s  l ng áo lo i S c n mayọ ố ượ ạ ầ ố ượ ạ ầ
Khi  y doanh thu mà doanh nghi p này thu đ c làấ ệ ượ
                     ( , ) (690 3 ) (640 2 )D x y x x y y= + + +
                                 2 2690 3 640 2x x y y= + + +
Suy ra l i nhu n mà doanh nghi p thu đ c làợ ậ ệ ượ
                      ( , ) ( , ) ( , )L x y D x y C x y= −      

                 � 2 2 2 2( , ) (690 3 640 2 ) (6 5 )L x y x x y y x xy y= + + + − + +               

                 � 2 2( , ) 690 3 640 3L x y x x y y xy= − + − −

Ta có h  ph ng trình ệ ươ
' ( , ) 690 6 0 100
' ( , ) 640 6 0 90
x

y

L x y x y x
L x y y x y

= − − =� =�
�� �= − − = =��
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Ta có   

'' ( , ) 6

'' ( , ) 1

'' ( , ) 6

xx

xy

yy

L x y

L x y

L x y

= −
= −

= −
Đ t      Aặ '' (100,90) 6xxL= = −
            B '' (100,90) 1xyL= = −
            C '' (100,90) 6yyL= = −
          ∆ = AC – B2 = 35

Vì   
∆ = 35 > 0�

� Α = −6 < 0�
   nên (100,90) là đi m c c đ iể ự ạ

V y v i s  l ng áo lo i M = 100 (cái) và áo lo i S = 90 (cái) đ c may thì c a hàng thuậ ớ ố ượ ạ ạ ượ ử  
đ c l i nhu n cao nh tượ ợ ậ ấ

Ví d  3:ụ  M t ti m t p hóa nh  chuyên kinh doanh 2 lo i m t hàng A và B. N u m t hàng Aộ ệ ạ ỏ ạ ặ ế ặ  
đ c mua vào x (cái) thì giá bán m i m t hàng s  là P(x) = 800 – 2x, và n u m t hàng Bượ ỗ ặ ẽ ế ặ  
đ c mua vào y (cái) thì giá bán m i m t hàng s  là P(y) = 820 – 2y.ượ ỗ ặ ẽ
    Hãy xác đ nh s  l ng t ng lo i m t hàng c n mua vào đ  sao cho l i nhu n thu đ cị ố ượ ừ ạ ặ ầ ể ợ ậ ượ  
c a ti m là cao nh t. Bi t r ng, giá mua vào c a m t m t hàng A là 60 + y và c a m t m tủ ệ ấ ế ằ ủ ộ ặ ủ ộ ặ  
hàng B là 90 + 2x

Gi i:ả
G i x là s  l ng m t hàng A c n mua vào và y là s  l ng m t hàng B c n mua vàoọ ố ượ ặ ầ ố ượ ặ ầ
Khi  y + Doanh thu mà ti m này thu đ c làấ ệ ượ
                     ( , ) (800 2 ) (820 2 )D x y x x y y= − + −
                                 2 2800 2 820 2x x y y= − + −
            + Chi phí mà ti m ph i b  ra làệ ả ỏ
                      C(x,y)  (60 ) (90 2 )y x x y= + + +

                                 
60 90 2
60 90 3

x xy y xy

x y xy

= + + +
= + +

Suy ra l i nhu n mà ti m thu đ c làợ ậ ệ ượ
                      ( , ) ( , ) ( , )L x y D x y C x y= −      

                �   2 2( , ) (800 2 820 2 ) (60 90 3 )L x y x x y y x y xy= − + − − + +               

                �   2 2( , ) 740 2 730 2 3L x y x x y y xy= − + − −

Ta có h  ph ng trình ệ ươ
' ( , ) 740 4 3 0 110
' ( , ) 730 4 3 0 100
x

y

L x y x y x
L x y y x y

= − − =� =�
�� �= − − = =��
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Ta có   

'' ( , ) 4

'' ( , ) 3

'' ( , ) 4

xx

xy

yy

L x y

L x y

L x y

= −
= −

= −
Đ t      Aặ '' (110,100) 4xxL= = −
            B '' (110,100) 3xyL= = −
            C '' (110,100) 4yyL= = −
          ∆ = AC – B2 = 7

Vì   
∆ = 7 > 0�

� Α = −4 < 0�
   nên (110,100) là đi m c c đ iể ự ạ

V y v i s  l ng m t hàng A = 110 (cái) và m t hàng B = 100 (cái) đ c mua vào thì ti mậ ớ ố ượ ặ ặ ượ ệ  
t p hóa này s  thu đ c l i nhu n cao nh tạ ẽ ượ ợ ậ ấ

Ví d  4: ụ M t h  gia đình d  đ nh m  c a hàng cho thuê xe đ p v i 2 lo i xe đ p là xe đ pộ ộ ự ị ở ử ạ ớ ạ ạ ạ  
đôi và xe đ p đua. Hi n t i gia đình này có 128 (tri u đ ng) đ  mua 2 lo i xe này. Bi tạ ệ ạ ệ ồ ể ạ ế  
r ng giá c a m t chi c xe đ p đua là Pằ ủ ộ ế ạ 1 = 6 (tri u đ ng) và giá c a m t chi c xe đ p đôiệ ồ ủ ộ ế ạ  
là P2 = 8 (tri u đ ng).ệ ồ
   Gi  s  khi h  gia dình này mua x chi c xe đ p đua và y chi c xe đ p đôi thì hàm t ng th iả ử ộ ế ạ ế ạ ổ ờ  
gian s  d ng c a 2 lo i xe này đ c xác đ nh theo bi u th c T(x,y) = 2xy + 4x + 16y + 27ử ụ ủ ạ ượ ị ể ứ
     Xác đ nh s  l ng t ng lo i xe mà h  gia đình này c n mua đ  sao cho hàm giá tr  sị ố ượ ừ ạ ộ ầ ể ị ử  
d ng là cao nh tụ ấ

Gi i:ả  G i x là s  l ng xe đ p đua và y là s  l ng xe đ p đôi h  gia đình này c n mua.ọ ố ượ ạ ố ượ ạ ộ ầ
Khi  y ta có 128 = 6x + 8yấ � 128 – 6x – 8y = 0
Ta có hàm Lagrane  ( , , 4 16 27) .(128 6 8 )F x y xy x y x yλ) = (2 + + + + λ − −

Ta có h   ệ

' ( , , 0 2 4 6 0 8
' ( , , 0 2 16 8 0 10

128 6 8 0 4' ( , , 0

x

y

F x y y x

F x y x y

x yF x yλ

� λ) = + − λ = =� �
� � �λ) = + − λ = =� �� � �
� � �− − = λ =λ) = � ��

Ta có các đ o hàm riêng   ạ ' ( , ) 6xg x y = −      ;      ' ( , ) 8yg x y = −
     '' ( , , 0xxF x y λ) =     ;     '' ( , , 2xyF x y λ) =     ;     '' ( , , 0yyF x y λ) =
Ta có ma tr n Hessian     ậ

                                    H

0
6
8

�
�= −�
� −�

     

6
0
2

−
    

8
2
0

− 




  ;   det(H) = 192

Vì det(H) = 192 > 0 nên A(8,10) là đi m c c đ iể ự ạ
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V y h  gia đình c n mua 8 chi c xe đ p đua và 10 chi c xe đ p đôi đ  t ng th i gian sậ ộ ầ ế ạ ế ạ ể ổ ờ ử 
d ng c a 2 lo i xe này là cao nh tụ ủ ạ ấ

Ví d  5: ụ M t nhà thám hi m d  đ nh th c hi n m t chuy n đi m o hi m vào r ng. Tr cộ ể ự ị ự ệ ộ ế ạ ể ừ ướ  
khi đi anh ta ph i chu n b  m t s  nhu y u ph m cho chuy n thám hi m, trong đó l ngả ẩ ị ộ ố ế ẩ ế ể ươ  
khô và n c ng t là 2 th  đ c  u tiên. Nhà thám hi m đ nh dùng s  ti n 160 (ngàn đ ng)ướ ọ ứ ượ ư ể ị ố ề ồ  
đ  mua 2 lo i này. Bi t r ng giá c a m t kilogram l ng khô là Pể ạ ế ằ ủ ộ ươ 1 = 6 (ngàn đ ng) và giáồ  
c a m t lít n c ng t là Pủ ộ ướ ọ 2 = 5 (ngàn đ ng).ồ
   Gi  s  khi nhà thám hi m mua x (kg) l ng khô và y (l) n c ng t thì hàm t ng th i gianả ử ể ươ ướ ọ ổ ờ  
s  d ng c a 2 lo i này đ c xác đ nh b i bi u th c ử ụ ủ ạ ượ ị ở ể ứ
    T(x,y) = 4xy – 50x – 35y + 149
   Hãy xác đ nh s  l ng t ng lo i nhu y u ph m mà nhà thám hi m c n mua   trên đ  saoị ố ượ ừ ạ ế ẩ ể ầ ở ể  
cho hàm giá tr  s  d ng là cao nh t.ị ử ụ ấ   

Gi i:ả  G i x là s  l ng l ng khô và y là s  l ng n c nhà thám hi m này c n mua.ọ ố ượ ươ ố ượ ướ ể ầ
Khi  y ta có 160 = 6x + 5yấ � 160 – 6x – 5y = 0
Ta có hàm Lagrane  ( , , 50 35 149) .(160 6 5 )F x y xy x y x yλ) = (4 − − + + λ − −

Ta có h   ệ

' ( , , 0 4 50 6 0 12,5
' ( , , 0 4 35 5 0 17

160 6 5 0 3' ( , , 0

x

y

F x y y x

F x y x y

x yF x yλ

� λ) = − − λ = =� �
� � �λ) = − − λ = =� �� � �
� � �− − = λ =λ) = � ��

Ta có các đ o hàm riêng   ạ ' ( , ) 6xg x y = −      ;      ' ( , ) 5yg x y = −
     '' ( , , 0xxF x y λ) =     ;     '' ( , , 4xyF x y λ) =     ;     '' ( , , 0yyF x y λ) =
Ta có ma tr n Hessian     ậ

                                    H

0
6
5

�
�= −�
� −�

     

6
0
4

−
    

5
4
0

− 




  ;   det(H) = 240

Vì det(H) = 240 > 0 nên B(12,5;17) là đi m c c đ iể ự ạ
V y nhà thám hi m này c n mua 12,5 (kg) l ng khô và 17 (l) n c đ  t ng th i gian sậ ể ầ ươ ướ ể ổ ờ ử 
d ng là cao nh tụ ấ
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