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Mé dau

Ly thuyét d6 thi 1a mot linh vuc da c6 tir lau va c6 nhiéu ung dung hién dai. Nhiing tu
tudng co ban cua Iy thuyét d6 thi duoc dé xuit vao nhitng nim dau cta thé ky 18 bai
nha toan hoc 16i lac ngum Thuy Sy Lenhard Eurler. Chinh 6ng 1a ngudi da sir dung dd
thi dé giai bai toan ndi tiéng vé cac cai cau ¢ thanh phd Konigsberg.

Do thi duogc st dung dé giai cac bai toan trong nhiéu linh vuc khac nhau. Chang han, d6
thi ¢6 thé sir dung dé xac dinh cac mach vong trong van dé giai tich mach dién. Chiing
ta ¢6 thé phan biét cac hop chat hoa hoc hitu co khac nhau véi ciing cong thirc phan tir
nhung khac nhau vé ciu triic phan tir nho do thi. Chiing ta cé thé x4c dinh hai may tinh
trong mang c6 thé trao doi thong tin dugc voi nhau hay khong nhd mo hinh do thi cia
mang may tinh. D4 thi c6 trong s6 trén cac canh c6 thé sir dung dé giai cac bai toan nhu:
Tim duong di ngin nhét giira hai thanh phd trong mang giao thong. Chung ta ciing con
sir dung d6 thi dé giai cac bai toan vé 1ap lich, thoi khoa biéu, va phan b tan s6 cho cac
tram phét thanh va truyén hinh.
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Bai 1: Cac khai niém co bén ciia Ly thuyét
do thi.

Cac khai niém co ban cua Ly thuyét do thi.
Pinh nghia co ban vé do thi

Do thi 12 mot cu trac roi rac bao gff)m cac dinh va cac canh ndi cac dinh nay. Chung ta
phan biét cac loai do thi khac nhau boi kiéu va sé lirong canh nbi hai dinh nao d6 cua dd
thi. Dé c6 thé hinh dung duoc tai sao lai can dén cac loai d6 thi khéac nhau, ching ta s€
néu vi du sir dung chiing dé mé ta mot mang mdy tinh. Gia st ta ¢6 mot mang gdm céc
may tinh va cac kénh dién thoai (goi tat 1 kénh thoai) ndi cac may tinh nay. Chung ta
c6 thé biéu dién cac vi tri dat nay tinh boi cac diém va cac kénh thoai ndi ching béi cac
doan nbi, xem hinh 1.

Hatay i : :
Bang nai &n glang

Thanh haa

Hé ChiMinh

Mam Birth

Hué Khinh haa

Hinh 1So d6 mang may tinh.

Nhan thiy ring trong mang ¢ hinh 1, giita hai may bt ky chi c6 nhidu nhat 13 mot kénh
thoai ndi ching, kénh thoai nay cho phép lién lac ca hai chiéu va khong c6 may tinh nao
lai dugc ndi voi chinh nd. So d6 mang may cho trong hinh 1 duoc goi 1a don do thi vo
huong. Ta di dén dinh nghia sau

Dinh nghia 1

Pon db thi vo huéng G = (V,E) bao gébm V 1a tip cac dinh, va E 14 tap cac cip khong co
thtr ty gom hai phan tir khac nhau cua V goi la céc canh.
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Trong trudng hop gitra hai may tinh nao d6 thuong xuyén phai truyén tai nhiéu thong
tin nguoi ta phai noi hai mdy nau boi nhi€u kénh thoai. Mang véi da kénh thoai gitra cac
may dugc cho trong hinh 2

Hatd ]
¥ . Biing nai An glang
Thath héa

Long an

HMam Blinh

Hué Khénh hoa

Hinh 2 So dé mang may tinh véi da kénh thoai.
Pinh nghia 2

Pa do thi vé huéng G= (V, E) bao gom V la tdp cdc dinh, va E la tdp cdc cdp khéng cé
thur ty gom hai phan tw khdc nhau cua V goi la cdc canh. Hai canh e 1 va e 2 dwoc goi
la canh lap néu chung cung twong wung voi mot cap dinh.

Hétd 7
3 . Biing nai &1 glang
Thatih hda

Long an

Mam Blinh

Hué Khénh haa

Hinh 3 So' d6 mang may tinh véi kénh thoai théng bdo.

RS rang mdi don db thi déu 1a da dd thi, nhung khong phai da dd thi ndo ciing 1a don d6
thi, vi trong da d6 thi c6 thé c6 hai (hodc nhi€u hon) canh n61 mot cap dinh nao do.

Trong mang may tinh c6 thé cé nhiing kénh thoai n6i mdt nay nao dé vdi chinh nd

(chang han voi muc dinh théng bao). Mang nhu vy duoc cho trong hinh 3. Khi d6 da
do6 thi khong thé mo ta dugc mang nhu vay, bdi vi c6 nhiing khuyén (canh néi mot dinh
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v6i chinh né). Trong trudng hop nayching ta can sir dung dén khai niém gid do thi vé
huong, dugc dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 3
Gia d6 thi v6 huéng G = (V, E) bao gom V 1a tap cac dinh va E 13 tip cac ciap khong

c6 thtr tw gdm hai phan tir (khong nhét thiét phai khac nhau) caa V goi 1a canh. Canh e
dugc goi la khuyén néu n6 c6 dang e = (u, u).

Hatiay :
Biong nai At glat
Thanh héa 2 s
Long an

Ham Blinh

3

Hué Khinh hoa

Hinh 4 Mang may tinh voi kénh thoai mot chiéu.

Cac kénh thoai trong mang may tinh c6 thé chi cho phép truyén tin theo mot chiéu.
Chang han, trong hinh 4 may chu ¢ Ha Noi chi c6 thé nhan tin tir cic may ¢ dia phuong,
c6 mot sO may chi c6 thé guri tin di, con cac kénh thoai cho phép truyén tin theo ca hai
chiéu dugc thay thé boi hai canh ¢6 hudng nguoc chiéu nhau.

Ta di dén dinh nghia sau.

Dinh nghia 4

Pon db thi ¢6 huéng G = (V, E) bao gdm V 1a tap cac dinh va E 13 tip cac cip co thi ty
gom hai phan tir khac nhau ctia V goi la cac cung.

Néu trong mang co thé c6 da kénh thoai mot chiéu, ta s& phai str dung dén khai niém da
do thi co huong:

Dinh nghia 5
Pa dé thi ¢é huéng G = (V, E) bao gom V la tdp cdc dinh va E la tdp cdc cdp c6 thir

tw gom hai phan tir khdc nhau ciia V goi la cdc cung. Hai cung e I, e 2 twong img véi
cung mot cap dinh dwoc goi la cung lap.
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Trong cac phan tiép theo chu yéu chiing ta s& lam viéc v?i don d6 thi vo hudng va don
do thi c6 hudng. Vi vay, dé cho ngan gon, ta s€ bo qua tinh tir don khi nhac dén chung.

Puong di. chu trinh. P thi lién thong
Dinh nghia 6

Puong di @6 dai n tie dinh u dén dinh v, trong d6 n la sé nguyén dwong, trén do thi vé
huwong G = (V,E)ladayx0,x1,...,xn-1,xn

trongdou=x0,v=xn,(xi,xi+tl) €k i=012,.. n-1

Puong di noi trén con c6 thé biéu dién duéi dang diy cac canh:

x0,x1) (x1,x2), .. (xn-1,xn)

Dinh u goi la dinh dau, con dinh v goi la dinh cudi ciia dwong di. Puong di ¢é dinh dau
trung voi dinh cuoi (tuc la u = v) dwoc goi la chu trinh . Puong di hay chu trinh duoc
goi la don néu nhw khong co canh nao bi lap lai.

Vidu 1 Trén dd thi véo hudng cho trong hinh 5: a, d, c, f, e la duong di don do dai 4.
Con d, e, ¢, a khong 1a duong di, do (c,e) khong phai 1a canh cua do thi. Day b, ¢, f, e, b
la chu trinh d¢ dai 5. Puong di a, b, e, d, a, b c6 dJ dai 1a 5 khong phai la duong di don,

do canh (a, b) c6 mat trong n6 2 lan.

b

d £ f
Hinh 5 Buong di trén do thi
Khai niém duong di va chu trinh trén dd thi c6 huéng duoc dinh nghia hoan toan tuong
tu nhu trong truong hop do thi vo hudng, chi khac 1a ta c6 cht y dén hudng trén cac
cung.

Pinh nghia 7.

Puong di dé dai n tir dinh u dén dinh v, trong d6, n la s6 nguyén dwong, trén do thi cé
huong G = (V,A) ladayx0,x1,...,xn-1,xn
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trongdou=x0,v=xn,xi,xi+l) €E i=0,1,2,.., n-1
Puong di noi trén con c6 thé biéu dién duéi dang diy cac cung:
x0,x1),xI1,x2), .. (xnl,xn)

Pinh u goi la dinh dau, con dinh v goi la dinh cudi ciia dwong di. Puong di cé dinh dau
trung voi dinh cuoi (tic la u = v) duoc goi la chu trinh . Puong di hay chu trinh dwoc
goi la don néu nhu khong co canh nao bi lap lai.

Vi du 2 Trén d6 thi c6 hudng cho trong hinh 1.6: a, d, ¢, f, e 1a duong di don d6 dai 4.
Con d, e, ¢, a khong 1a duong di, do (c,e) khong phai 1a canh cua dd thi. Day b, c, f, e, b
1a chu trinh d¢ dai 4. Puong di a, b, e, d, a, b c6 d0 dai 1a 5 khong phai 1a duong di don,
do canh (a, b) c6 mit trong né 2 1an.

Xét mOt mang may tinh. Mot cau hoi dat ra 1a hai may tinh bat ky trong mang nay c6 thé
trao d6i thong tin dugc v6i nhau hodc 1a truc tlep qua kénh noi1 chung hodc thong qua
mot hodc vai mdy tinh trung gian trong mang? Néu sir dung d6 thi dé biéu dién mang
may tinh ndy (trong d6 cc dinh cta dd thi twong Gmg v6i cac may tinh, con céc canh
tuong Gmg voi cac kénh ndi) cau hoi d6 duoc phat biéu trong ngdn ngir do thi nhu sau:
Tén tai hay khong duong di gitra moi cip dinh cua do thi.

Dinh nghia 8

Db thi vo hudng G = (V, E) dugc goi 12 lién thong néu ludn tim duoc dudng di gitta hai
dinh bat ky cua no.

Nhu vay hai may tinh bét ky trong mang c6 thé trao doi thong tin duogc voi nhau khi va
chi khi d6 thi turong ing v41 mang nay la do thi lién thong.

Vi du 3 Trong hinh 6: D6 thi G 1 lién thong, con d6 thi H 1a khong lién thong.

b

Q0

C
Hz
d
H1 I

Hinh 6 Pé thi G va H.
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Dinh nghia 9.

Ta goi dé thi con ciia d6 thi G = (V, E) la do thi H = (W, F), trong d6 W € Vva F S E.
Trong trudng hop d6 thi 14 khong lién thong, nd s& rd ra thanh mot s do thi con lién
thong d61 mdt khong c6 dinh chung. Nhitng do thi con lién thong nhu vay ta s€ goi la
cac thanh phan lién thong cua do thi.

Vi du 4. D6 thi H trong hinh 2 gém 3 thanh phan lién thong Hy, Ha, H3.

Trong mang may tinh cé thé c6 nhitng may (Nhiing kénh n6i) ma sy hong héc ciia no

s& anh hudng dén viéc trao do6i thong tin trong mang. Céc khai niém tuwong tmg véi tinh
huong nay dugc dua ra trong dinh nghia sau.

Pinh nghia 10.
Dinh v dwoc goi la dinh ré nhanh néu viéc loai bé v cung voi cdc canh lién thudc voi no
khoi do thi lam tang so thanh phan lién thong cua do thi. Canh e dwoc goi la cau néu

viéc loai bo né khéi do thi lam ting sé thanh phan lién théng cia do thi.

Vi du 5 Trong dd thi G & hinh2, dinh d va e 1a dinh r& nhanh, con cac canh (d, g) va (e,
f) 1a cau.

DBdi véi dd thi co huong c6 hai khai ni€ém lién thong phu thudc vao viéc ta cd xét dén
hudng trén cac cung hay khong.

Dinh nghia 11

Db thi ¢6 hudng G = (V, A) duoc goi 14 lién théng manh néu ludn tim duoc dudng di
gitra hai dinh bat ky cua no.

Dinh nghia 12

Db thi c6 huéng G = (V, A) duoc goi 1a lién thong yéu néu do thi vo hudng twong tng
v6i1 no 1a vo hudng lién thong.

RS rang néu d6 thi 1a lién thong manh thi né ciing 13 lién thong yéu, nhung diéu nguoc
lai 1a khong luén diing, nhu chi ra trong vi dun dudi day.

Vi du 6 Trong hinh 7 @6 thi G 1a lién thong manh, con H 14 lién thong yéu nhung khong
1a lién thong manh.
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b a b
a [ : [
ED E
e
A d G d
G H

Hinh 8 Dé thi lién théng manh G va dé thi lién thong yéu H.

Mot cau hoi dat ra 1a khi nao c6 thé dinh huéng cac canh cia mot d6 thi vo hudng lién
thong dé ¢ thé thu dugc dd thi c6 hudéng lién thong manh? Ta s& goi d6 thi nhu vay 1a
d6 thi dinh huéng dugc. Pinh 1y duéi dy cho ta tiéu chuan nhan biét mot do thi c6 1a
dinh hudéng dugc hay khong.

Pinh Iy 1

Do thi vo hudng lién thong 1a dinh huéng duogc khi va chi khi mdi canh ctia nd nam trén
it nhat mot chu trinh.

Chirng minh.

Diéu kién can. Gia st (u,v) 1a mdt canh ciia mot do thi. Tu sy ton tai duong di c6 hudng
tor u dén v va nguoc lai suy ra (u, v) phai nam trén it nhat mot chu trinh.

Diéu kién dui. Thu tyc sau ddy cho phép dinh hudng cac canh cta do thi dé thu duoc dd
thi c6 hudng lién thong manh. Gia st C 1a mdgt chu trinh nao doé trong dd thi. Pinh hudng
cac canh trén chu trinh ndy theo mét hudng di vong theo nd. Néu tit ca cac canh cia d6
thi 1a da dugc dinh hudng thi két thuc thu tuc. Nguoc lai, chon e 1a mgt canh chua dinh
huéng c6 chung dinh véi it nhit mot trong sé cac canh di dinh hudéng. Theo gia thiét tim
dugc chu trinh C’ chtra canh e. Pinh hudng cac canh chua dugc dinh hudng cua C’ theo
mot huéng doc theo chu trinh nay (khong dinh huéng lai cac canh da c6 dinh hudng).
Thu tyc trén s€ duoc lap lai cho dén khi tat ca cac canh cta dd thi duge dinh huong. Khi
d6 ta thu duoc dd thi c6 hudng lién thong manh.

Po thi vo hwong lién thong

Trong muc nay ching ta s& trinh bay mot s6 thudt ngir co ban cua Iy thuyét do thi. Trude
tién, ta xét cac thuat nglr mo ta cac dinh va canh cua do thi vo hudng.

Dinh nghia 13
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Hai dinh u va v ctia d6 thi vo huéng G duoc goi 13 ké nhau néu (u,v) 1a canh cua do thi
G. Néu e = (u, v) 13 canh cta d thi ta n6i canh nay 1a lién thudc véi hai dinh u va v,
hoic ciing ndi 1 ndi dinh u va dinh v, dong thoi cac dinh u va v s& dugc goi 13 cac dinh
dau cua canh (u, v).

Dé c6 thé biét ¢ vao nhiéu canh lién thudc véi mot dinh, ta dua vao dinh nghia sau
Dinh nghia 14

Ta goi bac cua dinh v trong dd thi vo hudng 1a s6 canh lién thudc véi nd va sé ky hi¢u
la deg(v).

Hinh 8 Do thi vé hudéng.

Vi du 7 Xét d6 thi cho trong hinh 8, ta c6
deg(a) =1, deg(b) = 4, deg(c) = 4, deg(f) =3,
deg(d) =1, deg(e) = 3, deg(g) =0

Pinh bac 0 goi 1a dinh co6 ldp. Pinh bac 1 dugc goi la dinh treo. Trong vi du trén dinh g
la dinh c6 1ap, a va d la cac dinh treo. Bac cta dinh c6 tinh chat sau:

Pinh Iy 2 Gid sit G = (V, E) la dé thi vé huwéng véi m canh. Khi dé tong bdc cua tdt ca
cdc dinh bang hai lan so cung.

Chirng minh. RS rang mdi canh e = (u, v) duoc tinh mét 1an trong deg(u) va mot lan
trong deg(v). Tir d6 suy ra tong tat ca cac bac cua cac dinh bang hai lan s6 canh.

Vidu 8 Do thi véi n dinh ¢6 bac 13 6 ¢6 bao nhiéu canh?
Giai: Theo dinh 1y 2 ta c6 2m = 6n. Tir d6 suy ra tong cac canh cua db thi 14 3n.

Hé qua 3 Trong dé thi vé huéng, sé dinh bdc 1é (nghia la c6 bdc la sé 1é) la mt sé
chan.
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Chirng minh. Thuc vay, goi O va U tuong tng 1a tap dinh bac 1é va tap dinh bac chin
cua do thi. Ta co

2m =3, ¢ ydeg(v) + 2, e o deg(v)

Do deg(v) 1a chin véi v 1a dinh trong U nén tong thtr nhit ¢ trén 13 s6 chin. Tir d6 suy
ra tong thtr hai (chinh 1a tong bac cua cac dinh bac 1€) cling phai 1a s6 chan, do tat ca cac
s0 hang cta no 1a s6 1€, nén tong nay phai gobm mot sO chan cac s6 hang. Vi vay, s6 dinh
bac 1¢ phai la s6 chan.

Ta xét cac thuat ngir twong tu cho do thi vo hudng.

Po thi c6 hwdng lien thong

Dinh nghia 15

Néu e = (u, v) 1a cung ctia do thi c6 hudng G thi ta n6i hai dinh u va v 13 ké nhau, va
nodi cung (u, v) ndi dinh u véi dinh v hodc cling ndi cung nay 1a di ra khdi dinh u va vao

dinh v. Pinh u(v) s& duoc gi la dinh dau (cudi) cta cung (u,v).

Tuong tu nhu khai niém bac, doi véi do thi c6 hudng ta c6 khai niém ban bac ra va ban
bac vao cua mot dinh.

DPinh nghia 16

Ta goi ban bdc ra (bdn béc vao) ciia dinh v trong do thi c¢6 hwdng la s6 cung cia do thi
di ra khoi no (di vao no) va ky hiéu la deg + (v) (deg - (v))

Hinh 9 Do thi ¢é hudng.
Vi du 9 Xét d6 thi cho trong hinh 9. Ta ¢6
deg - (a)=1, deg - (b)=2, deg - (c)=2, deg - (d)=2, deg - (e) = 2.

deg + (a)=3, deg + (b)=1, deg + (c)=1, deg + (d)=2, deg + (e)=2.

11/111



Do moi cung (u, v) s€ dugc tinh mdt lan trong ban bac vao ctua dinh v va mot lan trong
ban bac ra cua dinh u nén ta co:

Pinh Iy 4. Gid sit G = (V, E) la dé thi ¢6 huwéng. Khi dé

2m =

Rat nhiéu tinh chat ctia d6 thi c6 huéng khéng phu thudc vao hudng trén cac cung ciia
nd. Vi vay, trong nhiéu truong hop s€ thuan tién hon néu ta bo qua hudng trén cac cung

ctia d0 thi. Do thi vo hudng thu duge bang cach bé qua hudng trén cac cung duoc goi la
do thi vo huwong twong trng voi do thi c6 hudng da cho.
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Bai 2: Cac khai niém co ban ciia ly thuyét
do thi. Po thi Euler

Cac khai niém co ban ciia Ly thuyét do thi. P6 thi Euler
(phan 1)

Céc khai niém co ban ctia Ly thuyét d6 thi.D6 thi Euler
Cac loai d6 thi dic biét

Trong muc nay ta xét mot s6 don dd thi vo hudng dang dac biét xuét hién trong nhiéu
van dé ing dung thuc te.

Do thi diy di.

Db thi ddy du n dinh, ky hiéu boi Ky, 1a don d6 thi vo hudngma giira hai dinh bat ky cta
n6 ludn c6 canh ndi.

Céc db thi K3, K4, K5 cho trong hinh duéi day.

Hinh 1 Dé thi day di.
Db thi day du Ky c6 tit ca n(n-1)/2 canh, n6 1a don d6 thi c6 nhiéu canh nhat.
Do thi vong.

Do thi vong Cp, n>3. gém n dinh v, v2,. .. .vn va cac canh (v1,v2), (v2,v3) . .. (Vn-1,Vn),
(Vn,V1).
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bo thi vong C3, C4, Cs, Ce cho trong hinh 2

AT

3

Hinh 2 6 thivong C3,C4,C5,C6.
Do thi banh xe.

Do thi Wy thu duoc tir Cn béng cach bd sung vao mot dinh méi ndi voi tat ca cac dinh
cua Cp (xem hinh 3).

A M w®

Hinh 3 Do thi banhxe W3, W4, W5, W6.

Do thi 1ap phuong.

D6 thi 1ap phuong n dinh Qp 1 d6 thi voi cac dinh biéu dién 2" x4u nhi phan do dai n.
Hai dinh cta né goi 1a ké nhau néu nhu hai xau nhi phan tuong tmg chi khac nhau 1 bit.
Hinh 4 cho thiy Qn v6i n=1,2,3.

110 111
10 11
AL
100
] 1
= i 011
o0 01 000 001
Q1 Qs Qs

Hinh 4 D6 thi lap phiwong Q1, 02,0 3.
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Po thi hai phia.

Pon db thi G = (V, E) duoc goi 13 hai phia néu nhu tip dinh V ctia n6 c6 thé phan hoach
thanh hai tdp X va Y sao cho mdi canh ctia do thi chi n6i mot dinh nao d6 trong X véi
mot dinh nao do trong Y. Khi do ta sé sir dung ky hiéu G = (X?Y, E) dé chi d6 thi hai
phia véi tap dinh X?Y.

Dinh 1y sau day cho phép nhan biét mot don d thi c6 phai 1a hai phia hay khong.

Pinh Iy 1 Pon do thi la do thi hai phia khi va chi khi né khéng chiva chu trinh @6 dai lé.
Dé kiém tra xem mot d6 thi lién thong c6 phai 1a hai phia hay khong c6 thé ap dung thu
tuc sau. Cho v 1a mot dinh bat ky ctia do thi. bat X={v}, con Y 1a tdp cac dinh ké cua v.
Khi dé cac dinh ké cua cac dinh trong Y phai thudc vao X. Ky hiéu tip cac dinh nhu vay

1a T. Vi thé néu phét hién T 2 Y # @ thi d0 thi khong phai 1a hai phia, két thuc. nguoc
lai, ddt X = X ? T. Tiép tuc xét nhu vay ddi véi T 13 tép cac dinh ké cua T,. ..

Do thi hai phia G=(X ? Y, E) véi [X|= m, |Y| = n duoc goi 1a d6 thi hai phia day du va
ky hi¢u 1a K2 3, K33, K3,4 dugc cho trong hinh 5.

Kz Kz Kag

Hinh 5 : Do thi hai phia.

Do thi phing.

Do thi duge goi la dd thi phéng néu ta c6 thé v& nd trén mat phéng sao cho cac canh cua
n6 khong cat nhau ngoai & dinh. Cach vé nhu vay s€ duoc goi 1a biéu dién phang ciua do

thi.

Vi du d6 thi K4 1 phang, vi c6 thé v& né trén mit phang sao cho cac canh ctia n6 khong
cat nhau ngoai ¢ dinh (xem hinh 6).
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Hinh 6: D6 thi K 4 la do thi phdng.

Mot diéu dang luu y néu d6 thi 1a phang thi ludn c6 thé v& né trén mit phang véi cac
canh noi 1a cac doan thang khong cat nhau ngoai ¢ dinh (vi du xem cach v€ K4 trong
hinh 6).

Pé nhan biét xem mot dd thi co phai 1a do thi phéng c6 thé su dung dinh ly Kuratovski,
ma dé phat biéu n6 ta cin mot sd khai niém sau: Ta goi mdt phép chia canh (u,v) cua dd
thi 1a viéc loai bé canh nay khéi d6 thi va thém vao do thi mot dinh méi w cung véi hai
canh (u,w), (w, u) . Hai d6 thi G(V,E) va H=(W,F) duoc goi la déng cu néu ching co
thé thu dugc tir cung mot dd thi nao d6 nho phép chia canh.

Pinh ly 2 (Kuratovski). Do thi la phang khi va chi khi né khéng chita do thi con dong
cauvéi K 3,3 hoac K 5 .

Trong trudng hop riéng, dd thi K33 hodc K5 khong phai la d6 thi phang. Bai toan vé
tinh phang cua d6 thi K3 3 1a bai todn d6 noi tiéng vé ba can hd va ba hé thong cung cap
nang luong cho chung: Can xay dung hé théng dudng cung cip ning luong v6i mdi mot
can ho ndi trén sao cho chung khéng cét nhau.

D6 thi phang con tim duoc nhiing ing dung quan trong trong cong nghé ché tao mach
in.

Biéu dién phang ctia d6 thi s& chia mat phang ra thanh cac mién, trong dé c6 thé ¢ ca
mién khong bi chang. Vi duy, biéu dién phang cua d6 thi cho trong hinh 7 chia mét phang
ra thanh 6 mién R R2.. .. Re.

B

Hinh 7: Cdc mién twong vmg véi biéu dién phdng ciia do thi.
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Euler da chimg minh dugc rang cic cach biéu dién phing khac nhau ctia mot do thi déu
chia mat phang ra thanh cung mét s6 mién. Bé chimg minh diéu d6, Euler da tim dugc
moi lién h¢ gilra sO mién, so dinh cua do thi va s6 canh cua do thi phang sau day.

Dinh ly 3 (Cong thirc Euler). Gia su G la do thi phcfng lién thong voi n dinh, m canbh.
Goi r la s6 mién cua mat phang bi chia boi biéu dién phang cua G. Khi do

r=m-n-+2

C6 thé ching minh dinh 1y bang qui nap. Xét Vi du minh hoa cho 4p dung cong thiic
Euler.

Vi du 1 Cho G 1a db thi phang lién théng véi 20 dinh, mdi dinh déu c6 bac 1a 3. Hoi mit
phang bi chia 1am bao nhiéu phan boi biéu dién phang ctia d6 thi G?

Giai. Do mdi dinh cta dd thi déu c6 béc 1a 3, nén tong béc cta cac dinh 1a 3x20=60. Tt
do6 suy ra s6 canh cua d6 thi m=60/20=30. Vi vay, theo cong thurc Euler, s6 mién can tim
la

r=30-20+2=12.

Cac phuwong phap luwu trir do thi

Dé luu trir d6 thi va thuc hién cac thuat toan khac nhau véi d6 thi trén may tinh can phai
tim nhitng cau truc dir li€u thich hgp dé mo td do thi. Viéc chon cau tric dir li¢u nao
dé biéu dieén do thi co tac dong rat 16n dén hi€u qua cua thuat toan. Vi vay, viéc chon
lya cau trac dir liéu dé biéu dién do thi phu thudc vao tirng tinh huong cu thé (bai toan
va thuat toan cu thé). Trong muc nay ching ta s€ xét mot soO phuong phap co ban duogc
st dung dé biéu dién do thi trén may tinh, dong thoi cling phan tich mot cach ngan gon
nhitng vu diém cling nhu nhiing nhugc diém cua chung.

Ma tran ké. Ma trin trong s

Xét don dd thi vo huong G =(V,E), voi tap dinh V={1, 2,. .. n} , tdp canh E= {ey, €2, .
..,em }. Ta goi ma tran ké cta do thi G 1a ma tran.

A=(ajj:1,j=1,2,...,n)
Véi cac phan tir duoc xac dinh theo qui tic sau day:
aj,j =0, néu (i,j) € E va

aij=1, néu 4,j))€E, 1,j=1,2,...,n.
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Vi du 2 Ma tran tran ké cia d6 thi v6 huéng G cho trong hinh 2.8 1a:

4
1101101
0

S | O O

N | O B W
e
S
—_
e
—
—

11/0/1/0/1
000110
3
2 5
6
! 1 4
5 3 &

2
Hinh 2.8 D6 thi vé huong G va Do thi c¢6 huéng G 1 .
Céc tinh chat cua ma tran ké:
1) R rang ma tran ké ctia do thi v hudng 13 ma tran ddi xtng, tic 1a
a[i,j]=alj,i], ij =1,2,. . .,n. Nguoc lai, mdi (0,1)-ma tran ddi xuing cép n s€ tuong ung,
chinh xac dén cach danh s6 dinh (con noi la: chinh xac dén dang cau), véi mdt don do
thi vo hudng n dinh.

2) Tong cac phan tir trén dong i (cot j) ctia ma tran ké chinh bang béc cua dinh i (dinh j).

3) néu ky hiéu a;;? , i,j=1, 2,. . . ,n 12 phan tr ciia ma tran AP =A.A. . .A p thira s6. Khi

do aji? , i,j=1, 2,. .. ,n cho ta s6 duong di khac nhau tir dinh i dén dinh j qua p-1 dinh
trung gian.

Ma tran ké cua dod thi co huong dugc dinh nghia mdt cach hoan toan tuong tu.

Vi du 3 D6 thi ¢6 hudng G cho trong hinh 8 c6 ma tran ké 1a ma tran sau:

112/3/4/5/6
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1/10/1/1/0/0/0
2/0/0/0/0/0/0
3/0/1/0/1/0/0
4/0/0/0/0/0/0
50100101
6/ 000010

Luu ¥ rang ma tran ké ctia d6 thi ¢ huéng khong phai 1 ma tran ddi xing.

Chii y: Trén day chung ta chi xét don do thi. Ma tran ké cta da do thi c6 thé xay dung
hoan toan tuong tu, chi khac 1a thay vi ghi 1 vao vi tri a[i,j] n€u (i,)) 1a canh cua do thi,
chung ta s€ ghi k 1a s6 canh no1 hai dinh 1, j.

Trong rat nhiéu Vén dé tmg dung cua ly thuyét do thi, m6i canh e=(u,v) cua d6 thi duoc
gan véi mot con sd c(e) (con viét 1a c(u,v) g01 1a trong s6 ctia canh e. PO thi trong truong
hop nhu vay duoc g01 1a db thi c6 trong so. Trong trudng hop d6 thi co trong s, thay vi
ma tran ké, dé biéu dién d6 thi ta sir dung ma tran trong so.

C={c[ij].i,j=1,2,. .. n}
v6i c[ijl=c(ij) néu (i,j) € E va c[i,j]=dnéu(,j) € E

trong do s 8, tuy tung truong hop cu thé, c6 thé duoc dat béng mot trong céc gia tri sau
:0,+, -

Uu diém 16n nhét ctia phuwong phap biéu dién db thi bang ma tran ké (hodc ma trin trong
s0) la dé tra 161 cau hoi: Hai dinh u, v ¢6 ké nhau trén d6 thi hay khong, chung ta chi
phai thuc hién mdt phép so sanh. nhugce diém 16n nhat ctia phuong phép nay la : khong
phu thude vao sb canh cua dd thi, ta luon phai su dung n? don vi b nhg dé luu trit ma
tran ké cua no.

Danh sach canh (cung)

Trong truong hop d6 thi thua (d6 thi c6 s6 canh m thoa méan bt dang thirc: m < 6n)
nguoi ta thuodng dung cach biéu dién d6 thi dudi dang danh sach canh.

Trong cach biéu dién do thi bai danh sach canh (cung) ching ta s& luu trir danh sach tat
ca cac canh (cung) cua do thi vo huéng (co6 hudng). Mot canh (cung) e = (x,y) cta do
thi s& tuong Gng véi hai bién Dau[e] Cu01[e] nhu vy, dé luu trit d thi ta can st dung
2m don vi bd nhé. Nhuoge diém cua cach biéu dién nay la dé xac dinh nhirng dinh nao
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ctia d6 thi 14 ké v6i mot dinh cho trudc ching ta phai lam c& m phép so sanh (khi duyét

qua danh sach tat ca cac canh cua do thi).

Chii y: Trong trudng hop dd thi ¢6 trong s6 ta can thém m don vi b nhé dé luu trix trong
sO cua cac canh.

Vi du 2.4 Danh sach canh (cung) cua d thi G (G1) cho trong hinh 2.8 1a:

Dau | Cuoi
1 2
1 3
1 5
2 3
2 5
3 4
4 |5
4 16
5 6

Dau | Cuoi
1 2
1 3
3 2
3 4
5 |4
5 6
6 |5

Danh sach canh cua G

Danh sach ké

Danh sdnh cung cia Gi

Trong rat nhiéu van dé ung dung cta 1y thuyét do thi, cach biéu dién d6 thi duéi dang
danh séch ké 1a cach bi€u dién thich hop nhat dugc str dung.

Trong cach biéu dién nay, vdi moi dinh v ciia d6 thi chung ta luu trit danh sach cac dinh

ké v&i no, ma ta s€ ky hiu la

Ke(v)={ue V:(vyule E}

Khi d6 vong lip thuc hién véi mdi mot ph?ln tu trong danh sach nay theo thir tu cac phﬁn
tor duoc sap xEp trong nod s€ dugce viét nhu sau:

for u € Ke(v) do. . .

Ching han, trén PASCAL c6 thé mé ta danh sach nay nhu sau (Goi 1a c4u tric Forward

Star):
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Const

m=1000; {m-so canh}

n= 100; {n-so dinh}

var

Ke: array[1..m] of integer;
Tro: array[1..n+1] of integer;

Trong d6 Tro[i] ghi nhan vi tri bat diu cua danh sach ké cua dinh i, i=1, 2,. . .n,
Tro[n+1]=2m+1.

Khi d6 dong 1énh qui udc

foru € Ke(v) do

begin . . . end.

Co thé thay thé boi cAu tric 1énh cu thé trén PASCAL nhu sau
For 1:=Tro[v] to Tro[v+1]-1 do

Begin

U:=Ke[i];

End;

Trong rat nhiéu thuat toan 1am viéc véi do thi chung ta thudng xuyén phai thyc hién cac
thao tac: Thém hoac bét mot s6 canh. Trong truong hop nady cau truc dir li€u dung &
trén 1a khong thuan tién. Khi dé nén chuyén sang st dung danh séch ke lién két (Linked
Adjancency List) nhu mé ta trong chuong trinh nhap danh sach ké cua do thi tr ban
phim va dua danh sach d6 ra man hinh sau day:

Program AdjList;

Const

maxV=100;
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Type

link="node;

node=record

v:integer;

next:link;

End;

Var

],X,y,m,n,u,v:integer;

t:link;

Ke:array[ 1. .Vmax] of link;

Begin

Write(‘Cho so canh va dinh cua do thi:’); readln(m,n);
(*Khoi tao*)

for j:=1 to n do Ke[j]:=nil;

for j:=1 to m do

begin

write(‘Cho dinh dau va cuoi cua canh °,j,’:’);
readln(x,y);

new(t); t*.vi=x, t".next:=Ke[y]; Ke[y]:=t;
new(t); t*.v:i=y, t*.next:=Ke[x]; Ke[x]:=t;
end;

writeln(‘Danh sach ke cua cac dinh cua do thi:’);
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for J:=1 to m do
begin

writeln(‘Danh sachcac dinh ke cua dinh “,3,’:’);
t:=Ke[j];

while t*.next<>nil do
begin

write(t".v:4);
t:=t".next;

end;

end;

readln;

End.

Vi du 5 Danh sach ké cua cac d6 thi trong hinh 2.8 dugc mo6 ta trong hinh sau:

Dinh dau
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1 e | |3 s 5 nil
g | e—a— || |3 SRR
3 . K |4 | ml
e o [EE o ]S Je | ml
5 | —— || |2 s & B, | mil
£ |—— |4 | /|35 |al
Pinh dau

L 2 [ [ Ja]

2 | ai

s | 2 [ o [% [a1]

4 | ail

S | =& [ —0—wld TH]

nil
e | T[T |

Hinh 2.9 Danh sdch ké ciia do thi vé hwéng G va cé huéng G 1 cho trong hinh 2.8.

Dé y ring trong cach biéu dién nay ching ta can phai sir dung ¢& m+n don vi bd nhé.

Trong cac thuat todn mo ta & cac phan tiép theo hai cau truc danh sach ké va ma tran
trong s0 dugc st dung thuong xuyén.
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Cac khai niém co ban cua Ly thuyét do thi. Po thi Euler
(phan 2)

Céc khai niém co ban ctia Ly thuyét d thi. D6 thi Euler

Do thi eule

Dinh nghia.

Chu trinh don trong dd thi G di qua mdi canh ctia nd6 mot lan duogc goi la chu trinh Euler.
Puong di don trong G di qua mdi canh ctia né mot 1an duoc goi 1a duong di Euler. D6
thi dugc goi 1a do thi Euler néu n6 c6 chu trinh Euler, va goi la d6 thi ntra Euler néu n6
c6 duong di Euler.

R& rang moi do thi Euler luén 1a nira Euler, nhung diéu nguoc lai khéng ludn ding.
Cac thi du

Vi du 6 D6 thi G trong hinh 1 1a db thi Euler vi n6 c6 chu trinh Euler a, ¢, c, d, e, b, a.
Do thi G3 khong c6 chu trinh Euler nhung n6 c6 duong di Euler a, ¢, d, e, b, d, a, b, vi

thé G3 1a dd thi cira Euler. D6 thi G2 khong ¢ chu trinh ciing nhu duong di Euler.

a b a b a b

d c d C c d e

Hinh1:P6thiG1,G2,G3.
Vidu7: Do thi Ha trong hinh 1 1a dd thi Euler vi n6 ¢6 chu trinh Euler a, b, ¢, d, e, a.

Do thi H3 khong ¢6 chu trinh Euler nhung n6 c6 dudng di Euler ¢, a, b, ¢, d, b vi thé H3
13 db thi nira Euler. D6 thi Hi khong c6 chu trinh ciing nhu duong di Euler.
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4Ny d

Hl Hj H3

Hinh 1:PothiH1,H2, H3.

Diéu kién can va da dé mot do thi 1a mot dd thi Euler dugc Euler tim ra vao nam 1736
khi 6ng giai quyét bai todn hoc blia noi tieng the gidi thoi do ve bay cai cau ¢ thanh phd
Konigsberg va day la dinh ly dau tién cua ly thuyét do thi.

Dinh ly Euler va thuat toan Flor

Pinh 1y 4 (Euler). Do thi vé hudng lién thong G la do thi Euler khi va chi khi moi dinh
cua G déu co bdac chan.

Dé chimg minh dinh 1y trudc hét ta ching minh bb dé:
B6 dé 5 Néu bac cua mdi dinh cua do thi G khong nho hon 2 thi G chira chu trinh.
Chimg minh.

Néu G c6 canh lap thi khang dinh ctia bo dé 1 hién nhién. Vi vay gia sa G 1a don d6 thi.
Goi v 1a mdt dinh nao do cua G. Ta s€ xay dung theo qui nap duong di

V— V] >V2 —. ..

trong d6 v 1a dinh k& v6i v, con v6i i > 1 chon vit] # vi-l (c6 thé chon vi+1 nhu vy 1a
vi deg(vi) >2). Do tap dinh ctia G 1a hiru han , nén sau mot s6 hitu han budc ta phai quay
lai mot dinh da xuét hién trudc d6. Goi dinh dau tién nhu thé 1a vk. Khi d6, doan cua
duong di xay dung nam giita hai dinh vk 1a 1 chu trinh can tim.

Chtng minh dinh ly:
Can. Gia st G 1a d6 thi Euler tic 12 ton tai chu trinh Euler P trong G. Khi d6 cir mdi lan

chu trinh P di qua mot dinh ndo d6 cua G bac cia dinh d6 ting 1én 2. mit khac mdi canh
ctia do thi xuat hién trong P ding mdt 1an, suy ra mdi dinh cuia do thi diéu c6 bac chan.
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Pii.Quy nap theo so dinh va s canh ciia G. Do G lién thong va deg(v) 1a s6 chin nén
béc cia mdi dinh ctia n6 khong nho hon 2. Tir d6 theo bo dé G phai chira chu trinh C.
Néu C di qua tat ca cac canh cta G thi n6 chinh 1a chu trinh Euler. Gia str C khong di
qua tAt ca cac canh ctia G. Khi d6 loai bo khoi G tat ca cac canh thudc C ta thu duge
mot @b thi méi H van c6 bac 1a chin. Theo gia thiét qui nap, trong mdi thanh phan lién
thong ctia H diéu tim dugc chu trinh Euler. Do G 14 lién thong nén trong mdi thanh phan
ctia H c6 it nhat mot dinh chung vé6i chu trinh C. Vi vay, ta c6 thé xay dung chu trinh
Euler trong G nhu sau: bt dau tir mot dinh nao d6 cua chu trinh C, di theo cc canh cua
C chimng nao chua gip phai dinh khong c6 1ap ctia H. Néu gap phai dinh nhu vay ta s&
di theo chu trinh Euler ctia thanh phan lién thong ctia H chtra dinh d6. Sau d6 lai tiép tuc
di theo canh ciia C cho dén khi gip phai dinh khong c6 1ap ctia H thi lai theo chu trinh
Euler ciia thanh phan lién thong tuong mg trong H v.v... (xem hinh 12). Qua trinh s&
két thuc khi ta tré vé dinh xuét phét , ttrc 1a thu dugc chu trinh di qua mdi canh cia dd
thi ding mot lan.

Hinh 12 Minh hoa cho chirng minh dinh ly 4.

H¢ qua 6 Do thi vo huéng lién thong G 1a nira Euler khi va chi khi no ¢6 khong qué 2
dinh bac 1¢.

Chirng minh. Thuc vy , néu G c6 khong qué 2 dinh béc 1¢ thi s6 dinh bac 1é ctia n6 chi
c6 thé 1 0 hodc 2. Néu G khong 6 dinh bac 1¢ thi theo dinh 1y 4, n6 1 d6 thi Euler. Gia
sit G ¢6 2 dinh bac 1¢ 1a u va v. Goi H 1a d6 thi thu duoc tir G bang cach thém vao G mot
dinh méi w va hai canh (w,u) va(w,v). Khi do tit ca cac dinh ctia H diéu c6 bac chin,
vi thé theo dinh 1y 4, n6 c6 chu trinh Euler C. Xo4 bd khoi chu trinh nay dinh w va hai
canh ké no ta thu duoc dudng di Euler trong d6 thi G.

Gia str G 1a d6 thi Euler, tir chimg minh dinh Iy ta ¢6 thu tuc sau dé tim chu trinh Euler
trong G.
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Procedure Euler Cycle;

Begin

STACK:= & ; CE:= 0 ;

Chon u la mot dinh nao do cua do thi;
STACK ? u;

While STACK<> .0 do

Begin

X:=top(STACK); (* x la phan tu dau STACK)
If Ke(x)<> 4G then

Begin

Y:=dinh dau tien trong danh sach Ke(x);
STACK ? y;

(* loai bo canh (x,y) khoi do thi *)
Ke(x):=Ke(x)\ { y} ,

Ke(y):=Ke(y)\{ x} ;

End

Else

Begin

x «STACK; CE <x;

End;

End;

End;
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Gia sir G 1a d6 thi Euler, thuat toan don gian sau day cho phép xac dinh chu trinh Euler
khi [am bang tay.

Thuat toan Flor

Xuit phat tr mot dinh u nao dé cua G ta di theo cac canh cua ndé mot cach tuy y chi can
tuan tha 2 qui tac sau:

(1) Xo4 bo canh d3 di qua dong thoi xoa bo ca nhitng dinh ¢6 1ap tao thanh.
(2) O mbi bude ta chi di qua cau khi khong con cach lya chon nao khac.
Chirng minh tinh ding din cia thuit toan.

Trudc tién ta chi ra rang tha tuc trén c6 thé thyc hién ¢ mdi budc. Gia s ta di dén mot
dinh v nao do, khi d6 néu v # u thi d6 thi con con lai H 1a lién thong va chia dung hai
dinh bac 1¢ 1a v va u. Theo h¢ qua trong H c6 duong di Euler P tir v téi u. Do viéc xo0é
b6 canh dau tién cua duong di P khong lam mat tinh lién thong ciia H, tir d6 suy ra thu
tuc c6 thé thuc hién & mdi budc. Néu v=u thi 1ap luan & trén s& van ding ching ndo van
con canh ké voi u.

Nhu vay chi con phai chi ra thu tuc trén dan dén du(‘mg di Euler. Thyc vay trong G
khong thé con canh chua di qua khi ma ta sir dung canh cudi cung ke voi1 u (trong trudong
hop nguoc lai, viéc loai b6 mot canh nao dé ké véi mot trong s6 nhitng canh con lai
chl%’a di qua s& din dén mot do thi khong lién thong, va diéu d6 1a mau thuin voi gia
thiet ii).

Chtrng minh tuong tu nhu trong dinh 1y 1 ta thu duoc két qua sau day cho dd thi co
huong.

Pinh 1y 7 D6 thi c6 hudng lién thong manh 13 d6 thi Euler khi va chi khi

Deg (v)=deg (v), Vv E V.
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N o X [ d [
Bai 3: Do thi hamilton
D6 thi hamilton
DPinh nghia
DPuong di qua tit ca cac dinh cua d6 thi mdi dinh dang mot 1an duge goi 1a duong di
Hamilton. Chu trinh bat dau tir mot dinh v nao d6 qua tat ca cac dinh con lai mdi dinh
ding mot 1an rdi quay trd vé v dugce goi la chu trinh Hamilton. D6 thi G dugc goi 1a do
thi Hamilton néu n6 chra chu trinh Hamilton va goi 1a d6 thi nira Hamilton néu né cé
duong di Hamilton.

RS rang d6 thi Hamilton 13 ntra Hamilton, nhung diéu nguoc lai khéng con dung.

Vi du 1. Trong hinh 1: G3 1a Hamilton, G2 1a ntra Hamilton con Gi khong 1a ntra
Hamilton.

] i3z G

Hinh 1 Bé thi Hamilton G 3 , nita Hamilton G 2, va G 1 .

Cho dén nay vi¢c tim mot ti€u chuan nhan biét d6 thi Hamilton van con 1a md, mic du
day 1a mdt van dé trung tam cua ly thuyét do thi. Hon thé nira, cho dén nay cling chua
c6 thuat toan hi€u qua deé kiém tra mdt do thi ¢6 1a Hamilton hay khong. Cac ket qua thu
duoc phan 16n 1a dicu kién da dé€ mot do thi 1a do thi Hamilton. Phan 16n chiing diéu c6
dang "n€u G c6 s6 canh du 16n thi G 1a Hamilton". Mot két qua nhu vay duoc phat bicu
trong dinh ly sau day.

Pinh Iy va thuit toan liét ké tat ca cac chu trinh Hamilton.

Pinh Iy 1 (Dirak 1952)

Pon dd thi vo6 huéng G vdoi n>2 dinh, mdi dinh ¢6 bac khong nho hon n/2 1a do thi
Hamilton.

Chirng minh:
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Thém vao d6 thi G k dinh méi va ndi chung vai tit ca cac dinh cua G. gia sir k 13 s6 nho
nhat cac dinh can thém vao dé cho do6 thi thu duoc G’ 1a @6 thi Hamilton. Ta s€ chi ra
rang k=0. Thyc vay, gia st nguoc lai 1a k >0. Ky hi¢u

vV, P, W, ..., vla chu trinh Hamilton trong G’, trong d6 v, w 1a dinh ctia G con p 1a mdt
trong s cac dinh méi. Khi d6 w khong ké véi v vi néu nguoc lai, ta khong can st dung
p va diéu d6 12 méu thuln véi gia thiét k nho nhat. Hon thé nira dinh (w’ ching han) ké
v6i w khong thé di lién sau dinh v’ (ké voi v) vi rang khi d6 c6 thé thay

VopoW—... 2 VoW = ...V

boiv—>Vv —...>w— W —...— vbing cach dao nguoc doan ctia chu trinh nam
gitta w va v’. Tur 6 suy ra la s6 dinh cta d6 thi G’ khong ké voi w 1a khong nhé hon s6
dinh ke v&i v (tire 1a it nhat cling 1a bang n/2+k), dong thoi s6 dinh cua G’ ké voi w it ra
la phai bang n/2+k. Do khong c6 dinh nao cua G’ vira khong ké, lai vira ké véi w, cho
nén tong s6 dinh cua do thi G’ (G’ ¢6 n+k dinh) khéng it hon n+2k. Mau thuan thu duoc
da ching minh dinh ly.

Dinh Iy sau 14 tong quat hoa ctia dinh 1y Dirak cho db thi ¢6 hudng:

Pinh Iy 2 Gia st G 1a d6 c6 hudng lién thong véi n dinh.

Néu deg” (v)>n/2, deg ~ (v) >1/2, V Vv thi G 1a Hamilton.

C6 mot s6 dang d6 thi ma ta ¢ thé biét khi nao 1a d6 thi Hamilton. Mot vi du nhu vay
la do thi dau loai. Bo thi dau loai 1a d6 thi c6 hudng ma trong d6 hai dinh bat ky cua nd
duoc noi voi nhau boi ding mot cung. Tén dau loai xuat hién nhu vay vi do thi nhu vay
c6 thé dung dé bicu dién két qua thi dau bong chuyén, bong ban hay bat cit mot tro choi
nao ma khong cho phép hoa. Ta co6 dinh ly sau:

Pinh ly 3

1) Moi dd thi d4u loai 13 nira Hamilton.

i1) Moi dd thi dau loai lién thong manh la Hamilton.

Vidu 2 bo thi dau loai D5, Dg dugc cho trong hinh 3.2
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Dj DE

Hinh 2 Do thi ddu loai D 5, dédu loai lién thong manh D 6 .
Thuat toan liét ké tat ca cac chu trinh Hamilton cua d6 thi

Thuat toan sau day duoc xdy dung dua trén co so thudt toan quay lui cho phép liét ké tat
ca cac chu trinh Hamilton cua do6 thi.

Procedure Hamilton(k);

(* liet ke cac chu trinh Hamilton thu duoc bang viec phat trien day dinh (X[1],. . .,
X[k-1]) cua do thi G=(V,E) cho boi danh sach ke: Ke(v),v € V *)

begin

fory € Ke(X[k-1]) do

if (k =N+1) and (y=v 0 ) then Ghinhan(X[1],. .., X/n], v 0)
else

if Chuaxet[y] then

begin

X[k]:=y;

Chuaxet[y]:=false;

Hamilton(k+1);

Chuaxet[y]:=true;

end;
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end;

(* Main program*)

begin

forv € Vdo Chuaxet[v]:=true;

X[1]:=0; (* vO la mot dinh nao do cua do thi *)
Chuaxet[v0]:=false;

Hamilton(2);

end.

Vi du 3 : Hinh 3 du6i ddy m6 ta cay tim kiém theo thuat toan vira mo ta.

Hinh 3: D6 thi va cdy liét ké chu trinh Hamilton ciia né theo thudt todn quay lui.

Trong trudng hop d6 thi c6 khong qua nhiéu canh thuit toan trén c6 thé sir dung dé kiém
tra do thi c6 phai la Hamilton hay khong.

Bai tap

Bai tap 1: H6i nghi ban tron

Téng thu ky Dai hoi ddng Lién hop qudc triéu tap mot cude hop co6 N nha ngoai giao
cua N to chuc tham gia. Céc dai dién ngoai giao dugc bo tri ngoi quanh mot ban tron.
Giira mot s6 to chux: c6 quan hé cang thang, vi vay khong thé xép ho ngo1 canh nhau

duoc. Thong tin v& quan hé gitta cac t6 chtrc dugc cho dudi dang cip sé nguyén i, j néu
giira 2 t6 chirc nay c6 quan hé cing thang.
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Hay lap trinh gitip Tong thu ky Lién hop qudc b tri chd ngdi quanh ban hop. Cac t6
chire duge danh s6 tir 1 t6i N, 0 < N <= 500.

Dir liéu vao: tir file CONF.INP, dong dau tién chira s6 nguyén N, cac dong sau, mdi
dong mdt cdp s 1, j cho biét cac dai dién 1 va j khong ngdi canh nhau dugc. KEét thic 1a
mot dong chira 2 s6 0.

Két qua: dua ra file CONF.OUT. Néu khong c6 cach bd tri thoa mén yéu cau thi dua ra
thong bao KHONG CO, trong truong hop nguoc lai — dua ra day N s6 nguyén xac dinh
vi tri ai ngo1 canh ai quanh ban tron.

Vi du:

CONF.INP CONF.OUT

111974115821036

14

17

57

107

108

109

34

00

Bai tdp 2: Domino

Cho trude N con ¢ domino, hdy viét chuong trinh cho biét rang c6 cach sip N con cd
do6 theo ding luat domino sao cho cac con cd hinh thanh vong tron hay khong, néu cé
hay chi ra mot cach sap.

Dir liéu vao: file DOMINO.INP

Dong dau chira s6 N
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N dong tiép theo, mdi dong chira 2 s6 tir 0 dén 6 mang gia tri dai dién cho 2 dau cua
domino.

Dir liéu ra: file DOMINO.OUT

Dong dau chira s6 1 hodc 0 twong tmg véi sip duoc quan domino thanh vong tron va
khong sap dugc.

Néu dong dau 1a 1 (twong tng véi sip dugc) thi dong thir hai liét ké ra N chi s6 cua N
con co domino theo thir tu dé sap thanh vong tron. Néu dong dau 1a 0 thi khong c6 dong
thtr hai.

Vi du:

DOMINO.INP

4

53

56

23

62

DOMINO.OUT

1

1342

Bai tap 3: Kiém tra duong

Mot tram quang duong giao thong phai chiu trach nhiém vé tinh trang ctia mot mang
lu6i giao thong ndi gitta cac diém dan cu. Hang thang, ho phai cir mot doi di kiém tra
mdt vong qua khap mang ludi dé xem xét tinh trang hién thoi cua cac duong giao thong
nham bdo stra chira kip thoi néu ¢6 nhu cau. Hay viét chuong trinh nhép vao mang ludi
giao thong va giup tram quyét dinh 19 trinh cua d¢i kiém tra sao cho c6 thé tham tat ca

cac con dudng ma téng chiéu dai doan duong di qua 14 nhé nhat.

Bai tap 4: M3 di tuan
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Hay cai dat chuong trinh xac dinh 10 trinh ctia con ma trén ban co 8x8 6 bat dau tur 6 (i,
j) di qua tat ca cac 6 cua ban cd vamoi 6 chi 1 lan duy nhat.

M6 rong véi truong hop ban co kich thudc NxN.

Bai tap 5: Hoi nghi ban tron

Co 12 ngu:ol ngdi chung 1 ban ti¢c tron. M01 ngudi co it nhat 6 nguorl quen. Hay chi ra
cach sap X€p sao cho mdi nguoi déu ngdi canh nguodi minh quen . Tong quat, hiy sap

N ngudi ngdi chung quanh ban tron sao cho mdi ngudi déu ngdi canh ngudi minh quen.
Biét moi nguoi ¢ it nhat (N + 1)/2 nguoi quen.
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Bai 4: Cay va cay khung cua do thi
Cay va cay khung cta d6 thi
Cay va cac tinh chit co ban ciia ciy

Pinh nghia 1 Cay la mot do thi vo hudng lién thong, khong chira chu trinh va co it nhat
hai dinh.

Mot d6 thi vo hudng khong chira chu trinh va c6 it nhat hai dinh goi 1a mot rimg. Trong
mot rung, moi thanh phan lién thong 1a mot cay.

Vi du 1 Rung sau c6 3 cay:

O

Ménh @& 1 Néu T 1a mot cdy c6 n dinh thi T c6 it nhat hai dinh treo.

Chirng minh: Lay mot canh (a,b) tuy ¥ cua cay T. Trong tap hop cac duong di so cap
chtra canh (a,b), ta lay duong di tir u den v dai nhat. Vi T 1a mot ciy nén u # v. Mit
khéc, u va v phai 1a hai dinh treo, vi néu mot dinh, u chang han, khong phai 1a dinh treo
thi u phai 1a dau mat cua mot canh (u,x), vdi x 1a dinh khong thuoc duong di tir u dén v.
Do d6, duong di so cap tir x dén v, chira canh (a,b), dai hon dudng di tir u dén v, trai voi
tinh chat duong di tir u dén v da chon.

Pinh Iy 2: Cho T 1a mot do thi ¢6 n > 2 dinh. Cac diéu sau la twong duong:

1) T 1a mot cay.

2) T lién thong va c6 n?1 canh.

3) T khong chira chu trinh va c6 n?1 canh.

4) T lién thong va mdi canh 14 cau.
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5) Gitra hai dinh phan biét bat ky cta T ludn c6 duy nhat mot duong di so cap.

6) T khong chira chu trinh nhung khi thém mdt canh mdi thi c6 duge mot chu trinh duy
nhét.

Chirng minh:1)=2) Chi can ching minh rang mét cdy c6 n dinh thi ¢6 n?1 canh. Ta
ching minh bang quy nap. Diéu nay hién nhién khi n=2. Gia sir cdy c6 k dinh thi c6 k?1
canh, ta ching minh ré‘mg cay T c6 k+1 dinh thi c6 k canh. That vay, trong T néu ta xo4
mot dinh treo va canh treo twong tng thi d6 thi nhan duoc 1a mot cay k dinh, cay nay co
k?1 canh, theo gia thiét quy nap. Vay cay T c6 k canh.

2)=3) Néu T c6 chu trinh thi bo di mot canh trong chu trinh nay thi T van lién thong.
Lam lai nhu thé cho dén khi trong T khong con chu trinh nao ma van lién thong, lic d6
ta dugc mot cay c6 n dinh nhung c6 it hon n?1 canh, trai voi 2).

3)=4) Néu T c6 k thanh phan lién théng T, ..., Tk lan luot c6 sb dinh 1a ny, ..., nk (v6i
ni+n2+ ... +nk=n) thi mdi Tj 1a mot cay nén no co b canh la nj?1. Vay ta cé

n—1=(n;-1)~(n.—1)+ . +(n.—1)=(n;—n,+ .. —n.)-k=n-k.

Do d6 k=1 hay T lién thong. Hon nita, khi bé di mot canh thi T hét lién thong, vi néu
con lién thong thi T 1a mdt cay n dinh véi n?2 canh, trai véi di€u da ching minh ¢ trén.

4)=5) Vi T lién thong nén giira hai dinh phan biét bat ky cua T ludn c¢6 mot duong di so
cap, nhung khong thé dugc ndi boi hai duong di so cap vi néu the, hai duong do sé tao
ra mot chu trinh va khi bé mdt canh thudc chu trinh nay, T van li€n thong, trai voi gia
thiét.

5)=6) Néu T chira mot chu trinh thi hai dinh bat ky trén chu trinh ndy s& dugc nbi boi
hai duong di so cap. Ngoai ra, khi thém mot canh méi (u,v), canh nay s€ tao nén voi
duong di so cap duy nhat n6i u va v mgt chu trinh duy nhat.

6)=1) Néu T khong lién thong thi thém mot canh ndi hai dinh ¢ hai thanh phan lién
thong khac nhau ta khong nhan dugc mdt chu trinh nao. Vay T lién thong, do do6 n6 la
mot cay.

Cay khung ciia do thi

Pinh nghia 2. Gia st G = (V, E) 1a d thi v6 hudng lién thong. Cay T = (V, F) v6i F
E duoc goi 1a cay khung cua db thi G.

Vi du 2 Db thi G va cay khung ctia nd dugc cho trong hinh 2
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]

=
Hinh 2 D thi va cac ciy khung cua né.
Dinh 1y sau day cho biét sd lwong cay khung cuia d6 thi dy du Kp:
Pinh Iy 3 (Cayley). S6 lirong cdy khung ciia dé thi K n la n n-2 .
Dinh 1y 3 cho thay sb lugng cdy khung ciia d6 thi 1a mot so rat 16n. Bay gio ta xét
ap dung cua thuat todn tim kiém theo chiéu sau va theo chiéu rong trén do thi dé xay
dung cay khung ctia d6 thi vo huéng lién thong. Trong ca hai trudng hop mdi khi ta dén
duoc dinh méi u (trc Chuaxet[u]=true) tir dinh v thi canh (v, u) s€ dugc két nap vao cay
khung. Hai thuat todn tuong trng dugc trinh bay trong hai thu tuc sau day.

Procedure stree DFS(v);

(* tim kiem theo chieu sau ap dung vao tim tap canh cua cay khung T cua do thi vo
huong lien thong G cho boi danh sach ke. Cac bien Chuaxet, Ke, T la toan cuc®)

begin
Chuaxet[v]:=false;
Foru € Ke(v) do
If Chuaxet[u] then
Begin

T:=T7? (uv),
STREE DFS(u);
End;

end;

(* Main Program *)
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begin

(* Initialition *)

foru € Vdo Chuaxet[u]:=true;

T:=.0;(*Tlatap canh cua cay khung *)
STREE_DFS(root); ( root la dinh nao do cua do thi *)

end.

Procedure Stree BFS(v),

(* tim kiem theo chieu rong ap dung tim tap canh cua cau khung T cua do thi vo huong
lien thong G cho boi danh sach Ke *)

begin
Queue:= O ;
Queue <=r;

Chuaxet[r]:=false;
While queue <> @ do
Begin

V < queue;

Forr € Ke(v) do

If Chuaxet[u] then
Begin

Queue =u;
Chuaxet[u]:=false;

T:=T7? (uv),
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End;

End;

end;

(* Main Program *);

begin

foru € Vdo Chuaxet[u]:=true;

T:=.0;(*Tlatap canh cua cay khung *)

Stree BFS(root); (* root la mot dinh tuy y cua do thi *)
end.

Chua y:

1. Lap luan tuwong ty nhu trong phan trudce ¢ thé chi ra duoc rang cac thudt todn mo ta
O trén ¢6 do phuc tap tinh toan O(m+n).

2. Cay khung tim duogc theo tha tuc Stree. BFS() 1a cay duong di ngan nhat tir gbc r dén
tat ca cac dinh con lai cua do thi.

XAy dung tip cac chu trinh co bén ciia do thi

Bai toan xay dung cdy khung ctia d6 thi lién quan chit ch& dén mot s6 bai toan img dung
khac cua ly thuyét do thi: bai toan xay dung tap céc chu trinh co ban cua dé thi ma ta sé
x¢€t trong muc nay.

Gia st G=(V, E) 1a don d6 thi vo hudng lién thong, H=(V, T) 1a cdy khung cta né. Céc
canh cua do thi thudc cay khung ta s€ goi 1a cac canh trong, con cac canh con lai s€ goi

la canh ngoai.

Pinh nghia 3 Néu thém mot canh ngoai e € E\T vao ciy khung H chiing ta s& thu duoc
ding mgt chu trinh trong H, ky hi€u chu trinh nay 1a Ce. Tap cac chu trinh 7= { Ce : €
€ E\T } duogc goi la tap cac chu trinh co ban cia do thi G.

Gia su A va B 1a hai tap hop, ta dua vao phép toan sau

A?B=(A?B)\(A?B).
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Tap A ? B duoc goi 1a hidu ddi xing cua hai tap A va B.

Tén goi chu trinh co ban ga"ln lién véi su kién 1a mdi chu trinh cua d6 thi déu co thé thu
dugc tir cac chu trinh co ban nhu chi ra trong dinh 1y sau day:

Pinh 1y 3 Gia st G=(V,E) 1a d6 thi vo hux)’ng lién thong, H=(V,T) la cay khung ctua no
Khi 6 moi chu trinh ctia d6 thi G diéu c6 thé biéu dién nhu 13 hiéu d6i xtimg ctia mot s6
cac chu trinh co ban.

Viéc tim tap hop chu trinh co ban giit mot vai trd quan trong trong van dé giai tich mang
dién. Cu thé hon, theo moi chu trinh co ban ctia do6 thi twong img véi mang dién can
phan tich ta s€ thiét 1ap dugc mot phuong trinh tuyén tinh theo dinh luét Kirchoff: tong
hi¢u di¢n thé doc theo mdt mach vong la bang khong. Hé thong phuong trinh tuyén tinh
thu dugc cho phép tinh todn hi¢u dién thé trén moi duong day cua ludi dién.

Ta s€ xay dung thuat toan xay dung cac chu trinh co ban dua trén thu tuc tim kiém theo
chiéu sau trén do thi. Thuat toan c6 cau truc twong tu nhu thuat todn xay dung cay khung
theo thu tuc tim ki€m theo chiéu sdu mo ta trong muc trudc.

Thuat toan xay dung tap cac chu trinh co ban.

Gia thiét rang d6 thi G=(V,E) duoc m6 ta bang danh sach Ke(v),ve€ V.

Procedure Cycle(v);

(* tim kiem cac chu trinh co ban cua thanh phan lien thong chua dinh v; cac bien d, num
, stack, index la bien toan cuc *)

begin

d:=d+1; stack[d]:=v; num:=num+1;index[v]:=num;
foru € Ke(v) do

if index[u]=0 then cycle(u)

else

if (u <> stack[d-1]) and (index[v]>index[u]) then
<Ghi nhan chu trinh voi cac dinh:

stack[d], stack[d-1].. . ., stack[c], voi stack[c]=u>
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d:=d-1;

end;

(* Main Program *)

begin

forv € Vdo Index[v]:=0;
num:=0; d:=0; stack[0]:=0;
forv € Vdo

if Index[v]=0 then cycle(v);
end.

Chu y: DB phuc tap tinh toan cua thuat toan vira moé ta 1a O(|E| |V ).
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Bai 5: Bai toan cay khung nho nhat
Bai toan tim dudng di ngin nhét

Trong cac ung dung thyc té, vai toan tim dudng di ngan nhat giita hai dinh cia mot d6
thi lién thong c6 mot ¥ nghia to 16n. Co thé din vé bai toan nhu vay nhiéu bai toan thyc
té quan trong. Vi dy, bai toan chon mdt hanh trinh tiét kiém nhat (theo tiéu chuan hoic
khoang cach hoac thoi gian hodc chi phi) trén mdt mang giao thong dudong bd, duong
thity hodc duong khong; bai toan chon mot phuong phap tiét kiém nhat dé dwa ra mot
hé théng dong lyc tur trang thai Xuét phat dén trang mat trang thai dich, bai toan lap lich
thi cong cac cong cac cong doan trong mdt cong trinh thi cong 16n, bai todn lya chon
dudng truyén tin v6i chi phi nhé nhat trong mang thong tin, v.v... Hién nay c6 rat nhiéu
phuong phap dé giai cic bai toan nhu vdy. Thé nhung, thong thuong, cac thudt toan
duoc xay dung dua trén co so 1y thuyét d6 thi to ra 1a cac thuét toan c6 hiéu qua cao
nhat. Trong chuong nay chiing ta s& xét mot s6 thuat toan nhu vay.

Cac khai niém mé dau

Trong bai nay chung ta chi Xet d6 thi c6 huéng G =(V.E), |V|=n, [E|=m v&i cac cung
dugc gan trong sO, nghia la mdi cung (u,v) € E ctia nd duoc dit tuong ung voi mot sO
thuc a(u,v) got la trong sb cua no. Chung ta s€ dat a(u,v) = néu (u,v) € E. Néu day
V0, V1, . . ., vp la mot duong di trén G, thi do dai cua n6 duoc dinh nghia la téng sau

f:],a(viflavD

tu’c 1a, do dai cua duong di Chll’lh 1a tong cua cac trong sd trén cac cung cta nd. (Cha y
rang néu chung ta gan trong so cho tat ca cung déu bang 1, thi ta thu dugc dinh nghia
d6 dai ctia duong di nhu 14 s6 cung cua duong di gidng nhu trong cac chuong trudc da
x¢Et).

Bai toan tim duong di ngin nhat trén d6 thi dudi dang tong quat co thé phat biéu nhu
sau: tim duong di c6 do dai nho nhat tir mot dinh xuét phat s €V dén dinh cubi (dich) t
€ V. Puong di nhu vay ta s& goi 1a duong di ngin nhét tir s dén t con do dai ctia no ta s&
ky hiéu 1a d(s,t) va con goi 1a khoang cach tir s dén t (khoang cach dinh nghia nhu vay
c6 thé 1a s6 4m). Néu nhu khong ton tai duong di tir s dén t thi ta s& dit d(s,t) = . RS
rang, néu nhu mdi chu trinh trong do thi déu c6 do dai duong, trong dudng di ngin nhat
khong c6 dinh nao bi 1ap lai (duong di khong co dinh 1dp lai s€ goi la duong di co ban).
Mit khac néu trong db thi ¢6 chu trinh v&i do dai am (chu trinh nhu vay dé goi ngan gon
ta goi 1a chu trinh 4m) thi khoang cach giita mot s6 cip dinh nao d6 cua db thi c6 thé 1a
khong xac dinh, béi vi, bang cach di vong theo chu trinh ndy mot s6 di 16n 1an, ta 6 thé
chi ra duong di giita cac dinh nay c6 do dai nhé hon bat cir sé thuc cho trude nao. Trong
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nhimg truong hop nhu vy, c6 thé dit van dé tim dudng di co ban ngan nhat, tuy nhién
bai toan dit ra s& trd nén phirc tap hon rat nhiéu, béi vi nd chira bai toan xét sy ton tai
duong di Hamilton trong do thi nhu 1a mot truong hop riéng.

Trude hét can chi ¥ rang néu biét khoang cach tir s dén t, thi duong di ngan nhat tir s
dén t, trong trudng hop trong sé khong am, c6 thé tim duoc mot cach d& dang. Dé tim
duong di, chi can dé y 1a d6i voi cip dinh s, t € V tuy ¥ (s <> t) luén tim duge dinh v
sao cho

dis.t)=dis.v) +a(v.t).

Thuc Vﬁy, dinh v nhu vay chinh 1 dinh di truée dinh t trong dudng di ngin nhit tir s
dén t. Tlep theo ta lai c6 thé tim dugc dmh u sao cho d(s, V) d(s,u) +a(u,v), ... Tu gia
thiét vé tinh khong am cua cac trong s6 dé dang suy ra rang diy t, v, u, khong chtra
dinh 13p lai va két thuc & dinh 5. RO rang day thu duoc x4c dinh (néu lat nguoc thu tu
cac dinh trong no) duong di ngdn nhét tir s dén t. Tir d6 ta c6 thudt toan sau day dé tim
duong di ngdn nhit tir s dén t khi biét do dai cua né.

Procedure Find Path;
(* Pau vao:
D/[v] - khodng cdch tir dinh s dén tdt ca cdc dinh con laiv € V;
- dinh dich;
alu,v], u, v € V—ma trgn trong 56 1rén cdc cung.
Pau ra:
Mang Stack chira day dinh xac dinh duong di ngan nhét tir s dén t
*)
begin
stack:= O ; stack <t; v:=t;

while v <> s do

begin
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u:=dinh thoa man d[v]=d[u]+a[u,v];
stack = u;

vi=u;

end;

end;

Chu y rang d6 phirc tap tinh toan cia thuat toan 1a O(nz), do dé tim dinh u ta phai xét qua
tat ca cac dinh cta d6 thi. TAt nhién, ta ciing c6 thé str dung k¥ thuat ghi nhan duong di
da trinh bay trong chuong 3: dung bién mang Truoc[v], v€ V, dé ghi nhd dinh di trudc
v trong dudng di tim kiém.

Ciing can luu ¥ thém 1a trong truong hop trong s trén cac canh 13 khong am, bai toan
tim duong di ngén nhét trén d6 thi vo hudng c6 thé dan vé bai toan trén do thi co hudng,
bang cach thay d6i mdi canh ctia nd boi né boi hai cung c6 hudéng nguoc chiéu nhau voi
cung trong sd 14 trong sb ciia cac canh ‘tuong ung. Tuy nhién, trong truong hop co6 trong
s0 am, viéc thay nhu vay co thé dan dén chu trinh Am.

Puwong di ngin nhat xuat phat tir mét dinh. Thuit toan ford-bellman

Phan 16n cac thuit toan tim khoang cach giita hai dinh s va t duoc xay dung nhd k¥ thuat
tinh toan ma ta ¢ thé mo ta dai thé nhu sau: tr ma tran trong s6 aju,v], u,v € V, ta tinh
can trén d[v] ctia khoang cach tir s dén tat ca cac dinh v € V. Mbi khi phat hién

d[u] +afu,v] <d[v] (1)
can trén d[v] s& dugc lam tot 1én: d[v] + a[u,v].

Qua trinh d6 s& két thuc khi nao chiing ta khong 1am tét thém duoc bat ky cin trén nao.
Khi d6, rd rang gia tri cia mdi d[v] s& cho khoang cach tir dinh s dén dinh v. Khi thé
hién k¥ thuat tinh todn nay trén may tinh, can trén d[v] s€ dugc goi 1a nhan cua dinh v,
con vi¢e tinh lai cac can nay s€ dugc goi 1a thu tuc gan. Nhan théy rﬁng dé tinh khoang
cach tur s dén t, & day, ta phai tinh khoang cach tir s dén tat ca cac dinh con lai cua db thi.
Hién nay van chua biét thuat toan nao cho phép tim dudng di ngan nhit gitra hai dinh
1am viéc thyc su hiéu qua hon nhitng thuit toan tim dudng di ngan nhat tir mot dinh dén
tat ca cac dinh con lai.

So d6 tinh toan ma ta vira mo ta con chua xac dinh, bdi vi con phai chi ra thir ty cac dinh

u va v dé kiém tra diéu kién (1). Thir ty chon nay c6 anh huong rat 16n dén hiéu qua cua
thuat toan.
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Bay gio ta s€ mo ta thl‘lﬁt toan Ford-Bellman tim dudng di ngan nhat tir diph s dén tat ca
cac dinh con lai cua do th‘i. Thuat toan lam viéc trong trudng hop trong s6 cua cac cung
1a tuy y, nhung gia thiét rang trong do thi khong ¢6 chu trinh am.
Procedure Ford Bellman
(* Pau vao:
Do thi ¢6 huéng G=(V,E) véi n dinh,
s € Vlia dinh xud'tphdt, Alu,v], u, v €V, ma tran trong 56;
Gia thiét: DO thi khong c6 chu trinh am.
Pau ra:
Khodng cdch tir dinh s dén tat cd cac dinh con lai dfv], v € V.
Trueée[v], v € V, ghi nhdn dinh di trude v trong dwong di ngdn nhat tir s dén v.*)
begin
(* Khot tao *)
forv € Vdo
begin

d[v]:=a[s,v];

Truoc|v]:=s;
end;
d[s]:=0;

for k:=1 to n-2 do
forv € s} do
foru € Vdo

if d[v] > d[u] +a[u,v] then
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begin
d[v]:=d[u]+a[u,v];
Truoc[v]:=u;

end;

end;

Tinh dting dan cua thuat toan c6 thé chimg minh trén co sé trén nguyén 1y tbi uru ctia quy
hoach dong. RO rang 1a do phuc tap tinh toan cta thuat todn la O(n3). Luu y rang chiing
ta c6 thé chdm durt vong 1ap theo k khi phét hién trong qua trinh thyc hién hai vong lap
trong khong c6 bién d[v] nao bi ddi gid tri. Viéc nay co thé xay ra ddi voi k<n-2, va diéu
d6 lam tdng hi€u qua cua thuat toan trong viéc giai cac bai toan thuc té. Tuy nhién, cai
tién d6 khong thuc sy cai thién dugc danh gia d phuc tap ctia ban than thuat toan. Péi
v6i @6 thi thua tét hon 13 st dung danh sach ké Ke(v), v€ V, dé biéu dién db thi, khi d6
vong lap theo u can viét lai dudi dang

Foru € Ke(v) do

If d[v] > d[u] + a[u,v] thenBegin
D[v]:=d[u]+a[u,v]; Truoc[v]:=u;
End;

Trong truong hop nay ta thu dugc thuat toan vaoi d phuc tap O(n,m).

Vi du 1 xét do thi trong hinh 1. Cac két qua tinh toan theo thuat toan dugc mo ta trong
bang dudi day
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Hinh 1. Minh hoa thudt toan Ford Bellman.

k | d[1] Truoc[1] | d[2] Truoc[2] | d[3] Truoc[3] | d[4] Truoc[4] | d[5] Truoc[5]

0, 1 1,1 o, 1 o, 1 3,1
10,1 1,1 4,2 4,2 1,3
20,1 1,1 4,2 3,5 1,3
30,1 1,1 4,2 3,5 1,3

Bang két qua tinh toan theo thuét toan Ford Bellman

Trong cac muc tiép theo chiing ta s& xét mot sd truong hop riéng cta bai toan tim dudng
di ngan nhat ma dé giai ching c6 thé xay dung nhiing thuat toan hiéu qua hon thuat toan
Ford Bellman. D6 1a khi trong s cua tat ca cac cung 1a cac s6 khong am hodc 14 khi d6
thi khong c6 chu trinh.

Truwong hop ma tran trong sé khong Am. Thuit toan dijkstra

Trong trudng hop trong sd trén cac cung 1a khong am thuat toan do Dijkstra dé nghi 1am
viéc hitu hiéu hon rat nhiéu so v&i thudt toan trinh bay trong muc trudc. Thuat toan dugc
xdy dung dua trén co s gan cho cac dinh cac nhan tam thdi. Nhin ciia mdi dinh cho
biét can cua do dai dudng di ngin nhét tir s dén nd. Cac nhin nay s& dugc bién ddi theo
mot thu tyuc 13p, ma & mdi budc 1ap ¢c6 mot nhan tam thoi tré thanh nhan ¢d dinh. Néu
nhin ctia mot dinh nao d6 trd thanh mot nhan ¢ dinh thi no s& cho ta khong phai 1a can
trén ma la do dai cua duong di ngén nhat tir dinh s dén n6. Thuat toan duoc mo ta cu thé
nhu sau.

Procedure Dijstra;
(* bau vao:

Db thi ¢6 huéng G=(v,E) véi n dinh,
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s €Vlia dinh xudtphdt, afu,v], u,v €V, ma tran trong S0;
Gid thiét: afuv]>0, u,v €V.

Pau ra:

Khodng cach tir dinh s dén tat cd cac dinh con lai dfv], v € V.
Truoc[v], v € V, ghi nhdn dinh di trude v trong dwong di ngdn nhat tie s dén v *)
Begin

(* Khoi tao *)

forv € Vdo

begin

d[v]:=a[s,v];

Truoc[v]:=s;

end;

dls]:=0; T-=W{s} ; (* T la tap cac dinh ca nhan tam thoi *)
(* Budc 1ap *)

while T <> 0 do

begin

tim dinh u € T thoa man dfu]=min{ d[z]:z € T} ;

T:=T\{u} ; (* C6 dinh nhan ciia dinh u*)

Forv €Tdo

If d[v]>d[u]+a[u,v] then

Begin

d[v]:=d[u]+a[u,v];
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Truoc[v]:=u;
End;
end;
End;

Pinh 1y 1 Thuit toan Dijkstra tim dugc dudng di ngin nhit trén dd thi sau thoi gian ¢
2
O(n%).

Chirng minh.

Trudce hét ta ching minh 13 thuat toan tim duoc dudng di ngin nhit tir dinh s dén céac
dinh con lai cﬁa dd thi. Gia sir & mot budc lip nz‘lo d6 cac nhan c6 dinh cho ta do dai cac
du’orng di ngan nhat tir s dén cac dinh co nhan ¢d dinh, ta s& chimg minh rang & lan 2ap
t1ep theo néu dinh u* thu duoc nhin c¢b dinh d(u*) chinh 1a d6 dai dudong di ngén nhat tir
s dén u*.

Ky hi¢u S 1a tap hop cac dinh c6 nhan ¢ dinh con Sy 1a tap cac dinh c6 nhan tam thoi
& budc 1ap dang xét. Két thiic mdi bude 1dp nhan tam thoi d(u*) cho ta d¢ dai ciia duong
di ngan nhat tr s dén u* khong nam trong trong tap Si, tirc 1a n6 di qua it nhat mot dinh
cua tap S2. Goi z € S 1a dinh dau tién nhu vay trén duong di nay. Do trong s trén cac
cung la khong am, nén doan duong tir z dén u* c6 do dai L > 0 va

d(z) < d(u*) — L < d(u*).

Bit dang thirc nay 1a mau thun véi cach xac dinh dinh u* 14 dinh c6 nhin tam thoi nho
nhat. Vay duong di ngan nhat tir s dén u* phai ndm tron trong S1, va vi thé, d[u*] 1a 46
dai ctia nd. Do ¢ lan 13p dau tién S; = {s} va sau mdi lan lap ta chi thém vao mot dinh
u* nén gia thiét 1a d(v) cho do dai dudng di ngan nhat tir s dén v voi moi v € S 1a diing
v6i buéde lap dau tién. Theo qui nap suy ra thudt toan cho ta duong di ngan nhit tir s dén
moi dinh ctia d6 thi.

Bay gio ta s€ danh gia sb phép toan can thue hién theo thuét toan. O mdi bude 1ap dé

tim ra dinh u can phai thuc hién O(n) phép toan, va dé gan nhan lai ciing can thyuc hién
mot sO luong phép toan cling 1a O(n). thuat toan phai thyc hién n-1 budc lap, vi vay thoi

gian tinh todn cua thuan todn cd O(nz).
DPinh 1y dugc ching minh.

Khi tim dugce d6 dai cia duong di ngan nhat d[v] thi duong di nay c6 thé tim dua vao
nhan Truoc[v], v€ V, theo qui tac giong nhu chung ta da xét.
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Vi du 2 Tim dudng di ngan nhat tir 1 dén cac dinh con lai ciia d6 thi ¢ hinh 2.

()

& 6

2 > -

() (1)
1 1 1¢

o 3 M) (1)
(4
1 . \ | 5
()
(3)

Hinh 2 Minh hoa thudt toan Dijkstra.

Két qua tinh toan theo thuat toan duoc trinh bay theo bang duéi day. Qui udc viét hai
thanh phan cta nhén theo thi ty: d[v]. Pinh dugc danh dau * 1a dinh duoc chon dé ¢b
dinh nhan & budc lip dang xét, nhin ciia né khong bién ddi ¢ cac budc tiép theo, vi thé
ta danh dau -.

Budc 1ap | BPinh 1 | Dinh 2 | Binh 3 | Dinh 4 | Binh 5 | Dinh 6
Khdi tao | 0,1 I,1* |oo,1 oo, |oo,1 o0,

1 ] _ 62 132% o, 82
2 ; ; 4.4% |- 74 82
3 ] _ ; 74 | 53%
4 ] . - 6,65 | -

Chu ¥:

1) Néu chi can tim dudng di ngan nhét tir s dén mot dinh t nao @6 thi co thé két thac
thuat toan khi dinh t tré thanh ¢6 nhan co dinh.

2) Twong ty nhu trong muc 2, d& dang mo ta thuét toan trong truong hop db thi cho bai
danh sach ké. Dé c6 thé giam bét khdi luong tinh toan trong viée xac dinh dinh u ¢ mdi
budc lap, co thé sur dung thuat toan Heasort (twong ty nhu trong bai 5 khi thé hién thuat
toan Kruskal). Khi d6 c6 thé thu duoc thuét toan voi do phtrc tap tinh toan 1a O(m log
n).
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Bai 6: Bai toan tim dwong di ngan nhat
Bai toan tim dwong di ngan nhat

Bai toan tim dudng di ngan nhat

Trong cac tmg dung thuc té, vai toan tim duong di ngin nhat giita hai dinh cua mot d6
thi lién thong c6 mot ¥ nghia to 16n. Co thé din vé bai toan nhu vay nhiéu bai toan thyc
té quan trong. Vi duy, bai toan chon mot hanh trinh tiét kiém nhat (theo tiéu chuin hodc
khoang céach hodc thoi gian hodc chi phi) trén mot mang giao thong dudng bd, duong
thuy hodc dudng khong; bai toan chon mot phuwong phap tiét kiém nhit dé dua ra mot
hé théng dong luc tir trang thai Xuét phat dén trang mat trang thai dich, bai toan lap lich
thi cong cac cong cac cong doan trong mot cong trinh thi cong 1om, bai toan lya chon
duong truyén tin v6i chi phi nhé nhat trong mang thong tin, v.v... Hién nay c6 rat nhiéu
phuong phap dé giai cic bai toan nhu vdy. Thé nhung, théng thuong, cac thuit toan
dugc xay dung dua trén co so 1y thuyét dd thi to ra la cac thuat toan co hiéu qua cao
nhat. Trong churong nay chiing ta s& xét mot sb thut toan nhu vay.

Cac khai niém mé dau

Trong bai nay ching ta chi xét d thi ¢6 huéng G =(V,E), [V|=n, |E|=m véi c4c cung
duoc géan trong $0, nghia 13, mdi cung (u,v) € E clia né dugc dit twong ing véi mot sb
thuc a(u,v) goi 1a trong sb cua no. Chuing ta s€ dat a(u,v) = néu (u,v) € E. Néu day
V0, V1, . . ., Vp 1a mot duong di trén G, thi d§ dai ciia n6 duoc dinh nghia la téng sau

Zf:1a(vr—bvﬂ

tire 13, d6 dai cua dudng di chinh 1a tong cla cac trong sb trén cac cung cua no. (Cha y
rang néu chung ta gan trong so cho tat ca cung déu bang 1, thi ta thu dugc dinh nghia
do dai ctia duong di nhu 1a s6 cung cuia duong di giong nhu trong cac chuong trude da
xEt).

Bai toan tim dudng di ngan nhat trén dd thi dudi dang tong quat co thé phat biéu nhu
sau: tim duong di c6 d6 dai nho nhat tir mot dinh xuét phat s €V dén dinh cudi (dich) t
€ V. Puong di nhu vay ta s& goi 1a duong di ngin nhét tir s dén t con do dai ciia no ta s&
ky hiéu 1a d(s,t) va con goi 1a khoang cach tir s dén t (khoang cach dinh nghia nhu vay
c6 thé 12 s6 4m). Néu nhu khong ton tai duong di tir s dén t thi ta s& dat d(s,t) =0 . RS
rang, néu nhu mdi chu trinh trong do thi déu c6 d6 dai duong, trong duong di ngan nhat
khong c6 dinh nao bi lap lai (duong di khong cé dinh 1dp lai s€ goi 1a dudng di co ban).
Mit khac néu trong dd thi c6 chu trinh v6i d6 dai am (chu trinh nhu vy dé goi ngan gon
ta goi 1a chu trinh 4m) thi khoang cach giita mot s6 cdp dinh ndo d6 cua do thi co thé 1a
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khong xac dinh, béi vi, bang cach di vong theo chu trinh ndy mét s6 dii 16n 1an, ta c6 thé
chi ra duong di gitra cac dinh nay c6 do da‘li nho hon bat ctr s6 thuc cho trudc ndo. Trong
nhimg truong hop nhu vy, c6 thé dit van dé tim duong di co ban ngan nhat, tuy nhién
bai todn dait ra s€ tro nén phuc tap hon rat nhiéu, bdi vi nd chtra bai toan xét sy ton tai
duong di Hamilton trong d6 thi nhu 1a mot truong hop riéng.

Trude hét can chi ¥ rang néu biét khoang cach tir s dén t, thi duong di ngan nhét tir s
dén t, trong truong hop trong s6 khong am, c6 thé tim dugc mdt cach dé dang. B¢ tim

duong di, chi can dé y 1a d6i voi cip dinh s, t € V tuy ¥ (s <> t) luén tim dugc dinh v
sao cho

dis.t)=dis.v) +a(v.t).

Thuc vay, dinh v nhu vy chinh 13 dinh di trudc dinh t trong dudng di ngin nhat tir s
dén t. Ti€p theo ta lai co6 thé tim dugc dinh u sao cho d(s,v) = d(s,u) + a(u,v), ... Tur gia
thiét vé tinh khong am cua cac trong so dé dang suy ra rang day t, v, u, . . . khong chtra
dinh 13p lai va két thuc & dinh s. R0 rang day thu dugc xac dinh (néu lat nguoc thu tu
cac dinh trong nd) dudng di ngan nhat tir s dén t. Tur do ta c6 thuat toan sau day dé tim
duong di ngan nhat tr s dén t khi biét do dai cta no.

Procedure Find Path;
(* Pau vao:
D/[v] - khodng cdch tir dinh s dén tdt cd cdc dinh con laiv € V;
- dinh dich;
alu,v], u, v € V—ma trgn trong 56 trén cdc cung.
Pau ra:
Mang Stack chira day dinh xac dinh duong di ngan nhét tir s dén t
*)
begin

stack:= @ ; stack <t; v:=t;

while v <> s do
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begin

u:=dinh thoa man d[v]=d[u]+a[u,v];
stack < u;

vi=u;

end;

end;

Chu ¥ ring d6 phirc tap tinh toan cta thuat toan 1a O(nz), do dé tim dinh u ta phai xét qua
tat ca cac dinh ctia do thi. Tét nhién, ta ciing c6 thé str dung k¥ thuat ghi nhan duong di
da trinh bay trong chuong 3: dung bién mang Truoc[v], v€ V, dé ghi nhé dinh di trudc
v trong duong di tim kiém.

Ciing can luu ¥ thém 1a trong truong hop trong s trén cac canh 1a khong am, bai toan
tim duong di ngan nhat trén do thi vo hudng co thé dan vé bai toan trén do thi c6 hudng,
bang cach thay d6i mbi canh ctia né bai nd béi hai cung c6 hudng nguge chiéu nhau véi
cung trong so 14 trong sé cua cac canh twong tmg. Tuy nhién, trong trudng hop cé trong
s6 am, viéc thay nhu vay co thé dan dén chu trinh am.

Puong di ngin nhat xuit phat tir mét dinh. Thuit toan ford-bellman

Phén 16n cac thuit toan tim khoang cach gitta hai dinh s va t duoc x4y dung nhd ki thuat
tinh toan ma ta ¢ thé mo ta dai thé nhu sau: tr ma tran trong s6 aju,v], u,v € V, ta tinh
can trén d[v] ciia khoang cach tir s dén tat ca cac dinh v € V. Mdi khi phat hién

d[u] +a[u,v] <d[v] (1)
can trén d[v] s& dugc lam tdt 1én: d[v] + a[u,v].

Qua trinh d6 s& két thuc khi nao ching ta khong 1am tét thém dugc bat ky cin trén nao.
Khi d6, rd rang gia tri cia mdi d[v] s& cho khoang cach tir dinh s dén dinh v. Khi thé
hién k¥ thudt tinh toan nay trén may tinh, can trén d[v] s€ dugc goi la nhan cua dinh v,
con viéc tinh lai cac can nay s€ dugc goi la thu tuc gan. Nhan théy réng dé tinh khoang
cachtus dén t, & day, ta phai tinh khoang cach tir s dén tat ca cac dinh con lai cua db thi.
Hién nay van chua biét thuat toan nao cho phép tim duong di ngan nhat giita hai dinh
lam viéc thuc sy hiéu qua hon nhiing thuat toan tim dudng di ngén nhat tir mot dinh dén
tat ca cac dinh con lai.
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So db tinh toan ma ta vira md ta con chua xac dinh, bai vi con phai chi ra thi tu cac dinh
u va v dé kiém tra di€u kién (1). Thur tu chon nay c6 anh hudng rat 16n dén hi€u qua cua
thuat toan.
Bay gio ta s& mo ta thuét toan Ford-Bellman tim duong di ngin nhét tir dinh s dén tit ca
cac dinh con lai cua do thi. Thuat toan lam viéc trong truong hop trong s6 cua cac cung
1a tuy y, nhung gia thiét rang trong do thi khong co6 chu trinh am.
Procedure Ford Bellman
(* Pau vao:
Do thi c6 hudéng G=(V,E) vdi n dinh,
s € Vlia dinh xuci'tphdt, Alu,v], u, v €V, ma trdan trong 56;
Gia thiét: D6 thi khong c6 chu trinh am.
Pau ra:
Khodng cdch tir dinh s dén tat cd cac dinh con lai dfv], v € V.
Truée[v], v € V, ghi nhdn dinh di trudc v trong dwong di ngdn nhdt tic s dén v.*)
begin

(* Khoi tao *)

forv € Vdo
begin
d[v]:=a[s,v];
Truoc[v]:=s;
end;
d[s]:=0;

for k:=1 to n-2 do

forv € W s} do
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foru € Vdo

if d[v] > d[u] +a[u,v] then
begin

d[v]:=d[u]+a[u,v];
Truoc[v]:=u;

end;

end;

Tinh dung dén cta thudt toan c6 thé chimg minh trén co sé trén nguyén Iy t6i wu cua quy
hoach dong. R0 rang 1a @6 phuc tap tinh todn cua thuat toan la O(n3). Luu ¥ rang chung
ta co thé cham dut vong lap theo k khi phat hién trong qua trinh thyc hién hai vong lap
trong khong c6 bién d[v] nao bi doi gia tri. Viéc nay co thé xay ra dbi voi k<n-2, va diéu
d6 lam tang hiéu qua cta thuat toan trong viéc giai cac bai toan thuc té. Tuy nhién, cai
tién d6 khong thuc sy cai thién dugce danh gia do phuc tap cuia ban than thuat toan. boi
v6i d6 thi thua tot hon 1a sir dung danh sach ké Ke(v), v€ V, dé biéu dién db thi, khi d6
vong lap theo u can viét lai dudi dang

Foru € Ke(v) do

If d[v] > d[u] + a[u,v] thenBegin
D[v]:=d[u]+a[u,v];Truoc[v]:=u;
End;

Trong truong hop nay ta thu dugce thuat toan vaéi do phuc tap O(n,m).
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Vi du 1 xét d6 thi trong hinh 1. Cac két qua tinh toan theo thut toan dugc mo ta trong
bang dudi day

2 L]

(1)
(1)

=1

AN

5 4 4

Hinh 1. Minh hoa thuat toan Ford Bellman.

k | d[1] Truoc[1] | d[2] Truoc[2] | d[3] Truoc[3] | d[4] Truoc[4] | d[5] Truoc[5]
0,1 1,1 o, 1 o, 1 3,1

10,1 1,1 4,2 4,2 -1,3

210,1 1,1 4,2 3,5 -1,3

30,1 1,1 4,2 3,5 -1,3

Bang két qua tinh toan theo thuat toan Ford Bellman

Trong cac muc tiép theo chung ta s& xét mot sé trudng hop riéng cta bai toan tim duong
di ngan nhat ma dé giai ching c6 the xay dung nhiing thuat toan hi€u qua hon thuat toan
Ford Bellman. D6 13 khi trong s cua tit ca cac cung 1a cac sé khong am hodc 13 khi d6
thi khong c6 chu trinh.
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Truwong hop ma tran trong s khong am. Thuit toan dijkstra
Trong trudng hop trong sd trén cac cung 1a khong 4m thuit toan do Dijkstra dé nghi 1am
viéc hitu hi€u hon rat nhiéu so voi1 thuat toan trinh bay trong muc trude. Thuat toan duoc
xdy dung dua trén co s& gan cho cac dinh cac nhan tam thoi. Nhan cua moi dinh cho
biét can cua do dai duong di ngan nhat tir s dén n6. Cac nhan nay s€ dugc bién doi theo
mot thu tuc 1dp, ma & moi budc 1ap c6 mdt nhan tam thoi tré thanh nhan c6 dinh. Néu
nhan cua mét dinh nao dé tré thanh mot nhan c6 dinh thi no6 s€ cho ta khong phai la can
trén ma la do dai cua duong di ngan nhat tir dinh s dén n6. Thuat toan dugc mo ta cu thé
nhu sau.

Procedure Dijstra;
(* Pau vao:
Do thi c6 huéng G=(v,E) véi n dinh,
s € Vlia dinh xuci'tphdt, alu,v], u,v €V, ma tran trong S0;
Gid thiét: afu,v]>0, u,v €V.
Dau ra:
Khodng cdch tir dinh s dén tat cd cac dinh con lai dfv], v € V.
Truoc[v], v € V, ghi nhédn dinh di truéc v trong dwong di ngan nhdt tiv s dén v *)
Begin
(* Khoi tao *)
forv € Vdo
begin
dv]:=a[s,v];
Truoc[v]:=s;
end;

dfs]:=0; T:=W{s},; (* T la tdp cac dinh ca nhan tam thoi *)

(* Budc lap *)
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while T <> & do

begin

tim dinh u € T thoa man dfu]=min{ d[z]:z € T} ;
T:=T\{u} ; (* C6 dinh nhan cia dinh u*)
Forv € Tdo

If d[v]>d[u]+a[u,v] then

Begin

d[v]:=d[u]+a[u,v];

Truoc[v]:=u;

End;

end;

End;

Pinh Iy 1 Thuat toan Dijkstra tim dugc duong di ngin nhét trén do thi sau thoi gian ¢
2
O(n”).

Chirng minh.

Trudce hét ta ching minh 13 thuat toan tim duoc dudng di ngin nhit tir dinh s dén cac
dinh con lai cua dd thi. Gia sir & mot budc lip nao d6 cac nhan c6 dinh cho ta do dai cac
duong di ngan nhat tir s dén cac dinh co nhan cb dinh, ta s& chimg minh rang & lan gap
tlep theo néu dinh u* thu duoc nhin c¢b dinh d(u*) chinh 1a d6 dai duong di ngén nhat tir
s dén u*.

Ky hi¢u S1 1a tap hop cac dinh c6 nhan ¢ dinh con Sy 1a tap cac dinh c6 nhan tam thoi

& bude 1ap dang xét. Két thiic mdi bude 1dp nhan tam thoi d(u*) cho ta do dai cua duong
di ngan nhat tir s dén u* khéng nam trong trong tap S1, tirc 1a nd di qua it nhat mot dinh
ctia tdp S2. Goi z € Sy 1a dinh dau tién nhu vay trén dudng di nay. Do trong s trén cac
cung 14 khong am, nén doan duong tir z dén u* c6 do dai L > 0 va

d(z) < d(u*) — L < d(u*).
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Bit dang thirc nay 1a mau thudn véi cach xac dinh dinh u* 14 dinh c6 nhin tam thoi nho
nhat. Vay duong di ngan nhét tir s dén u* phai nam tron trong S, va vi thé, d[u*] 1a do
dai ctia né. Do & 1an lip dau tién S1 = {s} va sau mbi lan lip ta chi thém vao mot dinh
u* nén gia thiét 1a d(v) cho d6 dai duong di ngan nhat tir s dén v véi moi v € S 1a ding
v6i bude lap dau tién. Theo qui nap suy ra thudt toan cho ta duong di ngan nhit tir s dén
moi dinh ciia do thi.

Bay gio ta s& danh gid s6 phép toan can thyc hién theo thuat toan. G mdi budc lap dé
tim ra dinh u can phai thyc hién O(n) phép toan, va dé gan nhan lai cling can thuc hién
mot s6 lugng phép todn cling 1a O(n). thudt toan phai thuc hién n-1 budce lap, vi vay thoi

gian tinh toan cua thuan toan c& O(nz).
Dbinh ly dugc chirng minh.

Khi tim dugc do dai cua du’omg di ngan nhit d[v] thi dudng di nay co thé tim dya vao
nhin Truoc[v], v€ V, theo qui tic giéng nhu chiing ta da xét.

Vi du 2 Tim dudng di ngan nhat tir 1 dén cac dinh con lai ctia d6 thi ¢ hinh 2.

(7}

3 6

o + +

(5) (1)
1 1 101

o 3. O] (M
(4)
1 . \ 5
(2)
(3)

Hinh 2 Minh hoa thudt toan Dijkstra.

Két qua tinh toan theo thuat toan duoc trinh bay theo bang duéi ddy. Qui udc viét hai
thanh phan cia nhan theo thir tu: d[v]. Pinh dugc danh dau * 1a dinh dugc chon dé co
dinh nhan & budc lap dang xét, nhan ctia n6 khong bién doi & cac budec tiep theo, vi thé

ta danh dAu -.

Buéce lap | Pinh 1 | Binh 2 | Dinh 3 | Binh 4 | Dinh 5 | Pinh 6
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Khoi tao
1

2
3
4

Cht y:

0,1

1,1%

o0,l

6,2
4,4%

0,1

b

3,2%

6,6*

00,1
8,2
8,2

5,3%

1) Néu chi can tim duong di ngin nhit tir s dén mot dinh t ndo do thi co thé két thic
thuat toan khi dinh t tré thanh c¢6 nhan co dinh.

2) Tuong ty nhu trong muyc 2, d& dang mo ta thuét toan trong truong hop db thi cho bai
danh sach ké. Dé c6 thé giam bst khdi luong tinh toan trong viée xac dinh dinh u & mdi
budc 1ap, co thé sir dung thuét toan Heasort (twong ty nhu trong bai 5 khi thé hién thuat
toan Kruskal). Khi d6 c6 thé thu duoc thuét toan voi do phtrc tap tinh toan 1a O(m log

n).
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Bai toan tim dwong di ngan nhat ( Tiép )

Bai toan tim dudng di ngin nhat (tiép)

Puong di trong dd thi khong c6 chu trinh

Bay gid ta xét truong hop riéng tht hai cia bai toan duong di ngin nhat, ma dé giai n6
c6 thé xdy dung thuat toan véi do phure tap tinh toan O(n?), d6 1a khi dd thi khong co
chu trinh (con trong so trén cac cung co6 thé 1a cac so thuc tuy y). Trudc hét ta chiing
minh dinh 1y sau.

Dinh ly 1. Gia sir G 1a d6 thi khong co6 chu trinh. Khi d6 cac dinh ctia n6 cé thé danh sé
sao cho mdi cung ctia d6 thi chi hudng tir dinh c¢6 chi s6 nhé hon dén dinh c6 chi s6 1é6n

hon, nghia 13 mdi cung cta né co su biéu dién dudi dang (v[i], v[j]), trong d6 i <j.

Vi du 1. D6 thi trong hinh 1 ¢6 cac dinh s6 thoa méan diéu kién néu trong dinh 1y.

Hinh 1 Do thi khéng c6 chu trinh.

Dé ching minh dinh 1y ta mo ta thut toan sau day, cho phép tim ra cach danh sé thoa
man di€u kién dinh ly.

Procudure Numbering;

(* Pau vao: D6 thi ¢é huong G=(V,E) véi n dinh khéng chira chu trinh dwoc cho béi
danh sdach ké Ke(v), v € V.

Pau ra:

Vi méi dinh v € V chi s6 NR [v] thod man:
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Véi moi cung (u,v) ctia d6 thi ta déu c6 NR [u] < NR [v] *)

Begin

Forv € Vdo Vao[v]:=0; (* Tinh Vao[v]=deg - (v) *)

foru € Vdo

forv € Ke(u) do Vao[v]:=Vao[v]+1;

Queue:= G ;

Forv €Vdo

if Vao[v]=0 then Queue <=v,

num:=0;

while queue <> G do

begin

u < queue;, num:=num+1; NR[u]:=num,

forv € Ke(u) do

begin

Vao[v]:=Vao[v]-1;

If Vao[v]=0 then queue <= v,

end;

end;

End;

Thuat toan dugc xay dung dua trén y tuong rat don gian sau: 10 rang trong d6 thi khong
c6 chu trinh ’bao‘ gid cling tim c’[u’c;c dinh c6 ban bac vao bang 0 (khong co cung di vao).
Thuc Yéy, bat dau tir dinh v néu c6 cung di VE‘I?O no tu v thi ta lai chuyén‘sang xét dinh
v2 . Néu c6 cung tir v3 di vao vz, thi ta lai chuyén sang x¢ét dinh v3. . .Do do thi khong c6

chu trinh nén sau mot s6 hiru han 1an chuyén nhu vay ta phai di dén dinh khong c6 cung
di vao. Thoat tién, tim cac dinh nhu vady cua do thi. RO rang ta c6 thé danh s6 ching
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theo thir ty tuy y bat dau tir 1. Tiép theo, loai bo khoi d6 thi nhitng dinh da duoc danh
s6 cung cac cung di ra khoi chung, ta thu duge d6 thi moi cling khong ¢6 chu trinh, va

thu tuc duogc lap voi do thi morl nay. Qua trinh d6 s& dugc tiép tuc cho dén khi tat ca cac
dinh cua d6 thi duoc danh sé.

Chuy:

1) R& rang trong budc khoi tao ra phai duyét qua tat ca cic cung cuia d6 thi khi tinh ban
bac vao cua cac dinh, vi vay ¢ d6 ta tén c& O(m) phép toan, trong d6 m 13 sé cung cia
db thi. Tiép theo, mdi 1an danh s6 mot dinh, dé thuc hién viéc loai bo dinh da danh sb
cung voi cac cung di ra khoi né, ching ta lai duyét qua tit ca cic cung nay. Suy ra dé
danh sb tit ca cac dinh cta d6 thi chung ta s& phai duyét qua tat ca cac cung ctia dd thi
mot 1an nita. Vay d6 phirc tap cta thuét toan 13 O(m).

2) Thuét toan c6 thé 4p dung dé kiém tra xem d6 thi c6 chira chu trinh hay khong? Thuc
vay, néu két thuc thuat toan van con c6 dinh chua duoc danh s6 (num<n) thi diéu dé co
nghia 1a d6 thi chira chu trinh.

Do c6 thuit toan danh sé trén, nén khi xét d6 thi khong c6 chu trinh ta c6 thé gia thiét 1a
cac dinh cua n6 duge danh s sao cho mdi cung chi di tir dinh c6 chi s6 nhé dén dinh co
chi sb 16n hon. Thuat toan tim duong di ngin nhét trén do thi khong ¢ chu trinh duoc
mo ta trong so do sau day.

Procedure Critical Path;

(* Tim dudng di ngan nhét tir dinh nguén dén tat ca cac dinh con lai trén d6 thi khong
c6 chu trinh *)

Pau vao:

Do thi G=(V,E), trong d6 V={ v[1], v[2], ..., v[n]} .
Doi véi méi cung (v[i], v[j]) €E, ta c6 i<j.

Do thi dwoc cho boi danh sach ké Ke(v), v € V.

Dau ra:

Khoang cach tir v[1] dén tat ca cac dinh con lai duge ghi trong mang d[v[i]], i=2, 3, . .
n *)

Begin

dv[1]]:=0
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for j:=2 to n do d[v[j]]:=a[v[1], V[jll;

for j:=2 to n do

forv € Ke[v[j]] do d[v]:=min(d[v], d[v[j]]+a[v[j], v]);
End;

Do phuc tap tinh toan cta thuat toan 13 O(m), do mdi cung ctia d6 thi phai xét qua ding
mot 1an.

Cac thuat todn dugc mo ta ¢ trén thuong dugc ing dung vao viéc xay dung nhiing
phuong phép giai bai toan diéu khién viéc thuc hién nhitng du an 16n, goi tat 13 PERT
(Project Evaluation and Review Technique) hay CDM (Critical path Method). Mt vi
du don gian cho tng dung nay dugc mo ta trong vi du dudi day.

Cong doan | t[1] | Cac cong doan phai dugc hoan thanh trudc nod

1 15 | Khong co
2 30 |1

3 80 | Khong co
4 45 12,3

5 124 | 4

6 15 (2,3

7 15 |5,6

8 19 |5

Vi du 2 Viéc thi cong mot cong trinh 16n dugc chia thanh n cong doan, danh s6 tir 1 dén
n. C6 mot sb cong doan ma vi¢c thuc hi¢n n6 chi dugc tién hanh sau khi mét s6 cong
doan nao d6 di hoan thanh. Pdi véi mdi cong doan i biét t[i]] 14 thoi gian can thiét dé
hoan thanh no6 (i=1, 2,. . .,n). Dit liéu voi n=8 duoc cho trong bang dudi day

Gia str thoi diém bét dau tién hanh thi cong cong trinh 1a 0. Hay tim tién do thi cong
cong trinh (chi & moi cong doan phai duoc bat dau thuc hi¢n vao thoi diém nao) cho

cong trinh duoc hoan thanh xong trong thoi diém sém nhat cé thé duoc.

Ta c6 thé xay dung do6 thi c6 hudng n dinh bi€u dién han ché vé trinh ty thyc hién cac
cong vi¢c nhu sau: Moi dinh cua do6 thi tuong img vd1 mdt cong vige, néu cong vige 1
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phai dugc thuc hién truéce cong doan j thi trén do thi co cung (i,j), trong sb trén cung nay
duoc gan bang t[i], xem hinh 2 dudi day.

Hinh 2 D6 thi minh hoa PERT.

Thém vao dd thi hai dinh 0 va n+1 tuong trng voi hai su kién dac biét: dinh 0 tuong ting
v6i cong doan 1€ khoi cong, nd phai duoc thyc hién trude tat ca cac cong doan khac, va
dinh n+1 tuong Gmg voi cong doan cit bang khanh thanh cong trinh, nd phai dugc thuc
hién sau cac cong doan, v6i t{0]=t[n+1]=0 (trén thuc té chi can ndi dinh 0 véi tit ca cac
dinh c6 ban bac bang 0 va ndi tit ca cac dinh c6 ban bac ra bang 0 voi dinh n+1). Goi d6
thi thu duoc 1a G. RS rang bai toan dit ra dan vé bai toan tim dudng di ngén nhit tir dinh
0 dén tt ca cac dinh con lai trén dd thi G. Do dd thi G 1o rang la khong chtra chu trinh,
nén dé giai bai toan dit ra co thé ap dung cac thuit toan mo ta trén, chi can doi diu tat
ca cac trong sb trén cac cung thanh ddu nguoc lai, hoic don gian hon chi can déi toan tir
Min trong thuit toan Critcal Path thanh toan tir Max. Két thuc thuat toan, chung ta thu
duoc d[v] 1a do dai duong di dai nhit tir dinh 0 dén dinh v. Khi d6 d[v] cho ta thoi diém
s6m nhét c6 thé bat dau thuc hién cong doan v, noi riéng d[n+1] 1a thoi diém sém nhét
c6 thé cit bang khanh thanh, tirc 13 thoi diém sdm nhét c6 thé hoan thanh toan bo cong
trinh.

Cay duong di dai nhét cta bai toan trong vi du 2 tim dugc theo thuat toan duoc chi ra
trong hinh 2.

Puwong di ngiin nhat giira tat ca cac ciip dinh

R rang ta c6 thé giai bai toan tim duong di ngin nhat giira tit ca cac cip dinh cta do thi
bang cach st dung n lan thuat todn mo ta & muc trudc, trong do ta s€ chon s lan lugt 1a
céc dinh cta dd thi. R rang, khi d6 ta thu dugc thuat toan voi do phirc tap O(n4) (néu sur
dung thuat toan Ford Bellman) hoac O(n3 ) d6i véi trudong hop trong sé khong 4m hoic
do6 thi khong ¢6 chu trinh. Trong trudng hop tong quat, st dung thuat todn Ford Bellman
n lan khong phai la cich lam tot nhat. O day ta s€ mo ta mot thuét toan giai bai toan trén
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voi do phuec tap tinh toan O(n3): thuat todn Floyd. Thuat toan dugc mo ta trong thu tuc
sau day.

Procedure Floyd;
(* Tim dudng di ngan nhat giira tat ca cac cap dinh
Pau vao: DO thi cho bo1 ma tran trong $6 a[ij], 1,7=1,2,.. n.
Dau ra:
Ma tran dudng di ngan nhét giira cac cap dinh
dlijl=1i,j=1,2...n,
trong d6 d[i,j] cho d6 dai duong di ngan nhét tir dinh i dén dinh j.
Ma tran ghi nhan duong di
plijl,1,j=1,2...,n,
trong d6 p[i,j] ghi nhan dinh di trude dinh j trong duong di ngan nhat tir i dén j. *)
begin
(* Khoi tao *)
for 1:=1 ton do
forj:=1ton do
begin
d[i,j]-=a[ij];
pli.jl=i;
end;
(* Buoc lap *)
for k:=1to ndo

for 1:=1 ton do
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for j:=1ton do

if d[i,j]>d[1,k]+d[k,j] then

begin

d[i,j]+d[ik]+d[k,j];

plij>plkjl;

end;

end;

R& rang do phirc tap tinh todn cia thudt toan la O(n3 ).

Két thic phan nay chung ra trinh bay mot cach thé hién thuat toan Dijkstra trén ngén
ngilt Pascal:

(* CHUONG TRINH TiM DUONG PI NGAN NHAT TU DPINH S PEN DINH T
THEO THUAT TOAN DIJKSTRA *)

uses crt;

const max=50;

var

n, s, t:integer;

chon:char;

Truoc:array[1..max] of byte;

d: array[1..max] of integer;

a: array[ 1..max, 1..max] of integer;
final: array[1..max] of boolean;

procedure Nhapsolieu;
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var
f:text;

fname:string;

1,j:integer;

begin

write(‘Vao ten file du lieu can doc:’);
readln(fname);

assign(f,fname);

reset(f);

readln(f,n);

for i:=1 ton do

for j:=1 to n do read(f, a[i,];
close(f);

end;

procedure Insolieu;

var

1,j:integer;

begin

writeln(‘So dinh cua do thi:’,n);
writeln(‘Ma tran khoang cach:’);
for i:=1 ton do

begin
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for j:=1 to n do write(a[i,j]:3,” °);
writeln;

end;

end;

Procedure Inketqua;

Var

1,j:integer;

begin

writeln(‘Duong di ngan nhat tu ‘,s,” den °,t);
write(t,” — );

while i<> s do

begin

1:=Truoc[i];

write(i,” — °);

end;

end;

Procedure Dijkstra;

Var

U,v,minp:integer;

Begin

Write(‘Tim duon di tu s=");ReadIn(s); Write(‘ den t=");ReadIn(t);

For v:=1 to n doBegin
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d[v]:=a[s,v];

Truoc[v]:=s;

Filal[v]:=false;

End;

Truoc[s]:=0;D[s]:=0;Final[s]:=true;
While not final[t] do (* Buoc lap *)Begin
{ Tim u la dinh co nhan tam thoi nho nhat }
minp:=maxint;

for v:i=1 ton do

if (not final[v]) ans minp>d[v]) then
begin

u:=v; minp:=d[v];

end;

final[u]:=true;

if not final[t] then

for vi=1 ton do

if (not final[v]) and (d[u]+a[u,v]<d[v]) then
begin

d[v]:=d[u]+a[u,v];

Truoc[v]:=u;

end;

End;

72/111



end;

Procedure Menu;

Begin

Clrscr;

Writeln(‘1. Nhap du lieu tu file’);
Writeln(‘2. Giai bai toan’);
Writeln(“3. Ket thuc’);

Writeln(* -);

Write(‘Hay chon chuc nang:’):
End;

(* Chuong trinh chinhs *)
Begin

Repeat

Menu;

Chon:=readkey;
Writeln(chon);

Case chon of
‘1’:Nhapsolieu;

‘2’: begin

Insolieu;

Dijkstra;

Inketqua;
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‘37:exit;

end;

Until false;

End.

Bai tap

Bai tap 1: Di chuyén trén céc hinh tron

Cho N hinh tron (danh s6 tir 1 dén N). Mot ngudi mudn di tir hinh tron nay sang hinh
tron khéc can tuan theo qui udc:

- Néu khoang céch giira 2 diém gin nhat cta 2 hinh tron khong qua 50 cm thi c6 thé
budc sang.

- Néu khoang cach nay hon 50cm va khong qua 80cm thi c¢6 thé nhay sang.

- Cac trudong hop khac khong thé sang duoc.

Mot duong di tir hinh tron nay sang hinh tron khac duogc goi 1a cang "tdt" néu sb 1an phai
nhay la cang it. Hai duong di c6 s6 1an nhay bang nhau thi duong di nao c6 so6 hinh tron
di qua it hon thi duong di d6 "t6t" hon.

Céc hinh tron dugc cho trong mét file van ban, trong d6 dong tht i mé ta hinh tron sb
hi¢ui (1=1, 2,..., N) bao gobm 3 s6 thuc: hoanh d¢ tam, tung do tam, do 16n ban kinh
(don vi do bang mét).

Lap trinh doc céc hinh tron tir mot file vin ban (tén file vao tir ban phim), sau d6 ctr mdi
lan doc sO hi¢u hinh tron xuat phat S va hinh tron két thuc T tir ban phim, chuong trinh
s€ dua ra duong di tir S dén T 1a "tot nhat" theo nghia da néu (hoac thong bédo 1a khong
o).

Yéu ciu duong di duoc viét dudi dang mot day cac s6 hiéu hinh tron 1an luot can duoc
di qua trong d6 noi rd tong s6 cac budc nhdy, tong so6 cac hinh tron di qua va nhiing
budc nao can phai nhay.

Gi6i han sd hinh tron khong qua 100.

Bai tap 2: Tim hanh trinh tén it xang nhat
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Trén mot mang ludi giao thong, mot ngudi mudn di tir diém A dén diém B bang xe mdy.
Xe chira dugc tdi da 3 lit xdng va chay 100km hét 2,5 lit. Cac tram xdng chi duoc dat o
cac diém dan cu, khong dit o giita duong va ngudi nay khong mang theo bat ky thung
chira xang nao khac. Hay viét chuong trinh nhap vao mang ludi giao théng va xac dinh
gitip nguoi nay tuyén dudng di tir A dén B sao cho it tén xidng nhat.

Bai tap 3: Di chuyén gitra cac ddo

Trén mot ddo quoc, cd N hon ddo. Gia sur tat ca cac ddo déu co6 hinh dang 1a hinh chir
nhat ndm ngang. Trén moi hon ddo c6 thé cd san bay ndm & trung tdm dédo, co thé co
cang nam & 4 goc ddo. Trén moi dao déu co tuyén duong xe buyt ndi1 4 goc ddo voi nhau
va voi trung tam dao. Gilra 2 ddo co thé di lai bang may bay n€u ca 2 ddo déu co san bay
va c6 thé di lai bang tau néu ca 2 ddo déu co cang.

Gia su rang:

- Céc tuyén duong (b9, khong, thuy) déu la duong thang.

- Chi phi cho mdi km va tdc dd ctiia mdi loai phuong tién la:

Phuong tién | Téc o (km/h) | Chi phi (d/km)

May bay 1000 1000
Xe buyt 70 100
Tau thuy 30 50

Hay viét chuong trinh xac dinh tuyén dudng va cach di chuyén giira 2 hon déo trong dao
quoc sao cho:

- Thoi gian di chuyén it nhat.

- Chi phi di chuyén it nhat.

- Thoi gian di chuyén it nhat nhung v6i mot sb tién chi phi khong qua B dong.

- Chi phi di chuyén it nhat nhung véi thoi gian di chuyén khong vuot qua T gio.

Bai tap 4: Hanh trinh téi y

Cac 6 t0 di tir cac thanh phd khac nhau x1, X2,...., Xn va cung téi mot dia diém théng

nhét y. Néu ton tai duong di tir x; dén x; thi ta ky hiéu t;; 1 thoi gian can thiét dé di tir
xi dén Xj, cij 1a luong 6 t6 co6 thé di trén con dudng d6 trong mot don vi thoi gian (cij =
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0 néu khong c6 duong di), cii 1a luong 6 6 c6 thé nghi dong thoi & thanh phd xi, aj 1a s6
luong xe ban dau c6 ¢ xi. Hay t chirc hanh trinh sao cho trong khoang thoi gian t s6 6
t6 toi y 1a nhiéu nhat.

Bai tap 5: Tim dudng ngin nhit

Gia st X 1a tap cac khu déan cu, U 1a tip cac dudng s ndi lién cac khu d6. Ta gia str moi
chd giao nhau cta cac con dudng déu thude X. Vi con dudng u, so 1(u) 1a d6 dai cia u
tinh bang km. Hay chi ra tuyén duong di tor mot khu 1 sang khu j sao cho tong chi¢u dai
la nho nhat.

Bai tap 6: Buong di trén ludi

Cho 1 ma tran A[M, N], mdi phan ttr cia né chira 1 sb tu nhién. Tir 1 6 (i, j) ta c6 thé di
sang 0 ké nd (co6 chung 1 canh) néu gia tri cua 6 ké nay nho hon gia tri luu trong (i, j).
Hay tim 1 duong di tr 6 (1, j) t&1 6 (k, 1) trén ma tran sao cho phai di qua it 6 nhat. Hay
tim 1 duong di tir 6 (i, j) to1 6 (k, 1) trén ma trdn sao cho tong gia tri cdc 6 phai di qua
nho nhét.

Bai tap 7 : Tim duong véi chi phi phai tra cho phép

C6 N thanh phd duoc danh s6 tir 1..N ndi voi nhau bang cac doan dudng mét chiéu. Mdi
doan duong bao géom 2 thong s6 : BJ dai va chi phi di ctia doan dudng.

A sdng tai thanh phd 1 va A mudn di chuyén dén thanh phd N nhanh nhét c6 thé.

Ban hiy gitip A tim ra duwong di ngdn nhdt tir thanh phd 1 dén thanh phd N ma A c6 khd
nang chi tra tién.Dit liéu vao: ROADS.IN

- Dong dau tién chira s6 nguyén K, 0 <= K <= 10000, s6 tién ma A cé.
- Dong thir 2 chira s6 nguyén N, 2 <= N <= 100, s6 thanh phd.
- Dong thir 3 chira s6 nguyén R, 1 <= R <= 10000, tong s6 doan dudng.

- Mdi dong trong sé R dong tiép theo md ta mot doan dudng bang cac s6 S, D, L va T
cach nhau béi it nhat mot khoang trang.

+ S 1a thanh phd khéi hanh, 1 <= S <=N.
+ D 1a thanh phé d&én, 1 <=D <=N.

+ L 1a d¢ dai cua doan duong, 1 <=L <= 100.
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+ T 1416 phi, 0 <=T <= 100.
Chu y rang giita 2 thanh phé c6 thé c6 nhiéu doan dudng ndi 2 thanh phé nay.
Dir lieu ra: ROADS.OUT

Chi c6 duy nhit 1 dong chira tong d6 dai cua dudng di ngan nhét tir 1->N va nhé hon K.

ROADS.IN5671223243334241341462 ROADS.IN04414521210231
13520543 2ROADS.OUTI11 134 1 OROADS.OUT-1
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Bai 7: Bai toan luong cyc dai trong mang
Bai toan ludng cuc dai trong mang

Bai toan luéng cuc dai trong mang la mdt trong s6 bai toan tdi wu trén dd thi tim duoc
nhing g dung rong rai trong thyc té cling nhu nhitng tmg dung tha vi trong 1y thuyét
t6 hop. Bai toan duge dé xuat vao dau nam 1950, va gan lién véi tén tudi cua hai nha
toan hoc My la Ford va Fulkerson. Trong chuong nay ching ra sé trinh bay thuat toan
Ford va Fulkerson dé giai bai toan dit ra va néu mot sb tng dung cta bai toan.

Mang. Ludng trong mang. Bai toan ludng cwe dai

Dinh nghia 1 Ta goi mang 13 d6 thi c6 hudng G = (V.E), trong d6 duy nhat mét dinh s
khong c6 cung di vao goi la dinh phat, duy nhat mgt dinh t khong c6 cung di ra goi la
diém thu va mdi cung e=(v,w) € E dugc gan véi mot s6 khong am c(e) =c(v,w) goi 1a

kha nang thong qua cua cung e.

Dé thuan tién cho viéc trinh bay ta s& qui udc rang néu khong c6 cung (v,w) thi kha nang
thong qua c(v,w) duoc gan bang 0.

binh nghia 2 Gia su cho mang G=(V,E). Ta goi mang f trong mang G=(V,E) ;la anh
xa f: E>R+ gan cho mdi cung e (V w) € E mot s6 thuc khong am f(e)=f(v,w), goi la
ludng trén cung e, thoa mén cac diéu kién sau:

- Ludng trén cung e € E khong vuot qua kha ning thong qua ctia no:

0<f(e) = c(e).
- Diéu kién can bing ludng trén mdi dinh ctia mang: Tong ludng trén cac cung di vao
dinh v bang tong ludng trén cac cung di ra khoi dinh v, néu v # s, t:

Div:(v)=% flwv) - > flvw)=0

we N(v) W= ?C‘(T'}l
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@)= (e V() e}

m

N W)={weV:v.w)eE}.

Val(f) =2 f(s.w) =2 f{w.1).
we N7(s) w e N(1)

- A , NP X + A s
trong d6 N'(v) — tap cac dinh clia mang ma tir d6 c6 cung dén v, N ' (v) - tap cac dinh
clla mang ma tur v c6 cung dén no:

Gia tri cua ludng f'1a s6
Bai todn luong cuc dai trong mang:

Cho mang G(V,E). Hiy tim ludng f* trong mang véi gia tri ludng val(f*) 1a 16n nhat.
Ludng nhu vay ta s€ goi 1a ludng cuc dai trong mang.

Bai toan nhu vay c6 thé xudt hién trong rat nhiéu ing dung thuc té. Chang han khi can
xac dinh cudng do 16n nhét cia dong vén tai gitta hai nut cia mot ban dd giao thong.
Trong vi du nay 10i giai ctia bai toan ludng cuc dai s& chi cho ta cac doan dudng dong xe
nhat va chiing tao thanh ' cho hep" tuong tng véi dong giao thong x¢ét theo ha1 nut duoc
chon. Mot vi du khac 1a néu xét do thi tuong u’ng vG1 mot hé thong duong 0 ong dan dau.
Trong d6 cac éng twong u:ng V0’1 cac cung, diém phat co thé coi 14 tu chd dau, diém thu
13 bé chtra, con nhitng diém n01 gifra cac Ong la cac nut cta d6 thi. Kha nang thong qua
cua cac cung tuong ung v6i tiét dién cta cac 6ng. Can phai tim ludng dau 16n nhat co
thé bom tir tau chd dau vao bé chira

Lat cit. dwong ting ludng. Pinh ly ford_fulkerson
Dinh nghia 3.

Ta goi lat cat (X, X*) la mot cach phan hoach tap dinh V cia mang ra thanh hai tap X
vax = V\X, trong dos € X, te X' .Kha ning thong qua cua lat cit (X, X*) 1a sb
*

C(X,X*) = 7¢(v,w) ve X w €X

Lat cat voi kha nang thong qua nho nhat duoc goi 1a 1at cit hep nht.
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Bo dé 1. Gi4 tri ctia ludng f trong mang ludn nho hon hoic bang kha ning thong qua cia

14t cit (X, X) bit ky trong no: val(f) < ¢(X, X ).

Chirng minh. Cong cac diéu kién can bang ludng Div(v)=0 v6i moi v€ X. Khi d6 ta
co

ST flwy) - T flv.w)) =-Val(f)

vex we Nv)  we NTw)

-2 f("'-:“"j] + 2 ﬂ:Y:“"j] = Jia]—(ﬁ:
veX veX
we X7 we X

val(f) =, 2 fiv.w) - = fiv.w)
veX veX
we X* we X

téng nay s& gdm cac s hang dang f(u,v) v6i dau cong hodc dau trir ma trong do co it
nhét mot trong hai dinh u,v phai thudc tap X. Néu ca hai dinh u,v déu trong tap X, thi
f(u,v) xuat hién véi dau cong trong Dive(v) va véi dau trir trong Dive(u), vi thé, ching
triét tiéu 1an nhau. Do d6, sau khi gian udc cac sb hang nhu vay & vé trai, ta thu duoc

hay la

Mt khéc, tir diéu kién 1 15 rang la
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S iv.w)= X C(\': W)

m
>

veX

we X we X

M

con

suy ra val(f)<c(X, X*). B6 dé dugc ching minh.

H#é qua 2. Gia trj ludng cuc dai trong mang khong vuot qua kha ning thong qua cua lat
cat hep nhat trong mang.

Ford va Fulkerson di ching minh ring gia tri ludng cuc dai trong mang ding bang kha
nang thong qua cua 14t cat hep nhat. Bé c6 thé phat biéu va chiing minh két qua nay

chung ra s€ can thém mot s6 khai niém.

Gia st f 12 mot ludng trong mang G = (V, E). Tir mang G =(V, E) ta xay dung d0 thi co
trong s trén cung Gr = (V, Ef), voi tip cung Er va trong sb trén cac cung duoc xac dinh

theo qui tac sau :
-Néu e = (v,w) € E véi f(v,w) = 0, thi (v,w) € Ef v6i trong s c(v,w);
- Néu e = (v,w) € E véi f(v,w) =c(v,w), thi (w,v) € Ef vdi trong sb f(v,w);

- Néu e = (v,w) € E vdi 0 < f(v,w) < c(v,w), thi (v,w) € Ef vdi trong sb c(v,w) - f (v,w)
va (w,v) € Ef voi trong s6 f(v,w).

Cac cung ctia G dong thoi ciing 1a cung ctia G dugc goi 1a cung thuén, cac cung con lai
duoc goi 1a cung nghich. Po thi G dugc goi 1a db thi ting ludng.

Vi du 1: Cac sb viét canh cac cung ctia G ¢ hinh 9.1 theo thir ty 1a kha nang thong qua
va ludng trén cung.
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Hinh 9.1 Mang G va luong f. D6 thi ¢é trong sé G f twong iing.
Gia st P=(s=vo, v1, . . ., vk = t) 1a mot dudng di tir s dén t trén do thi ting ludng Gr.

Goi ¢ 13 gia tri nho nhat cta cac trong sd cia cac cung trén duong di P. Xay dung ludng
f> trén mang theo qui tac sau:

f(u,v) + £, néu (u,v) € P 14 cung thuin
£(u,v) = | f(u,v) - £, néu (v,u) € P 1a cung nghich

f(u,v), néu (u,v) € P

D@ dang kiém tra duoc rang f* duoc xay dung nhu trén la 1u0ng trong mang va val(f’) =
val(f) + £ . Ta s& goi thu tuc bién ddi ludng vira néu 13 ting ludng doc theo dudng P.

Pinh nghia 4. Ta goi duong ting ludng f 12 moi duong di tir s dén t trén do thi tang
ludng G(f).

Pinh Iy 3 Cac ménh dé dudi day 1a twong duong:
(i) fla ludng cyuc dai trong mang;
(i) khong tim dugc duong ting ludng f;

(iii) val(f) = (X, X ) v&i mot 1at cét (X, X ) ndo do.
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Chtrng minh.
(i) = (ii). Gia str nguoc lai, tim dugc duong ting ludng P. Khi d6 ta c6 thé ting gia tri
ludng bang cach ting ludong doc theo dudng P. Piéu d6 mau thuan véi tinh cuc dai cla

ludng f.

(ii) = (iii). Gia st khong tim duoc duong ting ludng. Ky hiéu X 1a tip tit ca cac dinh
c6 thé dén duoc tir dinh s trong dd thi Gr, va dit X =V\X. Khi d6 (X, X') 1a 1at cét, va

. * n
flv,w)=0véimoive X ,w € Xnén

val(f) = ? f(v,w) - ? f(v,w) = ? f(v,w) veX veX ve X wE
X wex  weX

Véive X, we X ,do (v,w) € Gf, nén f(v,w) = c(v,w). Vay

val(f) = ? f(v,w) = ? c(v,w) = C(X,X*) veX veX we X  we

X

(iii) = (i). Theo b @& 9.1, val(f) < ¢(X,X ) véi moi ludng f va v6i moi 1at cit (X,X)).
Vi vay, tir dang thirc val(f) = C(X,X*) suy ra ludng f 13 ludng cuc dai trong mang.
Thuét toan tim ludng cue dai

Dinh ly 3 1a co s dé xay dung thuat toan lip sau day dé tim luéng cuc dai trong mang:
Bit dau tir ludng véi ludng trén tat ca cac cung bang 0 (ta s& goi luong nhu vay 1 ludng
khong), va 1ap lai budc 1ip sau day cho dén khi thu dugc ludng ma d6i véi nd khong con

duong tang:

Budc lap tang ludng (Ford-Fulkerson): Tim duong ting P ddi véi ludng hién c6. Tang
ludng doc theo duong P.

Khi di c6 ludng cuc dai, lat ¢t hep nhét c6 thé theo thu tuc mé ta trong chirmg minh
dinh ly 3. So do cua thuat todn Ford-Fulkerson c6 thé mo ta trong thu tuc sau day:

Procedure Max Flow;
(* Thuat toan Ford-Fulkerson *)
Begin

(* Khoi tao: Bat dau tir ludng voi gia tri 0 *)
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forue Vdo

for ve V do f(u,v) :=0;

stop := false;

while not stop do

if <Tim duoc dudng ting ludng P> then <Tang ludng doc theo P>
else stop:=true;

End;

Dé tim duong ting ludng trong G(f) c6 thé sir dung thuit toan tim kiém theo chiéu rong
(hay tim kiém theo chiéu sau), bit dau tir dinh s trong d6 khong can xay dung tudng
minh d6 thi G(f). Ford-Fulkerson dé nghj thuat toan gan nhan chi tiét sau day dé giai
bai toan lué)ng cuc dai trong mang. Thuat toan bat dau tir luéng chép nhan duoc nao do
trong mang (c6 thé bat dau tir ludng khong) , sau do ta s& ting ludng bang cach tim cac
duong ting ludng. Dé tim dudng ting ludng ta s& ap dung phuong phap gan nhin cho
cac dinh. Mdi dinh trong qua trinh thuc hién thuat toan s& & mot trong ba trang thai:
chua c6 nhén, c6 nhin chua xét, ¢6 nhin di xét. Nhin ctia mot dinh v gdm hai phan va
c6 mot trong hai dang sau : [,] hodc []. Phan tht nhat +p(v) (-p(v)) chi ra 13 can tang
glam ludng theo cung (p(V) v)( cung (v, p(V)) con phan thi hai chi ra lugng 16n nhét c6
thé ting hodc giam ludng theo cung ndy. Pau tién chi c6 dinh s dugc khéi tao nhin va
nhan ctia n6 13 chwa xét, con tat ca cac dinh con lai déu chua c6 nhin. Tu s ta gan nhin
cho tit ca cac dinh k& véi nd va nhin cua dinh s s& tré thanh da xét. Tiép theo, tir mot
dinh v c6 nhdn chua xét ta lai gan nhan cho tat ca cac dinh chua c6 nhén ké véi no va
nhan cua dinh v tré thanh da xét. Qua trinh s€ dugc 1ap lai cho dén khi hodc 1a dinh t
tré thanh c6 nhin hodc 1a nhin cua tit ca cac dinh c6 nhan dau 1a da xét nhung dinh t
van khéng c6 nhin. Trong trudng hop thir nhét ta tim dugc duong ting ludng, con trong
truong hop thr hai di véi ludng dang xét khong ton tai dudng ting ludng (tirc 14 ludng
da cuc dai). Mbi khi tim duoc dudng ting ludng, ta lai ting ludng theo dudng tim dugc,
sau d6 xo4 tat ca cac nhin va ddi voi ludng méi thu dugce lai st dung phép gan nhin
cac dinh dé tim duong tang ludng. Thuit toan s& két thiic khi nao ddi véi ludng dang co
trong mang khong tim dugc duong ting ludng.

Hai thii tuc tim dwong ting ludng c6 thé mé ti nhr sau :
Procedure Find-path;
{ Thii tuc gan nhin dwong ting luong

pIvl, [v] 12 nhan cia dinh v;
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VT la danh sach cac dinh ¢6 nhan chwa xét ;
c[u,v] 1a kha niang thong qua cia cung (u,v),u,v V;
flu,v] 12 ludng trén cung (u,v), (u,v V); }
BEGIN

pls] :=s;[s] == VT := {s};

Pathfound := true;

While VT <> {} do

BEGIN

u VT ; (*ldy u tir VT *)

For vV do

If (v chwa c6 nhan) then

Begin

If (c[u,v] >0) and (f[u,v] < ¢[u,v] ) then
Begin

P[v] :=u ; [v] := min {[u],c[u,v]-f[u,v] };
VT:=VT{v}; (* nap v vao danh sach cac dinh c6 nhan *)
If v = t then exit;

End

Else

If (c[v,u] > 0) and (f]v,u] < 0) then

Begin

Plv] :=u;
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[v] := min {[u] , flu,v] };

VT:=VT{v};(* nap v vao danh siach cac dinh cé nhan *)
If v = t then exit;

End;

End;

End;

PathFound :=false;

End;

Procedure Inc_flow ;

{ thuit toan ting ludng theo dwong ting }
Begin

v:i=t;u:=t;tang := [t];

while u <> s do

begin

v :=plul;

if v> 0 then f[v,u] := f[v,u] + tang

else

begin

Vi=-v;

flu,v] :=f[u,v] —tang;

end;
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end;

Procedure FF;

{ thii tuc thé hién thuit toan Ford_fulkerson }

Begin

(* khéi tao bit dau tir ludng véi gia tri 0 *)

ForuV do

For vV do flu,v] :=0;

Stop := false;

While not Stop do

begin

find_path;

If pathfound then

Inc_flow

Else Stop:=true;

End;

< Ludng cwe dai trong mang 13 f[u,v], u,v V >

< Lat cat hep nhat1a (VT , V\VT) >

End;

Gia sﬁ:~12‘1 }(hé nang théng qua cua ‘tét ca cac khung cua ’d(‘A) thi 1a cac s6 nguyén. Khi do
sau moi lan tang ludng, gia tri luong sé tang léq it nhat 12‘1‘ 1. Tu do suy ra thuat toan
Ford Fulkerson s€¢ dung sau khong qua val(f*) lan tang luong va cho ta luong cuc dai

A o~ * ~1a A A Ae  g. X \
trong mang. Pong thoi, ro rang f (u,v) s€ 1a s6 nguyén doi voi moi cung (u,v) € E. Tu
do ra co cac két qua sau:

Pinh Iy 4 (Pinh 1y vé ludng cyc dai trong mang va 1at cit hep nhat). Ludng cuc dai trong
mang bang kha nang thong qua cua lat cat hep nhat.
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Dinh ly 5 (Pinh 1y vé tinh nguyen) Néu tat ca cac kha nang thong qua 1a cac sd nguyén
thi ludng tim dugc cuc dai voi ludng trén cac cung 1a cac s6 nguyén.

Tuy nhién, néu cac kha ning thong qua 13 cac sb rat 16n thi gia tri cua ludng cuc dai
cling c6 thé 1a rat 16n va khi d6 thuét toan mé ta & trén sé doi hoi thue hién rat nhiéu
bude ting ludng. Vi du trong hinh 2 s& minh hoa cho diéu nay. Hinh 2(a) mé ta mang
can xét v6i cac kha ning thong qua trén cic cung. Hinh 2(b) mé ta ludng trén cac cung
(s6 thtr hai bén canh cung) sau khi thue hién ting ludng doc theo dudng ting ludng (s, a
b, t). Hinh 2(c) md ta ludng trén cac cung sau khi thyc hién ting ludng doc theo dudng
tang ludng (s, b, a, t). RS rang, sau 2.10% 1an tang ludng theo dudng (s, a, b, t) va (s, b,
a, t) mot cach luan phién ta thu duogc luéng cuc dai.

= = =
10° 10® 10°, 10°0 108 1081
a b a b a b
10° 10 10%, 10%1 108 1 108 1
i 1 t
[al) (b (c)

Hinh 2 Vi du toi té doi véi thudt toan F ord Fulkerson.

Hon thé nita, néu cac kha niang thong qua 13 céc s6 vo ti, nguoi ta con xay dung duoc
vi du dé cho thuét toan khong dimng, va té hon néu day cac gia tri ludng xay du’ng theo
thuat toan hoi tu thi né con khong hoi tu dén gia tri luong cyc dai. Nhu vay, muon thuat
toan lam viéc hi€u qua, viéc lya chon duong tang luong can duoc tién hanh hét stc can
than.

Edmonds va Karp chi ra rang néu du:ong tang luong dugc chon 1a dudng ngan nhat
tir s dén t trén do thi Gr. Piéu d6 c6 thé thyc hién, néu trong thu tuc tim dudng ting
Find_Path mé ta ¢ trén, danh sach VT dugc t6 chic dudi dang QUEUE (nghia 14 ta thuc
hién tim dudng tang bai thu tuc tim kiém theo chiéu rong) thi thuat toan sé& két thuc sau
khong qua mn/2 1an sir dung dudng tang ludng. Néu dé y rang, tim kiém theo chiéu rong
trén do thi doi hoi thoi gian O(m+n), thi thuat toan thu dugc s€ c6 do phuec tap tinh toan
1a O(nmz).
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Nho cach t6 chirc tim duong ting khéo 1éo hon, nguoi ta di xdy dung duoc thuat toan
v6i do phirc tap tinh toan tét hon nhu: O(nzm) (Dinic, 1970). O(n3) (Karzanov, 1974),
O(n’m?), (Cherkasky, 1977), O(nm log n) (Sleator, - Tarrjan, 1980).

Ta két thac muc nay boi vi du minh hoa cho thuat toan Ford Fulkerson sau day. Hinh
3(a) cho mang G cung vé&i thong qua cia tat ca cac cung va ludng gia tri 10 trong no.
Hai s6 viét bén canh mdi cung 13 kha ning théng qua cua cung (s trong ngoic) va ludng
trén cung. Puong ting ludng c6 dang (s, v3, v2, ve, v7, t). Ta tinh dugc € (t) = 1, gid tri
ludng tang tir 10 1én 1. Hinh 3 (b) cho ludng thu dugc sau khi ting ludng theo dudng
tang tim dugc.

6(6)
[aj V1f,xf’fﬁ;:’J;’::hhﬁhﬁhh:‘kahxVﬁ
it (2 0[2) 10710}
& 1 B8] T EIED t
171}
7(9) 1(2)

vs  10(10) vs A4 vy

(b) )
V;f,#’gf#i;#’:;mﬁhhthﬁmxhV6
it (2 0[2) 10710}
| 1003 ,
5 3059 (8 {1y 309 t

) vy 10(10) vs  44) v

Hinh 3 Tang ludng doc theo duong ting.

Ludng trong hinh 3(b) d4 13 cuc dai. Lat cat hep nhat

X ={s,v2,V3,Vs}, X*=1{v4,ve, vy, t}.
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Gia trj ludng cuc daila 11.
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N\ e A I{ r ? }\ (]
Bai 8: Mot s0 wng dung cua do thi
Mot so rng dung cua do thi(phan 1)
Mot s6 ing dung trong do thi
Bai toan ludng cuc dai c¢6 rat nhidu tng dung trong viée giai bai toan td hop. Kho khin
chinh & day la phai xay dung mang tuong ung sao cho viéc tim ludng cuc dai trong no

s€ tuong duong vai viéc gidi bai toan t6 hop dat ra. Muc nay s€ gidi thiéu mot s6 bai
toan nhu vay.

Bai toan dam cwdi vung qué

Co6 m chang trai & mot ving qué no. Po6i vi mdi chang trai ta biét cic ¢d gdi ma anh ta
vura y. Héi khi nao thi c6 the t6 chiic cdc dam cudi trong d6 chang trai nao cling sanh
duyén véi cac ¢6 gai ma minh vira y.

Ta c6 thé xay dung d6 thi vdi cac dinh bi€u thi cac chang trai va cac c6 gai, con cac
cung biéu thi sy vira y cua cac chang trai voi cac ¢ gai. Khi do ta thu dugc mot do thi

hai phia.

Vi duy. C6 4 chang trai { T1, T2, T3,T4}va 5 c6 gai { G1, G2, G3,G4, Gs}. Su vira y cho
trong bang sau

Chang trai | Cac c0 gai ma chang trai ung y

T G1, G4, Gs
T2 G2

T3 G2, G3,G4
Ta G2, G4

Db thi twong tmg duogc cho trong hinh 1.
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Hinh 1 Mang tuong trng véi bai toan dam cudi viung qué.

Pua vao diém phat s va diém thu t. N6i s voi tit ca cac dinh biéu thi cac chang trai, va
ndi t véi tat ca cac dinh biéu thi cac c6 gai. TAt ca cac cung cta do thi déu c6 kha ning
thong qua bang 1. Bit dau tir ludng 0, ta tim ludng cuc dai trong mang xdy dung duoc
theo thuét toan Ford-Fulkerson. Tir dinh 1y vé tinh nguyén, ludng trén cac cung 1a cac sb
hozc 1. R3 rang 1a néu ludng cuc dai trong dd thi c6 gid tri Vmax = m, thi bai toan c6 161
gidi, va cac cung voi ludng bang 1 sé& chi ra cach to chirc dam cudi thoa man diéu kién
dit ra. Nguoc lai, néu bai toan c6 10i giai thi Vimax = m. Bai toan vé dam cudi ving qué
12 mot truong hop riéng cua bai toan vé cip ghép trén d6 thi hai phia ma dé giai n6 co
thé xay dung thuat toan hiéu qua hon.

Bai toan vé hé thong dai dién chung

Cho tap m phén to X={z1,72,...,zm}. Gid st <A1, A2, ..., Ap>va<B1,B2,..., Bn>
1a hai day céc tap con cua X. Day g@)m n phén tir khac nhau cua X: <aj, ap, . . . ,ap> duoc
goi la hé théng cac dai di¢n chung cua hai day da cho néu nhu tim duoc mot hoan vi s
cuatap {1, 2,...,n} saocho<aj, a2, ...,ap>1a h¢ théng cac dai dién phan biét cua hai
day <A1, A2, ..., Ap> va <Bs(1), Bs(2), . . ., Bsm)>, tlic 1a diéu kién sau dugc thoa man:
ai € Ai?Bs (i),1=1, 2, .. ,n. Xay dung mang G = (V, E) v6i tap dinh

V={st} ?2{x1,x2,....Xn}? {ut,u2,...,un}? {vi, v2,...,va}? { y1,¥2, ... .,¥n}.
E ={(s.x): 15i5n} v { (x.u): voiz; € AL 15950, 155<m} o

ST [l wr % e - : : v £ :
{(uv)ilgiE=my o {(v v vol z; € By 15950, 1555m} o { (v t): 1595n}

trong d6 dinh x; twong Gmg véi tap Aj, dinh yi trong ing véi tap Bi, cic phan tir uj, yj
tuong tng vo1 phan tir zj. Tap cac cung cua mang G dugce xac dinh nhu sau
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Kha ning thong qua cua tit ca cac cung dugc dit bang 1. D& dang thiy rang hé thong
dai dién chung cua hai day va ton tai khi va chi khi trong mang G=(V,E) tim dugc luong
véi gia tri n. DE xét sy ton tai cia ludng nhu vay cé thé sir dung thuat toan tim luong
cuc dai tur s dén t trong mang G=(V, E).

Bai toan toi wu roi rac

Trong muc ndy ta s& trinh bay thuét toan duoc xay dung dya trén thuét toan tim ludng
cuc dai dé gidi mQt bai toan to61 uu ro1 rac 1a mo hinh todn hoc cho mot s6 bai toan to1
uu to hop.

Xét bai toan t01 vu roi rac:

n
max 2, ¥ =2 min | (1)

ﬂ:}i'__.?{j:...:'}{nj = 1<1=m =l

n -
2 &% =pi, =1,2, . m ()
=l

=0 hoic 1, =1, 2, .. .0 )

voi dieu kién

trongdoaj € {0,1} ,1=1,2,...,m;j=1,2,...n, pi nguyén duong,i=1,2,...m.

Bai toan (1)-(3) 12 mé hinh toan hoc cho nhiéu bai toan tdi wu t6 hop thuc té. Dudi day
ta dan ra mot vai vi du dién hinh.

Bai todn phan nhom sinh hoat. C6 m sinh vién va n nhém sinh hoat chuyén dé. V41 moi
sinh vién 1, biét

+ ajj =1, n€u sinh vién 1 ¢6 nguyén vong tham gia vao nhom j,
+ ajj =0, néu nguoc lai,
+ va pjj l1a s0 lugng nhom chuyén dé ma sinh vién i phai tham du,

1=1,2,...,m;j=1,2,....,n
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Trong so cac cach phén céc sinh vién vao nhém chuyén dé ma ho c6 nguyén vong tham
gia va dam bao moi sinh vién i1 phai tham gia ding pi nhom, hay tim cach phan phdi véi
s0 nguoi trong nhom cé nhiu sinh vién tham gia nhat 1a nho nhat c6 thé duogc.

Dua vao bién s6

xij = 1, néu sinh vién 1 tham gia vao nhom j,

xij = 0, néu ngugc lai,

1=1,2,...,m,j=1, 2,...n, khi do dé théy mo hinh toan hoc cho bai toan dat ra chinh la
bai toan (1)-(3).

Bai toan 1ap lich cho hoi nghi. Mot hoi nghi ¢6 m tiéu ban, mdi tiéu ban cin sinh hoat
trong mQt ngay tai phong hop phu hgp véi n6. Co n phong hop danh cho viéce sinh hoat
cua céc tiéu ban. Biét

ajj =1, néu phong hop i 1a thich hop véi tiéu ban j,

aij=0, néu nguoc lai,

i=1,2,...m,j=1,2,...n. Hay b tri cac phong hop cho céac tiéu ban sao cho hoi nghi
két thuc sau it ngay lam vi¢c nhat.

Dua vao bién s
xij = 1, néu bo tri ti€u ban 1 lam viéc ¢ phong j,
xij =0, néu nguoc lai,

1=1,2,....m,j=1,2,...n, khido dé thfiy mo hinh toan hoc cho bai toan dat ra chinh la
bai toan (1)-(3), trong d6 pi=1,1=1, 2, .. .m.

Mot so bai toan lién quan deén viéc to chirc mang van chuyén buu chinh.

Céc bai toan toi wu trén mang, mot phan cua 1y thuyét d6 thi hitu han 1a mot 1y thuyét
todn hoc duoc trng dung rong rai trong kinh té, quan su.

Ngudi dat nén moéng dau tién cho 1y thuyét do thi 1a nha toan hoc Euler, voi “bai toan
bay céi cau” noi tieng vao nam 1736.
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Trong qué trinh khai thac cac khia canh khac nhau ctia bai toan, cac nha toan hoc da dan
dan dat co s¢ 1y luan cho mdt 1y thuyét toan hoc méi ra doi, do 1a ly thuyét do thi hitu
han (ly thuyet Graph).

Dén nay 1y thuyét do thi hitu han d3 dugc nghién ctru ing dung trong hau hét cac linh
vuc cua hoat dong kinh té x4 hoi, 1a cong cu toan hoc sic bén trong nghién ctru cac hé
thng k¥ thudt -cong nghé, hé thdng kinh t& -xa hoi, hé théng quan sy, hé thong buu
chinh vién thong v.v...

Trong nhitng ndm gan day nho su hd tro ciia cong nghé thong tin va may tinh dién tu, 1y
thuyét graph cang trd thanh cong cu hi¢u qua, ndng dong gidi quyet nhiéu bai todn lién
quan dén nghién ctru phan tich hé thong.

Mo hinh dinh tuyén mang dwong thw cap 1

Mang duong thu cép mdt thue chat 13 mot do thi ¢ cac dinh 13 cac nut trung tam Buu
chinh va cac Buu dién trung tAm. Van chuyén giira cac nat mang co thé qua duong truc
tiép hodc qua cac nit trung gian. Do vy xuét hién bai toan lwa chon tuyén dudng van
chuyén. Tt 13 phai chi ra cach van chuyén tir mot nt bat ky t6i mot nat bat ky khac
can phai qua nat trung gian nao. Gitra 2 dinh s& c6 cung lién két néu ching c6 dudng
van chuyén truc tiép voi nhau.

Deé giai bai toan xac dinh dudng van chuyén buu chinh can c6 céc khai ni¢m sau:

l. Luu luong (luong) van chuyén buu gtri: S6 luong buu giri xuat hién tai mot niit mang
bét ky can phai chuyen téd1 mot nut mang khac. Pai lugng nay tinh trong mot don vi thoi
gian (gid, ngay, tuan, thang), dugc goi 1 tai trong. Do dic diém khong dong déu cua tai
trong theo ngay trong tudn va thang trong nim nén ta chi xét tai trong trung binh ngay
dé 1ap ké hoach van chuyén (thong ké mot thang tiéu biéu va chia trung binh cho mét
ngay). Trong md hinh, tai trong gifra cic nut mang duoc biéu dién dudi dang ma tran
ma phan tr (ij) duoc hiéu 1a tai trong trong mot ngdy tir nit mang i toi nit mang j.

2. Kha nang luu thoat cua nut mang la $6 luong buu gui co thé dugc khai thac tai mot
nat mang trong mot ngdy. Kha ning luu thoat phu thudc vao nhiéu yéu t6 nhu dién tich
mat bﬁng, muc do co gidi hod, tu dong hod, td chirc san xut, mac do khong déng déu
clia tai trong, tan s va thoi gian khoi hanh cua cac phuong tién van chuyén...

3. Gié tri cua cac cung (chleu dai cac cung) 13 gia thanh van chuyén mot don vi san
pham theo ting cung lién két, hodc thoi gian van chuyén giita cac niit mang. Pon vi san
pham 6 thé 1a mot tai thu, mot container hodc mét buu kién tuy vao bai toan cu thé.
Gia thanh van chuyén mot don vi san pham duoc biéu dién qua chiéu dai cung hoic thoi
gian van chuyén giita cdc nit mang.
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Bai toan 1ap ké hoach van chuyén buu giri

Trude tién, xét hai nit mang can trao ddi buu giri, mot nat mang 13 ngudn ws, mot nut
la dich wt, ludng tai trong tir nguon téi dich s€ la: (x7,...,x7 ,...,.xn)

cac cung dj voi x> 0 tao thanh tuyén van chuyén tai trong xjtir ngudn wstdi dich wr |
tuyén van chuyén nay dugc xac dinh 1a mot tap hop cac nut mang (hay tap hop cac cung)
tham gia vao tuyén van chuyén nay.

Nhu vay, bai toan dinh tuyén mang van chuyén buu giri 1a can xac dinh ludng buu gui
tir mot n(t mang ti mot nut mang khac can phai qua cic nit trung gian ndo dé t6i thiéu
hoa chi phi van chuyén cua toan by mang, déng thot viéc lua chon tuyén duong can thoa
mén cac diéu kién rang budc vé thoi gian toan trinh va kha ning luu thoét cua ting nit
mang.

Trong mang van chuyén buu chinh, trén mang d@)ng thoi thue hién nhiéu lu@)ng trao doi,
moi mdt ludng cd nat khoi dau va nat két thiic. Do vay, can dua vao ky hi¢u tirng luong
1a véc to xq:

x4 =(x4,..., x%,...x%)

Xgcan thoa man diéu kién khong am va diéu kién bao toan luéng nghia l:

AXq =Vq Xgq > 0Trong d6:Vq: vécto tat ca cac phan tir déu bang 0, ngoai trir hai
phan tur tuong tng véi nut mang khéi dau va nit két thic cé gia tri la -vgva Vg(vRl1a luu
luong can van chuyén ciia moi luong);

A: Ma trdn lién két cung nit chira m dong va n cot trong d6 m 1a s6 nat mang va n 1a s6
cung. Ma tran A chinh la mé hinh dinh tuyén mang van chuyén cta tirng ludng can xac
dinh.

Ma tran lién két cung nait ctia graph G = (W,D), ky hiéu A=[aij] ¢6 kich thudc m x n véi

cac phan tor dugc xac dinh nhu sau:

1. néuw; la dinh ddu cuia cung d;
;= —1.néuw; la dinh cudi cia cung d;

0, néuw; khéng la dinh dau hodc cudi cua cung d;

Ngoai ra ludng Xgcon phai thoa mén diéu kién rang budc khong duge vuot qua kha
nang khai thac cta ting nit mang wi.
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Xét véc to Pi(Pi1, Pia, ... Pin) trong d6 Pi=1 néu djhuéng t6i dinh wiva Pi = 0 néu nguoc
lai. Véc to Pichinh 12 dong i ctia ma tran lién két cung nat A ma trong do tat ca cac phan
tur -1 dugc thay bang 0.

Nhu vay, diéu ki¢n rang budc vé kha nang luu thoat ctia cac nut mang la:

By X <h

g=1

Trong do:

hi: Kha nang Luu thoat cia nit mang W

r: S6 d6i nlit mang trong mang c6 trao doi buu gui

Tiéu chi toi wu cta bai toan van chuyén buu giri nhu sau:

Gia sir C (C1,C2,... Cn) 1a Vécto chi phi van chuyén trong d6 Cj 1a cude van chuyén 1
don vi san pham qua cung dj(chiéu dai cung d;). Khi d6 chi phi van chuyén s& la:

Z=CX'+ .. +CXg+..+CXr

=C(X!' + ...+ Xg+ ... + Xr) — min

Vay mo hinh vén chuyén t6i uu la:

min[Z=CX+ - X+~ X]
PiXt+ +Xa+ _+X)<h
P/X~. . +X+. +X)<h
AX = J
1X¥ = 13
AX ="

Trong trudng hop khong cé diéu kién han ché vé kha niang luu thoat ctia cac nat mang,
bai toan dinh tuyén mang buu chinh chi don gian 1a bai toan tim duong di ngan nhat

97/111



giita timg doi nit mang. Bai toan tim dudng ngan nhat duoc giai bang thuat toan dan
nhan cua Dijkstra.

Mo hinh mang dudng thu trong thanh phd

Mang duong thu trong thanh phé 1a mot d6 thi dinh ctia no 1a cac buu cuc. Hai dinh cua
d6 thi s& dugc ndi két voi nhau bang cung lién két néu giira ching co tuyen duong di.
Trong thanh pho gitra cac buu cuc bao gio cling c6 cac duong thu, nén dd thj duoc két
nbi theo kiéu diém ndi diém. Db thi mang dudng thu trong thanh phd 1a mot dd thi co
huéng vi khoang cach i téi j va j téi i c6 thé khong tring nhau (dudng mot chidu). Gia
tri cta cung dugc biéu dién bang khoang cach hoidc thoi gian van chuyén giita cac nit
mang hodc chi phi vin chuyén giita cic nit mang.

Ta c6 chi phi van chuyén gifta cac nat mang 1a:

cij = krijj

rij : Khoang cach gifra cac nut 1 va nit j (can duoc xac dinh theo khoang cach thyc té va
phai luya chon rjj 1a dudng ngan nhat, ttc 1a phai thoa man diéu kién 1ij < tik + 1kj do mot
canh tam gidc nhé hon tong 2 canh con lai).

k: Chi phi vin chuyén 1 km bang 6 to.

Thoi gian van chuyén trén cung ij

o
f..o = v

OV,

Vij : Van tdc van chuyén 0 to tir ndt i t6i nut j.
toj : Thoi gian trao d6i tai nit mang j.

Khi t6 chirc mang dudng thu c6 thé st dung phuong thirc dudng thing, dudng vong
hoic hon hop.

Mang dudng vong c6 wu diém 12 str dung cac phuong tién van chuyén hiéu qua hon. Do
vay trong thanh pho thuong st dung dudong vong do tinh kinh té cua no.

Bai toan
Bai toan t6 chirc mang dudng thu trong thanh phé 13 x4c dinh hanh trinh cua timg chiéc

6 to phai qua cac nut mang nao, theo trinh ty nao dé dam bao chi phi van chuyén toan
mang la nho nhat (hodc tong quang duong hay tong thoi gian van chuyén nho nhat) dong
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thoi thod man céac rang bude vé thoi gian van chuyén cua tung 6 t6 va dung luong van
chuyén cua ting 0 t0.

Trong hé thdng khai thac tap trung tén tai mot Buu dién trung tim duy nhat. Néu chia
cac nat mang ra lam hai loai nguén va dich, nit mang trung tam s€ 1a ngudn, cac nut

mang con lai s¢€ 1a dich hodc nguoc lai.

Trong md hinh van chuyén buu gui trong thanh phd, cac dinh db thi dugc dic trung boi
s0 lugng buu giri ma n6 can nhan duogc tur gi hodc nguoc lai can gui di ri.

i
Fo ::Z:gi
i-l

Trong do:

0: niit ngudn.

1=1+N:dich

Trong hé théng khai thac phan tan khi d6 do thi s& dugc chia thanh cac do thi con, moi
mot do thi chi c6 mot nit mang ngudn duy nhat va vi¢c giai bai toan thyc t€ la giai ting
bai toan con.

Néu mang van chuyén trong thanh phd chii yéu bang 6 to, ta gia s

M: s6 6 tO toan mang

Qj - dung luong cuaj 6 t6, phu thudc vao loai 6 t6

T - thoi gian van chuyén ti da cho phép trén mot dudng thu.

T duogc xac dinh dua trén cac dinh muc (T = 2 gio).

Qj=min (Pj/b, Vj/d)

Trong d6 Pj : tai trong cta 6 to;

Vi: thé tich van chuyén cua o to;

b: Khéi lwong trung binh cua tai thu;

d: thé tich trung binh cua thi thu.
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Mo hinh toan hoc
Gia st goi xijk 1a an can tim, xijk = 1 néu trong tuyén vong k, dinh j s& dugc toi ngay

sau dinh 1, Xijk = 0 trong truong hop nguoc lai, khi d6 mé hinh toan hoc cia bai toan
mang duong thu trong thanh pho la:

NN
Z = ZZI:HZ;{N — trin

im0 )

Bién Xijk can thoa man cac rang budc sau:

P
géx@-ﬁl i=0+N (1)
o A
_ZD‘,XE-,.,E—_Z;%:G k=1+M,p=0+N|(2)
= J=
Fi I
Zﬂlff:Z;xux— k=1+M (3)
T =

Fi Fl
Z‘,Z‘,fu uﬁquzZ% =T k=1+M (4)
il gl iml

Trong d6 toj : thoi gian trao doi tai nat mang i.
(1): Do mdi dinh dd thi chi thudc mét tuyén dudng vong;

(2): P6i véi mdi mot dinh, sd lugng cac cung di vao va di ra phai bang nhau tai mot
dinh;

(3): Rang budc vé dung luong cia 6 to;

(4): Rang budc vé thoi han van chuyén cua ting 6 6.

Day 14 bai toan tong quat vé mang van chuyén thu trong thanh phd. Bai toan tim hanh
trinh ctia buu ta qua n di€ém 1a trudong hop riéng khi chi ¢6 1 tuyén duong vong qua n

diém (M=1), con bai toan nay can xac dinh M tuyén duong cho M 6 t6 va can thod man
cac han ché (rang budc) vé chi ti€u thoi gian va dung lugng van chuyén cuia 6 to.
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Mot so rng dung cua do thi(phan 2)
Mot s6 Gmg dung trong d thi
Bai tap

Bai tap 1 :Cho G=(V,E) db thi c6 hudng trong d6 khong c6 cung (s,t). Chirmg minh rang
s0 duong di co ban noi hai dinh s va t 1a bang so it nhat cac dinh ctia d6 thi can loai bo
dé trong do thi khong con duong di noi s voi t.

Bai tap 2 :Xay dung thuat toan tim tap E tat ca cac cung cua dd thi ma viéc tang kha
ning thong qua ctia bat ky cung nao trong E déu dan dén ting gia tri cia luong cuc dai
trong mang.

Bai tap 3 :Cho hai diy s nguyén duong {pi, i=1,2,...,m} va {qj, j=1,2,...,n}. Hay xay
dung ma trdn A={ajj : i=1,2,...,m; j=1,2,...n} v6i cac phan tirai j € {0,1} co téng cac
phan tr trén dong i 12 pi , tong cac phan tir trén cot j 1a qj-

Bai tap 4 :C6 m chang trai, n ¢6 gai va k ba mdi, mdi ba mdi p (p=1,2,....k) c6 mot danh
sach Lp mot sO chang trai va ¢ gai trong s6 cac chang trai va c¢6 gai noi trén la khach
hang clia ba ta. Ba mdi p co thé se duyén cho bat cir cip trai gai nao 1a khach hang cua
ba ta, nhung khong du surc t6 chitc qua dp dam cudi. Hay xay dung thudt toan can cu
vao danh sach Lp, dp, p=1,2,....k; dua ra cach t0 chirc nhi€u nhat cac dam cudi gitra m
chang trai va n c6 gai véi su giup do cia cac ba moi.

Bai tdp 5 : Chuyén bi

Cau bé v& N (N<=100) vong tron, danh s tir 1 toi N va t6 mau cac vong tron do (co
thé cd cac vong tron c6 mau giong nhau), sau dé noi ting cap cac cung dinh hudng, moi
cung ¢6 mot mau nhat dinh. Cac mau (cua cung va vong tron) dugc danh so tr 1 dén
100.

Cau bé chon 3 sb nguyen khac nhau L, K va Q nam trong pham vi tr 1 té1 N, dat vao
trong cac vong tron s6 L va K mdi vong mot hon bi, sau d6 bat dau di chuyén bi theo
nguyén tic sau:

- Bi chi dugc chuyén theo cung c6 mau tring v6i mau cta vong tron chira vién bi thir 2.

- Bi chi dugc chuyén theo chiéu cung

- Hai vién bi khong duoc dong thoi ¢ cting mot vong tron;
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- Khong nhat thiét phai di chuyén 1an lugt cac vién bi,
- Qua trinh di chuyén két thic, khi mot trong hai vién bi téi vong tron Q.

Hay 1ap trinh x4c dinh cach di chuyén dé chim dut qué trinh sau mét s it nhat cac budc
chuyén.

Dtr liéu vao tu file BL.INP:

- Dong dau: 4 s6 nguyén N L K Q

- Dong thir 2: N sb nguyén C1, Ca,...,Cn; Ci 1a mau vong tron i
- Dong thir 3: s6 nguyén M (0 < M < 10000)

- M dong sau: mdi dong 3 s6 nguyén Aj Bj Di; xac dinh cung mau Dj tir vong tron Aj t6i
vong tron Bi.

Céc s6 trén mot dong cach nhau mot déu céch.

Két qua dua ra file BL.OUT:

- Dong dau: CO hoic KHONG, cho biét qua trinh c6 két thic dugc hay khong,

- Néu dong dau 14 CO thi dong 2 chira s6 nguyén xac dinh sé budc chuyén téi thiéu .

BL.INP BL.OUT
5341232148212415452452513322234531351/|CO0O3

Bai tdp 6 : Béang dién

Mot ludi 6 vudng duge phu trén mot bang dién hinh vuong. Vi tri ndm trén giao cua 2
duong ke cua ludi s€ dugce goi 1a nat. Tat ca c6 nxn nut trén ludi.
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Hinh 2a Bang dign ~ Hinh2b. Lot gias

C6 mot sd nat chia tiép diém. Nhiém vu cta ban 1 can nbi cac tiép diém v&i cac nat
O trén bién cua bang bdi cac doan day dan (got la cac mach). Cac mach chi dugc chay
doc theo cac duong ké cua ludi (nghia 1a khong dugce chay theo duong chéo). Hai mach
khong duge phép c6 diém chung, vi vy hai mach bat ky khong duoc phép cing chay
qua cung mot doan duong ké cua ludi cling nhu khong duoc chay qua cung mot nut cua
ludi. Cac mach cling khong dugc chay doc theo cac doan ké cua ludi ¢ trén bién (mach
phai két thuc khi n6 gap bién) va ciing khong duoc chay qua nit chira tiép diém khac.

Vi du: Bang dién va cic tiép diém dugc cho trong hinh 2a. Nt t6 dam trong hinh v& thé
hién vi tri céc tiép diem.

Yéu cau: Viét chuwong trinh cho phép ndi duge mot sé nhidu nhat cac tiép diém véi bién.
Cac tiép diém & trén bién da thoa man doi hoéi dat ra, vi thé khong nhat thiét phai thuc
hién mach ndi chung. Néu nhu ¢6 nhi€u 161 giai thi chi can dua ra mot trong s6 chung.

Dir liéu vao: file van ban ELE.INP:

- Dong dau tién chtra s6 nguyén n (3 <=n <= 15).

- Mbi dong trong sé n dong tiép theo chira n ky tu phan cach nhau bai mot dau cach.
Moi ky tu chi 1a 0 hodc 1. Ky tu 1 thé hién tiép di€m, ky tu 0 thé hién nat khong cé ti€p
diém trén vi tri turong ing cua ludi. Cac nit dugce danh so6 tr 1 dén n*n theo thur ty tur trai
sang phai, tir trén xuong dudi. Chi so cua nut chira tiép di€ém s¢€ 1a chi so6 cua tiép diém.
Két qua: ghi ra file ELE.OUT:

- Dong dau tién chira k 14 s6 tiép diém 16n nhat c6 thé ndi véi bién bai cac mach.

- Mdi dong trong s6 k dong tiép theo mé ta mot mach ndi mét trong s k tiép diém véi
bién theo qui cach sau: dau tién la chi s6 cua ti€p diém dugc nodi, ti€p dén 1a day cac ky

tur mo ta huéng cua mach ndi: E: dong, W: tiy, N: béac, S: nam. Giita chi sé va diy ky tu
phai c6 ding mot dau cach, con gitra cac ky tu trong day ky tu khong dugce c6 dau cach.
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Két qua phai duoc dua ra theo thir ty ting dan cta chi s6 tiép diém.

Vi du:

ELE.IN ELE.OUT
60001110000100001110000000011 |11 E16 NWN17 SE27 S28
11000101 NWWSS29 S

Bai tap 7:

Mot khéa hoc gdbm N mén hoc, mén hoc i phai hoc trong ti ngay. Giita cac mén hoc co
mbi quan h¢ trude/sau: cé mon hoc chi hoc duge sau khi da hoc mét s6 mon hoc khac.
Moi quan hé d6 dugc thé hién bdi mot mang hai chiéu A[i, j];i,j =1, ..., N trong d6
Ali, j] = 1/0 va A[j, i] béng 0 v6i moi 1, A[i, j] = 1 khi va chi khi mon hoc i phai dugc
day xong trudc khi hoc mén j (ngay két thic mén i phai triroc ngay bat du mén j). Mén
hoc i phai day trudec mén hoc j néu c6 mot ddy mén hoc i1, io, ..., ik sao cho a[it, it+1]
=1, 1<=t<=k-1, ij=i va ik=j. Néu c6 mdt nhém cac mén hoc timg ddi mot khong
c6 quan hé trudc/sau thi trong mdi ngdy, vé nguyén tic, ta co thé hoc dong thoi tat ca
nhiing moén hoc nay (neu khong vi pham quan h¢ v&i cac mon hoce khéac). Méang A[i, j]
duogc goi 1a bé tac néu c6 mot day cac moén hoc iy, i2,..., ik, k > 1, ma mén i1 phai day
trudec mon 12, mon 12 phdi day trudec mon 13, ..., mén 1k-1 phai day trudc mon ik, mon ik
phai day trudc mon i7.

Hay viét chuong trinh lam céc viéc sau:
1. Hiy xét xem mang A c6 bé tic hay khong.

2. Néu mang A khong bé tic, hdy tinh xem khoa hoc c6 thé két thuc trong thoi gian
nhanh nhat l1a bao nhiéu ngay.

3. Theo cac hoc bao dam thoi gian hoan thanh ngan nhat & cau 2, hiy tinh xem mot hoc
sinh trong qua trinh hoc phai hoc dong thoi trong mdt ngay nhiéu nhat bao nhiéu mon.

Dit lidu vao duoc cho bai file text ¢6 tén MH.DAT trong d6 s6 N ghi ¢ dong tht nht,
trong nhom N dong ti€p theo, dong thir i ghi N s0 A[i, 1], ..., A[i, N] dong cudi cung
ghi N s0 nguyén duong ti khong 16n hon 30, 1 <=1 <=N; N <= 30.

Két qua ghi ra file TKB.DAT nhu sau: dong thir nhat ghi s6 1/0 tiy theo mang A bé tic
/ khong bé tac. Néu dong thir nhat ghi s6 0, ta méi ghi tiép két qua cau 2 va 3.

Két qua cau 2 ghi tiép vao file TKB.DAT N+1 dong nhu sau: dong dau ghi s6 T 14 s6
ngay toi thiéu co thé hoan thanh khoa hoc, tiép theo 1a N dong trong d6 dong thir i ghi 2

104/111



s6 X, Y v6i y nghia mén hoc thit i hoc tir ngay thir X dén ngay thir Y (cht ¥ rang Y — X
=ti—1).

Két qua cdu 3 ghi tiép vao file TKB.DAT nhu sau: dong thir nhat ghi 2 s6 Z, W véi ¥
nghia trong ngay Z phai hoc W mon (W 1a s6 nhiéu nhat cdc mon hoc phai hoc dong thoi
trong mét ngay), tiép theo la mdt dong ghi t€n cac mon hoc phai hoc dong thoi trong
ngay Z.

Trong cac cau 2 va 3, c6 thé c¢6 nhi€u 101 gidi tuong duong chi can dua ra mot 101 giai.

Vidu 1

MH.DAT TKB.DAT
4 010000100001 100011111

Vidu 2

MH.DAT TKB.DAT

70100000000100000010000000 0221 23 41 8
11000000000000001 000000022 12 13 2213 14 15 17
841023 1 21 3

Bai tap 8: Giam ddc mot cong ty quyét dinh to chirc budi tiéc tra gap gd toan thé nhan
vién trong cong ty. Cong ty duoc to chirc theo mo hinh phan cap lanh dao va mdi quan
hé thii truéng — nhdn vién tao thanh ciy c6 goc 1a giam ddc. Pé dam bao khong khi ty
nhién, giam dbc quyét dinh khong dé thi trudng va nhan vién dudi quyén ngdi ciing mot
ban. P goi 1a thu trudng cta Q, néu P 1a tha truong truc tiép cua Q hodc ton tai diy P1,
P2, ..., Pk (1 <k), sao cho P = Py, Q = Pk va Pj 1a thu trudng truc tiép cua Pi+1 (i=1, 2

, k -1). Tat ca moi nguoi trong cong ty duge danh so tir 1 dén N (N 14 tong s6 ngudi
trong cong ty voi giam doc bat dau tir 1).

+ Yéu cau: tinh s6 lugng ban it nhat can thiét dé c6 thé bo tri cho moi ngud1 ngdi theo
yéu cau néu trén va cho mét phuong an bo tri ngudi & moi ban.

+ Dir liéu vao: file text COMPANY INP, dong dau tién 13 s6 nguyén m — s6 ghé téi da
cho mdt ban dong thr 2 — so nguyén N — so nguoi trong cong ty, dong thir ba (va cac
dong sau néu can) 1a diy s6 nguyén, cac sd cach nhau it nhat mot dau cach hodc nhém
ky tu xudng dong, sé nguyén thit i trong day cho biét ai 1a thi trudng truc tiép ctia nhan
vién i. Giam d6c khong c6 tha trudng nén sé ndy bang 0. 2 <=m <= 10, 1 <= N <= 200.
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+ Keét qua: dua ra file text COMPANY.OUT, dong dau tién 1a so ban it nhat can thiét,
cé}c d(‘)ng‘ sau moi dong tuong ing voi mot ban va chira day s6 nguyén xac dinh ai dugc
bo tri ngdi sau ban do.

Vi du:

COMPANY.INP

4

13

01999221178810

File két qua COMPANY.OUT c6 thé c6 ndi dung:

5

13345

1068

791112

2

1

Bai tap 9: Trén ban co NxN, hay tim cach sap xép s6 luong té1 da cac con hau sao cho
khoéng con nao co6 thé an con nao.

Bai tap 10: Cho 1 d6 thj c6 huéng G, hiy tim mét tap hop Xo it nhat cac dinh cia G sao
cho moi dinh 1 ciia G hoac thudc Xo hoac i ndi truc tiép v6i dinh j thude Xo.

Bai tap 11: Trén ban co NxN, hay tim cach sap xEp so luong toi thiéu cac con hdu sao
cho moi 6 ¢co trén ban co bi chiéu boi it nhat 1 con.

Bai tap 12: M6t ky tac x4 c6 15 ¢6 gai. Hang ngay céac cd di choi vdi nhau theo b 3.
Héi c6 thé dua cac ¢6 di choi trong to61 da bao nhi€u ngay dé khong c¢6 2 ¢6 nao di chung

trong mot bd 3 qua 1 lan.

Hay tong quat hoa bai toan.
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Bai tap 13: Mot sd hai cang x1, x2, X3... ¢ cic mat hang ma cac hai cang y1, y2,
y3...can dén. Luong hang c6 ¢ x 14 si va yéu ciu hang hoa cua yi 1a di. Néu c6 tau di tur
Xj tO1 yj thi ta ky hiéu cjj 1a tong luong hang ma céac tau c6 thé van chuyén tir x; toi Vi
Viy c6 thé thoa man moi yéu cau khong? T chirc van chuyén ra sao? Hiy viét chuong
trinh giai quyét bai toan trén.

Bai tap 14: Trong mdt cudc du lich, m gia dinh phan nhau di trén n xe. Cac gia dinh
tuong tng c6 11, 12, ..., I'm NgU VA cac Xe turong img ¢d s1, S2, ..., sn chd ngdi. Hiy tim
cach phan phdi sao cho 2 ngudi cing gia dinh khong ngdi chung mot xe hodc cho biét
khong thé 1am nhu vay.

Bai tap15: Trong mot trudng trung hoc, moi hoc sinh nit ¢c6 m ban nam va moi hoc sinh
nam c6 m ban nir. Hay chi ra cach sap xép dé moi c6 gai co6 thé lan lugt khiéu vii véi céc
ban trai cia minh va cac chang trai c¢6 thé lan luot khi€u vii voi cac ban gai ctia minh.

Bai 16: Mot nha in phai san xuat n cudn sach bang 2 may: mot dé in, mot dé dong sach.
Goi ak 1a thoi gian can cho viéc in cudn thir k va by 13 thoi gian can cho viée dong cudn
d6. Tat nhién 1a sach phai in xong méi dong, do d6 may déng c6 thé phai chd doi 1au
hay chong. Vay tién hanh theo thir tu nao dé co thé xong viéc som nhat.

Bai tap 17: On dinh

Trong mdt 16p c6 N diy ban va mdi diy c6 M chd ngdi. Trong 16p c6 K can su 16p. Mdi
mot can sy cam mot dé bai tap. Cac can sy nay c6 nhiém vu chuyén dé bai tap dén cac
hoc sinh khac ngdi ké minh & phia trude, sau, trai va phai. Sau khi cac can sy lam xong
cong viéc ctia minh, mdi hoc sinh thong bao ) lugng dé bai tap minh da nhan duoc.
Dua trén thong tin nay hay xac dinh vi tri ctia cac can su trong 16p.

Bai tap 18: C6 mot mdy thu va mot may phét tin hiéu. Gia stir may phat co6 thé phat di 5
loai tin hiéu khac nhau a, b, ¢, d, e. O may thu mdi tin hiéu c6 thé duoc hiéu theo 2 cach
khac nhau: tin hiéu a c6 thé hiéu p hay q, tin hiéu b c6 thé hiéu q hay r, ... S6 cuc dai cac
tin hiéu ma ta co thé sir dung 1a bao nhiéu dé cho & may thu khong xay ra nham l4n gitta
cac tin hi¢u dugc str dung.
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Vi su hd tro cia Quy Viét Nam, Thu vién Hoc liéu Mé Viét Nam (VOER) da tr¢ thanh
mot cong thong tin chinh cho céc sinh vién va giang vién trong va ngoai Viét Nam. Mdi
ngay c6 hang chuc nghin luot truy cidp VOER (www.voer.edu.vn) dé nghién ciru, hoc
tap va tai tai liéu giang day vé. V6i hang chuc nghin module kién thuc tir hang nghin
tac gia khac nhau dong gop, Thu Vién Hoc liéu Mé Viét Nam 1a mdt kho tang tai li€u
khong 16, ndi dung phong pht phuc vu cho tit ca cac nhu cau hoc tap, nghién ctru cia
doc gia.

Ngudn tai liéu md phong phii c6 trén VOER c¢6 dugce 1a do sy chia sé ty nguyén cta cac
tac gia trong va ngoai nudc. Qua trinh chia sé tai licu trén VOER tr¢ 1€n dé dang nhu
dém 1, 2, 3 nho vao stc manh ctia nén tdng Hanoi Spring.

Hanoi Spring 1 mot nén tang cong nghé tién tién duoc thiét ké cho phép cong chung dé
dang chia sé tai lidu giang day, hoc tap ciing nhu chu dong phat trién chuong trinh giang
day duya trén khai niém vé hoc liéu mé (OCW) va tai nguyén gido duc mé (OER) . Khai
niém chia sé tri thirc c6 tinh cach mang da duoc khoi xuéng va phat trién tién phong
bai Pai hoc MIT va Pai hoc Rice Hoa Ky trong vong mot thap ky qua. Ké tir d6, phong
trao Tai nguyén Gido duc M¢ da phat trién nhanh chong, dugc UNESCO hd tro va duoc
chap nhan nhu mét chuong trinh chinh thirc & nhiéu nudc trén thé gisi.
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