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2.1 Thu t toán chia đ  tr  t ng quátậ ể ị ổ

 Gi  s  r ng, thu t toán phân chia m t bài toán c  n thành ả ử ằ ậ ộ ỡ
a bài toán nh . Trong đó m i bài toán nh  có c  n/b.ỏ ỗ ỏ ỡ

Cũng v y, ta gi  s  r ng t ng các phép toán thêm vào khi ậ ả ử ằ ổ
th c hi n phân chia và t ng h p l i gi i c a bài toán là ự ệ ổ ợ ờ ả ủ
g(n).

Khi đó n u f(n) là s  các phép toán c n thi t đ  gi i bài ế ố ầ ế ể ả
toán đã cho, thì f th a mãn h  th c truy h i sau đây:ỏ ệ ứ ồ

 F(n) = a.f(n/b) +g(n).



2.1 Thu t toán chia đ  tr  t ng quátậ ể ị ổ

D i đây là n i dung c a thu t toán chia đ  tr :ướ ộ ủ ậ ể ị

Main    D_and_C(n)

     {

              N u   n <= nế 0 thì                     (* n0 là kích th c đ  nh  *)ướ ủ ỏ

                      Gi i bài toán m t cách tr c ti pả ộ ự ế

              Ng c l iượ ạ

         i.  Chia bài toán thành a bài toán con kích th c n/bướ

        ii.  Cho (M i bài toán trong a bài toán con) th c Hi n D_and_C(n/b)ỗ ự ệ

       iii.  T ng h p l i gi i c a a bài toán con đ  thu đ c l i gi i c a bài toán g cổ ợ ờ ả ủ ể ượ ờ ả ủ ố

     }
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2.2.1 Bài toán tìm ki m nh  phânế ị

 Bài toán: Cho s  x và m ng A[1..n] các s  nguyên đ c s p ố ả ố ượ ắ
x p theo th  t  không gi m. Tìm i sao cho A[i] = x. (Gi  thi t i ế ứ ự ả ả ế
t n t i).ồ ạ

 Phân tích bài toán:
   S  x cho tr c:ố ướ
      + Ho c là b ng ph n t  n m   v  trí gi a m ng Aặ ằ ầ ử ằ ở ị ữ ả
      + Ho c là n m   n a bên trái  (x < ph n t    gi aặ ằ ở ử ầ ử ở ữ

      m ng A )ả
      + Ho c là n m   n a bên ph i (x > ph n t    gi aặ ằ ở ử ả ầ ử ở ữ

      m ng A )ả



2.2.1 Bài toán tìm ki m nh  phânế ị

T  nh n xét đó ta có gi i thu t sau:ừ ậ ả ậ
 

 Index  location(index  low, index  hight)
{
  Index  mid;
  If (low > hight)   return 0;
  Else {
           mid =                       ;   
           If  (x == A[mid])  return mid
          Else 
                   If  (x < A[mid])  return  location(low,  mid ­ 1)
                  Else 
                           Return    location (mid + 1, hight);
       }
           }

� �hight)/2  (low �



2.2.1 Bài toán tìm ki m nh  phânế ị

Thí dụ: 
Gi  s  ta c n tìm x = 18 trong dãyả ử ầ
           A = {10, 12, 13, 14, 18, 20, 25, 27, 30, 35, 40, 45, 47}.
             đây n =13.ở

Ta th c hi n nh  sau: ự ệ ư

Đ u tiên ta tính mid = (1 + 13)/2 = 7   =>   A[7] = 25ầ

     Vì x = 18 < 25 nên ta tìm trên dãy nh   Aỏ 1 = {10, 12, 13, 14, 18, 20}

     Ta tìm s    gi a m i đó là  midố ở ữ ớ 1 = (1 + 6)/2 = 3   =>  A1[3] = 13

     Vì x = 18 > 13 nên ta tìm trên dãy l n  Aớ 12 = {14, 18, 20}

    Ta l i ti p t c tìm ph n t  gi a c a dãy con m i ạ ế ụ ầ ử ữ ủ ớ

         mid2 = (4 + 6)/2 = 5 => A12[5] = 18

Thông báo ch  s  i = 5 và d ng thu t toán.ỉ ố ừ ậ  



2.2.1 Bài toán tìm ki m nh  phânế ị

Đ  ph c t p c a thu t toánộ ứ ạ ủ ậ :
G i T(n) là th i gian c n thi t đ  th c hi n thu t toán. ọ ờ ầ ế ể ự ệ ậ Khi đó:

 
Theo đ nh lý th  (xem ph  l c A) ta có                         ị ợ ụ ụ
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2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

Thu t toán c  đi n đ  nhân hai s  nguyên có n ch  ậ ổ ể ể ố ữ
s  là O(nố 2). 

Năm 1962 A.A. Karatsuba đã khám phá b ng cách ằ
rút g n phép nhân hai s  nguyên n ch  s , xu ng ọ ố ữ ố ố
thành b n phép nhân hai s  nguyên n/2 ch  s  nh  ố ố ữ ố ư
sau:



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Input:                             và 

 Output: 

 Ta bi t r ng:ế ằ
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2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Ví d :  ụ
       207 = 2*102 + 0*101 + 7*100 
       702 = 7*102 + 0*101 + 2*100 
207*702 = 145314 

              = 1*105 + 4*104 + 5*103 + 3*102 + 1*101 + 4*100 
 Bây gi  gi  s  ta đ t:ờ ả ử ặ

2/21 ... nnn xxxa ��� 02)2/(1)2/( ...xxxb nn ���

2/21 ... nnn yyyc ��� 02)2/(1)2/( ...yyyd nn ���

Khi đó:  bax n �� 2/10* dcy n �� 2/10*

)*(10*)**(10*)*()10*)(10*(* 2/2/2/ dbcbdacadcbayxz nnnn ���������



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

Ví d : ụ
v i n = 4;  x = 1026 và y = 3547 ớ
thì a = 10, b = 26, c = 35, d = 47 
Khi đó 
x = 1026 = 10*102 + 26 = a*102 + b;   
y = 3547 = 35*102 + 47 = c*102 + d
và z = x*y 
       = (10*35)*104 + (10*47+26*35)*102 + (26*47)
       = 350*104 + 1380*102 + 1222
       = 3.639.222            



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Khi đó ta có th i gian th c hi n thu t toán là:ờ ự ệ ậ

 

 Theo đ nh lý th  ta có đ  ph c t p c a thu t toán là .ị ợ ộ ứ ạ ủ ậ  

��

�
�
�

��

�
�

1)
2

(4

11
)(

ncn
n

T

n
nT

)()( 2nOnT �



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Nhân 981 v i 1234. ớ
Tách t ng toán h ng thành hai n a: ừ ạ ử
0981 cho ra a = 09 và b = 81, 
1234 thành c = 12 và d = 34. 
L u ý r ng 981 = 10ư ằ 2a + b và 1234 = 102c + d.
Do đó, tích c n tìm có th  tính đ c làầ ể ượ
981 x 1234 = (102a + b)(102c + d)
                   = 104ac + 102(ad + bc) + bd
                   = 1080000 + 127800 + 2754 = 1210554
Th  t c trên đ n b n phép nhân hai n a: ac, ad, bc và bd.ủ ụ ế ố ử



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Hãy xét tích:
 r = (a + b)(c + d) = ac + (ad + bc) + bd

 p = ac = 09 * 12 = 108
 q = bd = 81 * 34 = 2754
 r = (a + b)(c+d) = 90 * 46 = 4140
 và cu i cùngố
 981 x 1234 = 104p + 102(r – p – q) + q
                    = 1080000 + 127800 + 2754 = 1210554.
 Nh  v y tích c a 981 và 1234 có th  rút g n v  ba phép nhân c a hai s  ư ậ ủ ể ọ ề ủ ố

có hai ch  s  (09*12, 81*34 và 90*46) cùng v i m t s  nào đó phép d ch ữ ố ớ ộ ố ị
chuy n (nhân v i lu  th a c a 10), phép c ng và phép tr .ể ớ ỹ ừ ủ ộ ừ



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Sau đây là mô hình c i ti n thu t toán nhân s  nguyên l nả ế ậ ố ớ
 C i ti n đ  còn l i 3 phép nhân : ả ế ể ạ

 T  đó ta đ a ra thu t toán nhân s  nguyên l n là:ừ ư ậ ố ớ



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

 Large_integer Karatsuba(x, y, n);
{
    If  n == 1  Return x*y
   Else
  {
    a = x[n­1]. . . x[n/2]; b = x[n/2­1] . . . x[0];
    c = y[n­1]. . . y[n/2]; d = y[n/2­1] . . . y[0];
    U = Karatsuba(a, c, n/2);
    V = Karasuba(b, d, n/2);
    W = Karatsuba(a+b, c+d, n/2);
    Return U*10n + (W­U­V)*10n/2 + V
   }
}



2.2.2 Bài toán phép nhân các s  nguyên l nố ớ

Đ  ph c t p thu t toánộ ứ ạ ậ :
G i T(n) là th i gian c n thi t đ  th c hi n thu t ọ ờ ầ ế ể ự ệ ậ

toán. Khi đó: 

Theo đ nh lý th  T(n) = O(nlog3) ị ợ  O(n≈ 1.58)
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2.2.3 Bài toán nhân ma tr nậ

Bài toán: 
   Cho hai ma tr n A, B v i kích th c n*n, ma tr n C là ma tr n ậ ớ ướ ậ ậ

tích c a hai ma tr n A và B. Thu t toán nhân ma tr n c  đi n ủ ậ ậ ậ ổ ể
nh  công th c d i đây:ư ứ ướ

   C = A*B    hay        
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V i th i gian th c hi n là O(nớ ờ ự ệ 3) (n là kích th c c a ma tr n)ướ ủ ậ



2.2.3 Bài toán nhân ma tr nậ

 Xét tr ng h p n = 2 thìườ ợ
 ta có:               ,               và 

 Khi đó:
                         

V i    ớ

                             
Ta th y thu t toán trên có ít nh t đ n 8 phép nhân.ấ ậ ấ ế  
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 Xét tr ng h p n = 2 thìườ ợ
 ta có:               ,               và 

 Khi đó:
                         

V i    ớ

                             
Ta th y thu t toán trên có ít nh t đ n 8 phép nhân.ấ ậ ấ ế  
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2.2.3 Bài toán nhân ma tr nậ

 Strassen đã c i thi n l i thu t toán trên b ng cách đ t:ả ệ ạ ậ ằ ặ
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2.2.3 Bài toán nhân ma tr nậ

Ví d : Cho 2 ma tr n 2x2 nh  sau:ụ ậ ư
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1. S  d ng ử ụ thuật toán nhân cổ điển

2. Sử dụng thuật toán Strassen



2.2.3 Bài toán nhân ma tr nậ

 G i T(n) là th i gian c n thi t đ  nhân hai ma tr n kích th c n*n. Gi  s  ọ ờ ầ ế ể ậ ướ ả ử

r ng n là lu  th a b c 2. ằ ỹ ừ ậ

 Th i gian đ  tính phép c ng, tr  ma tr n là  ờ ể ộ ừ ậ

 Do đó T(n) = 7T(n/2) + dn2

 Áp d ng đ nh lý th  ta có ụ ị ợ

 Đ i v i  các  tr ng h p ma  tr n vuông nh ng kích  th c không ph i  là ố ớ ườ ợ ậ ư ướ ả

lu  th a b c 2 thì gi i quy t v n đ  b ng cách thêm các dòng và các c t ỹ ừ ậ ả ế ấ ề ằ ộ

sao cho kích th c ma tr n m i g p đôi kích th c ma tr n cũ và gán giá ướ ậ ớ ấ ướ ậ

tr  cho các ph n t  m i thêm là 0. ị ầ ử ớ

 Do lg7<2,81 nên có th  th c hi n phép nhân hai ma tr n kích th c n*n ể ự ệ ậ ướ

trong th i gian      ờ

)( 2nO
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2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

Bài toán:  Cho m ng A[1..n]. M ng A[p..q] đ c g i ả ả ượ ọ
là  m ng  con  c a  A.  Tr ng  l ng  m ng  b ng  t ng ả ủ ọ ượ ả ằ ổ
các ph n t . Tìm m ng con có tr ng l ng l n nh t  ầ ử ả ọ ượ ớ ấ
(1<= p <= q <= n). 



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

Thi t k  thu t toán ế ế ậ
a/ Thu t toán đ n gi nậ ơ ả
 Đ  đ n gi n ta ch  xét bài toán tìm tr ng l ng c a m ng ể ơ ả ỉ ọ ượ ủ ả

con l n nh t còn vi c tìm v  trí thì ch  là thêm vào b c l u l i ớ ấ ệ ị ỉ ướ ư ạ
v  trí trong thu t toán.ị ậ

 Ta có th  d  dàng đ a ra thu t toán tìm ki m tr c ti p b ng ể ễ ư ậ ế ự ế ằ
cách duy t h t các dãy con có th  c a m ng A nh  sau:ệ ế ể ủ ả ư



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

void    BruteForceNaice;
{
    Max1 =  ­MaxInt;
    for (i = 1; i<= n; i++)               // i là đi m b t đ u c a dãy conể ắ ầ ủ
        for( j =i; j<= n; j++)          // j là đi m k t thúc c a dãy conể ế ủ
           {    
                 s= 0;
              for ( k  = i; k<= j; k++)     // Tính tr ng l ng c a dãyọ ượ ủ
                s = s + A[k]
                if  (s > Max1)   Max1 = S
         }                   
} 



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 Phân tích đ  ph c t p c a thu t toán trên:ộ ứ ạ ủ ậ
L y  s = s + A[k] làm câu l nh đ c tr ng, ta có s  l n th c ấ ệ ặ ư ố ầ ự
hi n câu l nh đ c tr ng làệ ệ ặ ư

 Th i gian T(n) = O(nờ 3)
 N u đ  ý, ta có th  gi m đ  ph c t p c a thu t toán b ng ế ể ể ả ộ ứ ạ ủ ậ ằ

cách gi m b t vòng l p trong cùng (vòng l p theo ả ớ ặ ặ
k).                        
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2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 Khi đó thu t toán có th  đ c vi t m t cách tóm t t nh  sau:ậ ể ượ ế ộ ắ ư
for  ( i = 1; i<=  n; i++)
     for ( j = i; j<=  n; j++) 
           {
               s  = s + A[j];        //Câu l nh đ c tr ngệ ặ ư
              if   (s > max1)   max1  = s;
         }
L y  s = s + A[j]  làm câu l nh đ c tr ng thì ta có  s  l n th c ấ ệ ặ ư ố ầ ự

hi n câu l nh đ c tr ng là     ệ ệ ặ ư

=> Th i gian c a thu t toán T(n) = O(nờ ủ ậ 2)
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2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

b/ Cách ti p c n chia đ  trế ậ ể ị

 Chia: Chia m ng A ra thành hai m ng con v i chênh l ch đ  ả ả ớ ệ ộ
dài ít nh t, kí hi u là AL , AR.ấ ệ

 Tr : ị Tính m ng con l n nh t c a m i n a m ng A m t cách ả ớ ấ ủ ỗ ử ả ộ
đ  quy. G i WL, WR là tr ng l ng c a m ng con l n nh t ệ ọ ọ ượ ủ ả ớ ấ
trong AL, AR.

 T ng h p: ổ ợ Max (WL, WR).   
WM = WML + WMR 



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 Cài đ t thu t toán:ặ ậ
void    MaxSubVector(A, i, j);
{
    If ( i == j)   return   a[i]
   Else   
     {
         m    = (i + j)/2;
         WL   = MaxSubVector(a, i, m);
         WR    = MaxSubVector(a, m+1, j);         
         WM  = MaxLeftVetor(a, i, m) + MaxRightVector(a, m+1, j);
       Return   Max(WL, WR, WM )
   }
}    



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 Các hàm MaxLeftVector, Max RightVector đ c cài đ t nh  sau: ượ ặ ư
void      MaxLeftVector(a, i, j);
      {
                              MaxSum = ­Maxint ; Sum = 0;
                              for( k = j;k>= i;k­­)
                             {
                                          Sum = Sum + A[k];
                                          MaxSum = Max(Sum,MaxSum);
                  }
                  Return  MaxSum;
     }



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 T ng t  v i hàm MaxRightVector là. ươ ự ớ
for (k = i;k<= j;k++)
      {
            Sum = Sum + A[k];
            MaxSum = MaxSum(Sum, MaxSum);
      } 



2.2.4 Bài toán dãy con l n nh tớ ấ

 Phân tích đ  ph c t p ộ ứ ạ
Th i gian ch y th  t c MaxLeftVector và MaxRightVector ờ ạ ủ ụ

là O(m)  
 (m = j ­ i + 1) 
G i T(n) là th i gian tính, gi  thi t n = 2ọ ờ ả ế k . 
Ta có 
n = 1 thì T(n) = 1
n > 1 thì vi c tính  WM đòi h i th i gian n/2 + n/2 = nệ ỏ ờ
=> T(n) = 2T(n/2) + n
Theo đ nh lý th  ta có ị ợ

)(log)( nOnT �
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2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Cho A[1..n] là m t m ng n ph n t . Hãy s p x p các ph n t  ộ ả ầ ử ắ ế ầ ử
c a A theo th  t  không gi m. ủ ứ ự ả

 Nh  chúng ta đã bi t th i gian dùng Selection Sort hay ư ế ờ
Insertion Sort đ  s p x p m ng A trong c  hai tr ng h p: ể ắ ế ả ả ườ ợ
x u nh t và trung bình đ u vào c  nấ ấ ề ỡ 2. Còn HeapSort vào 
kho ng n.logn. ả

 Có m t s  gi i thu t đ c bi t cho bài toán này theo mô hình ộ ố ả ậ ặ ệ
chia đ  tr  đó là ể ị MergeSort và QuickSort, chúng ta s  l n ẽ ầ
l t nghiên c u chúng.ượ ứ  



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 a. MergeSort 
 Đ  s p x p m ng A[1..n] v i n là kích th c c a A.ể ắ ế ả ớ ướ ủ
 Thu t toán s p x p b ng ph ng pháp MergeSort đ c trình ậ ắ ế ằ ươ ượ

bày d a trên ý t ng c a k  thu t ự ưở ủ ỹ ậ chi đ  trể ị đ c mô t  theo ượ ả
3 b c sau:ướ

 B c chia: n u n =1 thì return A ng c l i chia A thành hai ướ ế ượ ạ
dãy con A1[1..n/2], A2[1+n/2..n].

 B c đ  quy: g i l i b c 1 cho A1, A2.ướ ệ ọ ạ ướ
 B c tr : k t h p A1, A2 đã có th  t  thành m ng A ban đ u.ướ ị ế ợ ứ ự ả ầ
 Thí d  sau mô t  tr c quan gi i thu t trên b ng cây nh  phân ụ ả ự ả ậ ằ ị

d i đây, v i m i nút c a cây là m t hàm đ  quy c a ướ ớ ỗ ủ ộ ệ ủ
MergeSort.



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế

27      10       12       20       25       13       15      22

10     27 12     20 13     25 15     22

27     10 12     20 25     13 15     22

27 10 12 20 25 13 15 22

27     10       12      20 25      13       15     22

10     12       20      27 13      15       22     25

10      12       13       15       20       22       25      27

MergeSort 



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Đ  tr n hai m ng con A1, và A2 đã có th  t  thành m ng A ban đ u cũng ể ộ ả ứ ự ả ầ
có th  t  ta th c hi n theo các b c sau:ứ ự ự ệ ướ

 G i h, m l n l t là s  ph n t  c a hai m ng con A1 và A2ọ ầ ượ ố ầ ử ủ ả
 B c 1: Gán i, j, k b ng 1ướ ằ
 B c 2: Trong khi i<= h và j<= m so sánh A1[i] v i A2[j]ướ ớ
 B c 3: N u A1[i] < A2[j] thì đ y ph n t  th  i c a A1 vào A và tăng i m t ướ ế ẩ ầ ử ứ ủ ộ

đ n v  ng c l i đ y A2[j] vào A và tăng j m t đ n v .ơ ị ượ ạ ẩ ộ ơ ị
 B c 4: Tăng k m t đ n vướ ộ ơ ị
 B c 5: N u h > m thì đ y t t c  nh ng ph n t  còn l i c a A1 vào A, ướ ế ẩ ấ ả ữ ầ ử ạ ủ

ng c l i đ y t t c  các ph n t  còn l i c a A2 vào A.ượ ạ ẩ ấ ả ầ ử ạ ủ



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 D i đây là th  t c c a thu t toán trên:ướ ủ ụ ủ ậ
void  Merge(h, m, A1, A2, A )   // h: s  ph n t  c a A1; m = n – h: s  ph n t  c a A2ố ầ ử ủ ố ầ ử ủ
{
    Index i, j, k;
    i = 1; j = 1; k = 1;
    while (i <= h && j <= m)
   { 
      If (A1[i] < A2[j])
     { 
         A[k] = A1[i];
          i++;
     } 
    else {
         A[k] = A2[j];
         j++;
         }
      k++; 
   }
 if(i > h) 
   copy A2[j..m] to A[k..h + m];
 else 
   copy A1[i..h] to A[k..h + m]; 
}



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Thu t toán s p x p tr n (MergeSort) sau đây có th  t t h n n u các m ng A1 và ậ ắ ế ộ ể ố ơ ế ả
A2 là các bi n toàn c c và xem vi c s p x p chèn Insert(A) nh  là gi i thu t c  ế ụ ệ ắ ế ư ả ậ ơ
b n ả

Void MergeSort(int n, keytype A[])
{
If (n >1) {
  Const int  , m = n – h;   /* trong đó �x�  là ph n nguyên l n nh t không quá xầ ớ ấ
  Keytype A1[1..h], A2[1..m];
  Copy A[1..h] to A1[1..h];
  Copy A[h +1..n] to A2[1..m];
  MergeSort(h, A1);
  MergeSort(m, A2);
   Merge(h, m, A1, A2, A);
  }
}



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Đ  ph c t p c a thu t toánộ ứ ạ ủ ậ
 Gi  s  T(n) là th i gian c n thi t đ  thu t toán này s p x p ả ử ờ ầ ế ể ậ ắ ế

m t m ng n ph n t . Vi c tách A thành A1 và A2 là tuy n ộ ả ầ ử ệ ế
tính. Ta cũng d  th y Merge(A1, A2, A) cũng tuy n tính. Do ễ ấ ế
v y:ậ

                                     
 trong đó g(n) = O(n)
 hay      T(n) = 2T(n/2) +g(n)
 Theo đ nh lý th  tị ợ a có: a = 2; b = 2 
 Nên T(n) = O(n.logn). 
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2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

b. Quicksort
Thu t toán này đ c phát minh b i C.A.R Hoare vào ậ ượ ở

năm 1960 và chính th c gi i thi u vào năm 1962, nó ứ ớ ệ
đ c hi u nh  là tên g i c a nó – ‘s p x p nhanh’, ượ ể ư ọ ủ ắ ế
h n n a nó cũng d a theo nguyên t c chia đ  tr .ơ ữ ự ắ ể ị  



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

B c  1  ch n  ng u  nhiên  m t  ph n  t   làm  ch t ướ ọ ẫ ộ ầ ử ố
(pivot) t  m ng A[i..j] c n s p x p. ừ ả ầ ắ ế

B2 ngăn m ng này ra 2 ph n: các ph n t   l n h n ả ầ ầ ử ớ ơ
khóa ch t thì đ c chuy n v  bên ph i c a nó (cu i ố ượ ể ề ả ủ ố
dãy), ng c l i thì chuy n v  bên trái (đ u dãy).ượ ạ ể ề ầ

Sau đó m i ph n c a m ng đ c s p x p đ c  l p ỗ ầ ủ ả ượ ắ ế ộ ậ
b ng cách g i đ  quy thu t  toán này, và cu i cùng ằ ọ ệ ậ ố
m ng s  đ c s p x p xong.ả ẽ ượ ắ ế



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 V n đ  đ t ra là làm th  nào đ  tìm ch t sao cho vi c phân ấ ề ặ ế ể ố ệ
ho ch m ng đã cho thành 2 m ng con có kích th c cân ạ ả ả ướ
b ng nhau.ằ

 Đ  đ n gi n, chúng ta ch n ph n t  đ u tiên trong m ng làm ể ơ ả ọ ầ ử ầ ả
ch t (t c là p = A[i])ố ứ  và hi v ng nó là t t nh t có th .ọ ố ấ ể

 Ti p đ n, ta s  d ng hai bi n, bi n left b t đ u t  i và ch y ế ế ử ụ ế ế ắ ầ ừ ạ
t  trái sang ph i, bi n k b t đ u t  j+1 và ch y t  ph i sang ừ ả ế ắ ầ ừ ạ ừ ả
trái. Bi n left tăng cho t i khi A[left] > p, còn bi n k gi m cho ế ớ ế ả
t i khi A[k]<= p. n u left < k thì hoán v  A[left] và A[k]. L p l i ớ ế ị ặ ạ
quá trình trên cho t i khi left > k. cu i cùng ta hoán v  A[i] và ớ ố ị
A[k] đ  đ t ch t vào đúng v  trí c a nó.ể ặ ố ị ủ



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Thí dụ:
Gi  s  ta c n s p x p dãy: 42  23  74  11  65  58  94  36  99  87. ả ử ầ ắ ế

N u ta ch n ch t là s  đ u tiên thì p = 42. Ta tìm cách chuy n các s  11  23 ế ọ ố ố ầ ể ố
  36 v  tr c ch t. N u đ c v y thì ta đã phân dãy ra thành hai dãy con ề ướ ố ế ượ ậ
nh  sau:ư

                        23    74    11    65     58     94     36     99     87
                                 i                                        j
                        23    36    11    65     58     94     74     99     87
                                         j       i
                     11    23    36          65     58     94    74     99    87

          Hình 2.2 Mô ph ng s p x p b ng thu t toán ỏ ắ ế ằ ậ Quicksort

42

42

42



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 D i đây là th  t c phân đo n:ướ ủ ụ ạ
void  Partition(A[i..j], var k)
{

P = A[i];
left = i;
k = j+ 1; 
do left = left + 1; while (A[left > p]) or (left >j) ;
do k = k­1; while (A[k]<= p);

     While left < k do  
{ 

Swap(A[left], A[k]) ;
do left = left + 1; while (A[left > p]) or (left > j) ;
do k = k­1; while (A[k]<= p);

}
Swap(A[i], A[k]) ;

} 



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Sau đây là thu t toán s p x p v i tên g i là Quicksort dùng đ  s p x p ậ ắ ế ớ ọ ể ắ ế
m ng A[1..n]:ả

Void  Quicksort(A[1..n]);               // S p x p theo th  t  không gi m ắ ế ứ ự ả
{
      if n  đ  nh   thì  Insert(A[1..n])ủ ỏ
      else
      {
                  Partition(A[1..n],k);
                  quicksort(A[1..k­1]);
                  quicksort(A[k+1,n]);
         }
}          



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

  A[i]
L tượ

42 23 74 11 65 58 94 36 99 87

1 (11 23 36) 42 (65 58 94 74 99 87)

2 11 (23 36) 42 (65 58 94 74 99 87)

3 11 23 (36) 42 (65 58 94 74 99 87)

4 11 23 36 42 (58) 65 (94 74 99 87)

5 11 23 36 42 58 65 (94 74 99 87)

6 11 23 36 42 58 65 (87 74) 94 (99)

7 11 23 36 42 58 65 (74) 87 94 (99)

8 11 23 36 42 58 65 74 87 94 (99)

9 11 23 36 42 58 65 74 87 94 99

2.1 Mô t  quá trình làm vi c c a pivot (ch t) và Quicksort ả ệ ủ ố



2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 Đ  ph c t p c a thu t toánộ ứ ạ ủ ậ :
 đ  phân ho ch m ng n ph n t  ta c n th i gian O(n).ể ạ ả ầ ử ầ ờ
 g i T(n) là th i gian th c hi n QuickSort, chúng ta có ọ ờ ự ệ

quan h  đ  quy sau:ệ ệ
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2.2.5 Bài toán s p x pắ ế  

 V y ta có:ậ
T(n) = O(n) + T(n­1)

    = O(n) + O(n­1) + T(n­2) 
        …..
       

Nh  v y, trong tr ng h p x u nh t QuickSort đòi h i th i gian O(nư ậ ườ ợ ấ ấ ỏ ờ 2).

 QuickSort có th  s p x p 1 m ng n ph n t  khác nhau trong ể ắ ế ả ầ ử
tr ng h p trung bình là O(ườ ợ n.logn).
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2.2.1

2.2.2

2.2.3

2.2.4

Bài toán tìm kiếm nhị phân

Bài toán phép nhân các số nguyên lớn 

Bài toán nhân ma trận 

Bài toán dãy con lớn nhất 

2.2 M t s  thí d  minh h aộ ố ụ ọ

Bài toán sắp xếp 2.2.5

Bài toán lũy thừa 2.2.6



2.2.6 Bài toán lũy th aừ

Xét bài toán an v i a, n là các s  nguyên và n không ớ ố
âm. Thu t toán tính aậ n đ c th c hi n b ng ph ng ượ ự ệ ằ ươ
pháp l p nh  sau:ặ ư

int expose(a,n)
{ int result = 1;  

    for (int i = 0; i <= n; ++i)     
result *= a;

 }



2.2.6 Bài toán lũy th aừ

Thu t toán này đòi h i th i gian tính c  O(ậ ỏ ờ ỡ n) 
l nh ệ result = a.result đ c th c hi n đúng ượ ự ệ n l n, v i ầ ớ

đi u ki n phép nhân đ c tính là phép toán c  b n. ề ệ ượ ơ ả
Tuy nhiên  trong h u h t các máy  tính  th m chí v i ầ ế ậ ớ

nh ng giá tr  nh  c a ữ ị ỏ ủ n và a đã d n t i tràn b  nh . ẫ ớ ộ ớ
Ví d  15ụ 17 đã không th  bi u di n đ c trong 64­bit ể ể ễ ượ
s  nguyên.ố



2.2.6 Bài toán lũy th aừ

M t gi i pháp đ  tăng hi u qu  c a hàm ộ ả ể ệ ả ủ expose là 
chia an thành (an/2)2 khi n ch n. ẵ

Đây là đi u r t đáng chú ý vì ề ấ an/2 có th  tính đ c ể ượ
nhanh g p 4 l n so v i ấ ầ ớ an và v i m t phép bình ớ ộ
ph ng đ n gi n ta thu đ c k t qu  t  ươ ơ ả ượ ế ả ừ an/2.
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2.2.6 Bài toán lũy th aừ

 Thí d :  aụ 32 = ((((a2)2)2)2)2 ch  bao hàm 5 phép nhân.ỉ
              a31 = ((((a2)a)2a)2a)2a ch  bao hàm 8 phép nhân.ỉ
 T  phân tích trên đ a ra ý t ng cho thu t toán sau:    ừ ư ưở ậ
(1)        int power(int a, int n)
(2)        { if (n = 0)
(3)           return 1;
(4)           else if (n %2 == 0)
(5)                  return power(a*a,n/2)  // n ch nẵ
(6)                 else
(7)                 return a*power(a*a,n/2) //n lẽ
(8)           }



2.2.6 Bài toán lũy th aừ

Phân tích th i gian:ờ
g i T(n) là th i gian th c hi n thu t toán. Khi đó ta ọ ờ ự ệ ậ

có:

                                   ,n ch nẵ
                                                  ,n lẽ

    v i a.b là nh ng h ng s  nào đó.ớ ữ ằ ố
Áp d ng đ nh lý th  ta có T(n) = O(logn).ụ ị ợ
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T ng k t ch ngổ ế ươ
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Bài toán 
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Bài t pậ

Cài đ t các bài toán đã h c trong ch ng 2ặ ọ ươ



N i dung nghiên c u tr cộ ứ ướ

Nghiên c u tr c ch ng 3ứ ướ ươ
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