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G DA
MO DAU

Bai gidang Cac tap hop sb6 dugc xay dung trén co sd can cit dé cuong chi tiét, tham
khdo cac tai lieu va sut sip xép mot cach c6 hé théng cic khoi kién thitc hoc phan, nhim
gitip ngudi hoc c6 thé dé& dang tut hoc va nghien cttu. Hoc phan Céac tap hgp sb trang bi
cho ngudi hoc nhitng kién thic toan dai s, s6 hoc nén tang, so khai nhat dé c6 thé tiép
can, nhan thitc ding din vé nhitng n6i dung toan hoc ma nguoi hoc da duge lam quen
thoi pho thong, do dé hoc phan nay 14 bit budc trong chuong trinh dao tao gido vien tiéu
hoc trinh do cao déng.

Mgt trong nhitng yéu cau ciia hinh thitc dao tao theo hé théng tin chi la phat huy tinh
chti dong ctia sinh vién trong hoat dong ty hoc va tu nghién ctu, dong thoi noi dung kién
thitc cac hoc phan phai mang tinh thdi sy, phit hop véi thuce tién phét trién xa hoi, nhat
12 khong khi thoi dai cong nghé 4.0 nhu hién nay. Diéu nay, doi hoi cac gido trinh, bai
giang phai c6 tinh méi, duge xay dung c6 hé théng hon, phit hop véi dic diém cta lich
stt sy phat trién kién thitc mon hoc. Tuy vay, cho dén nay, rieng déi v6i hoc phan Cac
tap hop s6, thi cdc gido trinh, bai gidng con mang ning tinh han lam, chi yéu nhim
vao muc dich chuyén tai day da khéi kién thic mon hoc ma chua chi ¥ dén dic diem
ctia dbi tuong tiép nhan, st dung kién thic. Day 1a mot sy trd ngai 16n, c6 thé lam gidm
hieu qua day hoc, do vay & day, viéc bien soan lai bai gidng Cac tap hgp sé phuc vu
cho cong tac gidng day cac 16p Cao dang Gido duc Tiéu hoc tai Truong Cao ding Cong
dong Kon Tum 1a hét sttc can thiét, phit hgp véi diéu kién thuc tién, gép phan vao viéc
nang cao chat lugng gido duc theo chii triuong, dinh huéng chung ctia Nha truong.

V6i tinh than nhu trén, tac gid ¢d ging bién soan, xay dung bai gidng Cac tap hgp
s6 v6i cau tric gom 04 chuong, trong d6 tap trung trinh bay cac noi dung lién quan dén
nhitng kién thic co ban vé cau tric dai s6, quy trinh xay dung va hinh thanh cic tap s,
va nghién ctu viec van dung kién thic vé cac tap hgp s6 dé phan tich noi dung va co sd
khoa hoc ctia viéc day hoc cac van dé vé sb tu nhién, phan sé va sb thap phan ¢ tiéu hoc.
Cau tric cac chuong nhu sau:

Chuong 1. Cau tric dai s6

Chuong 2. S6 tu nhién

Chuong 3. Tap hop cdc s6 hitu ti

Chuong 4. Tap so thuc

Muc tiéu vé kién thic, k¥ nang va thai do ctia hoc phan:

Ve kién thic:
(a) Nguoi hoc ndm viing duge nhiing cau tric dai s6 co ban d6 1a: ciu tric nita nhém,

nhém, vanh va trudng



(b) Trang bi cho ngudi hoc nhitng kién thitc vé: Tap hop tuong duong va ban sb clia
tap hop; Xay dung tap cac sd tu nhién, cdc phép toin cong va nhan trén tap hop
s6 tu nhién, quan hé thit ty trén tap hop cac s6 ty nhién; Nguyén 1i quy nap va
phuong phép chiing minh quy nap; Biéu dién s6 tit nhién vi cac dau hieu chia hét.

(¢) Cung cip cho ngudi hoc nhitng kién thite vé : Xay dung tap s6 hitu ti khong am
va céc phép toan trong tap hgp s6 hitu ti khong am; tap s6 thap phan va cac phép
toan trong tap s6 thap phan; co sd toan hoc clia noi dung day hoc phan s6 va so
thap phan & Tiéu hoc; xay dung tap s6 hitu ti va tap sé thuc.

Ve ki nang:

(a) Giai dugc mot s6 dang bai tap vé phép toan hai ngoi, cdc ciu tric nita nhém,
nhoém, vanh vi truong, dong cau vi déng ciu.

(b) Thanh thao giai todn, tinh todn trong tap hgp sb6 tu nhién, trong tap hop sd hitu
ti khong am va s6 thap phan khong am va van dung vao trong viéc giang day toan
& céac 16p bac Tiéu hoc.

Ve thai do:
Tich cie, chlt dong trong viec tu hoc, tu nghién cttu va két ndi cac noi dung duge
hoc vé6i chuong trinh mén toan bac Tiéu hoc.

Tai lieu duge bién soan theo huéng déi méi vé chuong trinh v phuong phap, chic chin

sé khong tranh khoi nhitng thiéu sét nhat dinh. Moi trao déi, gép ¥ ctia ban doc xin gii
vé dia chi email: nghgphong@gmail.com, chiing t6i sé diéu chinh, nang cap tai lieu va sé

déng tai ban cap nhat mdi nhat ¢ website: http://thuvienso.cdecdkontum.edu.vn/.

Tac gia



Chuong 1
CAu triac dai sb

MUC TIEU
a. Vé kién thic

- Giap sinh vién ndm vitng cau tric cia cic doi tugng co ban ctia dai s6: nita nhom,
nhém, vanh va trudng.

- Hinh thanh cho sinh vién nhiing cong cu, ¥ tuéng dé tiép can toan hoc hien dai, ciing
nhu gitp sinh vién nhan thic sau sic vé cau tric dai sd clia cac tap hop sé & bac Tiéu
hoc.

b. Vé k§ nang

- Gidi duge mot s6 dang bai tap vé phép toan hai ngoi, cac cau tric nita nhém, nhém,

vanh va trudng, dong cau va ding ciu.
c. Vé thai do
- Tich cye, cht dong trong viéc ti hoc, tu nghién citu va két ndi cac noi dung vé cau

trac dai s6 duge hoc véi chuong trinh mon toan bac Tiéu hoc.

1.1 Phép toan dai sé

1.1.1 So lugc vé lich st cau tric dai s6

Trude thé ky XIX, noéi dén dai s6 ttc 1 ching ta chi néi dén sy nghien citu, tim toi
nhitng van dé vé giai phuong trinh, néi dang hon thi truéc day dai sé ciing nghién cttu
nhitng phép toan nhung la nhitng phép toan lien quan dén dai luong. Tuy nhién, tir thé
ki XIX da nay sinh nhitng yéu t6 méi ctia dai s6, c6 kha nang dan dén nhiing su thay doi
co ban, chuan bi cho nhitng nguyén 1i ctia dai s6 hién dai, tach khéi If thuyét sé trude day
va tach khoi giai tich.

Dé x4c dinh mot ciu tric, ngudi ta dua mot hay mot s6 quan hé va phéat biéu dusi
dang tién dé nhitng diéu kién rang budc ctia cdc quan hé. Vi di nhién, ngudi ta c6 the

dé dang dua vao cac he qua logic tir cac tien dé clia cau tric c6 sin dé xay dyng mot i



thuyét tien dé clia mot cau tric mdéi.

Va do nhu ciu clia dai s6, 1i thuyét nhém da xuat hién, Joseph Louis Lagrange da lan
dau tién khdo sat nhom cac phép thé lien quan dén viéc gidi cac phuong trinh bac cao.

Phéi néi rang, nhitng quan hé 13 diém xuédt phat trong dinh nghia clia mot ciu tric.
Quan hé trong ciu tric nhém 13 quan hé gitta 3 phan ti vi quan hé iy xac dinh mot cach
don tri phan tit thit ba nhu 1a mot ham ctia 2 phan tit dau, sau nay ta thuong goi quan
hé d6 véi cai ten rat "kinh dién" 1a quy luat hop thanh.

Sau nay, ching ta s& thay ring, khi quan hée 1 quy luat hop thanh thi ciu tric tuong
ting dugce goi 1a cau trac dai s6. Céac ciu tric dai s bao gdm: nhém, vanh, truong...vv.

Trong qué trinh phat trién ctia toan hoc hien dai, vai trd ciu tric dai s6 c6 ¥ nghia
rat to 16n, gitp phan dinh gitta dai s6 hien dai va dai s6 c6 dién. Dai s6 ¢6 dién phat trién
trén co s6 cac phép toan s6 hoc va vé co ban biéu thi nhitng quy luat tinh toan, con dai
s6 hién dai tach roi khoi con duong do, thay thé tinh toan bang mot hé tién deé, cac phép
todn dugce ap dung véi cac tap hop trira tugng (cac 16p, cac he thong yéu t0,...). Nhitng
diéu nay cho phép md rong pham vi tng dung cta ciac phuong phép dai s6, tit d6 dua
dén sy phat trién manh mé ciia céac linh vire, nganh toan lién quan dai sb hién dai nhu

hién nay.

1.1.2 Dinh nghia

Dinh nghia 1.1.2.1. Cho X la mot tap khac rong. Mot phép toan dai sd trong tap
X (con goi 1a phép toan hai ngoi) duge dinh nghia 13 mot anh xa 7' di tir X x X dén X:

T : XxX — X

No6i cach khac, thic hien mot phép todn hai ngoi ddi v6i hai phan tt z € X,y € X 1a
d#t mdi cip (z,y) tuong ing v6i mot phan tif duy nhat ciing ciua tap X. Mot phép toan
hai ngoi trong tap X dudc goi tat 1a phép toan trong X.

Anh ciia (x,y) qua anh xa T'(ttic 1a qua phép toan T') goi la cai hgp thanh cia x va y.
Cai hgp thanh cta x va y thudng duge ki hi¢u la Ty thay cho T'(z,y).

M&éi phép toan déu co ki hieu xac dinh, thong thuong ta hay dung cac ki hiéu sau:

(1) Ki hieu +(khong nhat thiét 14 phép cong thong thuong trong céc tap hop sd); lac
d6 cai hop thanh clia  va y, ki hieu 14 = + y, goi 1 téng clia z va y.

(2) Ki higu .(khong nhat thiét 1a phép nhan thong thuong trong céc tap hgp sd); lac
d6 c4i hop thanh clia  vi y, ki hieu 14 z.y, doc 14 z nhan vé6i y hay c6 thé doc 1a tich ciia

x va y. Dé don gian cach viét ngudi ta thuong viét tich ctia = vh y bing zy (bd dau .).

! Joseph-Louis Lagrange (2511736 — 1041813) 13 mot nha toan hoc va nha thien vin ngudi Y - Phép.
Ong da c6 nhitng déng gép quan trong trong nhiéu linh vie ciia gidi tich toan hoc, 1y thuyét sb, co hoc
¢6 dién va co hoc thien thé.



Ngudi ta con diing mot s6 ki hieu khac nhu z oy, z xy, 2 Ly, 2 Uy, x Ny... dé chi cai

hop thanh cua z va y.

Vi du 1.1.2.2. Dé hiéu ré hon dinh nghia ching ta ciing xem xét mot s6 vi du duéi day.

1/ Trong tap hop N cac s6 tu nhien, phép cong va phép nhan (thong thuong) hai sb
tut nhién 14 nhitng phép toan hai ngoi; cai hgp thanh cia z,y € N bdi cac phép toan dé
ki hieu theo thit ty bang x + vy, zy.

2/ Phép mil hoa z¥ khong phai 1a phép toan hai ngoi trong N vi 0° 1a khong xac dinh,
nhung néu ta ldy N* = N — {0} thi phép mil hoa 13 mot phép todan hai ngoi trong N*.

3/ Phép trit khong phai la phép toan trong N, vi tuong ting (a;b) — a — b khong xac
dinh mot 4nh xa tit N x N dén N, chang han (1,2) tuong ting véi —1 ¢ N. Tuy nhién phép
trit lai 1a phép toan trong Z.

Cling nhu vay, phép chia cho mot s6 khic khong khong phai 14 mot phép toin trong
N, trong Z, nhung lai 1a phép toan trong R.

4/ Trong tap hgp R cdc s6 thyc khong am, tuong dng Va,b € R, : (a,b) — Vab xac
dinh mot phép toan. Dé dé dang chi ra diéu nay, ta goi tuong Gng trén 1a f vi ta can di
ching t6 rang f 1a mot anh xa di td R, x R dén R,.

Vé6i (a;0) € Ry x Ry, (a/;V) € Ry x Ry, gid st (a,b) = (d/,b'). Khidé a =d',0=10
nen f((a,b)) = Vab=Va't' = f((a’,')), do vay f la mot anh xa di tit R, x R, dén R,.
Vay tuong ting f xac dinh mot phép toan trong R, .

5/ Cho tap X # (), goi Hom(X, X) 1a tap cac anh xa tit X 1én chinh né. Khi d6 phép
lay tich hai 4nh xa 1a mot phép toan trong Hom (X, X):

Hom(X, X) x Hom(X, X) — Hom(X, X)

(f.9) — gof

1.1.3 Nhitng tinh chit thudng gip ctia mot phép toan

Cho X 1a mot tap hop trong d6 xac dinh phép toan T. Phép toan T c6 thé thod man céc
tinh chat két hop, tinh chat giao hoan hoac tinh chat phan phéi cia mot phép toan dbi

v6i mot phép toan khac.

Dinh nghia 1.1.3.1 (Tinh chat két hgp). Phép toan T goi 1a ¢6 tinh chat két hop néu
va chi néu

(xTy)Tz = 2T (yT'2)
véi moi z,y, 2z € X.

Vi du 1.1.3.2. Ta van xét Vi du 1.1.2.2. thi cdc phép toan néu trong muc 1, 5 ¢6 tinh
chat két hop, phép mii hod néu & muc 2 khong cé tinh chat két hop. Chang han, déi véi



3 phan tir 2,3,4 ta ¢
(2T3)T4 = (2%) =22 v 27(3T4) = 25" = 2%

do d6 phép toan mii hoa khong c6 tinh chat két hop.

Cac phép toan néu 6 muc 3 va muc 4 ciing khong c6 tinh chat két hop.

Dinh nghia 1.1.3.3 (Tinh chét giao hodn). Phép toan T goi la ¢6 tinh chat giao hoan

néu va chi néu 2Ty = yT'xr véi moi z,y € X.

Vidu 1.1.3.4. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Cac phép toan cong, nhan (thong thuong) trén cic tap hop s6 ma no xac dinh ¢6
tinh chat giao hoén, nhung phép trit, phép chia khong c¢6 tinh chat giao hoan.

2/ Cho P(X) la tap hgp céc tap con clia mot tap hop X. Phép 14y hop va giao hai tap
hop trong tap P(X) c6 tinh chat giao hoan.

3/ Trong N*, phép 1ay UCLN va BCNN la cac phép todn ¢6 tinh chit giao hoan, nhung
phép toan (a,b) — a® khong c6 tinh chat giao hoan vi a® # b®.

4/ Phép lay tich anh xa trong Hom(X, X) khong ¢6 tinh chat giao hoan vi néi chung
v6i f,g € Hom(X,X): fog#go f.

Dinh nghia 1.1.3.5 (Tinh phan phdi cia mot phép toan dbi véi mot phép toan khéc).
Gia stt trong tap X ngoai phép todn 1" con c¢6 phép toan * nita. Lic do, phép toan T goi

12 phan phoi trai d6i véi phép todn * néu va chi néu:
2T (y * z) = (2Ty) * (2T'2)

vl moi z,y, 2z € X.

Phép toan T goi 1a phan phoi phai dbi véi phép toan * néu va chi néu:
(yx2)Tx = (yT'x) * (2Tx)

véi moi z,y, 2z € X.
Phép toan T goi la phan phéi dbi véi phép todn * néu va chi néu n6 vita phan phdi

trai, vita phan phdi phai déi v6i phép toan .

Vidu 1.1.3.6. Ta xem xét cac vi du dudi day.
1/ Trong cac tap hop sé phép nhan la phan phéi d6i véi phép cong vi ta co:

a.(b+c)=ab+a.c

(b+c¢)a=ba+ca



v6i moi a,b,c € N.
2/ Trong P(X) phép hop 1a phan phdi ddi v6i phép giao va phép giao 1a phan phdi doi
véi phép hop vi:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(BUC)NA=(BNA)U(CNA)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(BNCYUA=(BUA)N(CUA)

véi moi tap con A, B,C cua X.
3/ Trong N* phép nang lén luy thira 1a phan phdi phai d6i v6i phép nhan. That vay
v6i moi p,q,m € N ta co:

m

(p.9)™ =p"q

Tuy nhién phép nang lén luy thira khong phan phéi trai déi véi phép nhan vi ching
han, ta c6 22 = 22 = 4 trong khi 2!.2% = 8.

1.1.4 Nhitng phan t& dic biét cia mot phép toan
Cho X la mot tap khong rong, trong d6 xac dinh mot phép toan 7.

Dinh nghia 1.1.4.1 (Phéan t trung lap). Cho e 1a mot phan tit cia X, e duge goi la
phan ti trung lap trai ddi véi phép toan T néu va chi néu eTx = z v6i moi x € X.

e dudc goi 1a phan tit trung lap phai déi v6i phép toan T' néu va chi néu 2Te = z véi
moi x € X.

e dugce goi 1a phan tit trung lap ddi véi phép toan T' néu va chi néu e vira 1a phan ti
trung lap trai vita 13 phan t trung lap phai d6i vdi phép toan T nghia 13 néu va chi néu

xTe=el'r =z v6imoi x € X.

Vi du 1.1.4.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Dé thay rang trong tap hgp s6 tu nhien N, s6 0 1a phan t1t trung lap ddi véi phép
cong, so 1 1a phan ti trung lap ddi v6i phép nhan.

2/ Trong tap hop P(X), @ 1a phan tit trung 1ap ddi véi phép hop, X 1a phan tt trung
lap dbi v6i phép giao.

3/ Trong tap hop Hom(X, X), anh xa dong nhat 1x & phan ti trung lap doi v6i phép
lay tich hai 4nh xa.

4/ Trong N*, 1 1a phan tt trung 1ap phéi clia phép nang lén luy thita vi ta ¢6: mT'1 =
m! = m véi moi m € N. Tuy nhién 1 khong phai la phan t& trung lap trai, vi 17m =

1™ =1 %# m v6i moi m # 1.
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Thong thuong do6i véi phép toan c¢6 ki hieu theo 16i cong thi phan ti trung lap dugc
goi 14 phan tt khong, con dbi véi phép toan cé ki hieu theo 161 nhan thi phan ti trung

lap dugc goi 1a phan tit don vi.

Dinh 1y 1.1.4.3. Néu phép toin T trong tdp hop X cé mot phan i trung lap trdi e va

mot phan i trung lap phdi €' thi e = ¢'.

Chitng minh. e 1a phan tif trung lap trai nén eTe’ = ¢/, ¢ 1a phan ti trung lap phai nén

ele’ =e. Tt d6 suy ra e = €. O

Nhan zét:

Phan tif trung 1ap clia mot phép toan (néu c6) la duy nhét.

Dinh nghia 1.1.4.4 (Phan tit dbi xing). Gia st e 1a phan tit trung lap ddi v6i phép
toan T trong X va x € X. Khi d6  Phan tit 2’ duge goi 1a doi xing trai clia o néu va
chi néu 2Tz = e.

Phan tit 2’ dugde goi 1a ddi xttng phai ctia 2 néu va chi néu 272" = e.

Phan tt 2’ duoc goi 1a dbi xitng clia  néu va chi néu né vita 1a déi xing trai, vira 1a

d6i xitng phai clia o nghia 13 néu va chi néu 272" = 2/Tx = e.

Nhan zét:

Néu 2’ 1a phan tit d6i xting clia x thi x cling 13 phan tit ddi xing cta 2’

Vi du 1.1.4.5. Ta xem xét cac vi du dudi day. 1/ Trong R, s6 0 1a phan tit trung lap
d6i vai phép cong, phan ti dbi xitng ctia phan tt v € R 14 —x.

Trong R*, s6 1 1 phan tif trung lap do6i véi phép nhan, phan tit doi xing cia z € R*
L.

x

2/ D61 v6i phép 1y tich cac anh xa trong Hom(X, X), d4nh xa dong nhat 1x I3 phan
ti trung lap, néu f 14 mot song anh thi phan tit dbi xing clia n6 chinh 13 dnh xa ngudc
ftvi

foft=f"lof=1x.

Dinh nghia 1.1.4.6 (Phan tit kha nghich). Cho z € X, néu z ¢6 phan tit d6i xting thi
ta goi x 1a phan tir kh& nghich.

Dinh 1y 1.1.4.7. Gid s phép toan T trong tap X cé tinh két hop va cé phan ti trung
lap la e. Khi do:

(1) Néu x € R ¢6 phan ti doi zing trdi lo ' va ¢ phan ti doi xing phdi la o th
="

(2) Vi méi x € R thi ¢6 khong qud mot phan i doi zing.

(3) Néu x,y khd nghich va x',y' lan ligt la phan ti doi xing cia x,y thy 2Ty cing khd

nghich va phan t doi zing cia xTy la y'Ta'.
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Ching minh.
(1) Ta c6: o' = 2'Te = 2'T(2Tx") = (2'Tx)Tx" = eTz" = 2", do d6 2/ = 2"
(2) Hién nhién theo dinh nghia.
(3) Vi T ¢6 tinh chat két hgp nén ta co:

(2Ty)T(yTa') = 2T (yT(y'Ta")) = 2T ((yTy' ) Tx")
=aT(eTa') = a2Ta' =e

vay
(yT2"T(2Ty) = y'T('T(zTy)) = y'T(«'Tx)Ty)
=y T(eTy) =yTy=e
tir d6 suy ra: xTy kha nghich va phan tit déi xing cta xTy l1a y'Tx'. O

Dinh nghia 1.1.4.8 (Phan tit chinh quy (hay gian u6c duge)). Phan tit x € X goi la
chinh quy bén trai néu va chi néu tir ding thitc 2Ty = 2Tz suy ra dudc y = z véi moi
y,z € X

Phan tit € X goi la chinh quy bén phai néu va chi néu tit ding thic yTx = 2T suy
ra dugec y = z v6i moi y,z € X

Phan tit z € X goi 1a chinh quy néu va chi néu x 1a chinh quy trai va chinh quy phai.
Vi du 1.1.4.9. Trong N, s6 2 1a gidn uéc duge dbi véi phép cong vi
24 m=2+n=m=n

m+2=n+2=m=n

v6i moi m,n € N.
Tong quat hon, trong R moi s6 déu I gian uée duge dbi véi phép cong va moi sb thuc

khac 0 déu 1a gidn uéc duge doi véi phép nhan.

1.1.5 B0 phan on dinh. Phép toan cam sinh

Dinh nghia 1.1.5.1. Mot tap con A cua X duge goi la bo phan on dinh déi véi phép
toan T trong X néu va chi néu v6i moi z,y € A, 2Ty € A.  Gid st A 1a mot bo phan
on dinh ctia X déi véi phép toan T, ta di dinh nghia mot phép toan mdi tren A, ki hieu
la *, nhu sau:

V6i mdi cip (z,y) cdc phan tif clia A: z %y := 2Ty. Phép toan * nay Ia phép todn thu
hep cia T trén A, hay con goi la phép toan cam sinh trén A béi T

Nguai ta thuong ki hieu phép toan cam sinh béi T béi chinh T'.
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Vi du 1.1.5.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Déi v6i phép cong va phép nhan trong R, N 13 mot bo phan 6n dinh ciia R vi ta
biét ring tong tich hai s6 ty nhién luén 1a mot sé tir nhien.

Ciing tuong tu, tap cac s6 chin 1d mot bo phan 6n dinh déi véi phép cong va nhan
trong N.

2/ Tap céc sb tu nhien 18 khong phai 1a mot bo phan on dinh clia N ddi v6i phép cong.

1.2 Nua nhém, vi nhém va nhém

1.2.1 Dinh nghia va tinh chéat

Dinh nghia 1.2.1.1 (Nia nhém). Mot nita nhém la mot cdp (X, T) trong d6 X 14 mot
tap khong rdng va T 1a mot phép toan hai ngoi trén X c¢6 tinh chat két hop.
Nhu vay néu (X, 7T) 1a mot nita nhom thi

(xTy)Tz = 2T (yTz)

véi moi z,y,z € X.
Néu phép toan T da 16 rang va khong s¢ nham 1an thi ngudi ta ciing néi X 1a nita

nhoém.

Dinh nghia 1.2.1.2 (Vi nhém). Mot ntta nhém ¢6 phan ti trung lap thi ta goi 1a mot
vi nhoém.
Mot nita nhém (vi nhém) ma phép toan ¢6 tinh chit giao hoan thi ta goi 1a mot nita

nhém (vi nhém) giao hoan.

Vidu 1.2.1.3. Ta xem xét cac vi du dud6i day.

1/ Tap N cung v6i phép cong thong thuong 14 mot vi nhém giao hoan, phan tif trung
lap 1a s6 0; N ciing 1a mot vi nhom giao hoan déi véi phép nhan thong thuong, phan tit
trung lap 1a s6 1.

2/ (P(X),U) la mot vi nhom, phan ti trung lap 1a 0.(P(X),N) la mot vi nhém, phan
tit trung lap 1a X.

3/ N* 1a nifa nhém giao hoan doi véi phép ldy UCLN va phép lay BCNN. N* cling v6i
phép lay BONN 13 mot vi nhom. Tuy nhién N* khong phai 13 mot vi nhém déi v6i phép
lay UCLN.

4/ (Hom(X, X),.) la mot vi nhom d6i v6i phép 1ay tich 4nh xa, phan tf trung lap 1a

anh xa dong nhat 1y.

Dinh nghia 1.2.1.4 (Nhém). Mot vi nhém ma moi phan t cia n6 déu ¢6 phan ti doi

xing thi ta goi la mot nhom.
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Nhu vay, mot nhém la mot ciip (X, o) trong d6 X 1a mot tap khong rong, va o 1la mot
phép toan trén X théa man ba diéu kién sau:

(1) Phép todn o ¢6 tinh chit két hop: (zoy) oz =x o (yo z) vii moi x,y,z € X.

(2) Phép toén o ¢6 phan tif trung lap e: Je € X, eox =z oe =1 véi moi x € X.

(3) Moi phan tit z € X déu c¢6 phan tit d6i xing: Vo € X, 32’ € X,zo02' =2/ oz =e.

Ta goi nhém X 13 nhém giao hodn néu phép toan trong X c6 tinh chat giao hoan.
Nhoém giao hoan con duge goi 1a nhém Aben.

Sau nay néu X 1a mot nhém doi véi phép cong thi ta goi tit X 1a nhom cong, néu X

12 mot nhoém d6i vai phép nhan thi ta goi tit X 1a nhém nhan.

Vi du 1.2.1.5. Ta xem xét mot s6 vi du co ban duéi day.

1/ Tap hgp s6 nguyen Z cung véi phép cong thong thudng 1a mot nhom Aben. Cling
nhu vay, tap Q, R 13 nhém Aben ddi v6i phép toan cong thong thuong.

2/ Tap hop céc s6 hitu ti duong Q% 1a mot nhém Aben d6i véi phép nhan vi: phép
nhan céc s6 hitu ti ¢6 tinh chat két hgp, phan tit trung lap 1a s6 1, phan tit déi xitng cia
acQf 1a é.

3/ Cho X # 0, goi S 1a tap hgp gom céac song anh tit X dén Y. Khi d6 S cung v6i
phép 14y tich 4nh xa 13 mot nhém vi:

+ Tich cac 4nh xa c6 tinh két hgp

+ Anh xa ddng nhét 1y € Sthéaman foly =1xof = fvdimoi f€S + Véi
moi f € S, f ¢6 anh xa nguge f~tva fo fl=f"lof=1y.

4/ Tap N céc s6 tu nhien khong 1ap thanh mot nhém déi v6i phép cong,.

Nhan zét:
(1) Mdi phan tt cia mot nhém chi ¢6 mot phan tit dbi xting tuong ing duy nhat.
(2) Trong truong hop phép toan ctia nhém ki hieu theo 16i nhan *. thi phan ti dbi

! v& goi 1a phan tit nghich ddo clia x, truong hgp phép toan

xtng cua z € X ki hidu la 2~
ki hiéu theo 16i cong "+ thi phan tit ddi xing clia z € X ki hieu 13 —z v goi 14 phan tit
d6i cua z.

(3) Trong mot nhém X gia sit phép toan viét theo 161 nhan, khi d6 v6i moi a,b,c € X
déu ton tai ¥ € X dé cho ax = b (za = b). Ta thiy ngay x = a’b (ba’) trong dé o’ 13 phan
tit d6i xting clia a. Nguoi ta ciing no6i trong mot nhéom X, phuong trinh azx = b (za = b)
véi a,b € X c6 nghiém.

Dinh 1y 1.2.1.1. Gid st X la mot nhém (vdi phép toan viét theo 16i nhan). Khi dé vdi

mot a,b,c € X, ac = bec kéo theo a = b va ca = cb kéo theo a = b.
Ching manh. Ban doc ty ching minh. O

Dinh 1y 1.2.1.6. Gid st X la mot tap khong rong dugce trang bi mot phép nhan két hop,
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sao cho vdi moi a,b € X cdc phuong trinh ax = b va ya = b déu cé nghiém x,y trong X.

Khi do X la mot nhom.

Chitng minh. Vi X # () nén ¢6 a € X. Goi xy 13 mot nghiém clia phuong trinh az = a.
Ta sé chitng minh ring bxrg = b v6i moi b € X (titc 1a chitng minh xy 14 mot don vi phai

cia X). That vay, gid st yo 1a mot nghiém cia phuong trinh ya = b. Ta ¢6
bzo = (yoa)zo = yo(azo) = yoa = b

Tuong tu, néu z; 13 mot nghiém clia phuong trinh za = a thi z; 14 don vi trai clia X.

Ta ¢6

xo = T12o(vi 21 14 mot don vi trai)

= x1(vi 7o 1a mot don vi phai).

cho nén, phan tit 2y chinh 13 phan ti don vi cia X.
Véi moi a € X, goi a’,a” 1a cac phan tit ctia X sao cho a'a = x¢, aa” = x5. Cac phan

tit nay ton tai theo gid thiét cta dinh 1y. Ta c6

29 7

a =dryg=d(aa”) = (da)a” = rea” = a”.

Nhu vay v6i moi a € X ¢6 a’ € X sao cho ad’ = d'a = x

Toém lai, X cung véi phép toan trén né 1la mot nhom. O]

Dinh ly 1.2.1.7. Cho X la mot nhém (phép todn viét theo 167 nhan), khi dé vdi moi
a,be X ta co
(ab) ' =b"ta .

Chitng minh. Ban doc tu chitng minh O

1.2.2 Nuta nhém con, vi nhém con va nhém con

Dinh nghia 1.2.2.1 (Ntta nhém con). Cho X 14 mot nirta nhém va o 1a phép toan trong
X. Bo phan A ctia X 6n dinh déi véi phép toan o sé duoe goi 1a mot nita nhém con ciia

X néu A ciing v6i phép toan cadm sinh 134 mot nita nhom.

Nhan zét:

(1) Néu phép todn o trong X 1a két hop thi phép toan cidm sinh trong moi bo phan dn
dinh A cling ¢6 tinh két hop. Do d6 diéu kien dé mot bo phan A ciia X 13 ntta nhém con
chi 1a A 6n dinh (khép kin) ddi v6i phép toan o.

Nhu vay A C X 14 nita nhém con cta nita nhém X khi va chi khi x oy € A v6i moi
x,y € A.

(2) Néu X la giao hoan thi nita nhém con A ciing giao hoén.
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Dinh nghia 1.2.2.2 (Vi nhém con). Cho X la mot vi nhéom va o 1a phép toan trong X.
Bo phan A ciia X o6n dinh déi v6i phép toan o sé duge goi 13 mot vi nhém con ctia X néu

A cuing v6i phép toan cam sinh 13 mot vi nhém.

Vi du 1.2.2.3. Ta xem xét mot s6 vi du dudi day.

1/ Néu X 1a mot nita nhém thi ban than X 1a nita nhém con clia chinh n6. Nita nhém
con nay dude goi 1a nita nhém con tam thuong. Néu X 13 mot vi nhom véi phan it trung
lap e thi {e}, X la cac vi nhém con cua X. Céac vi nhém con nay duge goi 1a vi nhém con
tam thuong.

2/ Dat mN = {mn}n € N}, khi d6 mN la mot vi nhém con clia vi nhém cong cac s6
tu nhién N.

Dé ¥ rang N ciing 1a mot vi nhém déi véi phép nhan , nhung mN, m # 1 khong phai
14 mot vi nhém con ctiia N.

3/ Tap con S cac song anh tit X vao X 14 mot vi nhém con cia vi nhém Hom(X, X)

v6i phép lay tich 4nh xa.

Dinh nghia 1.2.2.4 (Nhom con). Cho X 14 mot nhom va 7' 1a phép toan trong X. Bo
phan A ctia X 6n dinh dbi véi phép toan T trong X sé dudc goi la mot nhém con ciia X

néu A cuing véi phép toan cam sinh 13 mot nhom.

Vi du 1.2.2.5. Ta xem xét mot s6 vi du duéi day.

1/ Néu X la mot nhom, e 1a phan t1t trung 1ap ctia n6 thi X va e 1a hai nhém con clia
X, chting ta goi 1a hai nhém con tam thuong.

2/ Ta thay Q la mot nhoém déi v6i phép cong va Z 1a mot nhém con clia né. Bo phan
{-1,1} tuy lap thanh mot nhém ddi v6i phép nhan, nhung khong phai 14 mot nhém con
ctia nhém cong cac sb6 nguyén Z.

3/ Bo phan mZ = {mz‘z € Z} 14 mot nhoém con clia nhém cong cac sd nguyén Z.

4/ Tap hop céc s6 thic c6 dang a +bv/3, a,b € Z ciing v6i phép cong 13 mot nhém con

ctia nhém cong céac sd thuc.

Dinh 1y 1.2.2.6. Bo phan on dinh A cia mot nhém X la mot nhém con cia X néu va
chi néu cdc dieu kien sau dday théa man:

(1)
(2) e € A, vdi e la phan tid trung lap cia X.
3)

(

xy € A vdi moi x,y € A.

x~ e A vdi moi x € A.

Chitng minh. Diéu kién can. Gid st A 1a nhém con ctia X. Theo dinh nghia nhém con ta

c6 ngay (1) Goi ¢’ 1a phan tit trung lap ctia nhém A. Ta ¢6
e'r = x v6i moi x € A.
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Mat khac ta cing co

er =1
vi e 1a phan ti trung lap ctia X. Do d6
dr=ex
hay
e =ce

vi X ¢6 luat gidn ude. Vay ta co6 (2). Cudi cung goi «’ 1a nghich ddo clia x trong nhom
A. Ta c6
Yr=e=1a"x.

Thye hién luat gidn udc, ta duge 2’ = x~1, nhu vay ta da chiing minh duge (3).

Diéu kién did. Hién nhieén. O
Meénh dé 1.2.2.7. Gid st A la mot bo phan khdic rong cia mot nhom X. Khi dé cdc
diéu kién sau tuong duong:

(1) A la mot nhém con cia X.

(2) Voi moi v,y € A,jzy € A vax~t € A.

(3) Vdi moi z,y € A,zy~! € A.

Ching minh. Xin danh cho ban doc. O

1.2.3 Dong cau nita nhém, vi nhém va nhém

Dinh nghia 1.2.3.1. Mot dong ciu nita nhém 13 mot anh xa f di tit mot nita nhom X
vao mot nita nhém Y sao cho:
f(ab) = f(a)f(b)

Ciing tuong tu, ta c6 cac dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.2.3.2. Mot dong cau vi nhom 13 mot anh xa f di tit mot vi nhom X vao
mot vi nhém Y sao cho:

f(ab) = f(a)f(b)
Dinh nghia 1.2.3.3. Mot dong cAu nhom 134 mot anh xa f di tit mot nhém X vao mot
nhém Y sao cho:
f(ab) = f(a)f(b)
Néu X =Y thi dong cau nhém f duge goi 1 tu dong cAu nhém ctia X.
Mot dong cau nhom ma 13 mot don dnh thi goi 14 don cAu nhém, mot dong cAu nhom
ma 1& toan dnh goi 13 toan cAu nhém, mot dong cAu nhom ma 1 song anh thi goi 13 mat

ding cAu nhém, mot tu dong ciu song anh goi 1a tu ding ciu.
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Nhan zét:
Néu f: X — Y la mot diing cau tit nhém X dén nhém Y thi anh xa ngude ciing 13
mot dang cau.

That vay véi moi y,y' € Y ta co:

FU ) =y

do dé

nhung f 13 mot don cau nén
FHyy) = W),
nghia I3 f~! 13 mot dong cAu nhém va do d6 né ciing 1a mot ding cau vi £~ 1a song 4nh.
Vi du 1.2.3.4. Ta xem xét cac vi du dudi day.
1/ Gia st A 1a mot nhém con ctia mot nhém X. Khi d6 don anh
fiA—X

a——a

1a mot don cau goi la don ciu chinh tac.

2/ Anh xa ddng nhét ciia mot nhém X 1a mot ding cau goi la ty déng cAu ddng nhét
cua X.

3/ bat R% = R, — {0}, khi d6 R cung v6i phép nhan cac sé thuc thong thuong la

mot nhom goi 14 nhém nhan cac sé thic duong. Anh Xa
log : R} — R

x — logx

trong d6 logz 1a logarit co s6 10 cta z 1a mot dong cau vi log(zy) = logz + logy. Dong
cau nay con la mot song anh nen 13 mot dang ciu.
4/ Anh xa
f:R— R}

z — 10*

la anh xa ngudc cia anh xa log, né ciing 13 mot déng ciu.
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1.2.4 Ntta nhém, vi nhém vi nhém sip thi tu.

Dinh nghia 1.2.4.1. Ntta nhém,vi nhém va nhém X 1an lugt duge goi 1a nita nhém,vi
nhém va nhém sép thit ty néu X duge trang bi mot quan hé thi ty toan phan > thda
man:

(1) V6i moi a,b,c € X, quan hé a > b kéo theo a +¢ > b+ ¢

(2) Céc quan hé a > 0 va b > 0 kéo theo ab > 0.

Vi du 1.2.4.2. Ta xem xét cac vi du duéi day.

1/ Tap N cac s6 tu nhién cung v6i phép cong thong thuong 1a mot vi nhém sip thi tu.

2/ Tap Z cac s6 nguyén cung v6i phép cong thong thuong 13 mot nhém, né 1a mot
nhém sip thit ty v6i quan hé > thong thuong.

3/ Tap R* = R — {0} cling v6i phép nhan thong thudng ciing 13 mot nhom, dé thay
rang quan hé ‘<’ trong R* 14 mot quan hé thit tu toan phan cé hai tinh chit nhu trén.

Do vay R* 14 mot nhém sip thi tu.

1.3 Vanh va truong

Trong nhitng phan trudc ching ta da biét nita nhém, vi nhém, nhém 13 nhing ciu tric
dai s6 trong d6 c6 mot phép toan. Trong phan nay, chiing ta sé xét cac cau tric dai sb c6

hai phép toan dé la vanh va truong.

1.3.1 Vanh

Cho X 1a mot tap hop khac rong trén dé xac dinh hai phép toan, mot ki hiéu theo 161

'+’ (161 cong), mot ki higu theo 16i '’ (161 nhan). Ta ¢6 cdc dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3.1.1 (Vanh). Mot bo (X, +,.) duge goi 1a mot vanh néu céc diéu kien
sau dugce thoa méan:

(1) (X,+) la mot nhéom giao hoén.

(2) (X,.) 1a mot nita nhom.

(3) Phép nhan phan phéi déi véi phép cong.

Nhu vay, tap hop X # 0 cung v6i hai phép toan + va . [ mot vanh khi va chi khi cac
diéu kien sau day duge théa man véi moi x,y, 2z € X:

(1) Phép cong c6 tinh chat két hop: (z +y) + 2 =2 + (y + 2).

(2) Phép cong c¢6 phan tit trung 1ap, ki hieu 14 0: 2 +0=0+z = z.

(3) Moi phan t1t thuoc X déu c¢6 phan tit d6i xiing dbi véi phép cong; phan t1t doi xting
cia z ki higula —x: x + (—2) = (—x) + 2 = 0.

(4) Phép cong c6 tinh chat giao hoan: z +y = y + .
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(5) Phép nhan c¢6 tinh chat két hop: (zy)z = x(yz).
(6) Phép nhan phan phéi ddi v6i phép cong:

(r+y)z =2y +yz

2(r+vy) = zx + 2y.

Khi hai phép toan da r6 rang, ta néi don gian: X 14 mot vanh.

Dinh nghia 1.3.1.2 (Vanh giao hodn). Vanh X dugc goi la vanh giao hoan néu phép
nhan clia n6 c¢6 tinh chat giao hoan. Vanh X dugc goi 1a ¢6 don vi néu phép nhan cia
n6 c6 don vi, tiic 1a ¢6 phan tit e € X sao cho: ex = zve = x,Vx € X, phan ti don vi nay
thuong ki hi¢u 1a 1( néu khong ¢6 sy nham 1an v6i s6 ty nhien 1).

Duong nhién, phan tit don vi cia mot vanh néu ton tai thi duy nhat.

Vi du 1.3.1.3. Ta xem xét cac vi du duéi day.

1/ Tap hop Z cac sd nguyén cling véi phép cong va phép nhan thong thuong 13 mot
vanh giao hoan c¢6 don vi va duge goi 1a vanh céc s6 nguyén. Ta ciing ¢6 vanh cac sé hitu
ti, vanh cac s6 thuc.

2/ Tap hop N v6i phép cong va phép nhan thong thudng khong phai 1a mot vanh vi
(N, +) khong phai la mot nhom.

3/ Tap hgp M céc ma tran vuong cap hai

(0)

véi a, b, c,d € R cung vGi phép cong va phép nhan duge xac dinh nhu sau:

a b N a v [ a+ a b4V
c d dd ] \ c+rd d+d
a b a v B aa’ +bc  ab +bd
cd)] \cd d ) \cd+dd e +dd
14 mot vanh ¢6 don vi. Phan tt khong clia vanh nay 1a

(03)
(07)

phan t& don vi &
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1.3.2 Mién nguyén

Trong vanh cac s6 nguyén Z néu ta c6 dang thiic ab = 0 véi a # 0 thi luon luon ta co:
b = 0. Tuy nhién trong vanh M cac ma tran vuong cap hai v6i cdc phan ti 1a s6 thuyc,

thi diéu nay khong con diang nita. That vay, xét hai ma tran:

) ()

Thite hién phép nhan ta dugce:
11 1 1)\ (00
11 -1 -1) \oo])
11 1 1
1 1)\ =1 -1

12 cdc phan tit khac khong ma tich lai bang khong. Cac phan tit nay lan lugt duge goi 1a

Ta thay

udc trai va udc phai cua khong.

Dinh nghia 1.3.2.1. Néu a # 0,0 # 0 1a cac phan ti clia mot vanh X v6i tich ab = 0
thi a duge goi 1d mot ude trai cia 0 va b dude goi 1a mot ude phai ctia 0. Néu X giao

hoan, thi a, b dugc goi 1a cac uée caa 0.

Dinh nghia 1.3.2.2 (Mién nguyén). Mot vanh giao hoan X ¢6 don vi 1 # 0 va khong

c6 uéc clia khong dude goi 1a mot mién nguyén.

Vi du 1.3.2.3. Vanh cac s6 nguyén 7Z la mot vanh nguyen.

1.3.3 Truong

Dinh nghia 1.3.3.1 (Truong). Mot vanh giao hoan ¢6 don vi la 1 # 0, trong d6 moi
phan tit khac khong cia n6 déu c6 mot nghich ddo thi duge goi 1a mot truong.  Nhu
vay tap hop X clung véi hai phép todn cong (+) va nhan () duge goi la mot trudng néu
va chi néu cac diéu kien sau day duge théa man:

(1) (X, +) 1a mot nhém giao hoan, cu thé la:

- Phép cong ¢6 tinh chét két hop: (x +y) + 2z =2 + (y + 2) v6i moi z,y,z € X.

- Phép cong ¢6 phan tii trung lap, titc 1a ¢6 phan ti 0 € X sao cho:
r+0=0+x=xvéimoix € X.

- Moi phén tit # € X déu ¢6 phan tit d6i —z, ttic la: Vo € X, d—r € X : o+ (—z) = 0.
- Phép cong ¢6 tinh chat giao hoan: z +y = y + x v6i moi z,y € X.
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(2) (X*,) 1a mot nhém nhan giao hoan (X* = X — {0}). Cu thé la:
- Phép nhan ¢6 tinh chat két hop: (xy)z = z(y2) véi moi z,y,2 € X*.
- Phép nhan ¢6 phan tit trung lap (thuong duge goi 1a phan tit don vi), titc 1a ¢6
1 € X* sao cho

lz=21=x v6imolz & X"

- Moi # € X* déu c6 phan ti nghich ddo z7 !, tic 1a: Vo € X*, 37! : pa™! =
r o =1
- Phép nhan c6 tinh chat giao hoan: xy = yx, Vo, y € X*.
(3) Phép nhan phan phdi déi véi phép cong, cu thé 1a: moi z,y, 2 € X* ta ¢

(x+y)z=xz+yz, z(x+y) =zzx+2y.

Nhan zét:

M&éi truong déu la mot mién nguyen.

Vi du 1.3.3.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Tap hgp céac s6 hitu t1 Q, tap hgp cac s6 thye R 1a mot truong dbi véi phép cong va
phép nhan thong thuong.

2/ Vanh cac s6 nguyén khong phéi 1a mot trudong, vi ngoai 1 va -1, cdc s6 nguyén khac

0 khong ¢6 nghich dao trong Z.

1.3.4 Vanh va trudng con

Dinh nghia 1.3.4.1 (Vanh con). Bo phan A ctia mot vanh X, 6n dinh dbi véi phép cong
va phép nhan trong X dudge goi 1a mot vanh con ciia X néu ban than A cuing véi hai phép

todn cadm sinh trén A 14 mot vanh.

Vidu 1.3.4.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.
1/ Cho X la mot vanh, khi d6 {0} va X la nhitng vanh con tam thudng clia X.

2/ mZ = {mn|n € Z} 1a vanh con cia vanh s nguyen Z.

Dinh nghia 1.3.4.3 (Truong con). Bo phan A ctia mot trudng X, on dinh dbi véi phép
cong va phép nhan trong X dude goi 1a mot trudng con cia X néu ban than A cing véi

hai phép toan cam sinh trén A la mot truong.

Vidu 1.3.4.4. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Cho X 1a mot trudng khi d6 X chinh 1a mgt truong con ctia X. Tuy nhién bo phan
{0} khong phai la mot truong con clia X, vi theo dinh nghia mot truong phai ¢6 it nhét
hai phan ti.

2/ Tap hop cac s6 hitu t1 Q 1a mot trudng con clia truong sd thye R.
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1.3.5 Doéng cau vanh va trudng

Dinh nghia 1.3.5.1 (Dong ciu vanh). Mot dong ciu vanh 1a mot anh xa f tir mot vanh
X dén mot vanh Y sao cho:
fla+0b) = f(a)+ f(b)
f(ab) = f(a)f(b)
v6i moi a,b € X. Néu X =Y thi dong cau f goi la mot tu dong ciu ctia X.
Mot dong cau vanh ma 1a mot don dnh thi ta goi 1a mot don ciu, mot dong ciu toan
anh goi 13 mot toan ciu, mot dong ciu song anh goi 1a mot ding cAu, mot tu dong cau

song anh goi 13 mot tu ding cau.

Vidu 1.3.5.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Cho X la mot vanh, khi d6 4nh xa dong nhat clia X 1a mot dong cau vanh
id: X — X
e

Ta dé dang chitng minh dudge ring id 13 mot tu ding cau, tu dang cdu nay dugce goi la tu
ding ciu dong nhét cltia X.

2/ Gid sit A 1a mot vanh con ciia mot vanh X. Khi d6 dnh xa
f:X—X

a——a

12 mot don cau vanh. Don cau nay dugce goi 1a don cau chinh téc.

3/ Gid st X va Y la hai vanh, anh xa
f: X—Y
z+—0
vai 0 14 phan tit khong clia vanh Y, 1a mot dong cau goi dong cau khong.

Dinh nghia 1.3.5.3 (Dong ciu trudng). Mot dong cau truong 13 mot anh xa f tir mot

truong X dén mot truong Y sao cho:
fla+0b)= f(a)+ f(b)
f(ab) = f(a)f(0)

véi moi a,b € X.
Dinh nghia tu dong cau, don ciu, toan ciu va ding ciu truong tuong tu nhu déi véi

vanh.
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Vi du 1.3.5.4. Ta xem xét lai Vi du 1.3.5.2, ta thay ring néu cho X,Y la cac truong,

A 1a truong con ctia X thi cac dong cau vanh sé trd thanh cac dong cau truong.

Dinh 1y 1.3.5.5. Gid st f : X — Y la mot dong cdu truong khic dong ciu khong, Ehi
do:

f(0)=0

f(=x) = —f(x) vdi moi x € X

Va4

F =1
flz™) = (f(x)) ™ vdimoix #£0,x € X

Chitng minh. a/ Ta c6:

0+ f(x) = f(z) = f(z+0) = f(0) + f(2)

ViY 1a mot nhém ddi v6i phép cong, nén thyc hign luat gian wée ta duge f(0) = 0.
Ta co
0=f(0) = flz+(-2)) = f(z) + f(-=)
do d6 f(—=) 1a phan tit ddi cha f(z), f(—x) = —f(x).
b/ Vi f khac ddng cidu khong nén c¢6 a € X dé f(a) # 0. Ta c6

1.f(a) = f(a) = f(La) = f(1).f(a)

Vi f(a) #Onén f(a) € Y*,(Y* =Y —{0}), mit khéc Y* 12 mot nhém nhan, do d6 thuc
hién luat gidn wéc trong nhém nhan Y* ta duge f(1) = 1.
Ta co

L=f(1)=flza™) = fx) (=)
do d6 f(z~! 1a phan tit nghich ddo caa f(z), f(z™!) = (f(x))".

1.3.6 Vanh va trudng siap tha tu

Dinh nghia 1.3.6.1. Mot vanh (truong) X dugc goi [4 vanh (trudng) sip thi ty néu
vanh (truong) X duge trang bi mot quan hé thit ty toan phan thoa méan:

(1) V6i moi a,b,c € X, quan hé a > b kéo theo a + ¢ > b+ ¢;

(2) Cac quan hé a > 0 va b > 0 kéo theo ab > 0.

Vidu 1.3.6.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.
1/ Ta cac s6 nguyén Z véi hai phép toan cong va nhan thong thuong la mot vanh.
Trong vanh Z quan hé <’ 1a mot quan hé tha ty toan phan théa man hai tinh chat trén,

do d6 Z 1a mot vanh sip thi tu.
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2/ R la mot truong voi hai phép toan 1a cong va nhan thong thuong. Trong R quan hé
'<’ ¢iing 14 mot quan hé thit thiy toan phan thoa man hai tinh chét trén, do d6 R 14 mot

truong sap thit ty.
Bai tap
Bai tap 1.1. Gia st X 13 mot tap ¢6 hon mot phan tit. Xét tuong ing:

(x,y) — y v6i moi z,y € X

a/ Chitng minh ring phép tuong ting trén 1a mot phép toan trong X.

b/ Gia sit phép toan & tren duge ki higu theo 16i ’o’. Chitng minh ring o ¢6 tinh chat
két hop.

¢/ Phép toan o ¢6 tinh chit giao hodn khong? C6 phan tit trung lap khong?  d/
Tuong tu, ta dinh nghia mot phép toan 7' trong X nhu sau:

Ty = x v6i moi z,y € X.

Chting minh rang phép toén o 1a phan phdi vdi phép toan T
Bai tap 1.2. Trong N, ta xac dinh mot tuong ting 7' nhu sau:
T : NxN — N

r4yt|z—y|
2

(z,y)
a/ Ching minh 7' 14 mot phép toan trong N.
b/ Chitng minh réng T ¢6 tinh chit giao hodn va két hop.
¢/ Phép toan T ¢6 phan tit trung lap khong ? Tim n € N sao cho n ¢6 phan tit d6i
xing.

Bai tap 1.3. Trong N, ta xac dinh mot tuong ting T nhu sau:

T : NxN — N

r+y—|r—y|
9

(z,y)

a/ Ching minh 7' 14 mot phép toan trong N.
b/ Chitng minh réng T ¢6 tinh chit giao hodn va két hop.
Bai tap 1.4. Gia st p, ¢, 7 1a cac s6 thyc, trén tap hop cac so thuc R xét phép toan T
xac dinh béi:
alb=pa+qb+r;Va,b e R
a/ V6i diéu kién nao ctia p,q,r thi T c6:

- tinh chéit giao hoan ?
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- tinh chat két hop ?
- tinh chat giao hoan va két hop 7
b/ V6i diéu kién nao clia p, ¢, 7 thi mot phan tit z € R ¢6 dbi xiing trai, d6i xitng phai,
la chinh quy trai, chinh quy phai ?
Bai tap 1.5. Trong tap hop s6 thuyc khong am R, xét phép todn T

(a,b) — Vab;Va,b e Ry

a/ Phép toan T ¢6 tinh chit gi 7 (giao hoan, két hop).
b/ Phép toan T ¢6 phan tit trung lap khong ? Cac phan tit ¢6 1a chinh quy khong ?

(0)

véi a,b,c,d € R 1a mot ma tran vuong cap hai tréen R. Trong tap hgp M cdc ma tran

Bai tap 1.6. Ta goi mot bang

vudng cap hai trén R, ta dinh nghia phép nhan hai ma tran nhu sau:

a b a b B aa' +bcd  ab + bd'
cd] \e d) \ cad+dd cb+dd

a/ Phép nhan ma tran c6 tinh chat giao hoan, két hgp khong?

(01)

1a phan tit don vi déi v6i phép nhan ma tran.

b/ Chitng minh ring ma tran
¢/ Tim digu kién cla a,b,c,d dé ma tran

(0)

Bai tap 1.7. Cho X la mot vi nhém cong giao hoan. Chiing minh ring tap hgp X2 =

c6 phan tit d6i xing.

X x X cung v6i phép toan duge xac dinh nhu sau:
(al, bl) + (612, b2) = (Cll + as, b1 + bg)

cung la mot vi nhém giao hoan.
Bai tap 1.8. Cac tap hop dudi day cuing v6i phép toan xac dinh trén céc tap hgp ay co
lap thanh nhém hay khong?

a/ Tap hop cac s6 nguyen véi phép cong.

b/ Tap hop s6 hitu ti v6i phép nhan.

¢/ Tap hgp M = { —1; 1} v6i phép nhan.

d/ Tap hop s6 hitu ti khac khong dbi v6i phép chia thong thuong.
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e/ Tap hop s6 nguyen véi phép trir.

f/ Tap hop cac s6 hitu ti ¢6 dang 2", n € Z v6i phép nhan.

g/ Tap hgp cac s6 thye v6i phép cong.
Bai tap 1.9. Chiing minh rang cac tap hgp sau day v6i phép toan duge chi ra lap thanh
mot nhom.

a/ Tap hop cac s6 thuce ¢6 dang a + bV/5,a,b € Z v6i phép cong.

b/ Tap hop céc b thye ¢6 dang a + b5, a,b € Q,a® + b? # 0 v6i phép nhan.
Bai tap 1.10. a/ Cho m la mot s6 tu nhién khéac khong. Ching t6 réing mN = {mn|n €
N} 14 vi nhém con ctia vi nhém cong N.

b/ Cho m 1a mot s6 ty nhién 16n hon 1. Ching t6 ring M = {m"|k: € N} la vi nhém
con cua vi nhém nhan N.

Bai tap 1.11. Cho X 1a mot nita nhom. V6i méi a € X ki hiéu:
aX = {aw‘x € X}

Xa = {:ca‘:c €X}

Chting ming rang X 14 mot nhom khi va chi khi v6i moi a € X, ta ¢c6 aX = Xa = X.
Bai tap 1.12. Cho X 1a mot nhém vé6i don vi e. Chitng minh réng néu Va € X, a? = ¢
thi X 1a nhém Aben.
Bai tap 1.13. Gia st ¢ : G — G’ 1a mot dong cdu nhoém. Chitng minh réng:
a/ @ chuyén phan tit trung 1ap ctia G thanh phan t trung lap ctia G’ tite [a: p(e) = ¢’
b/ ¢ chuyén nghich dio clia phan tit 2 € G thanh phan ti nghich dio ciia p(x) € ¢
tic 1a: p(z71) = (p(x)) L.
Bai tap 1.14. Gid st ¢ : G — G’ 1a mot dong cAu nhom. Ta dinh nghia:

Kerp = {z € Glp(z) =¢'}

Imgp = {p(z)|z € G} = ¢(G)

trong d6 €’ 1a phan tit trung 1ap ctia G’. Chitng minh:

a/ Dong ciu ¢ : G — G’ 1a mot toan cdu néu va chi néu Ime = G'.

b/ Dong ciu ¢ 1a mot don cau néu va chi néu Kerp = e, trong do e 1a phan tif trung
lap cua G.
Bai tap 1.15. Cho X 14 mot nhom giao hoan. Chitng minh réng anh xa

p: X — X

a+—— CLk = a.a...q
N——"

k 1an
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véi k 13 mot s6 nguyén cho trude, 1a mot dong cau. Xac dinh Kerp.

Bai tap 1.16. Cho X la mét nhém va cho anh xa:

p: X — X

a+— at.

Chiing minh ring ¢ la mot ty ding ciu ctia nhom X khi va chi khi X 13 mot nhém Aben.
Bai tap 1.17. Gia st X, Gy, Gy 1a nhitng nhém, va f : X — G4,9: X — G5 la nhiing

anh xa. Xét anh xa:

h:X — G x Gy
x> h(z) = (f(z), 9(z)).

Chitng minh rang h 13 mot dong cau khi va chi khi f va g l1a nhitng dong cau.
Bai tap 1.18. Xét xem cac tap hgp sau day véi cac phép toan xic dinh trén ching cé
phai 13 mot vanh? mot truong?

a/ Tap cac s6 nguyén v6i hai phép cong va nhan thong thuong.

b/ Tap hop céc s6 chdn véi hai phép cong va nhan thong thuong.

¢/ Tap hop cac da thitc mot an z v6i he s6 nguyen ddi véi phép cong va nhan da thiic.

d/ Tap hgp céc da thiic mot an o v6i hé s6 thye d6i v6i phép cong va nhan da thiic.
Bai tap 1.19. a/ Chiing minh ring tap hop céc s6 thuc dang a +bv/2(a, b € Z) véi phép
cong va nhan thong thuong 1a mot vanh giao hoan c¢6 don vi.

b/ Chiing minh ring tap hop cic sé thuc dang a + bv/2(a,b € Q) v6i phép cong va
nhan thong thuong 14 mot truong.
Bai tap 1.20. Ching minh tap hgp X = Z x Z cung v6i hai phép toan

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + be)

(ah bl)(a27b2) = (a1a2, blb2)

1a mot vanh giao hoan ¢6 don vi. Hay tim tat cd cac udc cia khong ctia vanh nay.
Bai tap 1.21. Cho X 13 mot vanh. Ching minh rang véi moi z,y,2 € X ta co
a/ x(y—z2)=zy—xz, (y — 2)r = yxr — 2.
b/ 0z = 20 = 0.
¢/ x(-y)=(=x)y=-xy,(-x) (-y) =xy.
Bai tap 1.22. Gia sit A 14 mot bo phan khac rong clia mot vanh X. Chiing minh ring
cac diéu kién sau tuong duong
a/ Ala mot vanh con clia X
b/ Véimoi z,y € A,z +ye Axyec A, —r €A
¢/ Vé6imoi z,y € A,z —y € Axy e A
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Bai tap 1.23. Gid st A 13 mot bo phan c¢6 nhiéu hon mot phan ti cia mot truong X.
Chitng minh rang cac diéu kién sau day tuong duong
a/ Ala mot truong con clia X
b/ Véimoiz,y€ A,x+ye Axzye A,—z € A,z € Anéuz #0
¢/ V6imoiz,y€ A,x—ye Ajzy ' € Anéuy#0
Bai tap 1.24. Gia st trong tap X c6 hai phép toan cong va nhan théa méan:
a/ X cung v6i phép cong la mot nhom
b/ X cung v6i phép nhan 1a mot vi nhém
¢/ Phép nhan phan phdi ddi véi phép cong
Chitng minh rang X 1a mot vanh.

Bai tap 1.25. Ching minh ring bo phan
A={a+bV2+cV4| abcecQ}

14 mot trudng con clia trudng s6 thuc R.
Bai tap 1.26. Gia stt X 1a mot vanh c6 tinh chit 2 = x v6i moi z € X. Chting minh
rang

a/ r=—x véimoi r € X

b/ X la vanh giao hoan

¢/ Néu X la vanh khong ¢6 uée cia khong, ¢6 nhiéu hon mot phan tit thi X 1a mot
mién nguyén.
Bai tap 1.27. Ching minh rdng moi dong cau truong f : X — Y khac dong cau khong
déu 1a don cau.
Bai tap 1.28. Xét anh xa

Fi7—TxT
ar— f(a) = (a,0)

v6i Z x Z la vanh xét 6 Bai tap 1.20.

a/ Chitng minh f 14 mot dong cau vanh.

b/ Chiing minh f 1a mot don cu, f ¢6 phai 1a toan cdu khong?
Bai tap 1.29. Gid st f : X — X 1a mot tu dong ciu ctia vanh X. Ching minh ring
tap hop A = {x S X}f(x) = x} 12 mot vanh con clia X.
Bai tap 1.30. Gia st A 1a mot vanh, B la mot tap hgp véi hai phép toan cong va nhan,

f:A— B la mot song anh thoa man
fla+b) = fla)+ f(b)
f(ab) = f(a)f(b)

v6i moi a,b € A. Chiing minh:

a/ B 1a mot vanh.
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b/ Néu A la mot vanh giao hodn thi B c¢ling 1a vanh giao hoan.

¢/ Néu A la vanh ¢6 don vi thi B cing la vanh ¢6 don vi.

d/ Néu A la mién nguyen thi B ciing 14 mién nguyén.
Bai tap 1.31. Gid st f : Q — Q 1a mot ty dong ciu cla truong s hitu ti. Chitng minh
rang f l1a dong cau khong hodic dong ciu ddng nhat.
Bai tap 1.32. Cho d = 7 ho#c = 11. Chitng minh ring:

a/ Bo phan

Q(Vd) = {a—i—b\/c_l‘ a,beQ}

1a mot truong con clia trudng s6 thyc R.
b/ Céc truong Q(v/11) va Q(+/7) khong ding ciu véi nhau.
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Chuong 2

S6 tu nhién

2.1 Gié6i thiéu vé lich st s6 tu nhién
2.1.1 Sy hinh thanh khai niém sé ¢ ngudi nguyén thiuy

Hoat dong lich sit ching t6 ring trong su phat trién ctia xa hoi da c6 thai ki con ngusi
chita ¢6 mot khai niém gl vé con s6, va ciing chuta ¢6 khai niém vé cac phép toan so sanh
tap hop, dém cac phan tit ctia tap hgp.

Trude khi ra doi mot thit ngon ngit dé giao luu, ngudi nguyen thuy cé thé phan biat
gitta mot cay va mot ring cay, gitta mot con ch6 vh mot bay cho,. .. nghia 14 phan biét
gitta it va nhiéu. Diéu nay da hinh thanh ratt sém, ciing nhu khai niem vé cép, vi du mot
ciap chim, mot cap canh, mot doi mat, hai ban tay,...

X3 hoi loai ngudi phat trién, ngudi ta séng thanh bo lac ngady cang dong hon va viec
san ban ngay cang c6 t6 chitc. Khi di siin, mudn kiém tra dd diing c6 du hay khong, nguoi
ta phan phat da ném, cung tén cho tiung ngudi. Sin bin xong, nguoi ta lai phan phat
thi vat, chim muong cho nhau. Nhu vay con nguoi da biét thyc hien mot phép tinh don
gian nhat 1a thiét lap sy tuong Gng mot ddéi mot gitta cac phan ti clia hai tap hop. Mic
dau ngay nay dé biéu thi nhitng sy kien nay ta st dung s6, nhung vé nguyeén tic, c6 thé
so sanh cac tap hgp ma khong can diing dén s6. Nanxen, mot nha bac hoc ngudi Na Uy
séng nhiéu nim v6i ngudi Ekimo, phat hien ring ho khong c6 nhitng con sé qua 5, nhung
ho ¢6 thé so sanh dugc cac tap hop dbi tuong ma s6 luong vugt qua 5.

Phép tuong tng mot d6i mot duoe lip di lip lai nhiéu 1an, dé 1a giai doan dau cta
phép dém. Lau dan con ngudi nhan ra c6 mot céi gi chung cho nhitng tap hop nhu vay,
va tat nhién dua dén chd phai dit tén cho cai gi chung ay. Thé 1a con nguoi da bat dau
biét dém.

Ban dau con ngudi chi dém dude nhitng tap hop it phan tit. Nhiéu bo lac chi dém dugc
"mot" va "hai", con ba tré lén thi goi 13 "nhidu". Didu nay con dé lai dau vét trong ngon

ngit ngay nay, ching han, trong tiéng Phéap, chit "tres" (la rat, 1A nhiéu) am thanh rat



gau chit "trois" (la ba), trong tiéng Anh, chit "thrice" ¢6 nghia la ba lan hay nhiéu lan,
1 bién doi ctia chit "three" 1a ba. Trong tiéng Nga c6 nhiéu thanh ngit ma chit "bay" c6
nghia 1 nhiéu, vi dy cau tuc ngit Nga "khong dgi ai qua bay lan". Trong tiéng Viét cling
c6 nhitng thanh ngit ma chit "ba", "nam", "bay" ¢6 nghia 13 "nhiéu", vi du: qua roi ba
ban, nam lan bay luot.

Dé dém, ngudi ta thudng chon maot tap hop ddi tugng xac dinh nao dé dé biéu thi con
$6. Nguoi ta thudng chon soi, da, que, thdt nat day (két thdng), ngon tay, ngoén chan, ..
Diédu nay con dé la dau vét trong danh tit chi sy tinh todn. Vi du tiéng La tinh goi tinh
toan la "calculus" nghia la dém bing d4. Do chon cac bo phan than thé dé biéu thi con
s6 nén cac hé théng dém tu nhien v pho bién clia nhidu dan toc la phép dém tng véi cac
ngon tay ctia mot ban tay (nhom 5 phan ti lai v6i nhau) ho#ic ing véi cac ngén tay ciia
hai ban tay (nhém 10 phan tit lai v6i nhau) hodic @ng véi cdc ngon tay va cdc ngén chan

(nhém 20 phan tif lai v6i nhau).

2.1.2 Cac giai doan hinh thanh sé tu nhién

Nho két qua ctia mot qué trinh phat trién 1au dai ciia lich stt, khai niem sé da di tir
nhitng vat cy thé chuyén qua con s6. Day s6 ti nhien da biét va dan dan dugc kéo dai ra.
Khai niém tritu tugng vé s6, xem nhu 13 tinh chat chung ctia moi tap hgp déi tuong hitu
han tuong duong dudc cling c6 dan qua ngon ngit, triudec hét bing 10i, sau bang nhiing
dau hieu, tic 13 chit s6. Nhan thic dude rang day sd ty nhién kéo dai vo han 1a dau hieu
cia mot bude tién kha dai vé van hoa va kién thitc toan hoc.

Lich sit hinh thanh khai niem sé ty nhién c6 thé chia thanh bén giai doan lén, tuong
ting véi bén giai doan lién tiép clia sy phat trién ki thuat dém.

Giai doan dau 13 viec thiét lap su tuong duong cla cic tap hop vat thé khac nhau.
Trong giai doan nay tinh chét chung ctia cac tap hgp tuong duong duge phan anh day di
bing chinh ban chat cu thé cta cac doéi tuong dem so sanh. Con s6 c¢6 tinh chat vat li,
con nguoi nhan thic duge mot cach tryc gidc.

Giai doan thi hai, tinh dém dude ctia mot tap hgp xac dinh nao dé duge biu thi qua
cac yéu t6 tuong duong ciia mot tap hop khac. Trong giai doan nay, nhitng tinh chat
chung ctia cac tap hop tuong duong da bat dau duge quan niém 1a mot cai gi khic véi
bén chét cu thé cia ting tap hop. Nguoi ta thuong goi tén con sb qua tén vat cu thé
khac. Vi du "mot" goi 1a "mat trai", "hai" goi 1a "canh chim", "b6n" goi 1a "chan cho",
"nam" goi 1a "ban tay"...

Giai doan thit ba khi ngudi ta da chon dugc mot tap hop xédc dinh lam tap hop mau
mutc vé sb6 lugng (S6i, d4, que, cdc bo phan than thé,...) thi tinh chat chung clia cac tap

hop tuong duong duge phan biét ré rét véi tap hop can dém.
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Giai doan thi tw, tinh chat chung ctia moi tap hgp tuong duong dugc tach khoi moi
tap hop déi tuong cu thé va xuét hien dudi dang thuan tuy toan hoc, d6 la khai niem
tritu tugng vé sd ty nhién.

Trong viéc hinh thanh khai niém s6 tut nhién, s6 1 va 2 duge biét kha sém, trude cac
s6 khac, can phai dugde tach ra trong qué trinh phan tich cac s6 ty nhién.

Ngay nay, khi dém, ta lap sy tuong tGng clia mdi ddi tugng véi mot s6 clia diy sb tu
nhién, 14y s6 ty nhién lam chudn, khai nieém s6 tu nhién duge dinh nghia mot cach chat
ché va logic. Dinh nghia nay do ! F. L. G. Frege néu ra va sau dugce ?B. A. W. Russell
ngutdi Anh phét hién lai. Vé co ban thi dinh nghia s6 tit nhién do Frege va Russel néu ra
duya trén khai niem tuong tng mot mot cta cac tap hgp, xem s ty nhién 1a bat bién cla
cac tap hop hitu han tuong duong. C6 thé nhan xét ring, dinh nghia l6gic ngay nay vé
khai niém s6 ty nhién, vé ban chat 1a viéc gidn wdc qua trinh lich st 1au dai ctia sy phat
trién khai niem s6 dé hoan thien ki thuat dém.

Va xét qua trinh lich si, 3F. Engels da néi "mudn dém, con ngudi phai biét tritu xuat
tat ca cac dbéi tugng dé chi giit lai "con s6" thoi". Khi con ngudi da can ding dén céc
s6 ngay cang 16n thi cac ki hidu ghi s6 xuét hién va phét trién, con chinh cac s thi lap

thanh nhitng hé théng.

2.2 Xay dung tap hop sé tu nhién

2.2.1 Tap hop tuong duong va ban sé cua tap hgp

Dinh nghia 2.2.1.1. Cho X va Y 1a hai tap hop. Ta néi tap hgp X tuong duong véi
tap hop Y, viét 1a X ~ Y néu c6 mot song dnh f tit X lén Y.

Hai tap hogp tuong duong con goi la hai tap hop cé cung lyc lugng. Nhu vay
X ~Y & ton tai song anh f: X — Y

Vidu 2.2.1.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.
1/ Cho X = {1,2,3,4} va Y = {a,b,c,d}, U = {m,n,p}. Ta thdy X va Y ¢6 cing

'Friedrich Ludwig Gottlob Frege ( 8/11/1848 - 26/6/1925) 1a mot nha triét hoc, logic hoc, toan hoc
ngudi Dic. Ong duge xem 13 mot trong nhitng nha sang lap ciia nganh logic hién dai va c6 nhiing déng
g6p quan trong cho nén tang ciia toan hoc. Ong thudng duge coi la cha dé ciia triét hoc phan tich, do
nhitng bai vé triét hoc ngon ngit vd toan hoc

?Bertrand Arthur William Russell (18/5/1872-2/2/1970), la mot triét gia, nha logic hoc, nha toan hoc
ngudi Anh ciia thé ky 20. La mot tac gid c6 nhiéu tac pham, 6ng con a4 ngusi mang triét hoc dén véi
dai ching va 1a mot nha binh luan ddi véi nhiéu chii dé da dang, tit cAc van dé rat nghiém tic cho dén
nhing diéu tran tuc. Nam 1950, Russel dugc ting Gidi Nobel Vin hoc, "dé ghi nhan cac tac phdm day
¥ nghia ma trong d6 ong da dé cao céc tu tudng nhan dao va ty do vé tu tudng".

3Friedrich Engels (28/11/1820 - 5/8/1895) nha 1y luan chinh tri, la mot triét gia va nha khoa hoc
nguoi Dic thé ky 19,
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lyc lugng vi co thé thiét lap dugc mot song anh tit X lén Y, chéng han song anh f nhu

Sau:

fi X—Y
l—a
2— b
3—c

4—d

Tuy vay U va X khong cung lyc lugng vi khong cé song anh tit U lén X duge. U co

cung lic lugng véi tap con {1, 2, 3} ctia X vi chiing han ta c6 anh xa

g: X —Y
l—m
2——n

3—p

2/ Gid st AB vh BC la hai doan thing c6 do dai tuy ¥ ¢6 chung dau mat B (A, B, C
khong thang hang) (hinh bén). Ki hi¢u [AB], [CB] tuong ting 14 tap hop cdc diém cta hai
doan thing nay. Ta chiing minh

AB] ~ [CB]

That vay, qua mdi diém X nim tren AB, X # A, B ta ké dudng thing song song véi
AC, dudng thing nay cit CB tai X’. Khi dé tuong tng

f: [AB] — [CB]
A— C

B— B
Xr— X'khiX#A

la mot song anh(ban doc tu ching minh). Cho nén tap diém trén doan AB c¢6 cling hyc

lugng véi tap diém trén doan BC.

Bay gio néu ta cho D 1a mot diém trén BC, thi theo chitng minh trén ta c6 tap diém
trén doan BD cé ciing lyc luong véi tap diém trén doan BC.

Quan hé cling luc lugng gitta cac tap hop c6 céc tinh chat sau:

Tinh chit 2.2.1.3 (Tinh chat phan xa). Vdi moi tap hop A ta luon c6 A ~ A.
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Chitng minh. That vay, v6i moi tap A luon c6 mot song anh tit A len A ching han dé 1a

anh xa dong nhat. O

Tinh chat 2.2.1.4 (Tinh chit d6i xing). Vdi moi tip hop A va B, néu A ~ B thi
B~ A.

Chitng minh. That vay, néu A ~ B thi ton tai mot song dnh f : A — B khi d6 anh xa
ngude f~1: A — B ciing la mot song anh, vay B ~ A. O

Tinh chat 2.2.1.5 (Tinh chat bic cau). Vdi moi tap hop A, B,C néu A ~ B va B ~ C
thi A~ C.

Chitng minh. That vay, néu A ~ B va B ~ C thi ton tai cac song anh f : A — B va
g: B — C, khi d6 anh xa tich go f : A — C' la mo6t song anh. Vay A ~ C. O

Nhu vay quan hé ciing lyc lugng 1a mot quan hé tuong duong, do dé ta cé thé phan
16p céac tap hop: Cac tap hgp co cung luc lugng thude cung mot 16p.
Vi thé ta c6 thé diing mdi 16p dé xac dinh thudc tinh dic trung vé liyc lugng ctia mot

tap hop.

Dinh nghia 2.2.1.6. Thuoc tinh dic trung xac dinh mdi 16p goi 1a ban s6 clia tap hop.
Céc tap hgp ¢6 cung ban s6 khi va chi khi ching cing lye lugng (ban s6 con duge goi
Ia lyc lugng). Ban sb clia tap hop A ki hiéu 1a Card(A). Ta c6 thé viét

Card(A) = Card(B) <= A~ B

Nhu vay ta c6 thé hidu ban sé nhu 13 mot tinh chit dic trung phan anh mat "sé lugng"
clia tap hop (ddi véi cac tap hgp hitu han, khéi niem bén s6 chinh 13 khai niem s6 lugng
thong thuong), hai tap hop tuong duong thi ¢6 cung ban s6 va hai tap hgp ¢6 cing ban

s6 thi tuong duong.

2.2.2 Tap hop hitu han va tap hgp vo han

Trong céc phan trén ching ta da biét rang c¢6 nhitng tap hdp tuong duong v6i mot tap
con thuc su ctia n6. D6 1a trudng hop clia tap cac diem trén mot doan thing, tap hop sb

tu nhien ... C4c tap nhu thé ta goi [ tap vo han.

Dinh nghia 2.2.2.1. Mot tap duge goi 1a vo han néu n6 tuong duong (¢6 cuing hyc lugng)
véi mot bo phan thue st cia no.
Tap hgp khong phai [a vo han thi goi 1a tap hitu han. N6i cach khéc, tap hop hitu han

12 tap hop khong tuong duong véi bat ki mot bo phan thice sy nao clia né.
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Vi du 2.2.2.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Tap 0 1a mot tap hitu han, vi tap () khong ¢6 mot bo phan thye sy nao.

2/ Tap don tit {:c} 14 mot tap hitu han vi n6 chi ¢c6 mot bo phan thuc sy duy nhat 13
®, nhung dé thay tap hop {z} khong tuong duong véi tap 0.

3/ Tap cic diem trén mot doan thang 13 tap vo han.

Dé thuan lgi cho viée xay dung céc s6 tu nhién sau nay ta chdp nhan ma khong chiing

minh mot s6 tinh chat nhu dusi day.

Tinh chat 2.2.2.3.
(1) Tap hop tuong duong véi mot tap hidu han la hitu han.
(2) Tap hop con cia mot tap hitu han la hiu han.
(3) Hop cta hai tap hiu han 6 hiu han.
(4)

4) Tich Dé cic cta hai tap hitu han la mot tap hiu han.

2.2.3 Dinh nghia s6 tu nhién

Dinh nghia 2.2.3.1 (S6 tu nhien). Ban s6 c¢tia mot tap hop hitu han duge goi 13 mot s6
tu nhién.

Cac s6 ty nhién ciing 1ap thanh mot tap hop. Tap hop cdc s6 tu nhien duge ki hiéu 1a
N.

Nhan zét:
Néu a 1a s6 ty nhién (a € N) thi ton tai mot tap hgp hitu han A sao cho a = Card(A).

Vidu 2.2.3.2. Ta xem xét cac vi du dudi day.

1/ Ta biét @ 1a mot tap hitu han, do d6 Card(() 1a mot s6 ty nhien. Ta ki hieu
Card(0) = 0 va goi n6 la sd khong.

2/ Tap don ti {x} 13 mot tap hitu han nén Card({x}) 14 mot s6 tu nhién. Ta ki hiéu
Card({z}) =1 vA goi n6 la s6 mot.

R6 rang 1 # 0 vi tap () khong tuong duong véi tap {z}.

2.3 Quan hé thi tu trén tap hop cac sé tu nhién

2.3.1 Dinh nghia va tinh chéat

Trong muc 1, Vi du 2.2.1.2, ta thidy U = {m,n,p} tuong duong v6i mot bo phan
thuce sy cia X = {1,2,3,4} la {1, 2,3}. Tit nhitng vi du cu thé nay ta dé dang nhan ra
mot diéu 1a tap A tuong duong v6i mot bo phan ctia tap B khi va chi khi ¢6 mot don anh
tit A vao B.
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Néu f la don anh tit A vao B thi A ~ f(A) C B.
Trong khi nghién citu vé tap hop nha toan hoc Cantor da phat biéu duge dinh 1y dusi

day, ta néu lén khong ching minh.

Dinh ly 2.3.1.1 (Dinh Iy Cantor). Néu X va Y la hai tdp hop bat ky thi:

(1) Hogc X tuong duong vdi mot bo phan cia Y hodc Y tuong duong vdi mot bo phan
cia X.

(2) Néu X tuong duong vdi mot bo phan ciaY va'Y tuong duong vdi mot bo phan clia
X thi X tuong duong vér Y

Nhan zét:

St dung ngdn ngit anh xa thi dinh 1y trén con dugc phat bidu dudi dang tuong duong
sau day:

Néu X va Y 13 hai tap hop bat ki thi:

(1) Trong céc anh xa tit X dén Y va tt Y dén X bao gio ciing ¢c6 mot don anh.

(2) Néu ¢6 mot don anh tit X dén Y va mot don anh t Y dén X thi sé ¢6 mot song
anh tt X dén Y.

Dua trén dinh ly Cantor, ta sé xay dung quan hé trén tap sé ty nhién N.

Dinh nghia 2.3.1.2. Gid stt x va y 12 hai s6 ty nhién va X; Y 14 hai tap hop hitu han
sao cho z = Card(X),y = Card(Y).

Ta né6i 2 nhé hon hay bang y, ki hieu o < y, khi va chi khi X tuong duong véi mot bo
phan ctia Y

Néu x <y va x # y thi ta viét z < y v doc 1a = thye sy nhd hon y (hay x nho hon y.

Khi z < y ta con viét y > x va doc 1a y 16n hon hodic bing z. Khi z < y ta con viét

y > x va doc la y 16n hon x

Vidu: 0 <1 va hon thé nita 0 < 2 v6i moi € N vi () [a tap con ctia moi bo phan clia
N.

Nhan zét:

(1) Dinh nghia trén khong phu thuoc vao vige Iya chon XY nghia 1a: Néu X;,Y) 1a
nhitng tap hop ma z = Card(X;),y = Card(Y;) thi tit chd X tuong duong véi mot bo
phan cia Y ta ciing ¢c6 X; tuong duong véi mot bo phan cia Y.

That vay, ta co:

X ~ Xj nén ¢6 song anh g : X; — X, Y ~ Y] nén ¢6 song a&nh h: Y — Y] va X
tuong duong v6i mot bo phan clia Y nén c¢6 don dnh f: X — Y. Ta thay rang anh xa
hfg: X1 — Y7 la mot don anh; don anh nay chiing t6 X; tuong duong v6i mot bé phan
cua Y.

(2) Khi X tuong duong v6i mot bo phan Y’ cta Y ta cing c6 Card(Y’) = z, do d6
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theo nhan xét 1/ ta ¢6 thé coi # < y khi va chi khi X C Y. Vi vay dinh nghia trén c6 thé
phat biéu nhu sau:

Cho z,y € N;Y la mot tap hgp ma Card(Y) = y. Ta n6i x < y khi va chi khi ¢6
X C Y sao cho Card(X) = z.

Ta sé& chitng minh ring quan hé < vita xay dung trong N 14 mot quan hé thit tu toan

phan trong N. D6 1a noi dung ctia dinh 1§ sau:
Dinh 1y 2.3.1.3. Quan hé < vita dinh nghia la mot quan hé thit tu toan phan trong N.

Chitng minh. Trude hét ta phai ching minh, quan hé "<" 14 mot quan hé thit ty trong
N: nghia 1 ta phai ching minh quan hé nay théa man 3 tinh chat: phan xa, phan xing
va bac cau. That vay:

(1) Tinh phan xa: Gia st x = Card(X), vi véi moi tap X ta luon ¢c6 X C X nén x < z.

(2) Tinh phén xtng: Gid stt z = Card(X) va y = Card(Y'). Néu ta ¢6 dong thoi z < y
va y < x thi diéu ndy c6 nghia X tuong duong vdi mot bo phan clia Y va Y tuong duong
v6i mot bo phan cia X. Theo dinh 1y Cantor thi X ~ Y va do dé x = .

(3) Tinh bac cau: Gia sit z = Card(X), y = Card(Y), z = Card(Z) ma = < y,y < 2.

Ta c¢6 ¢ < y titc 1a X tuong duong véi mot bo phan cia Y hay cé6 mot don anh
f: X —Y;y<zticlacomodt don anh g: Y — Z.

Anh xa tich gf : Y — Z ciing la mot don anh, don anh nay ching t6 X tuong duong
véi mot bo phan ciua Z hay x < z.

Vay quan hé "<" la mdt quan hé thit tu trong N. Bay gio ta chitng minh quan hé thi
tuy d6 1a quan hé quan hé thit ty toan phan trong N.

Gia st z,y € Nva z = Card(X), y = Card(Y'), Theo dinh 1§ Cantor thi hoic X tuong
duong v6i mot bo phan cia Y hodc nguge lai Y tuong duong v6i mot bo phan cua X titc
la ta c6 hoac x < y hodc y < .

Nhu vay moi ciip s6 tit nhién déu so sanh duge theo quan hé thit tir < néi cach khac
quan hé nay 14 mot quan hé thi ty toan phan trong N. Dinh 1y da dugc chitng minh
xong. O

2.3.2 So6 lién trudc, so lién sau va tinh roi rac caa N

Dinh nghia 2.3.2.1. Cho z va y Ia hai s6 ty nhién v6i <. Goi Y la tap hitu han ma
Card(Y') = y. Nhu da nhan xét ¢ trén, vi < nén ¢6 tap X C Y sao cho Card(X) = z.
Ta goi y 1a s6 lién sau cta s6 x néu va chi néu Card(Y — X) = 1 hay n6i cach khéac
néu va chi néu tap Y — X 13 tap don tt.
Néu y 1a sb lién sau clia z thi ta clng noéi x 1a sd lién trude ctia y. S6 lién sau clia x
duge ki hieu 1a 2.

Khi z 1a s6 lién sau ctia y hofic y 14 s6 lién sau ciia x thi ta néi x, y 1a hai s6 lién nhau.
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Nhan zét:
(1) z <a',Vx e N.

(2) S6 mot 1a s6 lien sau s6 khong.
Tinh chat 2.3.2.2. Moi s6 tu nhién x déu cé mot sb lién sau.

Chitng minh. That vay, gid sit x = Card(X), khi d6 tap {X} 1a tap don tit va o rang
{X} khong phai 1a phan tif cia X. Dt Y = X U{X}, khi d6 Y 1a tap hitu han va ta c6:
Card(Y — X) = Card{X} = 1. Vay s6 tu nhién y = Card(Y") 1a s6 lién sau clia z. O

Nhan zét:
Ngudi ta con ching minh duge tinh duy nhat cta s lién sau: M6i s6 ty nhién z déu

c6 mot s6 lien sau duy nhat.
Tinh chat 2.3.2.3. S6 0 khong phdi la s6 lién sau cta bat kj s6 tu nhién nao.

Chatng minh. Ta thay vi 0 = Card () va ) khong c6 mot bo phan thuc st ndo, do d6 s6 0

khong c6 s6 lién truéc. O
Tinh chat 2.3.2.4. Moi 56 tu nhién x # 0 déu la so lien sau cia mot s6 tu nhién.

Chaing minh. That vay, gid st x 14 s6 tu nhién khac khong va Card{X} = x. Thé thi
X #Pvadodotontaia € X. KhidoY = X —{a} C X va Card(X —Y) = Card{a} = 1.
Vay z 1a 6 ty nhién lién sau ctia y = Card(Y).

Ngudi ta con chitng minh duge tinh duy nhét clia s6 lién truée: Mai s6 tu nhién = # 0

déu 13 s6 lien sau clia mot s tit nhien duy nhat. O

Tinh chat 2.3.2.5. Gida hai s6 tu nhién lién nhau x va «' khong c¢é so tu nhién nao

khdec.

Chitng minh. That vay, gid sit ¢6 s6 tuy nhién y sao cho x < y < 2/, khi d6 ton tai cac
tap httu han X,Y, X’ sao cho z = Card(X), y = Card(Y), 2’ = Card(X’) trong dé
XCcYcXx.

Theo dinh nghia s6 lién nhau thi ta ¢6 Card(X’ — X) = 1 hay X’-X 1a tap don ti,
nhung do Y — X C X’ — X nén ta phai ¢c6 hoac Y — X = hoiic Y — X = X' — X, diéu
nay ching t6 hodic Y = X hoiic Y = X',

Diéu nay mau thuin véi didu gid sit. Vay khong thé c6 sb tu nhien y & giita hai s6 tu
nhién lién nhau z va '

Tinh chat nay con c6 thé phat biéu dusi dang khac: Véi z,y € N, néu = < y thi
' <uy. O

Dinh nghia 2.3.2.6. Tap N véi quan hé thit ty c6 tinh chat trén dude goi 13 mot tap

sip thi tu roi rac.
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2.3.3 Tinh v6 han ctia tap cac sé tu nhién

V6i khai niem s6 lién sau va cac tinh chat da trinh bay trén, ta c6 thé hinh dung duge
toan bo tap hgp s6 tu nhien N

Trude hét x = Card 0 14 mot s6 tu nhién va s6 0 khong diing sau bat ki s6 tu nhién
ndo. S6 1 = Card{z} 1a s6 lién sau duy nhét ciia s6 0 va gitta s6 0 va 86 1 khong ¢ sb
tu nhién nao khac. Ki hieu 2 = 1,3 = 2'... thi tap N dugc viét thanh mot day nhu sau:
0,1,2,3, ..

Biéu dién cac sé tu nhién trén nta duong thing c6 dinh huéng ta dude mot tia sd

C6 bao nhiéu s6 tu nhién? Ta thay ctt mdi s6 ty nhién a lai ¢c6 mot s6 lien sau né. S6
lién sau nay lai c6 mot sd lién sau noé nita, ... va nhi vay qua trinh "dém" céc s6 tu nhién

sé kéo dai t6i vo tan. D6 1a sy hinh dung tryc gidc vé tinh vo han ctia ddy s ty nhién.
Dinh 1y 2.3.3.1. Tap hop cdc s6 tu nhién la mot tap vo han.

Chitng minh. Dat N* = N — {0}, r6 rang N* 14 mot bo phan thuc sy cia N. Xét tuong
ing
f: N— N

n+—— f(n)=n'

Dé thay f 1a mot anh xa vi mdi s6 tu nhién ¢6 mot s6 lien sau duy nhéat n’ va n’ # 0.
Mat khac, moi s6 tu nhién khac khong déu 1a s6 lién sau ctia mot s6 ty nhién duy nhét,
do do6 f vita 1a mot don anh, vira 134 mot toan anh. Vay f 1a mot song anh va ta ¢c6 N ~ N*

nghia la N la tap v6 han. O

Tinh chat 2.3.3.2. (Tién dé quy nap) Néu M la mot bo phan ciia tdp hgp sé ty nhién
théa man hai dieu kién:

(H)oeM

(2) Néewuz € M thi ' € M
thi M = N.

Tinh chat 2.3.3.3. Moi by phan khdc rong cdc so6 tu nhién déu cé s6 nhé nhat.

Chiing minh. Gid st M C N, M # (). Ta di chting minh rang M c6 s6 nhd nhat, nghia I3
comeMmam<zvéimoixz e M.

Taxét A={neN|n<uzVre M}

Rorang 0 € A va A # N vi dé thady néu x € M thi 2’ ¢ A. Do A # N nén c6 s
m € Amd m' ¢ A Ta sé ching minh m cling thuoc M, that vay néu m ¢ M thi do
m < x,Vo € M nén m < x,Vo € M, diéu ndyy dan dén m’ < z,Vo € M. Do d6 m' € A,
mau thuin véi gid thiét.

Vay m € M, nghia 1a m 1a s6 nhd nhat cta tap M. O
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2.4 Cac cach tiép can khai niém sé tu nhién

Mot trong nhitng khéi niém todn hoc ma hoc sinh tiéu hoc dudge tiép can dau tien la
khai niém s6 tir nhién. S6 ty nhién c6 vi tri, vai trdo quan trong trong cdc mach kién thic
toan & tiéu hoc, dong thoi né 1a co s6 dé mé rong cac loai s6 khac nhu phan s6, s6 thap

phan, s6 nguyen.

2.4.1 Cach tiép can dua trén do ludng

Nhu da dé cap ¢ Muc 2.1, sb tu nhién ra doi & do nhu cau nhan biét vé s6 lugng
ctia sy vat. Chidng han: ngudi ta can biét duge s6 lugng ciia dan tha dé t6 chitc cuoc di
san, cin biét duge s6 lugng cia ben dich dé to chite chién dau. Tinh hubng xuit hien cia
s6 tir nhién 14 nhu cau can dém cac do vat, da c6 ngay tit cac thoi ki tién stt. Didu nay
khong c6 nghia 1a ngusi nguyén thiy khong dém dude s6 lugng do vat clia mot tap hop
cu thé, thi du s6 lugng ngudi tham gia mot budi san béit, s6 lugng ao hd c6 thé bt ca.
Trong cach tiép can dua trén do luong, s6 tu nhién c6 lien quan rat nhiéu dén sé luong
cac vat thé clia mot toan thé va sé cac don vi do lusng. Ngusi Hy Lap xem s6 nhu 13 do

luong moi thi. Ho dong nhat do luong vdi dém.

2.4.2 Cach tiép can quan hé tht tu

Céch tiép can thit tu da co tir thai Hy Lap, n6 ton tai ngdm an trong cac tdc pham
clia cdc nha toan hoc. Mot phan tac pham Elements ctia Euclid (duge viét trong subt thé
k¥ thit III TCN) gid dinh truée mot quan diém quan hé vé s6. Ciing giéng nhu vay, cic
nha triét hoc nguyén tit Hy Lap, ? Leucippus vi Democritus dd nghi vé s theo cach nay.
Tuy nhién, dinh nghia vé s6 theo quan hé thit tuy lai thudc vé hai nha toan hoc: Dedekind
va Peano.

Céch tiép can "thi tu" cia ® Dedekind

Ching ta ciing can quan tam dén Dedekind bdi vi ong 14 nha toan hoc dau tien dé
nghi mot 1y thuyét quan hé hoan chinh vé s6. Ly thuyét duge trinh bay trong "Was sind

und was sollen die zahlen" (Bén chat va y nghia ciia s6 ).

4Leucippus (500 TCN-440 TCN) la nha triét hoc ngudi Hy Lap. Cudc doi va sy nghigp clia Leucippus
khong dugc biét dén day di vi cac di ban clia ong hau hét déu khong dugc luu gitt. Tat ca nhing gi chiing
ta biét déu thong qua Democritus, ngudi hoc tro xuat sic ciia Leucippus, va nhitng hoc gid duong thoi.
Democritus (460 - 370 BC) 1a hoc trod ciia Leucippus da ké thita va phét trién thuyét nguyen tit luan tren
mot phuong dién méi. Theo ong vii try duge cdu thanh béi hai thyc thé ddu tien 1 nguyén ti& va chan
khong. Hai thuc thé nay & can nguyeén ciia cic sy vat hien tugng.

5 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) 13 nha toan hoc ngudi Ditc. Ong da cong sang tao 1y
thuyét cic idean trong dai s6 hoc va tien dé héa cac cong trinh s6 hoc ciia minh. Ong ciing c6 nhing

nghién citu vé xac suét, dic biét nhat 14 cong trinh todn hoc ndi tiéng 14t cit Dedekind.
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Bdi vi, s6 thit tu 1a cac s6 hang chung clia cc cdp s6, cho nén Dedekind (1887) da
dong nhat s6 ty nhién véi sé thit tu. "Nhitng phan ti nay duge goi 14 s6 tit nhién hay s
tht ty hay don gidn 1a s6". Nguyén nhan s6 chi phy thuoc duy nhat vao cac tinh chat
thtt ty clia s6 ty nhién dan ong dén két luan ring sb6 thi ty co ban hon ban s6. Day 1a
mot diéu quan trong vé Iy thuyét ciia Dedekind. Ong dé nghi ring cac sé tu nhien la gi
di nita, truéc tién chiing phai 13 mot cap so.

Diém méau chét trong 1y thuyét ctia Dedekind la: dong nhét s6 tir nhién véi s6 thi tu.
Khai niém s6 ti nhién xuit hién gan lién véi s6 thit tur va cap s6. Do d6, ong chi tiép can
6 tu nhien trén dic trung ty s6 (tinh sdp thit ty t6t clia diy cac s6 ty nhién) clia n6 ma,
b6 qua hin dac trung ban sé.

Céch tiép can "tién dé " cia % Peano

Mac dii, néi chung cac 1y thuyét ctia Dedekind va Peano 1& khong khac nhau, nhung
can chi ra rang 1y thuyét ciia Peano dugc xem xét rong rai hon. Ly thuyét clia Peano xuat
hién dau tien vio nam 1899 trong quyén "Formulaire de mathématiques". Ly thuyét cia
Peano c6 3 khai niém co ban, trong d6 cac khai niém khong dinh nghia cta Peano 1a "1",
"s6 tu nhien", "s6 lien sau". Cac tien dé ctia Peano c6 thé phat biéu nhu sau:

(1) 1 1a s6 tu nhien.

(2) Néu z 1a sb tu nhién thi s6 lién sau ciia x cling 1a s6 ty nhien.

(3) Céc s6 ty nhien khac nhau ¢6 cac s6 lién sau khac nhau.

(4) 1 khong 1a s6 lién sau ctia bat k¥ sd ty nhién nao.

(5) Néu 1 va s6 lién sau ctia mdi s6 ty nhién ¢6 tinh chat P, moi s6 ty nhién déu c6
tinh chat P.

Céch tiép can sd tu nhien cia Peano theo phuong phap tien dé. Ong danh dau
buéc ngoit thi hai sau Dedekind vé cach tiép can sé tu nhién theo quan diém thi
tu. Theo phuong phap tién dé nhu trén, cac sb6 tu nhien c6 thé dudge dinh nghia dua
vao sb litn trude n6. O day, sé 1 déng vai tro khai niem co ban nén khong duge dinh
nghia. S6 0 khong dugc Peano chon lam khai niém co ban trong céc tién dé ong dua

ra. Do d6, cac s6 ty nhien (ngoai trit s6 0) c¢6 thé duge tiép can theo tién trinh sau:

S6 tu nhien lién trudge | Them 1 don vi vao sb lién truée | SO ty nhien lién sau

6Giuseppe Peano (27/8/1858 - 20/4/1932) 1a nha toan hoc va logic hoc ngudi §. Trong s6 hoc ong
dugc biét dén 1a ngudi dua ra hé tién dé cho day sé tu nhién, ngdy nay mang tén hé tién dé Peano dugc

dé xuét tit ndm 1891. Peano ciing 14 ngudi di tién phong trong viéc truyén ba logic ky higu.
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2.5 Cac phép toan trén N

2.5.1 Phép cong va phép nhan

Dinh nghia 2.5.1.1. Cho a,b 1a hai s6 ty nhién; A, B 1a hai tap hitu han sao cho
a =Card(A), b = Card(B), AN B = (). Ta dinh nghia:

a+b:= Card(AU B)

a.b := Card(A x B)

Nhu vay a + b, a.b 1a cac s6 tu nhién, ching lan luot dude goi 13 tong, tich ciia hai sb

tu nhién a va b.

Luu y:

1/ Trong céc dinh nghia trén ta da st dung ma khong chitng minh tinh chat sau day
ctia tap hitu han: hop va tich Dé cac cua hai tap hitu han 14 mot tap hitu han.

2/ Dinh nghia trén khong phu thuoc vao viec chon céc tap hgp A, B. Tic la néu
A, B, A’, B’ 1a nhiing tap hgp hitu han sao cho a = Card(A) = Card(A4’), b = Card(B) =
Card(B'), AN B =) thi

Card(AU B) = Card(A"U B')

Card(A x B) = Card(A’ x B')
Tinh chat 2.5.1.2 (Tinh chit giao hodn). Vdi moi s6 tu nhién a,b ta cé:
a+b=>b+ a;
a.b=b.a
That vay, vi AU B = BU A nén ta c6 ngay a + b = b+ a. Mat khac dé thiy anh xa

g:AxB— BxA

(z,y) — (y,2)

13 mot song anh. Vay A x B ~ B x A, do d6
Card(A x B) = Card(B x A)
Suy ra a.b = b.a.
Tinh chat 2.5.1.3 (Tinh chit két hop). Vdi moi s6 tu nhién a,b, ¢ ta co:
a+(b+c)=(a+Db)+c
a.(b.c) = (a.b).c.
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Ban doc ty chiing minh tinh chat nay. Dya vao tinh chat ndy nguoi ta dinh nghia téng
va tich ctia ba s6 ty nhién a, b, c nhu sau: a +b+ ¢ = (a + b) + ¢,a.b.c = (a.b).c.

Téng quat ta ciing c6 khai niem va két qua tuong tu vé téng va tich nhidu sb tu nhien:
a1 +as+...4+ay; ay.as...a,. Trong trudng diac biét a; = ay = ... = a,, = a ta ¢6 tich a.a....a

(n 1an), tich nay goi la luy thita bac n ctia a va ki hiéu 1a o™
Tinh chat 2.5.1.4 (Phén ti trung 1ap). Vdi moi s0 tu nhién a ta co:
a+0=0+a=a;
al=1la=a.

Nhu vay s6 0 1a phan ti trung 1ap ciia phép cong, s6 1 1a phan ti& trung lap cia phép

nhan.

Tinh chét 2.5.1.5 (Tinh chit phan phdi ctia phép nhan ddi véi phép cong). Vdi moi s6
tu nhién a,b, c ta co:

a(b+c) =a.b+a.c;

(b+c¢)a=ba+ca
That vay, trong 1y thuyét tap hgp ching ta c6 cac két qué:
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(BUC)x A=(BxA)U(C x A)

Tir d6 suy ra tinh chat phan phdi ciia phép nhan déi vdi phép cong.

Tinh chat 2.5.1.6 (Luat gidn u6c). Vdi moi sé ty nhién a, b, c tit ding thitc a+c = b+c

suy ra a = b. Vdi moi so tw nhién a,b, ¢ ti ding thic a.c = b.c suy ra a = b.
Ban doc tu chiing minh tinh chat trén.

Tinh chat 2.5.1.7. Vdi moi s6 tu nhién a,b, c ta luon cé

a+1=d,a.0=0

Tinh chat 2.5.1.8. Phép cong va phép nhan vdi quan hé thi tu <: Vdi moi so tu nhién
a,b,c ta co

i/a<a+b.

i/ Néu a < b thi a + c < b+ ¢ va ngugc lai.

i/ Néu b # 0 thi a < a.b.

v/ Néu c# 0 thi a < b kéo theo ac < be va nguge lgi.

Ban doc tu ching minh.
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2.5.2 Phép trur

Dinh 1y 2.5.2.1. Vdi moi s6 tu nhién a,b néu a < b thi ton tai duy nhat so tu nhién c

sao cho a+c=0b.
Ching minh. Xin danh cho ban doc. O

Dinh nghia 2.5.2.2. Cho hai s6 tu nhién a, b tuy y. Néu ¢6 s6 tu nhién z sao cho b+x = a
thi ta néi riang c6 phép trit a cho b vd z goi 1a higu clia a va b, ki higu 2 = a — b (doc 1a

a trir b).

Ta thay ngay ring trong tap hgp sé ty nhién khong phai lic nao ciing thiyc hién duge
phép trit. Ching han 1y @ = 2, b = 3 thi khong thé thuc hien duge phép trit 2 cho 3.
Dinh 1y trén cho ta thay phép trit @ — b thiyc hién duge khi va chi khi a > b, viéc ching

minh diéu nay xin danh cho doc gia.

Tinh chét 2.5.2.3 (Tinh chit phan phdi cia phép nhan d6i v6i phép trir). Vdi moi sb
tu nhién a,b,c ma ¢ < b ta co:

i/ a(b—c)=a.b—ac

it/ (b—c).a="b.a —c.a

Viéc chiing minh hai tinh chat trén xin danh cho doc gia.

2.5.3 Phép chia

Dinh nghia 2.5.3.1. Cho hai s6 tu nhién a, b, b # 0. Néu c¢6 s6 tu nhién ¢ sao cho a = bg
thi ta noi a chia hét cho b, ki hiéu a + b. Trong truong hop nay ta ciing néi b chia hét a,
ki hieu b | a

Néu a + b thi ta néi a 1a boi ctia b hay b 1a u6c cia a. Theo luat gidn uée cia phép

nhan, s6 ¢ (néu ¢6), duge xdc dinh duy nhéat va duge goi 1a thuong clia a va b. Ta ki hieu
a
g=a:bhay qg=—
b
Quy tac tim thuong ctia hai s6 goi 13 phép chia.

Tinh chat 2.5.3.2.
i/ S6 0 chia hél cho moi so ty nhién khac 0.
i1/ Moi s6 ty nhién déu chia hét cho 1.
iii/ Quan hé chia hét la quan hé thi tu trong N*
i/ Néu ay,as, ...a, la nhimg so tv nhién chia hét cho b va 11, s, ..z, la nhing so ty

nhién tuy ¥, thi a1x1 + asxs + ... + anx, cing chia hét cho b.
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2.6 Ly thuyét chia hét trén tap cac sé tu nhién

2.6.1 Quan hé chia hét

Dinh nghia 2.6.1.1. Cho hai s6 ty nhién a, b, b # 0. Néu c6 s6 tif nhién ¢ sao cho a = bg
thi ta noi a chia hét cho b, ki hiéu a + b. Trong truong hop nay ta ciing néi b chia hét a,
ki hiéu b | a. Lic d6 ta néi b [a mot ude clia a va a 1a boi cia b. Ta ki hiéu

q:a:bhayq:%

Tinh chat 2.6.1.2.

Tinh chat 1: Va,b,c € N*Jab|c=a|cwvab]c

Tinh chat 2: Va,b,c,d € N*,a | b va c|d= ac| bd.

Tinh chat 3: Va,b,c € N*. a | b= a | bc.

Tinh chat 4: Cho ay,as, ...a, € N* théa man a | ay,a | ag, ...,a | a, khi dé a | a; + ay +
Ay

Tinh chat 5: Cho ay, as, ...a,, € N* théa man a | a;+as+...+a, via | a;+as+...+a, 1

khi dé a | a,.

Viéc chitng minh cac tinh chat trén xin danh cho doc gia.

2.6.2 Phép chia c6 du

Quan hé chia hét trong tap N* khong phai 1a quan hé thit ty toan phan trong N*, tic
12 v6i hai s6 ty nhién bat ki a,b néi chung khong nhét thiét c6 a chia hét cho b hoic b
chia hét cho a. Tuy nhién ta c6 dinh 1y sau
Dinh 1y 2.6.2.1. Vdi moi cip s6 tu nhién a,b,b # 0 bao gio cing ton tai duy nhat cdp
56 tu nhién q va r sao cho

a=bg+r,0<r<b
Chitng minh. Doc gid xem chitng minh § S[1] O
Dinh nghia 2.6.2.2. S6 ¢ va r théa méan ding thic a = bg+7,0 < r < b duse goi tuong
tting 1a thuong hut (thuong gan ding) va du trong phép chia ¢6 du clia a cho b.

Viéc tim ¢ va r goi la thyc hién phép chia ¢6 du caa a cho b.

Chi §: Khi » = 0 thi phép chia c6 du tré thanh phép chia hét. Nhu vay phép chia hét
la truong hgp dac biét cia phép chia ¢6 du.

2.6.3 S6 nguyén td

Dinh nghia 2.6.3.1. S6 tuy nhién 16n hon 1 khong ¢6 wéc s6 ty nhién nao khac ngoai 1
va chinh né goi 1a sé nguyen td.

S6 ty nhién 16n hon 1 khong phai 1a s6 nguyén t6 goi la hgp sob.
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Vi du: 2, 3, 5 1a nhiing s6 nguyén to; 6, 9, 15 13 nhitng hgp so.

Nhan xét 2.6.3.2.

a/ V6i khai niem s6 nguyéen t6 va hop s6 vita dua ra, tap hgp cac s6 ty nhien gom ba
bo phan:

-S60vasdl

- Céac s6 nguyen to

- Céac hop s6.

b/ Tit dinh nghia suy ra s tu nhién n > 1 14 hop s6 néu n c6 thé viét thanh tich cta
hai s6 tu nhién 16n hon 1:

n=pq p>1g>1

Dinh 1y 2.6.3.3. Udc s6 nhé nhdt khdc 1 ciia mot so ty nhién lén hon 1 la mot s6 nguyén
t

'Q)\

Chitng minh. Doc gid xem ching minh § S[1], trang 246. O

Nhan zét 2.6.3.4. Dinh Iy trén ching t6 rang moi sé ty nhién 16n hon 1 déu c6 it nhat

mot ude nguyéen to.
Dinh 1y 2.6.3.5. 6 v6 56 s6 nguyén to.
Chitng minh. Doc gid xem ching minh & S[1], trang 246. O

2.4.3.6 Sang Oratosten. Xem S|[1].

2.6.4 Uéc chung 16n nhat, bdi chung nhé nhat trén N

Dinh nghia 2.6.4.1.

1/ Udc chung: Cho a,b la hai s6 tu nhién, khi d6 s6 ty nhién d vira 1a udc cla a, vita
14 uéc cua b duge goi 1a mot wée chung cia a va b.

Vi du: Céc s6 1, 2, 3 1a cac ude chung ctia 4 va 6.

2/ Tap hop cac wéc chung:

- Ta ki higu U(a), 1a tap cac u6c chung clia a, khi d6 v6i mdi s6 ty nhién a thi U(a) # 0
vi ta luon ¢6 1 € U(a).

- Néu a la s6 tu nhién khéac 0 thi tap hop U(a) bi chan trén, vi hién nhién néu b | a thi
b <a.

- Tap hop cac u6e chung ctia a va b chinh 14 U(a) N U(b). Néu a va b 1 hai s6 tu nhien
khong dong thoi bing 0 thi tap cac wéce chung U(a) N U(b) clia ching 1a mot bo phan
khéc rong va bi chin trén, nén U(a) NU(b) ¢6 s6 16n nhit.

3/ Dinh nghia: S6 16n nhit trong tap hgp cac uée chung ctia a va b duge goi 1a ude
chung 16n nhat ctia ching va ki hieu 1la UCLN(a, b).
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Vi du: UCLN(4, 10) = 2.

Cht ¥: V6i moi ciip s6 tu nhien a, b khong dong thoi biang 0 luon ton tai UCLN(a, b).

4/ Thudt todn Oclit: Ching ta da dua ra khai niem uGc chung 16n nhat (UCLN) va
chting t6 sy ton tai UCLN cia hai s6 tif nhién khac 0. Trong phan nay ta trinh bay mot
thuat toan dé tim UCLN ctia hai s6. Trudc hét ta ¢6 hai bo dé sau:

i/ B6 dé 1: Néub|a thh UCLN(a,b) = b

ii/ Bo dé 2: Néu ta c6 a =bq+c thib|a thi UCLN(a,b) =UCLN(b,c)

Doc gid xem chitng minh hai b dé nay ¢ S[1].

Theo hai bé dé trén, ta ¢ thé tién hanh viec tim UCLN ciia hai s6 a va b biing cach
nhu sau:

Gid st a > b, ta thyc hién phép chia c¢6 du cta a cho b. Khi d6 ¢6 hai truong hop xay
ra:

- Néu a chia hét cho b thi UCLN(a, b) = b theo bo dé 1.

- Néu a khong chia hét cho b, ta co:

a:bqo+r1 0<T‘1<b

Khi d6 theo bd dé 2 ta ¢c6 UCLN(a,b) =UCLN(b,r;). Nhu vay vigc tim UCLN(a, b)
dua vé viec tim UCLN(b, r;). Thyc hién phép chia ¢6 du ciia b cho ry va lai ¢6 hai truong
hop 1a

- Néu b chia hét cho r; thi:

UCLN(CL, b) = UCLN(ZL 7'1) =T

va qué trinh tim UCLN(a, b) hoan thanh.
- Néu b khong chia hét cho rq, ta co:

b:T1Q1+T2 O0<ry<r

Khi d6 UCLN(b, ;) =UCLN(ry, 72 va qua trinh lai tiép tuc nhu trén déi véi 71 va ry...
Ta thay qua trinh trén sé ding lai néu ta gip mot phép chia hét. Vib > r; >y > ..

nén qua trinh trén sé dirng lai sau khong qué b bude, gia sit toan bo qua trinh do la:
a:bqo+7"1 O0<ri<b
b:T1Q1+T2 O0<ry<mr
ri="rogx+1r3 0<1r3<mry
Tn—2 = Tpn—1Gn-1 + Tn 0< Tn < Th—1

Tn—1 = Tndn
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Do d6 UCLN(a,b) =UCLN(b, ;) =UCLN(ry,r9) = ..... =UCLN(r,_1,7,) = 7y .
Qué trinh tim trén UCLN nhu trén goi la thuat todn Oclit gifid hai s6 a va b.
Vi du: Tim UCLN(73,17). Ta thyc hién nhu sau:

Ta ¢o:

73=174+517=53+2
5=22+12=12

Vay UCLN(73,17) = 1.

Tinh chét 2.6.4.2.
1/ UCLN(a,b) =UCLN(b, a).
2/ Moi udc chung cia a va b déu la wdc cia UCLN(a,b).
8/ UCLN(ma, mb) = mx UCLN(a,b) vdi moi so tu nhién m # 0.

b
4/ UC’LN(C%, a) = X UCLN(a,b) vdi moi udc chung d cia a va b.

Doc gid xem chitng minh & S[1], trang 238.

Dinh nghia 2.6.4.3.
1/ Bgi: Néu a la mot 6 ty nhien khac 0, thi cac boi s6 clia a 1a tat ca cac s6 ty nhien

dang m.a, m € N. Ki hiéu tap hgp cac bdi ctia a 1a B(a) thi B(a) & mot tap vo han va
B(a) = {ma | m € N}

2/ Boi chung: Gia st ay, as, ..., a, 1a nhitng s6 tu nhien khac 0. S6 ty nhien b duge goi
12 boi chung clia ay, ay, ..., a, néu b 1a boi dong thoi clia cac sé6 d6. Tap hop céc boi chung
clia ay, as, ..., a, 1a giao clia tat cd cac tap hop B(ay), B(as),..., B(a,). Tap hop nay ciing
12 mot tap vo han, tap hop nay bi chan dudi béi 0 nén c6 s6 nho nhat.

3/ Dinh nghia: Boi chung duong nho nhat clia cac s6 ty nhien khac 0: ay, ag, ..., a, goi
12 boi chung nhoé nhat cia cac s6 nay va ki higu 1la BCNN(ay, as, ..., a,).

Vi du: BONN(2,5,7) = 70; BCNN(3, 15) = 15.

Tinh chit 2.6.4.4.
| ab |

1/ Véi moi cdp s6 tu nhién a,b khdic 0, ta c6: BCNN(a,b) = U’C’T(b)
a7

2/ Tap hop cdc boi chung cia a va b trang vdi cic boi cia boi chung nhé nhat cia
chiing.

3/ BOCNN(a,b) =BCNN(b, a).

4/ BCNN(ma, mb) = mx BCNN(a,b) vdi moi so tu nhién m # 0.

5/ BONN(Z

yl c_i) = —xXBCNN(a,b) vdi moi udc chung d cia a va b.

d
Doc gid xem ching minh & S[1], trang 242.
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2.6.5 Cac dau hiéu chia hét

2.4.5.1 Biéu dién sé tu nhién trong hé thap phan.

V6i moi s6 tif nhién a > 0, ta viét duge dudi dang

a=a,10" 4+ a,_110" ' + ... + a310% 4+ a1 10" + aq

trong d6 0 < a,, an_1, ..., a9, a1,a9 < 9,a, > 0. Khi d6 ta viét a = @,a,_1...aza1ay va noi

la ghi a trong hé thap phan.

Tinh chat 2.6.5.1 (Dau hiéu chia hét cho 2 va 5).
Mot s6 chia hét cho 2 (hodc 5) khi va chi khi chi s hang don vi ciia né chia hét cho
2 (hogc 5). Cu thé la:
i/ Mot s6 chia hét cho 2 khi va chi khi né c6 chit s6 hang don vi la 0, 2, 4, 6 hodc 8.
i1/ Mot s6 chia hét cho & khi va chi khi chit s6 hang don vi ctia né la 0 hodc 5.

Tinh chat 2.6.5.2 (Dau hiéu chia hét cho 4 va 25).

Mot s6 chia hét cho 4 (hodc 25) khi va chi khi s6 tao bdi hai chit so tan cung cia né
chia hét cho 4 (hodc 25). Nghia la s6 tu nhién a = G,a, 1...aza1ag chia hét cho 4 (hoic
25) khi va chi khi a = ajag chia hét cho 4 (hodc 25).

Tinh chét 2.6.5.3 (Dau higu chia hét cho 3 va 9).

Mot s6 chia hét cho 3 (hodc 9) khi va chi khi tong cdc chit s6 ctia né chia hét cho 3
(hodc 9). Nghia la s6 ty nhién a = G,a, _1...G2a1Go chia hét cho 3 (hodc 9) khi va chi khi
Uy + Qp_1 + ... + a1 + ag chia hét cho 3 (hodc 9).

Tinh chét 2.6.5.4 (Diu higu chia hét cho 11).
Mot s6 chia hét cho 11 khi va chi khi tong cdc chi s6 hang chic triv di tong cdc chit s6

hang € la mot boi cua 11.

Doc gid xem chitng minh céac tinh chat tréen ¢ S[1], trang 206.

2.7 Heé ghi cosd g

2.7.1 Dinh nghia hé ghi cd sé ¢

Ta chap nhan dinh 1y sau day dé lam co sé cho hé ghi s6 g - phan (Ban doc c6 thé
tham khao phép ching minh dinh ly 6 S[1], trang 195).

20



Dinh 1y 2.7.1.1. Gid st g la mot so tu nhién lon hon 1. Khi dé, méi so tu nhién a > 0

déu biéu dién mot cdch duy nhat duge dudi dang:
a=Cg"+Ch1g" 4+ ...+ Cog* + Ci1¢" + C,
trong don > 0,0 < C,,C,_1,...,Cs,C1,Cy < g,C,, > 0.
Dinh nghia 2.7.1.2. Gid sit a 1a s6 ty nhién khac 0, g 1a mot s6 ty nhién 16n hon 1. Néu

a=Chg" +Ch1g" '+ ...+ Cog® + Cig* + Cp

vl n > 0,0 < C’n,C’n_l, ...,Cg, Cl, C() < g;Cn > 0. Thi ta viét a = CnCn_l...Cgcloog va

n6i do 1a su biéu dién sé tu nhién a trong hé ¢ - phan.

2.5.1.3 Biéu dién mot sb trong hé ¢ - phan.

Phép chiing minh dinh 1y trén ciing dong thai chi ra cach biéu dién mot s trong hé ¢
- phan. Ban doc ¢6 thé xem céch biéu dién d6 thong qua mot vi du & S[1], trang 198.
2.5.1.4 Doi co sb.

Ban doc xem & S[1], trang 198.

2.7.2 So sanh cac sb trong hé ¢ - phan

Ban doc xem 6 S[1], trang 199.

2.7.3 Thyc hanh 4 phép tinh trong hé ¢ - phan

Ban doc xem 6 S[1], trang 201.

2.8 NOoOi dung va co s toan hoc cua viéc day hoc mot

sO van dé so tu nhién & ti€éu hoc

2.8.1 Noi dung day hoc sé tu nhién & tiéu hoc

S6 tu nhién duge trinh bay & bac tiéu hoc véi cac noi dung:

- Hinh thanh khai niém ban dau vé s6 tu nhién, cac sd tu nhién dén 10

- Heé ghi s6 thap phan, cdch viét va cach doc cac sb6 ty nhién

- Hai phép tinh cong va trir cic s6 tu nhién

- So sanh, xép thit ty cac s6 ty nhién

- Hai phép tinh nhan va chia cac s tir nhién

- K¥ thuat thyc hién phép nhan.

Ban doc xem & S|2|, trang 86 (Phuong phap day hoc Toan - NXB Gido Duc 1996).
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2.8.2 Co sé toan hoc ctia viéc day hinh thanh khai niém sé tu
nhién, cac phép toan, cac tinh chit phép toan, quy tic
thyc hanh 4 phép toan.

Ban doc xem & S|2| (Phuong phap day hoc Toan - NXB Gido Duc 1996).

Bai tap
Bai tap 2.1. Cho A, B, Ay, By 1a céc tap hgp ma A ~ Ay, B~ B;.  a/ Béng cach chi
ra cac song anh thich hop hiy chitng minh rang:
-AxB~BxA
-A x By ~AxB.

b/ Dua ra vi du chitng t6 réing néi chung AU B khong tuong duong véi A; U By. Mudn
c6 AU BU A; U By thi phai c¢6 them diéu kién gi?
Bai tap 2.2. Cho tap X = {z,vy, z}.

a/ Hay liet ke cac tap con cia X.

b/ Ching t6 rang X 1a httu han.
Bai tap 2.3. a/Ching t6 tap A = {2" | n € N} 1a tap vo han.

b/ Chitng minh ring tap cic diém trén nita dudng tron dudng kinh AB tuong duong
v6i tap céc diém tren doan thing AB.

¢/ Chitng minh ring tap cc diém trén doan thing AB tuong duong vdi tap cac diém
trén nita dudng thing Ow.

4/ a/ Mot tap tuong duong v6i mot tap hitu han ¢6 hitu han khong?

b/ Tap con ctia mot tap hitu han c6 thé 1a hitu han duoc khong?

¢/ Mot tap hgp ¢6 mot tap con vo han ¢6 thé 1a mot tap hitu han dugc khong?

5/ Cho M la mot bo phan cta tap s6 tu nhién. Ta n6i M bi chin néu ¢6 s6 ty nhién
asao chox <avéimoixe M.

Chting minh rdng moi bo phan khac rdng va bi chan ctia tap hgp s6 tu nhien N déu
¢6 6 16n nhat (nghia 1a ton tai m € M sao cho m > x v6i moi x € M).

6/ Cho a,b € N,a < b. Hay so sanh o', b'(a/,b' 1a $6 lién sau clia a, b).

7/ Cho n 1a mot s6 ty nhién. Ta ki higu S,, 1a tap cic s6 tu nhién khac khong nho hon n:

Sp={reN|z#0,z<n}

a/ Hay viét cdc phan tit cia Sy, S1, Sa, S3.
b/ Chimg minh rang véi moi n ta ¢6 Card(S,) = n (tic la S, ¢6 n s6).

Bai tap
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1/ Khi chia 130 cho mot s6 ty nhién ta duge s6 du béng 7. Tim s6 chia vA thuong hut
(thuong gan dang) trong phép chia do.

2/ Cho 6 tu nhién a, biét a chia cho 3 du 2 va chia 2 du 1. Tim s6 du trong phép chia
a cho 6.

3/ Tim tat ci cac s6 n € N,;980 < n < 1000 ma dbi véi s6 n ay thi mot va chi mot
trong cac ménh deé sau la dung.

a/ n chia hét cho2

b/ n chia hét cho 3

¢/ n chia hét cho 6

d/ n chia hét cho 2, nhung khong chia hét cho 3

e/ n chia hét cho 3, nhung khong chia hét cho 2

f/ n chia hét cho 2 va chia hét cho 3

h/ n chia hét cho 5.

4/ Biét s6 tu nhien a khi chia cho 12 thi du 5, tim UCLN(a, 12).

5/ Tim UCLN cila cac cap s6 ty nhien dudi day bang thuat toan Oclit.

a/ 3486 va 39

b/ 1508 va 76

¢/ 5798 va 102

d/ 40097 va 135

6/ Tim cAc s tu nhién a dé biéu thitc sau day c6 gia tri 14 s6 tu nhién

12
2a +1

7/ Cho a,b,c,d € N*, chitng minh réing néu ad + be chia hét cho a + b thi ac + bd ciing
chia hét cho a + b.

8/ Chitng minh réng trong n + 1 s6 ty nhién tuy ¥ luon ton tai hai s6 ma ma hieu cla
chiing chia hét cho n.

9/ C6 hay khong s6 ty nhién k sao cho 2007% — 1 chia hét cho 20*!.

10/ Cho a = 2195y ¢6 céc chit s6 khac nhau. Tim tat ci nhitng chit s6 x,y dé thay vao
ta dugce a dong thoi chia hét cho 3 va 4.

11/ Cho a = 945y . Ban hay thay x,y bdi nhitng chit s6 thich hop dé khi chia a cho
2,5 va 9 déu du 1.

12/ S6 hoc sinh clia mot truong tiéu hoc 14 mot s6 tu nhien c6 tinh chat khi chia cho
3, cho 4 ho#c cho 5 déu du 1 va s6 hoc sinh vao khodng 450 dén 500. Ban hay tinh s6 hoc
sinh ctua truong do.

13/ Chitng minh ring Vn € N, n + 2n chia hét cho 3.

14/ Cho x = abcd, chitng minh x chia hét cho 4 khi v& chi khi 2¢ + d chia hét cho 4.
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15/ Tim gi4 tri nhd nhat ciia biéu thitc A =| 36™ — 5" |, trong d6 m,n 1 cac sd tu

nhién khéac 0.

16/ Chitng minh 4" + 15n — 1 chia hét cho 9 v6i méi n thuoe N.

17/ Chitng minh n3 + (n + 1)® + (n + 2)3 chia hét cho 9 v6i méi n thuoce N.
18/ Tim BONN ctia céac cip s6 tu nhien duéi day:

a/ 23 va 124

b/ 45 va 12

¢/ 27 va 186

d/ 201 va 171

19/ Ban Hai Duong da viét mot s6 ¢6 hai chit s6 ma tdng céc chit s6 ctia n6 bang 14.

Duong dem chia s6 d6 cho 8 thi dugce s6 du 1a 4 nhung khi chia cho 12 thi duge s6 du 13

3.

a/ Ching minh ring Duong da lam sai it nhat mot phép chia.
b/ Néu phép chia cho 8 la dtng, thi phép chia cho 12 phai duge s6 du 1a bao nhicu?
Bai tap

1/ Viét s6 57686 trong hé ngii phan va bat phan (8 - phan).
2/ Viét cac s6 sau day trong hé thap phan:

a/ 433145 b/ 1454554

¢/ 110101,

3/ Viét céc sb sau trong he bat phan
a/ 14314 b/ 145455,

¢/ 110100,

4/ a/ Lap bang cong va bang nhan trong hé bat phan

b/ Thuyc hién céc phép tinh:

+) 673347 + 152557

+) 43314g x Thg

5/ Lap tat cd cac s6 ¢6 3 chit s chia hét cho 5 tir 3 chit s6 sau: 1; 3; 5.
6/ Tim dau hi¢u chia hét cho 8 va 125 trong hé thap phan

7/ Tim dau hieu chia hét cho 2, 3 va cho 6 cia cac s6 ghi trong hé 7 - phan

8/ Cho n 1a s6 ty nhién 16n hon 1. Ching t6 réng cac s6 sau 1a hgp s6:

a/ nt+4

b/ n*+n?+1

¢/ nt 44"

9/ Chitng minh rang:

a/ Du cta phép chia sb nguyen t6 p > 3 cho 6 bang 1 hodc 5.

b/ Du clia phép chia s6 nguyén t6 p bat ky cho 30 bang 1 hodc 1a mot s6 nguyen t6.
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10/ Cho p va ¢ 1a nhitng s6 nguyén t6 16n hon 3. Ching to ring :

a/ p* — 1 chia hét cho 24

b/ p* — ¢? chia hét cho 24

11/ Tim BCNN(a,a + 1) v6i a,a + 2 1a s6 tu nhién khac khong.

12/ Ching t6 ring néu a va b nguyén t6 ciing nhau thi a + b va ab ciing nguyén td
cung nhau.

13/ Ching t6 rang s6 7" — 1 khi viét trong hé 7 - phan 13 mot s6 gom n chit s6 6.

14/ Néu viét tat ca cdc s6 ty nhien tit 0 dén 1 ti (trong he thap phan) vho mot dong,
thi dong d6 phai dai bao nhieu km? (Gia sit mdi chit chiém 2mm va cac chit s6 viét lién
nhau).

15/ Cho a,b,c la nhimg s6 ty nhién sao cho a® + 20° = 4c% Ching minh réng
a=b=c=0

16/ Chitng minh ring néu k 14 mot s6 18, thi £2" — 1 chia hét cho 2""2 v6i moi s6 tu

nhién n.
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Chuong 3

Tap hop cac sé hitu ti

Khai niém s6 ty nhién 13 mot cong cy quan trong c¢6 kha nang dép iing cac nhu cau
vé mit thye hanh va vé mat li thuyét trong viéc nhan thitc thuyc tién ciia con ngudi. Tuy
nhién trong pham vi tap cac s6 tu nhién thi mot sé6 van dé ma thuc tién dat ra khong giai
quyét duge. Tir d6 ndy sinh yéu ciu md rong tap hop sb6 tu nhién, tic 1a phai bd sung
vao n6 nhitng déi tugng méi dé trong tap hop sé méi nhan dude nay ching ta sé c6 16i
gidi cho nhitng bai toan thuyc té dat ra.

Trong chuong trinh toan phd thong, chiing ta thudng xuyén van dung céc tinh chat
clia cac phép toan trén phan s6, sé thap phan. Ching han:

- Tinh chat giao hoan

at+b=0b+a

- Tinh chat két hop
(a+b)+c=a+(b+c)

(ab)e = a(be)
- Tinh chat phan phan phéi
a(b+c¢) = ab+ ac
a(b—c) =ab—ac
- Tinh chét clia s6 0

a+0=0+4+a

- Tinh chat ctia s6 1

a.l=1.a

VYV
Nhitng tinh chat, quy tac thiyc hanh tinh toan trén hoc sinh thuong tiép nhan bing
hinh thitc thita nhan, ap dat ma khong chitng minh mot cach chéit ché. Gido vién thuong

minh hoa tinh ding dfn ctia ching thong qua mot sé vi du cu thé rdi sau do6 rit ra cho
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hoc sinh quy tdc. Bang cach nay, hoc sinh phdi tiép thu mot cach thu dong, khong ndm
dugde co sd 1i luan ciia nhitng quy tic doé.

Con déi véi gidgo sinh, nhitng ngudi sé day & phd thong sau nay, viec nim dude co s6 1i
luan clia nhitng van dé néu tren 13 diéu rat can thiét. Ching ta can phai biét rd co sd i
luan dé sau nay khi vé truong phd thong ching ta dé dang hon trong viec gidng day céc

van dé lien quan dén cac tap hop so.

3.1 Tap cac sd hitu ti khong am

3.1.1 Xay dung tap Q.

() phd thong ching ta da biét:

1 2 3 4
2 4 6 8
. SRR o1 1234
Nhu vay, cac phan s6 bang phan s6 — tao thanh mot 16p —; —; =; =;.
2 2’4 6’8
Tuwong tu ta cling co:
3_6_9 _12_
4 8 12 16
1 36 9 12 N .
Nhu vay, cac phan s6 bang phan s6 3 tao thanh mot 16p 7 g 3 E . Bang cach

ndy ta phan chia tap céc phan sé thanh cac 16p ma méi 16p gdom nhitng phan sé biang
nhau.

Y tudng trén day dudc thé hien bing ngon ngit clia toan hoc hien dai nhu sau: Mai
cip sdp thit ty (a,b), trong dé a € N va b € N* ta goi la mot phan s6 khong am (hay dé
cho gon ta sé goi la phan $6).

Tap tat ca cac phan s6 ki hieu 1a P. Nhu vay: P = N x N*. Dé cho tién ta sé sit dung
ki hiéu % dé chi phan s6 (a, b), trong d6 a 1a tit s6, b 14 mAu s6 ctia phan s6 d6. Nhu vay:

P={;vsiacNvwabeN}

Trén tap P, ta dinh nghia mdt quan hé hai ng01 ki hiéu la =, nhu sau: Véi E’ E S
ta n6i phan s6 ? bing phan sb E’ ki hicu 1 % = = Khi v chi khi ad = be.
Vi du:
1 3
a %:69V11X6:3X2(:6)

1 N 2 1 2

T dinh nghia ta dé thiy rdng quan hé = nhu trén 14 mot quan hé tuong duong trén
tap cac phan s6 P. Nhu vay ta c6 thé phan chia tap P theo quan hé tuong duong '=
nhan duge tap thuong P/=. Ta sé goi tap thuong P/= 1a tap cac s6 hitu ti khong am va
ki higu 1a Q. Mdi phan ti ctia tap Q. ta goi 1a mot s6 hitu ti khong am (dé cho gon, ta
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sé goi 1 sb hitu ti).
Nhu vay mdi s6 hitu ti 14 mot tap hop hop gdom cac phan s6 bing nhau. Gia si
PN . a
r € Q., khi d6 r xac dinh bsi mot 16p cdc phan so6 bing mot phan so 7 nao do. Trc la
a m m a
r=C(-)=1— € P|l— = -
(b) { n ‘ n b}
a

Sau nay ta sé dung ki hi¢u 2

2 Pe ? 2 2
%cMsémmthH:CG)Ch%ghmﬂahhﬁu—dé

w

chi s6 hitu ti C’(;)

Ta dé dang ching minh duge mdi s6 hitu ti khong am c¢6 duy nhat mot phan s6 dai
dien 13 phan s6 t6i gian. Khi n6i dén phan s dai dién ctia mot s6 hitu ti, ta thuong hiéu
1a phan s6 t6i gian noi tren.

Mbi s tu nhien a c6 thé biéu dién dusi dang mot phan sé %, vi vay mbi sb ty nhién a
x4c dinh duy nhat mot s6 hitu ti » ¢6 phan s6 dai dien 1a %. Thanh thir tap s6 ty nhién

2 RN 2 £ ~, 2 2, £ ~, 2 ~ . 9 0 N N
c6 thé coi 1a bd phan cia tap so hitu ti Q.. Ta quy ude: so hitu ti xac dinh béi 1 la 0, va

1
xac dinh béi 1 la 1.

3.1.2 Cac phép toan trong Q.
a

b

c

Dinh nghia 3.1.2.1. Cho hai s6 hitu ti r va s ¢6 phan s6 dai dién 1a — va

Ta dinh nghia:

tuong ung.

S8

1/ Tong clia hai s6 hitu ti r va s 1a mot s6 hitu ti ¢, ki higu 1a t = r + s, trong d6, s6
ad + bc a c ad + bc
h a S
o hay C(5) + C(5) = C— )

Quy tac cho tuong ttng mdi cap sb6 hitu ti 7 va s v6i mot s6 hitu ti ¢ noi trén ta goi 1a

hitu ti ¢ c6 phan s6 dai dien 1a

phép cong cac sb hitu ti khong am, trong dé r v s goi la céc s6 hang, t goi I3 tong.
2/ Tich ctia hai $6 hitu ti 7 v s 1a mot s6 hitu ti p, ki hieu 1a ¢ = r x s, trong d6, sb
a c ac
—)xC(=)=C(—=
) ) ) b> (d) <bd>/
Quy tac cho tuong tng moi cap so hitu ti r va s v6i mot s6 hitu ti p néi trén ta goi la

hitu ti p ¢6 phan s6 dai dién 1a % hay C(

phép nhan cac sd hitu ti khong am, trong dé r va s goi 1a cac thita s6, p goi 1a tich.
Ta c6 cdc tinh chat sau:

Tinh chat 3.1.2.2. Tong cia hai s6 hitu ti khong phu thuoc vao viéc lua chon phan sé

dai dién ctua ching.

Tinh chat 3.1.2.3. Tich ctia hai s6 hiu ti khong phu thuoc vao viéc lua chon phan s6

dai dién cua ching.

< 1
Vi du: Chohaiséhﬁutirzivas:g. Ta ¢6
r+3—1+§—3+5><2—§
23 2% 3 6
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Dinh 1y 3.1.2.4. Phép cong va phép nhan cdc s6 hiu ti khong am théa man cdc tinh
chat sau:

a/ Tinh chat giao hodn
r+s=s+rvarxs=sxrvdimoir,s € Q.
b/ Tinh chat két hgp
(r+s)+t=r+(s+t)va(rxs)xt=rx(sxt)vdi moirsteQy

¢/ Phan ti trung lap

S6 hitu ti 0 va 6 hidu 1 1 thod manr+0=0+7r var x 1 =1xr vdi meir € Q,

d/ Luat gian udc

Néeur+t=s+tthir=suvdimoitc Q  vanéurxt=sxtthir=s vdi moi
teQy,t#0

e/ Tinh chat phan phoi

r(s+t)=rs+rt vdi moir st € Qy

f/ Phan ti nghich ddo
Vi moi s0 hitu ti r # 0 ton tai duy nhat mot so hiw ti ="' sao cho rr=" =1

g/ Tich ciia hai s6 hiu ti bing 0 khi va chi khi it nhat mot trong hai s6 dé bing 0.

Dinh nghia 3.1.2.5. Cho hai s6 hitu ti » v& s ¢c6 phan s6 dai dién 1a — va
Ta dinh nghia:

Néu ad — be 1a mot s6 tu nhien, ta goi hiéu ctia hai sé hitu ti 7 v s 13 mot s6 hitu

tuong dng.

Sl
ISH Y

, , d—1b
ti t, ki hieu 1a t = r — s, trong do, so hitu ti ¢t c6 phan s6 dai dién la a4 o ¢ hay
a c ad — bc
C(§)-0(5) = (=)

Quy tic cho tuong ttng mdi cap s6 hitu ti 7 va s v6i mot s6 hitu ti ¢ noi trén ta goi la
phép trit cac s6 hitu ti khong am, trong do6 r goi 1a s bi trir va s goi 1& cac s6 trir, ¢ goi

14 hiéu s6. Ta noéi r trir di s bang ¢.

. 2
Vi du: Cho hai s6 hiu tir:—vaS:?.Ta cO:
O9x7—-2x11 41
r—s= ><11X7>< :ﬁ’ trong d6 s — r khong thyc hién duge vi 2 x 11 —9 x 7

khong phai 13 s6 ti nhién.

Dinh 1y 3.1.2.6. Phép trit cic s6 hitu ti khong am théa man cdac tinh chat sau:
a/r—s=1tkhivachikhir=1t+s

b/ r(s —t) =rs—rt néu mot trong hai vé cé nghia
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Viéc chiitng minh dinh 1y trén xin danh cho doc gia.

Dinh nghia 3.1.2.7. Cho r va s 1a hai s6 hitu ti khong am, trong d6 s # 0. Néu ton tai
s6 hitu ti ¢ sao cho r = ¢ x s thi ta néi r chia s bing ¢, ki hieu r : s = q.

Quy tic cho tuong ing mdi cap s6 hitu ti r va s v6i mdi s6 hitu ti ¢ nhu trén ta goi
12 phép chia cac s6 hitu ti khong am, r dude goi 1a s6 bi chia, s dudc goi 1a s6 chia va ¢

dudc goi 1a thuong sb.

Nhan zét 3.1.2.8. Gid stt r,s € Q,, s # 0. Theo cac dinh 1y trén, ton tai duy nhét sb
ngich ddo s™' clias. Dat g =r x s, taco gs = (r x s Hs=r(s' x s) =r.1 =r. Nhu
vay, phép chia cho mot s6 hitu ti khac 0 luon thuyce hién dugde, ap dung luat gidn udce cia

phép nhan ta suy ra thuong d6 1a duy nhat.

. 4 .
Vi dy: Tim thuong ctia r : s biét r = EVQS: 5 Ta c6 s~ ¢6 phan sb dai dién 13
15 . —20><15—25
4vayr.5—9 1= 3

3.1.3 Quan hé thwa tu trong Q.

Dinh nghia 3.1.3.1. Cho hai s6 hitu ti khong am  va s c6 phan s6 dai dien 12 % v 2
tuong tng. Ta noéi rang r nhoé hon hodc bing s, ki higu 1a » < s néu ad < be.

Khi r < s va r # s thi ta n6i » nhé hon s, ki higu la r < s. Khi r < s thi ta ciing néi s
16n hon hodc bang r, ki hiéu 1a s > r. Tuong tu khi 7 < s thi ta cling néi s 16n hon r, ki
hieu 1a s > r. Céac he thic r > s hodc s < r ta goi la mot bat ding thitc, he thic r > s

hodc s < r ta goi 1a mot bat diing thiic nghiem ngat.
5 7 3 4
Vi du: C<ﬁ>>0(ﬁ) vibhx 11 <7x11; C’(g)<0(?) Vi3 x7>5x4.
Nhan xét 3.1.3.2.
1/ Viec so sanh hai s6 htu ti khong phu thudc vao vige lya chon cac phan s6 dai dien
cua ching.

2/ Tap Q. la tap sdp thi tuy toan phan véi quan he "<,

Dinh 1y 3.1.3.3. Quan hé thi tu trong tap so hiu ti khong am théa man tinh chat:

a/ Tinh don digu: Néu ta cong hodc nhan cd hai vé ciia mot bat ding thitc vdi mot s6
hitu ti khong am thi bat ddng thie khong doi chiéu.

Ticlar <s=r+t<s+tvart<stwvdimoir,s,tc Q. Ddc biet, néur < s va
t #0 thirt < st.

b/ Tinh tro mat: Xen giita hai s6 hdu ti khdc nhau ton tai v so cdc s6 hitu 11 khdc
chiing.

¢/ Tién dé Acsimét: Moi s6 hitu ti déu bj chan trén bdi mot sé tu nhién. Néi cach khdc
vdi moi so hitu ti v ton tai so6 tu nhién a sao cho r < a.

Ban doc tu ching minh.
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3.1.4 Noi dung va co sé toan hoc ctia viéc day va hoc mot sb

van dé ve phan so 6 tiéu hoc

Ban doc xem & S|2]|, trang 86 (Phuong phap day hoc Toan - NXB Gido Duc 1996).

L4 ~

Bai tap

1/ Cho r,s,t € Q,t # 0. Chitng minh ring
(rs):t=(r:t)s=r(s:t)
2/ Cho r,s,t € Qp,t # 0. Chitng minh rang

(r+s):t=r:t+s:t

3/ Cho S = C(TIQ) + O(%) + ..+ C(ﬁ) +C

1 . N
) 14 86 hitu ti c6 phan tit dai dién la
n.(n+1) n.(
1 1
n.(n+1) n

m), tI‘OIlg do véi m61

ne N, C(

a/ Chitng minh ring véi moi n € N*, C(

2
b/ So sanh 52006 vii C(%)

4/ Tich cta tit s6 va mau s6 clia mot phan s6 16n hon 1 bang 200, néu chia c& tit va
mau cho 5 ta duge phan s6 tdi gidn. Tim phan sd do.

5/ Khi cong thém vao ca tit va mau clia phan s6 5 vdi cling mot s6 ty nhién ta duge

PN 21 . .
mot phan so bang To° Tim 80 tu nhién do6.
6/ Khi nhan ca tit vh miu ctia mot phan s6 v6i 4 ta duge mot phan sé ¢o tong clia tit
va mau bang 12. Tim phan s6 tdi gidn d6.

. .2, 2 ? = = 3 Z 73 . Z .
7/ Khi b6t di 6 ¢ tit 1An méu cta phan s 0 v6i cing mot sO tir nhién ta nhan duge

P . )
mot phan so bang T Tim s0 tu nhién do6.

3.2 Tap s6 thap phan khéng am

3.2.1 Dinh nghia va dang thu gon ctia sé6 thap phan

L7 123 12 R A . .
Céac phan s60 —; ——; ——;.... déu ¢6 mau so la luy thita ciia 10 v6i sO ty nhién. Cac
) 10" 100" 1000 ,
phan s6 dang nay ta thuong gap trong cac phép do dai lugng. Chang han:

N 2
- Chieu dai ctia cay thuéc hoc sinh 1a 25 ¢cm hay Too ™

540
- GOi he ang 540g hay —— k
: 01 hang nang 540g hay 770 kg o
Deé thuan tién trong tinh toan va st dung, ngudi ta da dua ra mot cach bieu dién riéng

cho c4c phan s6 loai nay.
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Dinh nghia 3.2.1.1 (Phan s6 thap phan). Phan s6 — duge goi la phan s6 thap phan,
(b

|| S8

néu mau s6 b 1a luy thira ctia 10 v6i s6 mil tif nhién 10", n € N).
. ) R 3 8 5
Vi du: Cac phan sb 10° T00° T~ . 1a phan s6 thap phan. Tur dinh nghia ta thiy ring

7 7 35 .
phan so 3 khong phai 1a phan s6 thap phan, nhung 210 nén nhitng phan s6 dang nay

dudc goi 1a phan sb biéu dién duge dudi dang thap phan.

Dinh nghia 3.2.1.2. Phan sb % dugce goi la bidu dién dugc dudi dang thap phan néu né
bing mot phan s6 thap phan nao dé.

Vi du:
Cac pha 51,20 la bieu dién duge dudi dang thap phan. Cac pha 61.2. 8
4c phan s6 =; =; —; ... 1a biéu dié c a a an. Cac phan sé —; =; —; ...
p?n 55y ieu dieén i dang thap phan. phan 80 o5 =5 10
khong bieu dién dudge dudi dang thap phan.

Dinh 1y 3.2.1.3. Phan so toi gidn % bieu dién duge dudi dang thap phan khi va chi khi

mau s b ciia né chi cé wde nguyén to la 2 hodc 5.

Dinh nghia 3.2.1.4. S6 hitu ti r goi 14 s6 thap phan khong am, néu n6 c6 mot phan tit
dai dien 1a biéu dién duge dudi dang thap phan. Tap tit ca cac s6 thap phan khong am
ta ki hléu 1a @+10.

Vi du:

. 8 8 8
Cac s6 hitu t1

ﬁ; 7—5; 4—5; ... khong phai

... déu 1a s6 thap phan. Céc s6 hitu ti

DN | Ut
o] ©
oo | Ut

1a s6 thap phan.

3.2.1.5 Dang thu gon ctia s6 thap phan
Nhu ching ta di biét: mdi s6 thap phan c6é mot cach biéu dién 13 dang phan s6. Cach
biéu dién nay cé nhuge diém I3 cong kénh, khong tien lgi trong thirc hanh tinh toan. Vi

vay ta thuong biéu dién cac s6 thap phan duéi dang thu gon.

5 25
- % 0~ = 2,5 (doc 1a hai phay nam)
kT = 0,5 (doc la khong phay nam)
12
ST = 0,012 (doc 14 khong phay khong mot hai)

Vay dang thu gon ctia s6 thap phan l1a dang viét khong ¢6 mau sb clia phan sd theo
quy tac:

- Ta dua s6 thap phan vé dang phan sb thap phan.

- B4 méu s6 dong thoi diing dau phay phan chia cac chit s6 ctia tit s6 thanh hai nhom:
nhém tht nhat ding bén phai dau phay, c6 sb chit s6 bing s6 chit s6 0 § mau s6; nhom
thit hai gdm céc chit s6 con lai clia tit s6, ditng beén trai dau phay.

- Néu s6 chit s6 cia t1t s6 it hon hay bang s6 chit s6 0 6 miu s6 thi ta viét them nhitng
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chit s6 0 vao trude tit s6 trude khi diing dau phay phan chia.
S6 diing beén trai dau phdy goi 1a phan nguyén, nhom céc chit s6 diing bén phai dau

phay goi 1a phan thap phan ctia sé thap phan doé.

3.2.2 Cac phép toan trén sé thap phan

Maéi s6 thap phan 1a mot s6 hitu ti. Vi vay xay dung cdc phép toan vé s6 thap phan
bing cich ta dua vé phép toan tuong tng véi s6 hitu ti. Ching han:

Vidu: Cho r = 1,23;s = 1,3. Tim tong ctia r + s.

Tac61,23:%val,3:%,ma%+%:W:%:L%dodé
1,2341,3=1,53

* Quy tic thyc hanh phép cong: Mudn cong mot sd thap phan véi mot s6 thap phan
ta lam nhu sau:

- Lam cho s6 chit 6 ¢ phan thap phan clia ching béng nhau (bang cach viét them chit
$6 0 vao hang con thiéu)

- Viét s6 no dudi sb kia sao cho cdc dau phay thang cot

- Cong nhu cong hai sb6 tiy nhién

- Dat dau phay & tong thing cot v6i dau phay cia cac sd hang

Ta tré lai vidu 1,23+ 1,3

Budc 1: Ta viét 1,3 = 1,30

Buéce 2: Dat phép tinh
1,23

+ 1,30

Bude 3: B4 dau phay ta duge phép cong hai sé tu nhien

Budc 4: Dat ddu phay & tong thing cot véi dau phay clia cac sd hang ta duoce két qua

* Quy tic thuc hien phép tri: (Tuong tu quy téc thyce hign phép cong)

* Quy tac thyc hién phép nhan: Mudén nhan mot sd thap phan véi mot sé6 thap phan
ta lam nhu sau:

- Nhan nhu hai s6 tu nhién

- Ta dém xem trong phan thap phan clia cd hai thita s6 ¢6 bao nhiéu chit s6 16i diing
dau phay tach ra & tich 4y bay nhieu chit s6 ké tir phai sang trai.

Vi du: Tinh 4,15 x 3,8. Ta lam nhu sau:

Trude hét ta thie hien phép nhan: 415 x 38 = 15770.

Vi ci hai thira s6 c6 tit ca ba chit s6 & phan thap phan nén ta diing diu phay téch ra
& tich ba chit s6 ké tit ben phai.

* Quy tic thuc hanh phép chia:

Mudn chia mot s6 thap phan cho mot s6 thap phan ta lam nhu sau:

1/ B6 dau phay & s6 chia dong thoi ddi ddu phay & s bi chia tit trai qua phai sd chit
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$6 bang s6 chit s6 ¢ phan thap phan cla sd chia (trudng hop s6 chit s6 ¢ phan thap phan
ctia s6 chia nhiéu hon sb bi chia thi ta viét them chit s6 0 vio hang con thiéu)

2/ Chia nhu chia hai s6 tu nhién, khi chia hét chit s6 ¢ phan nguyén clia s6 bi chia,
dat ddu phay ¢ thuong rdi tiép tuc chia

3/ Khi chia hét cac chit s6 ¢ phan thap phan ctia s6 bi chia, néu con du ta viét them

chit s6 0 vho bén phai s6 du roi tiép chia.

3.2.3 So sanh s6 thap phan

*Quan hé thit tu trong tap so thap phan

M&éi s6 thap phan 1a mot s6 hitu ti khong am. Vi vay xay dung quan hé tha ty trén
tap Q.10 ta dua vé so sanh cic s6 hitu ti khong am. Chang han:

Vidu: chor =9,63;s = 12,1. Hay so sanh r va s.

Ta c6 9,63 = % va 12,1 = 11—201; vi % < % nén 9,63 < 12, 1.

Quy tdc so sanh hai s6 thdp phan

- Lam cho s6 chit s6 ¢ phan thap phan ctia chiing bing nhau (bing cach viét them chit
$6 0 vao hang con thiéu)

- B6 dau phay ta nhan dugce hai s6 tu nhien

- So sanh hai s6 ty nhién vita nhan duge, s6 nao 16n hon thi sé6 thap phan ing véi noé
sé 16n hon. Néu hai s6 ty nhién d6 bang nhau thi hai sé thap phan cling bang nhau.

Cha §: Nhitng s6 thap phan mé ching ta gap & trén dudce biéu dién ¢ hai dang: dang
phan s6 va dang thu gon. Khi viét nhing sd thap phan nay & dang thu gon thi ta thay
rang phan thap phan chi c¢6 hitu han chit s6 cho nén ta goi chiing 14 s6 thap phan hitu

han.

3.2.4 Sb6 thap phan vé han tuan hoan
Ban doc xem ¢ S|[1], trang 281 (S6 hoc va Logic Toan - NXB Gido Duc 1996).
3.2.5 Noi dung va cd sé toan hoc cta viéc day hoc moét sé6 van
dé vé sbé thap phan & tiéu hoc & tiéu hoc

Ban doc xem 6 S|2|, trang 173 (Phuong phap day hoc Toan - NXB Gido Duc 1996).

L4 ~

Bai tap

1/ Chitng minh rang xen gitta hai s6 thap phan khac nhau ton tai vo s6 cac s6 thap

phan khéac nam gitta ching.
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2/ Dién chit s6 thich hgp thay cho x*:
0,06 < 0,009 < 0,071
3/ Tim X biét
a/ 4,25 % (X +41,53) — 125 = 53,5 b/ 2x 1,58 : (X x 0,4) = 7,9

4/ C6 mot binh dung 80g dung dich loai 8% mudi. Phai d6 vao binh d6 bao nhiéu gam
nuée dé duge mot dung dich chia 5% mubi?

5/ C6 mot binh dyng 150g dung dich loai 10% mudi. Phai d6 vao binh dé bao nhiéu
gam mudi dé duoc mot dung dich chia 20% mubi?

6/ Khi I diu phay ctia mot s6 thap phan tit phai qua trai mot hang thi s6 doé gidm
di 11,07 don vi. Tim s6 thap phan do.

7/ Thay mdi chit s6 trong phép tinh sau bdi chit s6 thich hgp:

a/ 8ab,a — d41,c = c14,d ¢/ 4,896 — a,bab = 0, 0ab

b/ a,bcaa — b, dbc = ¢, baba d/ 41,ab=a,b x 2,6

3.3 Tap hop Q cac sé hitu ti

3.3.1 Xay dung tap hop Q

Xét tap hop Qp x Q= {(r1,m2)|r1,72 € Q4 }
3.3.1.1 Quan hé tuong duong trén Q
a/ Dinh nghia

Tréen tap Q, x Q4 ta xac dinh mot quan hé hai ngdi, ki hiéu 1a ~ nhu sau:
Y(a,b); (c,d) € Qr x Q4 : (a,b) ~ (c,d) < a+d=b+c

b/ Vidu: (1,2) ~(3,4)vil+4=2+3,(4,1) 4 (3,2) vid+2#3+1
¢/ Ménh dé Quan hé ~ xac dinh & trén 134 mot quan he tuong duong trén tap hgp

Q4 x Q4
Ching manh. Xin danh cho ban doc O

3.3.1.2 Tap hop Q

1/ O tren ta da chiing minh duge ~ 1a mot quan hé tuong duong trén Q, x Q.. Do
do tap Q. x Q4 sé duge chia thanh céc 16p theo quan hé ~.

Kihiew: Q =Q; xQ,/ ~ la tap thuong cua Q; x Q. theo quan hé tuong duong ~.
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Phan tt ctia Q dai dien bdi ciip s6 (a,b) € QT x QT ki hi¢u 1a (a, b)

Viduw: (3,2) € Q 1a 16p tuong duong dai dien béi cip (3, 2).

(37—2): {(a7b) €Qy x QJr’(a?b) ~ (372)}

2/ (a,b) = (¢,d) < a+d=b+c.
3/ Mdi phan tit cia Q duge goi 1a mot s6 hitu ti, tap Q duge goi la tap cdc s hitu ti.
3.3.2 Cac phép toan va quan hé tha tu trén Q

3.3.2.1 Dinh nghia
Gid stt z = (a,b),y = (¢,d) 1a hai s6 hitu ti tuy §. Ta dinh nghia:

r+y:=(a+cb+d)

x.y := (ac + bd, ad + bc)

Ta c6 cAc ménh dé sau:

a/ Meénh dé 1:

Phép cong va phép nhin cic s6 hiu ti xdc dinh theo dinh nghia trén khong phu thuoc
vao viéc chon dai dién cta ching.

b/ Ménh dé 2:

- Tap Q vdi phép cong lap thanh mot nhom giao hodn

- Tap Q* = Q\{0} cung vdi phép nhan lap thanh mot nhém giao hodn

- Tap Q cung vdi phép cong va phép nhan lap thanh mot truong

¢/ Ménh deé 5:

- Vanh cdc s6 hitu ti khong cé wde ciia 0 nghia la véi v,y € Q,x # 0,y # 0 thi 2y # 0

- Mot s6 hitu ti bat ky hodc cé dang m,a € Q4 hodc la 56 doi clia mot s6 cé dang
nhu vay.

Ki hieu Q* 1a tap céc s6 hitu ti ¢6 dang (a,0) va Q™ 1a tap hop céc s6 dbi clia cac s6
thuoe Q™.

Taco Q =QF"UQ~. Dé thay

f:Q —QF

a+— (a,0)

13 mot song anh va bao ton phép toan. Nhu vay ta c6 thé dong nhat Q. véi bo phan QF

ctia Q, thay vi viét z = (a,0) thi ta c6 thé viét lai don gidn 7 = a
d/ Menh dé J:
Moi s6 hitu ti la mot so hiu ti khong am hodc la so doi cia mot s6 hiu ti khong am.

Vi a € QF thi so6 doi ciua né ki hieu la —a.

66



3.3.2.2 Phép tru trong Q

Meénh dé 5:

Trong Q phuong trinh b+ x = a, vdi a,b € Q luon luon cé nghiém.

Nghiém ctia phuong trinh b+ z = a, véi a,b € Q, dugc goi la hiéu cta a va b, ki hidu
a—>b,doclaatrib Tacéa—b=a+ (-b)
3.3.2.3 Phép chia trong Q

Menh deé 6:

Vai a,b € Q,a # 0 thi phuong trinh ax = b luon luon cé nghiém.

Nghiém cta phuong trinh ax = b véi a,b € Q,a # 0 dugce goi la thuong ctia phép chia
b cho a. Ta viét b: a = c hoac — = ¢
3.3.2.4 Quan hé tht tu trorCng Q

a/ Dinh nghia 1: Gid st x € Q, néu x = %;a,b € N, b # 0 thi ta n6i z 16n hon hoic
bang 0, viét 1a z > 0. Ngudc lai néu x khong phai 16n hon hodc bang 0 thi ta néi z nho
hon hoiic bang z, viét 1a x < 0.

b/ Chi y: Dinh nghia trén khong phu thuoc vao viec chon phan s dai dién %

¢/ Dinh nghia 2: Gi& st x va y 1a hai $6 hitu ti, ta n6i x nh6 hon hodc bang y, viét 1a
r<y,néuy—ax>0

Khi z < y thi ta néi y 16n hon hodc bang x va viét y > 2. Néu 2 < y vd o # y ta viét
x <y vanoi la x nho hon y.

*C4c tinh chat:

- Quan hé < 13 mot quan hé thit tur toan phan trén Q

- Tinh chét ctia bat ding thitc (xem S6 hoc va Logic Toan - Trang 276)
O phin trén ta thiy mdi s6 hitu ti hoic ¢6 dang %, hodc c6 dang —% trong do

a,b € N, b=#0. V6i r,t 1a hai s6 hitu ti

Néurzovtgoarz%at:—g,a,b,c,dGN.TachfrngminhdUOcr—t:%+§

: d—>b
Néur>t20,r=%nﬁ:g,a,f,c,deN,tachﬁngminhduocr—t:%—2—@“ 7 ‘.
NéurSO,tZO,fr:—g,t:E,Q,b,c,deN,tachfmgminhdu’ocr—t:_(64_3):
cb+ ad

bd

: a ¢ : a c

Néur<t§0,r:—E,t:—C—l,a,b,c,deN,tachﬁngmmhdu’(jcr—t:_(6_8):
ad — bc

bd

. a c ‘ e

Néu0§r<t,r:gvt:E,a,b,c,deN,tachfrngmlnhduzocr—t:_(3_3):

_cb— ad
bd
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3.3.3 S6 thap phan trén Q

>

N P4 X £ 2 ~ 7 a ~ Z a/ 2~
O phan trén ta thiy mdi s6 hitu ti hodic ¢6 dang 7 hoac c6 dang -3 trong do6
. a , a a T £ ~
a,b € N, b+# 0. Néeu 7 € Q410 thi cac so Al duge goi 1a cac so thap phan.

12 . 12 . 71 .
Vidu:z = 100 la s0 thap phan vi 100 € Q.10, cling nhu the y = =T la s0 thap phan

viy € @+10
Ban doc c6 thé nghien ctu sau hon & S6 hoc va Logic Toan - Trang 280.

N ° ~

Bai tap

1/ Viét cac s6 thap phan sau dudi dang phan sb
a/ 12,0035 b/ —4,1032

PO N ) , a1
2/ Tim mot phan s6 bang 3’ biét rang phan s6 dé c6 tong cua ti va mau bang 184.

. 2 2 = = 2 A 3 ] N A *
3/ Khi cong thém vao ca tif 1an mau cta phan s6 - v6i cing mot so ty nhién ta duge

. 101 .
mot phan so bang 103" Tim so tu nhién do.

4/ Véi moi z,y € Q. Chiing t6 ring néu xy = 0 thi suy ra hodc x = 0 hodc y = 0
5/ Khi b6t di ¢ ca tit va miu ctia phan s ) vdi cing mot s6 ty nhién ta nhan duge
PN 7 . )
moOt phan so bang T Tim so tu nhién do.

C

d’b > 0,c¢ > 0. Tt dinh nghia vé quan hé < trong Q

6/ Cho z,y € Q,z = %y
ching minh ring
x<y<=ad<bc

3.4 Tap s6 nguyén Z

3.4.1 Xay dung tap s6 nguyén Z trong Q
MG&i 6 hitu ti c6 dang (%,0) hodc (0, %), ta xét tap Z = {(%, 0); (0, %)]b =1}, ta thiy
7 13 mot tap con ctia Q c¢6 tinh chat dic biét sau:

C6 céc don anh f tit N vao Z, va g tit Z vao Q dong thoi cac don anh d6 bdo ton phép

toan.
! g
N=S7Z=3Q

X X 9, ~ P a o a ~ P 2 N ~ ~

Moi phan tit thudoc Z c6 dang 1 hoic —7 a € N nhu vay ta c6 thé xem N 14 mot tap con
. a a N o 3z - QO LA 1

clia Z, ching ta hieu 1 = a, cOn —1 la phan tit doi cua 1 va dugc ki hiéu 1a —a. Nhu

vay mdi sb nguyén hoac 13 mot s6 tu nhién hodc 14 s6 ddi clia mot s6 ti nhien.
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V6i a,b € N thi ton tai z,y sao cho bx = —a va (=b)z = a, ta biét ring x = - va
a a
y = —, ta sé chitng minh dugec r =y = ~3 Do dé ta co
_—a __a
b b —b

Dinh 1y 3.4.1.1. Tap hop Z cung vdi phép cong va phép nhan lap thanh maot vanh giao

hoan cé don vi.

Dinh 1y 3.4.1.2. Vanh cdc $6 nguyén Z khong cé wdc cia 0, nghia la vdi x,y € Z, v #
0,y #0 thi xy #0

3.4.2 Ly thuyét chia hét trén tap sd nguyén

Dinh nghia 3.4.2.1. Gia stt a va b 1a hai s6 nguyén, b # 0. Ta néi a chia hét cho b néu
¢6 mot s6 nguyén ¢ sao cho a = bq.

Khi a chia hét cho b thi ta ki higu a\b. Ta néi a 1a boi clia b, con b 1a ude cla a.

Vi du:

i/ 0 12 boi ctia moi s6 nguyen a # 0. That vay ta luon ¢6 0 = a.0 v6i moi a.

ii/ 1 va -1 14 uée clia moi s6 nguyén a. That vay, ta luon ¢6 a = l.a va a = (—1)(—a)

Tinh chat 3.4.2.2. i/ Vdia,b € Z néu b\a thi ta cing cé b\(—a), —b\(—a), —b\a.
i/ S6 1 chi cé hai udc la -1 va chinh né.
i1/ Moi s6 nguyén a khac 0 déu la udc cia chinh né: Va € Z,a # 0 = a\a.
w/ Véi a,b € Z, néu b\a va a\b thi suy ra a = +b.
v/ Vdi a,b,c € Z, néu a\b vab\c thi suy ra a\c.

Dinh 1y 3.4.2.3. Vdi moi cdp so nguyén a,b,b # 0 ton tai duy nhat cdp s6 g va r sao
choa=bqg+7r0<r<|b]|

Dinh nghia 3.4.2.4. Khi ta ¢6 déng thitc a = bg + 7,0 < r <| b | ta néi a chia cho b
duge ¢ du r. S6 ¢ goi 1a thuong hut, s6 r goi 1a s6 du. Viec tim thuong hut ¢ va s6 du r

goi la thyc hién phép chia c6 du cia a cho b.
Chu y: Trong trudng hop s6 du r = 0 ta ¢6 a = bg nghia la a chia hét cho b. Vay phép
chia hét 13 mot truong hop riéng cia phép chia c6 du.

Bai tap

1/ Cho a,b,c € Z, a va b chia hét cho ¢. Chitng minh réng khi d6 v6i moi sd nguyén
x,y ta ciing ¢6 ax + by chia hét cho c.

2/ Cho a,b,c € Z. Chiing minh ring néu a chia hét cho ¢ v a + b chia hét cho ¢ thi b
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ciing chia hét cho c.

3/ Cho a,b,c,d € Z. Chitng minh réng néu ab + cd chia hét cho a + ¢ thi ad + be ciing
chia hét cho a + c.

4/ Thuyc hién phép chia c6 du cta a cho b véi

i/a=—43,b=5

i/ a=—59,b=—T7

iii/ a = 87,b = —13.

5/ Chiing ming:

a/ Trong 3 s6 nguyén lien tiép c¢6 mot s6 chia hét cho 3.

b/ Véi n € N,n # 0, trong n s6 nguyen lién tiép ¢c6 mot s6 chia hét cho n.

¢/ Véin € N,n # 0, trong n + 1 s6 nguyen lién tiép c¢6 hai s6 ma hiéu ciia ching chia
hét cho n.

6/ Cho biét s6 nguyen a khi chia cho 3 du 1a 2, chia cho 2 du 1. Tim s6 du trong phép
chia a cho 6.

7/ Cho biét s6 nguyen a khi chia cho 3 du 1a 1, chia cho 5 du 2. Tim s6 du trong phép
chia a cho 15.

8/ Biét 135 chia cho b duge thuong hut 1a 9. Tim b va s6 du trong phép chia trén.

70



Chuong 4

Tap s6 thuc

4.1 Xay dung tap sé thuc

4.1.1 Day sbé hitu ti, day hoi tu, day co ban

Dinh nghia 4.1.1.1. Mot day sb hitu ti 14 mot anh xa:

u:N—Q
Ngudi ta thuong cho mot day sé bang cach liet ké cac anh.

Vi du:

Dinh nghia 4.1.1.2. Gid st [ € Q, khi d6 day s6 (x,,),, goi 1a ¢6 gidi han [ va viét la
lim(x,) =1

néu véi moi e € Q,e > 0 ton tai ng € N sao cho véimoin € Nn>ng: |l —z,| <e.
Day sb (z,,), dugc goi la day co ban (day Cauchy), néu moi e € Q,e > 0 ton taing € N

sao cho v6i moi m,n € Nma m > ng,n > ng ta ¢c6 |, — z,| < e.

Dinh 1y 4.1.1.3. Moi day hoi tu trong Q déu la day co ban.

Dinh ly 4.1.1.4. Néu (z,,), la day co bdn thi né bi chan, nghia la ton tai s6 hiu tia > 0
sao cho

|z,| < a,Vn e N.
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Dinh 1y 4.1.1.5. Néu (z,),, (yn), la hai day co ban thy cic day (xn + Yn), (Tn — Yn),

(xnyn) cing la day co bdn.

Dinh nghia 4.1.1.6. Trén tap P cac day co ban ta xac dinh hai phép todn cong va nhan
nhu sau: V(z,),.), (Yn),,

(xn)n(yn)n = (xnyn)n

Dinh ly 4.1.1.7. Tap hop P cung vdi hai phép toin cong va nhan xdc dinh trén lap thanh

mot vanh giao hodn cé don vi.

4.1.2 Trudng s6 thuc

Dinh nghia 4.1.2.1. Trén tap hop P cac day co ban ta xac dinh mot quan hé hai ngoi
~ nhu sau: ¥(z,)n, (Yn)n € P
(X)n ~ (Yn)n <= lim(z, —y,) =0

Dinh ly 4.1.2.2. Quan hé ~ zdc dinh ¢ trén la mot quan hé tuong duong trén P.

Chang minh. Dé kiém tra duge cac tinh chat phan xa va déi xing clia quan hé ~ vi:
Day (x, — z,) = (0), ¢6 gidi han bang 0 nén (x,) ~ (x,).
Néu lim(z,, — y,) = 0 thi hién nhien lim(y, — x,) = 0 do do tit gid thiét (y,) ~ (z,,).
Néu (z,) ~ (Yn), (Yn) ~ (2,) nghia [a lim(z,, — y,) = 0, lim(y,, — 2,) = 0 khi d6 tir bat
ding thic:

‘xn - an < |xn - yn| + |yn - Zn|
ta dé dang suy ra duge rang lim(z, — 2,) = 0 hay (x,) ~ (2,). Nhu vay ta c¢6 diéu phai
ching minh. O
Dinh nghia 4.1.2.3. Quan hé tuong duong ~ chia tap P thanh cac 16p tuong duong.
Ki hiéu
R=P/~

1a tap hop cac 16p tuong duong. R duge goi 1a tap hop cac so thie. Moi phan tit cia R

goi 1a mot s6 thuc. Mdi phan tif ciia R dai dien bdi day (z,), duge ki higu (x,),.
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4.2 Cac phép toan trén tap sé thuc

4.2.1 Cac phép toan

Trén tap hop cac s6 thuc R ta xac dinh cac phép toan cong va nhan nhu sau: Vo, 8 €
Ra a = (In)na ﬁ = (yn)n

o+ 6 - (xn)n + (yn)n — (xn + yn>n

.= (Tn)n-(Un)n = (Tn-Yn)n-

Chu ¥ rang dinh nghia phép cong va nhan céc s6 thuc thong qua phép cong va nhan
cac ddy co ban dai dién cho ching. Tuy nhién dé dang ching minh duge rang cach dinh
nghia nay khong phu thuoc vao viéc chon cac dai dién clia s6 thiyec. Nghia 1a phép cong

va nhan dinh nghia trén thuyc sy 1a cdc phép toan hai ngoi trén R.

Dinh 1y 4.2.1.1. TGp cic s6 thuc R cung vdi cic phép todn cong va nhan zac dinh trén

lap thanh mot truong.

4.2.2 Quan hé thw ty trén R

Bo d& 4.2.2.1. Néu (2,)n, (yn)n la hai day co bin cic s6 hitu ti tug o thi sé zay ra mot
trong ba khd nang sau:

1/ lim(z, —y,) =0

2/ im(z, —y,) >0

3/ lim(z, —y,) <0

Dinh nghia 4.2.2.2. Gid st o, 8 € R,a = (7,,), 8 = (¥,). Ta n6i o nh6 hon hodc bing
B, viét 1a o < B néu:
- Ho#c lim(x,, — y,,) > 0

- Hoac ton tai a € Q,a > 0 v s6 ng € N sao cho

Yn — Tp > a, V61l MOi N > ng

Theo bd dé trén ta thiy quan hé < vita dude xac dinh 1a mot quan hé tha tu toan
phan trén R. Ngudi ta ciing ching minh dugc rang quan hé thiu ty trong R tuong thich
v6i phép cong va nhan nghia la:

-Vo,y,z€Rnéuz <ythiz+z<y+=z2

-Vo,y€Rnéux>0vay>0thiay >0

73



4.2.3 Quan hé gitta Q va R

(Xem S6 hoc va Logic Toan - Trang 305)
Bai tap

1/ Chitng minh khong ¢6 s6 hitu ti = sao cho z? = 3.
3n—2 eN

—n

2n 41’
2/ a/ Ching minh rang day (z,) 1a mot day co ban.

Xét day s6 u, =

b/ Chitng minh biang dinh nghia ring lim(u,) = 3

2
3/ Cho
1 n 1 n 1 n 1
Up = — + =— + —
12 23" 34 (n—1)n
Chitng minh riang day (u,) 13 mot day co ban.
4/ Cho
1 1 1
un—l—i-?-i-?%—.. +—2

Chitng minh ring day (u,) 13 mot day co ban.
5/ Cho

1+1—|—1+ —1—1
Uy = — 4 =4 .+ =
2 3 n

Chitng minh riang day (u,) khong phéi 1a mot diy co bén.

6/ Cho (z,) va (y,) 1a hai day co ban, (x,) ~ (y,). Chiing minh rang néu day (x,) hoi
tu thi day (y,) cing hoi tu va lim(z,) = lim(y,)

7/ Cho (z,) 1a mot diy co ban. Chitng minh réng day s6 y,, ciing 1a ddy co ban, trong
do

T +To+x3... +Tp_1 + T,

n

n
8/ Xét anh xa
fr @ —R
ar— (a)neN
a/ Chitng minh rang f 13 mot don anh.

b/ Chitng minh réng
fla+b) = f(a)+ f(b)

f(a.b) = f(a)f(b)

74



TAI LIEU THAM KHAO

Tiéng Viét
. Nguyén Van Mau, Lé Ngoc Lang, Pham Thé Long, Nguyén Minh Tuén (2006), Cdc
dé thi Olympic Todn Sinh vien Toan quoc, NXB Gido Duc.

. Tran Luu Cudng (1998), Todn Olympic cho Sinh vien, NXB Gido Duc.

. A. N. Conmogordp, X. V. Fomin (1971), Co sd Lyj thuyét ham va gidi tich ham, NXB.
Giao duc Ha Noi.

. Duong Hitu Tong, Cdch tiép cin cia khdi niém so tu nhién trong lich s va Sdch
gigo khoa Todn ldp 1, Tap chi DHSP TP Ho Chi Minh, S6 17 nam 2011.

Tiéng Anh

. W. J. Kaczor, M. T. Nowak (2001), Problems in Mathematical Analysis I, 1I, Amer-

ican Mathematical Society.

Website

+ http://ww.vietmaths.com;

+ http://ww.diendantoanhoc.net;
+ http://www.imo-official.org;

+ http://forum.mathscope.org;

75



