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MÐ ��U
B i gi£ng C¡c tªp hñp sè �÷ñc x¥y düng tr¶n cì sð c«n cù �· c÷ìng chi ti¸t, tham

kh£o c¡c t i li»u v  sü s­p x¸p mët c¡ch câ h» thèng c¡c khèi ki¸n thùc håc ph¦n, nh¬m

gióp ng÷íi håc câ thº d¹ d ng tü håc v  nghi¶n cùu. Håc ph¦n C¡c tªp hñp sè trang bà

cho ng÷íi håc nhúng ki¸n thùc to¡n �¤i sè, sè håc n·n t£ng, sì khai nh§t �º câ thº ti¸p

cªn, nhªn thùc �óng �­n v· nhúng nëi dung to¡n håc m  ng÷íi håc �¢ �÷ñc l m quen

thíi phê thæng, do �â håc ph¦n n y l  b­t buëc trong ch÷ìng tr¼nh � o t¤o gi¡o vi¶n tiºu

håc tr¼nh �ë cao �¯ng.

Mët trong nhúng y¶u c¦u cõa h¼nh thùc � o t¤o theo h» thèng t½n ch¿ l  ph¡t huy t½nh

chõ �ëng cõa sinh vi¶n trong ho¤t �ëng tü håc v  tü nghi¶n cùu, �çng thíi nëi dung ki¸n

thùc c¡c håc ph¦n ph£i mang t½nh thíi sü, phò hñp vîi thüc ti¹n ph¡t triºn x¢ hëi, nh§t

l  khæng kh½ thíi �¤i cæng ngh» 4.0 nh÷ hi»n nay. �i·u n y, �ái häi c¡c gi¡o tr¼nh, b i

gi£ng ph£i câ t½nh mîi, �÷ñc x¥y düng câ h» thèng hìn, phò hñp vîi �°c �iºm cõa làch

sû sü ph¡t triºn ki¸n thùc mæn håc. Tuy vªy, cho �¸n nay, ri¶ng �èi vîi håc ph¦n C¡c
tªp hñp sè, th¼ c¡c gi¡o tr¼nh, b i gi£ng cán mang n°ng t½nh h n l¥m, chõ y¸u nh­m

v o möc �½ch chuyºn t£i �¦y �õ khèi ki¸n thùc mæn håc m  ch÷a chó þ �¸n �°c �iºm

cõa �èi t÷ñng ti¸p nhªn, sû döng ki¸n thùc. �¥y l  mët sü trð ng¤i lîn, câ thº l m gi£m

hi»u qu£ d¤y håc, do vªy ð �¥y, vi»c bi¶n so¤n l¤i b i gi£ng C¡c tªp hñp sè phöc vö

cho cæng t¡c gi£ng d¤y c¡c lîp Cao �¯ng Gi¡o döc Tiºu håc t¤i Tr÷íng Cao �¯ng Cëng

�çng Kon Tum l  h¸t sùc c¦n thi¸t, phò hñp vîi �i·u ki»n thüc ti¹n, gâp ph¦n v o vi»c

n¥ng cao ch§t l÷ñng gi¡o döc theo chõ tr÷ìng, �ành h÷îng chung cõa Nh  tr÷íng.

Vîi tinh th¦n nh÷ tr¶n, t¡c gi£ cè g­ng bi¶n so¤n, x¥y düng b i gi£ng C¡c tªp hñp
sè vîi c§u tróc gçm 04 ch÷ìng, trong �â tªp trung tr¼nh b y c¡c nëi dung li¶n quan �¸n

nhúng ki¸n thùc cì b£n v· c§u tróc �¤i sè, quy tr¼nh x¥y düng v  h¼nh th nh c¡c tªp sè,

v  nghi¶n cùu vi»c vªn döng ki¸n thùc v· c¡c tªp hñp sè �º ph¥n t½ch nëi dung v  cì sð

khoa håc cõa vi»c d¤y håc c¡c v§n �· v· sè tü nhi¶n, ph¥n sè v  sè thªp ph¥n ð tiºu håc.

C§u tróc c¡c ch÷ìng nh÷ sau:

Ch÷ìng 1. C§u tróc �¤i sè

Ch÷ìng 2. Sè tü nhi¶n

Ch÷ìng 3. Tªp hñp c¡c sè húu t¿

Ch÷ìng 4. Tªp sè thüc

Möc ti¶u v· ki¸n thùc, kÿ n«ng v  th¡i �ë cõa håc ph¦n:

V· ki¸n thùc:
(a) Ng÷íi håc n­m vúng �÷ñc nhúng c§u tróc �¤i sè cì b£n �â l : c§u tróc nûa nhâm,

nhâm, v nh v  tr÷íng
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(b) Trang bà cho ng÷íi håc nhúng ki¸n thùc v·: Tªp hñp t÷ìng �÷ìng v  b£n sè cõa

tªp hñp; X¥y düng tªp c¡c sè tü nhi¶n, c¡c ph²p to¡n cëng v  nh¥n tr¶n tªp hñp

sè tü nhi¶n, quan h» thù tü tr¶n tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n; Nguy¶n l½ quy n¤p v 

ph÷ìng ph¡p chùng minh quy n¤p; Biºu di¹n sè tü nhi¶n v  c¡c d§u hi»u chia h¸t.

(c) Cung c§p cho ng÷íi håc nhúng ki¸n thùc v· : X¥y düng tªp sè húu t¿ khæng ¥m

v  c¡c ph²p to¡n trong tªp hñp sè húu t¿ khæng ¥m; tªp sè thªp ph¥n v  c¡c ph²p

to¡n trong tªp sè thªp ph¥n; cì sð to¡n håc cõa nëi dung d¤y håc ph¥n sè v  sè

thªp ph¥n ð Tiºu håc; x¥y düng tªp sè húu t¿ v  tªp sè thüc.

V· kÿ n«ng:

(a) Gi£i �÷ñc mët sè d¤ng b i tªp v· ph²p to¡n hai ngæi, c¡c c§u tróc nûa nhâm,

nhâm, v nh v  tr÷íng, dçng c§u v  �¯ng c§u.

(b) Th nh th¤o gi£i to¡n, t½nh to¡n trong tªp hñp sè tü nhi¶n, trong tªp hñp sè húu

t¿ khæng ¥m v  sè thªp ph¥n khæng ¥m v  vªn döng v o trong vi»c gi£ng d¤y to¡n

ð c¡c lîp bªc Tiºu håc.

V· th¡i �ë:

T½ch cüc, chõ �ëng trong vi»c tü håc, tü nghi¶n cùu v  k¸t nèi c¡c nëi dung �÷ñc

håc vîi ch÷ìng tr¼nh mæn to¡n bªc Tiºu håc.

T i li»u �÷ñc bi¶n so¤n theo h÷îng �êi mîi v· ch÷ìng tr¼nh v  ph÷ìng ph¡p, ch­c ch­n

s³ khæng tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât nh§t �ành. Måi trao �êi, gâp þ cõa b¤n �åc xin gûi

v· �àa ch¿ email: nghgphong@gmail.com, chóng tæi s³ �i·u ch¿nh, n¥ng c§p t i li»u v  s³

�«ng t£i b£n cªp nhªt mîi nh§t ð website: http://thuvienso.cdcdkontum.edu.vn/.

T¡c gi£
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Ch÷ìng 1

C§u tróc �¤i sè

MÖC TI�U
a. V· ki¸n thùc

- Gióp sinh vi¶n n­m vúng c§u tróc cõa c¡c �èi t÷ñng cì b£n cõa �¤i sè: nûa nhâm,

nhâm, v nh v  tr÷íng.

- H¼nh th nh cho sinh vi¶n nhúng cæng cö, þ t÷ðng �º ti¸p cªn to¡n håc hi»n �¤i, công

nh÷ gióp sinh vi¶n nhªn thùc s¥u s­c v· c§u tróc �¤i sè cõa c¡c tªp hñp sè ð bªc Tiºu

håc.

b. V· kÿ n«ng

- Gi£i �÷ñc mët sè d¤ng b i tªp v· ph²p to¡n hai ngæi, c¡c c§u tróc nûa nhâm, nhâm,

v nh v  tr÷íng, �çng c§u v  �¯ng c§u.

c. V· th¡i �ë

- T½ch cüc, chõ �ëng trong vi»c tü håc, tü nghi¶n cùu v  k¸t nèi c¡c nëi dung v· c§u

tróc �¤i sè �÷ñc håc vîi ch÷ìng tr¼nh mæn to¡n bªc Tiºu håc.

1.1 Ph²p to¡n �¤i sè

1.1.1 Sì l÷ñc v· làch sû c§u tróc �¤i sè

Tr÷îc thº k� XIX, nâi �¸n �¤i sè tùc l  chóng ta ch¿ nâi �¸n sü nghi¶n cùu, t¼m tái

nhúng v§n �· v· gi£i ph÷ìng tr¼nh, nâi �óng hìn th¼ tr÷îc �¥y �¤i sè công nghi¶n cùu

nhúng ph²p to¡n nh÷ng l  nhúng ph²p to¡n li¶n quan �¸n �¤i l÷ñng. Tuy nhi¶n, tø th¸

k¿ XIX �¢ n y sinh nhúng y¸u tè mîi cõa �¤i sè, câ kh£ n«ng d¨n �¸n nhúng sü thay �êi

cì b£n, chu©n bà cho nhúng nguy¶n l½ cõa �¤i sè hi»n �¤i, t¡ch khäi l½ thuy¸t sè tr÷îc �¥y

v  t¡ch khäi gi£i t½ch.

�º x¡c �ành mët c§u tróc, ng÷íi ta �÷a mët hay mët sè quan h» v  ph¡t biºu d÷îi

d¤ng ti¶n �· nhúng �i·u ki»n r ng buëc cõa c¡c quan h». V  d¾ nhi¶n, ng÷íi ta câ thº

d¹ d ng düa v o c¡c h» qu£ læg½c tø c¡c ti¶n �· cõa c§u tróc câ s®n �º x¥y düng mët l½
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thuy¸t ti¶n �· cõa mët c§u tróc mîi.

V  do nhu c¦u cõa �¤i sè, l½ thuy¸t nhâm �¢ xu§t hi»n, 1Joseph Louis Lagrange �¢ l¦n

�¦u ti¶n kh£o s¡t nhâm c¡c ph²p th¸ li¶n quan �¸n vi»c gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh bªc cao.

Ph£i nâi r¬ng, nhúng quan h» l  �iºm xu§t ph¡t trong �ành ngh¾a cõa mët c§u tróc.

Quan h» trong c§u tróc nhâm l  quan h» giúa 3 ph¦n tû v  quan h» §y x¡c �ành mët c¡ch

�ìn trà ph¦n tû thù ba nh÷ l  mët h m cõa 2 ph¦n tû �¦u, sau n y ta th÷íng gåi quan

h» �â vîi c¡i t¶n r§t "kinh �iºn" l  quy luªt hñp th nh.

Sau n y, chóng ta s³ th§y r¬ng, khi quan h» l  quy luªt hñp th nh th¼ c§u tróc t÷ìng

ùng �÷ñc gåi l  c§u tróc �¤i sè. C¡c c§u tróc �¤i sè bao gçm: nhâm, v nh, tr÷íng...vv.

Trong qu¡ tr¼nh ph¡t triºn cõa to¡n håc hi»n �¤i, vai trá c§u tróc �¤i sè câ þ ngh¾a

r§t to lîn, gióp ph¥n �ành giúa �¤i sè hi»n �¤i v  �¤i sè cê �iºn. �¤i sè cê �iºn ph¡t triºn

tr¶n cì sð c¡c ph²p to¡n sè håc v  v· cì b£n biºu thà nhúng quy luªt t½nh to¡n, cán �¤i

sè hi»n �¤i t¡ch ríi khäi con �÷íng �â, thay th¸ t½nh to¡n b¬ng mët h» ti¶n �·, c¡c ph²p

to¡n �÷ñc ¡p döng vîi c¡c tªp hñp trøu t÷ñng (c¡c lîp, c¡c h» thèng y¸u tè,...). Nhúng

�i·u n y cho ph²p mð rëng ph¤m vi ùng döng cõa c¡c ph÷ìng ph¡p �¤i sè, tø �â �÷a

�¸n sü ph¡t triºn m¤nh m³ cõa c¡c l¾nh vüc, ng nh to¡n li¶n quan �¤i sè hi»n �¤i nh÷

hi»n nay.

1.1.2 �ành ngh¾a

�ành ngh¾a 1.1.2.1. Cho X l  mët tªp kh¡c réng. Mët ph²p to¡n �¤i sè trong tªp

X(cán gåi l  ph²p to¡n hai ngæi) �÷ñc �ành ngh¾a l  mët ¡nh x¤ T �i tø X ×X �¸n X:

T : X ×X −→ X

Nâi c¡ch kh¡c, thüc hi»n mët ph²p to¡n hai ngæi �èi vîi hai ph¦n tû x ∈ X, y ∈ X l 

�°t méi c°p (x, y) t÷ìng ùng vîi mët ph¦n tû duy nh§t công cõa tªp X. Mët ph²p to¡n

hai ngæi trong tªp X �÷ñc gåi t­t l  ph²p to¡n trong X.

£nh cõa (x, y) qua ¡nh x¤ T (tùc l  qua ph²p to¡n T ) gåi l  c¡i hñp th nh cõa x v  y.

C¡i hñp th nh cõa x v  y th÷íng �÷ñc k½ hi»u l  xTy thay cho T (x, y).

Méi ph²p to¡n �·u câ k½ hi»u x¡c �ành, thæng th÷íng ta hay dòng c¡c k½ hi»u sau:

(1) K½ hi»u +(khæng nh§t thi¸t l  ph²p cëng thæng th÷íng trong c¡c tªp hñp sè); lóc

�â c¡i hñp th nh cõa x v  y, k½ hi»u l  x+ y, gåi l  têng cõa x v  y.

(2) K½ hi»u .(khæng nh§t thi¸t l  ph²p nh¥n thæng th÷íng trong c¡c tªp hñp sè); lóc

�â c¡i hñp th nh cõa x v  y, k½ hi»u l  x.y, �åc l  x nh¥n vîi y hay câ thº �åc l  t½ch cõa

x v  y. �º �ìn gi£n c¡ch vi¸t ng÷íi ta th÷íng vi¸t t½ch cõa x v  y b¬ng xy (bä d§u .).

1Joseph-Louis Lagrange (2511736− 1041813) l  mët nh  to¡n håc v  nh  thi¶n v«n ng÷íi Þ - Ph¡p.
Æng �¢ câ nhúng �âng gâp quan trång trong nhi·u l¾nh vüc cõa gi£i t½ch to¡n håc, lþ thuy¸t sè, cì håc
cê �iºn v  cì håc thi¶n thº.
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Ng÷íi ta cán dòng mët sè k½ hi»u kh¡c nh÷ x ◦ y, x ∗ y, x ⊥ y, x ∪ y, x ∩ y... �º ch¿ c¡i
hñp th nh cõa x v  y.

V½ dö 1.1.2.2. �º hiºu rã hìn �ành ngh¾a chóng ta còng xem x²t mët sè v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Trong tªp hñp N c¡c sè tü nhi¶n, ph²p cëng v  ph²p nh¥n (thæng th÷íng) hai sè

tü nhi¶n l  nhúng ph²p to¡n hai ngæi; c¡i hñp th nh cõa x, y ∈ N bði c¡c ph²p to¡n �â

k½ hi»u theo thù tü b¬ng x+ y, xy.

2/ Ph²p mô ho¡ xy khæng ph£i l  ph²p to¡n hai ngæi trong N v¼ 00 l  khæng x¡c �ành,

nh÷ng n¸u ta l§y N∗ = N− {0} th¼ ph²p mô ho¡ l  mët ph²p to¡n hai ngæi trong N∗.
3/ Ph²p trø khæng ph£i l  ph²p to¡n trong N, v¼ t÷ìng ùng (a; b) 7→ a− b khæng x¡c

�ành mët ¡nh x¤ tø N×N �¸n N, ch¯ng h¤n (1, 2) t÷ìng ùng vîi −1 /∈ N. Tuy nhi¶n ph²p

trø l¤i l  ph²p to¡n trong Z.
Cõng nh÷ vªy, ph²p chia cho mët sè kh¡c khæng khæng ph£i l  mët ph²p to¡n trong

N, trong Z, nh÷ng l¤i l  ph²p to¡n trong R.
4/ Trong tªp hñp R+ c¡c sè thüc khæng ¥m, t÷ìng ùng ∀a, b ∈ R+ : (a, b) 7→

√
ab x¡c

�ành mët ph²p to¡n. �º d¹ d ng ch¿ ra �i·u n y, ta gåi t÷ìng ùng tr¶n l  f v  ta c¦n �i

chùng tä r¬ng f l  mët ¡nh x¤ �i tø R+ × R+ �¸n R+.

Vîi (a; b) ∈ R+ × R+, (a′; b′) ∈ R+ × R+, gi£ sû (a, b) = (a′, b′). Khi �â a = a′, b = b′

n¶n f
(
(a, b)

)
=
√
ab =

√
a′b′ = f

(
(a′, b′)

)
, do vªy f l  mët ¡nh x¤ �i tø R+×R+ �¸n R+.

Vªy t÷ìng ùng f x¡c �ành mët ph²p to¡n trong R+.

5/ Cho tªp X 6= ∅, gåi Hom(X,X) l  tªp c¡c ¡nh x¤ tø X l¶n ch½nh nâ. Khi �â ph²p

l§y t½ch hai ¡nh x¤ l  mët ph²p to¡n trong Hom(X,X):

Hom(X,X)× Hom(X,X) −→ Hom(X,X)

(f, g) 7−→ g ◦ f

1.1.3 Nhúng t½nh ch§t th÷íng g°p cõa mët ph²p to¡n

Cho X l  mët tªp hñp trong �â x¡c �ành ph²p to¡n T . Ph²p to¡n T câ thº tho£ m¢n c¡c

t½nh ch§t k¸t hñp, t½nh ch§t giao ho¡n ho°c t½nh ch§t ph¥n phèi cõa mët ph²p to¡n �èi

vîi mët ph²p to¡n kh¡c.

�ành ngh¾a 1.1.3.1 (T½nh ch§t k¸t hñp). Ph²p to¡n T gåi l  câ t½nh ch§t k¸t hñp n¸u

v  ch¿ n¸u

(xTy)Tz = xT (yTz)

vîi måi x, y, z ∈ X.

V½ dö 1.1.3.2. Ta v¨n x²t V½ dö 1.1.2.2. th¼ c¡c ph²p to¡n n¶u trong möc 1, 5 câ t½nh

ch§t k¸t hñp, ph²p mô ho¡ n¶u ð möc 2 khæng câ t½nh ch§t k¸t hñp. Ch¯ng h¤n, �èi vîi
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3 ph¦n tû 2, 3, 4 ta câ

(2T3)T4 = (23)
4
= 212 v  2T (3T4) = 23

4

= 281

do �â ph²p to¡n mô ho¡ khæng câ t½nh ch§t k¸t hñp.

C¡c ph²p to¡n n¶u ð möc 3 v  möc 4 công khæng câ t½nh ch§t k¸t hñp.

�ành ngh¾a 1.1.3.3 (T½nh ch§t giao ho¡n). Ph²p to¡n T gåi l  câ t½nh ch§t giao ho¡n

n¸u v  ch¿ n¸u xTy = yTx vîi måi x, y ∈ X.

V½ dö 1.1.3.4. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ C¡c ph²p to¡n cëng, nh¥n (thæng th÷íng) tr¶n c¡c tªp hñp sè m  nâ x¡c �ành câ

t½nh ch§t giao ho¡n, nh÷ng ph²p trø, ph²p chia khæng câ t½nh ch§t giao ho¡n.

2/ Cho P(X) l  tªp hñp c¡c tªp con cõa mët tªp hñp X. Ph²p l§y hñp v  giao hai tªp

hñp trong tªp P(X) câ t½nh ch§t giao ho¡n.

3/ Trong N∗, ph²p l§y UCLN v  BCNN l  c¡c ph²p to¡n câ t½nh ch§t giao ho¡n, nh÷ng

ph²p to¡n (a, b) 7→ ab khæng câ t½nh ch§t giao ho¡n v¼ ab 6= ba.

4/ Ph²p l§y t½ch ¡nh x¤ trong Hom(X,X) khæng câ t½nh ch§t giao ho¡n v¼ nâi chung

vîi f, g ∈ Hom(X,X) : f ◦ g 6= g ◦ f .

�ành ngh¾a 1.1.3.5 (T½nh ph¥n phèi cõa mët ph²p to¡n �èi vîi mët ph²p to¡n kh¡c).
Gi£ sû trong tªp X ngo i ph²p to¡n T cán câ ph²p to¡n ∗ núa. Lóc �â, ph²p to¡n T gåi

l  ph¥n phèi tr¡i �èi vîi ph²p to¡n ∗ n¸u v  ch¿ n¸u:

xT (y ∗ z) = (xTy) ∗ (xTz)

vîi måi x, y, z ∈ X.

Ph²p to¡n T gåi l  ph¥n phèi ph£i �èi vîi ph²p to¡n ∗ n¸u v  ch¿ n¸u:

(y ∗ z)Tx = (yTx) ∗ (zTx)

vîi måi x, y, z ∈ X.

Ph²p to¡n T gåi l  ph¥n phèi �èi vîi ph²p to¡n ∗ n¸u v  ch¿ n¸u nâ vøa ph¥n phèi

tr¡i, vøa ph¥n phèi ph£i �èi vîi ph²p to¡n ∗.

V½ dö 1.1.3.6. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Trong c¡c tªp hñp sè ph²p nh¥n l  ph¥n phèi �èi vîi ph²p cëng v¼ ta câ:

a.(b+ c) = a.b+ a.c

(b+ c).a = b.a+ c.a
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vîi måi a, b, c ∈ N.
2/ Trong P(X) ph²p hñp l  ph¥n phèi �èi vîi ph²p giao v  ph²p giao l  ph¥n phèi �èi

vîi ph²p hñp v¼:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(B ∪ C) ∩ A = (B ∩ A) ∪ (C ∩ A)

v 

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(B ∩ C) ∪ A = (B ∪ A) ∩ (C ∪ A)

vîi måi tªp con A,B,C cõa X.

3/ Trong N∗ ph²p n¥ng l¶n luÿ thøa l  ph¥n phèi ph£i �èi vîi ph²p nh¥n. Thªt vªy

vîi måi p, q,m ∈ N ta câ:

(p.q)m = pm.qm

Tuy nhi¶n ph²p n¥ng l¶n luÿ thøa khæng ph¥n phèi tr¡i �èi vîi ph²p nh¥n v¼ ch¯ng

h¤n, ta câ 21.2 = 22 = 4 trong khi 21.22 = 8.

1.1.4 Nhúng ph¦n tû �°c bi»t cõa mët ph²p to¡n

Cho X l  mët tªp khæng réng, trong �â x¡c �ành mët ph²p to¡n T .

�ành ngh¾a 1.1.4.1 (Ph¦n tû trung lªp). Cho e l  mët ph¦n tû cõa X, e �÷ñc gåi l 

ph¦n tû trung lªp tr¡i �èi vîi ph²p to¡n T n¸u v  ch¿ n¸u eTx = x vîi måi x ∈ X.

e �÷ñc gåi l  ph¦n tû trung lªp ph£i �èi vîi ph²p to¡n T n¸u v  ch¿ n¸u xTe = x vîi

måi x ∈ X.

e �÷ñc gåi l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p to¡n T n¸u v  ch¿ n¸u e vøa l  ph¦n tû

trung lªp tr¡i vøa l  ph¦n tû trung lªp ph£i �èi vîi ph²p to¡n T ngh¾a l  n¸u v  ch¿ n¸u

xTe = eTx = x vîi måi x ∈ X.

V½ dö 1.1.4.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ D¹ th§y r¬ng trong tªp hñp sè tü nhi¶n N, sè 0 l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p

cëng, sè 1 l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p nh¥n.

2/ Trong tªp hñp P(X), ∅ l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p hñp, X l  ph¦n tû trung

lªp �èi vîi ph²p giao.

3/ Trong tªp hñp Hom(X,X), ¡nh x¤ �çng nh§t 1X l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p

l§y t½ch hai ¡nh x¤.

4/ Trong N∗, 1 l  ph¦n tû trung lªp ph£i cõa ph²p n¥ng l¶n luÿ thøa v¼ ta câ: mT1 =

m1 = m vîi måi m ∈ N. Tuy nhi¶n 1 khæng ph£i l  ph¦n tû trung lªp tr¡i, v¼ 1Tm =

1m = 1 6= m vîi måi m 6= 1.
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Thæng th÷íng �èi vîi ph²p to¡n câ k½ hi»u theo lèi cëng th¼ ph¦n tû trung lªp �÷ñc

gåi l  ph¦n tû khæng, cán �èi vîi ph²p to¡n câ k½ hi»u theo lèi nh¥n th¼ ph¦n tû trung

lªp �÷ñc gåi l  ph¦n tû �ìn và.

�ành lþ 1.1.4.3. N¸u ph²p to¡n T trong tªp hñp X câ mët ph¦n tû trung lªp tr¡i e v 

mët ph¦n tû trung lªp ph£i e′ th¼ e = e′.

Chùng minh. e l  ph¦n tû trung lªp tr¡i n¶n eTe′ = e′, e′ l  ph¦n tû trung lªp ph£i n¶n

eTe′ = e. Tø �â suy ra e = e′.

Nhªn x²t:

Ph¦n tû trung lªp cõa mët ph²p to¡n (n¸u câ) l  duy nh§t.

�ành ngh¾a 1.1.4.4 (Ph¦n tû �èi xùng). Gi£ sû e l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p

to¡n T trong X v  x ∈ X. Khi �â Ph¦n tû x′ �÷ñc gåi l  �èi xùng tr¡i cõa x n¸u v 

ch¿ n¸u x′Tx = e.

Ph¦n tû x′ �÷ñc gåi l  �èi xùng ph£i cõa x n¸u v  ch¿ n¸u xTx′ = e.

Ph¦n tû x′ �÷ñc gåi l  �èi xùng cõa x n¸u v  ch¿ n¸u nâ vøa l  �èi xùng tr¡i, vøa l 

�èi xùng ph£i cõa x ngh¾a l  n¸u v  ch¿ n¸u xTx′ = x′Tx = e.

Nhªn x²t:

N¸u x′ l  ph¦n tû �èi xùng cõa x th¼ x cõng l  ph¦n tû �èi xùng cõa x′.

V½ dö 1.1.4.5. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y. 1/ Trong R, sè 0 l  ph¦n tû trung lªp

�èi vîi ph²p cëng, ph¦n tû �èi xùng cõa ph¦n tû x ∈ R l  −x.
Trong R∗, sè 1 l  ph¦n tû trung lªp �èi vîi ph²p nh¥n, ph¦n tû �èi xùng cõa x ∈ R∗

l 
1

x
.

2/ �èi vîi ph²p l§y t½ch c¡c ¡nh x¤ trong Hom(X,X), ¡nh x¤ �çng nh§t 1X l  ph¦n

tû trung lªp, n¸u f l  mët song ¡nh th¼ ph¦n tû �èi xùng cõa nâ ch½nh l  ¡nh x¤ ng÷ñc

f−1 v¼

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = 1X .

�ành ngh¾a 1.1.4.6 (Ph¦n tû kh£ nghàch). Cho x ∈ X, n¸u x câ ph¦n tû �èi xùng th¼

ta gåi x l  ph¦n tû kh£ nghàch.

�ành lþ 1.1.4.7. Gi£ sû ph²p to¡n T trong tªp X câ t½nh k¸t hñp v  câ ph¦n tû trung

lªp l  e. Khi �â:

(1) N¸u x ∈ R câ ph¦n tû �èi xùng tr¡i l  x′ v  câ ph¦n tû �èi xùng ph£i l  x′′ th¼

x′ = x′′.

(2)Vîi méi x ∈ R th¼ câ khæng qu¡ mët ph¦n tû �èi xùng.

(3) N¸u x, y kh£ nghàch v  x′, y′ l¦n l÷ñt l  ph¦n tû �èi xùng cõa x, y th¼ xTy cõng kh£

nghàch v  ph¦n tû �èi xùng cõa xTy l  y′Tx′.
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Chùng minh.

(1) Ta câ: x′ = x′Te = x′T (xTx′′) = (x′Tx)Tx′′ = eTx′′ = x′′, do �â x′ = x′′.

(2) Hiºn nhi¶n theo �ành ngh¾a.

(3) V¼ T câ t½nh ch§t k¸t hñp n¶n ta câ:

(xTy)T (y′Tx′) = xT
(
yT (y′Tx′)

)
= xT

(
(yTy′)Tx′

)
= xT (eTx′) = xTx′ = e

v 

(y′Tx′)T (xTy) = y′T
(
x′T (xTy)

)
= y′T

(
x′Tx)Ty

)
= y′T (eTy) = y′Ty = e

tø �â suy ra: xTy kh£ nghàch v  ph¦n tû �èi xùng cõa xTy l  y'Tx'.

�ành ngh¾a 1.1.4.8 (Ph¦n tû ch½nh quy (hay gi£n ÷îc �÷ñc)). Ph¦n tû x ∈ X gåi l 

ch½nh quy b¶n tr¡i n¸u v  ch¿ n¸u tø �¯ng thùc xTy = xTz suy ra �÷ñc y = z vîi måi

y, z ∈ X
Ph¦n tû x ∈ X gåi l  ch½nh quy b¶n ph£i n¸u v  ch¿ n¸u tø �¯ng thùc yTx = zTx suy

ra �÷ñc y = z vîi måi y, z ∈ X
Ph¦n tû x ∈ X gåi l  ch½nh quy n¸u v  ch¿ n¸u x l  ch½nh quy tr¡i v  ch½nh quy ph£i.

V½ dö 1.1.4.9. Trong N, sè 2 l  gi£n ÷îc �÷ñc �èi vîi ph²p cëng v¼

2 +m = 2 + n =⇒ m = n

m+ 2 = n+ 2 =⇒ m = n

vîi måi m,n ∈ N.
Têng qu¡t hìn, trong R måi sè �·u l  gi£n ÷îc �÷ñc �èi vîi ph²p cëng v  måi sè thüc

kh¡c 0 �·u l  gi£n ÷îc �÷ñc �èi vîi ph²p nh¥n.

1.1.5 Bë phªn ên �ành. Ph²p to¡n c£m sinh

�ành ngh¾a 1.1.5.1. Mët tªp con A cõa X �÷ñc gåi l  bë phªn ên �ành �èi vîi ph²p

to¡n T trong X n¸u v  ch¿ n¸u vîi måi x, y ∈ A, xTy ∈ A. Gi£ sû A l  mët bë phªn

ên �ành cõa X �èi vîi ph²p to¡n T , ta �i �ành ngh¾a mët ph²p to¡n mîi tr¶n A, k½ hi»u

l  ∗, nh÷ sau:

Vîi méi c°p (x, y) c¡c ph¦n tû cõa A: x ∗ y := xTy. Ph²p to¡n ∗ n y l  ph²p to¡n thu

hµp cõa T tr¶n A, hay cán gåi l  ph²p to¡n c£m sinh tr¶n A bði T

Ng÷íi ta th÷íng k½ hi»u ph²p to¡n c£m sinh bði T bði ch½nh T .
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V½ dö 1.1.5.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ �èi vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n trong R, N l  mët bë phªn ên �ành cõa R v¼ ta

bi¸t r¬ng têng t½ch hai sè tü nhi¶n luæn l  mët sè tü nhi¶n.

Công t÷ìng tü, tªp c¡c sè ch®n l  mët bë phªn ên �ành �èi vîi ph²p cëng v  nh¥n

trong N.
2/ Tªp c¡c sè tü nhi¶n l´ khæng ph£i l  mët bë phªn ên �ành cõa N �èi vîi ph²p cëng.

1.2 Nûa nhâm, và nhâm v  nhâm

1.2.1 �ành ngh¾a v  t½nh ch§t

�ành ngh¾a 1.2.1.1 (Nûa nhâm). Mët nûa nhâm l  mët c°p (X,T ) trong �â X l  mët

tªp khæng réng v  T l  mët ph²p to¡n hai ngæi tr¶n X câ t½nh ch§t k¸t hñp.

Nh÷ vªy n¸u (X,T ) l  mët nûa nhâm th¼

(xTy)Tz = xT (yTz)

vîi måi x, y, z ∈ X.

N¸u ph²p to¡n T �¢ rã r ng v  khæng sñ nh¦m l¨n th¼ ng÷íi ta công nâi X l  núa

nhâm.

�ành ngh¾a 1.2.1.2 (Và nhâm). Mët nûa nhâm câ ph¦n tû trung lªp th¼ ta gåi l  mët

và nhâm.

Mët nûa nhâm (và nhâm) m  ph²p to¡n câ t½nh ch§t giao ho¡n th¼ ta gåi l  mët nûa

nhâm (và nhâm) giao ho¡n.

V½ dö 1.2.1.3. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Tªp N còng vîi ph²p cëng thæng th÷íng l  mët và nhâm giao ho¡n, ph¦n tû trung

lªp l  sè 0; N công l  mët và nhâm giao ho¡n �èi vîi ph²p nh¥n thæng th÷íng, ph¦n tû

trung lªp l  sè 1.

2/
(
P(X),∪

)
l  mët và nhâm, ph¦n tû trung lªp l  ∅.

(
P(X),∩

)
l  mët và nhâm, ph¦n

tû trung lªp l  X.

3/ N∗ l  nûa nhâm giao ho¡n �èi vîi ph²p l§y ×CLN v  ph²p l§y BCNN. N∗ còng vîi

ph²p l§y BCNN l  mët và nhâm. Tuy nhi¶n N∗ khæng ph£i l  mët và nhâm �èi vîi ph²p

l§y ×CLN.

4/
(
Hom(X,X), .

)
l  mët và nhâm �èi vîi ph²p l§y t½ch ¡nh x¤, ph¦n tû trung lªp l 

¡nh x¤ �çng nh§t 1X .

�ành ngh¾a 1.2.1.4 (Nhâm). Mët và nhâm m  måi ph¦n tû cõa nâ �·u câ ph¦n tû �èi

xùng th¼ ta gåi l  mët nhâm.
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Nh÷ vªy, mët nhâm l  mët c°p (X, ◦) trong �â X l  mët tªp khæng réng, v  ◦ l  mët

ph²p to¡n tr¶n X thäa m¢n ba �i·u ki»n sau:

(1) Ph²p to¡n ◦ câ t½nh ch§t k¸t hñp: (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) vîi måi x, y, z ∈ X.

(2) Ph²p to¡n ◦ câ ph¦n tû trung lªp e: ∃e ∈ X, e ◦ x = x ◦ e = x vîi måi x ∈ X.

(3) Måi ph¦n tû x ∈ X �·u câ ph¦n tû �èi xùng: ∀x ∈ X, ∃x′ ∈ X, x ◦ x′ = x′ ◦ x = e.

Ta gåi nhâm X l  nhâm giao ho¡n n¸u ph²p to¡n trong X câ t½nh ch§t giao ho¡n.

Nhâm giao ho¡n cán �÷ñc gåi l  nhâm Aben.

Sau n y n¸u X l  mët nhâm �èi vîi ph²p cëng th¼ ta gåi t­t X l  nhâm cëng, n¸u X

l  mët nhâm �èi vîi ph²p nh¥n th¼ ta gåi t­t X l  nhâm nh¥n.

V½ dö 1.2.1.5. Ta xem x²t mët sè v½ dö cì b£n d÷îi �¥y.

1/ Tªp hñp sè nguy¶n Z còng vîi ph²p cëng thæng th÷íng l  mët nhâm Aben. Công

nh÷ vªy, tªp Q,R l  nhâm Aben �èi vâi ph²p to¡n cëng thæng th÷íng.

2/ Tªp hñp c¡c sè húu t¿ d÷ìng Q∗+ l  mët nhâm Aben �èi vîi ph²p nh¥n v¼: ph²p

nh¥n c¡c sè húu t¿ câ t½nh ch§t k¸t hñp, ph¦n tû trung lªp l  sè 1, ph¦n tû �èi xùng cõa

a ∈ Q∗+ l 
1

a
.

3/ Cho X 6= ∅, gåi S l  tªp hñp gçm c¡c song ¡nh tø X �¸n Y . Khi �â S còng vîi

ph²p l§y t½ch ¡nh x¤ l  mët nhâm v¼:

+ T½ch c¡c ¡nh x¤ câ t½nh k¸t hñp

+ ¡nh x¤ �çng nh§t 1X ∈ S thäa m¢n f ◦ 1X = 1X ◦ f = f vîi måi f ∈ S + Vîi

måi f ∈ S, f câ ¡nh x¤ ng÷ñc f−1 v  f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = 1X .

4/ Tªp N c¡c sè tü nhi¶n khæng lªp th nh mët nhâm �èi vîi ph²p cëng.

Nhªn x²t:

(1) Méi ph¦n tû cõa mët nhâm ch¿ câ mët ph¦n tû �èi xùng t÷ìng ùng duy nh§t.

(2) Trong tr÷íng hñp ph²p to¡n cõa nhâm k½ hi»u theo lèi nh¥n '.' th¼ ph¦n tû �èi

xùng cõa x ∈ X k½ hi»u l  x−1 v  gåi l  ph¦n tû nghàch �£o cõa x, tr÷íng hñp ph²p to¡n

k½ hi»u theo lèi cëng '+' th¼ ph¦n tû �èi xùng cõa x ∈ X k½ hi»u l  −x v  gåi l  ph¦n tû

�èi cõa x.

(3) Trong mët nhâm X gi£ sû ph²p to¡n vi¸t theo lèi nh¥n, khi �â vîi måi a, b, c ∈ X
�·u tçn t¤i x ∈ X �º cho ax = b (xa = b). Ta th§y ngay x = a′b (ba′) trong �â a′ l  ph¦n

tû �èi xùng cõa a. Ng÷íi ta công nâi trong mët nhâm X, ph÷ìng tr¼nh ax = b (xa = b)

vîi a, b ∈ X câ nghi»m.

�ành lþ 1.2.1.1. Gi£ sû X l  mët nhâm (vîi ph²p to¡n vi¸t theo lèi nh¥n). Khi �â vîi

måi a, b, c ∈ X, ac = bc k²o theo a = b v  ca = cb k²o theo a = b.

Chùng minh. B¤n �åc tü chùng minh.

�ành lþ 1.2.1.6. Gi£ sû X l  mët tªp khæng réng �÷ñc trang bà mët ph²p nh¥n k¸t hñp,
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sao cho vîi måi a, b ∈ X c¡c ph÷ìng tr¼nh ax = b v  ya = b �·u câ nghi»m x, y trong X.

Khi �â X l  mët nhâm.

Chùng minh. V¼ X 6= ∅ n¶n câ a ∈ X. Gåi x0 l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh ax = a.

Ta s³ chùng minh r¬ng bx0 = b vîi måi b ∈ X (tùc l  chùng minh x0 l  mët �ìn và ph£i

cõa X). Thªt vªy, gi£ sû y0 l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh ya = b. Ta câ

bx0 = (y0a)x0 = y0(ax0) = y0a = b

T÷ìng tü, n¸u x1 l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh xa = a th¼ x1 l  �ìn và tr¡i cõa X.

Ta câ

x0 = x1x0(v¼ x1 l  mët �ìn và tr¡i)

= x1(v¼ x0 l  mët �ìn và ph£i).

cho n¶n, ph¦n tû x0 ch½nh l  ph¦n tû �ìn và cõa X.

Vîi måi a ∈ X, gåi a′, a′′ l  c¡c ph¦n tû cõa X sao cho a′a = x0, aa
′′ = x0. C¡c ph¦n

tû n y tçn t¤i theo gi£ thi¸t cõa �ành lþ. Ta câ

a′ = a′x0 = a′(aa”) = (a′a)a” = x0a” = a”.

Nh÷ vªy vîi méi a ∈ X câ a′ ∈ X sao cho aa′ = a′a = x0

Tâm l¤i, X còng vîi ph²p to¡n tr¶n nâ l  mët nhâm.

�ành lþ 1.2.1.7. Cho X l  mët nhâm (ph²p to¡n vi¸t theo lèi nh¥n), khi �â vîi måi

a, b ∈ X ta câ

(ab)−1 = b−1a−1.

Chùng minh. B¤n �åc tü chùng minh

1.2.2 Nûa nhâm con, và nhâm con v  nhâm con

�ành ngh¾a 1.2.2.1 (Nûa nhâm con). Cho X l  mët nûa nhâm v  ◦ l  ph²p to¡n trong

X. Bë phªn A cõa X ên �ành �èi vîi ph²p to¡n ◦ s³ �÷ñc gåi l  mët nûa nhâm con cõa

X n¸u A còng vîi ph²p to¡n c£m sinh l  mët nûa nhâm.

Nhªn x²t:

(1) N¸u ph²p to¡n ◦ trong X l  k¸t hñp th¼ ph²p to¡n c£m sinh trong måi bë phªn ên

�ành A cõng câ t½nh k¸t hñp. Do �â �i·u ki»n �º mët bë phªn A cõa X l  nûa nhâm con

ch¿ l  A ên �ành (kh²p k½n) �èi vîi ph²p to¡n ◦.
Nh÷ vªy A ⊂ X l  nûa nhâm con cõa nûa nhâm X khi v  ch¿ khi x ◦ y ∈ A vîi måi

x, y ∈ A.
(2) N¸u X l  giao ho¡n th¼ núa nhâm con A công giao ho¡n.
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�ành ngh¾a 1.2.2.2 (Và nhâm con). Cho X l  mët và nhâm v  ◦ l  ph²p to¡n trong X.

Bë phªn A cõa X ên �ành �èi vîi ph²p to¡n ◦ s³ �÷ñc gåi l  mët và nhâm con cõa X n¸u

A còng vîi ph²p to¡n c£m sinh l  mët và nhâm.

V½ dö 1.2.2.3. Ta xem x²t mët sè v½ dö d÷îi �¥y.

1/ N¸u X l  mët nûa nhâm th¼ b£n th¥n X l  nûa nhâm con cõa ch½nh nâ. Núa nhâm

con n y �÷ñc gåi l  nûa nhâm con t¦m th÷íng. N¸u X l  mët và nhâm vîi ph¦n tû trung

lªp e th¼ {e}, X l  c¡c và nhâm con cõa X. C¡c và nhâm con n y �÷ñc gåi l  và nhâm con

t¦m th÷íng.

2/ �°t mN = {mn
∣∣n ∈ N}, khi �â mN l  mët và nhâm con cõa và nhâm cëng c¡c sè

tü nhi¶n N.
�º þ r¬ng N công l  mët và nhâm �èi vîi ph²p nh¥n , nh÷ng mN,m 6= 1 khæng ph£i

l  mët và nhâm con cõa N.
3/ Tªp con S c¡c song ¡nh tø X v o X l  mët và nhâm con cõa và nhâm Hom(X,X)

vîi ph²p l§y t½ch ¡nh x¤.

�ành ngh¾a 1.2.2.4 (Nhâm con). Cho X l  mët nhâm v  T l  ph²p to¡n trong X. Bë

phªn A cõa X ên �ành �èi vîi ph²p to¡n T trong X s³ �÷ñc gåi l  mët nhâm con cõa X

n¸u A còng vîi ph²p to¡n c£m sinh l  mët nhâm.

V½ dö 1.2.2.5. Ta xem x²t mët sè v½ dö d÷îi �¥y.

1/ N¸u X l  mët nhâm, e l  ph¦n tû trung lªp cõa nâ th¼ X v  e l  hai nhâm con cõa

X, chóng ta gåi l  hai nhâm con t¦m th÷íng.

2/ Ta th§y Q l  mët nhâm �èi vîi ph²p cëng v  Z l  mët nhâm con cõa nâ. Bë phªn

{−1, 1} tuy lªp th nh mët nhâm �èi vîi ph²p nh¥n, nh÷ng khæng ph£i l  mët nhâm con

cõa nhâm cëng c¡c sè nguy¶n Z.
3/ Bë phªn mZ =

{
mz
∣∣z ∈ Z

}
l  mët nhâm con cõa nhâm cëng c¡c sè nguy¶n Z.

4/ Tªp hñp c¡c sè thüc câ d¤ng a+ b
√
3, a, b ∈ Z còng vîi ph²p cëng l  mët nhâm con

cõa nhâm cëng c¡c sè thüc.

�ành lþ 1.2.2.6. Bë phªn ên �ành A cõa mët nhâm X l  mët nhâm con cõa X n¸u v 

ch¿ n¸u c¡c �i·u ki»n sau �¥y thäa m¢n:

(1) xy ∈ A vîi måi x, y ∈ A.
(2) e ∈ A, vîi e l  ph¦n tû trung lªp cõa X.

(3) x−1 ∈ A vîi måi x ∈ A.

Chùng minh. �i·u ki»n c¦n. Gi£ sû A l  nhâm con cõa X. Theo �ành ngh¾a nhâm con ta

câ ngay (1) Gåi e′ l  ph¦n tû trung lªp cõa nhâm A. Ta câ

e′x = x vîi måi x ∈ A.
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M°t kh¡c ta cõng câ

ex = x

v¼ e l  ph¦n tû trung lªp cõa X. Do �â

e′x = ex

hay

e′ = e

v¼ X câ luªt gi£n ÷îc. Vªy ta câ (2). Cuèi còng gåi x′ l  nghàch �£o cõa x trong nhâm

A. Ta câ

x′x = e = x−1x.

Thüc hi»n luªt gi£n ÷îc, ta �÷ñc x′ = x−1, nh÷ vªy ta �¢ chùng minh �÷ñc (3).

�i·u ki»n �õ. Hiºn nhi¶n.

M»nh �· 1.2.2.7. Gi£ sû A l  mët bë phªn kh¡c réng cõa mët nhâm X. Khi �â c¡c

�i·u ki»n sau t÷ìng �÷ìng:

(1) A l  mët nhâm con cõa X.

(2) Vîi måi x, y ∈ A, xy ∈ A v  x−1 ∈ A.
(3) Vîi måi x, y ∈ A, xy−1 ∈ A.

Chùng minh. Xin d nh cho b¤n �åc.

1.2.3 �çng c§u nûa nhâm, và nhâm v  nhâm

�ành ngh¾a 1.2.3.1. Mët �çng c§u nûa nhâm l  mët ¡nh x¤ f �i tø mët núa nhâm X

v o mët nûa nhâm Y sao cho:

f(ab) = f(a)f(b)

Công t÷ìng tü, ta câ c¡c �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 1.2.3.2. Mët �çng c§u và nhâm l  mët ¡nh x¤ f �i tø mët và nhâm X v o

mët và nhâm Y sao cho:

f(ab) = f(a)f(b)

�ành ngh¾a 1.2.3.3. Mët �çng c§u nhâm l  mët ¡nh x¤ f �i tø mët nhâm X v o mët

nhâm Y sao cho:

f(ab) = f(a)f(b)

N¸u X = Y th¼ �çng c§u nhâm f �÷ñc gåi l  tü �çng c§u nhâm cõa X.

Mët �çng c§u nhâm m  l  mët �ìn ¡nh th¼ gåi l  �ìn c§u nhâm, mët �çng c§u nhâm

m  l  to n ¡nh gåi l  to n c§u nhâm, mët �çng c§u nhâm m  l  song ¡nh th¼ gåi l  mët

�¯ng c§u nhâm, mët tü �çng c§u song ¡nh gåi l  tü �¯ng c§u.
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Nhªn x²t:

N¸u f : X −→ Y l  mët �¯ng c§u tø nhâm X �¸n nhâm Y th¼ ¡nh x¤ ng÷ñc công l 

mët �¯ng c§u.

Thªt vªy vîi måi y, y′ ∈ Y ta câ:

f(f−1(yy′)) = yy′

f(f−1(y)f−1(y′)) = f(f−1(y))f(f−1(y′)) = yy′,

do �â

f(f−1(yy′)) = f(f−1(y)f−1(y′))

nh÷ng f l  mët �ìn c§u n¶n

f−1(yy′) = f−1(y)f−1(y′),

ngh¾a l  f−1 l  mët �çng c§u nhâm v  do �â nâ cõng l  mët �¯ng c§u v¼ f−1 l  song ¡nh.

V½ dö 1.2.3.4. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Gi£ sû A l  mët nhâm con cõa mët nhâm X. Khi �â �ìn ¡nh

f : A −→ X

a 7−→ a

l  mët �ìn c§u gåi l  �ìn c§u ch½nh t­c.

2/ ¡nh x¤ �çng nh§t cõa mët nhâm X l  mët �¯ng c§u gåi l  tü �¯ng c§u �çng nh§t

cõa X.

3/ �°t R∗+ = R+ − {0}, khi �â R∗+ còng vîi ph²p nh¥n c¡c sè thüc thæng th÷íng l 

mët nhâm gåi l  nhâm nh¥n c¡c sè thüc d÷ìng. ¡nh x¤

log : R∗+ −→ R

x 7−→ logx

trong �â logx l  logarit cì sè 10 cõa x l  mët �çng c§u v¼ log(xy) = logx + logy. �çng

c§u n y cán l  mët song ¡nh n¶n l  mët �¯ng c§u.

4/ ¡nh x¤

f : R −→ R∗+

x 7−→ 10x

l  ¡nh x¤ ng÷ñc cõa ¡nh x¤ log, nâ công l  mët �¯ng c§u.
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1.2.4 Nûa nhâm, và nhâm v  nhâm s­p thù tü.

�ành ngh¾a 1.2.4.1. Nûa nhâm,và nhâm v  nhâm X l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  nûa nhâm,và

nhâm v  nhâm s­p thù tü n¸u X �÷ñc trang bà mët quan h» thù tü to n ph¦n ≥ thäa

m¢n:

(1) Vîi måi a, b, c ∈ X, quan h» a ≥ b k²o theo a+ c ≥ b+ c;

(2) C¡c quan h» a ≥ 0 v  b ≥ 0 k²o theo ab ≥ 0.

V½ dö 1.2.4.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Tªp N c¡c sè tü nhi¶n còng vîi ph²p cëng thæng th÷íng l  mët và nhâm s­p thù tü.

2/ Tªp Z c¡c sè nguy¶n còng vîi ph²p cëng thæng th÷íng l  mët nhâm, nâ l  mët

nhâm s­p thù tü vîi quan h» ≥ thæng th÷íng.

3/ Tªp R∗ = R − {0} còng vîi ph²p nh¥n thæng th÷íng công l  mët nhâm, d¹ th§y

r¬ng quan h» '≤' trong R∗ l  mët quan h» thù tü to n ph¦n câ hai t½nh ch§t nh÷ tr¶n.

Do vªy R∗ l  mët nhâm s­p thù tü.

1.3 V nh v  tr÷íng

Trong nhúng ph¦n tr÷îc chóng ta �¢ bi¸t núa nhâm, và nhâm, nhâm l  nhúng c§u tróc

�¤i sè trong �â câ mët ph²p to¡n. Trong ph¦n n y, chóng ta s³ x²t c¡c c§u tróc �¤i sè câ

hai ph²p to¡n �â l  v nh v  tr÷íng.

1.3.1 V nh

Cho X l  mët tªp hñp kh¡c réng tr¶n �â x¡c �ành hai ph²p to¡n, mët k½ hi»u theo lèi
′+′ (lèi cëng), mët k½ hi»u theo lèi ′.′ (lèi nh¥n). Ta câ c¡c �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 1.3.1.1 (V nh). Mët bë (X,+, .) �÷ñc gåi l  mët v nh n¸u c¡c �i·u ki»n

sau �÷ñc thäa m¢n:

(1) (X,+) l  mët nhâm giao ho¡n.

(2) (X, .) l  mët núa nhâm.

(3) Ph²p nh¥n ph¥n phèi �èi vîi ph²p cëng.

Nh÷ vªy, tªp hñp X 6= ∅ còng vîi hai ph²p to¡n + v  . l  mët v nh khi v  ch¿ khi c¡c

�i·u ki»n sau �¥y �÷ñc thäa m¢n vîi måi x, y, z ∈ X:

(1) Ph²p cëng câ t½nh ch§t k¸t hñp: (x+ y) + z = x+ (y + z).

(2) Ph²p cëng câ ph¦n tû trung lªp, k½ hi»u l  0: x+ 0 = 0 + x = x.

(3) Måi ph¦n tû thuëc X �·u câ ph¦n tû �èi xùng �èi vîi ph²p cëng; ph¦n tû �èi xùng

cõa x k½ hi»u l  −x: x+ (−x) = (−x) + x = 0.

(4) Ph²p cëng câ t½nh ch§t giao ho¡n: x+ y = y + x.
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(5) Ph²p nh¥n câ t½nh ch§t k¸t hñp: (xy)z = x(yz).

(6) Ph²p nh¥n ph¥n phèi �èi vîi ph²p cëng:

(x+ y)z = xy + yz

z(x+ y) = zx+ zy.

Khi hai ph²p to¡n �¢ rã r ng, ta nâi �ìn gi£n: X l  mët v nh.

�ành ngh¾a 1.3.1.2 (V nh giao ho¡n). V nh X �÷ñc gåi l  v nh giao ho¡n n¸u ph²p

nh¥n cõa nâ câ t½nh ch§t giao ho¡n. V nh X �÷ñc gåi l  câ �ìn và n¸u ph²p nh¥n cõa

nâ câ �ìn và, tùc l  câ ph¦n tû e ∈ X sao cho: ex = xe = x,∀x ∈ X, ph¦n tû �ìn và n y

th÷íng k½ hi»u l  1( n¸u khæng câ sü nh¦m l¨n vîi sè tü nhi¶n 1).

�÷ìng nhi¶n, ph¦n tû �ìn và cõa mët v nh n¸u tçn t¤i th¼ duy nh§t.

V½ dö 1.3.1.3. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Tªp hñp Z c¡c sè nguy¶n còng vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n thæng th÷íng l  mët

v nh giao ho¡n câ �ìn và v  �÷ñc gåi l  v nh c¡c sè nguy¶n. Ta công câ v nh c¡c sè húu

t¿, v nh c¡c sè thüc.

2/ Tªp hñp N vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n thæng th÷íng khæng ph£i l  mët v nh v¼

(N,+) khæng ph£i l  mët nhâm.

3/ Tªp hñp M c¡c ma trªn vuæng c§p hai(
a b

c d

)

vîi a, b, c, d ∈ R còng vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:(
a b

c d

)
+

(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

)
(
a b

c d

)
.

(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
l  mët v nh câ �ìn và. Ph¦n tû khæng cõa v nh n y l (

0 0

0 0

)
,

ph¦n tû �ìn và l  (
1 0

0 1

)
.
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1.3.2 Mi·n nguy¶n

Trong v nh c¡c sè nguy¶n Z n¸u ta câ �¯ng thùc ab = 0 vîi a 6= 0 th¼ luæn luæn ta câ:

b = 0. Tuy nhi¶n trong v nh M c¡c ma trªn vuæng c§p hai vîi c¡c ph¦n tû l  sè thüc,

th¼ �i·u n y khæng cán �óng núa. Thªt vªy, x²t hai ma trªn:(
1 1

1 1

)
,

(
1 1

−1 −1

)

Thüc hi»n ph²p nh¥n ta �÷ñc:(
1 1

1 1

)(
1 1

−1 −1

)
=

(
0 0

0 0

)
.

Ta th§y (
1 1

1 1

)
,

(
1 1

−1 −1

)
l  c¡c ph¦n tû kh¡c khæng m  t½ch l¤i b¬ng khæng. C¡c ph¦n tû n y l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l 

÷îc tr¡i v  ÷îc ph£i cõa khæng.

�ành ngh¾a 1.3.2.1. N¸u a 6= 0, b 6= 0 l  c¡c ph¦n tû cõa mët v nh X vîi t½ch ab = 0

th¼ a �÷ñc gåi l  mët ÷îc tr¡i cõa 0 v  b �÷ñc gåi l  mët ÷îc ph£i cõa 0. N¸u X giao

ho¡n, th¼ a, b �÷ñc gåi l  c¡c ÷îc cõa 0.

�ành ngh¾a 1.3.2.2 (Mi·n nguy¶n). Mët v nh giao ho¡n X câ �ìn và 1 6= 0 v  khæng

câ ÷îc cõa khæng �÷ñc gåi l  mët mi·n nguy¶n.

V½ dö 1.3.2.3. V nh c¡c sè nguy¶n Z l  mët v nh nguy¶n.

1.3.3 Tr÷íng

�ành ngh¾a 1.3.3.1 (Tr÷íng). Mët v nh giao ho¡n câ �ìn và l  1 6= 0, trong �â måi

ph¦n tû kh¡c khæng cõa nâ �·u câ mët nghàch �£o th¼ �÷ñc gåi l  mët tr÷íng. Nh÷

vªy tªp hñp X còng vîi hai ph²p to¡n cëng (+) v  nh¥n (·) �÷ñc gåi l  mët tr÷íng n¸u

v  ch¿ n¸u c¡c �i·u ki»n sau �¥y �÷ñc thäa m¢n:

(1) (X,+) l  mët nhâm giao ho¡n, cö thº l :

- Ph²p cëng câ t½nh ch§t k¸t hñp: (x+ y) + z = x+ (y + z) vîi måi x, y, z ∈ X.
- Ph²p cëng câ ph¦n tû trung lªp, tùc l  câ ph¦n tû 0 ∈ X sao cho:

x+ 0 = 0 + x = x vîi måi x ∈ X.

- Måi ph¦n tû x ∈ X �·u câ ph¦n tû �èi −x, tùc l : ∀x ∈ X, ∃−x ∈ X : x+(−x) = 0.

- Ph²p cëng câ t½nh ch§t giao ho¡n: x+ y = y + x vîi måi x, y ∈ X.
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(2) (X∗, ·) l  mët nhâm nh¥n giao ho¡n (X∗ = X − {0}). Cö thº l :

- Ph²p nh¥n câ t½nh ch§t k¸t hñp: (xy)z = x(yz) vîi måi x, y, z ∈ X∗.
- Ph²p nh¥n câ ph¦n tû trung lªp (th÷íng �÷ñc gåi l  ph¦n tû �ìn và), tùc l  câ

1 ∈ X∗ sao cho

1.x = x.1 = x vîi måi x ∈ X∗.

- Måi x ∈ X∗ �·u câ ph¦n tû nghàch �£o x−1, tùc l : ∀x ∈ X∗,∃x−1 : x.x−1 =

x−1.x = 1.

- Ph²p nh¥n câ t½nh ch§t giao ho¡n: xy = yx,∀x, y ∈ X∗.
(3) Ph²p nh¥n ph¥n phèi �èi vîi ph²p cëng, cö thº l : måi x, y, z ∈ X∗ ta câ

(x+ y)z = xz + yz, z(x+ y) = zx+ zy.

Nhªn x²t:

Méi tr÷íng �·u l  mët mi·n nguy¶n.

V½ dö 1.3.3.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Tªp hñp c¡c sè húu t¿ Q, tªp hñp c¡c sè thüc R l  mët tr÷íng �èi vîi ph²p cëng v 

ph²p nh¥n thæng th÷íng.

2/ V nh c¡c sè nguy¶n khæng ph£i l  mët tr÷íng, v¼ ngo i 1 v  -1, c¡c sè nguy¶n kh¡c

0 khæng câ nghàch �£o trong Z.

1.3.4 V nh v  tr÷íng con

�ành ngh¾a 1.3.4.1 (V nh con). Bë phªn A cõa mët v nh X, ên �ành �èi vîi ph²p cëng

v  ph²p nh¥n trong X �÷ñc gåi l  mët v nh con cõa X n¸u b£n th¥n A còng vîi hai ph²p

to¡n c£m sinh tr¶n A l  mët v nh.

V½ dö 1.3.4.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Cho X l  mët v nh, khi �â {0} v  X l  nhúng v nh con t¦m th÷íng cõa X.

2/ mZ =
{
mn
∣∣n ∈ Z

}
l  v nh con cõa v nh sè nguy¶n Z.

�ành ngh¾a 1.3.4.3 (Tr÷íng con). Bë phªn A cõa mët tr÷íng X, ên �ành �èi vîi ph²p

cëng v  ph²p nh¥n trong X �÷ñc gåi l  mët tr÷íng con cõa X n¸u b£n th¥n A còng vîi

hai ph²p to¡n c£m sinh tr¶n A l  mët tr÷íng.

V½ dö 1.3.4.4. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Cho X l  mët tr÷íng khi �â X ch½nh l  mët tr÷íng con cõa X. Tuy nhi¶n bë phªn

{0} khæng ph£i l  mët tr÷íng con cõa X, v¼ theo �ành ngh¾a mët tr÷íng ph£i câ ½t nh§t

hai ph¦n tû.

2/ Tªp hñp c¡c sè húu t¿ Q l  mët tr÷íng con cõa tr÷íng sè thüc R.
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1.3.5 �çng c§u v nh v  tr÷íng

�ành ngh¾a 1.3.5.1 (�çng c§u v nh). Mët �çng c§u v nh l  mët ¡nh x¤ f tø mët v nh

X �¸n mët v nh Y sao cho:

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(ab) = f(a)f(b)

vîi måi a, b ∈ X. N¸u X = Y th¼ �çng c§u f gåi l  mët tü �çng c§u cõa X.

Mët �çng c§u v nh m  l  mët �ìn ¡nh th¼ ta gåi l  mët �ìn c§u, mët �çng c§u to n

¡nh gåi l  mët to n c§u, mët �çng c§u song ¡nh gåi l  mët �¯ng c§u, mët tü �çng c§u

song ¡nh gåi l  mët tü �¯ng c§u.

V½ dö 1.3.5.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Cho X l  mët v nh, khi �â ¡nh x¤ �çng nh§t cõa X l  mët �çng c§u v nh

id : X −→ X

x 7−→ x

Ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc r¬ng id l  mët tü �¯ng c§u, tü �¯ng c§u n y �÷ñc gåi l  tü

�¯ng c§u �çng nh§t cõa X.

2/ Gi£ sû A l  mët v nh con cõa mët v nh X. Khi �â ¡nh x¤

f : X −→ X

a 7−→ a

l  mët �ìn c§u v nh. �ìn c§u n y �÷ñc gåi l  �ìn c§u ch½nh t­c.

3/ Gi£ sû X v  Y l  hai v nh, ¡nh x¤

f : X −→ Y

x 7−→ 0

vîi 0 l  ph¦n tû khæng cõa v nh Y , l  mët �çng c§u gåi �çng c§u khæng.

�ành ngh¾a 1.3.5.3 (�çng c§u tr÷íng). Mët �çng c§u tr÷íng l  mët ¡nh x¤ f tø mët

tr÷íng X �¸n mët tr÷íng Y sao cho:

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(ab) = f(a)f(b)

vîi måi a, b ∈ X.

�ành ngh¾a tü �çng c§u, �ìn c§u, to n c§u v  �¯ng c§u tr÷íng t÷ìng tü nh÷ �èi vîi

v nh.
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V½ dö 1.3.5.4. Ta xem x²t l¤i V½ dö 1.3.5.2, ta th§y r¬ng n¸u cho X, Y l  c¡c tr÷íng,

A l  tr÷íng con cõa X th¼ c¡c �çng c§u v nh s³ trð th nh c¡c �çng c§u tr÷íng.

�ành lþ 1.3.5.5. Gi£ sû f : X −→ Y l  mët �çng c§u tr÷íng kh¡c �çng c§u khæng, khi

�â: {
f(0) = 0

f(−x) = −f(x) vîi måi x ∈ X

v  {
f(1) = 1

f(x−1) = (f(x))−1 vîi måi x 6= 0, x ∈ X

Chùng minh. a/ Ta câ:

0 + f(x) = f(x) = f(x+ 0) = f(0) + f(x)

V¼ Y l  mët nhâm �èi vîi ph²p cëng, n¶n thüc hi»n luªt gi£n ÷îc ta �÷ñc f(0) = 0.

Ta câ

0 = f(0) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x)

do �â f(−x) l  ph¦n tû �èi cõa f(x), f(−x) = −f(x).
b/ V¼ f kh¡c �çng c§u khæng n¶n câ a ∈ X �º f(a) 6= 0. Ta câ

1.f(a) = f(a) = f(1.a) = f(1).f(a)

V¼ f(a) 6= 0 n¶n f(a) ∈ Y ∗, (Y ∗ = Y −{0}), m°t kh¡c Y ∗ l  mët nhâm nh¥n, do �â thüc

hi»n luªt gi£n ÷îc trong nhâm nh¥n Y ∗ ta �÷ñc f(1) = 1.

Ta câ

1 = f(1) = f(x.x−1) = f(x)f(x−1)

do �â f(x−1 l  ph¦n tû nghàch �£o cõa f(x), f(x−1) = (f(x))−1.

1.3.6 V nh v  tr÷íng s­p thù tü

�ành ngh¾a 1.3.6.1. Mët v nh (tr÷íng) X �÷ñc gåi l  v nh (tr÷íng) s­p thù tü n¸u

v nh (tr÷íng) X �÷ñc trang bà mët quan h» thù tü to n ph¦n thäa m¢n:

(1) Vîi måi a, b, c ∈ X, quan h» a ≥ b k²o theo a+ c ≥ b+ c;

(2) C¡c quan h» a ≥ 0 v  b ≥ 0 k²o theo ab ≥ 0.

V½ dö 1.3.6.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Ta c¡c sè nguy¶n Z vîi hai ph²p to¡n cëng v  nh¥n thæng th÷íng l  mët v nh.

Trong v nh Z quan h» '≤' l  mët quan h» thù tü to n ph¦n thäa m¢n hai t½nh ch§t tr¶n,

do �â Z l  mët v nh s­p thù tü.
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2/ R l  mët tr÷íng vîi hai ph²p to¡n l  cëng v  nh¥n thæng th÷íng. Trong R quan h»

'≤' công l  mët quan h» thù thü to n ph¦n thäa m¢n hai t½nh ch§t tr¶n, do �â R l  mët

tr÷íng s­p thù tü.

B i tªp

B i tªp 1.1. Gi£ sû X l  mët tªp câ hìn mët ph¦n tû. X²t t÷ìng ùng:

(x, y) 7−→ y vîi måi x, y ∈ X

a/ Chùng minh r¬ng ph²p t÷ìng ùng tr¶n l  mët ph²p to¡n trong X.

b/ Gi£ sû ph²p to¡n ð tr¶n �÷ñc k½ hi»u theo lèi '◦'. Chùng minh r¬ng ◦ câ t½nh ch§t

k¸t hñp.

c/ Ph²p to¡n ◦ câ t½nh ch§t giao ho¡n khæng? Câ ph¦n tû trung lªp khæng? d/

T÷ìng tü, ta �ành ngh¾a mët ph²p to¡n T trong X nh÷ sau:

xTy = x vîi måi x, y ∈ X.

Chùng minh r¬ng ph²p to¡n ◦ l  ph¥n phèi vîi ph²p to¡n T .

B i tªp 1.2. Trong N, ta x¡c �ành mët t÷ìng ùng T nh÷ sau:

T : N× N −→ N

(x, y) 7−→ x+ y+ | x− y |
2

a/ Chùng minh T l  mët ph²p to¡n trong N.
b/ Chùng minh r¬ng T câ t½nh ch§t giao ho¡n v  k¸t hñp.

c/ Ph²p to¡n T câ ph¦n tû trung lªp khæng ? T¼m n ∈ N sao cho n câ ph¦n tû �èi

xùng.

B i tªp 1.3. Trong N, ta x¡c �ành mët t÷ìng ùng T nh÷ sau:

T : N× N −→ N

(x, y) 7−→ x+ y− | x− y |
2

a/ Chùng minh T l  mët ph²p to¡n trong N.
b/ Chùng minh r¬ng T câ t½nh ch§t giao ho¡n v  k¸t hñp.

B i tªp 1.4. Gi£ sû p, q, r l  c¡c sè thüc, tr¶n tªp hñp c¡c sè thüc R x²t ph²p to¡n T

x¡c �ành bði:

aTb = pa+ qb+ r;∀a, b ∈ R

a/ Vîi �i·u ki»n n o cõa p, q, r th¼ T câ:

- t½nh ch§t giao ho¡n ?
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- t½nh ch§t k¸t hñp ?

- t½nh ch§t giao ho¡n v  k¸t hñp ?

b/ Vîi �i·u ki»n n o cõa p, q, r th¼ mët ph¦n tû x ∈ R câ �èi xùng tr¡i, �èi xùng ph£i,

l  ch½nh quy tr¡i, ch½nh quy ph£i ?

B i tªp 1.5. Trong tªp hñp sè thüc khæng ¥m R+, x²t ph²p to¡n T :

(a, b) 7→
√
ab;∀a, b ∈ R+

a/ Ph²p to¡n T câ t½nh ch§t g¼ ? (giao ho¡n, k¸t hñp).

b/ Ph²p to¡n T câ ph¦n tû trung lªp khæng ? C¡c ph¦n tû câ l  ch½nh quy khæng ?

B i tªp 1.6. Ta gåi mët b£ng (
a b

c d

)
vîi a, b, c, d ∈ R l  mët ma trªn vuæng c§p hai tr¶n R. Trong tªp hñp M c¡c ma trªn

vuæng c§p hai tr¶n R, ta �ành ngh¾a ph²p nh¥n hai ma trªn nh÷ sau:(
a b

c d

)
.

(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)

a/ Ph²p nh¥n ma trªn câ t½nh ch§t giao ho¡n, k¸t hñp khæng?

b/ Chùng minh r¬ng ma trªn (
1 0

0 1

)
l  ph¦n tû �ìn và �èi vîi ph²p nh¥n ma trªn.

c/ T¼m �i·u ki»n cõa a, b, c, d �º ma trªn(
a b

c d

)

câ ph¦n tû �èi xùng.

B i tªp 1.7. Cho X l  mët và nhâm cëng giao ho¡n. Chùng minh r¬ng tªp hñp X2 =

X ×X còng vîi ph²p to¡n �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

cõng l  mët và nhâm giao ho¡n.

B i tªp 1.8. C¡c tªp hñp d÷îi �¥y còng vîi ph²p to¡n x¡c �ành tr¶n c¡c tªp hñp §y câ

lªp th nh nhâm hay khæng?

a/ Tªp hñp c¡c sè nguy¶n vîi ph²p cëng.

b/ Tªp hñp sè húu t¿ vîi ph²p nh¥n.

c/ Tªp hñp M =
{
− 1; 1

}
vîi ph²p nh¥n.

d/ Tªp hñp sè húu t¿ kh¡c khæng �èi vîi ph²p chia thæng th÷íng.
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e/ Tªp hñp sè nguy¶n vîi ph²p trø.

f/ Tªp hñp c¡c sè húu t¿ câ d¤ng 2n, n ∈ Z vîi ph²p nh¥n.

g/ Tªp hñp c¡c sè thüc vîi ph²p cëng.

B i tªp 1.9. Chùng minh r¬ng c¡c tªp hñp sau �¥y vîi ph²p to¡n �÷ñc ch¿ ra lªp th nh

mët nhâm.

a/ Tªp hñp c¡c sè thüc câ d¤ng a+ b
√
5, a, b ∈ Z vîi ph²p cëng.

b/ Tªp hñp c¡c sè thüc câ d¤ng a+ b
√
5, a, b ∈ Q, a2 + b2 6= 0 vîi ph²p nh¥n.

B i tªp 1.10. a/ Cho m l  mët sè tü nhi¶n kh¡c khæng. Chùng tä r¬ng mN =
{
mn
∣∣n ∈

N
}
l  và nhâm con cõa và nhâm cëng N.
b/ Cho m l  mët sè tü nhi¶n lîn hìn 1. Chùng tä r¬ng M =

{
mk
∣∣k ∈ N

}
l  và nhâm

con cõa và nhâm nh¥n N.
B i tªp 1.11. Cho X l  mët núa nhâm. Vîi méi a ∈ X k½ hi»u:

aX =
{
ax
∣∣x ∈ X}

Xa =
{
xa
∣∣x ∈ X}

Chùng ming r¬ng X l  mët nhâm khi v  ch¿ khi vîi måi a ∈ X, ta câ aX = Xa = X.

B i tªp 1.12. Cho X l  mët nhâm vîi �ìn và e. Chùng minh r¬ng n¸u ∀a ∈ X, a2 = e

th¼ X l  nhâm Aben.

B i tªp 1.13. Gi£ sû ϕ : G −→ G′ l  mët �çng c§u nhâm. Chùng minh r¬ng:

a/ ϕ chuyºn ph¦n tû trung lªp cõa G th nh ph¦n tû trung lªp cõa G′ tùc l : ϕ(e) = e′.

b/ ϕ chuyºn nghàch �£o cõa ph¦n tû x ∈ G th nh ph¦n tû nghàch �£o cõa ϕ(x) ∈ G′

tùc l : ϕ(x−1) = (ϕ(x))−1.

B i tªp 1.14. Gi£ sû ϕ : G −→ G′ l  mët �çng c§u nhâm. Ta �ành ngh¾a:

Kerϕ :=
{
x ∈ G

∣∣ϕ(x) = e′
}

Imϕ :=
{
ϕ(x)

∣∣x ∈ G} = ϕ(G)

trong �â e′ l  ph¦n tû trung lªp cõa G′. Chùng minh:

a/ �çng c§u ϕ : G −→ G′ l  mët to n c§u n¸u v  ch¿ n¸u Imϕ = G′.

b/ �çng c§u ϕ l  mët �ìn c§u n¸u v  ch¿ n¸u Kerϕ = e, trong �â e l  ph¦n tû trung

lªp cõa G.

B i tªp 1.15. Cho X l  mët nhâm giao ho¡n. Chùng minh r¬ng ¡nh x¤

ϕ :X −→ X

a 7−→ ak = a.a...a︸ ︷︷ ︸
k l¦n
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vîi k l  mët sè nguy¶n cho tr÷îc, l  mët �çng c§u. X¡c �ành Kerϕ.

B i tªp 1.16. Cho X l  mët nhâm v  cho ¡nh x¤:

ϕ :X −→ X

a 7−→ a−1.

Chùng minh r¬ng ϕ l  mët tü �¯ng c§u cõa nhâm X khi v  ch¿ khi X l  mët nhâm Aben.

B i tªp 1.17. Gi£ sû X,G1, G2 l  nhúng nhâm, v  f : X −→ G1, g : X −→ G2 l  nhúng

¡nh x¤. X²t ¡nh x¤:

h :X −→ G1 ×G2

x 7−→ h(x) = (f(x), g(x)).

Chùng minh r¬ng h l  mët �çng c§u khi v  ch¿ khi f v  g l  nhúng �çng c§u.

B i tªp 1.18. X²t xem c¡c tªp hñp sau �¥y vîi c¡c ph²p to¡n x¡c �ành tr¶n chóng câ

ph£i l  mët v nh? mët tr÷íng?

a/ Tªp c¡c sè nguy¶n vîi hai ph²p cëng v  nh¥n thæng th÷íng.

b/ Tªp hñp c¡c sè ch®n vîi hai ph²p cëng v  nh¥n thæng th÷íng.

c/ Tªp hñp c¡c �a thùc mët ©n x vîi h» sè nguy¶n �èi vîi ph²p cëng v  nh¥n �a thùc.

d/ Tªp hñp c¡c �a thùc mët ©n x vîi h» sè thüc �èi vîi ph²p cëng v  nh¥n �a thùc.

B i tªp 1.19. a/ Chùng minh r¬ng tªp hñp c¡c sè thüc d¤ng a+ b
√
2(a, b ∈ Z) vîi ph²p

cëng v  nh¥n thæng th÷íng l  mët v nh giao ho¡n câ �ìn và.

b/ Chùng minh r¬ng tªp hñp c¡c sè thüc d¤ng a + b
√
2(a, b ∈ Q) vîi ph²p cëng v 

nh¥n thæng th÷íng l  mët tr÷íng.

B i tªp 1.20. Chùng minh tªp hñp X = Z× Z còng vîi hai ph²p to¡n

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2)

l  mët v nh giao ho¡n câ �ìn và. H¢y t¼m t§t c£ c¡c ÷îc cõa khæng cõa v nh n y.

B i tªp 1.21. Cho X l  mët v nh. Chùng minh r¬ng vîi måi x, y, z ∈ X ta câ

a/ x(y − z) = xy − xz, (y − z)x = yx− zx.
b/ 0x = x0 = 0.

c/ x(-y)=(-x)y=-xy,(-x)(-y)=xy.

B i tªp 1.22. Gi£ sû A l  mët bë phªn kh¡c réng cõa mët v nh X. Chùng minh r¬ng

c¡c �i·u ki»n sau t÷ìng �÷ìng

a/ A l  mët v nh con cõa X

b/ Vîi måi x, y ∈ A, x+ y ∈ A, xy ∈ A,−x ∈ A
c/ Vîi måi x, y ∈ A, x− y ∈ A, xy ∈ A
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B i tªp 1.23. Gi£ sû A l  mët bë phªn câ nhi·u hìn mët ph¦n tû cõa mët tr÷íng X.

Chùng minh r¬ng c¡c �i·u ki»n sau �¥y t÷ìng �÷ìng

a/ A l  mët tr÷íng con cõa X

b/ Vîi måi x, y ∈ A, x+ y ∈ A, xy ∈ A,−x ∈ A, x−1 ∈ A n¸u x 6= 0

c/ Vîi måi x, y ∈ A, x− y ∈ A, xy−1 ∈ A n¸u y 6= 0

B i tªp 1.24. Gi£ sû trong tªp X câ hai ph²p to¡n cëng v  nh¥n thäa m¢n:

a/ X còng vîi ph²p cëng l  mët nhâm

b/ X còng vîi ph²p nh¥n l  mët và nhâm

c/ Ph²p nh¥n ph¥n phèi �èi vîi ph²p cëng

Chùng minh r¬ng X l  mët v nh.

B i tªp 1.25. Chùng minh r¬ng bë phªn

A =
{
a+ b

3
√
2 + c

3
√
4
∣∣ a, b, c ∈ Q

}
l  mët tr÷íng con cõa tr÷íng sè thüc R.
B i tªp 1.26. Gi£ sû X l  mët v nh câ t½nh ch§t x2 = x vîi måi x ∈ X. Chùng minh

r¬ng

a/ x = −x vîi måi x ∈ X
b/ X l  v nh giao ho¡n

c/ N¸u X l  v nh khæng câ ÷îc cõa khæng, câ nhi·u hìn mët ph¦n tû th¼ X l  mët

mi·n nguy¶n.

B i tªp 1.27. Chùng minh r¬ng måi �çng c§u tr÷íng f : X −→ Y kh¡c �çng c§u khæng

�·u l  �ìn c§u.

B i tªp 1.28. X²t ¡nh x¤

f : Z −→ Z× Z

a 7−→ f(a) = (a, 0)

vîi Z× Z l  v nh x²t ð B i tªp 1.20.
a/ Chùng minh f l  mët �çng c§u v nh.

b/ Chùng minh f l  mët �ìn c§u, f câ ph£i l  to n c§u khæng?

B i tªp 1.29. Gi£ sû f : X −→ X l  mët tü �çng c§u cõa v nh X. Chùng minh r¬ng

tªp hñp A =
{
x ∈ X

∣∣f(x) = x
}
l  mët v nh con cõa X.

B i tªp 1.30. Gi£ sû A l  mët v nh, B l  mët tªp hñp vîi hai ph²p to¡n cëng v  nh¥n,

f : A −→ B l  mët song ¡nh thäa m¢n

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(ab) = f(a)f(b)

vîi måi a, b ∈ A. Chùng minh:

a/ B l  mët v nh.
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b/ N¸u A l  mët v nh giao ho¡n th¼ B công l  v nh giao ho¡n.

c/ N¸u A l  v nh câ �ìn và th¼ B công l  v nh câ �ìn và.

d/ N¸u A l  mi·n nguy¶n th¼ B công l  mi·n nguy¶n.

B i tªp 1.31. Gi£ sû f : Q −→ Q l  mët tü �çng c§u cõa tr÷íng sè húu t¿. Chùng minh

r¬ng f l  �çng c§u khæng ho°c �çng c§u �çng nh§t.

B i tªp 1.32. Cho d = 7 ho°c = 11. Chùng minh r¬ng:

a/ Bë phªn

Q(
√
d) =

{
a+ b

√
d
∣∣ a, b ∈ Q

}
l  mët tr÷íng con cõa tr÷íng sè thüc R.

b/ C¡c tr÷íng Q(
√
11) v  Q(

√
7) khæng �¯ng c§u vîi nhau.
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Ch÷ìng 2

Sè tü nhi¶n

2.1 Giîi thi»u v· làch sû sè tü nhi¶n

2.1.1 Sü h¼nh th nh kh¡i ni»m sè ð ng÷íi nguy¶n thõy

Ho¤t �ëng làch sû chùng tä r¬ng trong sü ph¡t triºn cõa x¢ hëi �¢ câ thíi k¼ con ng÷íi

ch÷a câ mët kh¡i ni»m g¼ v· con sè, v  công ch÷a câ kh¡i ni»m v· c¡c ph²p to¡n so s¡nh

tªp hñp, �¸m c¡c ph¦n tû cõa tªp hñp.

Tr÷îc khi ra �íi mët thù ngæn ngú �º giao l÷u, ng÷íi nguy¶n thu� câ thº ph¥n bi»t

giúa mët c¥y v  mët røng c¥y, giúa mët con châ v  mët b¦y châ,. .. ngh¾a l  ph¥n bi»t

giúa ½t v  nhi·u. �i·u n y �¢ h¼nh th nh r§tt sîm, công nh÷ kh¡i ni»m v· c°p, v½ dö mët

c°p chim, mët c°p c¡nh, mët �æi m­t, hai b n tay,...

X¢ hëi lo i ng÷íi ph¡t triºn, ng÷íi ta sèng th nh bë l¤c ng y c ng �æng hìn v  vi»c

s«n b­n ng y c ng câ tê chùc. Khi �i s«n, muèn kiºm tra �ç dòng câ �õ hay khæng, ng÷íi

ta ph¥n ph¡t �¡ n²m, cung t¶n cho tøng ng÷íi. S«n b­n xong, ng÷íi ta l¤i ph¥n ph¡t

thó vªt, chim muæng cho nhau. Nh÷ vªy con ng÷íi �¢ bi¸t thüc hi»n mët ph²p t½nh �ìn

gi£n nh§t l  thi¸t lªp sü t÷ìng ùng mët �êi mët giúa c¡c ph¦n tû cõa hai tªp hñp. M°c

d¦u ng y nay �º biºu thà nhúng sü ki»n n y ta sû döng sè, nh÷ng v· nguy¶n t­c, câ thº

so s¡nh c¡c tªp hñp m  khæng c¦n dòng �¸n sè. Nanxen, mët nh  b¡c håc ng÷íi Na Uy

sèng nhi·u n«m vîi ng÷íi �kimæ, ph¡t hi»n r¬ng hå khæng câ nhúng con sè qu¡ 5, nh÷ng

hå câ thº so s¡nh �÷ñc c¡c tªp hñp �èi t÷ñng m  sè l÷ñng v÷ñt qu¡ 5.

Ph²p t÷ìng ùng mët �èi mët �÷ñc l°p �i l°p l¤i nhiºu l¦n, �â l  giai �o¤n �¦u cõa

ph²p �¸m. L¥u d¦n con ng÷íi nhªn ra câ mët c¡i g¼ chung cho nhúng tªp hñp nh÷ vªy,

v  t§t nhi¶n �÷a �¸n ché ph£i �°t t¶n cho c¡i g¼ chung §y. Th¸ l  con ng÷íi �¢ b­t �¦u

bi¸t �¸m.

Ban �¦u con ng÷íi ch¿ �¸m �÷ñc nhúng tªp hñp ½t ph§n tû. Nhi·u bë l¤c ch¿ �¸m �÷ñc

"mët" v  "hai", cán ba trð l¶n th¼ gåi l  "nhi·u". �i·u n y cán �º l¤i d§u v¸t trong ngæn

ngú ng y nay, ch¯ng h¤n, trong ti¸ng Ph¡p, chú "tr±s" (l  r§t, l  nhi·u) ¥m thanh r§t



g¦u chú "trois" (l  ba), trong ti¸ng Anh, chú "thrice" câ ngh¾a l  ba l¦n hay nhi·u l¦n,

l  bi¸n �êi cõa chú "three" l  ba. Trong ti¸ng Nga câ nhi·u th nh ngú m  chú "b£y" câ

ngh¾a l  nhi·u, v½ dö c¥u töc ngú Nga "khæng �ñi ai qu¡ b£y l¦n". Trong ti¸ng Vi»t công

câ nhúng th nh ngú m  chú "ba", "n«m", "b£y" câ ngh¾a l  "nhi·u", v½ dö: qu¡ rçi ba

bªn, n«m l¦n b£y l÷ñt.

�º �¸m, ng÷íi ta th÷íng chån mët tªp hñp �èi t÷ñng x¡c �ành n o �â �º biºu thà con

sè. Ng÷íi ta th÷íng chån säi, �¡, que, th­t nót d¥y (k¸t th¬ng), ngân tay, ngân ch¥n, ..

�i·u n y cán �º l¤ d§u v¸t trong danh tø ch¿ sü t½nh to¡n. V½ dö ti¸ng La tinh gåi t½nh

to¡n l  "calculus" ngh¾a l  �¸m b¬ng �¡. Do chån c¡c bë ph¥n th¥n thº �º biºu thà con

sè n¶n c¡c h» thèng �¸m tü nhi¶n v  phê bi¸n cõa nhi·u d¥n tëc l  ph²p �¸m ùng vîi c¡c

ngân tay cõa mët b n tay (nhâm 5 ph¦n tû l¤i vîi nhau) ho°c ùng vîi c¡c ngân tay cõa

hai b n tay (nhâm 10 ph¦n tû l¤i vîi nhau) ho°c ùng vîi c¡c ngân tay v  c¡c ngân ch¥n

(nhâm 20 ph¦n tû l¤i vîi nhau).

2.1.2 C¡c giai �o¤n h¼nh th nh sè tü nhi¶n

Nhí k¸t qu£ cõa mët qu¡ tr¼nh ph¡t triºn l¥u d i cõa làch sû, kh¡i ni»m sè �¢ �i tø

nhúng vªt cö thº chuyºn qua con sè. D¢y sè tü nhi¶n �¢ bi¸t v  d¦n d¦n �÷ñc k²o d i ra.

Kh¡i ni»m trøu t÷ñng v· sè, xem nh÷ l  t½nh ch§t chung cõa måi tªp hñp �èi t÷ñng húu

h¤n t÷ìng �÷ìng �÷ñc cõng cè d¦n qua ngæn ngú, tr÷îc h¸t b¬ng líi, sau b¬ng nhúng

d§u hi»u, tùc l  chú sè. Nhªn thùc �÷ñc r¬ng d¢y sè tü nhi¶n k²o d i væ h¤n l  d§u hi»u

cõa mët b÷îc ti¸n kh¡ d i v· v«n hâa v  ki¸n thùc to¡n håc.

Làch sû h¼nh th nh kh¡i ni»m sè tü nhi¶n câ thº chia th nh bèn giai �o¤n lîn, t÷ìng

ùng vîi bèn giai �o¤n li¶n ti¸p cõa sü ph¡t triºn k¾ thuªt �¸m.

Giai �o¤n �¦u l  vi»c thi¸t lªp sü t÷ìng �÷ìng cõa c¡c tªp hñp vªt thº kh¡c nhau.

Trong giai �o¤n n y t½nh ch§t chung cõa c¡c tªp hñp t÷ìng �÷ìng �÷ñc ph£n ¡nh �©y dõ

b¬ng ch½nh b£n ch§t cö thº cõa c¡c �èi t÷ñng �em so s¡nh. Con sè câ t½nh ch§t vªt l½,

con ng÷íi nhªn thùc �÷ñc mët c¡ch trüc gi¡c.

Giai �o¤n thù hai, t½nh �¸m �÷ñc cõa mët tªp hñp x¡c �ành n o �â �÷ñc biºu thà qua

c¡c y¸u tè t÷ìng �÷ìng cõa mët tªp hñp kh¡c. Trong giai �o¤n n y, nhúng t½nh ch§t

chung cõa c¡c tªp hñp t÷ìng �÷ìng �¢ b­t �¦u �÷ñc quan ni»m l  mët c¡i g¼ kh¡c vîi

b£n ch©t cö thº cõa tøng tªp hñp. Ng÷íi ta th÷íng gåi t¶n con sè qua t»n vªt cö thº

kh£c. V½ dö "mët" gåi l  "m°t tríi", "hai" gåi l  "c¡nh chim", "bèn" gåi l  "ch¥n châ",

"n«m" gåi l  "b n tay"...

Giai �o¤n thù ba khi ng÷íi ta �¢ chån �÷ñc mët tªp hñp x¡c �ành l m tªp hñp m¨u

müc v· sè l÷ñng (Säi, �¡, que, c¡c bë phªn th¥n thº,...) th¼ t½nh ch§t chung cõa c¡c tªp

hñp t÷ìng �÷ìng �÷ñc ph¥n bi»t rã r»t vîi tªp hñp c¦n �¸m.

32



Giai �o¤n thù t÷, t½nh ch§t chung cõa måi tªp hñp t÷ìng �÷ìng �÷ñc t¡ch khäi måi

tªp hñp �èi t÷ñng cö thº v  xu§t hi»n d÷îi d¤ng thu¦n tuþ to¡n håc, �â l  kh¡i ni»m

trøu t÷ñng v· sè tü nhi¶n.

Trong vi»c h¼nh th nh kh¡i ni»m sè tü nhi¶n, sè 1 v  2 �÷ñc bi¸t kh¡ sîm, tr÷îc c¡c

sè kh¡c, c¦n ph£i �÷ñc t¡ch ra trong qu¡ tr¼nh ph¥n t½ch c¡c sè tü nhi¶n.

Ng y nay, khi �¸m, ta lªp sü t÷ìng ùng cõa méi �èi t÷ñng vîi mët sè cõa d¢y sè tü

nhi¶n, l§y sè tü nhi»n l m chu©n, kh¡i ni»m sè tü nhi»n �÷ñc �ành ngh¾a mët c¡ch ch°t

ch³ v  læg½c. �ành ngh¾a n y do 1 F. L. G. Frege n¶u ra v  sau �÷ñc 2B. A. W. Russell

ng÷íi Anh ph¡t hi»n l¤i. V· cì b£n th¼ �ành ngh¾a sè tü nhi»n do Frege v  Russel n¶u ra

düa tr¶n kh¡i ni»m t÷ìng ùng mët mët cõa c¡c tªp hñp, xem sè tü nhi¶n l  b§t bi¸n cõa

c¡c tªp hñp húu h¤n t÷ìng �÷ìng. Câ thº nhªn x²t r¬ng, �ành ngh¾a læg½c ng y nay v·

kh¡i ni»m sè tü nhi¶n, v· b£n ch§t l  vi»c gi£n ÷îc qu¡ tr¼nh làch sû l¥u d i cõa sü ph¡t

triºn kh¡i ni»m sè �º ho n thi»n k¾ thuªt �¸m.

V  x²t qu¡ tr¼nh làch sû, 3F. Engels �¢ nâi "muèn �¸m, con ng÷íi ph£i bi¸t trøu xu§t

t§t c£ c¡c �èi t÷ñng �º ch¿ giú l¤i "con sè" thæi". Khi con ng÷íi �¢ c¦n dòng �¸n c¡c

sè ng y c ng lîn th¼ cac k½ hi»u ghi sè xu§t hi»n v  ph¡t triºn, cán ch½nh c¡c sè th¼ lªp

th nh nhúng h» thèng.

2.2 X¥y düng tªp hñp sè tü nhi¶n

2.2.1 Tªp hñp t÷ìng �÷ìng v  b£n sè cõa tªp hñp

�ành ngh¾a 2.2.1.1. Cho X v  Y l  hai tªp hñp. Ta nâi tªp hñp X t÷ìng �÷ìng vîi

tªp hñp Y , vi¸t l  X ∼ Y n¸u câ mët song ¡nh f tø X l¶n Y .

Hai tªp hñp t÷ìng �÷ìng cán gåi l  hai tªp hñp câ còng lüc l÷ñng. Nh÷ vªy

X ∼ Y ⇔ tçn t¤i song ¡nh f : X −→ Y

V½ dö 2.2.1.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Cho X =
{
1, 2, 3, 4

}
v  Y =

{
a, b, c, d

}
, U =

{
m,n, p

}
. Ta th§y X v  Y câ còng

1Friedrich Ludwig Gottlob Frege ( 8/11/1848 - 26/6/1925) l  mët nh  tri¸t håc, logic håc, to¡n håc
ng÷íi �ùc. Æng �÷ñc xem l  mët trong nhúng nh  s¡ng lªp cõa ng nh logic hi»n �¤i v  câ nhúng �âng
gâp quan trång cho n·n t£ng cõa to¡n håc. Æng th÷íng �÷ñc coi l  cha �´ cõa tri¸t håc ph¥n t½ch, do
nhúng b i v· tri¸t håc ngæn ngú v  to¡n håc

2Bertrand Arthur William Russell (18/5/1872-2/2/1970), l  mët tri¸t gia, nh  lægic håc, nh  to¡n håc
ng÷íi Anh cõa th¸ k� 20. L  mët t¡c gi£ câ nhi·u t¡c ph©m, æng cán l  ng÷íi mang tri¸t håc �¸n vîi
�¤i chóng v  l  mët nh  b¼nh luªn �èi vîi nhi·u chõ �· �a d¤ng, tø c¡c v§n �· r§t nghi¶m tóc cho �¸n
nhúng �i·u tr¦n töc. N«m 1950, Russel �÷ñc t°ng Gi£i Nobel V«n håc, "�º ghi nhªn c¡c t¡c ph©m �¦y
þ ngh¾a m  trong �â æng �¢ �· cao c¡c t÷ t÷ðng nh¥n �¤o v  tü do v· t÷ t÷ðng".

3Friedrich Engels (28/11/1820 - 5/8/1895) nh  lþ luªn ch½nh trà, l  mët tri¸t gia v  nh  khoa håc
ng÷íi �ùc th¸ k� 19,
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lüc l÷ñng v¼ câ thº thi¸t lªp �÷ñc mët song ¡nh tø X l¶n Y , ch¯ng h¤n song ¡nh f nh÷

sau:

f : X −→ Y

1 7−→ a

2 7−→ b

3 7−→ c

4 7−→ d

Tuy vªy U v  X khæng còng lüc l÷ñng v¼ khæng câ song ¡nh tø U l¶n X �÷ñc. U câ

còng lüc l÷ñng vîi tªp con
{
1, 2, 3

}
cõa X v¼ ch¯ng h¤n ta câ ¡nh x¤

g : X −→ Y

1 7−→ m

2 7−→ n

3 7−→ p

2/ Gi£ sû AB v  BC l  hai �o¤n th¯ng câ �ë d i tuý þ câ chung �¦u mót B (A,B,C

khæng th¯ng h ng) (h¼nh b¶n). K½ hi»u [AB], [CB] t÷ìng ùng l  tªp hñp c¡c �iºm cõa hai

�o¤n th¯ng n y. Ta chùng minh

[AB] ∼ [CB]

Thªt vªy, qua méi �iºm X n¬m tr¶n AB, X 6≡ A,B ta k´ �÷íng th¯ng song song vîi

AC, �÷íng th¯ng n y c­t CB t¤i X ′. Khi �â t÷ìng ùng

f : [AB] −→ [CB]

A 7−→ C

B 7−→ B

X 7−→ X ′ khi X 6≡ A

l  mët song ¡nh(b¤n �åc tü chùng minh). Cho n¶n tªp �iºm tr¶n �o¤n AB câ còng lüc

l÷ñng vîi tªp �iºm tr¶n �o¤n BC.

B¥y gií n¸u ta cho D l  mët �iºm tr¶n BC, th¼ theo chùng minh tr¶n ta câ tªp �iºm

tr¶n �o¤n BD câ còng lüc l÷ñng vîi tªp �iºm tr¶n �o¤n BC.

Quan h» còng lüc l÷ñng giúa c¡c tªp hñp câ c¡c t½nh ch§t sau:

T½nh ch§t 2.2.1.3 (T½nh ch§t ph£n x¤). Vîi måi tªp hñp A ta luæn câ A ∼ A.
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Chùng minh. Thªt vªy, vîi måi tªp A luæn câ mët song ¡nh tø A l¶n A ch¯ng h¤n �â l 

¡nh x¤ �çng nh§t.

T½nh ch§t 2.2.1.4 (T½nh ch§t �èi xùng). Vîi måi tªp hñp A v  B, n¸u A ∼ B th¼

B ∼ A.

Chùng minh. Thªt vªy, n¸u A ∼ B th¼ tçn t¤i mët song ¡nh f : A −→ B khi �â ¡nh x¤

ng÷ñc f−1 : A −→ B công l  mët song ¡nh, vªy B ∼ A.

T½nh ch§t 2.2.1.5 (T½nh ch§t b­c c¦u). Vîi måi tªp hñp A,B,C n¸u A ∼ B v  B ∼ C

th¼ A ∼ C.

Chùng minh. Thªt vªy, n¸u A ∼ B v  B ∼ C th¼ tçn t¤i c¡c song ¡nh f : A −→ B v 

g : B −→ C, khi �â ¡nh x¤ t½ch g ◦ f : A −→ C l  mët song ¡nh. Vªy A ∼ C.

Nh÷ vªy quan h» còng lüc l÷ñng l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng, do �â ta câ thº ph¥n

lîp c¡c tªp hñp: C¡c tªp hñp câ còng lüc l÷ñng thuëc còng mët lîp.

V¼ th¸ ta câ thº dòng méi lîp �º x¡c �ành thuëc t½nh �°c tr÷ng v· lüc l÷ñng cõa mët

tªp hñp.

�ành ngh¾a 2.2.1.6. Thuëc t½nh �°c tr÷ng x¡c �ành méi lîp gåi l  b£n sè cõa tªp hñp.

C¡c tªp hñp câ còng b£n sè khi v  ch¿ khi chóng còng lüc l÷ñng (b£n sè cán �÷ñc gåi

l  lüc l÷ñng). B£n sè cõa tªp hñp A k½ hi»u l  Card(A). Ta câ thº vi¸t

Card(A) = Card(B)⇐⇒ A ∼ B

Nh÷ vªy ta câ thº hiºu b£n sè nh÷ l  mët t½nh ch§t �°c tr÷ng ph£n ¡nh m°t "sè l÷ñng"

cõa tªp hñp (�èi vîi c¡c tªp hñp húu h¤n, kh¡i ni»m b£n sè ch½nh l  kh¡i ni»m sè l÷ñng

thæng th÷íng), hai tªp hñp t÷ìng �÷ìng th¼ câ còng b£n sè v  hai tªp hñp câ còng b£n

sè th¼ t÷ìng �÷ìng.

2.2.2 Tªp hñp húu h¤n v  tªp hñp væ h¤n

Trong c¡c ph¦n tr¶n chóng ta �¢ bi¸t r¬ng câ nhúng tªp hñp t÷ìng �÷ìng vîi mët tªp

con thüc sü cõa nâ. �â l  tr÷íng hñp cõa tªp c¡c �iºm tr¶n mët �o¤n th¯ng, tªp hñp sè

tü nhi¶n ... C¡c tªp nh÷ th¸ ta gåi l  tªp væ h¤n.

�ành ngh¾a 2.2.2.1. Mët tªp �÷ñc gåi l  væ h¤n n¸u nâ t÷ìng �÷ìng (câ còng lüc l÷ñng)

vîi mët bë phªn thüc sü cõa nâ.

Tªp hñp khæng ph£i l  væ h¤n th¼ gåi l  tªp húu h¤n. Nâi c¡ch kh¡c, tªp hñp húu h¤n

l  tªp hñp khæng t÷ìng �÷ìng vîi b§t k¼ mët bë phªn thüc sü n o cõa nâ.
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V½ dö 2.2.2.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Tªp ∅ l  mët tªp húu h¤n, v¼ tªp ∅ khæng câ mët bë phªn thüc sü n o.

2/ Tªp �ìn tû
{
x
}
l  mët tªp húu h¤n v¼ nâ ch¿ câ mët bë phªn thüc sü duy nh§t l 

∅, nh÷ng d¹ th§y tªp hñp
{
x
}
khæng t÷ìng �÷ìng vîi tªp ∅.

3/ Tªp c¡c �iºm tr¶n mët �o¤n th¯ng l  tªp væ h¤n.

�º thuªn lñi cho vi»c x¥y düng c¡c sè tü nhi¶n sau n y ta ch§p nhªn m  khæng chùng

minh mët sè t½nh ch§t nh÷ d÷îi �¥y.

T½nh ch§t 2.2.2.3.
(1) Tªp hñp t÷ìng �÷ìng vîi mët tªp húu h¤n l  húu h¤n.

(2) Tªp hñp con cõa mët tªp húu h¤n l  húu h¤n.

(3) Hñp cõa hai tªp húu h¤n l  húu h¤n.

(4) T½ch �· c¡c cõa hai tªp húu h¤n l  mët tªp húu h¤n.

2.2.3 �ành ngh¾a sè tü nhi¶n

�ành ngh¾a 2.2.3.1 (Sè tü nhi¶n). B£n sè cõa mët tªp hñp húu h¤n �÷ñc gåi l  mët sè

tü nhi¶n.

C¡c sè tü nhi¶n công lªp th nh mët tªp hñp. Tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n �÷ñc k½ hi»u l 

N.

Nhªn x²t:

N¸u a l  sè tü nhi¶n (a ∈ N) th¼ tçn t¤i mët tªp hñp húu h¤n A sao cho a = Card(A).

V½ dö 2.2.3.2. Ta xem x²t c¡c v½ dö d÷îi �¥y.

1/ Ta bi¸t ∅ l  mët tªp húu h¤n, do �â Card(∅) l  mët sè tü nhi¶n. Ta k½ hi»u

Card(∅) = 0 v  gåi nâ l  sè khæng.

2/ Tªp �ìn tû
{
x
}
l  mët tªp húu h¤n n¶n Card(

{
x
}
) l  mët sè tü nhi¶n. Ta k½ hi»u

Card(
{
x
}
) = 1 v  gåi nâ l  sè mët.

Rã r ng 1 6= 0 v¼ tªp ∅ khæng t÷ìng �÷ìng vîi tªp
{
x
}
.

2.3 Quan h» thù tü tr¶n tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n

2.3.1 �ành ngh¾a v  t½nh ch§t

Trong möc 1, V½ dö 2.2.1.2, ta th§y U =
{
m,n, p

}
t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn

thüc sü cõa X =
{
1, 2, 3, 4

}
l 
{
1, 2, 3

}
. Tø nhúng v½ dö cö thº n y ta d¹ d ng nhªn ra

mët �i·u l  tªp A t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa tªp B khi v  ch¿ khi câ mët �ìn ¡nh

tø A v o B.
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N¸u f l  �ìn ¡nh tø A v o B th¼ A ∼ f(A) ⊂ B.

Trong khi nghi¶n cùu v· tªp hñp nh  to¡n håc Cantor �¢ ph¡t biºu �÷ñc �ành lþ d÷îi

�¥y, ta n¶u l¶n khæng chùng minh.

�ành lþ 2.3.1.1 (�ành lþ Cantor). N¸u X v  Y l  hai tªp hñp b§t ký th¼:

(1) Ho°c X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y ho°c Y t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn

cõa X.

(2) N¸u X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y v  Y t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa

X th¼ X t÷ìng �÷ìng vîi Y

Nhªn x²t:

Sû döng ngæn ngú ¡nh x¤ th¼ �ành lþ tr¶n cán �÷ñc ph¡t biºu d÷îi d¤ng t÷ìng �÷ìng

sau �¥y:

N¸u X v  Y l  hai tªp hñp b§t k¼ th¼:

(1) Trong c¡c ¡nh x¤ tø X �¸n Y v  tø Y �¸n X bao gií công câ mët �ìn ¡nh.

(2) N¸u câ mët �ìn ¡nh tø X �¸n Y v  mët �ìn ¡nh tø Y �¸n X th¼ s³ câ mët song

¡nh tø X �¸n Y .

Düa tr¶n �ành lþ Cantor, ta s³ x¥y düng quan h» tr¶n tªp sè tü nhi¶n N.

�ành ngh¾a 2.3.1.2. Gi£ sû x v  y l  hai sè tü nhi¶n v  X; Y l  hai tªp hñp húu h¤n

sao cho x = Card(X), y = Card(Y ).

Ta nâi x nhä hìn hay b¬ng y, k½ hi»u x ≤ y, khi v  ch¿ khi X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë

phªn cõa Y

N¸u x ≤ y v  x 6= y th¼ ta vi¸t x < y v  �åc l  x thüc sü nhä hìn y (hay x nhä hìn y.

Khi x ≤ y ta cán vi¸t y ≥ x v  �åc l  y lîn hìn ho°c b¬ng x. Khi x < y ta cán vi¸t

y > x v  �åc l  y lîn hìn x

V½ dö: 0 < 1 v  hìn th¸ núa 0 ≤ x vîi måi x ∈ N v¼ ∅ l  tªp con cõa måi bë phªn cõa

N.
Nhªn x²t:

(1) �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc v o vi»c lüa chån X, Y ngh¾a l : N¸u X1, Y1 l 

nhúng tªp hñp m  x = Card(X1), y = Card(Y1) th¼ tø ché X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë

phªn cõa Y ta công câ X1 t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y1.

Thªt vªy, ta câ:

X ∼ X1 n¶n câ song ¡nh g : X1 −→ X, Y ∼ Y1 n¶n câ song ¡nh h : Y −→ Y1 v  X

t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y n¶n câ �ìn ¡nh f : X −→ Y . Ta th§y r¬ng ¡nh x¤

hfg : X1 −→ Y1 l  mët �ìn ¡nh; �ìn ¡nh n y chùng tä X1 t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn

cõa Y1.

(2) Khi X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn Y ′ cõa Y ta cõng câ Card(Y ′) = x, do �â
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theo nhªn x²t 1/ ta câ thº coi x ≤ y khi v  ch¿ khi X ⊂ Y . V¼ vªy �ành ngh¾a tr¶n câ thº

ph¡t biºu nh÷ sau:

Cho x, y ∈ N;Y l  mët tªp hñp m  Card(Y ) = y. Ta nâi x ≤ y khi v  ch¿ khi câ

X ⊂ Y sao cho Card(X) = x.

Ta s³ chùng minh r¬ng quan h» ≤ vøa x¥y düng trong N l  mët quan h» thù tü to n

ph¦n trong N. �â l  nëi dung cõa �ành lþ sau:

�ành lþ 2.3.1.3. Quan h» ≤ vøa �ành ngh¾a l  mët quan h» thù tü to n ph¦n trong N.

Chùng minh. Tr÷îc h¸t ta ph£i chùng minh, quan h» "≤" l  mët quan h» thù tü trong

N; ngh¾a l  ta ph£i chùng minh quan h» n y thäa m¢n 3 t½nh ch§t: ph£n x¤, ph£n xùng

v  b­c c¦u. Thªt vªy:

(1) T½nh ph£n x¤: Gi£ sû x = Card(X), v¼ vîi måi tªp X ta luæn câ X ⊂ X n¶n x ≤ x.

(2) T½nh ph£n xùng: Gi£ sû x = Card(X) v  y = Card(Y ). N¸u ta câ �çng thíi x ≤ y

v  y ≤ x th¼ �i·u n y câ ngh¾a X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y v  Y t÷ìng �÷ìng

vîi mët bë phªn cõa X. Theo �ành lþ Cantor th¼ X ∼ Y v  do �â x = y.

(3) T½nh b­c c¦u: Gi£ sû x = Card(X), y = Card(Y ), z = Card(Z) m  x ≤ y, y ≤ z.

Ta câ x ≤ y tùc l  X t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y hay câ mët �ìn ¡nh

f : X −→ Y ; y ≤ z tùc l  câ mët �ìn ¡nh g : Y −→ Z.

�nh x¤ t½ch gf : Y −→ Z công l  mët �ìn ¡nh, �ìn ¡nh n y chùng tä X t÷ìng �÷ìng

vîi mët bë phªn cõa Z hay x ≤ z.

Vªy quan h» "≤" l  mët quan h» thù tü trong N. B¥y gií ta chùng minh quan h» thù

tü �â l  quan h» quan h» thù tü to n ph¦n trong N.
Gi£ sû x, y ∈ N v  x = Card(X), y = Card(Y ), Theo �ành lþ Cantor th¼ ho°c X t÷ìng

�÷ìng vîi mët bë phªn cõa Y ho°c ng÷ñc l¤i Y t÷ìng �÷ìng vîi mët bë phªn cõa X tùc

l  ta câ ho°c x ≤ y ho°c y ≤ x.

Nh÷ vªy måi c°p sè tü nhi¶n �·u so s¡nh �÷ñc theo quan h» thù tü ≤ nâi c¡ch kh¡c

quan h» n y l  mët quan h» thù tü to n ph¦n trong N. �ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh

xong.

2.3.2 Sè li·n tr÷îc, sè li·n sau v  t½nh ríi r¤c cõa N

�ành ngh¾a 2.3.2.1. Cho x v  y l  hai sè tü nhi¶n vîi ≤. Gåi Y l  tªp húu h¤n m 

Card(Y ) = y. Nh÷ �¢ nhªn x²t ð tr¶n, v¼ ≤ n¶n câ tªp X ⊂ Y sao cho Card(X) = x.

Ta gåi y l  sè li·n sau cõa sè x n¸u v  ch¿ n¸u Card(Y − X) = 1 hay nâi c¡ch kh¡c

n¸u v  ch¿ n¸u tªp Y −X l  tªp �ìn tû.

N¸u y l  sè li·n sau cõa x th¼ ta cõng nâi x l  sè li·n tr÷îc cõa y. Sè li·n sau cõa x

�÷ñc k½ hi»u l  x′.

Khi x l  sè li·n sau cõa y ho°c y l  sè li·n sau cõa x th¼ ta nâi x, y l  hai sè li·n nhau.
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Nhªn x²t:

(1) x < x′,∀x ∈ N.
(2) Sè mët l  sè li·n sau sè khæng.

T½nh ch§t 2.3.2.2. Måi sè tü nhi¶n x �·u câ mët sè li·n sau.

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû x = Card(X), khi �â tªp {X} l  tªp �ìn tû v  rã r ng

{X} khæng ph£i l  ph¦n tû cõa X. �°t Y = X ∪ {X}, khi �â Y l  tªp húu h¤n v  ta câ:

Card(Y −X) = Card{X} = 1. Vªy sè tü nhi¶n y = Card(Y ) l  sè li·n sau cõa x.

Nhªn x²t:

Ng÷íi ta cán chùng minh �÷ñc t½nh duy nh§t cõa sè li·n sau: Méi sè tü nhi¶n x �·u

câ mët sè li·n sau duy nh§t.

T½nh ch§t 2.3.2.3. Sè 0 khæng ph£i l  sè li·n sau cõa b§t ký sè tü nhi¶n n o.

Chùng minh. Ta th§y v¼ 0 = Card ∅ v  ∅ khæng câ mët bë phªn thüc sü n o, do �â sè 0

khæng câ sè li·n tr÷îc.

T½nh ch§t 2.3.2.4. Måi sè tü nhi¶n x 6= 0 �·u l  sè li·n sau cõa mët sè tü nhi¶n.

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû x l  sè tü nhi¶n kh¡c khæng v  Card{X} = x. Th¸ th¼

X 6= ∅ v  do �â tçn t¤i a ∈ X. Khi �â Y = X−{a} ⊂ X v  Card(X−Y ) = Card{a} = 1.

Vªy x l  sè tü nhi¶n li·n sau cõa y = Card(Y ).

Ng÷íi ta cán chùng minh �÷ñc t½nh duy nh§t cõa sè li·n tr÷îc: Méi sè tü nhi¶n x 6= 0

�·u l  sè li·n sau cõa mët sè tü nhi¶n duy nh§t.

T½nh ch§t 2.3.2.5. Giúa hai sè tü nhi¶n li·n nhau x v  x′ khæng câ sè tü nhi¶n n o

kh¡c.

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû câ sè tü nhi¶n y sao cho x < y < x′, khi �â tçn t¤i c¡c

tªp húu h¤n X, Y,X ′ sao cho x = Card(X), y = Card(Y ), x′ = Card(X ′) trong �â

X ⊂ Y ⊂ X ′.

Theo �ành ngh¾a sè li·n nhau th¼ ta câ Card(X ′ − X) = 1 hay X'-X l  tªp �ìn tû,

nh÷ng do Y −X ⊂ X ′ −X n¶n ta ph£i câ ho°c Y −X = ∅ ho°c Y −X = X ′ −X, �i·u

n y chùng tä ho°c Y = X ho°c Y = X ′.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi �i·u gi£ sû. Vªy khæng thº câ sè tü nhi¶n y ð giúa hai sè tü

nhi¶n li·n nhau x v  x′.

T½nh ch§t n y cán câ thº ph¡t biºu d÷îi d¤ng kh¡c: Vîi x, y ∈ N, n¸u x < y th¼

x′ ≤ y.

�ành ngh¾a 2.3.2.6. Tªp N vîi quan h» thù tü câ t½nh ch§t tr¶n �÷ñc gåi l  mët tªp

s­p thù tü ríi r¤c.
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2.3.3 T½nh væ h¤n cõa tªp c¡c sè tü nhi¶n

Vîi kh¡i ni»m sè li·n sau v  c¡c t½nh ch§t �¢ tr¼nh b y tr¶n, ta câ thº h¼nh dung �÷ñc

to n bë tªp hñp sè tü nhi¶n N
Tr÷îc h¸t x = Card ∅ l  mët sè tü nhi¶n v  sè 0 khæng �ùng sau b§t k¼ sè tü nhi¶n

n o. Sè 1 = Card{x} l  sè li·n sau duy nh§t cõa sè 0 v  giúa sè 0 v  sè 1 khæng câ sè

tü nhi¶n n o kh¡c. K½ hi»u 2 = 1′, 3 = 2′... th¼ tªp N �÷ñc vi¸t th nh mët d¢y nh÷ sau:

0, 1, 2, 3, ...

Biºu di¹n c¡c sè tü nhi¶n tr¶n nûa �÷íng th¯ng câ �ành h÷îng ta �÷ñc mët tia sè

Câ bao nhi¶u sè tü nhi¶n? Ta th§y cù méi sè tü nhi¶n a l¤i câ mët sè li·n sau nâ. Sè

li·n sau n y l¤i câ mët sè li·n sau nâ núa, ... v  nh÷ vªy qu¡ tr¼nh "�¸m" c¡c sè tü nhi¶n

s³ k²o d i tîi væ tªn. �â l  sü h¼nh dung trüc gi¡c v· t½nh væ h¤n cõa d¢y sè tü nhi¶n.

�ành lþ 2.3.3.1. Tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n l  mët tªp væ h¤n.

Chùng minh. �°t N∗ = N − {0}, rã r ng N∗ l  mët bë phªn thüc sü cõa N. X²t t÷ìng
ùng

f : N −→ N∗

n 7−→ f(n) = n′

D¹ th§y f l  mët ¡nh x¤ v¼ méi sè tü nhi¶n câ mët sè li·n sau duy nh§t n′ v  n′ 6= 0.

M°t kh¡c, méi sè tü nhi¶n kh¡c khæng �·u l  sè li·n sau cõa mët sè tü nhi¶n duy nh§t,

do �â f vøa l  mët �ìn ¡nh, vøa l  mët to n ¡nh. Vªy f l  mët song ¡nh v  ta câ N ∼ N∗

ngh¾a l  N l  tªp væ h¤n.

T½nh ch§t 2.3.3.2. (Ti¶n �· quy n¤p) N¸u M l  mët bë phªn cõa tªp hñp sè tü nhi¶n

thäa m¢n hai �i·u ki»n:

(1) 0 ∈M
(2) N¸u x ∈M th¼ x′ ∈M

th¼ M ≡ N.

T½nh ch§t 2.3.3.3. Måi bë phªn kh¡c réng c¡c sè tü nhi¶n �·u câ sè nhä nh§t.

Chùng minh. Gi£ sû M ⊂ N,M 6= ∅. Ta �i chùng minh r¬ng M câ sè nhä nh§t, ngh¾a l 

câ m ∈M m  m ≤ x vîi måi x ∈M .

Ta x²t A = {n ∈ N | n ≤ x,∀x ∈M}
Rã r ng 0 ∈ A v  A 6= N v¼ d¹ th§y n¸u x ∈ M th¼ x′ /∈ A. Do A 6= N n¶n câ sè

m ∈ A m  m′ /∈ A. Ta s³ chùng minh m công thuëc M , thªt vªy n¸u m /∈ M th¼ do

m ≤ x, ∀x ∈ M n¶n m < x,∀x ∈ M , �i·u n y d¨n �¸n m′ ≤ x,∀x ∈ M . Do �â m′ ∈ A,
m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t.

Vªy m ∈M , ngh¾a l  m l  sè nhä nh§t cõa tªp M .
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2.4 C¡c c¡ch ti¸p cªn kh¡i ni»m sè tü nhi¶n

Mët trong nhúng kh¡i ni»m to¡n håc m  håc sinh tiºu håc �÷ñc ti¸p cªn �¦u ti¶n l 

kh¡i ni»m sè tü nhi¶n. Sè tü nhi¶n câ và tr½, vai trá quan trång trong c¡c m¤ch ki¸n thùc

to¡n ð tiºu håc, �çng thíi nâ l  cì sð �º mð rëng c¡c lo¤i sè kh¡c nh÷ ph¥n sè, sè thªp

ph¥n, sè nguy¶n.

2.4.1 C¡ch ti¸p cªn düa tr¶n �o l÷íng

Nh÷ �¢ �· cªp ð Möc 2.1, sè tü nhi¶n ra �íi l  do nhu c¦u nhªn bi¸t v· sè l÷ñng

cõa sü vªt. Ch¯ng h¤n: ng÷íi ta c¦n bi¸t �÷ñc sè l÷ñng cõa � n thó �º tê chùc cuëc �i

s«n, c¦n bi¸t �÷ñc sè l÷ñng cõa b¶n �àch �º tê chùc chi¸n �§u. T¼nh huèng xu§t hi»n cõa

sè tü nhi¶n l  nhu c¦u c¦n �¸m c¡c �ç vªt, �¢ câ ngay tø c¡c thíi k¼ ti·n sû. �i·u n y

khæng câ ngh¾a l  ng÷íi nguy¶n thõy khæng �¸m �÷ñc sè l÷ñng �ç vªt cõa mët tªp hñp

cö thº, th½ dö sè l÷ñng ng÷íi tham gia mët buêi s«n b­t, sè l÷ñng ao hç câ thº b­t c¡.

Trong c¡ch ti¸p cªn düa tr¶n �o l÷íng, sè tü nhi¶n câ li¶n quan r§t nhi·u �¸n sè l÷ñng

c¡c vªt thº cõa mët to n thº v  sè c¡c �ìn và �o l÷íng. Ng÷íi Hy L¤p xem sè nh÷ l  �o

l÷íng måi thù. Hå �çng nh§t �o l÷íng vîi �¸m.

2.4.2 C¡ch ti¸p cªn quan h» thù tü

C¡ch ti¸p cªn thù tü �¢ câ tø thíi Hy L¤p, nâ tçn t¤i ng¦m ©n trong c¡c t¡c ph©m

cõa c¡c nh  to¡n håc. Mët ph¦n t¡c ph©m Elements cõa Euclid (�÷ñc vi¸t trong suèt th¸

k� thù III TCN) gi£ �ành tr÷îc mët quan �iºm quan h» v· sè. Công gièng nh÷ vªy, c¡c

nh  tri¸t håc nguy¶n tû Hy L¤p, 4 Leucippus v  Democritus �¢ ngh¾ v· sè theo c¡ch n y.

Tuy nhi¶n, �ành ngh¾a v· sè theo quan h» thù tü l¤i thuëc v· hai nh  to¡n håc: Dedekind

v  Peano.

C¡ch ti¸p cªn "thù tü" cõa 5Dedekind

Chóng ta công c¦n quan t¥m �¸n Dedekind bði v¼ æng l  nh  to¡n håc �¦u ti¶n �·

nghà mët lþ thuy¸t quan h» ho n ch¿nh v· sè. Lþ thuy¸t �÷ñc tr¼nh b y trong "Was sind

und was sollen die zahlen" (B£n ch§t v  þ ngh¾a cõa sè ).

4Leucippus (500 TCN-440 TCN) l  nh  tri¸t håc ng÷íi Hy L¤p. Cuëc �íi v  sü nghi»p cõa Leucippus
khæng �÷ñc bi¸t �¸n �¦y �õ v¼ c¡c dà b£n cõa æng h¦u h¸t �·u khæng �÷ñc l÷u giú. T§t c£ nhúng g¼ chóng
ta bi¸t �·u thæng qua Democritus, ng÷íi håc trá xu§t s­c cõa Leucippus, v  nhúng håc gi£ �÷ìng thíi.
Democritus (460 - 370 BC) l  håc trá cõa Leucippus �¢ k¸ thøa v  ph¡t triºn thuy¸t nguy¶n tû luªn tr¶n
mët ph÷ìng di»n mîi. Theo æng vô trö �÷ñc c§u th nh bði hai thüc thº �¦u ti¶n l  nguy¶n tû v  ch¥n
khæng. Hai thüc thº n y l  c«n nguy¶n cõa c¡c sü vªt hi»n t÷ñng.

5Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) l  nh  to¡n håc ng÷íi �ùc. Æng �¢ cæng s¡ng t¤o lþ
thuy¸t c¡c i�¶an trong �¤i sè håc v  ti¶n �· hâa c¡c cæng tr¼nh sè håc cõa m¼nh. Æng công câ nhúng
nghi¶n cùu v· x¡c su§t, �°c bi»t nh§t l  cæng tr¼nh to¡n håc nêi ti¸ng l¡t c­t Dedekind.
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Bði v¼, sè thù tü l  c¡c sè h¤ng chung cõa c¡c c§p sè, cho n¶n Dedekind (1887) �¢

�çng nh§t sè tü nhi¶n vîi sè thù tü. "Nhúng ph¦n tû n y �÷ñc gåi l  sè tü nhi¶n hay sè

thù tü hay �ìn gi£n l  sè". Nguy¶n nh¥n sè ch¿ phö thuëc duy nh§t v o c¡c t½nh ch§t

thù tü cõa sè tü nhi¶n d¨n æng �¸n k¸t luªn r¬ng sè thù tü cì b£n hìn b£n sè. �¥y l 

mët �i·u quan trång v· lþ thuy¸t cõa Dedekind. Æng �· nghà r¬ng c¡c sè tü nhi¶n l  g¼

�i núa, tr÷îc ti¶n chóng ph£i l  mët c§p sè.

�iºm m§u chèt trong lþ thuy¸t cõa Dedekind l : �çng nh§t sè tü nhi¶n vîi sè thù tü.

Kh¡i ni»m sè tü nhi¶n xu§t hi»n g­n li·n vîi sè thù tü v  c§p sè. Do �â, æng ch¿ ti¸p cªn

sè tü nhi¶n tr¶n �°c tr÷ng tü sè (t½nh s­p thù tü tèt cõa d¢y c¡c sè tü nhi¶n) cõa nâ m 

bä qua h¯n �°c tr÷ng b£n sè.

C¡ch ti¸p cªn "ti¶n �· " cõa 6Peano

M°c dò, nâi chung c¡c lþ thuy¸t cõa Dedekind v  Peano l  khæng kh¡c nhau, nh÷ng

c¦n ch¿ ra r¬ng lþ thuy¸t cõa Peano �÷ñc xem x²t rëng r¢i hìn. Lþ thuy¸t cõa Peano xu§t

hi»n �¦u ti¶n v o n«m 1899 trong quyºn "Formulaire de math²matiques". Lþ thuy¸t cõa

Peano câ 3 kh¡i ni»m cì b£n, trong �â c¡c kh¡i ni»m khæng �ành ngh¾a cõa Peano l  "1",

"sè tü nhi¶n", "sè li·n sau". C¡c ti¶n �· cõa Peano câ thº ph¡t biºu nh÷ sau:

(1) 1 l  sè tü nhi¶n.

(2) N¸u x l  sè tü nhi¶n th¼ sè li·n sau cõa x công l  sè tü nhi¶n.

(3) C¡c sè tü nhi¶n kh¡c nhau câ c¡c sè li·n sau kh¡c nhau.

(4) 1 khæng l  sè li·n sau cõa b§t ký sè tü nhi¶n n o.

(5) N¸u 1 v  sè li·n sau cõa méi sè tü nhi¶n câ t½nh ch§t P , måi sè tü nhi¶n �·u câ

t½nh ch§t P .

C¡ch ti¸p cªn sè tü nhi¶n cõa Peano theo ph÷ìng ph¡p ti¶n �·. Æng �¡nh d§u

b÷îc ngo°t thù hai sau Dedekind v· c¡ch ti¸p cªn sè tü nhi¶n theo quan �iºm thù

tü. Theo ph÷ìng ph¡p ti¶n �· nh÷ tr¶n, c¡c sè tü nhi¶n câ thº �÷ñc �ành ngh¾a düa

v o sè li·n tr÷îc nâ. Ð �¥y, sè 1 �âng vai trá kh¡i ni»m cì b£n n¶n khæng �÷ñc �ành

ngh¾a. Sè 0 khæng �÷ñc Peano chån l m kh¡i ni»m cì b£n trong c¡c ti¶n �· æng �÷a

ra. Do �â, c¡c sè tü nhi¶n (ngo¤i trø sè 0) câ thº �÷ñc ti¸p cªn theo ti¸n tr¼nh sau:

Sè tü nhi¶n li·n tr÷îc Th¶m 1 �ìn và v o sè li·n tr÷îc−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Sè tü nhi¶n li·n sau

6Giuseppe Peano (27/8/1858 - 20/4/1932) l  nh  to¡n håc v  logic håc ng÷íi þ. Trong sè håc æng
�÷ñc bi¸t �¸n l  ng÷íi �÷a ra h» ti¶n �· cho d¢y sè tü nhi¶n, ng y nay mang t¶n h» ti¶n �· Peano �÷ñc
�· xu§t tø n«m 1891. Peano công l  ng÷íi �i ti¶n phong trong vi»c truy·n b¡ logic kþ hi»u.

42



2.5 C¡c ph²p to¡n tr¶n N

2.5.1 Ph²p cëng v  ph²p nh¥n

�ành ngh¾a 2.5.1.1. Cho a, b l  hai sè tü nhi¶n; A,B l  hai tªp húu h¤n sao cho

a =Card(A), b = Card(B), A ∩B = ∅. Ta �ành ngh¾a:

a+ b := Card(A ∪B)

a.b := Card(A×B)

Nh÷ vªy a + b, a.b l  c¡c sè tü nhi¶n, chóng l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  têng, t½ch cõa hai sè

tü nhi¶n a v  b.

L÷u þ:

1/ Trong c¡c �ành ngh¾a tr¶n ta �¢ sû döng m  khæng chùng minh t½nh ch§t sau �¥y

cõa tªp húu h¤n: hñp v  t½ch �· c¡c cõa hai tªp húu h¤n l  mët tªp húu h¤n.

2/ �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc v o vi»c chån c¡c tªp hñp A,B. Tùc l  n¸u

A,B,A′, B′ l  nhúng tªp hñp húu h¤n sao cho a = Card(A) = Card(A′), b = Card(B) =

Card(B′), A ∩B = ∅ th¼
Card(A ∪B) = Card(A′ ∪B′)

Card(A×B) = Card(A′ ×B′)

T½nh ch§t 2.5.1.2 (T½nh ch§t giao ho¡n). Vîi måi sè tü nhi¶n a, b ta câ:

a+ b = b+ a;

a.b = b.a

Thªt vªy, v¼ A ∪B = B ∪ A n¶n ta câ ngay a+ b = b+ a. M°t kh¡c d¹ th§y ¡nh x¤

g : A×B −→ B × A

(x, y) 7−→ (y, x)

l  mët song ¡nh. Vªy A×B ∼ B × A, do �â

Card(A×B) = Card(B × A)

Suy ra a.b = b.a.

T½nh ch§t 2.5.1.3 (T½nh ch§t k¸t hñp). Vîi måi sè tü nhi¶n a, b, c ta câ:

a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

a.(b.c) = (a.b).c.
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B¤n �åc tü chùng minh t½nh ch§t n y. Düa v o t½nh ch§t n y ng÷íi ta �ành ngh¾a têng

v  t½ch cõa ba sè tü nhi¶n a, b, c nh÷ sau: a+ b+ c = (a+ b) + c, a.b.c = (a.b).c.

Têng qu¡t ta công câ kh¡i ni»m v  k¸t qu£ t÷ìng tü v· têng v  t½ch nhi·u sè tü nhi¶n:

a1+a2+ ...+an; a1.a2...an. Trong tr÷íng �°c bi»t a1 = a2 = ... = an = a ta câ t½ch a.a....a

(n l¦n), t½ch n y gåi l  luÿ thøa bªc n cõa a v  k½ hi»u l  an.

T½nh ch§t 2.5.1.4 (Ph¦n tû trung lªp). Vîi måi sè tü nhi¶n a ta câ:

a+ 0 = 0 + a = a;

a.1 = 1.a = a.

Nh÷ vªy sè 0 l  ph¦n tû trung lªp cõa ph²p cëng, sè 1 l  ph¦n tû trung lªp cõa ph²p

nh¥n.

T½nh ch§t 2.5.1.5 (T½nh ch§t ph¥n phèi cõa ph²p nh¥n �èi vîi ph²p cëng). Vîi måi sè

tü nhi¶n a, b, c ta câ:

a(b+ c) = a.b+ a.c;

(b+ c).a = b.a+ c.a

Thªt vªy, trong lþ thuy¸t tªp hñp chóng ta câ c¡c k¸t qu£:

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(B ∪ C)× A = (B × A) ∪ (C × A)

Tø �â suy ra t½nh ch§t ph¥n phèi cõa ph²p nh¥n �èi vîi ph²p cëng.

T½nh ch§t 2.5.1.6 (Luªt gi£n ÷îc). Vîi måi sè tü nhi¶n a, b, c tø �¯ng thùc a+ c = b+ c

suy ra a = b. Vîi måi sè tü nhi¶n a, b, c tø �¯ng thùc a.c = b.c suy ra a = b.

B¤n �åc tü chùng minh t½nh ch§t tr¶n.

T½nh ch§t 2.5.1.7. Vîi måi sè tü nhi¶n a, b, c ta luæn câ

a+ 1 = a′, a.0 = 0

T½nh ch§t 2.5.1.8. Ph²p cëng v  ph²p nh¥n vîi quan h» thù tü ≤: Vîi måi sè tü nhi¶n

a, b, c ta câ

i/ a ≤ a+ b.

ii/ N¸u a ≤ b th¼ a+ c ≤ b+ c v  ng÷ñc l¤i.

iii/ N¸u b 6= 0 th¼ a ≤ a.b.

iv/ N¸u c 6= 0 th¼ a ≤ b k²o theo ac ≤ bc v  ng÷ñc l¤i.

B¤n �åc tü chùng minh.
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2.5.2 Ph²p trø

�ành lþ 2.5.2.1. Vîi måi sè tü nhi¶n a, b n¸u a ≤ b th¼ tçn t¤i duy nh§t sè tü nhi¶n c

sao cho a+ c = b.

Chùng minh. Xin d nh cho b¤n �åc.

�ành ngh¾a 2.5.2.2. Cho hai sè tü nhi¶n a, b tuý þ. N¸u câ sè tü nhi¶n x sao cho b+x = a

th¼ ta nâi r¬ng câ ph²p trø a cho b v  x gåi l  hi»u cõa a v  b, k½ hi»u x = a− b (�åc l 
a trø b).

Ta th§y ngay r¬ng trong tªp hñp sè tü nhi¶n khæng ph£i lóc n o công thüc hi»n �÷ñc

ph²p trø. Ch¯ng h¤n l§y a = 2, b = 3 th¼ khæng thº thüc hi»n �÷ñc ph²p trø 2 cho 3.

�ành lþ tr¶n cho ta th§y ph²p trø a− b thüc hi»n �÷ñc khi v  ch¿ khi a ≥ b, vi»c chùng

minh �i·u n y xin d nh cho �ëc gi£.

T½nh ch§t 2.5.2.3 (T½nh ch§t ph¥n phèi cõa ph²p nh¥n �èi vîi ph²p trø). Vîi måi sè

tü nhi¶n a, b, c m  c ≤ b ta câ:

i/ a(b− c) = a.b− a.c;
ii/ (b− c).a = b.a− c.a

Vi»c chùng minh hai t½nh ch§t tr¶n xin d nh cho �ëc gi£.

2.5.3 Ph²p chia

�ành ngh¾a 2.5.3.1. Cho hai sè tü nhi¶n a, b, b 6= 0. N¸u câ sè tü nhi¶n q sao cho a = bq

th¼ ta nâi a chia h¸t cho b, k½ hi»u a÷ b. Trong tr÷íng hñp n y ta công nâi b chia h¸t a,

k½ hi»u b | a
N¸u a ÷ b th¼ ta nâi a l  bëi cõa b hay b l  ÷îc cõa a. Theo luªt gi£n ÷îc cõa ph²p

nh¥n, sè q (n¸u câ), �÷ñc x¡c �ành duy nh§t v  �÷ñc gåi l  th÷ìng cõa a v  b. Ta k½ hi»u

q = a : b hay q =
a

b

Quy t­c t¼m th÷ìng cõa hai sè gåi l  ph²p chia.

T½nh ch§t 2.5.3.2.
i/ Sè 0 chia h¸t cho måi sè tü nhi¶n kh¡c 0.

ii/ Måi sè tü nhi¶n �·u chia h¸t cho 1.

iii/ Quan h» chia h¸t l  quan h» thù tü trong N∗

iv/ N¸u a1, a2, ...an l  nhúng sè tü nhi¶n chia h¸t cho b v  x1, x2, ..xn l  nhúng sè tü

nhi¶n tuý þ, th¼ a1x1 + a2x2 + ...+ anxn công chia h¸t cho b.
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2.6 Lþ thuy¸t chia h¸t tr¶n tªp c¡c sè tü nhi¶n

2.6.1 Quan h» chia h¸t

�ành ngh¾a 2.6.1.1. Cho hai sè tü nhi¶n a, b, b 6= 0. N¸u câ sè tü nhi¶n q sao cho a = bq

th¼ ta nâi a chia h¸t cho b, k½ hi»u a÷ b. Trong tr÷íng hñp n y ta công nâi b chia h¸t a,

k½ hi»u b | a. Lóc �â ta nâi b l  mët ÷îc cõa a v  a l  bëi cõa b. Ta k½ hi»u

q = a : b hay q =
a

b

T½nh ch§t 2.6.1.2.
T½nh ch§t 1: ∀a, b, c ∈ N∗, ab | c⇒ a | c v  b | c
T½nh ch§t 2: ∀a, b, c, d ∈ N∗, a | b v  c | d⇒ ac | bd.
T½nh ch§t 3: ∀a, b, c ∈ N∗, a | b⇒ a | bc.
T½nh ch§t 4: Cho a1, a2, ...an ∈ N∗ thäa m¢n a | a1, a | a2, ..., a | an khi �â a | a1 + a2 +

...+ an.

T½nh ch§t 5: Cho a1, a2, ...an ∈ N∗ thäa m¢n a | a1+a2+ ...+an v  a | a1+a2+ ...+an−1
khi �â a | an.

Vi»c chùng minh c¡c t½nh ch§t tr¶n xin d nh cho �ëc gi£.

2.6.2 Ph²p chia câ d÷

Quan h» chia h¸t trong tªp N∗ khæng ph£i l  quan h» thù tü to n ph¦n trong N∗, tùc
l  vîi hai sè tü nhi¶n b§t k¼ a, b nâi chung khæng nh§t thi¸t câ a chia h¸t cho b ho°c b

chia h¸t cho a. Tuy nhi¶n ta câ �ành lþ sau

�ành lþ 2.6.2.1. Vîi måi c°p sè tü nhi¶n a, b, b 6= 0 bao gií công tçn t¤i duy nh§t c°p

sè tü nhi¶n q v  r sao cho

a = bq + r, 0 ≤ r < b

Chùng minh. �ëc gi£ xem chùng minh ð S[1]

�ành ngh¾a 2.6.2.2. Sè q v  r thäa m¢n �¯ng thùc a = bq+ r, 0 ≤ r < b �÷ñc gåi t÷ìng

ùng l  th÷ìng höt (th÷ìng g¦n �óng) v  d÷ trong ph²p chia câ d÷ cõa a cho b.

Vi»c t¼m q v  r gåi l  thüc hi»n ph²p chia câ d÷ cõa a cho b.

Chó þ: Khi r = 0 th¼ ph²p chia câ d÷ trð th nh ph²p chia h¸t. Nh÷ vªy ph²p chia h¸t

l  tr÷íng hñp �°c bi»t cõa ph²p chia câ d÷.

2.6.3 Sè nguy¶n tè

�ành ngh¾a 2.6.3.1. Sè tü nhi¶n lîn hìn 1 khæng câ ÷îc sè tü nhi¶n n o kh¡c ngo i 1

v  ch½nh nâ gåi l  sè nguy¶n tè.

Sè tü nhi¶n lîn hìn 1 khæng ph£i l  sè nguy¶n tè gåi l  hñp sè.
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V½ dö: 2, 3, 5 l  nhúng sè nguy¶n tè; 6, 9, 15 l  nhúng hñp sè.

Nhªn x²t 2.6.3.2.
a/ Vîi kh¡i ni»m sè nguy¶n tè v  hñp sè vøa �÷a ra, tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n gçm ba

bë phªn:

- Sè 0 v  sè 1

- C¡c sè nguy¶n tè

- C¡c hñp sè.

b/ Tø �ành ngh¾a suy ra sè tü nhi¶n n > 1 l  hñp sè n¸u n câ thº vi¸t th nh t½ch cõa

hai sè tü nhi¶n lîn hìn 1:

n = p.q p > 1, q > 1

�ành lþ 2.6.3.3. ×îc sè nhä nh§t kh¡c 1 cõa mët sè tü nhi¶n lîn hìn 1 l  mët sè nguy¶n

tè.

Chùng minh. �ëc gi£ xem chùng minh ð S[1], trang 246.

Nhªn x²t 2.6.3.4. �ành lþ tr¶n chùng tä r¬ng måi sè tü nhi¶n lîn hìn 1 �·u câ ½t nh§t

mët ÷îc nguy¶n tè.

�ành lþ 2.6.3.5. Câ væ sè sè nguy¶n tè.

Chùng minh. �ëc gi£ xem chùng minh ð S[1], trang 246.

2.4.3.6 S ng Ìratosten. Xem S[1].

2.6.4 ×îc chung lîn nh§t, bëi chung nhä nh§t tr¶n N

�ành ngh¾a 2.6.4.1.
1/ ×îc chung: Cho a, b l  hai sè tü nhi¶n, khi �â sè tü nhi¶n d vøa l  ÷îc cõa a, vøa

l  ÷îc cõa b �÷ñc gåi l  mët ÷îc chung cõa a v  b.

V½ dö: C¡c sè 1, 2, 3 l  c¡c ÷îc chung cõa 4 v  6.

2/ Tªp hñp c¡c ÷îc chung:

- Ta k½ hi»u ×(a), l  tªp c¡c ÷îc chung cõa a, khi �â vîi méi sè tü nhi¶n a th¼ ×(a) 6= ∅
v¼ ta luæn câ 1 ∈ ×(a).

- N¸u a l  sè tü nhi¶n kh¡c 0 th¼ tªp hñp ×(a) bà ch°n tr¶n, v¼ hiºn nhi¶n n¸u b | a th¼

b ≤ a.

- Tªp hñp c¡c ÷îc chung cõa a v  b ch½nh l  ×(a)∩×(b). N¸u a v  b l  hai sè tü nhi¶n

khæng �çng thíi b¬ng 0 th¼ tªp c¡c ÷îc chung ×(a) ∩ ×(b) cõa chóng l  mët bë phªn

kh¡c réng v  bà ch°n tr¶n, n¶n ×(a) ∩ ×(b) câ sè lîn nh§t.

3/ �ành ngh¾a: Sè lîn nh§t trong tªp hñp c¡c ÷îc chung cõa a v  b �÷ñc gåi l  ÷îc

chung lîn nh§t cõa chóng v  k½ hi»u l  ×CLN(a, b).
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V½ dö: ×CLN(4, 10) = 2.

Chó þ: Vîi måi c°p sè tü nhi¶n a, b khæng �çng thíi b¬ng 0 luæn tçn t¤i ×CLN(a, b).

4/ Thuªt to¡n Ìclit: Chóng ta �¢ �÷a ra kh¡i ni»m ÷îc chung lîn nh§t (×CLN) v 

chùng tä sü tçn t¤i ×CLN cõa hai sè tü nhi¶n kh¡c 0. Trong ph¦n n y ta tr¼nh b y mët

thuªt to¡n �º t¼m ×CLN cõa hai sè. Tr÷îc h¸t ta câ hai bê �· sau:

i/ Bê �· 1: N¸u b | a th¼ ×CLN(a, b) = b

ii/ Bê �· 2: N¸u ta câ a = bq + c th¼ b | a th¼ ×CLN(a, b) =×CLN(b, c)

�ëc gi£ xem chùng minh hai bê �· n y ð S[1].

Theo hai bê �· tr¶n, ta câ thº ti¸n h nh vi»c t¼m ×CLN cõa hai sè a v  b b¬ng c¡ch

nh÷ sau:

Gi£ sû a > b, ta thüc hi»n ph²p chia câ d÷ cõa a cho b. Khi �â câ hai tr÷íng hñp x£y

ra:

- N¸u a chia h¸t cho b th¼ ×CLN(a, b) = b theo bê �· 1.

- N¸u a khæng chia h¸t cho b, ta câ:

a = bq0 + r1 0 < r1 < b

Khi �â theo bê �· 2 ta câ ×CLN(a, b) =×CLN(b, r1). Nh÷ vªy vi»c t¼m ×CLN(a, b)

�÷a v· vi»c t¼m ×CLN(b, r1). Thüc hi»n ph²p chia câ d÷ cõa b cho r1 v  l¤i câ hai tr÷íng

hñp l 

- N¸u b chia h¸t cho r1 th¼:

×CLN(a, b) = ×CLN(b, r1) = r1

v  qu¡ tr¼nh t¼m ×CLN(a, b) ho n th nh.

- N¸u b khæng chia h¸t cho r1, ta câ:

b = r1q1 + r2 0 < r2 < r1

Khi �â ×CLN(b, r1) =×CLN(r1, r2 v  qu¡ tr¼nh l¤i ti¸p töc nh÷ tr¶n �èi vîi r1 v  r2...

Ta th§y qu¡ tr¼nh tr¶n s³ døng l¤i n¸u ta g°p mët ph²p chia h¸t. V¼ b > r1 > r2 > ...

n¶n qu¡ tr¼nh tr¶n s³ døng l¤i sau khæng qu¡ b b÷îc, gi£ sû to n bë qu¡ tr¼nh �â l :

a = bq0 + r1 0 < r1 < b

b = r1q1 + r2 0 < r2 < r1

r1 = r2q2 + r3 0 < r3 < r2

................

rn−2 = rn−1qn−1 + rn 0 < rn < rn−1

rn−1 = rnqn
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Do �â ×CLN(a, b) =×CLN(b, r1) =×CLN(r1, r2) = ..... =×CLN(rn−1, rn) = rn .

Qu¡ tr¼nh t¼m tr¶n ×CLN nh÷ tr¶n gåi l  thuªt to¡n Ìclit giô« hai sè a v  b.

V½ dö: T¼m ×CLN(73, 17). Ta thüc hi»n nh÷ sau:

Ta câ:

73 = 17.4 + 5; 17 = 5.3 + 2

5 = 2.2 + 1; 2 = 1.2.

Vªy ×CLN(73, 17) = 1.

T½nh ch§t 2.6.4.2.
1/ ×CLN(a, b) =×CLN(b, a).

2/ Måi ÷îc chung cõa a v  b �·u l  ÷îc cõa ×CLN(a, b).

3/ ×CLN(ma,mb) = m××CLN(a, b) vîi måi sè tü nhi¶n m 6= 0.

4/ ×CLN(
a

d
,
b

d
) =

1

d
××CLN(a, b) vîi måi ÷îc chung d cõa a v  b.

�ëc gi£ xem chùng minh ð S[1], trang 238.

�ành ngh¾a 2.6.4.3.
1/ Bëi: N¸u a l  mët sè tü nhi¶n kh¡c 0, th¼ c¡c bëi sè cõa a l  t§t c£ c¡c sè tü nhi¶n

d¤ng m.a,m ∈ N. K½ hi»u tªp hñp c¡c bëi cõa a l  B(a) th¼ B(a) l  mët tªp væ h¤n v 

B(a) =
{
ma | m ∈ N

}
2/ Bëi chung: Gi£ sû a1, a2, ..., an l  nhúng sè tü nhi¶n kh¡c 0. Sè tü nhi¶n b �÷ñc gåi

l  bëi chung cõa a1, a2, ..., an n¸u b l  bëi �çng thíi cõa c¡c sè �â. Tªp hñp c¡c bëi chung

cõa a1, a2, ..., an l  giao cõa t§t c£ c¡c tªp hñp B(a1), B(a2),..., B(an). Tªp hñp n y công

l  mët tªp væ h¤n, tªp hñp n y bà ch°n d÷îi bði 0 n¶n câ sè nhä nh§t.

3/ �ành ngh¾a: Bëi chung d÷ìng nhä nh§t cõa c¡c sè tü nhi¶n kh¡c 0: a1, a2, ..., an gåi

l  bëi chung nhä nh§t cõa c¡c sè n y v  k½ hi»u l  BCNN(a1, a2, ..., an).

V½ dö: BCNN(2, 5, 7) = 70; BCNN(3, 15) = 15.

T½nh ch§t 2.6.4.4.
1/ Vîi måi c°p sè tü nhi¶n a, b kh¡c 0, ta câ: BCNN(a, b) =

| ab |
×CLN(a, b)

·

2/ Tªp hñp c¡c bëi chung cõa a v  b tròng vîi c¡c bëi cõa bëi chung nhä nh§t cõa

chóng.

3/ BCNN(a, b) =BCNN(b, a).

4/ BCNN(ma,mb) = m×BCNN(a, b) vîi måi sè tü nhi¶n m 6= 0.

5/ BCNN(
a

d
,
b

d
) =

1

d
×BCNN(a, b) vîi måi ÷îc chung d cõa a v  b.

�ëc gi£ xem chùng minh ð S[1], trang 242.
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2.6.5 C¡c d§u hi»u chia h¸t

2.4.5.1 Biºu di¹n sè tü nhi¶n trong h» thªp ph¥n.

Vîi måi sè tü nhi¶n a > 0, ta vi¸t �÷ñc d÷îi d¤ng

a = an10
n + an−110

n−1 + ...+ a210
2 + a110

1 + a0

trong �â 0 ≤ an, an−1, ..., a2, a1, a0 < 9, an > 0. Khi �â ta vi¸t a = anan−1...a2a1a0 v  nâi

l  ghi a trong h» thªp ph¥n.

T½nh ch§t 2.6.5.1 (D§u hi»u chia h¸t cho 2 v  5).
Mët sè chia h¸t cho 2 (ho°c 5) khi v  ch¿ khi chú sè h ng �ìn và cõa nâ chia h¸t cho

2 (ho°c 5). Cö thº l :

i/ Mët sè chia h¸t cho 2 khi v  ch¿ khi nâ câ chú sè h ng �ìn và l  0, 2, 4, 6 ho°c 8.

ii/ Mët sè chia h¸t cho 5 khi v  ch¿ khi chú sè h ng �ìn và cõa nâ l  0 ho°c 5.

T½nh ch§t 2.6.5.2 (D§u hi»u chia h¸t cho 4 v  25).
Mët sè chia h¸t cho 4 (ho°c 25) khi v  ch¿ khi sè t¤o bði hai chú sè tªn còng cõa nâ

chia h¸t cho 4 (ho°c 25). Ngh¾a l  sè tü nhi¶n a = anan−1...a2a1a0 chia h¸t cho 4 (ho°c

25) khi v  ch¿ khi a = a1a0 chia h¸t cho 4 (ho°c 25).

T½nh ch§t 2.6.5.3 (D§u hi»u chia h¸t cho 3 v  9).
Mët sè chia h¸t cho 3 (ho°c 9) khi v  ch¿ khi têng c¡c chú sè cõa nâ chia h¸t cho 3

(ho°c 9). Ngh¾a l  sè tü nhi¶n a = anan−1...a2a1a0 chia h¸t cho 3 (ho°c 9) khi v  ch¿ khi

an + an−1 + ....+ a1 + a0 chia h¸t cho 3 (ho°c 9).

T½nh ch§t 2.6.5.4 (D§u hi»u chia h¸t cho 11).
Mët sè chia h¸t cho 11 khi v  ch¿ khi têng c¡c chú sè h ng ch®c trø �i têng c¡c chú sè

h ng l´ l  mët bëi cõa 11.

�ëc gi£ xem chùng minh c¡c t½nh ch§t tr¶n ð S[1], trang 206.

2.7 H» ghi cì sè g

2.7.1 �ành ngh¾a h» ghi cì sè g

Ta ch§p nhªn �ành lþ sau �¥y �º l m cì sð cho h» ghi sè g - ph¥n (B¤n �åc câ thº

tham kh£o ph²p chùng minh �ành lþ ð S[1], trang 195).
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�ành lþ 2.7.1.1. Gi£ sû g l  mët sè tü nhi¶n lîn hìn 1. Khi �â, méi sè tü nhi¶n a > 0

�·u biºu di¹n mët c¡ch duy nh§t �÷ñc d÷îi d¤ng:

a = Cng
n + Cn−1g

n−1 + ...+ C2g
2 + C1g

1 + C0

trong �â n ≥ 0, 0 ≤ Cn, Cn−1, ..., C2, C1, C0 < g,Cn > 0.

�ành ngh¾a 2.7.1.2. Gi£ sû a l  sè tü nhi¶n kh¡c 0, g l  mët sè tü nhi¶n lîn hìn 1. N¸u

a = Cng
n + Cn−1g

n−1 + ...+ C2g
2 + C1g

1 + C0

vîi n ≥ 0, 0 ≤ Cn, Cn−1, ..., C2, C1, C0 < g,Cn > 0. Th¼ ta vi¸t a = CnCn−1...C2C1C0g v 

nâi �â l  sü biºu di¹n sè tü nhi¶n a trong h» g - ph¥n.

2.5.1.3 Biºu di¹n mët sè trong h» g - ph¥n.
Ph²p chùng minh �ành lþ tr¶n công �çng thíi ch¿ ra c¡ch biºu di¹n mët sè trong h» g

- ph¥n. B¤n �åc câ thº xem c¡ch biºu di¹n �â thæng qua mët v½ dö ð S[1], trang 198.

2.5.1.4 �êi cì sè.
B¤n �åc xem ð S[1], trang 198.

2.7.2 So s¡nh c¡c sè trong h» g - ph¥n

B¤n �åc xem ð S[1], trang 199.

2.7.3 Thüc h nh 4 ph²p t½nh trong h» g - ph¥n

B¤n �åc xem ð S[1], trang 201.

2.8 Nëi dung v  cì sð to¡n håc cõa vi»c d¤y håc mët
sè v§n �· sè tü nhi¶n ð tiºu håc

2.8.1 Nëi dung d¤y håc sè tü nhi¶n ð tiºu håc

Sè tü nhi¶n �÷ñc tr¼nh b y ð bªc tiºu håc vîi c¡c nëi dung:

- H¼nh th nh kh¡i ni»m ban �¦u v· sè tü nhi¶n, c¡c sè tü nhi¶n �¸n 10

- H» ghi sè thªp ph¥n, c¡ch vi¸t v  c¡ch �åc c¡c sè tü nhi¶n

- Hai ph²p t½nh cëng v  trø c¡c sè tü nhi¶n

- So s¡nh, x¸p thù tü c¡c sè tü nhi¶n

- Hai ph²p t½nh nh¥n v  chia c¡c sè tü nhi¶n

- Kÿ thuªt thüc hi»n ph²p nh¥n.

B¤n �åc xem ð S[2], trang 86 (Ph÷ìng ph¡p d¤y håc To¡n - NXB Gi¡o Döc 1996).
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2.8.2 Cì sð to¡n håc cõa vi»c d¤y h¼nh th nh kh¡i ni»m sè tü

nhi¶n, c¡c ph²p to¡n, c¡c t½nh ch§t ph²p to¡n, quy t­c

thüc h nh 4 ph²p to¡n.

B¤n �åc xem ð S[2] (Ph÷ìng ph¡p d¤y håc To¡n - NXB Gi¡o Döc 1996).

B i tªp
B i tªp 2.1. Cho A,B,A1, B1 l  c¡c tªp hñp m  A ∼ A1, B ∼ B1. a/ B¬ng c¡ch ch¿

ra c¡c song ¡nh th½ch hñp h¢y chùng minh r¬ng:

- A×B ∼ B × A
- A1 ×B1 ∼ A×B.

b/ �÷a ra v½ dö chùng tä r¬ng nâi chung A∪B khæng t÷ìng �÷ìng vîi A1∪B1. Muèn

câ A ∪B ∪ A1 ∪B1 th¼ ph£i câ th¶m �i·u ki»n g¼?

B i tªp 2.2. Cho tªp X = {x, y, z}.
a/ H¢y li»t k¶ c¡c tªp con cõa X.

b/ Chùng tä r¬ng X l  húu h¤n.

B i tªp 2.3. a/Chùng tä tªp A = {2n | n ∈ N} l  tªp væ h¤n.

b/ Chùng minh r¬ng tªp c¡c �iºm tr¶n nûa �÷íng trán �÷íng k½nh AB t÷ìng �÷ìng

vîi tªp c¡c �iºm tr¶n �o¤n th¯ng AB.

c/ Chùng minh r¬ng tªp c¡c �iºm tr¶n �o¤n th¯ng AB t÷ìng �÷ìng vîi tªp c¡c �iºm

tr¶n nûa �÷íng th¯ng Ox.

4/ a/ Mët tªp t÷ìng �÷ìng vîi mët tªp húu h¤n câ húu h¤n khæng?

b/ Tªp con cõa mët tªp húu h¤n câ thº l  húu h¤n �÷ñc khæng?

c/ Mët tªp hñp câ mët tªp con væ h¤n câ thº l  mët tªp húu h¤n �÷ñc khæng?

5/ Cho M l  mët bë phªn cõa tªp sè tü nhi¶n. Ta nâi M bà ch°n n¸u câ sè tü nhi¶n

a sao cho x ≤ a vîi måi x ∈M .

Chùng minh r¬ng måi bë phªn kh¡c réng v  bà ch°n cõa tªp hñp sè tü nhi¶n N �·u

câ sè lîn nh§t (ngh¾a l  tçn t¤i m ∈M sao cho m ≥ x vîi måi x ∈M).

6/ Cho a, b ∈ N, a < b. H¢y so s¡nh a′, b′(a′, b′ l  sè li·n sau cõa a, b).

7/ Cho n l  mët sè tü nhi¶n. Ta k½ hi»u Sn l  tªp c¡c sè tü nhi¶n kh¡c khæng nhä hìn n:

Sn = {x ∈ N | x 6= 0, x ≤ n}

a/ H¢y vi¸t c¡c ph¦n tû cõa S0, S1, S2, S3.

b/ Chùng minh r¬ng vîi måi n ta câ Card(Sn) = n (tùc l  Sn câ n sè).

B i tªp
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1/ Khi chia 130 cho mët sè tü nhi¶n ta �÷ñc sè d÷ b¬ng 7. T¼m sè chia v  th÷ìng höt

(th÷ìng g¦n �óng) trong ph²p chia �â.

2/ Cho sè tü nhi¶n a, bi¸t a chia cho 3 d÷ 2 v  chia 2 d÷ 1. T¼m sè d÷ trong ph²p chia

a cho 6.

3/ T¼m t§t c£ c¡c sè n ∈ N, 980 ≤ n ≤ 1000 m  �èi vîi sè n §y th¼ mët v  ch¿ mët

trong c¡c m»nh �· sau l  �óng.

a/ n chia h¸t cho2

b/ n chia h¸t cho 3

c/ n chia h¸t cho 6

d/ n chia h¸t cho 2, nh÷ng khæng chia h¸t cho 3

e/ n chia h¸t cho 3, nh÷ng khæng chia h¸t cho 2

f/ n chia h¸t cho 2 v  chia h¸t cho 3

h/ n chia h¸t cho 5.

4/ Bi¸t sè tü nhi¶n a khi chia cho 12 th¼ d÷ 5, t¼m ×CLN(a, 12).

5/ T¼m ×CLN cõa c¡c c°p sè tü nhi¶n d÷îi �¥y b¬ng thuªt to¡n Ìclit.

a/ 3486 v  39

b/ 1508 v  76

c/ 5798 v  102

d/ 40097 v  135

6/ T¼m c¡c sè tü nhi¶n a �º biºu thùc sau �¥y câ gi¡ trà l  sè tü nhi¶n

12

2a+ 1

7/ Cho a, b, c, d ∈ N∗, chùng minh r¬ng n¸u ad+ bc chia h¸t cho a+ b th¼ ac+ bd công

chia h¸t cho a+ b.

8/ Chùng minh r¬ng trong n+1 sè tü nhi¶n tuý þ luæn tçn t¤i hai sè m  m  hi»u cõa

chóng chia h¸t cho n.

9/ Câ hay khæng sè tü nhi¶n k sao cho 2007k − 1 chia h¸t cho 2011.

10/ Cho a = x195y câ c¡c chú sè kh¡c nhau. T¼m t§t c£ nhúng chú sè x, y �º thay v o

ta �÷ñc a �çng thíi chia h¸t cho 3 v  4.

11/ Cho a = x945y . B¤n h¢y thay x, y bði nhúng chú sè th½ch hñp �º khi chia a cho

2, 5 v  9 �·u d÷ 1.

12/ Sè håc sinh cõa mët tr÷íng tiºu håc l  mët sè tü nhi¶n câ t½nh ch§t khi chia cho

3, cho 4 ho°c cho 5 �·u d÷ 1 v  sè håc sinh v o kho£ng 450 �¸n 500. B¤n h¢y t½nh sè håc

sinh cõa tr÷íng �â.

13/ Chùng minh r¬ng ∀n ∈ N, n3 + 2n chia h¸t cho 3.

14/ Cho x = abcd, chùng minh x chia h¸t cho 4 khi v  ch¿ khi 2c+ d chia h¸t cho 4.
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15/ T¼m gi¡ trà nhä nh§t cõa biºu thùc A =| 36m − 5n |, trong �â m,n l  c¡c sè tü

nhi¶n kh¡c 0.

16/ Chùng minh 4n + 15n− 1 chia h¸t cho 9 vîi méi n thuëc N.
17/ Chùng minh n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 chia h¸t cho 9 vîi méi n thuëc N.
18/ T¼m BCNN cõa c¡c c°p sè tü nhi¶n d÷îi �¥y:

a/ 23 v  124

b/ 45 v  12

c/ 27 v  186

d/ 201 v  171

19/ B¤n H£i D÷ìng �¢ vi¸t mët sè câ hai chú sè m  têng c¡c chú sè cõa nâ b¬ng 14.

D÷ìng �em chia sè �â cho 8 th¼ �÷ñc sè d÷ l  4 nh÷ng khi chia cho 12 th¼ �÷ñc sè d÷ l 

3.

a/ Chùng minh r¬ng D÷ìng �¢ l m sai ½t nh§t mët ph²p chia.

b/ N¸u ph²p chia cho 8 l  �óng, th¼ ph²p chia cho 12 ph£i �÷ñc sè d÷ l  bao nhi¶u?

B i tªp

1/ Vi¸t sè 57686 trong h» ngô ph¥n v  b¡t ph¥n (8 - ph¥n).

2/ Vi¸t c¡c sè sau �¥y trong h» thªp ph¥n:

a/ 433145 b/ 1454556

c/ 1101012

3/ Vi¸t c¡c sè sau trong h» b¡t ph¥n

a/ 143146 b/ 1454557

c/ 1101002

4/ a/ Lªp b£ng cëng v  b£ng nh¥n trong h» b¡t ph¥n

b/ Thüc hi»n c¡c ph²p t½nh:

+) 673347 + 152557

+) 433148 × 758

5/ Lªp t§t c£ c¡c sè câ 3 chú sè chia h¸t cho 5 tø 3 chú sè sau: 1; 3; 5.

6/ T¼m d§u hi»u chia h¸t cho 8 v  125 trong h» thªp ph¥n

7/ T¼m d§u hi»u chia h¸t cho 2, 3 v  cho 6 cõa c¡c sè ghi trong h» 7 - ph¥n

8/ Cho n l  sè tü nhi¶n lîn hìn 1. Chùng tä r¬ng c¡c sè sau l  hñp sè:

a/ n4 + 4

b/ n4 + n2 + 1

c/ n4 + 4n

9/ Chùng minh r¬ng:

a/ D÷ cõa ph²p chia sè nguy¶n tè p > 3 cho 6 b¬ng 1 ho°c 5.

b/ D÷ cõa ph²p chia sè nguy¶n tè p b§t ký cho 30 b¬ng 1 ho°c l  mët sè nguy¶n tè.
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10/ Cho p v  q l  nhúng sè nguy¶n tè lîn hìn 3. Chùng tä r¬ng :

a/ p2 − 1 chia h¸t cho 24

b/ p2 − q2 chia h¸t cho 24

11/ T¼m BCNN(a, a+ 1) vîi a, a+ 2 l  sè tü nhi¶n kh¡c khæng.

12/ Chùng tä r¬ng n¸u a v  b nguy¶n tè còng nhau th¼ a + b v  ab công nguy¶n tè

còng nhau.

13/ Chùng tä r¬ng sè 7n − 1 khi vi¸t trong h» 7 - ph¥n l  mët sè gçm n chú sè 6.

14/ N¸u vi¸t t§t c£ c¡c sè tü nhi¶n tø 0 �¸n 1 t¿ (trong h» thªp ph¥n) v o mët dáng,

th¼ dáng �â ph£i d i bao nhi¶u km? (Gi£ sû méi chú chi¸m 2mm v  c¡c chú sè vi¸t li·n

nhau).

15/ Cho a, b, c l  nhúng sè tü nhi¶n sao cho a6 + 2b6 = 4c6. Chùng minh r¬ng

a = b = c = 0

16/ Chùng minh r¬ng n¸u k l  mët sè l´, th¼ k2n − 1 chia h¸t cho 2n+2 vîi måi sè tü

nhi¶n n.
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Ch÷ìng 3

Tªp hñp c¡c sè húu t¿

Kh¡i ni»m sè tü nhi¶n l  mët cæng cö quan trång câ kh£ n«ng �¡p ùng c¡c nhu c¦u

v· m°t thüc h nh v  v· m°t l½ thuy¸t trong vi»c nhªn thùc thüc ti¹n cõa con ng÷íi. Tuy

nhi¶n trong ph¤m vi tªp c¡c sè tü nhi¶n th¼ mët sè v§n �· m  thüc ti¹n �°t ra khæng gi£i

quy¸t �÷ñc. Tø �â n©y sinh y¶u c¦u mð rëng tªp hñp sè tü nhi¶n, tùc l  ph£i bê sung

v o nâ nhúng �èi t÷ñng mîi �º trong tªp hñp sè mîi nhªn �÷ñc n y chóng ta s³ câ líi

gi£i cho nhúng b i to¡n thüc t¸ �°t ra.

Trong ch÷ìng tr¼nh to¡n phê thæng, chóng ta th÷íng xuy¶n vªn döng c¡c t½nh ch§t

cõa c¡c ph²p to¡n tr¶n ph¥n sè, sè thªp ph¥n. Ch¯ng h¤n:

- T½nh ch§t giao ho¡n

a+ b = b+ a

- T½nh ch§t k¸t hñp

(a+ b) + c = a+ (b+ c)

(ab)c = a(bc)

- T½nh ch§t ph¥n ph¥n phèi

a(b+ c) = ab+ ac

a(b− c) = ab− ac

- T½nh ch§t cõa sè 0

a+ 0 = 0 + a

- T½nh ch§t cõa sè 1

a.1 = 1.a

...vv

Nhúng t½nh ch§t, quy t­c thüc h nh t½nh to¡n tr¶n håc sinh th÷íng ti¸p nhªn b¬ng

h¼nh thùc thøa nhªn, ¡p �°t m  khæng chùng minh mët c¡ch ch°t ch³. Gi¡o vi¶n th÷íng

minh håa t½nh �óng �­n cõa chóng thæng qua mët sè v½ dö cö thº rçi sau �â rót ra cho
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håc sinh quy t­c. B¬ng c¡ch n y, håc sinh ph£i ti¸p thu mët c¡ch thö �ëng, khæng n­m

�÷ñc cì sð l½ luªn cõa nhúng quy t­c �â.

Cán �èi vîi gi¡o sinh, nhúng ng÷íi s³ d¤y ð phê thæng sau n y, vi»c n­m �÷ñc cì sð l½

luªn cõa nhúng v§n �· n¶u tr¶n l  �i·u r§t c¦n thi¸t. Chóng ta c¦n ph£i bi¸t rã cì sð l½

luªn �º sau n y khi v· tr÷íng phê thæng chóng ta d¹ d ng hìn trong vi»c gi£ng d¤y c¡c

v§n �· li¶n quan �¸n c¡c tªp hñp sè.

3.1 Tªp c¡c sè húu t¿ khæng ¥m

3.1.1 X¥y düng tªp Q+

Ð phê thæng chóng ta �¢ bi¸t:

1

2
=

2

4
=

3

6
=

4

8
= ...

Nh÷ vªy, c¡c ph¥n sè b¬ng ph¥n sè
1

2
t¤o th nh mët lîp

1

2
;
2

4
;
3

6
;
4

8
; ...

T÷ìng tü ta công câ:
3

4
=

6

8
=

9

12
=

12

16
= ...

Nh÷ vªy, c¡c ph¥n sè b¬ng ph¥n sè
1

2
t¤o th nh mët lîp

3

4
;
6

8
;
9

12
;
12

16
; ... B¬ng c¡ch

n y ta ph¥n chia tªp c¡c ph¥n sè th nh c¡c lîp m  méi lîp gçm nhúng ph¥n sè b¬ng

nhau.

Þ t÷ðng tr¶n �¥y �÷ñc thº hi»n b¬ng ngæn ngú cõa to¡n håc hi»n �¤i nh÷ sau: Méi

c°p s­p thù tü (a, b), trong �â a ∈ N v  b ∈ N∗ ta gåi l  mët ph¥n sè khæng ¥m (hay �º

cho gån ta s¹ gåi l  ph¥n sè).

Tªp t§t c£ c¡c ph¥n sè k½ hi»u l  P . Nh÷ vªy: P = N× N∗. �º cho ti»n ta s³ sû döng

k½ hi»u
a

b
�º ch¿ ph¥n sè (a, b), trong �â a l  tû sè, b l  m¨u sè cõa ph¥n sè �â. Nh÷ vªy:

P =
{a
b
vîi a ∈ N v  b ∈ N∗

}
Tr¶n tªp P , ta �ành ngh¾a mët quan h» hai ngæi, k½ hi»u l  =, nh÷ sau: Vîi

a

b
;
c

d
∈ P ,

ta nâi ph¥n sè
a

b
b¬ng ph¥n sè

c

d
, k½ hi»u l 

a

b
=
c

d
, khi v  ch¿ khi ad = bc.

V½ dö:

a/
1

2
=

3

6
v¼ 1× 6 = 3× 2(= 6)

b/
3

4
=

9

12
v¼ 3× 12 = 9× 4(= 36)

a/
1

2
khæng b¬ng

2

3
v¼ 1× 3 6= 2× 2, khi �â ta k½ hi»u

1

2
6= 2

3
Tø �ành ngh¾a ta d¹ th§y r¬ng quan h» = nh÷ tr¶n l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n

tªp c¡c ph¥n sè P . Nh÷ vªy ta câ thº ph¥n chia tªp P theo quan h» t÷ìng �÷ìng '=' v 

nhªn �÷ñc tªp th÷ìng P/=. Ta s³ gåi tªp th÷ìng P/= l  tªp c¡c sè húu t¿ khæng ¥m v 

k½ hi»u l  Q+. Méi ph¦n tû cõa tªp Q+ ta gåi l  mët sè húu t¿ khæng ¥m (�º cho gån, ta
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s³ gåi l  sè húu t¿).

Nh÷ vªy méi sè húu t¿ l  mët tªp hñp hñp gçm c¡c ph¥n sè b¬ng nhau. Gi£ sû

r ∈ Q+, khi �â r x¡c �ành bði mët lîp c¡c ph¥n sè b¬ng mët ph¥n sè
a

b
n o �â. Tùc l 

r = C(
a

b
) =

{m
n
∈ P

∣∣m
n

=
a

b

}
Sau n y ta s³ dòng k½ hi»u

a

b
�º ch¿ sè húu t¿ r = C(

a

b
). Ch¯ng h¤n, ta k½ hi»u

2

3
�º

ch¿ sè húu t¿ C(
2

3
)

Ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc méi sè húu t¿ khæng ¥m câ duy nh§t mët ph¥n sè �¤i

di»n l  ph¥n sè tèi gi£n. Khi nâi �¸n ph¥n sè �¤i di»n cõa mët sè húu t¿, ta th÷íng hiºu

l  ph¥n sè tèi gi£n nâi tr¶n.

Méi sè tü nhi¶n a câ thº biºu di¹n d÷îi d¤ng mët ph¥n sè
a

1
, v¼ vªy méi sè tü nhi¶n a

x¡c �ành duy nh§t mët sè húu t¿ r câ ph¥n sè �¤i di»n l 
a

1
. Th nh thû tªp sè tü nhi¶n

câ thº coi l  bë phªn cõa tªp sè húu t¿ Q+. Ta quy ÷îc: sè húu t¿ x¡c �ành bði
0

1
l  0, v 

x¡c �ành bði
1

1
l  1.

3.1.2 C¡c ph²p to¡n trong Q+

�ành ngh¾a 3.1.2.1. Cho hai sè húu t¿ r v  s câ ph¥n sè �¤i di»n l 
a

b
v 

c

d
t÷ìng ùng.

Ta �ành ngh¾a:

1/ Têng cõa hai sè húu t¿ r v  s l  mët sè húu t¿ t, k½ hi»u l  t = r + s, trong �â, sè

húu t¿ t câ ph¥n sè �¤i di»n l 
ad+ bc

bd
hay C(

a

b
) + C(

c

d
) = C(

ad+ bc

bd
)

Quy t­c cho t÷ìng ùng méi c°p sè húu t¿ r v  s vîi mët sè húu t¿ t nâi tr¶n ta gåi l 

ph²p cëng c¡c sè húu t¿ khæng ¥m, trong �â r v  s gåi l  c¡c sè h¤ng, t gåi l  têng.

2/ T½ch cõa hai sè húu t¿ r v  s l  mët sè húu t¿ p, k½ hi»u l  t = r × s, trong �â, sè

húu t¿ p câ ph¥n sè �¤i di»n l 
ac

bd
hay C(

a

b
)× C( c

d
) = C(

ac

bd
)

Quy t­c cho t÷ìng ùng méi c°p sè húu t¿ r v  s vîi mët sè húu t¿ p nâi tr¶n ta gåi l 

ph²p nh¥n c¡c sè húu t¿ khæng ¥m, trong �â r v  s gåi l  c¡c thøa sè, p gåi l  t½ch.

Ta câ c¡c t½nh ch§t sau:

T½nh ch§t 3.1.2.2. Têng cõa hai sè húu t¿ khæng phö thuëc v o vi»c lüa chån ph¥n sè

�¤i di»n cõa chóng.

T½nh ch§t 3.1.2.3. T½ch cõa hai sè húu t¿ khæng phö thuëc v o vi»c lüa chån ph¥n sè

�¤i di»n cõa chóng.

V½ dö: Cho hai sè húu t¿ r =
1

2
v  s =

5

3
. Ta câ:

r + s =
1

2
+

5

3
=

3 + 5× 2

2× 3
=

13

6
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r × s = 1

2
× 5

3
=

1× 5

2× 3
=

5

6

�ành lþ 3.1.2.4. Ph²p cëng v  ph²p nh¥n c¡c sè húu t¿ khæng ¥m thäa m¢n c¡c t½nh

ch§t sau:

a/ T½nh ch§t giao ho¡n

r + s = s+ r v  r × s = s× r vîi måi r, s ∈ Q+

b/ T½nh ch§t k¸t hñp

(r + s) + t = r + (s+ t) v  (r × s)× t = r × (s× t) vîi måi r, s, t ∈ Q+

c/ Ph¦n tû trung lªp

Sè húu t¿ 0 v  sè húu t¿ 1 tho£ m¢n r + 0 = 0 + r v  r × 1 = 1× r vîi måi r ∈ Q+

d/ Luªt gi£n ÷îc

N¸u r + t = s + t th¼ r = s vîi måi t ∈ Q+ v  n¸u r × t = s × t th¼ r = s vîi måi

t ∈ Q+, t 6= 0

e/ T½nh ch§t ph¥n phèi

r(s+ t) = rs+ rt vîi måi r, s, t ∈ Q+

f/ Ph¦n tû nghàch �£o

Vîi måi sè húu t¿ r 6= 0 tçn t¤i duy nh§t mët sè húu t¿ r−1 sao cho rr−1 = 1

g/ T½ch cõa hai sè húu t¿ b¬ng 0 khi v  ch¿ khi ½t nh§t mët trong hai sè �â b¬ng 0.

�ành ngh¾a 3.1.2.5. Cho hai sè húu t¿ r v  s câ ph¥n sè �¤i di»n l 
a

b
v 

c

d
t÷ìng ùng.

Ta �ành ngh¾a:

N¸u ad − bc l  mët sè tü nhi¶n, ta gåi hi»u cõa hai sè húu t¿ r v  s l  mët sè húu

t¿ t, k½ hi»u l  t = r − s, trong �â, sè húu t¿ t câ ph¥n sè �¤i di»n l 
ad− bc
bd

hay

C(
a

b
)− C( c

d
) = C(

ad− bc
bd

).

Quy t­c cho t÷ìng ùng méi c°p sè húu t¿ r v  s vîi mët sè húu t¿ t nâi tr¶n ta gåi l 

ph²p trø c¡c sè húu t¿ khæng ¥m, trong �â r gåi l  sè bà trø v  s gåi l  c¡c sè trø, t gåi

l  hi»u sè. Ta nâi r trø �i s b¬ng t.

V½ dö: Cho hai sè húu t¿ r =
9

11
v  s =

2

7
. Ta câ:

r − s =
9× 7− 2× 11

11× 7
=

41

77
, trong �â s − r khæng thüc hi»n �÷ñc v¼ 2 × 11 − 9 × 7

khæng ph£i l  sè tü nhi¶n.

�ành lþ 3.1.2.6. Ph²p trø c¡c sè húu t¿ khæng ¥m thäa m¢n c¡c t½nh ch§t sau:

a/ r − s = t khi v  ch¿ khi r = t+ s

b/ r(s− t) = rs− rt n¸u mët trong hai v¸ câ ngh¾a
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Vi»c chùng minh �ành lþ tr¶n xin d nh cho �ëc gi£.

�ành ngh¾a 3.1.2.7. Cho r v  s l  hai sè húu t¿ khæng ¥m, trong �â s 6= 0. N¸u tçn t¤i

sè húu t¿ q sao cho r = q × s th¼ ta nâi r chia s b¬ng q, k½ hi»u r : s = q.

Quy t­c cho t÷ìng ùng méi c°p sè húu t¿ r v  s vîi méi sè húu t¿ q nh÷ tr¶n ta gåi

l  ph²p chia c¡c sè húu t¿ khæng ¥m, r �÷ñc gåi l  sè bà chia, s �÷ñc gåi l  sè chia v  q

�÷ñc gåi l  th÷ìng sè.

Nhªn x²t 3.1.2.8. Gi£ sû r, s ∈ Q+, s 6= 0. Theo c¡c �ành lþ tr¶n, tçn t¤i duy nh§t sè

ngàch �£o s−1 cõa s. �°t q = r × s−1, ta câ qs = (r × s−1)s = r(s−1 × s) = r.1 = r. Nh÷

vªy, ph²p chia cho mët sè húu t¿ kh¡c 0 luæn thüc hi»n �÷ñc, ¡p döng luªt gi£n ÷îc cõa

ph²p nh¥n ta suy ra th÷ìng �â l  duy nh§t.

V½ dö: T¼m th÷ìng cõa r : s bi¸t r =
20

9
v  s =

4

15
. Ta câ s−1 câ ph¥n sè �¤i di»n l 

15

4
vªy r : s =

20

9
× 15

4
=

25

3

3.1.3 Quan h» thù tü trong Q+

�ành ngh¾a 3.1.3.1. Cho hai sè húu t¿ khæng ¥m r v  s câ ph¥n sè �¤i di»n l 
a

b
v 

c

d
t÷ìng ùng. Ta nâi r¬ng r nhä hìn ho°c b¬ng s, k½ hi»u l  r ≤ s n¸u ad ≤ bc.

Khi r ≤ s v  r 6= s th¼ ta nâi r nhä hìn s, k½ hi»u l  r < s. Khi r ≤ s th¼ ta công nâi s

lîn hìn ho°c b¬ng r, k½ hi»u l  s ≥ r. T÷ìng tü khi r < s th¼ ta công nâi s lîn hìn r, k½

hi»u l  s > r. C¡c h» thùc r ≥ s ho°c s ≤ r ta gåi l  mët b§t �¯ng thùc, h» thùc r > s

ho°c s < r ta gåi l  mët b§t �¯ng thùc nghi¶m ng°t.

V½ dö: C(
5

11
) > C(

7

11
) v¼ 5× 11 < 7× 11; C(

3

5
) < C(

4

7
) v¼ 3× 7 > 5× 4.

Nhªn x²t 3.1.3.2.
1/ Vi»c so s¡nh hai sè húu t¿ khæng phö thuëc v o vi»c lüa chån c¡c ph¥n sè �¤i di»n

cõa chóng.

2/ Tªp Q+ l  tªp s­p thù tü to n ph¦n vîi quan h» '≤'.

�ành lþ 3.1.3.3. Quan h» thù tü trong tªp sè húu t¿ khæng ¥m thäa m¢n t½nh ch§t:

a/ T½nh �ìn �i»u: N¸u ta cëng ho°c nh¥n c£ hai v¸ cõa mët b§t �¯ng thùc vîi mët sè

húu t¿ khæng ¥m th¼ b§t �¯ng thùc khæng �êi chi·u.

Tùc l  r ≤ s ⇒ r + t ≤ s + t v  rt ≤ st vîi måi r, s, t ∈ Q+. �°c bi»t, n¸u r < s v 

t 6= 0 th¼ rt < st.

b/ T½nh trò mªt: Xen giúa hai sè húu t¿ kh¡c nhau tçn t¤i væ sè c¡c sè húu t¿ kh¡c

chóng.

c/ Ti¶n �· �csim²t: Måi sè húu t¿ �·u bà ch°n tr¶n bði mët sè tü nhi¶n. Nâi c¡ch kh¡c

vîi måi sè húu t¿ r tçn t¤i sè tü nhi¶n a sao cho r < a.

B¤n �åc tü chùng minh.
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3.1.4 Nëi dung v  cì sð to¡n håc cõa vi»c d¤y v  håc mët sè

v§n �· v· ph¥n sè ð tiºu håc

B¤n �åc xem ð S[2], trang 86 (Ph÷ìng ph¡p d¤y håc To¡n - NXB Gi¡o Döc 1996).

B i tªp

1/ Cho r, s, t ∈ Q+, t 6= 0. Chùng minh r¬ng

(rs) : t = (r : t)s = r(s : t)

2/ Cho r, s, t ∈ Q+, t 6= 0. Chùng minh r¬ng

(r + s) : t = r : t+ s : t

3/ Cho S = C(
1

1.2
) + C(

1

2.3
) + ... + C(

1

(n− 1).n
) + C(

1

n.(n+ 1)
), trong �â vîi méi

n ∈ N∗ , C(
1

n.(n+ 1)
) l  sè húu t¿ câ ph¦n tû �¤i di»n l 

1

n.(n+ 1)

a/ Chùng minh r¬ng vîi måi n ∈ N∗, C(
1

n.(n+ 1)
) = C(

1

n
)− C( 1

(n+ 1)
)

b/ So s¡nh S2006 vîi C(
2007

2008
).

4/ T½ch cõa tû sè v  m¨u sè cõa mët ph¥n sè lîn hìn 1 b¬ng 200, n¸u chia c£ tû v 

m¨u cho 5 ta �÷ñc ph¥n sè tèi gi£n. T¼m ph¥n sè �â.

5/ Khi cëng th¶m v o c£ tû v  m¨u cõa ph¥n sè
11

5
vîi còng mët sè tü nhi¶n ta �÷ñc

mët ph¥n sè b¬ng
21

19
. T¼m sè tü nhi¶n �â.

6/ Khi nh¥n c£ tû v  m¨u cõa mët ph¥n sè vîi 4 ta �÷ñc mët ph¥n sè câ têng cõa tû

v  m¨u b¬ng 12. T¼m ph¥n sè tèi gi£n �â.

7/ Khi bît �i ð c£ tû l¨n m¨u cõa ph¥n sè
73

49
vîi còng mët sè tü nhi¶n ta nhªn �÷ñc

mët ph¥n sè b¬ng
7

4
. T¼m sè tü nhi¶n �â.

3.2 Tªp sè thªp ph¥n khæng ¥m

3.2.1 �ành ngh¾a v  d¤ng thu gån cõa sè thªp ph¥n

C¡c ph¥n sè
7

10
;
123

100
;

12

1000
; .... �·u câ m¨u sè l  luÿ thøa cõa 10 vîi sè tü nhi¶n. C¡c

ph¥n sè d¤ng n y ta th÷íng g°p trong c¡c ph²p �o �¤i l÷ñng. Ch¯ng h¤n:

- Chi·u d i cõa c¥y th÷îc håc sinh l  25 cm hay
25

100
m.

- Gâi h ng n°ng 540g hay
540

1000
kg

�º thuªn ti»n trong t½nh to¡n v  sû döng, ng÷íi ta �¢ �÷a ra mët c¡ch biºu di¹n ri¶ng

cho c¡c ph¥n sè lo¤i n y.
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�ành ngh¾a 3.2.1.1 (Ph¥n sè thªp ph¥n). Ph¥n sè
a

b
�÷ñc gåi l  ph¥n sè thªp ph¥n,

n¸u m¨u sè b l  luÿ thøa cõa 10 vîi sè mô tü nhi¶n (b = 10n, n ∈ N).

V½ dö: C¡c ph¥n sè
3

10
;

8

100
;
5

1
... l  ph¥n sè thªp ph¥n. Tø �ành ngh¾a ta th§y r¬ng

ph¥n sè
7

2
khæng ph£i l  ph¥n sè thªp ph¥n, nh÷ng

7

2
=

35

10
n¶n nhúng ph¥n sè d¤ng n y

�÷ñc gåi l  ph¥n sè biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n.

�ành ngh¾a 3.2.1.2. Ph¥n sè
a

b
�÷ñc gåi l  biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n n¸u nâ

b¬ng mët ph¥n sè thªp ph¥n n o �â.

V½ dö:

C¡c ph¥n sè
1

2
;
2

5
;
5

8
; ... l  biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n. C¡c ph¥n sè

1

3
;
2

7
;
8

17
; ...

khæng biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n.

�ành lþ 3.2.1.3. Ph¥n sè tèi gi£n
a

b
biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n khi v  ch¿ khi

m¨u sè b cõa nâ ch¿ câ ÷îc nguy¶n tè l  2 ho°c 5.

�ành ngh¾a 3.2.1.4. Sè húu t¿ r gåi l  sè thªp ph¥n khæng ¥m, n¸u nâ câ mët ph¦n tû

�¤i di»n l  biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng thªp ph¥n. Tªp t§t c£ c¡c sè thªp ph¥n khæng ¥m

ta k½ hi»u l  Q+10.

V½ dö:

C¡c sè húu t¿
5

2
;
9

5
;
5

8
; ... �·u l  sè thªp ph¥n. C¡c sè húu t¿

8

21
;
8

75
;
8

45
; ... khæng ph£i

l  sè thªp ph¥n.

3.2.1.5 D¤ng thu gån cõa sè thªp ph¥n
Nh÷ chóng ta �¢ bi¸t: méi sè thªp ph¥n câ mët c¡ch biºu di¹n l  d¤ng ph¥n sè. C¡ch

biºu di¹n n y câ nh÷ñc �iºm l  cçng k·nh, khæng ti»n lñi trong thüc h nh t½nh to¡n. V¼

vªy ta th÷íng biºu di¹n c¡c sè thªp ph¥n d÷îi d¤ng thu gån.

-
5

2
=

25

10
= 2, 5 (�åc l  hai ph©y n«m)

-
1

5
=

2

10
= 0, 5 (�åc l  khæng ph©y n«m)

-
12

1000
= 0, 012 (�åc l  khæng ph©y khæng mët hai)

Vªy d¤ng thu gån cõa sè thªp ph¥n l  d¤ng vi¸t khæng câ m¨u sè cõa ph¥n sè theo

quy t­c:

- Ta �÷a sè thªp ph¥n v· d¤ng ph¥n sè thªp ph¥n.

- Bä m¨u sè �çng thíi dòng d§u ph©y ph¥n chia c¡c chú sè cõa tû sè th nh hai nhâm:

nhâm thù nh§t �ùng b¶n ph£i d§u ph©y, câ sè chú sè b¬ng sè chú sè 0 ð m¨u sè; nhâm

thù hai gçm c¡c chú sè cán l¤i cõa tû sè, �ùng b¶n tr¡i d§u ph©y.

- N¸u sè chú sè cõa tû sè ½t hìn hay b¬ng sè chú sè 0 ð m¨u sè th¼ ta vi¸t th¶m nhúng
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chú sè 0 v o tr÷îc tû sè tr÷îc khi dòng d§u ph©y ph¥n chia.

Sè �ùng b¶n tr¡i d§u ph©y gåi l  ph¦n nguy¶n, nhâm c¡c chú sè �ùng b¶n ph£i d§u

ph©y gåi l  ph¦n thªp ph¥n cõa sè thªp ph¥n �â.

3.2.2 C¡c ph²p to¡n tr¶n sè thªp ph¥n

Méi sè thªp ph¥n l  mët sè húu t¿. V¼ vªy x¥y düng c¡c ph²p to¡n v· sè thªp ph¥n

b¬ng c¡ch ta �÷a v· ph²p to¡n t÷ìng ùng vîi sè húu t¿. Ch¯ng h¤n:

V½ dö: Cho r = 1, 23; s = 1, 3. T¼m têng cõa r + s.

Ta câ 1, 23 =
123

100
v  1, 3 =

13

10
, m 

123

100
+

13

10
=

123 + 130

100
=

153

100
= 1, 53 do �â

1, 23 + 1, 3 = 1, 53

∗ Quy t­c thüc h nh ph²p cëng: Muèn cëng mët sè thªp ph¥n vîi mët sè thªp ph¥n

ta l m nh÷ sau:

- L m cho sè chú sè ð ph¦n thªp ph¥n cõa chóng b¬ng nhau (b¬ng c¡ch vi¸t th¶m chú

sè 0 v o h ng cán thi¸u)

- Vi¸t sè nå d÷îi sè kia sao cho c¡c d§u ph©y th¯ng cët

- Cëng nh÷ cëng hai sè tü nhi¶n

- �°t d§u ph©y ð têng th¯ng cët vîi d§u ph©y cõa c¡c sè h¤ng

Ta trð l¤i v½ dö 1, 23 + 1, 3

B÷îc 1: Ta vi¸t 1, 3 = 1, 30

B÷îc 2: �°t ph²p t½nh

+
1, 23

1, 30

B÷îc 3: Bä d§u ph©y ta �÷ñc ph²p cëng hai sè tü nhi¶n

B÷îc 4: �°t d§u ph©y ð têng th¯ng cët vîi d§u ph©y cõa c¡c sè h¤ng ta �÷ñc k¸t qu£

∗ Quy t­c thüc hi»n ph²p trø: (T÷ìng tü quy t­c thüc hi»n ph²p cëng)

∗ Quy t­c thüc hi»n ph²p nh¥n: Muèn nh¥n mët sè thªp ph¥n vîi mët sè thªp ph¥n

ta l m nh÷ sau:

- Nh¥n nh÷ hai sè tü nhi¶n

- Ta �¸m xem trong ph¦n thªp ph¥n cõa c£ hai thøa sè câ bao nhi¶u chú sè rçi dòng

d§u ph©y t¡ch ra ð t½ch §y b§y nhi¶u chú sè kº tø ph£i sang tr¡i.

V½ dö: T½nh 4, 15× 3, 8. Ta l m nh÷ sau:

Tr÷îc h¸t ta thüc hi»n ph²p nh¥n: 415× 38 = 15770.

V¼ c£ hai thøa sè câ t§t c£ ba chú sè ð ph¦n thªp ph¥n n¶n ta dòng d§u ph©y t¡ch ra

ð t½ch ba chú sè kº tø b¶n ph£i.

* Quy t­c thüc h nh ph²p chia:

Muèn chia mët sè thªp ph¥n cho mët sè thªp ph¥n ta l m nh÷ sau:

1/ Bä d§u ph©y ð sè chia �çng thíi díi d§u ph©y ð sè bà chia tø tr¡i qua ph£i sè chú
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sè b¬ng sè chú sè ð ph¦n thªp ph¥n cõa sè chia (tr÷íng hñp sè chú sè ð ph¦n thªp ph¥n

cõa sè chia nhi·u hìn sè bà chia th¼ ta vi¸t th¶m chú sè 0 v o h ng cán thi¸u)

2/ Chia nh÷ chia hai sè tü nhi¶n, khi chia h¸t chú sè ð ph¦n nguy¶n cõa sè bà chia,

�°t d§u ph©y ð th÷ìng rçi ti¸p töc chia

3/ Khi chia h¸t c¡c chú sè ð ph¦n thªp ph¥n cõa sè bà chia, n¸u cán d÷ ta vi¸t th¶m

chú sè 0 v o b¶n ph£i sè d÷ rçi ti¸p chia.

3.2.3 So s¡nh sè thªp ph¥n

*Quan h» thù tü trong tªp sè thªp ph¥n

Méi sè thªp ph¥n l  mët sè húu t¿ khæng ¥m. V¼ vªy x¥y düng quan h» thù tü tr¶n

tªp Q+10 ta �÷a v· so s¡nh c¡c sè húu t¿ khæng ¥m. Ch¯ng h¤n:

V½ dö: cho r = 9, 63; s = 12, 1. H¢y so s¡nh r v  s.

Ta câ 9, 63 =
963

100
v  12, 1 =

121

10
; v¼

963

100
<

121

1
n¶n 9, 63 < 12, 1.

Quy t­c so s¡nh hai sè thªp ph¥n

- L m cho sè chú sè ð ph¦n thªp ph¥n cõa chóng b¬ng nhau (b¬ng c¡ch vi¸t th¶m chú

sè 0 v o h ng cán thi¸u)

- Bä d§u ph©y ta nhªn �÷ñc hai sè tü nhi¶n

- So s¡nh hai sè tü nhi¶n vøa nhªn �÷ñc, sè n o lîn hìn th¼ sè thªp ph¥n ùng vîi nâ

s³ lîn hìn. N¸u hai sè tü nhi¶n �â b¬ng nhau th¼ hai sè thªp ph¥n công b¬ng nhau.

Chó þ: Nhúng sè thªp ph¥n m  chóng ta g°p ð tr¶n �÷ñc biºu di¹n ð hai d¤ng: d¤ng

ph¥n sè v  d¤ng thu gån. Khi vi¸t nhúng sè thªp ph¥n n y ð d¤ng thu gån th¼ ta th§y

r¬ng ph¦n thªp ph¥n ch¿ câ húu h¤n chú sè cho n¶n ta gåi chóng l  sè thªp ph¥n húu

h¤n.

3.2.4 Sè thªp ph¥n væ h¤n tu¦n ho n

B¤n �åc xem ð S[1], trang 281 (Sè håc v  Lægic To¡n - NXB Gi¡o Döc 1996).

3.2.5 Nëi dung v  cì sð to¡n håc cõa vi»c d¤y håc mët sè v§n

�· v· sè thªp ph¥n ð tiºu håc ð tiºu håc

B¤n �åc xem ð S[2], trang 173 (Ph÷ìng ph¡p d¤y håc To¡n - NXB Gi¡o Döc 1996).

B i tªp

1/ Chùng minh r¬ng xen giúa hai sè thªp ph¥n kh¡c nhau tçn t¤i væ sè c¡c sè thªp

ph¥n kh¡c n¬m giúa chóng.
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2/ �i·n chú sè th½ch hñp thay cho ∗:

0, 06 < 0, 00 ∗ 9 < 0, 071

3/ T¼m X bi¸t

a/ 4, 25× (X + 41, 53)− 125 = 53, 5 b/ 2× 1, 58 : (X × 0, 4) = 7, 9

4/ Câ mët b¼nh �üng 80g dung dàch lo¤i 8% muèi. Ph£i �ê v o b¼nh �â bao nhi¶u gam

n÷îc �º �÷ñc mët dung dàch chùa 5% muèi?

5/ Câ mët b¼nh �üng 150g dung dàch lo¤i 10% muèi. Ph£i �ê v o b¼nh �â bao nhi¶u

gam muèi �º �÷ñc mët dung dàch chùa 20% muèi?

6/ Khi lòi d§u ph©y cõa mët sè thªp ph¥n tø ph£i qua tr¡i mët h ng th¼ sè �â gi£m

�i 11,07 �ìn và. T¼m sè thªp ph¥n �â.

7/ Thay méi chú sè trong ph²p t½nh sau bði chú sè th½ch hñp:

a/ 8ab, a− d41, c = c14, d c/ 4, 896− a, bab = 0, 0ab

b/ a, bcaa− b, dbc = c, baba d/ 41, ab = a, b× 2, 6

3.3 Tªp hñp Q c¡c sè húu t¿

3.3.1 X¥y düng tªp hñp Q

X²t tªp hñp Q+ ×Q+ =
{
(r1, r2)

∣∣r1, r2 ∈ Q+

}
3.3.1.1 Quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n Q

a/ �ành ngh¾a

Tr¶n tªp Q+ ×Q+ ta x¡c �ành mët quan h» hai ngæi, k½ hi»u l  ∼ nh÷ sau:

∀(a, b); (c, d) ∈ Q+ ×Q+ : (a, b) ∼ (c, d)⇔ a+ d = b+ c

b/ V½ dö: (1, 2) ∼ (3, 4) v¼ 1 + 4 = 2 + 3, (4, 1) 6∼ (3, 2) v¼ 4 + 2 6= 3 + 1

c/ M»nh �· Quan h» ∼ x¡c �ành ð tr¶n l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n tªp hñp

Q+ ×Q+

Chùng minh. Xin d nh cho b¤n �åc

3.3.1.2 Tªp hñp Q
1/ ð tr¶n ta �¢ chùng minh �÷ñc ∼ l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n Q+ × Q+. Do

�â tªp Q+ ×Q+ s³ �÷ñc chia th nh c¡c lîp theo quan h» ∼.
K½ hi»u: Q = Q+×Q+/ ∼ l  tªp th÷ìng cõa Q+×Q+ theo quan h» t÷ìng �÷ìng ∼.
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Ph¦n tû cõa Q �¤i di»n bði c°p sè (a, b) ∈ Q+ ×Q+ k½ hi»u l  (a, b)

V½ dö: (3, 2) ∈ Q l  lîp t÷ìng �÷ìng �¤i di»n bði c°p (3, 2).

(3, 2) =
{
(a, b) ∈ Q+ ×Q+

∣∣(a, b) ∼ (3, 2)
}

2/ (a, b) = (c, d)⇔ a+ d = b+ c.

3/ Méi ph¦n tû cõa Q �÷ñc gåi l  mët sè húu t¿, tªp Q �÷ñc gåi l  tªp c¡c sè húu t¿.

3.3.2 C¡c ph²p to¡n v  quan h» thù tü tr¶n Q

3.3.2.1 �ành ngh¾a
Gi£ sû x = (a, b), y = (c, d) l  hai sè húu t¿ tuý þ. Ta �ành ngh¾a:

x+ y := (a+ c, b+ d)

x.y := (ac+ bd, ad+ bc)

Ta câ c¡c m»nh �· sau:

a/ M»nh �· 1:

Ph²p cëng v  ph²p nh¥n c¡c sè hûu t¿ x¡c �ành theo �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc

v o vi»c chån �¤i di»n cõa chóng.

b/ M»nh �· 2:

- Tªp Q vîi ph²p cëng lªp th nh mët nhâm giao ho¡n

- Tªp Q∗ = Q\{0} còng vîi ph²p nh¥n lªp th nh mët nhâm giao ho¡n

- Tªp Q còng vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n lªp th nh mët tr÷íng

c/ M»nh �· 3:

- V nh c¡c sè húu t¿ khæng câ ÷îc cõa 0 ngh¾a l  vîi x, y ∈ Q, x 6= 0, y 6= 0 th¼ xy 6= 0

- Mët sè húu t¿ b§t ký ho°c câ d¤ng (a, 0), a ∈ Q+ ho°c l  sè �èi cõa mët sè câ d¤ng

nh÷ vªy.

K½ hi»u Q+ l  tªp c¡c sè húu t¿ câ d¤ng (a, 0) v  Q− l  tªp hñp c¡c sè �èi cõa c¡c sè

thuëc Q+.

Ta câ Q = Q+ ∪Q−. D¹ th§y
f : Q+ −→ Q+

a 7−→ (a, 0)

l  mët song ¡nh v  b£o tçn ph²p to¡n. Nh÷ vªy ta câ thº �çng nh§t Q+ vîi bë phªn Q+

cõa Q, thay v¼ vi¸t x = (a, 0) th¼ ta câ thº vi¸t l¤i �ìn gi£n x = a

d/ M»nh �· 4:

Méi sè húu t¿ l  mët sè húu t¿ khæng ¥m ho°c l  sè �èi cõa mët sè húu t¿ khæng ¥m.

Vîi a ∈ Q+ th¼ sè �èi cõa nâ k½ hi»u l  −a.

66



3.3.2.2 Ph²p trø trong Q
M»nh �· 5:

Trong Q ph÷ìng tr¼nh b+ x = a, vîi a, b ∈ Q+ luæn luæn câ nghi»m.

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh b+ x = a, vîi a, b ∈ Q+ �÷ñc gåi l  hi»u cõa a v  b, k½ hi»u

a− b, �åc l  a trø b. Ta câ a− b = a+ (−b)
3.3.2.3 Ph²p chia trong Q

M»nh �· 6:

Vîi a, b ∈ Q, a 6= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh ax = b luæn luæn câ nghi»m.

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh ax = b vîi a, b ∈ Q, a 6= 0 �÷ñc gåi l  th÷ìng cõa ph²p chia

b cho a. Ta vi¸t b : a = c ho°c
b

a
= c

3.3.2.4 Quan h» thù tü trong Q
a/ �ành ngh¾a 1: Gi£ sû x ∈ Q, n¸u x =

a

b
; a, b ∈ N, b 6= 0 th¼ ta nâi x lîn hìn ho°c

b¬ng 0, vi¸t l  x ≥ 0. Ng÷ñc l¤i n¸u x khæng ph£i lîn hìn ho°c b¬ng 0 th¼ ta nâi x nhä

hìn ho°c b¬ng x, vi¸t l  x ≤ 0.

b/ Chó þ: �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc v o vi»c chån ph¥n sè �¤i di»n
a

b
c/ �ành ngh¾a 2: Gi£ sû x v  y l  hai sè húu t¿, ta nâi x nhä hìn ho°c b¬ng y, vi¸t l 

x ≤ y, n¸u y − x ≥ 0

Khi x ≤ y th¼ ta nâi y lîn hìn ho°c b¬ng x v  vi¸t y ≥ x. N¸u x ≤ y v  x 6= y ta vi¸t

x < y v  nâi l  x nhä hìn y.

*C¡c t½nh ch§t:

- Quan h» ≤ l  mët quan h» thù tü to n ph¦n tr¶n Q
- T½nh ch§t cõa b§t �¯ng thùc (xem Sè håc v  Lægic To¡n - Trang 276)

ð ph¦n tr¶n ta th§y méi sè húu t¿ ho°c câ d¤ng
a

b
, ho°c câ d¤ng −a

b
trong �â

a, b ∈ N, b 6= 0. Vîi r, t l  hai sè húu t¿

N¸u r ≥ 0, t ≤ 0, r =
a

b
, t = − c

d
, a, b, c, d ∈ N. Ta chùng minh �÷ñc r − t = a

b
+
c

d

N¸u r > t ≥ 0, r =
a

b
, t =

c

d
, a, b, c, d ∈ N, ta chùng minh �÷ñc r−t = a

b
− c
d
=
ad− bc
bd

.

N¸u r ≤ 0, t ≥ 0, r = −a
b
, t =

c

d
, a, b, c, d ∈ N, ta chùng minh �÷ñc r− t = −(a

b
+
c

d
) =

−cb+ ad

bd
.

N¸u r < t ≤ 0, r = −a
b
, t = − c

d
, a, b, c, d ∈ N, ta chùng minh �÷ñc r− t = −(a

b
− c

d
) =

−ad− bc
bd

.

N¸u 0 ≤ r < t, r =
a

b
, t =

c

d
, a, b, c, d ∈ N, ta chùng minh �÷ñc r − t = −( c

d
− a

b
) =

−cb− ad
bd

.
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3.3.3 Sè thªp ph¥n tr¶n Q

ð ph¦n tr¶n ta th§y méi sè húu t¿ ho°c câ d¤ng
a

b
, ho°c câ d¤ng −a

b
trong �â

a, b ∈ N, b 6= 0. N¸u
a

b
∈ Q+10 th¼ c¡c sè

a

b
, −a

b
�÷ñc gåi l  c¡c sè thªp ph¥n.

V½ dö: x =
12

100
l  sè thªp ph¥n v¼

12

100
∈ Q+10, công nh÷ th¸ y = −71

10
l  sè thªp ph¥n

v¼ y ∈ Q+10

B¤n �åc câ thº nghi¶n cùu s¥u hìn ð Sè håc v  Lægic To¡n - Trang 280.

B i tªp

1/ Vi¸t c¡c sè thªp ph¥n sau d÷îi d¤ng ph¥n sè

a/ 12, 0035 b/ − 4, 1032

2/ T¼m mët ph¥n sè b¬ng
5

3
, bi¸t r¬ng ph¥n sè �â câ têng cõa tû v  m¨u b¬ng 184.

3/ Khi cëng th¶m v o c£ tû l¨n m¨u cõa ph¥n sè
3

7
vîi còng mët sè tü nhi¶n ta �÷ñc

mët ph¥n sè b¬ng
101

103
. T¼m sè tü nhi¶n �â.

4/ Vîi måi x, y ∈ Q. Chùng tä r¬ng n¸u xy = 0 th¼ suy ra ho°c x = 0 ho°c y = 0

5/ Khi bît �i ð c£ tû v  m¨u cõa ph¥n sè
73

49
vîi còng mët sè tü nhi¶n ta nhªn �÷ñc

mët ph¥n sè b¬ng
7

4
. T¼m sè tü nhi¶n �â.

6/ Cho x, y ∈ Q, x =
a

b
, y =

c

d
, b > 0, c > 0. Tø �ành ngh¾a v· quan h» ≤ trong Q

chùng minh r¬ng

x ≤ y ⇐⇒ ad ≤ bc

3.4 Tªp sè nguy¶n Z

3.4.1 X¥y düng tªp sè nguy¶n Z trong Q

Méi sè húu t¿ câ d¤ng (
a

b
, 0) ho°c (0,

a

b
), ta x²t tªp Z =

{
(
a

b
, 0); (0,

a

b
)
∣∣b = 1

}
, ta th§y

Z l  mët tªp con cõa Q câ t½nh ch§t �°c bi»t sau:

Câ c¡c �ìn ¡nh f tø N v o Z, v  g tø Z v o Q �çng thíi c¡c �ìn ¡nh �â b£o tçn ph²p

to¡n.

N
f︷︸︸︷−→ Z

g︷︸︸︷−→ Q

Méi ph¦n tû thuëc Z câ d¤ng
a

1
ho°c −a

1
, a ∈ N nh÷ vªy ta câ thº xem N l  mët tªp con

cõa Z, chóng ta hiºu
a

1
≡ a, cán −a

1
l  ph¦n tû �èi cõa

a

1
v  �÷ñc k½ hi»u l  −a. Nh÷

vªy méi sè nguy¶n ho°c l  mët sè tü nhi¶n ho°c l  sè �èi cõa mët sè tü nhi¶n.
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Vîi a, b ∈ N th¼ tçn t¤i x, y sao cho bx = −a v  (−b)x = a, ta bi¸t r¬ng x =
−a
b

v 

y =
a

−b
, ta s³ chùng minh �÷ñc x = y = −a

b
. Do �â ta câ

−a
b
=
−a
b

=
a

−b

�ành lþ 3.4.1.1. Tªp hñp Z còng vîi ph²p cëng v  ph²p nh¥n lªp th nh mët v nh giao

ho¡n câ �ìn và.

�ành lþ 3.4.1.2. V nh c¡c sè nguy¶n Z khæng câ ÷îc cõa 0, ngh¾a l  vîi x, y ∈ Z, x 6=
0, y 6= 0 th¼ xy 6= 0

3.4.2 Lþ thuy¸t chia h¸t tr¶n tªp sè nguy¶n

�ành ngh¾a 3.4.2.1. Gi£ sû a v  b l  hai sè nguy¶n, b 6= 0. Ta nâi a chia h¸t cho b n¸u

câ mët sè nguy¶n q sao cho a = bq.

Khi a chia h¸t cho b th¼ ta k½ hi»u a\b. Ta nâi a l  bëi cõa b, cán b l  ÷îc cõa a.

V½ dö:

i/ 0 l  bëi cõa måi sè nguy¶n a 6= 0. Thªt vªy ta luæn câ 0 = a.0 vîi måi a.

ii/ 1 v  -1 l  ÷îc cõa måi sè nguy¶n a. Thªt vªy, ta luæn câ a = 1.a v  a = (−1)(−a)

T½nh ch§t 3.4.2.2. i/ Vîi a, b ∈ Z n¸u b\a th¼ ta công câ b\(−a),−b\(−a),−b\a.
ii/ Sè 1 ch¿ câ hai ÷îc l  -1 v  ch½nh nâ.

iii/ Måi sè nguy¶n a kh¡c 0 �·u l  ÷îc cõa ch½nh nâ: ∀a ∈ Z, a 6= 0 =⇒ a\a.
iv/ Vîi a, b ∈ Z, n¸u b\a v  a\b th¼ suy ra a = ±b.
v/ Vîi a, b, c ∈ Z, n¸u a\b v b\c th¼ suy ra a\c.

�ành lþ 3.4.2.3. Vîi måi c°p sè nguy¶n a, b, b 6= 0 tçn t¤i duy nh§t c°p sè q v  r sao

cho a = bq + r, 0 ≤ r <| b |

�ành ngh¾a 3.4.2.4. Khi ta câ �¯ng thùc a = bq + r, 0 ≤ r <| b | ta nâi a chia cho b

�÷ñc q d÷ r. Sè q gåi l  th÷ìng höt, sè r gåi l  sè d÷. Vi»c t¼m th÷ìng höt q v  sè d÷ r

gåi l  thüc hi»n ph²p chia câ d÷ cõa a cho b.

Chó þ: Trong tr÷íng hñp sè d÷ r = 0 ta câ a = bq ngh¾a l  a chia h¸t cho b. Vªy ph²p

chia h¸t l  mët tr÷íng hñp ri¶ng cõa ph²p chia câ d÷.

B i tªp

1/ Cho a, b, c ∈ Z, a v  b chia h¸t cho c. Chùng minh r¬ng khi �â vîi måi sè nguy¶n

x, y ta công câ ax+ by chia h¸t cho c.

2/ Cho a, b, c ∈ Z. Chùng minh r¬ng n¸u a chia h¸t cho c v  a+ b chia h¸t cho c th¼ b
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công chia h¸t cho c.

3/ Cho a, b, c, d ∈ Z. Chùng minh r¬ng n¸u ab+ cd chia h¸t cho a+ c th¼ ad+ bc công

chia h¸t cho a+ c.

4/ Thüc hi»n ph²p chia câ d÷ cõa a cho b vîi

i/ a = −43, b = 5

ii/ a = −59, b = −7
iii/ a = 87, b = −13.
5/ Chùng ming:

a/ Trong 3 sè nguy¶n li¶n ti¸p câ mët sè chia h¸t cho 3.

b/ Vîi n ∈ N, n 6= 0, trong n sè nguy¶n li¶n ti¸p câ mët sè chia h¸t cho n.

c/ Vîi n ∈ N, n 6= 0, trong n+ 1 sè nguy¶n li¶n ti¸p câ hai sè m  hi»u cõa chóng chia

h¸t cho n.

6/ Cho bi¸t sè nguy¶n a khi chia cho 3 d÷ l  2, chia cho 2 d÷ 1. T¼m sè d÷ trong ph²p

chia a cho 6.

7/ Cho bi¸t sè nguy¶n a khi chia cho 3 d÷ l  1, chia cho 5 d÷ 2. T¼m sè d÷ trong ph²p

chia a cho 15.

8/ Bi¸t 135 chia cho b �÷ñc th÷ìng höt l  9. T¼m b v  sè d÷ trong ph²p chia tr¶n.
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Ch÷ìng 4

Tªp sè thüc

4.1 X¥y düng tªp sè thüc

4.1.1 D¢y sè húu t¿, d¢y hëi tö, d¢y cì b£n

�ành ngh¾a 4.1.1.1. Mët d¢y sè húu t¿ l  mët ¡nh x¤:

u : N −→ Q

n 7−→ u(n)

Ng÷íi ta th÷íng cho mët d¢y sè b¬ng c¡ch li»t k¶ c¡c £nh.

V½ dö:

i/ D¢y sè
1

2
,
1

3
,
1

4
, ....

ii/ D¢y sè
( 1

2n2 + 1

)
.

�ành ngh¾a 4.1.1.2. Gi£ sû l ∈ Q, khi �â d¢y sè (xn)n gåi l  câ giîi h¤n l v  vi¸t l 

lim(xn) = l

n¸u vîi måi ε ∈ Q, ε > 0 tçn t¤i n0 ∈ N sao cho vîi måi n ∈ N, n > n0 : |l − xn| < ε.

D¢y sè (xn)n �÷ñc gåi l  d¢y cì b£n (d¢y Cauchy), n¸u måi ε ∈ Q, ε > 0 tçn t¤i n0 ∈ N
sao cho vîi måi m,n ∈ N m  m > n0, n > n0 ta câ |xm − xn| < ε.

�ành lþ 4.1.1.3. Måi d¢y hëi tö trong Q �·u l  d¢y cì b£n.

�ành lþ 4.1.1.4. N¸u (xn)n l  d¢y cì b£n th¼ nâ bà ch°n, ngh¾a l  tçn t¤i sè húu t¿ a > 0

sao cho

|xn| < a,∀n ∈ N.
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�ành lþ 4.1.1.5. N¸u (xn)n, (yn)n l  hai d¢y cì b£n th¼ c¡c d¢y (xn + yn), (xn − yn),
(xnyn) công l  d¢y cì b£n.

�ành ngh¾a 4.1.1.6. Tr¶n tªp P c¡c d¢y cì b£n ta x¡c �ành hai ph²p to¡n cëng v  nh¥n

nh÷ sau: ∀(xn)n), (yn)n
(xn)n + (yn)n = (xn + yn)n

(xn)n(yn)n = (xnyn)n

�ành lþ 4.1.1.7. Tªp hñp P còng vîi hai ph²p to¡n cëng v  nh¥n x¡c �ành tr¶n lªp th nh

mët v nh giao ho¡n câ �ìn và.

4.1.2 Tr÷íng sè thüc

�ành ngh¾a 4.1.2.1. Tr¶n tªp hñp P c¡c d¢y cì b£n ta x¡c �ành mët quan h» hai ngæi

∼ nh÷ sau: ∀(xn)n, (yn)n ∈ P
(xn)n ∼ (yn)n ⇐⇒ lim(xn − yn) = 0

�ành lþ 4.1.2.2. Quan h» ∼ x¡c �ành ð tr¶n l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n P .

Chùng minh. �º kiºm tra �÷ñc c¡c t½nh ch§t ph£n x¤ v  �èi xùng cõa quan h» ∼ v¼:

D¢y (xn − xn) = (0)n câ giîi h¤n b¬ng 0 n¶n (xn) ∼ (xn).

N¸u lim(xn − yn) = 0 th¼ hiºn nhi¶n lim(yn − xn) = 0 do �â tø gi£ thi¸t (yn) ∼ (xn).

N¸u (xn) ∼ (yn), (yn) ∼ (zn) ngh¾a l  lim(xn− yn) = 0, lim(yn− zn) = 0 khi �â tø b§t

�¯ng thùc:

|xn − zn| ≤ |xn − yn|+ |yn − zn|

ta d¹ d ng suy ra �÷ñc r¬ng lim(xn − zn) = 0 hay (xn) ∼ (zn). Nh÷ vªy ta câ �i·u ph£i

chùng minh.

�ành ngh¾a 4.1.2.3. Quan h» t÷ìng �÷ìng ∼ chia tªp P th nh c¡c lîp t÷ìng �÷ìng.

K½ hi»u

R = P/ ∼

l  tªp hñp c¡c lîp t÷ìng �÷ìng. R �÷ñc gåi l  tªp hñp c¡c sè thüc. Méi ph¦n tû cõa R
gåi l  mët sè thüc. Méi ph¦n tû cõa R �¤i di»n bði d¢y (xn)n �÷ñc k½ hi»u (xn)n.
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4.2 C¡c ph²p to¡n tr¶n tªp sè thüc

4.2.1 C¡c ph²p to¡n

Tr¶n tªp hñp c¡c sè thüc R ta x¡c �ành c¡c ph²p to¡n cëng v  nh¥n nh÷ sau: ∀α, β ∈
R, α = (xn)n, β = (yn)n

α + β = (xn)n + (yn)n = (xn + yn)n

α.β = (xn)n.(yn)n = (xn.yn)n.

Chó þ r¬ng �ành ngh¾a ph²p cëng v  nh¥n c¡c sè thüc thæng qua ph²p cëng v  nh¥n

c¡c d¢y cì b£n �¤i di»n cho chóng. Tuy nhi¶n d¹ d ng chùng minh �÷ñc r¬ng c¡ch �ành

ngh¾a n y khæng phö thuëc v o vi»c chån c¡c �¤i di»n cõa sè thüc. Ngh¾a l  ph²p cëng

v  nh¥n �ành ngh¾a tr¶n thüc sü l  c¡c ph²p to¡n hai ngæi tr¶n R.

�ành lþ 4.2.1.1. Tªp c¡c sè thüc R còng vîi c¡c ph²p to¡n cëng v  nh¥n x¡c �ành tr¶n

lªp th nh mët tr÷íng.

4.2.2 Quan h» thù tü tr¶n R

Bê �· 4.2.2.1. N¸u (xn)n, (yn)n l  hai d¢y cì b£n c¡c sè húu t¿ tuý þ th¼ s³ x¢y ra mët

trong ba kh£ n«ng sau:

1/ lim(xn − yn) = 0

2/ lim(xn − yn) > 0

3/ lim(xn − yn) < 0

�ành ngh¾a 4.2.2.2. Gi£ sû α, β ∈ R, α = (xn), β = (yn). Ta nâi α nhä hìn ho°c b¬ng

β, vi¸t l  α ≤ β n¸u:

- Ho°c lim(xn − yn) > 0

- Ho°c tçn t¤i a ∈ Q, a > 0 v  sè n0 ∈ N sao cho

yn − xn > a, vîi måi n > n0

Theo bê �· tr¶n ta th§y quan h» ≤ vøa �÷ñc x¡c �ành l  mët quan h» thù tü to n

ph¦n tr¶n R. Ng÷íi ta công chùng minh �÷ñc r¬ng quan h» thùu tü trong R t÷ìng th½ch

vîi ph²p cëng v  nh¥n ngh¾a l :

- ∀x, y, z ∈ R n¸u x ≤ y th¼ x+ z ≤ y + z

- ∀x, y ∈ R n¸u x ≥ 0 v  y ≥ 0 th¼ xy ≥ 0
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4.2.3 Quan h» giúa Q v  R

(Xem Sè håc v  Lægic To¡n - Trang 305)

B i tªp

1/ Chùng minh khæng câ sè húu t¿ x sao cho x2 = 3.

X²t d¢y sè un =
3n− 2

2n+ 1
, n ∈ N

2/ a/ Chùng minh r¬ng d¢y (xn) l  mët d¢y cì b£n.

b/ Chùng minh b¬ng �ành ngh¾a r¬ng lim(un) =
3

2
3/ Cho

un =
1

1.2
+

1

2.3
+

1

3.4
+ ....+

1

(n− 1).n

Chùng minh r¬ng d¢y (un) l  mët d¢y cì b£n.

4/ Cho

un = 1 +
1

22
+

1

32
+ ....+

1

n2

Chùng minh r¬ng d¢y (un) l  mët d¢y cì b£n.

5/ Cho

un = 1 +
1

2
+

1

3
+ ....+

1

n

Chùng minh r¬ng d¢y (un) khæng ph£i l  mët d¢y cì b£n.

6/ Cho (xn) v  (yn) l  hai d¢y cì b£n, (xn) ∼ (yn). Chùng minh r¬ng n¸u d¢y (xn) hëi

tö th¼ d¢y (yn) công hëi tö v  lim(xn) = lim(yn)

7/ Cho (xn) l  mët d¢y cì b£n. Chùng minh r¬ng day sè yn công l  d¢y cì b£n, trong

�â

yn =
x1 + x2 + x3...+ xn−1 + xn

n

8/ X²t ¡nh x¤

f : Q −→ R

a 7−→ (a)n∈N

a/ Chùng minh r¬ng f l  mët �ìn ¡nh.

b/ Chùng minh r¬ng

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(a.b) = f(a)f(b)
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