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Chöông 13 

TAÛI TROÏNG ÑOÄNG 

13.1  KHAÙI NIEÄM 

1- Taûi troïng ñoäng 

 Trong caùc chöông tröôùc, khi khaûo saùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, ta coi ngoaïi löïc taùc duïng laø tónh, töùc laø nhöõng taûi troïng gaây ra gia 
toác chuyeån ñoäng beù, vì vaäy khi xeùt caân baèng coù theå boû qua ñöôïc aûnh höôûng 
cuûa löïc quaùn tính. 
 Tuy nhieân, cuõng coù nhöõng tröôøng hôïp maø taûi troïng taùc duïng khoâng theå 
coi laø tónh vì gaây ra gia toác lôùn, ví duï nhö söï va chaïm giöõa caùc vaät, vaät quay 
quanh truïc, dao ñoäng... Khi naøy, phaûi xem taùc duïng cuûa taûi troïng laø ñoäng, vaø 
phaûi xeùt ñeán löïc quaùn tính khi giaûi quyeát baøi toaùn.  

2- Phöông phaùp nghieân cöùu 

 Khi giaûi baøi toaùn taûi troïng ñoäng, ngöôøi ta thöøa nhaän caùc giaû thieát sau: 

 - Vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính 

 - Chuyeån vò vaø bieán daïng cuûa heä laø beù. 

 Nhö vaäy, nguyeân lyù coäng taùc duïng vaãn aùp duïng ñöôïc trong baøi toaùn taûi 
troïng ñoäng. 

 Khi khaûo saùt caân baèng cuûa vaät theå chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng, 
ngöôøi ta thöôøng aùp duïng nguyeân lyù d’Alembert. Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp 
vaät chuyeån ñoäng vôùi vaän toác thay ñoåi ñoät ngoät nhö baøi toaùn va chaïm thì 
nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng ñöôïc söû duïng. 

 Ñeå thuaän tieän cho vieäc tính heä chòu taûi troïng ñoäng, caùc coâng thöùc thieát 
laäp cho vaät chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng thöôøng ñöa veà daïng töông töï 
nhö baøi toaùn tónh nhaân vôùi moät heä soá ñieàu chænh nhaèm keå ñeán aûnh höôûng 
cuûa taùc duïng ñoäng, goïi laø heä soá ñoäng. 

 Trong chöông naøy chæ xeùt caùc baøi toaùn töông ñoái ñôn giaûn, thöôøng gaëp, 
coù tính chaát cô baûn nhaèm môû ñaàu cho vieäc nghieân cöùu tính toaùn ñoäng löïc 
hoïc chuyeân saâu sau naøy. 
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13.2  THANH CHUYEÅN ÑOÄNG VÔÙI GIA TOÁC LAØ HAÈNG SOÁ 

 Moät thanh tieát dieän A coù chieàu daøi L vaø troïng löôïng rieâng γ, mang moät 
vaät naëng P, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a nhö H.13.1.a. 
Töôûng töôïng caét thanh caùch ñaàu muùt moät 
ñoaïn x. Xeùt phaàn döôùi nhö treân H.13.1.b, löïc 
taùc duïng goàm coù: troïng löôïng vaät naëng P 
  Troïng löôïng ñoaïn thanh γAx 
 Löïc quaùn tính taùc duïng treân vaät P laø 

g
aP.   

 Löïc quaùn tính cuûa ñoaïn thanh laø 
g

Axaγ  

 Noäi löïc ñoäng Nñ taïi maët caét ñang xeùt. 

 Theo nguyeân lyù d’Alembert, toång hình 
chieáu cuûa taát caû caùc löïc taùc duïng leân thanh theo phöông ñöùng keå caû löïc 
quaùn tính phaûi baèng khoâng, ta ñöôïc: 
   Nñ − γAx − P − 

g
Pa − 

g
Axaγ  = 0  

   Nñ  =  γAx + P + 
g

Pa + 
g

Axaγ  

    ⇒  Nñ  =  (γAx + P)(1 +
g
a  )  

 Ñaïi löôïng (γAx + P) chính laø noäi löïc trong thanh ôû traïng thaùi treo khoâng 
chuyeån ñoäng, goïi laø noäi löïc tónh Nt. 
 Ta ñöôïc:  Nñ  =  Nt.(1 +

g
a )  (13.1) 

 ÖÙng suaát trong thanh:  
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d 11 σσ  (13.2) 

coù theå ñaët:          Kñ  = 1 +
g
a    : Heä soá ñoäng           (13.3) 

           σñ  = σtKñ   (13.4) 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi maët caét treân cuøng cuûa thanh: 
       σñmax  = σt,max.Kñ 

vôùi:           σt  = (γAL + P)/A 
 Ñieàu kieän beàn trong tröôøng hôïp naøy laø: 

      σñmax  ≤  [σ ]k    (13.5) 
 Ta thaáy coù hai tröôøng hôïp: 

γ.A.1a/gNñ

γ .A. 1 x
γ ,A 

 Pa 
P

b)
a)

P.a/g

Hình 13.1 
a) Vaät chuyeån ñoäng leân vôùi gia toác a 
b) Noäi löïc vaø ngoaïi löïc taùc duïng leân 

            phaàn thanh ñang xeùt

x
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 - Khi chuyeån ñoäng leân nhanh daàn ñeàu (gia toác a cuøng chieàu chuyeån 
ñoäng) vaø chuyeån ñoäng xuoáng chaäm daàn ñeàu (gia toác a ngöôïc chieàu chuyeån 
ñoäng) heä soá ñoäng Kñ > 1, noäi löïc ñoäng lôùn hôn noäi löïc tónh. 
 - Ngöôïc laïi, khi chuyeån ñoäng leân chaäm daàn ñeàu vaø chuyeån ñoäng xuoáng 
nhanh daàn ñeàu thì Kñ < 1, noäi löïc ñoäng nhoû hôn noäi löïc tónh. 
 Duø vaäy, khi moät vaät theå chuyeån ñoäng nhö baøi toaùn treân ñaây, phaûi tính 
toaùn thieát keá vôùi Kñ > 1. 
Thí duï 13.1 Moät thanh daøi 10m coù tieát dieän vuoâng 30 cm x 30 cm vaø troïng 
löôïng rieâng γ = 2500 kG/m3, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a = 5 m/s2 (H.13.2). 
Xaùc ñònh ñoaïn muùt thöøa b ñeå moâmen aâm taïi goái töïa baèng moâmen döông taïi 
giöõa nhòp. Veõ bieåu ñoà moâmen, tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát. 

Hình 13.2  
 a) Thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a;     b) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen 

 Khi thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a, thanh chòu taùc duïng cuûa löïc quaùn 
tính, khi ñoù taûi troïng taùc duïng leân heä laø taûi troïng phaân boá ñeàu, goàm coù: 

  q   = qbt + qqt = γA(1) + γA(1).a/g  

  = 2500(0,3.0,3) + 2500(0,3.0,3).5/10 = 337,5 KG/m 
 Sô ñoà tính cuûa thanh vaø bieåu ñoà moâmen cho ôû H.13.2.b. 

 Ñeå moâmen taïi goái baèng moâmen giöõa nhòp, ta coù: 

      LbqbbLqqb 206,0
28

)2(
2
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=⇒−

−
=  

vôùi b = 0,206L thì moâmen lôùn nhaát laø: 

  
2
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qbt  = γ.A(1) 

a) b)
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13.3  VOÂ LAÊNG QUAY ÑEÀU 

 Moät voâ laêng coù beà daøy δ, ñöôøng kính trung bình D, tieát dieän A, troïng 
löôïng rieâng γ, quay quanh truïc vôùi vaän toác goùc khoâng ñoåi ω (H.13.3.a). 

       
Hình 13.3  a) Taûi troïng taùc duïng leân voâ laêng
                b) Taùch voâ laêng theo maët caét xuyeân taâm

qñqñγ,A, δ

ω

y

dϕ

ϕ
x

b)

    D
σñσñ

a)

  

Vôùi chuyeån ñoäng quay ñeàu, gia toác goùc ω&  = 0, gia toác tieáp tuyeán: 
0

2
==

Dat ω&  chæ coù gia toác phaùp tuyeán höôùng taâm laø: 
2

2 Dan ω=   (a)  

   

 Moät ñoaïn daøi ñôn vò cuûa voâ laêng coù khoái löôïng γA/g chòu taùc duïng cuûa 
löïc quaùn tính ly taâm laø:   

g
ADa

g
Aq n 2

.
2ωγγ ==ñ  (b) 

 Ñeå tính noäi löïc trong voâ laêng, duøng maët caét taùch voâ laêng theo maët caét 
xuyeân taâm, xeùt caân baèng cuûa moät phaàn (H.13.3.b), do ñoái xöùng, treân maët caét 
voâ laêng khoâng theå coù bieán daïng uoán (do moâmen), bieán daïng tröôït (do löïc 
caét) maø chæ coù bieán daïng daøi do löïc doïc, nghóa laø chæ coù öùng suaát phaùp σñ. 
 Vì beà daøy δ beù, coù theå xem σñ laø phaân ñeàu, löïc ly taâm taùc duïng treân 
chieàu daøi ds cuûa voâ laêng laø qñ ds, phaân toá ds ñònh vò bôûi goùc ϕ, laáy toång hình 
chieáu theo phöông ñöùng, ta coù: 

         2σñA  = ∫
π

o dq ds sinϕ 

thay:              qñ  = γADω2/2g vaø ds = D dϕ/2 vaøo, ta ñöôïc:  

      
g
wD

d 4

22
γ=σ   (13.6) 

 Vì öùng suaát trong voâ laêng laø öùng suaát keùo neân ñieàu kieän beàn voâ laêng: 

      σñ  ≤  [σ ]k  (13.7) 

Chuù yù. Khi tính voâ laêng, ta ñaõ boû qua aûnh höôûng cuûa caùc nan hoa noái truïc 
vaø voâ laêng, neáu keå ñeán thì öùng suaát keùo trong voâ laêng seõ giaûm, ñoä phöùc taïp 
trong tính toaùn taêng leân nhieàu, khoâng caàn thieát laém trong tính toaùn thöïc 
haønh. 
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Ví duï 13.2  Moät truïc ñöùng ñöôøng kính D = 10 cm, troïng löôïng rieâng γ = 7850 
kG/m3, mang moät khoái löôïng leäch taâm Q = 20 kG (H.13.4.a), truïc quay vôùi 
vaän toác n = 500 voøng/phuùt. Kieåm tra beàn truïc, tính chuyeån vò taïi ñieåm ñaët 
khoái löôïng. Cho: [σ ] = 1600 kG/cm2; E = 2.106  kG/cm2, a = 0,5m. 

ω

2 KG.m
547,75 KG

20 KG

Q
a

e
a

136,94 KGm

1 KGm
30,8 KG

1 KGm
50,8 KG61,6 KG

Mx,QMx,Qqt Nz

b)

Hình 13.4

a)

 
Giaûi. Vaän toác goùc: 

   rad/s 33,5260/500)14,3(2
60
2

===
nπω  

 Löïc quaùn tính ly taâm Qlt do troïng löôïng Q laø: 

        
KG 

N 

68,547

85,54761,0.33,52.20 22

=

===

qt

qt

Q

e
g
QQ ω  

 Boû qua aûnh höôûng do taùc duïng tónh cuûa troïng löôïng Q vaø troïng löôïng 
baûn thaân cuûa truïc vì chuùng nhoû so vôùi löïc ly taâm Qlt. 
 Moâmen do löïc ly taâm gaây ra laø (H.13.4.b): 
     Mxmax  = QltL/4 = 547,68(1)/4 = 136,92 kGm 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát cuûa truïc: 
       2

2
max,

max kG/cm 36,1395
32/)10(14,3

100.92,136
===σ

x

x

W
M

 

 Neáu keå ñeán troïng löôïng baûn thaân truïc vaø taùc duïng tónh cuûa Q, taïi tieát 
dieän giöõa truïc chòu taùc duïng cuûa caùc noäi löïc nhö sau (H.13.4.b) 
          Nz = 50,8 kG (neùn);  Mx = 135,92 kGm. 

   
2kG/cm          

  

75,1395392,0
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 Trong tröôøng hôïp naøy, troïng löôïng baûn thaân cuûa truïc vaø taùc duïng tónh 
cuûa Q coù theå boû qua. 
 Chuyeån vò do taùc duïng cuûa löïc Qlt coù theå tính theo coâng thöùc sau: 

           cm 0116,0
64/)10(14,3.10.2.48

)100.(75,547
48 46

33

===
xEI

QLy  

13.4  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO 
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1- Khaùi nieäm 

 Moät heä chuyeån ñoäng qua laïi moät vò trí caân baèng xaùc ñònh naøo ñoù, Ví duï 
quaû laéc ñoàng hoà, goïi laø heä dao ñoäng. Khi heä chuyeån töø vò trí caân baèng naøy 
sang vò trí caân baèng keá tieáp sau khi ñaõ qua moïi vò trí xaùc ñònh bôûi quy luaät 
dao ñoäng, ta goïi heä ñaõ thöïc hieän moät dao ñoäng. 
 Chu kyø laø thôøi gian heä thöïc hieän moät dao ñoäng, kyù hieäu laø T tính baèng 
giaây (s). 
 Taàn soá laø soá dao ñoäng trong moät giaây, kyù hieäu laø f, chính laø nghòch ñaûo 
cuûa chu kyø, f = 1 / T (1/s). 
 Soá dao ñoäng trong 2π giaây goïi laø taàn soá goùc, hay coøn goïi laø taàn soá voøng, 
kyù hieäu laø ω, ta thaáy ω = 2π / T (1/s). 

 Baäc töï do laø soá thoâng soá ñoäc laäp xaùc ñònh vò trí cuûa heä ñoái vôùi moät heä 
quy chieáu naøo ñoù. Ñoái vôùi moät heä dao ñoäng nhö treân H.13.5.a, vò trí cuûa heä 
xaùc ñònh bôûi ñoä dòch chuyeån (y) theo thôøi gian (t), heä quy chieáu seõ laø (t,y). 

 Khi tính moät heä dao ñoäng, ta caàn ñöa veà sô ñoà tính. Xaùc ñònh sô ñoà tính 
cuûa moät heä döïa treân ñieàu kieän phaûi phuø hôïp vôùi heä thöïc trong möùc ñoä gaàn 
ñuùng cho pheùp. 
 Xeùt daàm cho treân H.13.5.a, neáu khoái löôïng daàm khoâng ñaùng keå, coù theå 
xem daàm nhö moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, vò trí cuûa heä quyeát ñònh 
do vò trí cuûa khoái löôïng vaät naëng, heä coù moät baäc töï do, vì chæ caàn bieát tung 
ñoä y(t) cuûa vaät naëng laø xaùc ñònh ñöôïc vò trí cuûa heä taïi moïi thôøi ñieåm (t). Vôùi 
heä ôû H.13.5.b, baäc töï do laø hai, vì caàn phaûi bieát y1(t), y2(t). Ñoái vôùi truïc chòu 
xoaén (H.13.5.c), baäc töï do cuõng laø hai, vì caàn phaûi bieát goùc xoaén ϕ1(t), ϕ2(t). 

Hình 13.5  a) Heä moät baäc töï do;          b), c) Heä hai baäc töï do

c)

ϕ1(t)

ϕ2(t)

y(t)a)

y1(t)b) y2(t)

 

 Khi keå ñeán khoái löôïng cuûa daàm treân H.13.5.a, heä trôû thaønh voâ haïn baäc 
töï do, vì phaûi bieát voâ soá tung ñoä y(t) taïi voâ soá ñieåm khoái löôïng suoát chieàu daøi 
daàm. Trong tröôøng hôïp naøy, caàn choïn sô ñoà tính thích hôïp, ví duï neáu khoái 
löôïng daàm laø nhoû so vôùi khoái löôïng vaät naëng, coù theå coi vaät naëng ñaët treân 
moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, heä coù moät baäc töï do. 
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 Neáu khoâng theå boû qua khoái löôïng daàm, 
coù theå ñöa veà heä höõu haïn baäc töï do, baèng caùch 
xem khoái löôïng daàm goàm N khoái löôïng mi ñaët 
treân N ñieåm nuùt cuûa thanh ñaøn hoài khoâng khoái löôïng (H.13.6), N caøng lôùn, 
ñoä chính xaùc tính toaùn caøng cao. 
 Moät heä ñaøn hoài coù theå dao ñoäng töï do hay dao ñoäng cöôõng böùc. 
 Dao ñoäng cöôõng böùc laø dao ñoäng cuûa heä khi chòu moät taùc ñoäng bieán ñoåi 
theo thôøi gian, goïi laø löïc kích thích, toàn taïi trong suoát quaù trình heä dao ñoäng 
nhö dao ñoäng cuûa daàm mang moät moâtô ñieän khi noù hoaït ñoäng, khoái löôïng 
leäch taâm cuûa roâto gaây ra löïc kích thích. 
 Dao ñoäng töï do laø dao ñoäng do baûn chaát töï nhieân cuûa heä khi chòu moät 
taùc ñoäng töùc thôøi, khoâng toàn taïi trong quaù trình heä dao ñoäng nhö dao ñoäng 
cuûa daây ñaøn.  

2- Phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc cuûa heä moät baäc töï do 

  

Hình 13.7 Heä moät baäc töï do chòu dao ñoäng cöôõng böùc

y(t)

P(t)
M

y

 
 Xeùt heä moät baäc töï do chòu taùc duïng moät löïc kích thích thay ñoåi theo thôøi 
gian P(t) ñaët taïi khoái löôïng M (H.13.7), taïi thôøi ñieåm (t), ñoä voõng cuûa khoái 
löôïng M laø y(t). Giaû thieát löïc caûn moâi tröôøng tyû leä baäc nhaát vôùi vaän toác 
chuyeån ñoäng, heä soá tyû leä β. 
 Goïi δ laø chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do löïc ñôn vò ñaët taïi ñoù gaây 
ra. Chuyeån vò y(t) laø keát quaû cuûa caùc taùc ñoäng: 

- Löïc kích thích P(t) gaây ra chuyeån vò P(t)δ  
- Löïc quaùn tính −M )t(y&&  gaây ra chuyeån vò −M )t(y&& δ  

- Löïc caûn moâi tröôøng −β )t(y& gaây ra chuyeån vò −β )t(y& δ  

ta ñöôïc  y(t) = P(t)δ + [−My(t)δ ] + [ −βy(t)δ ] (a) 
   M δ )t(y&&  + β δ )t(y&  + y(t) = P(t). δ (b)   (b) 

 Chia hai veá cho Mδ vaø ñaët: 
   21   ;2 ω=

δ
α=

β
MM

 (c) 

phöông trình (b) trôû thaønh: 

   )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = P(t).δ. ω2   (13.8) 

mi

Hình 13.6  Heä höõu haïn baäc töï do
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(13.8) laø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc heä moät baäc töï do. 

3- Dao ñoâïng töï do 

 Khi khoâng coù löïc kích thích vaø löïc caûn baèng khoâng, heä dao ñoäng töï do, 
phöông trình (13.8) trôû thaønh phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng töï do: 
    )t(y&&  + ω2 y(t) = 0  (13.9) 
 Tích phaân phöông trình (13.9), ta ñöôïc nghieäm toång quaùt coù daïng: 
         y(t) = C1 cosωt + C2 sinωt          (d) 
 Söû duïng giaûn ñoà coäng caùc vectô quay (H.13.8), coù theå bieåu dieãn haøm 
(a) döôùi daïng: 
   y(t) = A sin(ωt + ϕ)          (e) 
 Haøm (e) laø haøm sin, chöùng toû         dao ñoäng 
töï do laø moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa. 
Bieân ñoä dao ñoäng laø           A = 2

2
2

1 CC + , taàn soá 
goùc ω, ñoä leäch pha ϕ. ω coøn goïi laø taàn soá rieâng 
ñöôïc tính theo coâng thöùc: 

   ω
δM

1
=    (13.10) 

 Goïi P laø troïng löôïng cuûa khoái löôïng M, ta coù M = P/g, thay vaøo (13.10), 

ta ñöôïc: ω
δP
g

=  

 Tích soá (P.δ) chính laø giaù trò chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
troïng löôïng P cuûa khoái löôïng dao ñoäng M taùc duïng tónh gaây ra, goïi laø Δt. 
 Coâng thöùc tính taàn soá cuûa dao ñoäng töï do trôû thaønh: 

   ω
t

g
Δ

=    (13.11) 

 Chu kyø cuûa dao ñoäng töï do: 
tg

T
Δ
π

=
ω
π

=
/

22  (13.12)   

   
4- Dao ñoäng töï do coù caûn 

 Trong (13.8), cho P(t) = 0, ta ñöôïc phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng 
töï do coù caûn, heä moät baäc töï do: 
   )t(y&&  + 2α )(ty&  + ω2 y(t) = 0 (13.13) 

 Nghieäm cuûa (13.13) tuøy thuoäc vaøo nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng: 
                K2 + 2αK + ω2 = 0 
 Khi: Δ = α2 – ω2 ≥ 0, phöông trình ñaëc tröng coù nghieäm thöïc: 

Hình 13.8  Giaûn ñoà caùc vectô
 

quay

t

A
y

ϕ

C2
ωt

C1
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    K1,2 = 22 ω−α±α−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   tKtK eCeCty 21

21)( +=  

 Ta thaáy haøm y(t) khoâng coù tính tuaàn hoaøn, do ñoù heä khoâng coù dao ñoäng, 
ta khoâng xeùt tröôøng hôïp naøy. 

 Khi: Δ = α2 – ω2 < 0, ñaët: ω1
2 = ω2 – α2, phöông trình ñaëc tröng coù 

nghieäm aûo:        K1,2  = 1ωα i±−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   )sin()( 111 ϕωα += − teAty t   

 Haøm y(t) laø moät haøm sin coù tính tuaàn hoaøn, theå hieän moät dao ñoäng vôùi 
taàn soá goùc ω1, ñoä leäch pha ϕ1, bieân ñoä dao ñoäng laø moät haøm muõ aâm A1e–αt, 
taét raát nhanh theo thôøi gian.  
 Taàn soá dao ñoäng ω1

 = 22 αω − , nhoû hôn taàn soá dao ñoäng töï do ω (H.13.9). 

Hình 13.9  Ñoà thò haøm soá dao ñoäng töï do coù caûn

t

y
 

4- Dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Töø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn heä moät baäc töï do 
(13.8):    q )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t)  = P(t)δω2   (f) 

 Vôùi caùc baøi toaùn kyõ thuaät thoâng thöôøng, löïc kích thích P(t) laø moät haøm 
daïng sin, do ñoù coù theå laáy P(t) = Po.sinrt, khi ñoù phöông trình vi phaân (f) coù 
daïng: 

     )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = δω2Po sinrt (13.14) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) coù daïng: 

   y(t) = y1(t) + y2(t) 

trong ñoù: y1(t) - laø moät nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) khoâng veá phaûi, chính laø 
nghieäm cuûa dao ñoäng töï do coù caûn (e): 

   y1(t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) (g) 
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     y2(t) - laø moät nghieäm rieâng cuûa (13.14) coù veá phaûi, vì veá phaûi laø moät 
haøm sin, do ñoù coù theå laáy y2 (t) daïng sin: 

   y2(t) = C1 cosrt + C2 sinrt    
 (h) 

vôùi: C1 vaø C2 - laø caùc haèng soá tích phaân, xaùc ñònh baèng caùch thay y2(t) vaø 
caùc ñaïo haøm cuûa noù vaøo (13.14), roài ñoàng nhaát hai veá. Söû duïng 
giaûn ñoà vectô quay bieåu dieãn (h) döôùi daïng: 

   y2 (t) = V sin(rt + θ) (i) 
 Nhö vaäy, phöông trình dao ñoäng cuûa heä laø: 

   y (t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) + V sin(rt + θ) (j) 

 Phöông trình (j) chính laø ñoä voõng y(t) cuûa daàm. 
 Soá haïng thöù nhaát cuûa veá phaûi trong (j) laø moät haøm coù bieân ñoä taét raát 
nhanh theo quy luaät haøm muõ aâm, sau moät thôøi gian ngaén, heä dao ñoäng theo 
quy luaät:         y (t) = V sin(rt + θ) (13.15) 
 Ñoù laø moät haøm sin bieåu dieãn moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa, taàn soá 
goùc cuûa dao ñoäng baèng taàn soá löïc kích thích r, ñoä leäch pha θ, bieân ñoä dao 
ñoäng V (H.13.10). 

V= ymax
y

t

Hình 13.10  Ñoà thò bieåu dieãn dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Bieân ñoä dao ñoäng chính laø ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa daàm ymax, ta coù: 
       V = ymax = 2

2
2

1 CC +  (k) 

 Tính caùc giaù trò cuûa C1 vaø C2, thay vaøo (k), ta ñöôïc ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa 
daàm:                 

4

22
2

2

2max
4)1(
ω
α

+
ω

−

δ
=

rr

Py o  (h) 

 Tích soá Poδ chính laø giaù trò cuûa chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
löïc coù giaù trò Po (bieân ñoä löïc kích thích) taùc duïng tónh taïi ñoù gaây ra, ñaët laø yt, 
ta coù:          
        

4

22
2

2

2max
4)1(

1

ω
α

+
ω

−

=
rr

yy t  (13.16) 

coù theå vieát laø:     ymax = yt.Kñ 
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vôùi:    
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

K
+−

=ñ  (13.17) 

 Kñ ñöôïc goïi laø heä soá ñoäng, theå hieän aûnh höôûng cuûa taùc duïng ñoäng so 
vôùi taùc duïng tónh öùng vôùi trò soá cuûa bieân ñoä löïc.   

5- Hieän töôïng coäng höôûng 

 Khaûo saùt söï bieán thieân cuûa heä soá 
ñoäng Kñ ôû coâng thöùc (13.17) baèng caùch 
coi Kñ laø moät haøm hai bieán Kñ = f 
(r/ω,2α/ω). ÖÙng vôùi moät giaù tò xaùc ñònh

ω
α2 , 

ta veõ ñöôïc ñoà thò bieåu dieãn quan heä    
(Kñ, r/ω) coù daïng hình chuoâng maø ñænh 
taïi hoaønh ñoä 

w
r = 1, laàn löôït cho 

w
α2  nhieàu 

giaù trò khaùc nhau öùng vôùi heä soá caûn α giaûm 
daàn, ta thaáy ñænh cuûa ñoà thò (Kñ) taêng 
nhanh, vôùi α = 0, giaù trò cuûa Kñ tieán ñeán voâ 
cöïc (H.13.11), nghóa laø ñoä voõng daàm lôùn 
voâ cuøng. 

 Hieän töôïng bieân ñoä dao ñoäng taêng ñoät ngoät khi taàn soá löïc kích thích 
baèng taàn soá rieâng cuûa heä ñaøn hoài goïi laø hieän töôïng coäng höôûng. Treân ñoà thò 
coøn cho thaáy khi hai taàn soá naøy xaáp xæ nhau (r/ω ∈ [0,75 − 1,5]), bieân ñoä taêng 
roõ reät, ngöôøi ta goïi laø mieàn coäng höôûng. Hieän töôïng coäng höôûng roõ raøng raát 
nguy hieåm cho chi tieát maùy hay coâng trình laøm vieäc trong mieàn coäng höôûng, 
do ñoù trong thieát keá, ta phaûi tính toaùn sao cho heä dao ñoäng naèm ngoaøi mieàn 
coäng höôûng. 

 Ñoà thò cho thaáy neân choïn tyû soá r/ω lôùn hôn 2, khi ñoù Kñ nhoû hôn 1, baøi 
toaùn ñoäng ít nguy hieåm hôn baøi toaùn tónh. Ñeå coù r/ω lôùn, thöôøng phaûi giaûm ω, 
nghóa laø chuyeån vò Δt phaûi lôùn. Muoán vaäy, phaûi giaûm ñoä cöùng cuûa thanh ñaøn 
hoài, ñieàu naøy nhieàu luùc maâu thuaãn vôùi yeâu caàu ñoä beàn cuûa coâng trình. Ñeå 
traùnh laøm giaûm ñoä cöùng coâng trình coù theå ñaët loø xo hay loaïi vaät lieäu coù khaû 
naêng phaùt taùn naêng löôïng ñeäm giöõa khoái löôïng dao ñoâïng vaø thanh ñaøn hoài. 
 Coù tröôøng hôïp khi khôûi ñoäng moâ tô, toác ñoä moâ tô taêng daàn ñeán toác ñoä 
oån ñònh, moät thôøi gian ngaén ban ñaàu coâng trình coù theå ôû trong mieàn coäng 

Hình 13.11  Ñoà thò haøm soá Kñ = f(r/w; 2a/w) 
vôùi 2 a/w laø caùc haèng soá cho tröôùc

0
0,5 1,0 1,5 2,0 ω

2α
ω

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

kñ

2α
ω

2α
ω

2α
ω

2α
ω
2α
ω

r
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höôûng, caàn phaûi duøng loaïi ñoäng cô taêng toác nhanh ñeå hieän töôïng coäng 
höôûng neáu coù xaûy ra cuõng chæ trong thôøi gian raát ngaén. 

 Neáu khi hoaït ñoäng, coâng trình dao ñoäng vôùi Kñ lôùn, caàn tính toaùn kyõ ñeå 
söû duïng caùc boä giaûm chaán laøm tieâu hao naêng löôïng dao ñoäng hay taêng heä 
soá caûn. 
 Treân H.13.11, ta thaáy, khi tyû soá r/ω ∉ [0,5 − 2], caùc ñöôøng cong Kñ gaàn 
truøng nhau, heä soá caûn xem nhö khoâng aûnh höôûng, hoaëc khi heä soá caûn 
khoâng ñaùng keå, coù theå tính Kñ theo coâng thöùc: 
   

2

2

1

1

ω
r

Kd

−
=   (13.18) 

 Vì caùc ñaïi löôïng nhö chuyeån vò, noäi löïc hay öùng suaát tyû leä baäc nhaát vôùi 
ngoaïi löïc, ta coù theå vieát: 

   
dstdtd

dstdtd

dstdtd

MKMM
K
K

,

,

,

+=

+=

+=

τττ
σσσ

 (13.19) 

trong ñoù:  σt, τt - laø caùc öùng suaát do taûi troïng coù giaù trò baèng bieân ñoä löïc 
kích thích (Po) taùc duïng tónh 

 σt,ñs, τt,ñs - laø caùc öùng suaát do taûi troïng tónh ñaët saün, maø khi khoâng coù 
dao ñoäng noù vaãn toàn taïi nhö troïng löôïng baûn thaân moâtô. 

  Ñieàu kieän beàn: 
   σñmax  ≤  [σ ] hay τñmax  ≤  [τ ]   (13.20) 

6- Phöông phaùp thu goïn khoái löôïng 
 Khi phaûi keå ñeán khoái löôïng daàm (caùc lieân keát ñaøn hoài) aûnh höôûng quaù 
trình dao ñoäng vaø khoâng ñoøi hoûi ñoä chính xaùc cao, coù theå tính gaàn ñuùng nhö 
heä moät baäc töï do theo phöông phaùp thu goïn khoái löôïng nhö sau. 
 Xeùt moät daàm töïa ñôn (H.13.12) khoái löôïng M taïi giöõa nhòp, giaû söû khoái 
löôïng daàm ñuû nhoû ñeå khoâng laøm thay ñoåi daïng dao ñoäng nhö khi chæ coù moät 
khoái löôïng M, neáu goïi y(t) laø ñoä voõng cuûa M taïi giöõa nhòp, ta coù: 

             

y(t) = PL3/48EIx P

Hình 13.12 Daàm ñôn dao ñoäng coù keå ñeán khoái löôïng daàm

L/2 L/2

 

 Ñoä voõng taïi maët caét taïi hoaønh ñoä z seõ laø: 

   3

332 4)(
1216

)(
L

zLzty
EI

Pz
EI

zPLzy
xx

−
=−=  



http://www.ebook.edu.vn

  GV: Leâ ñöùc Thanh 
 

 
Chöông 13: Taûi troïng ñoäng  13 

 Goïi q laø troïng löôïng 1 m daøi cuûa daàm, ñoäng naêng cuûa moät phaân toá khoái 
löôïng daøi dz cuûa daàm laø: 

    ( )
( ) 2

2

23

232 43
2
1

dt
dy

L

zzL
g

qdzdT
−

=  

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm laø: 

     ( )
( ) 223

2232 43
2
1.2

dtLg

dyzzLqdz
T

−
= 2

2

35
17.

2
1

dt
dy

g
qLT =⇒  (13.21) 

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm töông ñöông ñoäng naêng cuûa moät khoái löôïng 
m = (17/35)(qL/g) ñaët taïi giöõa daàm. Nhö vaäy, treân cô sôû töông ñöông ñoäng 
naêng, coù theå xem heä laø moät baäc töï do vôùi khoái löôïng dao ñoäng taïi giöõa daàm 
laø:    

g
qLmM .

35
17

1 +=  (13.22) 

trong ñoù:  qL/g - chính laø khoái löôïng cuûa toaøn boä daàm. 
 Goïi μ laø heä soá thu goïn khoái löôïng. Ta coù: 
 - Ñoái vôùi daàm ñôn (H.13.12), khoái löôïng thu goïn taïi giöõa nhòp,            μ 
= 17/35  
 - Ñoái vôùi daàm cong xon (H.13.12a), khoái löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do,      
μ = 33/140. 
 - Ñoái vôùi loø xo dao ñoäng doïc, thanh thaúng dao ñoäng doïc (H.13.14), khoái 
löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do, μ = 1/3. 

μ = 33 /140

Hình 13.12a

Hình 13.13

μ = 1/3

Hình 13.14 Hình 13.15 a) Daàm coâng xon I-16 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâ men do troïng

löôïng moâ tô P vaø löïc ly taâm Po

N = 600vg/ph

I-16:

Po

L = 2 m
P

PL P

PoPoLc)

a)

b)

μ = 1/3

 

Ví duï 13.3  Moät daàm coâng xon tieát dieän I-16 mang moät moâ tô troïng löôïng       
P = 2,5 kN, vaän toác 600 voøng/phuùt, khi hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 
0,5 kN (H.13.15). Boû qua troïng löôïng daàm, tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng 
taò ñaàu töï do. Neáu keå ñeán troïng löôïng daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. 
Cho:  E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn α = 2(1/s). 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 a) Khoâng keå ñeán troïng löôïng daàm 
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 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:      
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

trong ñoù:          r  = 2πn/60 = 2π600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:    g  = 10 m/s2 = 1000 cm/s2  

           Δt  = cm19,1
945.10.2.3
)300(5,2

3 4

33

==
xEI

PL  

ta ñöôïc:         29
19,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

                       27,0

29
8,622.4)

29
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm moâmen 
lôùn nhaát, do ñoù öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm laø: 

  2kN/cm 35,6
118

100.3.5,2max,,
max, ====

xx

Px
ds W

PL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh ñöôïc tính töông töï: 
   2kN/cm 27,1

118
100.3.5,0

max, ===
x

o
t W

LP
σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
       2kN/cm 69,635,6)27,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do laø: 
        yt,P = Δt = 1,19 cm 
suy ra chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do laø:  
    cm 238,019,1

5,2
5,0

, ==
oPty  

 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
       cmyd 25,119,1)27,0(238,0 =+=  

 b) Keå ñeán troïng löôïng daàm 
 Ñeå ñöa heä veà moät baäc töï do, ta duøng phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. 
Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû ñaàu töï do coù ñaët moät khoái löôïng: 
         m =

g
ALγ

140
33  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: kN 119,0
140
33

=aALγ  

 Chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 

       Δt = cm 247,1
945.10.2.3

)300)(119,05,2(
3

)119,0(
4

33

=
+

=
+

EI
LP  
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ta ñöôïc:           31,28
247,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

      25,0

31,28
8,622.4)

31,28
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm 
moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm coù keå 
theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

       
2kN/cm 7

118
100).2/3.169,03.5,2(

)2/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh khoâng khaùc phaàn treân laø 1,27 kN/cm2. 
 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
  2kN/cm 31,77)25,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do goàm troïng löôïng moâtô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
  yt,P = PL3/3EIx  +  ql4/8EIx = 1,19 + 0,307 = 1,497 cm 
coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do vaãn laø 0,238 cm. 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
  cm556,1497,1)25,0(238,0 =+=σd  
Ví duï 13.4  Moät daàm theùp tieát dieän I - 
40, mang moät moâtô troïng löôïng P = 
2,5 kN, vaän toác 600 voøng /phuùt, khi 
hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 0,5 
kN (H.13.16). Keå ñeán troïng löôïng daàm, 
tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng cuûa daàm.  
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn 
α = 2(1/s); theùp I40 coù Ix = 19840 cm4, 
Wx = 947 cm3, troïng löôïng meùt daøi       
q = 0,56 kN/m. 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:         
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

Hình 13.16  a) Daàm ñôn I40 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen do 
troïng löôïng moâ tô P vaø troïng löôïng baûn thaân

I 40

P
P

q

qL2/8

 PL/ 4

n = 600vg/ph
Po
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trong ñoù: r = 2πn/60 = 2.π.600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:  g = 10 m/s2 = 1000 cm/s2. 
 Ñoä voõng taïi giöõa daàm do löïc taäp trung P laø: Δt =

xEI
PL

48

3

  

 Keå ñeán troïng löôïng daàm, phaûi ñöa daàm veà moät baäc töï do, ta duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû giöõa daàm 
coù ñaët moät khoái löôïng: m = 

g
ALγ

35
17  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: 
   kN 72,6)12(56,0

35
17

==aALγ  

khi ñoù chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 
  Δt = cm 876,0

18930.10.2.48
)1200)(22,9(

48
)72,65,2(

4

33

==
+

xEI
L  

ta ñöôïc:      77,33
876,0

1000
==

Δ
=ω

t
g  

        405,0

77,33
8,622.4)

77,33
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P vaø do troïng löôïng baûn thaân q 
(H.13.16), ta thaáy taïi giöõa nhòp moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi 
troïng ñaët saün treân daàm coù keå theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

  
2kN/cm 856,1

947
100).8/12.56,04/12.5,2(

)8/4/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh laø: 
     2kN/cm 158,0

)947(4
100)12.(5,0

4, ===
x

o
Pt W

LP
o

σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
        2kN/cm 92,1856,1)405,0(158,0 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi giöõa nhòp goàm troïng löôïng moâ tô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
      cm

EI
qL

EI
PLy

xx
pt 637,04,0237,0

384
5

48

43

, =+=+=  

coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi giöõa nhòp laø: 
   0,237 x (0,5/2,5) = 0,0474 cm 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi giöõa nhòp, ta coù: 
       cm656,0637,0)405,0(0474,0 =+=dy  
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13.5  TOÁC ÑOÄ TÔÙI HAÏN CUÛA TRUÏC 

 Moät truïc quay mang moät pu li khoái löôïng M, quay 
ñeàu vôùi vaän toác goùc Ω, goïi ñoä voõng cuûa truïc taïi pu li laø y, 
giaû söû troïng taâm cuûa pu li leäch taâm so vôùi taâm truïc laø e 
(H.13.17). 

Ω

e

y

 
Hình 13.17  Truïc quay mang khoái löôïng leäch taâm 

 Löïc ly taâm taùc duïng leân truïc: 
    F  = M Ω2 (e + y) 
 Goïi δ  laø chuyeån vò taïi vò trí pu li do löïc ñôn vò gaây ra, 
ta coù, chuyeån vò gaây ra bôûi löïc ly taâm F laø: 
   y  = MδΩ2(e + y)   (a
suy ra   

2

2

1
Ω−

Ω
=

δM

ey   (13.23) 

 Theo coâng thöùc (13.23), ñoä voõng truïc cöïc ñaïi khi 

δM
12 =Ω , nghóa laø khi toác ñoä cuûa truïc baèng taàn soá rieâng 

δ
ω

M
1

=  , goïi laø toác ñoä tôùi haïn cuûa truïc quay. Khi truïc 

laøm vieäc ôû toác ñoä gaàn toác ñoä tôùi haïn, ñoä voõng lôùn, chi tieát 
maùy coù tieáng oàn, neân trong thieát keá phaûi tính toaùn sao 
cho toác ñoä khaùc xa toác ñoä tôùi haïn. 
 Nhaän xeùt raèng, neáu toác ñoä truïc Ω 2 lôùn hôn nhieàu so 
vôùi (1/ M.δ), coâng thöùc (13.23) chöùng toû ñoä voõng y ≈ – e, 
troïng taâm cuûa pu li gaàn truøng vôùi taâm truïc, truïc ôû traïng 
thaùi laøm vieäc toát nhaát. 
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13.6  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ HAI BAÄC TÖÏ DO 

 Xeùt moät heä coù 2 baäc töï do nhö treân H.13.18. Nhieàu 
baøi toaùn thöïc tieãn coù theå ñöa veà sô ñoà tính naøy.  

 Goïi y1(t), y2(t) laø chuyeån vò cuûa M1, M2; δij laø chuyeån 
vò taïi ñieåm i do löïc ñôn vò ñaët taïi ñieåm j gaây ra. Coù theå 
chöùng minh δij = δji. 
 Ta coù: y1(t) = δ11 (−M1 y1) + δ12 (−M2 y2) 
   y2(t) = δ21 (−M1 y1) + δ22 (−M2 y2) (a) 
 Nghieäm toång quaùt cuûa (a) coù daïng: 
   y1(t) = A1sin(ωt + ϕ) 
   y2(t) = A2sin(ωt + ϕ)  (b
thay (b) vaøo (a), ta ñöôïc heä phöông trình thuaàn nhaát: 
  A1 (δ11 M1 ω2 − 1) + A2 δ12 M2 ω2 = 0 
  A1δ21 M1 ω2 + A2(δ22 M2 ω2 − 1) = 0 (c) 
ñeå A1, A2 khaùc khoâng thì ñònh thöùc caùc heä soá cuûa (c) 
phaûi baèng khoâng: 

   
)1()(

)()1( 2
222

2
121

2
212

2
111

−ωδωδ
ωδ−ωδ

MM
MM = 0 (d) 

töø (d), vaø δ12 = δ21, ta ñöôïc: 
  ω4M1M2(δ11δ22 – δ2

12) – ω2 (δ11M1 + δ22M2) + 1 = 
0 (e) 
 Phöông trình (e) goïi laø phöông trình taàn soá, giaûi (e), 
ta xaùc ñònh ñöôïc hai taàn soá rieâng xeáp thöù töï töø nhoû ñeán 
lôùn ω1, ω2. Nhö vaäy, heä coù hai baäc töï do seõ coù hai taàn soá 
rieâng. 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω1, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 

Hình 13.18

Heä hai baäc töï do   
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  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) 
  y2(t) = A21sin(ω1t + ϕ1) 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω2, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 
  y1(t) = A12sin(ω2t + ϕ2) 
  y2(t) = A22sin(ω2t + ϕ2) 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω1, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa cuøng pha (H.13.19.a), goïi laø 
daïng dao ñoäng chính thöù nhaát. 
 

Hình 13.19 a) Daïng dao ñoäng chính thöù nhaát
b)Daïng dao ñoäng chính thöù hai

a) b)

y1
y1y2

y2

 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω2, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa leäch pha 180o (H.13.19.b), 
goïi laø daïng dao ñoäng chính thöù hai. 
 Dao ñoäng cuûa caû heä moät dao ñoäng phöùc hôïp coù 
phöông trình: 

  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) + A12sin(ω2t + ϕ2) 

  y2(t) = λ1 A11sin(ω1t + ϕ1) - λ2 A12sin(ω2t + ϕ2)  (f) 
(f) khoâng phaûi laø moät dao ñoäng ñieàu hoøa, nhöng coù theå 
bieåu dieãn theo caùc daïng chính. 

13.7  PHÖÔNG PHAÙP RAYLEIGH 

 Ñoái vôùi heä nhieàu baäc töï do, vieäc xaùc ñònh taàn soá 
rieâng baèng phöông phaùp chính xaùc raát phöùc taïp, do ñoù 
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trong moät soá tröôøng hôïp ngöôøi ta duøng phöông phaùp 
gaàn ñuùng. Trong phaàn naøy, ta xeùt phöông phaùp 
Rayleigh. 
 Coi daàm nhö moät thanh ñaøn 
hoài mang n khoái löôïng Mi, moãi 
khoái löôïng baèng khoái löôïng cuûa 
töøng ñoaïn thanh daàm (H.13.20). 
 Giaû söû heä dao ñoäng töï do vôùi caùc daïng chính, khi ñoù 
phöông trình chuyeån ñoäng cuûa moät khoái löôïng Mi laø moät 
haøm ñieàu hoøa, coù theå vieát: 

       yi(t) = Aisin(ωt + ϕ) 

vaän toác cuûa Mi laø: )cos()(
ϕ+ωω= tA

dt
tdy

i
i  

 Khi heä ôû vò trí caân baèng y(t) = 0, vaän toác cöïc ñaïi, theá 
naêng bieán daïng ñaøn hoài luùc ñoù baèng khoâng, ñoäng naêng 
heä lôùn nhaát coù giaù trò baèng: 

        2
2

2 ii yMT ∑ω
=  

 Khi heä ôû xa vò trí caân baèng nhaát, vaän toác baèng 
khoâng, theá naêng cöïc ñaïi. Goïi phöông trình ñöôøng ñaøn 
hoài cuûa daàm laø y(z). 
 Vì:        y” = 

EJ
M− ⇒ M = – EI y” 

aùp duïng coâng thöùc tính theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa 
daàm, ta ñöôïc: 

       dz
dz

zydEIU
2

2

2 )(
2
1
∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=   

theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T = U, ta ñöôïc: 

Hình  13.20  Heä n baäc töï do 

mi
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  dz
dz

zydEIyM ii

2

2

2
2

2 )(
2
1

2 ∫∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ω   

 taàn soá rieâng laø:      
∑

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=ω 2

2

2

2

2

)(
2
1

ii yM

dz
dz

zydEI
 (13.24) 

 Vôùi daàm ñôn, tieát dieän ñeàu, troïng löôïng phaân boá q = 
γA, ñöôøng ñaøn hoài do taûi troïng baûn thaân laø: 
    )64(

24
)( 2234 zLLzz

EI
qzy +−=   

khi daàm dao ñoäng, coù theå choïn daïng ña thöùc nhö treân: 
     y(z) = z4 – 4Lz3 + 6L2 z2 
 AÙp duïng phöông phaùp Rayleigh ta tính ñöôïc taàn soá 

cuûa dao ñoäng chính thöù nhaát laø:           
A

EIg
L γ

ω 21
49,3

=   

 So vôùi giaù trò giaûi theo phöông phaùp chính xaùc laø: 

              
A

EIg
L γ

ω 21
52,3

=  

thì sai soá laø 1% ñuû nhoû, chaáp nhaän ñöôïc trong kyõ thuaät. 

13.8  VA CHAÏM CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO  

 1- Va chaïm ñöùng 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P vaø chòu va chaïm bôûi 
vaät naëng Q, rôi theo phöông thaúng ñöùng töø ñoä cao H vaøo 
vaät naëng P nhö treân H.13.21. Troïng löôïng baûn thaân cuûa 
daàm ñöôïc boû qua. Giaû thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai 
vaät cuøng chuyeån ñoäng theâm xuoáng döôùi vaø ñaït chuyeån 
vò lôùn nhaát yñ. 
  

Hình 13.21  Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ñöùng   

Q

 

 
 P

 

H

y0

yñ
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 Chuyeån vò cuûa vaät naëng P do troïng löôïng baûn thaân 
cuûa noù ñöôïc kyù hieäu laø 0y .   

 Goïi Vo laø vaän toác cuûa Q ngay tröôùc luùc chaïm vaøo P,  
V laø vaän toác cuûa caû hai vaät P vaø Q ngay sau khi va 
chaïm. AÙp duïng ñònh luaät baûo toaøn ñoäng löôïng tröôùc vaø 
ngay sau khi va chaïm, ta ñöôïc: 

    ( )V
g

QP
g

QVo +
=   

hay        oV
QP

QV
+

=   (a) 

 Trong baøi toaùn naøy, ta döïa vaøo phöông phaùp naêng 
löôïng ñeå tìm chuyeån vò trong daàm. 

 Ta goïi traïng thaùi 1 töông öùng vôùi khi vaät Q vöøa 
chaïm vaøo vaät P vaø caû hai cuøng chuyeån ñoäng xuoáng döôùi 
vôùi vaän toác V (luùc naøy chuyeån vò laø 0y ). Traïng thaùi 2 

töông öùng vôùi khi Q vaø P ñaït tôùi chuyeån vò toång coäng 
ñyy +0 . 

 Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 1 ngay sau 
khi va chaïm: 

  ( )
( )

2
22

2
1 2

1
2
1

2
1

oo V
QPg

QV
QP

Q
g

QPmVT
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
==   

Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 2: 
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  ( ) 00
2
1

2
1 22

2 =
+

==
g

QPmvT  

Ñoä giaûm ñoäng naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 

  ( )
2

2

21 2
1

oV
QPg

QTTT
+

=−=  (b) 

Ñoä thay ñoåi theá naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 
  ññ yQPyyyg

g
QPmgh )()( 00 +=−+

+
==π  (c) 

 Theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, khi heä chuyeån 
töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, ñoä thay ñoåi cô naêng 
cuûa vaät P vaø Q seõ chuyeån thaønh theá naêng bieán daïng 
ñaøn hoài U tích luõy trong daàm.  

   U = T + π    (1

 Tính U döïa vaøo quan heä giöõa löïc vaø chuyeån vò trong 
daàm nhö treân H.13.22. ÔÛ traïng thaùi 1, trong daàm tích luyõ 
moät theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U1  ñöôïc tính nhö sau: 
   01 2

1 PyU =  

Ñaët
P
y0=δ  laø chuyeån vò taïi 

ñieåm va chaïm do löïc ñôn vò 
gaây ra. Theá vaøo bieåu thöùc 
treân ta coù: 
         2

01 2
1 yU
δ

=  

ÔÛ traïng thaùi 2, theá naêng bieán 
daïng ñaøn hoài U2 trong daàm laø: 

y0 

Chuyeån vò
y0+yñ 

P 

Löïc 

Hình 13.22. Ñoà thò tính TNBDÑH 
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   ( )
δ

2
0

2 2
1 yyU +

= ñ   

Nhö vaäy khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, 
theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong daàm ñöôïc tích luyõ 
theâm moät löôïng: 
   ( ){ } ( )0ñññ yyyyyyUUU 2

2
1

2
1 22

0
2

012 +=−+=−=
δδ

 

   ñ
ñ PyyU +=
δ2

2

  (d) 

 Thay caùc bieåu thöùc (b), (c), (d) vaøo (13.25) ta coù: 

  ( ) ( ) ññ
ñ yQP

QPg
VQPyy o ++
+

=+
222

2
1

2δ
 

 Goïi yt laø chuyeån vò cuûa 
daàm taïi ñieåm va chaïm do 
troïng löôïng Q taùc duïng tónh 
taïi ñoù gaây ra nhö treân 
H.13.23. Thay δQyt =  vaøo 
phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 ( ) 0

/1
2

2
2 =

+
−−

QPg
Vyyyy ot

ñtñ  (e) 

 Nghieäm cuûa phöông trình baäc hai (e) laø: 

   
)1(

2
2

Q
Pg

Vyyyy ot
tt

+
+±=d   

Vì yñ > 0,  neân chæ choïn nghieäm döông cuûa (e), töùc laø: 

     t

t

o
t

ot
ttd yK

Q
Pgy

Vy

Q
Pg

Vyyyy ñ=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++=

+
++=

)1(
11

)1(

22
2   (13.26) 

Do ñoù heä soá ñoäng ñöôïc tính bôûi: 

Hình 13.23. Sô ñoà tính chuyeån vò yt  

  

 
  

Q 

 
yt
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)1(

11
2

0

Q
Pgy

VK
t

d

+
++=  (13.27) 

Khi vaät Q rôi töï do töø ñoä cao H xuoáng daàm, töùc laø 
gHVo 2= , thay vaøo (13.27): 

   
)1(

211

Q
Py

HK
t

d

+
++=  (13.28) 

 Khi taïi ñieåm va chaïm khoâng coù troïng löôïng ñaët saün 

P = 0, heä soá ñoäng taêng leân:     
t

d y
HK 211 ++=   (1

 Khi P = 0, H = 0, nghóa laø troïng löôïng Q ñaët ñoät ngoät 
leân daàm: 
         Kñ  = 2   (1
 Theo (13.29), khi yt caøng lôùn, nghóa laø ñoä cöùng cuûa 
thanh caøng nhoû, thì Kñ caøng nhoû, do ñoù söï va chaïm 
caøng ít nguy hieåm. 
 Ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän beàn, ngöôøi ta coù theå laøm taêng 
yt baèng caùch ñaët taïi ñieåm chòu va chaïm nhöõng vaät theå 
meàm nhö loø xo hay taám ñeäm cao su... 
 Khi ñaõ tính ñöôïc Kñ, coù theå tính ñaïi löôïng S khaùc 
trong heä töông töï nhö chuyeån vò, nghóa laø: 
    PQ

ttp SSKS += ñ   (13.31) 

 Q
tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do Q coi 

nhö ñaët tónh leân heä taïi maët caét va chaïm gaây ra. 
 P

tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do caùc 
taûi troïng hoaøn toaøn tónh ñaët leân heä gaây ra. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

 Ñieàu kieän beàn: σñ,max ≤ [σ] 
Chuù yù: 
 Neáu choïn moác theá naêng baèng khoâng ôû vò trí daàm 
khoâng bieán daïng, thì cô naêng ban ñaàu cuûa heä chính laø 
theá naêng:  
  QH=π  

 Ngay sau khi va chaïm, P vaø Q cuøng chuyeån ñoäng 
xuoáng döôùi vôùi vaän toác V thì cô naêng cuûa heä chính laø 
ñoäng naêng: 

  ( ) ( ) π<
+

=
+

=
+

= QH
QP

QV
QPg

QV
g

QPT o
2

2
2

2
1

2
1  

Nhö vaäy ñaõ coù söï maát maùt naêng löôïng töông öùng vôùi giaû 
thieát va chaïm meàm tuyeät ñoái cuûa 2 vaät theå; naêng löôïng 
naøy laøm cho 2 vaät theå bieán daïng hoaøn toaøn deûo, aùp saùt 
vaøo nhau vaø chuyeån ñoäng cuøng vaän toác veà phía döôùi. 
 

2- Va chaïm ngang 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P. 
Vaät naëng Q chuyeån ñoäng ngang vôùi 
vaän toác V0 va chaïm vaøo vaät naëng P 
nhö treân H.13.24. Troïng löôïng baûn 
thaân cuûa daàm ñöôïc boû qua. Giaû 
thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai vaät cuøng chuyeån ñoäng 
ngang vaø ñaït chuyeån vò lôùn nhaát yñ. 
 Laäp luaän nhö tröôøng hôïp va chaïm ñöùng, ta cuõng coù:  

Hình 13.24. Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ngang 

Vo P 
Q yñ
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 Vaän toác cuûa hai vaät P, Q cuøng chuyeån ñoäng ngay 
sau khi va chaïm laø: 
   oV

QP
QV
+

=    

 Ñoä giaûm ñoäng naêng trong heä: ( )
2

2

2
1

oV
QPg

QT
+

=  

 Vì hai vaät chuyeån ñoäng theo phöông ngang, neân 
khoâng coù söï thay ñoåi theá naêng, töùc laø: 
      π = 0 
 Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong heä laø:  

      
δ2

2
ñyU =  

 Nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T+π = U, ta ñöôïc 
phöông trình sau: 
    ( ) δ22

1 2
2

2
ñyV

QPg
Q

o =
+

 

Laáy giaù trò nghieäm döông cuûa yñ, ta ñöôïc: 

           
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

Q
Pg

QVy o

1

2δ
ñ  (13.32) 

 Ta laïi coù 
Q
yt=δ , vôùi yt  laø chuyeån vò ngang cuûa daàm 

taïi ñieåm va chaïm do troïng löôïng Q taùc duïng tónh naèm 
ngang taïi ñoù. Thay vaøo phöông trình (13.32) nhö sau:  
            ññ Ky

Q
Pgy

Vyy t

t

o
t =

+
=

)1(
 (13.33) 

 Heä soá ñoäng: 
    

)1(
Q
Pgy

VK

t

o

+
=ñ  (13.34) 
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 Khi khoâng ñaët saün troïng löôïng chòu va chaïm, töùc P 
= 0, heä soá ñoäng laø: 
           

t

o

gy
VK =ñ   (13.35) 

 Khi ñoù, noäi löïc, öùng suaát cuõng ñöôïc tính nhö sau: 
  Mñ = Mt.Kñ 
  σñ = σt.Kñ    

                  ...............     (
Ñieàu kieän beàn: ][max, σσ ≤ñ  

Ví duï 13.5 Moät daàm 
coâng xon tieát dieän chöõ 
nhaät (20 × 40) cm chòu va 
chaïm ñöùng bôûi moät troïng 
löôïng Q = 1 kN rôi töï do töø 
ñoä cao H = 0,5 m 
(H.13.25.a). Boû qua troïng löôïng baûn thaân daàm, tính öùng 
suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm. Neáu keå ñeán troïng 
löôïng baûn thaân daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. Neáu 
ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), tính laïi öùng suaát vaø 
ñoäï voõng. Cho:      E = 0,7.103 kN/cm2; q = 0,64 kN/m. 
 Giaûi. ÖÙng suaát ñoäng:  
        dQtd K,σσ =  

vôùi:                
t

d y
HK 211 ++=   

 Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm, ta coù: 
                cm 0357,0

12
40.20)10.7,0(3

)200(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

Hình 13.25  Daàm coâng xon chòu va chaïm

Q = 1 kN

H = 0,5 m

L = 2 m b)a)

Mx,Q

Q.L

Mx,q

Q.L2

2
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 Heä soá ñoäng :    93,53
0357,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm (H.13.25): 

          
2kN/cm           02,2)93,53(

6/40.20
)200(1

.

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do: 
             cmKyy dQt 92,1)93,53(0357,0max,,max ===  

 Khi keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, coù theå duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm 
khoâng troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

        43,47
)

1
3,01(0357,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 
  2kN/cm 78,143,47.

6/40.20
)200(1

2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 
  2kN/cm 024,0

6/40.20
100.2.64,02/

2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
      σmax = 1,78 + 0,024 = 1,804 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do 
 Ñoä voõng do troïng löôïng baûn thaân: 
        cm 017,0

12
40.20).10.7,0(8

)200(10.64,0
8 3

3

424

===
−

x
t EI

qLy  
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 Ñoä voõng khi coù va chaïm: 
  cm71,1017,043,47.0357,0,max,,max, =+=+= qtdQtd yKyy  
 Neáu ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), ta ñöôïc: 
 • Khoâng keå troïng löôïng daàm: 
             cm 143,0

12
20.40).10.7,0(3

)200.(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 46,27
143,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm : 

  
2kN/cm           06,2)46,27(

6/20.40
)200.(1

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
QLK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  cm93,3)46,27.(143,0 ==ty  
 • Keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, ta duøng phöông 
phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm khoâng 
troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

       21,24
)

1
3,01(143,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 

        2kN/cm 816,121,24.
6/20.40

)200(1
2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 

  2kN/cm 096,0
6/20.40

100.2.64,02/
2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
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   σmax = 1,816 + 0,096 = 1,912 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  
      cm48,3017,0)21,24.(143,0 =+=ty  
Ví duï 13.6 Daàm ABC tieát dieän I-24 chòu va chaïm ñöùng 
bôûi moät troïng     löôïng Q = 2 kN rôi töï do töø ñoä cao H = 
50 cm (H.13.26.a), boû qua troïng   löôïng baûn thaân daàm, 
tính σmax; kieåm tra beàn. Cho: I-24 coù: Ix = 3460 cm4,  Wx 
= 289 cm3, q = 0,273 kN/m; [σ] = 16 kN/cm2. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

      b) vaø c) Heä chòu va chaïm coù loø xo; d) Daàm chòu troïng löôïng baûn thaân

c)

 d)

qL2/8

A
B

A

B

q

Q = 2 kN

QL/2

Q = 2 kN

H = 50 cm

H = 50 cm

A

I-24

C

C

C Clx = 5 kN/m

B

L/2

a)

L = 6 m

b)

A
B

A

B

 
 Baây giôø, ñaët moät loø xo coù Clx = 5 kN/m taïi C ñeå ñôõ 
vaät va chaïm Q (H.13.24.b), tính laïi heä soá ñoäng vaø σmax; 
xeùt laïi ñieàu kieän beàn. Neáu khoâng ñaët ôû C maø thay loø xo 
vaøo goái töïa taïi B (H.13.26.c), heä soá ñoäng laø bao nhieâu? 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2;  [σ] = 16 kN/cm2. 
Giaûi. Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
       cm 39,0

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

===
x

t EI
QLy  
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 Heä soá ñoäng: 
       04,17

39,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.21): 

  
[ ] 22 kN/cm kN/cm 1669,17)04,17(

289.2
)600.(1

.2
.

max,

max,
max,,max,

=>==

===

σσ

σσ

d

d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

K
 

 Daàm khoâng beàn. 
 Chuyeån vò taïi C: yC = 0,39(17,04) = 6,64 cm 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët ngay taïi ñieåm va chaïm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
  cm 59,02,039,0

5
1

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 
  06,14

59,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.24): 
    2kN/cm 6.1406,14

289
)300.(1

max,,max, === dQtd Kσσ   

    σñmax < [σ] = 16 kN/cm2 
daàm thoûa ñieàu kieän beàn. 
 Chuyeån vò cuûa daàm taïi C:  yC = 0,39(14,06) = 5,48 
cm 
giaûm so vôùi tröôøng hôïp treân. 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët taïi goái B. 
 Baây giôø, chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
 cm 69,03,039,0

5
1

2
3

3460).10.2(8
)600.(1)2/3(

2
3

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng: 08,13
69,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.10.21): 
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  2kN/cm 57,1308,13
289

)300.(1
max,,max, === dQtd Kσσ   

 Chuyeån vò taïi C:  yC = 0,69(13,08) = 9,02 cm 
 Trong tröôøng hôïp naøy, öùng suaát giaûm nhöng chuyeån 
vò taêng so vôùi khi ñaët loø xo ôû ñaàu töï do. 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 13 

13.1 Moät vaät naëng P ñöôïc naâng leân cao vôùi baèng heä 
thoáng roøng roïc ñôn giaûn nhö treân H.13.24.a. Neáu 
keùo daây caùp vôùi gia toác ñeàu a, tính löïc caêng treân daây 
caùp. Neáu duøng heä thoáng ba caëïp roøng roïc vaø cuõng 
keùo daây vôùi gia toác a thì löïc caêng laø bao nhieâu? 

Hình 13.25

P

a)

P

b)
P = 2kN

A = 5 m/s2

A

B C

D

Hình 13.26

450

 
13.2  Moät keát caáu naâng vaät naëng P chuyeån ñoäng leân vôùi 

gia toác a (H.13.26). Tính noäi löïc phaùt sinh trong caùc 
thanh AB, BC vaø CD. 

13.3  Moät truï AB coù chieàu cao H, dieän tích maët caét 
ngang laø F, moâñun choáng uoán W, troïng löôïng rieâng 
laø γ mang moät vaät naëng P. Truï ñöôïc gaén chaët vaøo 
moät beä vaän chuyeån theo phöông ngang vôùi gia toác a 
(H.13.27). 
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  M2

Hình 13.29

a

a/2

a/2

A

B

C
D

P

Xem truï bò ngaøm taïi tieát dieän A vaøo beä, xaùc ñònh öùng 
suaát phaùp σmax, σmin taïi maët caét nguy hieåm cuûa truï.  

Hình 13.27

A

H

P

F, W, γ

A

B

a

2 m 2 m4 m

F = 1 cm2

a = 2 m/s2

F = 1 cm2

Hình 13.28  
 
13.4  Xaùc ñònh öùng suaát phaùp lôùn nhaát trong daây caùp vaø 

trong daàm I-24 do taùc duïng ñoàng thôøi cuûa troïng löïc 
vaø löïc quaùn tính khi heä ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a 
(H.13.28).  

13.5  Moät truïc tieát dieän troøn AB ñöôøng kính D mang moät 
thanh CD tieát dieän chöõ nhaät b.h, ñaàu thanh CD coù 
moät vaät naëng troïng löôïng P, heä quay quanh truïc AB 
vôùi vaän toác n = 210 vg/ph (H.13.29). Tính öùng suaát 
lôùn nhaát trong thanh CD vaø truïc AB.  

 Cho: a = 1 m; D = 4 cm; h = 2b = 6 cm; P = 0,1 kN. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

Boû qua troïng löôïng baûn thaân cuûa heä. 

13.6  Tính taàn soá goùc vaø chu kyø dao ñoäng cuûa caùc heä veõ 
treân H.13.30, C1 vaø C2 laø ñoä cöùng cuûa loø xo. 

Hình 13.30

C1

C2

C1 C2

a) c) d) e)

C1

C2

C1 C2

C1

C1

C2

Q

b)

Q 
Q Q 

Q 

 
 
13.7  Moät daàm ñôn giaûn maët caét hình chöõ I soá 40 daøi 8 

m mang moät troïng löôïng 20 kN ôû giöõa nhòp. Tính taàn 
soá rieâng ω cuûa heä khi coù keå vaø khi khoâng keå ñeán 
troïng löôïng daàm. 

13.8  Moät daàm theùp I24 mang moät moâtô naëng 2 kN toác 
ñoä 200 vg/ph, löïc quaùn tính do khoái löôïng leäch taâm 
laø 0,2 kN (H.13.31). Boû qua troïng löôïng baûn thaân 
cuûa daàm vaø loø xo, xaùc ñònh öùng suaát ñoäng lôùn nhaát 
trong daàm trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ñöùng (I) 

b) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ngang (     ). 

13.9  Giaû söû hai goái töïa 
loø xo treân daàm ôû 

c =1,5 kN/cm

n = 200vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN 

2 m

Hình 13.31

2 m 

c = 1,5 kN/cm 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

H.13.31 ñöôïc thay baèng goái töïa cöùng vaø ñaët hai loø 
xo döôùi ñeá moâtô nhö ôû H.13.32. Tính laïi öùng suaát vaø 
ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm theo caû hai tröôøng hôïp 
nhö treân. Cho:          E = 2.104 kN/cm2. 

n = 200 vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN

          2 m

Hình 13.32

       2 m

c = 1,5 kN/cm

 

13.10 Moät daàm goã tieát dieän chöõ nhaät b.h, coù ñaàu muùt 
thöøa gaén moät roøng roïc ñeå ñöa moät thuøng troïng löôïng 
Q chöùa vaät naëng P leân cao. (H.13.33). Haõy xeùt hai 
tröôøng hôïp: 
a) Vaät naëng P ñöôïc treo trong thuøng vaø thuøng ñöôïc 
keùo leân vôùi gia toác a = 2 m/s2. Boû qua troïng löôïng 
daàm, daây vaø roøng roïc, tính öùng suaát lôùn nhaát cuûa 
daàm. Cho: P = 0,5 kN; Q = 1 kN; L = 4 m. 
b) Trong quaù trình dòch chuyeån vôùi gia toác a = 2 m/s2 
vaät naëng P bò rôi xuoáng ñaùy thuøng. Tính laïi öùng suaát 
cuûa daàm. Cho: H = 0,4 m. 
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13.11 Moät troïng löôïng P = 0,5 kN rôi töø moät ñoä cao H = 
10 cm xuoáng ñaàu C cuûa moät daàm tieát dieän chöõ nhaät 
b × h = 20 × 40 cm2, daøi L = 4 m (H.13.34.a). Tính 
öùng suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm 
Neáu thay goái töïa B baèng moät loø xo coù ñöôøng kính D 
= 100 mm, ñöôøng kính sôïi theùp d = 10 mm, soá voøng 
laøm vieäc n = 10 (H.13.34.b). Tính öùng suaát vaø ñoä 
voõng lôùn nhaát cuûa daàm. 
Cho: Edaàm = 2.104 kN/cm2, Gloxo = 8.103 kN/cm2. 

Hình 13.34

L/2

b)

b.h

A B C
H

P

L L/2

a)

b.h

A B C
H

P

L 

 

13.12  Xaùc ñònh öùng suaát cuûa daàm khi vaät bò va chaïm 
ngang (H.13.35). Cho:  a = 2 m; b.h = 20 × 40 cm2. 
Thanh DB tuyeät ñoái cöùng. 

H = 0,4 m

300

L L/2

P

Q
Hình 13.33

b.h
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Hình 13.35

b.h

A B C

Q = 0,1 kN
V = 5 m/s

a

a2a

D

 


