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Chöông 2 
LYÙ THUYEÁT NOÄI LÖÏC 

2.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ NOÄI LÖÏC - PHÖÔNG PHAÙP KHAÛO SAÙT - ÖÙNG SUAÁT 

 1- Khaùi nieäm veà noäi löïc:  
     Xeùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc vaø ôû traïng thaùi caân baèng 
(H.2.1). Tröôùc khi taùc duïng löïc, giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå luoân coù caùc 
löïc töông taùc giöõ cho vaät theå coù hình daùng nhaát ñònh. Döôùi taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, caùc phaân töû cuûa vaät theå coù theå dòch laïi gaàn nhau hoaëc taùch xa 
nhau. Khi ñoù, löïc töông taùc giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå phaûi thay ñoåi ñeå 
choáng laïi caùc dòch chuyeån naøy. Söï thay ñoåi cuûa löïc töông taùc giöõa caùc 
phaân töû trong vaät theå ñöôïc goïi laø noäi löïc. 
        Moät vaät theå khoâng chòu taùc ñoäng naøo töø beân ngoaøi thì ñöôïc goïi laø vaät 
theå ôû traïng thaùi töï nhieân vaø noäi löïc cuûa noù ñöôïc coi laø baèng khoâng. 
 2-Phöông phaùp khaûo saùt noäi löïc: Phöông phaùp maët caét 
 Xeùt laïi vaät theå caân baèng vaø 1 ñieåm C trong vaät theå (H.2.1),. 
 Töôûng töôïng moät maët phaúng Π caét qua C vaø chia vaät theå thaønh hai 
phaàn A vaø B; hai phaàn naøy seõ taùc ñoäng laãn nhau baèng heä löïc phaân boá treân 
dieän tích maët tieáp xuùc theo ñònh luaät löïc vaø phaûn löïc. 
 Neáu taùch rieâng phaàn A thì heä löïc taùc ñoäng töø phaàn B vaøo noù phaûi caân 
baèng vôùi ngoaïi löïc ban ñaàu (H.2.2).  

 Xeùt moät phaân toá dieän tích ΔF bao quanh ñieåm khaûo saùt C treân maët caét 
Π coù phöông phaùp tuyeán v. Goïi pΔ  laø vector noäi löïc taùc duïng treân ΔF . Ta 
ñònh nghóa öùng suaát toaøn phaàn taïi ñieåm khaûo saùt laø: 

  dF
pd

F
pp

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

lim  

 Thöù nguyeân cuûa öùng suaát laø [löïc]/[chieàu daøi]2 (N/m2, N/cm2…).  
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ÖÙng suaát toaøn phaàn p coù theå phaân ra hai thaønh 
phaàn:  
       + Thaønh phaàn öùng suaát phaùp σv  coù phöông 
phaùp tuyeán cuûa maët phaúng Π 
 + Thaønh phaàn öùng suaát tieáp τv naèm trong maët 
phaúng Π ( H.2.3 ).  
 Caùc ñaïi löôïng naøy lieân heä vôùi nhau theo bieåu thöùc: 
   222

vvvp τσ +=   (2.1) 
 ÖÙng suaát laø moät ñaïi löôïng cô hoïc ñaëc tröng cho möùc ñoä chòu ñöïng cuûa 
vaät lieäu taïi moät ñieåm; öùng suaát vöôït quaù moät giôùi haïn naøo ñoù thì vaät lieäu bò 
phaù hoaïi. Do ñoù, vieäc xaùc ñònh öùng suaát laø cô sôû ñeå ñaùnh giaù ñoä beàn  cuûa 
vaät lieäu, vaø  chính laø moät noäi dung quan troïng cuûa moân SBVL. 

Thöøa nhaän: ÖÙng suaát  phaùp σv  chæ gaây ra bieán daïng daøi. 

                   Öùng suaát tieáp τv chæ gaây bieán daïng goùc. 
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2.2  CAÙC THAØNH PHAÀN NOÄI LÖÏC - CAÙCH XAÙC ÑÒNH 

1- Caùc thaønh phaàn noäi löïc: 
      Nhö ñaõ bieát, ñoái töôïng khaûo saùt cuûa SBVL laø nhöõng chi tieát daïng thanh, 
ñaëc tröng bôûi maët caét ngang (hay coøn goïi laø tieát dieän) vaø truïc thanh. 
 

      
    Goïi hôïp löïc cuûa caùc noäi löïc phaân boá treân maët caét ngang cuûa thanh laø R. 
   R coù ñieåm ñaët vaø phöông chieàu chöa bieát . 

   Dôøi R veà troïng taâm O cuûa maët caét ngang ⇒ 
⎩
⎨
⎧

M  Moâmen
R Löïc   coù phöông baát kyø  

     Ñaët moät heä truïc toïa ñoä Descartes vuoâng goùc ngay taïi troïng taâm maët caét 
ngang, Oxyz, vôùi truïc z  truøng phaùp tuyeán cuûa maët caét,  coøn hai truïc x, y  
naèm trong maët caét ngang. 
 Khi ñoù, coù theå phaân tích R  ra ba thaønh phaàn theo ba truïc: 
   + Nz, theo phöông truïc z  (⊥  maët caét ngang)  goïi laø löïc doïc        
   + Qx  theo phöông truïc x (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
   + Qy  theo phöông truïc y (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
 Moâmen M  cuõng ñöôïc phaân ra ba thaønh phaàn : 
   + Moâmen Mx  quay quanh truïc x goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen My  quay quanh truïc y goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen Mz quay quanh truïc z  goïi laø moâmen xoaén. 
 Saùu thaønh phaàn naøy ñöôïc goïi laø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân maët caét 
ngang (H.2.4) 
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2 Caùch xaùc ñònh: 
 Saùu thaønh phaàn noäi löïc treân moät maët caét ngang ñöôïc xaùc ñònh töø 
saùu phöông trình caân baèng ñoäc laäp cuûa phaàn vaät theå ñöôïc taùch ra, treân 
ñoù coù taùc duïng cuûa ngoaïi löïc ban ñaàu PI  vaø caùc  noäi löïc.  

Caùc phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc treân caùc truïc toïa ñoä: 
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   (2.2) 

trong ñoù: Pix, Piy, Piz - laø hình chieáu cuûa löïc Pi xuoáng caùc truïc x, y, z. 
 Caùc phöông trình caân baèng moâmen ñoái vôùi caùc truïc toïa ñoä ta coù: 
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  (2.3) 

vôùiù:mx(Pi), my(Pi), mz(Pi) - caùc moâmen cuûa caùc löïc Pi ñoái vôùi caùc truïc x,y, z. 
         
3-Lieân heä giöõa noäi löïc vaø öùng suaát:   
 Caùc thaønh phaàn noäi löïc  lieân heä vôùi caùc thaønh phaàn öùng suaát nhö sau: 
 - Löïc doïc laø toång caùc öùng suaát phaùp 
 - Löïc caét laø toång caùc öùng suaát tieáp cuøng phöông vôùi noù 
 - Moâmen uoán laø toång caùc moâmen gaây ra bôûi caùc öùng suaát ñoái vôùi truïc x 
hoaëc y 
 - Moâmen xoaén laø toång caùc moâmen cuûa caùc öùng suaát tieáp ñoái vôùi truïc z 
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2-3 BAØI TOÙAN PHAÚNG: 
 Tröôøng hôïp baøi toaùn phaúng ( ngoaïi löïc naèm trong moät maët phaúng ( thí 
duï maët phaúng yz)), chæ coù ba thaønh phaàn noäi löïc naèm trong maët phaúng yz :    
Nz, Qy, Mx. 
♦ Qui öôùc daáu (H.2.5) 
 - Löïc doïc Nz > 0 khi gaây keùo 
ñoaïn thanh ñang xeùt (coù chieàu 
höôùng ra ngoaøi maët caét) 
 - Löïc caét Qy  > 0  khi  laøm quay 
ñoaïn thanh ñang xeùt theo chieàu kim 
ñoàng hoà. 
 - Moâmen uoán Mx  > 0   khi caêng 
thôù döôùi ( thôù y döông ). 
 
 
  
 
 

♦ Caùch xaùc ñònh:  

         Duøng 3 phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng phaàn A) hay 
phaàn B) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2.5: Chieàu döông  
caùc thaønh phaàn noäi 
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Töø phöông trình  Σ Z = 0 ⇒ Nz  

Töø phöông trình  Σ Y = 0 ⇒ Qy                                      (2.4) 

Töø phöông trình  Σ M/O = 0 ⇒ Mx 

Mx < 0 Mx < 0Mx > 0Mx > 0 

Moâmen M x > 0 , Moâmen M x < 0
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Thí duï 2.1  Xaùc ñònh caùc trò soá noäi löïc taïi maët caét 1-1 cuûa thanh AB, vôùi : 
 q = 10 kN/m; a = 1m; Mo = 2qa2. ( H.2.6) 
                                               
 
 
 
 
 
 
 
 
               Giaûi. 
 Tính phaûn löïc: Giaûi phoùng caùc lieân keát vaø thay vaøo ñoù baèng caùc phaûn löïc 
lieân keát VA, HA, VB.  
Vieát caùc phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng thanh AB 
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2

0 0 =−+×⇒=∑ axVaqaA
M

B  

              ⇒   HA = 0;   kN 5,27
4
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4
1

== qaVB  

 Tính noäi löïc:  Maët caét 1-1 chia thanh laøm hai phaàn.  
 Xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.6) : 
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Neáu xeùt caân baèng cuûa phaàn  phaûi ta cuõng tìm ñöôïc caùc keát quaû nhö treân. 

Σ Z = 0 ⇒ HA  = 0 
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2.4   BIEÅU ÑOÀ NOÄI LÖÏC ( BAØI TOAÙN PHAÚNG ) 
 1. Ñònh nghóa: Thöôøng caùc noäi löïc treân caùc maët caét ngang cuûa moät 
thanh khoâng gioáng nhau.  
 Bieåu ñoà noäi löïc (BÑNL) laø ñoà thò bieåu dieãn söï bieán thieân cuûa caùc noäi löïc 
theo vò trí cuûa caùc maët caét ngang. Hay goïi laø  maêït  caét bieán thieân. 
 Nhôø vaøo BÑNL coù theå xaùc ñònh vò trí maët caét coù noäi löïc lôùn nhaát vaø trò 
soá noäi löïc aáy. 

2. Caùch veõ BÑNL- Phöông phaùp giaûi tích:  
 Ñeå veõ bieåu ñoà noäi löïc ta tính noäi löïc treân  maët caét caét ngang  ôû moät vò 

trí baát kyø coù hoaønh ñoä z so vôùi moät goác hoaønh ñoä naøo ñoù maø ta choïn tröôùc. 
Maët caét ngang chia thanh ra thaønh 2 phaàn. Xeùt söï caân baèng cuûa moät phaàn 
(traùi, hay phaûi) , vieát bieåu thöùc giaûi tích cuûa noäi löïc theo z.. 

Veõ ñöôøng bieåu dieãn treân heä truïc toaï ñoä coù truïc hoaønh song song vôùi 
truïc thanh (coøn goïi laø ñöôøng chuaån),  tung ñoä cuûa bieåu ñoà noäi löïc seõ ñöôïc 
dieãn taû bôûi caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc caùc ñöôøng chuaån. 
Thí duï 2.2-  Veõ BÑNL cuûa daàm muùt thöøa  (H.2.7) 
    Giaûi 
 Xeùt maët caét ngang 1-1  coù hoaønh ñoä 
z so vôùi goác A, ta coù ( 0 ≤ z ≤ l ) 
         Bieåu thöùc giaûi tích cuûa löïc caét  
vaø moâmen uoán taïi maët caét 1-1  
ñöôïc xaùc ñònh töø vieäc xeùt caân baèng  
phaàn phaûi cuûa thanh: 
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Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l, ta seõ ñöôïc 
bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.7. 
Qui öôùc:+Bieåu ñoà löïc caét Qy  tung ñoä döông veõ phía treân truïc hoaønh. 
            +Bieåu ñoà moâmen uoán Mx tung ñoä döông veõ phía döôùi truïc hoaønh.  
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 (Tung ñoä cuûa bieåu ñoà moâmen luoân ôû veà phía thôù caêng cuûa thanh). 
 
Thí duï 2.3 – Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taûi  phaân boá ñeàu q (H.2.8a). 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Boû caùc lieân keát taïi A vaø B, 
thay baèng caùc phaûn löïc  ( H.2.8a).   
       ∑Z = 0 ⇒  HA  =0. 
       Do ñoái xöùng ⇒ 

2
ql   V V BA ==  

 Noäi löïc: Choïn truïc hoaønh nhö treân 
H.2.8b. Xeùt maët caét ngang 1-1 taïi K coù 
hoaønh ñoä laø z, ( 0 ≤ z ≤ l ). Maët caét chia 
thanh laøm hai phaàn. 
       Xeùt  caân baèng cuûa phaàn beân traùi AK 
(H.2.8b) 
 Töø caùc phöông trình caân baèng ta suy ra: 
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 Qy laø haøm baäc nhaát theo z, Mx laø haøm baäc 2 theo z.  
 Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l ta veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc (H2.8).  
 Cuï theå:  +Khi z=0 ⇒ Qy = ql/2 , Mx = 0 
   +Khi z=l ⇒ Qy = -ql/2 , Mx = 0 
   +Tìm Mx, cöïc trò baèng caùch cho ñaïo haøm dMx / dz =0,  

                       dMx / dz =0 ⇔ 
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 Qua caùc BÑNL, ta nhaän thaáy: 
 Löïc caét Qy coù giaù trò lôùn nhaát ôû maët caét saùt goái töïa, 
 Moâmen uoán Mx  coù giaù trò cöïc ñaïi ôû giöõa daàm. 
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Thí duï 2.4  Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu löïc taäp trung P  ( H.2.9a) .  
          Giaûi  
       Phaûn löïc:  Caùc thaønh phaàn phaûn löïc taïi caùc goái töïa laø: 
   0=AH ;

l
PbVA = ;  

l
PaVB =   

 Noäi löïc : Vì taûi troïng coù phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh neân löïc doïc  
Nz treân moïi maët caét ngang coù trò soá baèng khoâng. 
       Phaân ñoaïn thanh: Vì tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá giaûi tích bieåu dieån 
caùc noäi löïc neân phaûi tính noäi löïc trong töøng ñoaïn cuûa thanh; trong moãi ñoaïn 
phaûi khoâng coù söï thay ñoåi ñoät ngoät cuûa ngoaïi löïc . 
  ♦ Ñoaïn AC- Xeùt maët caét 1-1 taïi ñieåm K1 trong ñoaïn AC vaø caùch goác A 
moät ñoaïn z, ( 0 ≤ z ≤ a ). 
Khaûo saùt caân baèng cuûa phaàn beân traùi ta ñöôïc caùc bieåu thöùc giaûi tích cuûa 
noäi löïc: 

   
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
===

−
===

z
l
alPz

l
PbzVM

l
alP

l
PbVQ

Ax

Ay

)(.

)(

 (a) 

  
  ♦ Ñoaïn CB- Xeùt maët caét 2-2 taïi ñieåm K2 

Trong ñoaïn CB caùch goác A moät ñoaïn z , ( a 
≤ z ≤ l ). Tính noäi löïc treân maët caét  2-2 baèng 
caùch xeùt phaàn beân phaûi (ñoaïn K2B). Ta 
ñöôïc: 
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 Töø (a) vaø (b) deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu 
ñoà noäi löïc nhö H.2.9d,e. 
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät : Neáu a=b= L/2, khi ñoù moâmen cöïc ñaïi xaûy ra taïi giöõa 
daàm vaø coù giaù trò: Mmax = PL/4 
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Q y

M x
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b l

M x

Q y
z

VA

1
1

VA l
z

VB

B
1

1

K1 A 2 
2 
K2

a b

a)

b
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d
)

e)

H. 2.9 
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Thí duï 2.5 Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taùc duïng cuûa moâmen taäp trung 
Mo  (H.2.10a.) 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Xeùt caân baèng cuûa toaøn daàm ABC ⇒ caùc phaûn löïc lieân keát taïi 
A vaø B laø:  0=AH ;  

l
MVV o

BA ==  , chieàu phaûn löïc nhö H.2.10a. 

 Noäi löïc:  
 Ñoaïn AC: Duøng maët caét 1-1 caùch goác A 
moät ñoaïn z1 ;(0 ≤ z1 ≤ a ).Xeùt caân baèng cuûa 
ñoaïn AK1 beân traùi maët caét K1 ⇒ caùc noäi löïc 

nhö sau  
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

111

1

z
l

M
zVM

l
M

VQ

o
Ax

o
Ay

     (c) 

 Ñoaïn CB: Duøng maët caét 2-2 trong ñoaïn 
CB caùch goác A moät ñoaïn z2 vôùi (a ≤ z2 ≤ l ) . 
Xeùt caân baèng cuûa phaàn beân phaûi K2B ⇒  caùc 
bieåu thöùc noäi löïc treân maët caét 2-2 laø: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

)()( 222

2

zl
l

MzlVM

l
MVQ

o
Bx

o
By

     (d) 

BÑNL ñöôïc veõ töø caùc bieåu thöùc (c), (d) cuûa noäi 
löïc trong hai ñoaïn (H.2.10d-e). 

  Tröôøng hôïp ñaëc bieät: Moâmen taäp trung Mo 
ñaët taïi maët caét saùt goái töïa A (H.2.11). 
 Qy vaø Mx seõ ñöôïc xaùc ñònh bôûi (d) öùng vôùi 
 a = 0. BÑNL veõ nhö H.2.11 

  
 
 
 

- 

Mo
l

B
a)

b
)

c
)

Q
y

H. 2.11

M
x

M / l o

l 
V  =B

Mo

Mo
l V  = A

M o

a 

z1

l – z2 
VB

c
) 

- 
M o
l 

M 

Q 
z1 

VA

1 
1 

VA VB

B
1 

1 

K1 A
2 
2

K2

l – z2

K1

1 y

a)

x1 M 2 x 2

2
A

Qy

a 

M o
l (l - a) 

H. 2.10 

Mx

z
Q 2y

Mo / l

C 

M o

z2 

b)

d)

e)
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 Caùc nhaän xeùt :  
 - Nôi naøo coù löïc taäp trung, bieåu ñoà löïc caét nôi ñoù coù böôùc nhaûy. Trò soá 
cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá löïc taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy theo chieàu löïc 
taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 
 - Nôi naøo coù moâmen taäp trung, bieåu ñoà moâmen uoán nôi ñoù coù böôùc 
nhaûy. Trò soá cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá moâmen taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy 
theo chieàu moâmen taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 

  
 Kieåm chöùng caùc nhaän xeùt : 
 

 
      Khaûo saùt ñoaïn Δz bao quanh moät ñieåm K coù taùc duïng löïc taäp trung P0 , 
moâmen taäp trung M0 ( H.2.12b).  
 Vieát caùc phöông trình caân baèng ⇒ 

  ∑Y = 0 ⇒  Q1 + P0  – Q2  = 0 ⇒ Q2 – Q1  =  P0               (i) 

  ∑M/K = 0 ⇒  M1 +M0 - M2 + Q1
2
zΔ

 - Q2
2
zΔ

   =0                      

    Boû qua voâ cuøng beù baäc moät  Q1
2
zΔ

 ,  Q2
2
zΔ

   ,  ⇒  M2 - M1  = M0               (ii)   

Bieåu thöùc (i) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà löïc caét. 
Bieåu thöùc (ii) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà moâmen. 
 

 

z Δz

P0

M0 

1 2

Δz
21

Q   2 

M  2 Q 1

M1 

a) b)H. 2.12

M0 

P0

K 
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2.4. LIEÂN HEÄ VI PHAÂN GIÖÕA NOÄI LÖÏC VAØ TAÛI TROÏNG PHAÂN BOÁ TRONG 
THANH THAÚNG 

 Xeùt moät thanh chòu taûi troïng baát kyø (H.2.13a). Taûi troïng taùc duïng treân 
thanh naøy laø löïc phaân boá theo chieàu daøi coù cöôøng ñoä q(z) coù chieàu döông 
höôùng leân (H.2.13b). 

 

z dz

q(z)M o 

1 2q(z)

dz
21

Q + dQ yy 

M+ dM x x Q y

Mx 

a) b)H. 2.13  

 Khaûo saùt ñoaïn thanh vi phaân dz, giôùi haïn bôûi hai maët caét 1-1 vaø 2-2  
(H.2.13b). Noäi löïc treân maët caét 1-1 laø Qy vaø Mx. Noäi löïc  treân maët caét 2-2 so 
vôùi  1-1 ñaõ thay ñoåi moät löôïng vi phaân  vaø trôû thaønh Qy + dQy; Mx + dMx . Vì 
dz laø raát beù neân coù theå xem taûi troïng laø phaân boá ñeàu treân ñoaïn dz.  

Vieát caùc phöông trình caân baèng:  

1-Toång hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöùng 

  ∑Y = 0 ⇒  Qy + q(z)dz – (Qy + dQy) = 0 
     ⇒  

dz
dQ

zq y=)(      (2.4) 

Ñaïo haøm cuûa löïc caét baèng cöôøng ñoä cuûa löïc phaân boá vuoâng goùc vôùi truïc 
thanh. 
  2- Toång moâmen cuûa caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët caét 2-2 ta ñöôïc: 
   ∑M/o2 = 0 ⇒        0)(

2
)( =+−+⋅⋅+ xxxy dMMMdzdzzqdzQ  

 Boû qua löôïng voâ cuøng beù baäc hai 
2

)(
2dzzq ⋅  ⇒ 

   y
x Q

dz
dM

=     (2.5) 

 Ñaïo haøm cuûa moâmen uoán taïi moät maët caét baèng löïc caét taïi maët caét ñoù 
 Töø (2.4) vaø (2.5) ⇒   )(2

2
zq

dz
Md x =   (2.6) 

nghóa laø: Ñaïo haøm baäc hai cuûa moâmen uoán taïi moät ñieåm chính laø baèng 
cöôøng ñoä cuûa taûi troïng phaân boá taïi ñieåm ñoù. 
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Thí duï 2.6  Veõ BÑNL cho  daàm 
ñôn giaûn AB chòu taùc duïng cuûa taûi 
phaân boá baäc nhaát nhö H.2.14. 

   Giaûi 

• Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân 
keát, ñaët caùc phaûn löïc töông öùng ôû 
caùc goái töïa, xeùt caân baèng cuûa toaøn 
thanh,  
 ∑X =0 ⇒  HA  = 0,  

lqVY

lqVllqlVBM

oB

oAoA

3
10   

6
1

32
10

=⇒=

=⇒××=⇒=

∑

∑
   

• Noäi löïc: Cöôøng ñoä cuûa löïc 

phaân boá ôû maët caét 1-1 caùch goác A moät ñoaïn z cho bôûi: q(z)= q0 
l
z    

 Duøng maët caét 1-1 vaø xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.14b).  
   ∑Y = 0 ⇒  

l
zqlqzzqVQ oo

Ay 262
)(

2
−=−=   (e)  

   ∑M/o1 = 0 ⇒      
l
zqzlqzzzqzlqM ooo

x 6632
)(

6

3
−=××−=      (g)  

 Töø (e) vaø (g) ta veõ ñöôïc bieåu ñoà löïc caét vaø moâmen cho daàm ñaõ cho. 
Caùc bieåu ñoà naøy coù tính chaát nhö sau: 
 Bieåu ñoà löïc caét Qy coù daïng baäc 2. Taïi vò trí z = 0, q(z) = 0 neân ôû ñaây 
bieåu ñoà Qy ñaït cöïc trò: (Qy)z = 0 = Qmax = 6lqo   

       Bieåu ñoà moâmen uoán Mx coù daïng baäc 3. Taïi vò trí 3lz = ; Qy = 0. Vaäy taïi 

ñaây Mx ñaït cöïc trò:  

   
39

)(
2

max
3

lqMM o
lzx ==

=
 

 
 
 
 
 

 
A

1 

1 

qo

B

VA
V B l 

z

z
M x 

Q y V =     q 0 l Ao
1
6

+

Mmaz

     q o l 
3 

3l   qol
6

H.2.14 

a)

b)

VB =     qo l1
3

q(z)
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Thí duï 2.7  Veõ BÑNL cho daàm chòu löïc toång quaùt (H.2.15) 

                Giaûi 

 Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân keát, xeùt caân baèng 
toaøn thanh, suy ra phaûn löïc lieân keát taïi A vaø 
C laø: 

  HA = 0 , VA = 2qa;  VC = 2qa 
 Noäi löïc:  

 * Ñoaïn AB: Maët caét 1-1, goác A (0 ≤ z ≤ a), 
xeùt caân baèng phaàn traùi 
•  

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

2
2

2
2

1

1

qzqazM

qzqaQ
 

 * Ñoaïn BC: Maët caét 2-2, goác A (a ≤ z ≤ 2a) 
vaø xeùt caân baèng  phaàn traùi: 

          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=

2
2

2

2
3 

 

qaqazM

qaQ
                                         

* Ñoaïn CD: Maët caét 3-3, goác A, (2a ≤ z ≤ 3a)ø xeùt caân baèng  phaàn  phaûi: 

       
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
−=

−=

2
)3( 

)3(
2

3

3

zaqM

zaqQ
                       (2a ≤ z ≤ 3a) 

 
 Bieåu ñoà moâmen vaø löïc caét veõ nhö H.2.15. 
 
 

 

 

 

 

M2

aVA Q 2z

Mo

P = 2qa 
M = qa o

2 
A

V  = 2qa A
V = 2qaC

a a a

qq

+ +
- 

q
a

q
a 

q
a q

a

2

2

q
a 

2 
2 

q
a 

2 
2
3

Mx

Qy

1

1

3

B C D
2 
2 

H. 2.15

M1z
V = 
2qa

A
Q1

Q3 q 

M3 3a – z 
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Thí duï 2.8  Veõ bieåu ñoà noäi löïc trong khung chòu taûi troïng nhö treân H.2.16. 

       

a

z1
A

K1
K3

1
3

D
z3

VDVA

HA

Hình 2.15

1 3

2

2
B

K2

C

P = qa

z2

qa2

q

a

 

 

 

 

Giaûi 

Tính phaûn löïc lieân keát 
 Xeùt söï caân baèng cuûa toaøn khung döôùi taùc duïng cuûa taûi troïng ngoaøi vaø 
caùc phaûn löïc lieân keát ta suy ra: 
   ∑Ngang = 0 ⇒ HA = 0 
   qaVaqaqaaqaaVD

M
Aa 2

50
2

0 2 −=→=×++×+×⇒=∑  

         ∑Ñöùng = 0 ⇒ VA + VD= 0 ⇒ VD =  
2
5 qa+ ( Ñuùng chieàu ñaõ choïn )   

Vaäy chieàu thaät cuûa VA ngöôïc vôùi chieàu ñaõ choïn 
  
 
 
 
 
 

a)

+

+

q
a

N5
2

q
a

5
2

q
a

–

3
2

q
a

2

5
2

q
a

2

M

parabol
e

c
)

d
) 

5 
2 q

a 5
2

q
a

B

3 
2 q

a 
2 

5 
2 q

a C qa

5
2

qa2

5
2 q

a
q
a 

2 
q
a

q
a

5
2
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Q+ 

2qa 
b
)

–
qa 

H..16

q
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Veõ bieåu ñoà noäi löïc 

Ñoaïn AB: duøng maët caét 1-1 vaø xeùt caân baèng ñoaïn AK1 ta ñöôïc: 
 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2
2
5

2
1

11

11

1

qzqazM

qzqaQ

qaN

     (0 ≤ z1 ≤ a) 

  
Ñoaïn BC: duøng maët caét 2-2 vaø xeùt caân baèng ñoaïn ABK2 ta ñöôïc: 
                    
 

             

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2

2

2

2
5

2
5

2
5

qazqaM

qaQ

qaN

    (0 ≤ z2 ≤ a) 

  
  

Ñoaïn CD: duøng maët caét 3-3 vaø xeùt caân baèng DK3  
           
 

      
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

−=

0
0 

2
5 

3

3

3

M
Q

qaN

         (0 ≤ z3 ≤ a) 

 Kieåm tra söï caân baèng nuùt 
 Ñoái vôùi khung, coù theå kieåm tra keát quaû baèng vieäc xeùt caân baèng caùc nuùt. 
Neáu taùch nuùt ra khoûi heä thì ta phaûi ñaët vaøo nuùt caùc ngoaïi löïc taäp trung       
(neáu coù) vaø caùc noäi löïc taïi caùc maët caét, giaù trò cuûa chuùng ñöôïc laáy töø bieåu 
ñoà vöøa veõ.  
 Sau khi ñaët caùc löïc treân, neáu tính ñuùng caùc noäi löïc ôû caùc nuùt thì nuùt seõ 
caân baèng, nghóa laø caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn. Ngöôïc laïi, 
neáu caùc phöông trình khoâng thoûa maõn thì caùc noäi löïc tính sai. 

N 1 M1

2q
a

z 1 
Q1 

q
a

2 
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K1 
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q
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5
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Q3

N3
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Z3

V  = D

D
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 Cuï theå ñoái vôùi khung ñang xeùt, ta taùch nuùt B vaø ñaët vaøo ñoù moâmen taäp 
trung qa2 vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng 
nhö H.2.16d: 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25 2qa  coù chieàu höôùng leân vaø moâmen 25 2qa  gaây caêng thôù döôùi. 

 - Taïi maët caét treân thanh ñöùng coù löïc doïc 25qa+  höôùng ra ngoaøi maët caét 

(höôùng xuoáng) löïc caét +qa höôùng töø phaûi sang traùi vaø moâmen 23 2qa  gaây ra 
caêng thôù trong khung neân chieàu quay coù muõi teân höôùng ra ngoaøi. 
 Ta deã daøng thaáy caùc phöông trình caân baèng thoûa maõn:  
    ∑ X = 0 ; ∑ Y = 0 ; ∑ M/B = 0 

 Töông töï, taùch nuùt C vaø ñaët vaøo ñoù löïc taäp trung qa höôùng töø traùi sang 
phaûi vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng nhö 
H.2.16d. 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25qa−  coù khuynh höôùng laøm quay phaàn ñoaïn thanh ñang xeùt ngöôïc 
chieàu kim ñoàng hoà neân coù chieàu höôùng xuoáng, coøn moâmen thì baèng khoâng. 

 - Taïi maët caét treân thanh thaúng ñöùng toàn taïi löïc doïc 25qa−  coù chieàu 
huôùng vaøo maët caét (höôùng leân) vaø khoâng coù löïc caét cuõng nhö moâmen.  

 Ta deã daøng thaáy raèng caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn: 

 ∑ =+−= 0 qaqaX ;   0
2
5

2
5

=+−=∑ qaqaY ;   0=∑ BM  

 Vaäy caùc nuùt B vaø C ñeàu caân baèng nghóa laø caùc heä noäi löïc taïi caùc         
nuùt ñuùng. 

 

 

 

 

 

 

Thí duï 2.9  Veõ BÑNL trong thanh cong (H.2.17) 
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                      Giaûi 

 Caét thanh taïi tieát dieän 
1-1, xaùc ñònh bôûi goùc ϕ (0 
≤ ϕ ≤ 90o), xeùt caân baèng 
cuûa phaàn treân döôùi taùc 
duïng cuûa caùc ngoaïi löïc 
vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc 
ñaët theo chieàu döông quy 
öôùc nhö H.2.17b. 

 

       Phöông trình caân 
baèng hình chieáu caùc löïc 
theo phöông phaùp tuyeán vôùi maët caét cho:    N  =  2Psinϕ – Pcosϕ  =  
P(2sinϕ – cosϕ)                    (a) 
 Phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöôøng kính 
cho:                Q  =  2Pcosϕ + Psinϕ  =  P(2cosϕ + sinϕ)           (b) 
 Phöông trình caân baèng cuûa caùc moâmen caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët 
caét daãn ñeán:  
             M  =  – 2PRsinϕ – PR(1 – cosϕ)  =  – PR(2sinϕ + 1 – cosϕ)  (c) 
 Cho ϕ moät vaøi trò soá ñaëc bieät vaø tính caùc trò soá noäi löïc töông öùng, ta veõ 
ñöôïc bieåu ñoà. 

   Löïc caét ñaït cöïc trò khi 0=
ϕd

dQy , nghóa laø khi: 

  -2sinϕ + cosϕ  =  0  ⇒   tgϕ  =  0,5  ⇒  ϕ  =  ϕo  =  26o56’ 
  sinϕo  =  0,4472 ;    cosϕo = 0,8944 
 Ta coù baûng noäi löïc sau: 

ϕ 0 ϕo 45o 900 

N 
Q 
M 

– P 
2 P 
0 

0 
2,236 P 

- PR 

0,7 P 
2,12 P 
-1,7 PR

2 P 
+P 

-3PR 

Khi veõ caàn chuù yù ñaët caùc tung ñoä theo phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh, 
töùc laø theo phöông baùn kính nhö treân H.2.17c,d,e. 

P A

2P
ϕ

M 

N

Q 
R

45o

P 

2.12P 

Q max =2,236P 

ϕo

Q 3PR

b
)

d
)

e)

H. 2.17 

1 

1,7PR

PR

M

ϕo

2P

P A

2P
ϕ R

B

ϕo

0,7PP

2PN

a)

c
)

1
1

-
+



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh         

Chöông 2: Lyù Thuyeát Noäi Löïc  19 
 

2.5 CAÙCH VEÕ BIEÅU ÑOÀ NHANH  

2.5.1 Phöông phaùp veõ töøng ñieåm 

 Döïa treân caùc lieân heä vi phaân, ta ñònh daïng caùc BÑNL tuøy theo daïng taûi 
troïng ñaõ cho vaø töø ñoù ta xaùc ñònh soá ñieåm caàn thieát ñeå veõ bieåu ñoà.  
 Treân 1 ñoaïn thanh 
+ q =0 ⇒ Q = haèng soá, M = baäc nhaát. 
+ q = haèng ⇒ Q = baäc nhaát, M = baäc hai. 
………………………………………………………………………………. 
 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng haèng soá , chæ caàn xaùc ñònh moät ñieåm baát kyø. 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc nhaát , caàn tính noäi löïc taïi hai ñieåm ñaàu vaø cuoái 
ñoaïn thanh. 
 + Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc hai trôû leân thì caàn ba giaù trò taïi ñieåm ñaàu, ñieåm 
cuoái vaø taïi nôi coù cöïc trò, neáu khoâng coù cöïc trò thì caàn bieát chieàu loài loõm cuûa 
bieåu ñoà theo daáu cuûa ñaïo haøm baäc hai. Ñoaïn thanh coù löïc phaân boá q 
höôùng xuoáng seõ aâm, neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng leân. Ngöôïc laïi, 
neáu q höôùng leân seõ döông neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng xuoáng. 
Toùm laïi, ñöôøng cong moâmen  höùng laáy löïc phaân boá q. 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Thí duï 2.10:  Veõ BÑNL trong daàm cho treân H.2.18 (phöông phaùp veõ ñieåm)  
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                                           Giaûi.   
Phaûn löïc lieân keát  
     qaVaVqaqaqaBM CC 2

30222 0 222 =⇒=×−++−⇒=∑  

     qaVY B∑ =⇒=
2
50  

Noäi löïc  
 Ñoaïn AB: q=0⇒  Qy = haèng soá, 
 Mx = baäc nhaát. 
  Trong tröôøng hôïp naøy Qy laø haèng 
soá baèng khoâng vì QA

(AB) = 0.  
 ⇒ Mx  trong ñoaïn naøy seõ laø haèng soá 
 MA 

(AB) =  MB
 (BA)

  =  – Mo  = -qa2 

 Ñoaïn BD: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, 
 Mx = baäc 2. 

     Taïi B:      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−=

+=

2)(

)(

2
5

qaMM

qaQ

o
BD

B

BD
B

 
     

    Taïi  D:      
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=

=−=

2
2

2)(

)(

22
3

2
3

2
5

qaqaqaM

qaqaqaQ

BD
D

BD
D

 

 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi B vaø D baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
 
 Ñoaïn DC: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, Mx = baäc 2. 
 Taïi D:   

2
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 Taïi C:    0      ; 
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 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi D vaø C baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
        Caùc bieåu ñoà löïc caét Qy vaø moâmen Mx  laàn löôït ñöôïc veõ treân H.2.18b,c.  
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2.5.2 Caùch aùp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng 

 Khi thanh chòu taùc duïng nhieàu loaïi taûi troïng, ta coù theå veõ bieåu ñoà noäi 
löïc trong thanh do töøng taûi troïng rieâng leû gaây ra roài coäng ñaïi soá laïi ñeå ñöôïc 
keát quaû cuoái cuøng. 
 
Thí duï 10. Veõ bieåu ñoà moâ men trong daàm nhö H.2.18a baèng caùch coäng 
bieåu ñoà. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Giaûi. Taûi troïng treân thanh ñöôïc chia thaønh hai tröôøng hôïp cô baûn:  

  + Hình 2.18b bieåu dieãn moâ men do löïc taäp trung P gaây ra 

  + Hình 2.18c bieåu dieãn moâ men do löïc phaân boá ñeàu q gaây ra 

Hình 2.18dbieåu dieãn moâ men toång hôïp caàn tìm, caùc tung ñoä baèng toång 
ñaïi soá caùc tung ñoä taïi caùc tieát dieän töông öùng treân H.2.18b,c 

 

 

 

 

 

Baûng toùm taét daàm console , daàm ñôn giaûn, daàm ñaàu thöøa  
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 2 

2.1. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa caùc daàm cho treân H.2.1. 
 

M = 10 kNm 
P = 5 kN q P = 2qa q = 5 kN/m
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2.2. Khoâng caàn tính ra phaûn löïc, veõ BÑNL cuûa caùc daàm cho treân H.2.2. 

 

 

 

 

     

2.3. Veõ bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.3. 

                           

 
 

 
 
2.4. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm tónh ñònh nhö treân H.2.4.  
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2.5. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho heä khung sau (H.2.5). 
 

 

 

 

 

 

 

2.6. Veõ bieåu ñoà löïc doïc, moâmen uoán, moâmen xoaén cho thanh khoâng 
gian (H.2.6). 
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