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Chöông 8 
 

CHUYEÅN VÒ CUÛA DAÀM CHÒU UOÁN 
 
8.1  KHAÙI NIEÄM CHUNG 

 Khi tính moät daàm chòu uoán ngang phaúng, ngoaøi ñieàu kieän beàn coøn phaûi 
chuù yù ñeán ñieàu kieän cöùng. Vì vaäy, caàn phaûi xeùt ñeán bieán daïng cuûa daàm. 
Döôùi taùc duïng cuûa caùc ngoaïi löïc, truïc daàm bò uoán cong, truïc cong naøy ñöôïc 
goïi laø ñöôøng ñaøn hoài  cuûa daàm (H.8.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt moät ñieåm K naøo ñoù treân truïc daàm tröôùc khi bieán daïng. Sau khi  bieán 
daïng, ñieåm K seõ di chuyeån ñeán vò trí môùi K’. Khoaûng caùch KK’ ñöôïc goïi laø 
chuyeån vò thaúng cuûa ñieåm K. Chuyeån vò naøy coù theå phaân laøm hai thaønh 
phaàn: 
  Thaønh phaàn v vuoâng goùc vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc y) goïi laø 
chuyeån vò ñöùng hay ñoä voõng cuûa ñieåm K. 
  Thaønh phaàn u song song vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc z) goïi laø 
chuyeån vò ngang cuûa ñieåm K. 
 Ngoaøi ra , sau khi truïc daàm bieán daïng, maët caét ngang ôû K bò xoay ñi 
moät goùc ϕ, ta goïi goùc xoay naøy laø chuyeån vò goùc (hay laø goùc xoay ) cuûa 
maët caét ngang ôû ñieåm K. Coù theå thaáy raèng, goùc xoay ϕ chính baèng goùc giöõa 
truïc chöa bieán daïng cuûa daàm vaø tieáp tuyeán ôû ñieåm K cuûa ñöôøng ñaøn hoài 
(H.8.1). 
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 Ba ñaïi löôïng u, v, ϕ laø ba thaønh phaàn chuyeån vò cuûa maët caét ngang ôû 
ñieåm K.  
            Trong ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm laø beù thì thaønh phaàn chuyeån vò 
ngang u laø moät ñaïi löôïng voâ cuøng beù baäc hai so vôùi v, do ñoù coù theå boû qua 
chuyeån vò u vaø xem KK’ laø baèng v, nghóa laø vò trí K’ sau khi bieán daïng naèm 
treân ñöôøng vuoâng goùc vôùi truïc daàm tröôùc bieán daïng (H.8.2). 
  Goùc xoay ϕ  coù theå laáy gaàn ñuùng:  

dz
dvtg =ϕ≈ϕ . 

 
 Neáu choïn truïc daàm laø z, truïc y  vuoâng goùc vôùi truïc daàm, thì chuyeån vò v 
chính laø tung ñoä y cuûa ñieåm K’. Tung ñoä y cuõng chính laø ñoä voõng cuûa ñieåm 
K. Ta thaáy roõ neáu K coù hoaønh ñoä z  so vôùi goác naøo ñoù thì caùc chuyeån vò y, ϕ 
cuõng laø nhöõng haøm soá cuûa z vaø phöông trình ñaøn hoài laø: 
   y(z) = v(z) 
 Phöông trình cuûa goùc xoay seõ laø: 

   ( ) ( )zy
dz
dy

dz
dvz '===ϕ  

hay, phöông trình cuûa goùc xoay laø ñaïo haøm cuûa phöông trình ñöôøng 
ñaøn hoài. 
 Quy öôùc döông cuûa chuyeån vò: 
 - Ñoä voõng y  döông neáu höôùng xuoáng. 
 - Goùc xoay ϕ döông neáu maët caét quay  thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 Ñieàu kieän cöùng: Trong kyõ thuaät, khi tính toaùn daàm chòu uoán, ngöôøi ta 
thöôøng khoáng cheá ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm khoâng ñöôïc vöôït qua moät giôùi 
haïn nhaát ñònh ñeå ñaûm baûo yeâu caàu veà söï laøm vieäc, myõ quan cuûa coâng 
trình..., ñieàu kieän naøy ñöôïc goïi laø ñieàu kieän cöùng. Neáu goïi f laø ñoä voõng lôùn 
nhaát cuûa daàm thì ñieàu kieän cöùng thöôøng choïn laø: 

   
1000

1
300
1

÷=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

L
f  

trong ñoù: L - laø chieàu daøi nhòp daàm.  
 Tuøy loaïi coâng trình maø ngöôøi ta quy ñònh cuï theå trò soá cuûa [ ]Lf . 
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8.2  PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CUÛA ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI 

  Xeùt 1 ñieåm baát kyø K treân truïc daàm. 
    Trong chöông 7 (coâng thöùc 7.1) ta ñaõ laäp ñöôïc moái lieân heä giöõa ñoä cong 
cuûa truïc daàm taïi K sau  bieán daïng vôùi moâmen uoán noäi löïc Mx taïi K laø: 

   
x

x

EJ
M

=
ρ
1                                          (a) 

   Maët khaùc, vì ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc bieåu dieãn bôûi phöông trình haøm soá y(z) 
trong heä truïc (yz) neân ñoä cong cuûa ñoà thò bieåu dieãn cuûa haøm soá ôû 1 ñieåm K 
coù hoaønh ñoä z  ñöôïc tính theo coâng thöùc:  

    
( ) 2

3
21

1

y

y

′+

′′
=

ρ
 (b)                                 

(a) vaø (b)  ⇒     
( ) x

x

EJ
M

y

y
=

+

′′

2
3

2'1
 (c) 

  Ñoù laø phöông trình vi phaân toång quaùt cuûa ñöôøng ñaøn hoài, tuy nhieân phaûi 
choïn sao cho hai veá cuûa phöông trình treân ñeàu thoûa maõn. 
 

 
Khaûo saùt moät ñoaïn daàm bò uoán cong trong hai tröôøng hôïp nhö H.8.3. Trong 
caû 2 tröôøng hôïp moâmen uoán Mx vaø ñaïo haøm baäc hai y” luoân luoân traùi daáu, 

cho neân phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài coù daïng: 
   

( ) x

x
EI
M

y

y
−=

+ 2
3

2'1

''  

 Vôùi giaû thieát chuyeån vò laø beù (ñoä voõng vaø goùc xoay beù), coù theå boû qua 
(y’)2 so vôùi 1 vaø khi ñoù phöông trình vi phaân cuûa  ñöôøng ñaøn hoài coù daïng 
gaàn ñuùng nhö sau: 

z

y 
Mx > 0 
y” < 0 

MxMx  

y

Mx < 0 
y” > 0 

Mx  Mx

H.8. 3



http://www.ebook.edu.vn

      GV : Leâ ñöùc Thanh 
 

Chöong 8: Chuyeån vò cuûa daàm chòu uoán  4 

               
x

x
EI
My −=''     (8.1) 

trong ñoù: Tích soá EJx
  laø ñoä cöùng khi uoán cuûa daàm . 

8.3  LAÄP PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP        
TÍCH PHAÂN KHOÂNG ÑÒNH HAÏN 

   Veá phaûi cuûa phöông trình vi phaân (8.1) chæ laø moät haøm soá cuûa z neân (8.1) 
laø phöông trình vi phaân thöôøng. 
  Tích phaân laàn thöù nhaát (8.1)  ⇒  phöông trình goùc xoay: 

   ∫ +−== Cdz
EJ
My

x

x'ϕ  (8.2) 

  Tích phaân laàn thöù hai  ⇒  phöông trình ñöôøng ñaøn hoài: 

   ∫ ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= DdzCdz

EJ
My

x

x  (8.3) 

  Trong (8.2) vaø (8.3), C vaø D laø hai haèng soá tích phaân seõ ñöôïc xaùc ñònh 
caùc ñieàu kieän bieân. Caùc ñieàu kieän naøy phuï thuoäc vaøo lieân keát cuûa daàm vaø 
phuï thuoäc vaøo söï thay ñoåi taûi troïng treân daàm. 

  

 

 

 Ñoái vôùi daàm ñôn giaûn, coù theå coù caùc ñieàu kieän nhö sau:                             
 + Ñaàu ngaøm cuûa daàm console coù goùc xoay vaø ñoä voõng baèng khoâng 
(H.8.4a):     yA  = ϕA  =  0 
 + Caùc ñaàu lieân keát khôùp ñoä voõng baèng khoâng (H.8.4b): 
          yA  =  yB  =  0 
 + Taïi nôi tieáp giaùp giöõa hai ñoaïn daàm coù phöông trình ñöôøng ñaøn hoài 
khaùc nhau, ñoä voõng vaø goùc xoay beân traùi baèng vôùi ñoä voõng vaø goùc xoay 
beân phaûi ( ñieåm C treân H.8.4b):   yC

tr   =  yC
ph;   ϕC

tr  =  ϕC
ph 

 
 
 
 
 
 

H. 8.4

yA  = ϕA  =  0 

A 

a) yA = 0 yB = 0 b)

A B C
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Thí duï 8.1  Vieát phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay cho daàm coâng         
son (console) nhö H.8.5. Töø ñoù suy ra ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát. Cho       
EJx = haèng soá.              

 Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 
maët caét coù hoaønh ñoä z  laø: 

   Mx=–Pz    (a)                   
  
theá vaøo (8.1) ⇒ phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài : 

   
xx

x

EJ
Pz

EJ
My =−=''  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ C
EJ
Pzy

x

+==
2

'
2

ϕ  (c) 

                DCz
EJ
Pzy

x

++=
6

3

    (d) 

C vaø D ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân veà ñoä voõng vaø goùc xoay taïi 
ngaøm: 
   z  =  L;  ϕ  =  0 vaø y  =  0 
thay caùc ñieàu kieän naøy vaøo (c) vaø (d) ⇒ 

   
xx EJ

PLD
EJ
PLC

3
  ;

2

32

=−=  

 Vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ;
326

323

xxx EJ
PLz

EJ
PL

EJ
Pzy +−=  

             
xx EJ

PL
EJ
Pz

22

22

−=ϕ  

Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta coù:

       
xx EJ

PL
EJ
PLy

2
  ;

3

23

max −== ϕ  

 ymax > 0 chæ raèng ñoä voõng cuûa ñieåm A höôùng xuoáng 
 ϕ  < 0 chæ raèng goùc xoay cuûa ñieåm A ngöôïc kim ñoàng hoà. 
 
 

A B 

yB = ϕB =  0 

 P

y

z

z
L

H.7.5 
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Thí duï 8.2  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm (H.8.6). 
 Cho EJx = haèng  
                        Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 

 maët caét coù hoaønh ñoä z laø:  

          
2

2qzMx −=  (a) 

theá vaøo (8.1), ⇒   
xEJ

qzy
2

''
2

−=  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒  C
EJ
qzy

x

+==
6

'
3

ϕ   (c) 

           DzC
EJ

qzy
x

++=
24

4

   (d) 

hai ñieàu kieän bieân ôû ñaàu ngaøm z = L; ϕ = 0 vaø y = 0  cho : 

          
xx EJ

qLD
EJ
qLC

8
  ;

6

43

=−=  

 Vaäy phöông trình ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

           ;
8624

434

xxx EJ
qLz

EJ
qL

EJ
qLy +−=  

          
xx EJ

qL
EJ
qL

66

33

−=ϕ  

 Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta 
coù:          

                               
8

4

max
xEJ

qLy =   vaø    
x

A EJ
qL

6
 

3

−=ϕ  

Thí duï 8.3  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm ñôn giaûn  chòu taûi 
phaân boá ñeàu (H.8.7). Ñoä cöùng EJx cuûa daàm khoâng ñoåi. 

  Giaûi. 
         Phöông trình moâmen uoán taïi 

maët caét ngang coù hoaønh ñoä z laø: 

( )2
2

222
zLzqqzzqLMx −=−=              (a) 

thay vaøo (8.1), ⇒ phöông trình vi 
phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài nhö sau: 

z

y

A
z

L 

B

L/2

H.8.7 

q 

z
A 

B

yB = ϕB =  0

q

y

z
L

H.8.6 
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     ( )2

2
'' zLz

EJ
qy

x

−−=   (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ CzLz
EJ
qy

x

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−==

322
'

32

ϕ  (c) 

           DzCzLz
EJ
qy

x

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

1262

43

   (d) 

ñieàu kieän bieân ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm: 
⎩
⎨
⎧

==
==

0y;Lz:khi
0y;0z:khi

 

           ⇒   
xEJ

qLD
24

C  ;0
3

==  

 Nhö vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 3

3

2

23

21
24 L

z
L
zz

EJ
qLy

x

   (e) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−== 3

3

2

23

461
24

'
L
z

L
z

EJ
qLy

x

ϕ    (g) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm ôû taïi maët caét ngang giöõa nhòp öùng vôùi:  
z = 

2
L   (taïi ñaây y’ = 0) 

thay z =   
2
L     vaøo (e),  

x
L

z EJ
qLyy

384
5 4

2
max ==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
 

 Goùc xoay lôùn nhaát, nhoû nhaát (y’max , y’min) taïi maët caét ngang coù y” = 0 
(hay Mx = 0), töùc ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm. Thay z = 0 vaø z = L 

laàn löôït vaøo (g) ⇒            
xEJ

qLy
3

maxmax 24
1' ==ϕ      

xEJ
qLy

3

minmin 24
1' −==ϕ  

 Goùc xoay cuûa maët caét ôû goái töïa traùi thuaän chieàu kim ñoàng hoà, goùc xoay 
cuûa maët caét ôû goái töïa phaûi ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 
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Thí duï 8.4  Laäp phöông trình ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa daàm treân hai goái töïa 
chòu löïc taäp trung P nhö H.8.8 cho bieát EJx = haèng soá. 

        

 

 

 

 

 

 

 
                              Giaûi.   

         Daàm coù hai ñoaïn, bieåu thöùc moâmen uoán  trong hai ñoaïn AC vaø CB 
khaùc nhau neân bieåu thöùc goùc xoay vaø ñoä voõng trong hai ñoaïn cuõng khaùc 
nhau. Vieát cho töøng ñoaïn caùc bieåu thöùc Mx, y’’, y’, y nhö sau:  

 Moâmen uoán Mx trong caùc ñoaïn sau: 

 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 1)1( z
L
PbMx =   (a) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): ( )azPz
L
PbMx −−= 22)2(   (b) 

 Phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài trong moãi ñoaïn:  

 Ñoaïn AC:   11 '' z
LEJ
Pby

x

−=    (c) 

 Ñoaïn CB:  ( )az
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

−+−= 222 ''  (d) 

 Tích phaân lieân tieáp caùc phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

   1
2
11 2

' Cz
LEJ
Pby

x

+−=    (e) 

   111
3
11 6

DzCz
LEJ
Pby

x

++−=    (g) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): 

A 

z 
B

P

a

H.8.8 

b

z 1  
Z 2  

L

Pab/L
Y 



http://www.ebook.edu.vn

      GV : Leâ ñöùc Thanh 
 

Chöong 8: Chuyeån vò cuûa daàm chòu uoán  9 

   ( ) 2
2

2
2
22 22

' Caz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

+−+−=    (h) 

   ( ) 222
3

2
3
22 66

DzCaz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

++−+−=    (i) 

  

          Xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân C1, D1, C2, D2 töø caùc ñieàu kieän bieân
 - ÔÛ goái töïa A, B ñoä voõng baèng khoâng 
 - ÔÛ maët caét ngang C noái tieáp hai ñoaïn, ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa hai 
ñoaïn phaûi baèng nhau. 

⇔   khi:    z1 = 0;  y1 = 0 

           z2  = 0;  y2 = 0 

               z1 = z2 = a;  y1 = y2;  y1’ = y2’ 
Töø boán ñieàu kieän naøy ⇒: 

  

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=+−

++−=++−

=++−+−

=

2
2

1
2

22
3

11
3

22
3 3

1

22

66

0
66

0

ca
LEJ
Pbca

LEJ
Pb

Daca
LEJ
PbDaca

LEJ
Pb

DLCaL
EJ
PL

LEJ
Pb

D

xx

xx

xx

 

 Giaûi heä phöông trình treân, ⇒ 

  D1 = D2 = 0;  ( )22
21 6

bL
LEJ
PbCC

x

−==  

 Vaäy phöông trình goùc xoay vaø ñoä voõng trong töøng ñoaïn laø: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
==

66

26
3
1

1

22

1

2
1

22
'
11

zzbL
LEJ
Pby

zbL
LEJ
Pby

x

x

ϕ
 

 Ñoaïn BC (a ≤  z2 ≤  L): 

  

( )

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−==

666

622
3
2

2

223
2

2

222
2

2
2'

22

zzbLL
b
az

LEJ
Pby

bL
b

azLz
LEJ
Pby

x

x

ϕ

 

Tính ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm baèng caùch döïa vaøo ñieàu kieän   y’ = 0,  
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         Giaû söû a > b. Tröôùc heát ta seõ xeùt ñoä voõng lôùn nhaát trong ñoaïn naøo  
         ÔÛ goái töïa A (z1 = 0) goùc xoay baèng: 

   01
6 2

2

1 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
b

EJ
PbL

x
Aϕ  

vaø ôû C (z1 = a):     ( ) 0
31 <−−= ba
EJ

PbL

x
Cϕ  

 Nhö vaäy, giöõa hai ñieåm A vaø C goùc xoay ϕ1 ñoåi daáu, nghóa laø seõ bò trieät 
tieâu moät laàn. Ñieàu ñoù cho thaáy ñoä voõng coù giaù trò lôùn nhaát trong ñoaïn AC.  
 Ñeå tìm hoaønh ñoä z1(0) cuûa maët caét ngang coù ñoä voõng lôùn nhaát, ta cho 
phöông trình  ϕ1 = 0: 
    

[ ] ( )( ) 0
2
0

6
)0(

2
1

2

11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

zbL
LEJ
Pbz

x

ϕ  

⇒   
3

)0(
22

1
bLz −

=                   (o) 

 Sau ñoù ñöa vaøo bieåu thöùc (l) cuûa ñoä voõng,⇒ giaù trò lôùn nhaát cuûa ñoä 

voõng       ( )
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
== 2

222

1max 1
27

3
)0(1 L

b
EJ

bLPbyy
x

z   (p) 

 Caùc heä quaû: 
 - Neáu P ñaët ôû giöõa nhòp daàm ( )2/Lb = ,  thì töø (o) vaø (p) , ta ñöôïc: 

 
xEJ

PLyLLz
48

   ; 500,0
2

)0(
3

max1 ===  

 - Khi P ôû gaàn goái B, töùc b → 0 ta coù:  z1(0) = 
3

L  = 0577L 

 Nhö vaäy, neáu taûi troïng di chuyeån töø trung ñieåm D giöõa nhòp daàm ñeán 
goái töïa B (H.8.9) thì hoaønh ñoä z1(0) seõ bieán thieân töø 0,5L ñeán 0,577L, töùc laø 
töø ñieåm D ñeán ñieåm E. Trong thöïc teá ngöôøi ta thöôøng quy öôùc laø khi taûi 
troïng P taùc duïng ôû moät vò trí naøo ñoù thì vaãn coù theå coi ñoä voõng lôùn nhaát ôû 
giöõa nhòp daàm. 

 Thí duï, neáu taûi troïng P taùc duïng ôû vò trí nhö H.8.8 thì ñoä voõng ôû giöõa 

nhòp daàm seõ baèng:  ( ) ( )22
2 43

48
bL

EJ
Pby

x
l −=  

 So saùnh hai giaù trò ymax vaø ( )2ly thaáy hai giaù trò naøy khaùc nhau vaø raát ít 

. 

0,500L

A

z 
BE 

D

0,577L 

H.8.9
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Nhaän xeùt: Neáu daàm coù nhieàu ñoaïn, caàn phaûi laäp phöông trình vi phaân 
ñöôøng ñaøn hoài cho nhieàu ñoaïn töông öùng. ÔÛ moãi ñoaïn , phaûi xaùc ñònh hai 
haèng soá tích phaân, neáu daàm coù n ñoaïn thì phaûi xaùc ñònh 2n haèng soá, baøi 
toaùn trôû neân phöïc taïp neáu soá ñoaïn n caøng lôùn, vì vaäy phöông phaùp naøy ít 
duøng khi taûi troïng phöùc taïp hay ñoä cöùng daàm thay ñoåi. 

 

8.4 XAÙC ÑÒNH ÑOÄ VOÕNG VAØ GOÙC XOAY BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP TAÛI 
TROÏNG GIAÛ TAÏO (PHÖÔNG PHAÙP ÑOÀ TOAÙN) 

 ♦ Phaàn tröôùc, ñaõ coù lieân heä vi phaân giöõa noäi löïc vaø ngoaïi löïc ( CH. 2): 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

q
dz
Md

Q
dz

dM

q
dz
dQ

x

x

2

2

  (a) 

 ♦ Ñoái vôùi vieäc khaûo saùt ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm , cuõng coù phöông trình 
vi phaân: 

         
x

x

EJ
M

dz
yd

−=2

2

  (b) 

 Ñoái chieáu caùc phöông trình (a) vaø (b), ta thaáy coù söï töông töï sau: 
 

y 
  'y

dz
dy

=  

x

x

EJ
My

dz
yd

−== ''2

2

 

Mx 

Q
dz

dM x =  

q
dz
Md x =2

2

 

 

 Ta nhaän thaáy muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y thì phaûi tích phaân 

lieân tieáp hai laàn haøm soá  
x

x

EJ
M  

 Töông töï muoán coù löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx  thì phaûi tích phaân lieân 
tieáp hai laàn haøm soá taûi troïng q. 

 Tuy nhieân ôû phaàn tröôùc ( CH.2), ta ñaõ tính löïc caét Qy  vaø moâmen uoán 
Mx  theo taûi troïng q  töø vieäc khaûo saùt caùc phöông trình caân baèng. 
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  Nhö vaäy, cuõng coù theå tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y theo haøm y”=-
x

x

EJ
M  

maø khoâng caàn tích phaân. Ñoù cuõng chính laø phöông phaùp taûi troïng giaû 
taïo. 
  

           ♦ Phöông phaùp taûi troïng giaû taïo: 
        Töôûng töôïng moät daàm giaû taïo (DGT) coù chieàu daøi gioáng daàm thöïc 
(DT), treân DGT coù taûi troïng giaû taïo gtq  gioáng nhö bieåu ñoà 

x

x

EJ
M

−  treân daàm 

thaät, thì  seõ coù söï töông ñöông: 

                 gt
x

x q
EJ
My =−=''    ;   y’ =Qgt ;   y = Mgt  

trong ñoù: gtq - Taûi troïng giaû taïo 

    Qgt - Löïc caét giaû taïo- Löïc caét trong DGT     

                gtM  - Moâmen giaû taïo- Moâmen uoán trong DGT 

      ⇒ Muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y cuûa moät daàm thöïc (DT)        
(daàm ñang khaûo saùt) thì chæ caàn tính löïc caét Qgt  vaø moâmen uoán Mgt do taûi 
trong giaû taïo taùc duïng treân  DGT gaây ra.  

         Tuy nhieân, ñeå coù ñöôïc söï ñoàng nhaát ñöôøng ñaøn hoài y vaø Momen uoán 
Mgt  thì ñieàu kieän bieân cuûa chuùng phaûi gioáng nhau: y’ = Qgt ; y = Mgt taïi baát 
kyø ñieåm treân hai DT vaø DGT;  Ngoaøi ra neáu xeùt  taïi ñieåm baát kyø treân daàm 
phaûi khaûo saùt ñeán söï gioáng nhau cuûa böôùc nhaûy goùc xoay y′Δ  vaø böôùc 
nhaûy löïc caét  gtQΔ . 

 ♦ Caùch choïn daàm giaû taïo (DGT) 
 DGT ñöôïc suy töø DT vôùi ñieàu kieän laø nôi naøo treân DT khoâng coù ñoä 
voõng vaø goùc xoay thì ñieàu kieän lieân keát cuûa DGT ôû nhöõng nôi ñoù phaûi töông 
öùng sao cho qgt khoâng gaây ra Mgt vaø Qgt.  
 Chieàu daøi cuûa DT vaø DGT laø nhö nhau.  

 Baûng 8.1 cho moät soá DGT töông öùng vôùi moät soá DT thöôøng gaëp. 
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 ♦ Caùch tìm taûi troïng giaû taïo qgt  

Vì 
x

gt EJ
Mxq −= , neân qgt bao giôø cuõng ngöôïc daáu vôùi moâmen uoán Mx. Do ñoù: 

 - Neáu: Mx > 0 thì qgt < 0, nghóa laø neáu bieåu ñoà Mx naèm phía döôùi truïc 
hoaønh (theo qui öôùc Mx > 0 veõ phía döôùc truïc thanh) thì qgt höôùng xuoáng 

- Neáu: Mx < 0 thì qgt höôùng leân. 

⇔  qgt  luoân coù chieàu höôùng theo thôù caêng cuûa bieåu ñoà moâ men Mx 
 

 

                                                                                         Baûng 8.1 

Daàm thöïc Daàm giaû taïo 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

A B 

Mgt = 0 
Qgt  = 0 

Mgt ≠ 0 
Qgt ≠ 0 

A B

y = 0 
ϕ = 0 

y ≠ 0 
ϕ ≠ 0

A B

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y  =  0
ϕ  ≠  0 

A B 

Mgt = 0
Qgt ≠  0 

Mgt = 0 
Qgt ≠ 0 

A B 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 
 Qtr = Qph 

A B

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 
ϕtr= ϕph 

A D

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  ≠  0 
ϕ  ≠  0 

B C

y =  0 
ϕ ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 

A D B C 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 



http://www.ebook.edu.vn

      GV : Leâ ñöùc Thanh 
 

Chöong 8: Chuyeån vò cuûa daàm chòu uoán  14 

 

 

 

 Ngoaøi ra trong quaù trình tính caùc noäi löïc Mgt, Qgt cuûa DGT, caàn phaûi 
tính hôïp löïc cuûa löïc phaân boá qgt treân caùc chieàu daøi khaùc nhau. Do ñoù, ñeå 
tieän lôïi ta xaùc ñònh vò trí troïng taâm vaø dieän tích Ω cuûa nhöõng hình giôùi haïn 
bôûi caùc ñöôøng cong nhö baûng 8.2 döôùi ñaây 

Baûng 8.2 
Vò trí troïng taâm 

Hình veõ 
Dieän tích 

(Ω) x1 x2 

 
 
 
 
 

 

 
2
Lh  

 

 
3
L  

 

3
2L  

 
 
 
 
 

 

3
Lh  

 

4
L  

 

4
3L  

 
 
 
 
 

 

1+n
Lh

 

 

2+n
L

 

 
( )

2
1

+
+

n
nL

 

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

8
3L  

 

8
5L  

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

2
L  

 

2
L  

 

 

Thí duï 8.5  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay ôû 

A

L 
B

q

2
2qL

xEI
qL

2

2
Mx

DGT

a)

b)

c)

H. 8.10

h 

x1 x2

L 

C 

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2 

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc n

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2

ñænh

h 

x1 x2

L

C

ñænh
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ñaàu töï do B cuûa daàm coâng xon chòu taûi troïng phaân boá ñeàu q (H.8.10a). Ñoä 
cöùng cuûa daàm EJx = const  
                                Giaûi.  
        + Bieåu ñoà moâmen uoán Mx cuûa DTcoùù daïng ñöôøng  baäc 2 ñöôïc veõ treân 
H.810b. 
        + DGT töông öùng vôùi löïc phaân boá qgt nhö H.8.10c. 
  + Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi B cuûa DT chính baèng moâmen uoán Mgt vaø 
löïc caét Qgt taïi B cuûa DGT.Duøng maët caét ôû saùt B cuûa daàm giaû taïo, tính noäi 
löïc  ôû maët caét ngang naøy vaø ñöôïc: 

 ;
623

1 32

xx

B
gtB EJ

qLL
EJ
qLQ =××==ϕ                

xx

B
gtB EJ

qLLL
EJ
qLMy

84
3

23
1 42

=×××==  

Thí duï 8.6  Tính ñoä voõng 
vaø  
goùc xoay taïi C cuûa daàm 
cho 
 treân H.8.11a. Ñoaïn daàm 
AB 

 coù ñoä cöùng 2EJ, ñoaïn 

 daàm BC coù ñoä cöùng EJ. 

                     Giaûi.  
+ Bieåu ñoà moâmen uoán 
ñöôïc veõ treân H.8.11b.  
 Ñeå deã daøng trong 
vieäc tính toaùn ta phaân tích 
Mx thaønh toång  cuûa caùc 
bieåu ñoà moâmen uoán coù 
daïng ñôn giaûn nhö 
H.8.11c. 

+ DGT vôùi löïc  qgt nhö  
H.8.11d.  
(chuù yù laø ñoä cöùng trong 
AB vaø BC khaùc nhau).  

+ Tính noäi löïc ôû C cuûa DGT. 

x

3L L

B
gt VH. 8.11

qL2

8
9

2qL

Mb)

A B
C

S2 qL

a)

8

29qL

qL2

c)

xEJ
qL2

x EJ 
qL
2

2 

C
d)

B
gt V

e)
xEJ

9qL
16

2

xEJ
qL
2 

2

x EJ 
qL 
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 Chia DGTthaønh hai DGT nhö H.8.11e, phaûn löïc ôû B cuûa DGT AB laø:   

x

B
gt EJ

qLV
3

16
1

=  

Phaûn löïc naøy taùc duïng leân DGT BC vaø deã daøng tính ñöôïc: 

          

xxx

C
gt

xxx

C
gt

EJ
qLL

EJ
qLLL

EJ
qLM

EJ
qL

EJ
qLL

EJ
qLQ

423

323

48
13

3
2

2
1

16
1

16
7

2
1

16
1

=+−=

+=+−=

 

 ⇒ ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C cuûa DT 

             yC = C
gtM  = 

xEJ
qL4

48
13 ;  ϕC = =C

gtQ  
xEJ

qL3

16
7  

8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH (BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng taâm, ta coøn coù caùc 
BTST veà uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä noäi löïc hoaëc phaûn 
löïc  chæ vôùi caùc phöông trình caân baèng tónh hoïc, vì soá aån soá phaûi tìm cuûa baøi 
toaùn lôùn hôn soá phöông tónh caân baèng tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, caàn  tìm theâm moät soá phöông trình phuï döïa 
vaøo ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí duï 8.6  Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho daàm nhö H.8.12a. Bieát EJ = haèng soá. 
               Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù boán phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa 
B). Ta chæ coù ba phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm moät 
phöông trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
⇔ Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
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+ Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.12b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.12c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.12 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.12b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.12 i, k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.4. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN 
1. Noäi dung phöông phaùp 

 

Mx

B

q 

qLVB 8
3

=

qL
8
5

qL
8
3

2

8
1 qL

128
9 2qL

Qy

h)

i)

k)

L 

a) 

2

2qLc) 

d) 

 

B

q

A 
B

q

VB

b) 

VBL 
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 Xeùt daàm coù bieåu ñoà 
x

x

EI
M  nhö H.8.10b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) nhö H.8.10a. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt ñoaïn daàm AB: dz
EI
M

d
x

x−=ϕ , suy ra: ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EI
M

dϕ   

    ABABAB S−==− ϕϕϕ  (8.18) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa A vaø B) 

thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai maët caét aáy.   

Töø hình 8.10d:     dz
EI
M

zdzdt
x

x−== ϕ  suy ra: ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EI
M

zdtt (8.20) 

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích  ABS  ñeán B 

 
Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi moät 
tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu tröø moâ men 

H.8.10 Phöông phaùp dieän tích moâ men

z A

z 

B

ÑÑH 
 yByA

zB 
dz

z  

ϕ 

y 

  a) 

C

zC Cz
A B

ABS  
dz

EI
M

x

x

  b) 

x

x

EI
M  

zA 

z  

LAB 
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tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi qua B. 

 Töø H.8.10d ta coù: 
   yB = yA + ϕALAB + tBA = yA + ϕA(zB  – zA) + tBA  

yB = yA + ϕA(zB  – zA) – ABC Sz  (8.21) 

(7.21) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä voõng 

cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai ñieåm naøy. 

Töø (8.21 coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa ñieåm B (zB > zA). 
  ABBA S+=ϕϕ    vaø yA = yB – ϕA(zB – zA) + ABC Sz  
vôùi:   CABC zLz −=   
ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc:     yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.22) 
  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
Thí duï 8.5. Duøng phöông phaùp dieän tích moâ men xaùc ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø 
ñoä voõng ôû ñieåm D giöõa daàm (H.8.11). EIx = haèng soá. 
Giaûi. Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (7.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) 

ADAD S−=ϕϕ  
Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  coù 
theå phaân chia thaønh 321 SSS ++ . 
ta suy ra:  0)( 321 =++− SSSAϕ          

x
A EI

qLSSS
3

321
648
13

×=++=ϕ  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.21), ta vieát  

ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ
( ) ( ) ( )( )3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EI
qL

CCC

x

++−××+=
xEI

qL2

11664
77

×=  

 
 
 
 
 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 
2 m 6 m

Mo

H.8.1 
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8.1  Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 
haïn, bieát Mo = 20 kNm, EJ khoâng ñoåi. H.8.1. 

8.2  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn, EJ khoâng ñoåi. H.8.2. 

8.3 Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc 
nhö H.8.3. Tính ñoä voõng taïi daàm töï do vaø 
goùc xoay taïi maët caét ngang giöõa daàm. 

 
8.4 Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi nhö H.8.4. 

Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5  Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân 

traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm  nhö H.8.5, 
bieát ñoä cöùng EJ = haèng . 

8.6 Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa 
daàm nhö H.8.6, bieát EJ= haèng.  

 
8.7  Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C. H.8.7 
 

 

 

 

 

8.8 Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, ñaàu töï 
do ñöôïc lieân keát vôùi nhau baèng nhöõng 
giaèng cöùng nhö H.8.8. Tính öùng suaát 
cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc treo ôû 

H.8.4 

q

a a a

4qa
qa2

C A D B

H. 8.2 

q

L/2 L/2 

H. 8.3 

L/2 L/2
B

h
A

C

  

L/2 L/2

B

b

A
C

H. 8.5 

a a a

C 
BD A

P

a a

A
P

C

H. 8.6 

 

H. 8.7

A 

3 m 1 m

EJB2EJ

40 kN

C

H. 8.8 

L L L
P

B 
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daàm, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

8.9 Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.9. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

 

H. 8.9 

q

L L

H. 8.10

Mo EJ = haèng soá

L/2 L/2 

 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.10. 
8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû ñaàu A, chòu 

löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  
 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ ñaàu B coù khe hôû δ = 20 mm. 
  Cho E = 2.104 kN/cm2. 

 

H. 8.11

0,5 m 0,5 m

A B

P

δ

20 mm

6 mm 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

8.5. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN (DTMM) 
1. Noäi dung phöông phaùp 
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 Xeùt daàm chòu uoán coù bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  nhö H.8.13b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) 

nhö H.8.13a. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

♦ Xeùt ñoaïn daàm AB, ta ñaõ coù: 

        
x

x

EJ
My −="   ⇔      

x

x

EJ
M

dz
d

dz
dy

−==
ϕ'        ⇒  dz

EJ
Md

x

x−=ϕ     

⇒      ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EJ
Mdϕ  

z A 

z 

B

ÑÑH

           yB

yA 

zB dz

z

ϕt 

y 

  a) 

 c) 

H.8.13

 d) 

C

zC 
Cz

A B

ABS  
dz

EJ
M

x

x  

  b) 

x

x

EJ
M

 

 

A B

yA 
yB 

tBA 

ϕA

ϕB

A’

B’

dz z  

dϕ dt 

B 
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   ABABAB S−==− ϕϕϕ                             (8.4) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa 

A vaø B) thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai maët caét aáy. 

♦ Töø H.8.13c ta coù theå vieát: 

   dz
EJ
Mzdzdt

x

x−== ϕ  

suy ra:   ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EJ
Mzdtt  

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích ABS ñeán B 

Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi 
moät tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu 

tröø moâmen tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi 

qua B. 
 Töø H.8.13d ta coù: 

   yB = yA + ϕALAB + tBA  
= yA + ϕALAB – ABC Sz  (8.5) 

(8.5) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä 

voõng cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai ñieåm naøy.  

♦ Töø (8.5) ta cuõng coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa 
ñieåm B (zB > zA). Thaät vaäy theo phaàn treân ta coù: 
   ABBA S+= ϕϕ  

vaø:    yA = yB – ϕALAB + ABC Sz  

vôùi:   CABC zLz −=   

ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc: 

      yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.5)’ 

trong ñoù:  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
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♦ Duøng phöông phaùp DTMM  caàn bieát dieän tích vaø troïng taâm cuûa moät soá 
hình ( baûng 8.2 ). 

Thí duï 8.7. Duøng phöông phaùp DTMM xaùc 
ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø ñoä voõng ôû ñieåm 
D giöõa daàm (H.8.14). EJx = haèng soá. 
     Giaûi.  
+ Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) : 

ADAD S−= ϕϕ  

Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  
coù theå phaân chia thaønh 321 SSS ++  (H.8.14).  
⇒   0)( 321 =++− SSSAϕ  

  
xxxx

A

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qL

SSS
3222

321

648
13

6723
2

672
4

32
1

72
4

×=××+××+×××=

++=ϕ
  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 

+ AÙp duïng coâng thöùc (8-5), ta vieát  

  ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ  

      ( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−××+= 3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EJ
qL

CCC

x

 

      

⎥
⎦

⎤
××××+×××+

⎢
⎣

⎡
+×××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+−××=

6723
2

68
3

72
4

662
1        

372
4

2
1

33
1

62648
13

22

23

L
EJ

qLL
EJ
qLLL

L
EJ
qLLLL

EJ
qL

xx

xx  

      
xEJ

qL2

11664
77

×=  

 Ñoä voõng maët caét D höôùng xuoáng döôùi. 

 
Thí  duï 8.8 
Xaùc ñònh goùc xoay ôû A,B vaø ñoä voõng ôû D 
cuûa daàm cho nhö H.8.15 

L/2 L/2

A B
D 

q 

xM

2

8
1 qL  

xEJ
qLS

3

1 72
1

=  

x

x

EI
M

xEJ
qL2

8
1xEJ

qL2

24
1

 

xEJ
qLS

3

2 24
1

=

3EJ EJ 

H.8.15 

L/3 L/3L/3 

A B

D 

xEJ
qL2

72
4

xEJ
qL2

72
5

 

q

S3 

H.8.14 

x

x

EJ
M
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              Giaûi 
 + Bieåu ñoà moâ men uoán Mx vaø 

EJ
M x   

veõ nhö H.8.15 

 + Theo coâng thöùc 8.5, ta coù: 

 yB  = yA + ϕAL – Cz × ABS  

   0  =  0 + ϕAL – )1(
Cz × S 1 – )2(

Cz × S 2  
 ϕA = 

L
1 ( )1(

Cz × S 1 + )2(
Cz × S 2)  

  

           =
L
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×+×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

xx EJ
qLL

EJ
qLLL

2428
5

72228
3 33

= 
576
13

xEJ
qL3

 

  

 + Baây giôø aùp duïng ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4) 

   ϕB = ϕA – ABS  = ϕA – S 1 – S 2 

    = 
576
13

xEJ
qL3

 – 
xEJ

qL
72

3

 – 
xEJ

qL
24

3

 = –
576
19

xEJ
qL3

 

 Goùc xoay maët caét B ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 

 + Cuoái cuøng xaùc ñònh ñoä voõng ôû D baèng coâng thöùc 8.5 aùp duïng cho hai 
ñieåm A vaø D 
   yD = yA + ϕA 

2
L  – Cz ADS  

         = 0 + 
576
13 ×

xEJ
qL3

×
2
L  – 

8
3

2
L ×

xEJ
qL

72

3

 = 
576

5 ×
xEJ

qL4

 

 + Ta coù theå kieåm tra laïi keát quaû cuûa yD baèng caùch khaûo saùt ñoaïn DB, 
aùp duïng (8.5)’ 
   yD = yB – ϕB 

2
L  – CZ BDS  

         = 0 – ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−

xEJ
qL3

576
19 ×

2
L  – 

8
3 × 

2
L × 

xEJ
qL

24

3

 = 
576

5 × 
xEJ

qL4
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8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH 
(BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn 
veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng 
taâm, ta coøn coù caùc BTST veà 
uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta 
khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä 
noäi löïc hoaëc phaûn löïc  chæ 
vôùi caùc phöông trình caân 
baèng tónh hoïc, vì soá aån soá 
phaûi tìm cuûa baøi toaùn lôùn hôn 
soá phöông tónh caân baèng 
tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, 
caàn tìm theâm moät soá phöông 
trình phuï döïa vaøo ñieàu kieän 
bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí  duï 8.10. Veõ bieåu ñoà noäi 
löïc cho daàm nhö H.8.16a. 

H.8.16 

EJ
qL
2

2

 

Mx

EJ
LVB  

L 

B

q

qLVB 8
3

=  

qL
8
5  

qL
8
3  

2

8
1 qL  

128
9 2qL  

Qy

a)

2

2qL  c)

d)

e)

g)

h)

i)

k)

A

B

q

A
B

q

VB

b)

VBL
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Bieát EJ = const. 
                 Giaûi                    
Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù 4 phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa B). 
Ta chæ coù 3 phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm 1 phöông 
trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
       ⇔    Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
 + Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.16b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.16c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.16 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.16b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.16 i, k. 
 
Thí  duï 8.11. Tính phaûn löïc VB 
cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.17a. 
Cho bieát : EJx = haèng 
    Giaûi. 
 Töông töï thí  duï treân, cuõng 
coù ñieàu kieän yB = 0  
 Tính yB baèng phöông phaùp 
dieän tích moâ men 
 Bieåu ñoà Mx/ EJx  do taûi troïng 
P vaø phaûn löïc VB ñöôïc veõ 
H.8.17c 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.5), ta 

A

L 

B

P 

x

x

EJ
M

a b 

B
A

P 

VB

xEJ
Pa

 

x

B

EJ
LV

 

a)

b)

c)

H.8.17 
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coù: 
   yA = yB  –  ϕAL + z ABS   

   0 = yB – 0×L + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

EJ
LVLL

EJ
PaaaL B

2
1

3
2

2
1

3
 

      yA = – 
EJ
LVaL

EJ
Pa B

33
3

2

32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 Ñieàu kieän yB = 0 cho ta 

   0 = – 
EJ
LVaL

EJ
Pa B

33
3

2

32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

suy ra  VB = )3(
2 3

2

aL
L

Pa
−  

BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 

8.1. Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 

haïn, bieát Mo = 20 kNm 

8.2.  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn 

8.3. Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc nhö H.8.21. Tính ñoä voõng taïi 
daàm töï do vaø goùc taïi maët caét ngang giöõa daàm. 
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8.4. Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi. Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5. Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm 

nhö H.8.23. 
H.8.23  

8.6. Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa daàm nhö H.8.24. 

H.8.24 

8.7. Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 

 

 

 

H.8.25 

8.8. Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, Daàm töï do ñöôïc lieân keát vôùi nhau 
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baèng nhöõng gaèng cöùng. Tính öùng suaát cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc P 
treo ôû daàm 

  

 

 

 

 

 

 

 

8.9. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.27. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài. 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.28. 

 

8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû daàm A, chòu 
löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  

 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ daàm B coù khe hôû δ = 20 mm, cho E = 2.105 
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