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Chöông 9 
XOAÉN THUAÀN TUÙY 

Ι.  KHAÙI NIEÄM 

1- Ñònh nghóa: Thanh chòu xoaén thuaàn tuùy 
khi treân caùc maët caét ngang chæ coù moät thaønh 
phaàn noäi löïc laø moâmen xoaén Mz  (H.9.1). 

 Daáu cuûa Mz : Mz > 0 khi töø ngoaøi maët caét 
nhìn vaøo thaáy Mz quay thuaän kim ñoàng hoà 
 Ngoaïi löïc: Goàm caùc ngaãu löïc, moâmen 
xoaén Mz, naèm trong maët phaúng vuoâng goùc truïc thanh.  
       Thöïc teá: truïc truyeàn ñoäng, thanh chòu löïc khoâng gian, daàm ñôõ oâvaêng... 

2- Bieåu ñoà noäi löïc moâmen xoaén Mz 
 Bieåu ñoà moâmen xoaén ñöôïc veõ baèng caùch xaùc ñònh noäi löïc theo phöông 
phaùp maët caét vaø ñieàu kieän caân baèng tónh hoïc: ∑M/OZ = 0. 
 Thí duï 1: Veõ bieåu ñoà Mz cho truïc truyeàn ñoäng chòu taùc duïng cuûa ba 
ngaãu löïc xoaén ( moâmen xoaén)       (H.9.2.a). 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 Giaûi: Thöïc hieän moät maët caét ngang trong ñoaïn AB, xeùt caân baèng phaàn 
traùi (H.9.2.b), deã thaáy raèng ñeå caân baèng ngoaïi löïc laø ngaãu löïc xoaén M1 , treân 
tieát dieän ñang xeùt phaûi coù noäi löïc laø moâmen xoaén Mz : 
      ΣM /z = 0 ⇒ Mz – 10 = 0 ⇒ Mz  = 10kNm 
 Töông töï, caét qua ñoaïn BC, xeùt phaàn traùi (H.9.2.c): 
 ΣM /z = 0 ⇒    Mz + 7 – 10 = 0 ⇒ Mz = 3  
 Moâmen taïi caùc tieát dieän cuûa hai ñoaïn ñaàu thanh baèng khoâng, bieåu ñoà 
noäi löïc veõ ôû H.9.2.d. 
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 Thí duï 2: Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén Mz   (H.9.3.a) 

 Giaûi: Phaân tích thaønh toång 
cuûa hai tröôøng hôïp taùc duïng 
rieâng leû ( H.9.3b vaø H.9.3c ).  
       Trong moãi tröôøng hôïp, 
ngoaïi löïc laø moät ngaãu löïc gaây 
xoaén, do ñoù noäi löïc trong 
thanh cuõng laø moâmen xoaén. 
Bieåu ñoà noäi löïc cuûa töøng 
thanh veõ ngay treân H.9.3.b,c. 

 Bieåu ñoà Mz cuûa thanh laø toång 
ñaïi soá hai bieåu ñoà treân 
(H.9.3.d). 
 Nhaän xeùt: Daáu cuûa noäi löïc laø döông khi töø ngoaøi nhìn vaøo ñaàu 
thanh thaáy ngoaïi löïc quay thuaän chieàu kim ñoàng hoà vaø ngöôïc laïi.  

 3- Coâng thöùc chuyeån ñoåi coâng suaát ñoäng cô ra ngaãu löïc xoaén 
(moâmen xoaén ngoaïi löïc) treân truïc 
 Khi tính toaùn caùc truïc truyeàn ñoäng, thöôøng ta chæ bieát coâng suaát truyeàn 
cuûa moâtô tính baèng maõ löïc hay kiloâoùat vaø toác ñoä truïc quay baèng voøng/phuùt, 
do ñoù caàn chuyeån ñoåi coâng suaát truyeàn ra ngaãu löïc xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Giaû söû coù moät ngaãu löïc xoaén Mo (ñôn vò laø N.m) taùc duïng laøm truïc quay 
moät goùc α (radian) trong thôøi gian t, coâng sinh ra laø: 
   A  =  Mo.α   (i) 
coâng suaát laø:       ω=

α
=

α
== oo

o M
t

M
t

M
t
AW  (ii)  

trong ñoù: ω - laø vaän toác goùc (rad/s), ñôn vò cuûa coâng suaát laø N.m/s. 
 Goïi n laø soá voøng quay cuûa truïc trong moät phuùt (voøng/phuùt), ta coù: 
   

3060
2 nn ππω ==   (iii)   

       töø (ii) vaø (iii) ⇒  
a) Neáu W tính baèng maõ löïc (CV, HP) ;1maõ löïc = 750N.m/s  = 0,736 kW:

   )Nm(7162.750.3030
n

W
n

W
n
WMo ===

ππ
  (9.1)  

b)    Neáu W tính baèng kiloâwat (KW), 1 KW ≈ 1020 N.m/s: 
   )(9740.1020.30

.
30 Nm

n
W

n
W

n
WM o ===
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   M1 = 8 kNm 

a)

M1 = 5 kNm

b)

c)

d)

+ Mz = 5

–

+ 
–

Mz = 8 

Mz = 5

M z (kNm) 
Mz = 3

H.9.3 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 

 
Chöông 9: XOAÉN THUAÀN TUÙY                                                                                             3  

  

ΙΙ.  XOAÉN THUAÀN TUYÙ THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN TROØN 

 

 

 

 

 

 

 

1- Thí nghieäm - Nhaän xeùt 
           Laáy moät thanh thaúng tieát dieän troøn, treân maët ngoaøi coù vaïch nhöõng 
ñöôøng song song vaø nhöõng ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc, taïo thaønh löôùi      
oâ vuoâng (H.9.4.a). Taùc duïng leân hai ñaàu thanh hai ngaãu löïc xoaén Mz ngöôïc 
chieàu, ta thaáy truïc thanh vaãn thaúng, chieàu daøi thanh khoâng ñoåi, nhöõng 
ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc vaãn troøn vaø thaúng goùc vôùi truïc, nhöõng ñöôøng 
song song vôùi truïc thaønh nhöõng ñöôøng xoaén oác, löôùi oâ vuoâng thaønh löôùi bình 
haønh (H.9.4.b). 

2- Caùc giaû thieát 
 a) Maët caét ngang vaãn phaúng, thaúng goùc vôùi truïc thanh vaø khoaûng caùch 
khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng, 
 b) Caùc baùn kính vaãn thaúng vaø  khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng,. 
 c) caùc thôù doïc khoâng eùp vaø ñaåy laån nhau trong quaù trình bieán daïng. 
 

3- Coâng thöùc öùng suaát tieáp 
 Ta tính öùng suaát taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang coù baùn kính ρ (H.9.1). 
       Coù theå nhaän thaáy, theo thí nghieäm treân, bieán 
daïng cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ laø söï xoay 
töông ñoái giöõa caùc maët caét ngang quanh truïc. 
 Ñeå xeùt bieán daïng xoaén cuûa moät phaân toá taïi moät ñieåm baát kyø baùn kính 
trong thanh, ta taùch phaân toá baèng ba caëp maët caét nhö sau: 
 
 

H. 9.1

z
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O
ρz

dz
a) b)
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 - Hai maët caét (1-1) vaø (2-2) thaúng goùc vôùi truïc caùch nhau ñoaïn dz 
(H.9.5.a). 

- Hai maët caét chöùa truïc hôïp vôùi nhau moät goùc dα  beù(H.9.5.b). 
- Hai maët caét hình truï ñoàng truïc z (truïc thanh) baùn kính ρ vaø ρ + dρ 
(H.9.5.a). 
 Theo caùc giaû thieát, trong quaù trình bieán daïng, so vôùi caùc ñieåm E, F, G, 
H thuoäc maët caét (1-1), caùc ñieåm A, B, C, D cuûa phaân toá treân maët caét (2-2) di 
chuyeån ñeán A’, B’, C’, D’ phaûi naèm treân cung troøn baùn kính ρ vaø ρ + dρ, 
ñoàng thôøi OA’B’ vaø OC’D’ phaûi thaúng haøng. 

 Goïi dϕ laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng OAB vaø OA’B’, ñoù laø goùc xoay cuûa 
maët caét (2-2) so vôùi maët caét (1-1) quanh truïc z, dϕ cuõng chính laø goùc xoaén 
töông ñoái giöõa hai tieát dieän laân caän caùch nhau dz. 
 Ñoái vôùi phaân toá ñang xeùt, goùc A’EA bieåu dieãn söï thay ñoåi goùc vuoâng 
cuûa maët beân phaân toá goïi laø bieán daïng tröôït (goùc tröôït) γ cuûa phaân toá. 
 Töø (H.9.5.b), ta  coù: 

   tanγ  ≈  γ = 
dz
dϕρ=

′
EA
AA  (a)  

  
 

b)

z O

B’

’’A’
ρ

C’D

’’’
dρ
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 Mz  Mz 

 dz

τρ 

    H. 9.5 Bieán daïng cuûa phaân toá chòu xoaén

      H. 9.6 
 Phaân toá tröôït thuaàn tuùy

τρ

γ
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     Theo giaû thieát a) khoâng coù bieán daïng daøi theo phöông doïc truïc, theo 
giaû thieát c) caùc thôù doïc khoâng taùc duïng vôùi nhau neân khoâng coù öùng suaát 
phaùp taùc duïng leân caùc maët cuûa phaân toá.  
           Theo giaû thieát a) caùc goùc vuoâng cuûa maët CDHG vaø maët BAEF khoâng 
thay ñoåi neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân maët A, B, C, D. Do giaû 
thieát b), moïi baùn kính vaãn thaúng neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân 
maët A, B, E, F. 
 Nhö vaäy, treân maët caét ngang cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ toàn taïi 
öùng suaát tieáp theo phöông vuoâng goùc baùn kính, goïi laø τρ vaø phaân toá ñang xeùt 
ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy (H.9.6). 
 AÙp duïng ñònh luaät Hooke veà tröôït cho phaân toá naøy, ta coù: 
         τρ  = G γ                          b) 
 (a) vaøo (b) ⇒  
         

dz
dGp
ϕρτ =                         (c)     

 Goïi dF laø moät dieän tích voâ cuøng beù bao quanh ñieåm ñang xeùt, thì τρ.dF 
laø löïc tieáp tuyeán taùc duïng treân dieän tích ñoù vaø  τρ.dF.ρ laø moâmen cuûa löïc  
τρ dF ñoái vôùi taâm O. Toång caùc moâmen naøy phaûi baèng Mz,  neân ta coù theå vieát:  
   ∫=

F
pz dFM ρτ       (d) 

 (c) vaøo (d) ⇒   ∫=
F

z dF
dz
dGM ρϕρ  (e) 

 Vì G.dϕ/dz laø haèng soá ñoái vôùi moïi ñieåm thuoäc maët caét F, neân ta coù theå 
ñöa ra ngoaøi daáu tích phaân, khi ñoù tích phaân ∫

F

dF..2ρ  chính laø moâmen quaùn 

tính cöïc Jp  cuûa maët caét ngang ñoái vôùi taâm O, ta ñöôïc: 

   p
F

z J
dz
dGdF

dz
dGM ϕρϕ

== ∫ 2  (f) 

töø (f) ta coù:          
ρ

ϕ
GJ
M

dz
d z=    (g) 

 Coù theå thaáy raèng, dϕ/dz chính laø goùc xoaén treân moät ñôn vò chieàu daøi  
( coøn goïi laø goùc xoaén tæ ñoái ) (rad/m). Ñaët 

dz
dϕ

=θ , ta coù: 

    
ρ

θ
GJ
M z=    (9-3)  

thay (g) vaøo (c) ta ñöôïc coâng thöùc tính öùng suaát tieáp: 
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          ρτ
ρ

ρ J
M z=    (9.4) 

 ÖÙng suaát tieáp thay ñoåi theo quy luaät baäc nhaát, baèng khoâng taïi taâm O vaø 
cöïc ñaïi taïi nhöõng ñieåm treân chu vi.  
 Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát tieáp taïi moïi ñieåm treân maët caét ngang theå hieän 
treân H.9.7.a. Treân H.9.7.b, theå hieän öùng suaát tieáp ñoái öùng treân caùc maët caét 
chöùa truïc. 
 

 

O 

a) 

ρ

τmax

τρ 

Mz 

O 

b) 
H.9.7. Phaân boá öùng suaát tieáp treân maët caét 
           Vaø öùng suaát tieáp ñoái öùng

Mz 

τmax 

 
  
  ÖÙùng suaát tieáp cöïc ñaïi ôû caùc ñieåm treân chu vi (ρ = baùn kính R)   

   R
J
M z

ρ

τ =max     

ñaët:    
R
J

W ρ
ρ =   ; Wp  goïi laø moâmen choáng xoaén cuûa maët caét ngang 

⇒    
ρ

τ
W
M z=max                                                          (9.5)  

* Vôùi tieát dieän troøn ñaëc vaø D laø ñöôøng kính tieát dieän:  

  3
33

2,0
162

DDR
R
J

W ≈===
ππρ

ρ                                             (9.6)  

* Vôùi tieát dieän troøn roãng: 

  )1(2,0)1(
16

1
32

)1( 434
344

ηηπηπρ
ρ −≈−=

−
== DD

R
D

R
J

W                 (9.7)  

trong ñoù: η laø tyû soá giöõa ñöôøng kính trong vaø ñöôøng kính ngoaøi (η = d/D). 
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       4- Coâng thöùc tính bieán daïng khi xoaén  

    Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau dz laø dz
GJ
Md z

ρ

ϕ =        (g) 

⇒ Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau moät ñoaïn daøi L  laø: 

           ∫ ∫==
L

o

L

o

z dz
GJ
Md

ρ

ϕϕ                                                  (9.8) 

        *    Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒ 
p

z

GJ
LM

=ϕ                     (9.9) 

 *    Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá: 

                        ∑=
i

i
z

GJ
LM )(
ρ

ϕ                                                           (9.10) 

 Goùc xoaén ϕ ñöôïc quy öôùc döông theo chieàu döông cuûa Mz . 

 

5- Tính toaùn thanh troøn chòu xoaén thuaån tuyù: 

 Ñieàu kieän beàn:   
 + [ ]ττ ≤max  =

n
oτ                                           (9.11) 

vôùi: τo - laø öùng suaát tieáp nguy hieåm cuûa vaät lieäu, xaùc ñònh töø thí nghieäm 
      n - laø heä soá an toaøn. 
 +  Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp ( chöông 5 ):  
       

2
][

max
στ ≤    (9.12) 

 +   Theo thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daïng ( chöông 5 ): 
        

3
][

max
στ ≤    (9.13) 

 Ñieàu kieän cöùng: 
                            θ max  ≤  [θ ] (9.14) 
 [θ ] : Goùc xoaén tyû ñoái cho pheùp, ñöôïc cho töø caùc soå tay kyõ thuaät, ñôn vò 
cuûa [θ ] laø (radian/ ñôn vò chieàu daøi ) 
 Ba baøi toaùn cô baûn:  
 - Kieåm tra beàn, cöùng (baøi toaùn kieåm tra) 
 - Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp  
 - Xaùc ñònh ñöôøng kính (baøi toaùn thieát keá). 
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6- Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài 
  Theá naêng rieâng tích luõy trong moät ñôn vò theå tích laø: 
        )](2[

2
1

133221
2
3

2
2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=

E
u  

Thanh chòu xoaén thuaàn tuyù, TTÖS tröôït thuaàn tuyù vôùi öùng suaát tieáp τ , neân 
 σ1 = ⎢τ  ⎢; σ2 = 0 vaø σ3 = – ⎢τ  ⎢, ta ñöôïc: 
         21

ρτμ
E

u +
=    (a) 

vôùi: E = 2 G/(1 + μ), thay vaøo (a), ta ñöôïc: 

         
G

u
2

2
1 ρτ

=    (b) 

 Theá naêng tích luõy trong moät ñoaïn dz laø: 
       ∫∫ ==

FV

udFdzudVdU   (c) 

thay (b) vaøo (c), ta ñöôïc:  

      ∫∫∫ ===
Fp

z

p

z

FF

p dFdz
J
M

GG
dzdF

J
M

G
dU 2

2

2
2

2

22

2
1.

2
1

2
1 ρρ

τ   

hay:      dz
GJ
MdU

p

z
2

2
1

=   (d) 

 Vaäy theá naêng treân ñoaïn thanh coù chieàu daøi L laø: 

       ∫=
L

o p

z dz
GJ
MU

2

2
1                                                              (9.15) 

       + Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒  
p

z

GJ
LMU

2

2
1

=             (9.16) 

 + Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá 

          ∑=
i

i
p

z

GJ
LMU )(

2
1 2

          (9.17) 
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         7- Daïng phaù hoûng cuûa caùc vaät lieäu 

 

τmax

τ 

σ σ 1 
τ P  

σ3

σ3

b)a)

τ

τ

σ3

σ3

σ 1
σ1

σ1

H. 9.8  Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm 
treân maët ngoaøi cuûa thanh chòu xoaén  

 Nghieân cöùu traïng thaùi öùng suaát cuûa truïc troøn chòu xoaén, ta thaáy taïi moät 
ñieåm treân maët ngoaøi, phaân toá ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy chòu öùng suaát tieáp 
cöïc ñaïi τmax (H.9.a), ôû traïng thaùi naøy, theo hai phöông nghieâng 45o so vôùi 
truïc coù öùng suaát keùo chính vaø öùng suaát neùn chính σ1  = –σ3 =⎪τ⎪ (H.9.8.b). 

  

Maët khaùc, qua thí 
nghieäm, ta cuõng bieát 
raèng vaät lieäu deûo (nhö 
theùp) chòu keùo, chòu neùn toát nhö nhau, coøn chòu caét thì keùm hôn, do ñoù, khi 
moät truïc theùp bò xoaén seõ bò gaõy theo maët caét ngang, do öùng suaát tieáp τmax 

treân maët caét ngang (H.9.9).   

     Vôùi vaät lieäu doøn nhö 
gang, chòu neùn vaø chòu 
caét raát toát, coøn chòu 
keùo raát keùm neân khi xoaén seõ bò gaõy theo maët nghieâng 45o so vôùi truïc do öùng 
suaát keùo chính σ1 (H.9.10). 

         Vôùi vaät lieäu coù caáu taïo thôù nhö goã, chòu caét doïc thôù raát keùm neân khi 
xoaén seõ bò nöùt doïc theo ñöôøng sinh do öùng suaát öùng suaát tieáp ñoái öùng vôùi 
öùng suaát tieáp treân maët caét ngang (H.9.11). 

 

 

 

 

 

H. 9.9 Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu deûo 

 

H. 9.10  Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu doøn 

H. 9.11  Daïng nöùt gaõy cuûa  goã chòu xoaén

MzMz 
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Thí duï 9.3 Moät ñoäng cô coâng suaát 10kW, truyeàn moät moâmen xoaén leân moät 
truïc troøn ñöôøng kính D  taïi tieát dieän A, vaän toác truïc n = 1400 vg/phuùt. Giaû söû 
hieäu suaát truyeàn laø 100%. Khi ñoù taïi tieát dieän B, C nhaän ñöôïc coâng suaát 
truyeàn 3kW vaø 7kW (H.9.12.a). Ñònh ñöôøng kính D, sau ñoù tính goùc xoaén 
ϕAC . Bieát: [σ] = 16 kN/cm2 ; [θ ] = 0,250/m; a = 50cm;  G = 8.103  kN/cm2. 
               Giaûi. 
 ♦ Goïi ngaãu löïc xoaén taùc duïng taïi A, B, C laàn löôït laø M1, M2, M3. AÙp 
duïng coâng thöùc chuyeån ñoåi, ta ñöôïc: 
   M1  =  9740 x 10 / 1400  =  69,57 N.m = 6957 Ncm 

   M2  =  9740 x 3 / 1400    =  20,87 N.m = 2087 Ncm 

   M3  =  9740 x 7/ 1400    =  48,70 N.m = 4870 Ncm 
 Sô ñoà tính cuûa truïc ôû (H.9.12.b), bieåu ñoà moâmen veõ ôû (H.9.12.c). 
      ♦ Ñònh ñöôøng kính D: 

+ Theo ñieàu kieän beàn [ ]
2

][max
σττ =≤ ][

2,0 3 τ≤=⇒
D

M
W
M z

p

z 3
].[2,0 τ

zMD ≥⇒  

vôùi: [τ] = 
2
][σ = 8 kN/cm2 ;  

Mz =  4870 Ncm 
 ⇒  D ≥ 14,49 cm  (a) 
+ Theo ñieàu kieän cöùng: 

][
1,0.

][ 4max θθθ ≤=⇒≤
DG

M
GJ
M z

p

z   4
].[1,0. θG

MD z≥⇒  

[ ]4
.1,0. θG

MD z≥⇒  

vôùi: [θ ] = 0,250/m       

= cmrad /
10180

25,0
2−×

×π ;  

Mz = 4870 Ncm;  
G = 8.103 kN/cm2 ⇒  D ≥ 11,17cm (b) 
 Ñeå thoûa caû hai yeâu caàu (a), (b), ta choïn D = 15 cm. 
 ♦ Tính goùc xoaén ϕ AC: AÙp duïng coâng thöùc (9.6), ta ñöôïc: 

  rad 006,0
151,0108

504870
43 =

×××
×

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

ii p

z
AC GJ

LMϕ  

 

 7 KW 3 KW 10 KW

AB C 
a)

D

b)

a a

A B

69,57 Nm 20,87 Nm 48,70 Nm

C 

c)
+ 

Mz 
 
(N.m)

48,70

20,87

H. 9.12 
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Thí duï 9.4  Moät thanh tieát dieän troøn 
ñöôøng kính D hai ñaàu ngaøm chòu 
löïc nhö (H.9.13). Veõ bieåu ñoà Mz  vaø  
ñònh giaù trò Mo  theo ñieàu kieän beàn.  

  Giaûi:  Ngoaïi löïc laø moâmen 
xoaén trong maët phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh thì phaûn löïc phaùt sinh taïi 
caùc lieân keát ngaøm A vaø E phaûi laø caùc moâmen xoaén MA, ME  trong caùc maët 
phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh. Giaû söû MA, ME  coù chieàu nhö treân H.9.13.  

       Ñeå xaùc ñònh moâmen phaûn löïc, vieát phöông 
trình caân baèng  ΣM/z = 0, ta coù: 
  MA - Mo +2Mo + Mo - ME =0                (a) 
      Phöông trình (a) khoâng ñuû ñeå ñònh ñöôïc phaûn 
löïc  MA, ME  : Baøøi toaùn sieâu tónh.   
 Caàn  boå sung moät (hay nhieàu) phöông trình  
thieát laäp töø ñieàu kieän bieán daïng cuûa baøi toaùn 
(phöông trình ñieàu kieän bieán daïng). 
 Thöôøng caùch giaûi nhö sau: 
 +Töôûng töôïng boû ngaøm E, thay baèng phaûn löïc 
töông öùng ME  (H.9.15.a). 
 +Vieát phöông trình ñieàu kieän bieán daïng: ϕE  = 0     
(Taïi E lieân keát ngaøm ⇒ do ñoù goùc xoay ϕE  = 0 )     

 +Tính ϕE  : AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng, bieåu ñoà moâmen xoaén do 
töøng tröôøng hôïp taûi gaây ra ñöôïc veõ ôû H.9.15.b. Tính ϕE theo (9.10) nhö sau: 

       
22

32
2

5
.

3.)( a
GJ
Ma

GJ
Ma

GJ
M

JG
aM

GJ
LM

p

o

p

o

p

o

p

E

i p

z
EAE −++−=== ∑ϕϕ  

  + Cho ϕE  = 0, ta  ñöôïc : oE MM
3
5

=  

       Keát quaû döông, ME  ñuùng chieàu choïn. 
 + Xaùc ñònh ñöôïc ME , ta veõ ñöôïc bieåu ñoà moâmen xoaén Mz nhö H.9.15.c. 
 Töø bieåu ñoà noäi löïc  Mz, ta thaáy: Mz,max= (5/3)Mo. 
 Töø ñieàu kieän beàn, ta coù: ][

D.2,0
M][ 3

maxz
max τ≤⇒τ≤τ  

     ⇒     
5

D.2,0.3][M][
D.2,0.3

M5 3

o3
o τ≤⇒τ≤  

 

ME

 Mo Mo

Mo

Mz

Mo

2Mo

2Mo

(4/3)M

(2/3)M
(5/3)M

CB D E

aa/2 a/2a

ME

A

A

A

A

Hình 9.15

a)

b)

c)

 

M E 

M o M o 

M o 

M z 

M o 

2 M o 

2 M o 

(4/3) M0 

(2/3) M0 
(5/3) M0 

C B D E 
a a /2 a /2 a 

M E 

A 

A 

A 

A 

H. 9.15 

a) 

b) 

c) 

 M o 2Mo

C A B E D

a a/2 a /2a

M EMA

H. 9.13 

Mo

D 
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ΙΙΙ. XOAÉN THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN CHÖÕ NHAÄT 

 Thí nghieäm xoaén thanh tieát dieän chöõ nhaät, bieán 
daïng cuûa thanh nhö (H.9.16). 
 Lyù thuyeát ñaøn hoài cho  caùc keát quaû nhö sau: 
♦ÖÙng suaát: Treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát tieáp. 
+ Taïi taâm vaø caùc goùc, öùng suaát tieáp baèng khoâng.   
+ Taïi  ñieåm giöõa caïnh daøi, öùng suaát tieáp ñaït giaù trò lôùn 

nhaát :              2max hb
M z

α
τ =             (9.18) 

+ Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén, öùng suaát τ1 
beù hôn:  max1 γττ =     (9.19) 
+Phaân boá öùng suaát tieáp taïi caùc ñieåm treân 
caùc truïc ñoái xöùng, caùc caïnh tieát dieän vaø 
caùc ñöôøng cheùo ñöôïc bieåu dieãn ôû H.9.17. 

♦ Goùc xoaén töông ñoái:  
         3hb

Mz

β
=θ                (9.20)     

trong ñoù: α, γ, β  laø caùc heä soá phuï thuoäc 
tyû soá (caïnh daøi h /caïnh ngaén b) ñöôïc cho trong baûng 1. 
 

Baûng 9.1  Giaù trò α, γ, β 

b
h  1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 ∞ 

α 0,203 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333 

β 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 

γ 1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742 

 

 

 

 

a
) 

b)

H. 9.16   Söï veânh cuûa tieát
       dieän chöõ nhaät khi xoaén

b

h

Mz 
τmax

τ1

H. 9.17 Phaân boá öùng suaát tieáp 

               treân tieát dieän chöõ nhaät

τ1

τmax

τ1 

z
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ΙV. TÍNH LOØ XO HÌNH TRUÏ BÖÔÙC NGAÉN CHÒU LÖÏC DOÏC TRUÏC 

 Loø xo laø moät boä phaän ñöôïc duøng roäng raõi trong kyõ thuaät, ñöôïc laép ñaët taïi 
nhöõng choã caàn giaûm chaán do taûi troïng ñoäng nhö ñeá moùng thang maùy, heä 
thoáng nhuùn trong oâtoâ, ñeá moâ tô coâng suaát lôùn... 
 Loø xo hình truï ñöôïc caáu taïo baèng caùch quaán moät sôïi daây theùp tieát dieän 
vuoâng, chöõ nhaät hoaëc troøn quanh moät loõi hình truï, ta chæ tính loø xo chòu löïc 
theo phöông truïc cuûa hình truï naøy; truïc cuûa hình truï cuõng laø truïc cuûa loø xo, 
ngoaøi ra chæ xeùt loø xo coù caùc voøng gaàn nhau goïi laø loø xo hình truï böôùc ngaén 
(H.9.18.a). 
  1- Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo: 
+ d: Ñöôøng kính daây loø xo. 
+ D: Ñöôøng kính trung bình loø xo. 
+ n: Soá voøng laøm vieäc cuûa loø xo. 
+ G: Moâ ñun ñaøn hoài tröôït cuûa vaät 
lieäu laøm loø xo.  
2- ÖÙng suaát trong daây loø xo: 
Duøng moät maët caét chöùa truïc cuûa 
loõi hình truï caét qua moät sôïi daây loø 
xo, taùch loø xo laøm hai phaàn, xeùt 
ñieàu kieän caân baèng cuûa moät phaàn 
loø xo nhö treân H.9.18.b, ta ñöôïc:  

  
2

.0/

0

DPMoM

PQY

z

y

=⇒=Σ

=⇒=Σ
   

 Treân maët caét ñang xeùt ( xem 
nhö maët caét ngang cuûa daây loø xo) coù 
löïc caét Qy vaø moâmen xoaén Mz, chuùng 
ñeàu gaây öùng suaát tieáp:   
  τ = τM  + τQ 
 Taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang, caùc thaønh phaàn öùng suaát 
ñöôïc bieåu dieãn nhö (H.9.19). Boû qua 
ñoä nghieâng cuûa daây loø xo, coi tieát 
dieän ñang xeùt laø troøn, coù theå thaáy 

 

d

P 

P 

P 

Mz

P = Qy

a) b) 

h

D 

D  

H. 9.18. a) Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo 
       b) Noäi löïc treân tieát dieän daây loø xo 

Qy = P 

dF 

A o 

τΘ

τΘ1

τμαξ τM 

τM Mz

o 

D/2 P

d/2 

a)

b)

H. 9.19 Noäi löïc vaø öùng suaát treân 
              maët caét daây loø xo 

A
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raèng, taïi meùp trong cuûa maët caét daây loø xo, ñieåm A treân H.9.19, öùng suaát tieáp 
ñaït giaù trò cöïc ñaïi, duø löïc P laø taùc duïng keùo hay neùn loø xo.  
 Moät caùch gaàn ñuùng, öùng suaát tieáp taïi ñieåm nguy hieåm coù theå tính nhö 
sau: 

 

16

2

4

32max d

DP

d
P

W
M

F
Q

p

zy
MQ ππ

τττ +=+=+=   

 33max
81

2
8

d
PD

D
d

d
PD

ππ
τ ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=                                        (9.21) 

         Thöïc chaát τQ khoâng phaân boá ñeàu, coøn coâng thöùc tính τM  nhö treân 
khoâng chính xaùc vì tieát dieän khoâng troøn do ñoä nghieâng cuûa daây loø xo cuõng 
nhö sôïi daây loø xo khoâng laø thanh thaúng, cho neân trong tính toaùn thöïc haønh, 
keå ñeán keát quaû do thöïc nghieäm, ta coù theå laáy: 

 33max .
8

16
.
2

d
PDk

d

DP
k

ππ
τ ==        vôùi   

1

25,0

−

+
=

d
D

d
D

k  (9.22)    

 2- Bieán daïng cuûa loø xo: Tính ñoä co, daõn  λ cuûa loø xo khi chòu löïc doïc 
truïc. 
       Duøng nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, boû qua caùc maát maùt naêng löôïng, 
coâng ngoaïi löïc T hoaøn toaøn bieán thaønh theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U. 
Ta coù:  
+ Coâng cuûa ngoaïi löïc P  treân ñoä co, daõn λ cuûa loø xo laø: λPT

2
1

=     (a) 

+ Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong loø xo (boû qua theá naêng  do Qy): 

         ∑=
p

z

GJ
LMU

2

2
1  

   4

32

4

22 8
2
1

32/42
1

Gd
nDP

dG
DnDPU ==

π
π  (b) 

veà giaù trò,   T = U, ⇒ 
C
P

Gd
nPD

== 4

38λ  (9.24) 

vôùi:        
nD

GdC 3

4

8
=     (9.25) 

trong ñoù: C - laø ñoä cöùng cuûa loø xo 
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Thí duï 9.5  Hai loø xo coù ñoä cöùng C1 = 8 kN/cm vaø C2 = 5 kN/cm cuøng chieàu 
cao H, ñöôïc gheùp ñoàng truïc , cuøng chòu löïc P = 50 kN (H.9.20.a). Tính löïc 
taùc duïng treân töøng loø xo, tính chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc. 

 

H. 9.20    a) Hai loø xo gheùp ñoàng truïc  
                b) Noäi löïc trong loø xo 

P 

C1

C2

11 

a)

P 

R1

R2

b)

1 1 

 

           Giaûi. 

 Caét 2 loø xo baèng maët caét (1-1), xeùt caân baèng phaàn treân, goïi noäi löïc cuûa 
loø xo  laø R1 , R2, (H.9.20.b),  

       ∑Y = 0 ⇒  R1 + R2  = P                               (a)     

Moät phöông trình chöùa hai aån soá, ta gaëp baøi toaùn sieâu tónh.  
 Ñieàu kieän bieán daïng: ñoä co ngaén cuûa loø xo 1 phaûi baèng loø xo 2: 
                  λ1  =  λ2  (b) 
    2

2

1
1

2

1

1

1 R
C
CR

C
R

C
R

=⇒=  (c) 

(c) vaø (a) ⇒ 

   

P
CC

CR

P
CC

C

C
C

PR

21

1
1

21

2

2

1
2

1

+
=

+
=

+
=

 (d) 

thay giaù trò P, C1, C2 vaøo (d): R1 = 30,77 kN;  R2 = 19,23 kN 
 Chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc chính laø ñoä co cuûa loø xo 1 hoaëc loø xo 2 
  λ1 = λ2 = λ = R1 / C1 =30,77/8 = 3,85cm.    
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Thí duï 9.6  Moät thanh coù EJ raát lôùn ñöôïc xem laø baèng ∞, ñöôïc ñaët treân ba loø 
xo coù ñoä cöùng laàn löôït laø C1 = 5 kN/cm, C3 = C2 = 10 kN/cm chòu taùc duïng 
cuûa löïc P = 50 kN nhö treân H.9.21.a. Tìm löïc taùc duïng treân caùc loø xo, tính 
goùc nghieâng cuûa thanh ABC. Cho a = 50cm.  

 
                Giaûi.  
       Goïi phaûn löïc cuûa caùc loø xo laàn löôït laø R1, R2, R3  (H.9.21.b). 
 Ñieàu kieän caân baèng: 
  ∑ Y = 0       ⇒ R1 + R2 + R3  = P (a) 
  ∑ M/A = 0  ⇒  -R2.a- R3.3a + P.2a = 0 
hay:           R2 + 3R3   = 2P (b) 
 Ñieàu kieän bieán daïng: giaû söû, döôùi taùc duïng cuûa ngoaïi löïc, thanh ABC 
coù vò trí môùi nhö ôû (H.9.22): 
 
 
 
 
 
 Ta coù:  λ2 = 

3
2 λ1 + 

3
1 λ3            

3

3

1

1

2

2
3
1

3
2

C
R

C
R

C
R

+=⇒  (c) 

 Giaûi heä (a), (b), (c), ta ñöôïc phaûn löïc cuûa caùc loø xo, cuõng chính laø löïc 
taùc duïng leân caùc loø xo:                 R1 = 

9
P ;  R2 = P

3
1 ;  R3 = P

9
5  

 Töø ñoù, ta tính ñöôïc bieán daïng cuûa caùc loø xo: 
   λ1 = 1,11cm;  λ2 = 1,67cm;  λ3 = 2,78cm 
 Goùc nghieâng cuûa thanh ABC laø: 
   tanα ≈ α = (λ3 – λ1)/3a = 0,0111 rad 

 
 

λ2

λ3
λ1 

α 

H. 9.22  Sô ñoà chuyeån vò cuûa thanh ABC vaø bieán daïng cuûa caùc loø xo

 P 

a a

C BA

a

R 3 R1 R2

b)

P

C 1 C 2 C2

aa a 
a) 

H. 9.21 a) Thanh ABC tuyeät ñoái cöùng ñaët treân ba loø xo 

              b) Ngoaïi löïc vaø caùc phaûn löïc cuûa caùc loø xo 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 9 
9.1 Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén, tính öùng 
suaát tieáp lôùn nhaát vaø goùc xoaén taïi ñaàu töï 
do cuûa thanh tieát dieän troøn coù khoan loã 
doïc truïc nhö H.9.1. Cho:  
 Mo = 360 Nm; a=50 cm; 
 G = 8.106 N/cm2, d = 3 cm. 
9.2 Veõ bieåu ñoà noäi löïc, kieåm 
tra ñoä beàn vaø ñoä cöùng cuûa truïc 
troøn(H.9.2).Bieát: a =40 cm 
 [τ]=3000N/cm2; [θ] = 0,5o/m; 
G=8.106 N/cm2; Mo = 1 kNm;      
    Tính goùc xoaén taïi B vaø C. 
9.3Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén vaø 
tính öùng suaát tieáp lôùn nhaát treân caùc 
maët caét ngang nguy hieåm cuûa truïc 
troøn nhö treân H.9.3. 
 Cho: G = haèng soá. 
9.3 Moät truïc chòu xoaén nhö H.9.4. 
Xaùc ñònh öùng suaát tieáp τmax cuûa truïc AB, 
goùc xoaén ϕAB , noäi löïc trong hai thanh CD 
vaø CE.Cho: E=2.107N/cm2, G = 8.106 
N/cm2; 
 M = 2kNm; a =2cm; F=4 m2; d=6 cm. 
Xem puli taïi C laø tuyeät ñoái cöùng. 
9.5 Moät truïc truyeàn ñoäng tieát dieän troøn, 
ñöôøng kính d. Taïi puli A, truïc nhaän ñöôïc 
coâng suaát truyeàn 15 kW. Giaû söû hieäu 
suaát truyeàn laø 1, khi ñoù taïi caùc puli B, Cø, 
H truïc truyeàn ñi caùc coâng suaát laàn löôït laø 
4kW, 8kW vaø 3kW (H.9.5). Tính d theo 
ñieàu kieän beàn vaø ñieàu kieän cöùng.  
Cho:[τ]=2kN/cm2;[θ]=0,40/m; 
G=8.103kN/cm2; toác ñoä moâtô n = 150 vg/ph. 
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9.6  Treân maët ngoaøi cuûa moät truïc troøn chòu xoaén 
thuaàn tuùy, ngöôøi ta duøng taám ñieän trôû vaø ño ñöôïc 
bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông 45o so vôùi 
truïc laø ε = 30.10-5 (H. 9.6) 

 Tính moâmen xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; μ = 0,3. 

9.7  Ngöôøi ta noái hai truïc cuøng ñöôøng kính  D 
= 8 cm baèng maët bích vaø boán bu loâng φ 20 boá 
trí ñoái xöùng treân ñöôøng troøn ñöôøng kính 20cm 
(H.9.7). Tính moâmen xoaén lôùn nhaát coù theå taùc 
duïng leân truïc theo ñieàu kieän beàn cuûa truïc vaø 
bu loâng. Cho: [τ]tr = 4 kN/cm2; [τ]bl = 2 kN/cm2. 
 9.8  Hai truïc troøn baèng theùp vaø ñura ñöôïc 
noái vôùi nhau baèng maët bích vaø bu loâng chòu 
moät moâmen xoaén M nhö (H.9.8). Tính 
moâmen xoaén noäi löïc taùc duïng leân hai truïc. 
Cho: Gth = 2Gñura; Dñura = 1,5Dth . 
9.9  Heä chòu löïc nhö ôû H.9.9.a,b 
Tính öùng suaát trong loø xo 1 vaø 2.Tính chuyeån vò ñöùng taïi C, xem thanh ABC 
laø tuyeät ñoái cöùng. Bieát : D1 =6cm; d1=1cm;n1=10; D2=5cm; d2=0,8cm; n2= 8 
P=1kN ; G1=G2 =8.103kN/cm2 

9.10 Moät thanh tuyeät ñoái cöùng AB ñöôïc ñaët 
treân ba loø xo coù cuøng soá voøng   vaø chòu moät löïc 
P ñaët ôû ñaàu B nhö treân H.9.10. Tính löïc taùc 
duïng leân caùc loø xo. Tính chuyeån vò ñöùng taïi B. 
Cho:  
 C3 = 2C2 = 2C1 = 2kN/cm; P =  kN;  a = 1m. 
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