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Tóm tắt: Trong bài báo này chúng tôi đi nghiên cứu bài toán hỗn hợp thứ ba đối với phương trình parabolic 

trên miền lùi. Sự tồn tại, cũng như tính trơn theo biến thời gian của nghiệm bài toán đã được thiết lập, với một số 

điều kiện cụ thể của hàm đã cho trên biên. Một ví dụ minh họa cho kết quả đạt được cũng được đưa ra. 

Từ khóa: Bài toán hỗn hợp thứ ba, parabolic, tính trơn, miền lùi. 

1. Giới thiệu 

Phương trình đạo hàm riêng (PTĐHR) không chỉ là phương diện giải tích của các mô 

hình trong vật lý, sinh học, kinh tế, hóa học,... mà nó còn là công cụ thiết yếu của nhiều ngành 

toán học khác. Sang thế kỷ XX, lý thuyết PTĐHR phát triển vô cùng mạnh mẽ nhờ công cụ 

giải tích hàm, đặc biệt là từ khi xuất hiện một hệ thống công cụ quan trọng được xây dựng bởi 

S.L. Sobolev: Không gian Sobolev và các tính chất quan trọng của nó. 

Khi đi nghiên cứu sự tồn tại, cũng như tính chính qui của nghiệm yếu của các bài toán 

biên đối với PTĐHR trên miền bị chặn, cấu trúc học của biên miền đó đóng vai trò quyết định.  

Trong các bài toán biên đối với phương trình, hệ phương trình đạo hàm riêng trong 

miền không trơn được các nhà toán học quan tâm nghiên cứu ở nhiều khía cạnh khác nhau. 

Đối với phương trình, hệ phương trình elliptic một lượng lớn các kết quả sâu sắc đã được thiết 

lập (xem [1, 4, 7, 8, 9] và các tài liệu tham khảo trong đó). 

Nghiên cứu bài toán giá trị biên Robin cho các phương trình elliptic bậc hai ở những miền 

không trơn được khởi đầu bằng các công trình [3, 5, 10]. Các tài liệu đã đề cập nghiên cứu về 

bài toán giá trị biên Robin đối với phương trình elliptic cho các miền Lipschitz. Như chúng ta 

đã biết rằng toán tử nhúng I2: H
1
(G) L2(G) là compact đối với các miền Lipschitz [10] và theo 

[5] toán tử nhúng I2: H
1
(G) L2(G) cũng compact. Do đó bài toán giá trị biên Robin đối với 

phương trình elliptic là loại Fredholm cho loại các miền này (xem [5]). 

Đối với các miền có các điểm kỳ dị loại miền lùi (không là miền Lipschitz), toán tử 

nhúng thứ hai I2: H
1
(G) L2(G) chưa chắc đã tồn tại, do vết của các hàm số thuộc H

1
(D) 

không nhất thiết thuộc về không gian L2(G). Điều này có nghĩa là việc thiết lập bài toán biên 

Robin cho những miền này phụ thuộc vào các thuộc tính của không gian vết đối với các hàm 

thuộc H
1
(G). Một trong các mô tả có thể về các không gian vết cho các miền bị chặn với biên 

trơn ngoại trừ các điểm kỳ dị cô lập của loại lùi đã được đưa ra trong [12, 13, 14] bởi M. JU. 
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Vasiltchik. Đối với những miền như thế, không gian vết của các hàm thuộc H
1
(G) không nhất 

thiết trùng với L2(G) và nó có thể được mô tả với sự giúp đỡ của trọng số   tương ứng, trọng 

số này phụ thuộc vào các loại điểm kỳ dị. Những kết quả này cho phép thiết lập tính giải được 

cho bài toán giá trị biên Robin với sự giúp đỡ của trọng số .   

Trong trường hợp phương trình không dừng loại parabolic trên các miền không trơn 

khác nhau, các bài toán biên ban đầu với điều kiện biên thuần nhất đã được nghiên cứu trong 

các công trình [5, 6, 7, 11]. Trong bài báo này chúng tôi xét bài toán hỗn hợp với điều kiện 

biên không thuần nhất đối với phương trình parabolic trên miền lùi. Trong đó, sự tồn tại duy 

nhất cũng như tính trơn theo biến thời gian của nghiệm được thiết lập.  

2. Thiết lập bài toán 

Cho G là một miền bị chặn, với biên G là một đa tạp thuộc lớp C
1 

trừ ra một điểm. 

Định nghĩa tiếp theo là mô tả chính thức của các miền lùi ngoài. 

Định nghĩa 2.1. Chúng ta gọi miền bị chặn  nG là một miền thuộc loại OP nếu: 

1) Tồn tại điểm OG sao cho G \O là một đa tạp (n-1)-chiều thuộc lớp C
1
.  

2) Cho 1 n  là một miền chặn thuộc lớp C
1
 và   1 0,1C là một hàm trơn sao 

cho (0) = (0) = 0 và (t) >0 với t(0,1) Kí hiệu là x’ = (x_1,..., x_{n-1}). Khi đó tồn tại 

một lân cận U của O sao cho: 

 
 

'
', : 0 1,

  
       

  

n

n n

n

x
U G x x x x

x
 

với một hệ tọa độ thích hợp của gốc O trong n . Ta gọi điểm O ở trên là một điểm lùi ngoài. 

Kí hiệu 
p,L ( G)   là không gian của các hàm đo được xác định trên G  sao cho 

   
, ,

.







  
p p

x p G

G

f x x dS f  

Ở đây :  G  là một hàm đo được không âm cố định, được gọi là hàm trọng. 

Cho I1 là toán tử nhúng của H
1
(G) vào trong L2(G) và I2 làm toán tử nhúng từ H

1
(G) vào 

trong L
2,

(G). Theo [15] không gian L
2,

(G). chứa các vết của H
1
(G) trên G. Sự tồn tại, 

tính bị chặn và tính nén compact của toán tử I1 được chứng minh trong [10]. Sự tồn tại và bị 

chặn của I2 được chứng minh trong [12]. Tính compact của I2 được chứng minh trong [2]. 

Chúng ta ký hiệu QT = G  (0,T), ST = G (0,T). Xét toán tử vi phân tuyến tính cấp hai 

        
, 1 1

, ; , , , ,
 

    
n n

i ij j i i

i j i

L x t D D a x t D b x t D c x t

 

 

ở đó 
ii xD ,  và ij ia , b ,C  là các hàm hệ số xác định trên TQ . 
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Chúng ta giả sử toán tử L là toán tử elliptic đều theo t [0,T),  có nghĩa là, tồn tại một 

hằng số C 0  sao cho 

    
2

, 1

, , ,


     
n

ij i j T

i j

a x t C x t Q     (1) 

với mọi  n
 

n .  

 Trong bài báo này chúng ta xét bài toán sau: 

   , ; ( , ), ,  t Tu L x t D u f x t x t Q      (2) 

     , , , ,


   


T

u
x t u x t x t S

N
    (3) 

0 0 tu   trên G       (4) 

 Ở đó: 

   
, 1

, cos , ,


 


 


n

ij i

i j i

u u
a x t n x

N x
 

 Trong đó n  véctơ pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài tại điểm x  G. Chúng ta giả sử 

hàm số f và aij = aji, bi, c là các hàm trên QT và ,  là các hàm xác định trên ST. 

3. Một số giả thiết 

Giả sử miền G thuộc lớp OP. Chúng ta giả sử hàm số f  L2(QT) và aij = aji, bi, c  L(QT). 

Tiếp theo chúng tôi đi xây dựng các giả thiết cho các hàm ,  là khác nhau và phụ thuộc vào 

hàm . 

Các hàm , : ST  R thỏa mãn các điều kiện sau đây: 

 

 

 
 

1
2,

0
,

,
sup , 





   

T

T
x t S n

x t
ess M L S

x
 

 

Ở đây hằng số M chỉ phụ thuộc vào hàm  mà mô tả kiểu kì dị tại điểm O G. Điều 

kiện cho  là tương đương với  2, .
 


L G   

Các giả định bổ sung cho ,  chỉ phụ thuộc vào các điểm lân cận của các điểm kì dị 

O G. Những giả thiết này phải tương quan với mô tả chính xác không gian vết của H
1
(I) 

trên biên G. Lý do cho những giả thiết đó sẽ được làm rõ trong quá trình chứng minh  

sau này. 
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4. Nghiệm yếu 

Trong mục này, chúng ta ký hiệu H
1,*

(QT) là không gian các hàm uL2((0,T); H
1
(G)) có 

utL2((0,T); H
-1

(G)) với chuẩn 

           1,* 1 1
2 2

2 2 2

0, ; 0, ;   tH Q L T H G L T H G
u u u  

Đặt 

          1

, 1 1

, ; , , , , ,
n n

ij j i i i

i j iG

B u v t a x t D uD v b x t Duv c x t uv dx u v H G
 

 
    

 
    

Trong bài báo này chúng ta giả sử B(.,.;t) thỏa mãn bất đẳng thức sau đây: 

 
 1

2

0, ;
H G

B u v t u      (5) 

với uH
1
(G) và t[0,T].  

Định nghĩa 4.1. Một hàm uH
1,*

(QT) được gọi là nghiệm yếu (suy rộng) của Bài toán 

(2)-(4), nếu và chỉ nếu u(x,0) = 0 và đẳng thức: 

     
 

 
2 2( )

, , ; , , , . . 0,t L G L G
u v B u v t f v u v a e t T


         (6) 

thỏa mãn với mọi 
1v H (G).  Ở đó 

2 2L (G) L ( G)(.,.) , (.,.)   lần lượt là tích vô hướng trong L2(G) 

 và L2(G) 

5. Sự tồn tại nghiệm 

Trong mục này chúng ta đi chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán (2)-(4) với 

các giả thiết được thiết lập ở mục trước. 

Định lí 5.1. Giả sử điều kiện (5) được thỏa mãn và 

  sup , , , : , 1,..., ; , ,ij ijt i Ta a b c i j n x t Q const      

Khi đó bài toán (2)-(4) có duy nhất nghiệm yếu u trong không gian H
1,*

(QT) và 

thỏa mãn: 

      1,*
2 2,1/

2 2 2

T T TH Q L Q L S
u C f



    

ở đây C là hằng số độc lập với u, f và   

Chứng minh: 

1) Lấy   
1k k

w x



là một cơ sở của H

1
(G) và là cơ sở trực chuẩn của L2(G).

 
Với mỗi số 

nguyên dương N, chúng ta đặt: 

     
1

,
N

N N

k k

k

u x t C t w x


  

ở đó    , 0, , 1,...,N

kC t t T k N  là nghiệm của hệ phương trình vi phân: 



 

35 

 
 

   
   

 
 

22 2

, , ; , , , 0, , 1,...,N N N

t k k k kL GL G L G
u w B u w t f w u w t T k N


         (7) 

với điều kiện ban đầu 

 0 0, 1,...,N

kC k N    

Nhân phương trình (9) với   ,N

kC t  sau đó lấy tổng theo k từ 1 đến N, chúng ta 

nhận được: 

           , , ; 2 , , , , 0,N N N N N N N N

tu u B u u t f u u u u t T         

Hay 

          
2

2

2 , ; 2 , 2 , 2 ,N N N N N N N

L G

d
u B u u t f u u u u

dt
     

  
(8) 

Sử dụng (5), chúng ta có 

 
 1

2

0, ; .N N N

H G
B u u t u    

Mặt khác, bởi bất đẳng thức Cauchy, với bất kỳ số dương   đủ bé, ta có 

         2 22 2

22
2 , 2N N N

L G L GL G L G
f u f u f u     

ở đây C = C() là hằng số độc lập với u
N
, f.  

Ta đánh giá số hạng thứ hai ở vế phải của [6] như sau: 

   2,1/ 2,

2 2N N N

x x L G L GG G
u dS u dS u

 
  


    

      (9) 

Vì H
1
(G) được nhúng liên tục vào L2,(G) nên từ đánh giá trên ta có: 

1 1
2 1 2 1

22
2 2

, / , /

N N

x L ( G ) L ( G )H ( G ) H ( G )G

Nu dS u C( ) u
  

                 (10) 

Ta đánh giá số hạng thứ ba ở vế phải của (11) như sau: 

1
2

2 2
22 2 2

,

N N

x L ( G ) H ( G )G

N(u ) dS M u M u


 
             (11) 

Kết hợp các đánh giá ở trên với (11) ta thu được 

 

 

1
2

2 2 1 2

2 2

0

22 2

2

, /

N N

L ( G ) H ( G )

N

L ( G ) L ( G ) L ( G )

d
u (.,t ) ( M ) u (.,t )

dt

C f (.,t ) u (.,t )






   

   

    (12) 

với hầu khắp 0t [ ,T )   

Đặt: 
2 2 12

2 2 2
[0 ]

, /

N

L ( G ) L ( G )L ( G )
( t ) : u (.,t ) ; ( t ) : f (.,t ) ,t ,T .

 
        

Từ (12) chọn  đủ bé 0( )M    ta có  
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    (t) (t) C (t),với hầu khắp t[0,T] 

Từ Bất đẳng thức Gronwall-Belmann ta nhận được  

0

( ) ( ) , [0, ]

t

t C s ds t T       (13) 

Do đó từ (13) chúng ta có: 

 
2 2,1/ 2 2,1/2

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

(., ) .
T T

T

N

L G L G L Q L SL G
u t C f ds C f

 
       

Lấy tích phân hai vế của bất đẳng thức ở trên theo t từ 0 đến T, chúng ta thu được 

 
2 2,1/2

2 2 2

( ) ( )( ) T TT

N

L Q L SL Q
u C f



  
 

  (14) 

Chú ý từ (12), chúng ta lấy tích phân theo t từ 0 đến T, chúng ta nhận được 

1
2

2 2

0( ) ( )
0 0

2( )

T T

N N

L G H G

d
u dt M u dt

dt


 
    

 
    (15) 

 
2 2,1/ 2

22 2

( ) ( ) ( )T T T

N

L Q L S L Q
C f u



  £    (16) 

Vì 

 
 

 2 2

2 2

0

0

T

N N

L G L G

d
u dt u x,T

dt
   

nên từ (15) với cách chọn 


  
0

M  kéo theo  

      1
2 2 1

2 2

0

2

T / T,

T

N

L Q L SH G
u dt C f



  £     (17) 

ở đó C là hằng số dương không phụ thuộc vào u, f và N. 

Lấy bất kỳ v  H
1
() với 

 1

2
1

H
v


  và v = v

1
 + v

2
 với  1

1

N

k k
v span


  và 

    2 2

1
, 0, 1,..., ,

N

k k k
v k N v span




     . Do cách chọn trên ta có 

   11

1 1.
HH

v v


   Sử 

dụng (7), chúng ta có 

       1 1 1 1, , ; , , ,N N N

tu v B u v t f v u v     với mọi tT. 

Từ    
1

, ,
N

N N

k k

k

u x t C t


   chúng ta thấy rằng 

         1 1 1 1, , , , ; , . N N N N

t tu v u v f v B u v t u v       

Hệ quả là: 

 1
2 2,1/( ) ( )( )

( , )N N

t L LH
u v C f M u


 

     
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Vì bất đẳng thức trên thỏa mãn với mọi 1

1

( )
( ), 1

H
v H v


   , do đó nó kéo theo 

 
2 ,1/

11
2

2

( ) ( )( ) ( )

N N

t L LH H
u C f u


  

       (18) 

Lấy tích phân (18) theo t từ 0 tới T, và sử dụng (17), ta thu được 

 1
2 2,1/

2 2 2

( ) ( )( )0
 

T
N

t L LH
u dt C f


 

       (19) 

Kết hợp (17) và (19), chúng ta nhận được 

 1,*
2 2,1/

2 2 2

( ) ( )( )T

N

L LH Q
u C f

 
       (20) 

ở đó C là hằng số không phụ thuộc N. 

2) Từ đánh giá (20), ta thấy dãy 
1

N

N
u




bị chặn đều trong L2(0,T;H

1
()) và dãy 

1

N

t N
u




 

bị chặn đều trong L2(0,T;H
1
()).  

Hệ quả là tồn tại các dãy con, để thuận tiện ta vẫn ký hiệu như cũ, và hàm uL2(0,T;H
1
()) 

với utL2(0,T;H
1
()) sao cho: 

trong

trong

N 1

2

N -1

t t 2

u u L (0,T;H ( ))

u u L (0,T;H ( ))

 



     (21) 

Tiếp theo với mỗi m ta chọn một hàm   1 10, ; ( )v C T H  có dạng  

   
1

m
k

k

k

v t d t w


       (22) 

ở đó d
k
 là các hàm trơn. Chọn N ≥ m nhân (7) với d

k
, sau đó lấy tổng theo k =1,2,...,m, và tích 

phân theo T ta được 

         
0 0

, , , , ,;
T T

N N N

tu v B u v t dt f v v u dtv          (23) 

Cho qua giới hạn đẳng thức trên và sử dụng (21) ta thấy 

         
0 0

, , ; , , ,
T T

tu v B u v t dt f v v u v dt          (24) 

Đẳng thức trên thỏa mãn với mọi 1

2(0, ; ( )),v L T H   vì các hàm có dạng (22) là trù 

mật trong 1

2(0, ; ( )).L T H   Bởi vậy, trong trường hợp đặc biệt u thỏa mãn (6). 

 Từ 1

2(0, ; ( ))u L T H   với 1

2(0, ; ( ))tu L T H    ta nhận được 2([0, ]; ( )).u C T L    

Hơn nữa từ (20) ta nhận được (29). 

Trong yêu cầu chỉ ra  0 0u   trước tiên từ (24) ta thấy rằng : 

            
0 0

( , ) , ; , , , 0 , 0
T T

tv u B u v t dt f v v u v dt u v           (25) 

cho mỗi   1 10, ; ( )C T H   với   0.v T   Tương tự như vậy từ (23) ta cũng có: 
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         
0 0

, , ; , , ,
T T

N n N

tv u B u v t dt f v v u v dt           (26) 

vì v(0) bất kỳ nên cho N   trong (26) và so sánh với (25) ta có u(0) = 0  

Do vậy u là nghiệm yếu của bài toán (2)-(4). 

3) Cuối cùng, chúng ta đi chứng minh tính duy nhất của nghiệm yếu. Điều này tương 

đương với việc chứng minh bài toán (2)-(4) với f, ,   0 chỉ có nghiệm 

    u  0       (27) 

Bằng cách lấy v = u(.,t) trong (6) (với f, ,   0) ta nhận được: 

   
    

2

., , ; 0.
d

u t B u u t
dt

 
 

Từ (5), chúng ta có: 

  
  1

2

2 2

0( ) ( )
0, [0, ].

L H

d
u u a.e.t T

dt  
  

 

Từ bất đẳng thức này sử dụng bất đẳng thức Gronwall-Belmann, kéo theo (27).  

6. Tính trơn theo biến thời gian 

Để đơn giản trong mục này ta giả thiết  = (x) không phụ thuộc vào t, và giả thiết các 

hàm , : TS R   thỏa mãn các điều kiện sau đây: 

1
2,

0
( )

( )
sup , , ( ).

( )
t T

x G n

x
ess M L S

x







     



∣ ∣
     (28) 

Định lí 6.1. Giả sử điều kiện (28) được thỏa mãn và 

sup{| |, ,| |,| |: , 1, , ;( , ) } , const, 0,1.k k k Tijt it t
a b c i j n x t Q k        

Khi đó u trong không gian 1,*( )TH Q là nghiệm yếu của Bài toán (2)-(4). Thì: 

1

2 2 2(0, ; ( )) (0, ; ( ))tu L T H G L T L G   

và 

 
1 1

2 2 2 2

2 2 2,1/ 2,1/

2 2 2

(0, ; ( )) (0, ; ( )) (0, ; ( ))

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )T T T T

t tL T H G L T L G L T H G

t tL Q L Q L S L S

u u u

C f f
 

 

     
  (28) 

ở đây C là hằng số độc lập với u, f và .   

Chứng minh. Cố định N ≥ 1 và đạo hàm hai vế của phương trình (7) theo t, chúng ta 

nhận được: 

2

2 2

( )

( ) ( )

( , ) ( , ; ) ( , ; )

( , ) ( , ) , (0, ), 1,..., ,

N N N

t k L G k t k

N

t k L G t k L G

u w B u w t B u w t

f w u w t T k N

  

    
   (29) 
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ở đây : .N N

tu u   

Nhân (30) với N

ktC  và lấy tổng theo k từ 1 đến N: 

2

2 2

( )

( ) ( )

( , ) ( , ; ) ( , ; )

( , ) ( , ) , (0, )

N N N N N N

t L G t

N N N

t L G t L G

u u B u u t B u u t

f u u u t T

  

   
    (30) 

Sử dụng những đánh giá như phần trước ta nhận được từ đẳng thức trên đánh giá sau: 

 

 

1
2

1
2 2,1/ 2

2 2

0( ) ( )

2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )

(., ) 2( ) (., )

(., ) (., ) (., )

N N

L G H G

N N

t tL G L G L G H G

d
u t M u t

dt

C f t u t C u t






   

    

  (31) 

với hầu khắp [0, ].t T   

Lấy tích phân hai vế theo t trên [0, ], ,  T  và sử dụng (17) ta có: 

 
1

2

22 2,1/

2 2

0( ) ( )0

1
2 2 2

( )( ) ( ) 0
0

(., ) 2( ) (., )

(., ) ( ., )(k k

T T

N N

L G H G

N

t t L GL Q L S
k

u t M u t dt

C f t u t dt










   

   



 
  (32) 

Từ Bất đẳng thức Gronwall-Belmann ta nhận được: 

 
2 2 2,1/

1
2 22

( ) ( ) ( )0
0

., ) (., )( k k

T T

T
N

t tL G L Q L S
k

u t dt C f t




      (33) 

Từ đánh giá trên kết hợp với (33) với cách chọn 
0

M


   kéo theo: 

 1
2 2,1/

1
2 22

( ) ( ) ( )
00

(., )k k

T T

T

N

t tH G L Q L S
k

u dt C f t




      (34) 

Kết hợp (34) và (35) đẫn đến: 

 1
2 2 2,1/

1
2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )
00

(., ) (., )k k

T T

T

N N

t tL G H G L Q L S
k

u t u dt C f t




     

ở đó C là hằng số dương không phụ thuộc vào u, f và N. Qua giới hạn khi N  ta được 

điều phải chứng minh. 

Từ chứng minh của các định lý ở trên ta thấy nếu 0   thì ta được kết quả tương tự 

cho bài toán biên ban đầu thứ hai như sau. 

Định lí 6.2. Giả sử 2,1/ ( ), t TL S    và 

sup{| |,| |,| |: , 1, , ;( , ) } , const, 0,1.k k k Tijt it t
a b c i j n x t Q k        

Khi đó Bài toán biên ban đầu thứ hai đối với phương trình (2) có duy nhất nghiệm yếu u 

trong không gian 1,* )( TH Q  và 1

2 2 2(0, ; ( )) (0, ; ( ))tu L T H G L T L G   thỏa mãn: 
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 
1 1

2 2 2 2

2 2 2,1/ 2,1/

2 2 2

(0, ; ( )) (0, ; ( )) (0, ; ( ))

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )T T T T

t tL T H G L T L G L T H G

tL Q t L Q L S L S

u u u

C f f
 

 

     
  (35) 

ở đây C là hằng số độc lập với u, f và .   

Để minh chứng cho kết quả thu được ta xét bài toán sau: 

0

( , , ), ( , , ) (36)

( , ) ( , , ), ( , , ) (37)

| 0,  (38)

   


   





t T

T

t

u u u f x y t x y t Q

u
x y u x y t x y t S

u G  

Ở đó v là vector pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài của ST, và miền bị chặn 2G  là 

một miền thuộc loại OP sao cho 

 2 2 (0,1) ( , ) : 0 1,| |B G x y y x y       

Trong trường hợp này: 

1

2

( )
( , ; ) ,

H G
B u u t u  

ta có thể chọn 0 1   và các giả thiết cho các hàm ,   như sau 

2

2

2,
( , )

sup ( , ) 1, , ( ).t Ty
x y G

ess y x y M L S






       

Khi đó các định lý ở trên đúng cho bài toán (37)-(38). 
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THE THIRD MIXED PROBLEM WITH BORDER CONDITIONS 

INHOMOGENEOUS FOR SECONDARY PARABOLIC EQUATIONS 

IN BACKWARD DOMAIN 
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Abstract: In this paper we study the third mixed problem for parabolic equation in backward domain. 

The existence as well as the smoothness according to time variable of the problem have been set up with some 

specific conditions for the function on the boundary. An example illustrating the obtained results are also given. 
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