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 Giới thiệu

NộiNội dung dung chươngchương 33
 Giới thiệu
 Tối ưu hóa tĩnh
 Tối ưu hóa động và phương pháp biến phân Tối ưu hóa động và phương pháp biến phân
 Điều khiển tối ưu liên tục dùng phương pháp biến 

phânphân
 Phương pháp qui hoạch động Bellman
 Điều khiển tối ưu toàn phương tuyến tính LQR Điều khiển tối ưu toàn phương tuyến tính LQR
Ước lượng trạng thái tối ưu (lọc Kalman)
 Điều khiển tối ưu LQG Điều khiển tối ưu LQG
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 Điều khiển tối ưu : xác định luật ĐK cho hệ thống động

Giới thiệuGiới thiệu

 Điều khiển tối ưu : xác định luật ĐK cho hệ thống động 
cho trước sao cho tối thiểu hóa một chỉ tiêu chất lượng. 

 ĐK tối ưu được phát triển trên cơ sở toán học: phương ĐK tối ưu được phát triển trên cơ sở toán học: phương 
pháp biến phân (Bernoulli, Euler, Lagrange, Weiertrass,…)

 Từ những năm 1950, ĐK tối ưu phát triển mạnh mẽ và trở 
thành một lĩnh vực độc lập. 
Phương pháp quy hoạch động do Richard Bellman đưa 

t thậ iê 1950ra trong thập niên1950.
Nguyên lý cực tiểu Pontryagin do Lev Pontryagin và 

các đồng sự đưa ra trong thập niên 1950các đồng sự đưa ra trong thập niên 1950. 
Bài toán điều chỉnh toàn phương tuyến tính và lọc 

Kalman do Rudolf Kalman đưa ra trong những 
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Có hiề bài t á điề khiể tối tù th

Phân loại bài toán điều khiển tối ưuPhân loại bài toán điều khiển tối ưu

 Có nhiều bài toán điều khiển tối ưu, tùy theo: 
Loại đối tượng điều khiển
Miền thời gian liên tục hay rời rạcMiền thời gian liên tục hay rời rạc
Chỉ tiêu chất lượng
Bài toán tối ưu có ràng buộc hay không

 ĐK tối ưu tĩnh: chỉ tiêu chất lượng không phụ thuộc thời 
gian

 ĐK tối ưu động: chỉ tiêu chất lượng phụ thuộc thời gian
Bài toán chỉnh toàn phương tuyến tính (Linear 

Quadractic Regulator LQR)Quadractic Regulator – LQR)
Bài toán điều khiển tối ưu H2
…
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 Trước khi máy tính số ra đời chỉ có thể giải được

Ứng dụngỨng dụng

 Trước khi máy tính số ra đời, chỉ có thể giải được 
một số ít bài toán điều khiển tối ưu đơn giản

 Máy tính số ra đời cho phép ứng dụng lý thuyết điều y p p g ụ g ý y
khiển tối ưu vào nhiều bài toán phức tạp.

 Ngày nay, điều khiển tối ưu được ứng dụng trong 
ềnhiều lĩnh vực:

Không gian (aerospace)
Điều khiển quá trình (proccess control)Điều khiển quá trình (proccess control)
Robot
Kỹ thuật sinh học (bioengineering)Kỹ thuật sinh học (bioengineering)
Kinh tế
Tài chính
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 Bài toán tối ưu tĩnh không ràng buộc: tìm m thông

Tối ưu hóa tĩnh không ràng buộcTối ưu hóa tĩnh không ràng buộc

 Bài toán tối ưu tĩnh không ràng buộc: tìm m thông 
số thực (hay phức) u1, u2,…, um sao cho hàm
L( ) đ t tiểL(u1, u2,…, um) đạt cực tiểu:

L(u)=L(u1, u2,…, um)  min
đó [ ]Ttrong đó u=[u1, u2,…, um]T

 Điểm u* được gọi là điểm cực tiểu cục bộ nếu Điểm u được gọi là điểm cực tiểu cục bộ nếu 
L(u)L(u*) với mọi u nằm trong lân cận  của u*. 

 Điểm u* được gọi là điểm cực tiểu toàn cục nếu 
L(u)L(u*) với mọi u
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 Giả sử L(u) khả đạo hàm theo u thì điều kiện cần và
Điều kiện cực trị không ràng buộcĐiều kiện cực trị không ràng buộc

 Giả sử L(u) khả đạo hàm theo u, thì điều kiện cần và 
đủ để u* là điểm cực tiểu cục bộ là:
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Tìm cực trị không ràng buộc Tìm cực trị không ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1
 Tìm cực trị hàm: 22 38225)( uuuuuuL u Tìm cực trị hàm: 212121 38225)( uuuuuuL u
 Giải:
 Điều kiện cần có cực trị:
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Tìm cực trị không ràng buộc Tìm cực trị không ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1
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 Bài toán tối ưu tĩnh có ràng buộc: tìm vector thông số

Tối ưu hóa tĩnh có ràng buộcTối ưu hóa tĩnh có ràng buộc

 Bài toán tối ưu tĩnh có ràng buộc: tìm vector thông số 
u sao cho hàm L(x,u) đạt cực tiểu, đồng thời thỏa 
điều kiện f(x u)=0điều kiện f(x,u) 0

L(x,u)  min
f(x u)=0f(x,u)=0

trong đó   x=[x1, x2,…, xn]T 

u=[u u u ]Tu=[u1, u2,…, um]T

 mnL :
pmnf  điề kiệ à b ộ
: hàm đánh giá

pmnf : : điều kiện ràng buộc
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Hàm HamiltonHàm Hamilton
 Định nghĩa hàm Hamilton: Định nghĩa hàm Hamilton:

),(),(),( uxfuxux TLH 
trong đó là vector hằng số gọi là thừa số Larrangep

Do ràng buộc f(x,u) = 0 nên cực tiểu của L(x,u) cũng 
hí h là tiể ủ H( )

trong đó             là vector hằng số, gọi là thừa số Larrangep

 Biến đổi bài toán tìm cực tiểu hàm L(x,u) với ràng buộc 
ể

chính là cực tiểu của H(x,u).

f(x,u) = 0 thành bài toán tìm cực tiểu không ràng buộc 
hàm Hamilton H(x,u)

 Vi phân hàm Hamilton:

uuxxuxux dHdHdH 





),(),()(

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 14

u
u

x
x

ux dddH





),(



Thừa số LagrangeThừa số Lagrange

 Do ta cần tìm cực trị theo u nên có thể tự do chọn Do ta cần tìm cực trị theo u nên có thể tự do chọn 
thừa số Lagrange sao cho:
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Độ dốc của hàm mục tiêu với điều kiện ràng buộcĐộ dốc của hàm mục tiêu với điều kiện ràng buộc

 Vi hâ hà tiê uxux dLdLdL  ),(),()(

 Do f(x,u) = 0 nên: 0),(),(),( 





 uuxfxuxfuxf ddd

 Vi phân hàm mục tiêu: u
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 Thay (2) vào (1), ta được:
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),(),(

 Với ĐK f(x,u)=0, độ dốc của L(x,u) theo u chính bằng Hu(x,u)
uu  

),(
u

)(

 Điều kiện để L(x u) đạt cực trị với ràng buộc f(x u)=0 là:
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 Điều kiện để L(x,u) đạt cực trị với ràng buộc f(x,u)=0 là:
0),( uxuH



Điều kiện cần cực trị có ràng buộcĐiều kiện cần cực trị có ràng buộc

 Kết hợp với điều kiện xác định hằng số Lagrange Kết hợp với điều kiện xác định hằng số Lagrange, 
điều kiện cần để L(x,u) đạt cực trị có ràng buộc    

là:0),( uxf


  0),(),(),( uxfuxux LH x

T
xx 

là: 0),( uxf
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trong đó: )()()( fLH Ttrong đó: ),(),(),( uxuxux fLH T
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1

Tì t ị hà 22 Tìm cực trị hàm:
Với điều kiện ràng buộc:

2121
2
2

2
1 38225)( uuuuuuL u

026)( 21  uuf u
 Giải:

Hà H il Hàm Hamilton:
)()()( uuu fLH T

)26(38225)( 212121
2
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2
1  uuuuuuuuH u
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1
 Điều kiện cần để có cực trị: Điều kiện cần để có cực trị:
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2

Tì t ị hà 22 )2()2()( Tìm cực trị hàm: 22 )2()2(),(  uxuxL
Với điều kiện ràng buộc: 632  xxu

 Giải:

 Viết lại điều kiện ràng buộc:

Hà H ilt

 Viết lại điều kiện ràng buộc:
632  xxu 0632  uxx

 Hàm Hamilton:
),(),(),( uxfuxLuxH T

)63()2()2(),( 222 uxxuxuxH  
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2
 Điều kiện cần để có cực trị: Điều kiện cần để có cực trị:
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063),( 2 


uxxuxf
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Giải hệ h ì h đ b hiệ
)22.8;68.1(),04.2;71.1(),92.0;53.4(),( ux

 Giải hệ phương trình, ta được ba nghiệm:

22 )2()2()(L Thay 3 nghiệm trên vào                                               , ta được 
các giá trị tương ứng là: 43.78; 0.087; 117.94.

22 )2()2(),(  uxuL x

**ế ầ )63()2()2(),( 222 uxxuxuxH  
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)04.2;71.1(),( ** ux Kết luận: cực trị cần tìm là



Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 3Thí dụ 3

Tì t ị hà 222 3)( Tìm cực trị hàm: 22
2

2
1 3),( uxxuL x

Với các điều kiện ràng buộc:
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 Giải:
 Hàm Hamilton:

),(),(),( uuLuH T xfxx 
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2
1  uxxxuxxuH x
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Tìm cực trị có ràng buộc Tìm cực trị có ràng buộc –– Thí dụ 3Thí dụ 3

 ĐK cần để có cực trị: ĐK cần để có cực trị:


022/),( 2111  xxuH x 
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02),( 12  uxuf x

 T8514057141* 57143*  T1429714295
 Giải hệ phương trình, ta được:

 T8514.05714.1x 5714.3u  T1429.71429.5

 Do                                       là hàm toàn phương nên 22
2

2
1 3),( uxxuL x

)2()42(3),( 12211
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2
2
1  uxxxuxxuH x
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p g
cực trị tìm được ở trên cũng chính là cực tiểu

21)(



TỐI ƯU HÓA ĐỘNGTỐI ƯU HÓA ĐỘNGTỐI ƯU HÓA ĐỘNG TỐI ƯU HÓA ĐỘNG 
VÀ PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂNVÀ PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂN
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Tối ưu hóa động không ràng buộcTối ưu hóa động không ràng buộc

 Bài toán tối ưu động không ràng buộc: tìm vector hàm

min)()( 
ft

dttLJ xxx 

 Bài toán tối ưu động không ràng buộc: tìm vector hàm
x(t) sao cho phiếm hàm J(x) đạt cực tiểu:

min),,()(
0

 t dttLJ xxx

trong 
đó

  nT
n txtxtxt  )()()()( 21 x

đó:  nnL :
Chú ý: Phiếm hàm là hàm của hàm 

 Phiếm hàm          có cực tiểu cục bộ tại          nếu  )(xJ )(* tx
(functional = function of function)

với mọi hàm         nằm trong lân cận  của  
))(())(( * tJtJ xx 

)(* tx)(tx
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Tìm cực trị phiếm hàm?Tìm cực trị phiếm hàm?

 Nhắc lại cực trị hàm: Nhắc lại cực trị hàm:
 Điều kiện cần: đạo hàm bậc 1 của hàm cần tìm cực trị 

bằng 0bằng 0 
 điểm dừng

 Điểm dừng có đạo hàm bậc 2 xác định dương g ạ ậ ị g
 điểm cực tiểu 

 Cực trị phiếm hàm? Cực trị phiếm hàm?
 Khái niệm biến phân (variation): có thể hiểu là “đạo 

hàm của phiếm hàm”p
 Phương pháp biến phân (Calculus of Variation): dựa 

vào khái niệm biến phân đưa ra điều kiện cực trị của 
ế ề
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phiếm hàm tương tự như điều kiện cực trị hàm



Khái niệm biến phânKhái niệm biến phân

)()()( JJJ L i ủ hiế hà )()()( xxxx JJJ  

trong đó           là biến phân của hàm

 Lượng gia của phiếm hàm:

)(tx )(txg p)( )(tx

)(tx )(tx
)()( tt xx 

tt

Minh họa biến phân của hàm )(tx
 Biến phân của phiếm hàm:

)]()([lim)(lim)( xxxxx JJJJ  
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)]()([lim)(lim)(
00

xxxxx
xx

JJJJ 







Thí dụ tính biến phân phiếm hàmThí dụ tính biến phân phiếm hàm


1

ế 
0

2 )()( dttxxJ Cho phiếm hàm:

 Biến phân của phiếm hàm được tính như sau: Biến phân của phiếm hàm được tính như sau:

)()()]([ xJxxJtxJ    
1

2
1

2 )()( dtxdtxx 

 
1

2
1

22 )(])(2[ dtxdtxxxx 
00

 
1

2 ])(2[ dtxxx 
00 0

dtxxxxJxJ
xx

])(2[lim)(lim)( 2
1

00



 


xx

0
00  

dtxxxJ ]2[)(
1
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dtxxxJ ]2[)(
0

 



Công thức tính biến phân phiếm hàm dạng tích phânCông thức tính biến phân phiếm hàm dạng tích phân

Ch hiế hà d í h hâ ổ á


ft

dtLJ )()(

 Cho phiếm hàm dạng tích phân tổng quát:


t

dtLJ
0

)()( xx

 Biến phân của phiếm hàm dạng tích phân được tính như 
sau:




















ft

dtLJ )()( x
x
xx 

  t0
x
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Biến phân phiếm hàm bài toán tối ưu động không ràng buộcBiến phân phiếm hàm bài toán tối ưu động không ràng buộc

 Phiế hà 
ft

dLJ )()(  Phiếm hàm: 
f

t
dttLJ

0

),,()( xxx 

 Biến phân phiếm hàm:

dttLtLJ ft

t 














0

),,(),,( x
x
xxx

x
xx 







 Chú ý rằng: )()()( 0
0

tdt
t

t
xxx    

 Thực hiện biến đổi tích phân suy ra:

0)()( 0  ftt xx 

 Thực hiện biến đổi tích phân, suy ra:

 














ft

dttL
dt
dtLJ ),,(),,( xxxxx 
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  t dt
0

xx



Điều kiện cần để phiếm hàm đạt cực trị cục bộĐiều kiện cần để phiếm hàm đạt cực trị cục bộ

 Điều kiện cần để phiếm hàm đạt cực trị cục bộ)(xJ Điều kiện cần để phiếm hàm          đạt cực trị cục bộ
tại          là biến phân của           phải bằng 0 tại   )(* tx

)(xJ
)(xJ )(* tx

0)(x J *0)(
xx

x


J

 ĐK cần để bài toán tối ưu động không ràng buộc có cực trị:

0),,(),,(









x
xx

x
xx


 tL

dt
dtL 0








xx 
L

dt
dL



(phương trình Euler-Lagrange)
 Trường hợp đặc biệt khi L không phụ thuộc tường 

 



 





ft

dttLdtLJ ),,(),,( xxxxx 


minh vào t, dạng đơn giản của pt Euler-Lagrange là:

cLL 
x (c là hằng số)
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t

dt
dt

J
0

x
xx


cL 




x
x


(c là hằng số) 



Tối ưu hóa động không ràng buộc Tối ưu hóa động không ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1
2/

 Tìm hàm x(t) sao cho : min)]()([)(
0

22   dttxtxxJ 

)/()(i điề ki bi
 Giải:

3)2/(,1)0(  xxVới điều kiện biên:

ề 22

 Phương trình Euler-Lagrange:


 Theo đề bài, ta có: 22 xxL 

0













x
L

dt
d

x
L


ổ

  022  x
dt
dx  0 xx

 Lời giải tổng quát: tCtCtx cossin)( 21 
 Thay điều kiện biên, suy ra: 1,3 21  CC
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 Kết luận: tttx cossin3)(* 



Tối ưu hóa động không ràng buộc Tối ưu hóa động không ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Tìm hàm x(t) sao cho phiếm hàm dưới đây đạt cực tiểu: Tìm hàm x(t) sao cho phiếm hàm dưới đây đạt cực tiểu:

min)(1)(
2

0

2   dttxxJ  0)2(,1)0(  xxvới ĐK biên:
0

 Giải:
 Phương trình Euler-Lagrange: 0












 L

d
dL

 

  xdtx 

0



 xd  1

11
2

2


 xx

x
xxx 




 Lời giải tổng quát: 21)( CtCtx 

0
1 2










 x
x

dt
d


 0

1
1

2 



x

x


 0x

g g q 21)( CtCtx

 Thay điều kiện biên, suy ra: 1,
2
1

21  CC

ế 1
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21 xL  Kết luận: 1
2
1)(*  ttx



Tối ưu hóa động có ràng buộcTối ưu hóa động có ràng buộc

 Bài toán tối ư động có ràng b ộc: tìm ector hàm x(t) ác


ft

 Bài toán tối ưu động có ràng buộc: tìm vector hàm x(t) xác 
định trên đoạn [t0, tf] sao cho phiếm hàm J(x) đạt cực tiểu:

min),,()(
0

 
f

t
dttLJ xxx 

với điều kiện ràng buộc 0),,( txxf 

  nT

với điều kiện ràng buộc 0),,( txxf
và điều kiện biên: x(t0)=x0, x(tf)=xf

trong đó:   nT
n txtxtxt  )()()()( 21 x

 nnL :
pnn :f

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 35



Hàm Hamilton và điều kiện cần để có cực trịHàm Hamilton và điều kiện cần để có cực trị

 Định nghĩa hàm Hamilton: Định nghĩa hàm Hamilton:
),,(),(),,,( ttLtH T xxfxx,xx   

t đó là t hà i là thừ ố Lpt )(trong đó                 là vector hàm, gọi là thừa số Larrangept )(
 Do                          nên cực tiểu của0),,( txxf  

1

0

),,()(
t

t
dttLJ xxx 

0t

cũng chính là cực tiểu của 
1

0

),,,()(
t

t
dttHJ xxx 

iể kh b hiế h tìm cực tiểu không ràng buộc phiếm hàm )( xJ
 Điều kiện cần để phiếm hàm            có cực trị là:)(xJ

0),,,(),,,(









x
xx

x
xx


 tH

dt
dtH 
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(PT Euler-Lagrange của bài toán tối ưu động có ràng buộc)



Tối ưu hóa động có ràng buộc dạng tích phânTối ưu hóa động có ràng buộc dạng tích phân

 Bài toán tối ưu động có ràng buộc: tìm vector hàm x(t) xác

min)()(  
ft

dttLJ xxx 

 Bài toán tối ưu động có ràng buộc: tìm vector hàm x(t) xác 
định trên đoạn [t0, tf] sao cho phiếm hàm J(x) đạt cực tiểu:

min),,()(
0

 t dttLJ xxx

với điều kiện ràng buộc qxxf  dttft

t0

),,( 
0

và điều kiện biên: x(t0)=x0, x(tf)=xf

 Hàm Hamilton và phương trình Euler-Lagrange trong 

 Hàm Hamilton: ),,(),(),,,( ttLtH T xxfxx,xx   

p g g g g
trường hợp ràng buộc tích phân như sau:

 Phương trình Euler-Lagrange:

0),,,(),,,(  xxxx  tHdtH 
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0)()(





 xx dt



Trình tự giải bài toán tối ưu động có ràng buộcTrình tự giải bài toán tối ưu động có ràng buộc

 Bước 1: Xác định hàm mục tiêu đ kiện ràng buộc và điều


ft

t
dttLJ

0

),,()( xxx 

 Bước 1: Xác định hàm mục tiêu, đ.kiện ràng buộc và điều 
kiện biên:

0

t xx )(Điều kiện biên và
Đ.kiện ràng buộc                            hoặc0),,( txxf 

00 )( xx t
qxxf 

ft

t
dtt

0

),,( 

 Bước 2: Thành lập hàm Hamilton:
)()()( ttLtH T xxfxxxx   

fft xx )(Điều kiện biên                    và                00 )( xx t

),,(),,(),,,( ttLtH xxfxxxx  
 Bước 3: Viết phương trình Euler-Lagrange:

)()(  xxxx  tHdtH 

 Bước 4: Tìm nghiệm PT Euler Lagrange thỏa điều kiện

0),,,(),,,(









x
xx

x
xx


tH

dt
dtH 
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 Bước 4: Tìm nghiệm PT Euler-Lagrange thỏa điều kiện 
ràng buộc và điều kiện biên



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Tìm hàm x(t) sao cho phiếm hàm dưới đây đạt cực tiểu: Tìm hàm x(t) sao cho phiếm hàm dưới đây đạt cực tiểu:

min)()(
4

2   dttxxJ 
0


với điều kiện ràng buộc: 3)(
4

 dttxvới điều kiện ràng buộc: 3)(
0

 dttx

và điều kiện biên: 0)4(,0)0(  xx

 Giải:
 Hàm Hamilton: Hàm Hamilton:

),,(),,(),,,( txxftxxLtxxH   
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)()(),,,( 2 txtxtxxH   



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Phương trình Euler Lagrange: Phương trình Euler-Lagrange:

0),,,(),,,(









x

txxH
dt
d

x
txxH


 

 xdtx

0)(2  tx (1)  0)(2  tx
d
d  )( ( ) )(
dt

 Tìm nghiệm phương trình Euler-Lagrange:

2
)( 
tx(1)

12
)( cttx 



2

2

21
2

4
)( ctcttx 
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)()(),,,( 2 txtxtxxH   4



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Xác định các hằng số dựa vào điều kiện ràng buộc và điều Xác định các hằng số dựa vào điều kiện ràng buộc và điều 
kiện biên:

 00.0.
4

)0( 21  ccx  02 c

044)4( 1  cx 

1644  
8
9

1 c


38
3

16
212

)( 1

4

0

213
4

0





  ctctdttx 

8
9




 Kết luận: tttx
8
9

32
9)( 2*  2)( ctcttx 
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832
)(

214
)( ctcttx 



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Tìm vector hàm sao cho phiếm hàm Ttxtxt )()()( x Tìm vector hàm                                   sao cho phiếm hàm 
dưới đây đạt cực tiểu:

  i)1(5)(
2

22 dJ

 txtxt )()()( 21x

  min)1(5)(
0

2
2

2
1   dtxxJ x

với điều kiện ràng buộc: 02)(  xxxtf xxvới điều kiện ràng buộc: 02),,( 211  xxxtf xx
và điều kiện biên: 1)2(;0)0( 11  xx

 Giải:
 Hàm Hamilton:

)2(])1(5[)( 22tH  

),,(),,(),,,( txxftxxLtxxH   
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)2(])1(5[),,,( 211
2
2

2
1 xxxxxtxxH  



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Phương trình Euler-Lagrange: Phương trình Euler Lagrange:

0
11









x
H

dt
d

x
H


02)1(10 1   x (1)

11

0
22









x
H

dt
d

x
H


ề

02 2 x (2)

 Tìm nghiệm phương trình Euler-Lagrange thỏa điều kiện ràng buộc:






 2

2
2

x
x



(2) (3)

  22x
(4)Thay (3) vào (1): 024)1(10 221  xxx 

ề   112 2xxx 
Từ điều kiện ràng buộc, suy ra:








112

112

2
2

xxx
xxx


(5)

Thay (5) vào (4): 0)2(2)2(4)1(10 11111  xxxxx 
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)2(])1(5[),,,( 211
2
2

2
1 xxxxxtxxH   

y ( ) ( ) 0)2(2)2(4)1(10 11111  xxxxx
010182 11  xx (6)



Tối ưu hóa động có ràng buộc Tối ưu hóa động có ràng buộc –– Thí dụ 2Thí dụ 2

N hiệ tổ át ủ hươ t ì h (6)Nghiệm tổng quát của phương trình (6)

556.0)( 3
2

3
11   tt eCeCtx

ề



Thay điều kiện biên 1)2(;0)0( 11  xx


  0556.021 CC



 

00110
5549.01

C
C

(7)

  1556.042.4030025.0 21 CC 

  0011.02C

 556.00011.05549.0)( 33
1   tt eetx

Thay (7) vào (5):

112 2xxx   112

 112.10055.05549.0)( 33
2   tt eetx
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ĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU LIÊN TỤC ĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU LIÊN TỤC 
DÙNG PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂNDÙNG PHƯƠNG PHÁP BIẾN PHÂN
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 Cho đối tượng:

Bài toán điều khiển tối ưu liên tục Bài toán điều khiển tối ưu liên tục 

))()(()( ttt uxfx (*) Cho đối tượng: ))(),(()( ttt uxfx 

trong đó: T
n txtxtxt )](),...,(),([)( 21x : vector trạng thái

( )

Trạng thái đầu: trạng thái cuối:0)0( xx 

T
m tututut )](),...,(),([)( 21u : vector tín hiệu ĐK

fft xx )(Trạng thái đầu:                 , trạng thái cuối: 0)0( xx

 Bài toán điều khiển tối ưu: tìm tín hiệu ĐK u(t) sao cho: 

fft xx )(

min)),(),(())(()(  
ft

f dttttLtJ uxxu 
0t

 Nghiệm x*(t) của phương trình vi phân (*) ứng với tín hiệu 
ề ể ố * ố
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điều khiển tối ưu u*(t) gọi là quỹ đạo trạng thái tối ưu. 



 Khoảng thời gian xảy ra quá trình tối ưu là t có thể phân loại:

Phân loại bài toán điều khiển tối ưuPhân loại bài toán điều khiển tối ưu

 Khoảng thời gian xảy ra quá trình tối ưu là tf , có thể phân loại:
Bài toán tối ưu có tf cố định, ví dụ:
Điề khiển đoàn tà hỏa giữa 2 ga ới lịch trình ácĐiều khiển đoàn tàu hỏa giữa 2 ga với lịch trình xác 
định sao cho năng lượng đoàn tàu tiêu thụ là thấp nhất;
Điều khiển quá trình chuyển đổi hóa học trong thời gianĐiều khiển quá trình chuyển đổi hóa học trong thời gian 

cho trước với chi phí thấp nhất
Bài toán tối ưu có tf không cố định, ví dụ:Bài toán tối ưu có tf không cố định, ví dụ:
Điều khiển tên lửa lên độ cao xác định với thời gian 

nhanh nhất
Điều khiển tàu biển đi được xa nhất với một nguồn năng 

lượng cố định cho trước

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 47



 Các bài toán điề khiển tối ư động có trạng thái đầ x

Phân loại bài toán điều khiển tối ưu (tt)Phân loại bài toán điều khiển tối ưu (tt)

 Các bài toán điều khiển tối ưu động có trạng thái đầu x0
cho trước. Trạng thái cuối quá trình tối ưu là xf =x(tf), có 
thể phân loại:thể phân loại:
Điểm cuối tự do, ví dụ:
Điều khiển tên lửa lên độ cao lớn nhất;
Điều khiển tàu biển đi được xa nhất với một nguồn 

năng lượng cố định cho trước
Điể ối bị à b ộ í dĐiểm cuối bị ràng buộc, ví dụ:
Điều khiển tên lửa vào quỹ đạo với thời gian nhanh 

nhấtnhất.
Điểm cuối cố định cho trước, ví dụ:
Điều khiển ghép nối các con tàu
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g p
Điều khiển hệ thống về trạng thái cân bằng



Giải bài toán ĐK toán tối ưu dùng PP biến phân Giải bài toán ĐK toán tối ưu dùng PP biến phân 

 Bài toán ĐK tối ưu liên tục có thể phát biểu lại như sau: Bài toán ĐK tối ưu liên tục có thể phát biểu lại như sau:


ft

ft
dttttLtJ

)(
)),(),(())(()(min uxxu 

)),(),(()( tttt uxfx với điều kiện

ft
0

)(u

trong đó t0, tf, và                    cho trước   00 )( xx t

Kế h điề kiệ à b ộ à hà iê dù hà Kết hợp điều kiện ràng buộc vào hàm mục tiêu dùng hàm 
Lagrange:

ft

  
f

T
f dttttttttLtJ

0

)())(),(()()),(),(())(()( xuxfuxxu 
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Giải bài toán ĐK toán tối ưu dùng PP biến phân Giải bài toán ĐK toán tối ưu dùng PP biến phân 

 Định nghĩa hàm Hamilton: Định nghĩa hàm Hamilton:

),,()(),,(),,,( tttLtH T uxfuxux  

 
ft

T
f dtttHtJ ])(),,,([))(()( xuxxu  

t0

 Cần tìm u*(t) sao cho: *0)(
uu

u J
uu

 Biến phân của phiếm hàm mục tiêu:

   
















 

















 



 


f

f

t

t

T
tt

T

tt

T dtHtHJ
0

0
)( u

u
x

x
xx

x
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f



Điều kiện cần để có lời giải bài toán điều khiển tối ưuĐiều kiện cần để có lời giải bài toán điều khiển tối ưu

 Chú ý là do điều kiện đầu cố định;0)( tx 0)( tx Chú ý là                 do điều kiện đầu cố định;                  
nếu điểm cuối ràng buộc,                  nếu điểm cuối tự do 

0)( 0 tx 0)( ftx
0)( ftx

 Để ới i ầ ó á điề kiệ0)(J  Để                  với mọi      cần có các điều kiện:  0)( uJ u

0
H 


Ht)( 


)(

)( ft
t


0

u x
t)(

x
)( ft

 Lưu ý:
 )(t

 Điều kiện                               chỉ cần đối với bài toán điểm 
cuối tự do. x




)(
)( f

f

t
t





ft

T dHJ ])()([))(()( 

)(t

đ i là h ì h đồ háiH)(

 được gọi là đồng trạng thái của hệ thống  
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  T
f dtttHtJ

0

])()([))(()( xxu  được gọi là phương trình đồng trạng thái  
x

t)(



Trình tự giải bài toán điều khiển tối ưuTrình tự giải bài toán điều khiển tối ưu

))()(()( tttt f B ớ 1 Viết PTTT ô tả đối t )),(),(()( tttt uxfx  Bước 1: Viết PTTT mô tả đối tượng:

 Bước 2: Viết hàm mục tiêu và ĐK biên từ yêu cầu thiết kế


ft

dttttLtJ ))()(())(()(min uxxu 

 Bài toán điểm cuối tự do:


t

ft
dttttLtJ

0

)),(),(())(()(min
)(

uxxu
u



00 )( xx tĐiều kiện đầu:

 Bài toán điểm cuối ràng buộc:
ft


f

t
t

dttttLJ
0

)),(),(()(min
)(

uxu
u
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Điều kiện đầu                   và điều kiện cuối00 )( xx t fft xx )(



Trình tự giải bài toán điều khiển tối ưuTrình tự giải bài toán điều khiển tối ưu

 Bước 3: Thành lập hàm Hamilton: )()()()( tttLtH T uxfux  Bước 3: Thành lập hàm Hamilton: ),,()(),,()( tttLtH uxfux 
 Bước 4: Viết điều kiện cần để có lời giải tối ưu:

))()(()( tttt uxfx PT trạng thái: )),(),(()( tttt uxfx PT trạng thái:

x



Ht)(PT đồng trạng thái:
x

0



u
HĐiều kiện dừng:

00 )( xx tĐiều kiện đầu:

fft xx )( (Bài toán điểm cuối cố định)Điều kiện cuối: ffệ

x



)(

)( f
f

t
t


 (Bài toán điểm cuối tự do)hoặc
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 Bước 5: Giải hệ phương trình ở trên sẽ tìm được u*(t) và x*(t)




Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Đặc tính động học nhiệt độ lò sấy cho bởi phương trình: Đặc tính động học nhiệt độ lò sấy cho bởi phương trình:
)())((2)( tuytyty a 

trong đó y(t) là nhiệt độ lò sấy và ya = 250C là nhiệt độ môi trường;trong đó y(t) là nhiệt độ lò sấy và ya  25 C là nhiệt độ môi trường; 
u(t) là cường độ dòng nhiệt cấp lò sấy và t là thời gian (giờ)

 Yêu cầu: Thiết kế luật điều khiển u(t) điều khiển nhiệt độ nhiệt độ lò 
ấ ế ầ 0sấy sao cho sau một giờ đạt đến càng gần nhiệt độ đặt yd = 750C 

càng tốt và tối thiểu năng lượng tiêu tốn.
 Giải:
 Bước 1: Thành lập phương trình trạng thái: 
 Giải:

ytytx  )()(Đặt biến trạng thái:

 Phương trình trạng thái của lò sấy là: )()(2)( tutxtx 

ố ố 0)1()1(

aytytx )()(Đặt biến trạng thái: 
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 Trạng thái cuối mong muốn: 50)1()1(  adaf yyyyxx



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)

 Bước 2: Xác định hàm mục tiêu và điều kiện biên: Bước 2: Xác định hàm mục tiêu và điều kiện biên:
Theo yêu cầu thiết kế là trạng thái cuối x(tf ) càng gần xf =50 càng tốt, 
đồng thời tối thiểu năng lượng tiêu tốn, suy ra hàm mục tiêu:

min)(
2
1])([

2
1)(

0

22  
ft

ff dttuxtxuJ 

ố ể ố(Đây là bài toán tối ưu điểm cuối tự do)
trong đó  là trọng số tùy chọn (muốn trạng thái cuối càng gần xf thì 
chọn  càng lớn)

 Bước 3: Định nghĩa hàm Hamilton:
Điều kiện đầu: 1;00  ftx
chọn  càng lớn)

 Bước 3: Định nghĩa hàm Hamilton:
),,()(),,(),,,( tfttLtH uxuxux  

1 2
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 )]()(2)[()(
2
1),,,( 2 tutxttutH  ux



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)

 Bước 4: Điều kiện cần để có nghiệm tối ưu Bước 4: Điều kiện cần để có nghiệm tối ưu

)()(2)( tutxtx  (1)PT trạng thái:

H

0)()( 

 )(2)( tt   (2)
x
Ht



)(PT đồng trạng thái:

HĐiề kiệ dừ  0)()(  ttu  (3)

Điề kiệ đầ 0)( xtx (4)

0



u
HĐiều kiện dừng:

Điều kiện đầu: 0)( 00  xtx (4)

Điều kiện cuối: t
t f

f




)(
)(


  )50)1(()1(  x (5)

1 2

xf 
)( ))(()(  ( )

)]()(2)[()(
2
1),,,( 2 tutxttutH  ux
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Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)

 Bước 5: Giải phương trình vi phân Bước 5: Giải phương trình vi phân

 Nghiệm phương trình (2):
tC 2)( (6)teCt 2

1)(  (6)

 Thay (6) vào (3):
teCtu 2

1)(  (7)

 Thay (7) vào (1) ta được: Thay (7) vào (1), ta được:
teCtxtx 2

1)(2)(  (8)

C tt eCeCtx 2
2

21

4
)( 
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)(2)( tt   (2)0)()(  ttu  (3))()(2)( tutxtx  (1)



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)

 Xác định các hằng số dựa vào điều kiện biên: Xác định các hằng số dựa vào điều kiện biên:

 






50)1()1(
0)0(

x
x

    50)1()1( x




  0
4 2

1 CC














   50

4

4
2

2
212

1 eCeCeC 








  4/)(
50

2221 eee
C













  4/)(

5.12
2222 eee

C
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Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)

ế ề ể ố Kết luận: Tín hiệu điều khiển và quỹ đạo trạng thái tối ưu là:

teCtu 2
1)( 

tt eCeCtx 2
2

21

4
)( 
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Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Cho hệ thống xe như hình vẽ Quan y(t) Cho hệ thống xe như hình vẽ. Quan 
hệ vào ra của hệ thống mô tả bởi 
phương trình vi phân: M

y( )

u(t)

)()( tutyM 

trong đó u(t) là tín hiệu vào (lực điều khiển); y(t) là tín hiệu ra (vị trí g ( ) ệ ( ự ); y( ) ệ ( ị
xe); m = 0.5kg là khối lượng xe

 Bài toán đặt ra là thiết kế luật điều khiển u(t) để điều khiển xe từ 
hái đứ ê i ố độ đế hái đứ ê i ị ítrạng thái đứng yên tại gốc tọa độ đến trạng thái đứng yên tại vị trí 

cách gốc tọa độ 10cm trong khoảng thời gian 1 giây, đồng thời tối 
thiểu năng lượng tiêu tốn.g g

 Yêu cầu: 
 Hãy thành lập bài toán tối ưu cho yêu cầu thiết kế trên.
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y ập y
 Giải bài toán tìm tín hiệu điều khiển tối ưu



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Giải

ế

 Bước 1: Viết phương trình trạng thái của đối tượng

 Giải: 

)()()()(  Đặt các biến trạng thái )()(),()( 21 tytxtytx 

 Phương trình trạng thái mô tả đối tượng











)(1)(

)()(

2

21

tu
M

tx

txtx





 2 M


  )()( 21 txtx



  )(2)(2 tutx
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Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Bước 2: Xác định hàm mục tiêu và điều kiện biên: Bước 2: Xác định hàm mục tiêu và điều kiện biên:
 Yêu cầu thiết kế là trạng thái xe tại thời điểm tf = 1 đứng yên tại vị 

trí 10cm (điểm cuối ràng buộc) đồng thời tối thiểu năng lượng tiêu 
ốtốn, 

min)(
2
1)(

1
2   dttuuJ (Bài toán tối ưu 

điểm cuối ràng buộc)

suy ra hàm mục tiêu:

 Từ dữ kiện của đề bài, có thể xác định được điều kiện biên:
0)0()0(0)0()0(  yxyx Điều kiện đầu:

2 0
 điểm cuối ràng buộc)

 Bước 3: Thành lập hàm Hamilton:

0)0()0(,0)0()0( 21  yxyxĐiều kiện đầu:
0)1()1(,10)1()1( 21  yxyx Điều kiện cuối:

 Bước 3: Thành lập hàm Hamilton:
),,()(),,(),,,( tttLtH T uxfuxux 

1 2
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)(2)()(
2
1),,,( 221

2 tutxtutH  ux



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2 (tt)Thí dụ 2 (tt)

 Bước 4: Điều kiện cần để có nghiệm tối ưu Bước 4: Điều kiện cần để có nghiệm tối ưu



 

)(2)(
)()( 21

tt
txtx


 (1)PT trạng thái:


  )(2)(2 tutx


 




1 0)( Ht

(2)
















12

1
1

)(

)(


x
Ht

x


PT đồng trạng thái:

(3)

  2x

0



u
HĐiều kiện dừng: 0)(2)( 2  ttu 

Điều kiện đầu:  T0;0)0( x (4)

u
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Điều kiện cuối:  T0;10)1( x (5)



Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2 (tt)Thí dụ 2 (tt)

 Bước 5: Giải phương trình vi phân Bước 5: Giải phương trình vi phân

 Nghiệm phương trình (2):


  11

)(
)(

CC
Ct




(6)g ệ p g ( )

  212 )( CtCt

 Nghiệm phương trình (3):

 Thay (7) vào (1), ta được:
212 22)(2)( CtCttu   (7)

 Thay (7) vào (1), ta được:






 21

44)(2)(
)()(

CtCtutx
txtx




  212 44)(2)( CtCtutx

(9)
  43

2
2

3
13

2
1 2)( CtCtCtCtx
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(9)



 32
2

12 42)( CtCtCtx




Điều khiển tối ưu Điều khiển tối ưu –– Thí dụ 2 (tt)Thí dụ 2 (tt)

 Thay điều kiện biên: Thay điều kiện biên:


 

0)0(
0)0( 41

C
Cx


  04C





 


102)1(

0)0(

213
2

1

32

CCx
Cx





 


30

0

1

3

C
C



  042)1( 212 CCx   152C

ế ề ể ốKết luận: Tín hiệu điều khiển tối ưu là
3060)(*  ttu (7)
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PHƯƠNG PHÁP QUI HOẠCH ĐỘNGPHƯƠNG PHÁP QUI HOẠCH ĐỘNGPHƯƠNG PHÁP QUI HOẠCH ĐỘNGPHƯƠNG PHÁP QUI HOẠCH ĐỘNG

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 66



 Phương pháp qui hoạch động (DP – Dynamic

Nguyên lý tối ưu BellmanNguyên lý tối ưu Bellman
 Phương pháp qui hoạch động (DP – Dynamic 

Programing) do Bellman đề xuất (1957)
 Phương pháp qui hoạch động là một thuật toán xác định Phương pháp qui hoạch động là một thuật toán xác định 

dãy giá trị {u(k)} tối ưu để tối thiểu chỉ tiêu chất lượng J.
 Nguyên lý tối ưu: Mỗi đoạn cuối của quỹ đạo trạng thái g y ý q ỹ g

tối ưu cũng là một quỹ đạo trạng thái tối ưu.

x

xN

x2

Đoạn 3

Đoạn 2

x0

xk Đoạn 1
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x1



 Tìm đường ngắn nhất đi từ A đến J cho biết mạng

Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DPThí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP

 Tìm đường ngắn nhất đi từ A đến J, cho biết mạng 
lưới đường như hình vẽ. 

 Nguyên lý tối ưu Bellman: tìm đường ngắn nhất
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 Nguyên lý tối ưu Bellman: tìm đường ngắn nhất 
ngược từ nút đích đến nút đầu. 



 Phân bài toán tìm đường thành các bước từ 1 đến 5

Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DPThí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP

 Phân bài toán tìm đường thành các bước từ 1 đến 5
 Ký hiệu Nki là nút thứ i ở bước k

N NN21
N31

N41

N11 N22
N32 N51

N33

N42

N23
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Bước 1 Bước 2 Bước 3 Bước 4 Bước 5



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DPThí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP

 Ký hiệu: Ký hiệu: 
 là khoảng cách ngắn nhất từ nút       đến nút đích J
 là khoảng cách từ nút       đến nút     

)(*
kik NJ kiN

),( 1 jkki NNd  kiN jkN 1

 )(),(min)( ,1
*

1,1
*

jkkjkkijkik NJNNdNJ  
 

 Phương trình Bellman: 

g),( ,1 jkki  ki jk ,1

ắ ấ ầ ế*
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 là khoảng cách ngắn nhất từ nút đầu đến nút đích. )( 11
*
1 NJ



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DPThí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP

 Giải PT Bellman qua 2 vòng:
 Vòng ngược: đi ngược từ nút cuối về nút đầu tìm Vòng ngược: đi ngược từ nút cuối về nút đầu tìm 
đoạn đường cuối ngắn nhất 

 Vòng xuôi: đi từ nút đầu đến nút cuối  đường đi
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 Vòng xuôi: đi từ nút đầu đến nút cuối  đường đi 
tối ưu



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DPThí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP

 Vòng ngược:
 Bước 5: bắt đầu từ nút đích 0)( 51

*
5 NJ

 Bước 4: đoạn đường ngắn nhất từ nút N41 hoặc N42

3)(),()( 51
*
5514141

*
4  NJNNdNJ

**

 Bước 4: đoạn đường ngắn nhất từ nút N41 hoặc N42
đến đích:
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4)(),()( 51
*
5514242

*
4  NJNNdNJ



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)

 Bước 3: có nhiều lựa Bước 3: có nhiều lựa 
chọn, từ nút N3i phải 
chọn đường đi đến ọ g
đích qua nút  N4j nào 
tối ưu đoạn quỹ đạo 
ối ?)(* NJcuối              ? 

 )(),(min)( 4
*
443j3

*
3 jjii NJNNdNJ 

)( 3
*
3 iNJ

Từ nút 
N3i

Quyết định
đi đến

j

)(),( 4
*
443 jji NJNNd 

)( 3
*
3 iNJ

41N 42NN3i

1+3=4 4+4=8 4 N41 (H)
6+3=9 3+4=7 7 N42 (I)

31N

32N

41 42
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42 ( )
3+3=6 3+4=7 6 N41 (H)33N



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)
 Bước 2: tìm đường Bước 2: tìm đường 

tối ưu từ nút N2i đến 
nút đích N51 (tức nút 

ế
4)(

*
31

*
3 NJ

J), sử dụng kết quả 
tối ưu đoạn cuối tìm 
được ở bước 3

6)(
7)(

33
*
3

32
*
3




NJ
NJ

được ở bước 3

 )(),(min)( 3
*
3322

*
2 jjiji NJNNdNJ 

 

Từ nút
N2i

Quyết định
đi đến

)(),( 3
*
332 jji NJNNd 

)( 2
*
2 iNJ

31N 32N 33NN2i

7+4=11 4+7=11 6+6=12 11 hoặc 
3+4=7 2+7=9 4+6=10 7

21N

22N

31 32 33

31N 32N

31N
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4+4=8 1+7=8 5+6=11 8 hoặc
22

23N
31

31N 32N



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)

 Bước 1: tìm đường Bước 1: tìm đường 
tối ưu từ nút N11 (tức 
nút A) đến nút đích 7)(

11)(
*

21
*
2




NJ
NJ

)
N51 (tức nút J), sử 
dụng kết quả tối ưu 
đ ối tì đ

8)(
7)(

23
*
2

222




NJ
NJ

đoạn cuối tìm được 
ở bước 2

Q ết định

 )(),(min)( 2
*
221111

*
1 jjj

NJNNdNJ 
 

)()( * NJNNd Từ Quyết định
đi đến

2+11=13 4+7=11 2+8=10 10

)(),( 22211 jj NJNNd 
)( 11

*
1 NJ

N
21N 22N 23N

N
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2+11=13 4+7=11 2+8=10 1011N 23N



Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)Thí dụ tìm đường ngắn nhất dùng DP (tt)

 Vò ôi đi từ b ớ 1 đế b ớ 5 để út đ ờ đi tối

 Kết luận:
ố

 Vòng xuôi: đi từ bước 1 đến bước 5 để rút ra đường đi tối ưu

Đường đi tối ưu:                                                
hoặc:                                               

5141312311 NNNNN 

5142322311 NNNNN 
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 Cho đối tượng mô tả bởi phương trình sai phân: 
Bài toán điều khiển tối ưu động rời rạcBài toán điều khiển tối ưu động rời rạc

ợ g p g p
))(),(()1( kkk uxfx 

trong đó: T
n kxkxkxk )](),...,(),([)( 21x : vector trạng thái

(*) 

 Trạng thái đầu:                 , trạng thái cuối: 0)0( xx 

g
T

m kukukuk )](),...,(),([)( 21u : vector tín hiệu điều khiển
NN xx )(

 Bài toán điều khiển tối ưu: tìm tín hiệu u(k) sao cho: 

min))()(()(
1

 
N

kkLNJ uxx min))(),((),(
0

 
k

N kkLNJ uxx

Chú ý: Bài toán tối ưu điểm cuối tự do 0),( NN x

 Ý tưởng giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng nguyên lý tối ưu 
Bellman: tìm kiếm nghiệm phụ thuộc theo chiều)(* ku )(* kx

Bài toán tối ưu điểm cuối cố định                            0),( NN x
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Bellman:  tìm kiếm nghiệm           phụ thuộc           theo chiều 
ngược hướng quỹ đạo từ điểm cuối xN đến điểm đầu x0

)(ku )(kx



 Đặt hàm mục tiêu tối ưu cho đoạn quỹ đạo t thái cuối kể từ điểm x(k)

PP qui hoạch động giải bài toán ĐK tối ưu rời rạcPP qui hoạch động giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc

 Đặt hàm mục tiêu tối ưu cho đoạn quỹ đạo t.thái cuối kể từ điểm x(k)

)1,0(     ,))(),(())(,(min))((
1

)1(),...,(

* 








 





NkiiLNNkJ
N

kiNkk uxxx
uu


 ki







 
1

* ))()(())(())()((min))((
N

iiLNNkkLkJ uxxuxx 

 Biểu diễn                 dưới dạng:))((* kJk x

 ))1(())(),((min))(( *
1)(

*   kJkkLkJ kkk xuxx





  


 1)1(),...,(

))(),(())(,())(),((min))((
kiNkk iiLNNkkLkJ uxxuxx

uu


 
)(ku

  )))(),((())(),((min))(( *
1)(

* kkfJkkLkJ kkk uxuxx
u  (PT Bellman)

 Dễ thấy:                                         và    ))(,())((* NNNJ N xx   JJ min))0((*
0 x

 Giải N phương trình Bellman theo thứ tự sẽ tìm được01 Nk
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 Giải N phương trình Bellman theo thứ tự                         sẽ tìm được 
tín hiệu điều khiển tối ưu.

01Nk



Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP 
 Đối tượng: ))()(()1( kkk uxfx  Đối tượng: ))(),(()1( kkk uxfx 

 Yêu cầu thiết kế: Tìm tín hiệu                                     điều khiển 
hệ thống từ trạng thái đầu                  đến trạng thái cuối            

1,...,1,0),(*  Nkku
0)0( xx  )(Nx

min))(),((),(
1

 
N

N kkLNJ uxx

ệ g ạ g ạ g
sao cho tối thiểu chỉ tiêu chất lượng:

0)( )(

))(),((),(
0

k

N

 )))()((())()((i))(( ** kkfJkkLkJ 

 Bước 1: Viết phương trình Bellman:
)110( Nk )))(),((())(),((min))(( 1)(

kkfJkkLkJ kkk uxuxx
u  )1,...,1,0(  Nk

với ),())((*
NN NNJ xx 

 Bước 2: Giải phương trình Bellman qua 2 vòng:
 Vòng ngược:                         tìm            phụ thuộc01 Nk )(kx)(* ku
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 Vòng thuận:                         tính cụ thể           từ đ/kiện đầu    10  Nk )(* ku 0x



Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt) Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt) 

 Vòng ngược: tìm phụ thuộc x(k) (k=N 10) gồm các)(* ku Vòng ngược: tìm          phụ thuộc x(k) (k=N10), gồm các 
bước:  

)(ku

 Tìm phụ thuộc là nghiệm bài toán tối ưu:)1(* Nu )1( Nx Tìm                 phụ thuộc               là nghiệm bài toán tối ưu:  )1(Nu )1(Nx

)())()((f

 ))(,())1(),1((min))1((
)1(

*
1 NNNNLNJ

NN xuxx
u




)())1(),1(( NNNf xux với ràng buộc

 Với                       :tìm           phụ thuộc         là nghiệm PT Bellman: 02  Nk )(* ku )(kx

 )))(),((())(),((min))(( *
1)(

* kkfJkkLkJ kkk uxuxx
u 

với là biểu thức hàm mục tiêu tối ưu tối ưu đoạn quỹ( )*Jvới             là biểu thức hàm mục tiêu tối ưu tối ưu đoạn quỹ 
đạo cuối đã tìm được ở bước trước đó.        

(.)1kJ

Chú ý để tì á d PP tối tĩ h iải PT)(* k 0(.)Jk
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 Chú ý: để tìm           , áp dụng PP tối ưu tĩnh, giải PT:)(* ku 0
)(

( )


 k
k

u



Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt) Trình tự giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt) 

 Vòng xuôi: xác định giá trị cụ thể Thực hiện các bước)(* ku Vòng xuôi: xác định giá trị cụ thể          . Thực hiện các bước 
sau đây với k=0,1,2,….N1: 

)(kku

 Gán vào công thức đã tính ở vòng ngược để)(k )(* ku Gán          vào công thức             đã tính ở vòng ngược để 
được giá trị cụ thể của   

)(kx )(ku
)(* ku

 Tha ào mô hình toán của đối t ợng để tính đ ợc)(* k

))()(()1( * kkfk

 Thay           vào mô hình toán của đối tượng để tính được 
trạng thái tối ưu ở thời điểm (k+1)

)(ku

))(),(()1( kkfk uxx 
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Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP –– Thí dụ 1Thí dụ 1
 Xét đối tượng là khâu quán tính bậc 1 có mô hình trạng thái: Xét đối tượng là khâu quán tính bậc 1 có mô hình trạng thái:

)(
2
1)(

2
1)1( kukxkx 

Xá đị h í hiệ điề khiể ối để điề khiể hệ hố ừ

i))()((
3

22 kkJ

 Xác định tín hiệu điều khiển tối ưu để điều khiển hệ thống từ 
trạng thái đầu x(0)=4 đến trạng thái cuối x(4)=0 sao cho:

min))()((
0

22 
k

kukxJ

 Giải:
 Phương trình Bellman:

 )))(),((())(),((min))(( *
1)(

* kkfJkkLkJ kkk uxuxx
u 

*

  ))(5.0)(5.0()()(min))(( *
1

22

)(

* kukxJkukxkxJ kkuk   )30( k
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với: 0))4((*
4 xJ



Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)
 Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 3: Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 3:

(do ) )3()3(min))3(( 22* uxxJ 

Phương trình Bellman:

0))4((*J

Điều kiện ràng buộc: 0)4()3(5.0)3(5.0  xux

(do                       ) )3()3(min))3((
)3(3 uxxJ

u
 0))4((4 xJ

Lời giải:                         (để thỏa mãn điều kiện ràng buộc) )3()3(* xu 

 )3(2))3(( 2* xxJ  )3(2))3((3 xxJ 
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Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)
 Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 2: Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 2:

 ))3(()2()2(min))2(( *
3

22*
2 xJuxxJ 

Phương trình Bellman:
 ))(()()())(( 3)2(2 u

 )3(2)2()2(min))2(( 222

)2(

*
2 xuxxJ

u







 

2
22* ))2(1)2(12)2()2(i))2((J









 



  22

)2(2 ))2(
2

)2(
2

2)2()2(min))2(( uxuxxJ
u









  )2(

2
3)2()2()2(

2
3min))2(( 22

)2(

*
2 uuxxxJ

u


 22)2(u

Do )2(3)2(
)2(

(.)2 ux
u
J





3
)2()2(* xu 


22

2*
2 3

)2()2(
2
12

3
)2()2())2(( 














 








xxxxxJ

4
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)2(
3
4))2(( 2*

2 xxJ 



Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)
 Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 1: Vòng ngược:Vòng ngược: Với k  1:

 ))2(()1()1(min))1(( *
2

22

)1(

*
1 xJuxxJ 

Phương trình Bellman:
 

)1(u







  )2(

3
4)1()1(min))1(( 222

)1(

*
1 xuxxJ

u







 

2
22* 14









 



  22

)1(

*
1 ))1()1((

2
1

3
4)1()1(min))1(( uxuxxJ

u








  )1(

3
4)1()1(

3
2)1(

3
4min))1(( 22*

1 uuxxxJ

)1(
3
8)1(

3
2

)1(
(.)1 ux

u
J



Do:





 )(

3
)()(

3
)(

3
))((

)1(1 u

4
)1()1(* xu 


22

2*
1 4

)1()1(
2
1

3
4

4
)1()1())1(( 














 








xxxxxJ

5
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)1(
4
5))1(( 2*

1 xxJ 



Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP Điều khiển tối ưu rời rạc dùng DP –– Thí dụ 1 (tt)Thí dụ 1 (tt)
 Vòng ngược:Vòng ngược: Với k = 0: Vòng ngược:Vòng ngược: Với k  0:

 ))1(()0()0(min))0(( *
1

22

1

*
0 xJuxxJ

u




Phương trình Bellman:

10u 







  )1(

4
5)0()0(min))0(( 222

)0(

*
0 xuxxJ

u


 
215
















  22

)0(

*
0 ))0()0((

2
1

4
5)0()0(min))0(( uxuxxJ

u








  )0(21)0()0(5)0(21min))0(( 22*

0 uuxxxJ




  )0(

16
)0()0(

8
)0(

16
min))0((

)0(0 uuxxxJ
u

Do: )0(
8
21)0(

8
5

)0(
(.)0 ux

u
J





)0(
21
5)0(* xu 


22

2*
0 )0(

21
5)0(

2
1

4
5)0(

21
5)0())0(( 














 






 xxxxxJ

26

88)0(u 21

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 86

)0(
21
26))0(( 2*

0 xxJ 



Thí dụ giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt)Thí dụ giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt)
 Vòng xuôi: Vòng xuôi: 

4)0( xĐiều kiện đầu:

Với k = 0:

322011 

21
20)0(

21
5)0(*  xu

21
32

21
204

2
1))0()0((

2
1)1( * 






  uxx

8)1(Với k = 1:
21
8

4
)1()1(* 

xu

1283211 
21
12

21
8

21
32

2
1))1()1((

2
1)2( * 






  uxx
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Thí dụ giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt)Thí dụ giải bài toán ĐK tối ưu rời rạc dùng DP (tt)
 Vòng xuôi: Vòng xuôi:
Với k = 2:

21
4

3
)2()2(* 

xu

21
4

21
4

21
12

2
1))2()2((

2
1)3( * 






  uxx

Với k = 3:
21
4)3()3(*  xu

4411 

 44820

0
21
4

21
4

2
1))3()3((

2
1)4( * 






  uxx

41626

Kết luận: Chuổi tín hiệu ĐK tối ưu là:






 

21
4;

21
4;

21
8;

21
20*u

ỉ ấ ố
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21
416)0(

21
26))0(( 2*

0min  xxJJChỉ tiêu chất lượng tối ưu:



 Cho đối tượng mô tả bởi phương trình trạng thái:

Qui hoạch động giải bài toán ĐK tối ưu liên tụcQui hoạch động giải bài toán ĐK tối ưu liên tục
 Cho đối tượng mô tả bởi phương trình trạng thái: 

)),(),(()( tttt uxfx 
Trạng thái đầu:                 , trạng thái cuối: 0)0( xx  fft xx )(ạ g , ạ g0)(

 Bài toán điều khiển tối ưu: tìm tín hiệu điều khiển u(t) sao cho: 

min)),(),(())(()(   dttttLtJ ft

tf uxxu 

ff )(

(*)
it

f ( )

 Đặt: Hàm mục tiêu tối ưu đoạn quỹ đạo cuối từ thời điểm ti, trạng 
thái xi đến thời điểm cuối tf, trạng thái cuối x(tf) là 

 dttttLttJ f

i

t

tftii  )),(),(())((min)(
)(

* uxxx,
u

 

 Nếu tồn tại lời giải tối ưu của bài toán (*) thì hàm mục tiêu tối ưu đoạn quỹ Nếu tồn tại lời giải tối ưu của bài toán ( ) thì hàm mục tiêu tối ưu đoạn quỹ 
đạo cuối phải thỏa mãn phương trình Hamilton-Jacobi-Bellman: 

 tftJtLtJ
T

)()()(i)( ** x,x,
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 tftL
t t

),,()(),,(min)(
)(

ux
x
,ux,

u 



 








ĐIỀU CHỈNH TOÀN PHƯƠNG TUYẾN TÍNHĐIỀU CHỈNH TOÀN PHƯƠNG TUYẾN TÍNH
(Linear Quadratic Regulator (Linear Quadratic Regulator –– LQR)LQR)
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 Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái:

Bài toán LQR liên tụcBài toán LQR liên tục

 Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái: 
)()()( ttt BuAxx 

t đó Ttttt )]()()([)( t t thái

(*)

Bài á đặ là ì í hiệ điề khiể ( ) điề hỉ h hệ hố ừ

trong đó: T
n txtxtxt )](),...,(),([)( 21x : vector trạng thái

T
m tututut )](),...,(),([)( 21u : vector tín hiệu điều khiển

 Bài toán đặt ra là tìm tín hiệu điều khiển u(t) điều chỉnh hệ thống từ 
trạng thái đầu                  bất kỳ về trạng thái cuối x(tf) = 0 sao cho 
tối thiểu chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương: 

0)0( xx 
ợ g ạ g p g

  
ft

t

TT
ff

T dtttttttJ )()()()(
2
1)()(

2
1)( RuuQxxMxxu

t0

trong đó Q và M là các ma trận trọng số bán xác định dương
R là ma trận trọng số xác định dương
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ậ ọ g ị g
 Bài toán trên được gọi là bài toán điều chỉnh toàn phương tuyến tính. 



Điều kiện cực trị bài toán LQR liên tụcĐiều kiện cực trị bài toán LQR liên tục

 Hàm Hamilton:

   )()()()()()()(
2
1 tttttttH TTT BuAxRuuQxx  

 Hàm Hamilton: 

 Điều kiện cần để có lời giải tối ưu: 

2

)()()( BA (1)PT hái )()()( ttt BuAxx  (1)PT trạng thái:

)()()( ttHt  AQx 



 (2)PT đồng trạng thái:


)),(),(()( tttt uxfx 

)()()( Q
x

0)()( 

 ttH TBRu

u
(3)Điều kiện dừng:

0H
x




HtT )(
u
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),,()(),,()( tttLtH T uxfux 
0

u



Cách tìm lời giải tối ưu Cách tìm lời giải tối ưu 

 Rút u(t) từ (3): Rút u(t) từ (3):

)()( 1 tt TBRu  (4)

 Th (4) à (1) t đượ Thay (4) vào (1), ta được

)()()( 1 ttt TBBRAxx  (5)

ế Kết hợp (5) và (2), ta được phương trình vi phân:










 



  )()( 1 tt T xBBRAx (6) 

 )()( tt  AQ (6)

 Giải phương trình vi phân (6), tìm được x(t) và (t)
 Thay (t) vào (4) tìm được lời giải tối ưu
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Lời giải bài toán LQR liên tục Lời giải bài toán LQR liên tục 

Tí hiệ điề khiể tối )()()(* ttt K Tín hiệu điều khiển tối ưu: )()()( ttt xKu 

)()( 1 tt T PBRK trong đó:

và P(t) là nghiệm bán xác định dương của phương trình vi phân Ricatti:

PBPBRQPAPAP TT 1 

 Lời giải phương trình Ricatti: 

MP )( ft

 Trường hợp hệ bậc 2: có thể giải bằng tay
 Trường hợp tổng quát: tham khảo thêm trong tài liệu
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Bài toán LQR liên tục thời gian vô hạn Bài toán LQR liên tục thời gian vô hạn 

 Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái: Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái: 
)()()( ttt BuAxx 

 Chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương trong đó thời điểm cuối t =:

 


 )()()()(
2
1)( dtttttJ TT RuuQxxu

 Chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương, trong đó thời điểm cuối tf=: 

 Tín hiệu điều khiển tối ưu: )()(* tt Kxu 


02

PBRK T1trong đó:
và P là nghiệm bán xác định dương của phương trình đại số Ricatti:

01 PBPBRQPAPA TT 01  PBPBRQPAPA TT

 Chú ý: trong trường hợp này K và P là không phụ thuộc thời gian

ể ấ
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 Giá trị cực tiểu của chỉ tiêu chất lượng: )0()0(min PxxTJ 



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 1Thí dụ 1
 Cho hệ tuyến tính bậc 1 không ổn định mô tả bởi PTTT: Cho hệ tuyến tính bậc 1 không ổn định mô tả bởi PTTT:

)(2)(3)( tutxtx 

 Yêu cầu: Thiết kế luật điều khiển u(t) để hệ kín ổn định và tối thiểu ậ ( ) ệ ị
chỉ tiêu chất lượng:

dttutxJ ))(5)((
2
1 22  



 Giải:
2 0


 Phương trình đại số Ricatti: 01   PBPBRQPAPA TT

41 016
5
4 2  PP

 663.7P (chọn nghiệm xác định dương)

0.2.
5
1.2.1.33.  PPPP

663.7P (chọn nghiệm xác định dương) 

 Độ lợi hồi tiếp trạng thái: PBRK T1 065,3)663,7.(2.
5
1

K

ề ể ố
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 Luật điều khiển tối ưu: )()( tKxtu  )(065,3)( txtu 



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 2Thí dụ 2

  xx
 Cho hệ tuyến tính bậc 2 mô tả bởi PTTT:

 Yê ầ Thiết kế l ật điề khiể (t) để hệ kí ổ đị h à tối thiể








ux
xx

2

21



 Yêu cầu: Thiết kế luật điều khiển u(t) để hệ kín ổn định và tối thiểu 
chỉ tiêu chất lượng:

dttutxJ ))(2)(2(1 22
1  



 Giải:
dttutxJ ))(2)(2(

2 0
1 

 Viết lại phương trình trạng thái: )(
0)(10)( 11 tu

txtx





















 ạ p g ạ g


)(

1)(00)( 22

tu
txtx

BA






















 


 Viết lại chỉ tiêu chất lượng: ạ ợ g

   dttu
x
x

xxJ ))(2
00
02

2
1 2

2

1

0
21

R
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0 R
Q

 



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 Phương trình đại số Ricatti: Phương trình đại số Ricatti: 
01   PBPBRQPAPA TT

 020010
 










































00
02

01
00

00
10

32

21

32

21

pp
pp

pp
pp

10  pppp

2 

  010
2
1

1
0

32

21

32

21 

























pp
pp

pp
pp

0
2
1

00
0200

0
0

2
332

32
2
2

212

1 


































ppp

ppp
ppp

p



0121
2
1

2
12

2

321
2
2










  pppp
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2
2

2
2
32321 





 ppppp



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 2Thí dụ 2

 1












01

0
2
12

321

2
2

ppp

p










2
22

2

1

p
p

 






222P









 0
2
12

0
2

2
32

321

pp

ppp




 22

2

3

2

p
p 






222

P



 Độ lợi hồi tiếp trạng thái: 


PBRK T1   









222
22210

2
1K ]21[K

 Luật điều khiển tối ưu: 








)(
)(

]21[)()( 1* tx
ttu Kx )(2)()( 21

* txtxtu 
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 )(

][)()(
2 tx

)()()( 21



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 3Thí dụ 3

 Cho hệ tuyến tính bậc 2 mô tả bởi PTTT: Cho hệ tuyến tính bậc 2 mô tả bởi PTTT:

)(
1
0

)(
)(

21
10

)(
)( 11 tu

tx
tx

tx
tx






































 Yêu cầu: Thiết kế luật điều khiển u(t) để hệ kín ổn định và tối thiểu

1)(21)( 22 txtx
BA
  

 Yêu cầu: Thiết kế luật điều khiển u(t) để hệ kín ổn định và tối thiểu 
chỉ tiêu chất lượng:

dttutxtxJ )]()()(2[1 222  


 Giải:
dttutxtxJ )]()()(2[

2 2
0

1  

 Viết lại chỉ tiêu chất lượng: ạ ợ g

 dttu
x
x

xxJ ))(1
10
02

]([
2
1 2

2

1

0
21

R
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0 R
Q

 



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 3Thí dụ 3

 Phương trình đại số Ricatti: Phương trình đại số Ricatti: 
01   PBPBRQPAPA TT

 



























10
02

21
10

21
10

32

21

32

21
pp
pp

pp
pp

0  pppp

2 2 

  0101
0

32

21

32

21 














 pp

pp
pp
pp

0
10
02

222
2

2
332

32
2
2

3221

32

323

212 







































ppp
ppp

pppp
pp

ppp
ppp



0
1422

222
2
33232213

32321
2
22 












pppppppp
ppppppp
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1422 33232213   pppppppp



Điều khiển LQR liên tục Điều khiển LQR liên tục –– Thí dụ 3Thí dụ 3

 022 2














02
02

022

32213

32321

2
22

ppppp
ppppp

pp












5420
732.0
403.2

2

1

p
p

 (chọn các 
nghiệm dương)



  0142 2

332

32213

ppp
ppppp 

  542.03p
g ệ g)

 73204032










542.0732.0
732.0403.2

P

 Độ lợi hồi tiếp trạng thái: Độ lợi hồi tiếp trạng thái: 

PBRK T1   









542.0732.0
732.0403.2

10K ]542.0732.0[K

 Luật điều khiển tối ưu: 









)(
)(

]542.0732.0[)()(
2

1*

tx
tx

ttu Kx
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)(542.0)(732.0)( 21
* txtxtu 



 Cho đối tượng tuyến tính rời rạc mô tả bởi phương trình trạng thái:

Bài toán LQR rời rạcBài toán LQR rời rạc

 Cho đối tượng tuyến tính rời rạc mô tả bởi phương trình trạng thái: 
)()()1( kkk dd uBxAx 

t đó Tkkkk )]()()([)( t t thái

(*)

Bài á đặ là ì í hiệ điề khiể (k) điề hỉ h hệ hố ừ

trong đó: T
n kxkxkxk )](),...,(),([)( 21x : vector trạng thái

T
m kukukuk )](),...,(),([)( 21u : vector tín hiệu điều khiển

 Bài toán đặt ra là tìm tín hiệu điều khiển u(k) điều chỉnh hệ thống từ 
trạng thái đầu                  bất kỳ về trạng thái cuối x(N) = 0 sao cho 
tối thiểu chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương: 

0)0( xx 
ợ g ạ g p g

 





1

0

)()()()(
2
1)()(

2
1)(

N

k

TTT kkkkNNJ RuuQxxMxxu
0k

trong đó Q và M là các ma trận trọng số bán xác định dương
R là ma trận trọng số xác định dương
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ậ ọ g ị g



Lời giải bài toán LQR rời rạcLời giải bài toán LQR rời rạc

Tí hiệ điề khiể tối )()()(* kkk K Tín hiệu điều khiển tối ưu: )()()( kkk xKu 

  d
T
dd

T
d kkk APBRBPBK )1()1()( 1


trong đó:

và P(k) là nghiệm bán xác định dương của phương trình Ricatti:

   QAPBRBPBBPPAP 


d
T
dd

T
dd

T
d kkkkk )1()1()1()1()( 1   dddddd

MP )(N

 Nghiệm phương trình Ricatti rời rạc: lần lượt thay 0)1(  Nk Nghiệm phương trình Ricatti rời rạc: lần lượt thay                            
vao phương trình Ricatti sẽ tìm được P(k) 

0)1(  Nk
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Bài toán LQR rời rạc thời gian vô hạn Bài toán LQR rời rạc thời gian vô hạn 
 Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái rời rạc: Đối tượng tuyến tính mô tả bởi phương trình trạng thái rời rạc: 

 Chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương trong đó thời điểm cuối N=:

)()()1( kkk dd uBxAx 

 Chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương, trong đó thời điểm cuối N : 

 





0

)()()()(
2
1)(

k

TT kkkkJ RuuQxxu

 Tín hiệu điều khiển tối ưu: )()(* kk Kxu 

t đó   TT PABRPBBK 1

0k

trong đó:
và P là nghiệm bán xác định dương của phương trình đại số Ricatti:

  d
T
dd

T
d PABRPBBK 

  1

 Chú ý: trong trường hợp này K và P là không phụ thuộc k

   QAPBRBPBPBPAP 


d
T
dd

T
dd

T
d

1
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 Giá trị cực tiểu của chỉ tiêu chất lượng: )0()0(min PxxTJ 



Lời giải bài toán LQR thời gian vô hạn dùng Matlab Lời giải bài toán LQR thời gian vô hạn dùng Matlab 

 Nghiệm phương trình đại số Ricatti liên tục (continuous algebraic Nghiệm phương trình đại số Ricatti liên tục (continuous algebraic 
Ricatti equation – care)

>> P=care(A,B,Q,R)( Q )

 Lời giải bài toán LQR (Linear quadratic Regulator – LQR) liên tục       
>> K=lqr(A,B,Q,R)

hi h ì h đ i ố i i ời (di l b i i i Nghiệm phương trình đại số Ricatti rời rạc(discrete algebraic Ricatti 
equation – dare)

>> P=dare(A B Q R)>> P dare(A,B,Q,R)

 Lời giải bài toán LQR (Linear quadratic Regulator – LQR) rời rạc        
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>> K=dlqr(A,B,Q,R)



BỘ LỌC KALMANBỘ LỌC KALMANBỘ LỌC KALMANBỘ LỌC KALMAN
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é h ế í h li

Lọc Kalman liên tụcLọc Kalman liên tục


  )()()()( ttutt wBAxx

 Xét hệ tuyến tính liên tục: 







)()()(
)()()()(

tvtxty
ttutt

C
wBAxx

Trong đó: w(t) là nhiễu hệ thống; v(t) là nhiễu đo lườngTrong đó: w(t) là nhiễu hệ thống; v(t) là nhiễu đo lường. 
Giả sử nhiễu hệ thống và nhiễu đo lường có phân bố Gauss, không 
tương quan, có trung bình bằng 0 và phương sai là: 

N
TE Qww ][ N

TvvE R][

  )](ˆ)([)]()(ˆ[)(ˆ ttttt LBA

Trong đó L là độ lợi của bộ lọc Kalman:







)(ˆ)(ˆ
)]()([)]()([)(

txty
tytytutt

C
LBxAx Bộ lọc Kalman liên tục: 

Trong đó L là độ lợi của bộ lọc Kalman: 
1 NRCL T

với  là nghiệm của phương trình Ricatti:
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01  
NN

TT QCRCAA 
với  là nghiệm của phương trình Ricatti: 



Sơ đồ khối bộ lọc Kalman liên tụcSơ đồ khối bộ lọc Kalman liên tục

( )u(t) y(t)
)()()( tutt BAxx  x(t)

C

+

CB 

L

)(ˆ tx

+


+
++ C

)(ˆ ty
B

A

++



 

)(ˆ)(ˆ
))(ˆ)(()()(ˆ)(ˆ tytytutt

C
LBxAx

 Bộ lọc Kalman:



 )(ˆ)(ˆ tty xC

1 NRCL TTrong đó:
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01  
NN

TT QCRCAA 



Bộ lọc Kalman liên tục Bộ lọc Kalman liên tục –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Cho hệ tuyến tính bậc 2 mô tả bởi PTTT: Cho hệ tuyến tính bậc 2 mô tả bởi PTTT:








)()()(
)()()()(

tvtxty
ttutt

C
wBAxx








 21

10A

 )()()(y





 1
0B  01CTrong đó:

ầ ế ế ố





 1.00

02.0][ N
TE Qww 01.0][  N

TvvE R

 Yêu cầu: Thiết kế bộ lọc Kalman ước lượng trạng thái của hệ thống 
trên từ tín hiệu đo y(t).

 Giải: Giải:
 Bộ ước lượng trạng thái:








)(ˆ)(ˆ
))(ˆ)(()()(ˆ)(ˆ

tty
tytytutt

xC
LBxAx
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 )()(y
1 NRCL T



Bộ lọc Kalman liên tục Bộ lọc Kalman liên tục –– Thí dụ 1Thí dụ 1

 Trong đó  là nghiệm của phương trình đại số Ricatti: Trong đó  là nghiệm của phương trình đại số Ricatti: 
01    CRCQAA NN

TT

 



























 1.00
02.0

21
10

21
10

32

21

32

21
pp
pp

pp
pp

11  pppp   001
01.0
1

0
1

32

21

32

21 














 pp

pp
pp
pp

  0202 ppppp
















 1.00
02.0

2
2

22 323

212

3221

32
ppp
ppp

pppp
pp

0100 21
2
1 





 ppp

010021002.02 21213
2
12





  ppppppp

0100 2
221








ppp
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0
1.0421002 2

23221213

2121312 



  pppppppp

ppppppp



Bộ lọc Kalman liên tục Bộ lọc Kalman liên tục –– Thí dụ 1Thí dụ 1

  0100202 2pp (1)












01.042
01002

01002.02

2
232

21213

12

ppp
ppppp

pp


(1)
(2)
(3)

01.0104400 2121
2
2  ppppp(2) &(3)  (4)

0104)10400)(1050()1050( 222  pppp(1) &(4) 

  04410p

01.04)10400)(1.050()1.050( 1111  pppp(1) &(4) 

009.136490200002500 1
2
1

3
1

4
1  pppp












0262.0
00279.0

0441.0

3

2

1

p
p
p









 0262.000279.0
00279.00441.0



 Độ lợi bộ lọc Kalman: 1 NRCL T

1100279004410    409.4L
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01.0
1

0
1

0262.000279.0
00279.00441.0













L 



 279.0

409.4L



ế

Lọc Kalman rời rạcLọc Kalman rời rạc

  )()()()1( kkukk wBxAx
 Xét hệ tuyến tính rời rạc: 








)()()(
)()()()1(

kvkxky
kkukk

d

dd

C
wBxAx

Trong đó: w(k) là nhiễu hệ thống; v(k) là nhiễu đo lường. g ( ) ệ g; ( ) g
Giả sử nhiễu hệ thống và nhiễu đo lường có phân bố Gauss, không 
tương quan, có trung bình bằng 0 và phương sai là: 

T
N

TE Qww ][ N
TvvE R][

 Bộ lọc Kalman rời rạc: 
 )]1(ˆ)1([)]()(ˆ[)1(ˆ kkkkk LBA

Trong đó L là độ lợi của bộ lọc Kalman:







)(ˆ)(ˆ
)]1(ˆ)1([)]()(ˆ[)1(ˆ

kxky
kykykukk

d

kdd

C
LBxAx

với  là nghiệm của phương trình Ricatti:

Trong đó L là độ lợi của bộ lọc Kalman: 
  1)()()( 

 N
T
dd

T
dd kkk RCCCAL 

với  là nghiệm của phương trình Ricatti: 
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T
ddN

T
ddN

T
dd kkkk ACRCAQAA )()()()1( 1  



Sơ đồ khối bộ lọc Kalman rời rạcSơ đồ khối bộ lọc Kalman rời rạc

u(t) ( )u(t) y(t)
)()()1( kukk ddd BxAx 

x(t)

+

dC

1z
)(ˆ tx

+


+
++dB dC

L

)(ˆ tyz+

dA

d dC



 

)(ˆ)(ˆ
)]1(ˆ)1([)]()(ˆ[)1(ˆ

kxky
kykykukk kdd

C
LBxAx

 Bộ lọc Kalman:

  )()( kxky dC

Trong đó:   1)()()( 
 N

T
dd

T
dd kkk RCCCAL 
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T
ddN

T
ddN

T
dd kkkk ACRCAQAA )()()()1( 1  



Lời giải bộ lọc Kalman  dùng MatlabLời giải bộ lọc Kalman  dùng Matlab

 Lời giải bộ lọc Kalman liên tục:          
L l (A G C QN RN) %G ậ đ ị>> L = lqe(A,G,C,QN,RN)        %G   ma trận đơn vị

15 January 2014 © H. T. Hoàng - HCMUT 116



BỘ ĐIỀU KHIỂN LQGBỘ ĐIỀU KHIỂN LQG
(Linear Quadratic Gaussian)(Linear Quadratic Gaussian)
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 Xét hệ tuyến tính liên tục bị tác động bởi nhiễu Gauss:

Bài toán điều khiển LQG (Linear Quadratic Gaussian)Bài toán điều khiển LQG (Linear Quadratic Gaussian)

 Xét hệ tuyến tính liên tục bị tác động bởi nhiễu Gauss: 








)()()(
)()()()(

tvtxty
ttutt

C
wBAxx

Trong đó: w(t) là nhiễu hệ thống; v(t) là nhiễu đo lường. Giả sử 
nhiễu không tương quan, có trung bình bằng 0 và phương sai là: 

T Q][ T
N

TE Qww ][ N
TvvE R][

 Bài toán đặt ra là tìm tín hiệu điều khiển u(t) điều chỉnh hệ thống từ 
trạng thái đầu bất kỳ về trạng thái cuối x(t ) = 0 sao cho)0( xx trạng thái đầu                  bất kỳ về trạng thái cuối x(tf) = 0 sao cho 
tối thiểu chỉ tiêu chất lượng dạng toàn phương: 

0)0( xx 

  

1  









 
0

)()()()(
2
1)( dtttttEJ TT RuuQxxu

t đó Q là á t ậ t ố bá á đị h dươ
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trong đó Q là các ma trận trọng số bán xác định dương
R là ma trận trọng số xác định dương



Nguyên lý tách rờiNguyên lý tách rời

 Nguyên lý tách rời: Bài toán tối ưu LQG có thể giải bằng cách giải Nguyên lý tách rời: Bài toán tối ưu LQG có thể giải bằng cách giải 
riêng bài toán điều khiển tối ưu tiền định và bài toán ước lượng trạng 
thái tối ưu.

LQG = LQR + Lọc Kalman 
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Lời giải bài toán điều khiển LQGLời giải bài toán điều khiển LQG
 Tín hiệu điều khiển tối ưu LQR: Tín hiệu điều khiển tối ưu LQR:

)(ˆ)(* tt xKu 

PBRK T1với độ lợi hồi tiếp trạng thái: PBRK với độ lợi hồi tiếp trạng thái:

01 PBPBRQPAPA TT

trong đó P là nghiệm bán xác định dương của pt đại số Ricatti:
01  PBPBRQPAPA TT

 Bộ lọc Kalman:









)(ˆ)(ˆ
)](ˆ)([)]()(ˆ[)(ˆ

txty
tytytutt

C
LBxAx

trong đó  là nghiệm bán xác định dương của pt đại số Ricatti:

1 NRCL Tvới độ lợi ước lượng:
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01  
NN

TT QCRCAA 



Sơ đồ khối bộ điều khiển LQG liên tụcSơ đồ khối bộ điều khiển LQG liên tục
u(t) y(t)x(t)r(t) u(t) y(t)

)()()( tutt BAxx  x(t)
C

L +



r(t)

C )(ˆ tyB 
)(ˆ tx


+
++

A

KK

 
 Bộ lọc Kalman Bộ điều khiển LQR

)(ˆ)(* K








)(ˆ)(ˆ
))(ˆ)(()()(ˆ)(ˆ

tty
tytytutt

xC
LBxAx

1RCL T

)(ˆ)(* tt xKu 

PBRK T1
01   PBPBRQPAPA TT
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 NRCL 
01  

NN
TT QCRCAA 

0 PBPBRQPAPA



THÍ DỤ THIẾT KẾ THÍ DỤ THIẾT KẾ 
Ề Ể ỐỀ Ể ỐĐIỀU KHIỂN TỐI ƯUĐIỀU KHIỂN TỐI ƯU
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Đối tượng điều khiển: hệ con lắc ngượcĐối tượng điều khiển: hệ con lắc ngược

 Thông số hệ con lắc ngược Thông số hệ con lắc ngược
M =1.0 kg: troïng löôïng xe
m=0.1kg : troïng löôïng con laéc

à él = 1.0 m: chieàu daøi con laéc
u : löïc taùc ñoäng vaøo xe [N]
g : gia toác troïng tröôøng [m/s2]g g ï g g [ ]
x : vò trí xe [m]
 : goùc giöõa con laéc vaø phöông 

thaúng ñöùng [rad]thang ñöng [rad]

 Mô hình toán hệ con lắc ngược
2

2

2

)(cos
sincos)(sin




mmM
mgmlux






mlgmMu )sin(cos)(sin)(cos   
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lmMml
mlgmMu

)()(cos
)sin(cos)(sin)(cos

2 









PTTT phi tuyến của hệ con lắc ngượcPTTT phi tuyến của hệ con lắc ngược

 Đặt các biến trạng thái xxxxxx    Đặt các biến trạng thái xxxxxx  4321 ,,, 

 Phương trình trạng thái phi tuyến
























2
21111

2

1

)()(cos
)sin(cos)(sin)(cos

lmMxml
xxxmlxgmMxu

x

x
x
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2
21

4

1

3

2

sincos)(sin

)()(cos

xxmgxxmlu
x

lmMxml

x
x
x








 

 2
1

1121
4

)(cos
)(

xmmM
gx

 Yêu cầu: Thiết kế bộ điều khiển giữ cân bằng con lắc quanh vị Yêu cầu: Thiết kế bộ điều khiển giữ cân bằng con lắc quanh vị 
trí thẳng đứng
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PTTT tuyến tính của hệ con lắc ngượcPTTT tuyến tính của hệ con lắc ngược
 PTTT tuyến tính hóa quanh điểm cân bằng thẳng đứng (góc PTTT tuyến tính hóa quanh điểm cân bằng thẳng đứng (góc 

lệch  nhỏ hơn 100)

xMx 
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 Thay cụ thể thông số của hệ con lắc ngược: Thay cụ thể thông số của hệ con lắc ngược:
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BA
 44   



Thiết kế bộ điều khiển LQRThiết kế bộ điều khiển LQR
 Giả thiết: Giả thiết:

 Đặc tính động của hệ con lắc ngược có thể được mô tả
bởi hệ phương trình biến trạng thái tuyến tính. Điều này
hỉ đú khi ó lệ h  hỏchỉ đúng khi góc lệch  nhỏ.

 Hệ thống phản hồi trạng thái đầy đủ, nghĩa là có thể đo
được 4 biến trạng thái (góc lệch , vận tốc góc, vị trí xe x,
vận tốc xe )

 Không có nhiễu tác động vào hệ thống.
Thiết kế dù M tl b Thiết kế dùng Matlab:
 >> K = lqr(A,B,Q,R)
 Tùy theo độ lớn tương đối giữa trọng số Q và R mà hệ 

thống có đáp ứng quá độ và năng lượng tiêu tốn khác nhau.
 Muốn trạng thái đáp ứng nhanh tăng thành phần Q tương 
ứng
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ứng
 Muốn giảm năng lượng tăng R



Mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngượcMô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngược

15 January 2014 © H. T. Hoàng - ÐHBK TPHCM 127



Kết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngượcKết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngược
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Gó lệ h lắ

]410920001700910362034[ .  .  .  .= K

0 1 2 3 4 5 6
-5

Time [s]
Góc lệch con lắc 
được giữ cân bằng 
tốt, tuy nhiên vị trí xe 
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][y
dao động khá lớn



0

Kết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngượcKết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngược
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Tăng trọng số q33
(tương ứng với vị trí 
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]05141100010109122135670[ .  .  .  .= K

xe)  vị trí xe ít dao 
động hơn, tuy nhiên 
năng lượng tiêu tốn
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][năng lượng tiêu tốn 
tăng lên



Kết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngượcKết quả mô phỏng điều khiển LQR hệ con lắc ngược
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Khuyết điểm của bộ 
điều khiển LQR là 
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Time [s]

]05141100010109122135670[ .  .  .  .= K

nếu có nhiễu đo 
lường thì chất lượng 
điều khiển bị ảnh
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][điều khiển bị ảnh 
hưởng đáng kể



Thiết kế bộ điều khiển LQGThiết kế bộ điều khiển LQG
 Giả thiết: Giả thiết:

 Hệ thống hoạt động trong miền tuyến tính
 Giả sử chỉ đo được góc lệch và vị trí xeợ g ệ ị
 Có nhiễu tác động vào hệ thống. Nhiễu đo vị trí xe có

phương sai là 0.01; nhiễu đo góc lệch con lắc có phương
sai 0 001sai 0.001

 Dùng lọc Kalman để ước lượng trạng thái và lọc nhiễu

ế ế Thiết kế dùng Matlab:
 >> K = lqr(A,B,Q,R)
 >> L = lqe(A,G,C,QN,RN)        %G là ma trận đơn vịq ( , , ,Q , ) ậ ị
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Thiết kế bộ điều khiển LQGThiết kế bộ điều khiển LQG
 Bộ điều khiển LQR
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 Bộ điều khiển LQR














1000
010000

Q
]05141100010109122135670[ .   .   .   .= K
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 Bộ lọc Kalman
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01.00
0001.0

NR

(Do ta giả sử không có nhiễu hệ thống nên chọn Q rất bé Hai
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(Do ta giả sử không có nhiễu hệ thống nên chọn QN rất bé. Hai 
thành phần của RN chính là phương sai của nhiễu đo lường)



Mô phỏng điều khiển LQG hệ con lắc ngượcMô phỏng điều khiển LQG hệ con lắc ngược
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Kết quả mô phỏng điều khiển LQG hệ con lắc ngượcKết quả mô phỏng điều khiển LQG hệ con lắc ngược
1
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m
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0 1 2 3 4 5 6
-2

[m

10
 u

0 1 2 3 4 5 6
-10

0[N
]

Time [s]

Bộ lọc Kalman ước lượng trạng thái và lọc nhiễu, nhờ vậy mà 
đáp ứng của hệ thống điều khiển LQG tốt hơn LQR trong
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đáp ứng của hệ thống điều khiển LQG tốt hơn LQR trong 
trường hợp hệ thống có nhiễu



MỘT SỐ CÔNG THỨC CẦN NHỚMỘT SỐ CÔNG THỨC CẦN NHỚMỘT SỐ CÔNG THỨC CẦN NHỚMỘT SỐ CÔNG THỨC CẦN NHỚ
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Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1
 Phương trình vi phân bậc 1 đồng nhất : 0)()(  taxtx Phương trình vi phân bậc 1 đồng nhất : 0)()(  taxtx

 Nghiệm tổng quát: atCetx )(

 Hằng số C được xác định dựa vào điều kiện biên. 
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Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1 (tt)Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1 (tt)
 Phương trình vi phân bậc 1 không đồng nhất : Phương trình vi phân bậc 1 không đồng nhất : 

btaxtx  )()(

b
 Nghiệm tổng quát: 

ằ ố ề

a
bCetx at  )(

 Hằng số C được xác định dựa vào điều kiện biên. 
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Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1 (tt)Nghiệm của phương trình vi phân bậc 1 (tt)
 Phương trình vi phân bậc 1 không đồng nhất : Phương trình vi phân bậc 1 không đồng nhất : 

)()()()( tqtxtptx 

 Nghiệm tổng quát: 


)(

)()(
)(

t

Cdttqt
tx



 
 


dttp

et
)(

)(

 Hằng số C được xác định dựa vào điều kiện biên

trong đó: 

 Hằng số C được xác định dựa vào điều kiện biên. 
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Nghiệm của phương trình vi phân bậc 2Nghiệm của phương trình vi phân bậc 2
 Phương trình vi phân bậc 2 đồng nhất : 0)()()(  tcxtxbtxa  Phương trình vi phân bậc 2 đồng nhất : 0)()()(  tcxtxbtxa
 Nghiệm tổng quát: 

 Trường hợp 1: 042  acb
tptp eCeCtx 21

21)( 

 Trường hợp 1: 04  acb

với  )2/()(2,1 abp 

ptpt teCeCtx 21)( 

 Trường hợp 2: 042  acb

với  )2/( abp 

 Trường hợp 3: 042  acb

teCteCtx tt   cossin)( 21 

Với                         và  )2/( ab )2/( a
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 Hằng số C1 và C2  được xác định dựa vào điều kiện biên. 



Nghiệm của phương trình vi phân bậc 2Nghiệm của phương trình vi phân bậc 2
 Phương trình vi phân bậc 2 không đồng nhất : Phương trình vi phân bậc 2 không đồng nhất : 

dtcxtxbtxa  )()()( 

d
 Nghiệm tổng quát: 

c
dzx 

trong đó z(t) là nghiệm của phương trình vi phân đồng nhất:trong đó z(t) là nghiệm của phương trình vi phân đồng nhất: 

0)()()(  tcztzbtza 

 Hằng số C1 và C2  được xác định dựa vào điều kiện biên. 
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Nghiệm của phương trình trạng tháiNghiệm của phương trình trạng thái
 Phương trình vi phân bậc 1: )()()( tutt BAxx  Phương trình vi phân bậc 1: )()()( tutt BAxx 

trong đó: nTtxtxtxt x )]()()([)(
Điều kiện đầu: 00 )( xx t

trong đó: 
nn

n txtxtxt



A
x )](),...,(),([)( 21

 Nghiệm : 
t

dtttt )()()()()( B Nghiệm : 

 Trong đó: 

 
t

dutttt
0

)()()()()( 0  Bxx

tet A )(

 11 )()(   AIA set t LCách 1:

Cách 2:       1
1

2
210)( 

 n
n

t CCCCet AAAIA 

thay các trị riêng i của ma trận A (nghiệm của                          ) 0)det(  AI
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vào phương trình trên sẽ tính được các hệ số Ci 



Nghiệm của phương trình trạng thái (tt)Nghiệm của phương trình trạng thái (tt)
 Các trường hợp riêng của phương trình vi phân bậc 1:

 Nếu B=0: )()( tt Axx 
 Các trường hợp riêng của phương trình vi phân bậc 1: 

)()()()( )( 0ttA  )()()()( 0
)(

0
0 tettt tt xxx A

 Nếu u=1: BAxx  )()( tt Nếu u=1: BAxx  )()( tt

 
t

t

dtttt )()()()( 0  Bxx
t0
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Tổng kết chươngTổng kết chương

Sau khi học xong chương 3, sinh viên phải có khả năng:
 Giải bài toán tối ưu động không ràng buộc và có ràng buộc
 Thà h lậ á bài t á điề khiể tối độ Thành lập các bài toán điều khiển tối ưu động
 Giải bài toán tối ưu động liên tục dùng phương pháp biến 

phânphân
 Giải bài toán tối ưu rời rạc dùng phương pháp qui hoạch 
động

ế ế ề ể ề ể Thiết kế bộ điều khiển LQR, bộ lọc Kalman, bộ điều khiển 
LQG
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