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Mục đích nghiên cứu
Mục đích của luận văn này là trình bày sâu hơn sâu hơn về đa thức bất khả quy. Bên
cạnh một hệ thống lý thuyết tối thiểu cần thiết, luận văn đưa ra các dạng bài tập và một
số phương pháp khảo sát tính bất khả quy của đa thức.
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Bố cục của luận văn
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:

? Các phương pháp sơ cấp,
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:

? Các phương pháp sơ cấp,

? Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ số của đa thức,
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:

? Các phương pháp sơ cấp,

? Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ số của đa thức,

? Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của các hệ số của đa thức
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:

? Các phương pháp sơ cấp,

? Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ số của đa thức,

? Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của các hệ số của đa thức

? Phương pháp dựa vào các tính chất số học của các giá trị đa thức tại các giá trị
nguyên.
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Bố cục của luận văn
Luận văn bao gồm hai chương.

• Chương 1. Một số vấn đề cơ sở
Trong phần này chúng tôi chỉ chú trọng nêu những kiến thức cơ bản và các kết quả
mà trong chương 2 có nhiều ứng dụng.

• Chương 2. Một số phương pháp khảo sát tính bất
khả quy của đa thức.
Trong chương này, chúng tôi đưa ra bốn phương pháp cơ bản về khảo sát tính bất
khả quy của đa thức, đó là:

? Các phương pháp sơ cấp,

? Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ số của đa thức,

? Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của các hệ số của đa thức

? Phương pháp dựa vào các tính chất số học của các giá trị đa thức tại các giá trị
nguyên.

Sau các ví dụ minh họa cho từng phương pháp, chúng tôi đều có nêu một số bài tập
đề nghị.
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
1.1 Vành đa thức một biến
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
1.1 Vành đa thức một biến

1.1.1 Nghiệm của đa thức

1.1.2 Các phép toán trên đa thức

1.1.3 Các tính chất cơ bản

1.1.4 Ước, ước chung lớn nhất

1.1.5 Đa thức nguyên bản
1.1.6 Công thức nội suy Lagrange
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
1.1 Vành đa thức một biến

1.2. Đa thức khả quy, bất khả quy
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
1.1 Vành đa thức một biến

1.2. Đa thức khả quy, bất khả quy

• 1.2.1 Định nghĩa. Cho α 6= 0 là một phần tử không khả nghịch
của một miền nguyên D. Ta nói
i) α là một phần tử khả quy trên D nếu nó viết được dưới dạng tích
của hai phần tử không khả nghịch của D.
ii) α là một phần tử bất khả quy trên D nếu nó không phải là phần tử
khả quy.
Cho f(x) ∈ D[x]. Ta nói f(x) là khả quy (tương ứng bất khả quy)
trên D (hay trên D[x]) nếu nó là phần tử khả quy (tương ứng bất khả
quy).
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Chương 1: Một số vấn đề cơ sở
1.1 Vành đa thức một biến

1.2. Đa thức khả quy, bất khả quy

• 1.2.1 Định nghĩa. Cho α 6= 0 là một phần tử không khả nghịch
của một miền nguyên D. Ta nói
i) α là một phần tử khả quy trên D nếu nó viết được dưới dạng tích
của hai phần tử không khả nghịch của D.
ii) α là một phần tử bất khả quy trên D nếu nó không phải là phần tử
khả quy.
Cho f(x) ∈ D[x]. Ta nói f(x) là khả quy (tương ứng bất khả quy)
trên D (hay trên D[x]) nếu nó là phần tử khả quy (tương ứng bất khả
quy).

• 1.2.2 Nhận xét. Các phần tử khả nghịch trên D[x] là các đa thức
hằng f(x) ≡ α với α khả nghịch trên D. Từ đó suy ra
i) Đa thức f(x) ∈ Z[x] là bất khả quy trên Z (hay bất khả quy trên
Z[x] hay bất khả quy) nếu f(x) 6≡ 0,±1 và nếu f(x) = g(x)h(x),
với g(x) và h(x) ∈ Z[x] thì g(x) ≡ ±1 hoặc h(x) ≡ ±1.
ii) Đa thức f(x) ∈ Q[x] là bất khả quy trên Q (hay bất khả quy trên
Q[x]) nếu f(x) 6≡ C (với C là hằng số) và nếu f(x) = g(x)h(x),
với g(x), h(x) ∈ Q[x] thì degg(x) = 0 hoặc degh(x) = 0.
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein

• 2.2.2 Các đa giác Newton
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein

• 2.2.2 Các đa giác Newton

2.3 Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của
các hệ số của đa thức
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein

• 2.2.2 Các đa giác Newton

2.3 Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của
các hệ số của đa thức
Để so sánh các hệ số của đa thức và các giá trị đa thức, chúng tôi thường dùng bất đẳng

thức chứa dấu giá trị tuyệt đối. Trong số các ví dụ minh họa và bổ đề sau đây, chúng tôi

có chứng minh định lý Perron và đồng thời đưa ra một số bài toán ứng dụng của định lý

này.
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein

• 2.2.2 Các đa giác Newton

2.3 Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của
các hệ số của đa thức

2.4 Phương pháp dựa vào các tính chất số học của
các giá trị đa thức tại các giá trị nguyên
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Chương 2: Một số phương pháp
khảo sát tính bất khả quy của đa thức

2.1 Các phương pháp sơ cấp
Các phương pháp sơ cấp để khảo sát tính bất khả quy của đa thức phổ biến là: phương

pháp phản chứng, phương pháp hệ số bất định, xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Các

phương pháp này rất thích hợp cho học sinh phổ thông.

2.2 Phương pháp dựa vào tính chia hết của các hệ
số của đa thức

• 2.2.1 Tiêu chuẩn Eisenstein

• 2.2.2 Các đa giác Newton

2.3 Phương pháp dựa vào việc so sánh độ lớn của
các hệ số của đa thức

2.4 Phương pháp dựa vào các tính chất số học của
các giá trị đa thức tại các giá trị nguyên

• Với các phương pháp sơ cấp, chúng tôi đã đề cập đến việc khảo sát tính bất khả
quy bằng cách xét giá trị của đa thức tại một số điểm. Trong mục này, chúng tôi
tiếp tục phát triển phương pháp đó nhưng chủ yếu dựa vào các tính chất số học của
các giá trị đa thức tại các giá trị nguyên. Các ví dụ minh họa ở đây bao gồm các
kiến thức sơ cấp lẫn cao cấp.

http://www.qnuniv.vnn.vn


home

JJ

J

I

II

Back

FullSc

Close

Quit

Trang 4 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

http://www.qnuniv.vnn.vn


home

JJ

J

I

II

Back

FullSc

Close

Quit

Một số kết quả chính
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Một số kết quả chính
Luận văn đã trình bày một số vấn đề cơ sở và bốn phương pháp khảo

sát tính bất khả quy của đa thức.
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:

1. Trình bày một cách có hệ thống những khái niệm, cơ sở và các kết quả
cơ bản về các đa thức bất khả quy trên các vành số nguyên và các trường số
(chủ yếu là Q).
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:

1. Trình bày một cách có hệ thống những khái niệm, cơ sở và các kết quả
cơ bản về các đa thức bất khả quy trên các vành số nguyên và các trường số
(chủ yếu là Q).

2. Phân loại, đưa ra các phương pháp giải cùng các ví dụ minh họa và các
bài tập cho việc khảo sát tính bất khả quy bằng các phương pháp. Đặc biệt
phương pháp sử dụng tích chập của hai đa thức và phương pháp sử dụng các
đa giác Newton chưa có trong các sách tham khảo bằng tiếng Việt.
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:

1. Trình bày một cách có hệ thống những khái niệm, cơ sở và các kết quả
cơ bản về các đa thức bất khả quy trên các vành số nguyên và các trường số
(chủ yếu là Q).

2. Phân loại, đưa ra các phương pháp giải cùng các ví dụ minh họa và các
bài tập cho việc khảo sát tính bất khả quy bằng các phương pháp. Đặc biệt
phương pháp sử dụng tích chập của hai đa thức và phương pháp sử dụng các
đa giác Newton chưa có trong các sách tham khảo bằng tiếng Việt.

3. Từ cách nhìn mới, luận văn đưa ra các bài toán mới từ một số bài
toán thi học sinh giỏi, hoặc trên báo Toán học và Tuổi trẻ. Cụ thể như: các
Nhận xét 2.1.27, 2.4.6, Hệ quả 2.4.7; các Ví dụ 2.1.9, 2.1.12, 2.1.13, 2.1.17,
2.1.20, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.30, 2.1.32, 2.1.33, 2.2.4, 2.3.6, 2.3.7, 2.4.12 và
các Bài tập đề nghị như 2.4, 2.5, 2.6, 2.12, 2.14, 2.15, 2.17, 2.18.
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:

1. Trình bày một cách có hệ thống những khái niệm, cơ sở và các kết quả
cơ bản về các đa thức bất khả quy trên các vành số nguyên và các trường số
(chủ yếu là Q).

2. Phân loại, đưa ra các phương pháp giải cùng các ví dụ minh họa và các
bài tập cho việc khảo sát tính bất khả quy bằng các phương pháp. Đặc biệt
phương pháp sử dụng tích chập của hai đa thức và phương pháp sử dụng các
đa giác Newton chưa có trong các sách tham khảo bằng tiếng Việt.

3. Từ cách nhìn mới, luận văn đưa ra các bài toán mới từ một số bài
toán thi học sinh giỏi, hoặc trên báo Toán học và Tuổi trẻ. Cụ thể như: các
Nhận xét 2.1.27, 2.4.6, Hệ quả 2.4.7; các Ví dụ 2.1.9, 2.1.12, 2.1.13, 2.1.17,
2.1.20, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.30, 2.1.32, 2.1.33, 2.2.4, 2.3.6, 2.3.7, 2.4.12 và
các Bài tập đề nghị như 2.4, 2.5, 2.6, 2.12, 2.14, 2.15, 2.17, 2.18.

4. Giải và phân tích một số bài toán mới và khó trong [12] (tài liệu tham
khảo tiếng Anh này không trình bày lời giải). Đó là các ví dụ: 2.1.1, 2.2.3
(a, b), 2.2.11 và 2.4.10.
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Một số kết quả chính
• Những đóng góp chính của luận văn là:

1. Trình bày một cách có hệ thống những khái niệm, cơ sở và các kết quả
cơ bản về các đa thức bất khả quy trên các vành số nguyên và các trường số
(chủ yếu là Q).

2. Phân loại, đưa ra các phương pháp giải cùng các ví dụ minh họa và các
bài tập cho việc khảo sát tính bất khả quy bằng các phương pháp. Đặc biệt
phương pháp sử dụng tích chập của hai đa thức và phương pháp sử dụng các
đa giác Newton chưa có trong các sách tham khảo bằng tiếng Việt.

3. Từ cách nhìn mới, luận văn đưa ra các bài toán mới từ một số bài
toán thi học sinh giỏi, hoặc trên báo Toán học và Tuổi trẻ. Cụ thể như: các
Nhận xét 2.1.27, 2.4.6, Hệ quả 2.4.7; các Ví dụ 2.1.9, 2.1.12, 2.1.13, 2.1.17,
2.1.20, 2.1.24, 2.1.25, 2.1.30, 2.1.32, 2.1.33, 2.2.4, 2.3.6, 2.3.7, 2.4.12 và
các Bài tập đề nghị như 2.4, 2.5, 2.6, 2.12, 2.14, 2.15, 2.17, 2.18.

4. Giải và phân tích một số bài toán mới và khó trong [12] (tài liệu tham
khảo tiếng Anh này không trình bày lời giải). Đó là các ví dụ: 2.1.1, 2.2.3
(a, b), 2.2.11 và 2.4.10.

5. Chứng minh chi tiết một số định lí, bổ đề trong [12] mà các chứng
minh này chưa xuất hiện trong các tài liệu bằng tiếng Việt như: định lí
Perron (định lí 2.3.5), định lí Ore (định lí 2.4.4), ví dụ 2.4.3, các bổ đề
2.3.1, 2.3.2.
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Tích chập của hai đa thức
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Tích chập của hai đa thức

1.2.11 Định nghĩaCho f(x) =

n∑
i=0

aix
i, g(x) =

r∑
i=0

bix
i ∈

C[x] với anbr 6= 0. Tích chập của hai đa thức f(x) và g(x), kí hiệuR(f, g),
là một định thức của một ma trận vuông(n + r)× (n + r) vớir hàng đầu
bao gồm các hệ số của f(x), trong đó mỗi hàng trong các hàng này chứa
nhiều hơn một số 0 đứng đầu so với hàng trước nó và vớin hàng cuối bao
gồm các hệ số của g(x), trong đó mỗi hàng trong các hàng này chứa nhiều
hơn một số 0 đứng đầu so với hàng trước nó. Cụ thể, ta viết:
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1.2.13 Định lí.(Thuật toán tìm số nguyên tố p để đa thức f(x) là Eisenstein
liên kết với p)
Xét f(x) ∈ Z[x] có bậc > 2. Tính R(f, f ′).

• Nếu R(f, f ′) = 0 thì f(x) không phải là Eisenstein liên kết với bất
kì số nguyên tố nào.
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1.2.13 Định lí.(Thuật toán tìm số nguyên tố p để đa thức f(x) là Eisenstein
liên kết với p)
Xét f(x) ∈ Z[x] có bậc > 2. Tính R(f, f ′).

• Nếu R(f, f ′) = 0 thì f(x) không phải là Eisenstein liên kết với bất
kì số nguyên tố nào.

• Nếu R(f, f ′) 6= 0,
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1.2.13 Định lí.(Thuật toán tìm số nguyên tố p để đa thức f(x) là Eisenstein
liên kết với p)
Xét f(x) ∈ Z[x] có bậc > 2. Tính R(f, f ′).

• Nếu R(f, f ′) = 0 thì f(x) không phải là Eisenstein liên kết với bất
kì số nguyên tố nào.

• Nếu R(f, f ′) 6= 0,

? hãy tìm tất cả các ước nguyên tố của R(f, f ′).
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1.2.13 Định lí.(Thuật toán tìm số nguyên tố p để đa thức f(x) là Eisenstein
liên kết với p)
Xét f(x) ∈ Z[x] có bậc > 2. Tính R(f, f ′).

• Nếu R(f, f ′) = 0 thì f(x) không phải là Eisenstein liên kết với bất
kì số nguyên tố nào.

• Nếu R(f, f ′) 6= 0,

? hãy tìm tất cả các ước nguyên tố của R(f, f ′).

? Với mỗi số nguyên tố p là ước số của R(f, f ′), ta kiểm tra rằng
các phép tịnh tiến f(x+a), với a ∈ {0; 1; ...; p−1}, có phải là dạng
Eisenstein liên kết với p hay không?

?? Nếu có một số nguyên tố p và một số a như trên sao
cho f(x + a) là dạng Eisenstein liên kết với p thì f(x) là đa thức
Eisenstein.

?? Nếu không có số nguyên tố p và một số nguyên a như
trên nào để f(x + a) là dạng Eisenstein liên kết với p thì f(x) không
phải là đa thức Eisenstein liên kết với bất kì số nguyên tố nào.
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1.2.14 Định lí.Cho đa thức f(x) =
n∑

j=0

aix
i ∈ Z[x] với an 6= 0 và p

là một số nguyên tố. Nếu có một số nguyên a sao cho p | f(a) thì các
mệnh đề sau đây là đúng:
i) Nếu p2 | f(a) và n > 2 thì f(x) không là Eisenstein liên kết với
p;

ii) Nếuf(x) là Eisenstein liên kết với p và n > 2 thì p |
f (m)(a)

m!
với

mọi m ∈ {1; 2; ...; n− 1};
iii) Nếu f(x) là Eisenstein liên kết với p và n > 1 thì pn−1 |
R(f, f ′);
iv) Nếu f(x) là Eisenstein liên kết với p, n > 1 và p | n thì
pn | R(f, f ′).
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1.2.14 Định lí.Cho đa thức f(x) =

n∑
j=0

aix
i ∈ Z[x] với an 6= 0 và p

là một số nguyên tố. Nếu có một số nguyên a sao cho p | f(a) thì các
mệnh đề sau đây là đúng:
i) Nếu p2 | f(a) và n > 2 thì f(x) không là Eisenstein liên kết với
p;

ii) Nếuf(x) là Eisenstein liên kết với p và n > 2 thì p |
f (m)(a)

m!
với

mọi m ∈ {1; 2; ...; n− 1};
iii) Nếu f(x) là Eisenstein liên kết với p và n > 1 thì pn−1 |
R(f, f ′);
iv) Nếu f(x) là Eisenstein liên kết với p, n > 1 và p | n thì
pn | R(f, f ′).

2.2.3 Ví dụ. Với mỗi đa thức f(x) dưới đây, hãy xác định tất cả các số
nguyên tố p sao cho f(x) là đa thức Eisenstein liên kết với p.
a) f(x) = x3 + x2 − 2x− 1;
b) f(x) = x3 + x + 1;
c) f(x) = x4 + 2x− 1.
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Giải.
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Giải.
a) Với f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ta có f ′(x) = 3x2 + 2x− 2 và
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Giải.
a) Với f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ta có f ′(x) = 3x2 + 2x− 2 và
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Giải.
a) Với f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ta có f ′(x) = 3x2 + 2x− 2 và

Vì 7 là số nguyên tố nên ta chỉ xét đến số nguyên tố p = 7. Do
7 | f(2) và 7 | f ′(2) nên ta xét đa thức f(x+2) = x3+7x2+14x+7
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Giải.
a) Với f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ta có f ′(x) = 3x2 + 2x− 2 và

Vì 7 là số nguyên tố nên ta chỉ xét đến số nguyên tố p = 7. Do
7 | f(2) và 7 | f ′(2) nên ta xét đa thức f(x+2) = x3+7x2+14x+7

Vậy đa thức f(x+2) là dạng Eisenstein liên kết với 7. Suy ra f(x+2)

là bất khả quy trên Q và f(x) cũng vậy.
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Giải.
a) Với f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ta có f ′(x) = 3x2 + 2x− 2 và

Vì 7 là số nguyên tố nên ta chỉ xét đến số nguyên tố p = 7. Do
7 | f(2) và 7 | f ′(2) nên ta xét đa thức f(x+2) = x3+7x2+14x+7

Vậy đa thức f(x+2) là dạng Eisenstein liên kết với 7. Suy ra f(x+2)

là bất khả quy trên Q và f(x) cũng vậy.
Vì (x) = x3 + x2 − 2x− 1 là một đa thức nguyên bản nên nó sẽ bất
khả quy trên Z.
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Các đa giác Newton
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Các đa giác Newton

1.2.15 Định nghĩa. Cho đa thức f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ Z[x] với

a0an 6= 0 và p là một số nguyên tố. Với i ∈ {0; 1; ...; n}, ta đặt
xi = i và yi ∈ Z+ ∪ {0} ∪ {+∞} sao cho pyi | an−i, pyi+1 - an−i

nếu an−i 6= 0 và yi = +∞ nếu an−i = 0. Vì vậy ta có một tập hợp
điểm S = {(x0; y0); ...; (xn; yn)} trong mặt phẳng được mở rộng.
Ta xét các cạnh dưới dọc theo bao lồi của các điểm này thỏa mãn các
điều kiện sau:
i) Cạnh bên trái nhất có một điểm mút là (x0; y0) và cạnh bên phải
nhất có một điểm mút là (xn; yn);
ii) Các điểm mút của mọi cạnh đều thuộc tập S;
iii) Nếu (xi; yi) và (xj; yj) là hai điểm mút của một cạnh như vậy thì
mọi điểm (xu; yu), với i < u < j, nằm trên hoặc ở phía trên đường
thẳng đi qua hai điểm (xi; yi) và (xj; yj).
Đường đi được tạo thành bởi các cạnh này được gọi là đa giác Newton
của f(x) liên kết với p.
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Các đa giác Newton

1.2.15 Định nghĩa. Cho đa thức f(x) =

n∑
i=0

aix
i ∈ Z[x] với

a0an 6= 0 và p là một số nguyên tố. Với i ∈ {0; 1; ...; n}, ta đặt
xi = i và yi ∈ Z+ ∪ {0} ∪ {+∞} sao cho pyi | an−i, pyi+1 - an−i

nếu an−i 6= 0 và yi = +∞ nếu an−i = 0. Vì vậy ta có một tập hợp
điểm S = {(x0; y0); ...; (xn; yn)} trong mặt phẳng được mở rộng.
Ta xét các cạnh dưới dọc theo bao lồi của các điểm này thỏa mãn các
điều kiện sau:
i) Cạnh bên trái nhất có một điểm mút là (x0; y0) và cạnh bên phải
nhất có một điểm mút là (xn; yn);
ii) Các điểm mút của mọi cạnh đều thuộc tập S;
iii) Nếu (xi; yi) và (xj; yj) là hai điểm mút của một cạnh như vậy thì
mọi điểm (xu; yu), với i < u < j, nằm trên hoặc ở phía trên đường
thẳng đi qua hai điểm (xi; yi) và (xj; yj).
Đường đi được tạo thành bởi các cạnh này được gọi là đa giác Newton
của f(x) liên kết với p.

1.2.16 Nhận xét. Độ dốc (hay hệ số góc) của các cạnh luôn luôn tăng
thực sự khi tính từ cạnh bên trái nhất đến cạnh bên phải nhất.
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Ví dụ. Nếu f(x) = 2x6 + x4 + 2x2 + 4x + 4

(a6 = 2, a5 = 0, a4 = 1, a3 = 0, a2 = 2), thì đa giác Newton của
f(x) liên kết với 2 bao gồm hai cạnh, một cạnh từ (0; 1) đến (2; 0)

và cạnh kia từ (2; 0) đến (6; 2)
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Ví dụ. Nếu f(x) = 2x6 + x4 + 2x2 + 4x + 4

(a6 = 2, a5 = 0, a4 = 1, a3 = 0, a2 = 2), thì đa giác Newton của
f(x) liên kết với 2 bao gồm hai cạnh, một cạnh từ (0; 1) đến (2; 0)

và cạnh kia từ (2; 0) đến (6; 2)
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Đa giác Newton của tích hai đa giác
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1.2.17 Định lí (Định lí Dumas).
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1.2.17 Định lí (Định lí Dumas).
Cho g(x), h(x) ∈ Z[x] với g(0)h(0) 6= 0 và p là một số nguyên tố.
Cho k là một số nguyên không âm sao cho pk chia hết hệ số bậc cao
nhất của g(x)h(x) nhưng pk+1 thì không. Khi đó các cạnh của đa giác
Newton của g(x)h(x)liên kết với p có thể được tạo thành bằng cách
dựng đường đi của đa giác bắt đầu tại điểm (0; k) và tịnh tiến các cạnh
của đa giác Newton của g(x) và h(x) liên kết với p, cần tịnh tiến một
cách chính xác mỗi cạnh của các đa giác Newton tương ứng với g(x)

và h(x). Điều cần thiết là các cạnh được tịnh tiến như phương pháp
phải tạo thành đường đi của một đa giác với độ dốc tăng dần của các
cạnh.
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Ví dụ. Xét hai đa thức g(x) = x3 + 3x2 + 12x + 9 và h(x) =

2x2 + 9x + 3 và số nguyên tố p = 3.

Đa giác Newton của g(x) gồm hai cạnh, một cạnh với độ dốc
1

2
và

cạnh kia với độ dốc 1. Đa giác Newton của h(x) chỉ có một cạnh với

độ dốc
1

2
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Ví dụ. Xét hai đa thức g(x) = x3 + 3x2 + 12x + 9 và h(x) =

2x2 + 9x + 3 và số nguyên tố p = 3.

Đa giác Newton của g(x)h(x) = 2x5 + 15x4 + 54x3 + 135x2 +

117x + 27 gồm hai cạnh, một cạnh với độ dốc
1

2
và cạnh kia với

độ dốc 1 (việc tịnh tiến các cạnh của các đa giác Newton của g(x)

và h(x) với độ dốc
1

2
phải hợp lại thành một cạnh đơn trong đa giác

Newton của g(x)h(x)).
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Ví dụ. Xét hai đa thức g(x) = x3 + 3x2 + 12x + 9 và h(x) =

2x2 + 9x + 3 và số nguyên tố p = 3.
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Ví dụ. Xét hai đa thức g(x) = x3 + 3x2 + 12x + 9 và h(x) =

2x2 + 9x + 3 và số nguyên tố p = 3.
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1.2.19 Hệ quả Cho đa thức f(x) ∈ Z[x] có bậc n với f(0) 6= 0

và giả sử rằng có các đa thức g1(x), g2(x),..., gr(x) ∈ Z[x] (không
nhất thiết bất khả quy) sao cho f(x) = g1(x)g2(x)...gr(x). Cho p

là một số nguyên tố và các điểm (x,
0; y

,
0), (x

,
1; y

,
1), ..., (x

,
k; y

,
k) với

x,
0 = 0 < x,

1 < ... < x,
k = n là một danh sách đầy đủ các

điểm nguyên trên đa giác Newton của f(x) liên kết với p. Với j ∈
{0; 1; ...; k}, đặt bj = x,

j − x,
j−1. Khi đó tồn tại εi,j ∈ {0; 1}, trong

đó i ∈ {1; 2; ...; r} và j ∈ {1; 2; ...; k} sao cho với mỗi j, có một

và chỉ một i để εi,j = 1 và với mỗi i thì deggi(x) =
k∑

j=1

εi,jbj.

2.2.12 Ví dụ. Xét tính bất khả quy trên Z của đa thức f(x) = x6 +

24x5 + 12x3 − 18x + 36.
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Giải.
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Giải.
Ta có f(x) = x6 +24x5 +12x3−18x+36 = 2030x6 +2331x5 +

2231x3−2132x+2232. Đa giác Newton của f(x) liên kết với p = 2

có hai cạnh, một cạnh từ (0; 0) đến (5; 0) và cạnh kia từ (5; 0) đến
(6; 2).
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Giải.
Ta có f(x) = x6 +24x5 +12x3−18x+36 = 2030x6 +2331x5 +

2231x3−2132x+2232. Đa giác Newton của f(x) liên kết với p = 2

có hai cạnh, một cạnh từ (0; 0) đến (5; 0) và cạnh kia từ (5; 0) đến
(6; 2).
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Giải.
Ta có f(x) = x6 +24x5 +12x3−18x+36 = 2030x6 +2331x5 +

2231x3−2132x+2232. Đa giác Newton của f(x) liên kết với p = 2

có hai cạnh, một cạnh từ (0; 0) đến (5; 0) và cạnh kia từ (5; 0) đến
(6; 2).

Theo định lí Dumas, đa thức f(x) là bất khả quy trên Q hoặc f(x) là
tích của một đa thức tuyến tính và một đa thức bất khả quy trên Q có
bậc 5.
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Mặt khác, đa giác Newton của f(x) liên kết với 3 chỉ có một cạnh với

độ dốc
1

3
<

1

2
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Mặt khác, đa giác Newton của f(x) liên kết với 3 chỉ có một cạnh với

độ dốc
1

3
<

1

2
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Mặt khác, đa giác Newton của f(x) liên kết với 3 chỉ có một cạnh với

độ dốc
1

3
<

1

2

áp dụng bổ đề 2.2.9 với p = 3 ta suy ra f(x) không có một nhân tử
nào với bậc trong đoạn [1; 2].

http://www.qnuniv.vnn.vn


home

JJ

J

I

II

Back

FullSc

Close

Quit

Mặt khác, đa giác Newton của f(x) liên kết với 3 chỉ có một cạnh với

độ dốc
1

3
<

1

2

áp dụng bổ đề 2.2.9 với p = 3 ta suy ra f(x) không có một nhân tử
nào với bậc trong đoạn [1; 2].

Vậy đa thức f(x) là bất khả quy trên Q. Hơn nữa, do f(x) là một đa
thức nguyên bản nên nó bất khả quy trên Z.
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Tài liệu tham khảo
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1.2.3 Định lí. Cho f(x) ∈ Z[x]. Nếu f(x) bất khả quy trên Z[x] thì
f(x) bất khả quy trên Q[x]. Ngược lại, nếu f(x) bất khả quy trên
Q[x] và là đa thức nguyên bản thì f(x) bất khả quy trên Z[x].

1.2.4 Định lí. Mọi đa thức monic khác hằng thuộc F [x] đều có duy
nhất một cách phân tích thành tích của các đa thức monic bất khả quy
trong F [x] không kể đến thứ tự của các nhân tử.

1.2.5 Định lí. Cho f(x) ∈ R[x]. Khi đó, điều kiện cần và đủ để f(x)

bất khả quy trên R là degf = 1 hoặc f(x) là một đa thức bậc hai
không có nghiệm thực.

1.2.6 Nhận xét. Mọi đa thức có bậc > 2 trên C[x] đều khả quy trên C
và mọi đa thức trên R[x] với bậc lớn hơn 2 đều phân tích được thành
nhân tử bậc nhất và bậc hai nên cũng có thể coi là khả quy trên R. Vì
vậy, tính bất khả quy của đa thức thực chất chỉ có ý nghĩa trên Q và Z
hoặc trên L với L là tập con thực sự của R.

Trang 19 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

http://www.qnuniv.vnn.vn


home

JJ

J

I

II

Back

FullSc

Close

Quit

1.2.7 Định lí (Tiêu chuẩn Eisenstein) . Cho đa thức f(x) =

n∑
i=0

aix
i ∈

Z[x] với n là một số nguyên dương. Nếu tồn tại một số nguyên tố
p sao cho p - an, p | ai ∀i = 0, ..., n− 1 và p2 - a0, thì đa thức
f(x) là bất khả quy trên Q.

1.2.8 Định lí(Tiêu chuẩn Eisenstein mở rộng). Cho đa thức f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ Z[x] với an 6= 0 và n > 1. Giả sử tồn tại một số

nguyên tố p thỏa mãn p - an, ∃k ∈ Z, 0 6 k < n sao cho
p | ai ∀i = 0, 1, · · · , k và p2 - a0, thì đa thức f(x) phân tích
được thành tích của hai đa thức thuộc Z[x] với bậc của một trong
hai đa thức đó không nhỏ hơn k+1. Với k = n − 1 ta được tiêu
chuẩn Eisenstein quen biết.

1.2.9 Định nghĩa. Cho đa thức f(x) =

n∑
i=0

aix
i ∈ Z[x], với n là

một số nguyên dương và cho một số nguyên tố p.
Đa thức f(x) gọi là dạng Eisenstein liên kết với p nếu có một số
nguyên tố p sao cho p - an, p | aj ∀j = 0, ..., n− 1 và p2 - a0.
Đa thức f(x) gọi là Eisenstein (hay là Eisenstein liên kết với p)
nếu có một số nguyên a và một số nguyên tố p sao cho f(x + a)

là dạng Eisenstein liên kết với p.
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