
B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng

Phan Thanh Hçng

Bë mæn To¡n-�¤i håc TH�NG LONG

Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 1 / 102



Ph¦n V

X¡c su§t, bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
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Ph¦n V

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Nëi dung tr¼nh b y
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Kh¡i ni»m x¡c su§t

♣ X¡c su§t cõa mët sü ki»n l  sè �o kh£ n«ng x£y ra sü ki»n �â, gi¡ trà
n y l  mët sè thuëc �o¤n r0, 1s. X¡c su§t c ng g¦n 1 th¼ kh£ n«ng
x£y ra sü ki»n �â c ng lîn, x¡c su§t c ng g¦n 0 th¼ kh£ n«ng x£y ra
sü ki»n �â c ng nhä. X¡c su§t b¬ng 0 g¡n cho sü ki»n khæng bao gií
x£y ra. X¡c su§t b¬ng 1 �÷ñc g¡n cho sü ki»n ch­c ch­n x£y ra.
X¡c su§t x£y ra sü ki»n A kþ hi»u l  P pAq.
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Mët sè kh¡i ni»m cì b£n

♣ Ph²p thû l  mët qu¡ tr¼nh ho¤t �ëng m  k¸t qu£ khæng ch­c ch­n.
Qu¡ tr¼nh n y �÷ñc x¡c �ành sao cho méi l¦n l°p l¤i ph²p thû ch¿ mët
trong sè nhúng k¸t qu£ câ thº câ s³ x£y ra.

V½ dö:
1 Ph²p thû: tung mët �çng xu. C¡c k¸t qu£ câ thº câ cõa ph²p thû:

"m°t s§p" (kþ hi»u l  S), "m°t ngûa" (kþ hi»u l  N).
2 Ph²p thû: tung mët con xóc x­c v  quan s¡t sè ch§m cõa m°t tr¶n.

C¡c k¸t qu£ câ thº câ : 1,2,3,4,5,6.
3 Ph²p thû: Chån ng¨u nhi¶n 100 phö nú v  x²t sè ng÷íi m­c b»nh

lo¢ng x÷ìng. C¡c k¸t qu£ câ thº câ: 0,1,2,. . . ,100.
4 Ph²p thû: Quan s¡t sè xe m¡y �i qua c¦u trong thíi gian tø 7 �¸n 10

gií s¡ng. C¡c k¸t qu£ câ thº câ: 0,1,2, . . .
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p

�ành ngh¾a

Tªp hñp t§t c£ c¡c k¸t qu£ câ thº câ cõa mët ph²p thû �÷ñc gåi l  khæng
gian m¨u cõa ph²p thû �â. V  méi ph¦n tû cõa khæng gian m¨u �÷ñc gåi
l  mët bi¸n cè sì c§p.
Khæng gian m¨u �÷ñc kþ hi»u l  Ω.

V½ dö: Trong c¡c v½ dö nâi tr¶n khæng gian m¨u l¦n l÷ñt l 
1 Ω � tS,Nu
2 Ω � t1, 2, 3, 4, 5, 6u
3 Ω � t0, 1, 2, . . . , 100u
4 Ω � t0, 1, 2 . . . u
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Bi¸n cè

�ành ngh¾a

Mët bi¸n cè l  mët tªp con cõa khæng gian m¨u.

V½ dö:
1 X²t v½ dö tung con xóc x­c, A l  bi¸n cè: "sè ch§m cõa m°t tr¶n l 

sè ch®n". Th¼ A � t2, 4, 6u.
2 Gi£ sû mët gia �¼nh dü �ành sinh hai con, kþ hi»u T cho �ùa tr´ l 

con trai, G cho �ùa tr´ l  con g¡i. Ta câ khæng gian m¨u

Ω � tTT, TG,GT,GGu

Gåi B l  bi¸n cè "Gia �¼nh �â câ ½t nh§t mët con g¡i", th¼

B � tGT, TG,GGu
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Gåi B l  bi¸n cè "Gia �¼nh �â câ ½t nh§t mët con g¡i", th¼

B � tGT, TG,GGu
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Bi¸n cè

Chó þ:
N¸u mët bi¸n cè l  mët tªp réng th¼ nâ �÷ñc gåi l  bi¸n cè khæng thº câ.
N¸u mët bi¸n cè l  to n bë khæng gian m¨u th¼ nâ �÷ñc gåi l  bi¸n cè
ch­c ch­n.

�ành ngh¾a

Bi¸n cè sì c§p ω �÷ñc gåi l  thuªn lñi cho bi¸n cè A n¸u ω P A hay ω x£y
ra th¼ A x£y ra.
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Bi¸n cè
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t

�ành ngh¾a

Gi£ sû mët ph²p thû câ n k¸t qu£ câ thº câ v  c¡c k¸t qu£ n y câ kh£
n«ng x£y ra nh÷ nhau. Khi �â x¡c su§t cõa bi¸n cè A �÷ñc x¡c �ành

P pAq � Sè tr÷íng hñp thuªn lñi cho A

Têng sè tr÷íng hñp câ thº câ
� |A|
|Ω|
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t

V½ dö:
1 Trong ph²p thû tung �çng xu, gi£ thi¸t r¬ng �çng xu l  c¥n �èi v 

�çng ch§t. Khi �â kh£ n«ng xu§t hi»n m°t s§p v  m°t ngûa l  nh÷
nhau v  ta câ

P pSq � P pNq � 1
2
� 0.5

2 X²t ph²p thû rót mët c¥y b i tø bë b i tó lì khì. Khæng gian m¨u câ
52 bi¸n cè sì c§p vîi kh£ n«ng x£y ra nh÷ nhau. N¸u A l  bi¸n cè
"C¥y b i l§y ra l  mët c¥y K" th¼ x¡c su§t cõa bi¸n cè A l 

P pAq � 4
52
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t

Nhªn x²t:
1 Vi»c t½nh x¡c su§t cõa bi¸n cè A quy v· vi»c �¸m têng sè k¸t qu£ câ

thº x£y ra v  sè bi¸n cè sì c§p thuªn lñi cho A.
2 X¡c su§t cõa bi¸n cè khæng thº câ b¬ng 0, x¡c su§t cõa bi¸n cè ch­c

ch­n b¬ng 1.
V½ dö: L§y ng¨u nhi¶n hai c¥y b i tø bë b i 52 c¥y. T¼m x¡c su§t cõa
bi¸n cè A: "Hai c¥y b i l§y ra l  hai c¥y J"
Têng sè k¸t qu£ câ thº câ l  C2

52

Sè k¸t qu£ thuªn lñi cho A l  C2
4 .

Vªy P pAq � C2
4

C2
52

� 0.0045
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t
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�ành ngh¾a cê �iºn x¡c su§t
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�ành ngh¾a thèng k¶ v· x¡c su§t

�ành ngh¾a

Thüc hi»n mët ph²p thû nhi·u l¦n trong c¡c �i·u ki»n gièng nhau v  quan
s¡t sè l¦n x£y ra bi¸n cè A, t� sè

m

n
trong �â

n l  sè l¦n thüc hi»n ph²p thû

m l  sè l¦n x£y ra bi¸n cè A.

�÷ñc gåi l  t¦n su§t (t¦n sè t÷ìng �èi) xu§t hi»n cõa bi¸n cè A. Khi n �õ
lîn th¼ t� sè

m

n
ti¸n tîi mët gi¡ trà x¡c �ành, gi¡ trà n y �÷ñc gåi l  x¡c

su§t cõa bi¸n cè A.
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�ành ngh¾a thèng k¶ v· x¡c su§t

V½ dö: Thüc hi»n vi»c tung �çng xu 10, 100, 10000 l¦n th§y câ 6, 47,
5067 l¦n xu§t hi»n m°t s§p th¼ t¦n sè t÷ìng �èi cõa bi¸n cè S l¦n l÷ñt l 
6{10 � 0.6, 47{100 � 0.47, 5067{10000 � 0.5067.
Khi sè ph²p thû nhi·u l¶n ta th§y t¦n sè t÷ìng �èi cõa bi¸n cè S ti¸n tîi
gi¡ trà 0.5. V  ta �ành ngh¾a x¡c su§t P pSq � 0.5.

X¡c su§t cõa mët bi¸n cè �÷ñc t½nh x§p x¿ b¬ng t¦n su§t cõa bi¸n cè �â
khi thüc hi»n sè ph²p thû �õ lîn.
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X¡c su§t chõ quan

X¡c su§t chõ quan l  x¡c su§t �÷ñc x¡c �ành düa tr¶n kinh nghi»m, ph¡n
�o¡n trüc gi¡c hay n«ng lüc chuy¶n mæn.
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Bi¸n cè ph¦n bò

�ành ngh¾a

Cho A l  mët bi¸n cè, ph¦n bò cõa A l  bi¸n cè gçm t§t c£ nhúng bi¸n cè
sì c§p khæng thuªn lñi cho A. Kþ hi»u bi¸n cè ph¦n bò cõa A l  A. Nh÷
vªy P pĀq l  x¡c su§t �º A khæng x£y ra.
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Bi¸n cè ph¦n bò

Quy t­c ph¦n bò
Cho A l  mët bi¸n cè, x¡c su§t �º A khæng
x£y ra l 

P pAq � 1� P pAq

A

A
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Quy t­c ph¦n bò

V½ dö: Mët hëp câ 3 bi xanh v  4 bi �ä. L§y ng¨u nhi¶n hai vi¶n bi, t¼m
x¡c su§t �º câ ½t nh§t mët bi �ä.
Líi gi£i: Gåi A l  bi¸n cè "hai vi¶n bi l§y ra câ ½t nh§t mët bi �ä" th¼ Ā
l  bi¸n cè "hai vi¶n bi l§y ra khæng câ bi �ä".

Ta câ P pAq � C2
3

C2
7

� 0.143.

Vªy P pAq � 1� P pĀq � 0.857.
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Hñp v  giao cõa c¡c bi¸n cè

�ành ngh¾a

Cho A v  B l  hai bi¸n cè.
1 Hñp cõa A v  B l  bi¸n cè gçm nhúng bi¸n cè sì c§p thuëc A ho°c

thuëc B. Kþ hi»u AYB ho°c A�B. Khi �â P pAYBq l  x¡c su§t
�º A ho°c B x£y ra.

2 Giao cõa A v  B l  bi¸n cè gçm nhúng bi¸n cè sì c§p thuëc c£ A v 
B. Kþ hi»u AXB ho°c A �B. Khi �â P pAXBq l  x¡c su§t �º A v 
B �çng thíi x£y ra.
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Hñp v  giao cõa c¡c bi¸n cè

.

.A

.B

.A

.B
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Quy t­c cëng

Quy t­c cëng
Cho A v  B l  hai bi¸n cè. X¡c su§t �º A
ho°c B x£y ra l 

P pAYBq � P pAq � P pBq � P pAXBq A

B
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Quy t­c cëng

V½ dö: Rót ng¨u nhi¶n mët c¥y b i tø bë b i tó lì khì. T¼m x¡c su§t �º
l§y �÷ñc mët c¥y �t ho°c mët c¥y m u �en.
Líi gi£i: Gåi A l  bi¸n cè: "C¥y b i l§y ra l  mët c¥y �t",
v  B l  bi¸n cè: "C¥y b i l§y ra l  mët c¥y m u �en".
Ta c¦n t½nh P pAYBq.
Ta câ P pAq � 4

52
, P pBq � 26

52
, P pAXBq � 2

52
.

Theo quy t­c cëng

P pAYBq � P pAq � P pBq � P pAXBq � 4
52

� 26
53

� 2
52

� 28
52

� 0.538
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Quy t­c cëng
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Líi gi£i: Gåi A l  bi¸n cè: "C¥y b i l§y ra l  mët c¥y �t",
v  B l  bi¸n cè: "C¥y b i l§y ra l  mët c¥y m u �en".
Ta c¦n t½nh P pAYBq.
Ta câ P pAq � 4

52
, P pBq � 26

52
, P pAXBq � 2

52
.

Theo quy t­c cëng
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Hai bi¸n cè xung kh­c

�ành ngh¾a

Hai bi¸n cè A v  B �÷ñc gåi l  xung kh­c n¸u chóng khæng �çng thíi x£y
ra trong mët ph²p thû (hay AXB l  bi¸n cè khæng thº câ).

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 26 / 102



Hai bi¸n cè xung kh­c

Quy t­c cëng cho hai bi¸n cè xung kh­c
N¸u A v  B l  hai bi¸n cè xung kh­c, x¡c
su§t �º A ho°c B x£y ra l 

P pAYBq � P pAq � P pBq
A B

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 27 / 102



Hñp v  giao cõa nhi·u bi¸n cè

Cho A1, A2, . . . , An l  nhúng bi¸n cè
1 Hñp cõa A1, A2, . . . , An, kþ hi»u A1 YA2 Y � � � YAn hay
A1 �A2 � � � � �An l  bi¸n cè x£y ra khi ½t nh§t mët trong sè c¡c
bi¸n cè Ai x£y ra, i � 1, n

2 Giao cõa A1, A2, . . . , An, kþ hi»u A1 XA2 X � � � XAn hay
A1A2 . . . An l  bi¸n cè x£y ra khi t§t c£ c¡c bi¸n cè Ai, i � 1, n còng
x£y ra.

C¡c bi¸n cè A1, A2, . . . , An �÷ñc gåi l  �æi mët xung kh­c n¸u vîi måi
i � j, Ai , Aj xung kh­c.
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Hñp v  giao cõa nhi·u bi¸n cè
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Hñp v  giao cõa nhi·u bi¸n cè

.
.A1

.A2

.A3

.A1

.A2

.A3
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Quy t­c cëng cho n bi¸n cè xung kh­c

N¸u A1, A2, . . . , An �æi mët xung kh­c th¼

P pA1 YA2 Y � � � YAnq � P pA1q � P pA2q � � � � � P pAnq
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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X¡c su§t �i·u ki»n

�ành ngh¾a

X¡c su§t cõa bi¸n cè A �÷ñc t½nh vîi �i·u ki»n bi¸n cè B �¢ x£y ra gåi l 
x¡c su§t �i·u ki»n cõa A �èi vîi B. Kþ hi»u P pA|Bq (�åc l : x¡c su§t cõa
A tr¶n B)
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X¡c su§t �i·u ki»n

V½ dö: Trong mët hëp câ chùa 35 qu£ c¦u trong �â câ 10 qu£ c¦u tr­ng
câ v¤ch, 15 qu£ c¦u tr­ng câ ch§m, 6 qu£ c¦u xanh câ v¤ch, 4 qu£ c¦u
xanh câ ch§m. L§y ng¨u nhi¶n mët qu£ c¦u, t¼m x¡c su§t �º qu£ c¦u l§y
ra câ m u tr­ng bi¸t nâ câ ch§m.
Líi gi£i: Gåi T l  bi¸n cè "Qu£ c¦u l§y ra m u tr­ng",
C l  bi¸n cè "Qu£ c¦u l§y ra câ ch§m".
Ta c¦n t½nh x¡c su§t P pT |Cq.
Ta th§y câ t§t c£ 19 qu£ c¦u câ ch§m trong �â câ 15 qu£ c¦u tr­ng. Do
�â P pT |Cq � 15{19 � 0.789.

Ta công th§y P pT |Cq � 15{19 � 15{35
19{35

� P pT X Cq
P pCq .
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X¡c su§t �i·u ki»n

�ành ngh¾a

1 X¡c su§t �i·u ki»n cõa A bi¸t B �¢ x£y ra �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

P pA|Bq � P pAXBq
P pBq

(vîi gi£ thi¸t P pBq ¡ 0).
2 X¡c su§t �i·u ki»n cõa B bi¸t A �¢ x£y ra �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

P pB|Aq � P pAXBq
P pAq

(vîi gi£ thi¸t P pAq ¡ 0).
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X¡c su§t �i·u ki»n

Hai c¡ch t½nh P pABq
Cho A v  B l  hai bi¸n cè, th¼

P pAXBq � P pA|BqP pBq
� P pB|AqP pAq
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V½ dö

V½ dö: Trong mët cuëc kh£o s¡t v· n÷îc gi£i kh¡t, ng÷íi ta chån ng¨u
nhi¶n 1000 kh¡ch h ng v  häi xem hå th½ch lo¤i n o hìn giúa lo¤i Cola1
v  Cola2, giúa lo¤i n÷îc ngåt v  lo¤i n÷îc r§t ngåt. Tuy nhi¶n mët sè
thæng tin bà m§t ch¿ cán l¤i nhúng thæng tin sau �¥y:

1 68.3% kh¡ch h ng th½ch Cola1 hìn Cola2.
2 62% kh¡ch h ng th½ch lo¤i n÷îc ngåt hìn lo¤i r§t ngåt.
3 85% kh¡ch h ng trong sè nhúng ng÷íi th½ch n÷îc ngåt th¼ th½ch

Cola1 hìn Cola2.
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V½ dö
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V½ dö

Gi£ sû chån ng¨u nhi¶n mët ng÷íi trong sè 1000 kh¡ch h ng nâi tr¶n, v 
gåi c¡c bi¸n cè sau:
C1: "ng÷íi �÷ñc chån th½ch Cola1".
C2: "ng÷íi �÷ñc chån th½ch Cola2".
S: "ng÷íi �÷ñc chån th½ch n÷îc ngåt".
V : "ng÷íi �÷ñc chån th½ch n÷îc r§t ngåt".
Th¼ ta câ P pC1q � 0.683, P pSq � 0.62, P pC1|Sq � 0.85.
theo quy t­c tr¶n P pC1 X Sq � P pSqP pC1|Sq � 0.62� 0, 85 � 0.527.
Nh÷ v¥y câ 527 ng÷íi trong sè 1000 kh¡ch h ng vøa th½ch Cola1 vøa
th½ch �ç uèng ngåt.
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V½ dö
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V½ dö
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V½ dö
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V½ dö

Bi¸n cè S V Têng
C1 527 ? 683
C2 ? ? 317
Têng 620 380 1000
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V½ dö

T½nh nèt nhúng ph¦n cán thi¸u ta câ b£ng sau

Bi¸n cè S V Têng
C1 527 156 683
C2 93 224 317
Têng 620 380 1000
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Hai bi¸n cè �ëc lªp

�ành ngh¾a

Hai bi¸n cè A v  B �÷ñc gåi l  �ëc lªp n¸u v  ch¿ n¸u sü x£y ra hay khæng
cõa bi¸n cè n y khæng £nh h÷ðng �¸n x¡c su§t x£y ra cõa bi¸n cè kia v 
ng÷ñc l¤i, tùc l  P pA|Bq � P pAq (ho°c t÷ìng �÷ìng P pB|Aq � P pBq).
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Quy t­c nh¥n

Quy t­c nh¥n
N¸u A v  B l  hai bi¸n cè �ëc lªp th¼ P pAXBq � P pAqP pBq
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H» n bi¸n cè �ëc lªp

C¡c bi¸n cè A1, A2, . . . , An �÷ñc gåi l  �ëc lªp khi vi»c x£y ra cõa chóng
khæng £nh h÷ðng l¨n nhau.

Quy t­c nh¥n cho n bi¸n cè �ëc lªp
N¸u A1, A2, . . . , An l  c¡c bi¸n cè �ëc lªp th¼

P pA1A2 . . . Anq � P pA1qP pA2q . . . P pAnq
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Quy t­c nh¥n

V½ dö: Mët cì quan câ 3 æ tæ ho¤t �ëng �ëc lªp, trong mët ng y x¡c
su§t méi æ tæ bà häng t÷ìng ùng l  0.01, 0.02, 0.03. T¼m x¡c su§t �º
trong mët ng y câ �óng hai æ tæ bà häng.
Líi gi£i: Gåi Ai l  bi¸n cè "æ tæ thù i bà häng trong ng y", i � 1, 2, 3.
Bi¸n cè trong mët ng y câ �óng hai æ tæ bà häng l 
A � pA1A2A3q Y pA1A2A3q Y pA1A2A3q
Do A1, A2, A3 �ëc lªp n¶n

P pAq � P
�pA1A2A3q Y pA1A2A3q Y pA1A2A3q

�
� P pA1A2A3q � P pA1A2A3q � P pA1A2A3q
� P pA1qP pA2qP pA3q � P pA1qP pA2qP pA3q�
P pA1qP pA2qP pA3q
� 0.99� 0.02� 0.03� 0.01� 0.98� 0.03�
0.01� 0.02� 0.97
� 0.0011

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 43 / 102



Quy t­c nh¥n
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H» bi¸n cè �¦y �õ

�ành ngh¾a

H» bi¸n cè tA1, A2. . . . , Anu �÷ñc gåi l  h» bi¸n cè �¦y �õ n¸u chóng �æi
mët xung kh­c v  hñp cõa chóng l  bi¸n cè ch­c ch­n, tùc l 

1 A1 YA2 Y � � � YAn � Ω v 
2 Ai XAj � H @i � j

V½ dö:
1 H» tA,Au l  mët h» bi¸n cè �¦y �õ.
2 Mët hëp gçm ba lo¤i s£n ph©m. L§y ng¨u nhi¶n mët s£n ph©m. Gåi
Ai l  bi¸n cè s£n ph©m l§y ra thuëc lo¤i i. Th¼ tA1, A2, A3u l  mët
h» bi¸n cè �¦y �õ.
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Cæng thùc x¡c su§t �¦y �õ

�ành l½

(Cæng thùc x¡c su§t �¦y �õ)
Cho tA1, A2. . . . , Anu l  h» bi¸n cè �¦y �õ v  H l  mët bi¸n cè th¼

P pHq �
ņ

i�1

P pH|AiqP pAiq

� P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q � � � � � P pH|AnqP pAnq
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Cæng thùc x¡c su§t �¦y �õ

Chùng minh.

Do A1, A2. . . . , An �æi mët xung kh­c n¶n H XA1, H XA2, . . . ,H XAn
công �æi mët xung kh­c, m°t kh¡c

H � H X Ω � pH XA1q � pH XA2q � � � � � pH XAnq

Do �â

P pHq � P
�pH XA1q � pH XA2q � � � � � pH XAnq

�
� P pH XA1q � P pH XA2q � � � � � P pH XAnq
� P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q � � � � � P pH|AnqP pAnq
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V½ dö

V½ dö: Trong �i·u tra v· thà tr÷íng hay x¢ hëi håc câ nhúng c¥u häi t¸
nhà. Vîi nhúng c¥u häi nh÷ vªy mët sè ng÷íi khæng tr£ líi ho°c tr£ líi
khæng trung thüc. �º tr¡nh t¼nh tr¤ng n y ng÷íi ta dòng ph÷ìng ph¡p:
Gh²p mët c¥u häi t¸ nhà vîi mët c¥u häi b¼nh th÷íng. Ng÷íi �÷ñc häi s³
tung mët �çng xu, n¸u xu§t hi»n m°t ngûa th¼ tr£ líi c¥u häi n y cán xu§t
hi»n m°t s§p th¼ tr£ líi c¥u häi kia. Ng÷íi �÷ñc häi bi¸t r¬ng ng÷íi ta
khæng bi¸t m¼nh tr£ líi c¥u häi n o n¶n m¤nh d¤n tr£ líi �óng. C«n cù
v o x¡c su§t cõa c¥u häi b¼nh th÷íng ng÷íi ta s³ t½nh ra x¡c su§t li¶n
quan tîi c¥u häi t¸ nhà.
Ch¯ng h¤n vîi c°p c¥u häi:

1 Sè cuèi còng trong chùng minh th÷ cõa b¤n l  sè l´?
2 B¤n �¢ câ hìn mët ng÷íi y¶u tr÷îc khi lªp gia �¼nh?
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V½ dö

Ng÷íi �÷ñc häi s³ tung mët �çng xu n¸u xu§t hi»n m°t ngûa th¼ tr£ líi
c¥u häi �¦u, n¸u khæng th¼ tr£ líi c¥u sau. Ng÷íi ta th§y câ 32% c¥u tr£
líi l  �óng. T½nh t� l» sè ng÷íi tr£ líi c¥u sau tr£ líi �óng.
Líi gi£i: Gåi Ai l  bi¸n cè "ng÷íi �÷ñc häi tr£ líi c¥u häi i", i � 1, 2.
T l  bi¸n cè "ng÷íi �÷ñc häi tr£ líi �óng".
Ta câ P pT q � 0.32, P pA1q � P pA2q � 0.5, ngo i ra P pT |A1q � 0.5. Ta
c¦n t½nh P pT |A2q.
Do A1, A2 lªp th nh h» bi¸n cè �¦y �õ, theo cæng thùc x¡c su§t �¦y �õ
ta câ

P pT q �P pT |A1qP pA1q � P pT |A2qP pA2q (1)

� 0.5� 0.5� P pT |A2q � 0.5 � 0.32 (2)

Vªy P pT |A2q � p0.32� 0.25q{0.5 � 0.14.
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Cæng thùc Bayes

�ành l½

(Cæng thùc Bayes)
Cho tA1, A2, . . . , Anu l  h» bi¸n cè �¦y �õ v  H l  mët bi¸n cè th¼ vîi
i � 1, n

P pAi|Hq � P pH|AiqP pAiq
P pHq

� P pH|AiqP pAiq
P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q � � � � � P pH|AnqP pAnq

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 49 / 102



Cæng thùc Bayes

Chùng minh.

Theo quy t­c nh¥n P pH|AiqP pAiq � P pAi|HqP pHq n¶n

P pAi|Hq � P pH|AiqP pAiq
P pHq

M°t kh¡c theo cæng thùc x¡c su§t �¦y �õ
P pHq � P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q � � � � � P pH|AnqP pAnq.
N¶n ta công câ

P pAi|Hq � P pH|AiqP pAiq
P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q � � � � � P pH|AnqP pAnq
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V½ dö

V½ dö: Câ hai hëp �üng bâng, hëp 1 câ 6 qu£ bâng xanh v  8 qu£ bâng
v ng, hëp 2 câ 10 qu£ bâng xanh v  12 qu£ bâng v ng. L§y ng¨u nhi¶n
mët hëp, rçi tø �â l§y ra mët qu£ bâng th¼ �÷ñc bâng xanh. T¼m x¡c su§t
�º qu£ bâng l§y ra thuëc hëp 1.
Líi gi£i: Gåi Ai l  bi¸n cè "qu£ bâng l§y ra thuëc hëp i", i � 1, 2 v  X
l  bi¸n cè "qu£ bâng câ m u xanh".
Ta c¦n t½nh P pA1|Xq.
Theo cæng thùc Bayes

P pA1|Hq � P pH|A1qP pA1q
P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q

� 6{14� 0.5
6{14� 0.5� 10{22� 0.5

� 0.485

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 51 / 102



V½ dö

V½ dö: Câ hai hëp �üng bâng, hëp 1 câ 6 qu£ bâng xanh v  8 qu£ bâng
v ng, hëp 2 câ 10 qu£ bâng xanh v  12 qu£ bâng v ng. L§y ng¨u nhi¶n
mët hëp, rçi tø �â l§y ra mët qu£ bâng th¼ �÷ñc bâng xanh. T¼m x¡c su§t
�º qu£ bâng l§y ra thuëc hëp 1.
Líi gi£i: Gåi Ai l  bi¸n cè "qu£ bâng l§y ra thuëc hëp i", i � 1, 2 v  X
l  bi¸n cè "qu£ bâng câ m u xanh".
Ta c¦n t½nh P pA1|Xq.
Theo cæng thùc Bayes

P pA1|Hq � P pH|A1qP pA1q
P pH|A1qP pA1q � P pH|A2qP pA2q

� 6{14� 0.5
6{14� 0.5� 10{22� 0.5

� 0.485
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Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t

Bi¸n ng¨u nhi¶n �÷ñc sû döng �º mi¶u t£ nhúng m°t quan trång cõa c¡c
k¸t qu£ cõa ph²p thû. Ph¦n n y giîi thi»u hai lo¤i bi¸n ng¨u nhi¶n quan

trång l  bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c v  bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc.
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Bi¸n ng¨u nhi¶n

�ành ngh¾a

Mët bi¸n ng¨u nhi¶n l  mët h m sè thüc x¡c �ành tr¶n khæng gian m¨u
cõa ph²p thû, nh÷ vªy méi bi¸n cè sì c§p �÷ñc g¡n cho mët v  ch¿ mët sè
thüc.

V½ dö: X²t ph²p thû: tung hai �çng xu, kþ hi»u S l  tr÷íng hñp �çng xu
xu§t hi»n m°t s§p v  N l  tr÷íng hñp �çng xu xu§t bi»n m°t ngûa. Khæng
gian m¨u cõa ph²p thû l 

Ω � tSS, SN,NS,NNu

Gåi X l  �¤i l÷ñng ch¿ sè m°t ngûa xu§t hi»n trong ph²p thû, th¼ X câ
thº nhªn ba gi¡ trà: 0, 1, 2 tòy thuëc v o k¸t qu£ cõa ph²p thû.
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Bi¸n ng¨u nhi¶n

�ành ngh¾a

Mët bi¸n ng¨u nhi¶n l  mët h m sè thüc x¡c �ành tr¶n khæng gian m¨u
cõa ph²p thû, nh÷ vªy méi bi¸n cè sì c§p �÷ñc g¡n cho mët v  ch¿ mët sè
thüc.

V½ dö: X²t ph²p thû: tung hai �çng xu, kþ hi»u S l  tr÷íng hñp �çng xu
xu§t hi»n m°t s§p v  N l  tr÷íng hñp �çng xu xu§t bi»n m°t ngûa. Khæng
gian m¨u cõa ph²p thû l 

Ω � tSS, SN,NS,NNu

Gåi X l  �¤i l÷ñng ch¿ sè m°t ngûa xu§t hi»n trong ph²p thû, th¼ X câ
thº nhªn ba gi¡ trà: 0, 1, 2 tòy thuëc v o k¸t qu£ cõa ph²p thû.
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Bi¸n ng¨u nhi¶n

Bi¸n cè X

SS 0
SN 1
NS 1
NN 2

Theo �ành ngh¾a tr¶n X l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n x¡c �ành tr¶n Ω.
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Bi¸n ng¨u nhi¶n

Sau �¥y l  mët sè v½ dö kh¡c v· bi¸n ng¨u nhi¶n
V½ dö:

1 X l  sè kh¡ch h ng câ mua h ng trong cûa h ng trong sè 10 kh¡ch
h ng ti¸p theo.

2 X l  �iºm thi To¡n cì sð cõa mët sinh vi¶n �÷ñc chån ng¨u nhi¶n
trong lîp.

3 X l  sè ætæ qua c¦u trong mët ng y
4 X l  chi·u cao cõa mët ng÷íi tr÷ðng th nh.
5 X l  trång l÷ñng cõa mët qu£ t¡o trong v÷ín.
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Hai lo¤i bi¸n ng¨u nhi¶n

�ành ngh¾a

1 Bi¸n ng¨u nhi¶n �÷ñc gåi l  ríi r¤c n¸u tªp gi¡ trà cõa nâ l  húu h¤n
hay �¸m �÷ñc.

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n �÷ñc gåi l  li¶n töc n¸u tªp gi¡ trà cõa nâ câ thº l§p
�¦y mët kho£ng tr¶n tröc sè.
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

�ành ngh¾a

Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c X l  mët b£ng, mët �ç thà
hay mët cæng thùc cho bi¸t c¡c gi¡ trà m  X câ thº nhªn v  x¡c su§t
t÷ìng ùng.

Ta kþ hi»u x¡c su§t �º X nhªn gi¡ trà x l  pXpxq hay ppxq.
ppxq �÷ñc gåi l  h m ph¥n phèi x¡c su§t cõa X.
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

V½ dö: X²t v½ dö tung hai �çng xu nâi tr¶n, ta câ b£ng gi¡ trà cõa X
t÷ìng ùng vîi c¡c bi¸n cè nh÷ sau:
X Bi¸n cè X¡c su§t
0 SS 0.25
1 SN, NS 0.5
2 NN 0.25

V  ta câ b£ng ph¥n phèi x¡c su§t cõa X

X 0 1 2
ppxq 0.25 0.5 0.25
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

Ngo i ra ta câ thº dòng �ç thà sau biºu di¹n quy luªt ph¥n phèi cõa X

X

P
(x

)

−0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5
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T½nh ch§t cõa h m ph¥n phèi x¡c su§t cõa bnn ríi r¤c p(x)

T½nh ch§t

H m ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c ph£i thäa m¢n hai
t½nh ch§t

1 0 ¤ ppxq ¤ 1
2
°
x ppxq � 1
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Ký vång v  ph÷ìng sai cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

Gi£ sû ta thüc hi»n r§t nhi·u l¦n mët ph²p thû m  k¸t qu£ �÷ñc mæ t£
bði bi¸n ng¨u nhi¶nX v  ghi l¤i gi¡ trà m  X nhªn ùng vîi k¸t qu£ cõa
tøng l¦n �â. Khi �â ta câ mët têng thº gçm t§t c£ c¡c gi¡ trà quan s¡t
�÷ñc cõa bi¸n ng¨u nhi¶nX. Trung b¼nh cõa têng thº �â kþ hi»u l  µX
�÷ñc gåi l  ký vång cõa X hay trung b¼nh cõa X. Ph÷ìng sai cõa têng
thº �â , kþ hi»u l  σ2

X �÷ñc gåi l  ph÷ìng sai cõa X.
�èi vîi bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c cæng thùc t½nh ký vång nh÷ sau
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Ph÷ìng sai cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

M»nh �·

Ký vång hay trung b¼nh cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c cõa X l 

µx �
¸
x

xppxq

Ph÷ìng sai cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c cõa X l 

σ2
x �

¸
x

px� µXq2ppxq �
¸
x

x2ppxq � µ2
X

�ë l»ch chu©n cõa X, σX l  c«n bªc hai (sè håc) cõa ph÷ìng sai cõa X

σX �
a
σ2
x
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Ký vång v  ph÷ìng sai cõa bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c

V½ dö: Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ b£ng ph¥n phèi x¡c su§t nh÷ sau

X -1 0 3 4
ppxq 0.2 0.1 0.6 0.1

Ta câ µX � �1 � 0.2� 0 � 0.1� 3 � 0.6� 4 � 0.1 � 2
σ2
X � p�1q2 � 0.2� 02 � 0.1� 32 � 0.6� 42 � 0.1� 22 � 3.2
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

�ành ngh¾a

�÷íng fpxq l  ph¥n phèi x¡c su§t li¶n töc cõa bi¸n ng¨u nhi¶n (li¶n töc)
X hay cán gåi l  h m mªt �ë x¡c su§t cõa X, n¸u x¡c su§t �º X nhªn gi¡
trà trong kho£ng ra, bs l  di»n t½ch cõa h¼nh giîi h¤n bði �÷íng mªt �ë �â,
tröc ho nh v  hai �÷íng th¯ng vuæng gâc vîi tröc ho nh t¤i hai �iºm a, b.

Nhªn x²t:
1 X¡c su§t �º X nhªn gi¡ trà trong kho£ng ra, bs l 

P pa ¤ X ¤ bq �
» b
a
fpxqdx

2 X¡c su§t �º X nhªn mët gi¡ trà x n o �â b¬ng 0 P pX � xq � 0
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Ph¥n phèi x¡c su§t cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc

�ành ngh¾a

�÷íng fpxq l  ph¥n phèi x¡c su§t li¶n töc cõa bi¸n ng¨u nhi¶n (li¶n töc)
X hay cán gåi l  h m mªt �ë x¡c su§t cõa X, n¸u x¡c su§t �º X nhªn gi¡
trà trong kho£ng ra, bs l  di»n t½ch cõa h¼nh giîi h¤n bði �÷íng mªt �ë �â,
tröc ho nh v  hai �÷íng th¯ng vuæng gâc vîi tröc ho nh t¤i hai �iºm a, b.

Nhªn x²t:
1 X¡c su§t �º X nhªn gi¡ trà trong kho£ng ra, bs l 

P pa ¤ X ¤ bq �
» b
a
fpxqdx

2 X¡c su§t �º X nhªn mët gi¡ trà x n o �â b¬ng 0 P pX � xq � 0
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T½nh ch§t cõa ph¥n phèi x¡c su§t li¶n töc

T½nh ch§t

H m mªt �ë x¡c su§t fpxq cõa bi¸n ng¨u nhi¶n X thäa m¢n hai t½nh ch§t
sau

1 fpxq ¥ 0 vîi måi gi¡ trà cõa x
2 Di»n t½ch cõa mi·n n¬m giúa tröc ho nh v  �÷íng fpxq b¬ng 1.
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång

1 Ph¥n phèi nhà thùc
2 Ph¥n phèi Poisson
3 Ph¥n phèi �·u
4 Ph¥n phèi chu©n
5 Ph¥n phèi mô

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 68 / 102



Ph¥n phèi nhà thùc (Binominal Distribution)

Ph¥n phèi nhà thùc l  mët h m ph¥n phèi x¡c su§t ríi r¤c, câ nhi·u ùng
döng trong thüc t¸, nâ �÷ñc sû döng khi bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c ta quan
t¥m l  sè l¦n th nh cæng trong n l¦n thüc hi»n l°p l¤i mët ph²p thû gièng
h»t nhau.
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Ph¥n phèi nhà thùc

�ành ngh¾a

Ph²p thû nhà thùc l  ph²p thû câ c¡c �°c �iºm sau

Ph²p thû bao gçm n thû nghi»m gièng h»t nhau.

Méi thû nghi»m n y ch¿ câ k¸t qu£ l  "th nh cæng", "th§t b¤i".

X¡c su§t "th nh cæng" trong méi ph²p thû �·u l  p (v  x¡c su§t
"th§t b¤i" l  q � 1� p).

C¡c thû nghi»m l  �ëc lªp l¨n nhau (k¸t qu£ cõa thû nghi»m n y
khæng £nh h÷ðng tîi k¸t qu£ cõa thû nghi»m kh¡c).
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Ph¥n phèi nhà thùc

M»nh �·

N¸u gåi X l  bi¸n ng¨u nhi¶n x¡c �ành nh÷ sau
X � sè l¦n "th nh cæng" trong n thû nghi»m cõa ph²p thû nhà thùc
th¼ X �÷ñc gåi l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi nhà thùc (bi¸n ng¨u
nhi¶n nhà thùc), kþ hi»u X ∼ Bpn, pq v  x¡c su§t �º câ x l¦n th nh cæng
trong n thû nghi»m l 

P pX � xq � ppxq � Cxnp
xqn�x � n!

x!pn� xq!p
xqn�x
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Ph¥n phèi nhà thùc

V½ dö: Gi£ sû mët gia �¼nh dü �ành sinh 3 con, x¡c su§t sinh con g¡i
trong méi l¦n sinh l  0.51. Gåi X l  sè con g¡i trong gia �¼nh �â th¼ X l 
bi¸n ng¨u nhi¶n nhà thùc X ∼ Bp3, 0.51q.
Khi �â x¡c su§t �º gia �¼nh câ hai con g¡i l 

P pX � 2q � 3!
2!1!

0.5120.491 � 0.382

X¡c su§t �º gia �¼nh câ ½t nh§t mët con g¡i l 

P pX ¥ 1q � P pX � 1q � P pX � 2q � P pX � 3q � 0.88
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Ph¥n phèi nhà thùc
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Ph¥n phèi nhà thùc

M»nh �·

N¸u X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ph¥n phèi nhà thùc X ∼ Bpn, pq th¼

µX � np, σ2
X � npq, σX � ?

npq
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Ph¥n phèi nhà thùc (Binominal Distribition)

Cho X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ph¥n phèi nhà thùc Bpn, pq
dbinom(x,n,p): �º t½nh x¡c su§t P pX � xq
pbinom(x,n,p): �º t½nh x¡c su§t P pX ¤ xq
qbinom(α,n,p): cho bi¸t gi¡ trà x sao cho P pX ¤ xq � α
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Ph¥n phèi Poisson (Poisson Distribution)

�ành ngh¾a

X²t sè l¦n x£y ra mët sü ki»n trong mët kho£ng thíi gian nh§t �ành, v 
gi£ sû r¬ng

1 X¡c su§t x£y ra sü ki»n luæn b¬ng nhau trong nhúng kho£ng thíi gian
câ �ë d i nh÷ nhau

2 Sè sü ki»n x£y ra trong hai kho£ng thíi gian ríi nhau l  �ëc lªp.

Goà X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ch¿ sè l¦n sü ki»n x£y ra trong kho£ng thíi gian
�¢ x¡c �ành th¼ x¡c su§t �º câ x l¦n x£y ra sü ki»n l 

P pX � xq � e�λλx

x!

Trong �â λ l  sè l¦n x£y ra sü ki»n trung b¼nh trong kho£ng thíi gian nâi
tr¶n. Khi �â X �÷ñc gåi l  câ ph¥n phèi Poisson vîi tham sè λ, kþ hi»u
X ∼ P pλq.
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Ph¥n phèi Poisson

V½ dö: Gi£ sû trung b¼nh câ 5 kh¡ch h ng �¸n cõa h ng méi gií. Häi x¡c
su§t �º câ 3 kh¡ch h ng �¸n cûa h ng méi gií l  bao nhi¶u? X¡c su§t �º
câ ½t nh§t hai kh¡ch h ng �¸n cõa h ng trong váng 30 phót l  bao nhi¶u
bi¸t sè kh¡ch h ng �¸n cûa h ng méi tu¥n theo ph¥n phèi Poisson?
Líi gi£i: Gåi X l  sè kh¡ch h ng �¸n cûa h ng méi gií th¼ X ∼ P p5q.
X¡c su§t �º câ 3 kh¡ch h ng �¸n cûa h ng méi gií l 

P pX � 3q � e�553

3!
� 0.14

Gåi Y l  sè kh¡ch h ng �¸n cûa h ng trong 30 phót th¼ Y ∼ P p2.5q X¡c
su§t �º câ ½t nh§t 2 kh¡ch h ng �¸n cûa h ng trong 30 phót l 

P pY ¥ 2q � 1� P pY � 0q � P pY � 1q � 0.712
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Ph¥n phèi Poisson
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Ph¥n phèi Poisson
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H¼nh: Mët sè ph¥n phèi Poisson
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Ph¥n phèi Poisson

M»nh �·

Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n Poisson vîi tham sè λ th¼

µX � λ, σ2
X � λ, σX �

?
λ

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 79 / 102



Ph¥n phèi Poisson

Gi£ sû X ∼ P pλq
dpois(x,λ): t½nh x¡c su§t P pX � xq
ppois(x,λ): t½nh x¡c su§t P pX ¤ xq
qpois(α,λ): cho bi¸t x sao cho P pX ¤ xq � α
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Ph¥n phèi �·u (Uniform Distribution)

�ành ngh¾a

Cho a, b l  hai sè thüc vîi a   b, bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc X câ h m mªt
�ë d¤ng

fpxq �
$&
%

1
b� a

vîi a ¤ x ¤ b

0 trong nhúng tr÷íng hñp cán l¤i

th¼ X �÷ñc gåi l  câ ph¥n phèi �·u tr¶n �o¤n ra, bs, kþ hi»u X ∼ Upa, bq.
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Ph¥n phèi �·u

x

f(x)

a b

1

((b −− a))

c d

P(c<=X<=d)=  
d −− c

b −− a
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Ph¥n phèi �·u

M»nh �·

Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi �·u tr¶n �o¤n ra, bs th¼

µX � a� b

2
, σX � b� a?

12

v  P pc ¤ X ¤ dq � d� c

b� a
.
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Ph¥n phèi �·u

V½ dö: Gi£ sû thíi gian chí X cõa kh¡ch t¤i mët chi¸c thang m¡y cõa
kh¡ch s¤n câ ph¥n phèi �·u trong kho£ng thíi gian tø 0 �¸n 4 phót. T½nh
x¡c su§t �º mët kh¡ch h ng ph£i �ñi tr¶n 2.5 phót.
Líi gi£i: Ta câ a � 0, b � 4 v  h m mªt �ë cõa X l 

fpxq �
$&
%

1
4

vîi 0 ¤ x ¤ 4

0 trong nhúng tr÷íng hñp cán l¤i

X¡c su§t �º �º mët kh¡ch h ng ph£i �ñi tr¶n 2.5 phót:

P pX ¥ 2.5q � P p2.5 ¤ X ¤ 4q � 4� 2.5
4� 0

� 0.375
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Ph¥n phèi �·u

V½ dö: Gi£ sû thíi gian chí X cõa kh¡ch t¤i mët chi¸c thang m¡y cõa
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T½nh x¡c su§t cõa ph¥n phèi �·u trong R

Gi£ sû X ∼ Upa, bq
punif(x,a,b): t½nh x¡c su§t P pX ¤ xq
qunif(α,a,b): cho gi¡ trà x sao cho P pX ¤ xq � α
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Ph¥n phèi chu©n (Normal Distribution)

�ành ngh¾a

Bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc X �÷ñc gåi l  câ ph¥n phèi chu©n n¸u h m mªt
�ë câ d¤ng

fpxq � 1
σ
?

2π
e�

px�µq2

2σ2

Trong �â µ v  σ l  trung b¼nh v  �ë l»ch chu©n cõa têng thº c¡c gi¡ trà
quan s¡t �÷ñc cõa bi¸n ng¨u nhi¶nX, kþ hi»u X ∼ Npµ, σ2q.
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�nh h÷ðng cõa µ v  σ l¶n �÷íng ph¥n phèi chu©n

x

f((x))

µµ 1 µµ 2

Trung binh thay doi
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µµ
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Ph¥n phèi chu©n

N¸u X câ ph¥n phèi chu©n th¼ x¡c su§t �º X nhªn gi¡ trà trong mët
kho£ng ra, bs l  di»n t½ch h¼nh giîi h¤n bði �÷íng mªt �ë, tröc ho nh, v 
hai �÷íng th¯ng x � a, x � b.

x

f((x))

a b

P(a<X<b)
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Ph¥n phèi chu©n hâa

M»nh �·

N¸u X l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ v  �ë l»ch
chu©n σ th¼ bi¸n ng¨u nhi¶n sau

Z � X � µ

σ

câ ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh 0 v  �ë l»ch chu©n 1.
Mët ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh 0 v  �ë l»ch chu©n 1 �÷ñc gåi l 
ph¥n phèi chu©n hâa.
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C¡ch t½nh P pa   X   bq

Sû döng m»nh �· tr¶n ta câ thº t½nh x¡c su§t P pa   X   bq trong �â
X ∼ Npµ, σ2q b¬ng c¡ch tra b£ng ph¥n phèi chu©n.
V½ dö: Gi£ sû X ∼ Np6, 16q, T½nh P p5   X   6.5q
Líi gi£i: Ta câ
P p5   X   6.5q � P p5�6

4   X�6
4   6.5�6

4 q � P p�0.25   Z   0.13q �
P pZ   0.13q � P pZ   �0.25q Trong �â Z ∼ Np0, 1q.
Tra trong b£ng ùng vîi sè �0.25 ta �÷ñc P pZ   �0.25q0.4, ùng vîi sè
0.13 ta �÷ñc P pZ   0.13q � 0.552.
Vªy P p5   X   6.5q � 0.552� 0.4 � 0.152.
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C¡ch t½nh P pa   X   bq
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Mët v i nhªn x²t

Gi£ sû Z l  bi¸n ng¨u nhi¶n chu©n hâa. Do t½nh �èi xùng qua tröc tung
cõa �÷íng mªt �ë chu©n hâa n¶n

1 P pZ   zq � P pZ ¡ �zq
2 P pZ   0q � P pZ ¡ 0q � 0.5
3 P pZ   zq � 0.5� P p0   Z   zq vîi z l  mët sè d÷ìng
4 P pZ ¡ zq � 0.5� P p0 ¡ Z ¡ zq vîi z l  mët sè ¥m
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T½nh x¡c su§t cõa ph¥n phèi chu©n vîi R

Cho X ∼ Npµ, σ2q
pnorm(x,µ,σ): cho x¡c su§t P pX ¤ xq
qnorm(α,µ,σ): cho bi¸t gi¡ trà x �º P pX ¤ xq � α.
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Ph¥n phèi mô

�ành ngh¾a

Cho λ l  mët sè d÷ìng, bi¸n ng¨u nhi¶nX câ h m mªt �ë d¤ng

fpxq �
#
λe�λx vîi x ¥ 0
0 trong nhúng tr÷íng hñp cán l¤i

�÷ñc gåi l  bi¸n ng¨u nhi¶n câ ph¥n phèi mô, kþ hi»u X ∼ Epλq.
Hìn núa X câ trung b¼nh v  �ë l»ch chu©n

µX � 1
λ
, σX � 1

λ
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Ph¥n phèi mô (Exponential Distribution )

x

f(x) λ = 1
λ = 4
λ = 0.6
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Ph¥n phèi mô

M»nh �·

Gi£ sû X ∼ Epλq th¼
P pX   xq � 1� e�λx

P pa   X   bq � e�λa � e�λb
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Ph¥n phèi mô

f((x)) == λλe((−−λλx))

P(a<X<b) = e((−−λλa)) −− e((−−λλb))

a b
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Mèi li¶n h» giúa ph¥n phèi mô v  ph¥n phèi Poisson

N¸u sè l¦n xu§t hi»n cõa mët bi¸n cè trong mët kho£ng thíi gian cho
tr÷ñc tu¥n theo ph¥n phèi Poison vîi trung b¼nh λ th¼ kho£ng thíi gian
giúa hai l¦n xu§t hi»n bi¸n cè li¶n ti¸p tu¥n theo ph¥n phèi mô vîi trung
b¼nh 1{λ.
V½ dö: Gi£ sû t¤i mæt trung t¥m c§p cùu, sè b»nh nh¥n �¸n trong mët
ng y tu¥n theo ph¥n phèi Poisson câ trung b¼nh l  2 ng÷íi. T½nh x¡c su§t
�º kho£ng thíi gian giúa hai b»nh nh¥n �¸n ½t hìn 1/3 ng y.
Líi gi£i: Th¼ X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ch¿ thíi gian giúa hai b»nh nh¥n li¶n
ti¸p câ ph¥n phèi mô vîi trung b¼nh µX � 1{λ � 1{2 � 0.5 ng y.
Vªy x¡c su§t �º kho£ng thíi gian giúa hai b»nh nh¥n �¸n ½t hìn 1/3 ng y
l 

P pX   1{3q � 1� e�
1{3
0.5 � 1� e2{3 � 0.487
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T½nh x¡c su§t cõa ph¥n phèi mô b¬ng R

Cho X ∼ Epλq
pexp(x,λ): t½nh P pX ¤ xq
qexp(α,λ ): cho bi¸t gi¡ trà x sao cho P pX ¤ xq � α
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Nëi dung tr¼nh b y

1 X¡c su§t
Kh¡i ni»m x¡c su§t
Khæng gian m¨u, bi¸n cè sì c§p, bi¸n cè
�ành ngh¾a x¡c su§t
Mët sè quy t­c x¡c su§t cì b£n
X¡c su§t �i·u ki»n v  sü �ëc lªp

2 Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Bi¸n ng¨u nhi¶n v  quy luªt ph¥n phèi x¡c su§t
Mët sè ph¥n phèi lþ thuy¸t quan trång
Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ mët sè ph¥n phèi ríi r¤c
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Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ ph¥n phèi nhà thùc

Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ph¥n phèi nhà thùc X ∼ Bpn, pq. N¸u n, p
thäa m¢n �i·u ki»n np ¥ 5 v  nq ¥ 5 (q � 1� p) th¼ ph¥n phèi cõa X
�÷ñc x§p x¿ bði ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ � np, �ë l»ch chu©n
σ � ?

npq.
V½ dö: Gi£ sû X ∼ Bp50, 0.5q. Ta c¦n t½nh P pX � 24q.
Ta câ np � 50 � 0.5 � 25 ¥ 5 v  nq � 50 � 0.5 � 25 ¥ 5. N¶n câ thº x§p x¿
X bði ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ � 25 v  �ë l»ch chu©n
σ � ?

50 � 0.5 � 0.5 � 3.536.
Ta vi¸t l¤i P pX � 24q � P p23.5   X   24.5q
Chu©n hâa X ta �÷ñc P p23.5   X   24.5q � P p23.5�25

3.536   Z  
24.5�25
3.536 q � P p�0.42   Z   �0.14q � 0.11

Vªy P pX � 24q x§p x¿ b¬ng 0.11.

Phan Thanh Hçng (�H TH�NG LONG) B i gi£ng X¡c su§t Thèng k¶ v  ùng döng Ng y 13 th¡ng 4 n«m 2009 100 / 102



Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ ph¥n phèi nhà thùc

T÷ìng tü nh÷ vªy ta câ thº t½nh
P p20   X ¤ 30q � P p21 ¤ X ¤ 30q � P p20.5   X   30.5q
P pX ¤ 29q � P p�0.5   X   29.5q
P pX ¡ 35q � P p36 ¤ X ¤ 50q � P p35.5   X   50.5q
P p18   X   42q � P p19 ¤ X ¤ 41q � P p18.5   X   41.5q
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Ph¥n phèi chu©n x§p x¿ ph¥n phèi Poison

Gi£ sû X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ph¥n phèi Poisson vîi trung b¼nh λ. N¸u
λ ¥ 5 th¼ X �÷ñc x§p x¿ bði ph¥n phèi chu©n vîi trung b¼nh µ � λ v  �ë
l»ch chu©n σ � ?

λ.
V½ dö: T¤i mët nh  m¡y sè l¦n ngøng vi»c méi ng y v¼ m¡y mâc tröc
tr°c l  bi¸n ng¨u nhi¶nX câ ph¥n phèi Poisson câ trung b¼nh l  λ � 10.
T½nh x¡c su§t �º câ khæng qu¡ 8 l¦n ngøng vi»c v¼ häng m¡y trong mët
ng y l m vi»c b§t ký.

Ta c¦n t½nh P pX ¤ 8q � P pX   8.5q � P pZ   8.5� 10?
10

q � 0.318
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Bê sung-H m ph¥n phèi

�ành ngh¾a

Cho X l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n, h m ph¥n phèi x¡c su§t t½ch lôy cõa X kþ
hi»u FXpxq l  h m sè x¡c �ành tr¶n R nh÷ sau FXpxq � P pX ¤ xq,
x P R .

Chó þ:
1 N¸u X l  bi¸n ng¨u nhi¶n ríi r¤c vîi h m ph¥n phèi x¡c su§t ppxq th¼

FXpxq � P pX ¤ xq �
¸
t¤x

pptq

2 N¸u X l  bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi h m mªt �ë fpxq th¼

FXpxq � P pX ¤ xq �
» x
8
fptqdt
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Bê sung-Mët sè t½nh ch§t cõa ký vång v  ph÷ìng sai cõa
bi¸n ng¨u nhi¶n

�ành ngh¾a

Cho X v  Y l  hai bi¸n ng¨u nhi¶n , X v  Y gåi l  �ëc lªp n¸u vîi måi x,
y thuëc R , bi¸n cè X   x v  Y   y �ëc lªp.

M»nh �·

Cho X v  Y l  hai bi¸n ng¨u nhi¶n . Khi �â
1 vîi a, b P R , EpaX � bq � aEX � b, V paX � bq � a2V X

2 EpX � Y q � EX � EY

3 V pX � Y q � V X � V Y n¸u X, Y �ëc lªp
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