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TOÙM TAÉT 

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi trình baøy phöông phaùp soá phaân tích giôùi haïn ñeå ñaùnh 

giaù söùc chòu taûi vaø cô caáu tröôït cuûa neàn coâng trình. Neàn ñaát ñöôïc moâ hình theo tieâu 

chuaån deûo Mohn – Coulomb vôùi giaû thieát luaät chaûy deûo keát hôïp. Töø ñoù, caän treân cuûa taûi 

troïng giôùi haïn ñöôïc phoûng ñoaùn bôûi thuaät toaùn soá phaân tích giôùi haïn ñoäng hoïc. Phöông 

phaùp phaàn töû höõu haïn trôn döïa treân caïnh ES-FEM ñöôïc duøng ñeå xaáp xæ tröôøng chuyeån 

vò, vaø hieän töôïng locking seõ ñöôïc khöû. Baøi toaùn phaân tích giôùi haïn sau ñoù ñöôïc chuyeån 

veà daïng baøi toaùn toái öu toaùn hoïc maø chuùng ta coù theå giaûi duøng caùc thuaät toaùn toái öu 

tuyeán tính. Phöông thöùc soá maø chuùng toâi ñeà xuaát seõ ñöôïc aùp duïng ñeå giaûi baøi toaùn 

moùng noâng vaø keát quaû ñaït ñöôïc cho caùc baøi toaùn thöïc tieãn laø toát.  

Töø khoùa: phaân tích giôùi haïn, taûi troïng giôùi haïn 

* 

1. Giôùi thieäu 

Taûi troïng giôùi haïn cuûa neàn moùng noâng 

coâng trình coù theå phoûng ñoaùn theo coâng 

thöùc ñöôïc ñeà xuaát bôûi Terzaghi [1]. Tuy 

nhieân, ñoái vôùi neàn ñaát khoâng ñoàng nhaát vaø 

coù ñieàu kieän phöùc taïp thì coâng thöùc naøy seõ 

khoâng coøn phuø hôïp. Do ñoù, nhieàu thuaät 

toaùn soá döïa treân lí thuyeát phaân tích giôùi 

haïn caän treân vaø caän döôùi ñaõ ñöôïc ñeà xuaát 

[2-6]. Trong caùc giaûi thuaät soá naøy, tröôøng 

chuyeån vò hay öùng suaát seõ ñöôïc xaáp xæ rôøi 

raïc baèng phöông phaùp phaàn töû höõu haïn 

(PTHH); sau ñoù aùp duïng ñònh lí caän treân 

hoaëc caän döôùi ñeå phoûng ñoaùn taûi troïng giôùi 

haïn. Vì vieäc thieát laäp phaàn töû chuyeån vò laø 

töông ñoái deã daøng hôn so vôùi phaân töû caân 

baèng, neân phöông phaùp phaân tích giôùi haïn 

caän treân duøng phöông phaùp phaàn töû höõu 

haïn chuyeån vò ñöôïc quan taâm ñaùng keå, ñaëc 

bieät laø phaàn töû chuyeån vò baäc thaáp. Tuy 

nhieân, vaán ñeà phaùt sinh khi duøng loaïi phaàn 

töû naøy laø hieän töôïng “locking”, keát quaû tính 

toaùn soá khoâng hoäi tuï hoaëc hoäi tuï chaäm. 

Trong phaân tích giôùi haïn ñoäng hoïc, 

“locking” xaûy ra laø do ñieàu kieän chaûy deûo 

ñöôïc aùp ñaët. 
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Caùc giaûi phaùp ñeå khöû hieän töôïng 

locking ñaõ ñöôïc ñeà xuaát nhö laø (i) duøng 

phaàn töû chuyeån vò baäc cao [7]; (ii) duøng 

caùc phaàn töû baát lieân tuïc treân bieân [8]. 

Ñieåm chính cuûa caùc phöông phaùp naøy laø 

nhaèm taêng soá baäc töï do toång theå cuûa baøi 

toaùn, vì vaäy seõ giaûi quyeát ñöôïc vaán ñeà 

locking. Tuy nhieân, chi phí tính toaùn taêng 

leân nhieàu vaø vieäc taïo löôùi trong caùc 

phöông phaùp naøy laø töông ñoái phöùc taïp. 

Trong nghieân cöùu naøy, chuùng toâi duøng 

phöông phaùp PTHH trôn döïa treân caïnh 

ñeå xaáp xæ tröôøng chuyeån vò [9,10]. Khaùc 

vôùi phöông phaùp PTHH truyeàn thoáng, ôû 

ñaây tröôøng bieán daïng ñöôïc duøng laø tröôøng 

bieán daïng trung bình ñöôïc tính toaùn treân 

mieàn laøm trôn döïa treân caïnh. Vì tröôøng 

bieán daïng trôn naøy laø haèng soá treân mieàn 

laøm trôn, neân chuùng ta chæ caàn aùp ñaët 

ñieàu kieän chaûy deûo taïi moät ñieåm baát kì 

trong caùc mieàn trôn, trong khi ñaûm baûo 

ñieàu kieän naøy thoûa maõn moïi nôi. Do ñoù, 

hieän töôïng locking ñöôïc khöû vaø chi phí 

tính toaùn ñöôïc toái öu [11]. 

2. Phöông phaùp PTHH trôn döïa treân 

caïnh ES-FEM 

Trong phöông phaùp phaàn töû höõu haïn 

trôn döïa treân caïnh ES-FEM, ta chia mieàn   

  thaønh nhöõng mieàn "trôn" 
k

  con, 

ñöôïc ñònh nghóa: 

edN

k 1

  vaø 
i j    

vôùi i j  , trong ñoù 
ed

N  laø toång soá caïnh 

cuûa caùc phaàn töû. Caùc thaønh phaàn bieán daïng 

taïi moät ñieåm xc baát kì thu ñöôïc nhö sau: 

k

~

c c
(x ) (x) (x x )d



       (1)                         

Trong ñoù:   laø haøm laøm trôn, thoûa 

maõn ñieàu kieän ñôn vò:  

k

d 1


    

Trong tröôøng hôïp ñôn giaûn nhaát, haøm 

laøm trôn ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: 

(k )
k

c

k

1/ A ,x
(x x )

0,x


   


  (2)             

Trong ñoù:  

k

(k )A d


   laø dieän tích 

cuûa haøm trôn. 

Ñoái vôùi phaàn töû tam giaùc ba nuùt, 

mieàn trôn döïa treân caïnh k ñöôïc taïo ra 

baèng caùch keát noái hai ñaàu nuùt cuûa caïnh 

chung vôùi hai troïng taâm cuûa phaàn töû tam 

giaùc ñang xeùt vaø phaàn töû tam giaùc keà beân 

(hình 1). 

  

 

 

 

 

 

Hình 1: Phaân chia mieàn trôn 
k

 , 
m

  

Bieán daïng trung bình treân mieàn trôn 

k
  cuûa phaàn töû tam giaùc 3 nuùt ñöôïc ñònh 

nghóa nhö sau: 

( k )
e

k

N~
(k) i i
m m m m(k)

i 1

1
(x)d B d

A 

       (3)          

Trong ñoù:  

( k )
e

k

N

(k)
i

i 1

1
A d A

3 

     

laø dieän tích cuûa haøm trôn 
k

 . 

Vôùi 
(k)

e
N  laø soá phaàn töû coù chung caïnh 

k (
(k)

e
N 1  cho caïnh bieân, vaø 

(k)

e
N 2  

cho caïnh chung giöõa hai phaàn töû); 
i

A laø 

dieän tích cuûa phaàn töû thöù i coù chung caïnh k. 

Bieán daïng trung bình treân mieàn trôn 

k
 : 
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~
(h)
k k1 k1 k2 k2 k k

B d B d B d       (4) 

Ma traän tính bieán daïng vaø chuyeån vò 

i~

kjB  : 

kj kj~ ~

1,x n,x

i kj kj~ ~ ~

kj 1,y n,y

kj kj kj kj~ ~ ~ ~

1,y 1,x n,y n,x

N 0 ...N 0

B 0 N ...0 N

N N ...N N

 
 
 

  
 
 
 

(5) 

Vôùi: 

kj

kj~
i

I, I(k )

A
N N (x)n (x)d

3A
 



    (6) 

Trong ñoù 

kj~

I,N   laø caùc ma traän haøm 

daïng trôn. 

3. Coâng thöùc phaân tích giôùi haïn rôøi 

raïc döïa treân ES-FEM. 

3.1 Coâng thöùc phaân tích giôùi haïn 

caän treân 

Ta xem vaät theå cöùng - deûo tuyeät ñoái 

trong mieàn 
2  vôùi bieân  ,vôùi löïc 

theå tích g vaø löïc treân bieân t. Ñieàu kieän 

bieân raøng buoäc veà chuyeån vò 
u

  ñöôïc 

thieát laäp,
u t

   , 
u t

   . 

Theo lí thuyeát caän treân, keát caáu bò suïp ñoå 

khi vaø chæ khi toàn taïi tröôøng khaû dó ñoäng 

u U , sao cho: 

ij ij ext
i, j

(u)d W (u)


          (7) 

Hay 
p ext

D ( (u)) W (u)          (8) 

Vôùi 
p p

D ( (u)) d ( )d


           (9) 

 
t

T T
ext t

W (u) g ud t ud
 

         (10) 

  
ji

ij

j i

u1 u
(u)

2 x x

 
      

     (11) 

0 u ext
U {u:u u x ,W (u) 0}     (12) 

Goïi laø heä soá taûi troïng suïp ñoå cuûa löïc 

theå tích g vaø löïc treân bieân t gaây ra, khi 

ñoù tröôøng chuyeån vò khaû dó ñoäng u U   

0
p ext ext

D ( (u)) W (u) W (u)      (13) 

Vôùi 
0

ext
W (u)  laø coâng cuûa löïc theå tích 

g0 vaø löïc treân bieân t0 khoâng nhaân vôùi heä 

soá taûi troïng (tónh taûi). Do vaäy caän treân coù 

theå tìm ñöôïc thoâng qua baøi toaùn toái öu: 

0
p ext

minD ( (u)) W (u)     (14) 

Vôùi nhöõng raøng buoäc: 

0,

( ) 1

uu u

F u






 


 

   (15) 

3.2 Luaät chaûy deûo keát hôïp 

Tinh thaàn cuûa lí thuyeát caän treân 

trong phaân tích giôùi haïn laø tìm tröôøng 

khaû dó thöïc öùng vôùi nhöõng raøng buoäc veà 

maët cô hoïc. Moät trong nhöõng raøng buoäc 

ñoù laø phaûi thoûa luaät chaûy deûo keát hôïp, 

theå hieän moái lieân heä giöõa gia soá bieán 

daïng deûo khi traïng thaùi öùng suaát naèm 

treân maët phaù huûy, maø ôû ñaây trong baøi 

baùo naøy laø tieâu chuaån von Mises vaø Mohr 

– Coulomb. Ñoái vôùi baøi toaùn phaúng, luaät 

chaûy deûo keát hôïp ñöôïc vieát nhö sau: 

x

x

y

y

xy

xy

u F

x

v F

y

u v F

y x

 


 


 


 

 

 

 
 
 

 
 
 

   
   

   

    (16) 

Trong ñoù 0


 : laø heä soá toác ñoä gia 

taêng bieán daïng deûo. 
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Nhöõng phöông trình naøy keát hôïp vôùi 

ñieàu kieän bieân ta seõ thaønh laäp ñöôïc baøi 

toaùn toái öu cöïc tieåu vôùi haøm muïc tieâu laø 

naêng löôïng tieâu taùn deûo. Tröôøng bieán daïng 

khaû dó thöïc, öùng vôùi traïng thaùi tôùi haïn,  seõ 

tìm ñöôïc khi giaûi baøi toaùn toái öu hoùa. 

3.3 Tieâu chuaån beàn Mohr – Coulomb 

Tieâu chuaån beàn cuûa Mohr - Coulomb 

ñöôïc söû duïng raát roäng raõi trong cô hoïc 

ñaát, noù phuø hôïp vôùi traïng thaùi laøm vieäc 

coù thoaùt nöôùc cuûa ñaát.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2: Maët giôùi haïn cuûa Mohr - Coulomb trong khoâng gian öùng suaát 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp bieán daïng phaúng tieâu chuaån Mohr – Coulomb coù theå vieát nhö sau:  

2 2 2
x y xy x y

F ( ) (2 ) (2ccos ( )sin ) 0             (17) 

Trong ñoù: c laø löïc dính cuûa ñaát;   laø goùc ma saùt trong cuûa ñaát. 

Tieâu chuaån Mohr – Coulomb ñöôïc bieåu dieãn trong khoâng gian öùng suaát ñöôïc giôùi 

haïn bôûi 6 maët taïo thaønh hình choùp nhö hình 2. Ñeå thuaän tieän trong quaù trình söû duïng 

heä soá toác ñoä gia taêng bieán daïng deûo, khi aùp duïng luaät chaûy deûo cho töøng maët ta coù theå 

vieát theo daïng sau: 

k k x k y k xy
F A B C 2ccos 0             (18) 

Trong ñoù: 
k k

A cosa sin  , 
k k

B sin cosa  , 
k k

C 2sina , 
k

2 k
a

p


 , 

vôùi k = 1, 2, …, p. 

Vôùi p töông öùng vôùi soá heä soá toác ñoä gia taêng bieán daïng deûo caàn thieát cho tieâu chuaån 

Mohr – Coulomb trong khoâng gian öùng suaát. Theo ñeà nghò cuûa S.W. Sloan [1] thì p = 12 

laø ñuû chính xaùc ñeå theå hieän maët phaù huûy Mohr – Coulomb, tuy nhieân neáu p caøng lôùn thì 

seõ caøng chính xaùc. 

AÙp duïng luaät chaûy deûo keát hôïp (16) ñoái vôùi töøng caïnh ta ñöôïc: 
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1 1

1 1

1 1

k p k p

x k

k kx x

k p k p

y k

k ky y

k p k p

xy k

k kxy xy

u F F
A

x

v F F
B

y

u v F F
C

y x

   
 

   
 

   
 

    

 

    

 

    

 

  
   
  

  
   
  

    
     

    

 

 

 

  (19) 

 

Naêng löôïng tieâu taùn deûo cho töøng phaàn töû: 

( )
i

x y xyx y xy i
A

D dA     
  

        (20) 

Theá (2) vaøo (3) vaø keát hôïp vôùi (1) ta ñöôïc: 

1

2 cos
k p

i k

k

D A c 
 



           (21) 

Naêng löôïng tieâu taùn deûo cho toaøn mieàn quan taâm döïa treân ES-FEM ñöôïc vieát döôùi 

daïng: 

1 1

(2 cos )
k pNed

ES FEM

i k

i k

D A c 
 



 

          (22) 

Baøi toaùn toái öu hoùa cho bôûi (14) ñöôïc vieát laïi nhö sau: 

1 1

min (2 cos )
k pNed

i k
u C

i k

A c  
 




 

          (23) 

Raøng buoäc: 

0,

( ) 1

uu u

F u






 


 

 

4. Keát quaû tính toaùn soá 

Thuaät toaùn phaân tích giôùi haïn caän treân döïa treân phöông phaùp PTHH trôn döïa treân 

caïnh seõ ñöôïc aùp duïng ñeå phoûng ñoaùn taûi troïng giôùi haïn cuûa baøi toaùn moùng noâng bieán 

daïng phaúng nhö hình 3.  

  

 

 

 

 

Hình 3: Baøi toaùn moùng noâng - taûi troïng vaø hình hoïc 
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Lôøi giaûi giaûi tích ñöôïc ñeà xuaát bôûi 

Prandtl [12] cho baøi toaùn baùn khoâng gian 

cöùng-deûo laø 142.52     (vôùi c = 1, 

  = 0). Do tính ñoái xöùng neân chuùng ta 

chæ caàn giaûi moät nöõa moâ hình moùng. 

Hình chöõ nhaät coù B = 5, H = 2 ñöôïc xem 

laø moâ hình ñuû lôùn ñeå ñaûm baûo laø caùc 

phaàn töû treân bieân khoâng coù bieán daïng. 

Hieän töôïng “locking” seõ xaûy ra neáu 

chuùng ta duøng phaàn töû tam giaùc truyeàn 

thoâng T3. Tuy nhieân, khi aùp duïng phöông 

phaùp PTHH trôn ES-FEM thì hieän töôïng 

locking naøy ñöôïc khöû trong moâ hình 

Mohr - Coulomb. Heä soá taûi troïng giôùi haïn 

ñaït ñöôïc khi duøng caùc löôùi PTHH khaùc 

nhau ñöôïc trình baøy trong baûng 1. 

Baûng 1: Heä soá taûi troïng giôùi haïn cho caùc 

löôùi khaùc nhau 

Mô hình 
Số phần tử 

160 640 1440 

ES-FEM 5.427 5.314 5.277 

Errors (%) 5.5 3.3 2.6 

Töø baûng 1 ta thaáy raèng keát quaû tính 

toaùn thu ñöôïc vaãn coøn cao hôn keát quaû toát 

nhaát ñaït ñöôïc trong [8] vôùi vieäc duøng caùc 

ñöôøng baát lieân tuïc treân bieân phaàn töû (vieäc 

taïo löôùi cho loaïi phaàn töû baát lieân tuïc naøy 

raát phöùc taïp vì moät ñieåm ñöôïc coù theå xem 

laø caùc nuùt khaùc nhau). Tuy nhieân, do 

phöông phaùp ES-FEM duøng löôùi phaàn töû 

truyeàn thoáng neân vieäc taïo löôùi ñôn giaûn 

hôn. Hôn nöõa, keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây khi 

duøng chæ 160 phaàn töû ñeàu toát hôn taát caû 

keát quaû thu ñöôïc trong [8] (baûng 2) khi 

duøng phaàn töû T3 truyeàn thoáng vôùi kó 

thuaät tích phaân thieáu (reduced 

integration). 

Phaân boá naêng löôïng tieâu taùn cuõng 

ñöôïc theå hieän treân hình 4.  

  

 

 

 

 

Hình 4: Phaân boá naêng löôïng tieâu taùn deûo 

5. Keát luaän 

Phöông thöùc soá phaân tích giôùi haïn 

caän treân duøng phöông phaùp PTHH trôn 

döïa treân caïnh ES-FEM vaø toái öu toaùn hoïc 

tuyeán tính ñaõ ñöôïc ñeà xuaát vaø trình baøy 

trong baøi baùo naøy. Töø keát quaû tính toaùn 

ta thaáy raèng khi duøng phöông phaùp ES-

FEM ñeå xaáp xæ tröôøng chuyeån vò thì hieän 

töôïng locking ñöôïc khöû vaø keát quaû thu 

ñöôïc töông ñoái chính xaùc vôùi chi phí tính 

toaùn trung bình. Phöông phaùp phaân tích 

giôùi haïn soá giuùp chuùng ta phoûng ñoaùn 

töông ñoái chính xaùc taûi troïng phaù hoaïi 

cuõng nhö cô caáu tröôït cuûa neàn coâng trình. 

Tuy nhieân, ôû ñaây maët deûo Mohn – 

Coulomb ñöôïc theå hieän gaàn ñuùng phuï 

thuoäc vaøo thoâng soá p vaø soá löôïng ñieàu 

kieän raøng buoäc vaø soá bieán trong baøi toaùn 

toái öu laø raát lôùn, chaúng haïn khi duøng 

1440 phaàn töû thì soá ñieàu kieän raøng buoäc 

vaø soá bieán töông öùng leân ñeán 2456 vaø 

12487. Chuùng ta coù theå giaûi quyeát vaán ñeà 

naøy baèng caùch moâ taû chính xaùc maët deûo 
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vaø duøng kó thuaät toái öu noùn baäc hai 

(second-order cone programming), vaø giaûi 

phaùp naøy seõ ñöôïc trình baøy trong caùc 

nghieân cöùu tieáp theo. 
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ABSTRACT 

This paper presents a numerical limit analysis for evaluating the bearing capacity 

factor for a rigid surface footing is presented in this paper. The soil is modeled as a 

cohesion frictional Mohr–Coulomb material with an associated flow rule assumed. The 

upper bound on the collapse load is then estimated by means of numerical kinematic 

procedures. The edge-based smoothed finite element method (ES-FEM) is used to 

approximate the displacement field. The limit analysis problem can be then formulated 

in the form of an optimization problem which can be solved using linear programming 

techniques. The procedure is applied to the benchmark Punch problem and is found in 

practice to generate good upper-bound solution. 

Keywords: limit analysis, load limit 
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