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3.1 Định nghĩa bài toán đối ngẫu

Ví dụ 3.1. Có m loại nguyên liệu dự trữ dùng để sản xuất ra n loại sản
phẩm. Để làm ra một sản phẩm j cần aij nguyên liệu i cho như bảng
sau:

PPPPPPPPPNL

SP x1 x2 � � � xn NL dự trữ
1 2 � � � n

1 a11 a12 � � � a1n b1

2 a21 a22 � � � a2n b2

:::
:::

:::
:::

:::
:::

m am1 am2 � � � amn bm

Giá bán c1 c2 � � � cn

Trong đó, lượng nguyên liệu dự trữ thứ i là bi và giá bán mỗi sản phẩm
j là cj : Yêu cầu tìm số lượng sản phẩm x1; x2; : : : ; xn sao cho tổng doanh
thu lớn nhất.
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Giải. Tổng doanh thu lớn nhất

z D c1x1 C � � � C cnxn �max

Khi đó tổng lượng nguyên liệu loại 1 sử dụng phải nhỏ hơn hoặc bằng
b1; nghĩa là

a11x1 C � � � C a1nxn � b1

tương tự đối với nguyên liệu loại n

am1x1 C � � � C amnxn � bm

Vậy ta có bài toán tìm x1; : : : ; xn sao cho:

z D c1x1 C � � � C cnxn ! max
Với các ràng buộc

8

<̂

:̂

a11x1 C � � � C a1nxn � b1

:::
:::

:::

am1x1 C � � � C amnxn � bm

xj � 0; j D 1; 2; : : : ; n

Bài toán được viết dưới dạng ma trận

z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b (3.1)
x � 0

trong đó A 2Mm�n.R/Ib 2Mm�1.R/I c; x 2Mn�1.R/

Ví dụ 3.2. Với giả thiết giống như ví dụ 3.1, giả sử có một người muốn
mua lại toàn bộ nguyên liệu trên.

PPPPPPPPPNL

SP x1 x2 � � � xn NL dự trữ
1 2 � � � n

y1; 1 a11 a12 � � � a1n b1

y2; 2 a21 a22 � � � a2n b2

:::
:::

:::
:::

:::
:::

ym; m am1 am2 � � � amn bm

Giá bán c1 c2 � � � cn

Tìm giá bán nguyên liệu i; yi để:
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� Tổng giá trị người mua phải trả là nhỏ nhất.

� Người bán không bị thiệt.

Giải. Tổng giá trị người mua phải trả nhỏ nhất được thể hiện:

z
0

D b1y1 C � � � C bmym ! max

Khi sản xuất một sản phẩm 1, người ta cần a11 nguyên liệu 1, . . . , am1

nguyên liệu m:

� Khi bán nguyên liệu thì chủ sở hữu nhận được a11y1C� � �Cam1ym;

� Mặc khác cùng lượng nguyên liệu trên khi sản xuất ra sản phẩm
thì bán được với giá c1:

Vậy để người bán không bị thiệt khi bán nguyên liệu sản xuất sản phẩm
1 thì

a11y1 C � � � C am1ym � c1

Tương tự đối với sản phẩm n

a1ny1 C � � � C amnym � cn

Vậy bài toán tìm giá bán y1; : : : ; yn sao cho

z
0

D b1y1 C � � � C bmym ! min
Với các ràng buộc

8

<̂

:̂

a11y1 C � � � C am1ym � c1

:::
:::

:::

a1ny1 C � � � C amnyn � cn

yi � 0; i D 1; 2; : : : ; m

Bài toán được viết dưới dạng ma trận

z
0

D bT y! min
Với các ràng buộc

AT y � c (3.2)
y � 0

trong đó A 2Mm�n.R/Ib; y 2Mm�1.R/I c 2Mn�1.R/
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Định nghĩa 3.1 (Bài toán đối ngẫu). Bài toán 3.1 và 3.2 được gọi là các
bài toán đối ngẫu. Bài toán 3.1 gọi là bài toán gốc và bài toán 3.2 gọi là
bài toán đối ngẫu. Nghĩa là:

Bài toán gốc
z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b
x � 0

Bài toán đối ngẫu
z

0

D bT y! min
Với các ràng buộc

AT y � c
y � 0

Định lý 3.2. Bài toán đối ngẫu của bài toán đối ngẫu 3.2 là bài toán
gốc 3.1. Nghĩa là:

Bài toán gốc
z

0

D bT y! min
Với các ràng buộc

AT y � c (3.3)
y � 0

Bài toán đối ngẫu
z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b (3.4)
x � 0

Chứng minh. Bài toán 3.3 tương đương

� z
0

D �bT y! max
Với các ràng buộc

�AT y � �c (3.5)
y � 0

Theo định nghĩa, đối ngẫu của 3.5:

� z D �cT x! min
Với các ràng buộc

�.AT /T y � �b (3.6)
x � 0

tương đương với

z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b
x � 0
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3.1.1 Đối ngẫu của bài toán max

Định lý 3.3. Cho bài toán gốc có dạng chính tắc, bài toán gốc và đối
ngẫu tương ứng như sau.

Bài toán gốc
z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax D b (3.7)
x � 0

Bài toán đối ngẫu
z

0

D bT y! min
Với các ràng buộc

AT y � c (3.8)
y tùy ý

Chứng minh. Bài toán gốc 3.7 tương đương

z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b
�Ax � �b

x � 0

tương đương

z D cT x! max
Với các ràng buộc
�

A
�A

�

x �
�

b
�b

�

(3.9)

x � 0

Bài toán đối ngẫu của 3.10

z
0

D
�

bT j � bT
�

�

u
v

�

! min

Với các ràng buộc
�

AT j � AT
�

�

u
v

�

� c (3.10)

u � 0
v � 0

tuong đương

z
0

D bT .u � v/! min
Với các ràng buộc
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AT .u � v/ � c
u � 0
v � 0

Đặt y D u � v ta được kết quả

Định lý 3.4. Bài toán gốc

z D cT x! max
Với các ràng buộc

Ax � b (3.11)
x tùy ý

có bài toán đối ngẫu

z
0

D bT y! min
Với các ràng buộc

AT y D c (3.12)
y � 0

Chứng minh. Bài toán gốc 3.11 tương đương

� z D �cT x! min
Với các ràng buộc

�Ax � b (3.13)
x tùy ý

Theo định lý 3.3 và định lý 3.2, bài toán đối ngẫu của 3.13

� z
0

D �bT y! max
Với các ràng buộc

�AT y D �c
y � 0

tương đương

z
0

D bT y! min
Với các ràng buộc
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AT y D c
y � 0

Hai bài toán quy hoạch tuyến tính sau gọi là cặp bài toán đối ngẫu. Bài
toán 1 gọi là bài toán gốc, bài toán 2 gọi là bài toán đối ngẫu. Một ràng
buộc và điều kiện về biến trên cùng một dòng gọi là cặp ràng buộc
đối ngẫu.

Bài toán gốc (1) Bài toán đối ngẫu (2)
z D c1x1 C � � � C cnxn ! max z

0

D b1y1 C � � � C bmym ! min
ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn D bi yi 2 R

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj 2 R a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym D cj

Nhận xét. Quan sát cặp bài toán đối ngẫu trên ta có các nhận xét:

� Trong cặp bài toán đối ngẫu trên, hệ số của ràng buộc thứ i của
bài toán gốc trở thành hệ số của biến yi trong bài toán đối ngẫu.
Ngược lại, hệ số của xj trong bài toán gốc chính là hệ số của dòng
j trong bài toán đối ngẫu.

� Hệ số của hàm mục tiêu của bài toán gốc trở thành hệ số vế phải
của ràng buộc và ngược lại.

Ví dụ 3.3. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán gốc sau và cho biết các
cặp ràng buộc đối ngẫu

z D 2x1 C x2 � 8x3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

7x1 C 4x2 C 2x3 � 28

3x1 � x2 C 3x3 D 10

2x1 C 3x2 � x3 � 15

x1 � 0; x2 � 0

Giải. Bài toán gốc, đối ngẫu:

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
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z D 2x1 C x2 � 8x3 ! max z
0

D 28y1 C 10y2 C 15y3 ! min
7x1 C 4x2 C 2x3 � 28 y1 � 0

3x1 � x2 C 3x3 D 10 y2 2 R

2x1 C 3x2 � x3 � 15 y3 � 0

x1 � 0 7y1 C 3y2 C 2y3 � 2

x2 � 0 4y1 � y2 C 3y3 � 1

x3 2 R 2y1 C 3y2 � y3 D �8

Ví dụ 3.4. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán gốc sau và cho biết các
cặp ràng buộc đối ngẫu

z D 2x1 C 3x2 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

3x1 C 2x2 � 2

�x1 C 2x2 � 5

4x1 C x2 � 1

x1 � 0; x2 � 0

Giải. Bài toán gốc, đối ngẫu:

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
z D 2x1 C 3x2 ! max z

0

D 2y1 C 5y2 C y3 ! min
3x1 C 2x2 � 2 y1 � 0

�x1 C 2x2 � 5 y2 � 0

4x1 C x2 � 1 y3 � 0

x1 � 0 3y1 � y2 C 4y3 � 2

x2 � 0 2y1 C 2y2 C y3 � 3

3.1.2 Đối ngẫu của bài toán min

Bài toán gốc (1) Bài toán đối ngẫu (2)
z D c1x1 C � � � C cnxn ! min z

0

D b1y1 C � � � C bmym ! max
ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn D bi yi 2 R

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj 2 R a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym D cj
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Hai bài toán quy hoạch tuyến tính này gọi là cặp bài toán đối ngẫu. Bài
toán 1 gọi là bài toán gốc, bài toán 2 gọi là bài toán đối ngẫu. Một ràng
buộc và điều kiện về biến trên cùng một dòng gọi là cặp ràng buộc
đối ngẫu.

Ví dụ 3.5. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán gốc sau và cho biết các
cặp ràng buộc đối ngẫu

z D 4x1 C 3x2 � 7x3 C x4 � x5 ! min
Với các ràng buộc

8

ˆ̂
<

ˆ̂
:

12x1 C 5x2 � 3x5 � 5

x1 � x3 � 4x4 � 5x5 � �2

2x1 C x2 C x3 � 2x4 � 1

3x1 C 4x2 � 5x3 C x4 D 17

x1; x3 � 0I x2 2 RI x4; x5 � 0

Giải. Bài toán gốc, đối ngẫu:

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
z D 4x1 C 3x2 � 7x3 C x4 � x5 ! min z

0

D 5y1 � y2 C y3 C 17y4 ! min
12x1 C 5x2 � 3x5 � 5 y1 � 0

x1 � x3 � 4x4 � 5x5 � �2 y2 � 0

2x1 C x2 C x3 � 2x4 � 1 y3 � 0

3x1 C 4x2 � 5x3 C x4 D 17 y4 2 R

x1 � 0 12y1 C y2 C 2y3 C 3y4 � 4

x2 2 R 5y1 C y3 C 4y4 D 3

x3 � 0 �y2 C y3 � 5y4 � 1

x4 � 0 �4y2 � 2y3 C y4 � 1

x5 � 0 �y1 � 5y2 � �1

Các cặp ràng buộc trên cùng một dòng gọi là cặp ràng buộc đối ngẫu.

Ví dụ 3.6. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán gốc sau và giải bài toán
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đối ngẫu bằng phương pháp đơn hình

z D 10x1 C 8x2 C 19x3 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

x1 C x2 C x3 � 6

3x1 C 2x3 � 2

x1 C 2x2 C 5x3 � 5

x1; x2; x3 � 0

Giải. Bài toán gốc, bài toán đối ngẫu:

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
z D 10x1 C 8x2 C 19x3 ! min z

0

D 6y1 C 2y2 C 5y3 ! max
x1 C x2 C x3 � 6 y1 � 0

3x1 C 2x3 � 2 y2 � 0

x1 C 2x2 C 5x3 � 5 y3 � 0

x1 � 0 y1 C 3y2 C y3 � 10

x2 � 0 y1 C 2y2 C 2y3 � 8

x3 � 0 y1 C 2y2 C 5y3 � 19

Chuyển bài toán đối ngẫu sang dạng chính tắc

z
0

D 6y1 C 2y2 C 5y3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

y1 C 3y2 C y3 C y4 D 10

y1 C 2y2 C 2y3 C y5 D 8

y1 C 2y2 C 5y3 C y6 D 19

yi � 0; i D 1; : : : ; 6

Bảng đơn hình:

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

6 2 5 0 0 0
A4 0 10 1 3 1 1 0 0
A5 0 8 1 2 2 0 1 0
A6 0 19 1 2 5 0 0 1

-6 -2 -5 0 0 0
A4 0 2 0 1 -1 1 -1 0
A1 6 8 1 2 2 0 1 0
A6 0 11 0 0 3 0 -1 1

max � 0 10 7 0 6 0
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Mọi �j � 0 nên phương án hiện thời yT D .8I 0I 0/ là phương án tối ưu.
Giá trị hàm mục tiêu z

0

D 48:

Nhận xét. Bài toán quy hoạch tuyến tính gốc dạng

z D cT x! min
Với các ràng buộc

Ax � b
x � 0

trong đó c � 0 thì bài toán đối ngẫu có dạng chuẩn

z
0

D bT y! max
Với các ràng buộc

AT y � c
y � 0

giải trực tiếp bằng phương pháp đơn hình rất đơn giản.

Chú ý. Các phần sau, ta chỉ xét bài toán gốc dạng min :

3.2 Các định lý về đối ngẫu

Cho cặp bài toán gốc, đối ngẫu như sau:

Bài toán gốc (1) Bài toán đối ngẫu (2)
z D c1x1 C � � � C cnxn ! min z

0

D b1y1 C � � � C bmym ! max
ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi yi � 0

ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn D bi yi 2 R

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj � 0 a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj

xj 2 R a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym D cj

Định lý 3.5 (Đối ngẫu yếu). Nếu xT D .x1; : : : ; xn/ là phương án chấp
nhận được của bài toán gốc và yT D .y1; : : : ; yn/ là phương án chấp
nhận được của bài toán đối ngẫu thì

b1y1 C � � � C bmym � c1x1 C � � � C cnxn (3.14)

(Nghĩa là với cặp bài toán đối ngẫu, giá trị hàm mục tiêu của bài toán
min luôn lớn hơn hoặc bằng giá trị hàm mục tiêu của bài toán max.)
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Chứng minh. Ta đặt

ui D .ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi/yi � 0

vj D xj Œcj � .a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym/� � 0

suy ra

m
X

iD1

ui D

n
X

iD1

.ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi/yi � 0

n
X

j D1

vj D

n
X

j D1

xj Œcj � .a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym/� � 0

và

0 �

m
X

iD1

ui C

n
X

j D1

vj D .c1x1 C � � � C cnxn/ � .b1y1 C � � � C bmym/

Ta đã có điều cần chứng minh.

Hệ quả 3.6 (Dấu hiệu không có phương án chấp nhận được).

i. Nếu hàm mục tiêu của bài toán quy hoạch tuyến tính gốc không
giới nội dưới, thì bài toán đối ngẫu không có phương án chấp
nhận được.

ii. Nếu hàm mục tiêu của bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu
không giới nội trên, thì bài toán gốc không có phương án chấp
nhận được.

Chứng minh. Do sự tương tự ta chỉ chứng minh i). Giả sử bài toán
gốc không giới nội dưới tức tồn các phương án chấp nhận được xk D

.xk
1 ; : : : ; xk

n/ sao cho giá trị hàm mục tiêu

z D c1xk
1 C � � � C cnxk

n ! �1 khi k !1

Ta chứng minh bằng phản chứng, giả sử bài toán đối ngẫu có phương
án chấp nhận được yT D .y1; : : : ; ym/; theo định lý đối ngẫu yếu

b1y1 C � � � C bmym � c1xk
1 C � � � C cnxk

n với mọi xT D .xk
1 ; : : : ; xk

n/

Cho k !1 ta được điều vô lý

b1y1 C � � � C bmym � �1

Vậy ta đã có điều cần chứng minh.



3.2 Các định lý về đối ngẫu Trang 76

Hệ quả 3.7 (Dấu hiệu cặp phương án tối ưu). Cho NxT D . Nx1; : : : ; Nxn/ và
NyT D . Ny1; : : : ; Nym/ là phương án chấp nhận được tương ứng của bài toán
gốc và bài toán đối ngẫu. Nếu giá trị hàm mục tiêu của hai bài toán này
bằng nhau, nghĩa là

c1 Nx1 C � � � C cn Nxn D b1 Ny1 C � � � C bm Nym (3.15)

thì Nx và Ny là phương án tối ưu tương ứng của hai bài toán.

Chứng minh. Gọi NxT D . Nx1; : : : ; Nxn/ là một phương án chấp nhận được
bất kỳ của bài toán gốc. Theo định lý đối ngẫu yếu 3.5 ta có

c1 Nx1 C � � � C cn Nxn � b1 Ny1 C � � � C bm Nym � c1x1 C � � � C cnxn

suy ra NxT D . Nx1; : : : ; Nxn/ là phương án tối ưu của bài toán gốc. Chứng
minh tương tự ta có Ny là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu.

Định lý 3.8 (Đối ngẫu mạnh). Nếu một trong hai bài toán quy hoạch
tuyến tính gốc hoặc đối ngẫu có phương án tối ưu thì:

i. Bài toán quy hoạch kia cũng có phương án tối ưu.

ii. Giá trị hàm mục tiêu tối ưu của hai bài toán bằng nhau.

Chứng minh. Bài toán quy hoạch tuyến tính có nhiều dạng tương
đương, các bài toán đối ngẫu của dạng tương đương đó cũng là các dạng
tương đương. Các bài toán tương đương cũng có cùng giá trị tối ưu. Do
đó ta chỉ cần chứng minh định lý cho một trường hợp cụ thể

z D cTx! max
Với các ràng buộc

Ax D b
x � 0

Bài toán đối ngẫu có dạng

z
0

D bT y! max
Với các ràng buộc

AT y � c
y 2 R
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Giả sử phương án tối ưu Nx D . Nx1I : : : I Nxn/ của bài toán gốc có hệ vector
cơ sở liên kết B D fAk1

I : : : IAkm
g: Ta đặt

xB D .xk1
I : : : I xkm

/I cB D .ck1
I : : : I ckm

/IB D
�

Ak1

::: � � �
:::Akm

�

Các ràng buộc của bài toán đối ngẫu có dạng hAkj
Iyi � ckj

; j D 1; : : : ; n:

Với phương án Ny D
�

cB
�T B�1 ta có

hAkj
I Nyi D

�

cB
�T

B�1Akj
D

�

cB
�T

AB
kj
D �kj

C ckj
� ckj

; j D 1; : : : ; n

vì Nx là phương án tối ưu nên �kj
� 0; j D 1; : : : ; n: Do đó Ny là phương

án chấp nhận được của bài toán đối ngẫu. Ta lại có

z
0

D NyT b D Ny D
�

cB
�T

B�1b

chú ý xB là nghiệm của hệ BxB D b hay xB D B�1b D bB : Suy ra

z
0

D cBxB D cT Nx D z

Theo hệ quả 3.7 ta có Ny cũng là phương án tối ưu của bài toán đối
ngẫu.

Định lý 3.9 (Độ lệch bù). Giả sử x; y tương ứng là phương án chấp
nhận được của bài toán gốc, bài toán đối ngẫu. Khi đó x; y là tối ưu khi
và chỉ khi

.ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi/yi D 0 8i (3.16)
xj .a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym � cj / D 0 8j (3.17)

Chứng minh. Ta đặt

ui D .ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi/yi � 0

vj D xj Œcj � .a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym/� � 0

Suy ra

m
X

iD1

ui D

n
X

iD1

.ai1x1 C ai2x2 C � � � C ainxn � bi/yi � 0

n
X

j D1

vj D

n
X

j D1

xj Œcj � .a1j y1 C a2j y2 C � � � C amj ym/� � 0
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và

0 �

m
X

iD1

ui C

n
X

j D1

vj D .c1x1 C � � � C cnxn/ � .b1y1 C � � � C bmym/

Theo định lý đối ngẫu mạnh, nếu xT D .x1; : : : ; xn/ và yT D .y1; : : : ; ym/

là phương án tối ưu của bài toán gốc và bài toán đối ngẫu thì

.c1x1 C � � � C cnxn/ D .b1y1 C � � � C bmym/:

Do đó ui D vj D 0 với mọi i; j: Ngược lại nếu ui D vj D 0 với mọi i; j thì

.c1x1 C � � � C cnxn/ D .b1y1 C � � � C bmym/:

Theo hệ quả 3.7 thì x và y cũng là phương án tối ưu.

Ví dụ 3.7. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 4x1 C 3x2 C 8x3 ! min
Với các ràng buộc

�

x1 C x3 D 2

x2 C 2x3 D 5

xj � 0; j D 1; 2; 3

có phương án tối ưu của bài toán gốc là xT D .0I 1I 2/: Hãy tìm phương
án tối ưu của bài toán đối ngẫu.

Giải. Viết bài toán đối ngẫu

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu

z D 4x1 C 3x2 C 8x3 ! min z
0

D 2y1 C 5y2 ! max
x1 C x3 D 2 y1 tùy ý
x2 C 2x3 D 5 y2 tùy ý

x1 � 0 y1 � 4

x2 � 0 y2 � 3

x3 � 0 y1 C 2y2 � 8
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Theo định lý độ lệch bù:
8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

.x1 C x3 � 2/y1 D 0

.x2 C 2x3 � 5/y2 D 0

x1.y1 � 4/ D 0

x2.y2 � 3/ D 0

x3.y1 C 2y2 � 8/ D 0

thay x1 D 0I x2 D 1I x3 D 2 vào hệ trên ta được
(

y2 � 3 D 0

y1 C 2y2 � 8 D 0

Giải hệ ta được y1 D 2; y2 D 3: Vậy phương án tối ưu của bài toán đối
ngẫu là yT D .2I 3/:

Ví dụ 3.8. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính
z D �4x1 C 9x2 C 16x3 � 8x4 � 20x5 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

5x1 C 4x2 � x3 C 3x4 C x5 � 5

�x1 C 2x2 C 4x3 � 2x4 � 5x5 � �9

�x1 � 2x2 � x3 C 2x4 C 3x5 D 2

x1; x2; x3 � 0

a. Phát biểu bài toán đối ngẫu của bài toán trên.
b. Kiểm tra tính tối ưu của phương án xT D .2I 0I 1I �2I 3/:

Chú ý. Trong ví dụ này ta không dùng được dấu hiệu tối ưu trong
chương 2 để kiểm tra tính tối ưu của phương án vì trong phương án có
x4; x5 2 R:

Giải.

a. Bài toán đối ngẫu

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu

z D �4x1 C 9x2 C 16x3 � 8x4 � 20x5 ! min z
0

D 5y1 � 9y2 C 2y3 ! max
5x1 C 4x2 � x3 C 3x4 C x5 � 5 y1 � 0

�x1 C 2x2 C 4x3 � 2x4 � 5x5 � �9 y2 � 0

�x1 � 2x2 � x3 C 2x4 C 3x5 D 2 y3 2 R

x1 � 0 5y1 � y2 � y3 � �4
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x2 � 0 4y1 C 2y2 � 2y3 � 9

x3 � 0 �y1 C 4y2 � y3 � 16

x4 2 R 3y1 � 2y2 C 2y3 D �8

x5 2 R y1 � 5y2 C 3y3 D �20

Bài toán được viết lại:

z
0

D 5y1 � 9y2 C 2y3 ! max
Với các ràng buộc

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
:

5y1 � y2 � y3 � �4

4y1 C 2y2 � 2y3 � 9

�y1 C 4y2 � y3 � 16

3y1 � 2y2 C 2y3 D �8

y1 � 5y2 C 3y3 D �20

y1; y2 � 0

b. Kiểm tra tính tối ưu của xT D .2I 0I 1I �2I 3/: Sử dụng định lý độ lệch
bù ta được

8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂

<̂

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂

:̂

.5x1 C 4x2 � x3 C 3x4 C x5 � 5/y1 D 0

.�x1 C 2x2 C 4x3 � 2x4 � 5x5 C 9/y2 D 0

.�x1 � 2x2 � x3 C 2x4 C 3x5 � 2/y3 D 0

.5y1 � y2 � y3 C 4/x1 D 0

.4y1 C 2y2 � 2y3 � 9/x2 D 0

.�y1 C 4y2 � y3 � 16/x3 D 0

.3y1 � 2y2 C 2y3 C 8/x4 D 0

.y1 � 5y2 C 3y3 C 20/x5 D 0

và thay x vào hệ ta được
8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

y1 D 0

.5y1 � y2 � y3 C 4/ D 0

.�y1 C 4y2 � y3 � 16/ D 0

.3y1 � 2y2 C 2y3 C 8/ D 0

.y1 � 5y2 C 3y3 C 20/ D 0

)

8

<̂

:̂

y1 D 0

y2 D 4

y3 D 0

Vậy có yT D .0I 4I 0/ thỏa định lý độ lệch bù. Nên xT là phương án tối
ưu và yT là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu.
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3.3 Phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu

Định lý độ lệch bù 3.9 cho ta công cụ tổng quát để tìm phương án tối ưu
của bài toán đối ngẫu (gốc) khi biết phương án tối ưu của bài toán gốc
(đối ngẫu) của nó. Từ định lý này, ta có hai hệ quả đề tìm phương án
tối ưu của bài toán đối ngẫu khi biết phương án tối ưu của bài toán gốc
hoặc bảng đơn hình của phương an tối ưu của bài toán gốc.

3.3.1 Biết phương án tối ưu bài toán gốc

Hệ quả 3.10. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc có
phương án tối ưu Nx với hệ vector cơ sở liên kết là B D fAk1

I : : : IAkm
g:

Phương án tối ưu Ny của bài toán đối ngẫu là nghiệm của hệ phương
trình BT Ny D cB :

Chứng minh. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc

z D cTx! max
Với các ràng buộc

Ax D b (3.18)
x � 0

Cặp bài toán gốc, đối ngẫu như sau

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
z D cT x! max z

0

D bT y! min
Ax D b y 2 R

n

x � 0 AT y � c

Theo định lý độ lệch bù:
(

yT .Ax � b/ D 0
xT

�

AT y � c
�

D 0
(3.19)

Do Nx là phương án tối ưu của bài toán gốc cho nên NyT .A Nx � b/ D 0 luôn
đúng. Ta còn lại điều kiện

NxT
�

AT Ny � c
�

D 0 (3.20)

Do Nx có xkmC1
D � � � D xkn

D 0 và xk1
; : : : ; xkm

> 0 nên khi thay Nx vào
(3.20) ta được hệ BT Ny D cB :
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Chú ý. Hệ phương trình BT Ny D cB tương đương
8

<̂

:̂

hAk1
I Nyi D ck1

� � �

hAkm
I Nyi D ckm

Ví dụ 3.9. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 2x1 � 3x2 C 4x3 C x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

� x2 C x3 C x4 � 10

x1 C x2 C 3x3 D 25

2x2 C x3 C 5x4 � 16

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

Tìm phương án tối ưu của bài toán gốc và bài toán đối ngẫu.

Giải. Chuyển bài toán sang dạng chính tắc

z D 2x1 � 3x2 C 4x3 C x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

� x2 C x3 C x4 C x5 D 10

x1 C x2 C 3x3 D 25

2x2 C x3 C 5x4 C x6 D 16

xj � 0; j D 1; : : : ; 6

Giả bằng phương pháp đơn hình

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

2 -3 4 1 0 0
A5 0 10 0 -1 1 1 1 0
A1 2 25 1 1 3 0 0 0
A6 0 16 0 2 1 5 0 1

0 5 2 -1 0 0
A5 0 34/5 0 -7/5 4/5 0 1 -1/5
A1 2 25 1 1 3 0 0 0
A4 1 16/5 0 2/5 1/5 1 0 1/5

max � 0 27/5 11/5 0 0 1/5

Phương án tối ưu của bài toán gốc xT D .25I 0I 0I 16=5I 34=5I 0/ có hệ



Trang 83 Chương 3. Lý thuyết đối ngẫu

vector cơ sở liên kết B D fA1IA4IA5g. Ta đặt:

B D
�

A1

:::A4

:::A5

�

D

0

@

0 1 1

1 0 0

0 5 0

1

A và
�

cB
�T
D .c1I c4I c5/ D .2I 1I 0/

Phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu là nghiệm của hệ phương trình
BT Ny D cB hay

0

@

0 1 0

1 0 5

1 0 0

1

A

0

@

y1

y2

y3

1

A D

0

@

2

1

0

1

A

Nhận xét. Tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu ở ví dụ 3.9 ở
trên có thể làm như sau: Từ phương án tối ưu của bài toán gốc

xT D .25I 0I 0I 16=5I 34=5I 0/

ta xác định được x1; x4; x5 > 0: Ta đánh dấu cột 1, 4, 5 của bài toán gốc:

z D 0x1 � 5x2 � 2x3 Cx4 Cx5

ràng � x2 C x3 Cx4 Cx5 D 10

buộc x1 C x2 C 3x3 D 25

2x2 C x3 C5x4 C x6 D 16

Lập hệ phương trình ba ẩn với hệ số các phương trình là các cột ở trên:
8

<̂

:̂

0y1 C y2 C 0y3 D 0! cột 1

y1 C 0y2 C 5y3 D 1! cột 4

y1 C 0y2 C 0y3 D 1! cột 5

Giải hệ này ta được yT D .0I 2I 1=5/ là phương án tối ưu của bài toán đối
ngẫu.

Ví dụ 3.10. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 2x1 C 2x2 C x3 C 4x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

5x1 C x2 C x3 C 6x4 D 50

�3x1 C x3 C 2x4 � 16

4x1 C 3x3 C x4 � 23

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

có phương án tối ưu xT D .0I 14I 6I 5/: Hãy tìm phương án tối ưu của bài
toán đối ngẫu.
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Giải. Dạng chính tắc

z D 2x1 C 2x2 C x3 C 4x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

5x1 C x2 C x3 C 6x4 D 50

�3x1 C x3 C 2x4 � x5 D 16

4x1 C 3x3 C x4 C x6 D 23

xj � 0; j D 1; : : : ; 6

Phương án tối ưu của bài toán dạng chính tắc trên

xT D .0I 14I 6I 5I 0I 0/:

có x2I x3I x4 > 0.

z D 2x1 C2x2 Cx3 C4x4

ràng 5x1 Cx2 Cx3 C6x4 D 50

buộc �3x1 Cx3 C2x4 � x5 D 16

4x1 C3x3 Cx4 C x6 D 23

Lập hệ phương trình ba ẩn với hệ số các phương trình là các cột 2, 3, 4
ở trên: 8

<̂

:̂

y1 C 0y2 C 0y3 D 2

y1 C y2 C 3y3 D 1

6y1 C 2y2 C y3 D 4

Giải hệ ta được yT D .2I �23=5I 6=5/ là phương án tối ưu của bài toán
đối ngẫu.

Ví dụ 3.11. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D �6x1 C x2 � 3x3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

2x1 � x2 � 5x3 C x4 D 5

x1 � 2x2 C 2x3 � 4

�4x1 C x2 C x3 � 2

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

có phương án tối ưu xT D .0I 2I 0I 7/: Hãy tìm phương án tối ưu của bài
toán đối ngẫu.
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Giải. Bài toán có dạng chính tắc

z D �6x1 C x2 � 3x3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

2x1 � x2 � 5x3 C x4 D 5

x1 � 2x2 C 2x3 C x5 D 4

�4x1 C x2 C x3 C x6 D 2

xj � 0; j D 1; : : : ; 6

có xT D .0I 2I 0I 7I 8I 0/ là phương án tối ưu. Trong phương án tồi ưu này,
x2; x4; x5 > 0:

z D �6x1 Cx2 � 3x3 C0x4 C0x5

ràng 2x1 �x2 � 5x3 Cx4 D 5

buộc x1 �2x2 C 2x3 Cx5 D 4

�4x1 Cx2 C x3 C x6 D 2

Bài toán đối ngẫu có phương án tối ưu là nghiệm của hệ phương trình

8

<̂

:̂

�y1 � 2y2 C y3 D 1

y1 D 4

y2 D 0

suy ra yT D .0I 0I 1/:

3.3.2 Có bảng đơn hình của phương án tối ưu

Hệ quả 3.11. Cho bài toán gốc dạng chính tắc, phương án xuất phát có
hệ vector cơ sở liên kết đơn vị

B D fAk1
I : : : IAkm

g D fe1I : : : Iemg
�

và phương án tối ưu có các ước lượng �1; : : : ; �n: Phương án tối ưu của
bài toán đối ngẫu là

Ny D .�k1
C ck1

I : : : I�km
C ckm

/

�ej D .0I : : : I 0I 1I 0I : : : I 0/ là vector đơn vị thứ j
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Chứng minh. Giả sử phương án tối ưu Nx của bài toán gốc có hệ vector
cơ sở liên kết B

0

D fAl1
I : : : IAlm

g: Ta đặt

xB
0

D .xl1
I : : : I xlm

/I cB
0

D .cl1
I : : : I clm

/IB
0

D

�

Al1

::: � � �
:::Alm

�

Theo hệ quả 3.10, Ny D
�

cB
0
�T

B0 �1
là phương án tối ưu của bài toán đối

ngẫu. Ta xét

hAlj
I Nyi D

�

cB
0
�T

B
0 �1

Alj
D

�

cB
0
�T

AB
0

lj D �lj
C clj

; j D 1; : : : ; n

với các i D lj 2 fk1I : : : I kmg

yi D hAi I Nyi D hei I Nyi D �i C ci

Ví dụ 3.12. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 2x1 � 3x2 C 4x3 C x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

� x2 C x3 C x4 � 10

x1 C x2 C 3x3 D 25

2x2 C x3 C 5x4 � 16

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

Tìm phương án tối ưu của bài toán gốc và bài toán đối ngẫu.

Giải. Chuyển bài toán sang dạng chính tắc và biến đổi hàm mục tiêu
ta được

z D 2x1 � 3x2 C 4x3 C x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

� x2 C x3 C x4 C x5 D 10

x1 C x2 C 3x3 D 25

2x2 C x3 C 5x4 C x6 D 16

xj � 0; j D 1; : : : ; 6

Tìm phương án tối ưu bài toán gốc

Phương án cực biên xuất phát có hệ vector cơ sở liên kết đơn vị B D

fA5IA1IA6g
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B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

2 -3 4 1 0 0
A5 0 10 0 -1 1 1 1 0
A1 2 25 1 1 3 0 0 0
A6 0 16 0 2 1 5 0 1

0 5 2 -1 0 0
A5 0 34/5 0 -7/5 4/5 0 1 -1/5
A1 2 25 1 1 3 0 0 0
A4 1 16/5 0 2/5 1/5 1 0 1/5

max � 0 27/5 11/5 0 0 1/5

Vậy phương án tối ưu của bài toán gốc xT D .25I 0I 0I 16=5/:

Suy ra phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu
8

<̂

:̂

y1 D ck1
C�k1

D c5 C�5 D 0C 0

y2 D ck2
C�k2

D c1 C�1 D 2C 0

y3 D ck3
C�k3

D c6 C�6 D 0C 1=5

Vậy phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu yT D .0I 2I 1=5/

Ví dụ 3.13. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán gốc sau và giải bài toán
đối ngẫu bằng phương pháp đơn hình

z D 10x1 C 8x2 C 19x3 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

x1 C x2 C x3 � 6

3x1 C 2x3 � 2

x1 C 2x2 C 5x3 � 5

x1; x2; x3 � 0

Giải. Bài toán gốc, bài toán đối ngẫu:

Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu
z D 10x1 C 8x2 C 19x3 ! min z

0

D 6y1 C 2y2 C 5y3 ! max
x1 C x2 C x3 � 6 y1 � 0

3x1 C 2x3 � 2 y2 � 0

x1 C 2x2 C 5x3 � 5 y3 � 0

x1 � 0 y1 C 3y2 C y3 � 10

x2 � 0 y1 C 2y2 C 2y3 � 8

x3 � 0 y1 C 2y2 C 5y3 � 19
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Ta sẽ giải tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu sau đó suy ra
phương án tối ưu của bài toán gốc.

Tìm phương án tối ưu bài toán đối ngẫu

Bài toán đối ngẫu có dạng chính tắc

z
0

D 6y1 C 2y2 C 5y3 ! max
Với các ràng buộc

8

<̂

:̂

y1 C 3y2 C y3 C y4 D 10

y1 C 2y2 C 2y3 C y5 D 8

y1 C 2y2 C 5y3 C y6 D 19

yi � 0; i D 1; : : : ; 6

Phương án cực biên ban đầu có hệ vector cơ sở liên kết đơn vị B D

fA4IA5IA6g: Bảng đơn hình:

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

6 2 5 0 0 0
A4 0 10 1 3 1 1 0 0
A5 0 8 1 2 2 0 1 0
A6 0 19 1 2 5 0 0 1

max � -6 -2 -5 0 0 0
A4 0 2 0 1 -1 1 -1 0
A1 6 8 1 2 2 0 1 0
A6 0 11 0 0 3 0 -1 1

max � 0 10 7 0 6 0

Mọi �j � 0 nên phương án hiện thời yT D .8I 0I 0/ là phương án tối ưu
của bài toán đối ngẫu.

Suy phương án tối ưu bài toán gốc

8

<̂

:̂

y1 D ck1
C�k1

D c4 C�4 D 0C 0 D 0

y2 D ck2
C�k2

D c5 C�5 D 0C 6 D 6

y3 D ck3
C�k3

D c6 C�6 D 0C 0 D 0

Vậy phương án tối ưu bài toán gốc yT D .0I 6I 0/:



Trang 89 Chương 3. Lý thuyết đối ngẫu

3.4 Bài tập chương 3

Bài tập 3.1. Giải các bài toán qui hoạch tuyến tính

a. z D 2x1 C 3x2 C 4x3 ! min

Với các ràng buộc
�

6x1 C 3x2 C 2x3 � 19

2x1 C 6x2 C 3x3 � 24

xj � 0; j D 1; 2; 3

Đáp án. Phương án tối ưu xT D .7=5I 53=15I 0/ ; giá trị hàm mục
tiêu z D 67=5

b. z D x1 C x2 C x3 ! min

Với các ràng buộc
8

<

:

6x1 C 2x2 C x3 � 20

x1 C 7x2 C 3x3 � 25

3x1 C x2 C 8x3 � 30

xj � 0; j D 1; 2; 3

Đáp án. Phương án tối ưu xT D .131=60I 127=60I 8=3/ ; giá trị hàm
mục tiêu z D 209=30

Bài tập 3.2. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 2x1 C x2 C x3 C 3x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

x1 � 2x2 C x3 D 16

x2 C 4x3 C x4 � 8

x2 � 2x3 C 3x4 � 20

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

a. Phát biểu bài toán đối ngẫu của bài toán trên.

b. Hãy giải một trong hai bài toán rồi suy ra phương án tối ưu của
bài toán còn lại.
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Bài tập 3.3. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 5x1 C x2 C x3 C 16x4 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

�x1 C x2 C 2x3 � 3x4 D 5

�2x1 � x2 C x3 C 5x4 D 2

3x1 C 4x2 C 7x3 � 8x4 D 9

x1 � 0I xj � 0; j D 2; : : : ; 4

a. Hỏi xT D .25=13I 64=13I 0I 8=13/ có phải là phương án tối ưu của bài
toán trên không?

b. Viết bài toán đối ngẫu của bài toán trên và tìm phương án tối ưu
của bài toán đối ngẫu.

Bài tập 3.4. Một Xí nghiệp chăn nuôi cần mua một loại thức ăn tổng
hợp T1, T2, T3 cho gia súc với tỷ lệ chất dinh dưỡng như sau:

� 1 kg T1 chứa 4 đơn vị dinh dưỡng D1, 2 đơn vị dinh dưỡng D2, và
1 đơn vị dinh dưỡng D3.

� 1 kg T2 chứa 1 đơn vị dinh dưỡng D1, 7 đơn vị dinh dưỡng D2, và
3 đơn vị dinh dưỡng D3

� 1 kg T3 chứa 3 đơn vị dinh dưỡng D1, 1 đơn vị dinh dưỡng D2, và
4 đơn vị dinh dưỡng D3.

Mỗi bữa ăn, gia súc cần tối thiểu 20 đơn vị D1, 25 đơn vị D2 và 30 đơn
vị D3. Hỏi Xí nghiệp phải mua bao nhiêu kg T1, T2, T3 mỗi loại cho
một bữa ăn để bảo đảm tốt về chất dinh dưỡng và tổng số tiền mua là
nhỏ nhất? Biết rằng 1 kg T1 có giá là 10 ngàn đồng, 1 kg T2 có giá là
12 ngàn đồng, 1 kg T3 có giá là 14 ngàn đồng.

Đáp án. Phương án tối ưu xT D .5=18I 49=18I 97=18/ ; giá trị hàm mục
tiêu z D 998=9

Bài tập 3.5. Một Xí nghiệp xử lý giấy, có ba phân xưởng I, II, III cùng
xử lý hai loại giấy A, B. Do hai phân xưởng có nhiều sự khác nhau, nên
nếu cùng đầu tư 10 triệu đồng vào mỗi phân xưởng thì cuối kỳ

� Phân xưởng I xử lý được 6 tạ giấy loại A, 5 tạ giấy loại B.

� Phân xưởng II xử lý được 4 tạ giấy loại A, 6 tạ giấy loại B.

� Phân xưởng III xử lý được 5 tạ giấy loại A, 4 tạ giấy loại B.
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Theo yêu cầu lao động thì cuối kỳ xí nghiệp phải xử lý ít nhất 6 tấn giấy
loại A, 8 tấn giấy loại B. Hỏi cần đầu tư vào mỗi phân xưởng bao nhiêu
tiền để xí nghiệp hoàn thành công việc với giá tiền đầu tư là nhỏ nhất.

Đáp án. Phương án tối ưu xT D .5=2I 45=4I 0/ ; giá trị hàm mục tiêu
z D 55=4(đơn vị 10 triệu)

Bài tập 3.6. Một gia đình cần ít nhất 1800 đơn vị prôtêin và 1500
đơn vị lipit trong thức ăn mỗi ngày. Một kilôgam thịt bò chứa 600 đơn
vị prôtêin và 600 đơn vị lipit, một kilôgam thịt heo chứa 600 đơn vị
prôtêin và 300 đơn vị lipit, một kilôgam thịt gà chứa 600 đơn vị prôtêin
và 600 đơn vị lipit. Giá một kilôgam thịt bò là 84 ngàn đồng, giá một
kilôgam thịt heo là 71 ngàn đồng, giá một kilôgam thịt gà là 90 ngàn
đồng. Hỏi một gia đình nên mua bao nhiêu kilôgam thịt mỗi loại để bảo
đảm tốt khẩu phần ăn trong một ngày và tổng số tiền phải mua là nhỏ
nhất?

Đáp án. Phương án tối ưu xT D .2I 1I 0/ ; giá trị hàm mục tiêu z D 239:

Bài tập 3.7. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính.

z D x1 � 2x2 C x3 � x4 C x5 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

x1 � 2x2 C x3 C 3x4 � 2x5 D 6

�2x1 � 3x2 C 2x3 C x4 � x5 � �4

x1 C 3x3 � 4x5 � 8

x1; x3; x5 � 0

a. Kiểm tra tính tối ưu của phương án xT D .5I �6I 1I �4I 0/ cho bài
toán gốc

b. Phát biểu bài toán đối ngẫu của bài toán trên, chứng tỏa tập
phương án của bài toán đối ngẫu là tập rỗng.

c. Chứng tỏa bài toán đã cho không có phương án tối ưu.

Hướng dẫn.

a. Sử dụng định lý độ lệch bù, với phương án xT D .5I �6I 1I �4I 0/ thì
không tồn tại phương án nào của bài toán đối ngẫu thỏa định lý độ lệch
bù.

b. Chỉ ra không có phương án nào thỏa các ràng buộc của bài toán đối
ngẫu.
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c. Chứng minh bằng phản chứng. Giả sử bài toán gốc có phương án
tối ưu thì bài toán đối ngẫu cũng có phương án tối ưu (theo định lý đối
ngẫu mạnh 3.8). Điều này trái với câu a). Vậy ta được điều phải chứng
minh.
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4.1 Bài toán vận tải cân bằng thu phát

PPPPPPPPPPhát
Thu

b1 b2 � � � bj � � � bn

a1 c11 c12 � � � c1j � � � c1n

a2 c21 c22 � � � c2j � � � c2n

:::
:::

::: � � �
::: � � �

:::

ai ci1 ci2 � � � cij � � � cin

:::
:::

::: � � �
::: � � �

:::

am cm1 cm2 � � � cmj � � � cmn

� Có m nơi cung cấp hàng hóa (trạm phát), trạm phát i chứa ai đơn
vị hàng hóa i D 1; : : : ; m:
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� Có n nơi tiêu thụ hàng hóa (trạm thu), trạm thu thứ j chứa bj đơn
vị hàng hóa j D 1; : : : ; n:

� Tổng lượng phát bằng tổng lượng thu, nghĩa là
m

X

iD1

ai D

n
X

j D1

bj (4.1)

� Cước phí vận chuyển một đơn vị hàng hóa từ nơi cung cấp thứ i

đến nơi tiêu thụ thứ j là cij :

Yêu cầu của bài toán là tìm lượng hàng phân phối xij � 0 từ trạm phát
thứ i đến trạm thu thứ j sao cho:

� Tổng chi phí vận chuyển thấp nhất

z D

m
X

iD1

n
X

j D1

cij xij ! min (4.2)

� Giải tỏa kho
n

X

j D1

xij D ai ; i D 1; : : : ; m (4.3)

� Cửa hàng nhận đủ hàng
m

X

iD1

xij D bj j D 1; : : : ; n (4.4)

Bảng phân phối lượng hàng vận chuyển xij từ trạm phát thứ i đến trạm
thu thứ j thường được trình bày như sau:

bjai
b1 b2 � � � bj � � � bn

a1
c11

x11

c12
x12

c1jx1j
c1n

x1n

a2
c21

x21

c22
x22

c2jx2j
c2n

x2n

:::

ai
ci1

xi1

ci2
xi2

cijxij
cin

xin

:::

am
cm1

xm1

cm2
xm2

cmjxmj
cmn

xmn
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Ma trận

x D

0

B
B
B
@

x11 x12 � � � x1n

x21 x22 � � � x2n

:::
:::

:::

xm1 xm2 � � � xmn

1

C
C
C
A

(4.5)

thỏa các ràng buộc (4.3) và (4.4) được gọi là phương án chấp nhận được.

Tính chất 4.1. Bài toán vận tải cân bằng thu phát luôn có phương án
tối ưu.

Chứng minh. Ta cần chứng minh tập các phương án chấp nhận được
khác rỗng và hàm mục tiêu luôn bị chặn dưới. Thật vậy ta có

xij D
aibj

mP

iD1

ai

� 0; 8i; j (4.6)

là phương án chấp nhận được vì

n
X

j D1

xij D

n
X

j D1

aibj

mP

iD1

ai

D
ai

mP

iD1

ai

n
X

j D1

bj D ai ; i D 1; : : : ; m (4.7)

m
X

iD1

xij D

m
X

iD1

aibj

mP

iD1

ai

D
bj

mP

iD1

ai

m
X

iD1

ai D bj ; j D 1; : : : ; n (4.8)

Hàm mục tiêu bị chặn dưới bởi không

z D

m
X

iD1

n
X

j D1

cij xij � 0 (4.9)

Vậy theo tính chất của bài toán quy hoạch tuyến tính, bài toán vận tải
luôn có phương án tối ưu.

Tính chất 4.2. Ma trận hệ số các ràng buộc của bài toán vận tải có
hạng bằng mC n � 1:

4.2 Phương án cực biên

Định nghĩa 4.3 (Ô chọn, ô loại).
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i. Ta viết .i I j / là ô ở dòng i cột j:

ii. Trong bảng vận tải, những ô có xij > 0 được gọi là ô chọn,
những ô có xij D 0 gọi là ô loại.

Định nghĩa 4.4 (Đường đi). Ta gọi một đường đi là tập hợp các ô chọn
sao cho:

� Trên cùng một dòng hay một cột không có quá hai ô chọn.

� Hai ô chọn liên tiếp thì nằm trên cùng một dòng hay một cột.

Ví dụ 4.1. Dãy các ô chọn sau tạo thành một đường đi:

bb

b b

b b

bb

Ví dụ 4.2. Các ô chọn sau có lập thành đường đi không

b

b

b b

vì không có ô liên tiếp với .2I 1/:

Định nghĩa 4.5 (Chu trình). Một đường đi khép kín được gọi là một
chu trình.

Ví dụ 4.3. Dãy các ô chọn sau tạo thành một chu trình

b b

b b

bb
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b b

b b

bb

bb

Tính chất 4.6. Một bảng vận tải có m dòng, n cột thì tập các ô chọn
không chứa chu trình có tối đa mC n � 1 ô.

Tính chất 4.7. Với một phương án có đủ mC n � 1 ô chọn không chứa
chu trình, thì với bất kỳ một ô loại nào được đưa vào phương án thì ô
loại này cùng với một số ô chọn đã cho để tạo thành chu trình và chu
trình này là duy nhất.

Ví dụ 4.4. Xét bảng vận tải 3 dòng, 4 cột với một phương án có 3C4�1 D

6 ô chọn cho như sau

b

b b

b b

b

Khi ta thêm một ô loại bất kỳ thì ô loại này kết hợp với một số ô chọn
này tạo thành chu trình. Chẳng hạn, ta thêm ô loại .1; 2/ vào phương
án thì ô này sẽ kết hợp với các ô .3; 2/I .3; 3/I .2; 3/I .2; 1/I .1; 1/ tạo thành
chu trình.

b

b b

b b

b�

Định lý 4.8. Một phương án được gọi là phương án cực biên của bài
toán vận tải khi và chỉ khi tập các ô chọn của nó không chứa chu trình.

Định nghĩa 4.9. Một phương án cực biên có mC n � 1 ô chọn được gọi
là phương án cực biên không suy biến. Ngược lại, một phương án cực
biên có ít hơn mC n� 1 ô chọn được gọi là phương án cực biên suy biến.
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Ví dụ 4.5. Phương án sau là phương án cực biên không suy biến

bjai 30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

Ví dụ 4.6. Phương án sau là phương án cực biên suy biến

bjai
40 100 60 50

80 1 40 2 4 40 3

70 2 4 5 20 1 50

100 4 1100 2 5

Nhận xét. Một phương án cực biên có các cô chọn có thể không lập
thành một đường đi.

4.3 Các phương pháp thành lập phương án
cực biên

4.3.1 Phương pháp cước phí thấp nhất

Ý tưởng chính của phương pháp này là phân phối lượng hàng lớn nhất
có thể vào ô có cước phí thấp nhất. Phương pháp phân phối lượng hàng
xij được thực hiện như sau:

xij D minfai I bj g D

8

<̂

:̂

ai loại dòng i; bj D bj � ai

bj loại cột j; ai D ai � bj

ai D bj loại dòng i cột j

(4.10)

Lặp lại quá trình trên cho các ô tiếp theo đến khi yếu cầu của trạm
phát, trạm thu được thỏa mãn. Phương án thu được bằng phương pháp
này là phương án cực biên.

Ví dụ 4.7. Bằng phương pháp cước phí thấp nhất, thành lập một phương
án cực biên của bài toán vận tải:
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bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

Giải.
Ô .1I 1/ có cước phí thấp nhất
nên ta phân vào ô này một lượng
nhiều nhất là 30. Khi đó:

� Trạm thu thứ nhất nhận
đủ hàng, xóa cột 1.

� Trạm phát thứ nhất còn
dư 50, ta ghi nháp 50.

bjai 30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3050

Trong các ô còn lại, có hai ô:
.1I 4/ và .3I 2/ có cùng cước phí
thấp nhất là 2. Tuy nhiên nếu
chọn ô .1I 4/ làm ô chọn thì lượng
hàng phân qua ô này là 50 sẽ
nhiều hơn khi chọn ô .3I 2/

� Trạm phát thứ nhất phát
hết hàng, xóa dòng 1.

� Trạm thu thứ 4 thiếu
hàng, ta ghi nháp 10.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3050 50

10

Ô .3I 2/ có cước phí thấp nhất là
2, ta phân một lượng 40 vào ô
này:

� Trạm thu thứ 2 nhận đủ
hàng, xóa cột 2.

� Trạm phát thứ 3 còn dư
15, ta ghi nháp 15.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3050 50

10

4015
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Ô .3I 3/ có cước phí thấp nhất là
3, ta phân một lượng 15 vào ô
này:

� Trạm phát thứ 3 phát hết
hàng, xóa dòng 3.

� Trạm thu thứ 3 còn thiếu
35, ta ghi nháp 35.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3050 50

10

4015 15

35

Trạm phát thứ 2 có lượng phát
45, ta phân vào ô .2I 3/ một
lượng 35 và ô .2I 4/ một lượng
10. Cuối cùng ta được phương
án cực biên không suy biến.
Tổng cước phí z D 485:

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

4.3.2 Phương pháp góc Tây - Bắc

Ta ưu tiên phân phối lượng hàng nhiều nhất vào ô ở góc Tây - Bắc (góc
trên bên trái) của bảng vận tải. Khi đó nếu:

� Trạm phát nào đã hết hàng thì ta xóa dòng chứa trạm phát đó.

� Trạm thu nào đã nhận đủ hàng thì ta xóa cột chứa trạm thu đó.

Sau đó lặp lại quá trình trên đối với những ô còn lại. Phương án được
thành lập bằng phương pháp góc Tây - Bắc là phương án cực biên

Ví dụ 4.8. Bằng phương pháp góc Tây - Bắc, thành lập phương án cực
biên của bài toán vận tải

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

Giải.
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Phân vào ô .1I 1/ một lượng 30,
khi đó:

� Trạm thu thứ nhất nhận
đủ hàng, ta xóa cột 1

� Trạm phát thứ nhất còn
dư 50, ghi nháp 50.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3050

Phân vào ô .1I 2/ một lượng 40,
khi đó:

� Trạm thu thứ 2 nhận đủ
hàng, xóa cột 2.

� Trạm phát thứ nhất còn
dư 10, ghi nháp 10.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3010 40

Phân vào ô .1I 3/ một lượng 10,
khi đó:

� Trạm phát thứ nhất phát
hết hàng, xóa trạm phát 1.

� Trạm thu thứ 3 còn thiếu
40, viết nháp 40.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3010 40 10

40

Phân vào ô .2I 3/ một lượng 40,
khi đó:

� Trạm thu thứ 3 nhận đủ,
xóa trạm thu 3.

� Trạm phát thứ 2 còn dư 5,
ta viết nháp 5.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3010 40 10

40

405
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Cuối cùng phân vào ô .2I 4/ một
lượng 5 và ô .3I 4/ một lượng 55
thì ta được phương án cực biên.
Phương án cực biên này không
suy biến, giá trị cước phí của
phương án này là z D 790:

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

30 40 10

40 5

55

4.3.3 Phương pháp Vogel (Fogel)

Phương pháp Vogel cho ta một phương án cực biên khá tốt, theo nghĩa
nó rất gần với phương án tối ưu.

i) Trên mỗi dòng, mỗi cột của ma trận cước phí ta tính hiệu số giữa
hai giá trị cước phí nhỏ nhất.

ii) Chọn dòng hay cột có hiệu số này lớn nhất (nếu có nhiều dòng hay
cột thỏa điều kiện này thì ta chọn một dòng hay một cột trong các
dòng, cột này)

iii) Phân lượng hàng nhiều nhất vào ô có cước phí nhỏ nhất trên dòng
hay cột vừa chọn được. Khi đó nếu nơi nào đã phát hết hàng thì ta
xóa dòng chứa nơi phát đó. Nếu nơi nào nhận đủ hàng thì ta xóa
cột chứa nơi nhận đó. Lúc đó cột (dòng) này hiệu số sẽ không tính
cho bước sau.

iv) Lặp lại ba bước nói trên với những ô còn lại cho đến hết. Ta thu
được phương án cực biên.

Ví dụ 4.9. Bằng phương pháp Vogel tìm phương án cực biên của bài
toán vận tải:

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

Giải.
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Cột 1 có hiệu số lớn nhất (cũng
có thể chọn cột 4), ta sẽ phân vào
cột 1. Phân vào ô .1I 1/ có cước
phí thấp nhất một lượng nhiều
nhất là 30.

� Trạm thu thứ 1 nhận đủ
hàng, xóa cột 2.

� Trạm phát thứ 1 còn dư
50, viết nháp 50.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

(4) 3 1 4

1

1

1

30

Cột 4 có hiệu số lớn nhất , ta sẽ
phân hàng vào cột 4. Phân vào ô
.1I 4/ có cước phí thấp nhất một
lượng nhiều nhất là 50.

� Trạm phát thứ 1 hết hàng,
xóa trạm phát 1.

� Trạm thu thứ 4 còn thiếu
10, viết nháp 10.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

3 1 (4)

3

3

1

30 50

Cột 4 có hiệu số lớn nhất , ta sẽ
phân hàng vào cột 5. Phân vào ô
.3I 2/ có cước phí thấp nhất một
lượng nhiều nhất là 40.

� Trạm thu thứ 2 nhận đủ
hàng, xóa cột 2.

� Trạm phát thứ 4 còn dư
15, viết nháp 15.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

(5) 1 3

3

1

30 50

40
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Dòng 2 có hiệu số lớn nhất, ta
sẽ phân hàng vào dòng 2. Phân
vào ô .2I 3/ có cước phí thấp nhất
một lượng nhiều nhất là 45.

� Trạm phát thứ 2 hết hàng,
xóa dòng 2.

� Trạm thu thứ 3 còn thiếu
5, viết nháp 5.

bjai
30 40 50 60

80 1 5 7 2

45 5 7 4 9

55 12 2 3 6

1 3

(5)

4

30 50

40

45

Cuối cùng phân vào ô .3I 3/ một
lượng 5 và ô .3I 4/ một lượng 10
thì ta được phương án cực biên.
Phương án cực biên này không
suy biến, giá trị cước phí của
phương án này là z D 465:

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 45 9

55 12 2 40 3 5 6 10

Nhận xét. Phương pháp Vogel cho ta một phương án cực biên khá tốt,
theo nghĩa nó gần phương án tối ưu hơn hai phương pháp trước.

4.4 Thuật toán thế vị giải bài toán vận tải

Để giải bài toán vận tải, ta thực hiện bốn bước như sau:

Bước 1. Thành lập phương án cực biên bằng một trong các phương
pháp: cước phí thấp nhất, Tây - Bắc, Vogel.

Bước 2. Xét xem phương án cực biên hiện thời đã tối ưu hay chưa
bằng thuật toán quy không cước phí ô chọn. Nếu phương án
cực biên hiện thời là phương án tối ưu thì thuật toán kết thúc.
Ngược lại sang bước 3.

Bước 3. Xây dựng phương án cực biên mới tốt hơn xem 4.4.2.

Bước 4. Quay về bước 2.

4.4.1 Thuật toán quy không cước phí ô chọn

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính có phương án cực biên ban đầu không
suy biến (có mC n � 1 ô chọn). Nếu bài toán có phương án cực biên suy
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biến (có ít hơn mCn�1 ô chọn) thì ta thêm ô chọn giả .i; j / với xij D 0

vào sao cho các ô chọn giả này và các ô chọn ban đầu không tạo thành
chu trình.

Ví dụ 4.10. Xét bài toán vận tải có phương án cực biên suy biến

bjai
40 100 60 50

80 1 40 2 4 40 3

70 2 4 5 20 1 50

100 4 1100 2 5

Ta thêm ô chọn giả .1; 2/ với x12 D 0 thì bài toán có mC n � 1 ô chọn

bjai
40 100 60 50

80 1 40 2 0 4 40 3

70 2 4 5 20 1 50

100 4 1100 2 5

Thuật toán quy không cước phí thực hiện như sau: Lần lượt cộng vào
các cước phí ở dòng 1; : : : ; m một lượng r1; : : : ; rm và vào cột 1; : : : ; n một
lượng s1; : : : ; sn sao cho tổng cước phí trên các ô chọn bằng không.

Ví dụ 4.11. Quy không cước phí các ô chọn của bảng vận tải.

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

Giải. Cần tìm ri và sj sao cho trên các ô chon có:
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ri C sj C cij D 0

nghĩa là:
8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

r1 C s1 C 1 D 0

r1 C s4 C 2 D 0

r2 C s3 C 4 D 0

r2 C s4 C 9 D 0

r3 C s2 C 2 D 0

r3 C s3 C 3 D 0

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

r1

r2

r3

s1 s2 s3 s4

Hệ có 6 phương trình 7 biến này có vô số nghiệm, do đó có một biến
nhận giá trị tùy ý. Ở đây tôi cho r1 D 0 và tính được s1 D �1I s4 D

�2I r2 D �7I s3 D 3I r3 D �6I s2 D 4

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

r1=0

r2=-7

r3=-6

s1=-1 s2=4 s3=3 s4=-2

Ta thay cij bằng c
0

ij D cij C ri C sj thì được bài toán mới gọi là bài toán
sau khi quy không cước phí ô chọn

bjai
30 40 50 60

80 0 30 9 10 0 50

45 -3 4 0 35 0 10

55 5 0 40 0 15 -2

Định lý 4.10. Lần lượt cộng vào các cước phí ở dòng 1; : : : ; m một lượng
r1; : : : ; rm và vào cột 1; : : : ; n một lượng s1; : : : ; sn tức thay cij bởi

c
0

ij D ri C sj C cij

thì ta được bài toán mới có cùng phương án tối ưu với bài toán cũ.
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Nhận xét. Theo định lý 4.10, bài toán vận tải với phương án cực biên

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 7 2 50

45 5 7 4 35 9 10

55 12 2 40 3 15 6

và bài toán vận tải sau khi quy không cước phí các ô chọn với phương
án cực biên

bjai
30 40 50 60

80 0 30 9 10 0 50

45 -3 4 0 35 0 10

55 5 0 40 0 15 -2

là tương đương nhau. Nghĩa bài toán quy không cước phí tối ưu thì bài
toán ban đầu cũng tối ưu và chúng cùng phương án tối ưu.
Ta nhận thấy, trong bài toán quy không cước phí trên dòng 2, có ô .2; 1/

có cước phí “rẻ” hơn cước phí các ô chọn .2; 3/ và .2; 4/ nên phương án
hiện thời chưa tối ưu.

Định lý 4.11 (Dấu hiệu tối ưu). Bài toán vận tải sau khi quy không
cước phí các ô chọn:

� Nếu c
0

ij � 0 với mọi .i; j / thì phương án cực biên hiện thời là
phương án tối ưu.

� Nếu tồn tại c
0

ij < 0 thì có thể tìm một phương án mới tốt hơn phương
án hiện thời.

Ví dụ 4.12. Chứng minh phương án cực biên hiện thời của bài toán vận
tải sau không phải là phương án tối ưu.

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 40 7 10 2

45 5 7 4 40 9 5

55 12 2 3 6 55
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Giải.

bjai
30 40 50 60

80 1 30 5 40 7 10 2

45 5 7 4 40 9 5

55 12 2 3 6 55

r1=0

r2=3

r3=6

s1=-1 s2=-5 s3= -7s4=-12

Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí ô chọn

bjai
30 40 50 60

80 0 30 0 40 0 10 -10

45 7 5 0 40 0 5

55 17 3 2 0 55

9 � c
0

14 < 0 nên phương án cực biên này không là phương án tối ưu.

Ví dụ 4.13. Chứng minh phương án cực biên hiện thời của bài toán vận
tải sau là phương án tối ưu.

bjai
30 40 50 60

80 1 20 5 7 2 60

45 5 10 7 4 35 9

55 12 2 40 3 15 6

Giải.

bjai
30 40 50 60

80 1 20 5 7 2 60

45 5 10 7 4 35 9

55 12 2 40 3 15 6

r1=0

r2=-4

r3=-3

s1=-1 s2=1 s3=0 s4=-2

Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí ô chọn
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bjai
30 40 50 60

80 0 20 6 7 0 60

45 0 10 4 0 35 3

55 8 0 40 0 15 1

8c
0

ij � 0 nên phương án này là phương án tối ưu.

4.4.2 Xây dựng phương án cực biên mới

Trên bảng quy không cước phí tìm

Bước 1. Ô chọn mới là ô loại có c
0

ij âm nhất (là số âm có giá trị tuyệt
đối lớn nhất).

Bước 2. Xác định chu trình chứa ô chọn mới vừa xác định bước 1. Ô
chọn mới được đánh dấu (+), các ô chọn còn lại trên chu trình đánh
dấu xen kẻ dấu (-), (+) trên chu trình.

Bước 3. Xác định phương án cực biên mới.

� Lượng điều chỉnh q D min
˚

xij j.i; j / có dấu (-)
	

� Phương án cực biên mới:

xij D

8

<̂

:̂

xij C q Ô có dấu (+)
xij � q Ô có dấu (-)
xij Ô không có dấu

(4.11)

Ví dụ 4.14. Cho bài toán vận tải có phương án cực biên

bjai
30 50 80 40

90 3 30 2 5 20 1 40

70 4 1 50 3 20 6

40 7 4 2 40 5

Chứng minh phương án cực biên hiện thời chưa tối ưu. Xây dựng một
phương án khác tốt hơn.

Giải.
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bjai
30 50 80 40

90

70

40

3 30 2 5 20 1 40
4 1 50 3 20 6

7 4 2 40 5

r1=0

s1=-3 s3=-5 s4=-1

r2=2

r3=3

s2=-3

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có
c

0

12 < 0 nên có phương án mới
tốt hơn
Tiếp theo ta xây dựng
phương án mới: Ô .1I 2/ kết
hợp với một số ô chọn thành chu
trình.

bjai
30 50 80 40

90 0 30 -1 0 20 0 40

70 3 0 50 0 20 7

40 7 4 0 40 7

�
C �

C�

Lượng điều chỉnh

q D min 20I 50 D 20

Phương án mới có

8

ˆ̂

<̂

ˆ̂

:̂

x12 D x12 C 20 D 20

x13 D x13 � 20 D 0

x22 D x22 � 20 D 30

x23 D x23 C 20 D 40

bjai
30 50 80 40

90 3 30 2 20 5 1 40

70 4 1 30 3 40 6

40 7 4 2 40 5

Giá trị hàm mục tiêu của phương án mới là z D 400; giá trị hàm mục
tiêu của phương án trước là z D 420:

Ví dụ 4.15. Cho bài toán vận tải có phương án cực biên

bjai
50 40 70

80 5 50 5 30 12

20 7 9 1120

60 4 2 10 3 50

Chứng minh phương án cực biên hiện thời chưa tối ưu. Xây dựng một
phương án khác tốt hơn.

Giải. Quy không cước phí ô chọn
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bjai
50 40 70

80 5 50 5 30 12

20 7 9 1120

60 4 2 10 3 50

r1=0

s1=-5 s2=-5

r3=3

s3=-6

r2=-5

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn 9c 0

21 <

0 nên phương án cực biên hiện
thời không là phương án tối ưu.
Tiếp theo ta xây dựng
phương án mới: Ô .2I 1/ kết
hợp với một số ô chọn thành chu
trình.

bjai
50 40 70

80 0 50 0 30 3

20 -3 -1 0 20

60 2 0 10 0 50

�
C �

C�

C�

Lượng điều chỉnh

q D min f10I 20I 50g D 10

Phương án mới có
8

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
ˆ̂
:

x11 D x11 � 10 D 40

x12 D x12 C 10 D 40

x21 D x21 C 10 D 10

x23 D x23 � 10 D 10

x33 D x33 C 10 D 60

x32 D x32 � 10 D 0

bjai
50 40 70

80 5 40 5 40 12

20 7 10 9 1110

60 4 2 3 60

Phương án mới có giá trị hàm mục tiêu 760 tốt hơn phương án trước có
giá trị hàm mục tiêu 790:

Ví dụ 4.16. Cho bài toán vận tải có phương án cực biên

bjai
25 25 10

10 5 3 5 10

30 7 25 6 5 8

20 3 2 20 2

Chứng minh phương án cực biên hiện thời chưa tối ưu. Xây dựng một
phương án khác tốt hơn.
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Giải.
Do phương án cực biên hiện thời
suy biến nên ta thêm vào ô chọn
giả sao cho ô này với một số
ô sẵn có không lập thành chu
trình. Ở đây tôi chọn ô .2; 3/ với
x23 D 0:

bjai 25 25 10

10 5 3 5 10

30 7 25 6 5 8 0

20 3 2 20 2

Bước lặp thứ nhất

Quy không cước phí các ô chọn

bjai
25 25 10

10

30

20

5 3 5 10
7 25 6 5 8 0
3 2 20 2

r2=0

s1=-7 s2=-6 s3=-8

r1=3

r3=4

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có c

0

33 < 0

nên có phương án khác tốt hơn
Ta xây dựng phương án mới: Ô
.3I 3/ kết hợp với một số ô chọn
sẵn có lập thành chi trình

bjai
25 25 10

10 1 0 0 10

30 0 25 0 5 0 0

20 0 0 20 -2�
C�

C �

Lượng điều chỉnh

q D minf0I 20g D 0

Phương án mới như bảng bên
cạnh

bjai
25 25 10

10 5 3 5 10

30 7 25 6 5 8

20 3 2 20 2 0

Nhận xét. Giá trị hàm mục tiêu của phương án mới giống giá trị hàm
mục tiêu phương án cũ (chưa tốt hơn). Ở đây ta thấy hai phương án chỉ
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chỉ khác nhau vị trí của ô chọn giả. Ô chọn giả của phương án mới có
cước phí thấp nhất trong các ô chọn giả. Do đó khi chọn ô chọn giả nên
chọn ô nào có cước phí thấp nhất để quá trình tìm phương án tốt hơn sẽ
nhanh hơn.

Bước lặp thứ hai

Quy không cước phí ô chọn

bjai 25 25 10

10

30

20

5 3 5 10
7 25 6 5 8

3 2 20 2 0

r2=0

s1=-7 s2=-6

r3=4

s3=-6

r1=1

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có c

0

12 < 0

nên có phương án khác tốt hơn
Ta xây dựng phương án mới: Ô
.1I 2/ kết hợp với một số ô chọn
sẵn có lập thành chi trình

bjai
25 25 10

10 -1 -2 0 10

30 0 25 0 5 2

20 0 0 20 0 0

�
C �

C�

Lượng điều chỉnh

q D minf10I 20g D 0

Phương án mới như bảng bên
cạnh

bjai
25 25 10

10 5 3 10 5

30 7 25 6 5 8

20 3 2 10 2 10
Giá trị hàm mục tiêu của phương án mới này z D 275 tốt hơn giá trị
hàm mục tiêu của phương án ban đầu z D 295:

Ví dụ 4.17. Giải bài toán vận tải
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bjai
50 40 70

80 5 5 12

20 7 9 11

60 4 2 3

Giải. Bằng phương pháp Vogel ta có phương án cực biên không suy
biến như bảng bên dưới:

bjai
50 40 70

80 5 40 5 40 12

20 7 10 9 1110

60 4 2 3 60

r1=0

r2=-2

r3=6

s1=-5 s2=-5 s3=-9

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có 8c

0

ij �

0 nên phương án cực biên hiện
thời là phương án tối ưu.

bjai
50 40 70

80 0 40 0 40 3

20 0 10 2 0 10

60 5 3 0 60

4.5 Một số trường hợp đặc biệt

4.5.1 Bài toán vận tải không cân bằng thu phát

Trường hợp phát lớn hơn thu. Ta thêm trạm thu giả bnC1; với lượng
hàng là

bnC1 D

m
X

iD1

ai �

n
X

j D1

bj ; cinC1 D 0; i D 1; : : : ; m

Lúc này bài toán cân bằng thu phát.
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Trường hợp phát ít hơn thu. Ta thêm trạm phát giả amC1; với lượng
hàng là

amC1 D

n
X

j D1

bj �

m
X

iD1

ai ; cmC1i D 0; j D 1; : : : ; n

Lúc này bài toán cân bằng thu phát.

Ví dụ 4.18. Giải bài toán vận tải không cân bằng thu phát cho bởi bảng
vận tải sau:

bjai
100 65 95

80 7 5 2

70 3 4 5

150 9 2 7

Giải.
Tổng lượng phát là 300, tổng
lượng thu là 260. Trong bài này
ta thêm trạm thu giả với lượng
thu là 40.
Bằng phương pháp Vogel tìm
phương an cực biên ban đầu
nhưng chú ý tính toán trên ô
thật trước, sau cùng phần còn
dư ta mới phân vào ô giả

bjai
100 65 95 40

80 7 5 2 80 0

70 3 70 4 5 0

150 9 30 2 65 7 15 0 40

Quy không cước phí ô chọn:

bjai
100 65 95 40

80 7 5 2 80 0

70 3 70 4 5 0

150 9 30 2 65 7 15 0 40

r1=5

r2=6

r3=0

s1=-9 s2=-2 s3=-7 s4=0
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Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có 8c

0

ij �

0 nên phương án cực biên hiện
thời là phương án tối ưu.

bjai
100 65 95 40

80 3 8 0 80 5

70 0 70 8 4 6

150 0 30 0 65 0 15 0 40

4.5.2 Bài toán vận tải có ô cấm

Đây là bài toán vận tải mà vì một lý do no đó có một nơi phát không
thể chuyên chở hàng đến một nơi nhận nào đó được. Để giải quyết vấn
đề này chúng ta cho cước phí ở ô đó là M; với M là số dương rất lớn,
lớn hơn bất kỳ số nào cần so sánh. Sau đó chúng ta giải như những bài
toán đã trình bày ở trên.

Ví dụ 4.19. Giải bài toán vận tải với hai ô cấm cho như sau:

bjai 100 65 95 40

80 6 5 11 10

70 10 5 7

150 9 8 7

Giải.
Bài toán có 2 ô cấm, ta thay ô
cấm này thành ô có cước phí M

(M là số rất lớn, lớn hơn bất kỳ
số nào cần so sánh)
Sử dụng phương pháp Vogel tìm
được phương án cực biên ban
đầu.

bjai
100 65 95 40

80 6 15 5 65 11 10

70 10 M 5 30 7 40

150 9 85 8 7 65 M

Quy không cước phí ô chọn:
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bjai
100 65 95 40

80 6 15 5 65 11 10

70 10 M 5 30 7 40

150 9 85 8 7 65 M

r1=0

r2=-1

r3=-3

s1=-6 s2=-5 s3=-4 s4=-6

Bài toán vận tải sau khi quy
không cước phí ô chọn có 8c

0

ij �

0 nên phương án cực biên hiện
thời là phương án tối ưu. Giá trị
hàm mục tiêu của phương án tối
ưu này là 2065

bjai
100 65 95 40

80 0 15 0 65 7 4

70 3 M-6 0 30 0 40

150 0 85 0 0 65 M-9

Nhận xét. Phương án tối ưu của ví dụ 4.19 không duy nhất, vì theo
bảng sau khi quy không cước phí có ô loại .3I 2/ có cùng cước phí là 0 với
các ô chọn
Xét một chi trình có chứa ô .3I 2/

như hình bên. Lượng điều chính

q D minf65I 85g D 65

bjai
100 65 95 40

80 6 15 5 65 11 10

70 10 M 5 30 7 40

150 9 85 8 7 65 M�
C

�C

�

Phương án tối ưu mới có cùng giá trị tối ưu với phương án trước.

bjai
100 65 95 40

80 6 80 5 11 10

70 10 M 5 30 7 40

150 9 20 8 65 7 65 M

4.6 Bài toán vận tải cực đại cước phí

Bước 1. Thành lập phương án cực biên bằng phương pháp cực đại cước
phí, chúng ta phân phối lượng hàng nhiều nhất vào ô có cước phí
lớn nhất.
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Bước 2. Xét xem phương án cực biên hiện thời đã tối ưu hay chưa
bằng thuật toán quy không cước phí ô chọn.

� Nếu c
0

ij � 0 với mọi .i; j / thì phương án cực biên hiện thời là
phương án tối ưu, thuật toán kết thúc.

� Nếu tồn tại c
0

ij > 0 thì có thể tìm một phương án mới tốt hơn
phương án hiện thời, chuyển sang bước 3.

Bước 3. Xây dựng phương án cực biên mới tốt hơn, chú ý ô chọn mới
là ô loại có c

0

ij > 0 lớn nhất, các bước tiếp theo làm giống bài toán
min :

Bước 4. Quay về bước 2.

Ví dụ 4.20. Giải bài toán vận tải cực đại cước phí sau:

bjai
70 55 85 60

90 6 5 11 10

80 10 6 5 7

100 9 8 7 4

Giải.

4.7 Bài tập chương 4

Bài tập 4.1. Giải bài toán vận tải

bjai
30 50 80 40

90 3 2 5 1

70 4 1 3 6

40 7 4 2 5

Đáp án: Phương án tối ưu

x D

0

@

30 20 0 40

0 30 40 0

0 0 40 0

1

A ; z D 400
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Bài tập 4.2. Giải bài toán vận tải:

bjai
40 100 60 50

80 1 2 4 3

70 2 4 5 1

100 4 1 2 5

Đáp án: Phương án tối ưu

x D

0

@

20 60 0 0

20 0 0 50

0 40 60 0

1

A ; z D 390

Bài tập 4.3. Giải bài toán vận tải:

bjai
20 30 45 50

40 5 8 6 11

30 6 7 7 12

55 8 8 9 10

Đáp án: Phương án tối ưu

x D

0

@

0 0 40 0

20 5 5 0

0 25 0 30

1

A ; z D 930

Bài tập 4.4. Giải bài toán vận tải có ô cấm

bjai
45 100 50 60

70 16 15 11

100 10 17 9

85 12 14 10 13
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Đáp án: Phương án tối ưu

x D

0

@

0 10 0 60

45 5 50 0

0 85 0 0

1

A ; z D 2995

Bài tập 4.5. Cho bài toán vận tải cân bằng thu phát và một phương
án:

bjai
40 45 60 65

90 4 25 5 7 2 65

65 5 1 45 2 20 10

55 1115 2 3 40 6

a. Tính cước phí vận chuyển của phương án này, chứng minh phương
án cực biên đã cho không phải là phương án tối ưu.

b. Xuất phát từ phương án trên hãy xây dựng một phương án mới tốt
hơn (chỉ cần một phương án mới tốt hơn).

Bài tập 4.6. Một nhà máy chế biến thịt, sản xuất ba loại thịt: bò, lợn,
cừu, với tổng lượng mỗi ngày là 480 tấn bò; 400 tấn lợn; 230 tấn cừu.
Mỗi loại đều có thể bán được ở dạng tươi hoặc nấu chín. Tổng lượng các
loại thịt nấu chín để bán trong giờ làm việc là 420 tấn. Ngoài ra nấu
thêm ngoài giờ 250 tấn (với giá cao hơn). Lợi nhuận thu được trên một
tấn được cho bằng bảng sau: (với đơn vị là triệu đồng)

❅
❅
❅

Tươi Nấu chín
Nấu chín
Ngoài giờ

Bò 8 11 14
Lợn 4 7 12
Cừu 4 9 13

Mục đích của nhà máy là tìm phương án sản xuất để làm cực đại lợi
nhuận. Hãy tìm phương án tối ưu.



Phụ lục A

Đề thi mẫu

A.1 Đề học kì III năm 2010-2011

Câu 1 (2,5 điểm). Cho bài toán quy họach tuyến tính mà ta gọi là bài
toán (P)

z D 4x1 C 5x2 C 7x3 ! min
Với các ràng buộc

�

3x1 C x2 C x3 D 12

x1 C 2x2 C 3x3 D 14

xj � 0; j D 1; : : : ; 3

a. Chứng minh xT D .0I 4I 2/ là phương án cực biên, nhưng không
phải là phương án tối ưu của bài toán (P).

b. Hãy xây dựng một phương án cực biên mới tốt hơn phương án x
nói ở trên.

Câu 2 (4,5 điểm). Một Xí nghiệp chăn nuôi cần mua một lọai thức ăn
tổng hợp T1, T2, T3 cho gia súc với tỷ lệ chất dinh dưỡng như sau: 1
kg T1 chứa 4 đơn vị dinh dưỡng D1, 2 đơn vị dinh dưỡng D2, và 1 đơn
vị dinh dưỡng D3; 1 kg T2 chứa 1 đơn vị dinh dưỡng D1, 7 đơn vị dinh
dưỡng D2, và 3 đơn vị dinh dưỡng D3; 1 kg T3 chứa 3 đơn vị dinh dưỡng
D1, 1 đơn vị dinh dưỡng D2, và 4 đơn vị dinh dưỡng D3. Mỗi bữa ăn,
gia súc cần tối thiểu 20 đơn vị D1, 25 đơn vị D2 và 30 đơn vị D3. Biết
rằng 1 kg T1 có giá là 10 ngàn đồng, 1 kg T2 có giá là 12 ngàn đồng, 1
kg T3 có giá là 14 ngàn đồng. Xí nghiệp muốn mua các loại thức ăn T1,
T2, T3 để bảo đảm tốt về chất dinh dưỡng cho một bữa ăn và tổng số
tiền mua là nhỏ nhất.
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a. Hãy lập bài toán quy hoạch tuyến tính, ta gọi đây là bài toán (P).
b. Viết bài toán đối ngẫu (Q) của bài toán (P).
c. Giải bài toán (Q), từ đó suy ra phương án tối ưu của bài toán (P).

Câu 3 (3 điểm). Cho bài toán vận tải (min hàm mục tiêu cước phí) cân
bằng thu phát như sau:

bjai
25 35 120 50

110 9 6 5 7

80 2 8 10 6

40 5 7 9 4

a. Hãy xây dựng một phương án ban đầu bằng phương pháp Fogel.
b. Hỏi phương án vừa xây dựng ở câu a) có phải là phương án tối ưu?

Nếu chưa tối ưu, hãy xây dựng một phương án mới tối hơn (chỉ cần
một phương án mới tốt hơn).

A.2 Đề học kì I năm 2011-2012

Câu 1 (3,5 điểm). Cho bài toán quy hoạch tuyến tính (P)

z D 5x1 C 3x2 C 3x3 C 34x4 ! min
Với các ràng buộc

�

x1 C 2x2 C 2x3 C 4x4 D 12

x1 C x2 C 3x3 C x4 D 5

xj � 0; j D 1; : : : ; 4

a. Chứng minh phương án xT D .8=3I 0I 0I 7=3/ là phương án cực biên
nhưng không phải là phương án tối ưu của bài toán (P). Từ phương
án này hãy xây dựng một phương án cực biên mới tốt hơn.

b. Cho biết x�T D .0I 4I 0I 1/ là phương án tối ưu của bài toán (P). tìm
phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu của bài toán (P).

Câu 2 (4 điểm). Một xí nghiệp có thể sử dụng tối đa 590 giờ máy cán,
340 giờ máy tiện, 200 giờ máy mài để sản xuất ba loại sản phẩm. Biết
rằng để sản xuất một đơn vị sản phẩm thứ nhất cần 2 giờ máy cán, 5
giờ máy tiện và 1 giờ máy mài. Để sản xuất một đơn vị sản phẩm thứ
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hai cần 5 giờ máy cán, 3 giờ máy tiện và 1 giờ máy mài. Để sản xuất
một đơn vị sản phẩm thứ ba cần 8 giờ máy cán, 3 giờ máy tiện và 3 giờ
máy mài. Giá bán một đơn vị sản phẩm thứ nhất, thứ hai, thứ ba tương
ứng là 140, 130, 180 triệu đồng. Hỏi xí nghiệp nên sản xuất bao nhiêu
đơn vị sản phẩm mỗi loại để được doanh thu nhiều nhất.

Câu 3 (2,5 điểm). Giải bài toán vận tải cân bằng thu phát có ô cấm với
các số liệu được cho trong bảng sau:

bjai
55 65 120 60

110 9 7 14 6

110 2 3 8 7

80 4 3

A.3 Đề thi học kỳ II năm 2011-2012

Câu 1 (2 điểm). Một đoàn lữ hành cần thuê những con lạc đà một bứu
và hai bứu để chở hàng hóa từ A đến B. Mỗi con lạc đà một bứu có thể
chở được 300 kg hàng hóa, và mỗi con lạc đà hai bứu có thể chở được
500 kg hàng hóa. Trong chuyến đi, mỗi con lạc đà:

� Một bứu dùng 4 bó cỏ kho và 8 lít nước.

� Hai bứu dùng 3 bó cỏ khô và 10 lít nước.

Lượng cỏ khô và nước dự trữ lần lượt là 30 bó và 100 lít. Mỗi con lạc đà
một bứu thuê với giá 3 đơn vị tiền tệ, và mỗi con lạc đà hai bứu thuê
với giá 5 đơn vị tiền tệ, Nếu đoàn lữ hành này chở ít nhất 4000 kg hàng
hóa từ A đến B thì cần thuê bao nhiêu con lạc đà một bứu và hai bứu để
số tiền thuê là ít nhất. Hãy lập mô hình bài toán quy hoạch tuyến tính.

Câu 2 (5 điểm). Cho bài toán quy hoạch tuyến tính mà ta gọi là bài
toán (P)

z D 14x1 C 12x2 C 14x3 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

x1 C x2 C 3x3 � 30

3x1 C 2x2 C x3 � 25

x1 C 3x2 C 2x3 � 35

xj � 0; j D 1; : : : ; 3
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a. Viết bài toán đối ngẫu (Q) của bài toán (P).

b. Giải bài toán đối ngẫu (Q), sau đó suy ra phương án tối ưu (nếu
có) của bài toán (P).

Câu 3 (3 điểm). Giải bài toán vận tải (min hàm mục tiêu cước phí)
không cân bằng thu phát, với các số liệu được cho trong bảng sau:

bjai

120

150

130

135 125 100

12 7 14

3 5 7

8 9 9

A.4 Đề học kì III năm 2011-2012

Câu 1 (3 điểm). Giải bài toán vận tải (min hàm mục tiêu) cân bằng thu
phát với số liệu trong bảng sau

bjai
100 80 100 40

200 6 12 7 3

100 13 4 15 3

Câu 2 (4 điểm). Một công ty sản xuất hai loại thực phẩm A, B. Nguyên
liệu để sản xuất gồm: bột, đường và dầu thực vật với trữ lượng tương
ứng là: 30 tấn, 12 tấn, 6 tấn. Để sản xuất 1 tấn:

� Thực phẩm loại A cần: 0,5 tấn bột, 0,5 tấn đường và 0,2 tấn dầu
thực vật.

� Thực phẩm loại B cần: 0,8 tấn bột, 0,4 tấn đường và 0,4 tấn dầu
thực vật.

Giá bán một tấn thực phẩm A là 4500 USD, giá bán 1 tấn thực phẩm B
là 4000USD. Hỏi cần sản xuất mỗi loại thực phẩm bao nhiêu tiền để có
doanh thu lớn nhất?
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Câu 3 (3 điểm). Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

z D x1 C 2x2 C 3x3 C � � � C nxn ! min
Với các ràng buộc

8

ˆ̂
ˆ̂

<̂

ˆ̂
ˆ̂

:̂

x1 � 1

x1 C x2 � 2

x1 C x2 C x3 � 3
:::

:::
::: � � �

:::
:::

x1 C x2 C x3 C � � � C xn � n

xj � 0; j D 1; : : : ; n

a. Phát biểu bài toán đối ngẫu của bài toán trên.
b. Hãy giải một trong hai bài toán trên rồi suy ra phương án tối ưu

của bài toán còn lại.



Phụ lục B

Bài giải đề mẫu

B.1 Bài giải học kì III năm học 2010-2011

Câu 1.

a. xT D .0I 4I 2/ có hệ vector liên kết

B D fA2

:::A3g ) jBj D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1 1

2 3

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
D 1 ¤ 0

Vậy x là phương án cực biên. Hệ các ràng buộc tương đương
�

8x1 C x2 D 4

�5x1 C x3 D 2

Đặt cB D .c2I c3/ D .5I 7/ ta tính được

�2 D�3 D 0

�1 DhcB IA1i � c1 D .5I 7/.8I �5/� 4 D 1

Do 9�1 D 1 > 0 nên phương án cực biên hiện thời không là phương án
tối ưu.
b. Xây dựng phương án mới tốt hơn.

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3

4 5 7
A2 5 4 8 1 0
A3 7 2 -5 0 1

1 0 0
A1 4 1/2 1 1/8 0
A3 7 9/2 0 5/8 1

min � 0 -1/8 0
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Phương án .1=2I 0I 9=3/ là phương án tốt hơn.

Câu 2. Gọi x1; x2; x3 là lượng thực phẩm I, II, III

T1-x1 T2-x2 T3-x3 Tối thiểu
D1 4 1 3 20
D2 2 7 1 25
D3 1 3 4 30
Giá 10 12 14

a. Ta có bài toán quy hoạch

z D 10x1 C 12x2 C 14x3 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

4x1 C x2 C 3x3 � 20

2x1 C 7x2 C x3 � 25

x1 C 3x2 C 4x3 � 30

xj � 0; j D 1; : : : ; 3

b. Bài toán đối ngẫu

z
0

D 20y1 C 25y2 C 30y3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

4y1 C 2y2 C y3 � 10

y1 C 7y2 C 3y3 � 12

3y1 C y2 C 4y3 � 14

yi � 0; i D 1; : : : ; 3

c. Giải bằng phương pháp đơn hình

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

20 25 30 0 0 0
A4 0 10 4 2 1 1 0 0
A5 0 12 1 7 3 0 1 0
A6 0 14 3 1 4 0 0 1

max � -20 -25 -30 0 0 0
A4 0 13/2 13/4 7/4 0 1 0 -1/4
A5 0 3/2 -5/4 25/4 0 0 1 -3/4
A3 30 7/2 3/4 1/4 1 0 0 1/4

max � 5/2 -35/2 0 0 0 15/2
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A4 0 152/25 18/5 0 0 1 -7/25 -1/25
A2 25 6/25 -1/5 1 0 0 4/25 -3/25
A3 30 86/25 4/5 0 1 0 -1/25 7/25

max � -1 0 0 0 14/5 27/5
A1 20 76/45 1 0 0 5/18 -7/90 -1/90
A2 25 26/45 0 1 0 1/18 13/90 -11/90
A3 30 94/45 0 0 1 -2/9 1/45 13/45

max � 0 0 0 5/18 49/18 97/18

Phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu là

yT D .76=45I 26=45I 94=45/

Ta suy ra được phương án tối ưu của bài toán gốc là

xT D .5=18I 49=18I 97=18/

Câu 3.

a. Phương án xây dựng bằng phân phối Vogel

sj
ri

25 35 120 50

110 9 6 5110 7

80 2 25 8 35 1010 6 10

40 5 7 9 4 4

r1=0

s2=-3 s3=-5 s4=-1

r2=-5

s1=3

r3=-3

b. Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí

bjai
55 65 120 60

110 12 3 0110 6

110 0 25 0 35 0 10 0 10

80 5 1 1 0 10

Do 8c
0

ij � 0 nên phương án cực biên hiện thời là phương án tối ưu.
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B.2 Bài giải học kì I năm học 2011-2012

Câu 1.

a. Phương án xT D .8=3I 0I 0I 7=3/ có hệ vector liên kết

B D fA1IA4g ) jBj D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1 4

1 1

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
D �3 ¤ 0

Vậy x là phương án cực biên. Hệ các ràng buộc tương đương
�

x1 C 2=3x2 C 10=3x3 D 8=3

1=3x2 � 1=3x3 C x4 D 7=3

Đặt cB D .c1I c4/ D .5I 34/: Ta tính được

�1 D�4 D 0

�2 DhcB IAB
2 i � c2 D .5I 34/.2=3I 1=3/� 3 D 35=2

�3 DhcB IAB
3 i � c3 D .5I 34/.10=3I �1=3/� 3 D 7=3

Do có �2 D 35=3 > 0 nên phương án cực biên hiện thời không là phương
án tối ưu. Xây dựng phương án mới tốt hơn

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4

5 3 3 34
A1 5 8/3 1 2/3 10/3 0
A4 34 7/3 0 1/3 -1/3 1

0 35/3 7/3 0
A2 3 4 3/2 1 5 0
A4 34 1 -1/2 0 -2 1

min � -35/2 0 -56 0

b. Phương án tối ưu NxT D .0I 4I 0I 1/ có hệ vector cơ sở liên kết B D

fA2IA4g: Đặt

cB D .c2I c4/ D .3I 34/I B D .A2

:::A4/ D

�

2 4

1 1

�

Phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu là nghiệm của hệ
(

2y1 C y2 D 3

4y1 C y2 D 34
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SPI-x1 SPII-x2 SPIII-x3

Cán 2 5 8 � 590

Tiện 5 3 3 � 340

Mài 1 1 3 � 200

Lợi nhuận 140 130 180

Câu 2. Ta có mô hình

z D 14x1 C 13x2 C 18x3 ! max (đơn vị 10 triệu)
Với các ràng buộc

8

<

:

2x1 C 5x2 C 8x3 � 590

5x1 C 3x2 C 3x3 � 340

x1 C x2 C 3x3 � 200

xj � 0; j D 1; : : : ; 3

Dạng chính tắc

z D 14x1 C 13x2 C 18x3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

2x1 C 5x2 C 8x3 C x4 D 590

5x1 C 3x2 C 3x3 C x5 D 340

x1 C x2 C 3x3 C x6 D 200

xj � 0; j D 1; : : : ; 6

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

14 13 18 0 0 0
A4 0 590 2 5 8 1 0 0
A5 0 340 5 3 3 0 1 0
A6 0 200 1 1 3 0 0 1

-14 -13 -18 0 0 0
A4 0 170/3 -2/3 7/3 0 1 0 -8/3
A5 0 140 4 2 0 0 1 -1
A3 18 200/3 1/3 1/3 1 0 0 1/3

-8 -7 0 0 0 6
A4 0 80 0 8/3 0 1 1/6 -17/6
A1 14 35 1 1/2 0 0 1/4 -1/4
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A3 18 55 0 1/6 1 0 -1/12 5/12
0 -3 0 0 2 4

A2 13 30 0 1 0 3/8 1/16 -17/16
A1 14 20 1 0 0 -3/16 7/32 9/32
A3 18 50 0 0 1 -1/16 -3/32 19/32

max � 0 0 0 9/8 35/16 13/16

Mọi �j � 0 nên phương án tối ưu là xT D .20I 30I 50/:

Câu 3. Phương án xuất phát được xây dụng bằng phân phối Vogel

sj
ri 55 65 120 60

110 9 7 10 1440 6 60

110 2 55 3 55 8 7

80 M M 4 80 3

r1=0

s2=-7 s3=-14 s4=-6

r2=4

s1=-6

r3=10

Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí

bjai
55 65 120 60

110 3 0 10 0 40 0 60

110 0 55 0 55 -2 5

80 M+4 M+3 0 80 3

�
C

�C

�

Do 9c
0

23 D �2 < 0 nên phương án cực biên hiện thời không là phương
án tối ưu. Ta xây dựng phương án mới tốt hơn: Lượng điều chỉnh

q D min f40I 55g D 40

Phương án mới

sj
ri

55 65 120 60

110 9 7 50 14 6 60

110 2 55 3 15 8 40 7

80 M M 4 80 3

r2=0

s1=-2 s2=-3 s3=-8

r1=-4

s4=-2

r3=4

Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí ô chọn:
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bjai
55 65 120 60

110 3 0 50 2 0 60

110 0 55 0 15 0 40 5

80 M+2 M+1 0 80 5

8c
0

ij � 0 nên phương án cực biên hiện thời

x D

0

@

0 50 0 60

55 15 40 0

0 0 80 0

1

A

là phương án tối ưu.

B.3 Bài giải học kì II năm học 2011-2012

Câu 1. Gọi x1; x2 là số con lạc đà một, hai bứu cần thuê:

Một bứu - x1 Hai bứu - x2 Dự trữ
Cỏ khô 4 3 � 30

Nước 8 10 � 100

Chở 300 500 � 4000

Tiền thuê 3 5

Vậy tìm x1; x2 sao cho

z D 3x1 C 5x2 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

4x1 C 3x2 � 30

8x1 C 10x2 � 100

300x1 C 500x2 � 4000

xj � 0; j D 1; 2

Câu 2.
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a. Bài toán đối ngẫu

z D 30y1 C 25y2 C 35y3 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

y1 C 3y2 C y3 � 14

y1 C 2y2 C 3y3 � 12

3y1 C y2 C 2y3 � 14

yj � 0; j D 1; : : : ; 3

b. Giải bài toán đối ngẫu. Bài toán có dạng chính tắc

z D 30y1 C 25y2 C 35y3 ! min
Với các ràng buộc

8

<

:

y1 C 3y2 C y3 C y4 D 14

y1 C 2y2 C 3y3 C y5 D 12

3y1 C y2 C 2y3 C y6 D 14

yj � 0; j D 1; : : : ; 6

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5 AB

6

30 25 35 0 0 0
A4 0 14 1 3 1 1 0 0
A5 0 12 1 2 3 0 1 0
A6 0 14 3 1 2 0 0 1

-30 -25 -35 0 0 0
A4 0 10 2/3 7/3 0 1 -1/3 0
A3 35 4 1/3 2/3 1 0 1/3 0
A6 0 6 7/3 -1/3 0 0 -2/3 1

-55/3 -5/3 0 0 35/3 0
A4 0 58/7 0 17/7 0 1 -1/7 -2/7
A3 35 22/7 0 5/7 1 0 3/7 -1/7
A1 30 18/7 1 -1/7 0 0 -2/7 3/7

0 -30/7 0 0 45/7 55/7
A2 25 58/17 0 1 0 7/17 -1/17 -2/17
A3 35 12/17 0 0 1 -5/17 8/17 -1/17
A1 30 52/17 1 0 0 1/17 -5/17 7/17

max � 0 0 0 30/17 105/17 125/17

Mọi �j � 0 nên phương án yT D .52=17I 58=17I 12=17I 0I 0I 0/ là phương
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án tối ưu của bài toán đối ngẫu. Phương án tối ưu của bài toán gốc là
xT D .30=17I 105=15I 125=17/:

Câu 3. Tống phát là 400, tổng thu là 360 nên ta thêm trạm thu giả với
lượng là 40

bjai

120

150

130

135 125 100

12 7 14

3 5 7

8 9 9

40

0

0

0

Phương án cực biên xây dựng theo phương pháp Vogel

bjai

120

150

130

135 125 100

12 7120 14

3135 5 5 7 10
8 9 9 90

40

0

0

0 40

Quy không cước phí

bjai

120

150

130

135 125 100

12 7120 14

3135 5 5 7 10
8 9 9 90

40

0

0

0 40

r1=-2

r2=0

r3=-3

s1=-3 s2=-5 s3=-7 s4=3

Bài toán sau khi quy không cước phí

bjai

120

150

130

135 125 100

7 0120 5

0135 0 5 0 10
2 1 0 90

40

1

3

0 40

Mọi c
0

ij � 0 nên phương án cực biên hiện thời là phương án tối ưu. Giá
trị hàm mục tiêu z D 2150:
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Câu 1. Phương án xuất phát được xây dụng bằng phân phối Vogel

sj
ri 100 80 100 40

220 6100 12 7100 3 20

100 13 4 80 15 3 20

r1=0

s2=-4 s3=-7 s4=-3

r2=0

s1=-6

Bài toán vận tải sau khi quy không cước phí

bjai
100 80 100 40

220 0100 8 0100 0 20

100 7 0 80 8 0 20

Vậy phương án trên là phương án tối ưu.

Câu 2. Gọi x1; x2 là số sản phẩm A, B cần sản xuất. Theo đề bài ta có

Thực phẩm A-x1 Thực phẩm B-x2

Bột 0,5 0,8 � 30

Đường 0,5 0,4 � 12

Dầu 0,2 0,4 � 6

Doanh thu 4500 4000

Ta có bài toán quy hoạch tuyến tính

z D 4500x1 C 4000x2 ! max
Với các ràng buộc

8

<

:

1=2x1 C 4=5x2 � 30

1=2x1 C 2=5x2 � 12

1=5x1 C 2=5x2 � 6

xj � 0; j D 1; 2

B cB bB AB
1 AB

2 AB
3 AB

4 AB
5

45 40 0 0 0
A3 0 30 1/2 4/5 1 0 0
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A4 0 12 1/2 2/5 0 1 0
A5 0 6 1/5 2/5 0 0 1

max � -45 -40 0 0 0
A3 0 18 0 2/5 1 -1 0
A1 45 24 1 4/5 0 2 0
A5 0 6/5 0 6/25 0 -2/5 1

max � 0 -4 0 90 0
A3 0 16 0 0 1 -1/3 -5/3
A1 45 20 1 0 0 10/3 -10/3
A2 40 5 0 1 0 -5/3 25/6

max � 0 0 0 250/3 50/3

Câu 3. Bài toán đối ngẫu

z
0

D y1 C 2y2 C 3y3 C � � � C nyn ! max
Với các ràng buộc

8

ˆ̂

<̂

ˆ̂

:̂

y1 C y2 C y3 C � � � C yn � 1

y2 C y3 C � � � C yn � 2
:::

:::
::: � � �

:::
:::

:::

yn � n

yi � 0; i D 1; : : : ; n

Bằng cách thêm ẩn phụ chuyển bài toán sang dạng chính tắc. Lập bảng
đơn hình ta tìm được phương án tối ưu

yT D .y1I : : : I ynI ynC1I : : : I y2n/ D .0I : : : I 0I 1/

dùng hệ quả 3.11 suy ra phương án tối ưu của bài toán gốc là

xT D .nI 0I : : : I 0/
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