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Chương 1.  BÀI TOÁN QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 

1.1. Mở đầu 

1.1.1.Khái niệm về toán kinh tế : 

- Toán kinh tế hay còn gọi là Kinh tế toán học là một phân ngành của Kinh tế học 
nghiên cứu việc áp dụng toán học và phát triển các kỹ thuật toán học để giải quyết các 
vấn đề Kinh tế học.  

- Quy hoạch tuyến tính ( linear programming _ LP) là bài toán tối ưu hoá, trong đó 
hàm mục tiêu (objective function) và các ràng buộc đều là hàm tuyến tính.  

1.1.2. Bài toán quy hoạch tổng quát 
Tìm véctơ  1 2( , ,..., )nX x x x=  làm cực tiểu (hoặc cực đại) hàm số ( )f X , với các 

điều kiện ig  (X) 0,i=1,...,m; 0, 1, , .jx j k k≤ ≥ = n≤  

              min ( )f X ( max ( )f X )                 (1.1) 

         với điều kiện ( ) 0 , 1, ;

0 , 1, , ;
i

j

g X i m

x j k k n

⎧ ≤ =⎪
⎨

≥ = ≤⎪⎩
 

 - Hàm ( )f X  gọi là hàm mục tiêu, các điều kiện (1.1), (1.2), (1.3) gọi là các điều 

kiện buộc của bài toán. 

- Mỗi véctơ X =(xj) ∈Rn thỏa mãn hệ điều kiện buộc gọi là một phương án. 
Ta kí hiệu tập phương án là M. 
 - Một phương án làm cực tiểu(hoặc cực đại) hàm mục tiêu gọi là phương án tối 
ưu(hoặc gọi là nghiệm)của bài toán. 

 - Khi ( )f X  và gi(X)(i=1,...,n) là các hàm tuyến tính, nM R⊂  thì bài toán đã cho 

được gọi là Bài toán quy hoạch tuyến tính (btqhtt). 

1.2. Bài toán quy hoạch tuyến tính 

1.2.1.Một số mô hình thực tế 

A. Bài toán lập kế hoạch sản xuất 

(1.2) 

(1.3) 
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Một cơ sở có thể sản xuất hai loại sản phẩm A và B, từ các nguyên liệu I, II, III. Chi 
phí từng loại nguyên liệu và tiền lãi của một đơn vị sản phẩm, cũng như dự trữ nguyên 
liệu cho trong bảng sau đây: 

             Nguyên liệu 

Sản phẩm 
I II III Lãi 

A 2 0 1 3 
B 1 1 0 5 

Dự trữ 8 4 3  
 
        Hãy lập bài toán thể hiện kế hoạch sản xuất sao cho có tổng số lãi lớn nhất, trên cơ 
sở dự trữ nguyên liệu đã có. 

Lập bài toán: 

        Gọi x, y lần lượt là số sản phẩm A và B được sản xuất ( , 0x y ≥ , đơn vị sản phẩm). 

Khi đó ta cần tìm , 0x y ≥  sao cho đạt lãi lớn nhất.  

                               ( ) 3 5f X x y= + →max   

với  điều kiện nguyên liệu: 

                                
2 8
1. 4;
1. 3;

;x y
y
x

+ ≤
≤
≤

 

Tức là cần giải bài toán: 
                            ( ) 3 5 maxf X x y= + →                   

 với điều kiện:  

2 8
4;
3;

, 0;

x y
y
x
x y

+ =⎧
⎪ ≤⎪
⎨ ≤⎪
⎪ ≥⎩

;

B. Bài toán phân công lao động: 

Một lớp học cần tổ chức lao động với hai loại công việc: xúc đất và chuyển đất. Lao 
động của lớp được chia làm 3 loại A, B, C, với số lượng lần  lượt là 10, 20, 12. Năng suất 
của từng loại lao động trên từng công việc cho trong bảng dưới đây: 

                  Lao động  

Công việc 
A(10) B(20) C(12)

Xúc đất  6 5 4 
Chuyển đất 4 3 2 
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Hãy tổ chức lao động sao cho có tổng năng suất lớn nhất. 
Lập bài toán: 

         Gọi xij là số lao động loại j làm công việc i(j=1,2;xij , nguyên). Khi đó, năng suất 
lao động của công việc đào đất sẽ là: 

0≥

         11 12 136 5 4 ;x x x+ +  

còn chuyển đất sẽ là :        21 22 234 3 2 ;x x x+ +  

 Ta thấy rằng để có năng suất lớn nhất thì không thể có lao động dư thừa, tức là phải 
cân bằng giữa hai công việc. Vì vậy ta có bài toán sau: 
                  max; 11 12 136 5 4x x x+ + →

0;

         với điều kiện  

11 12 13 21 22 23

11 21

12 22

13 23

6 5 4 4 3 2
10;
20;
12;

x x x x x x
x x
x x
x x

+ + − + + =⎧
⎪ + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + =⎩

C.  Bài toán khẩu phần thức ăn: 

 Một khẩu phần thức ăn có khối lượng P, có thể cấu tạo từ n loại thức ăn. Gía mua 
một đơn vị thức ăn loại j là cj. Để đảm bảo cơ thể phát triển bình thường thì khẩu phần 
cần m loại chất dinh dưỡng. Chất dinh dưỡng thứ i cần tối thiểu cho khẩu phần là bi và có 
trong một đơn vị thức ăn loại j là aij. 
 Hỏi nên cấu tạo một khẩu phần thức ăn như thế nào để ăn đủ no, đủ chất dinh 
dưỡng mà có giá thành rẻ nhất. 

Lập bài toán: 

Gọi xj (xj ) là số đơn vị thức ăn loại j được cấu tạo trong khẩu phần. Khi đó, giá 
thành của khẩu phần là: 

0≥

                     
1

( ) ;
n

j j
j

f X c
=

= ∑ x  

Vì phải đảm bảo thoả mãn điều kiện đủ no và đủu chất, tức là: 

                      
1 1

, ,
n n

j ij j j
j j

1, .x P a x b i m
= =

= ≥ =∑ ∑  

Ta có bài toán sau:     
1

( ) min
n

j j
j

f X c x
=

= →∑
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với điều kiện 

1

1

;

, 1,

0 , 1, ;

n

j
j

n

ij j i
j

j

x P

a x b i m

x j n

=

=

⎧ =⎪
⎪
⎪ ≥ =⎨
⎪
⎪ ≥ =
⎪⎩

∑

∑ ;  

Ta thấy rằng ba bài toán trên đều thuộc bài toán tổng quát. 

1.2.2. Bài toán quy hoạch tuyến tính tổng quát 
A. Dạng hệ phương trình 

Để nhất quán trong lập luận, ta xét bài toán tìm cực tiểu, sau đó ta xét cách đưa bài 
toán tìm cực đại về bài toán tìm cực tiểu. 

* Bài toán tổng quát của QHTT có dạng : 

                                               (1.4) 
1

( ) min
n

j j
j

f X c x
=

= →∑

         với điều kiện 

1

1

, 1, ..., ;

, 1, ..., ;

0, 1, , ;

n

ij j i
j

n

ij j i
j

j

a x b i k

a x b i k m

x j r r n

=

=

⎧ = =⎪
⎪
⎪ ≥ = +⎨
⎪
⎪ ≥ = ≤
⎪⎩

∑

∑  

* Chuyển bài toán tìm cực đại về bài toán tìm cực tiểu : 
  Nếu gặp bài toán tìm max, tức là : 

                                                     
1

( ) max
n

j j
j

f X c x
=

= →∑
                             X D∈
thì giữ nguyên ràng buộc, ta đưa nó về dạng bài toán tìm min : 

                                    
1

( ) ( ) min
n

j j
j

g X f X c x
=

= − = − →∑
                                     X D∈

 Chứng minh : 
  Nếu bài toán tìm min có phương án tối ưu là X* thì bài toán tìm max cũng có 
phương án tối ưu là X* và g(X)= - f(X). 
  Thật vậy, X* là phương án tối ưu của bài toán tìm min, tức là  

                    * *

1 1
( ) ,

n n

j j j j
j j

f X c x c x X
= =

= ≤ ∀ ∈∑ ∑ D  

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 
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                          *

1 1
,

n n

j j j j
j j

c x c x X D
= =

⇒ − ≥ ∀ ∈∑ ∑
                      hay   * *( ) ( ) ( ),f X g X g X X− = ≥ ∀ ∈D  
 Vậy X* là phương án tối ưu của bài toán max và  

                                *
max min

1

n

j j
j

f c x g
=

= − = −∑                                 (1.8) 

B. Dạng ma trận 
Kí hiệu ma trận hàng C c1 2 1( , ,..., )n nc c ×= và các ma trận : 

  X=(x1,x2,,…,xn) T
1n×  

  b = (b1,b2,…,bn) T
1m×  

  A= (aij)m× n 

Trong đó T kí hiệu cho phép chuyển vị ma trận 
Ta có bài toán: 
                      CX→                                                  (1.9) min

Với điều kiện 
0

AX b
X

=⎧
⎨ ≥⎩

                                                   (1.10) 

C. Dạng véc tơ 

Kí hiệu các véc tơ: 
                C = (c1,c2,…,cn) 
                X = (x1,x2,…,xn) 
                A0 = (b1,b2,…,bm) 
                     Aj = (a1j,a2j,…,amj) j = 1,2,...,n. 
Ta có bài toán:  min <CX>                                              (1.11) 

 Với điều kiện   
1 1 2 2 0

1 2

....
, ,..., 0

n n

n

x A x A x A A
x x x

+ + + =⎧
⎨ ≥⎩

              (1.12)              

1.2.3. Dạng chính tắc của bài toán quy hoạch tuyến tính  

 Người ta thường xét bài toán QHTT dưới dạng sau: 

                                                       (1.13) 
1

( ) min
n

j j
j

f X c x
=

= →∑

         với điều kiện   1
, 1, ...,

0 , 1, ;

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧ = =⎪
⎨
⎪ ≥ =⎩

∑ ;
 

(1.14) 
 
(1.15) 



Ch−¬ng 1. bμi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh               Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 6 

 Bài toán (1.13), (1.14), (1.15) được gọi là Bài toán Quy hoạch tuyến tính dạng 
chính tắc. 

1.2.4. Đưa bài toán quy hoạch tuyến tính về dạng chính tắc  
 *Phương pháp: Ta có thể đưa bài toán tuyến tính tổng quát về bài toán tuyến tính 
dạng chính tắc tương đương nhờ các quy tắc sau: 

• Nếu có max f(X) thì đổ thành { }min ( ) .f X−  

• Nếu có bất đẳng thức  hoặc 
1

n

ij j i
j

a x b
=

≥∑
1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑  thì ta đưa thêm ẩn phụ 

xn+i 0≥  ,với hệ số hàm mục tiêu cn+i = 0 để có: 

                             hoặc 
1

n

ij j n i i
j

a x x b+
=

− =∑
1

n

ij j n i i
j

a x x b+
=

+ =∑ ; 

• Nếu có ẩn xk chưa ràng buộc về dấu, thì ta có thể thay nó bởi hai biến 
mới 'k

x và "k
x không âm, theo công thức: 

                                kx = 'k
x - "k

x . 

 *Các ví dụ: 

 Ví dụ 1.1 

 Đưa bài toán sau về dạng chính tắc: 

                         min { }1 2 3x x x− − ; 

         với điều kiện  

11 12 13 21 22 23

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3

6 5 4 4 3 2
5;

2 3;
4;

, 0;

x x x x x x
x x x
x x x
x x x
x x

+ + − + + =⎧
⎪ + + =⎪⎪ − + ≤⎨
⎪ + − ≥⎪

≥⎪⎩

0;

 Giải: 
 Ta thấy có bất đẳng thức 1 2 32x x x 3− + ≤  nên ta đưa thêm ẩn phụ  4 5, 0x x ≥

Mặt khác, có ẩn x2 chưa ràng buộc về dấu, do đó ta thay x2 bởi '
2

"
2x x− . Khi đó, bài toán 

ban đầu được chuyển về dạng sau: 

         ' "
1 2 2 3( )x x x x− + − → min
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với điều kiện  

' "
1 2 2 3

' "
1 2 2 3 4

' "
1 2 2 3 5

' "
1 2 2 3 4 5

5
2 2

4
, , , , , 0

x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x x

+ − + =⎧
⎪ − + + + =⎪
⎨

+ − − − =⎪
⎪ ≥⎩

3

min

7(1)

 Ví dụ 1.2 

 Đưa bài toán QHTT sau về dạng chính tắc: 
                    1 2 3 4 52 2 2x x x x x− + + − →

 với điều kiện  

1 2 3 4 5

2 3 4

3 4 5

1 2 3 4

1 5

4

2 2
2 1(2)

2 3 10(3)
2 20

, 0
0

x x x x x
x x x

x x x
x x x x
x x
x

− + + + ≤⎧
⎪ + + ≥ −⎪
⎪ + + ≥⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ ≥
⎪

≤⎪⎩

 Giải: 

 Vì x2, x3 chưa ràng buộc về dấu nên ta thay x2 bởi , x3 bởi 

, 

' " ' "
2 2 2 2( , 0)x x x x− ≥

' " ' "
3 3 3 3( , 0)x x x x− ≥ 4 0x ≤ nên thay x4 bởi ' '

4 4( 0x x )− ≥ . 

 Vì có các bất đẳng thức (1), (2), (3) nên ta thêm các ẩn phụ x6, x7, x8. 
 Từ đó, ta được bài toán sau: 

  ' " ' " '
1 2 2 3 3 4 52 ( ) 2( ) 2 mix x x x x x x− − + − − − → n

Với điều kiện  

' " ' " '
1 2 2 3 3 4 5 6

' " ' " '
2 2 3 3 4 7

' " '
2 2 4 5 8

' " ' " '
1 2 2 3 3 4

' " ' " '
1 5 6 7 8 2 2 3 3 4

2( ) 2 7
( ) 2( ) 1
2( ) 3 10

( ) 2( ) 20
, , , , , , , , , 0

x x x x x x x x
x x x x x x

x x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x x

− − + − − + + =⎧
⎪ − + − − − = −⎪
⎪ − − + − =⎨
⎪ + − − − − =⎪
⎪ ≥⎩

1.3. Mô tả bài toán QHTT và thuật toán đồ thị  

1.3.1. Biểu diễn hình học quy hoạch tuyến tính hai biến 

Xét bài toán QHTT chuẩn tắc 2 biến 
                                                   (1.16) 1 1 2 2( ) minf X c x c x= + →
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         với điều kiện   1 1 2 2 , 1,

0 , 1, 2;
i i i

j

a x a x b i m

x j

⎧ + ≤ =⎪
⎨

≥ =⎪⎩
 

-  Ta thấy rằng:  

( ){ }1 2 1 1 2 2, :H x x x a x a x b= = + =  chia R2 thành hai nửa mặt phẳng: 

( ){ }1 2 1 1 2 2, :D x x x a x a x b+ = = + ≥   

( ){ }1 2 1 1 2 2, :D x x x a x a x b− = = + ≤  

          thì mỗi bất phương trình tuyến tính trong hệ ràng buộc  

             1 1 2 2 , 1,i i ia x a x b i m+ ≤ =  

           sẽ xác định một nửa mặt phẳng.  
 Vậy miền ràng buộc D, xác định bởi hệ ràng buộc là giao của m nửa mặt phẳng, sẽ 
là đa giác lồi hay khúc lồi(D≠∅ ) hoặc không tồn tại (D=∅ ). 
 - Để xác định nửa mặt phẳng (1.17), ta phải xác định đường thẳng:  

 1 1 2 2:i i i iH a x a x b+ =           1,i m=  

          Sau đó, xác định véc tơ pháp tuyến của nó: { }1 2,i i in a a=    1,i = m  thì phần nửa mặt 

phẳng : ( )iD−
1 1 2 2 , 1,i i ia x a x b i m+ ≤ =  nằm về phía ngược hướng với , in ( 1,i m= ) , còn nửa 

mặt phẳng 1 1 2 2( ) : ,(i i i iD a x a x b i+ + ≥ 1, )m=  sẽ nằm về phía cùng hướng với  , in ( 1,i m= ) , 

kể cả biên của (Hi). 

 Chú ý: Ngoài phương pháp xác định giữa mặt phẳng ( )iD−  hoặc  nêu trên, có 

thể xác định bằng cách: Xét điểm góc toạ độ O(0;0) thuộc nửa mặt phẳng nào bằng cách 

thay toạ độ O(0;0) vào hệ ràng buộc hoặc ngược lại. 

( )iD+

 
 
 
 
                           
 
                                                                                
                                                                                                                             
 
 

(1.17) 
 
(1.18) 

1 1 2 2( ) :i i iD a x a x b+
i+ ≥  

{ }1 2,i i in a a=

in−

1 1 2 2( ) :i i i i

 

D a x a x b− + ≤

1 1 2 2:i i i iH a x x

 

( ) a b+ =  

Hình 1.1
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 - Từ ý nghĩa hình học, đối với hàm mục tiêu 1 1 2 2( )f X c x c x= + ta xét phương 

trình đường thẳng: 1 1 2 2c x c x α+ =    với 1Rα ∈           (1.19) 

Ta thấy: Khi α  thay đổi,( 1.19) sẽ xác định trên mặt phẳng toạ độ Ox1x2 các đường thẳng 

song song với nhau( vì cùng vuông góc với véctơ pháp tuyến { }1 2,in c c= ), gọi là các 

đường mức (mức giá trị α ). Mỗi điểm ( )1 2,x x x D= ∈ , sẽ nằm trên đường mức với giá trị : 

1 1 2 2xc x cε = +   

Vậy theo ngôn ngữ hình học, có thể phát biểu bài toán QHTTCT như sau; 
 Trong số các đường mức, tìm đường  mức với giá trị nhỏ nhất có thể: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* *
min 1 1 2 2c x c xα = +  với * * *

1 2( , )x x x D= ∈   

 Khi đó * *
1 2( , )*x x x=  là phương án tối ưu với min minf α= . 

1.3.2.  Nhận xét 
Hàm mục tiêu: 1 1 2 2( )f X c x c x= +  có thể biểu diễn dưới dạng véc tơ, nhờ khái 

niệm của tích vô hướng: 

                        ( )f X cx=< > với 2
1 2 1 2( , ), ( , )c c c x x x= = ∈ℜ  

Ta thấy 1 1 2 2( )f X c x c x α= + =  

Khi dịch chuyển song song các đường mức theo hướng véc tơ pháp tuyến thì giá trị 
đường mức sẽ tăng. Ngược lại, khi dịch chuyển theo hướng ngược lại thì giá trị đường 
mức sẽ giảm.  

Từ đó, ta có thể giải bài toán QHTT theo phương pháp hình học sau: 

{ }1 2,in c c=

 

x2 

x1

1 1 2 2c x c x α+ =

0 

Hình 1.2 
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1.3.3.  Thuật toán đồ thị 
a) Thuật toán 

Bước 1. Biểu diễn các điều kiện buộc của bài toán lên mặt phẳng toạ độ vuông góc 
x1Ox2. Xác định miền ràng buộc D. 

Bước 2. Vẽ đồ thị đường mức (*)  1 1 2 2c x c x α+ =  với một giá trị α  

Bước 3. Xác định véc tơ pháp tuyến { }1 2,in c c= và dịch chuyển song song các đường mức 

theo hướng của véc tơ { }1 2,in c c= , cho tới vị trí tới hạn(vị trí tới hạn là vị trí mà đường 

mức vẫn còn cắt miền D, nhưng nếu tiếp tục dịch chuyển sẽ không cắt miến D nữa). 
Bước 4: Điểm (hoặc nhiều điểm) của D nằm trên giao điểm của đường mức ở vị trí tới 
hạn với miền D, là lời giải của bài toán. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) Ví dụ  
  * Ví dụ 1  
  Giải bài toán sau bằng phương pháp hình học: 
   1 23 2 mix x+ → n

0
 với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

1 2

4
2 14

5 2 3
, 0

x x
x x
x x

x x

− ≥ −⎧
⎪ + ≤⎪
⎨ + ≤⎪
⎪ ≥⎩

 
      Giải 

   Biểu diễn các ràng buộc của bài toán lên mặt phẳng toạ độ x1Ox2, ta được miền 
ràng buộc D là đa giác lồi OABCD ( hình 1.3).  

   Xét đường mức 3x1 +2x2 =2  

{ }1 2,in c c=  

x2 

x1

1 1 2 2c x c x α+ =  

0

Hình 1.2 

*
1x

 
 

* *
1 1 2 2 minc x c x α+ =  

A 

B

C

D

D
*
2x
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   Dịch chuyển đường mức theo hướng (3;2)n , đỉnh B(4;5)  ở trên đường mức 
cuối cùng là điểm cực biên tối ưu: 

D∈

   X*= (4,5) max max( ) 3.4 2.5 22f Xα⇔ = = + =  
 

           

f(x)=x+4

Shade 1

f(x)=7-(x/2)

Shade 2

f(x)=15-(5x/2)

Shade 3

f(x)=2-3x/2

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

-1

1

2

3

4

5

6

7

x1

x2

A

B

C

D

O

D

 
 

 
           * Ví dụ 2 

    Giải bài toán sau bằng phương pháp hình học: 
                                1 23 4 mix x+ → n

2
 với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4
2

2 4 1
, 0

x x
x x
x x

x x

+ ≥⎧
⎪− + ≤⎪
⎨ − ≤⎪
⎪ ≥⎩

   Giải 
    Xác định miền ràng buộc D của bài toán là khúc lồi (hình 1.5) 
    Xét đường mức 3x1 + 4x2 = 4 
    Dịch chuyển sông song các đường mức theo hướng ngược với  cắt D tại 
điểm A(0; 2) là duy nhất. Vậy A(0;2) là điểm cực biên tối ưu.  

(3;4)n

X* = (0;2) min min( ) 3.0 4.2 8f Xα⇔ = = + =  
 

                      

f(x)=2-(x/2)

Shade 2

f(x)=x+2

Shade 1

f(x)=x/2-3

Shade 3

f(x)=1 - 3x/4

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

-1

1

2

3

4

5

6

x1

x2

 
 
 

n  

Hình 1.3 

2

4

0
1 23 2x x+ =  

1 2 4x x− ≤ −  

1 22 1x x+ ≥

1 25 2 3x x+ ≥

Hình 1.5 
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c) Chú ý 
- Với bài toán QHTT bất kỳ ta cũng có thể giải được bằng phương pháp hình học. 

Có thể xảy ra các trường hợp: 
+ Miền D =∅

2 ix b≥
tức là các nửa mặt phẳng xác định bởi hệ ràng buộc 

(hoặc 1 1 2i ia x a+ 1 1 2 2i ia x a x bi+ ≤ ) không có điểm chung và do đó bài toán vô 
nghiệm. 
+ miền D là đa giác lồi, thì có duy nhất một điểm cực biên là phương án tối ưu; 
hoặc có vô số phương án tối ưu, khi đó hai điểm cực biên là phương án tối ưu. 
+ Nếu D là khúc lồi(đa giác lồi không giới nội), thì bài toán có một phương án 
cực biên tối ưu, nếu D nằm về một phía đường mức cắt đường mức tại một điểm, 
hoặc bài toán có phương án tối ưu, nếu có 2 điểm cực biên là các phương án tối 
ưu, hoặc bài toán không có lời giải (f(x) không bị chặn).  

Bài tập 
1. Lập bài toán QHTT 
* Phương pháp:  
- Căn cứ vào yêu cầu của bài toán, phân tích các số liệu, đặt ẩn và xác định hàm mục 
tiêu 
- Xác định các ràng buộc của bài toán 
- Thiết lập bài toán 
* Bài tập luyện tập 

Bài 1. Xí nghiệp sản xuất giấy có 3 phân xưởng. Do trang bị kỹ thuật khác nhau nên mức 
hao phí tre gỗ, axít để sản xuất một tấn giấy thành phẩm cũng khác nhau. Mức hao phí 
được cho trong bảng dưới đây: 

 Mức hao phí nguyên liệu cho một tấn giấy 

Nguyên liệu P.Xưởng I P.Xưởng II P.Xưởng III 

Tre gỗ 
Axít 

1,4 tấn 
0,1 

1,3 
0,12 

1,2 
0,15 

  Số lượng tre gỗ có trong năm là 1.500.000 tấn, Axít là 100.000 tấn. 
 Hãy lập kế hoạch sản xuất sao cho tổng số giấy sản xuất trong năm của xí nghiệp là 
nhiều nhất? 
Bài 2. Một xí nghiệp có thể sản xuất bốn loại mặt hàng xuất khẩu H1, H2, H3, H4. Để 
sản xuất 4 loại mặt hàng này, xí nghiệp sử dụng hai loại nguyên liệu N1, N2. Số nguyên 
liệu tối đa mà xí nghiệp huy động được tương ứng là 600 kg và 800 kg. Mức tiêu hao mỗi 
loại nguyên liệu để sản xuất một mặt hàng và lợi nhuận thu được cho trong bảng sau:  

Định mức tiêu hao H1 H2 H3 H4 
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nguyên liệu và lợi nhuận

N1 0,5 0,2 0,3 0,4 
N2 0,1 0,4 0,2 0,5 

Lợi nhuận 0,8 0,3 0,5 0,4 
 Lập mô hình sao cho xí nghiệp sản xuất đạt lợi nhuận cao nhất? 
Bài 3.  Xí nghiệp cơ khí Hùng Vương có 32 công nhân nam và 20 công nhân nữ. Xí 
nghiệp có hai loại máy: cắt và tiện. Năng suất trung bình của các công nhân đối với mỗi 
loại máy được cho trong bảng dưới đây: 

Năng suất công việc Công nhân nam Công nhân nữ 

Máy cắt 30 chi tiết / giờ 22 chi tiết / giờ 
Máy tiện 25 chi tiết/ giờ 20 chi tiết / giờ 

Biết rằng trong ngày cắt được bao nhiêu chi tiết thì tiện hết bấy nhiêu chi tiết. Hãy 
lập mô hình để xí nghiệp sản xuất được nhiều sản phẩm nhất? 

Bài 4. Một công ty chuyên sản xuất 3 loại sản phẩm A, B, C. Trong đó, nguyên liệu để 
sản xuất ra 3 loại sản phẩm trên được nhập về từ hai nguồn N1, N2. Chi phí cho mỗi đơn 
vị nguyên liệu nhập từ N1 là 100000 USD và nguồn N2 LÀ 90000 USD. 

 Các loại sản phẩm sản xuất cần các đơn vị nguyên liệu của từng nguồn được cho 
trong bảng sau:  

Loại sản phẩm 
Nguồn nguyên liệu 

A B C 

N1 1000 2000 3000 

N2 2000 1000 2000 

Số lượng tối thiểu sản phẩm loại A cần sản xuất trong thời gian tới là 20000, sản 
phẩm loại B là 18000, sản phẩm loại C là 15000. 

Hãy lập bài toán để tổng chi phí sản xuất mà công ty bỏ ra là nhỏ nhất mà vẫn đảm 
bảo yêu cầu về sản phẩm? 
Bài 5. Một cơ sở dự định sản xuất tối đa trong một ngày 500 ổ bánh mì dài và 500 ổ bánh 
mì tròn, muốn đạt lợi nhuận nhiều nhất, với những điều kiện như sau: 
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- Gía bán một ổ bánh mì dài làm từ 400g bột là 325 đồng, một ổ bánh mì tròn làm 
từ 250g bột là 220 đồng. 

-  Số lượng bột được cung cấp tối đa trong ngày là 225 kg với giá mỗi kg là 300 
đồng. 

-  Lò nướng bánh cho phép nướng 75 ổ bánh mì dài hay 100 ổ bánh mì tròn trong 
một giờ nhưng không thể nướng hai loại cùng một lúc. Lò nướng hoạt động tối đa 8 giờ 
trong một ngày. 
 Hãy lập mô hình cho bài toán nêu trên? 
Bài 6. Ba xí nghiệp A, B, C cùng có thể sản xuất áo vét và quần. Khả năng sản xuất của 
môic xí nghiệp như sau: Khi đầu tư 1000 USD vào xí nghiệp A thì thu được 35 áo vét và 
45 quần; vào xí nghiệp B thì thu được 40 áo vét và 42 quần; vào xí nghiệp C thì thu được 
43 áo vét và 30 quần. Lượng vải và giờ công sản xuất được cho trong bảng sau: 

A B C 
Xí nghiệp 

vải/giờ vải/giờ vải/giờ 
1 áo vét 3,5m 20giờ 4m 16giờ 3,8m 18giờ 
1 quần 2,8m 10giờ 2,6m 12giờ 2,5m 15giờ 

 Tổng số vải huy động được là 10000m 
 Tổng số giờ công huy động được là 52000 giờ. 
 Theo hợp đồng thì tối thiểu phải có 1500 bộ quần áo, nếu lẻ bộ thì quần là dễ bán 
 Hãy lập kế hoạch đầu tư vào mỗi xí nghiệp bao nhiêu vốn để:  

- Hoàn thành hợp đồng.  
- Không khó khăn về tiêu thụ. 
- Không bị đôngj về vải và giờ công. 
- Tổng số vốn đầu tư là nhỏ nhất. 

Bài 7.  Một nhà máy cán thép có thể sản xuất hai loại sản phẩm: thép tấm và thép cuộn. 
Nếu chỉ sản xuất một loại sản phẩm thì nhà máy chỉ có thể sản xuất 200 tấn thép tấm hoặc 
140 tấn thép cuộn trong một giờ. Lợi nhuận thu được khi bán một tấn thép tấm là 25 
USD, một tấn thép cuộn là 30 USD. Nhà máy làm việc 40 giờ trong một tuần và thị 
trường tiêu thụ tối đa là 6000 tấn thép tấm và 4000 tấn thép cuộn. 
         Nhà máy cần sản xuất mỗi loại sản phẩm là bao nhiêu trong một tuần để lợi nhuận 
thu được là cao nhất? 
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Bài 8. Có 3 người cùng phải đi một quãng đường dài 10km mà chỉ có một chiếc xe đạp 
một chỗ ngồi. Tốc độ đi của người thứ nhất là 4km/h, người thứ hai là 2km/h, người thứ 
ba là 2km/h. Tốc độ đi xe đạp của người thứ nhất là 16km/h, người thứ hai là 12km/h, 
người thứ ba là 12km/h.  
        Lập bài toán sao cho thời gian người cuối cùng đến đích là ngắn nhất?  
Bài 9. Một nhà máy sản xuất ba loại thịt: bò, lợn và cừu với lượng sản xuất mỗi ngày là 
480 tấn thịt bò, 400 tấn thịt lợn, 230 tấn thịt cừu. Mỗi loại đề có thể bán được ở dạng tươi 
hoặc nấu chín. Tổng lượng các loại thịt có thể nấu chín để bán là 420 tấn trong giờ và 250 
tấn ngoài giờ. Lợi nhuận thu được từ việc bán một tấn mỗi loại thịt cho trong bảng sau: 

 Tươi Nấu chín trong giờ Nấu chín ngoài giờ 

Bò 8 14 11 
Lợn 4 12 7 
Cừu 4 13 9 

 Hãy lập bài toán sản xuất sao cho nhà máy đạt lợi nhuận cao nhất? 

 

• Nếu có bất đẳng thức  hoặc 
1

n

ij j i
j

a x b
=

≥∑
1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑  thì ta đưa thêm ẩn phụ 

xn+i 0≥  ,với hệ số hàm mục tiêu cn+i = 0 để có: 

                             hoặc 
1

n

ij j n i i
j

a x x b+
=

− =∑
1

n

ij j n i i
j

a x x b+
=

+ =∑ ; 

• Nếu có ẩn xk chưa ràng buộc về dấu, thì ta có thể thay nó bởi hai biến 
mới 'k

x và "k
x không âm, theo công thức: 

                                kx = 'k
x - "k

x . 

* Bài tập luyện tập 
Đưa các bài toán sau về dạng chính tắc: 

Bài 1.                             1 2 35 4 3 mix x x− − − → n

11
8

với điều kiện  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5
4 2
3 4 2

, , 0

x x x
x x x
x x x

x x x

+ + ≤⎧
⎪ + + ≤⎪
⎨ + + ≤⎪
⎪ ≥⎩
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Bài 2.                            1 22 mx x− → ax

x

in

n

6
8

với điều kiện  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3

2 2
2 2

4
, 0

x x x
x x x

x x x
x x

− − + ≤⎧
⎪ − − ≥⎪
⎨ + + =⎪
⎪ ≥⎩

Bài 3.                              1 2 3 42 4 max x x x+ + + →

với điều kiện  

1 2 4

1 2

2 3 4

1 2 4

3 4
2 3

4 3
, , 0

x x x
x x

x x x
x x x

+ + ≤⎧
⎪ + ≤⎪
⎨ + + ≤⎪
⎪ ≥⎩

Bài 4.                              1 2 32 mx x x− − →

với điều kiện  

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

1 3

2 2
1

5
2 2

, 0

x x x
x x x
x x
x x

x x

+ − ≤⎧
⎪ − + ≤⎪⎪ + ≤⎨
⎪ − ≤⎪

≥⎪⎩

Bài 5.                             1 2 35 2 10 /3 mix x x− − − →

với điều kiện  

1 2 3

1 3 5

1 3

1 3

2 4 3 4
4 2 3 3
3 21

, 0

x x x
x x x
x x

x x

+ + ≥⎧
⎪ + + ≤⎪
⎨ + ≤⎪
⎪ ≥⎩

2. Giải bài toán QHTT bằng phương pháp đồ thị 

* Phương pháp:  
Bước 1. Biểu diễn các điều kiện buộc của bài toán lên mặt phẳng toạ độ vuông góc 
x1Ox2. Xác định miền ràng buộc D. 

Bước 2. Vẽ đồ thị đường mức (*)  1 1 2 2c x c x α+ =  với một giá trị α  



Ch−¬ng 1. bμi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh               Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 17 

Bước 3. Xác định véc tơ pháp tuyến { }1 2,in c c= và dịch chuyển song song các đường mức 

theo hướng của véc tơ { }1 2,in c c= , cho tới vị trí tới hạn(vị trí tới hạn là vị trí mà đường 

mức vẫn còn cắt miền D, nhưng nếu tiếp tục dịch chuyển sẽ không cắt miến D nữa). 
Bước 4: Điểm (hoặc nhiều điểm) của D nằm trên giao điểm của đường mức ở vị trí tới 
hạn với miền D, là lời giải của bài toán. 

* Bài tập luyện tập: Giải các bài toán sau đây bằng phương pháp đồ thị: 

Bài 1.                              2 1 minx x− →

                 với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
2 2

5
, 0

x x
x x
x x
x x

− + ≤⎧
⎪ − ≤⎪
⎨ + ≤⎪
⎪ ≥⎩

Bài 2.                              2 1 maxx x− →

với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

2 2
2 8

, 0

x x
x x

x x

− + ≤⎧
⎪− + ≤⎨
⎪ ≥⎩

 Bài 4.                              1 2 maxx x− →

với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

1 2

3 3
2 4

1
, 5

x x
x x
x x
x x

+ ≥⎧
⎪ + ≥⎪
⎨ − ≤⎪
⎪ ≤⎩

Bài 5.                              1 2 minx x− + →

với điều kiện  

1 2

1 2

1 2

1 2

2 6
2 4

1
, 0

x x
x x

x x
x x

− − ≤⎧
⎪ − ≤⎪
⎨− + ≤⎪
⎪ ≤⎩
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Bài 6.                              1 25 6 max x+ → x

2

x

4

với điều kiện  
1 2

1 2

2 2
2 3

x x
x x
− ≥⎧

⎨− + ≥⎩

Bài 7.                             1 23 4 max x− →

với điều kiện      

1 2

1 2

2

1

1 2

4
2 1

6
6

, 0

x x
x x

x
x
x x

− ≥ −⎧
⎪ + ≤⎪⎪ ≤⎨
⎪ ≤⎪

≥⎪⎩
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Chương 2. TÍNH CHẤT CỦA BÀI TOÁN QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 

2.1. Một số kết quả cơ bản của giải tích lồi 

2.1.1.Tập hợp lồi 

a) Định nghĩa 

  * Định nghĩa 2.1   

• Tổ hợp lồi  
    - Tập hợp nM R⊂ được gọi là tập hợp lồi nếu với bất kì ,X Y M∈  và [ ]0,1λ∈  ta có: 

(1 ) ,Z X Y Mλ λ= + − ∈  

    - Cho hệ hữu hạn điểm X1, X2, …,Xk nR∈ . Khi đó, 
1

, 0
k

i i i
i

X Xλ λ
=

,= ∀ ≥∑  
1

1
k

i
i
λ

=

=∑  là tổ 

hợp lồi của hệ điểm đã cho. 

• Đoạn thẳng 
    - Khi k = 2, ta có 2 điểm X1, X2. Khi đó, 

{ }1 2 1 2 1 2: (1 ) ,0 1 ,nX X X R X X X X Xλ λ λ= ∈ = + − ≤ ≤  được gọi là đoạn thẳng nối hai    

điểm X1, X2. 

• Tập hợp lồi 
     Tập M là lồi khi và chỉ khi đoạn thẳng nối hai điểm bất kì nằm trọn trong tập hợp. 
   
 
 
  
 

 

• Đa tạp tuyến tính 
    Tập nM R⊂  được gọi là đa tạp tuyến tính nếu:  
          (1 ) , , ,Z X Y M X Y M Rλ λ λ= + − ∈ ∀ ∈ ∈  

• Điểm cực biên 

x y 
A 

y

x

B

x y

C

Hình 2.1

Tập A: lồi                                         Tập B và C: không lồi 
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     Cho tập lồi nM R⊂ , điểm X M∈ được gọi là điểm cực biên của M nếu X không thể 
biểu diễn thành tổ hợp lồi thực sự của hai điểm khác nhau thuộc M. Nghĩa là không thể 
tồn tại X1, X2 thuộc M (X1≠ X2)sao cho: 

                         1 2(1 ) ,0 1Z X Xλ λ λ= + − ≤ ≤  

b) Tính chất 
1. Giao của các tập lồi là tập lồi 
2. Hiệu và tổng của hai tập lồi là tập lồi 
3. Tập đóng nhỏ nhất chứa tập lồi M được gọi là bao đóng của tập M, kí hiệu là 

M . 
- Bao đóng của tập lồi là tập lồi. 

           4. Tập tất cả các điểm là tổ hợp lồi của các điểm thuộc M được gọi là bao lồi của 
M, kí hiệu là co(M). 
               - co(M) là tập lồi bé nhất chứa M và là giao của tất cả các tập lồi chứa M. 
            5.  Tổ hợp lồi của các tập lồi là tập lồi. 
            6. Tập M lồi khi và chỉ khi tổ hợp lồi của hữu hạn điểm thuộc M cũng thuộc M. 
            7. Cho , tập các điểm ,nC R Rλ∈ ∈ nX R⊂  thỏa mãn điều kiện ,C X λ=  gọi là siêu 

phẳng thuộc không gian Rn. 
- Cho M và Q là các tập lồi thuộc Rn, M Q∩ =∅ , khi đó tồn tại siêu phẳng 

,C X λ=  tách M và Q, nghĩa là tồn tại ,nC R λ R∈ ∈ sao cho:  

       , ,C X X Mλ≤ ∀ ∈  và , ,C Y Y Qλ≤ ∀ ∈  

            8. Tập ij
1

: , 1, 2,...,
n

n
j i

j
M X R a x b i m

=

⎧
= ∈ ≤ =⎨
⎩ ⎭

∑
⎫
⎬  là tập lồi.M là tập lồi đa diện thuộc Rn. 

                    -  Tập phương án M của bài toán quy hoạch tuyến tính là một tập lồi đa diện. 
                    -  Điểm cực biên của tập lồi các phương án gọi là phương án cực biên. 
            9. Tập tất cả các phương án của bài toán QHTT khác rỗng là đa diện lồi. 
           10. Đa diện lồi M có hữu hạn điểm cực biên X1, X2, …, Xk và mọi điểm thuộc đa 
diện lồi là tổ hợp lồi của các điểm cực biên, nghĩa là mọi X M∈ thì  

                              
1 1

, 0,
k k

i i i i
i i

X Xλ λ λ
= =

1= ∀ ≥ =∑ ∑   

2.1.2. Hàm lồi 

a) Định nghĩa 
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Định nghĩa 2.2 

Cho hàm số f xác định trên tập hợp lồi M. Hàm f  được gọi là  hàm lồi nếu với 

,X Y M∈  và [ ]0,1λ∈  ta có: 

            ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ).f X Y f X f Yλ λ λ λ+ − ≤ + −  

Nếu ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f X Y f X f Yλ λ λ λ+ − ≥ + −  thì f  được gọi là hàm lõm. 

Nếu f(X) là hàm lồi thì g(X)= - f(X) là hàm lõm. 
Ví dụ 2.1 

Hàm với a > 0 là hàm lồi. 2y ax bx c= + +

Hàm y = sinx [ ;2x ]π π∈ là hàm lồi. 

b) Tính chất của hàm lồi 

1. Hàm tuyến tính vừa là hàm lồi vừa là hàm lõm 
2. Hàm f , xác định trên tập lồi M, là lồi khi và chỉ khi  

     2  
1 1 1

( ) ( ), 0, 1,
k k k

i i i i i i
i i i

f X f X kα α α α
= = =

≤ ∀ ≥ =∑ ∑ ∑ .≥

3. Hàm f  liên tục trên tập lồi M là lồi khi và chỉ khi  

          
1 1( ) ( ) ( ), ,

2 2 2
X Y .f f X f Y X Y M+

≤ + ∀ ∈  

4. Cho ( ), 1,if X i k=  là các hàm lồi. Khi đó, với 0, 1,i i k  ta có λ ≥ =

1
( ) ( )

k

i i
i

f X f
=

= ∑ Xλ là hàm lồi. 

5. Cho ( ), 1,if X i k=  là các hàm lồi xác định trên tập M, khi đó 

{ }i( ) ax f ( ), 1,f X m X i k= = là hàm lồi. 

6. Nếu f  là lồi thì      { }( (1 ) ) ax ( ), ( ) , 0f X Y m f X f Yα α α 1.+ − ≤ ≤ ≤   

7. Hàm một biến số f(X) xác định và liên tục, có đạo hàm cấp 2 trên (a,b). Khi 

đó, f(X) lồi trên (a,b) nếu "( ) 0, ( , )f x x a≥ ∀ ∈ b . 

8. Dạng toàn phương là lồi khi và chỉ khi xác định không âm. 

9. Cho ( ), 1,if X i k=  là các hàm lồi. Khi đó 

    { }: ( ) 0, 1,n
iM X R f X i k= ∈ ≤ =  là một tập lồi. 
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c) Ứng dụng 
      Ví dụ 2.2 
      Chứng minh bất đẳng thức Côsi:  

          1 2
1 2

ln( ... ) ...n n
n

a a a a a a
n

≥  

            Giải: 
 Ta có hàm –lnx là hàm lồi, do vậy:  

 1 2
1 2

...ln (1/ )(ln ln ... ln )n
n

a a a n a a a
n

+ + +
− ≤ − + + +  

 1 2 1 2... ...ln n na a a a a a
n n

+ + + + + +
⇔ − ≤ −  

 Điều đó xảy ra khi và chỉ khi  

1 2 1 2... ...ln n na a a a a a
n n

+ + + + + +
⇔ ≥  

1 2
1 2

... ...n n
n

a a a a a a
n

+ + +
⇔ ≥ (đpcm) 

      Ví dụ 2.3 
             Chứng minh  

                  2,
2 2

n na b a b a b n+ +
≥ ∀ + ≥ ∀  

              Giải: 
              Thật vậy, do xn là hàm liên tục và lồi với mọi x ≥ 1 nên  

  
2 2 2

n n na b a b a b+ + +⎛ ⎞≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      Ví dụ 2.4    
      Xác định α để f cho sau đây là lồi : 

 2 2 2
1 1 2 1 3 2 2 3 3 1 2( ) 2 6 2 7 8 10 3f X x x x x x x x x x x x xα= + + + + + + − +  

             Giải: 
       Do f là tổng của dạng toàn phương và dạng tuyến tính, nên ta chỉ cần xét dạng toàn 

phương xác định không âm là đủ. 
           Ta có dạng toàn phương xác định không âm khi và chỉ khi định thức tương ứng 
xác định không âm. Tức là : 
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11 1
2 1 1 31 6 1 6 1

2 2 2
1 1
2

α α

α

= + + − − −  

                                  

35 0
2
3 .

10

α

α

= − ≥

⇔ ≥
 

      Ví dụ 2.5 

       Cho và . Tìm giá trị nhỏ nhất của 1 2, ,..., 0nx x x > 1 2 ... 2nx x x+ + + = 3

1

k

i
i

A x
=

= ∑  

       Giải: 
       Ta có hàm số y = x3 , với x>0 là hàm lồi. áp dụng tính chất 2 của hàm lồi, ta có :  

                   
3 3 3

1 2 1 2... ...k k
3x x x x x

k k
+ + + + + +⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
x  

              Khi đó, theo điều kiện đã cho ta có:   

          
3 33 3 3

1 2 1 2... ... 2k kx x x x x x
k k

+ + + + + +⎛ ⎞≥ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠ k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

              Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x1= x2 = …..= xk = 2
k

 và min 2

8A
k

=  

2.2. Tính chất của bài toán quy hoạch tuyến tính 

Không mất tính tổng quát , ta giả thiết : 

• Xét bài toán Quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc : 

                       min→                                 (2.1) 
1

( )
n

j j
j

f X c x
=

= ∑

         với điều kiện   1
, 1, ...,

0 , 1, ;

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧ = =⎪
⎨
⎪ ≥ =⎩

∑ ;
 

• Hệ (2.2) có đúng m phương trình độc lập tuyến tính. 

• mi ,1=  bi ,0≥∀

(2.2) 
 
(2.3) 
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• m < n (trong trường hợp  nm ≥  thì tập phương án có nhiều nhất một điểm, 
do vậy phương án tối ưu là tầm thường). 
Định lý 2.1. Nếu tập phương án của bài toán quy hoạch tuyến tính là đa diện lồi thì 

tồn tại phương án cực biên tối ưu. 
 Định lý 2.2. Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có phương án tối ưu thì có ít nhất 
một phương án cực biên tối ưu. 

Định lý 2.3.  Phương án X = (xj) là cực biên khi và chỉ khi hệ véc tơ cột {Aj} ứng 
với các xj > 0 độc lập tuyến tính. 
Hệ quả 2.3 

i, Số toạ độ dương của phương án cực biên có tối đa là m. 

ii, Số phương án cực biên của M là hữu hạn. 
 Định nghĩa 2.3. Phương án cực biên có đủ m toạ độ dương được gọi là phương án 
cực biên không suy biến ( hay không thoái hoá). 
 Định lý 2.4.  Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có hai phương án tối ưu khác nhau 
thì có vô số phương án tối. 
 Định lý 2.5. Mỗi phương án cực biên của tập phương án M đều tồn tại một hàm 
mục tiêu để nó là phương án tối ưu duy nhất. 
 Định lý 2.6. Nếu hàm tuyến tính f, bị chặn dưới trên tập phương án khác rỗng thì 
bài toán quy hoạch tuyến tính tồn tại phương án cực biên tối ưu. 
 Hệ quả 2.6. Bài toán quy hoạch tuyến tính sẽ không có phương án tối ưu khi và chỉ 
khi xảy ra một trong hai tình huống: hoặc là tập phương án rỗng, hoặc là hàm mục tiêu 
không bị chặn trên tập phương án. 

2.3. Cặp bài toán đối ngẫu 
2.3.1. Định nghĩa 

Định nghĩa 2.4.  Cho bài toán quy hoạch tuyến tính : 

                                              (2.4) 
1

( ) min
n

j j
j

f X c x
=

= →∑

           với điều kiện 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=≥∑
=

njx

mibxa

j

n

j
ijij

,1,0

,1,
1   

 Ta nói bài toán (2.4), (2.5), (2.6) có dạng chuẩn tắc và ta gọi đó là bài toán gốc. 
Khi đó, ta gọi bài toán sau là bài toán đối ngẫu của bài toán gốc :  

(2.5) 

(2.6) 
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                                                (2.7) max)(
1

→=∑
=

m

i
ii ybYg

           với điều kiện 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=≤∑
=

miy

njcya

i

n

j
jiij

,1,0

,1,
1  

+ Bài toán (2.4) – (2.6) và (2.7) - (2.9) tạo thành cặp bài toán đối ngẫu. Nếu bài này 
là bài toán gốc thì bài kia là bài toán đối ngẫu và ngược lại. 

+ Các điều kiện (2.5) và (2.8) hoặc (2.6) và (2.9) là các cặp điều kiện đối ngẫu. 

+ Dạng ma trận của cặp bài toán đối ngẫu :
{ }
{ }0,:max

0,:min
≥≤
≥≥

YCYAYb
XbAXCX

  

 Ta có thể hình dung cặp bài toán đối ngẫu được viết theo cách mô tả dạng ma trận 
như sau : 

x1             x2                  ...              xn ≥0 

∑
=

n

j 1
min c1             c2                   ...               cn 

≤              ≤                   ...              ≤   
có ràng buộc 

(≥) thứ i mới 

có yi ≥ 0 
 a11                   a12                ...             a1n 

a21            a22                 ...             a2n 

...             ...                  ...             ...    
am1           am2                ...             amn 

≥ b1 

≥ b2 
... 

≥ bm 

y1 

y2 
... 
ym 

 chú ý rằng khi bài toán max có 

ràng buộc dạng (≤) thứ j thì mới 

có xj ≥ 0. 
∑
=

m

i 1
max  

 
Ví dụ 2.6. Cho bài toán : 

   min2)( 321 →+−= xxxXf  

 với điều kiện  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+−
≥−+

0,,
522

22

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 Bài toán đối ngẫu là :  

                         max52)( 21 →+= yyYg  

(2.8) 

(2.9) 
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 với điều kiện  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤+−
−≤−

≤+

0,
12
12

22

21

21

21

21

yy
yy

yy
yy

2.3.2. Tính chất của cặp bài toán đối ngẫu 
Định lý 2.7. Với mọi cặp phương án X và Y của cặp bài toán đối ngẫu, ta có :  

Yb ≤ CX 
Định lý 2.8. Nếu X*, Y* lần lượt là phương án của cặp bài toán đối ngẫu, thoả mãn 

CX* = Y*b thì X*, Y* lần lượt là phương án tối ưu của mỗi bài toán. 
Định lý 2.9 

Nếu một trong hai bài toán của cặp bài toán đối ngẫu có phương án tối ưu thì bài toán kia 
cũng có phương án tối ưu, đồng thời 
                                       minCX = max Yb 
Nếu hàm mục tiêu của bài toán này không bị chặn trên tập phương án thì bài toán kia có 
tập phương án rỗng. 

Hệ quả 2.9. Nếu tập phương án của bài toán gốc và bài toán đối ngẫu đều khác rỗng 
thì chúng đều có phương án tối ưu. 

Định lý 2.10. Cặp phương án X*, Y*, tương ứng cặp bài toán đối ngẫu, tối ưu khi và 
chỉ khi  

                 ∑ , nếu  (hoặc nếu ) 
=

=
m

j
jiij cya

1

* 0* >jx 0* =jx j

m

i
iij cya <∑

=1

*

                , nếu  (hoặc nếu ) ∑
=

=
m

j
ijij bxa

1

* 0* >iy 0* =iy i

m

i
jij bxa >∑

=1

*

- Xét bài toán : 

                                                        (2.10) min)(
1

→=∑
=

n

j
jj xcXf

với điều kiện 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

∑
=

x

a

j

n

j
ij

1

(2.11) 
 
(2.12) =

==

nj

mibx ij

,1,0

,1,
 

Bài toán sau đây được gọi là bài toán đối ngẫu không đối xứng của bài toán trên : 

                                                          (2.13) max)(
1

→=∑
=

m

i
ii ybYg
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với điều kiện   ∑
=

≤
m

i
iij cya

1
=j nj ,1,                                  (2.14) 

Ví dụ 2.7. Cho bài toán gốc :  
                      min2)( 21 →−= xxXf

với điều kiện  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=+−
=−+

0,,
42
22

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Bài toán đối ngẫu không đối xứng của nó là : 
                      max42)( 21 →+= yyYg

với điều kiện  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+−
−≤−

≤+

0
12

22

21

21

21

yy
yy
yy

 Định lý 2.10’. Cặp phương án X*, Y* tối ưu khi và chỉ khi ∑ nếu . 

(Hoặc , nếu ). 

,
1

*

=

=
m

i
jij cya 0* ≥jx

0* =jx ∑
=

≤
m

i
jij cya

1

*

2.3.3.Một số ứng dụng của đối ngẫu trong quy hoạch tuyến tính 
1. Xây dựng dấu hiệu tối ưu cho một bài toán cụ thể nào đó 
Xét bài toán « Lập kế hoạch sản xuất » ở chương I, ta đã lập mô hình  

                                                   max53)( 21 →+= xxXf

    với điều kiện:    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤
≤

=+

0,
3
4

82

21

1

2

21

xx
x
x

xx

 bài toán đối ngẫu của bài toán trên là: 
                min348)( 321 →++= yyyYg

với điều kiện  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+
≥+

0,,
5
32

321

21

31

yyy
yy

yy

Theo định lý 2.10, phương án sản xuất X = (x1, x2) là tối ưu khi và chỉ khi: 

Nếu   thì xi = 0, i=1,2 i
j

jij cya >∑
=

3

1

Nếu ∑  thì yj = 0, i=1,2,3 j
i

iij bxa <
=

2

1
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2. Giải bài toán Quy hoạch tuyến tính được đưa về giải hệ phương trình và bất 
phương trình 

Từ các tính chất của cặp bài toán đối ngẫu,việc giải bài toán (2.1)- (2.3) ta có thể đưa 
về việc giải hệ phương trình và bất phương trình sau đây : 

                              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
≥≤
≥≥

YbCX
YCYA
XbAX

0;
0;

3. Kiểm tra một phương án có tối ưu hay không ? 

• Nếu biết cặp phương án X* và Y*, thì ta chỉ cần kiểm tra điều kiện f(X*) = 
g(Y*) 

• Nếu chỉ biết phương án X* thì áp dụng định lý lệch bù 
Ví dụ 2.8. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính: 
                            max42 321 →++ xxx λ  

với điều kiện 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤−
=++
=++

4,1,0

33
32
43

42

321

421

jx

xx
xxx
xxx

j

 

1. Hãy chứng tỏ điểm X0 = (1 ;1 ;0 ;0) là phương án cực biên, đồng thời tại 
0=λ nó cũng là phương án tối ưu. 

2. Tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu. Xác định λ để bài toán đã cho có 
vô số phương án tối ưu. 

Giải: 
1. * Chứng X0 là phương án cực biên: 
+ Ta thấy X0 = (1 ;1 ;0 ;0 ) thỏa mãn hệ ràng buộc nên X0 là một phương án của bài 

toán. 

+ Mặt khác ta có  là hệ độc lập tuyến tính vì ma trận lập bởi A1, A2 : 

 có hạng rank(A) = 2. 

1 2

1 3
2 ; 1
0 1

A A
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 3
1 1
0 1

A
⎡ ⎤
⎢= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

Do đó, X0 là phương án cực biên. 

 * Chứng minh tại 0λ = , X0 là phương án tối ưu 



Ch−¬ng 2. tÝnh chÊt cña bμi to¸n qhtt                   Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 29 

+ Dạng ma trận của bài toán gốc: 

                  { }ax CXm  

Với điều kiện  
AX b
X 0

≤⎧
⎨ ≥⎩

Trong đó : 

   
1 2 0 1
2 1 1 0
0 1 0 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 ; [ ]2 4C λ= ; 
4
3
3

b
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

;
1

2

3

x
X x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

+ Áp dụng định lý 2.10, ở đây  x1= x2 =1 > 0 nên ta có: 
3

1 1
1

i i
i

a y c
=

=∑  và 
3

1
1

i i
i

a 1y c
=

=∑ , có nghĩa là : 11 1 21 2 31 3 1a y a y a y c+ + = và  

11 1 21 2 31 3 1a y a y a y c+ + = . Thay số vào ta được: 

                       
1 2

1 2 3

2 2
3 4
y y
y y y
+ =⎧

⎨ + + =⎩

 + Mặt khác, X0 thỏa mãn lỏng (<) điều kiện thứ 3: 1 – 3.0 <3 nên ta có y3 = 0. 

Vậy ta có hệ :  (*) 
1 2

1 2 3

3

2 2
3 4

0

y y
y y y

y

+ =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ =⎩

Hệ (*) có nghiệm duy nhất Y0 = (6/5 ;2/5 ;0).  
+ Với 0λ = , ta có bài toán đối ngẫu của bài toán trên là: 
                           1 2 34 3 3 miy y y+ + → n

                                     

1 2

1 2 3

2

1 3

2 2
3 4

0
3 0

0, 1, 3i

y y
y y y

y
y y

y i

⎧ + ≥
⎪

+ + ≥⎪
⎪ ≥⎨
⎪ − ≥⎪
⎪ ≥ =⎩

 

Thay Thay Y0 vào hệ ràng buộc của bài toán đối ngẫu, ta thấy Y0 thỏa mãn. Vậy tại 
0λ = , X0 là phương án tối ưu. 
3. * Tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu: 

+ Ta thấy rằng với 2
5

λ ≤  thì Y0 là phương án của bài toán đối ngẫu. 
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+Mặt khác, ta có :   = 2.1+ 4.1+ f(X0) λ .0 = 6 

              0( ) 4. 3. 3.0 6
5 5

g Y = + + =  
6 2

⇒Y0 là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu. 

* Xác định 
0( )f X⇒ 0( )g Y=

λ để bài toán có vô số phương án tối ưu: 

 + Với mọi 2
5

λ ≤ , Y0 là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu. Do đó với mọi 

2
5

λ ≤  ta có X phương án tối ưu. 

thấy y1 > 0, y2>0 và với

0 là 

+ Ta 2
5

λ < , Y0 thỏa mãn lỏng(>) ràng buộc thứ 3. Do đó, 

n

               

nếu có phươ g án tối ưu X thì X phải thỏa mãn: 

1 2 4

1 2 3

3

3 4
2 3

0

x x x
x x x

x

+ + =⎧
+ + =⎨

⎪ =⎩
 

⎪

Hệ trên có nghiệm: 
4 4

4
5 5 2; ;0;

5 5
x xX x+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠   

thì X phải thỏa mãn các điều k n còn lại: và 

                    

Để X là phương án iệ 1 2 4, , 0x x x ≥

2 43 3x x . Từ đó suy ra: 

  

− ≤

4
1 2
5 5

x− ≤ ≤  

Vậy khi 
2λ < n5 thì tập phươ g án tối ưu của bài toán gốc là: 

4 45 5 2 ;0;xX x−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ , với 4;
5 5

x+
⎝ ⎠ 4

1 2x
5 5

− ≤ ≤ . 
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Bài tập 
Bài 1.  Cho bài toán  { }321min xxx λ−−  

                  Với điều kiện 
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=++
=−+−

=++−

4,1,0

622
12

2373

321

321

4321

jx

xxx
xxx

xxxx

j

 

a) Điểm ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
33;

5
11;

5
8;0X có phải là phương án cực biên không ? 

ương  án  cự 1 2 4 ực biên tìm được, tạb) Tìm  ph c biên ứng với cơ sở liên kết A A A . Phương án c i 1=λ , 
có tối ưu không ? Tại sao? Tìm các giá trị của λ để phương án cực biên tìm được là tối ưu. 

c) Hãy chứng  tỏ bài toán đã cho có phương án tối ưu với λ hữu hạn nào đó. 
d) Viết bài toán đối ngẫu của bài toán đã cho. Xét phương án đã cho ở câu a, tại 1=λ , có phải là 

phương án tối ưu không ? Tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu ? 

Bài 2. Cho bài toán :      3 minx x x x1 2 4 5λ + − − →  

Với điều kiện : 

2

a) Tại 

1 2 4 5

2 3 4 5

2 5 6

2 1
4 2

3 5
0j

x x x
x x x x

x x x
x

− + =
⎪− + + − =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ ≥⎩

 

x +⎧

0λ = , điểm 0
1 11(0; ;0; ;4;0)
3 3

X = có phải là phương án tối ưu không ? Tại sao? 

b) Tìm λ để X  là ph0 ương án tối ưu. 

xBài 3.  Cho bài toán :  1 26 1x x 3 42 ax x mλ + − + →  

Với điều kiện: 

1 2 3 4

2 3 4

1 3 4

2x − −⎧ 2 3 2 8
3 2 2 1
2 3 10

0, 1,4j

x x x
x x x
x x x

x j

+ =
⎪ + − ≤ −⎪
⎨ − + =⎪
⎪ ≥ =⎩
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a) Viết bài toán đối ngẫu. Tại 8λ = , điểm X0 = (0 ;6 ;0 ;10) có là phương án tối ưu không ? Chứng tỏ 
rằng X0 là phương án cực biên. 

b) Tìm λ để X0 là phương án tối ưu. Với 8λ < , tìm tập phương án tối ưu của bài toán gốc. 
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CHƯƠNG 3. PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH 

3.1. Cơ sở lý luận của phương pháp  

3.1.1. Tư tưởng của phương pháp đơn hình 
Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc: 

                           
1

ij
1

( ) min( ax)

, 1,

0

n

j j
j

n

j i
j

j

f X c x m

a x b i m

x

=

=

= →

⎧ = =⎪
⎨
⎪ ≥⎩

∑

∑  

Dạng véctơ của bài toán: 

 Với điều kiện:  
1

( ) , min( ax)

0, 1,

n

j j
j

j

f X C X m

A x b

x j n

=

=< >→

⎧ =⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟≥⎪ ⎜ ⎟
⎨ ⎜ ⎟≤⎝ ⎠⎪
⎪ ≥ =⎩

∑     

Ta đã biết rằng : 
- Nếu bài toán có phương án thì có phương án cực biên 
- Nếu bài toán có phương án tối ưu thì cũng có phương án cực biên tối ưu. 
Số phương án cực biên là hữu hạn. 
Do đó, ta có thể tìm một phương án tối ưu(hay một lời giải của bài toán) trong tập hợp 
các phương án cực biên. Tập hợp này là hữu hạn. Vì vậy Dantzig đề xuất thuật toán đơn 
hình như sau: 

 Xuất phát từ một phương án cực biên X0. Kiểm tra xem X0 có là phương án tối ưu 
hay chưa. Nếu X0 chưa phải là phương án tối ưu thì tìm cách cải tiến nó để được phương 
pháp khác là X1 tốt hơn X0, tức là f(X1) < f( X0). Qúa trình này lặp lại nhiều lần. Vì số 
phương án cực biên là hữu hạn nên sau một số hữu hạn lần lặp ta sẽ tìm thấy phương án 
cực biên tối ưu. 

 Để thực hiện thuật toán đề ra ở trên, ta cần làm rõ hai vấn đề sau: 

1. Làm thế nào để biết một phương án cực biên đã cho là tối ưu hay chưa, tức là cần tìm 
« dấu hiệu tối ưu«. 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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2. Làm thế nào để từ một phương án cực biên chưa tối ưu tìm được một phương án cực 
biên tốt hơn nó. 

3.1.2. Biểu diễn qua cơ sở. Dấu hiệu tối ưu 
Gỉa sử có phương án cực biên X0 với cơ sở J(tức là hệ véctơ cột độc lập tuyến tính 

{ },jA j J∈ và xj > 0). Ta có: 

0AX = b 0 A hay                 (3.7) 0

1

n

j j j j
j j J

b x A x
= ∈

= =∑ ∑

(vì 0 0jx j J= ∀ ∉ ). Với mỗi k J∉ , ta biểu diễn véc tơ Ak qua các véc tơ cơ sở 

{ },jA j∈ J k j
j J

: ( )k jA z A k= ∀ J∉
∉
∑  

Gỉa sử X ∈D là một phương án bất kỳ. Ta có : 

1

( )
n

j j j j k k j j k jk j j jk k j
j j J k J j J k J j J j J k J

b x A x A x A x A x z A x z x
= ∈ ∉ ∈ ∉ ∈ ∈ ∉

= = + = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ A  (3.8) 

 Vì { },jA j J∈ độc lập tuyến tính nên từ (3.7) và (3.8) suy ra: 

        
0 ( )j j jk k

k J

x x z x j
∉

= + ∀ ∈∑ J  

Hay: 
0

j j jk k
k J

x x z x j
∉

= − ∀ ∈∑ J                (3.9) 

Khi đó, ta có: 

  
1

( )
n

j j j j k k
j j J k J

f X c x c x c
= ∈ ∉

= = +∑ ∑ ∑ x

k

          (3.10) 

Thay (3.9) vào ta được : 

0 0

1 1
( ) ( ) ( )

n n

j jk k j k k j j jk j k
j k J k J j k J j J

f X x z x c c x c x z c c
= ∉ ∉ = ∉ ∈

= − + = − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ x

)

 

Ký hiệu: 

      gọi là ước lượng của véc tơ cột Ak theo cơ sở J và: (k jk j k
j J

z c c k J
∈

Δ = − ∉∑

     0( ) ( ) k k
k J

f X f X x
∉

= − Δ∑  

Nhận xét: Do x ≥ 0 nên nếu thì , 0kk J∀ ∉ Δ ≤ 0( ) ( ),f X f X X≥ ∀ ∈D  do đó ta có dấu hiệu 

tối ưu sau đây: 
Phương án cực biên X0 với cơ sở J là phương án tối ưu thì 0,k k JΔ ≤ ∀ ∉ . 
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3.2. Công thức biến đổi và bảng đơn hình 
3.2.1. Công thức biến đổi 

Giả sử X0 với cơ sở J là một phương án cực biên nhưng chưa phải là phương án tối 

ưu, khi đó sao cho . Giả sử s là một chỉ số trong các chỉ số nói trên: 

.  

k J∃ ∉ 0kΔ >

, 0ss J∉ Δ >

Theo thuật toán trên ta cần cải tiến X0 để nhận được một phương án cực biên mới tốt 
hơn. Ta sẽ tìm một phương án cực biên mới X1 ứng với cơ sở J1 chỉ khác J một véc tơ : 

, tức là ta đưa véc tơ As vào cơ sở thay cho véc tơ Ar bị loại ra khỏi cơ sở J. 1 ( \ )J J r= ∪ s

s

Vì mọi thành phần ngoài cơ sở của một phương án cực biên đều bằng 0 nên phương 
án cực biên mới X1 có cơ sở  là:  1 ( \ )J J r= ∪

       (3.11) 
1 0 )
kx

θ
⎧ ∉ ≠ ∉

= ⎨
⎩

1víi k J, k s(tøc lμ k J

víi k = s

Trong đó θ  là một số dương sẽ được xác định sau sao cho X1 là một phương án cực 
biên. 

* Tìm điều kiện của θ  để X1 là một phương án: 
Thay (3.11) vào (3.9) ta được: 

         1 0 1 0. (j j jk k j js
k J

)x x z x x z jθ
∉

= − = − ∀ ∈∑ J  

Hay 
1

0 )

j

js

x
z

θ

θ

⎧ ∉ ≠ ∉
⎪

= ⎨
⎪ − ∈⎩

1

0
j

víi j J, j s(tøc lμ j J

víi j = s

x víi j J
      (3.12) 

  Để X1 là một phương án thì nó phải thỏa mãn các điều kiện buộc AX=b và X ≥ 0. 
 + Ta thấy rằng với mọiθ , ta có: 

1 1 1 0 0AX ( )j j j j j js j s j j js j s s s
j J j J j J j J j J

x A x A x z A A x A z A A b A Aθ θ θ θ θ θ
∈ ∉ ∈ ∈ ∈

= + = − + = − + = − + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ b  

 Vậy với mọi θ  thì ràng buộc thứ nhất thỏa mãn. Ta chỉ cần tìm θ  sao cho X1 ≥ 0. 
Có hai trường hợp xảy ra: 

 + Trường hợp 1: Nếu zjs ≤ 0 với mọi j ∈J thì X1 ≥ 0 với mọi θ > 0 và X1 là phương 
án của bài toán. Nhưng do : 0sΔ >

1 0 1 0( ) ( ) ( )k k s
k J

f X f X x f X kh iθ θ
∉

= − Δ = − Δ → −∞ → +∞∑  
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 Như vậy hàm mục tiêu không bị chặn dưới trên miền ràng buộc. Khi đó bài toán 
không có lời giải hữu hạn. 
 + Trường hợp 2: Nếu j J∃ ∈ để zjs > 0, khi đó theo (3.12) số θ  không thể lớn tùy ý, 

nó phải thỏa mãn . Giá trị 0
jsà z 0j jx z j Jmθ ∀ ∈ >0,s− ≥ θ  lớn nhất chỉ có thể bằng  

0

jsmin : à z 0
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

j

js

x
j Jm

z
∈ >  

 Nếu vượt qua miền đó sẽ có một trong các ( 0 0j jsx zθ− < ) và X1 sẽ vượt ra khỏi miền 

ràng buộc. 

 Giả sử cực tiểu trên đạt tại j = r. Lấy 
0
r

rs

x
z

θ = , thay vào (3.12) ta được: 

                   
1

0 )

j

js

x

z

⎧
⎪ ∉ ≠ ∉⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪ − ∈
⎪⎩

1

0
r

rs

0
0 r
j

rs

víi j J, j s(tøc lμ j J

x
víi j = s

z

x
x víi j J

z

                (3.13) 

Khi đó, ta có: 

                     
0

1 0( ) ( ) r
s

rs

xf X f X
z

= −Δ                                 (3.14) 

 Từ (3.14) ta thấy rằng X1 là phương án tốt hơn X0 nếu 
0
r

rs

x

z
> 0. 

 * Tìm điều kiện của θ  để X1 là phương án cực biên: 
 Định lý 3.2.1.  Phương án X1 được xác định theo công thức (3.13) là phương án 
cực biên với cơ sở 1 ( \ )J J r s= ∪ . 

Chứng minh: Theo (3.13) suy ra 1 0rx =  nên  với (J+(X) = {1( )J X J+ ⊆ 1 }: jj x > 0 ). Ta 

cần chứng minh hệ véc tơ { }1,jA j J∈ độc lập tuyến tính.  

+ Thật vậy, giả sử 
1

0j j
j J

Aα
∈

=∑  ta cần chứng minh 10j j Jα = ∀ ∈ . Ta có: 

1 , , ,
0 (j j j j s s j j s js j j s js j s rs r

j J j r j J j r j J j J j rj J

A A A A z A z Aα α α α α α α α
∈ ≠ ∈ ≠ ∈ ∈ ≠∈

= = + = + = + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ) z A  

Vì hệ véc tơ { },jA j J∈ độc lập tuyến tính, nên: 
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0 ,

0
j s js

s rs

z j J j r

z

α α

α

+ = ∀ ∈ ≠⎧⎪
⎨

=⎪⎩
 

Vì zrs > 0 nên suy ra 0sα = , do đó 0( , )j j J j rα = ∈ ≠ . Vậy 10 ( \ )j j J J rα s= ∀ ∈ = ∪ . 

Vì  nên hệ véc tơ 1( )J X J+ ⊆ 1 { }1, (j )A j J X+∈ độc lập tuyến tính. Do đó X1 là phương 

án cực biên và J1 là cơ sở của phương án cực biên X1.  
Như vậy X1 là một phương án cực biên của bài toán. 

ở trên ta đã tìm các thành phần của phương án cực biên mới X1 cùng với giá trị hàm mục 
tiêu f(X1) thông qua các hệ số khai triển zjk và các ước lượng kΔ trong cơ sở J. Như vậy 

chúng ta cần xác định các đại lượng 1
kà jkz v 1Δ  trong cơ sở J1. Theo định nghĩa zjk và  là 

các hệ số khai triển của véc tơ Ak tương ứng với cơ sở J, J1. 

1
jkz

             
1

1
k jk j jk

j J j J
jA z A z A

∈ ∈

= =∑ ∑ (*) 

            
,

jk j jk j rk r
j J j J j r

z A z A z A
∈ ∈ ≠

= +∑ ∑ (**) 

 Từ 

rs r
, ,

1ì z 0 ó As js j j js rs r s js j
j J j J j r j J j rrs

A z A A z z A v tac A z A
z∈ ∈ ≠ ∈ ≠

⎛ ⎞
= = + > = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ . 

Thay vào (**) ta được: 

, ,

,

( )

( . ) .

rk
jk j jk j s js j

j J j J j r j J j rrs

rk rk
jk js j s

j J j r rs rs

zz A z A A z A
z

z zz z A A
z z

∈ ∈ ≠ ∈ ≠

∈ ≠

= + −

= − +

∑ ∑ ∑

∑
  (***) 

Vì { }1,jA j J∈ độc lập tuyến tính nên từ (*) và (**) suy ra: 

1
jk

jk js

x
z z

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ − ∈
⎪⎩

rk

rs

rk

rs

z
víi j = s

z

z
víi ≠j J, j r

z

             (3.15) 

1

1 1

,

( ì v?i j=r thì 0)

rk rk
k jk j k jk js j s k

j J j rj J rs rs

rk rk rk
jk js j s k jk js

j J rs rs rs

z zz c c z z c c c
z z

z z zz z c c c v z z
z z z

∈ ≠∈

∈

⎛ ⎞
Δ = − = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑
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( ) )rk rk
jk j k js j s k s

j J j Jrs rs

z zz c c z c c
z z∈ ∈

= − − − = Δ −∑ ∑ .Δ  

Vậy: 1 rk
k k

rs

z
z

Δ = Δ − Δs . 

3.2.2. Bảng đơn hình 
Để thuận tiện cho việc tính toán, người ta sắp xếp các số liệu thành một bảng gọi là 

bảng đơn hình như dưới đây: 
Cơ 
sở 

Hệ 
số 

Phương 
án 

1 
c1 

2... 
c2... 

.... 

... 
k... 
ck... 

s.... 
cs... 

n 
cn 

j1 

j2 

... 

jr 

... 

jm 

1j
c  

2j
c  

... 

rj
c  

... 

mj
c  

1j
x  

2j
x  

... 

rj
x  

... 

mj
x  

11j
z  

12j
z  

... 

1rj
z  

... 

1mj
z  

21j
z  

22j
z  

... 

2rj
z  

... 

2mj
z  

... 

... 

... 

... 

... 

... 

kjz
1 ... 

kjz
2 ... 

... 

kjr
z ... 

... 

kjm
z ... 

sjz
1 ... 

sjz
2 ... 

... 

sjr
z ...

... 

sjm
z ...

njz
1  

njz
2  

... 

sjr
z  

... 

sjm
z  

  f(X) 1Δ  2Δ ... ... kΔ  ...sΔ  nΔ  

Các cột ứng với j∈J sẽ là các véc tơ đơn vị với số 1 trên dòng với chỉ số j. 

3. Thuật toán đơn hình 
3.3.1. Thuật toán 
Bước xuất phát: Tìm một phương án cực biên X0 và cơ sở J tương ứng . Tìm các hệ số 
khai triển zjk và các ước lượng . kΔ

Bước 1: Kiểm tra dấu hiệu tối ưu 
- Nếu  thì X0 là phương án tối ưu. Thuật toán kết thúc. Jkk ∉∀≤Δ 0

- Nếu thì chuyển sang bước 2. 0>Δ∃ k

Bước 2: Kiểm tra dấu hiệu hàm mục tiêu giảm vô hạn: Với mỗi mà  thì kiểm 

tra các hệ số khai triênjk của cột Ak tương ứng: 

Jk ∉ 0>Δ k

a) Nếu có một 0>Δ k mà tất cả zjk ≤ 0 Jj∈∀ thì kết luận hàm mục tiêu giảm vô hạn 

trên miền ràng buộc. Bài toán không có lời giải hữu hạn. Thuật toán kết thúc. 
b) Jk ∉∀ mà 0>Δ k  đều tồn tại ít nhất một hệ số zjk>0 thì chuyển sang bước 3 
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Bước 3: Xác định cột xoay, dòng xoay, phần tử trục 
 - Chọn chỉ số :Js∉ { Jkks }∉>Δ=Δ ,0max , đánh dấu cột s là cột xoay 

 - Tìm chỉ số r đạt min: ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>== 0,min
00

js
js

j

rs

r z
z
X

z
Xθ , đánh dấu hàng r là hàng xoay. 

Bước 4: Tính các  trong cơ sở mới 1111 ,),(, jkkj zXfX Δ 1 ( \ )J J r s= ∪ theo các công thức trên. 

Ghi nhận các kết quả trong một bảng mới. Quay trở lại bước 1. 
- Để nhận được bảng đơn hình mới từ bảng đơn hình cũ ta làm như sau: 

 + Thay Xr bằng Xs,cr bằng cs. 
 + Chia các phần tử trên hàng xoay ( hàng r) cho phần tử trục zrs ta được hàng r mới 
gọi là hàng chuẩn. 
 + Mỗi phần tử khác ngoài hàng xoay trừ đi tích của phần tử cùng hàng với nó trên 
cột xoay với phần tử cùng cột với nó trên hàng chuẩn được phần tử cùng vị trí trong bảng 
đơn hình mới. 

                         c
bdaa −='

 

 
3.3.2. Ví dụ 
Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau: 
                                          min322)( 65421 →−+−−= xxxxxXf  

                  với điều kiện: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=+++
=++

=−++

)6,1(0

9342
12

2

6543

642

6541

jx

xxxx
xxx

xxxx

j

 

 Giải:  Ta thấy X0 = (2;12;9;0;0;0) là một phương án cực biên của bài toán (sinh 

viên tự kiểm tra) với cơ sở J = {1;2;3}. AJ là ma trận cơ sở. Do đó, ta có bảng đơn hình 
xuất phát sau: 

J xJ xJ 
1 
1 

2 
-1 

3 
0 

4 
-2 

5 
2 

6 
-3 

1 0 0 1 1 -1 
0 1 0 1 0 1 

1 
2 
3 

1 
-1 
0 

2 
12 
9 0 0 1 2 4 3 

a b

cd
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  -10 0 0 0 2 -1 1 

 Các bước của thủ tục đơn hình: 
+ Bước 1: có  nên chuyển sang bước 2. 0,0 64 >Δ>Δ

+ Bước 2: Trên cột 4 và cột 6 tồn tại zjk > 0 nên ta chuyển sang bước 3 
+ Bước 3: Đổi cơ sở: 
 Chọn chỉ số s: { 1,2max 644 }=Δ=Δ=Δ , chọn cột 4 làm cột xoay (đưa A4 vào cơ sở) 

Chọn chỉ số r: 1
1
2

2
9;

1
12;

1
2min

14

1 =⇒==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= r

z
x

θ , chọn hàng 1 làm hàng xoay (đưa A1 ra 

ngoài cơ sở). Phần tử trục là z14= 1. 
+ Bước 4: Tính toán theo các công thức đổi cơ sở ta được bảng sau: 

J cJ xJ 
1 
1 

2 
-1 

3 
0 

4 
-2 

5 
2 

6 
-3 

1 0 0 1 1 -1 
-1 1 0 0 -1 2 

4 
2 
3 

-2 
-1 
0 

2 
10 
5 -2 0 1 0 2 5 

  -14 -2 0 0 0 -3 3 

cột xoay: 6, dòng xoay: 3, phần tử trục: z36 = 5 

4 -2 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0 
2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5 0 
6 -3 1 -2/5 0 1/5 0 2/5 1 

  -17 -4/5 0 -3/5 0 -21/5 0 

 Vậy phương án tối ưu là X*=(0;8;0;2;0;1) và f(X*) = -17. 

 
3.4. Tìm phương án cực biên xuất phát 

a) Nội dung phương pháp: Xây dựng bài toán mới là bài toán biến giả hay bài toán 
“M” từ bài toán đang xét. Bài toán “M ” có ngay phương án cực biên xuất phát và có đủ 
điều kiện áp dụng thuật toán đơn hình để giải, đồng thời từ kết quả của bài toán “M” đưa 
ra được kết luận cho bài toán đang xét. 

b) Xây dựng bài toán “M” 
Xét bài toán chính tắc:      
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                                                       (3.16) 
1

( ) min
n

j j
j

f X c x
=

= →∑

         với điều kiện   1
, 1, ...,

0 , 1, ;

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧ = =⎪
⎨
⎪ ≥ =⎩

∑ ;
 

Bài toán (3.16)-(3.18) gọi là bài toán đầu. Gỉa thiết bi ≥ 0 ( mi ,1= ) và ma trận các hệ 

số trong hệ ràng buộc (3.17) [ ]
nmijaA
×

=  không chứa véc tơ đơn vị nào. Bài toán “M” được 

xây dựng như sau: 

Thêm vào vế trái của phương trình thứ i ( mi ,1= ) trong hệ ràng buộc (3.17) một biến 

giả ),1(0 mix in =≥+ . Hệ số của các biến giả này trên hàm mục tiêu đều bằng M, với M là 

số dương lớn tùy ý (M>0), bài toán “M” có dạng: 

                         min)(
11

→+= ∑∑
=

+
=

m

i
inj

n

j
j xMxcXf  

Với điều kiện: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

==+∑
=

+

),1(0

),1(
1

njx

mibxxa

j

n

j
iinjij  

Bài tóan “M” có ngay phương án cực biên xuất phát: 

);.....;;0;....;0;0( 21

0

mbbbX = với cơ sở J0 là: Em =(An+1; An+2;....;an+m); 

J0 = {n+1; n+2; ....;n+m} 
Do vậy áp dụng được thuật toán đơn hình để giải bài toán “M”. 
Từ cách xây dựng bài toán “M” như trên ta thấy: 

Nếu )0;....;0;0;;.....;( 21

0

nxxxX =  là phương án của bài toán “M” thì  X=(x1;x2;....;xn) là 

phương án của bài toán ban đầu và ngược lại, đồng thời f(X) = )(Xf . 

c) Mối quan hệ giữa bài toán “M” và bài toán ban đầu 
Nếu bài toán “M” có: 

[ 0,....,0,0,,....,, **
2

*
1

*

nxxxX = ] thì bài toán ban đầu có [ ]**
2

*
1

* ,....,, nxxxX =  và )()( **
XfXf = . 

Nếu bài toán “M” có [ **
2

*
1

*
,....,, mnxxxX += ] trong đó tồn tại ít nhất một ),1(0* mix in =≥+  

thì bài toán ban đầu không có phương án nào. 
Nếu bài toán “M” vô nghiệm thì bài toán ban đầu cũng vô nghiệm. 

d) Ví dụ  
Giải bài toán sau: 

(3.17) 
 
(3.18) 
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 với điều kiện: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=+++
=+−+
=−+−

→−−+

4,1,0

7
632
222

min2

4321

4321

4321

4321

jx

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

j

 

Giải: 
Trong ma trận hệ số ràng buộc không chứa véc tơ đơn vị nào nên ta lập bài toán “M” sau: 

với điều kiện: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>>=≥

=++++
=++−+
=+−+−

→+++−−+

0;7,1,0

7
632
222

min)(2

74321

64321

54321

7654321

Mjx

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxMxxxx

j

 

Bài toán “M” có phương án cực biên xuất phát là )7;6;2;0;0;0;0(
0
=X với cơ sở { }765 ;; AAA . 

Do đó, ta có bảng đơn hình sau: 

J cJ xj 
1 
2 

2 
1 

3 
-1 

4 
-1 

5 
M 

6 
M 

7 
M 

1 -1 2 -2 1 0 0 

2 1 -3 1 0 1 0 

5 
6 
7 

M 
M 
M 

2 
6 
7 1 1 1 1 0 0 1 

  15M 4M-2 M-1 1 1 0 0 0 

Cột xoay: 1, dòng xoay: 5, phần tử trục z51= 1 

1 2 2 1 -1 2 -1  0 0 
6 M 2 0 3 -7 3  1 0 
7 M 5 0 2 -1 2  0 1 

  7M+4 0 5M-3 -8M+5 5M-1  0 0 
Cột xoay: 4 , dòng xoay: 6, phần tử trục z64= 3 

1 2 8/3 1 0 -1/3 1   0 
4 -1 2/3 0 1 -7/3 0   0 
7 M 11/3 0 0 11/3 0   1 

  
3

1411 +M  0 -2 
3

811 +M 0   0 

Cột xoay: 3, dòng xoay: 7, phần tử trục z37= 11/3 



Ch−¬ng 3. ph−¬ng ph¸p ®¬n h×nh                           Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 43 

1 2 3 1 0 0 0    
4 -1 3 0 1 1 0    
3 -1 1 0 0 0 1    

  2 0 -2 0 0    

Bảng đơn hình cuối cùng có các 7,1,0 =≤Δ kk , do đó bài toán “M” có phưong án tối ưu 

)0;0;0;3;1;0;3(
*
=X và )*(Xf =2 ⇒ X*= (3; 0; 1; 3) và f(X*)= )*(Xf =2. 

3.5. Tính hữu hạn của thuật toán đơn hình 

Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có phương án và không suy biến thì sau hữu hạn 
bước lặp theo thủ tục đơn hình ta sẽ tìm thấy phương án tối ưu hoặc phát hiện ra bài toán 
có hàm mục tiêu giảm vô hạn hay bài toán không có lời giải hữu hạn. 

Thật vậy, vì bài toán không suy biến nên 0 0jx j J> ∀ ∈ nên 
0

0r

rs

x
z

θ = > suy ra X1≠ X0, 

f(X1)<f(X0), nghĩa là X1 thực sự tốt hơn X0. Sau mỗi bước lặp, nếu không xảy ra trường 
hợp hàm mục tiêu giảm vô hạn thì ta tìm được một phương án mới thực sự tốt hơn 
phương án cũ, tức là không bao giờ trở lại phương án đã đi qua. Vì số phương án cực 
biên là hữu hạn nên sau hữu hạn bước lặp ta phải tìm được phương án cực biên tối ưu. 

 

Bài tập chương 3 
Giải các bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp đơn hình: 

Bài 1. 

            a) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=++
=−

=++
=++

→+

6,1,0

82
4

93
5

max32

621

51

421

321

31

jx

xxx
xx

xxx
xxx

xx

j

                              b) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=++−−
=+++

=+++−

→−−+++

6,1,0

43
44

132
max55522

4321

5321

6321

654321

jx

xxxx
xxxx

xxxx
xxxxxx

j

 

 
Bài 2. 

            a) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

−=+−−
≤−+
≥+−+

→+−

3,1,0

33
137

632
min14217

321

321

321

321

jx

xxx
xxx

xxx
xxx

j

                  b) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=+++
=++

=−++

→−−−+

6,1,0

9324
12

2
min322

6431

654

6421

65421

jx

xxxx
xxx

xxxx
xxxxx

j
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Bài 3. 
 

             a) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++
≤++

≤−++

→−−+

4,1,0

32
72

52
max2

431

421

4321

4321

jx

xxx
xxx

xxxx
xxxx

j

                 b) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

−≥−+−
=+−
≤+−

→+−+−

4,1,0

1332
422
25834

min3955

431

432

431

4321

jx

xxx
xxx
xxx

xxxx

j

 

Bài 4. 

            a) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

−≥−+−
=+−
≤+−

=+−−

→+−+

4,1,0

2032
432

84
1432

min
2
9572

431

432

432

4321

4321

jx

xxx
xxx

xxx
xxxx

xxxx

j

                     b) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

−=+−+−+−
−=−++−+−

=+−−+−

→+++

6,1,0

15242
452521964

14273
min46

654321

654321

654321

6542

jx

xxxxxx
xxxxxx

xxxxxx
xxxx

j
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CHƯƠNG 4. CÁC PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH ĐẶC BIỆT 

4.1. Phương pháp đơn hình cải biên 

4.1.1. Ý tưởng của phương pháp 

Như ta đã biết tư tưởng của phương pháp đơn hình là xuất phát từ một phương án 
cực biên X0, ta tiến hành đánh giá X0, nếu X0 chưa tối ưu, ta đi xây dựng một phương án 
cực biên mới X1 tôt hơn X0. Phương pháp đơn hình cải biên  là phương pháp được xây 
dựng dựa trên phương pháp đơn hình thông qua một số cải tiến . Ta tiến hành cải tiến như 
sau: 

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính: 

1
( ) min

n

j j
j

f X c x
=

= →∑                           

 1
, 1,

0, 1,

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧ = =⎪
⎨
⎪ ≥ =⎩

∑
 

Trong đó các 0, 1,ib i≥ ∀ = n  và giả sử X0 là phương án cực biên ứng với hệ véc tơ 

cơ sở { }
JjjA

∈
, jA  là các véc tơ đơn vị. Đặt { } EAB

Jjj ==
∈

 

Ta có: 
0

1
k jk j k k

j J
kA z A Bz z B A−

∈

= = ⇒ =∑   

Ta kí hiệu ma trận A  và cột thứ k của ma trận A là Ak
0
1

A
c

⎛
= ⎜−⎝ ⎠

⎞
⎟

k

k

A
c

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

                              B  và B -1   *

0
1

B
c

⎛
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎞

,1)

1

* 1

0
1

B
c B

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

trong đó ,  1 2( , ,..., )nc c c c= *
1 2( , ,..., )mc c c c=

Như vậy:  

* * 1 * 1. ( k
k k k k k

k

A
c z c c B A c c B

c
− − ⎛ ⎞

Δ = − = − = ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

       =  tích  hàng  m + 1 của ma trận  B -1 với cột Ak của ma trận A 

( )1 1 0 k
k k

k

A
z B A B

c
− − ⎛ ⎞

= = ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
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 Việc tính tất cả các cột của bảng đơn hình là không cần thiết, do đó ta có bảng đơn 
hình cải tiến như sau: 

J cJ xJ B-1 zs 
kΔ  

( ) Jk ∉

j1 

j2 

... 

jm 

1j
c  

2j
c  

... 

mj
c  

1j
x  

2j
x  

... 

mj
x  

1   0 ............... 0   0 

0   1 ................0   0 
.............................. 

0   0 ................0   0

  

 

 
kΔ  

  f(X) c1  c2 ................cn  1 sΔ   

4.1.2. Thuật toán đơn hình cải biên 
Bước xuất phát:  Chọn cơ sở đơn vị, xác định phương án cực biên X0 

+ Ghi ma trận A 

+ Lập bảng đơn hình xuất phát, xác lập ma trận B-1   
1

* 1

0
1

B
c B

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ Tính  ( ) kΔ Jk ∉

Bước 1: Kiểm tra dấu hiệu tối ưu 
+ Nếu  thì X0 tối ưu 0k kΔ ≤ ∀

+ Ngược lại chuyển sang bước 2 
Bước 2: Kiểm tra dấu hiệu hàm mục tiêu giảm vô hạn 

+ Nếu mà  thì  0k∃Δ > 0jkz j≤ ∀ ( )f x ⎯⎯→−∞  và bài toán vô nghiệm. 

+ Ngược lại chuyển sang bước 3 
Bước 3: Xác định cột xoay, dòng xoay và phần tử trục : 

+ Xác định s:  { }0s kMaxΔ = Δ >  ghi sz  vào cột tương ứng. 

                      +  Xác định r: Loại véc tơ Ar với 
00

: 0jr
js

rs js

xx Min z
z z

⎧ ⎫⎪ ⎪= >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Bước 4: Xây dựng bảng đơn hình mới (tính toán như trong phương pháp đơn  hình). 
Sau đó quay trở lại bước 1. 

 

k 
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4.1.3. Các ví dụ 
 Giải các bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp đơn hình cải biên 

Ví dụ  1.              1 2 3 4 5 6( )f x x x x x x x Min= − + + + − →  

Với điều kiện: 
1 4 6

1 2 3 6

1 3 5 6

6 9
3 4 2 2 0

2 2 6
j

x x x
x x x x x j

x x x x

+ + =⎧
⎪ + − + = ≥ ∀ =⎨
⎪ + + + =⎩

1,6

B

 

Giải: Chọn cơ sở liên kết A4, A2, A5 là các véc tơ đơn vị nên ta có các zij = aij và phương án cực biên 

xuất phát  cùng với bảng đơn hình cải biên và ma trận A như sau : )0;6;9;0;2;0(0 =X

A  

1 0 0 1 0 6 0
3 1 4 0 0 2 0
1 0 2 0 1 2 0
1 1 1 1 1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
− − − −⎝ ⎠

J cJ xJ 
1−  sz  kΔ  

( ) Jk ∉

4 1 9 1 0 0 0 6 k 1 3 6 

2 -1 2 0 1 0 0 2 kΔ  -2 5 7⇑  

5 1 6 0 0 1 0 2 
  13 1 -1 1 1 7 

 

cột xoay: 6, dòng xoay: 2, phần tử trục: 2 
4 1 3 1 -3 0 0 12 k 1 2 3 

6 -1 1 0 1/2 0 0 -2 kΔ  -25/2 -7/2 19⇑  

5 1 4 0 -1 1 0 6 
  6 1 -9/2 1 1 19 

 

cột xoay: 3, dòng xoay: 4, phần tử trục: 12 
3 1 1/4 1/12 -1/4 0 0 -1/4 k 1 2 4 

6 -1 3/2 1/6 0 0 0 0 kΔ  1/6 5/4  ⇑ -3/4 

5 1 5/2 -1/2 1/2 1 0 1/2 
  5/4 -7/12 1/4 1 1 5/4 

 

cột xoay: 2, dòng xoay: 5, phần tử trục: 1/2 
3 1 3/2 -1/6 0 1/2 0  k 1 4 5 

6 -1 3/2 1/6 0 0 0  kΔ  -29/6 -1/3 -5/2 
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2 -1 5 -1 1 2 0  
  -5 2/3 -1 -3/2 1  

 

       Ta thấy Δ ≤ , được phương án tối ưu là: x = (0, 5, 3/2, 0, 0, 3/2) và fmin  = -5 0k k∀

Ví dụ  2.               1 2 3 4 5( )f x x x x x x Mi= − + + + → n  

  Với điều kiện:   

1 3 4

1 4 5

1 2 4

2 6
2 5 3
4 5

0 1,5j

x x x
x x x
x x x

x j

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ ≥ ∀ =⎩

 

Giải: 
Chọn cơ sở liên kết A3, A5, A2 là các véc tơ đơn vị nên ta có các zij = aij và phương 

án cực biên xuất phát  cùng với bảng đơn hình cải biên và ma trận A như 

sau : 

)3;0;6;5;0(0 =X

A  

2 0 1 1 0 0
2 0 0 5 1 0
4 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
− − − −⎝ ⎠

J cJ  xJ 
1−B  sz  kΔ  

( ) Jk ∉

3 1 6 1 0 0 0 1 k 1 4 

5 1 3 0 1 0 0 5 kΔ  -1 4⇑  
 

2 -1 5 0 0 1 0 1 
  4 1 1 -1 1 4 

 

cột xoay: 4, dòng xoay: 5, phần tử trục: 5 
3 1 27/5 1 -1/5 0 0  k 1 5 

4 1 3/5 0 1/5 0 0  kΔ  -13/5 -4/5 
 

2 -1 22/5 0 -1/5 1 0  
  8/5 1 1/5 -1 1  

 

 

Ta thấy , được phương án tối ưu là: x = (0, 22/5, 27/5, 3/5, 0) và fmin  = 8/5 0k kΔ ≤ ∀

Ví dụ 3.               1 2 3 4 5( ) 3 4f x x x x x x Mi= + − + + → n  
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Với điều kiện: 

1 3 4 5

3 4 5

2 3 4 5

2 7
5 7
4 2

0 1,5j

x x x x
x x x
x x x x

x j

+ + + =⎧
⎪ + + ≤⎪
⎨ + + − =⎪
⎪ ≥ ∀ =⎩

8

3  

Giải: 
Ta chuyển về dạng chính tắc: 

1 2 3 4 5( ) 3 4f x x x x x x Mi= + − + + → n  

1 3 4 5

3 4 5 6

2 3 4 5

2 7
5 7
4 2

0 1,5j

x x x x
x x x x
x x x x

x j

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + + − =⎪
⎪ ≥ ∀ =⎩

8

3

B

 

Chọn cơ sở liên kết A1, A6, A2 là các véc tơ đơn vị nên ta có các zij = aij và phương 
án cực biên xuất phát  cùng với bảng đơn hình cải biên và ma trận A như sau : 

A  

1 0 2 1 7 0 0
0 0 1 5 1 1 0
0 1 4 1 2 0 0
1 3 1 1 4 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− − − −⎝ ⎠

J cJ  xJ 
1−  sz  kΔ  

( ) Jk ∉

1 1 8 1 0 0 0 2 k 3 4 5 

6 0 7 0 1 0 0 1 kΔ  15⇑  3 -3 

2 3 3 0 0 1 0 4 
  13 1 0 3 1 15 

 

cột xoay: 3, dòng xoay: 2, phần tử trục: 4 
1 1 13/2 1 0 -1/2 0 8 k 2 4 5 

6 0 25/4 0 1 -1/4 0 3/2 kΔ  -15/4 -3/4 9/2⇑  

3 -1 3/4 0 0 1/4 0 -1/2 
  23/4 1 -1 -3/4 1 9/2 

 

cột xoay: 5, dòng xoay: 1, phần tử trục: 8 
5 4 13/16 1/8 0 -1/16 0 8 k 1 2 4 

6 0 161/32 -3/16 1 -5/32 0 3/2 kΔ  -9/16 -111/32 -33/32 

3 -1 37/32 1/16 0 7/32 0 -1/2  
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  67/32 7/16 -1 -15/32 1 9/2 
 

Ta thấy , được phương án tối ưu là: x = (0,0,37/32,0,13/16) và fmin  = 67/32 0k kΔ ≤ ∀

4.2. Phương pháp đơn hình đối ngẫu 

4.2.1. Cơ sở lý luận 
Xét bài toán chính tắc 

(I)  ta có bài toán đối ngẫu    
⎩
⎨
⎧

≥
=

→

0

)(

X
bAX

MinXf
( )I

⎩
⎨
⎧

∈

≤

→

mRY
cYA

MaxYg )(

giả sử X0 là phương án cực biên ứng với hệ véc tơ cơ sở { }JjAj ∈: , jA  là các véc tơ đơn 

vị, , , . Xét JjjAB ∈= )( Jjjcc ∈= )(* * 1y c B−=  

Mệnh đề 1:  là phương án của bài toán (  khi và chỉ khi  *y c B−= 1 )I *. 0k k kc z c kΔ = − ≤ ∀

Chứng minh: 

y là phương án  * 1 * 0k k k k k k kyA c yA c k yA c B A c z c k−≤ ⇔ ≤ ∀ ⇔ = = ≤ ⇔ Δ ≤ ∀

Mệnh đề 2: Nếu tại phương án  có được   thì X là phương án tối 
ưu ( và y cũng là phương án tối ưu) 

1* −= BcY 01 ≥= − bBX

Nếu X không thỏa mãn  thì X được gọi là một giả phương án tối ưu ( Vì có 
) 

01 ≥= − bBX

0k kΔ ≤ ∀

Chứng minh: 

Rõ ràng 1Ax AB b b−= =  và 0x ≥  nên 1x B b−=  là phương án. Kết hợp  nên  x là 

phương án tối ưu. 

0k kΔ ≤ ∀

Mệnh đề 3: Kí hiệu iω  là hàng thứ  i của ma trận  1B− . Với mọi 0β ≥ , ta có ,
iy y βω= −  là phương 

án của ( khi và chỉ khi )I j ijz jβΔ ≤ ∀  

Chứng minh: 
,

iy y βω= −  là phương án của ( )I , ,
i j jy A yA A y A yA Ai jβω β⇔ = − ⇔ = − ω  

,
j j iy A yA Ajβω⇔ = − * 1 * 1

j i j j j ij j j j ijc B A A c c B A z c c z cβω β β− −
j⇔ − ≤ ⇔ − ≤ ⇔ Δ + − ≤  

j ijzβ⇔ Δ ≤  
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Mệnh đề 4: Nếu tại phương án  tồn tại 1* −= BcY 0sx < ( trong ) và  

thì hàm mục tiêu của bài toán  không bị chặn trên tập phương án, do đó  không có phương án 

tối ưu và (I) cũng vô nghiệm. 

bBX 1−=

( )I

0sjz j≥ ∀

( )I

Chứng minh: 

Với mọi 0β ≥ , ta có ,
iy y βω= −  thỏa mãn   là phương án. ,

j ijz j yβΔ ≤ ∀ ⇒

, ,( ) ( ) ( )i i if y y b yb b f y b f y xβω βω β⇒ = = − = − = −  

Lấy i = r và cho ,( )f yβ → +∞⇒ → +∞ . Vậy hàm mục tiêu không bị chặn nên bài toán 

không giải được. 

Mệnh đề 5: Nếu tại phương án  tồn tại 1* −= BcY 0rx < ( trong ) và tồn tại 

thì xây dựng được phương án mới  (trong đó 

bBX 1−=

rωβ00rjz < YY ' −=

0 : 0j s
rj

rj rs

n z
z z

⎧ ⎫Δ Δ⎪ ⎪= < =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

Miβ ) tốt hơn Y. 

 Chứng minh: 

Giả sử trong 1x B b−=  có 0rx < . Ta có  là phương án  ,y 0β⇔ ≥ và 

j ijz jβΔ ≤ ∀ 0 1, ; 0j
rj

rj

j n z
z

β
Δ

⇔ ≤ ≤ ∀ = < . Chọn 0 : 0j s
rj

rs

Min z
z z

β
⎧ ⎫ Δ⎪ ⎪< =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭rj

Δ
= , hiển nhiên 0 0β ≥  

và , ,( ) ,
0 ( )rf y y b yb x yb f yβ= = − ≥ = y⇒  tốt hơn y. Đpc/m 

* Nhận xét: 
Từ các mệnh đề trên ta có nhận xét: 
+ Nếu có nhiều 0rx < thì ta có thể chọn { }0r rx Min x= < . khi đó véc tơ rA  được đưa ra 

khỏi cơ sở. 

+ Từ việc chọn 0 : 0j s
rj

rj rs

Min z
z z

β
⎧ ⎫Δ Δ⎪ ⎪= <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

=  nên ta sẽ đưa sA  vào cơ sở của phương án 

mới. 
+ Việc xây dựng các số liệu khác được biến đổi trên bảng đơn hình như cách thông 
thường.  
+ Cấu trúc bảng đơn hình đối ngẫu: 

J cJ 
Giả 
p.a 

1  2 
..................m..................n 
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4.2.2. Thuật toán đơn hình đối ngẫu 

Bước xuất phát:  Xuất phát từ hệ m véc tơ độc lập tuyến tính, có ( ) EAB
Jjj ==

∈
, mJ =  sao 

cho 0j jΔ ≤ ∀ . Tìm , trong đó   )0,( *XX = Jj∉xBcX j ∀== − 0;1**

                                  Lập bảng đơn hình đối ngẫu xuất phát. 
Bước 1: Kiểm tra dấu hiệu tối ưu 

+ Nếu  thì X tối ưu Jjx j ∈∀≥ 0

+ Ngược lại, chuyển sang bước 2 
Bước 2: Kiểm tra dấu hiệu bài toán vô nghiệm 

+ Nếu và 0jx∃ < 0 1,ijz j≥ ∀ = n  thì  bài toán vô nghiệm. 

+ Ngược lại chuyển sang bước 3 
Bước 3: Xác định dòng xoay,  cột xoay,  phần tử trục 

+ Nếu và  thì chọn   0jx∃ < 0ijz∃ < { }0r rx Min x= < . Khi đó véc tơ rA  được đưa 

ra khỏi cơ sở. Dòng  r là dòng xoay 

+ Tính  0 : 0j s
rj

rj rs

Min z
z z

β
⎧ ⎫Δ Δ⎪ ⎪= <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

=  nên ta sẽ đưa sA  vào cơ sở thay thế cho rA . 

Cột s là cột xoay 
Bước 4: Xây dựng bảng đơn hình mới (tính toán như trong phương pháp đơn  hình) 

Sau đó quay trở lại bước 1. 
4.2.3. Các ví dụ 

xJ c1 c2 ................cm ...............cn 

j1 

j2 

... 

jm 

1j
c  

2j
c  

... 

mj
c  

1j
x  

2j
x  

... 

mj
x  

1   0 ..............0.................   
0   1 ..............0................. 
......................................... 

0   0 ..............1.................. 

   
1Δ  2Δ ............ mΔ .............  nΔ
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Ví dụ  1    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=+−+
−=+−−

=+−+

→+++−=

6,1,0

524
3

632
min)(

5421

641

5431

54321

jx

xxxx
xxx

xxxx
xxxxxXf

j

 

Giải:      Xét cơ sở A3, 5A , 2A  gồm các véc tơ đơn vị. Khi đó ma trận B là: 

B =  , ta được giả phương án X = (0, 5, 6, 0, 0, -3) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

Bảng đơn hình đối ngẫu là: 
1 2 3 4 5 6 

J cJ 

Giả 
p.a 
xJ 

1 -1 1 1 
1 

0 

3 1 6 2 0 1 -1 3 0 
6 0 -3 -1 0 0 -1 0 1 
2 -1 5 4 1 0 -1 2 0 
   -3 0 0 -1 0 0 

dòng xoay: 6; cột xoay: 4; phần tử trục: -1 
3 1 9 3 0 1 0 3 -1 
4 1 3 1 0 0 1 0 -1 
2 -1 8 5 1 0 0 2 -1 
  4 -2 0 0 -1 0 0 

Tại đây ta có X 0 nên nó là phương án tối ưu, với  X = (0, 8, 9, 3, 0, 0) và fMin = 4 ≥

Ví dụ 2 

1 2 3 4( ) 4x +3x +2x +3xf x M= → in  

1 3 4

1 2 4

1 2 4

j

x +x -x 2
-x +2x +x 11
2x +x -3x 8

x 0 ( 1,4)j

=⎧
⎪ ≤⎪
⎨ ≥⎪
⎪ ≥ =⎩

 

Đưa về dạng chính tắc 

1 2 3 4( ) 4x +3x +2x +3xf x M= → in  
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1 3 4

1 2 4 5

1 2 4 6

j

x +x -x 2
-x +2x +x 11
2x +x -3x 8

x 0 ( 1,6)

x
x

j

=⎧
⎪ + =⎪
⎨ − =⎪
⎪ ≥ =⎩

 

1 3 4

1 2 4 5

1 2 4 6

j

x +x -x 2
-x +2x +x 11
-2x -x +3x 8

x 0 ( 1,6)

x
x

j

=⎧
⎪ + =⎪⇔ ⎨ + = −⎪
⎪ ≥ =⎩

 

Như vậy ta có hệ véc tơ cơ sở  { } 0
3 5 6, , (0,0,2,0,11, 8)A A A x⇒ = − (luôn có ). Ta có bảng 

đơn hình đối ngẫu: 

0k kΔ ≤ ∀

1 2 3 4 5 6 
J cJ 

Giả 
p.a 
xJ 

1 -1 1 1 1 0 

3 2 2 1 0 1 -1 0 0 
5 0 11 -1 2 0 1 1 0 
6 0 -8 -2 -1 0 3 0 1 
   -2 -3 0 -5 0 0 

dòng xoay: 6; cột xoay: 1; phần tử trục: -2 
3 1 -2 0 -1/2 1 1/2 0 1/2 
5 0 15 0 5/2 0 -1/2 1 -1/2 
1 4 4 1 1/2 0 -3/2 0 -1/2 
   0 -2 0 -10 0 -1 

dòng xoay: 3; cột xoay: 2; phần tử trục: -1/2 
2 3 4 0 1 -2 -1 0 -1 
5 0 5 0 0 5 2 1 2 
1 4 2 1 0 1 -1 0 0 
  20 0 0 -4 -8 0 -3 

Tại đây ta có x 0 nên nó là phương án tối ưu, với x = (2, 4, 0, 0, 5, 0) và fMin = 20 ≥
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 Bài tập chương 4 
Giải bằng phương pháp đơn hình cải tiến các bài toán quy hoạch tuyến tính sau: 

1) F(x) =   2x1 - x2 + 3x3 + 2x4 + x5 + 4x6 => MIN   
  x3 + 2x4 + 3x5 + x6 = 6 
  x2 - x4 + x5 = 3 
  x1 -4x3 -4x4 + 2x5 = 5 
  x1 >=0, x2 >=0, x3 >=0, x4 >=0, x5 >=0, x6 >=0 

ĐS: (1,1,0,0,2,0) 
2) F(x) =   4x1 - x2 + 2x3 + 2x4 + 3x6 => MIN   
  2x1 + x2 + x3 + 3x5 = 8 
  x1 + 3x3 - x5 + x6 = 9 
  x1 + 2x3 + x4 -2x5 = 3 
  x1 >=0, x2 >=0, x3 >=0, x4 >=0, x5 >=0, x6 >=0 

ĐS: (0,13/2,3/2,0,0,9/2) 

3)  F(x) =   x1 - x2 + x3 + x4 + 3x5 + 2x6 => MIN   

  2x1 -2x3 + x5 + 4x6 = 7 
  x1 + x2 + 3x3 + x6 = 9 
  x1 + 2x3 + x4 -2x6 = 5 
    x1 >=0, x2 >=0, x3 >=0, x4 >=0, x5 >=0, x6 >=0 

ĐS: (7/2,11/2,0,3/2,0,0) 

4)  F(x) =   x1 - x2 - x3 + x5 + 3x6 => MIN   

  2x1 + x2 + x5 + 3x6 = 3 
  2x1 - 3x2 - x4 + x6 =-8 
  x1 + x3 + 3x6 = 6 
  x1 >=0, x2 >=0, x3 >=0, x4 >=0, x5 >=0, x6 >=0 

Giải bằng phương pháp đơn hình đối ngẫu các bài toán quy hoạch tuyến tính sau: 
5)   1 2 3 4( ) x +3x +4x +xf x M= → in  

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

j

x -2x +2x 8
-3x +x -4x 18
-3x +x +2x -x 20

x 0 ( 1,4)j

≥⎧
⎪ ≤⎪
⎨ ≥⎪
⎪ ≥ =⎩

      ĐS: x = (0, 0, 12, 4, 0, 22, 0) 

6)    1 2 3 4( ) 3x +5x -7x +xf x M= → in  
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2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

j

2x -x +3x 10
x +x -4x -x 3
3x +2x +4x 7

x 0 ( 1,4)j

≥⎧
⎪ =⎪
⎨ ≤⎪
⎪ ≥ =⎩

                 ĐS: Vô nghiệm 

7)   1 2 3 4 5( ) 2x +4x -3x -x 5f x x= − + → Min  

1 2 3 4 5

2 3 5

2 3 4 5

j

x +x +3x +x 6
-2x +x -4x 15
5x +2x +x 18

x 0 ( 1,5)

x

x

j

− =⎧
⎪ ≤⎪
⎨ − ≥⎪
⎪ ≥ =⎩

        ĐS: x = (0, 3, 0, 3, 0, 21, 0) 

8)   1 2 3 4( ) 4x +5x +3x +2xf x M= → in  

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

j

2x +x +3x 21
x +2x +3x -x 27
-x +4x +2x +2x 8

x 0 ( 1,4)j

≤⎧
⎪ ≥⎪
⎨ ≥⎪
⎪ ≥ =⎩

                 ĐS: x = (0, 6, 5, 0, 0, 0, 26)   

9)   1 2 3 4 5 6( ) 5x +x -3x +x 5 2f x x= + + x Min→  

1 2 5 6

1 2 5 6

1 3 4 5 6

j

5x -4x +2x 3 18
-9x +x -x +2x 11
6x -5x +x +3x 4 24

x 0 ( 1,6)

x

x

j

− ≥⎧
⎪ =⎪
⎨ − =⎪
⎪ ≥ =⎩

                 ĐS: x = (2, 33, 0, 0, 4, 0, 0) 
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CHƯƠNG 5. BÀI TOÁN VẬN TẢI 
5.1. Nội  dung và đặc điểm của bài toán 
5.1.1. Nội dung bài toán 

a) Bài toán 
Có m địa điểm A1, A2,...,Am cùng sản xuất một loại hàng hóa với các lượng hàng 

tương ứng là a1, a2,…,am.  
Có n nơi tiêu thụ loại hang đó B1,B2,…,Bn với các yêu cầu tương ứng là b1, b2, …,bn. 
Để đơn giản ta sẽ gọi 
  Ai: điểm phát i, i=1,…m 
  Bj: điểm thu j, j=1,…n 
Hàng có thể chở từ một điểm phát bất kỳ (i) tới một điểm thu bát kỳ (j). 
Ký hiệu: 
cij- chi phí vận chuyển chở một đơn vị hàng từ điểm phát (i) đến điểm thu (j) 
xịj- lượng hàng chuyên chở từ i tới j 
Bài toán đặt ra là: xác định những đại lượng xij cho mọi con đường (i;j)sao cho tổng 

chi phí chuyên chở là nhỏ nhất với giả thiết: 

                                     ∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11

Tức là lượng hàng phát ra bằng đúng lượng hàng yêu cầu ở các điểm thu. 

b) Mô hình toán học 
Dạng toán học của bài toán vận tải  

                 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=>

==≥

==

==

→

∑ ∑

∑

∑

∑∑

= =

=

=

= =

m

i

n

j
jiji

ij

m

i
jij

n

j
iij

m

i

n

j
ijij

baba

njmix

njbx

miax

xc

1 1

1

1

1 1

)5.5(;0,

)4.5(,1;,1,0

)3.5(,1,

)2.5(,1,

)1.5(min

   

Bài toán trên được gọi là bài toán cân bằng thu phát.  
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- Trường hợp ∑ . Ta đưa về bài toán cân bằng thu phát bằng cách 

thêm vào một trạm thu giả Bn+1 với yêu cầu bn+1= ∑ , đồng thời ci n+1 

= 0 (∀i). Lượng hàng lấy từ trạm phát Ai cung cấp cho trạm thu giả B n+1, 
nghĩa là lượng hàng được giữ lại ở trạm phát Ai. 

∑
==

>
n

j
j

m

i
i ba

11

∑
==

−
n

j
j

m

i
i ba

11

- Trường hợp ∑ . Ta đưa về bài toán cân bằng thu phát bằng cách 

thêm vào một trạm phát giả Am+1 với yêu cầu am+1= ∑ , đồng thời 

cm+1j = 0 (∀j). Lượng hàng lấy từ trạm phát giả Am+1 cung cấp cho trạm thu B 

j, nghĩa là lượng hàng yêu cầu của trạm thu Bj không được thỏa mãn. 

∑
==

<
n

j
j

m

i
i ba

11

∑
==

−
m

i
i

n

j
j ab

11

c) Bài toán vận tải dạng bảng 
Ta đưa bài toán vận tải vào bảng gọi là bảng vận tải. 

   Bj 

Ai 
b1 b2 …… bj ….. bn 

a1 
c11 
           x11 

c12 

           x12 
…… 

c1j 
            x1j 

….. 
c1n 

          x1n 

a2 
c21 
           x21 

c22 

           x22 
…… 

c2j 
            x2j 

….. 
c2n 

          x2n 
…. …. …. …. …. …. …. 

ai 
ci1 
           xi1 

ci2 
           xi2 

…. 
cij 
           xij 

…. 
cin 
           xin 

…. …. …. …. …. …. …. 

am 
cm1 
          xm1 

cm2 
          xm2 

…. 
cmj 
           xmj 

…. 
cmn 
           xmn

Các khái niệm về bài toán dạng bảng: 
+ ô chọn: là ô có lượng hang xij>0, còn gọi là ô sử dụng 
+ ô loại: là ô không có hàng, tức là xij=0. 
+ Dây chuyền: là một đoạn thẳng hay một dãy liên tiếp các đoạn thẳng gấp khúc mà 
hai đầu mút là hai ô chỉ nằm trên cùng một hàng hoặc một cột với một ô chọn khác 
thuộc dây chuyền của bảng vận tải. 
+ Chu trình: là một dây chuyền khép kín 
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Như vậy một hàng hoặc một cột mà chu trình đi qua thì chỉ đi qua hai ô và do đó, số ô 
ít nhất của một chu trình là 4. 

+ Ma trận X=(xij)m×n  thỏa mãn hệ điều kiện ràng buộc được gọi là một phương án của 
bài toán. 

+ Phương án X=(xij)m×n  được gọi là phương án cực biên của bài toán vận tải nếu tập 
hợp các ô tương ứng với các thành phần dương của nó không tạo thành chu trình. 

+ Phương án X=(xij)m×n  được gọi là phương án cực biên không suy biến nếu nó có 
đúng m + n – 1 ô chọn. 

+ Phương án X=(xij)m×n  được gọi là phương án cực biên  suy biến nếu nó có ít hơn m 
+ n – 1 ô chọn. 

+ Phương án X=(xij)m×n  được gọi là phương án tối ưu (hay là nghiệm) của bài toán 
nếu nó thỏa mãn điều kiện (5.1), ký hiệu là X*. 

5.1.2. Tính chất chung của bài toán 
- Một phương án cực biên có tối đa m + n – 1 thành phần dương. 
- Các véc tơ Aj tương ứng với biến xij có thành phần i và thành phần m+j bằng 1 còn các 
thành phần còn lại đều bằng 0. 
-  Bài toán luôn luôn có lời giải. 

5.2. Phương pháp thế vị để giải bài toán 
a) Phương pháp tìm phương án cực biên xuất phát 
Để xây dựng môt phương án cực biên xuất phát người ta dùng một trong 3 phương 

pháp sau: 
* Phương pháp góc Tây_Bắc: 
Bước 1: Chọn ô ở dòng 1, cột 1 của bảng vận tải. 

Bước 2: Phân lượng hàng h = {a1,b1} vào ô (1;1). 
Bước 3: Đánh dấu hàng (cột), theo đó lượng hàng ở trạm phát (trạm thu) đã hết (đã 

đủ). 
Bước 4: Quay trở về bước 1 thực hiện công việc ở những ô còn lại. 

Ví dụ: Đầu tiên phân phối cho ô (1;1), tức là đặt x11 =min {25;70}=25, ghi số 25 vào 
trong hình chữ nhật nhỏ ở góc ô (1;1). Yêu cầu của trạm thu B1 thỏa mãn, loại cột 1 ra 
khỏi bảng bằng cách đánh dấu (x) vào các ô còn lại trên cột 1. Trong phần còn laị của 

bảng, ô nằm ở góc tây bắc là ô (1;2). Phân phối cho ô (1;2) với x12 = min {45;80}=45, 
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loại hàng 1 ra khỏi bảng. Tiếp tục cho phân phối cho ô (2;2) …  cho tới khi yêu cầu của 
mọi trạm phát và thu đều thỏa mãn. 

Kết quả ta được một phương án cực biên với 8 ô được phân phối, đó là phương án cực 
biên không suy biến. 

      Thu 
Phát 

25 80 120 45 30 

70 
7       
        25 

2 
        45 

9 
    x 

12 
     x 

6 
    x 

85 
8 
    x 

6 
        35 

4 
        50 

3 
    x 

9 
    x 

35 
5 
    x 

3 
    x 

6 
        35 

7 
    x 

11 
     x 

110 
11 
    x 

5 
    x 

10 
       35 

8  
       45 

1 
        30 

   
* Phương pháp chi phí nhỏ nhất:: 
Bước 1: Chọn ô có cước phí thấp nhất, giả sử là ô (i;j). 

Bước 2: Phân lượng hàng h = {ai,bj} vào ô (i;j). 
Bước 3: Đánh dấu các ô thuộc hàng i nếu trạm phát Ai đã hết hàng hoặc cột j nếu trạm 

thu Bj đã nhận đủ hàng. 
Bước 4: Quay trở lại bước 1 thực hiện công việc ở những ô còn lại. 

Ví dụ Ta thấy min {cij} = c45 = 1, phân phối cho ô (4;5) với lượng hàng tương ứng là 

x45 = min {30;110}=30. Yêu cầu trạm thu B5 thỏa mãn, loại cột 5 bằng cách đánh dấu (x) 
vào các ô còn lại trên cột này. Trong phần còn lại của bảng, ô ứng với min cij là ô (1;2), 

xác định x12 = min {70;80}=70. Yêu cầu của trạm phát A1 thỏa mãn, loại hàng 1. Tiếp tục 
phân phối cho ô (3;2) với x32 …. cho tới khi yêu cầu của mọi trạm thu phát đề thỏa mãn. 
Khi phân phối cho ô (3;1) thì yêu cầu của trạm phát A3 và B1 đều thỏa mãn, loại đồng 
thời hàng 3 và cột 1. Kết quả ta được một phương án cực biên với 7 ô được phân phối, đó 
là phương án cực biên suy biến. Để có tập ô cơ sở, cần bổ sung 1 ô, chẳng hạn ô (3;4), 
không tạo vòng với các ô cơ sở đã có. Trên bảng ô này được đánh dấu bằng hình vuông 
nhỏ, trong đó ghi số 0 là trị số của biến cơ sở tương ứng . Cũng có thể bổ sung những ô 
khác. 



Ch−¬ng 5. bμi to¸n vËn t¶i                                        Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 61 

      Thu 
Phát 

25 80 120 45 30 

70 
7       
     x   

2 
        70 

9 
    x 

12 
     x 

6 
    x 

85 
8 
     x 

6 
     x 

4 
        40 

3 
        45 

9 
    x 

35 
5 
        25 

3 
        10 

6 
     x 

7 
         0 

11 
     x 

110 
11 
     x 

5 
    x 

10 
        80 

8  
     x 

1 
        30 

 
  * Phương pháp xấp xỉ:  

- Định nghĩa độ lệch của hàng(cột) là hiệu số giữa ô có cước phí thấp thứ nhì trừ đi 
ô có cước phí thấp thứ nhất ở hàng (cột) đó. 

Bước 1:  Chọn hàng hoặc cột có độ lệch lớn nhất 
Bước 2: Chọn ô có cước phí thấp nhất thuộc hàng hoặc cột đó, giả sử là ô (i;j). 

Bước 3: Phân lượng hàng h = {ai,bj} vào ô (i;j). 
   -Bước 4: Đánh dấu các ô thuộc hàng i nếu trạm phát Ai đã hết hàng hoặc cột j nếu 

trạm thu Bj đã nhận đủ hàng.Quay trở về bước 1 tiếp tục thực hiện thuật toán. 
Ví dụ 
Trước hết tính các hiệu số hàng và cột, ghi ở cuối hàng và cột tương ứng.  

 Hiệu số lớn nhất là 5 ở cột 5 nên đầu tiên phân phối cho ô (4,5) với lượng hàng 
tương ứng là x45 = 30. Yêu cầu của tạm thu thỏa mãn, loại cột 5; tính lại các ước lượng 
hàng, nếu hiệu số hàng thay đổi thì ghi vào sau vào hiệu số cũ. Bây giờ hiệu số lớn nhất 
cũng là 5 ở hàng 1, phân phối cho ô (1,2) với lượng hàng x12 = 70. Yêu cầu của trạm phát 
thỏa mãn, loại hàng 1; tính lại các hiệu số cột … Tiếp tục phân phối cho tới khi yêu cầu 
của mọi trạm thu và phát đều thỏa mãn ta được phương án cực biên không suy biến. 

 
      Thu 
Phát 

25 80 120 45 30  

70 
7       
     x   

2 
        70 

9 
    x 

12 
     x 

6 
    x 

 
4,5 K 
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85 
8 
     x 

6 
     x 

4 
        40 

3 
        45 

9 
    x 

 
1,2,4 K 

35 
5 
        25 

3 
     x    

6 
        10 

7 
     x 

11 
     x 

 
2,1 K 

110 
11 
     x 

5 
        10 

10 
        70 

8  
     x 

1 
        30 

 
4,3,5,1 K 

 

2 
3 
6 
K 

1 
2 
K 

2 
4 
K 

4 
K 

5 
K 

 

  
b) Tiêu chuẩn tối ưu 

Phương án cực biên không suy biến X=(xij)m×n  được gọi là phương án tối ưu khi và 
chỉ khi tồn tại các số ui (i=1,..,m) cho các hàng và các số vj (j= 1,...,n)cho các cột của 
bảng vận tải sao cho: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=≤+

>=+

(**)0:);(

(*)0:);(

ijijji

ijijji

xjicvu

xjicvu
 

Phương trình (*) ứng với ô (i;j) là ô chọn. 
Phương trình (**) ứng với ô (i;j) là ô loại. 
Các số ui và vj được gọi là hệ thống thế vị, trong đó ui được gọi là thế vị hàng, vj 

được gọi là thế vị cột. 
c) Thuật toán thế vị 

  Bước 1: Tìm phương án cực biên xuất phát X0 = =(xij)m×n   
Sử dụng một trong 3 phương pháp ở trên. Nếu phương án tìm được là phương án suy biến 
thì ta bổ sung ô chọn không để được phương án cực biên không suy biến, ô chọn này có 
vai trò như các ô chọn khác. 
  Bước 2: Kiểm tra tính tối ưu của phương án. 
+ Xây dựng hệ thống thế vị.  
Cho ui một giá trị tùy ý  nào đó thì mọi giá trị khác đều xác định được một cách duy nhất 
do (*) có (n+m) ẩn và và (m+n-1) phương trình độc lập tuyến tính. 
+ Tính các số kiểm tra  ijΔ

Đặt ),1,,1( njmicvu ijjiij ==−+=Δ . Tính các ijΔ ứng với các ô loại. 
• Nếu ),1 nj = thì phương án đang xét là phương án tối ưu. ,,1(0 miij =≤Δ
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• Nếu ),1,,1(0 njmiij ==>Δ∃ thì phương án đang xét chưa tối ưu, chuyển sang bước 
3. 

Bước 3: Xây dựng phương án mới 
+ Chọn ô điều chỉnh: 

Ô (r,s) gọi là ô điều chỉnh nếu : { }),1,,1(0max njmiijrs ==>Δ=Δ  
+ Tìm chu trình điều chỉnh: Là chu trình với ô xuất phát là ô điều chỉnh, các ô còn lại là ô 
chọn. Gọi V là tập hợp các ô thuộc chu trình điều chỉnh. 
+ Đánh dấu các ô của chu trình, bắt đầu từ ô điều chỉnh đánh dấu (+) rồi xen kẽ nhau 
đánh dấu (-), (+)…. cho  đến hết chu trình. Gọi V+ là tập các ô có dấu (+), V- là tập các ô 
có dấu (-). Khi đó, . −+ ∪= VVV

+ Xác định lượng hàng điều chỉnh:  { } .0,),(:min >∈= − qVjixq ij  

+ Điều chỉnh sang phương án mới: với: nmijxX ×= )(1

                      
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈−

∈+

∉

−

+

Vjiqx

Vjiqx

Vjix

ij

ij

ij

),(,

),(,

),(,

Gọi X1 đóng vai trò như X0 rồi quay lại bước 2 và lặp cho tới khi tìm được phương án tối 
ưu. 
* Chú ý: - Nếu ô điều chỉnh không duy nhất thì ta xét theo hàng từ trên xuống dưới trong 
bảng vận tải gặp ô nào trước thì ta chọn ô đó làm ô điều chỉnh. 
  - Nếu có thể thì ta chọn ô (i0, j0) thỏa mãn: 

{ } 0.max.
00

>Δ=Δ ijji qq  thì giá trị hàm mục tiêu giảm nhanh hơn. 

d) Ví dụ 
Ví dụ 1. Giải bài toán vận tải với số liệu cho trong bảng sau: 

       Thu 
Phát 46 45 76 20 52 

79 10 1 5 13 8 

50 5 6 10 8 13 

60 3 2 8 9 6 

50 13 5 7 10 13 
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Giải: 
Bước 1:  Tìm phương án cực biên xuất phát: 

Sử dụng phương pháp chi phí nhỏ nhất xây dựng phương án cực biên ta được phương 
án cực biên không suy biến cho trong bảng sau: 

      Thu 
Phát 

46 45 76 20 52 

79 
10       
     x   

1 
        45 

5 
        34 

13 
     x 

8 
    x 

50 
5 
     x 

6 
     x 

10 
     x      

8 
        20 

13 
        30 

60 
3 
       46 

2 
     x    

8 
       x  

9 
     x 

6 
      14 

50 
13 
     x 

5 
     x 

7 
        42 

 10 
     x 

13 
        30 

 

Bước 2: Kiểm tra tính tối ưu của phương án: 
+ Xây dựng hệ thống thế vị: 

Cho u4 = 0, các ô (4,3) ,(4,5) là các ô cơ sở nên tính được v3 = 7 và v5 = 13. Xét cột 3 
chẳng hạn ta thấy (1,3) là ô cơ sở nên tính được u1 = 7- 5 =2,… Tiếp tục tính tương tự sẽ 
xác định được toàn bộ các thế vị hàng và cột như trong bảng dưới: 
+ Tính các số kiểm tra: 

Tính các )5,1,4,1( ==Δ jiij  ta thấy các 05,03 2115 >=Δ>=Δ  nên phương án đang 
xét chưa tối ưu, ta chuyển sang bước 3. 

      Thu 
Phát 

46 45 76 20 52 ui 

79 
10       
        -2   

1 
        45 

5 
        34 

13 
       -7 

8 
         3 

-2 

50 
5 
         5 

6 
        -3 

10 
         -3   

8 
        20 

13 
        30 

0 

60 
3 
       46 

2 
         -6   

8 
         -8 

9 
         -8 

6 
      14 

-7 

50 
13 
        -3 

5 
        -2 

7 
        42 

 10 
         -2 

13 
        8 

0 

vj 10 3 7 8 13  
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Bước 3: Xây dựng phương án mới: 
 + Chọn ô điều chỉnh:  
 { } 53;5max21 ==Δ  nên chọn ô (2,1) làm ô điều chỉnh.đánh dấu (+) vào ô điều 
chỉnh. 
+ Chọn chu trình điều chỉnh: Chu trình điều chỉnh như trong bảng sau: 
 

      Thu 
Phát 

46 45 76 20 52 ui 

79 
10       
        -2   

1 
        45 

5 
        34 

13 
       -7 

8 
         3 

-2 

50 
5 
   (+)  5 

6 
        -3 

10 
         -3   

8 
        20 

13 
(-)   30 

0 

60 
3 
(-)    46 

2 
         -6   

8 
         -8 

9 
         -8 

6 
(+)   14 

-7 

50 
13 
        -3 

5 
        -2 

7 
        42 

 10 
         -2 

13 
        8 

0 

vj 10 3 7 8 13  
 
+Xác định lượng hàng điều chỉnh: 

{ } 3030;46min ==q  
+ Điều chỉnh sang phương án mới: 
X1 = (xij

1) theo công thức cho trong bước 3 của thuật toán ta được bảng sau: 
 
 

      Thu 
Phát 

46 45 76 20 52 ui 

79 
10       
        -2   

1 
        45 

5 
        34 

13 
       -2 

8 
         3 

-2 

50 
5 
 (+)  30 

6 
        -8 

10 
         -8   

8 
 (-)   20 

13 
       -5 

-5 

60 
3 
(-)    16 

2 
         -6   

8 
         -8 

9 
        -3 

6 
(+)   44 

-7 

50 
13 
        -3 

5 
        -2 

7 
        42 

 10 
   (+)  3 

13 
(-)     8 

0 

vj 10 3 7 13 13  
 



Ch−¬ng 5. bμi to¸n vËn t¶i                                        Ths. NguyÔn H¶i §¨ng 
 

 

Tr−êng Cao ®¼ng C«ng nghiÖp Nam §Þnh                                       Trang 66 

+ Lặp lại quá trình ta được chu trình như bảng trên. Ta được: 
    { } 88;20;16min ==q  
+ Điều chỉnh sang phương án mới X2  cho trong bảng dưới: 
 

      Thu 
Phát 

46 45 76 20 52 ui 

79 
10       
         -5  

1 
        45 

5 
        34 

13 
       -5 

8 
       0 

-2 

50 
5 
       38 

6 
       -5 

10 
         -5 

8 
        12 

13 
      -5 

-2 

60 
3 
         8 

2 
         -3 

8 
         -5 

9 
     -3 

6 
      52 

-4 

50 
13 
        -6 

5 
     -2 

7 
        42 

 10 
         8 

13 
        -3 

0 

vj 7 3 7 10 10  
 
Ta thấy mọi )5,1,4,1(0 ==≤Δ jiij nên phương án tương ứng ở bảng trên là tối ưu với giá trị 
hàm mục tiêu là f* = 45 * 1 + 34 * 5 + 38 * 5 + 12 * 8 + 8*3 + 52 * 6 + 42 * 7 + 8 * 10 = 
1211. 
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Bài tập chương 5 
Giải các bài toán vận tải sau, sử dụng cả 3 phương pháp tìm phương án cực biên 

xuất phát: 
Bài 1 

        Đáp số:         Thu 
Phát 60 70 40 30 

460)(;
02000
020600
3001060

** =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= XfX  

 
 
 

100 2 1 4 3 

80 5 3 2 6 

20 6 2 1 5 

 
Bài 2 

        Đáp số: 

435)(;

1515000
051050
500010
00050

** =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= XfX  

       Thu 
Phát 10 10 10 20 20 

 
 
 
 

Bài 3  
 

 
         Đáp số:  

940)(;

000250
030257520

1500000
0012000

** =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= XfX  

 
 

5 5 1 4 6 7 

15 3 4 2 7 8 

20 4 3 1 7 9 

30 6 5 4 9 11 

       Thu 
Phát 20 100 145 30 150

120 6 3 1 4 5 

150 1 2 5 4 3 

150 2 4 3 1 6 

25 3 1 4 2 7 
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