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LỜI NÓI ĐẦU 
 

Toán cao cấp A1, A2, A3 là chương trình toán đại cương dành cho sinh viên các nhóm ngành 
toán và nhóm ngành thuộc khối kỹ thuật. Nội dung của toán cao cấp  A1, A3  chủ yếu là phép tính 
vi tích phân của hàm một hoặc nhiều biến, còn toán cao cấp A2 giới thiệu các cấu trúc đại số và 
đại số tuyến tính. Có khá nhiều sách giáo khoa và tài liệu tham khảo viết về các chủ đề này. Tuy 
nhiên xuất phát từ đặc thù ứng dụng toán học đối với ngành điện tử viễn thông và công nghệ 
thông tin và nhu cầu có tài liệu phù hợp với chương trình đào tạo của Học viện Công nghệ Bưu 
chính Viễn thông nên chúng tôi đã biên soạn giáo trình này.  

Giáo trình được biên soạn theo chương trình qui định năm 2007 của Học viện Công nghệ 
Bưu Chính Viễn Thông. Nội dung của cuốn sách được tổng kết từ bài giảng của tác giả trong 
nhiều năm và có tham khảo các giáo trình của các trường đại học kỹ thuật khác. Chính vì thế, giáo 
trình này cũng có thể dùng làm tài liệu học tập, tài liệu tham khảo cho sinh viên của các trường, 
các ngành đại học và cao đẳng kỹ thuật. 

Giáo trình gồm 7 chương: 

Chương I: Lô gích toán học, lý thuyết tập hợp, ánh xạ và các cấu trúc đại số. 

Chương II: Không gian véc tơ. 

Chương III: Ma trận. 

Chương IV: Định thức. 

Chương V: Hệ phương trình tuyến tính 

Chương VI: Ánh xạ tuyến tính.  

Chương VII: Không gian véc tơ Euclide và dạng toàn phương. 

Ngoài vai trò là công cụ cho các ngành khoa học khác, toán học còn được xem là một 
ngành khoa học có phương pháp tư duy lập luận chính xác chặt chẽ. Vì vậy việc học toán cũng 
giúp ta rèn luyện phương pháp tư duy. Các phương pháp này đã được giảng dạy và cung cấp 
từng bước trong quá trình học tập ở phổ thông, nhưng trong chương I các vấn đề này được hệ 
thống hoá lại. Nội dung của chương I được xem là cơ sở, ngôn ngữ của toán học hiện đại. Một 
vài nội dung trong chương này đã được học ở phổ thông nhưng chỉ với mức độ đơn giản. Các 
cấu trúc đại số thì hoàn toàn mới và khá trừu tượng vì vậy đòi hỏi học viên phải đọc lại nhiều 
lần mới tiếp thu được.  

Các chương còn lại của giáo trình là đại số tuyến tính. Kiến thức của các chương liên hệ 
chặt chẽ với nhau, kết quả của chương này là công cụ của chương khác. Vì vậy học viên cần thấy 
được mối liên hệ giữa các chương. Đặc điểm của môn học này là tính khái quát hoá và trừu tượng 
cao. Các khái niệm thường được khái quát hoá từ những kết quả của hình học giải tích ở phổ 
thông. Khi học ta nên liên hệ đến các kết quả đó. 

Giáo trình được trình bày theo cách thích hợp đối với người tự học. Trước khi nghiên cứu 
các nội dung chi tiết, người đọc nên xem phần giới thiệu của mỗi chương cũng như mục đích của 
chương để thấy được mục đích ý nghĩa, yêu cầu chính của chương đó. Trong mỗi chương, mỗi nội 
dung, người đọc có thể tự đọc và hiểu được cặn kẽ thông qua cách diễn đạt và chứng minh rõ 
ràng. Đặc biệt bạn đọc nên chú ý đến các nhận xét, bình luận để hiểu sâu hơn hoặc mở rộng tổng 
quát hơn các kết quả. Hầu hết các bài toán được xây dựng theo lược đồ: Đặt bài toán, chứng minh 
sự tồn tại lời giải bằng lý thuyết và cuối cùng nêu thuật toán giải quyết bài toán này. Các ví dụ là 
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để minh họa trực tiếp khái niệm, định lý hoặc các thuật toán, vì vậy sẽ giúp người đọc dễ dàng 
hơn khi tiếp thu bài học. Cuối mỗi chương đều có các bài tập sắp xếp từ dễ đến khó. Các bài tập 
dễ chỉ kiểm tra trực triếp nội dung vừa học còn các bài tập khó đòi hỏi phải sử dụng các kiến thức 
tổng hợp. 

Một số nội dung của cuốn sách đã được dạy hoặc dạy một phần ở phổ thông. Chẳng hạn 
giải tích tổ hợp, các đường cô níc có ở chương trình phổ thông. Tuy nhiên ở đây tác giả muốn 
trình bày lại giải tích tổ hợp theo ngôn ngữ ánh xạ. Minh họa ứng dụng chỉ số quán tính của dạng 
toàn phương để phân loại các đường bậc 2 trong mặt phẳng và các mặt bậc 2 trong không gian.  

Tuy rằng tác giả đã rất cố gắng, song các thiếu sót còn tồn tại trong giáo trình là điều khó 
tránh khỏi. Tác giả rất mong sự đóng góp ý kiến của bạn bè đồng nghiệp, học viên xa gần và xin 
cám ơn vì điều đó. Tác giả xin chân thành cám ơn GS Đoàn Quỳnh, PGS. TS. Nguyễn Xuân 
Viên, PGS. TS. Nguyễn Năng Anh, Ths.GVC. Nguyễn Tiến Duyên, Ths.GVC. Đỗ Phi Nga đã có  

Cuối cùng chúng tôi bày tỏ sự cám ơn đối với Ban Giám đốc Học viện Công nghệ Bưu 
Chính Viễn Thông, Khoa Cơ bản 1 và bạn bè đồng nghiệp đã khuyến khích động viên, tạo nhiều 
điều kiện thuận lợi để chúng tôi hoàn thành tập tài liệi này.  

 

Hà Nội, 2008. 
PGS. TS. Lê Bá Long 

Khoa cơ bản 1 
Học Viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông 
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CHƯƠNG I 

MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ, TẬP HỢP 

ÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 
 

   Toán học là một ngành khoa học lý thuyết được phát triển trên cơ sở tuân thủ 
nghiêm ngặt các qui luật lập luận của tư duy lô gich hình thức. Các qui luật cơ bản của 
lô gich hình thức đã được phát triển từ thời Aristote (Arít-xtốt ) (thế kỷ thứ 3 trước 
công nguyên) cùng với sự phát triển rực rỡ của văn minh cổ Hy Lạp. Tuy nhiên mãi 
đến thế kỷ 17 với những công trình của De Morgan (Đờ Mocgan), Boole ... thì lô gích 
hình thức mới có một cấu trúc đại số đẹp đẽ và cùng với lý thuyết tập hợp giúp làm 
chính xác hoá các khái niệm toán học và thúc đẩy toán học phát triển mạnh mẽ. Việc 
nắm vững lô gich hình thức không những giúp sinh viên học tốt môn toán mà còn có 
thể vận dụng trong thực tế và biết lập luận một cách chính xác. Học tốt môn lô gich là 
cơ sở để học tốt đại số Boole, vận dụng để giải các bài toán về sơ đồ công tắc rơle, kỹ 
thuật số và công nghệ thông tin. Yêu cầu của phần này là phải nắm vững khái niệm 
mệnh đề toán học, các phép liên kết mệnh đề và các tính chất của chúng. 

 Khái niệm tập hợp, ánh xạ và các cấu trúc đại số là các khái niệm cơ bản: vừa là 
công cụ vừa ngôn ngữ của toán học hiện đại. Vì vai trò nền tảng của nó nên khái niệm 
tập hợp được đưa rất sớm vào chương trình toán phổ thông (toán lớp 6). Khái niệm tập 
hợp được Cantor (Căng-to) đưa ra vào cuối thế kỷ 19. Sau đó được chính xác hoá bằng 
hệ tiên đề về tập hợp. Có thể tiếp thu lý thuyết tập hợp theo nhiều mức độ khác nhau. 
Chúng ta chỉ tiếp cận lý thuyết tập hợp ở mức độ trực quan kết hợp với các phép toán 
lô gich hình thức như "và", "hoặc", phép kéo theo, phép tương đương, lượng từ phổ 
biến, lượng từ tồn tại. Với các phép toán lô gích này ta có tương ứng các phép toán 
giao, hợp, hiệu các tập hợp con của các tập hợp. 

Trên cơ sở tích Descartes (Đề-các) của hai tập hợp ta có khái niệm quan hệ hai 
ngôi mà hai trường hợp đặc biệt là quan hệ tương đương và quan hệ thứ tự. Quan hệ 
tương đương được dùng để phân một tập nào đó thành các lớp không giao nhau, gọi là 
phân hoạch của tập đó. Quan hệ đồng dư môđulô p (modulo) là một quan hệ tương 
đương trong tập các số nguyên. Tập thương của nó là tập p�  các số nguyên môđulô 

p. Tập p�  có nhiều ứng dụng trong lý thuyết mật mã, về an toàn mạng. Quan hệ thứ 

tự được dùng để sắp xếp các đối tượng cần xét theo một thứ tự dựa trên tiêu chuẩn nào 
đó. Quan hệ ≤ trong các tập hợp số là các quan hệ thứ tự. 

Khái niệm ánh xạ là sự mở rộng khái niệm hàm số đã được biết. Khái niệm này 
giúp ta mô tả các phép tương ứng từ một tập này đến tập kia thoả mãn điều kiện rằng 
mỗi phần tử của tập nguồn chỉ cho ứng với một phần tử duy nhất của tập đích và mọi 
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phần tử của tập nguồn đều được cho ứng với phần tử của tập đích. Ở đâu có tương ứng 
thì ta có thể mô tả được dưới ngôn ngữ ánh xạ. 

Sử dụng khái niệm ánh xạ và tập hợp ta khảo sát các vấn đề của giải tích tổ hợp, 
đó là các phương pháp đếm số phần tử của tập hợp. Giải tích tổ hợp được áp dụng để 
giải quyết các bài toán xác suất thống kê và toán học rời rạc.  

Chúng ta có thể thực hiện các phép toán: cộng các số, hàm số, đa thức, véc tơ 
hoặc nhân các số, hàm số, đa thức... Như vậy ta có thể thực hiện các phép toán này 
trên các đối tượng khác nhau. Cái chung cho mỗi phép toán cộng hay nhân ở trên là 
các tính chất giao hoán, kết hợp, phân bố... Một tập hợp có phép toán thoả mãn điều 
kiện nào đó được gọi là có cấu trúc đại số tương ứng. Các cấu trúc đại số quan trọng 
thường gặp là nhóm, vành, trường, không gian véc tơ. Đại số học là một ngành của 
toán học nghiên cứu các cấu trúc đại số. Lý thuyết Nhóm được Evarist Galois (Galoa) 
đưa ra vào đầu thế kỉ 19 trong công trình "Trong những điều kiện nào thì một phương 
trình đại số có thể giải được?", trong đó Galoa vận dụng lý thuyết nhóm để giải quyết. 
Trên cơ sở lý thuyết nhóm người ta phát triển các cấu trúc đại số khác.       

Việc nghiên cứu các cấu trúc đại số giúp ta tách ra khỏi các đối tượng cụ thể mà 
thấy được cái chung của từng cấu trúc để khảo sát các tính chất, các đặc trưng của 
chúng. Chẳng hạn, tập các ma trận vuông cùng cấp, các tự đồng cấu tuyến tính, các đa 
thức ... có cấu trúc vành không nguyên nên có những tính chất chung nào đó. 

Các cấu trúc đại số có tính khái quát hoá và trừu tượng cao vì vậy người ta nghĩ 
rằng khó áp dụng vào thực tiễn. Tuy nhiên thực tế cho thấy đại số Boole được ứng 
dụng rất hiệu quả trong việc giải quyết các bài toán về sơ đồ mạch điện, trong công 
nghệ thông tin và kỹ thuật số. Lý thuyết nhóm được ứng dụng vào cơ học lượng tử. Lý 
thuyết vị nhóm và vành được ứng dụng trong lý thuyết mật mã, lý thuyết Ôtômát. 

Chương 1 trình bày một cách sơ lược các cấu trúc: Nhóm, vành, trường và đại số 
Boole. Các chương còn lại của cuốn sách này liên quan đến đại số tuyến tính.  

1.1 SƠ LƯỢC VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ 

1.1.1 Mệnh đề 

 Lô gích mệnh đề là một hệ thống lôgích đơn giản nhất, với đơn vị cơ bản là các 
mệnh đề mang nội dung của các phán đoán, mỗi phán đoán được giả thiết là có một giá 
trị chân lý nhất định là đúng hoặc sai.  

Để chỉ các mệnh đề chưa xác định ta dùng các chữ cái , , ...p q r  và gọi chúng là 
các biến mệnh đề. Nếu mệnh đề p  đúng ta cho p  nhận giá trị 1 và p  sai ta cho nhận 
giá trị 0. Giá trị 1 hoặc 0 được gọi là thể hiện của p . 
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Mệnh đề phức hợp được xây dựng từ các mệnh đề đơn giản hơn bằng các phép 
liên kết lôgích mệnh đề. 

1.1.2 Các phép liên kết lôgích mệnh đề 

1. Phép phủ định (negation): Phủ định của mệnh đề p  là mệnh đề được ký hiệu 

p  đọc là không p . Mệnh đề p  đúng khi p  sai và p  sai khi p  đúng. 

2. Phép hội (conjunction): Hội của hai mệnh đề ,p q  là mệnh đề được ký hiệu 
p q∧  (đọc là p  và q ). Mệnh đề p q∧  chỉ đúng khi p  và q  cùng đúng. 

3. Phép tuyển (disjunction): Tuyển của hai mệnh đề ,p q  là mệnh đề được ký 
hiệu p q∨  (đọc là p  hoặc q ). p q∨  chỉ sai khi p  và q  cùng sai. 

4. Phép kéo theo (implication): Mệnh đề p  kéo theo q , ký hiệu qp ⇒ , là mệnh 
đề chỉ sai khi p  đúng q  sai. 

5. Phép tương đương (equivalence): Mệnh đề ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  được gọi là 
mệnh đề p  tương đương q , ký hiệu qp ⇔ .  

Một công thức gồm các biến mệnh đề và các phép liên kết mệnh đề được gọi là 
một công thức mệnh đề. Bảng liệt kê các thể hiện của công thức mệnh đề được gọi là 
bảng chân trị. 

Từ định nghĩa của các phép liên kết mệnh đề ta có các bảng chận trị tương ứng 
sau 

    

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

p  p  

1 0 
0 1 

 

p  q  p q∨ p q∧

1 1 1 1 
1 0 0 1 
0 1 0 1 
0 0 0 0 

p  q  p q⇒  

1 1 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 

p  q  p q⇒ q p⇒  p q⇔  

1 1 1 1 1 
1 0 0 1 0 
0 1 1 0 0 
0 0 1 1 1 
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Như vậy qp ⇔  là một mệnh đề đúng khi cả hai mệnh đề p  và q  cùng đúng 
hoặc cùng sai và mệnh đề qp ⇔  sai trong trường hợp ngược lại. 

Một công thức mệnh đề được gọi là hằng đúng nếu nó luôn nhận giá trị 1 với mọi 
thể hiện của các biến mệnh đề có trong công thức. Ta ký hiệu mệnh đề tương đương 
hằng đúng là "≡" thay cho "⇔ ". 

1.1.3   Các tính chất 

Dùng bảng chân trị ta dễ dàng kiểm chứng các mệnh đề hằng đúng sau: 

1)  p p≡        luật phủ định kép. 

2) ( ) ( )p q p q⇒ ≡ ∨ . 

3) ,p q q p p q q p∧ ≡ ∧ ∨ ≡ ∨      luật giao hoán. 

4) ( ) ( )p q r p q r∧ ∧ ≡ ∧ ∧ ; ( ) ( )p q r p q r∨ ∨ ≡ ∨ ∨  luật kết hợp. 

5) [ ] [ ]( ) ( ) ( )p q r p q p r∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧ ; 

    [ ] [ ]( ) ( ) ( )p q r p q p r∨ ∧ ≡ ∨ ∧ ∨     luật phân phối. 

6) Mệnh đề  p p∨   luôn đúng    luật bài trung. 

               p p∧   luôn sai     luật mâu thuẫn. 

7)  p q p q∨ ≡ ∧ ; p q p q∧ ≡ ∨     luật De Morgan. 

8)  p q q p⇒ ≡ ⇒       luật phản chứng. 

9)  ;p p p p p p∨ ≡ ∧ ≡      luật lũy đẳng. 

10)  ( ) ; ( )p p q p p p q p∨ ∧ ≡ ∧ ∨ ≡    luật hấp thu. 

1.2  TẬP HỢP 

1.2.1 Khái niệm tập hợp 

Khái niệm tập hợp và phần tử là khái niệm cơ bản của toán học, không thể định 
nghĩa qua các khái niệm đã biết. Các khái niệm "tập hợp", "phần tử" xét trong mối 
quan hệ phần tử của tập hợp trong lý thuyết tập hợp là giống với khái niệm "đường 
thẳng", "điểm" và quan hệ điểm thuộc đường thẳng được xét trong hình học. Một cách 
trực quan, ta có thể xem tập hợp như một sự tụ tập các vật, các đối tượng nào đó mà 
mỗi vật hay đối tượng là một phần tử của tập hợp. Tập hợp được đặc trưng tính chất 
rằng một phần tử bất kỳ chỉ có thể hoặc thuộc hoặc không thuộc tập hợp. Có thể lấy ví 
dụ về các tập hợp có nội dung toán học hoặc không toán học. Chẳng hạn: tập hợp các 
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số tự nhiên là tập hợp mà các phần tử của nó là các số 0, 1, 2, 3, ... còn tập hợp các 
cuốn sách trong thư viện của Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông là tập hợp mà 
các phần tử của nó là các cuốn sách. 

Ta thường ký hiệu các tập hợp bởi các chữ in hoa , ,...A B , ,...X Y  còn các phần tử 
bởi các chữ thường , ,...x y  Nếu phần tử x  thuộc A  ta ký hiệu x A∈ , nếu x  không 
thuộc A  ta ký hiệu x A∉ . Ta cũng nói tắt "tập" thay cho thuật ngữ "tập hợp". 

1.2.2  Cách mô tả tập hợp 

Ta thường mô tả tập hợp theo các cách sau: 

a) Liệt kê tất cả các phần tử của tập hợp trong dấu ngoặc nhọn  

Ví dụ 1.1:  Tập các số tự nhiên lẻ nhỏ hơn 10 là { }1,3,5,7,9 . 

Tập hợp các nghiệm của phương trình 2 1 0x − =  là { }1,1− . 

b) Nêu đặc trưng tính chất của các phần tử tạo thành tập hợp 

Có những tập hợp không thể liệt kê các phần tử của chúng, khi đó ta mô tả tập 
hợp này bằng cách đặc trưng các tính chất của phần tử tạo nên tập hợp. 

Ví dụ 1.2: Tập hợp các số tự nhiên chẵn { }2 ,P n n m m= ∈ = ∈² ² . 

Tập hợp có thể được mô tả bằng cách nêu tính chất đặc trưng của các phần tử 
thông qua khái niệm hàm mệnh đề. 

 Hàm mệnh đề xác định trong tập hợp D  là một mệnh đề ( )S x  phụ thuộc vào 
biến x D∈ . Khi cho biến x  một giá trị cụ thể thì ta được mệnh đề lôgích (mệnh đề chỉ 
nhận một trong hai giá trị hoặc đúng hoặc sai).  

Giả sử ( )S x  là một mệnh đề xác định trong tập hợp D , ta gọi tập hợp các phần 
tử x D∈  sao cho ( )S x  đúng là miền đúng của hàm mệnh đề ( )S x  và ký hiệu 

{ }( )x D S x∈ . 

Ví dụ 1.3: i) Xét hàm mệnh đề ( )S x  xác định trên tập các số tự nhiên ²: " 2 1x +  là 
một số nguyên tố" thì (1), (2)S S  đúng và (3), (4)S S  sai ... 

ii)  Mỗi một phương trình có thể xem là một hàm mệnh đề có miền đúng là tập 
nghiệm. 

    { } { }2 1 0 1, 1x x∈ − = = −� . 

c) Giản đồ Venn: Để có hình ảnh trực quan về tập hợp, người ta thường biểu diễn tập 
hợp như là miền phẳng giới hạn bởi đường cong khép kín không tự cắt được gọi là 
giản đồ Venn. 
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1.2.3 Các tập hợp số thường gặp 

- Tập các số tự nhiên  { }0, 1, 2, ...=N . 

- Tập các số nguyên  { }0, 1, 2, ...= ± ±� . 

- Tập các số hữu tỉ  { }0, ,p q q p q= ≠ ∈4 � . 

- Tập các số thực R  (gồm các số hữu tỉ và vô tỉ). 

- Tập các số phức  { }2, ; 1z x iy x y i= = + ∈ = −C R . 

1.2.4  Tập con 

Định nghĩa 1.1: Tập A được gọi là tập con của B  nếu mọi phần tử của A đều là phần 
tử của B , khi đó ta ký hiệu 

A B⊂  hoặc B A⊃ . 

Khi A  là tập con của B  thì ta còn nói A  chứa trong B  hay B  chứa A  hay B  
bao hàm A . 

Ta có:  ⊂ ⊂ ⊂ ⊂N Z Q R C . 

Định nghĩa 1.2: Hai tập A, B  bằng nhau, ký hiệu A B= : 

A B=  khi và chỉ khi A B⊂  và B A⊂ . 

 Như vậy để chứng minh A B⊂  ta chỉ cần chứng minh x A x B∈ ⇒ ∈  .  

Do đó để chứng minh A B=  ta chỉ cần chứng minh  x A x B∈ ⇔ ∈ .  

Định nghĩa 1.3: Tập rỗng là tập không chứa phần tử nào, ký hiệu ∅ . 

Một cách hình thức ta có thể xem tập rỗng là tập con của mọi tập hợp. 

Ví dụ 1.4: Xét { }2 4,X x x x= ∈ =Z lÎ  thì X = ∅ . 

Tập hợp tất cả các tập con của X được ký hiệu ( )XP . Vậy ( )A X∈P  khi và 
chỉ khi A X⊂ . Tập X  là tập con của chính nó, vì vậy X  là phần tử lớn nhất và ∅  là 
phần tử bé nhất của ( )XP . 

( )A A XX∈ ⇔ ⊂P              (1.1) 

Ví dụ 1.5: { }, ,X a b c=  có  { } { } { } { } { } { }{ }( ) , , , , , , , , , ,X a b c a b b c c a X= ∅P . 

 Ta thấy X có 3 phần tử thì  ( )XP  có 32 8=  phần tử. Ta có thể chứng minh 

tổng quát rằng nếu X có n  phần tử thì  ( )XP  có 2n  phần tử  (bài tập 19). 



CHƯƠNG 1: MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ, TẬP HỢPÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

 

 11

1.2.5  Các phép toán trên các tập hợp 

1. Phép hợp: Hợp của hai tập A và B , ký hiệu A B∪ , là tập gồm các phần tử 
thuộc ít nhất một trong hai tập A, B .  

                ( ) ( ) ( )( )x A B x A x B∈ ∪ ⇔ ∈ ∨ ∈ .       (1.2) 

2. Phép giao: Giao của hai tập A và B , ký hiệu A B∩ , là tập gồm các phần tử 
thuộc đồng thời cả hai tập A , B . 

               ( ) ( ) ( )( )x A B x A x B∈ ∩ ⇔ ∈ ∧ ∈ .       (1.3) 

3. Hiệu của hai tập: Hiệu của hai tập A và B , ký hiệu \A B  hay A B− , là tập 
gồm các phần tử thuộc A  nhưng không thuộc B . 

            ( ) ( ) ( )( )\x A B x A x B∈ ⇔ ∈ ∧ ∉ .      (1.4) 

 Thông thường giả thiết tất cả các tập được xét là các tập con của một tập cố định 
gọi là tập phổ dụng U . Tập \U B  được gọi là phần bù của B  trong U  và được ký 
hiệu là B

UC  hoặc B . 

Ví dụ 1.5: Xét các tập { }, , ,A a b c d= , { }, , ,B b d e f= , { }, , , , , , ,U a b c d e f g h= . 

Ta có :  { }, , , , ,A B a b c d e f∪ = , { },A B b d∩ = , { },A B a c=\ ,  

{ }, , ,A
UC e f g h= , { }, , ,B

UC a c g h= . 

Ta có thể minh họa các phép toán trên với các tập tương ứng là phần gạch chéo 
của giản đồ Venn:              

 

 

 

 

 

 

Áp dụng lôgích mệnh đề (tính chất 1.3) ta dễ dàng kiểm chứng lại các tính chất 
sau: 

1. A A A∪ = , A A A∩ =    tính lũy đẳng 

2. A B B A∪ = ∪ , A B B A∩ = ∩    tính giao hoán. 

3. ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪ ,  

    ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩    tính kết hợp. 

A B∩  A B∪ B
UC  \A B  

 

A
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4. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ ,  

    ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩   tính phân bố. 

Giả sử ,A B  là hai tập con của U  thì: 

 5. ; ;A A A A A U A= ∪∅ = ∩ =  

 6. ;A A U A A∪ = ∩ =∅  

 7. A B A B∪ = ∩ ; A B A B∩ = ∪   luật De  Morgan 

 8. ( )\ \ ( ) A B
AA B A B A A B A A B C ∩= ∩ = ∩ ∩ = ∩ = . 

1.2.6  Lượng từ phổ biến và lượng từ tồn tại 

Giả sử ( )S x  là một hàm mệnh đề xác định trong tập D  có miền đúng 

{ }( ) ( )S xD x D S x= ∈ . Khi đó: 

a) Mệnh đề , ( )x D S x∀ ∈  (đọc là với mọi , ( )x D S x∈ ) là một mệnh đề đúng nếu 

( )S xD D=  và sai trong trường hợp ngược lại. 

Ký hiệu ∀ (đọc là với mọi) được gọi là  lượng từ phổ biến. 

Nếu không sợ nhầm lẫn ta thường bỏ qua x D∈  và viết tắt , ( )x S x∀  thay cho 
, ( )x D S x∀ ∈ . 

b) Mệnh đề , ( )x D S x∃ ∈  (đọc là tồn tại , ( )x D S x∈ ) là một mệnh đề đúng nếu 

( )S xD ≠ ∅  và sai trong trường hợp ngược lại. 

Ký hiệu ∃(đọc là tồn tại) được gọi là  lượng từ tồn tại. 

Để chứng minh một mệnh đề với lượng từ phổ biến là đúng thì ta phải chứng 
minh đúng trong mọi trường hợp, còn với mệnh đề tồn tại ta chỉ cần chỉ ra một trường 
hợp đúng. 

c) Người ta mở rộng khái niệm lượng từ tồn tại với ký hiệu ! , ( )x D S x∃ ∈  (đọc là tồn 
tại duy nhất , ( )x D S x∈ ) nếu ( )S xD có đúng một phần tử. 

d) Phép phủ định lượng từ 

               ( ), ( ) , ( )x D S x x D S x∀ ∈ ⇔ ∃ ∈  

                ( ), ( ) , ( )x D S x x D S x∃ ∈ ⇔ ∀ ∈     (1.5) 

Ví dụ 1.6: Theo định nghĩa của giới hạn 
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lim ( ) 0, 0; : 0 ( )
x a

f x L x x a f x L
→

= ⇔∀ε > ∃δ > ∀ < − < δ ⇒ − < ε . 

Sử dụng tính chất hằng đúng ( ) ( )p q p q⇒ ≡ ∨  (xem tính chất 1.3) ta có  

       0 ( )x a f x L< − < δ ⇒ − < ε  tương đương với  

( ) ( )0 ( )x a f x L< − < δ ∨ − < ε . 

Vậy phủ định của lim ( )
x a

f x L
→

=  là 

( ) ( )0, 0; : 0 ( )x x a f x L∃ε > ∀δ > ∃ < − < δ ∧ − ≥ ε . 

1.2.7  Phép hợp và giao suy rộng 

 Giả sử ( )i i IA ∈  là một họ các tập hợp. Mở rộng công thức (1.2), (1.3) ta định 

nghĩa: 

i
i I

A
∈
∪ là tập gồm các phần tử thuộc ít nhất một tập iA  nào đó. 

i
i I

A
∈
∩  là tập gồm các phần tử thuộc mọi tập iA . 

   ( ) ( )00 ;i ii I
x A i I x A

∈
∈ ⇔ ∃ ∈ ∈∪     (1.6) 

    ( ) ( );i ii I
x A i I x A

∈
∈ ⇔ ∀ ∈ ∈∩ .    (1.7) 

Ví dụ 1.7:  { }0 ( 1)nA x x n n= ∈ ≤ ≤ +� ; { }1 ( 1) 1 1 ( 1)nB x n x n= ∈ − + ≤ < + +�  

   [ )
1

0; 1n
n

A
=

∞
=∪  ,   [ ]

1
0; 1n

n
B

=

∞
=∩  . 

1.3  TÍCH DESCARTES VÀ QUAN HỆ 

1.3.1 Tích Descartes của các tập hợp 

Định nghĩa 1.4: Tích Descartes của hai tập ,X Y  là tập, ký hiệu X Y× , gồm các 
phần tử có dạng ( , )x y  trong đó x X∈  và y Y∈ .  Vậy 

                { }( , )X Y x y x X y Y× = ∈ ∈    vµ .             (1.8) 

Ví dụ 1.8: { }, ,X a b c= , { }1,2Y = ; { }( ,1), ( ,1),( ,1),( ,2), ( ,2), ( ,2)X Y a b c a b c× =  

 Ta dễ dàng chứng minh được rằng nếu X  có n  phần tử, Y có m  phần tử thì 
X Y×  có n m⋅  phần tử. 
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 Tích Descartes của n  tập hợp 1 2, ,..., nX X X  được định nghĩa và ký hiệu như 
sau: 

 { }1 2 1 2... ( , ,..., ) , 1,2,...,n n i iX X X x x x x X i n× × × = ∈ = .           (1.9) 

Nhận xét 1.1: 

1. Khi 1 ... nX X X= = =  thì ta ký hiệu nX  thay cho ...
n

X X× ×��	�

 lÇn

. 

2. Tích Descartes 1 2 ... nX X X× × ×  còn được ký hiệu ii I X
∈∏ . 

3. Giả sử  1 1( ,..., ) ...n nx x X X∈ × × ; 1 1( ' ,..., ' ) ...n nx x X X∈ × ×  thì 

1 1( ,..., ) ( ' ,..., ' ) ' , 1,...,n n i ix x x x x x i n= ⇔ = ∀ =       (1.10) 

4. Tích Descartes của các tập hợp không có tính giao hoán. 

1.3.2 Quan hệ hai ngôi 

 Trong thực tế cuộc sống cũng như trong toán học ta thường xét đến các quan hệ. 
Chẳng hạn hai bạn sinh viên có thể có quan hệ đồng hương, quan hệ cùng một họ …, 
hai số nguyên có quan hệ chia hết, quan hệ nguyên tố cùng nhau, quan hệ nhỏ hơn … 
Mỗi quan hệ này có thể xác định bởi tập các cặp phần tử có quan hệ với nhau. Khái 
quát hóa điều này ta có định nghĩa quan hệ như sau.  

Định nghĩa 1.5:  Cho tập X ≠ ∅ , mỗi tập con X X⊂ ×R  được gọi là một quan hệ 
hai ngôi trên X .  

Với ,x y X∈  và ( , )x y ∈R  ta nói x  có quan hệ với y  theo quan hệ R  và ta 
viết x yR . 

Ví dụ 1.9: Ta xét các quan hệ sau trên tập các số: 

1 1: x y x y⇔ #R R x(  chia hết cho y ), ,x y∀ ∈²  

2 2: ( , ) 1x y x y⇔ =R R ( x  và y  nguyên tố cùng nhau) ,x y∀ ∈�  

yxyx ≤⇔33 : RR  ( x  nhỏ hơn hay bằng y ) ,x y∀ ∈�  

4 4: x y x y m⇔ − #R R , ,x y∀ ∈� . Ta ký hiệu (mod )x y m≡  và đọc là x đồng dư 
với y  môđulô m. 

Định nghĩa 1.6: Quan hệ hai ngôi R  trên X được gọi là có tính: 

    a) Phản xạ, nếu  ,x x x X∀ ∈R ; 

    b) Đối xứng, nếu  ,x y X∀ ∈ mà x yR  thì cũng có y xR ; 
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    c) Bắc cầu, nếu  , ,x y z X∀ ∈ mà x yR  và y zR  thì cũng có x zR ; 

    d) Phản đối xứng, nếu ,x y X∀ ∈ mà x yR  và y xR  thì x y= . 

Ví dụ 1.10: 1R  phản đối xứng, bắc cầu nhưng không đối xứng, không phản xạ (vì 0 
không chia hết cho 0).  

2R  đối xứng, không phản xạ, không phản xứng, không bắc cầu.  

3R  phản xạ, phản đối xứng, bắc cầu.  

4R  phản xạ, đối xứng, bắc cầu. 

1.3.3  Quan hệ tương đương 

Định nghĩa 1.8: Quan hệ hai ngôi R  trên X ≠ ∅  được gọi là quan hệ tương đương 
nếu có ba tính chất phản xạ, đối xứng, bắc cầu. 

 Theo thói quen, với quan hệ tương đương R  ta thường viết ~ ( )x y R  hoặc 
~x y  thay cho x yR . 

 Ta định nghĩa và ký hiệu lớp tương đương của phần tử x X∈  là tập hợp  

{ }~x y X y x= ∈                  (1.11) 

Mỗi phần tử bất kỳ của lớp tương đương x  được gọi là phần tử đại diện của x . 
Người ta còn ký hiệu lớp tương đương của x  là ( )cl x . 

 Hai lớp tương đương bất kỳ thì hoặc bằng nhau hoặc không giao nhau, nghĩa là 
'x x∩  hoặc bằng 'x x=  hoặc bằng ∅ , nói cách khác các lớp tương đương tạo thành 

một phân hoạch các tập con của X . 

[ '' x xx x =∩ = ∅              (1.12) 

 Tập tất cả các lớp tương đương được gọi là tập hợp thương, ký hiệu ~X . Vậy  

 { }~X x x X= ∈     (1.13) 

Ví dụ 1.11: Quan hệ 4R  trong ví dụ 1.9 là một quan hệ  tương đương gọi là quan hệ 
đồng dư môđulô m trên tập các số nguyên � .  Nếu ~x y , ta viết mod( )x y m≡ . 

Ta ký hiệu tập thương (1.13) gồm m số đồng dư môđulô m:  

{ }0, 1,..., 1m m= −� .     (1.14) 
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Ví dụ 1.12: Quan hệ "véc tơ uG  bằng véc tơ vG " là một quan hệ tương đương của tập 
hợp các véc tơ tự do trong không gian. Nếu ta chọn gốc O cố định thì mỗi lớp tương 
đương bất kỳ đều có thể chọn véc tơ đại diện dạng OA

JJJG
. 

Ví dụ 1.14: Quan hệ tam giác đồng dạng trong không gian Euclide là quan hệ tương 
đương. 

1.3.4  Quan hệ thứ tự 

Định nghĩa 1.8: Quan hệ hai ngôi R  trên X ≠ ∅  được gọi là quan hệ thứ tự nếu có 
ba tính chất phản xạ, phản đối xứng, bắc cầu. 

Ví dụ 1.13:  

1) Trong ², �, 4, �  quan hệ " "x y≤  là một quan hệ thứ tự. 

2) Trong *²  quan hệ " "x y#  là một quan hệ thứ tự. 

3) Trong ( )XP  (tập hợp tất cả các tập con của X ) quan hệ "tập con" ( A B⊂ ) là 
một quan hệ thứ tự. 

 Khái niệm quan hệ thứ tự được khái quát hoá từ khái niệm lớn hơn (hay đứng 
sau) trong các tập số, vì vậy theo thói quen người ta cũng dùng ký hiệu " "≤  cho quan 
hệ thứ tự bất kỳ. 

 Quan hệ thứ tự " "≤  trên tập X  được gọi là quan hệ thứ tự toàn phần nếu hai 
phần tử bất kỳ của X  đều so sánh được với nhau.  

 , :x y X∀ ∈  x y≤  hoặc y x≤       (1.15) 

Quan hệ thứ tự không toàn phần được gọi là quan hệ thứ tự bộ phận. 

 Tập X  với quan hệ thứ tự " "≤  được gọi là tập được sắp. Nếu " "≤  là quan hệ 
thứ tự toàn phần thì X  được gọi là tập được sắp toàn phần hay sắp tuyến tính. 

Ví dụ 1.14: Các tập ( , )≤² , ),,( ≤� ),,( ≤4 ),( ≤�  được sắp toàn phần, còn ( *, )#²  và 

( )( ),X ⊂P  được sắp bộ phận (nếu X có nhiều hơn 1 phần tử). 

Định nghĩa 1.9: Cho tập được sắp ( , )X ≤  và tập con A X⊂ . Tập A được gọi là bị 
chặn trên nếu tồn tại q X∈ sao cho a q≤ , với mọi a A∈ . Khi đó q  được gọi là một 
chặn trên của A. 

 Hiển nhiên rằng nếu q  là một chặn trên của A  thì mọi 'q X∈  mà 'q q≤  đều là 
chặn trên của A . Phần tử chặn trên nhỏ nhất q  của A  ( theo nghĩa 'q q≤ , với mọi 
chặn trên 'q  của A) được gọi là cận trên của A  và được ký hiệu supq A= . Rõ ràng 
phần tử cận trên nếu tồn tại là duy nhất. 
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:
sup

( : ') '
a A a q

q A
a A a q q q

∀ ∈ ≤⎧
= ⇔⎨ ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤⎩

           (1.16) 

 Tương tự tập A  được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại p X∈ sao cho p a≤ , với 
mọi a A∈ . Phần tử chặn dưới lớn nhất được gọi là cận dưới của A  và được ký hiệu 
inf A . Cận dưới nếu tồn tại cũng duy nhất. 

:
inf

( : ' ) '
a A p a

p A
a A p a p p

∀ ∈ ≤⎧
= ⇔⎨ ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤⎩

           (1.17) 

 Nói chung  sup A , inf A  chưa chắc là phần tử của A . Nếu supq A A= ∈  thì q  
được gọi là phần tử lớn nhất của A  ký hiệu  max Aq =  

:
max

a A a q
A

q A
q

∀ ∈ ≤⎧
⇔⎨ ∈⎩

=                 (1.18) 

Tương tự nếu infp A A= ∈  thì p  được gọi là phần tử bé nhất của A  ký hiệu  
min Ap =  

:
min

a A p a
A

p A
p

∀ ∈ ≤⎧
⇔⎨ ∈⎩

=                 (1.19) 

 Từ tính chất liên tục của tập số thực �  có thể chứng minh được rằng với mọi tập 
con A⊂� : 

 Nếu A  bị chặn trên thì tồn tại cận trên sup A  

  
:

sup
0, :

a A a q
q A

a A q a
∀ ∈ ≤⎧

= ⇔⎨∀ε > ∃ ∈ − ε ≤⎩
           (1.20) 

 Nếu A  bị chặn dưới thì tồn tại cận dưới inf A  

:
inf

0, :
a A p a

p A
a A a p

∀ ∈ ≤⎧
= ⇔⎨∀ε > ∃ ∈ ≤ + ε⎩

                (1.21) 

Ví dụ 1.15: Tập [ ) { }0;1 0 1A x x= = ∈ ≤ <�  có 1 sup A A= ∉ , inf 0 AA ∈= , do đó 

không tồn tại max A  nhưng tồn tại min inf 0A A= = . 

Ví dụ 1.16: Giả sử hàm số ( )y f x=  xác định trong miền D . Áp dụng công thức 
(1.18), (1.19) ta có công thức xác định  giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m . 

0 0

: ( )
max ( )

: ( )x D

x D f x M
M f x

x D f x M∈

∀ ∈ ≤⎧
= ⇔⎨∃ ∈ =⎩

;  
0 0

: ( )
min ( )

: ( )x D

x D m f x
m f x

x D f x m∈

∀ ∈ ≤⎧
= ⇔⎨∃ ∈ =⎩

. 
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1.4  ÁNH XẠ 

1.4.1 Định nghĩa và ví dụ 

Khái niệm ánh xạ được khái quát hoá từ khái niệm hàm số trong đó hàm số 
thường được cho dưới dạng công thức tính giá trị của hàm số phụ thuộc vào biến số. 
Chẳng hạn, hàm số 2y x= với x∈² là quy luật cho ứng 

 ,21,00 66 2 4,3 6, ...6 6  

Ta có thể định nghĩa ánh xạ một cách trực quan như sau: 

Định nghĩa 1.10: Một ánh xạ từ tập X  vào tập Y  là một quy luật cho tương ứng mỗi 
một phần tử x X∈  với một phần tử ( )y f x=  của Y  thỏa mãn hai điều kiện sau: 

(i) Mọi x X∈  đều có ảnh tương ứng ( )y f x Y= ∈ , 

(ii)  Với mỗi x X∈  ảnh ( )f x  là duy nhất.  

Ta ký hiệu    :f X Y⎯⎯→                hay        fX Y⎯⎯→  
                )(xfyx =6                     )(xfyx =6  

X  được gọi là tập nguồn, Y  được gọi là tập đích. 

Ví dụ 1.17:   

 

   

 

 

      Tương ứng a) không thỏa mãn điều kiện (ii). Tương ứng b) không thỏa mãn điều 
kiện (i) của định nghĩa. Chỉ có tương ứng c) xác định một ánh xạ từ X  vào Y . 

Hai ánh xạ :f X Y→ , : ' 'g X Y→  được gọi là bằng nhau, ký hiệu f g= , nếu 
thỏa mãn 

', '
( ) ( );

X X Y Y
f x g x x X
= =⎧

⎨ = ∀ ∈⎩
    (1.22) 

Ví dụ 1.18: Mỗi hàm số ( )y f x=  bất kỳ có thể được xem là ánh xạ từ tập xác định D  
vào �. Chẳng hạn:  

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

a 
b 
c 
d 

a
b 
c 
d 

a 
b 
c 
d 

1
2 
3 
4 

1 
2 
3 
4 

1
2 
3 
4 

X Y  

Tương ứng a) 

X Y

Tương ứng b) 

X  Y

Tương ứng c) 
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 Hàm lôgarit lny x=  là ánh xạ  �� →+
*:ln      

                                                              lnx y x=6           

Hàm căn bậc hai xy =   là ánh xạ    �� →+:        

                                                                         x y x=6 . 

Định nghĩa 1.11: Xét ánh xạ :f X Y→ : 

 Cho A X⊂ , ta ký hiệu và gọi tập sau là ảnh của A qua ánh xạ f  

{ }( ) ( )f A f x x A= ∈          (1.23) 

Nói riêng ( ) Imf X f=  được gọi là tập ảnh hay tập giá trị của f .  

Khi f  là hàm  số thì ( )f X  được gọi là miền giá trị .  

 Cho B Y⊂ , ta ký hiệu và gọi tập sau là nghịch ảnh của B  qua ánh xạ f  

{ }1( ) ( )f B x X f x B− = ∈ ∈            (1.24) 

Trường hợp B  là tập hợp chỉ có một phần tử { }y  thì ta viết 1( )f y−  thay cho  

{ }( )1f y− . Vậy  

{ }1( ) ( )f y x X y f x− = ∈ = .                   (1.25) 

Ví dụ 1.19: Xét ví dụ ánh xạ :f X Y→  là tương ứng c) của ví dụ 1.17. 

Cho { }, ,A a b c X= ⊂ , { }2,3,4B Y= ⊂  thì  

{ }( ) 1,2f A = , { }Im 1,2,4f = , { }1( ) , ,f B b c d− = , { }1(2) ,f b c− = . 

1.4.2  Phân loại các ánh xạ 

Định nghĩa 1.12: 

1) Ánh xạ :f X Y→ được gọi là đơn ánh nếu ảnh của hai phần tử phân biệt là 
hai phần tử phân biệt. Nghĩa là: 

1 2 1 2 1 2, ; ( ) ( )x x X x x f x f x∀ ∈ ≠ ⇒ ≠  

hay một cách tương đương:  

1 2 1 2 1 2, : ( ) ( )x x X f x f x x x∀ ∈ = ⇒ =                     (1.26) 
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2) Ánh xạ :f X Y→ được gọi là toàn ánh nếu mọi phần tử của Y  là ảnh của 
phần tử nào đó của X .  

Vậy f  là một toàn ánh khi thỏa mãn một trong hai điều kiện tương đương sau: 

( )f X Y=  hoặc ,y Y x X∀ ∈ ∃ ∈  sao cho ( )y f x=         (1.27) 

Mọi ánh xạ :f X Y→  bất kỳ là toàn ánh lên tập giá trị ( )f X . 

3) Ánh xạ :f X Y→ vừa đơn ánh vừa toàn ánh được gọi là song ánh. 

Vậy f  là một song ánh khi thỏa mãn điều kiện sau: 

, !y Y x X∀ ∈ ∃ ∈  sao cho ( )y f x=                              (1.28) 

Nhận xét 1.2: Khi ánh xạ :f X Y→  được cho dưới dạng công thức xác định ảnh 
( )y f x=  thì ta có thể xác định tính chất đơn ánh, toàn ánh của ánh xạ f  bằng cách 

giải  phương trình:       

           ( ),y f x y Y= ∈                (1.29) 

trong đó ta xem x  là biến ẩn và y  là tham biến. 

 ♦ Nếu với mọi y Y∈  phương trình (1.29) luôn có nghiệm x X∈  thì ánh xạ f  
là toàn ánh. 

 ♦ Nếu với mỗi y Y∈ phương trình (1.29) có không quá 1 nghiệm x X∈  thì ánh 
xạ f  là đơn ánh. 

 ♦ Nếu với mọi y Y∈  phương trình (1.2) luôn có duy nhất nghiệm x X∈  thì 
ánh xạ f  là song ánh. 

Ví dụ 1.20:   Cho ánh xạ    

 

Xét phương trình 2( ) ( 1)y f x x x x x= = + = +  hay 2 0x x y+ − = . 

Biệt số 1 4 0y∆ = + >  (vì y∈²). Phương trình luôn có 2 nghiệm thực  

( ) ( )1 21 1 4 2, 1 1 4 2x y x y= − + + = − − + . 

Vì 2 0x <  nên phương trình có không quá 1 nghiệm trong ² . Vậy f  là đơn ánh.  

Mặt khác tồn tại y∈²  mà nghiệm 1x ∉²  (chẳng hạn 1y = ), nghĩa là phương 
trình trên vô nghiệm trong ² . Vậy f  không toàn ánh. 

 

:f  ²   →     ²           
)1()( +== xxxfyx 6
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Ví dụ 1.21: Các hàm số đơn điệu chặt: 

•  Đồng biến chặt: 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇒ <  

•  Nghịch biến chặt: 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇒ >  

là các song ánh từ tập xác định lên miền giá trị của nó. 

Ví dụ 1.22: Xét 3 ánh xạ :f →� � , :g →� �  và :h →� �  xác định và có các đồ thị 
tương ứng như sau : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Hàm số ( ) 2xf x =   
có đạo hàm '( ) 2 ln 2 0xf x = >  do đó hàm 
số luôn đồng biến, hàm số chỉ nhận giá trị 
dương. Vậy f  là đơn ánh nhưng không 
toàn ánh.  
       Có thể nhận thấy rằng đường thẳng 
song song với trục hoành cắt đồ thị không 
quá 1 điểm do đó phương trình (1.29) có 
không quá 1 nghiệm. 

 

 

         Hàm số 3( ) 3g x x x= −  không luôn 
đồng biến và nhận mọi giá trị.  
      Đường thẳng song song với trục 
hoành cắt đồ thị tại 1 hoặc 3 điểm do đó 
phương trình (1.29) luôn có 1 hoặc 3 
nghiệm. Vậy f  là toàn ánh nhưng không 
đơn ánh. 

 

 

      Hàm số 2( )h x x=  không luôn đồng 
biến và chỉ nhận giá trị 0≥ .  
      Đường thẳng song song với trục hoành 
luôn cắt đồ thị tại 2 điểm khi ở trên trục 
hoành và không cắt đồ thị khi ở dưới trục 
hoành do đó phương trình (1.29) có 2 
nghiệm khi 0y >  và vô nghiệm khi 0y < .  
    Vậy h  là không toàn ánh và không đơn 
ánh. 
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Ví dụ 1.23:  Giả sử A  là tập con của X  thì  ánh xạ 

 

 

là một đơn ánh gọi là phép nhúng chính tắc. 

Đặc biệt khi A X=  ánh xạ Ai  là một song ánh, ký hiệu IdX  và gọi là ánh xạ 
đồng nhất của X . 

1.4.3  Ánh xạ ngược của một song ánh 

Định nghĩa 1.13:  Giả sử :f X Y→  là một song ánh, theo (1.28) với mỗi y Y∈  tồn 
tại duy nhất x X∈  sao cho ( )y f x= . Như vậy ta có thể xác định một ánh xạ từ Y  vào 
X  bằng cách cho ứng mỗi phần tử y Y∈  với phần tử duy nhất x X∈  sao cho 

( )y f x= .  Ánh xạ này được gọi là ánh xạ ngược của f  và được ký hiệu 1f − .  Vậy  

          1 :f Y X− →  và 1( ) ( )f y x y f x− = ⇔ = .         (1.30) 

 Có thể chứng minh được 1f −  cũng là một song ánh. 

Ví dụ 1.24:  Hàm mũ cơ số a :   , 0, 1xy a a a= > ≠  

là một song ánh (vì hàm mũ đơn điệu chặt) có hàm ngược là hàm lôgarit cùng cơ số                       

                 logx
ay a x y= ⇔ = . 

Ví dụ 1.25:   Các hàm lượng giác ngược    

Xét hàm    

                                                          

đơn điệu tăng chặt và toàn ánh nên nó là một song ánh. Hàm ngược được ký hiệu                          

 

 

[ ] [ ]arcsin sin , 1;1 , 2 ; 2x y y x x y= ⇔ = ∀ ∈ − ∈ − π π . 

Tương tự hàm [ ] [ ]cos : 0; 1;1π → −  đơn điệu giảm chặt có hàm ngược  

[ ] [ ]arccos : 1;1 0;− → π ;   

arccos cosx y y x= ⇔ = . 

Hàm ngược  arctg , arccotg  được xác định như sau 

( )
:A

Ax x x
i A X

i =
→
6

[ ] [ ]
sin

sin : 2; 2 1;1
x x

−π π → −
6  

[ ] [ ]
arcsin

1 1 2 2arcsin:
y y
; ;π π− → −
6  
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( ) ( )arctg tg , ; , 2; 2x y y x x y= ⇔ = ∀ ∈ −∞ ∞ ∈ −π π . 

( ) ( )arccotg cotg , ; , 0;x y y x x y= ⇔ = ∀ ∈ −∞ ∞ ∈ π . 

1.4.4 Hợp của hai ánh xạ 

Định nghĩa 1.14: Cho hai ánh xạ :f X Y→ , :g Y Z→ . Tương ứng ( ( ))x g f x6  
xác định một ánh xạ từ X  vào Z , gọi là hợp của hai ánh xạ f  và g , ký hiệu g fD .  
Vậy  ZXfg →:D  có công thức xác định ảnh  

 ( ) ( ( ))g f x g f x=D                     (1.31) 

Ví dụ 1.26: Cho ��� � →→ :,: gf  với công thức xác định ảnh ( ) sinf x x=  
2( ) 2 4g x x= + .  Ta có thể thiết lập hai hàm hợp  g fD  và  f gD  từ  � vào �.  

2 2( ) sin(2 4), ( ) 2sin 4f g x x g f x x+ = +=D D . 

Qua ví dụ trên ta thấy nói chung  fggf DD ≠ , nghĩa là phép hợp ánh xạ 
không có tính giao hoán. 

 Nếu :f X Y→  là một song ánh có ánh xạ ngược 1 :f Y X− → , khi đó ta dễ 

dàng kiểm chứng rằng 1 IdXf f− =D  và 1 IdYf f − =D . Hơn nữa ta có thể chứng minh 
được rằng ánh xạ :f X Y→  là một song ánh khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ :g Y X→  

sao cho IdXg f =D  và IdYf g =D , lúc đó 1g f −= .  

1.4.5  Lực lượng của một tập hợp 

Khái niệm lực lượng của tập hợp có thể xem như là sự mở rộng khái niệm số 
phần tử của tập hợp. Tập X  có n  phần tử nếu có thể liệt kê dạng { }1 2, ,..., nX x x x= . 

Vậy X  có n  phần tử khi tồn tại song ánh từ tập { }1,2,...,n  lên X . 

Định nghĩa 1.15: Hai tập hợp ,X Y  được gọi là cùng lực lượng nếu tồn tại song ánh 
từ X  lên Y . 

Tập cùng lực lượng với tập { }1,2,...,n  được gọi là có lực lượng n . Vậy X  có lực 

lượng n  khi và chỉ khi X  có n  phần tử. n  còn được gọi là bản số của X , ký hiệu 
Card X  hay X . Quy ước lực lượng của ∅  là 0.  

Định nghĩa 1.16: Tập có lực lượng n  hoặc  0 được gọi là các tập hữu hạn. Tập không 
hữu hạn được gọi là tập vô hạn. Tập có cùng lực lượng với tập các số tự nhiên ² hay 
hữu hạn được gọi là tập đếm được. 
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Nhận xét 1.3: 

1) Tập vô hạn đếm được là tập cùng lực lượng với ². 

2) Bản thân tập ² là tập vô hạn đếm được. 

3) Kết quả nổi tiếng nhất của Cantor về tập vô hạn là đã chỉ ra rằng tập hợp các 
số hữu tỉ 4 là tập vô hạn đếm được, còn tập các số thực � không đếm được. 

4) Tập vô hạn được đặc trưng bởi tính chất: Tập A  vô hạn khi và chỉ khi tồn tại 
tập con B A⊂ , B A≠  cùng lực lượng với A . 

5) Giả sử ,X Y  là hai tập hữu hạn cùng lực lượng. Khi đó ánh xạ :f X Y→  là 
đơn ánh khi và chỉ khi là toàn ánh, do đó là một song ánh.  

1.5  SƠ LƯỢC VỀ PHÉP ĐẾM, GIẢI TÍCH TỔ HỢP- NHỊ THỨC NEWTON  

1.5.1   Sơ lược về phép đếm 

Các kết quả sau được suy trực tiếp từ tính chất của tập hữu hạn và ánh xạ: 

a) BABABA +=∩+∪ ,          (công thức cộng)           (1.32) 

b) BABA ⋅=× ,                       (công thức nhân)           (1.33) 

c) { }: Af A B B→ = ,               (chỉnh hợp có lặp)           (1.34) 

d) AA 2)( =P ,                (1.35) 

e)  Nếu BAf →:  song ánh thì BA = .             (1.36) 

Công thức cộng (1.32) thường được sử dụng trong trường hợp đặc biệt khi A , B  
rời nhau (thỏa mãn A B∩ =∅ ), lúc đó  BABA +=∪ .  

Công thức cộng (1.32) mở rộng cho trường hợp k  tập đôi một rời nhau: 

1 1... ...k kA A A A∪ ∪ = + +            (1.37) 

Một nhóm các đối tượng được phân thành k  nhóm rời nhau và có số các phần tử 
tương ứng là 1, ..., kn n  thì tổng số các đối tượng cần tính là 1 kn n+ +"  

Công thức nhân (1.33) có thể mở rộng cho k  tập bất kỳ  

  1 1... ...k kA A A A× × = ⋅ ⋅                   (1.38) 

Hoặc nếu một hành động H gồm k giai đoạn 1,..., kA A . Mỗi giai đoạn iA  có thể 

thực hiện theo in  phương án thì cả thảy có 1 ... kn n× ×  phương án thực hiện H. 

Ví dụ 1.27:  Cho mạch điện theo sơ đồ dưới đây. Hỏi: 
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a) Có bao nhiêu trạng thái của mạch. 

b) Có bao nhiêu trạng thái có thể của mạch để có dòng điện chạy từ A đến B 

 

 

 

 

 

 

Giải:  Áp dụng công thức nhân ta có: 

a) Số các trạng thái của mạch 2 3 4 92 .2 .2 2 512= = . 

b)  Ở 1U  có 22  trạng thái nhưng có 1 trạng thái dòng điện không qua được, do đó 

ở 1U  có 3 trạng thái dòng điện qua được. Tương tự ở 2U  có 32 1−  và ở 3U  có 42 1−  
trạng thái dòng điện qua được. Vậy số các trạng thái của mạch có dòng điện chạy từ A 
đến B là 3 7 15 315× × = . 

1.5.2 Hoán vị, phép thế 

Định nghĩa 1.17: Cho tập hữu hạn { }1 2, ,... nE x x x= . Mỗi song ánh từ E  lên E  được 

gọi là một phép thế, còn ảnh của song ánh này được gọi là một hoán vị n phần tử của 
E . 

Nếu ta xếp các phần tử của E  theo một thứ tự nào đó thì mỗi hoán vị là một sự 
đổi chỗ các phần tử này. 

Đặc biệt nếu { }1,2,...E n=  thì mỗi phép thế được ký hiệu bởi ma trận 

   
1 2 ...
(1) (2) ... ( )

n
n

⎡ ⎤
σ = ⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦

          (1.39) 

trong đó hàng trên là các số từ 1 đến n  sắp theo thứ tự tăng dần, hàng dưới là ảnh 
tương ứng của nó qua song ánh σ . Còn [ ](1), (2),..., ( )nσ σ σ  là hoán vị của phép thế σ . 

Ví dụ 1.28: [ ]4 2 1 3  là hoán vị từ phép thế 
1 2 3 4
4 2 1 3
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 có:  

(1) 4σ = , (2) 2σ = , (3) 1σ = , (4) 3σ = . 

Tập hợp  { }1,2  có hai hoán vị là: 

A  B  

1U  2U  
3U  



CHƯƠNG 1: MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ, TẬP HỢPÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

 

 26

[ ]1 2  và [ ]2 1 . 

Tập hợp { }1,2,3  có sáu hoán vị là: 

[ ]1 2 3 , [ ]2 1 3 , [ ]3 1 2 , [ ]1 3 2 , [ ]2 3 1  và [ ]3 2 1 . 

Với tập { }1 2, ,..., nE x x x=  thì có n  cách chọn giá trị 1( )xσ , 1n −  cách chọn giá 

trị 2( )xσ .... cho một phép thế σ  bất kỳ. 

 Vậy có ( 1)( 2)...1 !n n n n− − =  hoán vị (phép thế) của tập n  phần tử.  

1.5.3  Chỉnh hợp 

Cho tập hợp hữu hạn có n  phần tử { }1 2, ,..., nE x x x=  và tập hợp hữu hạn 

{ }1,2,...,B p= . 

Định nghĩa 1.18: Một chỉnh hợp lặp chập p  các phần tử của E  là ảnh của một ánh 
xạ từ B  vào E . 

Ta cũng có thể xem một chỉnh hợp lặp chập p  như một bộ gồm p  thành phần là 
các phần tử có thể trùng nhau của E . Nói cách khác, một chỉnh hợp lặp chập p  là một 

phần tử của tích Descartes pE .  

Vậy số các chỉnh hợp lặp chập p  của n  vật là pn  (công thức 1.34). 

Ví dụ 1.29: Cho n  vật { }1 2, ,..., nE x x x=  và tiến hành bốc có hoàn lại p  lần theo cách 

sau:  

         Bốc lần thứ nhất từ tập E  được 
1ix , ta trả 

1ix  lại cho E  và bốc tiếp lần thứ hai...   

          Mỗi kết quả sau p  lần bốc 
1 2

( , ,..., )
pi i ix x x  là một chỉnh hợp có lặp n  chập p . 

Định nghĩa 1.19: Một chỉnh hợp (không lặp) chập p  gồm n  phần tử của ( )E p n≤  là 
ảnh của một đơn ánh từ B  vào E . 

Hai chỉnh hợp n  chập p  là khác nhau nếu:  

 hoặc chúng có ít nhất một phần tử khác nhau,  

 hoặc gồm p  phần tử như nhau nhưng có thứ tự khác nhau.  

Như vậy ta có thể xem mỗi chỉnh hợp là một bộ có p  thành phần gồm các phần 
tử khác nhau của E  hay có thể xem như một cách sắp xếp n  phần tử của E  vào p  vị 
trí.  
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Có n  cách chọn vào vị trí thứ nhất, 1n −  cách chọn vào vị trí thứ hai, ... và 
1n p− +  cách chọn vào vị trí thứ p .  

Vậy số các chỉnh hợp chập p  của n  phần tử là 

  !( 1)...( 1)
( )!

p
n

nA n n n p
n p

= − − + =
−

   (1.40) 

1.5.4  Tổ hợp 

Định nghĩa 1.20: Một tổ hợp chập p  của tập E  có n  phần tử là một cách lấy ra đồng 
thời p  phần tử từ E . Như vậy ta có thể xem một tổ hợp chập p  của n  phần tử là một 
tập con p  phần tử của tập có n  phần tử E . 

Nếu ta hoán vị p  phần tử của một tổ hợp thì ta có các chỉnh hợp khác nhau của 
cùng p  phần tử này. Vậy ứng với một tổ hợp p  phần tử có đúng !p  chỉnh hợp của p  

vật này. Ký hiệu p
nC  là số các tổ hợp n  chập p  thì 

!
! !( )!

p
p n
n

A nC
p p n p

= =
−

.    (1.41) 

Ví dụ 1.30: a) Có bao nhiêu cách bầu trực tiếp một lớp trưởng, một lớp phó và một bí 
thư chi đoàn mà không kiêm nhiệm của một lớp có 50 học sinh. 

b) Có bao nhiêu cách bầu một ban chấp hành gồm một lớp trưởng, một lớp phó 
và một bí thư chi đoàn không kiêm nhiệm của một lớp có 50 học sinh. 

Giải: a) Mỗi kết quả bầu trực tiếp là một chỉnh hợp chập 3 của 50 phần tử. 

Vậy có  3
50 50 49 48 117.600A = × × =  cách bầu trực tiếp. 

b) Mỗi kết quả bầu một ban chấp hành là một tổ hợp chập 3 của 50 phần tử. 

Vậy có  3
50

50! 50 49 48 19.600
3!47! 6

C × ×
= = =  cách bầu ban chấp hành lớp.  

Ví dụ 1.31: Có bao nhiêu số tự nhiên viết dưới dạng thập phân có n  chữ số ( 3)n ≥  
trong đó có đúng hai chữ số 8. 

Giải: Giả sử N  là số tự nhiên có n  chữ số mà chữ số thứ nhất bên trái khác chữ số 0 
và có đúng hai chữ số 8. 

♦Trường hợp 1: Nếu chữ số thứ nhất bên trái là chữ số 8 thì có 1n −  vị trí để đặt 
chữ số 8 thứ hai, có 9 cách chọn cho mỗi chữ số ở 2n −  vị trí còn lại. Vậy có đúng 

2( 1)9nn −−  số N  thuộc loại này. 
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♦Trường hợp 2: Nếu chữ số thứ nhất bên trái không phải là chữ số 8 thì có 2
1nC −  

vị trí để đặt 2 chữ số 8, có 8 cách chọn chữ số cho vị trí thứ nhất, có 9 cách chọn cho 
mỗi chữ số ở 3n −  vị trí khác vị trí thứ nhất và hai vị trí đã chọn cho chữ số 8. Vậy có 

đúng 2 3 3
1

( 1)( 2)8 9 8 9
2

n n
n

n nC − −
−

− −
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  số N  thuộc loại này.  

Sử dụng công thức cộng ta suy ra số các số tự nhiên cần tìm là: 
2 3 3( 1)9 4( 1)( 2)9 (4 1)( 1)9n n nn n n n n− − −− + − − = + − . 

Ví dụ 1.32: Trong mặt phẳng cho n  đường thẳng đôi một cắt nhau và các giao điểm 
này khác nhau ( 4)n ≥ . 

a) Tìm số các giao điểm của chúng. 

b) Tìm số các đường thẳng mới được tạo bởi các giao điểm trên. 

Giải:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Số các giao điểm của n  đường thẳng bằng số các cặp của n  đường thẳng này. 
Vậy có 2

nC  giao điểm. 

b) Xét tại điểm A  bất kỳ trong 2
nC  giao điểm của câu a). Tồn tại đúng hai đường 

trong n  đường trên đi qua A  là , ;i jD D i j< . 

Trên mỗi đường có đúng 1n −  điểm trong số 2
nC  giao điểm của câu a).  

Vậy trên ,i jD D   có  2( 1) 1n − −  điểm, do đó có 

2 ( 2)( 3)(2( 1) 1)
2n

n nC n − −
− − − =  đường thẳng mới nối đến A .  

A

jD  

4n =  

iD  
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Vì mỗi đường thẳng mới đều nối hai điểm ở câu a) nên số đường thẳng mới là: 

21 ( 2)( 3) 1 ( 1)( 2)( 3)
2 2 8n

n nC n n n n− −
= − − − . 

1.5.5  Nhị thức Newton 

Xét đa thức bậc n :  ( 1) ( 1)( 1)...( 1)n

n
x x x x+ = + + +����	���


 thõa sè

 

Khai triển đa thức này ta được: 

   1 2
1 2( 1) ... 1n n n n

n nx x a x a x− −
− −+ = + + + +  

Hệ số của px  bằng số cách chọn p  thừa số trong n  thừa số trên. Mỗi cách chọn 

là một tổ hợp chập p  của n  phần tử, do đó p
p na C= . 

Vậy  1 1 0( 1) ... ...n n n n n p p
n n n nx C x C x C x C− −+ = + + + + +  

Thay x a b=  (nếu 0b ≠ ) ta có: 

1 1 0

0
( ) ...

n
n n n n n n p p n p

n n n n
p

a b C a C a b C b C a b− − −

=

+ = + + + = ∑           (1.42) 

Công thức này được gọi là nhị thức Newton, đúng với mọi ,a b∈�  (kể cả trường 
hợp 0b = ). 

Ví dụ 1.33:  Cho tập con A  có p  phần tử của tập E  có n  phần tử ( )p n< . Hãy đếm 
số các cặp ( , )X Y  các tập con của E  thỏa mãn  điều kiện :  

,X Y E X Y A∪ = ∩ ⊃             (1.43) 

Giải: Ký hiệu \B E A= .  

Đặt     ( ){ }, ,X Y X Y E X Y A= ∪ = ∩ ⊃A  

             ( ){ }', ' ' , ' ; ' 'X Y X B Y B X Y B= ⊂ ⊂ ∪ =B  

Tương ứng :f →A B ; ( , ) ( , )X Y X B Y B∩ ∩6  là một song ánh.   

Mặt khác ' , ' : ' ' \ ' 'X B Y B X Y B B X Y⊂ ⊂ ∪ = ⇔ ⊂ .  

Vậy số các cặp ( , )X Y  thoả mãn điều kiện (1.43) cần tìm bằng bản số của tập  

{ }( ", ') " , ' , " 'X Y X B Y B X Y⊂ ⊂ ⊂ . 
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Với mỗi tập 'Y B⊂  có bản số 'y  thì bản số của tập { }" " 'X X Y⊂  là '2y ; Số 

các tập con 'Y B⊂  có 'y  phần tử là 'y
n pC − . Áp dụng công thức cộng và nhị thức 

Newton suy ra bản số cần tìm là   ' '

' 0
2 3

n p
y y n p

n p
y

C
−

−
−

=

=∑ . 

1.6  CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

1.6.1   Luật hợp thành trong 

Định nghĩa 1.21: Một luật hợp thành trong của tập X ≠ ∅  là ánh xạ từ X X×  vào 
X .  

Ta thường ký hiệu               * : X X X× →  

             ( , ) *x y x y6  

Luật hợp thành trong kết hợp hai phần tử ,x y  của X  thành một phần tử x y∗  
của X  vì vậy luật hợp thành trong còn được gọi là phép toán hai ngôi. 

Ví dụ 1.34: Phép cộng và phép nhân là các luật hợp thành trong của các tập số ², �, 
4, �, �. 

Ví dụ 1.35: Phép cộng véc tơ theo quy tắc hình bình hành là phép toán trong của tập 

3R  các véc tơ tự do trong không gian, nhưng tích vô hướng không phải là phép toán 

trong vì  3cos( , )u v u v u v R⋅ = ⋅ ∉
G G G G G G . 

Định nghĩa 1.22: Luật hợp thành trong * của tập X  được gọi là: 

1) Có tính kết hợp nếu  , , : ( ) ( )x y z X x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗   

2) Có tính giao hoán nếu   , :x y X x y y x∀ ∈ ∗ = ∗   

3) Có phần tử trung hoà (hay có phần tử đơn vị) là e X∈  nếu 

:x X x e e x x∀ ∈ ∗ = ∗ =  

4) Giả sử  * có phần tử trung hoà  e X∈ . Phần tử  'x X∈  được gọi là phần tử 
đối  của  x X∈  nếu ' 'x x x x e∗ = ∗ = .   

Ta dễ dàng thấy rằng phần tử trung hoà có phần tử đối là chính nó. 

Các phép hợp thành trong hai ví dụ trên đều có tính kết hợp và giao hoán. Số 0 là 
phần tử trung hoà đối với phép cộng và 1 là phần tử trung hoà đối với phép nhân trong. 
Véc tơ 0

G
 là phần tử trung hoà của phép toán cộng véc tơ trong 3R .  

Mọi phần tử x  trong �, 4, �, � đều có phần tử đối của phép + là x− . Phần tử 
đối của 0x ≠  ứng với phép nhân trong 4, �, �  là 1 x .  
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Mọi phần tử khác 0  trong ² không có phần tử đối đối với phép cộng, mọi phần 
tử khác 1 trong � không có phần tử đối đối với phép nhân. 

Định lý 1.4: Giả sử  *  là một luật hợp thành trong của tập X ≠ ∅ . Ta có các kết quả 
sau: 

1) Phần tử trung hoà nếu tồn tại là duy nhất. 

2) Nếu * có tính kết hợp, thì phần tử đối của mỗi phần tử là duy nhất. 

3) Nếu * có tính kết hợp và phần tử a  có phần tử đối thì có luật giản ước: 
a x a y x y∗ = ∗ ⇒ =  và phương trình a x b∗ =  có duy nhất nghiệm 'x a b= ∗  với 'a  là 
phần tử đối của a . 

Chứng minh:  

1) Giả sử e  và 'e  là hai phần tử trung hoà thì ' 'e e e e= ∗ =  (dấu "=" thứ nhất có 
được do e  là phần tử trung hoà, còn dấu "=" thứ hai là do 'e  là phần tử trung hoà). 

2) Giả sử a  có hai phần tử đối là 'a  và "a , khi đó: 

' ' ( " ) ' " ( ') " "a e a a a a a a a a e a= ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ = . 

3) ' ( ) ' ( ) ( ' ) ( ' )a x a y a a x a a y a a x a a y x y∗ = ∗ ⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗ ⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗ ⇒ = .     

Theo thói quen người ta thường ký hiệu các luật hợp thành trong có tính giao 
hoán bởi dấu ""+ , khi đó phần tử trung hoà được ký hiệu là 0 và phần tử đối của x  là 

x− . Nếu ký hiệu luật hợp thành bởi dấu nhân "." thì phần tử trung hoà được ký hiệu 1 
và gọi là phần tử đơn vị, phần tử đối của x  ký hiệu 1x−  và gọi là phần tử nghịch đảo 
của x . 

1.6.2  Nhóm 

Định nghĩa 1.23: Giả sử G  là tập khác trống với luật hợp thành *, cặp ( ,*)G  được 
gọi là một vị nhóm nếu thoả mãn hai điều kiện sau: 

G1: * có tính kết hợp. 

G2: * có phần tử trung hoà e . 

Vị nhóm ( ,*)G  là một nhóm nếu thoả mãn thêm điều kiện: 

G3: Mọi phần tử của G  đều có phần tử đối. 

Nhóm ( ,*)G  được gọi là nhóm giao hoán hay nhóm Abel nếu : 

G4: * có tính giao hoán. 

Ví dụ 1.36: ( , )+² , ( *, )i�  là hai vị nhóm giao hoán. ( , )+� , ( , )+4 , ( , )+� , ( , )+� , 

( *, )i4 , ( *, )i� , *( , )+ i4 , *( , )+ i� , ( *, )i�  là các nhóm Abel. 
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Nhận xét 1.4: 1) Một nhóm là tập khác rỗng G  với luật hợp thành * thoả mãn G1, G2, 
G3, nhưng nếu * đã xác định và không sợ nhầm lẫn thì ta nói tắt nhóm G  thay cho 
nhóm ,*)(G . 

2) Cho nhóm giao hoán ( , )G +  và ,A B  là hai tập con của G , ta ký hiệu: 

{ },A B a b a A b B+ = + ∈ ∈ ;  { }a B a b b B+ = + ∈    (1.44) 

Định nghĩa 1.24: Đồng cấu nhóm từ nhóm ( ,*)G  vào nhóm ( ', )G �  là ánh xạ 
: 'f G G→  sao cho  

, : ( ) ( ) ( )x y G f x y f x f y∀ ∈ ∗ = � .                (1.45) 

Nếu f  đơn ánh (toàn ánh, song ánh) thì f  được gọi là đơn cấu nhóm (toàn cấu, 
đẳng cấu, một cách tương ứng). 

 Ví dụ 1.37:  *log : ; 0 1a a+→ < ≠� �  là một đẳng cấu nhóm từ nhóm *( , )+ i�  lên nhóm  
( , )+� .  

Định nghĩa 1.25: Tập con 'G  được gọi là nhóm con của nhóm ( ,*)G  nếu thỏa mãn 3 
điều kiện sau: 

i) , ' * 'x y G x y G∀ ∈ ⇒ ∈  

ii)  'e G∈  

iii)  ' ' 'x G x G∀ ∈ ⇒ ∈ .  

Định lý 1.6: ( ,*)G  là một nhóm, 'G G∅ ≠ ⊂ . 'G  là một nhóm con của G  khi và chỉ 
khi , ' * ' 'x y G x y G∀ ∈ ⇒ ∈ . 

Ví dụ 1.38:  ( , )+�  là nhóm con của ( , )+4 , ( , )+� . ( , )+� . 

1.6.3  Vành 

Định nghĩa 1.26: Giả sử trên tập A ≠ ∅  có hai luật hợp thành trong ký hiệu bởi dấu 
cộng và dấu nhân, khi đó ( , , )A + ⋅  được gọi là một vành nếu: 

A1: ( , )A +  là một nhóm Abel, 

A2: Luật nhân có tính kết hợp, 

A3: Luật nhân có tính phân phối hai phía đối với luật cộng, nghĩa là: 

 , , : ( )x y z A x y z x y x z∀ ∈ ⋅ + = ⋅ + ⋅     phân phối bên trái 

 , , : ( )x y z A x y z x z y z∀ ∈ + ⋅ = ⋅ + ⋅     phân phối bên phải 

Nếu thoả mãn thêm điều kiện:  
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A4: Luật nhân có tính giao hoán thì ( , , )A + ⋅  là vành giao hoán. 

A5: Luật nhân có phần tử đơn vị là 1 thì  ( , , )A + ⋅  là vành có đơn vị. 

Nhận xét 1.5: 

1) Tồn tại vành giao hoán nhưng không có đơn vị và ngược lại. 

2) Ta nói tắt vành A  thay cho vành ( , , )A + ⋅ . 

Định nghĩa 1.27: 

1) Phần tử x ≠ 0  của A  được gọi là ước trái của 0  nếu tồn tại ,y A y∈ ≠ 0  sao 
cho x y⋅ = 0  (0  là phần tử trung hoà của luật cộng của vành ( , , )A + ⋅ ). Tương tự 
x ≠ 0  của A  được gọi là ước phải của 0  nếu tồn tại ,y A y∈ ≠ 0  sao cho y x⋅ = 0 . 

x  được gọi là ước của 0  nếu x  là ước trái hoặc ước phải của 0 . 

2) Vành giao hoán không có ước của 0  được gọi là vành nguyên. 

Vậy vành ( , , )A + ⋅  là vành nguyên khi và chỉ khi mọi ,x y A∈  sao cho  x y⋅ = 0  
thì x = 0  hoặc y = 0 . 

Ví dụ 1.39: 

1) ( , , )+ ⋅�  là một vành nguyên. 

2) Ký hiệu [ ; ]a bC  là tập hợp các hàm liên tục trên đoạn [ ; ]a b . 

 Ta định nghĩa phép cộng và phép nhân trong [ ; ]a bC  xác định như sau: 

[ ; ], : ( )( ) ( ) ( )a bf g C f g x f x g x∀ ∈ + = + ; 

( ) ( ) ( )fg x f x g x= . 

Ta có thể kiểm chứng được rằng với hai phép toán này thì [ ; ]a bC  là một vành giao 

hoán có đơn vị và có ước của 0 . 

3) ( )[ ], ,K x + ⋅  là một vành nguyên, trong đó [ ]K x  là tập các đa thức của biến x  

có hệ số thuộc vào vành số , , ,K =� 4 � � . 

Ví dụ 1.40:  Tập modn n=� �  các số đồng dư môđulô n . 

Ta có thể chứng minh được rằng: 
'(mod ) ' '(mod )
'(mod ) ' '(mod )

x x n x y x y n
y y n xy x y n
≡ + ≡ +⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨≡ ≡⎩ ⎩
 

Vì vậy ta có thể định nghĩa phép cộng và phép nhân trong n�  bởi: 

x y x y+ = +   và  x y x y⋅ = ⋅            (1.46) 
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Chẳng hạn    5(mod 7) 4(mod7) 2(mod7)+ =  
5(mod 7) 4(mod 7) 1(mod7) 6(mod7)⋅ = − = . 

Với hai phép toán này ( , , )n + ⋅�  là một vành giao hoán có đơn vị. 

Định nghĩa 1.28: Đồng cấu vành từ vành ( , , )A + ⋅  vào vành ( ', , )A + ⋅  là ánh xạ 
: 'f A A→  thỏa mãn 3 điều kiện sau: 

i) , : ( ) ( ) ( )x y A f x y f x f y∀ ∈ + = +  

ii)  , : ( ) ( ) ( )x y A f x y f x f y∀ ∈ ⋅ = ⋅                (1.47) 

Trường hợp , 'A A  là hai vành có đơn vị ',A A1 1  thì thêm điều kiện 

iii) '(1 ) 1A Af = .                      

Khi f  đơn ánh (toàn ánh, song ánh) thì f  được gọi là đơn cấu vành (toàn cấu, 
đẳng cấu, một cách tương ứng). 

1.6.4  Trường 

Định nghĩa 1.29: Vành giao hoán có đơn vị ( , , )K + ⋅  được gọi là một trường nếu mọi 
phần tử x ≠ 0  của K  đều khả nghịch (có phần tử đối của luật nhân). Nghĩa là: 

K1: ( , , )K + ⋅  là nhóm Abel, 

K2: ( *, )K ⋅  là nhóm Abel, * \{ }K K= 0 , 

K3: Luật nhân phân phối đối với luật cộng. 

Rõ ràng rằng mọi trường là vành nguyên, nhưng điều ngược lại không đúng. 

( , , )+ ⋅�  là một ví dụ về vành nguyên có đơn vị nhưng không phải là trường. 

Ví dụ 1.41: ( , , )+ ⋅4 , ( , , )+ ⋅� , ( , , )+ ⋅�  là trường. 

 Vì vậy ta có các trường số hữu tỉ, trường số thực, trường số phức và vành số 
nguyên.  

Ví dụ 1.42: ( , , )n + ⋅�  là trường khi và chỉ khi n  là số nguyên tố. 

Giải:  Giả sử n  là số nguyên tố và nm∈� , 0(mod )m n≠  thì ( , ) 1m n =  do đó tồn tại 

hai số nguyên ,u v  sao cho 1um vn+ =  (Định lý Bezout) 1(mod )u m n⇒ ⋅ = . Vậy u  là 

phần tử nghịch đảo của m . 

 Ngược lại, nếu n�  là trường thì với mọi m∈�  ( 0 m n< < ) tồn tại  'm ∈�  sao 

cho  ' 1 ' 1 ( , ) 1m m mm kn m n⋅ = ⇒ = + ⇒ = .  

Vậy n  là số nguyên tố. 



CHƯƠNG 1: MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍCH MỆNH ĐỀ, TẬP HỢPÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

 

 35

1.7  ĐẠI SỐ BOOLE 

Lý thuyết đại số Boole được George Boole (1815 - 1864) giới thiệu vào năm 1854 
trong bài báo " Các quy luật của tư duy", trong đó kỹ thuật đại số được dùng để phân 
tích các quy luật của lôgích và các phương pháp suy diễn. Sau đó đại số Boole được áp 
dụng trong các lĩnh vực khác nhau của toán học như đại số, giải tích, tô pô, lý thuyết 
xác suất... Vào khoảng năm 1938, Claude Shannon (Clau Sê-nôn) (một kỹ sư viễn 
thông người Mỹ) là người đầu tiên đã áp dụng đại số Boole vào lĩnh vực máy tính điện 
tử và lý thuyết mạng. 

1.7.1  Định nghĩa và các tính chất cơ bản của đại số Boole 

Định nghĩa 1.30: Một đại số Boole ( , , , ')B ∨ ∧  là một tập khác trống B  với hai phép 
toán hai ngôi  , : B B B∨ ∧ × →  và phép toán một ngôi  ' : B B→  thoả mãn các tiên đề 
sau: 

• B1: ∧∨,  có tính kết hợp, nghĩa là với mọi , ,a b c B∈   

 ( ) ( ) , ( ) ( )a b c a b c a b c a b c∨ ∨ = ∨ ∨ ∧ ∧ = ∧ ∧              (1.48) 

• B2: ∧∨,  có tính giao hoán, nghĩa là với mọi ,a b B∈   

 ,a b b a a b b a∨ = ∨ ∧ = ∧          (1.49) 

• B3: Tồn tại các phần tử không và phần tử đơn vị , B∈0 1 ; ≠0 1  sao cho với 
mọi a B∈    

,a a a a∨ = ∧ =0 1            (1.50) 

• B4: Với mọi a B∈  tồn tại 'a B∈  là phần tử đối của a  theo nghĩa:   

     ' , 'a a a a∨ = ∧ =1 0            (1.51) 

• B5: Luật ∨  phân phối đối với luật ∧  và luật ∧  phân phối đối với luật ∨ , 
nghĩa là với mọi Bcba ∈,,   

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )a b c a b a c a b c a b a c∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ .       (1.52) 

Ví dụ 1.43: Giả sử X ≠ ∅ , xét ( )XP  là tập các tập con của X . Các luật hợp thành 
∧∨,  là phép hợp, phép giao các tập con của X  và phép toán một ngôi ' là phép lấy 

phần bù của tập con trong X . Khi đó ( )( ), , , 'X ∪ ∩P  là đại số Boole với phần tử  

không là ∅  và phần tử đơn vị là chính tập X . 

Ví dụ 1.44: Xét { }2 ;B = 0 1  tập gồm hai phần tử 0  và 1 . Ta định nghĩa: 
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,a b
a b

⎧
∨ = ⎨

⎩

1 1
0

  nÕu Ýt nhÊt mét trong hai phÇn tö  lµ

 nÕu ng−îc l¹i 
   

,a b
a b

⎧
∧ = ⎨

⎩

1 1
0

  nÕu c¶ hai phÇn tö  lµ

 nÕu ng−îc l¹i 
 ,  '

a
a

a
=⎧

= ⎨ =⎩

1 0
0 1

  nÕu 

 nÕu  
 

thì 2( , , , ')B ∨ ∧  là một đại số Boole. 

Ví dụ 1.45: Xét { }4 ; ; ;B a b= 0 1 , ta định nghĩa các phép toán 

 

a b
a b

a a a
b b b

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1 1 1

1 1
1 1

                

a b

a b
a a a
b b b

∧ 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1

0 0
0 0

              

'

a b
b a

0 1
1 0  

thì 4( , , , ')B ∨ ∧  là đại số Boole. 

Ví dụ 1.46: Cho m  là số tự nhiên lớn hơn 1, ký hiệu ( )D m  là tập các số tự nhiên là 
ước số của m . Chẳng hạn { }(12) 1,2,3,4,6,12D = , { }(42) 1,2,3,6,7,14,21,42D = . 

Ta định nghĩa các phép toán , , '∨ ∧  trong ( )D m  như sau: 

,a b a b∨ = béi chung nhá nhÊt cña  

,a b a b∧ = −íc chung lín nhÊt cña  ;   ' ma
a

= . 

Có thể kiểm chứng được rằng các phép toán vừa định nghĩa thỏa mãn các điều 
kiện B1, B2, B5 và B3 với số 1 đóng vai trò là phần tử 0  và số m  đóng vai trò là phần 
tử 1 . Tuy nhiên điều kiện B4 nói chung không đúng. Chẳng hạn với 12m =  thì 6 ' 2=  
và 2 6 6 12∨ = ≠ . 
 Người ta chứng minh được rằng ( ( ), , , ')D m ∨ ∧  là một đại số Boole khi m  bằng 
tích các số nguyên tố phân biệt, ví dụ 30 2 3 5m = = ⋅ ⋅ , 42 2 3 7m = = ⋅ ⋅  …. Tuy nhiên 
12 2 2 3= ⋅ ⋅  không thỏa mãn. 

1.7.2  Công thức Boole, hàm Boole và nguyên lý đối ngẫu 

Định nghĩa 1.31: Một biểu thức chứa các biến được liên kết bởi một số hữu hạn lần 
các phép toán , , '∨ ∧  và hai phần tử ;0 1  của đại số Boole ( , , , ')B ∨ ∧  được gọi là một 
công thức Boole.  

Ví dụ 1.47: ( ')x y∨ ∧1  và ( ' )x y z∧ ∨  là hai công thức Boole. 

 Mỗi công thức Boole của đại số Boole ( , , , ')B ∨ ∧  xác định một hàm nhận giá trị 
thuộc B  vì khi thay các biến có mặt trong công thức bởi các phần tử của B  thì nhận 
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được giá trị là phần tử của B . Mỗi hàm xác định bởi công thức Boole được gọi là Hàm 
Boole .  

 Hai công thức Boole xác định cùng một hàm Boole được gọi là hai công thức 
tương đương. Chẳng hạn ( )x y z∧ ∨  và ( ) ( )x y x z∧ ∨ ∧  là hai công thức tương 
đương, ta kí hiệu ( ) ( ) ( )x y z x y x z∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ . 

Định nghĩa 1.32: Hai công thức Boole trong đại số Boole )',,,( ∧∨B  được gọi là đối 
ngẫu nếu trong một công thức ta thay , , ;∨ ∧ 0 1  lần lượt bằng , , ,∧ ∨ 1 0  thì ta được 
công thức hai.  

Ví dụ 1.48: Hai công thức ( )x y∧ ∨1  và ( )x y∨ ∧ 0  là đối ngẫu. 

 Trong mỗi tiên đề của hệ tiên đề B1-B5 của đại số Boole đều chứa từng cặp 
công thức đối ngẫu nhau, vì vậy ta có nguyên lý đối ngẫu sau: 

Nguyên lý đối ngẫu: Nếu hai công thức của đại số Boole được chứng minh là 
tương đương dựa trên cơ sở hệ tiên đề B1-B5 thì hai công thức đối ngẫu của chúng 
cũng tương đương. 

Chẳng hạn, ta sẽ chứng minh a ∨ =1 1 , do đó theo nguyên lý đối ngẫu ta cũng có 
a ∧ =0 0 . 

Tính chất 1.7: Giả sử  )',,,( ∧∨B  là đại số Boole với phần tử không và đơn vị là ;0 1 . 

Khi đó với mọi ,a b B∈  ta có: 

1)    a a a∨ = ,  a a a∧ = ; 

2)    ' =0 1 ,   ' =1 0 ; 

3)    a ∨ =1 1 ,   a ∧ =0 0 ; 

4)    ( )a a b a∨ ∧ = ,   ( )a a b a∧ ∨ = ;  (tính hấp thu) 

5)  Nếu tồn tại c B∈  sao cho a c b c∨ = ∨  và a c b c∧ = ∧  thì  a b= ; 

6)  Nếu a b∨ = 1  và 0a b∧ =  thì  'b a= ; (tính duy nhất của phần bù) 

7)   ( ) ' ' 'a b a b∨ = ∧  và ( ) ' ' 'a b a b∧ = ∨ .     (công thức De Morgan) 

Chứng minh:  

Theo nguyên lý đối ngẫu ta chỉ cần chứng minh các đẳng thức thứ nhất từ 1)-7). 

1)    a a= ∨ 0     theo B3 

               ( ')a a a= ∨ ∧    theo B4 

               ( ) ( ')a a a a= ∨ ∧ ∨   theo B5 

               ( )a a= ∨ ∧1    theo B4 
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               a a= ∨     theo B3 

2) ' '= ∨0 0 0     theo B3 

               = 1      theo B2, B4 

3)    1 ( ')a a a a∨ = ∨ ∨              theo B4 

               ( ) 'a a a= ∨ ∨    theo B1 

                'a a= ∨     theo 1) 

               = 1      theo B4 

4)   ( ) ( ) ( )a a b a a b∨ ∧ = ∧ ∨ ∧1   theo B3 

                ( )a b= ∧ ∨1    theo B5 

                 a= ∧1     theo 1) 

      a=          theo B3 

5)     ( )a a a c= ∨ ∧    theo 4) 

                ( )a b c= ∨ ∧    vì  a c b c∧ = ∧  

        ( ) ( )a b a c= ∨ ∧ ∨   theo B5 

                 ( ) ( )a b b c= ∨ ∧ ∨    vì  a c b c∨ = ∨  

                 ( )b a c= ∨ ∧    theo B5 

                 ( )b b c= ∨ ∧    vì  a c b c∧ = ∧  

       b=     theo 4) 

6) Vì   'a b a a∨ = = ∨1  và  'a b a a∧ = = ∧0 , theo 5) suy ra 'b a=  . 

7) Ta dễ dàng kiểm chứng ( ) ( ' ')a b a b∨ ∨ ∧ = 1  và ( ) ( ' ')a b a b∨ ∧ ∧ = 0 , áp dụng 
6) suy ra điều phải chứng minh. 

Áp dụng các tính chất này cùng với hệ tiên đề B1-B5 ta có thể đơn giản hoá các 
công thức Boole bất kỳ. 

Ví dụ 1.49:  Rút gọn công thức Boole  ( ) ( ') ( ' )x y x y x y∧ ∨ ∧ ∨ ∨ . 

Giải: Ta có  ( ) ( ') ( ')x y x y x y y x x∧ ∨ ∧ = ∧ ∨ = ∧ =1 . 

( ) ( ') ( ' ) ( ' ) ( ')x y x y x y x x y x x y y⇒ ∧ ∨ ∧ ∨ ∨ = ∨ ∨ = ∨ ∨ = ∨ =1 1 . 

Ví dụ 1.50:  Rút gọn công thức Boole  [ ]( ') ( ) 'x y x y z z∧ ∨ ∧ ∧ ∨ . 

Giải: Ta có  [ ] [ ]( ') ( ) ' ( ') ( ') ( ')x y x y z z x y x y x z z∧ ∨ ∧ ∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨  

  [ ])'()()'()'()'( zzzxyxzzxyx ∨∧∨∨∧=∨∧∨∧=  
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  [ ] [ ]( ') ( ) ( ') ( ) ( ')x y x z x y x z x y x z x z= ∧ ∨ ∨ ∧ = ∧ ∨ ∨ = ∧ ∨ ∨ = ∨1 . 

Ví dụ 1.51:  Rút gọn công thức ( ) ( ') ( ' )x y z x y z x y z∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ . 

Giải:  Ta có  ( ) ( ') ( ' )x y z x y z x y z∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧  

  [ ] [ ]( ) ( ') ( ) ( ' )x y z x y z x y z x y z= ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧  

  [ ] [ ]( ) ( ') ( ) ( ')x y z z y z x x= ∧ ∧ ∨ ∨ ∧ ∧ ∨  

  ( ) ( ) ( )x y y z y x z= ∧ ∨ ∧ = ∧ ∨ . 

1.7.3  Phương pháp xây dựng hàm Boole thỏa mãn giá trị cho trước 

 Một vài trường hợp khi ứng dụng đại số Boole để giải quyết vấn đề thực tế sẽ 
dẫn đến bài toán cần tìm các hàm Boole theo các biến nào đó thỏa mãn các điều kiện 
cho trước (mục 7.4.2). Trong tiết này chúng ta chỉ ra hai phương pháp xây dựng các 
hàm như thế. Phương pháp thứ nhất biểu diễn hàm cần tìm dạng “tổng (∨ ) các tích 
(∧ )”. Sử dụng nguyên lý đối ngẫu ta có phương pháp thứ hai dạng “tích các tổng”. 

 Để xây dựng hàm cần tìm dạng “tổng các tích” ta thực hiện các bước sau: 

1.  Lập bảng các giá trị các biến 2ix B∈  có mặt trong công thức và giá trị tương 
ứng của hàm F  của các biến này (tương tự bảng chân trị trong mục 1.2).  

2.  Chỉ xét các hàng của bảng trên mà hàm F  nhận giá trị 1. Trong mỗi hàng này ta 
lập biểu thức là ∧  của các biến:  

  ix  nếu ix  nhận giá trị 1 

 'ix  nếu ix  nhận giá trị 0. 

3.  Hàm F  cần tìm có được bằng cách lấy ∨  của các biểu thức theo hàng. 

Ví dụ 1.52: Tìm hàm của hai biến ( , )F x y  nhận giá trị 1 khi ,x y  đồng thời nhận giá 
trị 1 hoặc 0. 

 Lập bảng các giá trị của hàm và biến:  

 

 

x  y  ( , )F x y  Biểu thức theo hàng 

1 1 1 x y∧  

1 0 0  

0 1 0  

0 0 1 ' 'x y∧  
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Vậy hàm cần tìm là ( , ) ( ) ( ' ')F x y x y x y= ∧ ∨ ∧ . 

1.7.4  Ứng dụng đại số Boole vào mạng chuyển mạch (switching networks) 

Ta chỉ xét các mạng gồm các chuyển mạch có hai trạng thái đóng (dòng điện đi 
qua được) và mở (dòng điện không qua được). Hai mạng đơn giản nhất là mạng song 
song cơ bản (basic parallel network) và mạng nối tiếp cơ bản  (basic series network) 
được mô tả trong hình vẽ sau: 

                               

          •                                          •             •                                    • 

 

   mạng song song cơ bản (hình 1)          mạng nối tiếp cơ bản (hình 2)  
   

Một mạng bất kỳ có thể nhận được bằng cách ghép nối tiếp hay song song các 
mạng cơ bản này. 

Ta ký hiệu các chuyển mạch bởi các chữ , , ,...x y z . Nếu x  ở trạng thái mở ta x  
cho nhận giá trị 0 và ở trạng thái đóng ta cho x  nhận giá trị 1. Trong một mạng nếu 
hai chuyển mạch luôn cùng trạng thái thì ta ký hiệu cùng một chữ. Hai chuyển mạch 
có trạng thái luôn ngược nhau, nếu một chuyển mạch được ký hiệu là x  thì chuyển 
mạch kia được ký hiệu là 'x . 

Mạng song song (hình 1) nhận giá trị 1 khi có ít nhất một trong hai chuyển mạch 
,x y  nhận giá trị 1, ta ký hiệu x y∨ . Còn mạng nối tiếp (hình 2) nhận giá trị 1 khi cả 

hai chuyển mạch ,x y  nhận giá trị 1, ta ký hiệu x y∧ . Như vậy ', ,x x y x y∨ ∧  có thể 
được xem như các biến nhận giá trị trong đại số Boole B2 (ví dụ 1.37). Bằng phương 
pháp này ta có thể mô tả một mạng bất kỳ bởi một công thức Boole và ngược lại. 
Chẳng hạn mạng sau đây: 

 

 

 
 

 

tương ứng với công thức   ( ) ( ')y z x y∨ ∨ ∧ . 

Còn công thức Boole ( ) ( ) ( ' )x z y z y x∧ ∨ ∧ ∨ ∧  mô tả mạng: 

 

y  y

'y  x

z• • 

x  

y  

x y  
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Chú ý rằng trong các công thức cần xét ta thay ( ) 'x y∨  bởi ' 'x y∧  và  ( ) 'x y∧  
bởi ' 'x y∨  .  

Hai mạng N1 và N2 được gọi là tương đương nếu nó thực hiện cùng một chức 
năng, nghĩa là với bất kỳ cách chọn các trạng thái đóng mở ở mọi vị trí chuyển mạch 
trong mạng thì trạng thái đầu vào và đầu ra của N1 và N2 đều như nhau. Như vậy hai 
mạng tương đương khi hai công thức Boole tương ứng của chúng là tương đương. 

Ta có thể áp dụng đại số Boole để giải quyết hai vấn đề sau: 

1.7.4.1 Với một mạng cho trước tìm mạng tương đương đơn giản hơn 

Ví dụ 1.53: Tìm mạng tương đương đơn giản hơn của mạng sau 

 

 

 

                                                                                                         

 

 
 

Công thức Boole tương ứng: [ ] ( )( ) ( )x z y x w w y∨ ∧ ∨ ⎡ ∧ ∨ ∧ ⎤⎣ ⎦ .  

Ta có ( )x w w w∧ ∨ =  (luật hấp thu), do đó công thức trên có thể biến đổi thành 

[ ] [ ]( ) ( )x z y w y x z w y∨ ∧ ∨ ∧ = ∨ ∨ ∧ .  

Vậy ta có mạng tương đương đơn giản hơn 

 

                                                                                                  

 

'y  x

x z

y z
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w  

x
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Ví dụ 1.54: Tìm mạng tương đương đơn giản hơn của mạng sau: 

 

 

 

 

Công thức Boole tương ứng: ( )( ) ( ') ( ) ( )z x x y z z x z y⎡ ∧ ∨ ∧ ∨ ⎤ ∧ ∨ ∧ ∨⎣ ⎦ .                                         

Ta có  ( )( ) ( ') ( ) ( )z x x y z z x z y⎡ ∧ ∨ ∧ ∨ ⎤ ∧ ∨ ∧ ∨⎣ ⎦  

 ( ) [ ]( ) ( ) ( ') ( )z x x y x z z x y= ⎡ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ⎤ ∧ ∨ ∧⎣ ⎦  

 ( ) [ ]( ') ( ) ( )x z z x y z x y= ⎡ ∧ ∧ ∨ ∧ ⎤ ∧ ∨ ∧⎣ ⎦  

 [ ] [ ]( ) ( ) ( )x z x y x z x x y= ∧ ∨ ∧ = ∧ ∨ ∧ ∧ ( ) ( ) ( )x z x y x z y= ∧ ∨ ∧ = ∧ ∨  

Vậy ta có mạng tương đương đơn giản hơn 

 

                                                                                      

            
       

1.7.4.2  Thiết kế một mạng thoả mãn các điều kiện cho trước 

Ví dụ 1.55: Thiết kế một mạng điện cho một bóng đèn ở cầu thang mà có thể bật tắt ở 
cả hai đầu cầu thang. 

Giải: Gọi x  và y  là hai công tắc ở hai đầu cầu thang. Theo yêu cầu đặt ra ta cần thiết 
kế một mạng điện sao cho khi thay đổi trạng thái của một trong hai vị trí yx,  thì trạng 
thái của đầu ra (bóng đèn) phải thay đổi. Bảng giá trị của hàm cho trong ví dụ 1.52 
thỏa mãn đòi hỏi này.   

Vậy mạng cần tìm là 

 

 

 

z  x

x  

y

'z

z

x

y

z

• • 

x

z

y

• • 

x y

'x  'y  
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BÀI TẬP CHƯƠNG I 

1.1)  Hai tập hợp A  và B  trong các trường hợp sau đây có bằng nhau hay là tập hợp 
con của nhau? 

a) { }2 2 1A x x x= ∈ + >�  ,  { }2 1B x x= ∈ > −� . 

b) A  là tập mọi số thực 0≥ , B  là tập mọi số thực ≥  trị tuyệt đối của chính nó. 

c) A  là tập mọi số nguyên không âm có luỹ thừa bậc 3 là một số lẻ không chia 
hết cho 3, B  là tập các số nguyên không âm có bình phương trừ 1 chia hết cho 24. 

1.2) DCBA ,,,  là tập con của E . Chứng minh rằng: 

a) \A B = ∅  khi và chỉ khi A B⊂ . 

b) Nếu DCBA ⊂⊂ ,  thì  ,A C B D A C B D∪ ⊂ ∪ ∩ ⊂ ∩ . 

c) Nếu  BACABACA ∩⊂∩∪⊂∪ ,  thì C B⊂ . 

1.3)   Cho BA,  là hai tập con của E , Chứng minh rằng: 

a) A B B A⊂ ⇔ ⊂ . 

b) EBABBABA =∪⇔=∪⇔⊂ . 

c) A B A B A B A⊂ ⇔ ∩ = ⇔ ∩ =∅ . 

d) BABAA ∩=)\(\ . 

e) )(\)()\( CABACBA ∩∩=∩ . 

f) BAABA ∪=∪ )\( . 

1.4)  DCBA ,,,  là tập con của E . Chứng minh rằng: 

 a) ( ) ( )A B A B B A∩ ≠ ∅⇔ × ∩ × ≠ ∅ . 

 b) )()()()( DCBADBCA ∩×∩=×∩× . 

1.5) Trong �, xét quan hệ R  xác định bởi: 

  3 3a b a b a b⇔ − = −R  

Chứng minh R  là một quan hệ tương đương. Tìm lớp tương đương a  của a . 

1.6) Trong tập hợp các số tự nhiên ², các quan hệ sau có phải là quan hệ tương đương 
không? 

a) a b a⇔R  chia hết cho b . 

b) a b a⇔R  không nguyên tố với b . 
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1.7)  Trong �, xét quan hệ R  xác định bởi: 

  3 2 3 2( 2)( 1) ( 2)( 1)a b a b b a⇔ + + = + +R  

Chứng minh R  là một quan hệ tương đương. Xác định số phần tử của lớp tương 
đương a  của a . 

1.8)  Trong tập các đường thẳng trong không gian, quan hệ vuông góc có phải là quan 
hệ tương đương không? 

1.9)  Trong 2� xét quan hệ ( , ) ( ', ') ', 'x y x y x x y y≤ ⇔ ≤ ≤ . Chứng minh ≤ là một 
quan hệ thứ tự. Quan hệ này có phải là quan hệ thứ tự toàn phần không? 

1.10)  Ta sắp xếp thứ hạng học sinh bằng cách dựa vào kiểm tra hai môn học mà kết 
quả được đánh giá bằng điểm, điểm môn thứ nhất ký hiệu là x , điểm môn thứ hai ký 
hiệu là y . Học sinh có điểm 1 1( , )x y  kém hơn học sinh có điểm 2 2( , )x y , ký hiệu 

1 1 2 2( , ) ( , )x y x y≤  xác định như sau: 

1 2

1 1 2 2 1 2

1 2

( , ) ( , )
x x

x y x y x x
y y

<⎡
⎢≤ ⇔ =⎧⎢⎨⎢ ≤⎩⎣

 

 Giả sử điểm của môn thứ hai của các học sinh là khác nhau, chứng minh quan hệ 
≤ là quan hệ thứ tự toàn phần (được gọi là sắp thứ tự từ điển). 

1.11)  a) Cho tập được sắp ( , )E ≤  và hai tập con EBA ⊂⊂ . Chứng minh rằng nếu tồn 
tại sup , supA B  thì sup supA B≤ . 

b) Tìm ba ví dụ về tập được sắp ),( ≤E  thoả mãn: 

1) Tồn tại sup A  nhưng không tồn tại sup B . 

2) Tồn tại sup B  nhưng không tồn tại sup A . 

3) Tồn tại sup A A∉ nhưng tồn tại max B . 

1.12) Các ánh xạ :f X Y→  sau đây là đơn ánh, toàn ánh, song ánh? Xác định ánh xạ 
ngược nếu tồn tại. 

 a) 52)(, +=== xxfYX � . 

 b) 2, ( ) 2X Y f x x x= = = −� . 

 c) [ ] [ ] 21;3 , 1;3 , ( ) 2X Y f x x x= = − = − . 

 d) , ( ) 3 2X Y f x x x= = = −� . 
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 e) 2, ( ) ; ,X Y f x x bx c b c= = = + + ∈� � . 

1.13)   Cho : *f →� �  và :g →� �  xác định bởi: 

 2( ) 1 , ( ) 3 ( 1)f x x g x x x= = +  

a) Ánh xạ nào là đơn ánh, toàn ánh. Tìm Im ,Imf g . 

b) Xác định ánh xạ tích g fD . Có đẳng thức g f g=D  không ? 

1.14)  Cho hai ánh xạ , :f g  →² ²  xác định bởi: 

               
2

( ) 2 , ( )
( 1) 2

n
n

n
f n n g n

n
⎧

= = ⎨ −⎩

nÕu    ch½n

nÕu    lÎ

   

   
 

a) Xác định tính chất đơn ánh, toàn ánh của ,f g . 

b) Xác định fggf DD , . 

1.15)  Cho ánh xạ YXf →:   cho XBA ⊂,  và ,C D Y⊂ . Chứng minh rằng: 

 a) ( ) ( )A B f A f B⊂ ⇒ ⊂ . 

Tìm ví dụ chứng tỏ ( ) ( )f A f B⊂  nhưng BA⊄ . 

 b) )()()( BfAfBAf ∩⊂∩ . 

Tìm ví dụ chứng tỏ )()()( BAfBfAf ∩⊄∩ .  

 c) )()()( BfAfBAf ∪=∪ . 

 d) )()()( 111 DfCfDCf −−− ∩=∩ . 

 e) )()()( 111 DfCfDCf −−− ∪=∪ . 

 f) )(\)()\( 111 DfCfDCf −−− = . 

Nếu f  đơn ánh thì 

 g) ( ) ( )f A f B A B⊂ ⇒ ⊂ . 

 h) )()()( BfAfBAf ∩=∩ . 

1.16) Ký hiệu h g f= D  là hợp của hai ánh xạ ZYgYXf →→ :,: . 

Chứng minh: 

a) ,f g  đơn ánh thì h  đơn ánh. 

b) ,f g  toàn ánh thì h  toàn ánh. 

c) h  toàn ánh thì g  toàn ánh. 
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d) h  đơn ánh thì f  đơn ánh. 

e) h  đơn ánh và f  toàn ánh thì g  đơn ánh. 

f) h  toàn ánh và g  đơn ánh thì f  toàn ánh. 

1.17)   Với mỗi bốn số nguyên �∈dcba ,,,  sao cho 1ad bc− = . 

Ta xét ánh xạ 2 2:f →� �  xác định bởi ( , ) ( , )f x y ax by cx dy= + + . 

Gọi F  là tập hợp các ánh xạ như trên. Chứng minh: 

a) Với mọi f ∈ F  thì f  là song ánh và 1f − ∈ F  

b) Nếu ,f g∈ F  thì f g∈D F . Nói cách khác tập F  với luật hợp thành là hợp 
hai ánh xạ là một nhóm không giao hoán. 

1.18*)  Cho ba tập hợp khác trống , ,E F G . 

a) Cho hai ánh xạ :f E F→  và :g E G→ . 

Chứng minh rằng tồn tại ánh xạ :h F G→  sao cho h f g=D  khi và chỉ khi với 
mọi , ' : ( ) ( ') ( ) ( ')x x E f x f x g x g x∈ = ⇒ = . 

b) Cho hai ánh xạ :g E G→  và :h F G→ . 

Chứng minh rằng tồn tại ánh xạ :f E F→  sao cho h f g=D  khi và chỉ khi với 
mọi , : ( ) ( )x E y F g x h y∈ ∃ ∈ = . 

1.19) Cho X  có n  phần tử . Chứng minh ( )XP  có 2n  phần tử. 

1.20) Cho hai phép thế của tập { }1,2,3,4 : 

  
1 2 3 4
3 4 1 2
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ,   
1 2 3 4
4 2 1 3
⎡ ⎤

µ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Tìm 1 1, , ,− −σ µ µ σ σ µD D . 

1.21)  Cho n  điểm khác nhau trong mặt phẳng: 

a) Tính số các đoạn thẳng nối từng cặp điểm khác nhau. 

b) Tính số các vectơ 0
G

≠  có các điểm đầu, điểm cuối từ n  điểm này. 

1.22)  Tìm số hạng lớn nhất trong khai triển của nhị thức 31(37 19)+ . 

1.23*)  Với hai số tự nhiên ,n p∈² , ký hiệu 
0

( )
n

p
p

k
S n k

=
= ∑ . 
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a) Chứng minh 
1

1 1
0

( 1) ( )
p

k
p p k

k
S n C S n

+

+ +
=

+ = ∑ . 

b) Suy ra   1
1

0
( 1) ( )

p
p k

p k
k

n C S n+
+

=
+ = ∑  

c) Suy ra các tổng  2 3

1 1 1
, ,

n n n

k k k
k k k

= = =
∑ ∑ ∑ . 

1.24) Chứng minh rằng ( ){ }: ; , 0,abf f x ax b a b a→ = + ≠= ∈� � �G  với phép hợp 

ánh xạ D  là một nhóm. Nhóm này có giao hoán không? 

1.25)  Lũy thừa của phần tử  a  của nhóm G  với phép nhân được định nghĩa như sau: 

0 1a = , 1n na aa −= , ( )1 nna a− −= ; n∀ ∈² . 

Chứng minh rằng với mọi , ,m n k ∈� : m n m na a a += , ( )nm mna a= , ( )km n km kna a+ += . 

1.26) Cho nhóm G  với phép nhân thỏa mãn điều kiện 2 2 2( )ab a b=  với mọi ,a b G∈ . 
Chứng minh G  là nhóm Abel. 

1.27) Cho ( ),*G  là một nhóm, giả sử G  là một tập hữu hạn có số phần tử chẵn. Đặt 

{ }2 ,S x G x e x e= ∈ = ≠ . Chứng minh rằng quan hệ R  xác định trong G  bởi: 

x y y x⇔ =R hoặc 1y x−=  

là một quan hệ tương đương. Suy ra S  có số phần tử lẻ. 

1.28) Cho , 'G G  là hai nhóm lần lượt có phần tử trung hoà là e  và 'e . : 'f G G→  là 

một đồng cấu nhóm. Chứng minh: ( ) 'f e e= , 1 1( ) ( )f a f a− −= . 

1.29) Cho , 'G G  là hai nhóm lần lượt có phần tử trung hoà là e  và 'e . : 'f G G→  là 
một đồng cấu nhóm. Ta định nghĩa và kí hiệu hạt nhân của đồng cấu nhóm f  là 

( )1Ker 'f f e−= . Chứng minh rằng f  là đơn cấu khi và chỉ khi { }ef =Ker . 

1.30) Cho ( )⋅+,,A  là một vành. Tập con { }:C x A a A ax xa= ∈ ∀ ∈ =  được gọi là tâm 

của A . Giả sử 2,x A x x C∀ ∈ − ∈ . 

a) Chứng minh rằng ( )+,C  là một nhóm con của nhóm ( )+,A . 

b) Chứng minh rằng xy yx C+ ∈  với mọi  Ayx ∈, . 

c) Suy ra vành A  giao hoán. 
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1.31) Cho A  là một vành có đơn vị. 

a) Chứng minh rằng, nếu ,x y  thoả mãn yxxy =  thì ta có nhị thức Newton 

   ( )
0

n
n k k n k

n
k

x y x yC −

=
+ = ∑  

trong đó  10 =x , kx  là tích k lần của phần tử x . 

b) Phần tử x A∈  được gọi là luỹ linh nếu tồn tại một số tự nhiên 0n ≠  sao cho 

0nx = . Chứng minh rằng, nếu ,x y  luỹ linh và xy yx=  thì x y+  cũng lũy linh. 

c) Chứng minh rằng, nếu x  luỹ linh và yxxy =  thì xy  cũng lũy linh. 

d) Nếu x A∈  luỹ linh thì  tồn tại ( ) 11 x −− . 

1.32) Biểu diễn sơ đồ mạng ứng với các công thức Boole sau: 

 a) [ ]( ' ) ( ') ( )x y z x z y z∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ . 

 b) [ ]' ( ) ' 'x y y z z∨ ∨ ∧ ∨ . 

1.33) Viết các công thức Boole ứng với các mạng sau và tìm mạng tương đương đơn 
giản hơn 
 

 

 

        •                                                                                                         

 

 

x  

y  

z  

'w  

w  

x y  z  

x
'y  z  

y 'z  

• • • • 
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CHƯƠNG II 

KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

  Khái niệm không gian véc tơ có nguồn gốc từ vật lý. Ban đầu các véc tơ là 
những đoạn thẳng có định hướng, với khái niệm này người ta đã sử dụng để biểu diễn 
các đại lượng vật lý như: véc tơ vận tốc, lực tác động, lực điện từ .... Các nhà vật lý 
còn sử dụng phương pháp véc tơ Fresnel để tổng hợp các dao động điều hoà.  

Cuối thế kỷ 17 Descartes đã đề xuất phương pháp tọa độ để giải quyết các bài 
toán hình học. Với phương pháp này mỗi véc tơ trong mặt phẳng được đồng nhất với 
một cặp số là hoành độ và tung độ còn véc tơ trong không gian được đồng nhất với bộ 
ba số. Các phép toán của véc tơ (cộng véc tơ, nhân 1 số với véc tơ) có thể chuyển 
tương ứng bằng phép toán trên các bộ số và thoả mãn một số tính chất nào đó. Trong 
nhiều lĩnh vực khác chúng ta cũng thấy những đối tượng khác như các đa thức, hàm 
số, v.v... có các phép toán thoả mãn các tính chất tương tự các véc tơ. Điều này dẫn 
đến việc khái quát hoá khái niệm véc tơ. 

Trong các công trình về số quaternion từ năm 1843 của nhà toán học Anh 
Hamilton, người ta có thể tìm thấy một dạng thô sơ của khái niệm không gian véc tơ 3 
và 4 chiều. Hamilton dùng các số quaternion để nghiên cứu các vấn đề toán lý. Sau đó 
các nhà vật lý như Maxwell và Gibbs đã phát triển dần lý thuyết không gian véc tơ 3 
chiều. Khái niệm không gian véc tơ 4 chiều được Einstein (Anh-xtanh) sử dụng trong 
thuyết tương đối. Ngày nay lý thuyết không gian véc tơ nhiều chiều được sử dụng rộng 
rãi trong nhiều lĩnh vực khác nhau của toán học và các ngành khoa học khác. 

Chúng ta thấy khái niệm không gian véc tơ được hình thành qua một quá trình 
lâu dài trên cơ sở các thành tựu về lý thuyết cũng như ứng dụng thực tế và có tính khái 
quát hoá cao. Vì vậy để học tốt chương này đòi hỏi người học phải nắm vững khái 
niệm không gian véc tơ với mức độ trừu tượng cao, còn các mô hình cụ thể là các 
không gian 2 chiều, 3 chiều ta đã biết ở chương trình phổ thông.  

Giáo trình này chỉ xét các không gian véc tơ hữu hạn chiều, đó là các không gian 
có hệ sinh hữu hạn. Trong không gian như thế mọi véc tơ đều có thể biểu diễn thành tổ 
hợp tuyến tính của các véc tơ của hệ sinh. Muốn cho biểu diễn này là duy nhất thì hệ 
sinh phải độc lập tuyến tính, lúc đó ta có một cơ sở của không gian véc tơ. Các hệ số 
trong biểu diễn ở trên được gọi là tọa độ của véc tơ.  

Sinh viên cần luyện tập tìm tọa độ của một véc tơ trong các cơ sở khác nhau. Tìm 
hệ con độc lập tuyến tính tối đại của một hệ véc tơ cho trước. Tìm hạng của một hệ 
véc tơ, tìm chiều của không gian con. Công thức chiều của tổng hai không gian véc tơ 
con, chiều của giao của hai không gian véc tơ con. Thấy được mối liên hệ giữa hệ con 
độc lập tuyến tính tối đại của hệ sinh và cơ sở, liên hệ giữa hạng của hệ sinh và chiều 
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của không gian sinh bởi hệ sinh này (định lý 2.17). Liên hệ với những phép toán và 
tính chất véc tơ đã biết ở phổ thông. 

2.1  KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

2.1.1 Định nghĩa và các ví dụ 

Định nghĩa 2.1: Giả sử V là tập khác ∅ , K  là một trường. V được gọi là không 
gian véc tơ trên trường K nếu có hai phép toán: 

- Phép toán trong    ( ):
( , )
V V V
u v u v

+ × →
+6

 

- Phép toán ngoài   

 

thoả mãn các tiên đề sau với mọi Vwvu ∈,, và , Kα β∈  

V1)  )()( wvuwvu ++=++  

V2)  Tồn tại  V∈0 sao cho u u u+ = + =0 0  

V3)  Với mỗi Vu∈  có Vu∈−  sao cho ( ) ( )u u u u+ − = − + = 0  

V4)  uvvu +=+  

V5)  ( )u u uα +β = α +β  

V6)  ( )u v u vα + = α + α  

V7)  ( ) ( )u uαβ = α β  

V8)  uu =1 , trong đó 1 là phần tử đơn vị của K . 

Khi =K  thì V  được gọi là không gian véc tơ thực. 

Khi =K  thì V  được gọi là không gian véc tơ phức. 

Các phần tử của  V  được gọi là các véc tơ, các phần tử của K  được gọi là các 
phần tử vô hướng. 

Bốn tiên đề đầu chứng tỏ ),( +V  là nhóm Abel. Tiên đề V5),V6) nói rằng phép 
nhân số vô hướng với véc tơ phân phối đối với phép cộng của số vô hướng và phép 
cộng véc tơ. Tiên đề V7) là tính kết hợp của tích các số vô hướng với phép nhân với 
véc tơ. 

Ví dụ 2.1: Giả sử K  là một trường, xét { }niKxxxxK in
n ,1,),...,( 1 =∈==  

( , )
( ) :

u u
K V V
α α

⋅ × →
6  
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Ta định nghĩa: ),...,(),...,(),...,( 1111 nnnn yxyxyyxx ++=+  

   1 1( ,..., ) ( ,..., )n nx x x xα = α α , K∀α∈  

Dễ dàng kiểm chứng lại hai phép toán này thoả mãn 8 tiên đề của không gian véc 
tơ có véc tơ không là (0,...,0)

n

=0 ��	�

  phÇn tö

, phần tử đối của 1( ,..., )nx x x=  là 1( ,..., )nx x x− = − − . 

Khi =K  ta có không gian véc tơ thực n . 

       =K  ta có không gian véc tơ phức n . 

Ví dụ 2.2: Ký hiệu X  là tập các hàm số xác định trên tập con X ⊂ , X ≠ ∅ . Ta 
định nghĩa phép toán cộng và nhân với số thực như sau: 

( )( ) ( ) ( )f g t f t g t+ = + ,  ( )( ) ( )f t f tα = α ,   t X∀ ∈  

Rõ ràng với mọi hàm số ,f g  xác định trên tập con X ⊂ , với mọi α∈  thì 
,gf +  fα cũng là các hàm số xác định trên tập con X ⊂ . 

Với hai phép toán này X  có cấu trúc không gian véc tơ thực với véc tơ không 
là ( ) 0,t t X= ∀ ∈0 , phần tử đối của f  là f−  xác định bởi ( )( ) ( ),f t f t t X− = − ∀ ∈ . 

Ví dụ 2.3: Gọi nP  là tập các đa thức bậc n≤ , n  là số nguyên dương cho trước:   

{ }0 1 0 1... ; , ,...,n
n n np p a a t a t a a a= = + + + ∈P . 

Ta định nghĩa phép cộng hai đa thức và phép nhân một số với một đa thức như 
phép cộng hàm số và phép nhân một số với hàm số trong Ví dụ 2.2 thì nP  là không 
gian véc tơ với véc tơ không là đa thức 0 . 

Ví dụ 2.4: Gọi P  là tập các đa thức 

{ }0 1 0 1... ; , ,..., ,n
n n n

n
p p a a t a t a a a n

∈

= = = + + + ∈ ∈P P∪  

Ta định nghĩa phép cộng là phép cộng hai đa thức và phép nhân với một số với 
đa thức theo nghĩa thông thường ở Ví dụ 2.3 thì P  là không gian véc tơ và n ⊂P P  với 
mọi n∈ . 

2.1.2   Tính chất  

1) Vì ),( +V  là một nhóm Abel nên véc tơ 0  và véc tơ đối u−  của u  là duy nhất 
với mọi Vu∈ . 

2) Có luật giản ước: wvwuvu =⇒+=+ . 
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3) Với mọi  Vu∈ , 0u = 0 , uu −=− )1( . 

4) Với mọi Kα∈ , α =0 0 . 

5) Nếu uα = 0  thì 0α =  hoặc u = 0 . 

Chứng minh:  

1) 2) Xem Định lý 1.4. 

3) Với mọi Vu∈ , (0 0) 0 0u u u+ = + . Mặt khác  (0 0) 0 0u u u+ = = + 0 . 

Theo luật giản ước ta có 0u = 0 .  

Tương tự với mọi Vu∈ , ( ) 0 (1 1) 1 ( 1)u u u u u u+ − = = = − = + −0 . 

Suy ra uu −=− )1( . 

4) 0 0 (0 0) 0 0+ α = α = α + = α + α0   ⇒ 0 , Kα = ∀α∈0 . 

5) Nếu uα = 0  và giả sử 0α ≠  ⇒ 1 K−∃α ∈   

1 1 10 ( ) ( ) 1u u u u− − −= α = α α = α α = =0 . 

   Từ định nghĩa của không gian véc tơ ta có thể mở rộng các khái niệm sau: 

1)  Ta định nghĩa : ( )u v u v− = + − , khi đó  

u v w u w v+ = ⇔ = − . 

2) Do tính kết hợp của phép cộng nên ta có thể định nghĩa theo qui nạp: 

1 1 1
1

... ( ... )
n

k n n n
k

u u u u u u−
=

= + + = + + +∑  . 

Tương tự   1 1 1 1 1 1
1

... ( ... )
n

k k n n n n n n
k

u u u u u u− −
=
α = α + + α = α + + α +α∑  

biểu thức này được gọi là một tổ hợp tuyến tính của các véc tơ 1,..., nu u . 

Từ đây trở đi ta chỉ hạn chế xét các không gian véc tơ thực. 

2.2  KHÔNG GIAN VÉC TƠ CON 

2.2.1 Định nghĩa và ví dụ 

  Giả sử tập con W ≠ ∅  của V  thỏa mãn tính chất: 

 ,u v W∀ ∈ :   Wvu ∈+ ;              (2.1) 

u W∀ ∈ , ∀α∈ :  u Wα ∈ .    (2.2) 

 Khi đó có thể xác định 2 phép toán từ không gian V  thu hẹp vào W : 



CHƯƠNG II: KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

 

 53

( ):
( , )

W W W
u v u v

+ × →
+6  

, )
( ) :

u u
K W W
α α

⋅ × →
6  

 Hai phép toán này hiển nhiên thỏa mãn các điều kiện V1) , V4), V5), V6), V7), 
V8) của Định nghĩa 2.1.  

Ngoài ra vì W ≠ ∅  do đó tồn tại ít nhất véc tơ u W∈  suy ra 0u W= ∈0 . 

u W∀ ∈ : ( 1)u u W− = − ∈ . 

Vậy W  thỏa mãn các tiên đề V1) – V8) của không gian véc tơ. Nói cách khác 
với hai phép toán thu hẹp từ không gian véc tơ V  vào W  thì W  là một không gian véc 
tơ . 

Định nghĩa 2.2: Giả sử ,.),( +V  là không gian véc tơ. Tập con W ≠ ∅  của V thỏa 

mãn điều kiện (2.1)-(2.2) được gọi là không gian véc tơ con của V (hay nói tắt: không 
gian con của V ). 

Định lý sau đây chỉ ra một tiêu chuẩn để kiểm tra tập con W V⊂  là không gian 
véc tơ con của V . 

Định lý 2.2: Giả sử  W là tập con khác rỗng của V . Khi đó W không gian véc tơ con 
của V khi và chỉ khi: Với mọi Wvu ∈, , với mọi ,α β∈  thì  u v Wα +β ∈ . 

Chứng minh: ( ⇒ ): Với mọi Wvu ∈, , với mọi ,α β∈  thì u Wα ∈ , v Wβ ∈  ⇒ 
u v Wα +β ∈ .  

( ⇐ ): Wvu ∈∀ , , ∀α∈ : Wvuvu ∈+=+ 11 , 0u u u Wα = α + ∈ . 

Ví dụ 2.5: Từ định lý trên ta thấy rằng mọi không gian véc tơ con của V đều phải chứa 
véc tơ 0  của V .  

Tập { }0 chỉ gồm véc tơ không là không gian véc tơ con nhỏ nhất của  V . 

V  là không gian véc tơ con lớn nhất của V . 

Ví dụ 2.6: Tập { } 3
1 ( , ,0) ,W u x y x y= = ∈ ⊂  là không gian con của 3 . 

Ví dụ 2.7: Tập { }3
2 ( , , ) 2 3 4 0W u x y z x y z= = ∈ − + =  là không gian con của 3 . 

Ví dụ 2.8: Tập { } 3
3 ( , ,1) ,W u x y x y= = ∈ ⊂  không là không gian con của 3 . 

Ví dụ 2.9: nP  là không gian con của mP  nếu n m≤ , trong đó nP  là không gian các đa 
thức bậc n≤ . 
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Ví dụ 2.10: Gọi ( ),
k
a bC  là tập các hàm khả vi liên tục đến cấp k , ( 0, 1, 2,...)k = , trong 

khoảng ( ),a b ⊂ .  Vì tổng của hai hàm khả vi liên tục và tích của một hằng số với 

một hàm khả vi liên tục cũng là một hàm khả vi liên tục, vì vậy ( ),
k
a bC  là một không 

gian véc tơ con của không gian véc tơ ( ),a b  (Ví dụ 2.2). 

2.2.2   Không gian con sinh bởi một họ véc tơ 

Định lý 2.3: Nếu ( )i i IW ∈  là họ các không gian con của V  thì i
i I

W
∈
∩  cũng là không 

gian con của V . 

Chứng minh: Áp dụng Định lý 2.2. ta dễ dàng suy ra điều cần chứng minh. 

Từ Định lý 2.3 suy ra rằng với mọi tập con S  bất kỳ của V  luôn tồn tại không 
gian con W  bé nhất của V  chứa S . W  là giao của tất cả các không gian con của  
V chứa S . 

Định nghĩa 2.4: Không gian W  bé nhất chứa S  được gọi là không gian sinh bởi hệ 
S , ký hiệu spanW S= , và S  được gọi là hệ sinh của W . 

Khi S  hữu hạn thì W  được gọi là không gian véc tơ hữu hạn sinh. 

Định lý 2.4: spanW S=  bằng tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến tính của S . 

Chứng minh: Gọi 'W  là tập tất cả các tổ hợp tuyến tính của S . Ta chứng minh  'W  là 
không gian con bé nhất chứa S , nghĩa là 'W W= . 

1) Trường hợp S  hữu hạn: { }1,..., nS v v=  thì { }1 1 1' ... ,...,n n nW v v= α + + α α α ∈ . 

(i) Với mọi iv S∈  thì 1 'i iv v W= ∈  vậy 'WS ⊂ . 

(ii) Với mọi 1 1 1 1', ' : ... , ... 'n n n nu W v W u v v v v v W∈ ∈ = α + + α = β + +β ∈ ; Với 
mọi ,γ δ∈ :  

1 1 1 1( ... ) ( ... )n n n nu v v v v vγ + δ = γ α + + α + δ β + +β  

                        1 1 1( ) ... ( ) 'n n nv v W= γα + δβ + + γα + δβ ∈ . 

Vậy 'W  là không gian con của V  chứa S .  

Giả sử "W  là không gian véc tơ con của V  chứa S . Với mọi 'Wu∈ , 

1 1 ... n nu v v= α + + α . Vì "W  chứa S  nên 1,..., "nv v W∈  ⇒ 1 1 ... "n nu v v W= α + + α ∈ . 
Do đó "' WW ⊂ . 

Nói cách khác 'W  là không gian con nhỏ nhất của V  chứa S .  

Vậy  ' spanW W S= = . 
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2) Trường hợp S  vô hạn tập 'W  có dạng  

{ }1 11 1' ... ,..., ; ,..., ; 1,2,...
n ni n i n i iW v v v v S n= α + + α α α ∈ ∈ =  

Tương tự như trên ta có thể chứng minh 'W  là không gian véc tơ con nhỏ nhất 
chứa S . 

Giáo trình này chỉ xét các không gian véc tơ hữu hạn sinh. 

Giả sử { }1,..., nS v v=  là hệ sinh của V  khi đó: 

{ }1 1 1 1span ,..., ... ; ,...,n n n nu V v v u v v∈ = ⇔ = α + + α α α ∈        (2.3) 

Ví dụ 2.11: a) Trong không gian véc tơ con { }1 ( , ,0) ,W u x y x y= = ∈  ở Ví dụ 2.6. 

xét hai véc tơ 1 (1,0,0)e = , 2 (0,1,0)e = . Khi đó: 

1 1 2( , ,0) (1,0,0) (0,1,0)u W u x y x y xe ye∈ ⇔ = = + = +  

Vậy { }1 1 2span ,W e e= . 

b)  Không gian véc tơ con { }3
2 ( , , ) 2 3 4 0W u x y z x y z= = ∈ − + =  ở Ví dụ 2.7 có tính 

chất 2( , , ) 2 3 4 0 3/ 2 2u x y z W x y z x y z= ∈ ⇔ − + = ⇔ = − . Vậy 

2
3 3( , , ) 2 , , , ,0 ( 2 ,0, ) (3,2,0) ( 2,0,1)
2 2 2

yu x y z W u y z y z y y z z z⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∈ ⇔ = − = + − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 Xét 1 (3,2,0)v = , 2 2( 2,0,1)v W= − ∈ ,  ta được { }2 1 2span ,W v v= . 

2.2.3  Tổng của một họ không gian véc tơ con 

Giả sử 1,..., nW W  là n  không gian con của V . Sử dụng định lý 2.2 ta chứng minh 

được tập { }1 ... , 1,...,n i iu u V u W i n+ + ∈ ∈ = cũng là một không gian véc tơ con của V .  

Ta gọi không gian véc tơ con này là tổng của các không gian con  1,..., nW W  và ký hiệu 

1 ... nW W+ + . Vậy: 

           1 1... ... ; ; 1,...,n n i iu W W u u u u W i n∈ + + ⇔ = + + ∈ = .             (2.4) 

Tuy nhiên, nói chung cách viết trên không duy nhất. 

Ta có thể chứng minh được   

( )1 1... span ...n nW W W W+ + = ∪ ∪                     (2.5) 

Một cách tổng quát ta định nghĩa tổng của một họ các không gian véc tơ con như 
sau. 
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Định nghĩa 2.5: Nếu ( )i i IW ∈  là họ các không gian con của V . Không gian con sinh 

bởi  i
i I

W
∈
∪  được gọi là tổng của các không gian iW , ký hiệu i

i I
W

∈
∑ . 

Vậy   span( )i i
i I i I

W W
∈ ∈

=∑ ∪ .   Theo định lý 2.4  ta có  

{ }1
... , , 1,..., ; 1,2,...

k j ji i i i i j
i I

W u u u W i I j k k
∈

= + + ∈ ∈ = =∑ .       (2.6) 

Định nghĩa 2.6: Nếu mọi 1 ... nu W W∈ + +  được viết một cách duy nhất dưới dạng 

1 ... ; ; 1,...,n i iu u u u W i n= + + ∈ =  thì tổng các không gian con này được gọi là tổng 
trực tiếp. Lúc đó ta ký hiệu 1 nW W⊕ ⊕" . 

Định lý 2.5: Giả sử 1 2,W W  là hai không gian con của V , khi đó tổng hai không gian 

con này là tổng trực tiếp 1 2W W⊕  khi và chỉ khi { }1 2W W∩ = 0 . 

Chứng minh: 

(⇒): Giả sử 21 WW ⊕ , 21 WWv ∩∈  thì 1 2v v v W W= + = + ∈ ⊕0 0 . Do cách viết 

duy nhất suy ra v = 0 . Vậy { }1 2W W∩ = 0 .  

(⇐): Giả sử 212121 WWvvuuu +∈+=+=  thì 

{ }1 1 2 2 1 2u v v u W W− = − ∈ ∩ = 0  ⇒ 2211 , vuvu == .  

Vậy tổng của hai không gian con là tổng trực tiếp 21 WW ⊕ . 

Ví dụ 2.12: Xét hai không gian véc tơ con 21,WW  ở Ví dụ 2.6, 2.7 có: 

3
1 2W W+ =  ; { }1 2 (3,2,0) (0,0,0)

2
yW W y⎧ ⎫∩ = ∈ ≠⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Vậy tổng của hai không gian véc tơ con này không phải là tổng trực tiếp. 

Ta cũng có thể nhận thấy rằng cách viết (2.4) không duy nhất. Thật vậy: 

( , , ) ( , 4 / 3,0) (0,4 / 3, ) 1 2u x y z x y z z z W W= = − + ∈ +  

                         (0, (2 4 ) / 3,0) ( ,(2 4 ) / 3, ) 1 2y x z x x z z W W= − + + + ∈ + . 

Ví dụ 2.13: Xét 1W  ở Ví dụ 2.6 và { } 3
4 (0, , )W u y y y= = ∈ ⊂  

3
1 4W W+ =  ; { }1 4 (0,0,0)W W∩ = . 

Vậy tổng của hai không gian véc tơ con này là tổng trực tiếp: 3
1 4W W= ⊕ . 



CHƯƠNG II: KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

 

 57

2.3  ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH, PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH 

Khái niệm phụ thuộc tuyến tính khái quát hóa từ khái niệm 2 véc tơ cùng phương 
và 3 véc tơ đồng phẳng.  

Hệ véc tơ không phụ thuộc tuyến tính gọi là hệ độc lập tuyến tính. Hệ các véc tơ 
độc lập tuyến tính có tính chất: nếu một véc tơ bất kỳ biểu diễn được thành tổ hợp 
tuyến tính của hệ này thì cách viết đó là duy nhất.  

Định nghĩa 2.7: Cho hệ n véc tơ { }1,..., nS u u=  của V (các véc tơ này có thể trùng 

nhau). Hệ S  được gọi là độc lập tuyến tính nếu: 

1 1 1 1,..., : ... ... 0n n n nu u∀α α ∈ α + + α = ⇒ α = = α =0                 (2.7) 

Hệ không độc lập tuyến tính được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

Vậy hệ { }1,..., nS u u=  phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi ta có thể tìm được 

1,..., nα α ∈  không đồng thời bằng 0 sao cho 1 1 ... n nu uα + + α = 0 . 

Ví dụ 2.14: Hệ { }1 2 3, ,e e e  trong đó 3
1 2 3(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)e e e= = = ∈  là độc 

lập, vì nếu 1 1 2 2 3 3 1 2 3( , , ) (0,0,0)e e eα + α +α = α α α =  thì 1 2 3 0α = α = α = . 

Ví dụ 2.15: •  Hệ chứa véc tơ 0  là hệ phụ thuộc tuyến tính.  

•  Hệ hai véc tơ { }1 2,u u  là hệ phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi chúng tỷ lệ, 

nghĩa là  1 2u u= α  hoặc  2 1u u= α . 

• Xét các véc tơ 1 (4, 2,8)u = − , 2 ( 6,3, 12)u = − − , 3 (3, 2,5)u = − . Hệ hai véc tơ 

{ }1 2,u u  phụ thuộc tuyến tính ( 2 13/ 2u u= − ), nhưng { }1 3,u u độc lập tuyến tính.  

Định lý 2.6: 1) Nếu { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính và 1 1 ... n nu v v= α + + α  thì cách viết 
này là duy nhất. 

2) Hệ véc tơ chứa hệ con phụ thuộc tuyến tính là hệ phụ thuộc tuyến tính. Vì vậy, 
mọi hệ con của hệ độc lập tuyến tính là hệ độc lập tuyến tính. 

3)  Một hệ véc tơ là phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi có một véc tơ là tổ hợp 
tuyến tính của các véc tơ còn lại. 

4)  Giả sử hệ { }1,..., nv v  độc lập tuyến tính. Khi đó hệ { }1,..., ,nv v u  phụ thuộc 

tuyến tính khi và chỉ khi u  là tổ hợp tuyến tính của các véc tơ 1,..., nv v . Ngoài ra cách 
viết 1 1 ... n nu v v= β + +β  là duy nhất. 

Chứng minh: 1) Giả sử  1 1 ... n nu v v= α + + α và  1 1 ... n nu v v= β + +β  thì  

1 1 1 1 1( ) ... ( ) ... 0n n n n nu u v v= − = α −β + + α −β ⇒ α −β = = α −β =0  . 
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Do đ ó 1 1,..., n nα = β α = β . Vậy cách viết trên là duy nhất. 

2) Giả sử hệ { }1,..., mS u u=  chứa hệ con { }1,..., nu u  phụ thuộc, khi đó tồn tại 

1,..., nα α ∈  không đồng thời bằng 0 sao cho 1 1 ... n nu uα + + α = 0 .  

Chọn 1 1,..., , ,...,n n m+α α α α ∈ , trong đó 1 ... 0n m+α = =α =  và  1,..., nα α  không đồng 
thời bằng 0 thỏa mãn 1 1 1 1... ...n n n n m mu u u u+ +α + + α + α + + α = 0 . 

3) Giả sử hệ { }1,..., nS u u=  phụ thuộc tuyến tính, khi đó tồn tại 1,..., nα α ∈  không 

đồng thời bằng 0 sao cho 1 1 ... n nu uα + + α = 0 .  

Giả sử 1 0α ≠  thì 1 2 1 2 1( / ) ... ( / )n nu u u= − α α − − α α . 

4): (⇐): suy từ 3).  

(⇒): Giả sử { }1,..., ,nv v u  phụ thuộc khi đó tồn tại các số 1 ',..., ',nβ β α∈  không đồng 

thời bằng 0 sao cho  1 1' ... 'n nv v uβ + +β + α = 0 , vì hệ { }nvv ,...,1  độc lập nên 0α ≠ , 

do đó 1
1 ... n

nu v vββ
= − − −

α α
. Cách viết duy nhất suy từ tính chất 1). 

2.4  HẠNG CỦA MỘT HỆ HỮU HẠN CÁC VÉC TƠ 

2.4.1 Hệ con độc lập tuyến tính tối đại 

Định nghĩa 2.8: Cho hệ S  các véc tơ của không gian véc tơ V . Hệ con 'S  của hệ  S  
được gọi là độc lập tuyến tính tối đại của S  nếu thỏa mãn hai điều kiện sau: 

i) 'S  là hệ độc lập tuyến tính. 

ii) Nếu thêm bất kỳ véc tơ nào của S vào 'S  thì ta có hệ phụ thuộc tuyến tính. 

Nói riêng { }1,..., nv v  là hệ độc lập tuyến tính tối đại của V  nếu hệ  { }1,..., nv v  độc 

lập và nếu thêm bất kỳ véc tơ khác của V  ta có hệ mới là phụ thuộc.  

Định lý 2.7: 1)  Nếu 'S  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ S  thì mọi véc tơ 
của S  là tổ hợp tuyến tính các véc tơ của 'S  và cách biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính 
là duy nhất (điều này suy từ tính chất 2.6). 

2)  Giả sử { }1,..., nv v  là hệ con độc lập tuyến tính của một hệ hữu hạn S . Khi đó 

ta có thể bổ sung thêm để được một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của S  chứa 
{ }1,..., nv v . 

Thật vậy, nếu { }1,..., nv v  không tối đại thì tồn tại một véc tơ của S , ta ký hiệu 

1nv + , sao cho hệ { }1 1,..., ,n nv v v +  độc lập tuyến tính. Lập luận tương tự và vì hệ S  hữu 
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hạn nên quá trình bổ sung thêm này sẽ dừng lại, cuối cùng ta được hệ 
{ }1 1,..., , ,...,n n n kv v v v+ +  độc lập tuyến tính tối đại của S . 

Ví dụ 2.16: Tìm hệ con độc lập tuyến tính tối đại hệ véc tơ { }1 2 3 4, , ,S u u u u= :  

1 (3,1,4)u = , 2 (2, 3,5)u = − , 3 (5, 2,9)u = − , 4 (1,4, 1)u = − . 

 Hai véc tơ { }1 2,u u độc lập vì không tỉ lệ. 

 Có thể kiểm tra được: 3 1 2u u u= + ;  4 1 2u u u= − . 

Vậy { }1 2,u u  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của S . 

Tương tự có thể kiểm tra được { }1 3,u u , { }1 4,u u , { }2 3,u u , { }2 4,u u cũng là các hệ 

con độc lập tuyến tính tối đại của S . 

Qua ví dụ ta nhận thấy một hệ véc tơ có thể có nhiều hệ con độc lập tuyến tính tối 
đại. Tuy nhiên số các véc tơ của các hệ con độc lập tuyến tính tối đại đều bằng nhau. 
Ta sẽ chứng minh điều này trong mục tiếp sau. 

2.4.2  Hạng của một hệ hữu hạn các véc tơ 

Định lý 2.8 (Định lý thế Steinitz (Xtêi-nít)): Nếu hệ S  độc lập tuyến tính có n véc tơ 
và mỗi véc tơ của S  là tổ hợp tuyến tính các véc tơ của hệ R  có k véc tơ thì n k≤ . 

Chứng minh: Giả sử { }1,..., nS v v= , { }1,..., kR u u= . Ta sẽ chứng minh rằng có thể 

thay dần các véc tơ của hệ R  bằng các véc tơ của hệ S  để có các hệ 1R , 2R ,... mà 

mỗi véc tơ của hệ S  vẫn còn là tổ hợp tuyến tính của 1R , 2R ,....  

Thật vậy, ta có 1 1 1 ... k kv u u= α + + α , 1 0v ≠  (vì S  độc lập) nên 1,..., kα α ∈  
không đồng thời bằng 0, ta giả sử 1 0α ≠ (có thể đánh lại số thứ tự của R ), suy ra 

2
1 1 2

1 1 1

1 ... k
ku v u uαα

= − − −
α α α

.  

Xét hệ { }1 1 2, ,..., kR v u u= . Rõ ràng mọi véc tơ của S  vẫn còn là tổ hợp tuyến 

tính các véc tơ của 1R .  

Tương tự ta có  2 1 1 2 2 ... k kv v u u= β +β + +β , vì { }1 2,v v  độc lập nên 2,..., kβ β ∈  

không đồng thời bằng 0, ta giả sử 2 0β ≠ . 

Khi đó         31
2 2 1 3

2 2 2 2

1 ... k
ku v v u uβ ββ

= − − − −
β β β β

. 
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 Xét hệ { }2 1 2 3, , ,..., kR v v u u= , mọi véc tơ của S  cũng còn là tổ hợp tuyến tính 

các véc tơ của 2R .  

Nếu n k> , tiếp tục quá trình này cuối cùng ta được mọi véc tơ của S  là tổ hợp 
tuyến tính các véc tơ của hệ { }1 2, ,...,k kR v v v= , là hệ con của S . Điều này mâu thuẫn 

với giả thiết hệ S  độc lập tuyến tính. Vậy n k≤ . 

Định lý 2.9: Mọi hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ hữu hạn S  các véc tơ của V  
đều có số phần tử bằng nhau. 

Chứng minh: Giả sử { }1
,...,

ki iv v và { }1
,...,

nj jv v là hai hệ con độc lập tuyến tính tối đại 

của hệ S  lần lượt có k  phần tử và n  phần tử. Từ tính tối đại của mỗi hệ, suy ra rằng 
mọi véc tơ của hệ này là tổ hợp tuyến tính các véc tơ của hệ kia. Áp định lý thế 2.8 ta 
có n k≤  và k n≤  , vậy n k= . 

Định nghĩa 2.9: Số các véc tơ của một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ S  
được gọi là hạng (rank) của S , ký hiệu )(Sr .  

Qui ước hệ chỉ có véc tơ 0  có hạng là 0 . 

2.5  CƠ SỞ, SỐ CHIỀU CỦA KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

Định nghĩa 2.10: Mỗi hệ sinh độc lập tuyến tính của V được gọi là một cơ sở của  V .  

Định lý 2.10: Giả sử { }1,..., ne e  là một hệ các véc tơ của V . Các mệnh đề sau là 

tương đương: 

(i)  Hệ { }1,..., ne e  là một cơ sở của V . 

(ii)  Hệ { }1,..., ne e  là hệ độc lập tuyến tính tối đại của V . 

(iii)  Mọi véc tơ Vu∈ tồn tại một cách viết duy nhất: 

1 1 ... n nu x e x e= + +  ,  1,..., nx x ∈ .                 (2.8) 

Chứng minh: (i)⇒(ii): Hiển nhiên từ định nghĩa của cơ sở và tính chất 2.7. 

(ii)⇒(iii): Suy từ tính chất 2.6 và tính chất 2.7.  

(iii)⇒(i): Rõ ràng  { }1,..., ne e  là hệ sinh.  

Giả sử 1 1 ... n nx e x e+ + = 0 , ta cũng có 10 ... 0 ne e= + +0 . Do cách viết duy nhất 

suy ra 1 ... 0nx x= = = . Vậy { }1,..., ne e  là một hệ sinh độc lập, do đó là một cơ sở. 
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Định nghĩa 2.11: 1( ,..., )nx x  trong (2.8) được gọi là tọa độ của véc tơ u trong cơ sở 

{ }nee ,...,1 . 

Ta ký hiệu tọa độ của véc tơ u  trong cơ sở { }nee ,...,1=B  là ( )u
B

. 

Vậy nếu u  thỏa mãn (2.8) thì 

      ( ) 1( ,..., )nu x x=
B

                       (2.9) 

Ví dụ 2.17: Hai hệ véc tơ { }1 2,e e=B , { }1 2' ' , 'e e=B , với 1 2(1,0), (0,1)e e= =  và 

1 2' (1,1), ' (4,3)e e= =  là hai cơ sở của không gian véc tơ 2 . 

Với mọi 2( , )u x y= ∈ : 1 2( , ) ( ,0) (0, ) (1,0) (0,1)u x y x y x y xe ye= = + = + = + . 

Giả sử 1 2( , ) ' ' ' ' '(1,1) '(4,3) ( ' 4 ', ' 3 ')u x y x e y e x y x y x y= = + = + = + + .  

Do đó  
' 4 ' ' 4 3
' 3 ' '

x y x x y x
x y y y x y
+ = = −⎧ ⎧

⇔⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
 

Vậy: 

  ( ) ( , )u x y=
B

;  ( ) (4 3 , )
'

u y x x y= − −
B

.                  (2.10) 

Cơ sở { }1 2,e e=B được gọi là cơ sở chính tắc của 2 . 

Định lý 2.11: Giả sử V  là không gian véc tơ hữu hạn sinh và { }1,..., kv v  là hệ độc lập 

tuyến tính các véc tơ của V . Khi đó có thể bổ sung thêm để có được hệ  
{ }1 1,..., , ,...,k k k mv v v v+ +  là một cơ sở của V . 

Chứng minh: Giả sử V có một hệ sinh có n véc tơ. Nếu { }1,..., kS v v=  không phải là 

cơ sở thì S  không phải là hệ sinh, theo tính chất 2.6-3) tồn tại véc tơ, ta ký hiệu 1kv + , 

sao cho hệ { }1 1,..., ,k kv v v +  độc lập tuyến tính. Tiếp tục quá trình này cuối cùng ta có hệ 

{ }1 1,..., , ,...,k k k mv v v v+ +  độc lập tuyến tính và là hệ sinh, k m n+ ≤  (theo Bổ đề 2.8). 

Vậy { }1 1,..., , ,...,k k k mv v v v+ +  là một cơ sở cần tìm.  

Hệ quả 2.12: Mọi không gian hữu hạn sinh đều tồn tại cơ sở.  

Định lý 2.13: Số phần tử của mọi cơ sở của đều bằng nhau. 

Chứng minh: Áp dụng Định lý 2.8 ta suy ra hai cơ sở bất kỳ của V đều có số phần tử 
bằng nhau.  
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Định nghĩa 2.12: Số véc tơ của một cơ sở của V được gọi là số chiều của V , ký hiệu 
Vdim . Quy ước  { } 0dim =0 . 

Ví dụ 2.18: Trong không gian n  ta xét hệ { }1,..., ne e=B  trong đó: 

1 (1,0,...,0)e = , 2 (0,1,...,0)e = ,..., (0,0,...,1)ne =       (2.11) 

là một cơ sở của  n  gọi là cơ sở chính tắc. Vậy dim n n= . 

Ví dụ 2.19: Hệ { }1, ,..., nt t=B  là một cơ sở của nP , gọi là cơ sở chính tắc. Vậy 

dim 1n n= +P . 

Nhận xét 2.1: Không gian 
1

n
n

∞

=

=P P∪  là một ví dụ về không gian véc tơ không hữu hạn 

sinh. Thật vậy, hệ { }21, , ,....t t  có vô hạn véc tơ và độc lập tuyến tính nên không thể là 

hữu hạn sinh.  

Định lý 2.14: Giả sử dimV n=  và { }1,..., mS v v=  là hệ m véc tơ của V . Khi đó:    

(i)  Nếu hệ S  độc lập tuyến tính thì m n≤ . 

(ii)  Nếu hệ S  là hệ sinh của thì m n≥ . 

(iii)  Nếu m n=  thì hệ S  độc lập tuyến tính khi và chỉ khi S  là hệ sinh. 

Chứng minh: Gọi B  là một cơ sở của V . Áp dụng Định lý 2.8 cho hai hệ B  và S  
suy ra các điều cần chứng minh.  

Định lý 2.15: Giả sử 21,WW  là hai không gian con của V  thì 

  1 2 1 2 1 2) )dim dim dim( dim(W W W W W W+ = + + ∩   (2.12) 

Đặc biệt:      

                         1 2 1 2)dim( dim dimW W W W⊕ = +              (2.13) 

Chứng minh: Giả sử { }1,..., le e  là một cơ sở của 1 2W W∩  (nếu 1 2W W∩ =∅  thì 

0=l ). Theo định lý 2.11 ta có thể bổ sung thêm để { }1 1,..., , ,...,l me e u u  là một cơ sở 

của 1W  và { }1 1,..., , ,...,l ke e v v  là một cơ sở của 2W . Với mọi 1 2v W W∈ +  thì: 

1 1 1 1 1 1 1( ' ) ... ( ' ) ... ...l l l m m k kv x x e x x e y u y u z v z v= + + + + + + + + + + .  

Vậy { }1 1 1,..., , ,..., , ,...,l m ke e u u v v  là hệ sinh của 1 2W W+ .  

Mặt khác, giả sử 1 1 1 1 1 1... ... ... 0l l m m k kx e x e y u y u z v z v+ + + + + + + + =   (*) 
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thì  1 1 1 1 1 1 1 2... ... ...l l m m k kx e x e y u y u z v z v W W+ + + + + = − − − ∈ ∩ . 

⇒  1 1 1 1 1 2... ...k k l lz v z v t e t e W W− − − = + + ∈ ∩ ⇒  1 1 1 1... ... 0k k l lz v z v t e t e+ + + + + =  

Vì { }1 1,..., , ,...,l ke e v v  độc lập ⇒ 1 1... ... 0k lz z t t= = = = = =   

Thay vào (*) ⇒  1 1... ... 0l mx x y y= = = = = = . 

Vậy { }1 1 1,..., , ,..., , ,...,l m ke e u u v v  là một cơ sở của 21 WW + . 

Do đó: 1 2 1 2 1 22 ) )dim dim dim( dim(W W l m k W W W W+ = + + = + + ∩ . 

Định lý 2.16: Giả sử S  là hệ hữu hạn các véc tơ của V , 0S  là một hệ con của S . Đặt 
spanW S= . Khi đó: 

(i)  0S  là một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của S khi và chỉ khi 0S  là một cơ 
sở của W , do đó ( ) dimr S W= . 

(ii)  Khi thực hiện một số hữu hạn các phép biến đổi sơ cấp sau lên hệ S : 

•  Nhân một số khác 0 với một véc tơ của hệ S ; 

•  Cộng vào một véc tơ của hệ S  một tổ hợp tuyến tính các véc tơ khác của 
S ; thì hệ S  biến thành hệ 'S .  

Đặt ' 'spanW S=  thì 'W W= , do đó ( ) ( ') dimr S r S W= = . 

Chứng minh: (i) Giả sử 0S  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của S  thì 0S  cũng 

sinh ra W , do đó 0S  là một cơ sở của W . Ngược lại nếu 0S  là một cơ sở của W thì 

0S  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của W , do đó cũng là hệ con độc lập tuyến tính 
tối đại của S . 

=)(Sr  số véc tơ của 0 dimS W= . 

(ii) Có thể kiểm chứng rằng 'S W⊂  do đó  'W W⊂ . Tương tự cũng có 'W W⊂ .  

Vậy 'W W=  ⇒ )'()( SrSr = . 

Nhận xét 2.2: Để tìm hạng của hệ véc tơ { }1 2, ,..., nv v v  ta có thể sử dụng 2 cách sau: 

Cách 1: Áp dụng định lý 2.16 bằng cách thực hiện các phép biến đổi sơ cấp lên hệ véc 
tơ đã cho để đưa về hệ véc tơ mà ta dễ dàng nhận được hạng của nó.  

 Khi thực hành ta có thể viết tọa độ các véc tơ thành một bảng, mỗi véc tơ nằm 
trên một cột, sau đó biến đổi lên các cột của bảng số (đổi vị trí 2 cột, nhân một số khác 
0 vào 1 cột, cộng vào 1 cột một tổ hợp tuyến tính các cột khác) để đưa bảng số tương 
ứng về bảng số mà các phần tử khác 0 có dạng hình thang. Khi đó các cột khác 0 tạo 
thành hệ véc tơ độc lập tuyến tính tối đại cần tìm. 
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* 0 0
* 0

0
*

#
# #
# #

" "
" "
" "
" "

# # # # #

 

trong đó * là các phần tử khác 0, các phần tử #  có thể bằng 0. 

Cách 2: Áp dụng tính chất 2.6 theo từng bước như sau: 

1. Loại các véc tơ iv = 0 , 

2. Giả sử 
jiv ≠ 0 , loại các véc tơ iv  tỉ lệ với 

jiv , 

3. Giả sử { }1
,...,

ki iv v  độc lập, khi đó  { }1
,..., ,

ki i jv v v  độc lập khi và chỉ khi  

  jv  không biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính của { }1
,...,

ki iv v  . 

Ví dụ 2.20: Tìm hạng của hệ véc tơ sau: 

1 2 3 4 5(1,1,1,1), (1, 1,1, 1), (1,3,1,3), (1,2,0,2), (1,2,1,2)v v v v v= = − − = = = . 

Giải:  •  Cách1:   

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 3 2 2 1 2 2 1 0
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
1 1 3 2 2 1 2 2 1 0

⎧ ⎧
⎪ ⎪− −⎪ ⎪→⎨ ⎨ −⎪ ⎪
⎪ ⎪− −⎩ ⎩

  

 (Cột 1 →  cột 1, cột 2 - cột1 →  cột 2, cột 3 - cột1 →  cột 3, cột 4 - cột1 →  cột 4, cột 
5 - cột4 →  cột 5) 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 2 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 1 0 0
1 2 0 0 0 1 1 0 0 0

⎧ ⎧
⎪ ⎪−⎪ ⎪→ →⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪−⎩ ⎩

 

(Cột 3 + cột 2 → cột 3, cột 4 +(1/2) cột 2 - cột 5 → cột 4). 

(-1/2cột  2 → cột 2, cột 5 → cột 3). 

Vậy hệ véc tơ có hạng là 3. 

•  Cách 2:  1 2,v v không tỉ lệ nên độc lập. Nếu  3 1 2v xv y v= + thì 



CHƯƠNG II: KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

 

 65

1
3
1
3

x y
x y
x y
x y

+ =⎧
⎪ − =⎪
⎨ + =⎪
⎪ − =⎩

     2, 1x y⇒ = = − .  

Vậy  3 1 22v v v= − . Nghĩa là { }1 2 3, ,v v v  phụ thuộc. 

Nếu  4 1 2v xv y v= + thì 

1
2
0
2

x y
x y
x y
x y

+ =⎧
⎪ − =⎪
⎨ + =⎪
⎪ − =⎩

  ,  hệ vô nghiệm. Vậy  { }1 2 4, ,v v v  độc lập. 

Nếu  5 1 2 4v xv y v zv= + +  thì 

1
2 2
1
2 2

x y z
x y z
x y
x y z

+ + =⎧
⎪ − + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ − + =⎩

   3/ 2, 1/ 2, 0x y z⇒ = = − = .   

Nghĩa là 5 1 23/ 2 1/ 2v v v= − . Do đó { }1 2 4 5, , ,v v v v  phụ thuộc. 

Vậy  { }1 2 4, ,v v v  là một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của  { }1 2 3 4 5, , , ,v v v v v . 

BÀI TẬP CHƯƠNG II 

2.1) Tập 3  với các phép toán được định nghĩa trong các trường hợp sau có phải là 
không gian véc tơ không? Chỉ rõ tiên đề mà phép toán không thoả mãn. 

 a) 
( , , ) ( ', ', ') ( ', ', ')

( , , ) ( , , ) ;  
x y z x y z x x y y z z

x y z x y z
+ = + + +⎧

⎨α = α α∈⎩
 

 b) 
( , , ) ( ', ', ') ( ', ', ')

( , , ) (2 ,2 ,2 );  
x y z x y z x x y y z z

x y z x y z
+ = + + +⎧

⎨α = α α α α∈⎩
 

 c) 
( , , ) ( ', ', ') ( ' 1, ' 1, ' 1)

( , , ) (0,0,0);  
x y z x y z x x y y z z

x y z
+ = + + + + + +⎧

⎨α = α∈⎩
. 

2.2)  Xét các hàm số xác định trong đoạn [ ]⊂ba,  với các phép cộng hai hàm số và 
phép nhân hàm số với số thực. Tập các hàm số sau có phải là không gian véc tơ 
không?  

a) Tập các hàm liên tục trong đoạn [ ]ba, . 
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b) Tập các hàm số khả vi trong khoảng ( ),a b  (có đạo hàm tại mọi điểm 

( ),x a b∈ ). 

c) Tập các hàm số bị chặn trong đoạn [ ]ba, . 

d) Tập các hàm số trong đoạn [ ]ba,  sao cho 0)( =bf . 

e) Tập các hàm số trong đoạn [ ]ba,  sao cho 1)( =bf . 

f) Tập các hàm số không âm trong đoạn [ ]ba, . 

2.3)  Tập hợp các véc tơ có dạng sau có phải là không gian con của 3  không? 

a) Các véc tơ có dạng )0,0,(x . 

b) Các véc tơ có dạng )1,1,(x . 

c) Các véc tơ có dạng ),,( zyx  thoả mãn 0=++ zyx . 

d) Các véc tơ có dạng ),,( zyx  thoả mãn 1=++ zyx . 

e) Các véc tơ có dạng ),,( zyx , 02 =+− zyx , 04 =−+ zyx . 

2.4) Tìm , ,x y z  nếu ( ) ( ) ( ) ( )2, 3, 4 1,1,1 1,1,0 1,0,0x y z− = + + . 

2.5)  Hãy biểu diễn véc tơ u  thành tổ hợp tuyến tính của 1 2 3, ,v v v : 

a) (7, 2,15)u = − ;  1 (2,3,5)v = , 2 (3,7,8)v = , 3 (1, 6,1)v = − . 

b) (1,4, 7,7)u = − ; 1 (4,1,3, 2)v = − , 2 (1,2, 3,2)v = − , 3 (16,9,1, 3)v = − . 

2.6)  Hãy xác định λ  sao cho u  là tổ hợp tuyến tính của 1 2 3, ,v v v : 

 a) (7, 2, )u = − λ ;  1 (2,3,5)v = , 2 (3,7,8)v = , 3 (1, 6,1)v = − . 

 b) (1,3,5)u = ;  1 (3,2,5)v = , 2 (2,4,7)v = , 3 (5,6, )v = λ . 

2.7) Viết đa thức 23 4p x x= − + +  thành tổ hợp tuyến tính của các đa thức : 

2
1 5 2p x x= − + , 2

2 3 2p x x= − + , 3 3p x= + . 

2.8)  Chứng minh { }321 ,, vvv  là một cơ sở của 3 , tìm tọa độ của u  trong cơ sở này.
  

a) )14,9,6(=u ;  )1,1,1(1 =v , )2,1,1(2 =v , )3,2,1(3 =v . 

b) )7,2,6( −=u ;  )3,1,2(1 −=v , )5,2,3(2 −=v , )1,1,1(3 −=v . 

2.9)   Mỗi hệ véc tơ sau có sinh ra 3 không? 

 a) )1,1,1(=u , )0,2,2(=v , )0,0,3(=w . 
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 b) )3,1,2( −=u , )2,1,4(=v , )8,1,8( −=w . 

 c) )4,1,3(=u , )5,3,2( −=v , )9,2,5( −=w , )1,4,1( −=s . 

2.10)  Các hệ véc tơ dưới đây độc lập hay phụ thuộc tuyến tính. 

 a) )6,2,4( −=u , )9,3,6( −=v  trong 3 . 

 b) )1,3,2( −=u , )5,1,3( −=v , )3,4,1( −=w  trong 3 . 

 c) )3,4,5(=u , )2,3,3(=v , )3,1,8(=w  trong 3 . 

 d) )6,2,5,4( −=u , )3,1,2,2( −=v , )9,3,3,6( −=w , )6,5,1,4( −=s  trong 4 . 

2.11)  Tìm chiều và một cơ sở của không gian con của 4   

a) Các véc tơ có dạng )0,,,( cba . 

b) Các véc tơ có dạng ),,,( dcba với d a b= +  và bac −= . 

c) Các véc tơ có dạng ),,,( dcba  với dcba === . 

2.12) Tìm chiều và một cơ sở của không gian con sinh bởi hệ các véc tơ sau: 

a) )1,4,2(1 =v , )2,6,3(2 −=v , )21,2,1(3 −−=v . 

b) )1,0,0,1(1 −=v , )0,1,1,2(2 =v , )1,1,1,1(3 =v , )4,3,2,1(4 =v , )3,2,1,0(5 =v . 

c) )0,1,1,1,1(1 =v , )1,1,1,1,1(2 −−−=v , )10,0,2,2(3 −=v , )2,5,5,1,1(4 =v ,   

)0,0,1,1,1(5 −−=v . 

2.13)  Chứng minh rằng tập các hàm khả vi trên [ ]ba,  và thoả mãn 04' =+ ff  tạo 
thành không gian con của [ ]baC , . Tìm một cơ sở và số chiều của không gian con này. 

2.14)  Cho 3 véc tơ 1 2 3, ,v v v  của không gian véc tơ V . Chứng minh: 

a) Nếu { }1 2,v v độc lập thì { }1 2 1 2,v v v v+ −  cũng độc lập. 

b) Nếu { }1 2 3, ,v v v  độc lập thì { }1 2 2 3 3 1, ,v v v v v v+ + +  cũng độc lập. 

2.15)  Chứng minh nếu hai hệ véc tơ { }1,..., nv v  và { }1,..., mu u  của không gian véc tơ 

V mà mỗi véc tơ của hệ này đều biểu thị thành tổ hợp tuyến tính của hệ kia thì hai hệ 
đó có cùng hạng. 

2.16) Giả sử ,U V  và W  là ba không gian véc tơ con của một không gian véc tơ. Chứng 

minh rằng  ( ) ( ) ( )U V U W U V W∩ + ∩ ⊂ ∩ + . 

2.17) Trong không gian  4  xét các véc tơ: 1 (1,2, 1,3)u = −  ,  2 (2,4,1, 2)u = − , 3 (3,6,3, 7)u = − ;   
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 Và 1 (1,2, 4,11)v = − ,  2 (2,4, 5,14)v = − . Đặt  U , V   là hai không gian véc tơ con của  4  lần 

lượt sinh bởi hệ véc tơ { }1 2 3, ,u u u  và { }1 2,v v . Chứng minh rằng  U V= . 

2.18) Chứng minh rằng các tập con sau 

    { }3( , , ) 0V x y z x y z= ∈ + + = , { }3( , , ) 0W x y z x y z= ∈ − − =   

là các không gian con của 3 . Tìm một cơ sở của WVWV ,,∩ . 

2.19)  Chứng minh rằng các tập con sau 

{ }3( , , ) 0V x y z x= ∈ = , { }3( , , ) 0W x y z y= ∈ =   

là các không gian con của 3 . Xác định WVWV +∩ , . Tổng này có phải là tổng trực 
tiếp không? 

2.20)  Trong không gian  4  xét:  

 { })7,3,6,1();1,1,2,0();2,0,0,1(span −−=V ,  { })1,1,2,1();1,0,2,3(span=W  

Tìm số chiều của WVWVWV +∩ ,,, . 

2.21) Tìm điều kiện của , ,x y z  để 3( , , )u x y z= ∈  thuộc không gian véc tơ con sinh 
bới: 1 (2,1,0)u =  ,  2 (1, 1,2)u = − , 3 (0,3, 4)u = − . 

2.22) Chứng minh rằng { }( , ,0) ,W x y x y= ∈  là không gian véc tơ con sinh bởi hai 

véc tơ ,u v  trong đó : 

a) (1,2,0)u = , (0,1,0)v = . 

b) (2, 1,0)u = − , (1,3,0)v = . 

2.23) 1 2,W W  là hai không gian véc tơ con của 3  xác định như sau: 

{ }1 ( , , ) , , ;W x y z x y z x y z= ∈ = = ; { }2 (0, , ) ,W y z y z= ∈ . 

Chứng minh rằng 3
1 2W W= ⊕ . 

2.24) Cho hai véc tơ 1 (1, 3,2)u = −  ,  2 (2, 1,1)u = −  của 3 . 

a) Viết (1,7, 4)−  thành tổ hợp tuyến tính của hai véc tơ 1u , 2u . 

b) Viết (2, 5,4)−  thành tổ hợp tuyến tính của hai véc tơ 1u , 2u . 

c) Tìm các giá trị của k  để (1, ,5)k  viết được thành tổ hợp tuyến tính của hai véc tơ 1u , 

2u .  
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d) Tìm điều kiện , ,x y z  để ( , , )x y z  viết được thành tổ hợp tuyến tính của hai véc tơ 1u , 

2u .   

2.25) Tìm 1 2W W∩ , trong đó : { }1 ( , ,0) ,W x y x y= ∈ . 2W  là không gian véc tơ con 

của 3  sinh bởi hai vec tơ (1,2,3)  và (1, 1,1)− . 

2.26) 1 2 3, ,W W W  là ba không gian véc tơ con của 3  xác định như sau: 

{ }1 ( , , ) , , ; 0W x y z x y z x y z= ∈ + + = ; { }2 ( , , ) , , ;W x y z x y z x z= ∈ = ; 

{ }3 (0,0, )W z z= ∈ . 

Chứng minh rằng: a) 3
1 2W W= + ;  b) 3

1 3W W= + ; c) 3
2 3W W= + . 

Trong các tổng trên trường hợp nào là tổng trực tiếp. 

2.27) Giả sử W  là không gian véc tơ con của không gian véc tơ n  chiều V . Chứng 
minh rằng dimW n≤ .  

dimW n=  khi và chỉ khi W V= . 

2.28) Cho 1 2,W W  là hai không gian véc tơ con của 4  xác định như sau: 

{ }1 ( , , , ) , , , ; 0W x y z t x y z t y z t= ∈ + + = ; { }2 ( , , , ) , , , ; 0, 2W x y z t x y z t x y z t= ∈ + = =  

Tìm một cơ sở và chiều của các không gian véc tơ con 1 2,W W   và 1 2W W∩ . 

2.29) Giả sử 1 2,W W  là hai không gian véc tơ con 2 chiều của 3 . Chứng minh rằng 

{ }1 2 0W W∩ ≠ . 

2.30) Giả sử 1 2,W W  là hai không gian véc tơ con của 3  thỏa mãn điều kiện 

1dim 1W = , 2dim 2W =  và 1 2W W⊄ . Chứng minh rằng 3
1 2W W= ⊕ . 

2.31) Giả sử 21,WW  là hai không gian con của không gian véc tơ V  sao cho  

1 2W W V∪ = . Chứng minh VW =1  hoặc VW =2 . 

2.32)  Giả sử 21,WW  là hai không gian con của không gian véc tơ V . Chứng minh 
rằng hai tính chất bất kỳ trong ba tính chất sau kéo theo tính chất thứ ba:  

1) { }1 2W W∩ = 0 , 

  2) 1 2W W V+ = ,  

3) 1 2dim dim dimW W V+ = . 

2.33) Chứng minh rằng mọi không gian con W của V  đều có bù tuyến tính, nghĩa là 
tồn tại không gian con Z  sao cho ZWV ⊕= . Hỏi Z  có duy nhất không? 
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2.34) Cho hệ véc tơ { }1,..., nv v  của không gian véc tơ V . Chứng minh rằng hệ 

{ }1,..., nv v  độc lập tuyến tính khi và chỉ khi 
1

n

i
i

v
=
∑  là tổng trực tiếp và iv ≠ 0  với mọi 

ni ,...,1= . 

2.35)  Giả sử 1 ... nV W W= ⊕ ⊕ . Chứng minh rằng: 

a) Nếu iS  là một hệ độc lập tuyến tính của iW  với mọi ni ,...,1=  thì 

1 ... n∪ ∪S S  là hệ độc lập tuyến tính của V . 

b) Nếu iS  là một hệ sinh của iW  với mọi ni ,...,1=  thì 1 ... n∪ ∪S S  là hệ sinh 
của V . 

c) Nếu iS  là một cơ sở của iW  với mọi ni ,...,1=  thì 1 ... n∪ ∪S S  là một cơ sở 
của V . 

2.36)  Giả sử nkk ,...,1  là n  số thực cho trước, trong n  xét tập: 

  { }1 1 1( ,..., ) ... 0n
n n nW v x x k x k x= = ∈ + =  

a) Chứng minh W  là không gian con của n . 

b) Chứng minh rằng dim 1W n= −  nếu nkk ,...,1  không đồng thời bằng 0. 

2.37) Cho hệ véc tơ { }1 1,..., , ,...,p qM v v u u=  của không gian véc tơ V . Giả sử hệ 

{ }1 1,..., pM v v=  có hạng là m  và hệ { }2 1,..., qM u u=  có hạng n . Chứng minh hạng 

của M m n≤ + . 

2.38)  Giả sử  V  là không gian véc tơ (hữu hạn sinh): 

a) Chứng minh rằng, với mọi hệ sinh hữu hạn S của V , tồn tại cơ sở  B  của V  
sao cho ⊂B S . 

b) Chứng minh rằng, với mọi hệ sinh hữu hạn S của V và hệ độc lập tuyến tính 
U  của V sao cho ⊂U S , tồn tại cơ sở B  của V sao cho ⊂ ⊂U B S . 

c) Chứng minh rằng, với mọi hệ sinh hữu hạn S của V và hệ độc lập tuyến tính 
U  của V , tồn tại cơ sở B  của V sao cho ⊂ ⊂ ∪U B S U . 
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CHƯƠNG III 

                                               MA TRẬN 

  

 Lý thuyết ma trận có mặt khắp nơi, trong toán học cũng như trong các ngành 
khoa học khác. Vì vậy chúng ta dễ lầm tưởng rằng lý thuyết ma trận ra đời đã lâu lắm 
nhưng thực tế lý thuyết này mới ra đời từ đầu thế kỷ 19,  mặc dù nhiều loại bảng số có 
tính chất đặc biệt đã được biết đến từ hàng trăm năm nay. Các ma trận vuông xuất hiện 
đầu tiên ở đầu thế kỷ 19 trong các công trình về dạng toàn phương hay về các phép thế 
tuyến tính. Phép nhân hai ma trận vuông cấp 3 được Gauss (Gau-xơ) đưa ra vào năm 
1801. Tên gọi ma trận được nhà toán học Anh Sylvester (Synvét) đưa ra năm 1850. 
Cayley (Kê-li) là người đầu tiên mô tả một cách tổng quát các phép tính với các ma 
trận bất kỳ và ma trận nghịch đảo (1858). Peano là người đầu tiên đưa ra cách biểu 
diễn một ánh xạ tuyến tính qua các ma trận. Còn Gauss là người đầu tiên sử dụng ma 
trận để nghiên cứu các dạng toàn phương.  

Ký hiệu ma trận cô đọng, rất có ích và thuận tiện trong khi thực hiện các phép 
biến đổi tuyến tính (chương 6) và cho phép ta phát triển một phương pháp hoàn chỉnh 
để giải các hệ phương trình vi phân tuyến tính. Sự quan tâm của các nhà vật lý đối với 
lý thuyết ma trận, đặc biệt tăng lên sau khi Heisenberg, Born, Jordan vào năm 1925 đã 
dùng nó trong các bài toán của cơ học lượng tử. Sự phát triển của máy tính hiện đại 
thực hiện dễ dàng những phép tính ma trận cơ bản càng thúc đẩy thêm sự ứng dụng 
rộng rãi ma trận vào những lĩnh vực khác.  

 Có người ví ma trận như là số học của toán cao cấp. Cách ví von này hoàn toàn 
hợp lý vì ma trận được sử dụng rộng rãi trong các chuyên ngành khác nhau của toán 
học. Với tư cách là sự biểu diễn của các phép biến đổi tuyến tính, ma trận được sử 
dụng trong các bài toán cực trị của hàm nhiều biến, đạo hàm hàm hợp, ma trận Jacobi 
trong phép đổi biến số, giải các hệ phương trình vi phân tuyến tính. Các ma trận dương 
dùng để mô tả các đặc trưng của véc tơ ngẫu nhiên, mô tả xác suất chuyển của chuỗi 
Markov trong lý thuyết xác suất. Ma trận còn được sử dụng để giải các bài toán quy 
hoạch tuyến tính, phân loại các đường, mặt bậc 2... 

Chương trình phần mềm MATLAB (Matrix laboratory) hỗ trợ cho việc tính 
toán, đồ hoạ và mô phỏng cũng được thực hiện trong môi trường ma trận. 

 Nắm vững khái niệm ma trận giúp học viên học tốt các chương 4,5,6,7. 

 Trong chương này ta chỉ xét khái niệm ma trận cùng với các phép toán cộng ma 
trận, nhân một số với ma trận, nhân hai ma trận và ma trận chuyển vị. 

 Cộng hai ma trận cùng cỡ được thực hiện bằng cách cộng các phần tử nằm trên 
các hàng các cột tương ứng với nhau. Nhân một số với ma trận là nhân số này với mọi 
phần tử của ma trận. Hai phép toán này được thực hiện một cách dễ dàng. Phép nhân 



CHƯƠNG III:  MA TRẬN 

 

 72

hai ma trận chỉ thực hiện được khi số cột của ma trận trước bằng số hàng của ma trận 
sau. Khi đó phần tử ở hàng i cột j của ma trận tích có được bằng cách lấy các phần tử 
trên hàng thứ i của ma trận trước nhân tương ứng với các phần tử trên cột thứ j của ma 
trận sau rồi cộng lại. Như vậy phép nhân ma trận được thực hiện khó hơn nhiều. Học 
viên cần luyện tập nhiều về phép nhân ma trận. 

Tập hợp các ma trận cùng cỡ với phép cộng ma trận và phép nhân một số với 
ma trận là một không gian véc tơ. Tập hợp các ma trận vuông cùng cấp với phép cộng 
ma trận và phép nhân ma trận với ma trận là một vành có đơn vị, không giao hoán và 
không nguyên.   

 Ma trận của một hệ véc tơ trong một cơ sở B nào đó là ma trận có các cột là toạ 

độ của hệ véc tơ này trong cơ sở B. Ma trận chuyển từ cơ sở B sang cơ sở B' là ma 

trận của hệ véc tơ B' viết trong cơ sở B. Hạng của ma trận là hạng của hệ véc tơ cột. 

Ma trận nghịch đảo được xét trong chương 4 khi ta đã học định thức của ma 
trận. Bài toán chéo hoá ma trận được xét trong chương 6 cùng với bài toán chéo hoá tự 
đồng cấu tuyến tính. Ma trận trực giao và bài toán chéo hoá trực giao của một ma trận 
được xét trong chương 7 bằng cách sử dụng tích vô hướng. 

3.1  KHÁI NIỆM MA TRẬN 

Định nghĩa 3.1:  Một bảng số có m  hàng n  cột có dạng 

                 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

# # % #
               (3.1) 

được gọi là một ma trận cỡ m n× .  

ija  là phần tử ở hàng thứ i  và cột j . 

Khi , ,ija i j∈ ∀  thì A  được gọi là ma trận nguyên, , ,ija i j∈ ∀  thì A  được gọi 

là ma trận phức. Nếu không chỉ rõ ija  thì ta quy ước A  là ma trận thực. 

Ma trận A  cỡ nm×  có thể được viết tắt dạng 

            
1,

1,

i m
ij j n

A a
=

=
⎡ ⎤= ⎣ ⎦     hay  ij m n

A a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦              (3.2) 

Khi m n=  ta nói A  là ma trận vuông cấp n .  
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Tập hợp tất cả các ma trận cỡ m n×  được ký hiệu nm×M .  

Tập hợp tất cả các ma trận vuông cấp n  được ký hiệu nM . 

Ví dụ 3.1:     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
523

10 π
 là ma trận cỡ 32× . 

Hai ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 

' 'ij m n
B b

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  bằng nhau khi cùng cỡ và có các phần tử 

tương ứng đều bằng nhau: 

' '

'
'

, 1,  ;  1,
ij ijm n m n

ij ij

m m
a b n n

a b i m j n
× ×

⎧ =
⎪⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⇔ =⎨⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ = ∀ = =⎪⎩

            (3.3) 

3.2  CÁC PHÉP TOÁN MA TRẬN 

3.2.1 Phép cộng ma trận  

Cho hai ma trận cùng cỡ   ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ij m n

B b
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

Tổng của hai ma trận ,A B  là ma trận cùng cỡ được ký hiệu và định nghĩa bởi 

        ,ij ij ij ijm n
A B c c a b

×
⎡ ⎤+ = = +⎣ ⎦  với mọi  1,  ;i m=  1,j n= .  (3.4) 

Ví dụ 3.2:  
2 3 0 0 8 5 2 5 5
9 4 1 3 1 7 6 5 6

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 . 

3.2.2  Phép nhân một số với ma trận  

Cho ma trận  ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  cỡ m n× , và số thực k . Ta định nghĩa và ký hiệu:   

ij m n
kA ka

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦                     (3.5) 

Ví dụ 3.3:      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

5423
02141

1083
0121

2
1

. 

Ví dụ 3.4:  Tìm , ,x y z  và w  nếu:  
6 4

3
1 2 3

x y x x y
z w w z w

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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Giải: Theo (3.4) và (3.5) ta được  
3 3 4 6
3 3 1 2 3

x y x x y
z w z w w

+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Theo (3.3) ta có

3 4 2 4 2
3 6 2 6 4
3 1 2 1 1
3 2 3 3 3

x x x x
y x y y x y
z z w z w z
w w w w

= + = =⎧ ⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪= + + = + =⎪ ⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨= + − = − =⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪= + = =⎩ ⎩ ⎩

 

Tính chất 3.1: Các tính chất sau đây đúng đối với các ma trận cùng cỡ: 

1)   CBACBA ++=++ )()( ; 

2)  Ma trận có các phần tử đều bằng 0 gọi là ma trận không và ký hiệu 0 . 

     Khi đó:    A A A+ = + =0 0 ; 

3)  ( )A A+ − = 0   ,  trong đó ij m n
A a

×
⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ ; 

4) ABBA +=+ . 

Vậy  ),( +×nmM  là một nhóm Abel. 

Ta cũng kiểm chứng được các tính chất sau đúng với mọi số thực hk,  với mọi 

ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ,  ij m n

B b
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  cỡ m n× : 

5)  ( )k A B kA kB+ = + ; 

6)  ( )k h A kA hA+ = +  ; 

7)  ( ) ( )k hA kh A= ; 

8)  AA =1 . 

Với 8 tính chất này tập  nm×M  là không gian véc tơ.  

Ký hiệu ijE  là ma trận cỡ m n×  có các phần tử đều bằng 0 ngoại trừ phần tử ở 

hàng i cột j bằng 1. Hệ các ma trận { }1,  ; 1,ijE i m j n= =  là một cơ sở của m n×M .  

Vậy dim m n m n× = ⋅M . 

Ví dụ 3.5: Ma trận cỡ 2 3×  bất kỳ có thể biểu diễn duy nhất thành tổ hợp tuyến tính: 

11 12 13
11 12 13

21 22 23

1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

a a a
a a a

a a a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
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            21 22 23
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1

a a a⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Vậy 
1 0 0 0 1 0 0 0 0

, ,...,
0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 là một cơ sở của 2 3×M . 

3.2.3 Phép nhân ma trận 

Định nghĩa 3.2:  Tích hai ma trận ij m p
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ và  ij p n

B b
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ là ma trận cỡ m n×  

được ký hiệu và định nghĩa bởi ij m n
AB c

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , trong đó  

1

p

ij ik kj
k

c a b
=

= ∑  với mọi 1,  ;  1,i m j n= = .          (3.6) 

Vậy phần tử ở hàng thứ i cột thứ j của AB  bằng tổng của tích các phần tử của 
hàng thứ i của A  với các phần tử tương ứng của cột thứ j của B .  

         j               

i

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

pj

j

j

ipiiij

b

b
b

aaac
2

1

21  

Ví dụ 3.6:  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
177
159

42
01
31

521
321

. 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6123
482

241
3
2

. 

Ta thấy rằng tích của hai ma trận A  và B  định nghĩa được khi số cột của A  
bằng số hàng của B . Vì vậy có thể định nghĩa AB  nhưng không định nghĩa được BA  
nếu số cột của B  không bằng số hàng của A . 

Khi BA,  là hai ma trận vuông cùng cấp thì ta có đồng thời AB  và BA . Mặc dầu 
vậy chưa chắc có đẳng thức BAAB = , nói cách khác tích ma trận không có tính giao 
hoán. Chẳng hạn, xét  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

00000

0000
0003
0021

            

00000

0000
0032
0001

#%###
…
…
…

#%###
…
…
…

BA

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=≠

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

=

00000

0000
0003
0063

          

00000

0000
00411
0021

#%###
…
…
…

#%###
…
…
…

BAAB
. 

Tính chất 3.2: Giả sử CBA ,,  là các ma trận với số cột số hàng thích hợp để các phép 
toán sau xác định được thì ta có các đẳng thức: 

1)  ( ) ( )A BC AB C=          tính kết hợp. 

2) ( )A B C AB AC+ = +  tính phân phối bên trái phép nhân ma trận với phép 
cộng. 

3)  ( )B C A BA CA+ = +  tính phân phối bên phải phép nhân ma trận với phép 
cộng. 

4)  Với mọi  , ( ) ( ) ( )k k AB kA B A kB∈ = = . 

5)  Với mọi số tự nhiên dương n  ta xét ma trận nI  vuông cấp n  có các phần tử 
trên đường chéo bằng 1 và các phần tử ở vị trí khác đều bằng 0.  

                               
1

1
nI

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

%               

Khi đó với mọi ma trận A  cỡ m n×  ta có  

nm AIAAI == .      (3.7) 

Ma trận nI  được gọi là ma trận đơn vị cấp n. 

Từ các tính chất trên ta thấy tập hợp các ma trận vuông cấp 2n ≥  cùng với phép 
cộng và nhân ma trận ,.),( +nM  là một vành không giao hoán, có đơn vị và không 
nguyên vì có ước của 0 . Chẳng hạn  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00000

0000
0031
0062

       

00000

0000
0042
0021

#%###
…
…
…

#%###
…
…
…

BA  

 ,A B ≠ 0    nhưng   AB = 0 . 

3.2.4  Đa thức ma trận  

 Giả sử 0 1( ) k
kp t a a t a t= + + +"  là một đa thức bậc k .  

Với mọi ma trận A  vuông cấp n . Ta định nghĩa đa thức của ma trận A  như sau: 

0 1( ) k
kp A a I a A a A= + + +"    (3.8) 

Qui ước 0A I= , 1A A= . 

Ví dụ 3.7: Cho 
1 2
4 3

A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 và đa thức 3( ) 5 4p t t t= − + . Ta có: 

3 7 22
60 67

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 , 

31 0 1 2 1 2 6 30
( ) 5 4

0 1 4 3 4 3 44 50
p A

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

3.2.5  Ma trận chuyển vị 

Định nghĩa 3.3: Cho ma trận A  cỡ nm× , nếu ta đổi các hàng của ma trận A  thành 
các cột (và do đó các cột thành các hàng) thì ta được ma trận mới cỡ mn× , gọi là ma 

trận chuyển vị của ma trận trên A , ký hiệu tA  

:    1,  ; 1,t
ij ij jin m

A c c a i n j m
×

⎡ ⎤= = ∀ = =⎣ ⎦  .           (3.9) 

Ví dụ 3.8:         
4 1

4 2 5
2 0  ;   

1 0 9
5 9

tA A
−⎡ ⎤

−⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Tính chất 3.3:  

             1)  ( )t t tA B A B+ = + . 

    2)  ( )t tkA kA= . 

    3)  ( )t t tAB B A=  . 
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Định nghĩa 3.4:   

1)  Nếu tA A=  thì A  được gọi là ma trận đối xứng ( A  là ma trận vuông có các 
phần tử đối xứng nhau qua đường chéo thứ nhất). 

2)  tA A= −  thì A  được gọi là phản đối xứng ( A  là ma trận vuông có các phần 
tử đối xứng và trái dấu qua đường chéo thứ nhất, các phần tử trên đường chéo thứ nhất 
bằng 0). 

3.3  MA TRẬN CỦA MỘT HỆ VÉC TƠ  

3.3.1 Định nghĩa ma trận của một hệ véc tơ 

Giả sử V  là không gian n  chiều với một cơ sở { }1,..... ne e=B . 

{ }mvv ,...,1  là một hệ gồm m  véc tơ của V  có toạ độ trong cơ sở B : 

Giả sử 
1

; 1,
n

j ij i
i

v a e j m
=

= =∑ , khi đó ma trận ij n m
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ có các cột là các toạ độ 

của các véc tơ { }1,..., mv v  trong cơ sở B  được gọi là ma trận của hệ véc tơ { }1,..., mv v  

trong cơ sở B . 

ij n m
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ; 

1
 , 1,

n

j ij i
i

v a e j m
=

= =∑    (3.10) 

 Ngược lại, với ma trận A  cỡ n m×   cho trước thì ta có hệ m véc tơ mà toạ độ 
của nó trong cơ sở B  là các cột của A . 

Vậy khi không gian véc tơ V  với cơ sở cố định  { }1,..... ne e=B  thì có tương ứng 

1 - 1 giữa các ma trận cỡ n m×  với các hệ m  véc tơ của V . 

Nói riêng, nếu 1 1 ... n nu x e x e= + +  theo (2.9) ta ký hiệu tọa độ của u  trong cơ sở 
B  là 

( ) 1( ,..., )nu x x=
B

    (3.11) 

Ma trận của u  trong cơ sở B  là 

 [ ]
1

n

x
u

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
B

          (3.12) 
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Ví dụ 3.9: Ma trận của hệ véc tơ 1 (4,1,3, 2)v = − , 2 (1,2, 3,2)v = − , 3 (16,9,1, 3)v = −  

trong cơ sở chính tắc của 4  là   

4 1 16
1 2 9
3 3 1
2 2 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

3.3.2  Ma trận chuyển cơ sở 

Giả sử  { }1,..... ne e=B , { }1' ,..... '' ne e=B  là hai cơ sở của V . Ma trận của hệ 

véc tơ 'B  trong cơ sở B  được gọi là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang cơ sở 'B . 
Nghĩa là nếu  

1
'  , 1,

n

j ij i
i

e t e j n
=

= =∑ ... 

Thì 

 
'ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B

B
                             (3.13) 

là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B .   

Khi đó với véc tơ bất kỳ Vu∈ ; 
1 1

' '
n n

i i i i
i i

u x e x e
= =

= =∑ ∑ . Ta có: 

        [ ] 1 1
'i ij jn n n n

x t x× × ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦                (3.14) 

Nghĩa là 

[ ] [ ] ''iju t u⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B

B BB
                  (3.15) 

(3.14), (3.15) được gọi là công thức đổi tọa độ 

Nếu , 'A A  lần lượt là ma trận của { }mvv ,...,1  trong cơ sở B , 'B  thì 

     ''ijA t A⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B

B
                   (3.16) 

Ví dụ 3.10: (Xem ví dụ 2.16 Chương 2) Hai hệ véc tơ { }1, ne e=B , { }1' ' , 'ne e=B , với 

1 (1,0), (0,1)ne e= =  và 1' (1,1), (4,3)ne e= =  là hai cơ sở của không gian véc tơ 2 . 
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Theo công thức (2.10):  2( , )u x y∀ = ∈ : 1 2 1 2(4 3 ) ' ( ) 'u xe ye y x e x y e= + = − + − ; 

( ) ( , )u x y=
B

;  ( ) (4 3 , )
'

u y x x y= − −
B

. 

Ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B  là 
1 4
1 3

T ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, do đó 

1 4 4 3
1 3

x y x
y x y

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Ma trận chuyển từ cơ sở 'B  sang B  là 
3 4

'
1 1

T
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
, do đó 

4 3 3 4
1 1

y x x
x y y
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

3.4  HẠNG CỦA MA TRẬN 

3.4.1 Định nghĩa và tìm hạng của ma trận bằng phép biến đổi sơ cấp 

Định nghĩa 3.5: Ta gọi hạng của ma trận A , ký hiệu )(Ar , là hạng của các véc tơ cột 
của A . 

Phương pháp tìm hạng của ma trận bằng phép biến đổi sơ cấp 

Hạng )(Sr  của một hệ véc tơ S  của không gian V  là số véc tơ của một hệ con 
độc lập tuyến tính tối đại của S  hay là chiều của span S  (xem Định lý 2.16 chương 2). 
Vì vậy khi ta thực hiện liên tiếp các phép biến đổi sau, gọi là các phép biến đổi sơ cấp, 
thì span S  không đổi do đó hạng của hệ không thay đổi: 

   1) Đổi chỗ cho nhau hai véc tơ của hệ. 

   2) Nhân vào một véc tơ của hệ một số khác 0 . 

   3) Cộng vào một véc tơ của hệ một tổ hợp tuyến tính các véc tơ khác của hệ. 

Vì vậy để tìm hạng của một ma trận ta thực hiện các biến đổi sơ cấp lên các cột 
(sau này ta sẽ chứng minh được rằng ta cũng có thể biến đổi theo các hàng) để đưa ma 
trận về dạng tam giác hoặc hình thang (xem Nhận xét 2.2, cách 1). Số các véc tơ cột 
khác 0 là hạng của ma trận. 

Ví dụ 3.11:       

3 1 2 2
4 1 3 3
2 1 4 4

1 3 4 2 1 0 0 0
2 1 1 4 2 7 7 0
1 2 1 2 1 5 5 0

                               

c c c
c c c
c c c

A
+ →

+ →

− + →

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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c c1 1
2 2

2 3 3

1 0 0 0
        2 7 0 0

1 5 0 0

c c
c c c

→

→

+ →

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

   Vậy    ( ) 2r A = . 

Ví dụ 3.12: 

111 4
2 5 1 2 2
3 1 1 3 3
4 2 1 4 4

25 3 1 5 5

1 2 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 1 1 1
1 2 2 1 1 2 1 1 1 2

c cc c
c c cc c
c c cc c

c c c c c
c c c c c

a a
B

a a

→→
+ →→

− + →→

→ + →
→ − + →

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 1
2 3
3 2

( 3) ( 1) 22 3 4 4
(3 2 ) 3 22 3 5 5

1     0    0      0       0 1 0 0 0 0
1    0  2   1  3 1 2 0 0 0

0 1 1 0 00    1     1       1       
2 1 1 2 2 2 22    1  1      3    2

c c
c c
c c

a c a c c c
a c c c c

a
a

a a

→

→

→

− + + + + →

− − + →

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢− + − −⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ − − −− − ⎣⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎦

 

Vậy     
4 1

( )
3 1

a
r B

a
≠⎧

= ⎨ =⎩

      

       

 nÕu

nÕu 
 . 

3.4.2 Các ma trận tương ứng với các phép biến đổi sơ cấp 

Xét các ma trận vuông cấp n sau: 

 

1

( , )

1

ij
k

R k a

⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎢ ⎥⎡ ⎤λ = =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

hµng 
     

0     
1     

     
ija

i j
i j k
i j k

⎧
⎪= ⎨
⎪λ⎩

≠
= ≠
= =

      (3.17) 

                                      cột k  

[ ]

1
0 1

( , )
1 0

1

kl

i
P i j a

j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

hµng 

hµng 

  

1     
0     c
1     
1     
0 

;

,
,

kla

k l i j
k l i j
k i l j
k j l i

⎧
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪⎩

= ≠
=
= =
= =

vµ b»ng  hoÆ    

trong c¸c tr−êng hîp kh¸c

    (3.18) 

 Cột j  Cột i  
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[ ]

1
1

( , , )
1

1

klQ i j a
i

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ = =
⎢ ⎥λ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

hµng 

    
1     

    
0 

,kla
k l
k i l j

⎧
⎪= λ⎨
⎪
⎩

=
= =

trong c¸c tr−êng hîp kh¸c 

   (3.19)

  

Tính chất 3.5: Ta dễ dàng kiểm tra được: 

 a) Nếu nhân ( , )R k λ  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích  ( , )AR k λ  có 
được bằng cách nhân thêm λ  vào cột k  của ma trận A . 

1 0 0
' ' ' 0 0 ' ' '
" " " 0 0 1 " " "

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ = λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

b) Nếu nhân ( , )P i j  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích  ( , )AP i j  có 
được bằng cách đổi chỗ hai cột i  và j  của A  cho nhau.  

0 1 0
' ' ' 1 0 0 ' ' '
" " " 0 0 1 " " "

a b c b a c
a b c b a c
a b c b a c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

c) Nếu nhân ( , , )Q i j λ  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích  ( , , )AQ i j λ  
có được bằng cách nhân λ  vào cột i  và cộng vào cột j  của ma trận A . 

1 0 0
' ' ' 0 1 0 ' ' ' '
" " " 0 1 " " " "

a b c a c b c
a b c a c b c
a b c a c b c

+ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ + λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 d) Nếu nhân , ,P Q R  vào bên trái của ma trận A  thì ta có các kết quả tương tự 
như trên, trong đó các tác động lên hàng đổi thành tác động lên cột và ngược lại. 
Chẳng hạn 

1 0 0
0 0 ' ' ' ' ' '
0 0 1 " " " " " "

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ = λ λ λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 0 0
0 1 0 ' ' ' ' ' '
0 1 " " " ' " ' " ' "

a b c a b c
a b c a b c
a b c a a b b c c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ λ + λ + λ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Cột j  
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BÀI TẬP CHƯƠNG III             

3.1)  Cho  
1 3
1 2

3 4
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

32
23
10

B , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

14
21
32

C .  Tính: 

a) CBA ++ )(         b) )( CBA ++        

c) ttt CBA ,,      d) BAt        e) tBC . 

3.2) Cho 
2 5 1
3 0 4

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
, 

1 2 3
0 1 5

B
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
, 

0 1 2
1 1 1

C
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
.  

Tính 3 4 2A B C+ − . 

3.3) Trong không gian véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2. Ba ma trận sau có độc lập 

không: 
1 1
1 1

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0
0 1

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1
0 0

C ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

3.4) Trong không gian véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2. Tìm tọa độ của ma trận 

2 3
4 7

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 trong cơ sở 
1 1
1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1
1 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1
0 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0
0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

3.5) Cho các ma trận   

1 1 2
0 3 4

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
4 0 3
1 2 3

B
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
, 

2 3 0 1
5 1 4 2
1 0 0 3

C
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 
2
1

3
D

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

a) Tính A B+ , A C+ , 3 4A B− . 

b) Tính AB , AC , AD , BC , BD , CD . 

c) Tính tA , tA C , t tD A , tB A , tD D , tDD . 

3.6)  Tính:   a) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
25

37
75
32

  b) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
25

37
30
02

75
32

    c) 
5

1235
617
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

. 

3.7) Cho 
1 2
4 3

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

.  

a) Cho 3( ) 2 4 5f x x x= − + , tính ( )f A . 

b)  Đặt 
1 2

( )
4 3

x
g x

x
−

=
− −

, tính ( )g A . 
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3.8) Cho 
2 0
0 3

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 và 
7 0
0 11

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Tính : 

 a) A B+   b) AB    c) 2A  

 d) nA    e) ( )p A , trong đó ( )p t  là một đa thức. 

3.9) Chứng minh nếu BAAB =  thì với mọi số tự nhiên n > 0: 

kkn
n

k

k
n

nnnnn BACBBAnnBnAABA −

=

−− ∑=++
−

++=+
0

221 ...
2

)1()( . 

3.10) Tính:   a) 
5

43
21
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

           b) 
n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

23
12

         c) 
1999

01
10
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

 

         d) 
cos sin
sin cos

nα − α⎡ ⎤
⎢ ⎥α α⎣ ⎦

      e) 1
n

k

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

        f) 
1

0

nλ⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

. 

3.11) Cho  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0010
0001
1000
0100

J   

a) Tính  2J    

b) Xét ma trận A I J= α +β , chứng minh nA  có dạng n
n nA I J= α +β .  

      Tính nα , nβ  theo , ,nα β . 

3.12*)  Tính 100A  với:   

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

102
011
121

A     b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

200
010
212

A    

c) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
53
20

A     d) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
31
11

A . 

3.13)  Cho ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận vuông cấp ;2>n
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji
ji

aij   

  

nÕu

nÕu

1
0

 

a) Tìm ,α β  sao cho P A I= α +β  thoả mãn  IP =2 . 

b) Viết cụ thể P  trong các trường hợp 4,3 == nn . 
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3.14)  Cho ma trận ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  vuông cấp n. Ta gọi nnaaaA +++= ...Tr 2211  (tổng các 

phần tử trên đường chéo chính) là vết của A . Chứng minh:   

a) Tr( ) Tr TrA B A B+ = + ;   

b) BAAB TrTr =  (mặc dù BAAB ≠ ); 

c) nếu APPB 1−=  thì  BA TrTr = ;    

d) không tồn tại ma trận BA,  sao cho IBAAB =− . 

3.15)  Cho ma trận ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A   

a) Chứng minh A  thoả mãn phương trình 0)(2 =−++− bcadxdax . 

b) Chứng minh 0=kA  với số nguyên dương 2≥k  khi và chỉ khi 02 =A . 

3.16)  Cho 
3 0
0 3

D ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1 2

1 2

n

n

a a a
A

b b b
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

, 

1 1

2 2

n n

c d
c d

B

c d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

# #
. 

Tính DA  và BD . 

3.17)  Hai ma trận BA,  được gọi là giao hoán nếu BAAB = . Chứng minh rằng A  giao 
hoán với mọi ma trận vuông cùng cấp khi và chỉ khi A  là ma trận vô hướng (nghĩa là 

)kIA = . 

3.18)  Tìm tất cả các ma trận 
x y
z t
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 giao hoán với 
1 1
0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

3.19)  Chứng minh rằng tập hợp tất cả các ma trận đối xứng vuông cấp n )( AAt =  là 

không gian véc tơ con của không gian véc tơ nM  các ma trận vuông cấp n . Tìm một 

cơ sở của không gian véc tơ con này.   

3.20)  Tìm các ma trận ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A  trong các trường hợp sau: 

a) 02 =A               b) IA =2         

c) 0=c  và IAn =  với n nào đó. 

3.21)  Ma trận vuông A  được gọi là luỹ đẳng nếu AA =2 . Chứng minh rằng tổng của 
hai ma trận luỹ đẳng BA,  là luỹ đẳng khi và chỉ khi 0=+ BAAB . 
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3.22)  Cho ,A B  là hai ma trận cỡ m n× . Chứng minh rằng ( ) ( ) ( )r A B r A r B+ ≤ + . 

3.23)  Tìm các ví dụ về hai ma trận ,A B  vuông cấp 2 thỏa mãn từng điều kiện sau: 

a)  ( ) ( ), ( )r A B r A r B+ < . 

b)  ( ) ( ) ( )r A B r A r B+ = = . 

c)  ( ) ( ), ( )r A B r A r B+ > . 

3.24)  Tính tích ma trận AB  bằng cách dùng phép nhân ma trận khối 

1 2 1
3 4 0
0 0 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
1 2 3 1
4 5 6 1
0 0 0 1

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  có dạng ma trận khối 
0
E F

A
G

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0
R S

B
T

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

trong đó 
1 2
3 4

E ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1
0

F ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, [ ]2G = , 
1 2 3
4 5 6

R ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1
1

S ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, [ ]1T = . 
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CHƯƠNG IV 

ĐỊNH THỨC 

 

  Ma trận và định thức ngày nay luôn đi liền với nhau và ai cũng nghĩ là khái 
niệm định thức phải ra đời sau khái niệm ma trận, nhưng sự thực ngược lại. Định thức 
hình thành là nhằm để giải các hệ phương trình tuyến tính mà việc làm này đã có một 
lịch sử lâu đời trước đó. 

Khái niệm định thức lần đầu tiên được Leibniz (Lépnít) đưa ra vào năm 1693 
khi bàn đến việc giải hệ phương trình tuyến tính. Định thức được tiếp tục phát triển và 
nghiên cứu qua các công trình của Cramer (Cờrame) (Thụy sĩ), Vandermonde 
(Vănđécmông) (Hà Lan), Laplace (Pháp), Jacobi (ia-cô-bi) (Đức)... Người đầu tiên 
nghiên cứu khái niệm định thức một cách hệ thống là Cauchy (Cô-si) (Pháp). 

 Ngoài ứng dụng để giải hệ phương trình tuyến tính, định thức còn được sử 
dụng để nghiên cứu những vấn đề của ma trận như: ma trận nghịch đảo, hạng của ma 
trận, tìm giá trị riêng... Khảo sát tính chất độc lập của một hệ véc tơ. Định thức Jacobi 
được sử dụng trong phép đổi biến số của tích phân nhiều lớp. Định thức Wronsky 
(vrông-xki) dùng để kiểm tra tính chất độc lập tuyến tính của các nghiệm của phương 
trình vi phân tuyến tính thuần nhất. 

Định thức của một ma trận vuông được định nghĩa bằng tổng của tất cả các số 
hạng có được bằng cách lấy tích của các phần tử trên tất cả các hàng nằm trên các cột 
khác nhau của ma trận và nhân với dấu của hoán vị tương ứng. Tuy nhiên khi tính định 
thức ta thường sử dụng các tính chất của nó và phương pháp khai triển theo hàng, theo 
cột hoặc nhiều hàng, nhiều cột (Định lý Laplace). 

Để định nghĩa định thức ta sử dụng khái niệm phép thế đó là một song ánh từ 
một tập có n phần tử vào chính nó, ảnh của phép thế là hoán vị. Khái niệm phép thế, 
hoán vị ta đã gặp ở chương 1, trong mục giải tích tổ hợp. 

Trong chương này ta xét đến hai ứng dụng của định thức đó là tìm ma trận 
nghịch đảo và tìm hạng của ma trận bằng cách tính các định thức con. Trong chương 5 
ta sẽ ứng dụng định thức để giải hệ phương trình tuyến tính. Trong chương 6 ta sẽ ứng 
dụng định thức để tìm giá trị riêng của ma trận hoặc tự đồng cấu tuyến tính.  

Trong chương 3, ta đã chỉ ra rằng tập các ma trận vuông cùng cấp với phép 
cộng ma trận và phép nhân ma trận là một vành có đơn vị nhưng không nguyên, do đó 
nó không phải là một trường. Vì vậy tồn tại những ma trận vuông khác ma trận không 
và không khả nghịch. Sử dụng tính chất định thức của tích hai ma trận bằng tích hai 
định thức của hai ma trận này, ta chứng minh được điều kiện cần và đủ để một ma trận 
khả nghịch là định thức của nó khác 0. Đồng thời ta có công thức tính ma trận nghịch 
đảo bằng nghịch đảo của định thức nhân với chuyển vị của ma trận phụ hợp.  



CHƯƠNG IV: ĐỊNH THỨC 

 

 88

Hạng của một ma trận bằng cấp cao nhất của định thức con khác 0 chứa trong 
ma trận. 

Vì vậy yêu cầu của chương này là phải nắm vững được định nghĩa định thức 
của một ma trận vuông, các tính chất của định thức và các phương pháp tính định thức. 
Từ đó có thể tính toán thành thạo định thức của các ma trận thông thường, vận dụng để 
giải các bài toán về ma trận nghịch đảo, về hạng của ma trận. 

Ngoài phương pháp sử dụng định thức ta có thể sử dụng phương pháp Gauss-
Jordan để tìm ma trận nghịch đảo, thực chất của phương pháp này là sử dụng phép 
biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận. 

4.1 HOÁN VỊ VÀ PHÉP THẾ 

Định nghĩa 4.1:  

1) Mỗi song ánh { } { }: 1,2,..., 1,2,...,n nσ →  được gọi là một phép thế bậc n. 

Ta thường ký hiệu một phép thế bằng một ma trận có hàng thứ nhất là các số 
1,2,...,n  sắp theo thứ tự tăng dần còn hàng thứ hai là ảnh của nó:  

1 2 ...
(1) (2) ... ( )

n
n

⎡ ⎤
σ = ⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦

 

 2) Ảnh của một phép thế được gọi là hoán vị. Với phép thế σ  ta có hoán vị 
tương ứng  

[ ](1) (2) ... ( )nσ σ σ . 

  

3) Dấu của phép thế: 

Mỗi cặp ji <  mà ( ) ( )i jσ > σ  được gọi là một nghịch thế của phép thế σ . 

Giả sử k  là số các nghịch thế của σ , ta định nghĩa và ký hiệu dấu của phép thế σ  là 

sgn ( 1)kσ = −             (4.1) 

Như vậy phép thế lấy dấu + hoặc – nếu số các nghịch thế tương ứng là chẵn hoặc 
lẻ. 

Ta dễ dàng kiểm chứng được rằng tập các phép thế bậc n  với luật hợp thành là 
phép hợp của hai ánh xạ tạo thành một nhóm không giao hoán, gọi là nhóm đối xứng 
bậc n , ký hiệu nS .  
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Trong chương 1 ta đã biết tập nS  có đúng !n  phần tử. Chẳng hạn  2S  có 2 phần 

tử, 3S  có 6 phần tử ... 

Ví dụ 4.1: Hoán vị [ ]1 3 2  ứng với phép thế 
1 2 3
1 3 2
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 có một nghịch thế là 

cặp (2, 3). Vậy 1sgn ( 1) 1σ = − = −  . 

Để tìm số các nghịch thế k  của phép thế σ  ta thực hiện các bước sau:  

   Trong hoán vị [ ](1) (2) ... ( )nσ σ σ  có 1i  là giá trị sao cho 1( ) 1iσ = . 

♦ Gọi 1k là số các số trong [ ](1) (2) ... ( )nσ σ σ  đứng trước 1( ) 1iσ = ; ( 1k là số 

các nghịch thế ứng với 1). 

♦ Xoá số 1( ) 1iσ = , tồn tại 2i  sao cho 2( ) 2iσ = , gọi 2k là số các số còn lại trong 

[ ](1) (2) ... ( )nσ σ σ đứng trước 2( ) 2iσ = ; ( 2k là số các nghịch thế ứng với 2). 

♦ Xoá số  2( ) 2iσ =  và tiếp tục đếm như thế ...  

Cuối cùng số các nghịch thế của σ  là: 

1 2 1... nk k k k −= + + +  

Ví dụ 4.2: 1) Hoán vị  [ ]3 4 2 1  có 1 3k = , 2 2k = , 3 0k = .  

Vậy 1 2 3 3 2 0 5k k k k= + + = + + =  do đó 5sgn ( 1) 1σ = − = −  .  

      2) Hoán vị  [ ]4 2 5 1 3  có 1 3k = , 2 1k = , xóa 1, 2 3 42, 0k k⇒ = = .  

Vậy 1 2 3 4 6k k k k k= + + + =  do đó 6sgn ( 1) 1σ = − =  . 

Tính chất 4.1:  

1) Cặp jiji ≠),,(  là một nghịch thế của phép thế σ  ( nghĩa là ji <  và 

( ) ( )i jσ > σ ) khi và chỉ khi dấu của ( ) ( )i j
i j

σ −σ
−

 bằng 1− . Vậy    

       
1

( ) ( )sgn
i j n

i j
i j≤ ≠ ≤

⎛ ⎞σ −σ
σ = ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∏ dÊu .                           (4.2) 

 2) Phép thế chuyển vị [ ]0 0i jσ =  là phép thế chỉ biến đổi hai phần tử 0 0,i j  

cho nhau và giữ nguyên các phần tử còn lại: 
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0 0

0 0

1 2 ... ... ...
1 2 ... ... ...

i j n
j i n

⎡ ⎤
σ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
        (4.3) 

Dễ dàng tính được:   
01 1... 0ik k −= = = , 

0 0 0ik j i= − ,    

0 01 1... 1i jk k+ −= = = ,  
0

... 0j nk k= = =   0 02( ) 1k j i⇒ = − −  

Vậy  sgn ( 1) 1kσ = − = − . 

3) Với mọi , :nSσ µ∈        

 sgn( ) sgn sgnσ µ = σ µ .                         (4.4) 

Thật vậy, khi ),( ji  chạy khắp tập { } { } { }1,2,..., 1,2,..., \ (1,1),..., ( , )n n n n×  thì 

( ( ), ( ))i jµ µ  cũng chạy khắp tập này. Do đó: 

1 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))sgn
( ) ( )i j n i j n

i j i j
i j i j≤ ≠ ≤ ≤µ ≠µ ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ −σ σ µ −σ µ
σ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− µ −µ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏dÊu dÊu  

 
1

( ( )) ( ( ))
( ) ( )i j n

i j
i j≤ ≠ ≤

⎛ ⎞σ µ −σ µ
= ⎜ ⎟

µ −µ⎝ ⎠
∏ dÊu . 

1 1

( ( )) ( ( )) ( ) ( )sgn sgn
( ) ( )i j n i j n

i j i j
i j i j≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ µ −σ µ µ −µ
⇒ σ µ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

µ −µ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏dÊu dÊu  

             ( )
1

( ( )) ( ( )) sgn
i j n

i j
i j≤ ≠ ≤

⎛ ⎞σ µ −σ µ
= = σ µ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∏ dÊu  . 

 4) Với mọi phép thế chuyển vị [ ]0 0i j  (xem 4.3) và phép thế σ : 

  [ ]0 0sgn sgni jσ = − σ . 

4.2  ĐỊNH NGHĨA ĐỊNH THỨC 

 Trước hết ta liên hệ đến khái niệm định thức cấp 2 đã biết khi giải hệ phương 

trình tuyến tính  
' ' '

ax by c
a x b y c

+ =⎧
⎨ + =⎩

   

    ' '
' '

a b
D ab ba

a b
= = −  ,  ' '

' 'x
c b

D cb bc
c b

= = −  ,  ' '
' 'y

a c
D ac ca

a c
= = − . 

Các định thức này được xác định là tích 2 phần tử của đường chéo thứ nhất trừ 
tích 2 phần tử của đường chéo thứ hai. 
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Như vậy định thức của ma trận 11 12

21 22

a a
A

a a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 vuông cấp 2  là 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A a a a a

a a
= = −     (4.5) 

Mặt khác nhóm đối xứng 2S  có 2 phần tử là 1
1 2
1 2
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 và  2
1 2
2 1
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 có 

dấu 1sgn 1σ = ,  2sgn 1 σ = − . Vậy (4.5) có thể viết lại 

       11 12
11 22 12 21

21 22

a a
A a a a a

a a
= = −           

            
1 1 2 2

2

1 1 (1) 2 (2) 2 1 (1) 2 (2) 1 (1) 2 (2)sgn sgn sgn
S

a a a a a aσ σ σ σ σ σ
σ∈

= σ + σ = σ∑ . 

Mở rộng kết quả này ta có định nghĩa định thức của ma trận vuông cấp n  bất 
kỳ như sau: 

Định nghĩa 4.2: Định thức của ma trận vuông ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  được ký hiệu là  

Adet  hay  A  và định nghĩa bởi biểu thức: 

  1 (1) ( )det sgn ...
n

n n
S

A a aσ σ
σ∈

= σ ⋅∑                (4.6) 

Như vậy định thức của ma trận vuông ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là tổng tất cả các tích gồm n 

phần tử trên n hàng mà ở trên n cột khác nhau của ma trận A  và nhân với dấu của 
phép thế tương ứng.  

Ví dụ 4.3: Nhóm đối xứng 3S  có 6 phần tử là (xem ví dụ 1.23 chương 1) 

1
1 2 3
1 2 3
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 , 2
1 2 3
2 3 1
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 , 3
1 2 3
3 1 2
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 , 

4
1 2 3
1 3 2
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  , 5
1 2 3
3 2 1
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 . 6
1 2 3
2 1 3
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

có dấu  1 2 3sgn sgn sgn 1σ = σ = σ = , 4 5 6sgn sgn sgn 1 σ = σ = σ = − . Vậy 

            

3

11 12 13

21 22 23 1 (1) 2 (2) 3 (3)

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32

11 23 32 12 21 33 13 22 31

sgn

.

S

a a a
a a a a a a
a a a

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

σ σ σ
σ∈

= σ

= + +

− − −

∑

       (4.7) 
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Ví dụ 4.4: 
2 5
3 4 12 3 20 8 90 3 12 20 98

1 6

x
y y x z xyz x y z xyz

z
= + + − − − = + + − − . 

Ví dụ 4.5: Tính định thức 

11 12 13 1

22 23 2

33 3

...

...

...

n

n

nn

nn

a a a a
a a a

a aD

a

=  

Xét phép thế 0
1 2 ...
1 2 ...

n
n

⎡ ⎤
σ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 có ( )00sgn 1 1σ = − = .  

Với mọi nSσ∈ , nếu 0σ ≠ σ  thì tồn tại k  sao cho ( )k kσ ≠ ⇒ tồn tại 'k  sao 
cho ( ') 'k kσ <  ' ( ') 0k ka σ⇒ =   1 (1) ( )... 0n na aσ σ⇒ = . Vậy 

    1 (1) ( ) 0 11 11sgn ... sgn ... ...
n

n n n nn nn
S

D a a a a a aσ σ
σ∈

= σ ⋅ = σ ⋅ =∑ .      (4.8) 

Tương tự   

        

11

21 22

31 32 33 11

1 2 3

' ...

...

n nn

n n n nn

a
a a
a a aD a a

a a a a

= = .                        (4.9) 

Ví dụ 4.6:  Tính định thức    

1

2, 1 2

1,2 1

1 2

"
... ...
... ...

n

n n

n

n n n

n n nn

a
a a

D
a a

a a a

−

− −

=  

Xét phép thế 1
1 2 ...

1 ... 1
n

n n
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 thoả mãn 1( ) 1,k k nσ + = +  1,...,k n∀ = . 

 Ta dễ dàng tính được 

 1 2 11, 2,..., 1nk n k n k −= − = − =   1 ... ( 1) ( 1) 2k n n n⇒ = + + − = −  
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( 1) 2
1sgn ( 1)n n−⇒ σ = − .  Mặt khác với mọi nSσ∈ , nếu 1σ ≠ σ  thì tồn tại k  sao 

cho ( ) 1k k nσ + < +   ( ) 1 (1) ( )0 ... 0k k n na a aσ σ σ⇒ = ⇒ = . 

Vậy        1 (1) ( ) 1 1 , 1" sgn ... sgn ... ...
n

n n n n k n k n
S

D a a a a aσ σ −
σ∈

= σ ⋅ = σ ⋅∑  

            ( 1) 2
1 , 1( 1) ... ...n n

n k n k na a a−
−= −     (4.10) 

Tương tự  

11 12 1 1 1

21 22 2 1
( 1) 2

1 , 1

1

...

...
"' ( 1) ... ...

n n

n
n n

n n k n k n

n

a a a a
a a a

D a a a

a

−

−
−

−= = − .     (4.11) 

Ví dụ 4.7:  

2
0 7

2 ( 7) ( 1) 3 42
0 0 1
0 0 0 3

a b c
d e

f
−

= ⋅ − ⋅ − ⋅ =
−

. 

Ví dụ 4.8:  
3 2

2

4 2
3 0 ( 1)

0 0

x
y xyz xyz

z

×−
= − = − . 

Ví dụ 4.9: Giả sử A  là ma trận vuông cấp n  có tính chất trên mỗi hàng mỗi cột có 
đúng một phần tử bằng 1 còn các phần tử còn lại đều bằng 0. Tính định thức của A . 

Giải: Trên hàng thứ i  có phần tử duy nhất trên cột ij  bằng 1 còn các phần tử còn lại 
đều bằng 0. Vì mỗi cột có đúng một phần tử bằng 1 nên các phần tử ij  ứng với các 

hàng khác nhau là khác nhau, nói cách khác [ ]1 2 ... nj j j  là một hoán vị của { }1, ..., n . 

Ký hiệu 
1 2

1 2
A

n

n
j j j

⎡ ⎤
σ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 thì det( ) sgn AA = σ .   

Định nghĩa 4.3: Định thức của ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  của hệ véc tơ { }1,..., nv v  ứng với 

cơ sở B  trong không gian véc tơ n  chiều V  được gọi là định thức của hệ véc tơ 
{ }1,..., nv v  trong cơ sở B  và ký hiệu { }1,..., nD v vB . Vậy 

        { }1,..., detnD v v A=B .              (4.12) 
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Ví dụ 4.10: Hệ véc tơ )1,4,2(1 =v , )2,6,3(2 −=v , 3 ( 1,5,2)v = −  có ma trận trong cơ sở 

chính tắc B  cùa 3  là 
2 3 1
4 6 5
1 2 2

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 Vậy { }1 2 3, , det 49D v v v A= =B . 

4.3  CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA ĐỊNH THỨC 

Tính chất 4.2:  

1) Nếu đổi chỗ hai hàng của ma trận thì định thức đổi dấu: 

ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ' 'ij n n

A a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 

,

'
ij

ij kj

mj

a i k m

a a i m

a i k

⎧ ≠
⎪⎪= =⎨
⎪ =⎪⎩

  nÕu  

  nÕu  

  nÕu  

   thì  det ' detA A= − . 

Thật vậy:   1 (1) ( ) ( ) ( )det ' sgn ' ... ' ... ' ... '
n

k k m m n n
S

A a a a aσ σ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑    

        1 (1) ( ) ( ) ( )sgn ... ... ...
n

m k k m n n
S

a a a aσ σ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑     

                    1 '(1) '( ) '( ) '( )sgn ... ... ...
n

k k m m n n
S

a a a aσ σ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑   

                 1 '(1) '( ) '( ) '( )
'

sgn ' ... ... ... det
n

m k k m n n
S

a a a a Aσ σ σ σ
σ ∈

= − σ ⋅ = −∑   

trong đó  [ ]' k mσ = σ . 

Ví dụ 4.11: 
" " "

' ' ' ' ' '
" " "

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

= − . 

2) Định thức có tính chất tuyến tính đối với mỗi hàng: 

Cho hai ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ij n n

B b
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  và ma trận ij n n
C c

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ có hàng thứ 

k  là tổ hợp tuyến tính của hàng thứ k  của A và B ,  các hàng khác hàng thứ k  của ba 
ma trận này bằng nhau. 

Nghĩa là    
1,..., .

ij ij ij

kj kj kj

c a b i k

c a b j n

= = ≠⎧⎪
⎨ = α +β =⎪⎩

  nÕu  

 ;          víi mäi  
  

 thì      det det detC A B= α +β . 
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Thật vậy:   1 (1) ( ) ( )det sgn ... ...
n

k k n n
S

C c c cσ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑  

                 1 (1) ( ) ( ) ( )sgn ...( )...
n

k k k k n n
S

a a b aσ σ σ σ
σ∈

= σ ⋅ α +β∑  

                1 (1) ( ) ( ) 1 (1) ( ) ( )sgn ... ... sgn ... ...
n n

k k n n k k n n
S S

a a a b b bσ σ σ σ σ σ
σ∈ σ∈

= α σ⋅ +β σ ⋅∑ ∑  

                         det detA B= α +β . 

Ví dụ 4.12: 

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

' ' ' ' ' ' ' ' '
a b c a b c a b c
a b c a b c a b c

a a b b c c a b c a b c
= α +β

α +β α +β α +β
. 

 3) Từ 1) và 2) suy ra rằng trong một định thức có hai hàng tỷ lệ thì định thức 
bằng 0. 

4) Nếu ta cộng vào một hàng một tổ hợp tuyến tính các hàng khác thì định thức 
không thay đổi. 

5) Định thức của ma trận chuyển vị bằng định thức của ma trận đó: 

Giả sử ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 't

ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 'ij jia a= , , 1,...,i j n=  thì  det dettA A= . 

  1 (1) ( ) ( )det sgn ' ... ' ... '
n

t
k k n n

S
A a a aσ σ σ

σ∈
= σ ⋅∑ (1)1 ( ) ( )sgn ... ...

n

k k n n
S

a a aσ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑

            1 1 11 (1) ( ) ( )sgn ... ...
n

k k n n
S

a a a− − −σ σ σ
σ∈

= σ ⋅∑   

   1 1 1
1

1 (1) ( ) ( )sgn ... ... det
n

k k n n
S

a a a A− − −
−

σ σ σ
σ∈

= σ ⋅ =∑   

vì  1sgn sgn −σ = σ . 

Ví dụ 4.13: 
' "

' ' ' ' "
" " " ' "

a b c a a a
a b c b b b
a b c c c c

= . 

 6) Từ 5) suy ra rằng các tính chất của định thức đúng với hàng thì cũng đúng 
với cột và ngược lại. Với tính chất này tất cả các kết quả của định thức đúng đối với 
hàng có thể chuyển thành tính chất đúng đối với cột. Chẳng hạn, tính chất 4) chuyển 
thành tính chất đối với cột như sau: nếu ta cộng vào một cột một tổ hợp tuyến tính các 
cột khác thì định thức không thay đổi. 

7) Định thức của mọi hệ n  véc tơ phụ thuộc tuyến tính của không gian véc tơ n  
chiều đều bằng 0. 
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 8)    
11 1

1 (1) ( )

1

...
det( )( ) sgn ...

...
mod

n

n

n n
S

n nn

a a
A a a

a a
p σ σ

σ∈
= σ =∑           (4.13) 

Ví dụ 4.14:    ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với  1±=ija   

1 ... 1
det( )(mod 2) 0(mod 2)

1 ... 1
A = = ⇒  det A  chẵn. 

Ví dụ 4.15:  

1 1 ... 1 1 1 1 ... 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1

1 1 1 ... 1 1 1 ...

n

a a n
a a n a

D a a n a

a a n a

+ −
+ −

= = + −

+ −

  

(cộng các cột vào cột 1) 

1 1 1 ... 1 1 0 0 ... 0
1 1 ... 1 1 1 0 ... 0

( 1) ( 1)1 1 ... 1 1 0 1 ... 0

1 1 1 ... 1 0 0 ... 1

a a
a n a na a

a a

−
= + − = + − −

−

  

1( 1)( 1)n
nD a n a −⇒ = + − − . 

4.4  CÁC CÁCH TÍNH ĐỊNH THỨC 

4.4.1 Khai triển theo hàng, theo cột 

 Nếu ta nhóm theo cột thứ j công thức (4.6) thì ta được: 

 1 2 (2) 3 (3) ( )
, (1)

det sgn ...
n

j n n
S j

A a a a aσ σ σ
σ∈ σ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= σ ⋅ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

   2 1 (1) 3 (3) ( )
, (2)

sgn ... ...
n

j n n
S j

a a a aσ σ σ
σ∈ σ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ σ ⋅ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

   1 (1) 2 (2) 1 ( 1)
, ( )

sgn ...
n

nj n n
S n j

a a a aσ σ − σ −
σ∈ σ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ σ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 
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Vì vậy định thức của ma trận A  được viết lại dưới dạng 

   njnjjj AaAaA ++= ...det 11         (4.14) 

gọi là công thức khai triển của A  theo cột thứ j. 

 ijA  được gọi là phần bù đại số của ija .       

Định lý 4.3: Ký hiệu ijM  là định thức của ma trận cấp n-1 có được bằng cách xoá 

hàng i cột j của ma trận A  thì 

         ( 1)i j
ij ijA M+= −                           (4.15) 

Chứng minh: Trước hết ta chứng minh 11 11A M= .  Ta có : 

1

11 2 (2) ( ) 2 '(2) '( ) 11
, (1) 1 '

sgn ... sgn ' ...
n n

n n n n
S S

A a a a a M
−

σ σ σ σ
σ∈ σ = σ ∈

= σ = σ =∑ ∑  

với { }2,...,' nσ = σ  là phép thế trong tập hợp { }2,...,n . 

Trường hợp ijA  bất kỳ, ta thực hiện i-1 lần đổi chỗ các hàng và j-1 lần đổi chỗ 

các cột để đưa về hàng 1 cột 1. 

 Do đó    ( 1) ( 1)( 1) ( 1)i j i j
ij ij ijA M M− + − += − = − . 

Công thức khai triển theo hàng i được suy từ tính chất 3.7: 6) 

  ininii AaAaA ++= ...det 11      (4.16) 

Nhận xét 4.1: Công thức khai triển theo cột thứ j (4.14) và công thức khai triển theo 
cột I (4.16) cho phép tính định thức cấp n  theo tổng các định thức cấp 1n −  dạng 

ij ija A , trong đó việc chọn hàng thứ i và cột thứ j là tùy ý. Nếu ở hàng thứ i hoặc cột j 

mà 0ija =  thì 0ij ija A = . Vì vậy để tính định thức ta thức hiện các bước sau: 

 Chọn hàng i hoặc cột j có nhiều phần tử bằng 0 hoặc dễ triệt tiêu. 

 Thực hiện các phép biến đổi (cộng vào một hàng một tổ hợp tuyến tính các 
hàng khác) để triệt tiêu các phần tử trên hàng (hoặc cột) đã chọn. 

 Khai triển theo hàng hoặc cột đã triệt tiêu. 
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Ví dụ 4.16: 

1 3 3
2 1 4 4

1 2 3 4 1 2 2 2
1 0 1 2 1 0 0 0
3 1 1 0 3 1 4 6
1 2 0 5 1 2 1 7

c c c

c c c

D

− + →

− + →

= =
− − − − −

− − −

 

Khai triển theo hàng thứ 2 ta được 2 1
2 2 2

( 1) 1 1 4 6
2 1 7

D += − ⋅ ⋅ − − −
− −

. 

Tiếp tục triệt tiêu hàng thứ nhất của định thức trên ta có 

2 0 0
3 5 1 5

1 3 5 2 ( 2)( 3) 6( 9 5) 24
3 9 1 9

2 3 9
D

− − −
= − − − − = − = − − = − + = −

− − −
− −

. 

4.4.2  Định lý khai triển Laplace (theo k hàng k cột) 

 Từ  ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ta để ý k  hàng: 1 ... ki i< <  và k  cột: 1 ... kj j< < . 

Giao của k  hàng k  cột này là một ma trận cấp k . Định thức của ma trận này 

được ký hiệu là k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
.  

Nếu từ ma trận A  ta xoá đi k  hàng kii ,...,1  và k  cột kjj ,...,1  thì ta có ma trận 

con cấp n k− . Định thức của ma trận này được ký hiệu là k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
 và  

  k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−=     (4.17) 

được gọi là phần bù đại số của k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
. 

Ví dụ 4.17:          

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

a a a a a
a a a a a
a a a a aA
a a a a a
a a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

      

12 1525
13

32 35

a a
M

a a
=  
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21 23 24 21 23 24
25 1 3 2 5
13 41 43 44 41 43 44

51 53 54 51 53 54

( 1)
a a a a a a

A a a a a a a
a a a a a a

+ + += − = − . 

Định lý 4.4 (Laplace): 

1) Khai triển k  hàng 1 ... ki i< < : 

1 1
1 1

1

,..., ,...,
,..., ,...,

1 ...
det k k

k k
k

j j j j
i i i i

j j n
A M A

≤ < < ≤
= ∑    (4.18) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k  nằm trên k  hàng  

1 ... ki i< <  nhân với phần bù đại số tương ứng của nó. 

2) Khai triển k  cột 1 ... kj j< < : 

1 1
1 1

1

,..., ,...,
,..., ,...,

1 ...
det k k

k k
k

j j j j
i i i i

i i n
A M A

≤ < < ≤
= ∑    (4.19) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k  nằm trên k  cột  

1 ... kj j< <  nhân với phần bù đại số tương ứng của nó. 

Đặc biệt khi 1k =  ta có công thức khai triển theo hàng và theo cột (4.14), (4.16). 

Chứng minh: Trường hợp  1 1,..., ki i k= = : 

1,...,
1 (1) ( )1,..., sgn ...

k

k
k kk

S
M a aσ σ

σ∈
= σ ⋅∑  

1,..., 1,...,
1 '( 1) '( )1,..., 1,...,

'
sgn ' ...

n k

k k
k k n nk k

S
M a a A

−

+ σ + σ
σ ∈

= σ ⋅ =∑  

Ứng với mỗi phép thế σ  của tập { }1,...,k  và 'σ  của { }1,...,k n+  thì phép thế µ  

có hoán vị tương ứng [ ](1),..., ( ), ( 1),..., ( )k k nσ σ σ + σ  có số các nghịch thế bằng số các 

nghịch thế của σ  cộng với số các nghịch thế của 'σ . Do đó sgn sgn sgn 'µ = σ ⋅ σ . Vì 
vậy mỗi tích 

1 (1) ( ) 1 '( 1) '( )sgn ... sgn ' ...k k k k n na a a aσ σ + σ + σσ ⋅ ⋅ σ ⋅  

là một hạng tử trong tổng của det A . Nói cách khác 
1,...,1,...,

1,..., 1,...,
kk

k kM M  chỉ bao gồm các 

hạng tử của det A ; nó là một bộ phận trong biểu thức tổng của det A . Trường hợp tổng 

quát 1
1

,...,
,...,

k
k

j j
i iM , ta biến đổi hàng và cột của det A  để đưa 1

1

,...,
,...,

k
k

j j
i iM về định thức con bậc 
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k  góc trên bên trái. Ta thực hiện 1 1i −  lần đổi chỗ hàng thứ 1i  để đưa về hàng thứ 1, 
..., 1ki −  lần đổi chỗ hàng thứ ki  để đưa về hàng thứ k . Tương tự đổi chỗ 

1 1,..., 1kj j− −  lần để đưa các cột 1,..., kj j  về các cột 1,...,k . Vì vậy định thức đổi dấu 

 1 1 1 1( 1) ... ( 1) ( 1) ... ( 1) ... ...( 1) ( 1)k k k ki i j j i i j j− + + − + − + + − + + + + +− = − . 

Khi đổi vị trí như vậy định thức bù của 1
1

,...,
,...,

k
k

j j
i iM  vẫn là  1

1

,...,
,...,

k

k

j j
i iM . 

Do đó 11 1 1
1 1

,...,,..., ... ...
,..., ,...,( 1) kk k k

k k

j jj j i i j j
i i i iA M+ + + + += − , như vậy các hạng tử của  

1 1

1 1

,..., ,...,
,..., ,...,

k k

k k

j j j j
i i i iM A⋅  cũng chỉ là các hạng tử của det A . 

Mặt khác mỗi 1 1

1 1

,..., ,...,
,..., ,...,

k k

k k

j j j j
i i i iM A⋅  có  !( )!k n k−  hạng tử. Số các định thức con  

1

1

,...,
,...,

k

k

j j
i iM  trên k hàng 1,..., ki i  bằng số các tổ hợp n chập k và bằng k

nC .  

Các hạng tử của  1 1

1 1

,..., ,...,
,..., ,...,

k k

k k

j j j j
i i i iM A⋅  và 1 1

1 1

' ,..., ' ' ,..., '
,..., ,...,

k k

k k

j j j j
i i i iM A⋅  khác nhau từng đôi 

một nếu { } { }1 1,..., ' ,..., 'k kj j j j≠ .  

Do đó tổng 1 1

1 1
1

,..., ,...,
,..., ,...,

1 ...

k k

k k
k

j j j j
i i i i

j j n
M A

≤ < < ≤
∑  có  !( )! !k

nC k n k n− =  hạng tử phân biệt 

của Adet  nhưng Adet  cũng chỉ có !n  hạng tử. Vậy mỗi hạng tử của Adet  đều là 

hạng tử nào đó của một trong những 1 1

1 1

,..., ,...,
,..., ,...,

k k

k k

j j j j
i i i iM A⋅  với 11 ... kj j n≤ < < ≤ . Vậy ta 

có đẳng thức (4.18). 

Công thức khai triển theo cột (4.19) được chứng minh trực tiếp hoàn toàn tương 

tự cách trên hoặc có thể suy ra từ kết quả trên và áp dụng tính chất tAA detdet = . 

Ví dụ 4.18:  

11 1

11 1 1 1 1
1

11 1 1 1 1
1 1

1 1

... 0 ... 0

... ...
... 0 ... 0
... ...

... ...

... ...

k

k k k k n
k kk

n
k k k k k k n

k kk nk nn

n nk kk nn

a a

a a a a
a a

D
a a a a

a a a a

a a a a

+ + +

+ + + + +
+

+

= = (4.20) 

Giải:        

Từ điều kiện 11 ... kj j n≤ < < ≤  kj k⇒ ≥ . 
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 Nếu kj k>  thì 0,...,
,...,1
1 =kjj

kM  vì định thức này có ít nhất một cột bằng 0. 

 Nếu kj k=  thì 1

11 1
,..., 1,...,

1,..., 1,...,

1

...

...

k

k
j j k

k k

k kk

a a
M M

a a
= =  

và   
1 1 1

1,..., 1 1
1,...,

1

...
( 1)

...

k k k n
k k k
k

nk nn

a a
A

a a

+ + +
+ + + + +

+

= − . 

Vậy   
11 1 1 1 1

1 1

... ...

... ...

k k k k n

n

k kk nk nn

a a a a
D

a a a a

+ + +

+

= . 

Ví dụ 4.19:  Tính 

0 0 0
2 2 20 0 0
1 4 6 24( )2 2 2

2 1 71 4 6
2 1 7

n

a b
c d

a b
D ad bce f

c d
g h
i j

= = − − − = −
− −− − −

− −

;  

(Xem Ví dụ 4.16). 

Ví dụ 4.20: Với hai ma trận vuông cùng cấp BA,  bất kỳ luôn có  

BAAB detdetdet =           (4.21)                 

Thật vậy, giả sử  ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ij n n

B b
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 

ij n n
C AB c

×
⎡ ⎤= = ⎣ ⎦ ,   

1

n

ij ik kj
k

c a b
=

= ∑  

Xét định thức cấp 2n : 

    2

0 0

0 0
1

1

1

ij

n

ij

a

D

b

=
−

−

−
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Khai triển Laplace theo n hàng đầu ta có 2 det detnD A B=  (xem ví dụ 4.14). Mặt 
khác, nhân 11b  với cột 1, 21b  với cột 2,..., 1nb  với cột n của 2nD  xong cộng tất cả vào 
cột n+1 thì định thức 2nD  trở thành: 

   

11 1 11

1 1
2

12 1

2

... 0 0

... 0 0
1 0

1
1 0

n

n nn n
n

n

n nn

a a c

a a c
D

b b

b b

=
−

−
−

 

Tiếp tục biến đổi tương tự như trên cuối cùng được: 

   

11 1 11 1

1 1
2

... ...

... ...
1 0 0

1
1 0 0

n n

n nn n nn
n

a a c c

a a c c
D =

−
−

−

 

Khai triển Laplace theo n hàng cuối ta được: 

 
11 1

1 2 ... 1 ... 2
2

1

1 ...
( 1) 1

1 ...

n
n n n

n

n nn

c c
D

c c

+ + + + + + +
−

= − −
−

 

            
2 (2 1)

2( 1) det det
n n n

C C
+

+
= − ⋅ = . 

4.5  ỨNG DỤNG ĐỊNH THỨC ĐỂ TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

4.5.1 Định nghĩa ma trận nghịch đảo 

Ta đã biết vành ,.),( +nM  các ma trận vuông cấp n là không nguyên, vì vậy với 

ma trận vuông cho trước chưa chắc đã có ma trận nghịch đảo đối với phép nhân ma 
trận.  

Định nghĩa 4.4: Ma trận vuông A  được gọi là khả nghịch nếu tồn tại ma trận vuông 
cùng cấp B  sao cho AB BA I= = . 

 Phép nhân ma trận có tính kết hợp nên ma trận B  ở định nghĩa trên nếu tồn tại 

thì duy nhất, ta gọi ma trận này là ma trận nghịch đảo của A , ký hiệu 1A− . 
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4.5.2 Điều kiện cần và đủ để tồn tại ma trận nghịch đảo 

Định lý 4.5: (điều kiện cần) Nếu A  khả nghịch thì det 0A ≠  (ta nói ma trận A  không 
suy biến). 

Chứng minh: 1AA I− =  ⇒ 1 1det det det det 1A A AA I− −= = = . 

Do đó  1
1det 0

det
A

A−= ≠ . 

Định nghĩa 4.5: Ma trận ij n n
B A

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , trong đó ijA  là phần bù đại số của phần tử ija  

của ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , được gọi là ma trận phụ hợp của A . 

Định lý 4.6: (điều kiện đủ) Nếu  det 0A ≠  thì A  khả nghịch và  

1 1
det

tA B
A

− = ,           (4.22) 

với B  là ma trận phụ hợp của A . 

Chứng minh: Khai triển định thức của ma trận A  theo hàng thứ k  ta được: 

1 1 ... detk k kn kna A a A A+ + = . 

Vì vậy tổng kninki AaAa ++ ...11   là khai triển theo hàng thứ k  của định thức của ma 
trận có được bằng cách thay hàng thứ k  của A  bởi hàng thứ i  của A , do đó bằng 0 
(vì hàng thứ k  và hàng thứ i  bằng nhau). Vậy 

 1 1
det

...
0i k in kn

A i k
a A a A

i k
=⎧

+ + = ⎨ ≠⎩

   nÕu  

         nÕu  
 ⇒ (det )tAB A I= .        (4.23) 

Tương tự, khai triển theo cột ta có: 

1 1
det

...
0i k ni nk

A i k
a A a A

i k
=⎧

+ + = ⎨ ≠⎩

   nÕu  

         nÕu  
 ⇒ (det )tB A A I= .      (4.24) 

 Công thức (4.23)-(4.24) suy ra kết quả (4.22). 

Hệ quả 4.7: Nếu BA I=  hoặc AB I=  thì tồn tại 1A−  và 1A B− = . 

Chứng minh: BA I=  ⇒ det 0A ≠   ⇒ 1A−∃  và   

                                1 1 1( ) ( )B B AA BA A A− − −= = = . 
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Hệ quả 4.8: Ma trận 
a b

A
c d
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 vuông cấp 2 với định thức 0A ad bc= − ≠  có ma 

trận nghịch đảo là 1 1 1
td c d b

A
b a c aad bc ad bc

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Ví dụ 4.21: 
5 7
3 9

A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 có ma trận nghịch đảo là 1 9 71
3 524

A− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

Ví dụ 4.22:  Ma trận  
1 2 3
2 5 3
1 0 8

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 có det 1A = − . 

1 1
11

5 3
( 1) 40

0 8
A += − =  , 1 2

12
2 3

( 1) 13
1 8

A += − = −  , 1 3
13

2 5
( 1) 5

1 0
A += − = − , 

2 1
21

2 3
( 1) 16

0 8
A += − = −  , 2 2

22
1 3

( 1) 5
1 8

A += − =  ,  2 3
23

1 2
( 1) 2

1 0
A += − = ,  

3 1
31

2 3
( 1) 9

5 3
A += − = −  ,  3 2

32
1 3

( 1) 3
2 3

A += − =  ,  3 3
33

1 2
( 1) 1

2 5
A += − =  , 

Vậy  1
40 13 5 40 16 9 40 16 9

1 16 5 2 13 5 3 13 5 3
1

9 3 1 5 2 1 5 2 1
A

t
−

− − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Ví dụ 4.23:  Ma trận  
2 5 3
7 3 2
4 1 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  có det 56A = − . 

1 1
11

3 2
( 1) 7

1 3
A += − =  , 1 2

12
7 2

( 1) 13
4 3

A += − = −  , 1 3
13

7 3
( 1) 5

4 1
A += − = − , 

2 1
21

5 1
( 1) 14

1 3
A += − = −  , 2 2

22
2 1

( 1) 2
4 3

A += − =  ,  2 3
23

2 5
( 1) 18

4 1
A += − = ,  

3 1
31

5 1
( 1) 7

3 2
A += − =  ,  3 2

32
2 1

( 1) 3
7 2

A += − =  ,  3 3
33

2 5
( 1) 29

7 3
A += − = −  , 

Vậy  1
7 13 5 7 14 7

1 114 2 18 13 2 3
56 56

7 3 29 5 18 29
A

t
−

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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4.5.3  Tìm ma trận nghịch đảo theo phương pháp Gauss-Jordan 

Tính chất 3.5 mục 4.2 chương 3 chỉ ra rằng: việc thực hiện liên tiếp các phép 
biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận A  để đưa A  về ma trận đơn vị tương ứng với 
việc nhân bên trái của A  các ma trận 1,..., kE E  dạng ( , )R k λ , ( , )P i j , ( , , )Q i j λ  (xem 

3.15, 3.16, 3.17) sao cho 1... kE E A I= . Mặt khác theo Hệ quả 4.7  thì 1
1... kA E E− = . 

Cũng với lập luận như trên ta có:  1 1... ...k kE E E E I=  là ma trận có được bằng 
cách thực hiện bởi cùng các phép biến đổi sơ cấp tương ứng như đã thực hiện đối với 

ma trận A  lên các hàng của ma trận đơn vị I . Vì vậy để tìm ma trận 1A−  ta thực hiện 
các bước sau: 

 1) Viết ma trận đơn vị I  bên phải ma trận A :         IA  

 2) Thực hiện các phép biến đổi sơ cấp đồng thời lên các hàng của A I  để đưa 

ma trận A  ở vế trái về ma trận đơn vị I . 

 3) Khi vế trái trở thành ma trận đơn vị thì vế phải là ma trận 1A− .  

   1.......... −→→ AIIA .     (4.25) 

Ví dụ 4.24: Tìm 1A−  với  
1 2 3
2 5 3
1 0 8

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (ví dụ 4.22) 

           
1 12 1 2 2

1 3 3

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
2 5 3 0 1 0      0 1 3 2 1 0
1 0 8 0 0 1 0 2 5 1 0 1

h h
h h h
h h h

→
− + →
− + → − −

− −
→  

     
1 11 1 2 22 2 3 3

2 2 3 3

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
0 1 3 2 1 0      0 1 3 2 1 0
0 0 1 5 2 1 0 0 1 5 2 1

h hh h h hh h h h
h h h

→→ − →→ − →
+ →

− − − −
− − − −

→
→

 

33 2 1 13 1 1
2 23 3 2 2 3 33 3

1 2 0 14 6 3 1 0 0 40 16 9
0 1 0 13 5 3    0 1 0 13 5 3
0 0 1 5 2 1 0 0 1 5 2 1

h h hh h h
h hh h h h hh h

− + →− + →
→+ → →→

− −
− − − −
− − − −

→→
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Vậy  1
40 16 9

13 5 3
5 2 1

A−
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 . 

Nhận xét 4.2: Tìm 1A−  theo phương pháp Gauss-Jordan sẽ dễ dàng khi các phần tử 

của  1A−  là các số nguyên (thường gặp khi det 1A = ± ). 

4.6  TÌM HẠNG CỦA MA TRẬN BẰNG ĐỊNH THỨC 

Định thức của một hệ phụ thuộc tuyến tính bằng 0 (xem Tính chất 4.2-7). Do đó 
nếu định thức { }1,..., 0nD v v ≠B  thì hệ { }1,..., nv v  độc lập tuyến tính. 

 Ngược lại, nếu hệ { }1,..., nv v  độc lập tuyến tính thì { }1,..., 0nD v v ≠B . Thật vậy, 

giả sử hệ { }1,..., nv v  có ma trận trong cơ sở { }1,..., ne e=B  là ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , nghĩa là 

1

n

j ij i
i

v a e
=

=∑ . Ta có { }nvvDA ,...,det 1B= . 

Mặt khác vì hệ { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính nên nó cũng là một cơ sở của V . 

Vậy ta có 
1

n

j ij i
i

e b v
=

=∑ . Đặt ijB b⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ta có thể kiểm tra được AB I= ⇒det 0A ≠ .  

Định lý 4.10: Hệ { }1,..., nv v  độc lập khi và chỉ khi { }1,..., 0nD v v ≠B . 

Nhận xét 4.3: Ta đã chứng minh được nếu 'ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B

B
 là ma trận chuyển từ cơ sở B  

sang 'B  thì ma trận chuyển từ cơ sở 'B  sang B   là 1T − . 

1''
'ij ijT t t T −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⇒ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B B

B B
                                (4.26) 

Định lý 4.12: Giả sử ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là một ma trận cỡ m n× . Nếu tồn tại định thức con 

cấp p  của A khác 0 và mọi định thức con cấp 1p +  bao quanh nó đều bằng 0 thì  
( )r A p= . 

Chứng minh: Không mất tính tổng quát ta có thể giả thiết định thức con cấp p  góc 

trái 1,...,
1,..., 0p

pM ≠ . Khi đó p  véc tơ cột đầu độc lập tuyến tính, vì nếu có một véc tơ là tổ 

hợp tuyến tính của 1p −  véc tơ còn lại thì mâu thuẫn với giả thiết 1,...,
1,..., 0p

pM ≠  (định lý 

4.10), do đó ( )r A p≥ . Ta cần chứng minh bất đẳng thức ngược lại.  
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Với mọi 1,..., ;k m=  1,...,s p n= + ;  Xét ma trận cấp 1p + : 

   

11 1 1

21 2 2

1

1

... ...

... ...

... ...

... ...

p s

p s

p pp ps

k kp ks

a a a

a a a

B
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

        

Khi k p≤ : Ma trận B  có hai hàng bằng nhau, do đó det 0B = . 

Khi k p> : det 0B = , vì det B  là định thức cấp 1p +  bao 1,...,
1,...,

p
pM . 

Mặt khác khai triển theo hàng cuối ta được dạng sau: 

   1,...,
1 1 1,...,... 0p

k kp p ks pa a a Mµ + + µ + =  

⇒ 1 1 ...ks k p kpa a a= λ + + λ  , với mọi 1,2,...,k m= . 

Vì vậy véc tơ cột sv  là tổ hợp tuyến tính của p  véc tơ cột đầu. Vậy ( )r A p≤ .  

Hệ quả 4.13: A là một ma trận cỡ m n×  thì ( ) ( ) min ,( )tr A r A m n= ≤ . 

Nhận xét 4.4: Để tìm hạng ma trận A  ta tìm định thức con cấp 2 khác 0. Bao định 
thức này bởi các định thức con cấp 3. Nếu tất cả các định thức cấp 3 bao quanh đều 
bằng 0 thì ( ) 2r A = . Nếu có định thức con cấp 3 khác 0 thì ta tiếp tục bao định thức 
cấp 3 này bởi các định thức cấp 4... 

Ví dụ 4.25: Ma trận 
2 1 2 3
2 9 4 7
4 3 1 1

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 có : 

2 1
20

2 9
=

−
,  

2 1 2 2 1 3
2 9 4 2 9 7 0
4 3 1 4 3 1

−
− − = − =
− − −

 . 

Vậy ( ) 2r A = . 

Ví dụ 4.26: Ma trận 

2 1 0 4
4 2 1 7

3 1 1 4
1 4 3 4

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦
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2 1
0

4 2
=

− −
 nhưng 

1 0
1

2 1
=

−
. 

Bao định thức này bởi định thức cấp 3:   
2 1 0
4 2 1 1

3 1 1
− − =

−
.  

Định thức cấp 4 chính là định thức 0B = .  

Vậy ( ) 3r B = . 

Ví dụ 4.27: Tìm hạng của ma trận  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

a
a

a
a

A

111
111
111
111

 

Ta có  3)1)(3( −+= aaA .  

Vậy:    • Khi  1,3 ≠−≠ aa  thì  4)( =Ar ; 

• Khi  1=a  thì  1)( =Ar ; 

• Khi  3−=a , ⇒≠−
−

0
111
311

131
  3)( =Ar . 

Trong thực hành ta có thể kết hợp phương pháp này với phương pháp biến đổi sơ 
cấp lên các hàng các cột ma trận thì quá trình tìm hạng ma trận sẽ nhanh hơn. 

 

BÀI TẬP CHƯƠNG IV             

4.1) Cho hai phép thế 
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3
⎡ ⎤

σ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 và 
1 2 3 4 5
4 1 3 5 2
⎡ ⎤

µ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 a) Xác định σ µ , µ σ , 1−σ . 

 b) Xác định dấu: sgnσ , sgnµ , sgn( )σ µ , sgn( )µ σ , 1sgn −σ . 

4.2) Tính các định thức sau: 

a)  
1 1 1
1 0 1
1 1 0
−
− −

  b) 
2 1 1
0 5 2
1 3 4

−
−
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c) 
2 1 4

6 3 2
4 1 2

− −
− −   d) 

7 6 5
1 2 1
3 2 1−

 

4.3) Tính các định thức sau: 

a)  

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

       b)  

2 5 1 2
3 7 1 4

5 9 2 7
4 6 1 2

−
− −

−
−

 

c)  

7 6 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

  d)  

6 5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
4 8 8 3

−

− − −

. 

4.4) Tính định thức 
a b a

a a b
−

+
. 

4.5) Tính các định thức  

a) 
2 3

4 1
t

t
− −
− −

   b) 
5 7

1 3
t

t
−
− +

. 

4.6) Tìm các giá trị của k  sao cho 0
4 2
k k

k
= . 

4.7) Tính định thức của các ma trận sau: 

a) 
1/ 2 1 1/ 3
3/ 4 1/ 2 1

1 4 1
A

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

   b) 

3 2 5 4
5 2 8 5
2 4 7 3

2 3 5 8

B

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  

c) 
3 1 1

5 3 1
6 6 4

t
C t

t

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

. 

4.8) Tính định thức của các ma trận sau: 

a) 
2 4 3

1 1 2
0 0 4

t
A t

t

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= + −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

   b) 
1 3 3

3 5 3
6 6 4

t
B t

t

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦
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c) 
3 1 1

7 5 1
6 6 2

t
C t

t

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

. 

4.9) Giải phương trình: 

2 31
1 2 4 8 0
1 3 9 27
1 4 16 64

x x x

=  . 

4.10)  Biết 299, 966, 161 chia hết 23. Chứng minh 
2 9 9
9 6 6
1 6 1

 chia hết 23. 

4.11)  Không cần tính định thức, chứng minh các đẳng thức sau: 

a) 
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

a b a x b y c a b c
a b a x b y c a b c
a b a x b y c a b c

+ +
+ + =
+ +

 

b) 
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

2
a b x a b x c a b c
a b x a b x c x a b c
a b x a b x c a b c

+ −
+ − = −
+ −

    

c) 

2

2

2

11
1 1
1 1

a aa bc
b ca b b
c ab c c

=          d) 

3 2

3 2

3 2

1 1

1 ( ) 1

1 1

a a a a

b b a b c b b

c c c c

= + +  

e)

2 3 2

2 3 2

2 3 2

1 1

1 ( ) 1

1 1

a a a a

b b ab bc ca b b

c c c c

= + +  

4.12)  Cho định thức Vandermond  1 2

1 1 1
1 2

1 1 ... 1
...

... ... ... ...

...

n
n

n n n
n

x x x
D

x x x− − −

=   

Chứng minh: 
1 1

1 2 1 1 1
( ) ( ) ( )

n k n n

n i j k i k i
j i n k i i k i

D x x x x x x
− −

≤ < ≤ = = = = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 
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4.13)  Tính  

1

2

3

...

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

a x x x
x a x x
x x a xD

x x x a

=  

4.14*)  Chứng minh  a) 2 2 2 2 2( )

a b c d
b a d c

a b c d
c d a b
d c b a

− −
= + + +

− −
− −

 

         b) 2 2 2 24( )( )

a b a b
b a b a

a b c d
c d c d
d c d c

− −
− −

= + +
− −

 

4.15*)  Chứng minh  

1 2

1 2
1 2

1 2

1 ...
1 ...

1 ...
... ... ... ...

... 1

n

n
n

n

a a a
a a a

a a a

a a a

+
+

= + + + +

+

   

4.16*)  Cho định thức detn ijD a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với ija  bằng 1 hoăc 1− , với mọi .,...,1, nji =  

a) Chứng minh nD  là một số chẵn; 

b) Tìm giá trị lớn nhất của các định thức 3D ; 

c) Chứng minh ( 1)( 1)!nD n n≤ − −  với mọi 3n ≥ . 

4.17*) Tính định thức của các ma trận vuông cấp n trong các trường hợp sau: 

a) ( , )minija i j= ,  b) ( , )maxija i j= ,      

c) ija i j= − ,        d) 1
( 1)!ija
i j

=
+ −

 

4.18) Tính  

1 2 ... 1
1 ... 2 1

1 ... 3 2
... ... ... ... ...
2 3 ... 1

n

n n
n n n

D n n n n

n

−
− −

= − − −  

4.19)  Chứng minh  
, 1

( ) ' ( ) ( )
n

ij ij ij
i j

d a x a x A x
dx =

= ∑  . 
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4.20)  Tìm λ  để hệ véc tơ sau phụ thuộc tuyến tính: 

 1 1, ,
2 2

u − −⎛ ⎞= λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  1 1, ,
2 2

v − −⎛ ⎞= λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  1 1, ,
2 2

w − −⎛ ⎞= λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4.21) Tìm hạng của các ma trận sau: 

a)  
2 1 3 2 4
4 2 5 1 7
2 1 1 8 2

A
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  b) 

4 3 5 2 3
8 6 7 4 2
8 3 8 2 7
4 3 1 2 5
8 6 1 4 6

B

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

c)  

3 1 2
1 4 7 2
1 10 17 4
4 1 3 3

m

C

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

          d)  

1 2 1 1 1
1 1 1 1

1 0 1 1
1 2 2 1 1

m
D

m

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

4.22) Các ma trận sau có khả nghịch không, nếu khả nghịch hãy tìm ma trận nghịch 
đảo: 

a) 
2 1 1
0 1 3
2 1 1

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    b) 
1 4 2
1 0 1

2 2 3
B

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

         

c) 
1 1 2
1 2 1

2 3 2
C

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  d) 
1 1 2
2 3 2
1 3 1

D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

   

e)  

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

E

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

4.23) Cho 
1 3 3

3 5 3
6 6 4

t
A t

t

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  

a) Tìm các giá trị của t  để A  khả nghịch. 

b)  Khi 3t =  tìm 1A− . 
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4.24) Cho 
1 7 3

1 1 2
5 2 5 6

t
A t

t t t

+⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  

a) Tìm các giá trị của t  để A  khả nghịch. 

b)  Khi 2t =  tìm 1A− . 

4.25) Giả sử A  là ma trận chéo và B  là ma trận tam giác có dạng: 

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  

1 12 1

2 20

0 0

n

n

n

b c c
b c

B

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 a) Chứng tỏ rằng ma trận phụ hợp của A  có dạng chéo và ma trận phụ hợp của 
B  có dạng tam giác. 

 b) Chứng tỏ rằng B  khả nghịch khi và chỉ khi mọi 0ib ≠ ; do đó A  khả nghịch 
khi và chỉ khi mọi 0ia ≠ . 

 c) Chứng tỏ rằng nếu A , B  khả nghịch thì ma trận nghịch đảo tương ứng có 
dạng: 

1
1

1
1 2

1

0 0

0 0

0 0 n

a

aA

a

−

−
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

1
1 12 1

1
1 2 2

1

0

0 0

n

n

n

b d d

b dB

b

−

−
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

4.26)  Chứng tỏ ma trận vuông 
0p

q

I

A I
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 khả nghịch, với q pA ×∈M . Tìm ma trận 

nghịch đảo. 

4.27*) Chứng tỏ rằng nếu 1 1P AP Q BQ− −=  thì tồn tại các ma trận R  và S  sao cho 
,A RS B SR= = . 

4.28)  Chứng tỏ rằng mọi ma trận vuông phản đối xứng ( )tA A= −  cấp lẻ là suy biến. 
Ma trận vuông phản đối xứng cấp chẵn có suy biến không? Chứng minh rằng ma trận 
nghịch đảo của ma trận phản đối xứng cũng là ma trận phản đối xứng. 

4.29*) Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận vuông cấp n sau: 
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a)  

1 1 1 ... 1
1 0 1 ... 1
1 1 0 ... 1
... ... ... ... ...
1 1 1 ... 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  b)  

0 1 1 ... 1
1 0 1 ... 1
1 1 0 ... 1
... ... ... ... ...
1 1 1 ... 0

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

c)  

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ...

C

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎢ ⎥
⎢ ⎥= λ
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

  d)  

2

1

2

1 ...

0 1 ...

0 0 1 ...
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

n

n

n

a a a

a a
D a

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

4.30*) Chứng minh nếu 0kA =  thì ,I A I A+ −  khả nghịch. 

4.31*) Chứng minh nếu 0nA = , 0mB =  và AB BA=  thì BAI ++  khả nghịch. 

4.32*) Chứng minh rằng nếu 0)( =+ kAI  thì  0det ≠A . 

4.33*) Chứng minh nếu ABI +  khả nghịch thì BAI +  cũng khả nghịch. 

4.34*) Tìm tất cả các ma trận vuông cấp n dạng tam giác , 0ij ijA a a⎡ ⎤= ≥⎣ ⎦  có  

1 , 0ij ijA b b− ⎡ ⎤= ≥⎣ ⎦ . 

4.35*) Giả sử ma trận A  vuông cấp n thoả mãn 2( ) 0XA =  với mọi ma trận X  vuông 
cấp n. Chứng minh 0A = . 

4.36*) Chứng minh đẳng thức Wagner đúng với mọi ma trận CBA ,,  vuông cấp 2:   

2 2( ) ( ) 0AB BA C C AB BA− − − = . 

4.37*) Cho hai ma trận BA,  vuông cấp n thoả mãn tính chất BBAAB =− . 

a) Chứng minh  ( )k kAB B A kI= +  với mọi k. 

b) Từ đó suy ra 0det =B . 

4.38) Cho ma trận khối 
0
A B

M
C

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, trong đó ,A C  là hai ma trận vuông. Chứng 

minh rằng M A C= . 

4.39) Cho , , ,A B C D  là các ma trận vuông cấp n  giao hoán. Chứng minh rằng ma 

trận khối 
A B

M
C D
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 vuông cấp 2n  có định thức M A D B C= − . 
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CHƯƠNG  V 

HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH  

 

Hệ phương trình tuyến tính là bài toán thường gặp phải khi nghiên cứu các hệ 
tuyến tính. Đối với hệ phi tuyến người ta xấp xỉ bởi hệ tuyến tính. Vì vậy hệ phương 
trình tuyến tính có rất nhiều ứng dụng trong thực tế.  

Nhờ sự hỗ trợ của công nghệ thông tin, các bài toán hệ phương trình tuyến tính 
ngày càng được ứng dụng rộng rãi hơn. Có thể chỉ ra đây một vài bài toán dạng này: 

- Sự phân phối dòng điện trong những sơ đồ có nhiều ghép nối.  

- Giải gần đúng những bài toán của lý thuyết thế vị.  

- Giải gần đúng một vài bài toán trong các vấn đề bức xạ  điện từ. 

- Sự phân phối vận tốc các dòng nước trong các hệ thuỷ lực học phức tạp. 

- Ứng dụng phân tích thống kê vào tâm lý học, xã hội học và kinh tế học. 

- Chuỗi Markov, phân bố dừng của chuỗi Markov ứng dụng trong bài toán 
chuyển mạch của tổng đài ... 

Hệ phương trình tuyến tính đã được biết đến rất sớm. Ở Trung Quốc người ta 
tìm thấy một cuốn sách có khoảng từ năm 500 trước công nguyên, trong đó có những 
chỉ dẫn về việc dùng một bàn tính để giải các hệ phương trình tuyến tính qua các ví dụ 
cụ thể. Phương pháp giải này chính là thuật toán khử Gauss. Ở châu Âu thuật toán này 
đã được mô tả trong công trình của Buteo (Pháp) năm 1550, trước Gauss hơn hai thế 
kỷ. Một phương pháp khác để giải hệ phương trình tuyến tính là sử dụng định thức của 
Cramer. 

Thoạt tiên ta có thể thấy rằng hình như vấn đề giải hệ phương trình tuyến tính 
đã cũ rồi và có thể giải quyết bằng những phương tiện tính toán sơ cấp quen biết. Tuy 
nhiên để giải các bài toán nêu ra ở trên ta thường phải khảo sát khoảng từ 150 đến 200 
phương trình đồng thời. Tình trạng ấy trong thực hành đã gây ra nhiều khó khăn lớn 
đến nổi hầu như không thể giải quyết nổi nếu chỉ dùng phương pháp sơ cấp. Với sự hỗ 
trợ của máy tính và các thuật toán mới đã khiến cho hệ phương trình tuyến tính được 
ứng dụng hiệu quả để giải quyết các bài toán thực tế. Mùa hè năm 1949, Giáo sư 
Wassily Leontief trường Đại học HarVard đã gửi đến Trung tâm tính toán của trường 
Đại học Mark II đề nghị giải hệ phương trình tuyến tính gồm 500 phương trình với 
500 ẩn biểu diễn các chỉ tiêu kinh tế của Mỹ. Mark II là một trong những trung tâm 
máy tính điện tử lớn nhất thời bấy giờ cũng không giải quyết được. Leontief buộc phải 
đưa bài toán về hệ 45 phương trình với 45 ẩn. Với kết quả này Leontief nhận được giải 
Nobel kinh tế năm 1973, ông ta được xem là người mở cánh cửa vào kỹ nguyên mới 
về các mô hình toán học về kinh tế.  
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Một hệ phương trình tuyến tính có thể viết dưới dạng ma trận, dưới dạng một 
véc tơ là một tổ hợp tuyến tính của một hệ các véc tơ khác hoặc biểu thức toạ độ của 
một ánh xạ tuyến tính (chương 6). 

Nếu ta ký hiệu các hệ số của hệ m phương trình có n ẩn thành một ma trận cỡ 
m n× , các ẩn thành ma trận cột 1n× , các hệ số vế sau thành ma trận cột 1m×  thì hệ 
phương trình đã cho có thể biểu diễn dưới dạng ma trận. Với cách biểu diễn này ta 
thấy nếu ma trận các hệ số khả nghịch thì hệ phương trình có duy nhất nghiệm (hệ 
Cramer). 

Nếu ta xét 1n +  véc tơ có m  thành phần trong đó n  véc tơ đầu là các hệ số ứng 
với các ẩn còn véc tơ thứ 1n +  là hệ số của vế sau của hệ phương trình. Khi đó hệ 
phương trình được biểu diễn dưới dạng véc tơ, vế sau là một tổ hợp tuyến tính của n  
véc tơ các hệ số. Với cách biểu diễn này thì hệ phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 
véc tơ vế sau thuộc vào không gian con sinh bởi n  véc tơ của các hệ số.  

Điều này cho thấy ta có thể giải quyết một bài toán hệ phương trình tuyến tính 
bằng ma trận, bằng biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính. Điều kiện tồn tại nghiệm liên 
quan đến hạng của hệ véc tơ hoặc tập ảnh của ánh xạ tuyến tính ... và ngược lại. Vì vậy 
khi học chương này đòi hỏi học viên thấy được mối liên hệ giữa các khái niệm trên để 
giải quyết bài toán một cách linh hoạt. Học viên cần nắm vững và vận dụng thành thạo 
hai phương pháp: phương pháp Cramer và phép khử Gauss để giải hệ phương trình 
tuyến tính.  

Phương pháp Cramer sử dụng định thức để giải hệ phương trình, khi Cramer 
đưa ra quy tắc này thì nó trở thành "mốt" trong các công trình về toán ứng dụng trong 
một thời gian dài. Tuy nhiên phương pháp khử của Gauss đôi khi tỏ ra đơn giản hơn. 
Giải bài toán theo phương pháp khử của Gauss là sử dụng các phép biến đổi tương 
đương lên các phương trình của hệ để đưa hệ phương trình cần giải về hệ tương đương 
đơn giản hơn mà ta dễ dàng tìm được nghiệm. Thực chất của phương pháp này là sử 
dụng các phép biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận hệ số của hệ phương trình. 

Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất liên quan đến nhân của ánh xạ tuyến tính 
được khảo sát trong chương 6, Tập hợp nghiệm của hệ phương trình thuần nhất là 
không gian véc tơ con của n  (định lý 5.4). 

5.1  KHÁI NIỆM VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1.1 Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính 

Hệ m phương trình tuyến tính n ẩn có dạng tổng quát: 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

..............................................
...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

               (5.1) 

Hoặc viết tắt    
1

n

ij j i
j

a x b
=

=∑  ,  1,...,i m=  

trong đó   1 2, ,..., nx x x  là n  ẩn, 

  ija  là hệ số của ẩn thứ j  trong phương trình i , 

  ib  là vế phải của phương trình thứ i ; 1,...,i m= ; 1,...,j n= .  

Khi các vế phải 0=ib  thì hệ phương trình được gọi là thuần nhất. 

 Nghiệm của hệ phương trình là bộ gồm n  số ( )1 2, ,..., nx x x  sao cho khi thay 

vào (5.1) ta có các đẳng thức đúng. Giải một hệ phương trình là đi tìm tập hợp nghiệm 
của hệ.  

Hai hệ phương trình cùng ẩn là tương đương nếu tập hợp nghiệm của chúng bằng 
nhau. Vì vậy để giải một hệ phương trình ta có thể giải hệ phương trình tương đương 
của nó.  

5.1.2  Dạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính 

 Với hệ (5.1) ta xét các ma trận: 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

# # % #
 ,  

1

2

m

b
b

B

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
 ,  

1

2

n

x
x

X

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
     (5.2) 

A , B , X  lần lượt được gọi là ma trận hệ số, ma trận vế sau và ma trận ẩn. Khi 
đó hệ phương trình (5.1) được viết lại dưới dạng ma trận:    

AX B=          (5.3) 

5.1.3  Dạng véc tơ của hệ phương trình tuyến tính 

Nếu ta ký hiệu véc tơ cột thứ i của ma trận A  là 1( ,..., ) m
i i miv a a= ∈  và véc tơ 

vế sau 1( ,..., ) m
mb b b= ∈ , thì hệ (5.1) được viết dưới dạng véc tơ: 

   1 1 2 2 ... n nx v x v x v b+ + + =          (5.4) 
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Với cách viết này ta thấy rằng hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 
{ }1span ,..., nb v v∈ . 

Ví dụ 5.1: Xét hệ phương trình viết dưới dạng tổng quát: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4
4 3 2 6
8 5 3 4 12

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ + − + =⎩

 

Hệ phương trình viết dưới dạng ma trận như sau: 

1

2

3

4

2 2 1 1 4
4 3 1 2 6
8 5 3 4 12

x
x
x
x

⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

 

  Xét các véc tơ 1 (2,4,8)v = , 2 (2,3,5)v = , 3 ( 1, 1, 3)v = − − − , 4 (1,2,4)v = ; (4,6,12)b = . 
Hệ phương trình trên có thể viết dưới dạng véc tơ: 

1 2 3 4(2,4,8) (2,3,5) ( 1, 1, 3) (1,2,4) (4,6,12)x x x x+ + − − − + = . 

5.2  ĐỊNH LÝ TỒN TẠI NGHIỆM 

Định lý 5.1: (Kronecker-Kapelli) Hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 
( ) ( )r A r A= �  trong đó iA  là ma trận có được bằng cách bổ sung thêm vào ma trận hệ số 

A  một cột cuối là vế phải của hệ phương trình.  

   ( ) ( )r A r A= � ; 
11 1 1

1

...

...

n

m mn m

a a b
A

a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� # % # #                            (5.5) 

Chứng minh: Hệ (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi tồn tại 1 2, ,..., n
nx x x ∈  sao cho 

1 1 2 2 ... n nx v x v x v b+ + + = . Nghĩa là { }1span ,..., nb v v∈  (b  biểu diễn được thành tổ hợp 

tuyến tính của { }1,..., nv v ). Vậy 1 1( ,..., ) ( ,..., , )n nr v v r v v b= . Do đó  ( ) ( )r A r A= � .         
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Ví dụ 5.2: Hệ phương trình trong ví dụ 5.1 có ma trận hệ số 
2 2 1 1
4 3 1 2
8 5 3 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, ma 

trận bổ sung cột cuối i
2 2 1 1 4
4 3 1 2 6
8 5 3 4 12

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.  

Hạng ( ) ( ) 3r A r A= =� , do đó hệ phương trình có nghiệm. 

5.3  PHƯƠNG PHÁP CRAMER 

5.3.1 Hệ Cramer và cách giải 

Định nghĩa 5.2: Hệ n phương trình tuyến tính n ẩn có ma trận hệ số A không suy biến 
được gọi là hệ Cramer.  

Định lý 5.2: Mọi hệ Cramer đều tồn tại duy nhất nghiệm.  

Cụ thể hệ   
1

n

ij j i
j

a x b
=

=∑ , 1,...,i n=   có nghiệm i ix D D= , 1,...,i n= ; 

trong đó  

{ }1 1 1det ,..., , , ,...,i i i nD A D v v v v v− += = B  

  { }1 1 1,..., , , ,...,i i i nD D v v b v v− += B              (5.6) 

iD  là định thức của hệ các véc tơ cột là các cột hệ số của hệ phương trình nhưng véc 
tơ cột thứ i được thay bởi véc tơ cột vế sau. 

Chứng minh: det 0A ≠  ⇒ hệ { }1,..., nv v  là một cơ sở của n . Do đó b  được biểu 

diễn duy nhất thành tổ hợp tuyến tính của { }1,..., nv v . Nghĩa là tồn tại duy nhất 

1 2, ,..., nx x x  sao cho 1 1 2 2 ... n nx v x v x v b+ + + = .  

Gọi { }1,..., ne e=B  là cơ sở chính tắc của n . Khi đó: 

{ }1 1 1 1 1 1
1

,..., , , ,..., ,..., , , ,...,
n

i i i n i k k i n
k

D D v v b v v D v v x v v v− + − +
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑B B  

     { }1 1 1,..., , , ,...,i i i i n ix D v v v v v x D− += =B   ⇒  i ix D D= , 1,...,i n= .      

Ví dụ 5.3: Hệ phương trình 
2 3 1
3 5 2 8

2 3 1

x y z
x y z
x y z

+ − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − − = −⎩
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2 3 1
3 5 2 22
1 2 3

D
−

= =
− −

, 
1 3 1
8 5 2 66
1 2 3

xD
−

= =
− − −

, 

2 1 1
3 8 2 22
1 1 3

yD
−

= = −
− −

, 
2 3 1
3 5 8 44
1 2 1

zD = =
− −

. 

Do đó hệ có nghiệm 3, 1, 2x y z= = − = . 

5.3.2 Giải hệ phương trình tuyến tính trường hợp tổng quát 

Giả sử hệ phương trình có nghiệm và 1 1 1( ,..., ) ( ,..., , ) ( ,..., )n n pr v v r v v b r v v= = ; 

p n≤  (trong trường hợp khác cách giải hoàn toàn tương tự). Với giả thiết này p  véc 
tơ hàng phía trên của A  tạo thành hệ độc lập tuyến tính tối đại của hệ các véc tơ hàng 
của A . Vì vậy hệ (5.1) tương đương với p  phương trình đầu 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

..............................................
...

n n

n n

p p pn n p

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 

Giả sử 
11 1

1

...

0
...

p

p pp

a a

a a
≠# % #  (trường hợp khác cách giải hoàn toàn tương tự) 

Hệ phương trình trên được viết lại: 

11 1 12 2 1 1 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 1 1 2

1 1 2 2 1 1

... ...

... ...

............................................................................
... .

p p p p n n

p p p p n n

p p pp p p pp p

a x a x a x b a x a x

a x a x a x b a x a x

a x a x a x b a x

+ +

+ +

+ +

+ + + = − − −

+ + + = − − −

+ + + = − − .. pn na x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ −⎩

 

đây là hệ Cramer có vế sau phụ thuộc vào các ẩn 1,...,p nx x+ .  

Vậy hệ có vô số nghiệm phụ thuộc 1,...,p nx x+ ; các ẩn 1,...,p nx x+  nhận giá trị tùy ý. 

Ví dụ 5.4: Giải và biện luận theo tham số λ  hệ 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

λ + + + =⎧
⎪ + λ + + =⎪
⎨ + + λ + =⎪
⎪ + + + λ =⎩
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Từ ví dụ 4.14 chương 4 ta có 3det ( 3)( 1)A = λ + λ − . 

♦ Khi 3, 1λ ≠ − λ ≠ : Hệ đã cho là hệ Cramer nên có nghiệm duy nhất. Ngoài ra 
khi thay đổi vai trò của các ẩn trong hệ thì hệ không thay đổi, do đó hệ có nghiệm: 

1 2 3 4x x x x= = =  ⇒  1 2 3 4
1

3
x x x x= = = =

λ +
. 

♦ Khi 1λ = : ( ) ( ) 1r A r A= =� , hệ phương trình đã cho tương đương với phương 
trình 1 2 3 4 1x x x x+ + + =  

Hệ phương trình có vô số nghiệm 1 2 3 41x x x x= − − −  với 2 3 4, ,x x x  tuỳ ý. 

♦ Khi 3λ = − : det 0A = ⇒ ( ) 4r A <  (theo Ví dụ 4.23 ( ) 3r A = ) nhưng ma trận 

bổ sung A�  có định thức con cấp 4 

1 1 1 1
3 1 1 1

64 0
1 3 1 1
1 1 3 1

−
= ≠

−
−

 ⇒ ( ) 4r A =�  ⇒  hệ vô nghiệm. 

5.4  PHƯƠNG PHÁP MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

Định lý 5.3:  Hệ Cramer 
1

n

ij j i
j

a x b
=

=∑ , 1,...,i n=  có nghiệm dưới dạng ma trận  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

# # % #
, 

1

2

n

b
b

B

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
 , 

1

2

n

x
x

X

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
, det 0A ≠ 1X A B−⇒ = .     (5.7) 

Ví dụ 5.5: Xét hệ phương trình 
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3
2 5 3

8

x x x a
x x x b
x x c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

.  

Ma trận hệ số 
1 2 3
2 5 3
1 0 8

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 có det 1A = − , do đó hệ đã cho là hệ Cramer có nghiệm 

theo công thức (5.7).  

Từ Ví dụ 4.22 có  1
40 16 9

13 5 3
5 2 1

A−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

.  
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Vậy 
1

2

3

40 16 9 40 16 9
13 5 3 13 5 3
5 2 1 5 2

x a a b c
x b a b c
x c a b c

− − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 
1

2

3

40 16 9
13 5 3
5 2

x a b c
x a b c
x a b c

= − + +⎧
⎪⇒ = − −⎨
⎪ = − −⎩

. 

Nhận xét 5.1: Từ công thức đổi tọa độ (3.13), công thức (4.25) về ma trận chuyển cơ 
sở và từ ví dụ 5.5 ta thấy: 

Nếu 
1

1

, 1,...,

, 1,...,

n

ij j i
j
n

ij j i
j

a x b i n

c b x i n

=

=

⎧
= ∀ =⎪

⎪
⎨
⎪ = ∀ =⎪
⎩

∑

∑
  và ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  thì 1

ijA c− ⎡ ⎤= ⎣ ⎦               (5.8) 

5.5  GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP KHỬ GAUSS 

 Ta có thể kiểm tra được rằng: khi thực hiện các biến đổi sơ cấp sau lên các 
phương trình của hệ thì sẽ được hệ mới tương đương: 

 • Đổi chỗ hai phương trình; 

 • Nhân, chia một số khác 0 vào cả 2 vế của một phương trình; 

 • Cộng vào một phương trình một tổ hợp tuyến tính các phương trình khác. 

Giải hệ phương trình tuyến tính bằng phương pháp khử Gauss là thực hiện các 
phép biến đổi sơ cấp (có thể đổi chỉ số các ẩn nếu cần) để đưa hệ phương trình (5.1)  

1

n

ij j i
j

a x b
=

=∑ ; 1,...,i m= . 

về hệ tương đương   

1
' ' '

n

ij j i
j

a x b
=

=∑ ; 1,...,i m= . 

Các ẩn 1' ,..., 'nx x  là các ẩn 1,..., nx x  nhưng có thể thay đổi thứ tự chỉ số và ma 
trận bổ sung của hệ mới có dạng 

   

11 1

1

' '
' '

'

'

pp p

p

m

a b
a b

b

b
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" "
"

    (5.9) 

trong đó 0'...'11 ≠ppaa . 
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♦ Nếu một trong các 1' ,..., 'p mb b+  khác 0 thì tồn tại phương trình mà vế trái bằng 

0, vế phải khác 0 nên hệ vô nghiệm. 

♦ Nếu 1' ... ' 0p mb b+ = = =  thì hệ đã cho tương đương với hệ p  phương trình 

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

1 1

' ' ' '         ...     ' ' '
            ' '         ...     ' ' '
                     .........................................
                        ' ' ... ' ' '

n n

n n

p pn n

a x a x a x b
a x a x b

a x a x b

+ + + =

+ + =

+ + = p

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

   (5.10) 

Ta có thể tìm các nghiệm  1' ,..., 'px x  phụ thuộc 1' ,..., 'p nx x+ . 

 Chú ý rằng khi ta biến đổi tương đương lên các phương trình thì thực chất là 
biến đổi các hệ số trong các phương trình. Vì vậy trong thực hành ta chỉ cần biến đổi 
ma trận bổ sung (5.5) của hệ để đưa về ma trận có dạng (5.9) và giải hệ phương trình 
(5.10) từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình ban đầu. 

Ví dụ 5.6: Xét hệ phương trình 
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3
2 5 3

8

x x x a
x x x b
x x c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

. (xem ví dụ 5.5) 

Ma trận bổ sung hệ số i
1 2 3
2 5 3
1 0 8

a
A b

c

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Thực hiện các biến đổi tương đương ta được 

1 2 3 1 0 8 1 0 8
2 5 3 0 1 3 2 0 1 3 2
1 0 8 0 2 5 0 0 1 5 2

a c c
b b a b a
c a c a b c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ − − ↔ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

     
1 0 0 40 16 9
0 1 0 13 5 3
0 0 1 5 2

a b c
a b c
a b c

− + +⎡ ⎤
⎢ ⎥↔ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

  Vậy ta đã tìm được hệ phương trình tương đương và cũng là nghiệm của hệ: 

1

2

3

40 16 9
13 5 3
5 2

x a b c
x a b c
x a b c

= − + +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − −⎩
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Ví dụ 5.7: Giải hệ phương trình  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 8 8
4 3 9 9
2 3 5 7
 8 7 12

x x x
x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ + − =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ + − =⎩

 

2 5 8 8 1 8 7 12 1 8 7 12
4 3 9 9 2 5 8 8 2 5 8 8
2 3 5 7 4 3 9 9 0 7 7 7
1 8 7 12 2 3 5 7 0 2 3 1

A

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ↔ ↔
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�  

1 8 7 12 1 8 7 12 1 8 7 12 1 0 0 3
0 11 6 16 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 2
0 1 1 1 0 0 5 5 0 0 1 1 0 0 1 1
0 2 3 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ ↔ ↔ ↔
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất 1 2 33, 2, 1x x x= = = . 

Ví dụ 5.8: Giải và biện luận theo tham số m  hệ phương trình 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 4 3
2 3 6 8 5

6 9 20 11
4 4 2

x x x x
x x x x

x x x x
x x x mx

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ − − − = −⎪
⎪ + + + =⎩

 

3 2 5 4 3 1 6 9 20 11 1 6 9 20 11
2 3 6 8 5 3 2 5 4 3 0 20 32 64 36
1 6 9 20 11 2 3 6 8 5 0 15 24 48 27
4 1 4 2 4 1 4 2 0 5 8 16 8m m m

− − − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ ↔
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

  

1 6 9 20 11 1 1 1 4 2
0 5 8 16 9 0 5 8 16 9
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1m m

− − − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ ↔
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Hệ đã cho tương đương với hệ:  
1 2 3 4

2 3 4

4

4 2
    5 8 16 9
                       1

x x x x
x x x

mx

− − − = −⎧
⎪ + + =⎨
⎪ =⎩

 

♦ Khi 0m = : hệ vô nghiệm; 

♦ Khi 0m ≠ : hệ có vô số nghiệm 
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  4
1x
m

=  , 2 3
9 16 8

5 5
mx x

m
−

= − , 1 3
4 3
5 5

mx x
m

−
= − ; 3x  tùy ý. 

Ví dụ 5.9: Giải hệ phương trình  

1 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

             3
2 2 9        2
3 8 4 2
6 16 5 3
          2 2

x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x

− + − = −⎧
⎪ + + − =⎪⎪ − + − − = −⎨
⎪ + + − − = −⎪
⎪ + + + = −⎩

 

1 0 1 1 1 3 1 0 1 1 1 3
2 2 1 9 0 2 0 2 3 11 2 8
3 1 1 8 4 2 0 1 4 11 1 7
6 1 1 16 5 3 0 1 7 22 1 15
1 1 0 1 2 2 0 1 1 0 3 1

A

− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ↔− − − − − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�  

1 0 1 1 1 3 1 0 1 1 1 3
0 1 1 0 3 1 0 1 1 0 3 1
0 0 1 11 4 6 0 0 1 11 4 6
0 0 5 11 2 8 0 0 0 44 22 22
0 0 6 22 2 14 0 0 0 44 22 22

− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ ↔− − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 2
0 1 1 0 3 1 0 1 0 3 0 2
0 0 1 3 0 2 0 0 1 3 0 2
0 0 0 2 1 1 0 0 0 2 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ ↔− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.   

Hệ đã cho tương đương với hệ: 

1

2 4

3 4

4 5

         2
       3    2
             3 2
                   2 1

x
x x

x x
x x

= −⎧
⎪ − =⎪
⎨ − =⎪
⎪ + = −⎩

     suy ra nghiệm   

1

2 4

3 4

5 4 4

2
2 3
2 3

1 2 ;

x
x x
x x
x x x

= −⎧
⎪ = +⎪
⎨ = +⎪
⎪ = − −⎩ tuú ý 

 

5.6 HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH THUẦN NHẤT 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0
... 0

..............................................
... 0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

                (5.11) 
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Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (5.11) có ít nhất nghiệm tầm thường 

1 ... 0nx x= = = .  Điều kiện tồn tại nghiệm (5.5) luôn thỏa mãn ( ) ( )r A r A n= ≤� .  

Nhận xét 5.2: Vế sau của hệ phương trình thuần nhất luôn bằng 0 do đó không thay 
đổi khi ta giải hệ theo phương pháp khử Gauss. Vì vậy để giải hệ phương trình thuần 
nhất ta chỉ cần biến đổi ma trận hệ số của hệ. 

Ví dụ 5.10: Giải hệ phương trình thuần nhất  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 3 2 0
4 7 5 6 0
3 5 4 4 0

x x x x
x x x x
x x x x

− − − =⎧
⎪ − − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

2 3 3 2 2 3 3 2 1 2 1 2 1 2 1 2
4 7 5 6 4 7 5 6 2 3 3 2 0 1 1 2
3 5 4 4 1 2 1 2 4 7 5 6 0 1 1 2

A
− − − − − − − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − − ↔ − − − ↔ − − − ↔ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − − − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 2 1 2 1 0 3 2
0 1 1 2 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔ − ↔ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 1 3 4

2 3 4

3 2
2

x x x
x x x

= −⎧
⇒ ⎨ = −⎩

; 3 4,x x  tùy ý. 

Định lý 5.5:  

a)  Hệ (5.11) chỉ có nghiệm tầm thường khi và chỉ khi ( )r A n= . 

b)  Nếu ( )r A p n= <  thì tập hợp nghiệm của hệ (5.11) là không gian con n p−  

chiều của n . 

Chứng minh: Ta chứng minh b). Thực hiện các biến đổi tương đương lên ma trận bổ 
sung (5.5) của hệ để đưa về hệ tương đương với ma trận bổ sung có dạng   

1 0
0 0

0 1 0
0 0 0
0 0 0

∗ ∗ ∗⎡ ⎤
⎢ ⎥∗ ∗⎢ ⎥
⎢ ⎥∗
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

%
#
" "
" "

                              (5.12) 

 Suy ra nghiệm có dạng    
1 11 1 1

1 1

' '  ... '

............................................
' '  ... '

p n p n

p p p pn p n

x c x c x

x c x c x

+ −

+ −

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

  

trong đó 1( ' ,..., ' )nx x  là một hoán vị của 1( ,..., )nx x .  

Để đơn giản trong cách trình bày ta giả sử  1 1' ,..., 'n nx x x x= =  (trường hợp 
khác được chứng minh tương tự), khi đó tập hợp nghiệm: 

{ }11 1 1 1 1 1 1,..., ,... ... ,..., ) ,...,( p n p n p p pn p n p n p nx x x xc x c x c x c x+ − + − + + ∈+ + + +  



CHƯƠNG  V: HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

 127

{ }11 1 1 1 1,..., , ... ,..., , ,...,1,0,...,0 0,0,...,1( ) ( )p p n p pn p n p nc c x c c x x x+ − − += + + ∈  

là không gian con n p−  chiều của n . 

Ví dụ 5.11: Tập { }3
2 ( , , ) 2 3 4 0W u x y z x y z= = ∈ − + =  là không gian con của 3  có 

chiều 2dim 3 1 2W = − =  (xem ví dụ 2.7). 

Ví dụ 5.12: Đặt 1V , 2V  lần lượt là tập hợp nghiệm của hệ phương trình (I) và hệ 
phương trình (II): 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

4 5 2 3 0
( ) 3 5 6 4 0

5 7 2 0

x x x x
I x x x x

x x x

+ − + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪ + + =⎩

  ,  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 3 2 0
( ) 4 7 5 6 0

3 5 4 4 0

x x x x
II x x x x

x x x x

− − − =⎧
⎪ − − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

Hãy tìm một cơ sở của các không gian con 1V , 2V , 1 2V V∩ . Suy ra số chiều của 

1 2V V+ . 

Giải: Giải hệ phương trình (I) : 

4 5 2 3 1 0 8 7 1 0 8 7 1 0 8 7
3 5 6 4 3 5 6 4 0 5 30 25 0 1 6 5
5 7 2 0 1 2 4 3 0 2 12 10 0 0 0 0

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ↔ − ↔ − ↔ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 3 4

2 3 4

8 7
6 5

x x x
x x x

= −⎧
⇒ ⎨ = − +⎩

 

1 2 3 4 1 3 4 3 4 3 4 3 4( , , , ) (8 7 , 6 5 , , ) (8, 6,1,0) ( 7,5,0,1)v x x x x V v x x x x x x x x= ∈ ⇔ = − − + = − + −

{ }1 3 4 3 4(8, 6,1,0) ( 7,5,0,1) ,V x x x x= − + − ∈ . 

Tương tự, từ ví dụ 5.10 ta có 

{ }2 3 4 3 4(3,1,1,0) ( 2, 2,0,1) ,V x x x x= + − − ∈ . 

1 2V V∩  là không gian nghiệm của hệ 6 phương trình 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 5 2 3 0
3 5 6 4 0
5 7 2 0
2 3 3 2 0
4 7 5 6 0
3 5 4 4 0

x x x x
x x x x
x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ + + − =⎪
⎪ + + =⎪
⎨ − − − =⎪
⎪ − − − =
⎪

− − − =⎪⎩

 

Giải hệ phương trình này ta được nghiệm: 1 2 3 4x x x x= − = = ; 4x  tùy ý. 

{ }1 2 4 4(1, 1,1,1)V V x x⇒ ∩ = − ∈  . 
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1 2dim 3V V⇒ + = . 

Ví dụ 5.13: Cho hệ phương trình thuần nhất có n  phương trình 1n +  ẩn :  

1

1
0; 1,...,

n

ij j
j

a x i n
+

=
= =∑ .    (5.13) 

Đặt jD  là định thức của ma trận vuông cấp n  có được bằng cách xóa cột thứ j , 

1,..., 1j n= +  của ma trận hệ số 1,
1, 1

i nij
j n

A a =
= +

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .  

Nếu tồn tại 
0

0jD ≠  thì không gian nghiệm của (5.13) có chiều bằng 1 và có 

dạng  

( ){ }1
1 2 1, ,...., ( 1) ,..., ( 1)j n

j nt D D D D t+
+− − − ∈           (5.14) 

Giải: Xét định thức cấp 1n + :     

1 1

11 1 1, 1

1 , 1

1 , 1

j n

j n

i ij i n

n nj n n

y y y

a a a

D
a a a

a a a

+

+

+

+

=

… …

… …

… … … … …
… …

… … … … …
… …

. 

Khai triển theo hàng thứ nhất ta được: 
2 3 1

1 1 2 2 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)j n
j j n nD y D y D y D y D+

+ += − + − + + − + + −" " . 
Với mỗi 1,...,i n= : thay 1 1iy a= , 2 2iy a= , … , 1 , 1n i ny a+ +=  thì định thức D  tương 
ứng bằng 0 (vì hàng thứ 1 và hàng thứ 1i +  bằng nhau). Điều này chứng tỏ  

1
1 2 1( , ,...., ( 1) ,..., ( 1) )j n

j nD D D D+
+− − −  

là một nghiệm khác không của hệ phương trình (5.13).  
Mặt khác tồn tại 0jD ≠  do đó không gian nghiệm có chiều bằng 1. Vậy tập 

nghiệm có dạng 

( ){ }1
1 2 1, ,...., ( 1) ,..., ( 1)j n

j nt D D D D t+
+− − − ∈ . 

Định lý 5.6: Giả sử  ),...,( 1 nxx  là một nghiệm của phương trình không thuần nhất 

(5.1). Khi đó ),...,( 1 nxx  là nghiệm của phương trình thuần nhất tương ứng (5.11) khi 

và chỉ khi  ),...,( 11 nn xxxx ++  là nghiệm của phương trình (5.1). 

 Cho nW ⊂ , 1( ,..., ) n
nx x ∈  ; ký hiệu  
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{ }1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )n n n nx x W x x x x x x W+ = + + ∈     (5.15) 

Định lý 5.6 có thể viết lại: 

Giả sử ),...,( 1 nxx  là một nghiệm của (5.1); khi đó 

W  là tập nghiệm của (5.11) khi và chỉ khi 1( ,..., )nx x W+  là tập nghiệm của (5.1). 

Ví dụ 5.14: Giải và biện luận theo tham số ,a b  hệ phương trình  

2
1 2 3

2
1 2 3

1

1

x ax a x

x bx b x

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 

Giải: Hệ có một nghiệm riêng 1 1x = , 2 0x = , 3 0x = .  

Ma trận hệ số 
2

2

1

1

a a
A

b b

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 Trường hợp a b= : ( ) 1r A = , hệ phương trình tương đương với một phương trình 

do đó có vô số nghiệm 2
1 2 31x ax a x= − − ; 2x , 3x  tùy ý. 

 Trường hợp a b≠ : ( ) 2r A = . Theo ví dụ 5.12 không gian nghiệm của hệ phương 

trình thuần nhất tương ứng có chiều bằng 1 và có dạng ( ){ }1 2 3, ,t D D D t− ∈ .  

2

1 2
( )

a a
D ab b a

b b
= = − , 

2

2 2

1
( )( )

1

a
D a b b a

b
= = + − , 3

1
1

a
D b a

b
= = − . 

Vậy không gian nghiệm của hệ phương trình thuần nhất tương ứng:  

( ){ }( ) , ( ),1t b a ab a b t− − + ∈ . 

Do đó hệ đã cho có nghiệm 
1

2

3

1
( )
;

x abt
x a b t
x t t

= +⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = ∈⎩

. 

BÀI TẬP CHƯƠNG V     

5.1) Giải hệ phương trình sau: 

a) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4
4 3 2 6
8 5 3 4 12
3 3 2 2 6

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ + − + =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ + − + =⎩

  b) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 13 5 4
5 2 1

2 3 2 3
3 4 3

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + + + = −⎪
⎪ + + + = −⎩
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c) 
2 3 9
3 5 4
4 7 5

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ − + = −⎨
⎪ − + =⎩

   d) 

2 6 3 1 0
7 4 2 15 32 0

2 4 9 5 0
2 6 8 0

x y z t
x y z t
x y z t
x y z t

− − + + =⎧
⎪ − + − + =⎪
⎨ − − + − =⎪
⎪ − + − + =⎩

 

5.2)  Giải hệ phương trình sau: 

a) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 5
3 5 2 3
5 9 8 1

5 18 4 5 12

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =⎧
⎪ + + − =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ + + + =⎩

        b) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

4 3 2 8
3 2 3 7
2 5 6
5 6 3 2 4

x x x x
x x x x
x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ − − =⎪
⎪ − + + =⎩

 

c) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 8 8
4 3 9 9
2 3 5 7

8 7 12

x x x
x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ + − =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ + − =⎩

  d) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 4 2
6 4 4 3 3
9 6 3 2 4

x x x x
x x x x
x x x x

− + + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − + + =⎩

  

5.3)  Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

a) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 4 3
2 3 6 8 5

6 9 20 11
4 4 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x mx

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ − − − = −⎪
⎪ + + + =⎩

 b) 
1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

(1 ) 1
(1 )

(1 )

m x x x
x m x x m

x x m x m

⎧ + + + =
⎪⎪ + + + =⎨
⎪

+ + + =⎪⎩

 

c) 
2 2 2 2

1x y z
ax by cz d

a x b y c z d

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪

+ + =⎩

  d) 

2 3

2 3

2 3

x ay a z a

x by b z b

x cy c z c

⎧ + + =
⎪⎪ + + =⎨
⎪

+ + =⎪⎩

 

5.4)  Chứng minh hệ phương trình sau luôn có nghiệm với mọi 0, , ,a b c d≠ . 

  

(1 ) (1 )
( 1) ( 1)

(1 ) ( 1)
( 1) (1 )

ax b y cz d t a
b x ay d z ct b

cx d y az b t c
d x cy b z at d

+ − + + − =⎧
⎪ − + + − + =⎪
⎨ − + − + + − =⎪
⎪ − − + − + =⎩

 

5.5*)  Giải và biện luận hệ phương trình  

1 2 3

2 3 4 1

1 2 1

2 3 ... 1
2 3 ... 2

........................................
2 3 ...

n

n n

x x x nx
x x x nx

x x x nx n−

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + + =⎩

  

5.6) Xác định các giá trị của tham số m  sao cho các hệ phương trình sau: 
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a)  
1

2 3 3
3 2

x y z
x y mz

x my z

+ − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

  b) 
2 2

3 3
2 1

x my z
x z
x y mz

+ − = −⎧
⎪ − = −⎨
⎪ + + =⎩

 

c)  
2

3 4 2
2 3 1

x y mz
x y z m
x y z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + − =⎩

  d) 
2 1

2 8 3
x y mz
x my z

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

 

i) Vô nghiệm.  

ii) Có nhiều hơn 1 nghiệm. 

iii) Có duy nhất nghiệm. 

5.7) Tìm điều kiện của , ,a b c  để hệ phương trình sau có nghiệm: 

a) 
2 3

2 6 11
2 7

x y z a
x y z b

x y z c

+ − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − + =⎩

  b) 
2 3

2 4
3 2

x y z a
x y z b
x y z c

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

 

c) 
2 3

3 2
5 8

x y z a
x y z b
x y z c

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ − + =⎩

  d)  
2 4

2 3
3 2

x y z a
x y z b
x y z c

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + + =⎩

 

5.8*) Chứng minh rằng hệ phương trình sau tồn tại duy nhất nghiệm 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++=

++=
++=

nnnnn

nn

nn

xaxax

xaxax
xaxax

...21
.......................................

...21
...21

11

21212

11111

   trong đó  ∈ija . 

5.9) Véc tơ ( )3,9, 4, 2v = − −  có thuộc không gian sinh bởi các véc tơ:  

             ( )1 1, 2,0,3u = − , ( )2 2,3,0, 1u = −  và ( )3 2, 1,2,1u = − . 

5.10)  Giải phương trình BAX =  với ẩn là ma trận X , trong đó: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

132
121
111

A  ,  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

0221
2201
1111

B  . 

5.11) Giả sử U , W  là không gian véc tơ con của 4 : 

{ }4
1 2 3 4 2 3 4( , , , ) 0U x x x x x x x= ∈ + + = ,  

{ }4
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) 0, 2W x x x x x x x x= ∈ + = = . 
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Hãy tìm một cơ sở của các không gian con  U , W , U W∩ . Suy ra số chiều của 
U W+ . 

5.12) Đặt 1V , 2V  lần lượt là hai không gian nghiệm của hệ phương trình (I) và hệ 
phương trình (II): 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

4 5 2 3 0
( ) 3 5 6 4 0

5 7 2 0

x x x x
I x x x x

x x x

+ − + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪ + + =⎩

 ,    
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 3 2 0
( ) 4 7 5 6 0

3 5 4 4 0

x x x x
II x x x x

x x x x

− − − =⎧
⎪ − − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

Hãy tìm một cơ sở của các không gian con  1V , 2V , 1 2V V∩ . Suy ra số chiều của 

1 2V V+ . 

5.13) Tìm hệ phương trình thuần nhất có không gian nghiệm W  là không gian véc tơ 
con của 4  sinh bởi hệ véc tơ: { }(1, 2,0,3), (1, 1, 1,4), (1,0, 2,5)− − − − . 

5.14) Tìm hệ phương trình thuần nhất có không gian nghiệm W  là không gian véc tơ 
con của 5  sinh bởi hệ véc tơ: { }(1, 2,0,3, 1), (2, 3,2,5, 3), (1, 2,1,2, 2)− − − − − − . 

5.15) Tìm ma trận X  vuông cấp 2  thỏa mãn phương trình.  

2 1 0
2

6 3
X X

−⎡ ⎤
− = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

5.16*) Cho hệ phương trình tuyến tính có 10 phương trình và 11 ẩn số. Biết rằng: 

1) Bộ số )2003...,,1994,1993(  là một nghiệm của hệ phương trình đã cho. 

2) Khi xoá cột thứ j  trong ma trận hệ số của hệ phương trình đã cho thì ta được 
một ma trận vuông có định thức đúng bằng ).11...,,2,1( =jj  

Hãy tìm tất cả các nghiệm của hệ phương trình đã cho. 

5.17) Cho hệ phương trình gồm n  phương trình n  ẩn: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

..............................................
...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

     (1) 

a) Giả sử hệ phương trình thuần nhất tương ứng chỉ có nghiệm tầm thường. 
Chứng minh rằng hệ phương trình (1) có duy nhất nghiệm đối với mọi cách chọn các 
hệ số ib , 1,...,i n= . 

b) Giả sử hệ phương trình thuần nhất tương ứng có nghiệm không tầm thường. 
Chứng minh rằng tồn tại các hệ số ib , 1,...,i n=  sao cho hệ phương trình (1) vô 
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nghiệm. Trong trường hợp này nếu hệ phương trình (1) có nghiệm thì nghiệm không 
duy nhất. 
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CHƯƠNG VI 

ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

  Ánh xạ tuyến tính (biến đổi tuyến tính) từ không gian véc tơ vào không gian 
véc tơ là một ánh xạ bảo toàn phép cộng véc tơ và phép nhân một số với véc tơ. Ánh 
xạ tuyến tính là một nội dung chính của đại số tuyến tính. Một ánh xạ tuyến tính từ 
một không gian véc tơ vào chính không gian đó được gọi là tự đồng cấu tuyến tính 
(gọi tắt là tự đồng cấu) hay toán tử tuyến tính. Nhà toán học Peano (Italia) là người 
đầu tiên đưa ra khái niệm ánh xạ tuyến tính (1888). 

Ánh xạ tuyến tính còn bảo toàn các không gian con qua các tập ảnh và ảnh 
ngược.  Nghĩa là ảnh qua ánh xạ tuyến tính của một không gian con là một không gian 
con, ảnh ngược của không gian con cũng là không gian con. Đặc biệt ảnh ( )f V  của 
ánh xạ tuyến tính :f V W→  là không gian con của W  được gọi là ảnh của f . Còn 

ảnh ngược { }1 0f −  là không gian véc tơ con của V  được gọi là nhân của f . Chiều của 

không gian véc tơ ảnh ( )f V  được gọi là hạng của f . 

Ánh xạ tuyến tính và đơn ánh được gọi là đơn cấu, toàn ánh được gọi là toàn cấu, 
song ánh được gọi là đẳng cấu. Nếu tồn tại một đẳng cấu từ không gian này lên không 
gian kia thì ta nói hai không gian đó đẳng cấu. Có những tiêu chuẩn riêng để nhận biết 
một ánh xạ tuyến tính là toàn cấu, đơn cấu hay đẳng cấu. Một ánh xạ tuyến tính là toàn 
cấu khi và chỉ khi hạng của nó bằng chiều của không gian đích. Một ánh xạ tuyến tính 
là đơn cấu khi và chỉ khi nhân của nó chỉ gồm véc tơ không. Ánh xạ tuyến tính từ một 
không gian véc tơ vào một không gian véc tơ cùng chiều là toàn cấu khi và chỉ khi là 
đơn cấu (do đó là đẳng cấu), điều này cũng giống như ánh xạ giữa hai tập hữu hạn có 
cùng số phần tử. 

Một ánh xạ tuyến tính hoàn toàn được xác định bởi ảnh của cở sở bất kỳ qua ánh 
xạ này. Vì vậy khi đã cho cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và cơ sở 'B  của W  thì ánh xạ 

tuyến tính :f V W→  hoàn toàn được xác định bởi ma trận của hệ véc tơ  

{ }1( ),..., ( )nf e f e  viết trong cơ sở 'B . Điều này giải thích tại sao đại số tuyến tính 

thường được xem là lý thuyết ma trận. Ma trận của tổng hai ánh xạ tuyến tính bằng 
tổng hai ma trận, ma trận của tích một số với một ánh xạ tuyến tính bằng tích của số 
này với ma trận xác định ánh xạ tuyến tính, ma trận của hợp hai ánh xạ tuyến tính bằng 
tích hai ma trận của chúng. Nói cách khác tương ứng giữa ánh xạ tuyến tính và ma trận 
của nó là một đẳng cấu bảo toàn phép cộng, phép nhân một số với ma trận và phép 
nhân hai ma trận. Hạng của ánh xạ tuyến tính bằng hạng của ma trận của nó. Ma trận 
của một tự đồng cấu trong hai cơ sở khác nhau là đồng dạng. Chính vì lý do này nên 
một bài toán về ma trận có thể  giải  quyết  bằng  phương  pháp  ánh  xạ  tuyến tính  và 

ngược lại.  
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Công thức xác định ảnh của một ánh xạ tuyến tính có biểu thức tọa độ là một hệ 
phương trình tuyến tính. Tìm véc tơ thuộc không gian ảnh tương ứng với tìm điều kiện 
của vế sau để hệ phương trình tuyến tính có nghiệm. Nhân của ánh xạ tuyến tính là 
không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất tương ứng với ánh xạ 
này. 

Một bài toán quan trọng của lý thuyết ma trận là chéo hoá ma trận, đó là tìm một 
ma trận đồng dạng của ma trận cho trước mà ma trận đồng dạng này có các phần tử 
không ở trên đường chéo bằng không. Vấn đề này tương đương với việc tìm  một cơ 
sở gồm các véc tơ riêng của tự đồng cấu xác định bởi ma trận đã cho. Thuật toán chéo 
hoá ở cuối chương sẽ giúp học viên giải quyết được bài toán dạng này. Bài toán chéo 
hóa ma trận có rất nhiều ứng dụng. Bài toàn chéo hóa trực giao ma trận được xét trong 
chương 7. 

6.1  KHÁI NIỆM ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

6.1.1  Định nghĩa và ví dụ 

Định nghĩa 6.1: Ánh xạ f từ không gian véc tơ V vào không gian W  thoả mãn: 

 với mọi ,u v V∈ , α∈ ;    

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
f u v f u f v

f u f u
+ = +⎧

⎨ α = α⎩
              (6.1) 

được gọi là ánh xạ tuyến tính (đồng cấu tuyến tính hay gọi tắt là đồng cấu) từ V vào 
W .  

Khi V W=  thì f được gọi là tự đồng cấu. 

Ví dụ 6.1:  Xét các ánh xạ sau: 

1) Ánh xạ không            0:V W→  

       ( )0u u = 0   

2) Ánh xạ đồng nhất        Id :V V V→  

             Id ( )Vu u u=  

3) Phép vị tự tỷ số ∈k     VVf →:  

             kuufu =)(  

4) Giả sử  VWW ⊂⊕ 21 , xét phép chiếu lên thành phần thứ nhất: 

     VWW →⊕ 211 :Pr  

                         121 vvv +  
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5) Phép tịnh tiến theo véc tơ  0v V∈ , :f V V→        

               0vuu +        

6) Phép quay góc θ    2 2:f →  

            ( , ) ( , ) ( cos sin , sin cos )x y f x y x y x y= θ− θ θ + θ  

 
7) Cho ma trận  ij m n

A a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , tương ứng : n mf →  

                                1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )n n mx x f x x y y=  

xác định bởi 

                                          
1 1

ij m n
m n

y x
a

y x
×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                       (6.2) 

là một ánh xạ tuyến tính.  

Ngược lại ta có thể chứng minh được (xem mục 4) mọi ánh xạ tuyến tính từ  n  

vào m  đều có dạng như trên. 

6.1.2  Các tính chất 

Định lý 6.1: Nếu WVf →:  là ánh xạ tuyến tính thì 

(i)  ( )f =0 0  

(ii)  với mọi Vv∈ : )()( vfvf −=−  

(iii) 
1 1

( )
n n

i i i i
i i

f v f v
= =

⎛ ⎞
α = α⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ , 1 1,..., , ,...,n nv v V∀α α ∈ ∀ ∈ . 

v

( )f v  

θ  

Ánh xạ 1), 2), 3), 4), 6) là 
ánh xạ tuyến tính.  

2), 3) , 6) là tự đồng cấu. 

5) không phải là ánh xạ 
tuyến tính nếu 0v ≠ 0 . 
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Chứng minh:  (i)  ( ) (0 ) 0 ( )f f f= ⋅ = =0 0 0 0 . 

(ii) ( ) ( ) ( ( )) ( )f v f v f v v f+ − = + − = =0 0 ( ) ( )f v f v⇒ − = − . 

(iii) Dễ dàng chứng minh bằng cách quy nạp theo n .     

Định lý 6.2: Ánh xạ WVf →:  là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi: 

 , , ,u v V∀ ∈ ∀α β∈ : ( ) ( ) ( )f u v f u f vα +β = α +β    (6.3) 

Chứng minh: Với mọi ,u v V∈ , với mọi ,α β∈ ta chứng minh điều kiện (6.1) tương 
đương điều kiện (6.3). 

(6.1) ⇒ (6.3):   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f u v f u f v f u f vα +β = α + β = α +β  

(6.3) ⇒ (6.1):   
( ) (1 ) (1 ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( 0 ) ( ) 0 ( ) ( ) .

f u v f u f v f u f v f u f v
f u f u v f u f v f u

+ = + = + = +⎧
⎨ α = α + = α + = α⎩

      

Định lý 6.3: Mỗi ánh xạ tuyến tính từ V vào W  hoàn toàn được xác định bởi ảnh của 
một cơ sở của V ; nghĩa là với cơ sở { }1,..., ne e=B  cho trước của V , khi đó với mỗi 

hệ véc tơ Wuu n ∈,...,1 :  

Tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính :f V W→  sao cho ( ) , 1,...,i if e u i n= = .    (6.4) 

Chứng minh: *) Tồn tại: Với mọi ,Vv∈  giả sử ),...,( 1 nxx  là tọa độ của v  trong cơ 

sở B , nghĩa là nnexexv ++= ...11 . Đặt Wuxuxvf nn ∈++= ...)( 11 . 

 Ta có thể kiểm chứng được rằng f  là ánh xạ tuyến tính và ,)( ii uef = với mọi 
ni ,...,1= . 

*) Duy nhất: Giả sử WVg →: là ánh xạ tuyến tính sao cho ,)( ii ueg = với mọi 

ni ,...,1=  khi đó với bất kỳ nnexexvVv ++=∈ ..., 11 , 

)(...)()...()( 1111 nnnn egxegxexexgvg ++=++= )(...11 vfuxux nn =++=  

Vậy fg = .              

Hệ quả 6.4: , :f g V W→ là hai ánh xạ tuyến tính. { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của 

V . Khi đó  

( ) ( ); 1,...,i if g f e g e i n= ⇔ = ∀ = .            (6.5) 

6.1.3   Các phép toán của các ánh xạ tuyến tính 

6.1.3.1  Hom(V,W) 

Cho hai không gian véc tơ WV , . Tập các ánh xạ tuyến tính từ V  vào W  được  
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ký hiệu là ),(Hom WV  (homomorphism).  

Với ),(Hom, WVgf ∈ ,  tương ứng:  WV →  

               )()( vgvfv +                 (6.6) 

là một ánh xạ tuyến tính, được ký hiệu gf +  và gọi là tổng của f và g . 

Tương tự, với ∈k ,  tương ứng:       WV →  

                    )(vkfv              (6.7) 

là ánh xạ tuyến tính được ký hiệu là kf . 

Vậy ta đã xác định hai phép toán: cộng hai ánh xạ tuyến tính, nhân một số với 
ánh xạ tuyến tính. Có thể chứng minh được với hai phép toán này thì (Hom( , ), , )V W + ⋅  
có cấu trúc không gian véc tơ và dim Hom( , ) dim dimV W V W= ⋅ . 

Ví dụ 6.2: Cho hai ánh xạ tuyến tính 3 2, :f g → có công thức xác định ảnh như sau: 

( , , ) (3 5 2 ,4 6 )f x y z x y z x y z= − + + − , ( , , ) (2 6 7 , 5 )g x y z x y z x z= + − − . 

Ta có:  2 ( , , ) (6 10 4 ,8 2 12 )f x y z x y z x y z= − + + − . 

 (3 2 )( , , ) (5 27 20 ,10 3 8 )f g x y z x y z x y z− = − + + − . 

6.1.3.2  EndV 

Giả sử ': VVf →  và "': VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Có thể chứng minh 
được rằng ánh xạ hợp ": VVfg →  cũng là một ánh xạ tuyến tính.  

Ký hiệu tập các tự đồng cấu của V  là EndV  (endomorphism).  

Với hai phép toán cộng và hợp ánh xạ (End , , )V +  có cấu trúc vành không giao 
hoán, có đơn vị, không nguyên.  

Ngoài ra với hai phép toán (6.6) , (6.7) thì ( )End , ,V + ⋅  còn là một không gian 

véc tơ. 

Vậy EndV  vừa có cấu trúc vành, vừa có cấu trúc không gian véc tơ.  

  Cho Endf V∈  và 0( ) n
np t a a t= + +  là một đa thức bậc n , ta ký hiệu  

0( ) Id n
V np f a a f= + + ; trong đó 0 IdVf = , 1f f= , n

n

f f f=
 lÇn

        (6.7) 

Ví dụ 6.3: Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f → có công thức xác định ảnh như sau: 

( , ) (3 5 ,4 )f x y x y x y= − + . 
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a) 2( , ) ( 11 20 ,16 19 )f x y x y x y= − − −  

b)  Xét đa thức 2( ) 50 9 2p t t t= − + .  

( )2( )( , ) 50Id 9 2 ( , ) ( 5 , 4 3 )Vp f x y f f x y x y x y= − + = + − + . 

6.2  NHÂN VÀ ẢNH CỦA ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

Định lý 6.5: Giả sử :f V W→  là ánh xạ tuyến tính, khi đó: 

(i) Nếu 1V  là không gian con của V  thì 1( )f V  là không gian con của W . S  là 
một hệ sinh của 1V  thì ( )f S  là một hệ sinh của 1( )f V . Do đó 1 1dim ( ) dimf V V≤ . 

(ii) Nếu 1W  là không gian con của W thì 1
1( )f W−  là không gian con của V , 

ngoài ra nếu 1 ( )W f V⊂  thì 1
1 1dim dim ( )W f W−≤ . 

Chứng minh:  

(i) • Với mọi 1 2 1, ( )u u f V∈  tồn tại 1 2 1,v v V∈  sao cho 1 1( )u f v= , 2 2( )u f v= . Do 
đó với mọi ,α β∈  

1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )u u f v f v f v v f Vα +β = α +β = α +β ∈ . 

       • Với mọi 1( )u f V∈ , tồn tại 1v V∈  sao cho ( )f v u= . 

Giả sử { }1,..., ne e  là một hệ sinh của 1V , khi đó: 1 1 ... n nv x v x v= + +  

   1 1 1 1( ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n nu f v f x e x e x f e x f e⇒ = = + + = + +  

{ }1( ),..., ( )nf e f e⇒  là một hệ sinh của 1( )f V .  

Điều này suy ra 1 1dim ( ) dimf V V≤ .  

(ii) • Với mọi 1
1 2 1, ( )v v f W−∈ , với mọi ,α β∈ : 

  1
1 2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )f v v f v f v W v v f W−α +β ∈α +β ∈ ⇒ α +β ∈ .   

                • Giả sử { }1,..., nu u  là một hệ độc lập tuyến tính của 1W  và 

{ } 1
1 1,..., ( )nv v f W−⊂  sao cho ( )i if v u=  thì { }1,..., nv v  cũng độc lập tuyến tính.  

Vậy 1
1 1dim dim ( )W f W−≤                

Định nghĩa 6.2: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ ta ký hiệu và định nghĩa 

    { }1Kerf f −= 0 ,  Im ( )f f V=     (6.9) 
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 là hạt nhân và là ảnh của f . 

 Vậy { }Ker ( )f v V f v= ∈ = 0  là một không gian véc tơ con của V . 

: Ker ( )v V v f f v∀ ∈ ∈ ⇔ = 0     (6.10) 

{ }Im ( )f f v v V= ∈  là một không gian véc tơ con của W . 

: Im : ( )u W u f v V u f v∀ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ =     (6.11) 

Ta ký hiệu và định nghĩa  

     ( ) dim Imr f f=              (6.12) 

 là hạng của ánh xạ f . 

Định lý 6.6: Với mọi ánh xạ tuyến tính WVf →:  

    dim ( ) dim KerV r f f= +        (6.13) 

Chứng minh: Giả sử  { }1,..., me e  là một cơ sở của Ker f  (khi { }Ker f = 0  thì m = 0). 

Ta có thể bổ sung để { }1 1,..., , ,...,m m m ke e e e+ +  là một cơ sở của V .  

Ta sẽ chứng minh { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  là một hệ sinh, độc lập tuyến tính của 

Im f (do đó là một cơ sở).  

• Với mọi ( ) Imf v f∈ ; 1 1 1 1... ...m m m m m k m kv x e x e x e x e V+ + + += + + + + + ∈  

    1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )m m m m m k m kf v x f e x f e x f e x f e+ + + += + + + + +  

           1 1( ) ... ( )m m m k m kx f e x f e+ + + += + + . 

Vậy { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  là một hệ sinh của ( )f V . 

• Giả sử  1 1( ) ... ( )m k m ky f e y f e+ ++ + = 0  thì 1 1 ... Kerm k m ky e y e f+ ++ + ∈  

1 1 1 1... ...m k m k m my e y e z e z e+ +⇒ + + = + +   

1 1 1 1... ...m k m k m my e y e z e z e+ +⇒ + + − − − = 0   

1 ... 0ky y⇒ = = = .  

Vậy { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  độc lập tuyến tính          

Nhận xét 6.1: Giả sử :f V W→  là ánh xạ tuyến tính và { }1,..., ne e=B  là một cơ sở 

của V . Ta có thể chứng minh được { }1( ),..., ( )nf e f e  là một hệ sinh của Im f , do đó 

mọi hệ con độc lập tuyến tính tối đại của { }1( ),..., ( )nf e f e  là cơ sở của Im f . 
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Ví dụ 6.4: Xét ánh xạ tuyến tính 4 3:f →   xác định bởi: 

( )( , , , ) 2 3 5 ,3 2 3 4 , 3 6f x y z t x y z t x y z t x z t= − + + − + + + + . 

Tìm một cơ sở của Im f , Ker f  của f . Từ đó suy ra hạng ( )r f . 

Giải: Theo (6.11): 3 4: Im : ( )u u f v u f v∀ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ = .  

Nói cách khác ( , , ) Imu a b c f= ∈  khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 

2 3 5
3 2 3 4

3 6

x y z t a
x y z t b
x z t c

− + + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

Sử dụng phương pháp khử Gauss ta được: 

2 1 3 5 1 0 3 6 1 0 3 6
3 2 3 4 0 1 3 7 2 0 1 3 7 2
1 0 3 6 0 1 3 7 0 0 0 0 2

a c c
b a c a c
c b a c b a c

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ↔ − − − − ↔ − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình có nghiệm khi 2 0b a c− + = . Do đó 

( , , ) Im ( ,2 , ) (1,2,0) (0, 1,1)u a b c f u a a c c a c= ∈ ⇔ = − = + − . 

Vậy Im f  có một cơ sở là  { }(1,2,0), (0, 1,1)− . 

Tương tự, từ (6.10) ta có: ( , , , ) Kerv x y z t f= ∈  khi và chỉ khi ( , , , )x y z t  là 
nghiệm của hệ phương trình sau  

2 3 5 0
3 6

3 2 3 4 0
3 7

3 6 0

x y z t
x z t

x y z t
y z t

x z t

− + + =⎧
= − −⎧⎪ − + + = ⇒⎨ ⎨ = − −⎩⎪ + + =⎩

 

Vậy Ker f  có một cơ sở là  { }( 3, 3,1,0), ( 6, 7,0,1)− − − − . 

( ) 2r f = , dim(Ker ) 2f = ; 4( ) dim(Ker ) dimr f f+ =  (nghiệm đúng công thức 6.13). 

 Mặt khác ngoài cơ sở { }(1,2,0), (0, 1,1)−  của Im f , theo nhận xét 6.1 và 

( ) 2r f =  thì hai véc tơ cột bất kỳ của ma trận 
2 1 3 5
3 2 3 4
1 0 3 6

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  đều là cơ sở của Im f . 

 6.3  TOÀN CẤU, ĐƠN CẤU, ĐẲNG CẤU 

6.3.1 Toàn cấu 

Định nghĩa 6.3: Ánh xạ tuyến tính và toàn ánh được gọi là toàn cấu. 
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Định lý 6.6: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ , các mệnh đề sau tương đương: 

 (i)  f  toàn cấu. 

 (ii)   Ảnh của hệ sinh của V là hệ sinh của W . 

 (iii)   ( ) dimr f W= . 

Chứng minh: ( ) ( ) :i ii⇒  Giả sử { }1,..., nv v  là hệ sinh của V . Khi đó với mọi u W∈ , 

tồn tại v V∈  sao cho ( )f v u=  (vì ( )f V W= ).  

1 1 1 1 1 1... ( ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n n n nv x v x v u f v f x v x v x f v x f v= + + ⇒ = = + + = + + . 

Vậy { }1( ),..., ( )nf v f v  là hệ sinh của W . 

( ) ( )ii i⇒ : Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của V  thì { }1( ),..., ( )nf e f e  là hệ sinh 

của W { }1span ( ),..., ( ) ( )nW f e f e f V⇒ = =  f⇒  toàn cấu. 

( ) ( ) dim ( ) dim ( ) dimi f V W f V W r f W⇔ = ⇔ = ⇔ = .       

6.3.2  Đơn cấu 

Định nghĩa 6.4: Ánh xạ tuyến tính và đơn ánh được gọi là đơn cấu. 

Định lý 6.7: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ , các mệnh đề sau tương đương:  

     (i)   f  đơn cấu.    

     (ii)  { }Ker f = 0 . 

     (iii)  Ảnh của hệ độc lập tuyến tính của V là hệ độc lập tuyến tính của W . 

     (iv)  ( ) dimr f V= . 

Chứng minh: ( ) ( )i ii⇒ : Hiển nhiên. 

( ) ( )ii i⇒ : Giả sử 1 2( ) ( )f v f v= 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )f v f v f v v v v v v⇒ = − = − ⇒ − = ⇒ =0 0   

( ) ( )ii iii⇒ : Giả sử  { }1,..., mv v  độc lập, ta chứng minh { }1( ),..., ( )mf v f v độc lập: 

 1,..., mx x∀ ∈ : { }1 1 1 1( ) ... ( ) ... Kerm m m mx f v x f v x v x v f+ + = ⇒ + + ∈ =0 0  

 1 1 1... ... 0m m mx v x v x x⇒ + + = ⇒ = = =0 . 

( ) ( )iii iv⇒ : Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của V  thì { }1( ),..., ( )nf e f e  là hệ sinh độc 

lập tuyến tính của ( )f V . Do đó ( ) dimr f V=  . 

)()( iiiv ⇒ : { }
( ) Ker

Ker 0 Ker
( )

dim dim
dim

dim
V r f f

f f
V r f
= + ⎫

⇒ = ⇒ =⎬= ⎭
0 .     
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Ví dụ 6.5: Ánh xạ tuyến tính xét ở ví dụ 6.4 không đơn cấu vì { }Ker f ≠ 0 , không 

toàn cấu vì 3( ) 2 dimr f = ≠ . 

6.3.3  Đẳng cấu 

Định nghĩa 6.5: Ánh xạ tuyến tính vừa đơn cấu vừa toàn cấu được gọi là đẳng cấu.  

Vậy đẳng cấu là một ánh xạ tuyến tính và song ánh. 

Hai không gian ,V W  được gọi là đẳng cấu nếu có ánh xạ tuyến tính đẳng cấu 
:f V W→ .  

Phép đẳng cấu :f V V→  được gọi là tự đẳng cấu của không gian V . Tập hợp 
các tự đẳng cấu của V  được ký hiệu là Gl( )V . 

Định lý 6.8: V  và W đẳng cấu khi và chỉ khi dim dimV W= . 

Chứng minh: ( )⇒ : Nếu :f V W→  đẳng cấu thì 

dim ( )
dim dim

dim ( )
V r f
W r f

V W= ⎫
⇒⎬= ⎭

=
   (®¬n cÊu)

   (toµn cÊu)
. 

( )⇐ : Ngược lại nếu dim dimV W n= = .  

Giả sử { }1,..., ne e=B , { }1' ,..., n= ω ωB  là cơ sở lần lượt của V  và W . Gọi 

WVf →:  là ánh xạ tuyến tính thoả mãn nief ii ,...,1;)( ==ω  (xem chứng minh 

định lý 6.3). Khi đó  ffr WV ⇒== dimdim)( đẳng cấu.                 

Ví dụ 6.6: Ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  xác định bởi:  

( )( , ) 2 ,f x y x y x y= − +  

là một đơn cấu vì ( ) ( )( , ) (0,0) 2 , (0,0) , (0,0)f x y x y x y x y= ⇒ − + = ⇒ = .  

f  đơn cấu do đó f  là một đẳng cấu vì vậy: với mọi 2( ', ')x y ∈  tồn tại duy 

nhất 2( , )x y ∈  sao cho ( )( ', ') ( , ) 2 ,x y f x y x y x y= = − + .  

Như vậy f  đẳng cấu khi và chỉ khi hệ phương trình sau tồn tại duy nhất 
nghiệm: 

2 '
'

x y x
x y y

− =⎧
⎨ + =⎩

. 

Ta có thể tìm được nghiệm duy nhất: ' '
3

x yx +
= , 2 ' '

3
y xy −

= . 
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Ví dụ 6.7: Xét ánh xạ tuyến tính 3
2:f →P   xác định bởi:  

2( , , ) ( 2 3 ) (2 5 6 ) ( 8 )f x y z x y z x y z t x z t= + + + + + + + . 

 Theo ví dụ 5.6 hệ phương trình 
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3
2 5 3

8

x x x a
x x x b
x x c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

 tồn tại duy nhất nghiệm.  

Do đó 2
2a bt ct∀ + + ∈P , 3!( , , )x y z∃ ∈  thỏa mãn 2( , , )f x y z a bt ct= + + . 

Vậy f  là một đẳng cấu. 

Định lý 6.9: ( )Gl( ),V  là một nhóm không giao hoán. 

Chứng minh: Ta dễ dàng chứng minh nếu f  là tự đẳng cấu của V  thì ánh xạ ngược 
1f −  cũng là tự đẳng cấu của V . Nếu ,f g  tự đẳng cấu thì g f  cũng tự đẳng cấu. 

Ta đã biết rằng ánh xạ từ một tập hữu hạn vào một tập hữu hạn có cùng số phần 
tử là đơn ánh khi và chỉ khi là toàn ánh (Nhận xét 1.3-5, chương 1). Điều này cũng còn 
đúng đối với ánh xạ tuyến tính giữa hai không gian véc tơ có cùng số chiều. 

Định lý 6.10: Giả sử dim dimV W=  và :f V W→  là ánh xạ tuyến tính từ  V  vào W . 
Khi đó: f  đơn cấu khi và chỉ khi f  toàn cấu, do đó đẳng cấu. 

Chứng minh: 

f  toàn cấu ( ) dim ( ) dimr f W r f V f⇔ = ⇔ = ⇔ đơn cấu.    

6.4  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH VÀ MA TRẬN  

6.4.1  Ma trận biểu diễn ánh xạ tuyến tính 

Theo định lý 6.3, mọi ánh xạ tuyến tính :f V W→  hoàn toàn được xác định bởi 
ảnh của một cơ sở của V  (công thức (6.4)).  

Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V , khi đó ánh xạ tuyến tính f  hoàn toàn 

được xác định bởi hệ véc tơ { }1( ),..., ( )nf e f e .  

Mặt khác nếu { }1' ,..., m= ω ωB là một cơ sở của W  thì hệ { }1( ),..., ( )nf e f e  hoàn 

toàn được xác định bởi ma trận cỡ nm×  có n  cột là các tọa độ của các véc tơ 

1( ),..., ( )nf e f e  trong cơ sở 'B  (công thức (3.10)). Vì vậy với hai cơ sở B , 'B  cho 
trước thì ánh xạ tuyến tính f  hoàn toàn được xác định bởi ma trận: 

ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , với 

1
( ) ; 1,...,

m

j ij i
i

f e a j n
=

= ω =∑      (6.14) 
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Định nghĩa 6.6: Ma trận A  có các cột lần lượt là tọa độ của hệ véc tơ 1( ),..., ( )nf e f e  
viết trong cơ sở 'B  (công thức (6.14)) được gọi là ma trận của ánh xạ tuyến tính f  

trong cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và 'B  của W . Ký hiệu: 

[ ] 'A f= B
B .          (6.15) 

       Nếu f  là một tự đồng cấu của không gian véc tơ V , khi đó ma trận A  của f  

trong cùng một cơ sở { }1,..., ne e=B  của V   được ký hiệu  

[ ]A f= B           (6.16) 

thay cho [ ] 'f BB . 

       Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong cơ sở chính tắc được gọi là ma trận chính tắc. 

Ví dụ 6.8:  Xét ánh xạ 3 2:f →  xác định bởi ( , , ) (2 4 ,3 5 )f x y z x y z x z= + − +  

  (1,0,0) (2,3) 2(1,0) 3(0,1)f = = + . 

  (0,1,0) (1,0) 1(1,0) 0(0,1)f = = + . 

  (0,0,1) ( 4,5) 4(1,0) 5(0,1)f = − = − + . 

Vậy ma trận của f  trong cơ sở chính tắc của 3  và 2  là 

    
2 1 4
3 0 5

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Nhận xét 6.2: Bằng cách tính toán như ví dụ trên ta có thể kiểm tra được rằng ánh xạ 

tuyến tính : m nf →  với công thức xác định ảnh:  

1 11 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., )m m m n nm mf x x a x a x a x a x= + + + +  

Có ma trận chính tắc: 

11 1

1

m

n nm

a a
A

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Ví dụ 6.9:  Toán tử đạo hàm :D 3 2→P P  là một ánh xạ tuyến tính thỏa mãn: 

(1) 0D = , ( ) 1D t = , 2( ) 2D t t= , 3 2( ) 3D t t= . 

Do đó có ma trận trong cơ sở chính tắc của 3P  và 2P  là 
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
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Nếu cố định cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và cơ sở { }1' ,..., m= ω ωB  của W  thì: 

Với mỗi ánh xạ tuyến tính WVf →:  tồn tại duy nhất ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  xác định 

bởi (6.14). 

Ngược lại, cho ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Xét hệ véc tơ { }1,..., nu u  của W  có tọa độ 

trong cơ sở 'B  là các cột của ma trận A , theo định lý 6.3 tồn tại duy nhất ánh xạ  

tuyến tính WVf →:  thỏa mãn (6.4). Do đó [ ] '
ij m nm n

f a ××
⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦

B
B M .  

Vậy có tương ứng 1 - 1 giữa Hom( , )V W  và nm×M .  

Định lý 6.11: Tương ứng    Hom( , ) m nV W ×→ M   

         [ ] 'f A f= B
B  

xác định bởi (6.14) là một song ánh thỏa mãn các tính chất: 

[ ] [ ] [ ]' ' 'f g f g+ = +B B B
B B B ;  [ ] [ ]' ': f f∀λ∈ λ = λB B

B B .      (6.17) 

[ ] '( ) ( )r f r f= B
B .           (6.18) 

Chứng minh: [ ] 'f g+ B
B  là ma trận của hệ véc tơ cột { }1( )( ),..., ( )( )nf g e f g e+ + ,  

[ ] 'f BB  là ma trận của hệ véc tơ cột { }1( ),..., ( )nf e f e  và [ ] 'g BB  là ma trận của hệ véc tơ 

cột { }1( ),..., ( )ng e g e . Do đó [ ] [ ] [ ]' ' 'f g f g+ = +B B B
B B B . Đẳng thức thứ hai của công 

thức (6.17) được chứng minh tương tự.  

Để chứng minh công thức (6.18) ta nhận thấy rằng hạng ( )r A  của ma trận 

[ ] 'A f= B
B  là hạng của hệ các véc tơ cột { }1( ),..., ( )nf e f e .  

Mặt khác { }1span ( ),..., ( ) ( )nf e f e f V= , do đó ( ) dim ( ) ( )r A f V r f= = .    

Cho hai ánh xạ tuyến tính , :f g  ' "f gV V V⎯⎯→ ⎯⎯→ . , ', "V V V  lần lượt có cơ sở 

là { }1,..., ne e=B , { }1' ' ,..., 'me e=B , { }1" ",..., "le e=B .  

Giả sử [ ] 'A f= B
B  là ma trận của f  trong cơ sở B , 'B  và [ ] "

'B g= B
B  là ma trận 

của g  trong cơ sở 'B , "B  thì BA  là ma trận của g f  trong cơ sở B , "B . Thật 
vậy: 

  ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , xác định bởi 

1
( ) '

m

j ij i
i

f e a e
=

=∑  ; 1,...,j n=  
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  [ ]ki l mB b ×= , xác định bởi 
1

( ' ) "
l

i ki k
k

g e b e
=

= ∑  ; 1,...,i m=  

1 1 1 1 1 1
( ) ' ( ' ) " "

m m m l l m

j ij i ij i ij ki k ki ij k
i i i k k i

g f e g a e a g e a b e b a e
= = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Điều này chứng tỏ BA  là ma trận của fg . 

[ ] [ ] [ ]" " '
'g f g f=B B B

B B B     (6.19) 

 Khi "' VVV ==  và ta chọn cố định một cơ sở của V  thì có tương ứng 1-1 giữa 
các tự đồng cấu của V  và các ma trận vuông cấp n . 

Định lý 6.12:  Tương ứng End( ) nV →M  

           [ ]f A f= B  

là một đẳng cấu vành, trong đó [ ]A f= B  là ma trận của f  trong một cơ sở cố định 

B  của V  xác định bởi (6.14), (6.16). 

Hệ quả 6.13: Cho Endf V∈ , B  là một cơ sở  của V . Đăt [ ]A f= B  , khi đó: 

 f  là tự đẳng cấu khi và chỉ khi A khả nghịch, đồng thời ma trận của 1f −  trong cơ 

sở B  có dạng 1 1f A− −⎡ ⎤ =⎣ ⎦B
.  

Hệ quả 6.14: Cho Endf V∈ , B  là một cơ sở  của V . Giả sử 0( ) n
np t a a t= + +  là 

một đa thức bậc n  . Đăt [ ]A f= B ; theo (6.8), (6.16) - (6.19) ta có:  

Ma trận của 0( ) Id n
V np f a a f= + +  trong cơ sở B  là 0( ) n

np A a I a A= + + . 

Ví dụ 6.10: Cho ánh xạ tuyến tính 3 3:f →  có công thức xác định ảnh  

( , , ) ( 2 2 ,3 5 , )f x y z x y z x y z x y z= + + + + − + . 

a) Chứng minh rằng f  là một đẳng cấu. Tìm công thức xác định ảnh của ánh xạ 

ngược 1( , , )f x y z− . 

b) Cho đa thức 2( ) 2 4 3p t t t= − + . Viết ma trận chính tắc của ( )p f .  

Giải: a) Ma trận chính tắc của f  là 
1 2 2
3 1 5
1 1 1

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. A  khả nghịch và  
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1
6 4 8

1 2 1 1
2

4 3 5
A−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

Do đó f  là một đẳng cấu và ánh xạ ngược xác định như sau:  

 1 1( , , ) (6 4 8 ,2 , 4 3 5 )
2

f x y z x y z x y z x y z− = − + − + − + − . 

b) Ma trận chính tắc của ( )p f :  

2
9 2 14

11 2 16
1 0 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2
25 2 34

( ) 2 4 3 21 4 28
7 4 8

p A I A A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⇒ = − + = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

6.4.2  Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử :f V W→   là ánh xạ tuyến tính.  

Gọi 1

1'
ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

là ma trận chuyển cơ sở { }1 1,..., ne e=B  sang cơ sở { }1 1' ' ,..., 'ne e=B  

của không gian V . 

Gọi [ ] 2

2'kiP p= B
B là ma trận chuyển cơ sở { }2 1,..., m= ω ωB  sang cơ sở 

{ }2 1' ' ,..., 'm= ω ωB  của W . 

[ ] 2

1
A f= B

B  là ma trận của f  trong cơ sở 1 2,B B , 

[ ] 2

1

'
''A f= B
B  là ma trận của f  trong cơ sở 1 2' , 'B B   thì  

[ ] [ ] [ ] 12 2 2

1 12 1

'
'' 'ki ijp f f t⎡ ⎤= ⎣ ⎦

BB B B
B BB B

                  (6.20)  

Hoặc 

'PA AP= ;  1'A P AT−=                                    (6.21) 

Thật vậy: Giả sử  [ ] [ ]2

1
ki m nA f a ×= =B

B  
1

( )
m

i ki k
i

f e a
=

⇒ = ω∑  

    [ ] [ ]2

1

'
'' 'ki m nA f a ×= =B
B

1
( ' ) ' '

m

j ij i
i

f e a
=

⇒ = ω∑  

[ ] 2

2'kiP p= B
B  

1
'

m

i ki k
i

p
=

⇒ ω = ω∑  
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1

1'
ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

1
'

n

j ij i
i

e t e
=

⇒ =∑ . 

Ta có:   

1 1 1 1 1
( ' ) ' ' ' '

m m m m m

j ij i ij ki k ki ij k
i i k k i

f e a a p p a
= = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ω = ω = ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑    (*) 

Mặt khác: 

1 1 1 1 1 1
( ' ) ( )

n n n m m n

j ij i ij i ij ki k ki ij k
i i i k k i

f e f t e t f e t a a t
= = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = ω = ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (**) 

(*) và (**) suy ra   
1 1

'
m n

ki ij ki ij
i i

p a a t
= =

=∑ ∑  với mọi 1,...,j n=  ; 1,...,k m= . 

Do đó  ATPA =' .  Vậy 1'A P AT−=  . 

Đặc biệt nếu f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ V . Gọi ', AA  là ma trận 
của f  trong hai cơ sở , 'B B  và T  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B  thì:      

         1'A T AT−=                         (6.22) 

[ ] ( ) [ ]
1

' ' 'ij ijf t f t
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B B

B BB B
          (6.23) 

Ví dụ 6.11: Tự đồng cấu tuyến tính f  có ma trận ứng với cơ sở { }1 2 3 4, , ,e e e e=B xác 

định như sau:  

1 2 0 1
3 0 1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Hãy tìm ma trận 'A  của f  trong cơ sở { }1 3 2 4' , , ,e e e e=B  .          

Giải:  

Cách 1 (Tim trực tiếp theo định nghĩa 6.6 công thức (6.14)-(6.16)):  

Đặt 1 1'e e= , 2 3'e e= , 3 2'e e= , 4 4'e e= . 

Theo giả thiết ta có: 

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4( ' ) ( ) 3 2 ' 2 ' 3 ' 'f e f e e e e e e e e e= = + + + = + + + ; 

2 3 2 3 4 2 3 4( ' ) ( ) 3 3 ' ' 'f e f e e e e e e e= = − + + = − + ; 



CHƯƠNG VI:  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 149

3 2 1 3 4 1 2 4( ' ) ( ) 2 5 2 2 ' 5 ' 2 'f e f e e e e e e e= = + + = + + ; 

4 4 1 2 3 4 1 2 3 4( ' ) ( ) 2 3 ' ' 2 ' 3 'f e f e e e e e e e e e= = + + + = + + + ; 

Vậy ma trận 'A  của f  trong cơ sở { }1 3 2 4' , , ,e e e e=B : 

1 0 2 1
2 3 5 1

'
3 1 0 2
1 1 2 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Cách 2 (Áp dụng công thức 6.22, 4.25, 3.12): 

1

1 0 0 0 1 2 0 1 1 0 0 0 1 0 2 1
0 0 1 0 3 0 1 2 0 0 1 0 2 3 5 1

'
0 1 0 0 2 5 3 1 0 1 0 0 3 1 0 2
0 0 0 1 1 2 1 3 0 0 0 1 1 1 2 3

A T AT−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Định nghĩa 6.7: Hai ma trận ,A B  được gọi là đồng dạng nếu tồn tại ma trận không 

suy biến T  sao cho 1B T AT−= . 

Công thức (6.22) cho thấy hai ma trận của một tự đồng cấu bất kỳ trong hai cơ sở 
khác nhau là đồng dạng. Mặt khác, nếu ,A B  đồng dạng thì det detA B= . Vì vậy ta có 
thể định nghĩa định thức của một tự đồng cấu f  là 

      det detf A=                     (6.24) 

trong đó A  là ma trận của f  trong một cơ sở nào đó.  

Ví dụ 6.12:  Cho hai ánh xạ tuyến tính 2 3:f →  và 3 2:g →  xác định bởi: 

( , ) ( 2 , , 3 4 )f x y x y x x y= − − + , ( , , ) ( 2 5 ,3 4 )g x y z x y z x y= − − +  

 Tìm ma trận chính tắc của g f , tính det( )g f . 

Giải : Gọi A , B  lần lượt là ma trận chính tắc của f  và g  thì:  

1 2
1 0
3 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 , 
1 2 5
3 4 0

B
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

và ma trận chính tắc của g f  là 
14 22
7 6

BA
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
.  

Định thức: 
14 22

det( ) 70
7 6

g f
−

= =
−

. 
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6.4.3 Biểu thức tọa độ của ánh xạ tuyến tính 

Giả sử :f V W→  là một ánh xạ tuyến tính, { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V   

và { }1' ,..., m= ω ωB  là một cơ sở của W .  

Nếu ( )1( ,..., )nx x v= B  là tọa độ của Vv∈  trong cơ sở B ,  

        ( )1 '( ,..., ) ( )my y f v= B  là tọa độ của Wvf ∈)(  trong cơ sở 'B  (xem 3.10) 

và [ ] '
ij m n

f a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B  là ma trận của f  trong cơ sở , 'B B  thì 

 [ ] [ ] [ ]'
'( )f v f v= B
B B B ; nghĩa là 

1 1

ij m n
m n

y x
a

y x
×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

          (6.25) 

 (6.25) được gọi là biểu thức tọa độ của ánh xạ tuyến tính f . 

 Đặc biệt nếu : n mf →  là ánh xạ tuyến tính xác định bởi 

1 1 11 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( , ..., )m n n n m mn ny y f x x a x a x a x a x= = + + + +  

thì ma trận chính tắc của f  là ij m n
a

×
⎡ ⎤⎣ ⎦  (xem nhận xét 6.2). Ngược lại từ công thức 

(6.25) suy ra rằng mọi ánh xạ tuyến tính từ n  vào m  đều có dạng trên, điều này 
giải thích công thức (6.2) của ví dụ 6.1. 

6.4.4 Ánh xạ tuyến tính và hệ phương trình tuyến tính 

Đắng thức (6.25) có thể viết dưới dạng hệ phương trình tuyến tính     

 
1 11 1 1

1 1

...
....................................

...

n n

m m mn n

y a x a x

y a x a x

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

                   (6.26) 

Điều này cho phép giải quyết các bài toán về ánh xạ tuyến tính thông qua hệ 
phương trình tuyến tính. 

Giả sử :f V W→  là một ánh xạ tuyến tính, { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V  

và { }1' ,..., m= ω ωB  là một cơ sở của W .  

Từ công thức (6.10), (6.11) xác định Im f , Ker f  và biểu thức tọa độ dưới dạng 
hệ phương trình tuyến tính (6.26) ta có các kết quả sau: 

 Với mọi u W∈ , 1 1 m mu b b= ω + + ω . Khi đó 
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Imu f∈  khi và chỉ khi hệ phương trình 
11 1 1 1

1 1

...
....................................

...

n n

m mn n m

a x a x b

a x a x b

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

có nghiệm    (6.27) 

 Với mọi 1 1 n nv x e x e V= + + ∈ ;  

Kerv f∈  khi và chỉ khi 1( ,..., )nx x  là nghiêm của phương trình tuyến tính thuần 
nhất  

   
11 1 1

1 1

... 0
.................................

... 0

n n

m mn n

a x a x

a x a x

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

            (6.28) 

Ví dụ 6.13: Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →P P  có công thức xác định ảnh 

2 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

2
0 1 2 3

( ) (5 2 3 ) (4 2 3 )

( 2 )

f a a t a t a t a a a a a a a a t

a a a a t

+ + + = + − + + + − +

+ + − −
 

a) Viết biểu thức tọa độ của f trong cơ sở chính tắc.  

b) Tìm một cơ sở của Ker f  và Im f . 

Giải: a) Đặt 2 3 2
0 1 2 3 0 1 2( )f a a t a t a t b b t b t+ + + = + + , biểu thức tọa độ (6.24) của f  

trong cơ sở chính tắc có dạng 

0
0

1
1

2
2

3

5 2 3 1
4 1 2 3
1 1 1 2

a
b

a
b

a
b

a

⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

  

Dạng phương trình (6.25):  

0 0 1 2 3

1 0 1 2 3

2 0 1 2 3

5 2 3
4 2 3

2

b a a a a
b a a a a
b a a a a

= + − +⎧
⎪ = + − +⎨
⎪ = + − −⎩

 

b) 2 2 3
0 1 2 0 1 2 3Im : ( )q b b t b t f p a a t a t a t f p q= + + ∈ ⇔∃ = + + + = . 

Điều này tương đương hệ phương trình (với ẩn 0 1 2 3, , ,a a a a ) sau có nghiệm: 

0 1 2 3 0

0 1 2 3 1

0 1 2 3 2

5 2 3
4 2 3

2

a a a a b
a a a a b
a a a a b

+ − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ + − − =⎩

 

Sử dụng phương pháp khử Gauss ta được: 
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0 2 2 1

1 1 2 1 2

2 2 1 0 2 1 0

5 2 3 1 1 1 1 2 2 1 0 7 2
4 1 2 3 3 0 1 5 3 0 1 5
1 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0

b b b b
b b b b b
b b b b b b b

− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ↔ − − ↔ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình có nghiệm khi 2 1 0 0b b b+ − = .  

Do đó 

2 2 2
0 1 2 1 2 1 2 1 2Im ( ) (1 ) (1 )q b b t b t f q b b b t b t b t b t= + + ∈ ⇔ = + + + = + + + . 

Vậy Im f  có một cơ sở là  { }2
1 21 , 1q t q t= + = + . 

 Theo nhận xét 6.1 và tương tự ví dụ 6.4 ta cũng nhận thấy rằng hai véc tơ cột 

bất kỳ của ma trận 
5 2 3 1
4 1 2 3
1 1 1 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 độc lập, do đó các cặp véc tơ tương ứng tạo thành 

cơ sở của Im f .   

Chẳng hạn { }1 2,r r , { }1 3,r r , { }1 4,r r , { }2 3,r r , { }2 4,r r , { }3 4,r r  là các cơ sở của 

Im f , trong đó { }2 2 2 2
1 2 3 45 4 , 2 , 3 2 , 1 3 2r t t r t t r t t r t t= + + = + + = − − − = + − . 

2 3
0 1 2 3 Kerp a a t a t a t f= + + + ∈  khi và chỉ khi 0 1 2 3, , ,a a a a là nghiệm của hệ 

phương trình thuần nhất:  

0 1 2 3
0 1 3 1 0 3

0 1 2 3
0 2 3 2 0 3

0 1 2 3

5 2 3 0
2 7 0 2 7

4 2 3 0
3 5 0 3 5

2 0

a a a a
a a a a a a

a a a a
a a a a a a

a a a a

+ − + =⎧
− + − = = +⎧ ⎧⎪ + − + = ↔ ↔⎨ ⎨ ⎨− + = = +⎩ ⎩⎪ + − − =⎩

 

Do đó:  

2 3 2 3
0 1 2 3 0 0 3 0 3 3Ker (2 7 ) (3 5 )p a a t a t a t f p a a a t a a t a t= + + + ∈ ⇔ = + + + + +  

             2 2 3
0 3(1 2 3 ) (7 5 )p a t t a t t t⇔ = + + + + + . 

Vậy Ker f  có một cơ sở là  { }2 2 3
1 21 2 3 ; 7 5p t t p t t t= + + = + + . 

Nhận xét 6.3:  
a) Từ hai định lý 6.11, 6.12 hệ quả 6.13, 6.14 và các ví dụ trên ta thấy rằng một 

bài toán về ánh xạ tuyến tính có thể chuyển sang bài toán ma trận, hệ phương trình 
tuyến tính và ngược lại. Chẳng hạn để chứng minh định thức của ma trận A  khác 0 ta 
chỉ cần chứng minh tự đồng cấu tuyến tính f  với [ ]A f= B  là đơn cấu hoặc toàn cấu, 

hoặc hệ phương trình tuyến tính tương ứng (6.25), (6.26) có duy nhất nghiệm. 
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b) dim Ker f  là chiều của không gian nghiệm của hệ phương trình thuần nhất 
(6.28), hạng của ma trận hệ số bằng hạng của f . Áp dụng định lý 5.5-b) ta nhận được 
đẳng thức (6.13) của định lý 6.6. 

6.5  CHÉO HOÁ MA TRẬN 

Trong phần này ta giải quyết bài toán: Với tự đồng cấu tuyến tính f  của không 
gian V , hãy tìm một cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo: 

     
1

n

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

          (6.28) 

Bài toán trên cũng tương đương với bài toán: Cho ma trận A  tìm ma trận không 

suy biến T  sao cho 1T AT−  có dạng chéo.  

Ta sẽ chỉ ra khi nào bài toán này có lời giải, cách tìm cơ sở để ma trận của f  

trong cơ sở này có dạng chéo hoặc cách tìm ma trận T  sao cho 1T AT−  có dạng chéo. 

6.5.1 Không gian con bất biến 

Định nghĩa 6.8: Không gian con W  của không gian V  được gọi là bất biến đối với tự 
đồng cấu f  trên V  nếu  ( )f W W⊂ . 

Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của W , ta bổ sung để { }1 1,..., , ,...,k k ne e e e+  là cơ 

sở của V . Với cơ sở này ma trận của f  có dạng 

                           

 
 

 

Nếu 1 2V W W= ⊕ , 1 2,W W  bất biến đối với f  thì có thể chọn cơ sở để ma trận 
của f  có dạng 

 

 

 

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
k

n k−

 

k n k−  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

k

n k−

 

k n k−  
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6.5.2 Véc tơ riêng, giá trị riêng 

Định nghĩa 6.9: λ  được gọi là giá trị riêng của ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  nếu tồn tại 

1,..., nx x   không đồng thời bằng 0 sao cho   

             
1 1

n n

x x
A

x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay  ( )
1 0

0n

x
A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

   (6.30) 

Khi đó 1( ,..., ) n
nv x x= ∈  được gọi là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Như vậy các véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  là các nghiệm khác không của 
phương trình thuần nhất (6.29). Không gian nghiệm của (6.29) được gọi là không gian 
riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Định nghĩa 6.10: λ  được gọi là một giá trị riêng của tự đồng cấu f  nếu tồn tại véc 
tơ  v V∈ :  

v ≠ 0  sao cho ( )f v v= λ     (6.31) 

 v  là  véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Ví dụ 6.14:  

a) Xét ánh xạ đồng nhất Id :V V V→ .  

Với mọi v V∈ , Id ( )V v v= .  

Vậy 1 là một giá trị riêng của IdV . 

b)  Phép quay góc θ  (ví dụ 6.1)   

 2 2:fθ →  

( , ) ( , ) ( cos sin , sin cos )x y f x y x y x yθ = θ − θ θ + θ  

• Khi 0θ = , fθ  là ánh xạ đồng nhất 2Id : chỉ có giá trị riêng là 1. 

• Khi θ = π , fθ : chỉ có giá trị riêng là 1− . 

• Khi 0,θ ≠ π , fθ  không có giá trị riêng. 

c) 2 2:f →  xác định bởi: ( , ) (3 , 2 4 )f x y x y x y= − − + . 

Dễ dàng thấy ( , ) 2( , )f x x x x= . Vậy 2 là một giá trị riêng và mọi véc tơ 
( , )v x x= ; 0x ≠  là véc tơ riêng tương ứng. 

Định nghĩa 6.11: Cho tự đồng cấu f  của V . Với mỗi λ∈ , ký hiệu  

v

( )f v  

θ  
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{ } ( )( ) Ker IdVV v V f v v fλ = ∈ = λ = − λ    (6.32) 

Rõ ràng rằng Vλ  là không gian con của  V .  

Nếu λ  là giá trị riêng thì  Vλ  được gọi là không gian riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Định lý 6.15: 1)  λ  là giá trị riêng của f  khi và chỉ khi  { }Vλ ≠ 0 .  

2) Nếu λ  là giá trị riêng của f  thì mọi véc tơ v ≠ 0  của Vλ  đều là véc tơ riêng 
ứng với giá trị riêng λ . 

3) Vơi mọi λ , không gian con  Vλ  bất biến đối với  f . 

 Chứng minh: Ta chứng minh 3) 

a) Trường hợp  { }Vλ = 0  là hiển nhiên. 

b) Trường hợp Vλ  là không gian riêng:  

Với mọi ( )v V f v vλ∈ ⇒ = λ  ( ( )) ( ) ( ) ( )f f v f v f v f v Vλ⇒ = λ = λ ⇒ ∈       

Nhận xét 6.4: Nếu [ ]A f= B  là ma trận của tự đồng cấu f  trong cơ sở B . Khi đó 

v V∈  là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  của f  khi và chỉ khi ( )v B  là véc tơ riêng 

ứng với giá trị riêng λ  của A . Nghĩa là: 

( ) ( )
1

1

0
; ( ,..., ) , : ( )

0
n

n

x
v V v x x v f v v A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∈ = ≠ = λ ⇔ −λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

0B       (6.33) 

6.5.3 Đa thức đặc trưng 

Định nghĩa 6.12: A là một ma trận vuông cấp n . Định thức 

   ( ) det( )A Iλ = − λP      (6.34) 

là một đa thức bậc n  của λ  được gọi là đa thức đặc trưng của A . 

  Nếu f  là một tự đồng cấu trong không gian véc tơ V  có ma trận [ ]A f= B   

trong một cơ sở B  nào đó của V . Khi đó định thức 

 ( )( ) det Id det( )Vf A Iλ = − λ = − λP    (6.35) 

không phụ thuộc vào cơ sở của V , cũng được gọi là đa thức đặc trưng của f . 
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Định lý 6.16: 0λ là giá trị riêng của A  (tương ứng của f ) khi và chỉ khi 0λ  là nghiệm 
của đa thức đặc trưng của A  (tương ứng của f ). 

Chứng minh: 0λ  là giá trị riêng khi và chỉ khi { }
0

Vλ ≠ 0 . Điều này tương đương với 

các điều sau: Ánh xạ 0 IdVf −λ  không đơn cấu, hệ phương trình tuyến tính thuần nhất  

(6.33) có nghiệm không tầm thường.  

     Vậy 0λ  là giá trị riêng khi và chỉ khi ( )0 IdVr f n−λ < ; do đó ( )0det Id 0Vf − λ =  

hoặc ( )0det 0A I−λ = . Nghĩa là 0( ) 0λ =P .          

Ví dụ 6.15: Tìm véc tơ riêng và giá trị riêng của tự đồng cấu trong 2  có ma trận 

chính tắc là 
3 1
2 4

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (xem ví dụ 6.14-c).  

Đa thức đặc trưng  

    
3 1 2 1 2 1

( ) (2 )(5 ) 0
2 4 2 4 0 5
− λ − −λ − − λ −

λ = = = = − λ − λ =
− − λ −λ −λ − λ

P   

có các nghiệm   1 22,  5λ = λ = . 

* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 1 2λ =  là nghiệm khác 0 của hệ 

  ( )1
0
0

x
A I

y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay    
1 1 0
2 2 0

x
y

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Hệ phương trình tương đương với phương trình 0x y y x− = ⇒ = . 

Vậy  ( , ) (1,1),  0v x x x x= = ≠ . 

* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 2 5λ =  là nghiệm khác 0 của hệ 

  ( )2
0
0

x
A I

y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay   
2 1 0
2 1 0

x
y

− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Hệ phương trình tương đương với phương trình 2 0 2x y y x+ = ⇒ = − . 

Vậy  ( , 2 ) (1, 2);  0v x x x x= − = − ≠ . 

Ví dụ 6.16: Phép quay góc θ  (ví dụ 6.1, 6.14-b) 2 2:fθ →  có công thức xác định 
ảnh ( , ) ( cos sin , sin cos )f x y x y x yθ = θ − θ θ + θ . 

 Đa thức đặc trưng: 

( ) 2 2cos sin
( ) det Id (cos ) sin

sin cosVfθ
θ − λ − θ

λ = − λ = = θ −λ + θ
θ θ −λ

P . 
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Do đó fθ  chỉ có giá trị riêng khi 2sin 0θ ⇒θ =  hoặc θ = π .  

Định lý 6.17: Mọi tự đồng cấu f  trong không gian thực n  chiều ( 1)n ≥  đều có ít nhất 
một không gian con bất biến một chiều hoặc hai chiều. 

Chứng minh: Giả sử A  là ma trận của tự đồng cấu f  trong cơ sở { }1,..., ne e .  

Đa thức đặc trưng ( ) A Iλ = − λP  là đa thức bậc n  của λ .  

 Trường hợp phương trình ( ) 0λ =P  có nghiệm thực 0λ , theo Định lý 6.16 và 
Định nghĩa 6.10 tồn tại 0v ≠  sao cho 0( )f v v= λ . Không gian con một chiều sinh bởi 

{ }v  bất biến đối với f .  

 Trường hợp phương trình ( ) 0λ =P  không có nghiệm thực thì có ít nhất một 
nghiệm phức 1 a ibλ = + (xem phụ lục).  

Xét hệ phương trình tuyến tính phức 

    [ ]
1

1

0

0n

z
A I

z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

           (6.36) 

Rõ ràng rằng hệ phương trình này không thể có nghiệm thực, vì nếu 1, ..., nz z  

thực thì
1

n

z
A

z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

thực nhưng 
1

1

n

z

z

⎡ ⎤
⎢ ⎥λ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 phức, vô lý. 

Mặt khác, vì ( )1det 0A I−λ =  nên hệ phương trình (6.36) tồn tại nghiệm 

),...,( 1 nzz  không đồng thời bằng 0.  

Giả sử 1 1 1, ... , n n nz x iy z x iy= + = +  thì: 

 nxx ,...,1  không thể đồng thời bằng 0 (vì nếu 1 ... 0nx x= = =  thì nyy ,...,1  là 
nghiệm thực của phương trình ). 

 nyy ,...,1  không thể đồng thời bằng 0 (vì nếu 1 ... 0ny y= = =  thì nxx ,...,1  là 
nghiệm thực của phương trình). 

  nxx ,...,1  và nyy ,...,1  không tỉ lệ. Thật vậy, nếu 1 1, ... , n nx ky x ky= =  thì 

1 1( ,... , ) ( )( ,..., )n nz z k i y y= +  

[ ] [ ]( ) [ ]
1 1 1

1 1 1

0 0

0 0n n n

z y y
A I A I k i A I

z y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = − λ + = ⇒ −λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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điều này chứng tỏ nyy ,...,1  là nghiệm thực của hệ, vô lý.  

Đặt 1 1 ... n nv x e x e= + + , 1 1 ... n nu y e y e= + + , vì 1,..., nx x  và 1,..., ny y  không đồng 

thời bằng 0 và không tỉ lệ nên hệ hai véc tơ { }uv,  độc lập.  

Mặt khác bằng cách đồng nhất phần thực và phần ảo của số phức ta suy ra 

1 1 1

n n n

x x y
A a b

x x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 ;  
1 1 1

n n n

y x y
A b a

y x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy           
( )
( )

f v av bu
f u bv au

= −⎧
⎨ = +⎩

             (6.37) 

 Do đó { }span ,W v u=  là không gian con hai chiều bất biến đối với f .     

6.5.4 Tự đồng cấu chéo hoá được 

Định nghĩa 6.13: 1) Tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V  chéo hoá được nếu 
tồn tại một cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

Từ định nghĩa này ta thấy rằng f  chéo hoá được khi và chỉ khi tồn tại một cơ sở 
của V gồm các véc tơ riêng của f .  

2) Ma trận vuông A  chéo hoá được nếu tồn tại ma trận không suy biến T  sao 
cho 1T AT−  là ma trận chéo. 

Định lý 6.18: Nếu 1,..., mv v  là các véc tơ riêng ứng với các giá trị riêng phân biệt 

1,..., mλ λ  của tự đồng cấu f  (hoặc ma trận A) thì hệ véc tơ { }1,..., mv v  độc lập tuyến 

tính. 

Chứng minh: Ta chứng minh quy nạp theo k  rằng hệ { }1,..., kv v  độc lập tuyến tính 

với 1 k m≤ ≤ . 

* Khi 1k =  hệ một véc tơ 1v ≠ 0   là độc lập tuyến tính. 

* Giả sử hệ { }1,..., kv v  với 1 1k m≤ ≤ −  độc lập tuyến tính. Ta chứng minh hệ 

{ }1 1,..., ,k kv v v +  độc lập. Thật vậy, giả sử  

        1 1 1 1... k k k kx v x v x v+ ++ + + = 0    (*)             

                   1 1 1 1( ... )k k k kf x v x v x v+ +⇒ + + + = 0  

1 1 1 ! 1 1... k k k k k kx v x v x v+ + +⇒ λ + + λ + λ = 0      (**)    

Nhân 1k+λ  vào (*) rồi trừ cho (**) ta được 



CHƯƠNG VI:  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 159

        1 1 1 1 1( ) ... ( )k k k k kx v x v+ +λ − λ + + λ −λ = 0  

Vì { }1,..., kv v  độc lập và các 1,..., mλ λ  khác nhau từng đôi một suy ra  

1 1... 0 0k kx x x += = = ⇒ = .          

Hệ quả 6.19: Nếu đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  trong không gian n  chiều 
V (hoặc ma trận A vuông cấp n ) có đúng n  nghiệm thực phân biệt thì f (tương ứng 
ma trận A)  chéo hoá được. 

Chứng minh: Vì đa thức đặc trưng có n  nghiệm phân biệt nên n  véc tơ riêng tương 
ứng với n  giá trị riêng này là một hệ độc lập, do đó là một cơ sở của V  gồm các véc 
tơ riêng của f . Vậy f  chéo hoá được.           

Hệ quả 6.20: Giả sử đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  (hoặc ma trận A vuông 
cấp n )  chỉ có các nghiệm thực:  

1
1( ) ( 1) ( ) ...( ) kmmn

kλ = − λ − λ λ −λP  

với 1 ... km m n+ + =  và các 1,..., kλ λ  khác nhau từng đôi một.  

Khi đó f  (tương ứng ma trận A) chéo hoá được khi và chỉ khi chiều của không gian 
riêng ứng với giá trị riêng iλ  bằng độ bội im  của nghiệm. Nghĩa là 

 1,...,i k∀ = : dim
i iV mλ = .            (6.38) 

Chứng minh: ( ) :⇐ Trong mỗi 
i

Vλ  ta chọn một cơ sở gồm im  véc tơ. Hệ n  véc tơ gộp 

lại từ các véc tơ của các cơ sở vừa chọn là một hệ độc lập tuyến tính, do đó hệ này là 
một cơ sở của V  gồm các véc tơ riêng của f . Vậy f  chéo hoá được. 

( )⇒ : Giả sử f  chéo hoá được, khi đó tồn tại cơ sở gồm các véc tơ riêng để ma trận 
f  có dạng chéo 

     
1

n

µ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥µ⎣ ⎦

 

1( ) ( 1) ( )...( )n
n⇒ λ = − λ −µ λ −µP   

Suy ra các giá trị riêng 1,..., nµ µ   phải trùng với 1,..., kλ λ . 

Vậy có đúng im  giá trị riêng trong các 1,..., nµ µ  bằng iλ , 1,...,i k= . Do đó có 

đúng im  véc tơ riêng độc lập ứng với giá trị riêng  iλ , nghĩa là dim
i iV mλ = .     

6.5.5 Thuật toán chéo hoá 
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 Bài toán 1: Cho tự đồng cấu f  trên không gian V . Hãy tìm cơ sở của V  để 
ma trận f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

 Bài toán 2: Cho ma trận A  vuông cấp n . Tìm ma trận không suy biến T  sao 

cho ATT 1−  có dạng chéo. 

Cho tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V . Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ 

sở trong V  và ma trận của f  trong cơ sở B  là [ ]A f= B . Khi đó bài toán 1 trở thành 

bài toán 2. Ngược lại, cho ma trận vuông A  ta xét ánh xạ tuyến tính : n nf →  có 
ma trận trong cơ sở chính tắc là A . Khi đó bài toán 2 trở thành bài toán 1. 

Vì vậy, để giải hai bài toán này ta cần tìm cơ sở { }1' ' ,..., 'ne e=B  gồm các véc tơ 

riêng của f  và ma trận cần tìm T chính là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B . Vậy 
ta cần thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Viết đa thức đặc trưng dạng: 

   1
1( ) ( ) ...( ) ( )kmm

k Qλ = λ − λ λ −λ λP  

trong đó ( )Q λ  là đa thức không có nghiệm thực. 

 Nếu 1 km m n+ + <  (khi bậc của ( )Q λ  2≥ ): không chéo hóa được. 

 Nếu 1 km m n+ + =  thì 1,..., kλ λ  là các giá trị riêng phân biệt; tiếp tục bước 2.   

Bước 2: Với mỗi giá trị riêng iλ  tìm một cơ sở của không gian riêng 
i

Vλ . Các 

véc tơ riêng 1 1 ... n nv x e x e= + +  có 1( ,..., )nx x  là nghiệm khác 0 của hệ phương trình 
thuần nhất: 

                            [ ]
1 0

0
i

n

x
A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

          (6.39) 

( )dim
i i iV d n r A Iλ = = − − λ . 

 Nếu ii md <  với i  nào đó, 1 i k≤ ≤  thì f  không hoá chéo được. 

 Nếu ii md = , :1i i k∀ ≤ ≤ . Tiếp tục bước 3. 

Bước 3: Với giá trị riêng iλ , ki ,...,1=  ta đã chọn được im  véc tơ riêng độc lập 

tuyến tính. Gộp tất cả các véc tơ này ta được hệ gồm nmm k =++ ...1  véc tơ riêng 
độc lập, đó là cơ sở 'B  cần tìm. Ma trận T  có các cột là tọa độ của hệ véc tơ 'B . 
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Ví dụ 6.17:   Chéo hóa ma trận 
2 1 0
9 4 6
8 0 3

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng của A : 
2 1 0 3 3 3

( ) 9 4 6 9 4 6
8 0 3 8 0 3

− λ − − λ − λ − λ
λ = − λ = − λ

− − −λ − − − λ
P  

        
1 0 0

 (3 ) 9 5 3 ( 1)( 1)(3 )
8 8 5

= − λ − − λ − = λ + λ − −λ
− − λ

. 

A  có ba giá trị riêng phân biệt 1 2 31, 1, 3λ = − λ = λ =  nên chéo hóa được. 

*) Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá trị riêng 1 1λ = −  là nghiệm khác 
không của hệ phương trình  

[ ]1

3 1 0 0
9 5 6 0
8 0 2 0

x x
A I y y

z z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có:     

3 1 0 3 1 03 1 0
9 5 6 0 0 0 0
8 0 2 4 1

0 0
8 0 2 0

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔ ↔
− −

 

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
3 0 3

 
4 0 4

x y y x
x z z x
− = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
 

Do đó ( )
1

,3 , 4 (1,3, 4)v V v x x x xλ∈ ⇔ = − = −  chọn  1' (1,3, 4)e = − . 

**) Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá riêng 2 1λ =  là nghiệm khác không 
của hệ phương trình    

  [ ]2

1 1 0 0
9 3 6 0
8 0 4 0

x x
A I y y

z z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có:     
1 1 0 1 1 0
9 3 6 0 0 0
8 0 4 2 0 1

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔  

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
     0

2 0 2
x y y x

x      z z x
− = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
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Do đó ( )
2

, , 2 (1,1, 2)v V v x x x xλ∈ ⇔ = − = −  chọn  2' (1,1, 2)e = − . 

***) Giá trị riêng 3 3λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của 

hệ phương trình 
1 1 0 0

9 1 6 0
8 0 6 0

x
y
z

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. Ta có   
1 1 0 1 1 0

9 1 6 0 0 0
8 0 6 4 0 3

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
       0

   44     3 0
3

y xx y
x z z x

= −⎧+ =⎧ ⎪⇒⎨ ⎨ −+ = =⎩ ⎪⎩

 

Do đó 
3

4, , (3, 3, 4)
3 3

xv V v x x xλ
−⎛ ⎞∈ ⇔ = − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 chọn  3' (3, 3, 4)e = − − . 

Cơ sở mới gồm các véc tơ riêng { }1 2 3' ' , ' , 'e e e=B .  

Đặt 
1 1 3
3 1 3
4 2 4

T
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  thì  1
1 0 0

0 1 0
0 0 3

T AT−
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Ví dụ 6.18: Xét tự đồng cấu 3 3:f →  xác định bởi:  

( )( , , ) 3 2 , 2 3 ,f x y z x y x y z= − − + . 

Tìm một cơ sở của 3  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

    Ma trận chính tắc của f : 
3 2 0
2 3 0

0 0 1
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng  

2
3 2 0 1 2 0 1 2 0

( ) 2 3 0 1 3 0 0 5 0 (5 )(1 )
0 0 1 0 0 1 0 0 1

− λ − −λ − − λ −
λ = − −λ = −λ − λ = − λ = − λ −λ

− λ − λ − λ
P

Do đó A  có các giá trị riêng 1 5λ =  và 2 1λ =  (kép). 

*) Giá trị riêng 1 5λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 

phương trình: 
2 2 0 0
2 2 0 0

0 0 4 0

x
y
z

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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có hệ phương trình tương đương: 
   0

 
        0 0
x y y x

z z
+ = = −⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨= =⎩ ⎩
 

( ), ,0 ( 1,1,0)v y y y= − = −  chọn )0,1,1('1 −=e . 

**) Giá trị riêng 2 1λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 
phương trình    

  
2 2 0 0
2 2 0 0

0 0 0 0

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0x y− = , z  tuỳ ý. 

( ), , (1,1,0) (0,0,1)v x x z x z= = +  chọn 2' (1,1,0)e = , 3' (0,0,1)e = . 

Chọn cơ sở { }1 2 3' ' , ' , 'e e e=B ; 1 1( ' ) 5 'f e e= , 2 2( ' ) 'f e e= , 3 3( ' ) 'f e e= . 

Ma trận của f  trong cơ sở 'B  có dạng [ ] '

5 0 0
' 0 1 0

0 0 1
A f

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B . 

Ví dụ 6.19: Cho tự đồng cấu 2 2:f →P P  có công thức xác định ảnh 

2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )f a a t a t a a a a a a t a a a t+ + = − + + + − + + + − . 

Tìm một cơ sở của 2P  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

  Ma trận chính tắc của f : 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111
111
111

A   

Đa thức đặc trưng của A  

1 1 1 1 1 1
( ) 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
        

− − λ −λ
λ = − −λ = −λ − − λ

− −λ −λ − − λ
P      

       2
1 1 1

 (1 ) 0 2 0 (1 )( 2)
0 0 2

= − λ − −λ = − λ λ +
− − λ

. 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 1 1λ =  và 2 2λ = −  (kép). 
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*) Véc tơ riêng 2
0 1 2p a a t a t= + + ≠ 0  ứng với giá trị riêng 1 1λ =  là nghiệm 

khác không của hệ phương trình thuần nhất  

       
0

1

2

2 1 1 0
1 2 1 0
1 0 2 0

a
a
a

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có  
2 1 1 2 1 1 1 0 1

1 2 1 3 3 0 1 1 0
1 1 2 0 0 0 0 0 0

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔ ↔  

Vậy hệ phương trình trên tương đương với: 0 2 0 2

0 1 0 1

0
 

0
a a a a

a a a a
− + = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− = =⎩ ⎩
 

1
2 2

0 0 0 0(1 )p V p a a t a t a t tλ∈ ⇔ = + + = + +  chọn  2
1' 1p t t= + + . 

**) Véc tơ riêng 2
0 1 2p a a t a t= + + ≠ 0  ứng với giá trị riêng 2 2λ = −  là nghiệm 

khác không của hệ phương trình thuần nhất     

0

1

2

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0

a
a
a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0 1 2 0a a a+ + = . 

2
2 2

1 2 1 2 1 2( 1 ) ( 1 )p V p a a a t a t a t a tλ∈ ⇔ = − − + + = − + + − + .   

Chọn  2' 1p t= − + , 2
3' 1p t= − + .  

Xét cơ sở { }1 2 3' ' , ' , 'p p p=B ; 1 1( ' ) 'f p p= , 2 2( ' ) 2 'f p p= − , 3 3( ' ) 2 'f p p= − . 

Ma trận của f  trong cơ sở 'B  có dạng [ ] '

1 0 0
' 0 2 0

0 0 2
A f

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

B . 

Ví dụ 6.20:  Chéo hóa ma trận 
1 3 4
4 7 8
6 7 7

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng của A  

1 3 4 1 3 4 5 3 4
( ) 4 7 8 2 2 1 0 (1 ) 0 1 0

6 7 7 6 7 7 8 7 7

− λ − −λ − − − λ −
λ = − − λ = + λ − − λ = + λ −

− −λ − − λ − − − λ
P  
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2
1 3 4 1 3 4

(1 ) 0 1 0 (1 ) 0 1 0 (3 )( 1)
1 7 7 0 4 3

− − λ − − − λ −
= + λ − = + λ − = −λ λ +

− − λ − − λ − − λ
. 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 1 1λ = −  (kép) và  2 3λ = . 

 Giá trị riêng 1 1λ = −  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 
phương trình   

       
2 3 4 0
4 6 8 0
6 7 8 0

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Biến đổi ta được hệ phương trình tương đương:  

2 3  4 0 2
 

           2 0
x y z y z

y z x z
− + = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− = =⎩ ⎩
  ⇒  ( ), 2 , (1,2,1)v x x x x= =  

Không gian riêng { }2
(1,2,1)V x xλ = ∈  có 

2
dim 1 2Vλ = <  nên ma trận A  không 

chéo hoá được. 

BÀI TẬP CHƯƠNG VI 

6.1) Ánh xạ 22: →f  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) ( , ) (2 , )f x y x x y= +                   b) 2( , ) ( , )f x y x y=  

c) ),(),( xyyxf =                           d) ( , ) ( , 1)f x y x y= +  

e) ),(),( dycxbyaxyxf ++=          f) 3 3( , ) ( , )f x y x y=  

6.2)  Ánh xạ 2:f →M  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) 
a b

f a d
c d

⎛ ⎞⎡ ⎤
= +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
     b) 

a b a b
f

c d c d
⎛ ⎞⎡ ⎤

=⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠

 

c) 2 3 1
a b

f a b c d
c d

⎛ ⎞⎡ ⎤
= + + − +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
      d) 22 da

dc
ba

f +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ . 

6.3)  Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →  xác định như sau: 

(1,0,0) (1,1)f = , (0,1,0) (3,0)f = , (0,0,1) (4, 7)f = − . 

a) Tìm ma trận chính tắc của f . 

b) Tính )8,3,1(f , ),,( zyxf . 
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6.4)  Chứng minh mọi ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  đều có dạng: 

),(),( dycxbyaxyxf ++=  

Hãy tổng quát hoá đối với ánh xạ tuyến tính : n mf → . 

6.5)  Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  có ma trận chính tắc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
48
12

: 

a) Vectơ nào sau đây thuộc Ker f : )1,1();2,3();10,5( . 

b) Vectơ nào sau đây thuộc fIm : )12,3();0,5();4,1( −− . 

6.6)  a) Chứng minh rằng tập M  các ma trận vuông cấp hai có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cb
ba

 là không 

gian con của 2M  các ma trận vuông cấp hai. Tìm một cơ sở của M .  

 b) Chứng minh ánh xạ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cbab

bca
cb
ba

f :  là một tự đồng cấu tuyến 

tính của M . Tìm nhân và ảnh của f . 

6.7)  Tự đồng cấu tuyến tính f  có ma trận ứng với cơ sở { }1 2 3 4, , ,e e e e  là  

1 2 0 1
3 0 1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Hãy tìm ma trận của f  trong cơ sở { }1 1 2 1 2 3 1 2 3 4, , ,e e e e e e e e e e+ + + + + + . 

6.8)  Viết ma trận chính tắc, tìm một cơ sở của fIm , tìm một cơ sở của fKer  của các 

ánh xạ tuyến tính : n mf →  sau: 

a) )247,465,3(),,( zyxzyxzyxzyxf ++−++−=  

b) )0,2,2(),,( zxzxzyxf +−−=  

c) ( , , ) (2 2 8 , 6 ,3 6 9 , 5 )f x y z x y z x y z x y z x y= + − + + + − +  

         d) ( , , , ) ( 4 5 9 ,3 2 , ,2 3 5 8 )f x y z t x y z t x y z t x y t x y z t= + + + − + − − − − + + + . 

6.9) Cho ánh xạ tuyến tính 3 3:f →  có ma trận chính tắc là 
0 2 1
1 4 0
3 0 0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

Hãy tìm ma trận của f  trong cơ sở { }321 ,, vvv ; )1,1,1(1 =v , )0,1,1(2 =v , )0,0,1(3 =v . 
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6.10)  a) Chứng tỏ )3,2,1(1 =v , )3,5,2(2 =v , )10,0,1(3 =v  là một cơ sở của 3  

b) Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →  xác định bởi )0,1()( 1 =vf , )0,1()( 2 =vf ,  
)1,0()( 3 =vf . Tìm công thức xác định ảnh ),,( zyxf . 

6.11) Cho 2 2:f →  xác định bởi ( , ) ( ,2 )f x y x y x= +  và đa thức 2( ) 3 2p t t t= − + . 
Tìm ( )( , )p f x y . 

6.12) Cho 2 2:D →P P  là toán tử lấy đạo hàm. Cho đa thức 2( ) 5 2p t t t= − + + . Tìm 

( )( ( ))p D q t , trong đó 2( )v x ∈P , 2( )q t at bt c= + + . 

6.13)  Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f →P P  có ma trận 
1 3 1
2 0 5
6 2 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 trong cơ sở  

{ }1 2 3, ,q q q=B ; 2
1 3 3q t t= + , 2

2 1 3 2q t t= − + + , 2
3 3 7 2q t t= + + . 

 a) Tìm tọa độ trong cơ sở B  ảnh của các vectơ của cơ sở B : 

[ ]1( )f q B  , [ ]2( )f q B  , [ ]3( )f q B  . 

 b) Tìm 1( )f q ,  2( )f q ,  3( )f q . 

 c) Tìm 2(1 )f t+ . 

6.14*) a) Với hai ma trận cùng cấp bất kỳ BA,  chứng minh: )()()( BrArBAr +≤+ . 

b) Với hai ma trận vuông cấp n  bất kỳ BA, , chứng minh bất đẳng thức Sylvester:  
))(),(min()()()( BrArABrnBrAr ≤≤−+ . 

6.15*) Với ba ma trận vuông cấp n  bất kỳ CBA ,, ; chứng minh bất đẳng thức 
Frobenius: )()()()( ABCrBrBCrABr +≤+ . 

6.16*) Giả sử A  là ma trận vuông cấp n  sao cho  IA =2 . Chứng minh: 

nIArIAr =−++ )()(  

6.17*)  Giả sử BA,  là hai ma trận có cỡ lần lượt pnnm ×× , . 

 a) Chứng minh rằng các vectơ có dạng ( )tBX , với t pX ∈ , thoả mãn điều kiện 

0=ABX  là không gian con của n  có số chiều bằng )()( ABrBr − . 

 b) Chứng minh rằng  )()( BrAr =  khi và chỉ khi 00 =⇒= BXABX . 

6.18)  Ma trận A  vuông cấp n  được gọi là luỹ linh nếu tồn tại số nguyên dương k  sao 
cho 0=kA . Chứng minh rằng A  luỹ linh khi và chỉ khi 0=nA . 
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6.19) Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của không gian véc tơ V . Tự đồng cấu f  thỏa 

mãn 1( ) 0f e = , 2 21 1( )f e a e= , 3 31 1 32 2( )f e a e a e= + , … , 1 1 , 1 1( )n n n n nf e a e a e− −= + + . 

Chứng minh rằng 0nf = . 

6.20) Tìm định thức của các tự đồng cấu sau: 

a) f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ 3 xác định bởi: 

( , , ) (2 , 2 4 ,3 3 )f x y z x z x y z x y z= − + − − + . 

b) f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2 xác 

định bởi: 

( )f A MA=  trong đó 
a b

A
c d
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

6.21*)  Giả sử WVf →:  là đồng cấu tuyến tính: 

 a) Chứng minh rằng f  toàn cấu khi và chỉ khi tồn tại đồng cấu  VWg →:  sao 
cho IdWf g = . 

b) Chứng minh rằng f  đơn cấu khi và chỉ khi tồn tại đồng cấu VWh →:  sao 
cho IdVh f = . 

6.22*) Cho ba không gian vectơ 321 ,, VVV : 

 a) Giả sử 21: VVf → , 31: VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Chứng minh: 
Ker Kerf g⊂  khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ tuyến tính 32: VVh →  sao cho fhg = . 

 b) Giả sử 32: VVf → , 31: VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Chứng minh: 
Im Imf g⊃  khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ tuyến tính 21: VVh →  sao cho hfg = . 

6.23*) Giả sử BA,  là hai ma trận vuông cấp n  sao cho với mọi ma trận cột X  thì  
00 =⇒= BXAX . Chứng minh tồn tại ma trận C  cấp n  sao cho CAB = . 

6.24*) Giả sử  21,WW  là hai không gian vectơ con của V . Chứng minh rằng hai tính 
chất sau tương đương: 

 (i) Tồn tại tự đồng cấu f  của V sao cho 1Im Wf = , 2Ker Wf = . 

 (ii) Tồn tại một phần bù 3W  của 2W  trong không gian vectơ V  sao cho 3W  
đẩng cấu với 1W . 

6.25*) Giả sử WVf →:  là ánh xạ tuyến tính.  Chứng minh rằng tồn tại ánh xạ tuyến 
tính  VWg →:  sao cho ffgf =  và ggfg = . 

6.26*) Tìm các giá trị riêng, cơ sở của không gian riêng của các ma trận sau: 
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a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
321
202

121
          b) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

324
202
423

             c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

113
312
112

 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

776
874
431

         e) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

132412
101910
6127

        f) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

1314
3503

0011
0013

 

6.27) Giả sử :D V V→  là toán tử vi phân, nghĩa là ( ) dvD v
dt

= . Tính định thức det( )D  

(Tìm đa thức đặc trưng , trang 204, 9.13, 9.3) trong các trường hợp sau: 

a) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }1, ,..., nt t . 

b) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }2 3, ,t t te e e . 

c) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }sin , cost t .  

6.28) Chứng tỏ rằng các ma trận sau không chéo hoá được: 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

212
044
010

                      b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

621
511

1562
  

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

3918
3918
2612

                  d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

496
375
254

. 

6.29) Chéo hóa hai ma trận sau: 

 a) 
1 3 3
3 5 3
6 6 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  b) 
3 1 1
7 5 1
6 6 2

B
− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

6.30) Tìm ma trận P  làm chéo hoá A  và xác định APP 1− . 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

382
140
575

          b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

132412
101910
6127

             c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

544
446
235

 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

466
353
331

          e) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

133
153
131

                f ) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

010
101
010
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g) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

335
335

5511
   h) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

100
00

1 2

a
aa

   i) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−−

−

1
11

110

aaa
aaa , ∈a   

6.31) Trong mỗi trường hợp sau tìm một cơ sở của 3  để ánh xạ tuyến tính f  có ma 
trận dạng chéo:  

a) )2,232,(),,( zyxzyxyxzyxf ++++−=      

b) )3,242,3(),,( zyxzyxzyxzyxf ++++++=  

c) )4,2,22(),,( zyxzyxzyxzyxf ++−−+++=  

d) )32,2,(),,( zyzyzyxzyxf ++++= . 

6.32) Tìm đa thức đặc trưng và các giá trị riêng của ma trận 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a
a a

A

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

6.33) Chứng minh rằng A  và tA  có cùng đa thức đặc trưng. 

6.34) Giả sử gf ,  là hai tự đồng cấu tuyến tính của không gian vectơ V  thoả mãn 
fggf = .  Chứng minh ff Im,Ker  bất biến đối với g . 

6.35) Cho 
8 12 0
0 8 12
0 0 8

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Tìm ma trận A  thỏa mãn 3B A= . 

6.36) Cho đa thức ( )p t  bất kỳ. Chứng minh rằng : 

a) ( ) ( )t tp A p A= .   b) 1 1( ) ( )p P AP P p A P− −= . 

c) Nếu 

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1

20

0 0 n

a a b
a c

B

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 thì ( ), ( )p A p B  có dạng: 

1

2

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )

0 0 ( )n

p a
p a

p A

p a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1

2

( )
0 ( )

( )

0 0 ( )n

p a x y
p a z

p B

p a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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6.37)  Giả sử if  là các tự đồng cấu tuyến tính của không gian vectơ con iW , ni ,...,1=  
và nWWV ⊕⊕= ...1 . Với mọi Vv∈ , tồn tại cách viết duy nhất nvvv ++= ...1 , trong 

đó 11 Wv ∈ ,..., nn Wv ∈ . Đặt ∑
=

=
n

i
ii vfvf

1
)()( . Chứng minh f  là tự đồng cấu tuyến  

tính của V  và:  i

n

i
ff KerKer

1
⊕
=

=  , i

n

i
ff ImIm

1
⊕
=

=  . 

6.38*) 100 2( ) 1p t t t= + −  và ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

2521
0194
0032
0034

A . Tính det ( )p A . 

6.39*) Cho 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5100
1310
1121

A . Ký hiệu 
3 3

( )n
ijA a n

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Tìm )(lim naijn ∞→

; 3,2,1, =ji . 

6.40*) Tìm điều kiện cần và đủ đối với các phần tử  dcba ,,,  để ma trận ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba

 chéo 

hoá được. 

6.41*) Giả sử tự đồng cấu tuyến tính f  của không gian vectơ n  chiều V có n  giá trị 
riêng phân biệt. Chứng minh rằng nếu tự đồng cấu g  của không gian vectơ V giao 
hoán với f ( nghĩa là fggf = ) thì g  chéo hoá được. 

6.42*) Cho tự đồng cấu tuyến tính : n nf →  có ma trận trong cơ sở chính tắc có 

dạng ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với 0=ija  nếu pji ≤≤ ,1  hay njip ≤≤+ ,1 . Chứng minh rằng nếu 

λ  là giá trị riêng của f  thì λ−  cũng là giá trị riêng của f . 

6.43*) Cho tự đồng cấu tuyến tính : n nf →  có ma trận trong cơ sở chính tắc có 

dạng ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với 

1
1
2,...,

0
1
0ij

i j
j i

i j n
a

+ <

= +

= =

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

nÕu     

nÕu    

nÕu    

nhËn gi¸ trÞ tuú ý trong c¸c tr−êng hîp kh¸c

        

         

        
 

       a) Đặt (0,...,0,1)nv e= = . Chứng minh { }1, ( ),..., ( )nv f v f v−  là một cơ sở của n . 

       b) Chứng minh rằng nếu f  chéo hoá được thì các giá trị riêng của f  khác nhau 
từng đôi một. 

6.44*) Cho hai ánh xạ tuyến tính WVgf →:, . Chứng minh: 
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{ }Im Im

( ) ( ) ( )
Ker Ker

f g
r f g r f r g

f g V
⎧ ∩ =⎪+ = + ⇔ ⎨

+ =⎪⎩

0
 

6.45*) Cho ma trận A  vuông cấp n  phản đối xứng. Chứng minh AIn +  khả nghịch. 

6.46*) Cho 21 WWV ⊕= , với mọi Vv∈ , 21 vvv += , ii Wv ∈  xét ánh xạ :p V V→ , 

1( )p v v= : phép chiếu lên 1W  song song với 2W . 

a) Chứng minh ppp = , 1Im Wp = , 2Ker Wp = . 

b) Ngược lại, nếu VVp →: , ppp =  thì p  là phép chiếu lên pIm  song song 
pKer .  

6.47) a) Giả sử v  là một véc tơ riêng của hai tự đồng cấu ,f g . Chứng minh rằng v  
cũng là véc tơ riêng của af bg+ , với mọi hằng số ,a b . 

b) Nếu λ  là một giá trị riêng của tự đồng cấu f  thì ( )p λ  là một giá trị riêng của tự 
đồng cấu ( )p f , trong đó ( )p t  là một đa thức. 

6.48) Chứng minh rằng A  và tA  có cùng các giá trị riêng. Cho ví dụ chứng tỏ A  và 
tA  có các véc tơ riêng khác nhau. 

6.49) Giả sử ,f g  là hai tự đồng cấu thỏa mãn f g g f= . Giả sử W  là không gian 
riêng ứng với giá trị riêng λ  của f . Chứng minh rằng W  bất biến đối với g . 

6.50) Giả sử ,f g  là hai tự đồng cấu chéo hóa được và thỏa mãn f g g f= . Chứng 
minh rằng tồn tại một cơ sở gồm các véc tơ riêng đồng thời của f  và g .  

6.51) Định lý Cayley-Hamilton: Gọi ( ) A Iλ = − λP  là đa thức đặc trưng của A , 

chứng minh rằng ( ) 0A =P . 

6.52) Với đa thức bất kỳ 1
1 1 0( ) n n

np t t a t a t a−
−= + + + + , ma trận vuông cấp n  sánh 

đôi với ( )p t  có dạng 

0

1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1 n

a
a
aA

a −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. Chứng minh rằng ( ) 0p A = . 

6.53) Cho tự đồng cấu :f V V→ . Giả sử tồn tại v V∈  sao cho 1( )kf v− ≠ 0  và 

( )kf v = 0 . Đặt { }1, ( ) ,..., ( )kS v f v f v−= ; spanW S= . Chứng minh rằng: 

i) Hệ S  độc lập tuyến tính. 

ii) Không gian véc tơ con W  bất biến đối với f . 
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iii)  Thu hẹp của f  vào không gian véc tơ con W : Wf f=  là lũy linh. 

iv) Tìm ma trận của f  trong cơ sở { }1( ) , ..., ( ) ,kf v f v v−  của W . 

6.54*) Chứng minh rằng đa thức đặc trưng của ma trận A  có thể biểu diễn dưới dạng: 
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...n n n
nA I C C C− −− λ = −λ + −λ + −λ + +  , trong đó kC  là tổng tất cả các định 

thức con chính bậc k  của A  (định thức con chính là định thức con có các chỉ số hàng 
và chỉ số cột bằng nhau).  
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CHƯƠNG VII 

KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE 

DẠNG TOÀN PHƯƠNG  

  Euclide là người đầu tiên đã trình bày toán học một cách hệ thống trong bộ sách 
"Cơ sở", trong đó Euclide đã xây dựng môn hình học chỉ dựa trên năm tiên đề. Cuốn 
sách này được dùng làm sách giáo khoa cho đến tận thế kỷ 19. Không gian Euclide 
ban đầu được hiểu như là không gian thực 3 chiều với hệ tiên đề Euclide. Sự mở rộng 
sang không gian nhiều chiều xuất phát từ những công trình của Banach (1892-1945), 
nhà toán học Ba Lan.  

Không gian afin được xây dựng trên nền là không gian véc tơ, trong đó ta chỉ 
khảo sát các phẳng và quan hệ song song. Không gian Euclide được xây dựng trên nền 
không gian véc tơ Euclide, trong đó ta có thể tính được độ dài, quan hệ trực giao, khái 
niệm góc.... Mặt phẳng và không gian ta gặp trong chương trình phổ thông là các 
không gian Euclide.  

Không gian véc tơ Euclide là một không gian véc tơ với tích vô hướng. Tích vô 
hướng là một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương. Khái niệm tích vô hướng 
được khái quát hoá từ khái niệm tích vô hướng đã gặp ở phổ thông, trong đó tích vô 

hướng của hai véc tơ ,u v   là số thực ( )cos ,u v u v u v⋅ = ⋅ . 

Hai véc tơ được gọi là trực giao nhau nếu tích vô hướng của chúng bằng 0. Hệ 
véc tơ gồm các véc tơ trực giao nhau được gọi là một hệ trực giao. Véc tơ có tích vô 
hướng với chính nó bằng 1 được gọi là véc tơ đơn vị. Một hệ trực giao gồm các véc tơ 
đơn vị được gọi là hệ trực chuẩn. Cho một hệ véc tơ độc lập tuyến tính thì ta có thể tìm 
được một hệ trực chuẩn sao cho không gian sinh bởi hai hệ này là trùng nhau. Để tìm 
hệ trực chuẩn này ta sử dụng lược đồ trực chuẩn hoá Gram-Shmidt.  

Trong viễn thông người ta hay dùng phương pháp này trong lý thuyết truyền dẫn 
tín hiệu, trong đó mỗi tín hiệu được biểu diễn dưới dạng một hàm số theo thời gian t. 

Tích vô hướng của hai tín hiệu ( ), ( )f t g t  là ( ), ( ) ( ) ( )
b

a

f t g t f t g t dt= ∫ . Lúc đó người 

ta tìm một hệ các tín hiệu chuẩn là một hệ trực chuẩn (bằng cách trực chuẩn hoá 
Gram-Shmidt), còn các tín hiệu khác được biểu diễn dưới dạng tổ hợp tuyến tính của 
các tín hiệu chuẩn này. 

Ma trận trực giao là ma trận vuông có các véc tơ cột là một hệ trực chuẩn. Ma 
trận chuyển cơ sở của hai cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. Ma trận của ánh xạ 
trực giao trong cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. Ma trận trực giao khả nghịch và 
ma trận nghịch đảo bằng ma trận chuyển vị của nó. 
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Bài toán chéo hoá trực giao ma trận vuông A  là tìm ma trận trực giao T  sao cho 
tT AT  là ma trận chéo. Ma trận vuông chéo hoá trực giao được khi và chỉ khi nó là ma 

trận đối xứng. Để chứng minh điều này ta sử dụng tự đồng cấu đối xứng. 

Khái niệm dạng toàn phương có rất nhiều ứng dụng.  

Một dạng toàn phương được xác định bởi duy nhất một dạng song tuyến tính đối 
xứng được gọi là dạng cực của dạng toàn phương đó. Ma trận của dạng cực cũng còn 
gọi là ma trận của dạng toàn phương. Vậy ma trận của một dạng toàn phương là ma 
trận đối xứng, do đó có thể chéo hoá trực giao được. Bằng phương pháp này ta có thể 
đưa biểu thức tọa độ của một dạng toàn phương về dạng chính tắc (chỉ chứa các thành 
phần bình phương, ma trận của nó có dạng chéo). Ngoài ra ta có thể đưa về dạng chính 
tắc bằng một số phương pháp khác; chẳng hạn: phương pháp Lagrange và phương 
pháp Jacobi, thuật biến đổi ma trận ....  

Khi đưa biểu thức tọa độ của một dạng toàn phương về dạng chính tắc theo 
những phương pháp khác nhau thì các hệ số trên đường chéo của ma trận chéo có thể 
khác nhau, nhưng số các hệ số dương và hệ số âm luôn bằng nhau, được gọi là chỉ số 
quán tính của dạng toàn phương. Định lý Sylvester cho ta một tiêu chuẩn để nhận biết 
một dạng toàn phương là xác định dương hay xác định âm dựa vào các định thức con 
chính góc bên trái. 

Dựa vào tính bất biến của chỉ số quán tính của dạng toàn phương ta có thể ứng 
dụng để phân loại các đường bậc 2 trong mặt phẳng (các đường conic: đường ellipse, 
hyperbol, parabol. Đây là 3 đường cong cơ bản đã được khảo sát ở phổ thông dưới 
dạng phương trình chính tắc) và các mặt bậc 2 trong không gian. Thực hiện phép đổi 
trục tọa độ để đưa đường bậc 2 trong mặt phẳng và mặt bậc 2 trong không gian về 
dạng chính tắc.  

Hàm số chỉ đạt cực trị tại những điểm tới hạn (đạo hàm bậc nhất bằng 0 hoặc 
không tồn tại đạo hàm). Khi hàm một biến số có đạo hàm bậc 1 triệt tiêu tại một điểm 
nào đó thì số gia của hàm phụ thuộc vào dấu của đạo hàm bậc 2 tại điểm này. Trường 
hợp hàm nhiều biến có các đạo hàm riêng cấp 1 bằng 0 tại một điểm nào đó thì số gia 
của hàm tại điểm này phụ thuộc vào vi phân bậc 2, đó là một dạng toàn phương. Tuỳ 
theo tính chất xác định dương, xác định âm hay không xác định của dạng toàn phương 
này ta có thể kết luận hàm số đạt cực tiểu, cực đại hay không đạt cực trị tại điểm đã 
xét. Khi vi phân bậc 2 bằng 0 thì bài toán sẽ phức tạp hơn nhiều, nhưng rất may là 
trường hợp này ít gặp trong thực tế.  

Dạng toàn phương còn được sử dụng trong bài toán bình phương cực tiểu, trong 
quy hoạch động, phân loại các phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 2 ... 

Học viên nên áp dụng thành thạo lược đồ trực chuẩn hóa Gram-Shmidt. Đổi cơ 
sở để đưa biểu thức tọa độ của một dạng toàn phương về dạng chính tắc, đặc biệt chú 
trọng phương pháp chéo hóa trực giao. 
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7.1  DẠNG SONG TUYẾN TÍNH  

7.1.1 Định nghĩa dạng song tuyến tính  

Định nghĩa 7.1:  Một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ  V  là một ánh xạ 

               :      V Vη × →  

                 ( , )       ( , )u v u vη   

sao cho khi cố định mỗi biến thì nó trở thành ánh xạ tuyến tính đối với biến kia.  

Nghĩa là với mọi 1 2 1 2, , ,α α β β ∈ , với mọi 1 2 1 2, , ;  , ,u u v u v v V∈  thì 

        1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )u u v u v u vη α +α = α η +α η     
  1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )u v v u v u vη β +β = β η +β η .           (7.1) 

Định nghĩa 7.2: Dạng song tuyến tính η  được gọi là có tính: 

 i)   Đối xứng: Nếu ( , ) ( , )u v v uη = η  với mọi ,u v V∈ ;                       (7.2) 

ii)  Không âm: Nếu ( , ) 0u uη ≥  với mọi u V∈ ;                        (7.3) 

 iii) Không dương: Nếu  ( , ) 0u uη ≤  với mọi u V∈ ;             (7.4) 

 iv)  Xác định: Nếu ( , ) 0u uη =  khi và chỉ khi u = 0 .             (7.5) 

Dạng song tuyến tính xác định và không âm được gọi là xác định dương. Ta dễ 
dàng thấy rằng η  xác định dương khi và chỉ khi ( , ) 0u uη >  với mọi u ≠ 0 . 

Một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương được gọi là tích vô hướng. Ta 
thường ký hiệu tích vô hướng của u  và v  là ,u v  thay cho ( , )u vη . 

Ví dụ 7.1: Ánh xạ 2 2:η × →  xác định như sau: 1 2( , )u x x= , 1 2( , )v y y=   

1 1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 5 7u v x y x y x y x yη = − + +  

Khi cố định 1 2( , )u x x=  thì 1 1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 5 7u v x y x y x y x yη = − + +  tuyến tính đối 
với 1 2( , )y y , nghĩa là tuyến tính đối với biến v .  

Tương tự khi cố định biến v  thì ( , )u vη  tuyến tính đối với biến u .  

Vậy ( , )u vη  là một dạng song tuyến tính.  

Ngoài ra ( , ) ( , )u v v uη ≠ η  và 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 4 7 2( ) 5 0u u x x x x x x xη = − + = − + > , 

với mọi 1 2( , )u x x= ≠ 0 .  

Dó đó ( , )u vη  là một dạng song tuyến tính xác định dương nhưng không đối 
xứng. 
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7.1.2 Ma trận và biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính  

Giả sử :V Vη × →  là một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V .  

{ }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V . Ma trận vuông cấp n  có phần tử ở hàng i  cột j  là 

( , )i je eη , ký hiệu: 

         [ ] ij n n
A a

×
⎡ ⎤= η = ⎣ ⎦B , ( , )ij i ja e e= η                          (7.6) 

được gọi là ma trận của dạng song tuyến tính η  trong cơ sở  B .  

1 1, ; ... n nu v V u x e x e∀ ∈ = + +  và 1 1 ... n nv y e y e= + +  

1 1 1 1
, 1 , 1

( , ) ( ... , ... ) ( , )
n n

n n n n i j i j ij i j
i j i j

u v x e x e y e y e e e x y a x y
= =

η = η + + + + = η =∑ ∑    (7.7) 

(7.7) được gọi là biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính η  trong cơ sở  B .  

 Nếu đồng nhất ma trận một hàng một cột [ ]a  với chính phần tử a , thì biểu thức 

tọa độ (7.7) có thể viết lại dưới dạng ma trận như sau: 

[ ] [ ] [ ]( , ) tu v u vη = ηB B B      (7.8) 

Ngược lại ta có thể chứng minh được rằng ánh xạ :V Vη × →  có biểu thức tọa 
độ xác định bởi (7.7) hoặc (7.8) là một dạng song tuyến tính có ma trận thoả mãn 
(7.6). 

Ví dụ 7.2: Xét 3 3:η × →  xác định như sau: 1 2 3( , , )u x x x∀ = , 1 2 3( , , )v y y y=   

1 1 1 2 2 1 2 2 2 3 3 2 3 3( , ) 3 2 5 7 8 4u v x y x y x y x y x y x y x yη = − + + − + − . 

{ }1 2 3, ,e e e=B  là cơ sở chính tắc của 3 .  

Ta có: 1 1( , ) 3e eη = , 1 2( , ) 2e eη = − , … 

Do đó ma trận của η  trong cơ sở chính tắc: 

3 2 0
5 7 8
0 4 1

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

7.1.3 Biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử η  là một dạng song tuyến tính trong không gian véc tơ V   
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[ ]ijA a⎡ ⎤= = η⎣ ⎦ B  ; [ ] '' 'ijA a⎡ ⎤= = η⎣ ⎦ B  là hai ma trận của η  trong hai cơ sở tương 

ứng { }1,..., ne e=B , { }1' ,..., '' ne e=B  của V : ( , )ij i ja e e= η , ' ( ' , ' )ij i ja e e= η .  

Gọi 'ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

 là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B :  
1

'
n

j ij i
i

e t e
=

= ∑  

1 1 1 1 1 1
' ( ' , ' ) , ( , )

n n n n n n

ij i j ki k lj l ki k l lj ki kl lj
k l k l k l

a e e t e t e t e e t t a t
= = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= η = η = η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Vậy  

            ' tA T AT=           (7.9) 

Công thức này cũng được suy ra từ (7.8) như sau: 

[ ] [ ] 'u T u=B B ;  [ ] [ ] 'v T v=B B  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

( , )

( , )
' '

' ' '

t t t

t

u v u v u T T v

u v u v

⎧η = η = η⎪
⎨
η = η⎪⎩

B B B B B B

B B B

 

[ ] [ ]'
tT T⇒ η = ηB B                (7.10) 

Ví dụ 7.3: Xét dạng song tuyến tính ở ví dụ 7.2. Xét cơ sở { }1 2 3' , ' , '' e e e=B  của 3 : 

1' (1,3,4)e = , 2' (2,0,3)e = , 3' (3,1,2)e = . 

Ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B : 
1 2 3
3 0 1
4 3 2

T
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Áp dụng công thức (7.9) ta có ma trận của η  trong cơ sở 'B : 

11 48 33
' 18 3 20

1 2 31

tA T AT
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

7.2  DẠNG TOÀN PHƯƠNG 

7.2.1 Định nghĩa dạng toàn phương 

Định nghĩa 7.3:  Giả sử  :V Vη × →  là dạng song tuyến tính xác định trên không 
gian véc tơ V . Ánh xạ :Q V →  xác định bởi ( ) ( , )Q v v v= η  được gọi là một dạng 
toàn phương trên V . 
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Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V , 1 1; ... n nv V v x e x e∀ ∈ = + +  theo công 

thức (7.7) và định nghĩa dạng toàn phương ta có biểu thức tọa độ: 

, 1 , 1
( ) ( , ) ( , )

n n

i j i j ij i j
i j i j

Q v v v e e x x a x x
= =

= η = η =∑ ∑  

Như vậy dạng toàn phương có biểu thức tọa độ là một đa thức đẳng cấp bậc 2. 

Ngược lại ánh xạ :  Q V →  có biểu thức tọa độ trong cơ sở B  nào đó là một 
đa thức đẳng cấp bậc 2 có dạng 

       
, 1

( )
n

ij i j
i j

Q v a x x
=

= ∑ , với 
1

n

i i
i

v x e
=

= ∑              (7.11) 

thì Q  là một dạng toàn phương ứng với dạng song tuyến tính η  có ( , )ij i ja e e= η .  

Ví dụ 7.4: Xét dạng song tuyến tính ở ví dụ 7.1 2 2:η × →  xác định như sau: 

1 2( , )u x x= , 1 2( , )v y y= ; 1 1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 5 7u v x y x y x y x yη = − + + .  

Dạng toàn phương trên 2  tương ứng là 2 2
1 1 2 2( ) ( , ) 2 4 7Q u u u x x x x= η = − + . 

Ta có thể xây dựng các dạng song tuyến tính khác nhau xác định cùng 1 dạng 
toàn phương, chẳng hạn: 

 Xét các ánh xạ 2 2
1 :η × → ; 1 1 1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 2 2 7u v x y x y x y x yη = − − + ; 

                2 2
2 :η × → ; 2 1 1 1 2 2 1 2 2( , ) 2 2 6 7u v x y x y x y x yη = + − + ; 

                 2 2
3 :η × → ; 3 1 1 2 1 2 2( , ) 2 4 7u v x y x y x yη = − + ;  

        …………………………………………………… 

 là các dạng song tuyến tính và  

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( )u u u u u u u u Q uη = η = η = = η = . 

7.2.2 Dạng cực của dạng toàn phương 

Ví dụ trên chứng tỏ cùng một dạng toàn phương Q  có nhiều dạng song tuyến 
tính η  sao cho ( ) ( , )Q v v v= η . Tuy nhiên chỉ có duy nhất một dạng song tuyến tính đối 
xứng η  sao cho ( ) ( , )Q v v v= η . Dạng song tuyến tính đối xứng η  này được gọi là 
dạng cực của Q .  

Dạng cực của Q  được xác định bởi công thức: 

( )1( , ) ( ) ( ) ( )
2

u v Q u v Q u Q vη = + − −     (7.12) 
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7.2.3 Ma trận và biểu thức tọa độ của dạng toàn phương 

Ma trận của dạng cực của Q  trong cơ sở B  cũng được gọi là ma trận của dạng 
toàn phương Q  trong cơ sở B . Như vậy ma trận của dạng toàn phương là ma trận 
đối xứng. 

Như vậy ma trận trong cơ sở { }1,..., ne e=B của dạng toàn phương Q  có dạng 

cực η , ký hiệu [ ]A Q= B  , được xác định như sau 

  ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , ( , ) ( , )ij i j j i jia e e e e a= η = η =                        (7.13) 

Biểu thức tọa độ (7.11) có thể viết lại dưới dạng ma trận  

[ ] [ ] [ ]( ) tQ v v Q v= B B B             (7.14) 

Ví dụ 7.5: Dạng song tuyến tính 1η  là dạng cực của dạng toàn phương Q  của ví dụ 

7.4. Do đó ma trận của dạng toàn phương Q  trong cơ sở chính tắc là 
2 2
2 7

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
. 

Ví dụ 7.6: Tìm ma trận của dạng toàn phương Q  có biểu thức tọa độ trong cơ sở 

chính tắc của 3  xác định như sau: 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , )v x x x x e x e x e∀ = = + +   

2 2 2
1 1 2 2 1 3 3 2 3( ) 2 4 4 2Q v x x x x x x x x x= − + + + + . 

Dạng cực tương ứng  

1 1 1 2 2 1 2 2 1 3 3 1 3 3 2 3 3 2( , ) 2 2 4u v x y x y x y x y x y x y x y x y x yη = − − + + + + + + . 

Do đó ma trận A  của Q  trong cơ sở chính tắc là 
1 1 2
1 1 1

2 1 4
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

7.2.4 Biểu thức tọa độ dạng chính tắc của một dạng toàn phương 

Biểu thức tọa độ của dạng toàn phương trên Q  trong cơ sở nào đó của V  có dạng 

2 2 2
1 1 2 2( ) ... n nQ v x x x= λ + λ + + λ                        (7.15) 

được gọi là biểu thức tọa độ dạng chính tắc của Q . 

 Trong các mục tiếp theo chúng ta xét một vài phương pháp tìm cơ sở để biểu 
thức tọa độ của dạng toàn phương trong cơ sở này có dạng chính tắc. 
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7.2.5  Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Lagrange 

Giả sử trong cơ sở { }1,..., ne e=B  của không gian véc tơ V  biểu thức tọa độ của 

dạng toàn phương Q  có dạng: 

, 1
( )

n

ij i j
i j

Q v a x x
=

= ∑ , ij jia a= , 
1

n

i i
i

v x e
=

= ∑ . 

Ta thực hiện các phép đổi tọa độ sau: 

♦ Trường hợp 1: Giả sử có 0iia ≠ , chẳng hạn  11 0a ≠ , ta có thể sắp xếp lại:  

             2 1
11 1 1

112 , 2
( ) 2

n n
i

i ij i j
i i j

aQ v a x x x a x x
a= =

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑   

       
2 2

1 1
11 1 11

11 112 , 2 2

n n n
i i

i ij i j
i i j i

a aa x x a x x a xi
a a= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑          (7.16) 

                   
2

1
11 1

112 , 2
'

n n
i

i ij i j
i i j

aa x x a x x
a= =

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑        

Đặt 

  
1

1 1
112

;  2,...,

n
i

i
i

j j

ay x x
a

y x j n
=

⎧
= +⎪

⎨
⎪ = =⎩

∑              (7.17) 

thì  2
11 1

, 2
( ) '

n

ij i j
i j

Q v a y a y y
=

= + ∑  

Tiếp tục quá trình này với biểu thức  
, 2

'
n

ij i j
i j

a y y
=
∑ . 

♦ Trường hợp 2: Nếu mọi 0iia =  và tồn tại 0ija ≠ , chẳng hạn 12 0a ≠ . 

Đặt 

        
1 1 2

2 1 2

 ;  3,...,j j

x y y
x y y
x y j n

⎧ = +
⎪

= −⎨
⎪ = =⎩

                 (7.18) 

thì  
, 1 , 1

( ) '
n n

ij i j ij i j
i j i j

Q v a x x a y y
= =

= =∑ ∑  
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có  11 12' 0a a= ≠ , vì vậy ta có thể đưa về trường hợp 1. 

Tiếp tục quá trình trên, giả sử cuối cùng ta nhận được: 

1 11 1 1

1

n

n n nn n

x a a z

x a a z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  và 2 2 2
1 1 2 2( ) ... n nQ v z z z= λ + λ + + λ . 

Xét hệ véc tơ có tọa độ là các cột của ma trận trên: 

1 11 1' ( ,..., )ne a a= , …, 1' ( ,..., )n n nne a a=  

Khi đó với mọi véc tơ v V∈ : 1 1 1 1' 'n n n nv x e x e z e z e= + + = + +  và  

2 2 2
1 1 2 2( ) ... n nQ v z z z= λ + λ + + λ . 

 Nói cách khác { }1' ,..., 'ne e  là cơ sở cần tìm để biểu thức tọa độ của Q  trong cơ 

sở này có dạng chính tắc. 

Ví dụ 7.7: Cho dạng toàn phương Q  của 3 có biểu thức tọa độ trong cơ sở chính tắc 

    2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3  ( ) 4 4 2 2Q v x x x x x x x x x= + + + + +  . 

Ta có    2 2 2
1 1 2 3 2 3 2 3( ) 2 (2 ) 4 2Q v x x x x x x x x= + + + + +  

           2 2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 3( 2 ) (2 ) 4 2x x x x x x x x x= + + − + + + +  

           2
1 2 3 2 3( 2 ) 2x x x x x= + + −  

Đặt    
1 1 2 3

2 2

3 3

2

 

y x x x
y x
y x

= + +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

  ⇒ 
1 1 2 3

2 2

3 3

2

 

x y y y
x y
x y

= − −⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

  ⇒  
1 1

2 2

3 3

1 2 1
0 1 0
0 0 1

x y
x y
x y

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 thì  2
1 2 3( ) 2Q v y y y= −  

Đặt   
1 1

2 2 3

3 2 3

y z
y z z
y z z

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ = −⎩

  ⇒  
1 1

2 2

3 3

1 0 0
0 1 1
0 1 1

y z
y z
y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  thì  2 2 2
1 2 3( ) 2 2Q v z z z= − +  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 1 1 0 0 1 3 1
0 1 0 0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1

x z z
x z z
x z z

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy trong cơ sở mới 1' (1,0,0)e = , 2' ( 3,1,1)e = − , 3' ( 1,1, 1)e = − − ; 

3v∀ ∈ : 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ' ' 'v x x x z e z e z e= = + +   thì  2 2 2
1 2 3( ) 2 2Q v z z z= − + . 
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Ví dụ 7.8: Cho dạng toàn phương Q  có biểu thức tọa độ trong cơ sở chính tắc của 2P , 
2

0 1 2v a a t a t= + + : 2 2 2
0 0 1 1 0 2 2 1 2( ) 2 2 4 4 2Q v a a a a a a a a a= − + + + + . 

Ta có    2 2 2
0 0 1 2 1 2 1 2( ) 2 ( 2 ) 2 4 2Q v a a a a a a a a= + − + + + +  

         2 2 2 2
0 1 2 1 2 1 2 1 2( 2 ) ( 2 ) 2 4 2a a a a a a a a a= − + − − + + + +  

         2 2
0 1 2 1 1 2( 2 ) 6a a a a a a= − + + +  

           2 2 2
0 1 2 1 2 2( 2 ) ( 3 ) 9a a a a a a= − + + + −  

Đặt    
0 0 1 2

1 1 2

2 2

2
3

 

b a a a
b a a
b a

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

  ⇒  
0 0 1 2

1 1 2

2 2

5
3

 

a b b b
a b b
a b

= + −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

  2 2 2
0 1 2( ) 9Q v b b b⇒ = + −  

      
0 0

1 1

2 2

1 1 5
0 1 3
0 0 1

a b
a b
a b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
−=  ⇒   ma trận chuyển cơ sở  

1 1 5
0 1 3
0 0 1

T
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−
= − . 

Vậy trong cơ sở mới   1' 1e = , 2' 1e t= + , 2
3' 5 3e t t= − − + ; 

2v∀ ∈P : 2 2
0 1 2 0 1 2(1 ) ( 5 3 )v a a t a t b b t b t t= + + = + + + − − +  có 2 2 2

0 1 2( ) 9Q v b b b= + − .  

7.2.6 Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Jacobi 

Cho dạng toàn phương Q  trong không gian véc tơ V  với dạng cực tương ứng η  

và có ma trận trong cơ sở { }1,..., ne e=B  là ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦ : ( , )ij i ja e e= η ; , 1,...,i j n= .  

 Giả sử các định thức con chính của A  đều khác không 

1 11 0D a= ≠ ,  11 12
2

21 22
0

a a
D

a a
= ≠ , ... ,  

11 1

1

...
0

...

n

n

n nn

a a
D

a a
= ≠  (7.19) 

Khi đó với mỗi 1,...,j n= ; hệ phương trình  

      

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0

... 0

.............................................
... 1

j j

j j

j j jj j

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩   

                       (7.20) 

là hệ Cramer do đó có duy nhất nghiệm, ký hiệu là 1 2( , , ...., )j j jjα α α . 
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Xét hệ véc tơ  

             

1 11 1

2 12 1 22 2

1 1 2 2

.........................................
....n n n nn n

f e
f e e

f e e e

= α⎧
⎪ = α + α⎪
⎨
⎪
⎪ = α + α + + α⎩

          (7.21) 

Ta sẽ chứng minh hệ véc tơ { }1' ,..., nf f=B  là một cơ sở của V  mà biểu thức tọa 

độ của Q  trong cơ sở này có dạng chính tắc.  

Quy ước 0 1D = . 

Từ điều kiện (7.19) và nghiệm của hệ (7.20) ta có: 

1 0j
jj

j

D
D

−α = ≠  1,...,j n∀ = . 

Định thức của hệ { }1' ,..., nf f=B  trong cơ sở { }1,..., ne e  là 11 22.... 0nnα α α ≠  nên 

hệ 'B  độc lập tuyến tính vì vậy là một cơ sở của V .   

Từ (7.20) và (7.21) suy ra:  

1 1 2 2

1 1 2 2

( , ) ... 0; 1,..., 1

( , ) ... 1
j i i j i j ij jj

j j j j j j jj jj

f e a a a i j

f e a a a

η = α + α + + α = ∀ = −⎧⎪
⎨η = α + α + + α =⎪⎩

 

Do đó ta cũng có: 

1 1

( , ) 0 ;

( , ) ( , ... ) ( , )
j i

j j j j jj j jj j j jj

f f i j

f f f e e f e

η = ∀ <⎧⎪
⎨η = η α + + α = α η = α⎪⎩

 

 Mặt khác dạng song tuyến tính η  đối xứng nên ( , ) 0j if fη =  với mọi i j> . 

Vậy  

            1

0
( , ) ji j

j

i j
Df f

i j
D
−

≠⎧
⎪η = ⎨ =⎪
⎩

        nÕu  

  nÕu  
      với mọi , 1,...,i j n=              (7.22) 

Gọi 'A  là ma trận của Q  trong cơ sở  'B . T  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang  
'B  thì :  

11 12 1

22 2

n

n

nn

T

α α α⎡ ⎤
⎢ ⎥α α⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥α⎣ ⎦

   
11

' ( , )t
i j

nn

T AT A f f
α⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= = η =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥α⎣ ⎦

 



CHƯƠNG VII:  KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE DẠNG TOÀN PHƯƠNG  

 

 184

Vậy biểu thức tọa độ của Q  trong cơ sở  'B  có dạng chính tắc: 

1 1 ... n nv y f y f= + +  ⇒ 2 2 211
1 2

1 2

1( ) ... n
n

n

DDQ v y y y
D D D

−= + + + .  (7.23) 

Ví dụ 7.9: Cho dạng toàn phương Q  của 3 có biểu thức tọa độ trong cơ sở chính tắc 

    2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3  ( ) 4 4 2 2Q v x x x x x x x x x= − + − + +  . 

Ma trận của Q  trong cơ sở chính tắc 
1 2 1
2 4 1

1 1 1
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Có các định thức con chính: 

1 2 3
1 2

1,  8,  9
2 4

D D D A
−

= = = − = = −
− −

. 

Xét các hệ phương trình (7.20): 

♦)  1j =    ta có 11
1

1 1
D

α = = ;              (7.24) 

♦)  2j = : Hệ phương trình (7.20) có dạng   

        1 2

1 2

2 0
2 4 1
x x

x x
− =⎧

⎨− − =⎩
   ⇒  nghiệm 1

1
4

x = − , 2
1
8

x = −           (7.25) 

♦)  3j = : Hệ phương trình (7.20) có dạng   

            
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0
2 4 0

1

x x x
x x x
x x x

− + =⎧
⎪− − + =⎨
⎪ + + =⎩

  ⇒  1
2
9

x = − , 2
1
3

x = , 3
8
9

x = .          (7.26) 

Ta chọn cơ sở dạng (7.21)  

(7.24)  1 1 (1,0,0)f e⇒ = =  

(7.25)  ( )2 1 21/ 4 1/8 1/ 4, 1/8,0f e e⇒ = − − = − −  

(7.26)  3 1 2 32 9 1 3 8 9 ( 2 9,1 3,8 9)f e e e⇒ = − + + = − . 

Trong cơ sở mới này biểu thức tọa độ của Q  có dạng:  

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , , )v x x x x e x e x e y f y f y f∀ = = + + = + +  

2 2 2 2 2 21 2
1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 8( )
8 9

D DQ v y y y y y y
D D D

= + + = − +  . 
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Ví dụ 7.10: (Xem Ví dụ 7.8) Cho dạng toàn phương Q  có biểu thức tọa độ trong cơ sở 

chính tắc của 2P , 2
0 1 2v a a t a t= + + :  

2 2 2
0 0 1 1 0 2 2 1 2( ) 2 2 4 4 2Q v a a a a a a a a a= − + + + + . 

Ma trận của Q  trong cơ sở chính tắc 
1 1 2
1 2 1

2 1 4
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

có các định thức con chính: 

1 2 3
1 1

1,  1,  9
1 2

D D D A
−

= = = = = −
−

. 

Xét các hệ phương trình (7.20): 

♦)  1j =    ta có 11
1

1 1
D

α = = ;              (7.27) 

♦)  2j = : Hệ phương trình (7.20) có dạng   

        1 2

1 2

0
2 1

x x
x x

− =⎧
⎨− + =⎩

   ⇒  nghiệm 1 2 1x x= =           (7.28) 

♦)  3j = : Hệ phương trình (7.20) có dạng   

            
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0
2 0

2 4 1

x x x
x x x
x x x

− + =⎧
⎪− + + =⎨
⎪ + + =⎩

  ⇒  1
5
9

x = , 2
1
3

x = , 3
1
9

x = − .         (7.29) 

Ta chọn cơ sở dạng (7.21)  

(7.27)  1 1f⇒ =  

(7.28)  2 1f t⇒ = +  

(7.29)  2
3

5 1 1
9 3 9

f t t⇒ = + − . 

Trong cơ sở mới này biểu thức tọa độ của Q  có dạng:  

2 2
0 1 2 0 1 2

5 1 1(1 )
9 3 9

v a a t a t b b t b t t⎛ ⎞= + + = + + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2 2 2 2 21 2
0 1 2 0 1 2

1 2 3

1 1( )
9

D DQ v b b b b b b
D D D

= + + = + − . 
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Nhận xét 7.1:  

1) Một dạng toàn phương có thể đưa về dạng chính tắc theo phương pháp 
Jacobi khi mọi định thức con góc bên trái , 1,2,...kD o k≠ ∀ = Vì vậy có thể đưa về 
dạng chính tắc theo phương pháp Lagrange nhưng chưa chắc có thể về dạng chính tắc 
theo phương pháp Jacobi. Chẳng hạn dạng toàn phương ở ví dụ 7.7 không sử dụng 

phương pháp Jacobi được vì 2
1 2

0
2 4

D = = . 

2) Các ví dụ 7.8, 7.10 cho thấy rằng cùng một dạng toàn phương ta có thể đưa 
về các dạng chính tắc với các hệ số khác nhau. Tuy nhiên số các hệ số dương và hệ số 
âm là như nhau. Ta sẽ chứng minh điều này qua luật quán tính. 

7.2.7 Luật quán tính 

    Giả sử [ ]ijA a Q⎡ ⎤= =⎣ ⎦ B ; [ ] '' 'ijA a Q⎡ ⎤= =⎣ ⎦ B  là hai ma trận của Q  trong hai cơ sở 

{ }1,..., ne e=B , { }1' ' ,..., 'ne e=B  của V . Gọi 'ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

 là ma trận chuyển từ cơ sở 

B  sang 'B , theo công thức (7.9), (7.10) ta có ' tA T AT= .  

Theo tính chất hạng của ma trận ta có ( ') ( ) ( )tr A r T AT r A= ≤ . Mặt khác T  khả 

nghịch nên  ( ) 1 1'tA T A T
− −=  ⇒ ( ) ( ')r A r A≤ . Vậy ( ) ( ')r A r A= .  

Do đó ta có thể định nghĩa hạng của dạng toàn phương Q  là hạng của ma trận 
của nó trong một cơ sở nào đó. 

Định lý 7.1 (Sylvester - Jacobi): Số các hệ số dương và số các hệ số âm trong biểu 
thức tọa độ dạng chính tắc của một dạng toàn phương Q  là những bất biến của dạng 
đó (tức là không phụ thuộc vào việc lựa chọn cơ sở). 

Chứng minh: Giả sử trong cơ sở { }1,..., ne e=B  biểu thức tọa độ của dạng toàn 

phương Q  có dạng: 

, 1
( )

n

ij i j
i j

Q v a x x
=

= ∑ ,  ij jia a= , 
1

n

i i
i

v x e
=

∀ =∑ . 

Giả sử { }1' ' ,..., 'ne e=B , { }1" " ,..., "ne e=B  là hai cơ sở sao cho biểu thức tọa độ 

của Q  có dạng chính tắc:  
1 1 1

' "
n n n

i i i i i i
i i i

v x e y e z e
= = =

= = =∑ ∑ ∑ ; 

                     2 2 2 2
1 1 1 1( ) ... ...p p p p r rQ v k y k y k y k y+ += + + − − −          (7.30) 

          2 2 2 2
1 1 1 1( ) ... ...q q q q r rQ v l z l z l z l z+ += + + − − −           (7.31)  



CHƯƠNG VII:  KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE DẠNG TOÀN PHƯƠNG  

 

 187

với ( )r r A=  là hạng của A , các hệ số 1 1,..., ; ,..., 0r rk k l l > .  

Ta chứng minh p q=  bằng phương pháp phản chứng.  

Giả sử p q<  (trường hợp q p<  được chứng minh hoàn toàn tương tự). 

Theo công thức đổi tọa độ ta có 

         
1 11 1 1

1 1

...
..................................

...

n n

n n nn n

y b x b x

y b x b x

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

 ,  
1 11 1 1

1 1

...
................................

...

n n

n n nn n

z c x c x

z c x c x

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

                 (7.32)  

(7.30) và (7.31)  ⇒   

 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... ...p p q q r r q q q q r rk y k y l z l z l z l z k y k y+ + + ++ + + + + = + + + + +  (7.33) 

Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại một véc tơ v V∈ : 

1 1 1
' "

n n n

i i i i i i
i i i

v x e y e z e
= = =

= = = ≠∑ ∑ ∑ 0  

thoả mãn điều kiện: 

   1

1 1

... 0

... ... 0
p

q r r n

y y

z z z z+ +

= = =⎧⎪
⎨ = = = = = =⎪⎩

       (7.34) 

Thật vậy, các điều kiện (7.31) kết hợp với (7.32) xác định một hệ n q p n− + <  
phương trình tuyến tính thuần nhất n  ẩn 1 2, , ..., nx x x . Vì số phương trình ít hơn số ẩn 

nên tồn tại nghiệm 0 0
1 , ..., nx x  không đồng thời bằng 0 .  

Xét  véc tơ  0
0

1

n

i i
i

v x e
=

= ≠∑ 0 .  

Mặt khác từ (7.33) và (7.34)  ⇒ 1 1... ... 0q q nz z z z+= = = = = = .   

⇒  0
1

"
n

i i
i

v z e
=

= =∑ 0  , mâu thuẩn.  Vậy  p q= .     � 

Định nghĩa 7.4: Số các hệ số dương được gọi là chỉ số quán tính dương và số các hệ 
số âm được gọi là chỉ số quán tính âm của dạng toàn phương. 

Giả sử ( , )p q  là cặp chỉ số quán tính dương và âm của dạng toàn phương Q  
trong không gian n  chiều V  khi đó p q r+ =  (hạng của Q ). 

  Trường hợp r n= : Q  được gọi là không suy biến;  

  Trường hợp p n= : Q  được gọi là xác định dương; 
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  Trường hợp q n= : Q  được gọi là  xác định âm. 

Rõ ràng 

  Q  xác định dương khi và chỉ khi ( ) 0Q v > , với mọi v ≠ 0 ; 

  Q  xác định âm khi và chỉ khi ( ) 0Q v < , với mọi v ≠ 0 . 

Nếu η  là dạng cực của dạng toàn phương Q  thì: 

 Q  xác định dương khi và chỉ khi η  xác định dương; 

 Q  xác định âm khi và chỉ khi η  xác định âm; 

 Q  không suy biến khi và chỉ khi η  xác định. 

Ví dụ 7.11: Dạng toàn phương Q  ở Ví dụ 7.8, 7.10 có chỉ số quán tính dương là 2 và 
chỉ số quán tính âm là 1. Q  không suy biến. 

Định lý 7.2 (Sylvester): Giả sử dạng toàn phương Q  có ma trận là A  trong một cơ sở 
nào đó của V . Khi đó: 

(i) Q  xác định dương khi và chỉ khi các định thức con góc trái của A  luôn 
dương. 

(ii) Q  xác định âm khi và chỉ khi các định thức con góc trái cấp chẵn là dương và 
cấp lẻ là âm. 

Chứng minh: (i) Giả sử ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận của dạng toàn phương Q  trong cơ sở 

{ }1,..., ne e=B . Xét { }1span ,...,k kV e e=  và dạng toàn phương thu hẹp vào không gian 

véc tơ con kV , :
kV kQ V →  có ma trận trong cơ sở { }1,...,k ke e=B  là ma trận con kA  

cấp k nằm ở góc trái của ma trận A . Nếu Q  xác định dương thì 
kVQ cũng xác định 

dương. Mặt khác theo luật quán tính ta suy ra rằng các giá trị trên đường chéo của ma 
trận dạng chính tắc của dạng toàn phương xác định dương là luôn luôn dương nên định 
thức của nó cũng dương. Vây det 0kA > , với mọi  1,...,k n= . 

  Ngược lại, giả sử  det 0k kD A= > , với mọi  1,...,k n= . Theo phương pháp 

Jacobi (Mục 2.5) tồn tại cơ sở  { }1' ,..., nf f=B  sao cho biểu thức tọa độ của Q  trong 

cơ sở  'B  có dạng chính tắc: 

1 1 ... n nv y f y f= + +  ⇒ 2 2 211
1 2

1 2

1( ) ... n
n

n

DDQ v y y y
D D D

−= + + + . 

Vậy Q  xác định dương. 

Trường hợp (ii) được chứng minh tương tự.     � 



CHƯƠNG VII:  KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE DẠNG TOÀN PHƯƠNG  

 

 189

7.3  TÍCH VÔ HƯỚNG, KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE 

7.3.1 Định nghĩa tích vô hướng và tính chất 

Định nghĩa 7.5: Một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương được gọi là tích 
vô hướng. 

 Một không gian véc tơ với một tích vô hướng <,> được gọi là không gian véc 
tơ Euclide. 

Ví dụ 7.12: Xét không gian véc tơ  { }1( ,..., ) ; 1,...,n
n ix x x i n= ∈ =  

Với ),...,( 1 nxxx = , 1( ,..., ) n
ny y y= ∈ , ta định nghĩa: 

    1 1, ... n nx y x y x y= + +        (7.35) 

Có thể kiểm tra được công thức (7.35) xác định một dạng song tuyến tính đối xứng 

xác định dương. Vậy ( ),  ,  n  là một không gian véc tơ Euclide. 

Ví dụ 7.13: Tích vô hướng có trọng số của không gian véc tơ  n  ứng với các hằng số 
dương 1,..., nc c  được định nghĩa   

1 1 1, ... n n nx y c x y c x y= + +  

Với ),...,( 1 nxxx = , 1( ,..., ) n
ny y y= ∈ . 

Chẳng hạn   

1 1 2 2, 2 5u v u v u v= + ,  1 2( , )u u u= ,  1 2( , )v v v=  

Là một tích vô hướng có trọng số của 2 . 

Các hằng số 0ic >  là các trọng số, trọng số ic  lớn thì số hạng thứ i  trong tích 
vô hướng cũng lớn theo. Tích vô hướng có trọng đặc biệt quan trọng trong thống kê và 
xử lý dữ liệu, khi ta muốn nhấn mạnh một thành phần nào đó so với các thành phần 
khác. 

Ví dụ 7.14: Xét không gian véc tơ [ ]
0

,a bC  của các hàm liên tục trên đoạn [ ];a b . Tích 

phân 

, ( ) ( )
b

a

f g f t g t dt= ∫     (7.36) 

Xác định một tích vô hướng của không gian véc tơ [ ]
0

,a bC  

Định nghĩa 7.6: Giả sử ( ),  , V  là một không gian véc tơ Euclide. 
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Với mỗi véc tơ v V∈  ta định nghĩa và ký hiệu chuẩn hay môđun của véc tơ v  
qua biểu thức    

 ,v v v= .          (7.37) 

Nếu 1v =  thì v  được gọi là véc tơ đơn vị. 

Tính chất 7.3:  Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz 

Với mọi  ,u v V∈ , luôn có                

 ,u v u v≤ ⋅         (7.38) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  ,u v  phụ thuộc tuyến tính. 

Chứng minh: Nếu một trong hai véc tơ bằng 0  thì cả hai vế của bất đẳng thức trên 
đều bằng 0 , do đó bất đẳng thức nghiệm đúng.  

Giả sử v ≠ 0 , với mọi t∈  ta có: , 0u tv u tv+ + ≥ . 

Mặt khác  2 22( ) , 2 ,F t u tv u tv t v t v u u= + + = + +  là một tam thức bậc hai 

đối với t  và luôn luôn không âm. Vì vậy 2 2 2' , 0F v u v u∆ = − ≤ . Từ đó suy ra bất 

đẳng thức Cauchy-Schwarz. 

Khi ,u v  phụ thuộc thì u kv=  (hoặc v ku= ): 

2, ,u v kv v k v kv v u v= = ⋅ = ⋅ = ⋅ . 

Ngược lại nếu ,u v u v= ⋅  thì ' 0F∆ = .  

Do đó tồn tại 0t ∈  sao cho 0 0 0, 0u t v u t v u t v+ + = ⇒ = − .      � 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz vào không gian n  với tích vô hướng 
(7.35) ta có bất đẳng thức Bunnhiacopsky: 

( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 1 1 1... ... ...n n n nx y x y x x y y+ + ≤ + + + +   (7.39) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  1 1, ..., n nx ty x ty= = . 

7.3.2 Trực giao - trực chuẩn hoá Gram-Shmidt 

Định nghĩa 7.7: Hai véc tơ ,u v V∈  gọi là trực giao nhau, ký hiệu u v⊥ , nếu 
, 0u v = .  

Hệ các véc tơ { }1,..., nS v v=  của V  được gọi là hệ trực giao nếu hai véc tơ bất 

kỳ của hệ S  đều trực giao nhau.  
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Hệ trực giao các véc tơ đơn vị được gọi là hệ trực chuẩn. 

Định lý 7.4:  Mọi hệ trực chuẩn là hệ độc lập tuyến tính. 

Chứng minh: Giả sử hệ { }1,..., nS v v=  trực chuẩn, khi đó nếu 1 1 ... n nx v x v+ + = 0  thì 

1 1 ... , 0i n n ix x v x v v= + + =  với mọi 1,...,i n= . Do đó S  độc lập tuyến tính.     � 

Định lý 7.5: Giả sử  { }1,..., nS u u=  là một hệ các véc tơ độc lập tuyến tính của không 

gian Euclide .V  Khi đó ta có thể tìm được hệ trực chuẩn  { }1' ,..., nS v v=  sao cho  

{ } { }1 1span ,..., span ,..., ;k kv v u u=  với mọi 1,...,k n= . 

Chứng minh: Ta xây dựng hệ trực chuẩn 'S  theo các bước quy nạp sau đây mà được 
gọi là quá trình trực chuẩn hoá Gram-Shmidt. 

♦) 1k = : Vì hệ S  độc lập nên 1u ≠ 0 .  Đặt  1
1

1

uv
u

=  . 

♦) 2k = :  Xét 2 2 1 1 2,v u v v u= − + , ta có 2v ≠ 0  (vì nếu 2v = 0  thì 2 1u kv= , điều 

này trái với giả thiết hệ S  độc lập). Đặt  2
2

2

vv
v

= , hệ { }1 2,v v  trực chuẩn và  

{ } { }1 2 1 2span , span ,v v u u= . 

♦) Giả sử đã xây dựng được đến 1k − . Nghĩa là tồn tại { }1 1,..., kv v −  trực chuẩn 

sao cho { } { }1 1 1 1span ,..., span ,...,k kv v u u− −= . Tương tự trên ta xét 

1

1
,

k

k k i i k
i

v u v v u
−

=

= − +∑      (7.40) 

ta cũng có  kv ≠ 0  ( vì nếu kv = 0  thì ku  là tổ hợp tuyến tính của 1 1,..., kv v − , do đó là tổ 
hợp tuyến tính của 1 1,..., ku u − , điều này mâu thuẩn với giả thiết hệ S  độc lập). Đặt  

      k
k

k

vv
v

=              (7.41) 

thì  ; 1,..., 1k iv v i k⊥ = − . Vậy hệ { }1,..., kv v  trực chuẩn và  

{ } { } { }1 1 1 1 1span ,..., span ,..., , span ,..., ,k k k k kv v v v v u u u− −= = .     � 

Ví dụ 7.15:  Trong 3 xét hệ 3 véc tơ độc lập: 1 (1,1,1)u = , 2 ( 1,1,1)u = − , 3 (1,2,1)u = . 

Hãy trực chuẩn hoá hệ { }1 2 3, ,S u u u=  
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Bước 1: 1 3u =  ⇒  1
1

1

1 1 1, ,
3 3 3

uv
u

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Bước 2:    2 2 1 1 2
1 1 1 1 4 2 2, , , ( 1,1,1) , ,

3 3 33 3 3 3
v u v v u ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   

                2
2 ( 2,1,1)
3

v = −   ⇒ 2
2 1 1, ,
6 6 6

v ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Bước 3:  3 3 1 1 3 2 2 3, ,v u v v u v v u= − − +  

                   4 1 1 1 1 2 1 1 1 1, , , , (1,2,1) 0, ,
2 23 3 3 3 6 6 6 6

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   3
1 (0,1, 1)
2

v = −   ⇒ 3
1 10, ,
2 2

v ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

{ }1 2 3, ,v v v  là hệ véc tơ trực chuẩn hoá của hệ  { }1 2 3, ,u u u . 

Ví dụ 7.16:  Trong không gian véc tơ 2P  các đa thức bậc 2≤  với tích vô hướng xác 
định theo công thức (7.37),  

1

0

, ( ) ( )p q p t q t dt= ∫  

cơ sở chính tắc 21, ,t t  không phải là một cơ sở trực chuẩn. Thực vậy, 

1

0

11,
2

t tdt= =∫ ,   
1

2 2

0

11,
3

t t dt= =∫ , 
1

2 3

0

1,
4

t t t dt= =∫  

Trực chuẩn hóa Gram-Shmidt cơ sở này ta được hệ trực chuẩn 

1( ) 1u t = , 2 ( ) 3(2 1)u t t= − , 2
3( ) 5(6 6 1)u t t t= − + . 

7.3.3 Cơ sở trực chuẩn  

Định nghĩa 7.8: Một cơ sở của không gian véc tơ V  đồng thời là hệ trực chuẩn được 
gọi là một cơ sở trực chuẩn. 

Ví dụ 7.17: Cơ sở chính tắc của không gian n  là cơ sở trực chuẩn. 

Định lí 7.6: Mọi hệ trực chuẩn của V  đều có thể bổ sung thêm để trở thành cơ sở trực 
chuẩn.  
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Chứng minh: Hệ gồm k  véc tơ trực chuẩn S  là hệ độc lập tuyến tính nên ta có thể bổ 
sung thêm để được một cơ sở của V . Trực chuẩn hoá Gram-Shmidt cơ sở này để được 
một cơ sở trực chuẩn của V . Trong quá trình trực chuẩn hoá k  véc tơ của hệ S  không 
thay đổi vì vậy thực chất ta đã bổ sung vào hệ S  để có cơ sở trực chuẩn của V .    � 

Hệ quả 7.7:  Mọi không gian véc tơ Euclide đều tồn tại cơ sở trực chuẩn. 

Định lý 7.8: Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở trực chuẩn của V , với mọi ,u v V∈  ta có 

 i) 1 1, ... , n nv v e e v e e= + + .                       (7.42)  

 ii)    1 1, , , ... , ,n nu v u e v e u e v e= + + .           (7.43)  

 iii)    22 2
1, ... , nv v e v e= + +                                              (7.44)  

Chứng minh: Các đẳng thức trên được suy ra từ các khẳng định sau:  

Nếu  1 1 ... n nv x e x e= + + , 1 1 ... n nu y e y e= + +  

thì   1 1, ... ,i n n i iv e x e x e e x= + + =   với mọi 1,...,i n=     

và   1 1 1 1 1 1, ... , ... ...n n n n n nv u x e x e y e y e x y x y= + + + + = + + .   � 

7.3.4 Không gian con trực giao, phần bù trực giao 

Định nghĩa 7.9: Véc tơ v V∈ trực giao với tập con S V⊂ , ký hiệu v S⊥ ,nếu v trực 
giao với mọi véc tơ của S   

, 0v S v u⊥ ⇔ = , u S∈           (7.45) 

Tập con 1S  trực giao với tập con 2S , ký hiệu 1 2S S⊥ , nếu mọi véc tơ của 1S  đều 
trực giao với mọi véc tơ của 2S .    

1 2 1 2; ,S S v u v S u S⊥ ⇔ ⊥ ∀ ∈ ∀ ∈     (7.46) 

Định lý 7.9:   

 1)                                     spanv S v S⊥ ⇔ ⊥ .            (7.47) 

2) Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của W , khi đó: 

; 1,...,iv W v e i k⊥ ⇔ ⊥ ∀ = .   (7.48) 

3) Với mọi tập con S V⊂ . Ký hiệu  

{ },S v V v u u S⊥ = ∈ ⊥ ∀ ∈ .     (7.49) 

Ta có: 
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Tập S⊥  là không gian véc tơ con của  V    (7.50) 

( )spanS S ⊥⊥ =      (7.51) 

( )spanV S S⊥= ⊕     (7.52) 

( ) spanS S
⊥⊥ =      (7.53)  

4) Với mọi không gian con W  của V . Ta có: 

    V W W
⊥

⊥= ⊕ ,  ( )W W
⊥⊥ =       (7.54) 

Hai không gian con ,W W ⊥  được gọi là phần bù trực giao của nhau. 

5) Nếu hệ véc tơ { }1,..., ke e  là một cơ sở trực chuẩn của W  và { }1,...,k k me e+ +  là 

một cơ sở trực chuẩn của W ⊥  thì { }1 1,..., , ,...,k k k me e e e+ +  là cơ sở trực chuẩn của V .   

6) Trong không gian véc tơ Euclide n  với tích vô hương (7.35) xét hệ véc tơ : 

 1 11 1( ,..., )nu a a= , …, 1( ,..., )m m mnu a a= . 

Đặt { }1,..., mS u u= , khi đó:  

S⊥  là không gian nghiệm của hệ:  
11 1 1

1 1

0
................................

0

n n

m mn n

a x a x

a x a x

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

  (7.55) 

Chứng minh: 1) Với mọi spanu S∈ , 1 1 ... k ku x u x u= + + , 1,..., ku u S∈  

1 1 1 1, , ... , ... , 0k k k kv u v x u x u x v u x v u⇒ = + + = + + = .  

2) Hiển nhiên từ 1).  

3) S S⊥ ⊥∈ ⇒ ≠ ∅0 . Với mọi 1 2,v v S⊥∈ , ,α β∈ , u S∈ : 

1 2 1 2, , , 0v v u v u v uα +β = α +β =  1 2v v S⊥⇒ α +β ∈ . 

Vậy S⊥  là không gian véc tơ con của  V . 

1) ( )spanS S ⊥⊥⇒ = . 

Giả sử { }1,..., ke e  là một cơ sở trực chuẩn của span S . 

v V∀ ∈ , đặt  1 1, ... , spank ku v e e v e e S∈= + + . 
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Ta có: ( ), 0, 1,..., spaniv u e i k v u S S⊥ ⊥− = ∀ = ⇒ − ∈ = .   

Vậy ( )spanV S S⊥= + . 

Ngoài ra  ( )spanu S S⊥∀ ∈ ∩  thì  , 0u u u= ⇒ = 0 , do đó ( )spanV S S⊥= ⊕ . 

Theo công thức (7.49) ta dễ dàng có ( ) ( )spanS S S S
⊥ ⊥⊥ ⊥⊂ ⇒ ⊂ .  

Ngược lại với mọi ( )v S V
⊥⊥∈ ⊂ , (7.52) 21v u u⇒ = + , 1 2span ,u S u S⊥∈ ∈  

  1 2 1 2 22 2 2 2 20 , , , , ,v u u u u u u u u u u⇒ = = + = + =  

2 1 spanu v u S⇒ = ⇒ = ∈0   ⇒ ( ) spanS S
⊥⊥ ⊂ . Vậy ( ) spanS S

⊥⊥ = . 

4) Công thức (7.54) suy ra từ (7.51), (7.52) và spanW W=  nếu W  là không gian véc 
tơ con.               � 

Ví dụ 7.18: Ký hiệu { }(0,0, )W z z= ∈  thì { }( , ,0) ,W x y x y⊥ = ∈  và 3 W W
⊥

⊥= ⊕ . 

Nhận xét 7.2: Gọi W  là không gian nghiệm của phương trình thuần nhất dưới dạng 
tổng quát 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 

hoặc viết dưới dạng ma trận 0AX = .  

Trong chương 6, theo công thức (6.27) ta có thể xem W  là nhân của ánh xạ 
tuyến tính có ma trận trong cơ sở chính tắc là A . Mặt khác theo công thức (7.55) ta 
cũng có thể xem W  là tập tất cả các véc tơ trực giao với mọi véc tơ hàng của A , do đó 
W  là phần bù trực giao của không gian véc tơ sinh bởi các véc tơ hàng của A . Theo 
(7.52), (7.55) ta có dim ( )W n r A= − . Kết quả này cho một cách chứng minh khác của 
định lý 5.4 chương 5 và công thức (6.13) chương 6. 

7.4  MA TRẬN TRỰC GIAO VÀ ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH TRỰC GIAO 

7.4.1 Ma trận trực giao 

Định nghĩa 7.10: Ma trận vuông A  được gọi là ma trận trực giao nếu tA A I= . 

Như vậy ma trận trực giao A là khả nghịch và có 1 tA A− = .  
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Ma trận ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận trực giao khi 

     
1

1
0

n

ij ik jk
i

a a
j k
j k=

⎧
= δ = ⎨

⎩

=
≠∑

   nÕu

   nÕu

  

  
;       (7. 56) 

jkδ  là ký hiệu Kronecker.  

Vậy ma trận A  trực giao khi và chỉ khi các véc tơ cột tạo thành hệ trực chuẩn. 
Mặt khác vì 1 tA A− =  tAA I⇒ = , do đó các véc tơ hàng của A  cũng tạo thành hệ trực 
chuẩn.  

( )det det 1 det 1tA A I A= = ⇒ = ± .                (7.57) 

Ví dụ 7.19:  Ma trận 

1 3 2 6 0

1 3 1 6 1 2

1 3 1 6 1 2

A

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 có các cột là hệ trực chuẩn (ví dụ 

7.11), do đó A  là ma trận trực giao. 

Ví dụ 7.20:  Mọi ma trận vuông cấp 2 trực giao đều có dạng  

          
cos sin
sin cos

A
ϕ ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− ϕ ϕ⎣ ⎦
    hoặc   

cos sin
sin cos

A
ϕ ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ϕ − ϕ⎣ ⎦
.      (7.58) 

Thật vậy, ta dễ dàng kiểm chứng hai ma trận A  ở trên thoả mãn tA A I= . 

Ngược lại nếu 
a b

A
c d
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 và tA A I=  thì  
1 0
0 1

a c a b
b d c d
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Do đó    

2 2

2 2

1                
0               

1                

(1)
(2)
(3)

a c
ab cd

b d

⎧ + =
⎪

+ =⎨
⎪ + =⎩

 

Mặt khác từ  (7.57) và (2) & (3) suy ra ,b d  là nghiệm duy nhất của hệ phương 

trình Cramer  
0
1

ax cy
bx dy

+ =⎧
⎨ + =⎩

  ⇒  
det

cb
A

= − , 
det

ad
A

= . 

♦) Nếu det 1A =  thì 
a b

A
b a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 và 2 2 1a b+ =  ⇒
cos sin
sin cos

A
ϕ ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− ϕ ϕ⎣ ⎦
. 

♦) Nếu det 1A = −  thì 
a b

A
b a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 và 2 2 1a b+ =  ⇒

cos sin
sin cos

A
ϕ ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ϕ − ϕ⎣ ⎦
. 
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Định lý 7.10:  Ma trận của một cơ sơ  trực chuẩn viết trong cơ sở trực chuẩn là một 
ma trận trực giao. Như vậy mọi ma trận chuyển từ cơ sở trực chuẩn sang cơ sở trực 
chuẩn là ma trận trực giao. 

Chứng minh: Gọi ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận của cơ sở trực chuẩn { }1,..., nv v  viết trong cơ 

sở trực chuẩn { }1,..., ne e=B .  

Theo công thức (7.42) ta có  
1 1

,
n n

j ij i i j i
i i

v a e e v e
= =

= =∑ ∑  

Từ (7.43) và giả thiết { }1,..., nv v  là cơ sở trực chuẩn ta có   

1
,

n

ij ik j k jk
i

a a v v
=

= = δ∑  

Vậy A  là ma trận trực giao.           � 

7.4.2 Ánh xạ tuyến tính trực giao 

Định nghĩa 7.11: Giả sử ( ),  , VV  và ( )'',  , VV  là hai không gian véc tơ Euclide. 

Ánh xạ tuyến tính : 'f V V→  được gọi là ánh xạ trực giao nếu với mọi ,u v V∈ :   

'( ), ( ) ,V Vf u f v u v=         (7.59) 

 Nếu ( )f u = 0  thì '0 ( ), ( ) ,V Vf u f u u u u= = ⇒ = 0 , do đó mọi ánh xạ tuyến 

tính trực giao đều đơn cấu. Vì vậy mọi tự đồng cấu tuyến tính trực giao là đẳng cấu. 

Định lý sau chỉ ra rằng, nếu điều kiện (7.59) thoả mãn đối với mọi véc tơ của một 
cơ sở trực chuẩn nào đó thì f  cũng là ánh xạ tuyến tính. 

Định lý 7.11: Giả sử f  là tự đồng cấu tuyến tính của không gian véc tơ Euclide V . 

{ }1,..., ne e=B  là một cơ sở trực chuẩn của V . Khi đó f  trực giao khi và chỉ khi 

{ }1( ),..., ( )nf e f e  là một cơ sở trực chuẩn của V . Nói cách khác: 

' '
( ), ( ) , ( ), ( ) ,

, , 1,...,
i j i jV V V V

f u f v u v f e f e e e

u v V i j n

⎧⎧ = =⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
∀ ∈⎪ ∀ =⎪⎩ ⎩

         (7.60) 

Chứng minh: (⇒): Hiển nhiên vì ,i je e V∈ . 

(⇐): Giả sử { }1( ),..., ( )nf e f e  là cơ sở trực chuẩn thì với mọi ,u v V∈ : 

1 1 ... n nv x e x e= + + , 1 1 ... n nu y e y e= + + . 

1 1 1 1( ), ( ) ( ) ... ( ), ( ) ... ( )n n n nf v f u x f e x f e y f e y f e= + + + + 1 1 ... ,n nx y x y v u= + + = . 
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7.4.3  Ma trận của tự đẳng cấu trực giao 

Giả sử ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận của tự đẳng cấu f  trong không gian Euclide V  với 

cơ sở trực chuẩn { }1,..., ne e=B . Theo định lý 7.10 và định lý 7.11 thì tự đẳng cấu f  

là trực giao khi và chỉ khi A  là một ma trận trực giao. 

 Vậy ma trận của tự đẳng cấu trực giao trong một cơ sở trực chuẩn là một ma 
trận trực giao. Ngược lại, nếu A  là ma trận trực giao và f  là tự đồng cấu tuyến tính có 
ma trận trong cơ sở trực chuẩn là A  thì f  là ánh xạ trực giao. 

Ví dụ 7.21: Phép quay xung quanh trục z  một góc quay θ : 
3 3:f →  xác định bởi 

     ( , , ) ( cos sin , sin cos , )f x y z x y x y z= θ − θ θ + θ  

Có ma trận trong cơ sở chinh tắc 

                        
cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
A

θ − θ⎡ ⎤
⎢ ⎥= θ θ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

A  là ma trận trực giao do đó f  là ánh xạ trực giao. 

Định lý 7.12: Mọi ma trận trực giao chỉ có các giá trị riêng là 1−  hay 1. 

Chứng minh: Giả sử f  là tự đẳng cấu trực giao có ma trận trong một cơ sở trực 
chuẩn nào đó là A .  

Giả sử v ≠ 0  là một véc tơ riêng giá trị riêng λ . Khi đó   
2( ), ( ) , ,f v f v v v v v= λ λ = λ . 

Mặt khác  ( ), ( ) ,f v f v v v=  ⇒ 2 , ,v v v vλ =   

Vì , 0v v ≠  ⇒ 2 1λ = . Vậy 1λ = ± .          

7.5  CHÉO HOÁ TRỰC GIAO MA TRẬN – TỰ ĐỒNG CẤU ĐỐI XỨNG 

7.5.1 Bài toán chéo hoá trực giao 

      Cho ma trận A  tìm ma trận trực giao T  sao cho tT AT  là ma trận chéo. 

Định lý 7.13( điều kiện cần): Nếu A  chéo hoá trực giao được thì A  là ma trận đối 
xứng. 

θ  

v

( )f v  

x  y

z  
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Chứng minh: Nếu tT AT  là ma trận chéo thì  ( )t t tT AT T AT= . Do đó t t tT A T T AT= . 

Mặt khác vì T  khả nghịch nên  AAt = .           

Ngược lại, ta sẽ chứng minh nếu A  đối xứng thì chéo hoá trực giao được.    

7.5.2 Tự đồng cấu đối xứng 

Định nghĩa 7.12: Tự đồng cấu :f V V→  được gọi là đối xứng nếu với mọi ,u v V∈ :   

      ( ), , ( )f u v u f v=              (7.61) 

Định lý 7.14: Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V , khi đó tự đồng cấu f  là đối 

xứng khi và chỉ khi với mọi , 1,...,i j n= , 

    ( ), , ( )i j i jf e e e f e=     (7.62) 

Chứng minh: Nếu f  thỏa mãn (7.61) thì đương nhiên thỏa mãn (7.62).  

Ngược lại, giả sử f  thỏa mãn (7.62): ∀ 1 1 ... n nv x e x e= + + , 1 1 ... n nu y e y e= + + :  

  1 1 1 1( ), ( ) ... ( ), ...n n n nf v u x f e x f e y e y e= + + + +  

               
1 1 1 1

( ), , ( ) , ( )
n n n n

i j i j i j i j
i j i j

x y f e e x y e f e v f u
= = = =

= = =∑∑ ∑∑                

Như vậy để chứng minh một tự đồng cấu là đối xứng thì thay vì chứng minh 
công thức (7.61) đúng với mọi ,v u V∈  ta chỉ cần chứng minh công thức (7.62) đúng 
với một cơ sở nào đó. 

7.5.3  Ma trận của một tự đồng cấu đối xứng trong một cơ sở trực chuẩn 

Giả sử ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là ma trận của tự đồng cấu f  trong một cơ sở trực chuẩn 

{ }1,..., ne e=B . Theo công thức (7.42) ta có:  

1 1
( ) ( ),

n n

j ij i j i i
i i

f e a e f e e e
= =

= =∑ ∑          (7.63)  

Vậy với mọi , 1,...,i j n= : ( ),ij j ia f e e=  .  

Từ định lý 7.14 và công thức (7.63) ta có kết quả sau. 

Định lý 7.15: f đối xứng khi và chỉ khi ma trận A  của f  trong một cơ sở trực chuẩn 
nào đó là ma trận đối xứng. 
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Ví dụ 7.22: Ánh xạ 3 3:f →  xác định bởi  

( , , ) ( 2 , 2 ,2 4 )f x y z x y z x y z x y z= − + − + + + +  

Ma trận trong cơ sở chính tắc: 
1 1 2
1 2 1

2 1 4
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

là ma trận đối xứng nên f  là một tự đồng cấu đối xứng. 

 Ta cũng có thể kiểm tra lại điều kiện (7.62) như sau: 

1( ) (1, 1,2)f e = − , 2( ) ( 1,2,1)f e = − , 3( ) (2,1,4)f e = ; 

 1 2 1 2( ), 1 , ( )f e e e f e= − = ; 1 3 1 3( ), 2 , ( )f e e e f e= = ; 2 3 2 3( ), 1 , ( )f e e e f e= = . 

Định lý 7.16: Các giá trị riêng của một ma trận đối xứng là các số thực. Nói cách khác, 
đa thức đặc trưng của ma trận đối xứng vuông cấp n  có n  nghiệm thực. 

Chứng minh: Giả sử f  là tự đồng cấu đối xứng có ma trận trong một cơ sở trực 
chuẩn nào đó là ma trận đối xứng A  cấp n . Giả sử a ibλ = +  là nghiệm của đa thức 
đặc trưng ( ) A Iλ = − λP . Khi đó theo Định lý 6.15 tồn tại hai véc tơ độc lập tuyến 

tính ,u v V∈  sao cho  
( )
( )

f v av bu
f u bv au

= −⎧
⎨ = +⎩

 

Do đó ( ), , ,f v u a v u b u u= − , , ( ) , ,v f u a v u b v v= + . 

Vì f  đối xứng suy ra , , 0b u u b v v− = ≥  ⇒ 0b = .  

Vậy mọi nghiệm của đa thức đặc trưng là nghiệm thực.     � 

Định lý 7.17: Hai véc tơ riêng ứng với hai giá trị riêng khác nhau của một tự đồng cấu 
đối xứng là trực giao nhau. 

Chứng minh: Giả sử 1 1 1( )f v v= λ , 2 2 2( )f v v= λ ; 0, 21 ≠vv ; 1 2λ ≠ λ  

thì  1 1 2 1 2 1 2 2 1 2, ( ), , ( ) ,v v f v v v f v v vλ = = = λ  

    ⇒  1 2 1 2( ) , 0v vλ − λ =   ⇒  1 2, 0v v = .        � 

Định lý 7.18: Với mọi tự đồng cấu đối xứng f  trong V  đều tồn tại một cơ sở trực 
chuẩn của V  gồm các véc tơ riêng của f . Nói cách khác mọi tự đồng cấu đối xứng 
đều chéo hóa trực giao được. 

Chứng minh: Theo Định lý 7.16 f  có véc tơ riêng 1u  ứng với giá trị riêng 1λ ∈ , 

1 1u = . Đặt { } { }1 1 1spanW u u= λ λ∈ = .   
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  1v W ⊥∀ ∈ , 1 1 1 1( ), , ( ) , 0f v u v f u v u= = λ =   ⇒ 1( )f v W ⊥∈ .  

Vậy 1W ⊥  bất biến đối với f  và  1 1V W W ⊥= ⊕  nên ta có thể xét: 

               
11 1 1:Wf f W W⊥

⊥ ⊥= → , 1dim dim 1W V⊥ = − . 

 Quy nạp theo số chiều của không gian thì có cơ sở trực chuẩn { }2,..., nu u  của 

1W ⊥  gồm các véc tơ riêng của 1f . Do đó { }1 2, ,..., nu u u  là cơ sở trực chuẩn của V  gồm 

các véc tơ riêng của f .            � 

Hệ quả 7.19: Mọi ma trận đối xứng đều chéo hoá trực giao được. 

Chứng minh: Giả sử f  là tự đồng cấu đối xứng có ma trận A  trong cơ sở trực chuẩn  

{ }1,..., ne e=B . Theo Định lý 7.18  tồn tại cơ sở trực chuẩn  { }1' ,..., '' ne e=B  gồm các 

véc tơ riêng của f . Gọi T  là ma trận chuyển từ cơ sở  B  sang  'B  thì T  trực giao 
và  

    
1

t

n

T AT
λ⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

     (7.64) 

trong đó 1,..., nλ λ  là các giá trị riêng của A .         � 

7.5.4 Thuật toán chéo hoá trực giao 

Để chéo hoá trực giao một ma trận đối xứng A , nghĩa là tìm ma trận trực giao T  
sao cho tT AT  có dạng chéo, ta thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Tìm các giá trị riêng của A  (nghiệm của đa thức đặc trưng). 

Bước 2: Với mỗi giá trị riêng tìm được ở bước 1, tìm một cơ sở của không gian 
riêng tương ứng và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt cơ sở này. 

Bước 3: Gộp các cơ sở đã được trực chuẩn hoá ở bước 2 ta có một cơ sở trực 
chuẩn của V  gồm các véc tơ riêng của A . Ma trận các véc tơ của cơ sở này là ma trận 
trực giao T  cần tìm. 

Ví dụ 7.23: Chéo hoá trực giao ma trận đối xứng 
0 2 2
2 3 1
2 1 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Đa thức đặc trưng  
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2 2 4 2 2 (4 ) 2 2
2 3 1 4 3 1 0 1 3
2 1 3 4 1 3 0 3 1

A I
−λ − λ − λ

− λ = − λ − − λ − λ − − λ −
− − λ − λ − − λ − −λ

= =  

            2
(4 ) 4 2 (4 ) 4 2

0 2 3 0 2 3 (4 ) ( 2)
0 2 1 0 0 4

− λ − λ
− −λ − = − − λ − = − − λ λ +
− −λ − λ − λ

= . 

  ♦ Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá trị riêng 1 2λ = −  là nghiệm khác 
không của hệ phương trình: 

2 2 2 0
2 5 1 0
2 1 5 0

x
y
z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

ta có 
2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 2 0
2 5 1 0 3 3 0 1 1 0 1 1
2 1 5 0 3 3 0 0 0 0 0 0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ↔ − ↔ − ↔ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với hệ 

2 0
      0
x y

y z
+ =⎧

⎨ − =⎩
    có nghiệm  

2x y
y z
= −⎧

⎨ =⎩
   

Do đó 
1

( 2 , , ) ( 2,1,1)v V v y y y yλ∈ ⇔ = − = −  chọn  1 ( 2,1,1)v = − . 

Trực chuẩn hoá được  1 ( 2 6 ,1 6 ,1 6)u = − . 

♦ Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá trị riêng 2 4λ = (nghiệm kép) là 
nghiệm khác không của hệ phương trình: 

4 2 2 0
2 1 1 0
2 1 1 0

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

ta có   
4 2 2 2 1 1

2 1 1 0 0 0
2 1 1 0 0 0

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ↔⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình 2 0x y z− − =   

Do đó ( ) ( ) ( )
1

( , , ) / 2 / 2, , 1/ 2,1,0 1/ 2,0,1v V v x y z y z y z y zλ∈ ⇔ = = + = + .  

Chọn ( ) ( )2 31/ 2,1,0 , 1/ 2,0,1v v= = .  
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Trực chuẩn hoá hai véc tơ này ta có   

2 (1 5 ,2 5 ,0)u = , 3 (2 30 , 1 30 ,5 30)u = − . 

Vậy   

2 6 1 5 2 30

1 6 2 5 1 30

1 6 0 5 30

T

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  và   
2 0 0

0 4 0
0 0 4

tT AT
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

7.5.5  Đưa biểu thức tọa độ của dạng toàn phương về dạng chính tắc bằng chéo 
hoá trực giao 

Giả sử Q  là dạng toàn phương trong không gian Euclide V  với cơ sở trực chuẩn 

{ }1,..., ne e=B  có ma trận  ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (ma trận đối xứng). Theo Hệ quả (7.19) ta có thể 

hoá chéo trực giao ma trận ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , nghĩa là ta tìm được ma trận trực giao T  để 
tT AT  là ma trận chéo. T  là ma trận chuyển từ  cơ sở B  sang cơ sở trực chuẩn  'B  

gồm các véc tơ riêng của A . Vì vậy biểu thức (7.11) trong cơ sở  'B  có dạng chính 
tắc (7.15). 

Ví dụ 7.24: Cho dạng toàn phương 3:   Q →  xác định như sau:  

    Với mọi 3
1 2 3( , , )v x x x= ∈ : 2 2

2 3 1 2 1 3 2 3( ) 3 3 4 4 2Q v x x x x x x x x= + + + − .   

Ma trận của Q  cơ sở chính tắc của 3  là: 
0 2 2
2 3 1
2 1 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Theo Ví dụ 7.23 tồn tại cơ sở { }1 2 3' ' , ' , 'e e e=B : 

1' ( 2 6 ,1 6 ,1 6)e = − , 2' (1 5 ,2 5 ,0)e = , 3' (2 30 , 1 30 ,5 30)e = − . 

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ' ' ' ' ' 'v x x x x e x e x e= = + + ; 2 2 2
1 2 3( ) 2 ' 4 ' 4 'Q v x x x= − + + . 

Nhận xét 7.2: Khi sử dụng phương pháp Lagrange và phương pháp Jacobi thì ma trận 
T  nhận được nói chung không phải là ma trận trực giao, các cơ sở { }321 ',',' eee  của 
ví dụ 7.7, 7.9  không phải là cơ sở trực chuẩn. 

7.6  ĐƯỜNG BẬC 2 TRONG MẶT PHẲNG VÀ MẶT BẬC 2 TRONG KHÔNG GIAN 

7.6.1 Hệ tọa độ trực chuẩn trong mặt phẳng  

7.6.1.1 Tọa độ của một véc tơ, tọa độ của một điểm trong mặt phẳng  

  Trong mặt phẳng ta xét hai trục vuông góc 'x Ox  và 'y Oy  cắt nhau tại O  theo  
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chiều dương, tạo nên một hệ trục Oxy  gọi là hệ trục tọa độ vuông góc Descartes (Đề 

các) trong mặt phẳng. Trên Ox , Oy  ta chọn hai véc tơ đơn vị lần lượt là i  và j . Hệ 

{ },i j  là một cơ sở trực chuẩn. 

Cặp ( , )x yv v  được gọi là tọa độ của véc tơ v  nếu ,x yv v  là hình chiếu của  v  

xuống hai trục ,Ox Oy  . 

Theo các phép toán cộng véc tơ, phép nhân một số với một véc tơ và tính vô 

hướng của hai véc tơ cos( , )u v u v u v= ⋅  thì   

, ,x yv v i v j v i i v j j= + = + . 

Nếu OM xi y j= +  thì ( , )x y  được gọi là tọa độ của điểm M , ký hiệu ( , )M x y . 

Nói cách khác tọa độ của véc tơ OM  là tọa độ của điểm M . Hai điểm ,A B  có tọa độ  

lần lượt là ( , );( , )A A B Bx y x y  thì véc tơ AB  có tọa độ ( , )B A B Ax x y y− − . 

            

                                                                                 

                                                   

                                                                                                        

                                                                            

                                      

 

 

7.6.1.2  Các đường bậc 2 trong mặt phẳng 

Trong mặt phẳng, ta xét 3 đường bậc 2 sau: 

a) Đường Ellipse (Êlíp) 

 Cho 1 2,F F  cố định. Đường ellipse nhận tiêu điểm 1 2,F F  với độ dài trục lớn a  là 
tập hợp: 

{ }1 2( ) 2E M MF MF a= + = ; a c>  với  1 2 2F F c= . 

Nếu )0,(1 cF − , 2 ( ,0)F c  thì phương trình của ellipse ( )E  có dạng: 

    
2 2

2 2 1x y
a b

+ =      với    2 2 2a b c= + .               (7.65) 

 
 

i  i  x  x xxv  O  O  

yv  

j  j  

v  y

y  y

M  
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a  là độ dài trục lớn, b  là độ dài trục bé.  

Khi a b=  ⇒ 0c = : ellipse )(E  trở thành đường tròn tâm O  bán kính a . 

b) Hyperbol 

Đường hyperbol nhận tiêu điểm 1 2,F F  với độ dài trục lớn a  là tập hợp: 

{ }1 2( )   2H M MF MF a= − = , a c<  với  1 2 2F F c= . 

Nếu )0,(1 cF − , 2 ( ,0)F c  thì phương trình của hyperbol )(H  có dạng: 

2 2

2 2 1x y
a b

− =   với  2 2 2b c a= −                 (7.66) 

c) Parabol: 

 Cho đường thẳng ( )∆  và điểm F . Parabol có tiêu điểm F , đường chuẩn ( )∆  là 
tập hợp: 

{ }( ) ( , )P M MF d M= = ∆  

trong đó ( , )d M ∆  là khoảng cách từ M  đến đường thẳng ( )∆ . 

 Nếu ( 2,0)F p , ( )∆ : 2x p= −  thì ( )P  có phương trình:  

2 2y px=      (7.67) 

(7.65), (7.66), (7.67) là phương trình chính tắc của 3 đường cô nic 

                                                                           

                          
                                                                                      
 

 

 

7.6.1.3 Phân loại đường bậc 2 trong mặt phẳng 

Trong mặt phẳng cho hệ tọa độ Descartes vuông góc Oxy . Một đường cong bậc 
2 có phương trình tổng quát: 

2 2
11 12 22 1 2 02 2 2 0a x a xy a y a x a y a+ + + + + =                       (7.68) 

xx 
x  

y  y
y  

b  

a a F  

( )∆  

2
p

−  
2
p

 

Ellipse Hyperbol Parabol   
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trong đó 11a , 12a , 22a  không đồng thời bằng không.  

Ta tìm một hệ trục tọa độ Descartes vuông góc mới để trong hệ tọa độ này đường 
cong (7.68) có dạng chính tắc. 

Xét ma trận đối xứng 11 12

21 22

a a
A

a a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  12 21a a= .   

Ma trận A  đối xứng nên chéo hóa trực giao được, nghĩa là tồn tại ma trận trực 
giao T  sao cho:  

det 1T =  và 1

2

0
0

tT AT
λ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥λ⎣ ⎦
. 

Theo ví dụ 7.17 và Hệ quả (7.19) ta có thể chọn 
cos sin
sin cos

T
ϕ − ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ϕ ϕ⎣ ⎦
.  

Đặt  

cos sin '
sin cos '

x x
y y

ϕ − ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϕ ϕ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Như vậy hệ tọa độ mới ' 'Ox y  có được bằng cách quay hệ trục Oxy  quanh gốc 
O  một góc ϕ .  

Phương trình đường bậc 2 có công thức (7.68) trong hệ tọa độ ' 'Ox y  là: 

             2 2
1 2 1 2 0' ' 2 ' ' 2 ' ' 0x y a x a y aλ + λ + + + =                             (7.69) 

(Trường hợp 12 0a =  thì không cần bước này). 

Dựa vào các hệ số 1 2 1 2 0, , ' , ' ,a a aλ λ  ta có các đường bậc 2 sau: 

1)  Nếu 1 2 0λ λ ≠  phương trình (7.69) viết được thành 

   
2 2

1 2
1 2 0

1 2

' '' ' ' 0a ax y a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

λ + + λ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Tịnh tiến hệ tọa độ ' 'Ox y  đến hệ tọa độ XYΩ : 

1

1

'' aX x= +
λ

, 2

2

'' aY y= +
λ

, ta được:              

2 2
1 2 0' 0X Y aλ + λ + = .                   (7.70) 

a) 0' 0a ≠ , 1 2 0λ λ > , 1 0' 0aλ < :  (7.70) là phương trình một Ellipse; 

b) 0' 0a ≠ , 1 2 0λ λ > , 1 0' 0aλ > :  (7.70) là phương trình một Ellipse ảo; 
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c) 0' 0a ≠ , 1 2 0λ λ < :  (7.70) là phương trình một Hyperbol; 

d) 0' 0a = , 1 2 0λ λ < : Phương trình (7.70) có dạng 2 2
1 2 0X Yλ − λ =  là phương 

trình cặp đường thẳng cắt nhau. 

e) 0' 0a = , 1 2 0λ λ > : Phương trình (7.70) có dạng  2 2
1 2 0X Yλ + λ =  là 

phương trình một điểm. 

2)  Có một trong hai giá trị 1 2,λ λ  bằng 0:  

a) 1 0λ = , 2 0λ ≠ , 1' 0a ≠ : Phương trình (7.68) có thể viết lại: 

    
2

2
2 1 0

2

'' 2 ' ( ' " ) 0ay a x a
⎛ ⎞

λ + + + =⎜ ⎟λ⎝ ⎠
                     (7.71) 

Đặt 0' "X x a= + , 2

2

'' aY y= +
λ

  ta có: 2 1

2
2 aY X= −
λ

. 

Vậy (7.71) là một Parabol nhận trục XΩ  làm trục đối xứng. 

b) 2 0λ = , 1 0λ ≠ , 2' 0a ≠ : Đường cong (7.68) là một Parabol nhận trục YΩ  làm 
trục đối xứng. 

c) 1 0λ = , 2 0λ ≠ , 1' 0a =  hay 1 0λ ≠ , 2 0λ = , 2' 0a = : Đường cong (7.68) là 
một điểm. 

Ví dụ 7.25: Cho đường bậc 2 có phương trình ( )G : 2 25 4 8 36x xy y− + = . 

 Xét dạng toàn phương: 2 2( , ) 5 4 8Q x y x xy y= − + . 

Ma trận trong cơ sở chính tắc 
5 2
2 8

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 có giá trị riêng 1 24, 9λ = λ =  chéo 

hoá trực giao ta được:  

2 1'
5 5

1 2'
5 5

i i j

j i j

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = − +
⎪⎩

  ⇒   

2 1
5 5
1 2
5 5

x X Y

y X Y

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = − +
⎪⎩

 

phương trình của ( )G  trong hệ tọa độ mới:   

2 24 9 36X Y+ =   ⇒    
2 2

1
9 4

X Y
+ = . 

Vậy ( )G  là một ellipse có bán kính trục lớn bằng 3 và bán kính trục nhỏ bằng 2. 
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7.6.2  Hệ tọa độ trực chuẩn trong không gian 

7.6.2.1 Tọa độ của một véc tơ và tọa độ của một điểm trong không gian 

Trong không gian ta xét ba trục vuông góc chung gốc O : 'x Ox , 'y Oy , 'z Oz ; 
Tạo thành một hệ trục gọi là hệ trục tọa độ vuông góc Descartes trong không gian, viết 
tắt Oxyz . Trên ba trục tọa độ này ta chọn các véc tơ đơn vị lần lượt là ,i j , k . Ta 

chỉ xét hệ trục Oxyz  là hệ thuận, nghĩa là nếu đứng theo chiều véc tơ k  ta sẽ thấy i  

quay sang j  theo ngược chiều kim đồng hồ.   

Với mọi véc tơ v  ta có thể viết 

, , ,x y zv v i v j v k v i i v j j v k k= + + = + +  

trong đó , ,x y zv v v  lần lượt là hình chiếu của v  xuống các trục , ,Ox Oy Oz . 

( , , )x y zv v v  được gọi là tọa độ của véc tơ v , ký hiệu ( , , )x y zv v v v= .  

Tọa độ của véc tơ ( , , )OM x y z=  được gọi là tọa độ của điểm M , ký hiệu 
( , , )M x y z . 

7.6.2.2  Một số mặt bậc 2 thường gặp trong không gian 

a) Ellipsoid (Êlípxôít) là mặt ( )E  bậc 2 có phương trình dạng chính tắc: 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = . 

*) Nếu 2 trong 3 số , ,a b c  bằng nhau thì ta có mặt ellipsoid tròn xoay. Chẳng hạn 
nếu a b=  thì ta có mặt tròn xoay quanh trục 'z Oz . Nếu a b c R= = =  thì ta có mặt 
cầu tâm O  bán kính R ; 

x  

y

X  

Y  

3 2 

O  
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*) Gốc O  là tâm đối xứng, các mặt phẳng tọa độ là mặt phẳng đối xứng; 

*) Giao tuyến với các mặt phẳng song song với các mặt phẳng tọa độ là các 
ellipse. 

b) Hyperboloid một tầng (Hypécbôlôít) là mặt 1( )H  bậc 2 có phương trình dạng 
chính tắc:  

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = . 

*) Gốc O  là tâm đối xứng; 

*) Các trục tọa độ là trục đối xứng; 

*) Các mặt phẳng tọa độ là mặt phẳng đối xứng; 

*) Giao của 1( )H  với mặt phẳng vuông góc với trục 'z Oz  là một ellipse; 

*) Giao của 1( )H  với mặt phẳng chứa trục 'z Oz  là một Hyperbol. 

Tương tự có các Hyperboloid một tầng: 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− + = ,  
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− + + = . 

c) Hyperboloid hai tầng là mặt 2( )H  bậc 2 có phương trình dạng chính tắc:  

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = − . 

*) Mặt phẳng vuông góc với trục 'z Oz  có phương trình z h=  sao cho h c>  cắt  

2( )H  theo một elippse; 

*) Giao của  2( )H  với mặt phẳng chứa 'z Oz  là một Hyperbol. 

 

 

 

 

 

 

 

              

                                       

x  

y  

z  

x  

y  

z

x  

y  

z  

  Ellisoid     
Hyperboloid một tầng   Hyperboloid hai tầng 
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d) Paraboloid elliptic (Parabôlôít êlíptíc) theo trục Oz  là mặt 1( )P  bậc 2 có phương 
trình dạng chính tắc:  

2 2

2 2 2x y z
a b

+ = . 

*) Giao tuyến của 1( )P  với mặt phẳng vuông góc trục 'z Oz  nằm phía trên mặt 
phẳng Oxy  là một ellipse; 

*) Giao tuyến của  1( )P  với mặt phẳng chứa trục 'z Oz  là Parabol. 

e) Paraboloid hyperbolic (mặt yên ngựa) theo trục Oz  có phương trình  

2( )P :  
2 2

2 2 2x y z
a b

− =  . 

*) Giao của 2( )P  với mặt phẳng vuông góc với trục 'z Oz  là một Hyperbol; 

*) Giao của 2( )P  với mặt phẳng vuông góc với trục 'x Ox  là một Parabol; 

*) Giao của 2( )P  với mặt phẳng vuông góc với trục 'y Oy là một Parabol. 

 

 

 

 

 

 

                                    

 

Tương tự có các mặt paraboloid, hyperboloid theo trục Ox , Oy . 

g) Các mặt trụ bậc 2 

 Các mặt trụ bậc 2 đối xứng qua mặt phẳng xOy  

*) Trụ elliptic:     
2 2

2 2 1x y
a b

+ = .  

*) Trụ Hyperbolic:    
2 2

2 2 1x y
a b

− = . 

*) Trụ Parabolic:    2 2x py=  . 

x  
y  

z  

x

y  

z

Paraboloid elliptic Paraboloid hyperbolic 
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h) Các mặt nón  

 Các mặt nón đối xứng qua mặt phẳng xOy  có phương trình 

02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x

. 

*) Giao với mặt phẳng vuông góc với trục Ozz'  là một ellipse; 

*) Giao với mặt phẳng chứa trục Ozz'  cặp đường thẳng. 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

Tương tự có các mặt trụ, mặt nón đối xứng qua mặt phẳng xOz , yOz . 

7.6.2.3  Phân loại các mặt bậc 2 

Trong hệ tọa độ Descartes vuông góc Oxyz  xét mặt ( )Q  bậc 2 có phương trình:   

2 2 2
11 22 33 12 13 23 1 2 32 2 2 2 2 2 0a x a y a z a xy a xz a yz b x b y b z c+ + + + + + + + + =      (7.72) 

x  y  

z  

x

y

z

x  

y

z  

Trụ elliptic   Trụ Hyperbolic Trụ Parabolic 

x  

y  

z
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Xét dạng toàn phương 
2 2 2

11 22 33 12 13 23( , , ) 2 2 2Q x y z a x a y a z a xy a xz a yz= + + + + + . 

Ma trận chính tắc 
, 1,3ij i j

A a
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với ij jia a=  là ma trận đối xứng nên tồn tại ma 

trận trực giao T  sao cho 
1

2

3

0 0
0 0
0 0

tT AT
λ⎡ ⎤
⎢ ⎥= λ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

. Có thể chọn T  thỏa mãn det 1T =  

(để hệ trục tọa độ mới tạo thành tam diện thuận).  

Tương ứng với ma trận chuyển cơ sở T  là chọn hệ trục tọa độ mới bằng cách 
quay quanh gốc tọa độ. 

 Công thức đổi tọa độ  
'
'
'

x x
y T y
z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 . 

Mặt bậc 2 ( )Q  có phương trình trong hệ trục tọa độ mới:  

2 2 2
1 2 3 1 2 3' ' ' 2 ' ' 2 ' ' 2 ' ' 0x y z b x b y b z cλ + λ + λ + + + + =                  (7.73) 

Tùy theo các giá trị của 1 2 3 1 2 3, , , ' , ' , ' ,b b b cλ λ λ   mặt ( )Q  có các dạng sau: 

a) Các giá trị riêng 1 2 3, ,λ λ λ  khác 0 ( 1 2 3 0λ λ λ ≠ ) 

Bằng cách tịnh tiến hệ trục tọa độ ta có thể đưa phương trình (7.73) về dạng:  

     2 2 2
1 2 3 'X Y Z Cλ + λ + λ = .             (7.74) 

*) Nếu ' 0C ≠  

•  1 2 3, , , 'Cλ λ λ  cùng dấu: ( )Q  là Ellipsoid; 

•  1 2 3, ,λ λ λ  cùng dấu, 'C  trái dấu: ( )Q  là Ellipsoid ảo; 

•  1 2 3, ,λ λ λ  chỉ có hai số cùng dấu: ( )Q là Hyperboloid một tầng hoặc hai tầng. 

*) Nếu ' 0C =  

•  1 2 3, ,λ λ λ  chỉ có hai số cùng dấu: ( )Q là nón bậc 2. 

•  1 2 3, ,λ λ λ   cùng dấu: ( )Q là nón ảo (một điểm). 

Các trường hợp còn lại sau đây ta chỉ xét mỗi trường hợp một loại đại diện, các 
loại khác có kết quả tương tự. 
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b)  Có đúng một giá trị trong ba giá trị 1 2 3, ,λ λ λ  bằng 0 .  

Chẳng hạn 3 0λ = ,  1 2 0λ λ ≠  

*) 3' 0b ≠ : Tịnh tiến hệ tọa độ ta được: 2 2
1 2 32 ' 0X Y b Zλ + λ + = . 

Đây là phương trình Paraboloid elliptic nếu 1 2 0λ λ >  và Paraboloid  hyperbolic 
nếu  1 2 0λ λ < . 

*) 3' 0b = : Tịnh tiến tọa độ ta được: 2 2
1 2 'X Y Cλ + λ = . 

• Nếu ' 0C ≠ : Đây là phương trình các mặt trụ. 

• Nếu ' 0C = : Đây là phương trình các cặp mặt phẳng cắt nhau hoặc truc 
'Z Z . 

c) Có đúng hai giá trị trong ba giá trị 1 2 3, ,λ λ λ  bằng 0 . 

Chẳng hạn 3 0λ = , 2 0λ = , 1 0λ ≠ . 

*) 2 3' , 'b b  không đồng thời bằng 0. 

Bằng cách quay hệ trục tọa độ  

1 1

3 2 2 3
2 2 2 2 2

2 3 2 3

3 32 2
3 2 2 2 2

2 3 2 3

' "

' " ' "'
' ' ' '

' "' "'
' ' ' '

x x

b x b xx
b b b b

b xb xx
b b b b

=⎧
⎪
⎪
⎪ = +⎪

+ +⎨
⎪
⎪

= − +⎪
+ +⎪⎩

 

Phương trình trên trở thành 

2 2
2 21 1

1 1 2 3 3
1 1

' '" 2 ' ' " 0b bx b b x c
⎛ ⎞

λ + + + + − =⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠
. 

Thức hiện tịnh tiến trục toa độ ta đượcphương trình dạng:  

    2
1 2" 0X b Yλ + = : ( )Q  là mặt trụ Parabolic. 

*) 2 3' ' 0b b= = : Tịnh tiến hệ tọa độ ta có: 2
1 'X Cλ = . Do đó (7.72) là phương 

trình cặp mặt phẳng song song nếu ' 0C ≠  và trùng nhau nếu ' 0C = . 

Ví dụ 7.26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho mặt bậc 2 có phương trình  

2 2 2( ) : 7 7 10 2 4 4 12 12 72 24Q x y z xy xz yz x y z+ + + + + − + + =  
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Ma trận của dạng toàn phương tương ứng 
7 1 2
1 7 2
2 2 10

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Đa thức đặc trưng: 2(6 ) (12 )A I− λ = − λ − λ . 

Tìm cơ sở của các không gian riêng và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt ta có ma 
trận trực giao  

1 2 1 3 1 6

1 2 1 3 1 6

0 1 3 2 6

T

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 có det 1T =  và 
6 0 0
0 6 0
0 0 12

tT AT
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Đổi tọa độ 
'
'
'

x x
y T y
z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 thì phương trình của mặt ( )Q  trong tọa độ mới: 

2 2 2 1 1 16 ' 6 ' 12 ' 12 ' ' '
2 3 6

1 1 1 1 2                          12 ' ' ' 72 ' ' 24
2 3 6 3 6

x y z x y z

x y z y z

⎛ ⎞+ + − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇒   ( ) ( ) ( )2 2 26 ' 2 2 ' 6 ' 4 3 ' 12 ' 2 6 24x x y y z+ + + + + =  

Tịnh tiến tọa độ: ' 2X x= + , ' 2 3Y y= + , ' 6Z z= + . Suy ra: 

2 2 2
( ) : 1

30 30 15
X Y ZQ + + = . 

Vậy ( )Q  là một Ellipsoid tròn xoay theo trục 'Z ZΩ .  

Ω  có tọa độ ( )2, 2 3, 6− − − . 

Ví dụ 7.27: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho mặt bậc 2 có phương trình 

 ( ) : 2 2 2 6 6 6 0Q xy xz yz x y z+ + − − + = . 

Ma trận của dạng toàn phương tương ứng 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Đa thức đặc trưng: 2( 1) (2 )A I− λ = λ + −λ . 
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Tìm cơ sở của các không gian riêng và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt ta có ma 
trận trực giao  

1 2 1 6 1 3

1 2 1 6 1 3

0 2 6 1 3

T

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 có det 1T =  và 
1 0 0

0 1 0
0 0 2

tT AT
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Đổi tọa độ 
'
'
'

x x
y T y
z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 ta được phương trình của mặt ( )Q trong tọa độ mới: 

2 2 2 1 1 1' ' 2 ' 6 ' ' '
2 6 3

1 1 1 2 1                          6 ' ' ' 6 ' ' 0.
2 6 3 6 3

x y z x y z

x y z y z

⎛ ⎞− − + − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇒   ( ) ( )2 2 2' ' 4 6 ' 2 ' 3 ' 0x y y z z− − − + − =  

Tịnh tiến tọa độ: 'X x= , ' 2 6Y y= − , ' 3 2Z z= − . Suy ra 

2 2 22 2 4( ) : 1
45 45 45
X Y ZQ + − = . 

Vậy ( )Q  là một Hyperboloid một tầng. 

BÀI TẬP CHƯƠNG VII 

7.1) Xét ánh xạ  : m n m n× ×η × →M M  xác định bởi ( , ) Tr( )tA B B Aη = . Trong đó 

m n×M  là không gian các ma trận cỡ m n×  và ATr  là vết của ma trận vuông A . Chứng 
minh η  là một tích vô hướng.  

7.2) Trong không gian 2  xét dạng song tuyến tính xác định bởi: 

         ( )1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) 2 2 5x y x y x x x y y x y yη = − − +  

 a) Chứng minh ( )2,η  là không gian véc tơ Euclide. 

 b) Trực chuẩn hoá Gram-Schmidt cơ sở { }(1,0),(0,1)  của  2 . 

7.3) Giả sử 1 1( , )u x y= , 2 2( , )v x y=  là  hai véc tơ thuộc 2 . 

a) Chứng minh rằng dạng song tuyến tính sau là một tích vô hướng trên 2 : 
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( )1 1 2 1 2 1 2 1 2, 2 2 7u v x x x y y x y yη = − − +  . 

b) Tìm các giá trị k  để dạng song tuyến tính sau là một tích vô hướng trên 2 : 

( )2 1 2 1 2 1 2 1 2, 3 3u v x x x y y x ky yη = − − +  . 

c) Với các giá trị nào của , , ,a b c d ∈  thì dạng song tuyến tính sau là một tích vô 

hướng trên 2 : 

( )3 1 2 1 2 1 2 1 2,u v ax x bx y cy x dy yη = + + + . 

7.4) Chứng minh rằng:  

(i) Tổng của hai tích vô hướng là một tích vô hướng.  

(ii) Tích của một số dương với một tích vô hướng là một tích vô hướng. 

7.5) Trong không gian véc tơ Euclide ,,V .  

a) Chứng minh bất đẳng thức hình bình hành 2 2u v u v u v+ + − = + . 

b) Công thức dạng cực 2 21 1,
4 4

u v u v u v= + − − . 

c) u v=  khi và chỉ khi , 0u v u v+ − = . 

d) 2 2 2u v u v+ = +  khi và chỉ khi , 0u v = . 

7.6) Trong không gian véc tơ Euclide ,,V . Chứng minh rằng: với mọi Vwvu ∈,, ,  

( )2 2 22u v u w w v− ≤ − + − . 

7.7) Hai hệ véc tơ { }nuu ,...,1 , { }nvv ,...,1  của không gian véc tơ Euclide ,,V  được gọi 

là tương hỗ nếu  
0

,
1i j ij

i j
i j

u v
≠

=

⎧
= δ = ⎨

⎩

nÕu  

nÕu  

  

   
 ;   , 1,...,i j n= . 

Chứng minh: a) Nếu  { }nuu ,...,1  độc lập tuyến tính thì mọi hệ  { }nvv ,...,1  tương hỗ của 
nó cũng độc lập tuyến tính. 

b) Với mọi cơ sở { }nee ,...,1  đều tồn tại duy nhất một cơ sở  { }nvv ,...,1  tương hỗ 

của nó. Khi đó nếu ∑
=

=
n

i
iiexu

1
, ∑

=

=
n

i
iieyv

1
 thì ii vux ,=  và ∑

=

=
n

i
ii yxvu

1
, . 

7.8) Cho W là không gian véc tơ con của không gian véc tơ Euclide ,,V . Chứng 

minh rằng: với mọi Vv∈ , tồn tại duy nhất véc tơ Wu ∈0  sao cho 22
0 vuvu −≤−  

với mọi Wu∈ . 0u  được gọi là hình chiếu của v  xuống W . 
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7.9) 21,WW  là hai không gian con của không gian véc tơ Euclide ,,V . Giả sử  

21 dimdim WW < . Chứng minh tồn tại véc tơ khác 0  của 2W  trực giao với mọi véc tơ 
của 1W . 

7.10) Xét ánh xạ 2 2:η × →M M  xác định bởi ( , ) Tr( )tA B A MBη = , trong đó 

1 2
3 5

M ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 2M  là không gian các ma trận vuông cấp 2.  

Chứng minh rằng η  là một dạng song tuyến tính.  

Tìm ma trận của η  trong cơ sở 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

. 

7.11) Giả sử η  là một dạng song tuyến tính trên 2  xác định bởi: 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , ), ( , ) 2 3x x y y x y x y x yη = − + . 

a) Tìm ma trận A  của η  trong cơ sở { }1 2(1,0), (1,1)u u= = . 

b) Tìm ma trận B  của η  trong cơ sở { }1 2(2,1), (1, 1)v v= = − . 

c) Tìm ma trận P  chuyển từ cơ sở { }iu  sang { }iv , và nghiệm lại rằng tB P AP= . 

7.12) Tìm ma trận trực giao P  sao cho APPt  có dạng chéo: 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

502
052
227

                      b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
312
132

220
  

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

222
251
215

                      d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

211
121
112

 

7.13*) 11 12

21 22

a a
A

a a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 là ma trận đối xứng bậc 2 có hai giá trị riêng là ,α β . Tìm giá 

trị lớn nhất và giá trị bé nhất có thể có của 12a . 

7.14) Giả sử Q  là một dạng toàn phương trên không gian véc tơ V  với dạng cực 

tương ứng là η . Nghiệm lại rằng ( )1( , ) ( ) ( ) ( )
2

u v Q u v Q u Q vη = + − − , ,u v V∈ . 

7.15) Giả sử η  là một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V . Với mọi tập con 
S V⊂ , ký hiệu: 
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{ }: ( , ) 0,S v V u v u S⊥ = ∈ η = ∀ ∈ ; { }: ( , ) 0,S v V v u u S= ∈ η = ∀ ∈T . 

a) Chứng minh rằng: 

i) S⊥ , S T  là hai không gian véc tơ con của V . 

ii)  1 2S S⊂  thì 2 1S S⊥ ⊥⊂ và 2 1S S⊂T T . 

iii)  { } { } V⊥ = =0 0 T . 

b) Giả sử ,U W  là hai không gian véc tơ con của V . Chứng minh rằng  

i) ( )U W U W⊥ ⊥ ⊥+ = ∩ . 

ii)  ( )U W U W⊥ ⊥ ⊥∩ = + . 

7.16) Tìm một cơ sở của không gian véc tơ con W  của 4  trực giao với hai véc tơ  

1 (1, 2,3,4)u = −  và 2 (3, 5,7,8)u = −  

7.17) Giả sử W  là không gian véc tơ con của 5  sinh bởi (1,2,3, 1,2)u = −  và 

(2,4,7,2, 1)v = − . Hãy tìm một cơ sở của phần bù trực giao W ⊥  của W . 

7.18) Trong không gian véc tơ 2P  các đa thức bậc 2≤ , xét tương ứng 

1

0

, ( ) ( )p q p t q t dt= ∫ . 

a) Chứng minh rằng ,  là một tích vô hướng. 

b) Tìm một cơ sở của không gian con W  trực giao với ( ) 2 1q t t= + . 

c) Trực chuẩn hóa Gram-Schmidt cơ sở chính tắc { }21, ,t t . 

7.19) Không gian véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2 với tích vô hướng  

( , ) Tr( )tA B B Aη = . 

a) Chứng minh rằng 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 là một cơ sở trực chuẩn.   

b) Tìm một cơ sở  của phần bù trực giao của: 

(i) Các ma trận đường chéo. 

(ii) Các ma trận đối xứng. 

7.20) Viết ma trận của dạng toàn phương Q  trong cơ sở chính tắc. Tìm cơ sở để biểu 
thức tọa độ của Q  trong cơ sở này có dạng chính tắc: 
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a) 3121
2

3
2

2
2

1321 4245),,( xxxxxxxxxxQ −+−+=  

b) 323121
2

3
2

2
2

1321 3444),,( xxxxxxxxxxxxQ −+−++=  

c) 323121321 ),,( xxxxxxxxxQ ++=  

d) 423221
2

4
2

3
2

2
2

1321 242223),,( xxxxxxxxxxxxxQ +−+−−+=  

e) 323121
2

3
2

2
2

1321 342432),,( xxxxxxxxxxxxQ −+−++=  

f) 323121
2

3
2

2
2

1321 34223),,( xxxxxxxxxxxxQ −−++−= . 

7.21) Tìm phép biến đổi trực giao để đưa các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc: 

a) 3121
2

3
2

2
2

1321 44756),,( xxxxxxxxxxQ +−++= . 

b) 323121
2

3
2

2
2

1321 2265),,( xxxxxxxxxxxxQ +−−++= . 

c) 323121
2

3
2

2
2

1321 444),,( xxxxxxxxxxxxQ +++++= . 

d) 323121
2

3
2

2
2

1321 844141417),,( xxxxxxxxxxxxQ −−−++= . 

e) 323121
2

3
2

2
2

1321 4245),,( xxxxxxxxxxxxQ ++++−= . 

7.22) Tìm λ  để các dạng toàn phương sau xác định dương: 

a) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 4 2 2Q x x x x x x x x x x x x= + + λ + − − . 

b) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 2 3 2 2Q x x x x x x x x x x= + + + λ + . 

c) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 2 2 4Q x x x x x x x x x x x x= + + + λ − + . 

d) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 2 10 6Q x x x x x x x x x x x x= + + + λ + + . 

7.23) Hãy đưa các đường bậc hai có phương trình sau về dạng chính tắc và viết tên 
chúng: 

a) 0180383 22 =+−+ yxyx  

b) 08081217 22 =−++ yxyx  

c) 028122867 22 =+++−+ yxyxyx  

d) 01863811619 22 =−++++ yxyxyx  

e) 01641294 22 =++−++ yxyxyx  

7.24) Hãy đưa các mặt bậc hai có phương trình sau về dạng chính tắc và viết tên 
chúng: 
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a) 246012124421077 222 =++−+−−++ zyxyzxzxyzyx ; 

b) 311062 =++− zyxxy ; 

c) 088824433 22 =+++−+++ zyxyzxzxyzy ; 

d) 1622322 222 =−−++ yzxzzyx ; 

e) 01266222 =−−−++ zyxyzxzxy ; 

f) 04518184245 222 =+++++++− yxyzxzxyzyx . 

7.25) Cho f  tự đồng cấu tuyến tính của không gian véc tơ Euclide ( ),,V . Chứng 

minh 3 mệnh đề sau tương đương: 

(i) Với mọi Vv∈ , 0),( =vvf ; 

(ii) Với mọi Vuv ∈, , vufuvf ),(),( −= ; 

(iii) Ma trận của f  trong cơ sở trực chuẩn là phản đối xứng. 

7.26) a) BA,  là hai ma trận vuông cấp n . Chứng minh:  

Với mọi , nX Y ∈ , BAXBYXAY tt =⇒= . 

b) BA,  là hai ma trận đối xứng cấp n . Chứng minh:  

Với mọi nX ∈ , BAXBXXAX tt =⇒= . 

c) A  là ma trận vuông cấp n . Chứng minh A  phản đối xứng khi và chỉ khi Với 
mọi nX ∈ , 0=tXAX . 

7.27)  Giả sử  ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  là hai ma trận trực giao cấp n . Chứng minh rằng 

1 ,
ij

i j n
a n

≤ ≤

≤∑ . Khi nào thì có đẳng thức. 

7.28*) Giả sử  B  là một cơ sở trực chuẩn của không gian véc tơ Euclide n  chiều V .  
{ }nvv ,...,1  là một hệ véc tơ của V :  

 a) Chứng minh  { } ∏
=

≤
n

i
in vvv

1
1,...,detB ; 

 b) Xét trường hợp đẳng thức. 

7.29*) a) Chứng minh rằng với mọi hệ véc tơ { }nvv ,...,1  của không gian Euclide V  ta 
luôn có: 
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    0

,...,,
............
,...,,
,...,,

21

22212

12111

≥

kkkk

k

k

vvvvvv

vvvvvv
vvvvvv

  

b) Nếu { }kee ,...,1  độc lập tuyến tính thì: 

 

1

1

0 ...

... ,

,
,

k

i j

k

i j

b b
b

e e

b
v v

e e
≥ −   với  ii evb ,=  . 

Ngược lại, với mọi  kbb ,...,1  cho trước, tồn tại duy nhất v  sao cho ii evb ,=  và 

bất đẳng thức trên trở thành đẳng thức. 

c) Chứng minh rằng nếu A  là ma trận của một dạng toàn phương xác định dương 

thì  

n

n

n

x
A

x
xx

xxQ
...

...0

),...,( 1

1

1 =  xác định âm. 

7.30*) Cho ,η ϕ  là hai tích vô hướng trên không gian véc tơ n  chiều V  sao cho với 
mọi  , : ( , ) 0 ( , ) 0u v V u v u v∈ η = ⇒ ϕ = . Chứng minh tồn tại ∈k : ( , ) ( , )u v k u vϕ = η . 

7.31*) Cho Q  là một dạng toàn phương trên không gian véc tơ n  chiều V  có chỉ số 
quán tính ),( qp . W  là không gian véc tơ con của V . Chứng minh: 

a) Nếu WQ  xác định dương thì pW ≤)(dim . 

b) Nếu WQ  xác định âm thì qW ≤)(dim . 

c) Nếu ),(max)(dim qpW >  thì WQ không xác định, nghĩa là tồn tại một véc tơ 

Wv∈ , 0≠v  sao cho 0)( =vQ . 
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PHỤ LỤC 1     

SỐ PHỨC 

 

Ta biết rằng bình phương của một số thực là không âm, vì vậy trong trường số thực 

phương trình 012 =+x  vô nghiệm. Tuy nhiên nếu ta đưa vào số ảo i  sao cho 12 −=i  

thì phương trình trên trở thành =− 22 ix  0))(( =+− ixix . Do đó phương trình có hai 
nghiệm ix ±= . Tổng quát hơn ta có thể mở rộng trường số thực lên một trường số rộng 
hơn để mọi phương trình bậc hai đều có nghiệm. 

1   CÁC DẠNG CỦA SỐ PHỨC 

1.1  Dạng đại số của số phức   

ibaz += , trong đó �∈ba,  , 12 −=i .   

a  được gọi là phần thực,  ký hiệu za Re=  

b  gọi là phần ảo của z , ký hiệu zb Im= . 

Hai số phức 111 ibaz += ,  222 ibaz +=  bằng nhau được định nghĩa như sau:  

1 2
1 2

1 2

a a
z z

b b
=⎧

= ⇔ ⎨ =⎩
  .             (8.1) 

Tập hợp các số phức ký hiệu là �. 

1.2  Các phép toán trên số phức 

Cho hai số phức 111 ibaz += ,  222 ibaz += , ta định nghĩa: 

)()(: 212121 bbiaazz +++=+          (8.2)  

)()(: 1221212121 babaibbaazz ++−= .        (8.3) 

Ta có thể chứng minh được ),,( ⋅+�  là một trường con của ),,( ⋅+� . 

Số phức  ibaz −=  được gọi là số phức liên hợp với số phức  ibaz += . 

Số phức 2 2
a ib

a b
−
+

 có tính chất  ( )2 2 1a ib a ib
a b
−⎛ ⎞ + =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 nên được gọi là số phức nghịch 

đảo của số phức  z a ib= + , ký hiệu 1z−  hay 1
z

 . Vậy 
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    1
2 2

1 a ib zz
z zza b

− −
= = =

+
.     (8.4) 

Ta định nghĩa:    )()()(: 21212121 bbiaazzzz −+−=−+=− ;  

                  1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 2 2

2 2 2 22 2

1 ( ) ( ):z a a b b i a b a b z zz
z z z za b

+ + −
= = =

+
.     (8.5) 

1.3   Biểu diễn hình học của số phức 

Trong mặt phẳng với hệ toạ độ vuông góc Oxy . Mỗi điểm M  trong mặt phẳng 
hoàn toàn xác định bởi toạ độ ),( ba  của nó. Mặt khác mỗi số phức ibaz +=  cũng được 
xác định bởi phần thực a  và phần ảo b . Vì vậy ta có thể đồng nhất số phức ibaz +=  
với điểm ),( baM . Do đó các số phức được đồng nhất với các điểm của mặt phẳng mà ta 
gọi là mặt phẳng phức. Phép cộng của số phức: )()(: 212121 bbiaazz +++=+  tương 

ứng với phép cộng hai vectơ 21 OMOM + ; ),(),,( 222111 baMbaM . Hai số phức liên 
hợp với nhau đối xứng nhau qua trục Ox . 

22 baOM +=  được gọi là môđun của số phức ibaz +=  và ta ký hiệu là  

22 baz += . 

Số đo ϕ  của góc ),( OMOx  xác định sai khác bội số của π2  được gọi là argument 
của số phức z ,  ký hiệu zArg . 

Nếu πϕπ ≤<−  thì ϕ  được gọi là argument chính, ký hiệu zarg . 

( )zz arg,  là toạ độ cực của M với trục cực Ox . 

Tương ứng giữa toạ độ Đềcác và toạ độ cực 

cos
sin

a r
b r
= ϕ⎧

⎨ = ϕ⎩
      (8.6) 

Ngược lại 

2 2z a b= + , 
2 2

cos a

a b
ϕ =

+
,  

2 2
sin b

a b
ϕ =

+
.  (8.7) 

Số phức ibaz +=  được viết lại dạng lượng giác 

                 ( )ϕϕ sincos izz +=        (8.8) 
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Tính chất: 

1)  2121 zzzz +=+  ,  2121 zzzz ⋅=⋅  ,  
2

1

2

1

z
z

z
z

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ; 

2)  
2

Re zzz +
=  ,  

i
zzz

2
Im −

= ;  �∈z    ⇔   zzz Re== ; 

3) Giả sử n
n zazaazp +++= ...)( 10 , �∈naa ,...,1  là đa thức với hệ số thực (xem 

Phụ lục 2) thì )(...)( 10 zpzazaazp n
n =+++=  . Vì vậy nếu 0z  là nghiệm của phương 

trình 0)( =zp  thì 0z  cũng là nghiệm.  

 )(),( zqzp  là hai đa thức với hệ số thực thì ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

)(
)(

zq
zp

zq
zp  . 

4)  0  , ≥∈∀ zz �   ;    00 =⇔= zz ; 

5)  2121 zzzz +≤+  ;  2121 zzzz =  ; 2121 zzzz −≤− ; 

6)  
2

1

2

1

z
z

z
z

= ;  zzz =2  ;    1=z  ⇔  z
z
=

1  ; 

7)  2121 ArgArg)(Arg zzzz += ;     21
2

1 ArgArgArg zz
z
z

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
; 

8)  zz =  ;  zz ArgArg −= . 

Công thức Euler  

     cos sinie iϕ = ϕ+ ϕ     (8.9) 

Công thức (6.1) được viết lại iz z e ϕ=  gọi là dạng mũ của số phức. 

ibaz +=  

ϕ

z  

O x

y
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1.4  Luỹ thừa của số phức - Công thức Moivre 

Cho số phức iz z e ϕ= . Tích n  lần 
lÇn n

zz ⋅⋅ ....  được gọi là luỹ thừa bậc n  của z , ký 

hiệu nz . áp dụng phương pháp quy nạp và các tính chất 4), 6) ở trên ta có   

(cos sin )nnz z n i n= ϕ+ ϕ . 

Khi 1=z  ta có công thức Moivre:  

  (cos sin ) (cos sin )ni n i nϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ    (8.10) 

Ví dụ 8.1: Tìm các số thực yx,  sao cho: 

iyxiiyxi +=++++ 2)2)(21()(3  

Khai triển và đồng nhất phần thực phần ảo ta được:  

⎩
⎨
⎧

=+
=−

145
2

yx
yx

  ⇒   
⎩
⎨
⎧

−=
=

1
1

y
x

 

Ví dụ 8.2: Giải hệ phương trình vói ẩn số phức wz, : 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+

iwz
iwz

213
32

  

Nhân i  vào hai vế của phương trình thứ nhất xong cộng vào phương trình thứ hai ta 

được  
1313

5
23

1 i
i

iz +=
+
+

=   ⇒ iw
13
29

13
2
−

−
=  . 

Ví dụ 8.3: a) Quỹ tích các điểm z  sao cho 32 =− iz  là đường tròn tâm i2  bán kính 3. 

b) Quỹ tích các điểm z  sao cho 32 −=− ziz  là đường trung trực của đoạn thẳng 

nối hai điểm 3 và i2 . 

c) Quỹ tích các điểm z  sao cho 1033 =−++ zz  là đường ellípse có tiêu điểm 

)0,3(),0,3( 21 FF −  độ dài trục lớn 102 =a . 

Ví dụ 8.4: Theo (6.3): 3(cos sin ) (cos3 sin 3 )i iϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ . Mặt khác 

3 3 3 2 2(cos sin ) cos sin 3 cos sin 3cos sini i iϕ+ ϕ = ϕ− ϕ+ ϕ ϕ− ϕ ϕ   

Vậy   
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos

sin 3 3cos sin sin 3sin 4sin

⎧ ϕ = ϕ− ϕ ϕ = ϕ− ϕ⎪
⎨

ϕ = ϕ ϕ− ϕ = ϕ− ϕ⎪⎩
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Ví dụ 8.5:  Tính  ( )10
1 3i− +  

( )
10

10 102 2 20 201 3 2 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

i i iπ π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

       ( )10 10 92 2 1 32 cos sin 2 2 1 3
3 3 2 2

i i iπ π ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

1.5  Căn bậc n của số phức 

Căn bậc n của số phức z  là số phức w  sao cho zwn = . Ký hiệu n zw =  hay 

nzw
1

= .  

Cho ( )cos sin iz z i z e ϕ= ϕ+ ϕ =  

*)   Nếu 0=z  thì 0== n zw   ,...2,1=∀n . 

**) Nếu 0≠z .  Xét ( )cos sin iw w i w e ψ= ψ + ψ =   thì  

zwn =   ⇔   
2

nw z
n k

⎧ =⎪
⎨
ψ = ϕ+ π⎪⎩

   ⇔     2 ; 0,1,..., 1

nw z

k k n
n

⎧ =
⎪
⎨ ϕ+ π
ψ = = −⎪
⎩

   (8.11) 

Vậy có đúng n  căn bậc n  của z  ứng với các giá trị 1,...,1,0 −= nk . Các căn bậc n  

này là các đỉnh của n  giác đều nội tiếp đường tròn tâm O  bán kính n z  . 

Ví dụ 8.6: Tính căn bậc n  của đơn vị. 

Ta có 0sin0cos1 i+= . Vậy các căn bậc n  của 1 là: 

 
22 2cos sin

ki
n

k
k ki e

n n

π
π π

ε = + =  ;  .1,...,1,0 −= nk    (8.12) 

Ví dụ 8.7:  Tính  ( )3 22 i+−  

Ta có  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−

4
3sin

4
3cos2222 ππ ii .  

Vậy  ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+− ππππ 2

4
3

3
1sin2

4
3

3
1cos2223 kiki ;  
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0=k :     iiw +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1

4
sin

4
cos20

ππ  ; 

1=k :     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12
11sin

12
11cos21

ππ iw  ; 

2=k :     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12
5sin

12
5cos2

12
19sin

12
19cos22

ππππ iiw . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0ω  
1ω  

2ω  

2  
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PHỤ LỤC 2 

ĐA THỨC 

 

1  Đa thức trên một vành nguyên 

Cho K  là một trong các tập số: =K �, 4, �, � hay p�  .  

Với mỗi dãy ,...),...,,( 10 naaa  các phân tử Kan ∈ . Biểu thức 
n

n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na  được gọi là đa thức bậc n  của biến (hay ẩn) x . Các 

số naaa ,...,, 10  được gọi là các hệ số của đa thức. 

Nếu 0...10 ==== naaa   thì ta được các đa thức không và cũng ký hiệu là 0 . Tập 
hợp các đa thức biến x  với hệ số thuộc K  được ký hiệu là [ ]xK .  

Các đa thức được ký hiệu )(),( xqxp ... 

      Hai đa thức  n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na ; m

m xbxbbxq +++= ...)( 10 , 0≠mb    

Hai đa thức )(),( xqxp  bằng  nhau được ký hiệu và định nghĩa như sau: 

 
0 0

( ) ( )
,..., n n

m n
p x q x

a b a b
=⎧

= ⇔ ⎨ = =⎩
    (8.13) 

2  Vành đa thức 

Trong tập [ ]xK  , giả sử n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na  

                   m
m xbxbbxq +++= ...)( 10 , 0≠mb  

Ta định nghĩa tổng )()( xqxp +  và tích )()( xqxp  của hai đa thức )(xp , )(xq  như 

sau: ....)()()(:)()( 2
221100 ++++++=+ xbaxbabaxqxp  

mn
mn xcxccxqxp +

++++= ...:)()( 10 , ∑
=

−=
k

j
jkjk bac

1
, mnk += ...,,1,0          (8.14)  

Với quy ước 0=ja  nếu nj >  và 0=jb  nếu mj > .  

Ta có thể chứng minh được [ ]( )⋅+,,xK  là một vành nguyên. 

( ) ( )( ) ( ) max ( ), ( )p x q x p x q x+ ≤bËc bËc bËc     (8.15) 

( ) )()()()( xqxpxqxp bËcbËcbËc +≤ .       (8.16) 
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3  Phép chia đa thức - Nghiệm 

Định lý 1: Với hai đa thức bất kỳ )(),( xqxp ; 0)( ≠xq  đều tồn tại duy nhất hai đa thức 
)(),( xrxs  sao cho )()()()( xrxsxqxp +=  và nếu 0)( ≠xr  thì )()( xqxr bËcbËc < . 

Ví dụ 8.8:    13544)27242)(52(32 23235 −−+−−++=+ xxxxxxxx  

Định nghĩa 1: )(xr  được gọi là dư của phép chia )(xp  cho )(xq . Nếu 0)( =xr  thì ta nói 
)(xp  chia hết cho )(xq  hay )(xq  là ước của )(xp . 

Định nghĩa 2: Số Kc∈ thoả mãn 0...)( 10 =+++= n
ncacaacp  được gọi là nghiệm của 

đa thức n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 .  

Định lý 2: Dư của phép chia )(xp  cho cx −  là )(cp . 

Hệ quả 3: c là nghiệm của đa thức )(xp  khi và chỉ khi cx −  là ước của )(xp ,  nghĩa là 

)()()( xscxxp k−= . 

Nếu )()()( xscxxp k−=  ( k  nguyên, 1≥k ) và 0)( ≠cs   thì c  được gọi là nghiệm 
bội k  của đa thức )(xp . 

Định nghĩa 3: Đa thức [ ]xKxp ∈)(  được gọi là bất khả quy nếu 1)( ≥xpbËc  và nếu 
)()()( xsxqxp =  thì một trong hai đa thức )(xq , )(xs  là hằng số khác 0  của K , nghĩa là 

)(xp  chỉ chia hết cho )(xkp , với { }0\Kk∈ . Chẳng hạn: Mọi đa thức bậc nhất là bất khả 
quy. Đa thức 2≥bËc  bất khả quy khi và chỉ khi nó vô nghiệm trong K . 

Định lý 4: Mọi đa thức 1≥bËc trên trường số phức � đều có nghiệm. 

Hệ quả 5: Mọi đa thức [ ]xxaxaaxp n
n �∈+++= ...)( 10  đều có thể phân tích thành 

))...(()( 1 nn xxxxaxp −−= , trong đó các số phức kx  có thể trùng nhau. 

Hệ quả 6: Mọi đa thức hệ số thực [ ]xxaxaaxp n
n �∈+++= ...)( 10   có thể phân tích 

thành tích các đa thức bất khả quy là đa thức bậc nhất hay đa thức bậc 2 có biệt thức ∆  
âm:   sm l

s
lk

mm
k

n xxxxcxbxcxbxaxp )...()()...()1()( 11
1

2
1

2 −−++++=  

với  042 <− jj cb , mj ,...,1= ;  nllkk sm =+++++ ...2...2 11 . 

4  Ước chung lớn nhất, nguyên tố cùng nhau 

Định nghĩa 4: Nếu hai đa thức )(xp , )(xq  cùng chia hết cho đa thức )(xd  thì )(xd  
được gọi là ước chung của )(xp , )(xq . Ngoài ra nếu mọi ước của )(xp , )(xq  đều là ước 
của )(xd  thì )(xd  gọi là ước chung lớn nhất của )(xp , )(xq . Ký hiệu: 
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     ))(),(()( xqxpUCLNxd = . 

Nếu )(xd  là hằng số khác không thì )(xp , )(xq  được gọi là nguyên tố cùng nhau. 
Ký hiệu 1))(),(( =xqxp . 

Chú ý rằng ))(),(()( xqxpUCLNxd =  xác định duy nhất sai khác một hằng số khác 
0 . Nghĩa là  

      ))(),(()())(),(()( xqxpUCLNxkdxqxpUCLNxd =⇔= , với { }0\Kk∈ . 

Để tìm ))(),(( xqxpUCLN   ta thực hiện phép chia Euclide như sau:  

 Giả sử  )()( xqxp bËcbËc ≥  thì )()()()( 11 xrxsxqxp += , )()(1 xqxr bËcbËc < . 

 Nếu 0)(1 =xr  thì  ))(),(()( xqxpUCLNxq = ; 

 Nếu 0)(1 ≠xr  lặp lập quá trình trên đối với )(xq  và )(1 xr     

)()()()( 221 xrxsxrxq += ; 

 Nếu 0)(2 ≠xr  thì )()( 12 xrxr bËcbËc0 <≠ . 

 Tiếp tục ...     )()()()( 12 xrxsxrxr kkkk += −− ,  

cxsxrxr kkk += +− )()()( 11 . 

 )),((...))(),(())(),(( 1 cxrUCLNxrxqUCLNxqxpUCLN k=== . 

  Nếu 0=c  thì ))(),(()( xqxpUCLNxrk = ; 

  Nếu 0≠c  thì  1))(),(( =xqxp . 

Định lý 7:  

1) ))(),(()( xqxpUCLNxd =  khi và chỉ khi tồn tại các đa thức )(),( xvxu  sao cho  
)()()()()( xdxvxqxuxp =+ . 

2) 1))(),(( =xqxp  khi và chỉ khi tồn tại các đa thức )(),( xvxu  sao cho  
1)()()()( =+ xvxqxuxp . 

Định lý 8:  

1) Hai đa thức [ ]xxqxp �∈)(),(  của trường số phức là nguyên tố cùng nhau khi và 
chỉ khi không có nghiệm chung nào. 

2) Hai đa thức  [ ]xxqxp �∈)(),(  trên trường số thực nguyên tố cùng nhau khi và chỉ 
khi chúng không có nghiệm thực hay nghiệm phức chung nào. 
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Hệ quả 9: )(),( xqxp  là hai đa thức trên trường số thực hay số phức thì:  

( ) 1)(),( =xqxp   ⇔   ( ) 1)(),( =xqxp nm , với mọi số nguyên dương ., nm  

Chú ý:  Các đa thức bất khả qui với hệ số ứng với bậc cao nhất bằng 1(ví dụ: 
04,; 22 <−++− qpqpxxcx  ) đóng vai trò như các số nguyên tố trong vành � . Vì vậy 

ta có thể chuyển một cách tương tự các kết quả trong vành số nguyên �  sang vành 
nguyên các đa thức [ ]xK . Chẳng hạn để tìm  ))(),(()( xqxpUCLNxd =  ta phân tích )(xp  
thành tích các đa thức bất khả qui. Khi đó )(xd  bằng tích các đa thức bất khả qui có mặt 
đồng thời trong )(xp  và )(xq . 

Ví dụ 8.9:          ( ) ( ) ( )3223 3212)( +++−= xxxxxp  

       ( ) ( ) ( )3213)( 252 +++−= xxxxxq  

  ( ) ( )321)( 22 +++=⇒ xxxxd . 
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