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Loi noi dau

Mon Hinh hoe cao c¢dp duge trinh bay mot cach c¢6 hé théng
nhim cung c¢dp cho sinh vién nhiing kién thic cd ban duge rut gon ti
chuong trinh Hinh hoc cao ciAp DHSP, bao gdm: Kién thic md dau vé
Co 88 hinh hoc (Phuong phap tién dé), khong gian afin, khéng gian
O-clit 2, 3 chidu va khéng gian xa anh 2 chiéu.

Ngoai ra, chi trong viée van dung ndi dung va phuong phap cua
Hinh hoc hién dai dé soi sang Hinh hoc so ¢ip d& hoe tu bac THCS,
khai quat hoa cic kién thitc vé vects, toa do da hc}c trong mén Hinh
gidi tich va cac kién thic dude trinh bay mét cdch hé théng dua trén
cae cau tric dai s6 da hoc nhu cfu tric Nhém va Khéng gian vecto
trong cac mén Dai si dai cudng va Dai 56 tuyén tinh.

Qua gido trinh, sinh vién co thé:

- Rén luyén tu duy lagic trong Hinh hoc. Phat trién tri tudng
tugng khéng gian va rén luyén ning luc mo rong, khai quat hoa,
tritu tugng hoa trong Hinh hoc.

— Rén luyén céc phudng phap giai cac bai toan Hinh hoe (phuong
phép téng hop, phuong phép vecto-toa dd, phudng phap bién hinh).

— N#m dude ¥ tudng cd ban vé quan diém c&u tric va van dung cac
kién thite cia Dai s6 dai cudng va Dai s6 tuyén tinh trong Hinh
hoc. Phéan loai Hinh hoc theo quan diém nhém dem lai cho sinh
vién mét cach nhin tdng quan vé Hinh hoc.

— Sinh vién thiy duge su md rong trong toan hoc la mdt trong cac
phucng phap tao ra nhiing cong cu sdc bén, hidu qua dé nghién
ctu toan hoc. Phan biét cac bal toan afin, O-clit, xa anh va biét

* ap dung phuong phap afin, phuong phap xa Anh dé giai cac bai
toan O-clit va ngude lai, qua dé van dung trong giang day Hinh
hoe 0 THCS. :

Cdc tac gia

(2]



Chuong 1

PHUGNG PHAP TIEN BE

§1. VAI NET LICH SU

1. Hinh hoc trudc thai G-clit (Euclid)

Hinh hoc dugde ra ddi nhu Ja mét khoa hoc thuc nghiém vé do
dac rudng d&t, d6 dai cac dudng, do dién tich cac manh dat, do thé
tich cac thiing chita... Con ngudi thdi C6 dai ¢ vung Babilon va Ai Cap
da bidt cach tinh dién tich tam giac, hinh chi nhat, hinh thang, hinh
tron, tinh thé tich hinh hop chii nhat, hinh chép...

Tit thé ki tha VI d&n thé ki 111 trude Céng nguyén, cac nha Hinh
hoc & Hy Lap dd din dén lAm cho mén Hinh hoc trd thanh mét moén
khoa hoc suy dién. Hinh hoc khong con la
mén khoa hoc thyc nghiém. Dé xac lap su
dung din cia mét sy kién hinh hoc nio do,
thay vi kiém tra bang thuc nghiém, ngudi
ta da ch@ng minh né bing mét chubi lap
luén hop 1.

Nhidu tac phdm Hinh hoc di xudt
hién vao thoi ki nay véi nhing tén tudi 16n
nhu Ac-si-mét (Archimédes), A-p6-16-ni-ux
(Ap6llonius), Pté-lé-mé (Ptolémée), Pi-ta-go
(Pythagore). T4t ca nhing c¢ong trinh dé
da duge téng k&t lai mot cach day du trong
tac phdm bat hu cta O-clit (Euclid ) ¢6 tén
14 “Co ban”.

U—clit 1a nha hinh hoc xuat sic ctia Hy Lap c6. Ong day hoc va
séng & Alexandrie vao khoang tif nim 330 d&n nam 275 trude Cong

nguyén {(anh trén).




2. V& tac pham “Co ban” cha O—clit

Tac pham “Cd ban” cha O-clit gdm 13 cudn, bao gdm nhitng kién
thite thudn tuy hinh hoc, hofic nhiing kién thiic vé s& hoc duge trinh
bay dudi dang hinh hoc. Trong 13 cudn ctia “Cd ban” ¢6 8 cudn danh
cho hinh hoc phing va hinh hoc khéng gian. Kién thiic trong nhiing
cudén sach niy bao gom toan bd ndi dung mén Hinh hoc sd cidp, ma
mdt phan ciia né dugc day trong cic trudng phd théng hién nay.
Ching ta thdy trong d6 cé: cac tam giac bang nhau, cic hinh déng
dang, dinh Ii Pitago, li thuyét do dién tich, dudng tron va cic tinh
chat, da gide déu va cach dung, dién tich hinh tron, hinh cAu, hinh
try, hinh nén, vé cic khéi da dién va dic bidt 14 vé ndm loai khéi da
dién déu... '

Vé phuong phap, ching ta thiy O-clit da ¢d ging xdy dung mén
Hinh hoc béng cach thitc ma ngay nay chiing ta goi 1a phudng phap tién dé.

Trong cudn siach dau tién, O-clit da néu ra 23 dinh nghia cla
cac khai niém: diém, dudng, dudng thing, mat, mait phang, dudng
thing song song... Ching han, 6ng da dinh nghia:

- Diém la cdi gi khong cé thanh phén.

- Dudng la cdi gi ¢6 bé dai ma khong cé bé rong.

- Miit eia duong la diém.

~ Duong théng la duong ma trén dé cde diém duoe sdp ddt giéng
rhau...

Sau céc dinh nghia, O-clit da trinh bay cac “dinh d&” va “tién
dé”, 12 nhitng ménh dé ma sy ding dén etta né duge thita nhan, khong
ching minh.

C6 nim dinh dé néi vé Hinh hoc. D6 la:

1) Tit mét diém bat ki nay dén mét diém bét ki khdce c6 thé vé duge
mot dudng thcing.

2) Mot duing thing ¢6 thé kéo dai mdi vé cg hai phia.

3) Vdi mét diém bdt ki lam tém va vdi bdn kink tuy ¥, ¢o thé ve
duge mét dwong tron.

4) Tét cd cde géc vudng déu bang nhau.



5) Néu mét duong thang cdt hai duong thing khde tao thanh hai
goc trong ciing phia cé téng bé hon hai vudng thi hai duing
thang d6 cdt nhau vé phia cé hai géc dé.

Cé nim tién dé, ndi dung réng hon, ding cho cée suy luan toan
hoc ndi chung :
1) Hai cdi ciing bdng cdi thi ba thi bang nhau.
2) Thém nhitng cdi bing nhau vao nhitng cdi bdng nhau thi duge
nhitng cdi bang nhau. ‘
3) Bét nhitng cdi bdng nhau tit nhitng cdi bang nhau thi duge
nhitng cdi bing nhau.
4) Cdc hinh chong Ehit Ién nhau thi bang nhau.
5) Toan thé lon hon bo phdn.
Sau khi da c6 céc dinh nghia, cac dinh d8 va tidn dé, O-clit da
trinh bay cac dinh If va ching minh cic dinh If 3. Cac chling minh nay
déu 8 ging dua vio chc dinh 1i d3 c6 trude, hodce cac tién dé va dinh dé.

3. Céc thidu s6t clla bd “Co ban”

C6 thé nsi O-clit 1a ngudi dau tién xdy dung Hinh hoc bang
phuong phap tién dé. Nhiéu chitng minh cua 6ng rat hay, vin cdn
dung duge cho dén ngay nay. Tuy nhién, dudt cai nhin hién dai, tap
“C¢ ban” con méc phai mét s6 thidu sét. Cu thé 1a:

— O-clit tham vong dinh nghia tat ca cic khai niém, diéu d6 1a khéng
thé. M6i khai niém déu duge dinh nghia dua vao cac khai niém c6
trude, béi vay chiing ta phai xuit phat tt mét s khai niém khong
duge dinh nghia, ngdy nay ching ta goi ciac khai niém nhu vay la
khéi niém co ban. Cac khéi niém d6 c6 thé hiéu bing nhiéu cach cu
thé khac nhau, mién sao ching thod mén cac tién dé.

_ Céc dinh dé va tién dé cla O—clit viia thita lai vita thigu. Dinh dé
“Tdt cd goc vuéng déu bing nhau” la thita vi ¢6 thé ching minh
duge. O-clit lai thi€u qua nhiéu dinh dé va tién dé nén trong
nhidu chiing minh éng phai dua vao tryc gide. Ta lay vi du, khi
néu cach dung tam gidc déu, 6ng da lam nhu sau: “Ldy hai diém
A va B. Dung dudng tron tam A di qua B va dwong tron tam B
di qua A. Goi C la mét trong hai giao diém cua hat dudng tron



d6 thi tam gidc ABC la tam gide déu”. Cach dung trén 1a ding,
néu ta ching minh dude hai dudng tron néi trén cét nhau.
Nhung bang hé théng tién dé cta O-clit diéu d6 khéng thé
chitng minh duge, bdi vay O-clit di thita nh&n sy ton tai cha
diém C mff)t cach truc giac.

4. V& dinh dé 5 cla O-clit

Dinh dé 5 cta O-clit déng vai tro dic biét trong lich st phat
trién Hinh hoc noi riéng va Toan hoc néi chung. Khi nghién citu tap
“Co ban”, cac nha toan hoc déu ban khoan: Dinh dé 5 ¢6 that 1a mét
dinh dé hay khéng? Hay 1 né c¢6 thé dude chiing minh nhu 1a mot
dinh 1{? Cé vé nhu chinh O-clit cting ban kho#n nhu vay, bdi vi ng
da ¢d tri hodn viéc ap dung dinh dé d6 vao viée chiing minh cac dinh
Ii. Cho mai d&n dinh 1i thtt 29, khi khong thé ditng duge, 6ng mdi sk
dung né vao chitng minh.

Thé& 14 rat nhiéu nha toan hoc da c¢d gAng tim cach chlng minh
dinh dé 5. C6 th& nét, trong lich st Toan hoc chua bao gid ¢6 mot vin
dé duge nhifu ngudi nghién cttu dén thé, va gidi quyét né lai can
nhiéu thoi gian dén thé (tir thé ki II trude Cong nguyén cho dén gitta
thé ki XIX). Hau hét cac nha toan hoe déu thit bai. Ho ci tudng la
minh ¢4 ching minh duge dinh dé 5, nhung thuc ra thi khéng phai, vi
trong khi chitng minh ho da sit dung mét didu tudng dudng vdi dinh
dé dé. Chéng han, Pro-cluyt (Proclus Diadochus, 410 — 485) Erong
chitng minh cla minh da st dung ménh dé: “Néu hai duong thang a
va b song song thi khodng cdch tit bdt ki diém nao cua duong thing a
tdi duwong thing b déu béng nhau”. Ménh dé nay c6 vé hién nhién,
nhung dé chitng minh né, ta lai phai diing dinh dé 5, vong luin quén!

Nhiéu nha toan hoc da dinh chitng minh dinh dé 5 bing phuong
phap phan chiing. Hay gia st dinh dé 5 khdng ding, rdi cd rit ra tir dé
nhiing diéu vé If, nhitng mau thudn. Nhung ho ciing khéng thanh cong,
vi ho tudng da tim ra cai vo li, nhung thuc ra lai chdng vé i chit nao!

5.  Sura ddi cla Hinh hoc phi O-clit

Cudi ciing, vio ngay 6-2-1826 vin dé da duge gidi quyét boi nha toan
hoc ngudi Nga, Lo-ba-sep—xki (1792-1856), khi 6ng trinh bay nghién ciitu
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ctia minh tai khoa Toan-L1 trudng Pai hoc Ka—zan (Nga).

Lé-ba-sep-xki da ching minh ring: khong thé chiing minh duge
dinh dé 5. Dinh dé 5 ding 13 mét dinh dé chit khéng phai 1a mot dinh If.
Ong da gift nguyén cac dinh dé clia O-clit va
thay dinh d€ 5 bing mot dinh dé phu dinh,
va dya vao d6 chiing minh cic dinh i etia hé
théng Hinh hoc méi. Ngay nay ching ta goi
Hinh hoc ma Lé-ba-sep—xki xdy dung la
Hinh hoc phi O-clit hay Hinh hoc
16-ba-sep-xki. T4t nhién nhiéu két qua caa
Hinh hoc Lo-ba-sep-xki hodn todn trii 7
ngudge véi Hinh hoc O-clit. Chéng han trong & i
Hinh hoc etia Lé-ba-sep—xki: tong cde géc C.F. Gauss

nn e € (1777 -1855)
ctia tam gide bé hon 180° co tam gide ma
‘téng s6'do cde goc bé tuy ¥, dién tich tam gidc
bi chén trén; quy tich nhiing diém cdch déu
mét duong théng khong phdi la cdp duong
théing... Tuy nhién trong ndi by clia hinh hoc
d6 khong hé ¢6 méiu thuin nao...

GAn  nhu cing dong thol vl
Lé-ba-sep—xki, nha todn hoc Hung-ga-t1
la Bo-ly-ai (Bolyai Janos, 1802-1860) va
nha toan hoc Dtc Gao-xd (C.F.Gauss, Sl
1777-1855) ciing da dat duge nhing két ij‘fgz‘seﬁ’ ;f’if
qua chi yéu vé& Hinh hoc phi O-clit. _

$2. PHUONG PHAP TIEN DE

1. Hé tién dé ctia mat Ii thuyét toan hoc
Nam 1899, Hin-be (Hilbert) cho ra ddi tac phidm “Cd s6 hinh
hoc”, trong d6 di xAy dung lai Hinh hoc mgt cach chinh xac bang

phuong phap tién dé.

11



Dé xay dung mét 1 thuyét Toan hoc nao d6 bang phuong phap
tién d€, chiing ta phai tién hanh theo trinh ty sau day:

a) Néu ra cac “khai niém co ban”. D6 12 nhiing khai niém khéng
duge dinh nghia, ta cé thé hidu th& nao ciing duge, mién 12 cach hidu
d6 phl hgp véi tién dé ma sau dé sé néu ra. Béi vay, cac tién dé vé
thuc chat 14 cdac dinh nghia gian tiép cta cac khai niém cd ban. Cac
khai niém khac, khéng phai 1a khai niém cd ban déu phai dinh nghia
thong qua cac khai niém cd ban. Vi du: Khai niém “dudng trén” duge
dinh nghia théng qua khai niém co ban 1 “diém” va “khoang cach”
gitta hai diém. Viéc lua chon khéi niém nao 1am khai niém co ban 13
tuy thude vao mdi tac gia.

b) N&u ra mot hé théng cac tién dé. D6 1 nhitng ménh dé phat
bi€u vé cdc khai niém co ban, dude thira nhan 12 ding ma khéng
ching minh. Cd nhién hé thdng céc tién 48 phai théa man mt sd yéu
cau ma dudi day ching ta & dé cap dén.

Céac ménh dé khac khéng phai la tién dé déu phai duge chiing minh.

Hé théng cac khéi niém co ban vi cac tién dé vé ching goi 1a
mot hé tién dé.

2. Mét sé vi du
2.1. Vidu 1. Hé tién dé H bao gém
~ Khai niém cg ban: Vecto, su bing nhau ciia hai vecto (ki hiéu ld =)
v phép cong hai vecto. Phép cong hai vectd: Véi hai vecto A va B
bat ki 6 vecto duy nhat ki hidu A + B.
~- Ciéc tién dé:
1} Vi moi hai vectd Ava Btacé:A+B=B+A
2) Véi moi ba vecto A, B, Cta cé: A+ (B+C)=(A + B) + C
3) Co vecto, goi la vecto- khéng va ki hiéu la 0, sao cho vdi moi
vectg A c6
A=0+A
4) Voi moi vecto A 6 vecto A’ sao cho A + A’ = 0, vecto A’ goi la
vecto doi cua vecto A.
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Tl hé tién dé trén, ta ¢6 thé chitng minh cac dinh 1f sau day:

Dinh Ii 1 Vecto-khéng la duy nhdt.
Chirng minh: Gia st ¢6 hai vectd ~khong 1a 0 va 0°. Khi dé ta c6 :
0'=0+0 (vi0la vectd - khéng)
=0+ 0 (tién dé 1) = 0 (vi 0" 12 vectd —khdng).
Vay: 0" = 0.
Pinh li 2: Vecto déi ctia vecto A la duy nhét.
Chitng minh: Gia st vectd A ¢6 hai vecto d61 14 A’ va A", khi d6:
A =A+0(tién dé 3)
=A + A+ A" (vi A" 12 vecto 461 cua vectd A)
= (A’ + A) + A” (theo tién dé 2)
=0+ A" (vi A’ 14 vecto d61 ciia A) = A” (theo tién dé 2).
2.2. Vidu 2. Hé tién dé K bao gém
~ Khdi niém co bdn: Biém, duong thing, quan hé lién thudc
gitta diém va duong thing: diém thude dudong thing, con néi diém
nam trén dudng thing, hode duong thang di qua diém.
Cac tién dé:
1) Qua hai diém phéan biét ¢6 mét duong thang duy nhit.
2)  Hai duong thang phéan biét ¢6 mot diém chung duy nhdt.
3)  C6 it nhdt bon diém trong dé khéng cé ba diém nao cing

thude mét duong thang.

Tw hé tién dé trén ta ¢6 thé chitng minh mét s¢ dinh 1f sau day :

Dinh 1i: C6 it nhdt la 7 diém va 7 duwong thdng.

Chitng minh: D& d& hinh dung ta c6 thé minh hoa bing hinh vé.
Tuy nhién 1ap luan cta ta khéng dua vao hinh vé dé. Theo tién dé 4 ¢6 it
nhat bén diém A, B, C, D trong d6 khéng ¢6 ba diém nao thing hang.

Theo tién dé 1) ta ¢6 cic dudng thang AB, CD, AC, BD, AD, CB.
Hai dudng thing AB va CD khéng triang nhau vi néu khéng thi ba
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diém A, B, C thidng hang, vay chiing phan biét nén theo tién dé 2,
ching phai ¢6 diém chung ma ta ki hiéu 1a E.

Hinh 1

Tuong ty hai dudng thang AC va BD c6 diém chung G, hai
dudng thdng AD va CB ¢6 diém chung F. Ta d& th&y ring ba diém E,
G, F d6i mot phan bigt. That vay néu E trang véi F thi hai dudng
thing AB va AD ciing di qua diém E va diém A nén trang nhau, vay
ba diém A, B, D thing hang, v6 i

Vay ta c6 it nh&t 14 7 diém : A, B, C, D, E, F, G.

Chu § riing c6 thé ba diém E, F, G nim trén mét duong thing
(ta khéng du 1i do dé bac bd didu d6), nén ta cé it nhat 7 dudng thing:
AB, CD, AC, BD, AD, CB va EF.

3. M@ hinh clia hé tién dé

Gid st H 14 hé tién dé cha mét 1i thuyét toan hoe T. Nhu da biét,
cde khai nidm co ban cta H khéng duge dinh nghia. Bay gio ta hiy
gan cho cic khai niém cd ban mét ndi dung cu thé nao dé, sao cho cac
tién dé ciia H déu thoi min. Khi dé ta néi rang ta ¢6 mdt md hinh ctia
hé tién dé H.
3.1. M6 hinh cia hé tién dé H {trong vi du 2.1)

Xay dung cdc md hinh ciia H nhu sau:
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Mé hinh I: Mbi vecto dudc hifu 14 mét s8 thuc, céng hai vecto
dugde hiéu 1a edng hai s8 thuc. Ta cing cé thé I8y vecto la phén ti ciia
mét nhom céng giao hodn bt ki.

M6 hinh 2: Trong mat phing 18y dudng thing cé dinh d. Céc
vectd hiéu 12 phép bién hinh ddng nhét I cia mat phing, va mét phép
d6i xtng D cta mit phdng qua dudng thing d. Vay trong md hinh
nay chi eé hai vectd. Phép cdng hai vects dude hidu 1a thuc hién lién
tiép hai phép bi€n hinh ctia mat phing.

Trong mé hinhnaytacé: I+1=1;D+Db=1;D+1I=1+D=D.

Vectd — khong chinh 1a I, vecto déiciaI1a I va caa B 1a D.

Ching ta ¢6 thé dé tim thém nhiéu mé hinh khéc nita ctia H.

3.2, MG hinh cua hé tién dé K (trong vi du 2.2)
Xét tap hop {O; 1} gém hai s 0 va 1 véi phép cdng xac dinh nhu sau:

0+0=0,1+1=0,1+0=0+1=1
Bay gld ta goi diém 1a mot trong cac bd s6 sau day :
(1;0;/0) 5 (0; 1,005 (0; 0; 1), (1, 1, 0) 5 (1,0, D5 (0; 1, 1) (L 15 1)
Got dwé'ng thang 12 mot trong cdc phuong trinh sau day :
=0;x=0x,=0;x,+x,=0;
X+ =0 xt+tx=0; x,+x,+ ;=0
Mot diém (titc 1a mot bo s6) goi la thude mét duong thing (tic la
mdt phuong trinh) néu bd s6 dé thoa man phucng trinh. Chang han,
diém (1: 1; 0) thude dusng thang x, +x,+ X, = 0 vi 1+ 1+ 0 =0 (theo
dinh nghia phép céng trong tap hgp dang xet) diém d6 cdn thude
dusng thang X, + %, = 0 va dudng thang x; = 0.
Chiing ta dé dang thiy ring moi tién dé ciia K déu thod man. Dac
biét ta ¢6 thé chi ra bon diém, trong dé khong c6 ba diém nio thing
hang, vi du bon diém sau day (1; 0; 0), (0: 1, 0), (1;1; 0) va (1; 1; 1).

4, Cac yéu cau cha mét hé tién dé

Bit ki moét hé tién dé nao cling phai thod man mdt yéu cau co
ban 14 khéng mau thufin. Ngoai ra con ¢é yéu ciu vé tinh doc lap va
tinh day da.
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4.1.  Suphi médu thuan cia mot hé tién dé

Mot hé tien dé goi 12 phi mdu thudn néu tit cic tién dé cha néd
khong thé ching minh dude hai dinh i phi dinh nhau (mau thuin
nhau). D& ching minh sy phi mau thufin ctia mdt hé tién dé ta dung
phuong phap x4y dung md hinh. Néu ta da xay dyng du‘dc mot mo
hinh ctia hé tién d8 H bing nhiing khai niém cGa mot 1{ thuyét toan
hoe ¢6 sfn L, thi méi dinh 1i suy ra ti H s& tré thanh mot dinh li
trong L. Nhu vay néu li thuyét L phi mau thudn thi hé tién dé H
efing phi mau thuin.

Tém lai: Hé tién dé H phi mau thufin néu cé thé tim thdy mé
hinh ctta H trong mot 1 thuyét toan hoe da bist 1a phi mau thudn.

4.2. Suddc Idp cua hé tién dé

Tién dé A clia hé tién dé phi mau thudn H goi la déc ldp 61 véi H
néu A khéng thé chitng minh duge ti nhiing tién dé con lai cia H. Hé
tién dé H goi 1a déc 1ap ndu moi tidn dé clia H déy dbc lap déi vai H.

N&u A 1 mot tién dé cia H, ta thanh 14p hé tién dé méi H' gdm
céc tién dé cua H nhung thay tién dé A bing tién dé A’ phi dinh cta
tidn dé A. RS rang 13: tién dé A doc lap d61 véi H khi va chi khi hé
tién d& H’ phi mau thuin.

Vi du: Néu hinh hoe Lo-ba-sep-xki phi mau thufn thi dinh dé 5
khéng chiing minh dude tif cac tién dé con lai ctia Hinh hoc O—clit.

Tt nhién ndu tién dé A khong doc lap d6i véi hé tién dé H thi

A A 5 - P - : - - - v ~
no thita, va ¢é thé loai bd nd trong danh sach cac tién dé.

4.3, Suddy dd ctia hé tién dé

Mgt hé tién dé phi mau thufin H goi 1a ddy di néu mot ménh dé
A n#o dé noi vé cac khai niém ctia H déu ¢6 thé ching minh duge hoic
bac bé duge. Néi khac di, tit hé tién dé H ¢6 thé chiing minh duge
ménh dé A hay chitng minh dude ménh dé A’ phui dinh cua A.

Né&u hé tién dé H khong day 44, nghia 1a ¢6 ménh dé A va ménh
d¢ A’ phtl dinh né déu khong ching minh dude tit H, thi khi thém tién
dé A hodc A’ vao H ta duge ca hai hé tién dé phi mau thuin.



Gia st hé tién dé phi mau thudn H ¢6 hai m6 hinh M, va M,. Mé
hinh d6 goi 1a dang cAu véi nhau néu ¢ mdt sy tudng Gng 1-1 gida
ciac khai niém cd ban ctia M, véi cic khai niém cd ban cia M, sao cho
néu cic khai niém co ban nao dé cha M, thod mén mdot tién dé cta H
thi cde khai niém co ban tudng (ng cia M, ciing thod mén tién dé d6.
Nguoi ta chiing minh dude rang: mét hé tién dé phi miu thuin H 1a
day du khi va chi khi moi mé hinh clia né déu ddng ciu véi nhau.

§3. CAC HE TIEN PE cUA
HINH HOC O-CLIT 3 CHIEU

1. Hé tién dé cta Hin-be (Hilbert)

Trong tac phdm “Cd sd hinh hoc” cia minh, 14n ddu tién nha
toan hoc BDic Hin-be (Hilbert, 1862-1943) da dua ra mét hé tién dé
ctia Hinh hoec O-clit va éng chiing minh su phi maua thuan va day da
ctua né. Ngoai ra, éng con chiing minh su déc lap ctia mot s6 tién dé
quan trong.

1.1. Hétién dé Hin-be

Kh4i niém cd ban cla hé tién dé Hinbe 1a: Didm, duing thang,
mdt phang; Cde quan hé “thuéc” (diém thude dudng thang, diém thude
mit phang), quan hé “diém ¢ gitta hai diém”, va quan hé “bdng nhau”
ctia hai doan théng.

Céc tién dé: Cac tién dé dude chia thanh ndm nhém.

Nhom I: Cdc tién dé vé thude

1.1. B4t ki hai diém phdn biét nao ciing thudc mét va chi mét
diong thing.

1.2, Méi duong thang thudc it nhét hai diem. C6 it nhdt la ba
diém khéng cing thudc mét duong thc%ng.

1.3, B4t ki ba diém nao, néu khong ciing thude mot dudng
thing, déu thuée mét va chi mét mdt phc%ng.

[.4. Néu hai diém phén biét cing thuée dag_ug;;gaingﬁ :

s M=

Z2-Hinty Hoe CU me . _,_.1 |
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phdng P thi moi diém thuée duing thing a déu thujc mat
phing P.

Nhom ll: Cdc tién dé vé thir tu

I1.1. Néu diém B ¢ giita diém A va diém C thi A, B, C la ba diém
khde nhau cing thude mot duong thang va diém B ciing d
gitta diém C va diém A.

I1.2. Cho bét ki hai diém phan biét A, C nao, bao gid ciing c6 it
nhdt mét diém B sao cho C ¢ gitta A va B.

I11.3. Trong bat ki ba diém phén biét nao cung thude mét duong
thing, c6 khong qud mét diem & gizza hai diém kia.

11.4. Tién dé Pdt (Pasch): Trén mdt phdng cho dm)nig thang a va
ba diém A, B, C khong thudc a. Néu duing thang a ¢é mot
diém 6 giita A va B thi né ciing c6 mét diém d gita A va C
hodc o giita B va C.

(Moritz Pasch, 1843-1930, la nhéa todn hoc Ba Lan).

Nhom IlI: Cde tién dé vé bang nhau

II1.1. Néw da cho doan théng AB thi tiz trén nita duong thang cd
géc A’ bao gid ciing ¢é6 diém B, sao cho doagn thing AB
béng doan thing A'B’, ki hitu la AB = A’B’. D6t vdi moi
doan thing AB ta déu c6: AB = BA.

I[II.2.Néu AB = A'B' va A’B’ = A’B” thi AB = A”B”

111.3.Cho diém B ¢ giita hai diém A va C, cho diém B’ d giita hai
diém A’ va C', Néu AB = A’'B' va BC = B'C’ thi AC = A’C",

I1.4.Cho géc xOy, cho tia O'x’ va mét nwa mdt phang xdc dinh
boi duong thang chia tia O'x’. Khi d6 trén nita mdt ph(ing
Gy ¢6 duy nhat tia Oy’ sao cho géc xQy bing géc x'0'y’
%0y = x'0'y". Dt véi moi gée xOy ta déu c¢é x0y = yOx -

II1.5.Cho hai tam gide ABC va A'B'C’. Néu AB =A’B’, AC =A’C
va BAC=B'A'C' thi BC = BC wva ACB=A'C'B' va

ACB=A"C'I3'. Trong tritng hop dé ta néi hai tam gidc
_ABCua ABC bing nhau va viét AABC = AA'B'C.

AV T



Nhdm IV. Cdc tién dé vé lién tuc
IV.1. Tién dé Ac-si-mét (Archimedes). Cho hai doan thdng AB
va CD bat ki. Khi d6 c6 mét s6 hitu han cde diém A, A,
Ay..., A, thudc nita duong thdng AB sao cho cfzem AI g gilta
Ava A,;A,ogiia A va Ay ;... ;
A, dgita A, ,va A, ; con diém
B J giwa A, va A, hodc triing
vdi A, va cde doan théng AA,
AA, ... A, LA, déu bing doan
thdang CD.
IV.2. Tién dé Cing—to (Cantor)
Trén duong thing a cho mét déy vé
han cde doan thdng A,B,, A,B,, ..., AB,,

. sao cho: (Nhé todn hoc
— Doan thang A,B, ndm trong doan  Archimedes, 287212
thing A, B, tricoe Cong nguyén,
d Syracuse, Sicily,

~ Cho bdt ki doan thing CD nao, bao
gid cang ¢6 sé t nhién n dé doan :
thing A,B, bé hon doan thd’ing CD.
Khi dé 6 mét diem I duy nhdt thuée moi doan _théng AB
(Nha toan hoc Cantor, 1845-1918, sinh tai St Petersburg, Nga,
lam viée tai Die).

Iialia).

Nhom V: Tién dé O-clit vé dudng song song

Trong mdt phing cho dudong thang a va diém A khong thude a
thi trong mdt phdng dé c6 hhong qud mét duwong thing b di qua A va
khing ¢6 diém chung vdi a (dudng thing b nhw thé goi la song song
vdi dudng thing a).
1.2. MG hinh s6 hoc cta hé tién dé Hin-be

Ta ¢é thé ching minh rdng hé tién dé Hin-be phi méu thufin
néu Ii thuyét s8 hoc phi mau thuin. Mudn vay ta xdy dung mbt mé
hinh ctia hié tién d8 dé bing ede khai niém cla s6 hoc.

19



M5 hinh d6 nhu sau.

— Diém la bat ki bd ba s6 thuc ¢é thi tu (x; v; 2).

— Mst phing la b&t ki mot phuong trinh bac nhat dang
ax + by + cz + d = 0 véi diéu kién a® + b? + ¢ # 0. Hal phuong
trinh tuong dudng duge xem 13 hai mat phdng trung nhau.

- Duéng thing d 13 bat ki hé hai phuong trinh béc nhat dang:

ax+by+xz+d=0
{a'x«+b'y+c'z+d'=0 ™
v6i didu kién a?+b%+c?2 0, a2 + b2+ %% 0, via:b:cxa b ¢
Hai hé phudng trinh nhu thé xem 1a hai dudng thing trung
nhau khi va chi khi ching 14 hai hé phudng trinh tudng dudng.

~ Diém (xo; Yoi 20) thudc mit phing ax + by + cz +d =0 néu
ax,tby,+ez,+d =0

- Diém (x, Vo, zlo) thude duong thz'“;mg d néu (X; Yo, Zo) 1& nghiém
ctia hé (*)

- Diém (xs; yu z,) 6 gitta diém (X, yy; 2,) va diém (x5 ys za) néu
ching cung thudc mét dudng théng va ¢6 mdt trong cac diéu

kién sau day :

X< Xy <Xy hodc y,<y,<y;hodcz, <2:<Z

Khai niém bing nhau ctia hai doan thing duge xdy dung thong
qua khai nidm do dai etia doan thing: néu hai mut 1a (x¢; Yoi 20
va (x,1y,; 2, ) thi 46 dai cta né duge dinh nghia la:

d= J(x, - %) + (v, — ¥ + (2 —-2,)

Hai doan thing duge xem la bing nhau néu ching c6 do dai
bing nhau.

- Khai niém bing nhau ca géc duge xiy dung théng gua khai
niém s& do géc. Gia sii c6 goe vai dinh O va hai canh clia géc 14n
lugt di qua hai diém A va B. 8¢ do ¢ ctiia goc d6 duge xac dinh
nhu sau:
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Néu O, A, B thing hang va O &
gida Ava Bthig=m.

Néu O, A, B thing hang va O
khong ¢ gita Ava Bthig = 0.

N&u O, A, B khéng théng hang thi
86 ¢ duge cho bai cdng thiic:

20A.0Bcosp = OA*+ OB* - AB?,

O<op<mn
Hai goc duge xem 13 bing nhaunéu i e 7 i
s& do ctia chiing bing nhau. Nha todn hoc Pic: Hin - be
: S id Hilbert,
Sau d6 ta phai chitng minh rang (David Hilbert
1862-1943)

vl cach hiéu cac khai niém cd ban trén
diy. moi tién dé ctia hé tién dé Hin-be

déu ding.

1.3. Suddy du cia hé tién dé Hin-be _

Hé tién dé Hin-be ddy dui vi ta ¢6 thé chiing minh ring moi
mo hinh cta hé d6 déu ding cdu véi md hinh s6 hoe va do d6 ding
cdu v6i nhau.

That vay, néu M ]a mét mé hinh nao dé clia hé tién dé Hin-be thi
bang cach chon mét hé toa 46 Pé-cac vudng gée nhu trong Hinh hoc
gidi tich, ta ehiing minh dude M déng efu véi md hinh s& hoc.

1.4. Surddc Idp cua cdce tién dé trong hé tién dé Hin-be

Nhu da néi § trén, tién dé 5 O-clit v& dudng song song 13 tién dé
ddc lap, bl vi néu thay tién dé d6 bang tién dé pha dinh thi ta c6
Hinh hoc Lébasepki, 14 hé tién dé phi mau thuan.

Ngudi ta cing da xdy dung dude Hinh hoc phi Ac—si-mét, 1a
hinh hoc trong 46 tién dé Ac-si-mét khéng ding. Hinh hoc phi
Ac—si-mét 14 phi mAu thuan nén tién dé Ac-si-mét 1a doc 1ap.
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2. Hé tién dé hinh hoc trong trudng phd théng
2.1. Gidi thiu mot hé tién dé hinh hoc trong truong phd théng

Hé tién dé ctia Hin-be khéng dang duge trong truong phé thong
vi khéng thich hop vé mat su pham. Trong céc sach gido khoa cho hoc
sinh phd thong, ngudi ta ¢d ging dua ra moét hé tién dé ngin gon va
dé hiéu hon. O nude ta trude khi cai cach gido duc 1981, Hinh hoc
dude trinh bay theo kiéu cft, khéng phéan biét rd rang gilta tién dé va
dinh 1i. Trong cai cich gi4o duc nim 1981, hinh hoc duge viét lai theo
hudng tién dé hoa, tuy nhién tit “tién dé” duge thay bang tit “tinh
chat cd ban”. Sau day ching toi gidi thidu hé tién dé cua Hinh hoc
phing trong cuén “Tai liéu bdi dudng Hinh hoc 6” (tac gia Van Nhu
Cuong, Vi Hitu Binh NXB GD, 1984), va hé tién dé cua Hinh hoc
khéng gian trong “Hinh hoe 11” (tac gia: Vin Nhu Cuong, Phan Vin
Vién, NXB GD, 1991).

a.  Hétién dé cha hinh hoc O—clit trén mat phéng

Khai niém co ban: Diém, duing thdng {dudng thang dude hidu 1a
mdt tap hop diém, nén cd thé néi vé diém thude dudng théng hay
khong thude dudng thing, dudng thdng di qua hay khéng di qua
diém), quan hé diém & gitta hai diém, do dai doan thing, sé do gde.

Cac tién dé:

Tién dé I Duong thing la mét tap hop chita nhiéu diém.
Co6 nhiéu duong thing.

Tién dé 2: C6 mét va chi mét duong thing di qua hai diém
phan biét cho trude.

Tién dé 3: Trong ba diém thdng hang (nghia la ciing ndm

trén mét duong thc%ng) va phdn biét, c6 mot va
chi mét diém & giiza hai diém con lai.

Tién dé 4: Méi diém O ciia mot dudng thing chia cdc diém
con lai ciia dudng thang thanh hai tap hdp diém
khing réng, khéng giao nhau, sao cho:
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— Hai diém phan biét thudc ciing mot tap hop khi va chi khi diém
O khéng ndm gifia ching.
~ Hai diém thude hai tap hdp khéac nhau khi va chi khi diém O

ndm gida ching,

Pinh nghia: Diém O ciing véi mot trong hai tép hop ndi trén
duwoe goi la tia, diém O goi la géc cua tia. Tia c6 géc O va chita diem
A, ki hiéu la tia OA.

Dinh nghia: Tdp hop gém hai diém phan biét A, B va nhiing
diém & gita chiing goi la doan thing AB hodc BA. Hai diém A, B goi
la hai ddu muit ciia doan thing AB.

Tién dé 5 Méi duong thidng a chia cde diém khong thudc
né thanh hai tép hop khong réng, khong giao
nhau, sao cho: Hai diém A, B phan biét thubc
ciing mét tap hap khi va chi khi dogn thang AB
vé duong thing a khong c6 diém chung.

Pinh nghia: Hinh gom mét trong hai tdp hop noi trén va duing
théng a duge goi la nita mat phdng. Puing théng a goi la bd ciia nia
mdt phang.

Tién dé 6 Méi doan thing cé moét do dai xdc dinh ld mdt

s6 duong.

Ki hiéw: Do dai doan thing AB ciing duge ki hiéu la AB.

Tién dé 7 Néu diém M ¢ gita hai diém A va B thi d¢ dai
doan théng AB bang téng d6 dai hai doan thing
AM va MB, titc la: AB = AM + MB.

Tién dé 8 Trén mét tia Ox cho trude, vdi mét s¢’ duong bat
ki m, bao gid ciing c6 duy nhdt mét diém M sao
cho OM = m.

Dinh nghia: Hinh gém hai tia Ox va Oy ¢é goc O chung goi la goc.

Diém O goi la dinh ctia géc. Hai tia Ox, Oy goi la hai canh cua
gée. Goc ¢ hai canh tring nhau goi la gée — khong. Goc ¢6 hai canh
hop thanh mét duong thang goi la goe bet.
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Dinh nghia: Cho géc xOy khde géc khéng va khdc goc bet. Mot
tia Ot goi la ndm trong géc xOy néu ¢6 ba diém A, B, C ldn lugt ndm
trén ba tia Ox; 0y, Ot sao cho diém C ndm giita hai diém A va B.

Tién dé 9 Méi géc déu cé mét s6"do xdc dinh, tinh bing dd.

Géc—khéng c6 s6” do bé nhdt va bang 0°, goc bet
¢6 56’ do Idn nhdt va bang 180°.

Ki higu: S6 do ctia gée xOy duge ki hidu 1 xOy

Tién dé 10 Néu tia Ot ndm trong géc xOy thi sé do géc xOy
bang téng sé do cia hai géc xOt va tOy:

xOy = xOt + tOy
Tién dé 11  Cho tia Ox ndm trén bit cha mét nita mgt phdng xdc
dinh. Khi d6 vdi bét ki s6'm sao cho 0° < m < 180,
trong nia mdt phéng dé bao gid ciing ¢6 duy
nhdt tia Oy sao cho xOy = m.

Pinh nghia: Cho ba diém khéng thang hang A, B, C. Hinh gom
ba doan thdng AB, BC, CA goi la tam giac ABC. Cac diém A, B, C goi
14 cac dinh ctta tam giac, cac doan thing AB, BC, CA goi la cdc canh
cua tam gide, cac géc BAC, ABC, BCA goi 1a cac géc clia tam giac
ABC va 56 do clia ching 1an lugt ki hidula A, B, C.

Dinh nghia: Hai tam gidc ABC va A’B'C’duge goi 12 bing nhau
néuAB=AB,BC=BC,CA=CAva A=A, B=RB,C=C

Tién dé 12 Hai tam gide ABC va A’B'C’ bdng nhau néu

AB=AB,AC=AC'va A=A".

Dinh nghia: Hai dudng thing goi 14 song song véi nhau néu
ching khong ¢é diém chung.

Tién dé 13  Néu diém A khéong thude duong thing b thi qua

A ¢6 khéng qud mét dudng thing song song vdi
dudng thang b.
b.  Hé tién dé cla hinh hoc O -clit trong khdng gian
Hé tién dé hinh hoc O-clit trong khéng gian bao gom céc tién dé
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ciua Hinh hoc phing va bé sung thém mdt khai niém cd ban 1a “mét
phéng” va 6 tién dé sau day: '

Tién dé 14 Cé it nhdt bon diém khong ciing thudc mot mdt

phéng. ‘

Tién dé 15 C6 mot va chi mot duong thang di qua hai diém

phén biét cho triude.

Tién dé 16  Coé mot va chi mét mdt phing di qua ba diém

khéng thing hang cho tride.

Tién dé 17  Néu hai mat phéng c6 mét diém chung thi

chiing cing c6 mét diém chung khdc nita.

Tién dé 18 Trén mdi mdt phiang cde tién dé ctia Hinh hoc

phang déu diing.

Tién dé 19 Méi doan thdng trong khong gian déu cé mét d¢

dai xdac dinh.
2.2. Syrtuong duong gida hai hé tién dé

BDinh nghia: Hai hé tién dé H va H' goi la twong duong néu mol
dinh li cia H déu la dinh 1i cia H' va nguoe lal.

Muén nhu vay chi cdn doi héi: M&i tién dé cia H 14 mét tién dé
hoic 1a mét dinh 1 ctia H' va ngudc lai, mdi tién dé cua H’ 1a mét tién
dé hoac 1a mét dinh 1i cia H.

Ta ¢6 thé ching minh ring hé tién dé Hin-be tuong dudng vdi
hé tién dé O phd théng. Sau ddy 1a ching minh cia mét vai tién dé
¢ta Hin-be nhu 1a dinh 1{ ctia hé tién dé & phé théng.

Tién dé Pat (Pasch): Trong mdt phdng (P) cho duing thing a vé
ba diém A, B, C khong thuée a. Néu duing thing a cit doan thing AB
thi né cat doan thing AC hodc cdt doan thdng BC.

Chitng minh: Theo tién dé 5, dudng thing a chia mat phang (P)
thanh hai nita mat phing, mét chia diém A, mot chia diém B (v
doan thing AB cit dudng thdng a). Diém C phai thube mét trong hai
nta mit phdng dé nén dudng thing a phai cit mdt trong hai doan
thing AC ho#c BC.

Tién dé Ac-si-mét: Cho hai doan thang bat ki AB va CD. Khi dé

25



trén tia AB ¢6 mot 56" hitu han diém A,, A, ..., A, thudc nua duwong
thiang AB sao cho diém A ¢ gitta A, va A, ; A, d gita A, va Az;... ; A,
dgita A ,;va A, ; con diém B ¢ giwa A, va A, hodc tritng vdi A, va
cdc doan théng AA,, AA,.., A, A, bing doan CD. '

Chitng minh: Goi db dai doan thing AB la a va dd dai doan
thang CD la d. Ta ¢6 thé tim duge mdt s6 nguyén dudng n sao cho:
(n - 1)d < a < nd. Theo tién dé 7, trén tia ADB ta ¢6 thé xac dinh céc
diém A,, k = 1, 2, .., n sao cho AA, = kd. Khi d6 dé thiy cac diém A,

thoa man cac didu kién clia tién dé Ac—si-mét.

3. Hétién dé cha Vay (Weyl)

Khong gian O-clit 2 va 3 chiéu chi 13 trudng hdp riéng cua
khong gian O-clit n chidu (neN).

Dé xdy dung khéng gian n—chiéu t6t nhat 1a dang hé tién dé do
Hermann Weyl dé nghi nim 1918, duge trinh bay dudi day (H. Weyl
1885-1955, nha toan hoc ngudi Ditc). Cho khéng gian vectd n—chiéu V
(xem gido trinh Pai s8 tuyén tinh). '

Khéng gian afin n-chiéu: Gid sz ta c6 mét tadp hop A khong
réng ma mdi phin ti ctia né duge goi la diém (khdi niém co bdn). Tép
A dude goi la khéng gian afin n-chiéu lién két vgi khong gian vectd
n—chiéu V néu cdce tién dé sau day dude théa mén:

Tién dé 1 Véi bat ki cdp didm cé thit tw A, B ciia A ¢6 thé
xdc dinh duge mét veeto ctia V, ma ta sé ki hiéu
la vectd AB.

Tién dé 2: Vdi méi diém A cho trude etia A va mbi vecto i
cho trude ciia V, ¢6 duy nhdt mét diém B ciia A
sao cho AB =1

Tién dé 3. Véi bat ki ba diém A, B, C clia A ta c6:

AB=AC+CB.

Khong gian afin 2-chidu duge goi 1a mét phdng afin.
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Khéng gian vecto O-clit: Khéng gian vectd n—chiéu V, trén dé
c6 xde dinh phép todn tich vé hudng: véi hai vecto a, b bdt ki cia V
ta cho tuong éng v mét s6 thue, ki hidu ldd. b, sao cho cde tién dé
dudi day duge thod man, duve goi la khong gian vecto O-clit n-chiéu;
Cdc tién dé dé la:

1. Vi moivecto a, bcuaV, cé:a.b =b.a

2. Vi moivectd a, b cia Vva mot s6 thue tuy ¥ k, cé: (ka). b

=k(a.b)

3. Vdimoivectd a, b, ¢ ciaV,cé:a.(b+¢)=a.b+a.c

4, Vi moi vectd g khdc 0ctiaV,cé:a.a>0

Véi vectd g tuy ¥, tich vé hudng a.a duge ki hidu la a’ chay
ring a°2 0, \E duge goi 1 d6 dai ctia vecto 4 va ki higu la |a|, tite
NN

Khéong gian O-clit n-chiéu: Néu V la mét khong gian vectd

O-clit n~chiéu (xem dinh nghia & trén) thi khong gian afin A lién két

a

vdi Vgoi la khong gian O-clit n chiéu.

Khong gian O-clit thuong duge ki hiéu la E.

Khong gian O-clit 2 chiéu duge goi la mét phing O —lit.

Trong hé tién dé Weyl, “diém” 12 khai niém co ban, con céc khai
niém khiac nhu: diong thang, mdt phc%ng, o gita, dé dai doan thing,
56 do goe... déu duge dinh nghia.

Dinh nghia: Gid st A la khong gian afin lién két véi khong
gian vecto V. Cho diém A thuéc A va vecto i khdc vectd-khong cua V.
Téap hop cdce diém M ciia A sao cho AM =kii, vdi moi s6 thuc k, goi la
mdot (fwé'rzg thing.

Diém B goi la ndm gita hai diém A va C néu c6 s6'k < 0 sao cho
BA =kBC.
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B¢ dai doan thing AB trong khéng gian O-clit E la d6 dai ctia
vecto AB.
S6 do gée gitta hai vectd § va ¥ la sé'thue ¢ dude xde dinh bdi
bidu thite. |
cosQ = ) A
[Vl
T d6, ta ¢6 thé dinh nghia géc gita hai dudng thing va sy
vudng gée gitta hai dudng thang.
Trong trudng hgp n = 3, ta chiing minh dugc hé tién dé Weyl cua
khéng gian O-clit 3 chiéu tuong duong véi hé tién dé Hin-be va tuong
duong vdi hé tién dé & pho thong néi trén.
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Chuong 2

CAG PHEP BIEN HINH TRONG MAT PHANG

§1. CAC PHEP BIEN HINH AFIN TRONG MAT PHANG

1. Phép bién hinh afin
1.1. Dai cuong vé phép bién hinh trong mét phing

Cho mat phang P, ta ciing ki hiéu P 1a tap hop céc diém ctia
méit phing P.

M&éi tap hgp con chia P duge goi 14 mét hink cua mit phé‘“’mg P.

Dinh nghia: Phép bién hinh f cia mat phing P la mot song
anh cua P 1én chinh né. Ki higu f: P —» P.

Véi mbi diém M cia P, diém M’ = f(M) goi 14 ¢nh cta diém M
qua phép bién hinh f, con diém M goi 12 tao dnh clia diém M'. Ta cling
néi: phép bién hinh f bién diém M thanh diém M.

Cho H 13 m6t hinh nio d6, tap hop H' = f(H) gdm anh cta tét ca
cédc diém cta H goi 12 dnh cia hinh H. Ta ciing néi: phép bién hinh f
bién hinh H thanh hinh H'.

Vi du: O phé thong ching ta d& bidt cac phép bién hinh clia mat
phing nhu: phép tinh tién, phép d8i xiing tdm, phép déi xiing qua
mot dudng thing, phép vi tu.

Phép ddng nhdt 1a mét phép bign hinh dic biét, noé bién moi
diédm M thanh chinh diém M. Phép déng nh#t thudng ki hiéu la e. Vi
moi diém M thude mit phing P, e(M) = M.

Ta da biét, tich cta hai song anh 14 mot song anh, nén tich hai
phép bién hinh clia mat phing P 1a mét phép bién hinh cla mat
phiang P; M&i phép bién hinh f caa P 1a song 4nh cha P, c6 phép dao
ngude ! cang 1a mot song anh ctia P, ta goi £ '1a phép bién hinh dao
nguce cha phép bién hinh fvaco: - ' ={".f=e.
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Ta c6: Tap hop tdt ca cde phép bién hinh cia mdt phang P vdi
phép todn tich hai phép bién hinh lam thanh mét nhém.

1.2. Tisd don cua ba diém thang hang

Dinh nghia: Cho ba diém A, B, C thing hang va déi mét phan
bict. Khi d6 ta c6 CA =kCB vdi k la mét s6'thue (k = 1) va s6'k duge
got l¢ tl s6 don cia ba diém A, B, C va ki hiéu la: (A, B, C) theo diing
thi te déa xde dinh. '

Ta ¢é: C la trung diém ctia doan thang AB khi va chi kRi:

(A, B, C) = -1

Chii y: Goi & 13 véc to don vi chi phuong ctia dudng thing AB,

ta 6 CA=%e vd CB=pe, trong dé A, p 13 cac sé thue. D8 tién dung

vé sau, ta ki hidu . = CA, p = CB, ttt CA =kCB ta ¢6 CA ¢ =
kCBe. Vavk = S0 e 1a ta c6 t s6 don (A, B, C) = S&  Luu § ring
CB CB

d diy, ta xét trén mit phing afin, nén ki hidu CA va CB dé chi cac

s§ thuc & va p sao cho CA=)e va Eﬁzplé, ma khong phai 1a d¢ dai
dai s8 cta doan thing.

Vi du: Dang ti s& ddn, dinh i Ta-let duge phat bidu nhu sau:

Cho tam gidc ABC, mét dudng thang d edt AB, AC tai D, E
tudng @ng. Khi d6: d // BC khi va chi khi (D, B, A) = (E, C, A).

Ching minh: Diéu kién can.

Gia st d//BC tie ED/BC suy ra:

DE = tB(

AD = tI?\_B', tie t, - (D, B, A);

AL =t,AC, tic t,_ (E, C, A).

DE = AE - AT do d6: tBC = t, AC—t. AT

suy ra: (¢ -t,)AC=(t - t, YAD
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Hinh 2
Do AD va AC la hai vectg doc 1ap tuyén tinh nén t — to=t — t,,

nghia la t, = t,.

. AD AR

Vay: (D, B, A) = (E. C, A). (Theo chi y trén ta ¢ thé viet 222 = 22,
AB  AC

Diéu kién du. Gid st et (D, B, Ay=(E, C, A), ta chitng minh DE // BC.
Liy diém D’ € AB sao cho ED’ #/ BC. Theo diéu kién can ta cé:
(D, B, A) = (E, C, A). Suy ra: (I)', B, A) = (D, B, A) nén D’ trung vé1 D.
Vay DE /BC.

Hinh 3 Hinh 4
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Tuong tu ta chiing minh duge dinh li:
Cho hai dudng thing d va d’ song song, ba diém A, B, C ndm

trén duing thcing d va ba diém A, B, C’ nam trén duing th&ng d.
Khi d6 ba duong thing AA’, BB, CC song song hodc dong quy khi va
chi khi (A, B, C)= (A", B, C).

Ap dung: Cho hinh binh hanh ABCD trén mat phang afin.
Dudng thing m song song vdi AB céit BC tai E cit DA tai F va dudng
thdng n song song véi AD cét AB tai G, cdt DC tai H. Ching minh cac
duong thang AC, EG va FH déng quy hoiic song song.

¢

Bai giai:
Goil=DAnEG, K=ACnn.
Xét hai tam giac KHC va KGA: vi HC song song vdi AG nén theo

dinh 1 Ta-lét, ta c6: 20 - AC Pyong tu xét hai tam gise IAG va
KH CH
EBG, ta ¢6; £= f‘__l
BG BE
Mét khélC: A—_G- = 2 pa A—_G
CH CH BG
Do dé gzﬂ,haygx_—:i
KH BE KH AF
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Ta ¢6 AD//GH, nén theo vi du 2, cac dudng thing AC, EG va FH
dinh ra trén hai dudng thidng song song nhiing doan thing ti 1&, vay
ching ddng quy hoic song song.

1.3. Phép bién hinh afin

Dinh nghia: Phép bién hinh f: P— P dugc goi la phép bién hinh
afin (hodc phép afin) néu f bién ba diém thing hang bdt ki thanh ba
diém thang hang va khong lam thay déi 1 s6 don ciia ba diém do.

C6 nghia 13, qua phép afin, bat ki ba diém A, B, C thing hang
thi Anh ctia ching A’ = f(A), B’ = f(B), C' = f(C) ciing thdng hang va ti
s don dude bao toan: (A’, B, C) = (A, B, C).

Vi du: Cac phép ddng nhit, phép tinh tién, phép vi ty la cac
phép afin cla mdt phdng afin. .

1.4. Cac tinh chit clia phép afin

a.  Phép bién hinh afin bién dudng thang thanh duong thing
That vay, gia st P — P la phép afin va d 1a mdt dudng thang
nao d6. L&y trén d hai diém phan biét A, B va d’ 12 dudng thang di
qua hai diém A’ = f(A), B’ = f(B). Mdi diém C ctia d khac véi A, B sé c6
anh ¢’ = f(C) ndm trén d’. Ngude lai, d& dang ching minh dudc ring
méi diém C’ trén d’ sé ¢6 tao anh 1a diém C trén d. Vay f(d) = d".
b. Phép afin bién hai dudng thdng cét nhau thanh hai dudng thdng cat nhau,
bién hai duong thang song song thanh hai dutng thang song song
That vay, gid st hai dudng thing a va b c6 Anh 14n lugt 13 2’ va b,
— Né&u a va b ¢4t nhau & diém M thi 4nh M’ cia M phai nam trén
a’ va ca trén b’, nén a' va b’ cit nhau tat M.
— Né&u a // b thi 2/ b, vi néu a’ va b’ cidt nhau tai M’ thia va b
phai ¢t nhau tai tao Anh M ctia diém M.
¢.  Phép afin bién doan thang thanh doan théng.
Cho doan thing AB, A’ = f(A), B’ = f(B). Khi d6, diém M bat ki
ctia doan thing AB ¢6 anh M’ thude doan thing A’B’ vi f bao toan ti s6
don: (A’, B, M) = (A, B, M).
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Tudng tu ta cé: Phép bién hinh afin bién tia thanh tia, bién nia
mdt phc‘%ng thanh nua mdt phcing, bién tam gidc thanh tam gide, bién
mién tam gidc thanh mién tam gide.

d. Gid s phép afin f bign bén diém A, B, C, D lan lugt thanh bén diém A, B,
C. D', Khi d6 néu AD =CD thi AB' =CD'.
That vay, x6t hai trudng hgp:
_ Trudng hop A, B, C, D khéng nim trén mot dudng thing.

Tit AB = CD suy ra ABDC 1a mét hinh binh hanh, do d6 A'BD'C’

ciing 13 hinh binh hanh (do tinh chat b néu trén) tic la AB =CD.
— Trudng hop A, B, C, D ndm trén cting mét dudng thing.

Khi d6 ta 1ay hai diém E, I khong nam trén dudng thzgmg dé sao
cho AB=EF=CD. Coi E’, F la anh qua f ctia E, F thi trd lai trudng
hgp trén ta c6 AR =EF=CD"

Hé qud: Qua mot phép afin, anh ciia mét hinh binh hanh la mot
hink binh hanh, anh ciia mét hinh thang la mét hinh thang, anh cia
trung diém mot doan thing la trung diém cta doan thing anh, énh
clia trong tam tam gidc ld trong tém cua tam gidc...

Vi du: Trén miét phing afin, qua phép afin f, anh caa ba duong
thing song song a, b, ¢ 1a ba dudng thang a’, b, ¢’. Chitng minh cac
giao diém cia cac cip canh tusnging M =ana, N=bnb, P=cn¢
thdng hang.

Hinh 6
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Bai giai: Do f 1a mét phép afin nén anh cla cdc dudng thing
song song a, b, ¢ 14 cac dudng thing song song a’, b, ¢’. Gid sit duding
thang MP cét dudng thing b tai Q.

Anh ctia M, P, Q 1 ba diém M’, P’, Q' thdng hang lin lugt thude
a’, ¢/, b’. Do f bdo todn ti 6 don nén (M, P, Q) = (M, P’, Q). Mit khac,
doa’ /i b/l ¢ nén (M, P, Q) = (R, S, N) (hinh 6). Do d6, (M, P, Q) =
(R, 8, N), suy ra N trang v6i Q. Vay M, N, P thing hang.

1.5. Phép bién ddi tuyén tinh lién két vdi phép afin

Ta ki higu P la tap hdp tdt ca cac vectd ndm trong mit phing
afin P, tic P 14 khéng gian vects hai chidu trén trudng s6 thue lién
két vdi mat phang afin P.

Cho f: P — P 1la mdt phép afin. Ta xidy dung phép anh xa
{: P - P nhu sau:

Véi mdi vectd bat ki ue P, ta c6 thé chon hai diém M. N trén
mit phang P sao cho MN =ii. Goi M’ = f(M), N’ = f(N) va &' = MN'.
Theo tinh ch&t d) néu trén, vects i’ duge xac dinh duy nhat bdivectd
e P, va khong phu thudc vao viée chon hai diém M, N. Vay, tudng
Gng v —> (' 12 mdt 4nh xa, ki hiéu 1a f (i) = G’ va d& thay rang f la
mdt song anh. -

Sau day ta chtng minh ring: { 12 m6t phép bién d6i tuyén tinh
cha P.

e Trudc hét ta ching minh véi moi s6 thuc k, ta cé: f(k{j) = ki(1).

DE thiy diéu dé ding véik =0,k =1, hay i =0.

Xét trudng hop 20, k=0, k = 1:

Gia sit AB=1u va AC=kii. Khidé, ba diém A, B, C thing hang,
cé anh qua phép afin f 14n lugt 1a A’, B, ¢ ciing thing hang va ti so
don dugde bao toan:



Do d6, ta c6:

Vay fkd) = kf()-

« Bay £id ching minh véi i va § thude P: f@ +v) =f) + ().

Ta 14y ba diém A, B, C sao choAB =1, BC=7, thi AC=1 +v.
Goi A’ = f(A), B’ = f(B), C' = f(C) ta cé:

Td AC =AD + B'C tasuyra fi +¥) =f@) + ((¥).

Vay f 1a mot phép bién d6i tuyén tinh ctiaP.

Phép bitn d6i tuyén tinh f duge goi la phép bién déi tuyén tinh
lién két véi phép afin f va nguge lai f dude goi 1a phép afin lién két vl
phép bién d8i tuyén tinh f.

Ta di dén dinh nghia.

Dinh nghia. Cho f: P —» P la mét phép afin. Goi M’ = {(M),
N’ = f(N), MN=d vi M'N' =u’. Phép bién déi tuyén tinh £ PP
530 chof(d):{j', dudce goi 14 phép bién déi tuyén tinh lién két véi
phép afin f va ngude lai £ duge goi 13 phép afin lién két véi phép bitn
déi tuyén tinh f.

B

oy
I

\J

i+ v

A?

Hinh 7

Vi du I: Phép dong nhit e: P - P ¢6 phép bién d6i tuyén tinh

lidn k&t Ia phép bién déi tuyén tinh déng nhdt e:P — P. Thyce vay,
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M = f(M) = M, N’ = f(N) = N, MN -1 vda MN =u, nén f(ﬁ):ﬁ, do
d6 f 1a phép déng nhat e: PP

Vi du 2: Phép tinh tién 7 theo vectd a c6 phép bién déi tuyén
tinh lién k&t 14 phép bién d8i tuyédn tinh déng nhite: P — P. Thuc vay:

Néu M = o(M) = M, N' = (N) = N, thi MM' = NN' = a, do dé
M'N' = MN, suy ra:
7 (MN):MN’ vay 7 la phép déng nhdt c: P> P.

Vi du 3: Phép vi tu @ tam I, ti s& k, ¢6 phép bién d6i tuyén tinh
1ién k&t 1a phép vi tu tuyén tinh @: P — P. That vay:

va ?f)'(ti) = ki, vay ta cé @ 1a phép vi tu tuyén tinh ctia P.

1.6. Xdc dinh phép afin

Pinh li: Cho hai diém T va I' cia mit phang afin P va cho phép
bign déi tuyén tinh { P — P. Khi d6 tdn tai phép hinh afin duy nhat {
litn két véi f va f(D) =T

Ching minh: Xét Anh xa f: P> P bién mdi diém M thanh diém
M’ sao cho f(ﬂ): I'M'. Ta chiing minh rang f 1a phép afin.

That vay, v6i ba diém bat ki A, B, C thang hang va (A, B, C) = k.
IA -kIB

-k

Khi dé. goi A’ = f(A), B = (1), C’ = f(C), c6b:

F(1R) = 1A% f (18) = 1B (1) = T

Taco 1¢ =

A -kI'B
1-k
chiing to rang A’, B, ¢’ thing hang va (A, B, C) = k.

Do f la phép bién doi tuyén tinh nén TC = . Pieu do
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Hinh 8

Vay f la phép afin va ro rang f(I) = T

Véi hai diém bat ki M, N cta P va M, N’ 12 anh cia ching qua f
ta co: f(I\/fﬁ) = f(Iﬁ —IIVI) =I'N'-TM = M'N'. Vay f 1a phép afin cla P
lién két véi phép bién déi tuyén tinh f da cho.

Phép afin { nhu trén 1a duy nhat. Tuae 1, gid st ¢6 phép afin
cia P, f(I) = I’ cing lién k&t véi phép bien d8i tuyén tinh § da cho,
thi £ trang v6i £. Thuc vay, véi diém M bat ki ciia P, goi M' = f(M) va

=[(M). Khi d6, vi f va f cting 1ién két v6i phép bign déi tuyén tinh

f nén: f(IM)_IM f(IM)_IM' suyra M” =M, vay ' =f.

Hé qua:

Cho hai tam gidc bit ki ABC va A’B’C’ thi bao gid ciing tén tai
mot phép afin duy nhdt f ciia P biéh A thanh A’, bién B thanh B’, bién
C thanh C.

That vay, vi A, B, C khéng thing hang nén hai vectd AB, AC la
dbc 14p tuyén tinh. Ciing vay, hai vectd AB, A'C' 1a doe lap tuyén
tinh. Ta ¢6 duy nhdt phép bién d6i tuyén tinh [P -»P sao cho
f(AB) = AR va ?(AC) = A'C'. Theo dinh ! trén, ta c6 duy nhdt phép afin
[hién két véi £ vaf(A) = A" R6 rang: fB) = B, #C) = C.

Vi du: Trong mit phéng afin, cho tam giac ABC. Tim s8 céac
phép afin bién tam gidgc ABC thanh chinh no.
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Hinh 9

Bai gidi:

Mbi hoan vi cha ba diém A, B, C dugc 14y 1am céc anh cua A, B,
C va do dé xac dinh mot phép afin bién tam giac ABC thanh chinh né.
S6 cac hoan vi nhu vay bing s& cac phép afin bién tam giac ABC
thanh chinh né.

1.7. Biéu thut toa dé cua phép bién hinh afin.

Cho phép afin f: P -» P, lién k&t véi phép bién déi tuyén
tinhf: P > P.

Ta chon mét muc tidu afin (0; i, ]) nac dé cia mit phing P. Gol
0" = {(0), va cac vectd i'= 'f(i), J=1(G) c6 toa do la: O' = (p;a),
1'=(a;b),}"=(d)-

Tic la: OO0'=pi+qj;i'=ai+bj; j'=ci+d).

Bay gid ta gid st déi véi muc tidu da chon, mdt diém M bat ki co
toa do va anh etia né M’ = f(M) ¢6 toa 4o (x; ¥'), Ta hiy tim sy lién hé
gitta (x; y) va (x; y)-

Ta co: OM =xi +yjvd OM'=xi'+y)'

Suy ra:

O'M' = f(OT/I) = f(xf +y§) =xi'+y]'= x(a‘i' +b3)+ y(c_f +d§).
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Vay: O'M;z(ax+cy){+(bx+dy)§ ™)

Mit khac O'M'=0M'-00’ =X';+y'j—(p{+qj), nén:
O'M'=(x'-p)i+(y'-q)j ")

So sanh (*) va (*¥) ta suy ra:
x'=ax+cy+p
y'=bx+dy+q

Biéu thiic néi trén goi 1 biéu thitc toa di ciia phép afin f déi vdi

muyc tiéu (O; 1, 3) Chi y rang hai vects 1 va j khong cdng tuyén nén

a ¢

ma tran (; SJ ¢6 dinh thiic khac 0, tic 1a ) —ad-be#0.

Ma tran A = (Z zJ gol 14 ma tran cta phép afin f d6i v8i muc

tiéu da chon.
Biéu thiic toa d6 ctia phép afin f ¢6 thé viét dudi dang ma tran:

(- 1
-

Vi du:

~ Phép déng nhdt cia mdt phing afin. Moi diém M clia mat
phang afin ¢6 Anh M’ = f(M) = M,

v

X'=x

Biéu thiec toa do 1a: {
y'=y

Ma tran ciia phép déng nhat: (I OJ
0 1

— Phép tinh tién ctia mdt phdng afin. Cho phép tinh tién theo
vectd u(a, b).
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Goi M'(x’, ¥°) 14 Anh cla M(x, y), thi MM' = u(a,b). T d6 suy ra
x'=x+a

. Ma tran cua
y'=y+b

c6 biéu thie toa dd cha phép tinh tién la: {

. e 1 0
phép tinh tién:

— Phép vi tzz. Cho phép vi tu tam I(x,, yo), t1s0 k (k = 0).
Goi M'(x’, ¥) 12 anh chia M(x, y), thi IM'=k.IM, suy ra phép vi
tu ¢6 biéu thic toa dé
{x'— X, = K(x - x;) <:>{x'zk)ﬁ-(l—}c:)xo
y'-yvo=k(y-vy,) (¥ =ky+(1-Ky,

Ta c6 ma tran cua phép vi tu (k = 0): (E 10)
<

1.8. Phép thau xa afin

1.8.1. Diém bat déng

Pidm M dude goi 1a diém bdt déng cha phép afin f; P > P néu
f(M) = M.

Theo hé qua ctia dinh li vé sy x&c dinh phép afin ta suy ra: Phép
afin 1a phép déng nhat khi va chi khi né ¢é ba diém bat dong khong
thang hang.

Ta thdy rang:

— Néu phép afin f cé hai diém bdt déng phdan biét A, B thi moi
diém nam trén duong thang AB déu la diém bat déng.

1.8.2, Binh nghia

Phép afin f duge goi 14 phép thdu xq afin néu c6 dudng thang
d sao cho moi diém cua d déu la diem bdt dong. Puing thang d goi la
truc ciia phép théu xa f.

Phép thiu xa f dude xic dinh néu bist truc d chia né va biét hal
diém tuong tng A va A' = {(A), trong dé A khéng nam trén d (do do A’
ciing khéng nam trén d va néu A va A’ trung nhau, phép thiu xa la
phép déng nhat).
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1.8.3. Biéu thire toa dd clia phép thdu xa _
(i4 st cho phép thiu xa f ¢6 true 14 dudng thing d va hai diém
tuong ung la A va A’ = f(A), (A khong thude d). Chon trén d hai diém
phan biét O va B, dit j=0A, i=0B, ta dudc muc tiéu afin (O; ;J)
A0, 1), B'=B(1, 0), A'(a, b).
Khi dé: f(O) = O = (0, 0),
(1) =00 - (1,0),]=1(})=0R = (a.b)

Vay dé1 vl mue tidu d6, phép thau xa afin cé6 biéu thie toa do

{x'=x+ay

nhu sau: _
' y'=by

Hinh 10

Chu y rédng b # 0, vi A’ khéng thube d.
Néu a =0, b = 1, phép thau xa 1a phép ddng nhit.

1.8.4. Tinh chat clia phép thau xa

Gia st cho phép thdu xa afin f khong phai 1a phép ddng nhat.
a.  Phuong thau xa

Néu diém M va d4nh M’ = f(M) khéng tring nhau thi dudng
thang MM’ ludn c6 phuong c8 dinh.

Phuong clia cac dudng thing dé goi 12 phuong thdu xq.

That vay, gia st M = (x, y), thi M’ = (x + ay, by).

Khi dé M‘M"=(ay,(b-1)y)=y(a,b_1). Vay, MM’ ¢6 phuong xAc

dinh bdi vects ula: b ~ 1),
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b. Truc thau xa

Hai duding thing tudng Gng m va m' = f(m) hodc cling song song véi
phuong thau xa, hodc cit nhau tai mot diém nam trén truc thiu xa d.

That vay: Truong hop dudng théng m song song vdi truc thiu
xa d thi anh m’ song song vdi d, vi d' trung véi d, nén m’ cling song
song véi d.

Trudng hop dudng thing m cdt truc thau xa d tai diém I thi m’
cat d’ (tie d) tai I' = f(I) = I. Vay m v& m’ ¢dt nhau tai diém I trén truc
thau xa d.

C. T/ s6 thdu xa

N&u M khéng phéi la diém bat déng va dudng thang MM’ eit d
tai diém M, thi (M', M, M,) = k, trong dé k 1a mét s8 khong d6i khde 0
va khong phu thuéc M. 88 k goi 14 ¢ s6' thdu xa.

Ching minh:

Néu M = (x, y) thi chon muec tidu afin nhu muc 3) & trén ta cé
M'= (x + ay, by). Diém M, nim trén d nén M, = (x,, 0). Ta ¢6 M, M,
M, thing hang va (M', M, M,) = k, tic M,M =kM,M, hay ta co :
X+ ay - x, = k(x - x,) va by = ky. Vi M khong thudc d nén y # 0 va do
d6 k = b khong phu thudc vao diém M.

d. Phép théu xa truot

A A

M M’

Hinh 11

Dinh nghia: Néu tén tai diém A ¢6 dnh A’ = flA) sao cho duong
thing AA’ song song vdi truc thdu xa d, thi phép thdu xa f duge goi la
phép thdu xa truot.



Khi d6, véi moi diém M va dnh M’ = f(M), ta c6 MM song song véi

truc thiu xa d.

Vi du I: Trén mat phéng afin cho tam gidec ABC. Xac dinh phép
afin f va tim di€m b&t dong cla f n&u bist f(A) = A, £(B) = C, f(C) = B.
Bai gidi:

Theo trén, bi€t dnh cta ba dim khéng thing hang A, B, C 12 A,
C, B nén phép afin f dugc xac dinh duy nhAt,

A

B M C
\

Hinh 12

Trung diém M ctia BC 1a mét diém bt dong cia f, That vay, néu
M’ = f(M) thi do f bdo toan ti s don: (BCM) = (CBM’) = -1, nén M’
cling Ja trung diém cta BC, vay f(M) = M.

Dudng trung tuyén AM c6 A, M 1a hai diém bat déng nén la
dudng thing gdm toan cac diém bat dong, do d6 f 1a mét phép thdu xa
afin, truc thiu xa 14 trung tuyén AM, phudng thau xa 1a BC, ti s6
thiu xa k = - 1.

Vi du 2: Phép co v& mot dudng thang.

Pinh nghia: Trong mdt ph&ng afin, cho duong théng d va vectd
v khong song song vdi d va mét s6'thuc k, (k = 0). Anh xq f ditge goi la phép
co vé dudng thing d theo vectd v va ti s6'k néu MM =kM,M (%), trong

d6 M, la giao diém cia duwing thing d va duong thing m di qua diém
M, c6 vecto chi phuong v,

Mbi phép co f vé dudng thing d theo vectd v va ti s6 k, (k # 0),
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1A mdt phép thau xa afin. Thue vay, ddng thac (*) ching to f 1a mot
song anh. Ta chon hé toa dé afin xOy, ¢6 truc hoanh Ox trung véi d,
truc Oy ¢ vetd chi phudng v.
Toa d6 cua cde didm M = (x, y), M’ = (x', ¥}, M, = (x, 0}, do d6 tu
dang thiic (*) ta cé:
X =X
{)" =ky

vél ma tran A = (l ](ZJ khéng suy bién vi k = 0 nén d6 1a bidu thic

toa d6 cua mot phép afin. Hon nia, dudng théng d gbm toan cac diém
bt déng va phép co 1a mdt phép thau xa afin truc d, ti s6 k.

Dac biét:

N&u k = 1, ta c6 phép dbng nhit cia mat phing afin.

Né&u k = -1 thi f dude goi 1a mét phép déi xitng xién, truc la d va
theo phudng cua vecto V.

y

M’
Hinh 13

1.9. Cdch dung anh ctia mét diém qua phép thdu xa

T cac tinh chit ctia phép thiu xa ta suy ra cach dung anh cua
mdt diém bat ki,

Gia stt cho phép thiau xa  e6 truc d va hai diém tudng Ung A va
A’ = f(A). Khi d6 anh M' ctia diém M dung nhu sau:
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1. Khi AA’ khéng song song vdi d.

Né&u M khong ndm trén AA’ thi qua A' dung dudng thing m' 4nh
cua dudng thang m = AM, (m', d va m déng quy hodc song song). Giao
diém ctia m' véi dudng thing qua M va song song vdi AA’ chinh 14 anh
M' cia M can dung (Hinh 14).

A

Hinh 14

Con néu M nim trén AA', thi ta dung dnh N’ ctia diém N khéng
nam trén AA’ theo cach trén, rdi dung anh M’ ctia diém M (thay hai
diém A va A’ biing hai diém tudng ang N va N').

2. Khi AA" [/ d (tire f1a théu xa trugt).
A N

|
Hinh 15a

- N@&u M khéng ndm trén AA’, goi I 14 giao diém cta true d véi
dudng thing AM, thi anh M’ cia M chinh 13 giao diém cha
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dudng thing IA’ véi dudng thang qua M va song song véi AA’,
(Hinh 15a).

- Néu M nim trén AA’ thi dé thdy rdng M’ 1a diém sao cho
MM' = AA" (Hinh 15b).

J I
Hinh 15b

1.10. Phén tich mgt phép afin thanh tich cua cdc phep thiu xa

Dinh li: Moi phép afin trén mdt phing P déu c6 thé phan tich
dude thanh tich cia khéng qud ba phép thdu xa. N6i khdc di, moi
phép afin dude xem la tich clia nhiéu nhdt ba phép thdu xa afin.

Chitng minh: Gia st phép afin f dude xdc dinh bdi ba diém
khéng thing hang A, B, C va 4nh cla ching A', B', C'.

L&y dudng thing d, ndo dé khong di qua A va A’ Goi f, Ia phép
th&u xa ¢6 truc l1a d, bién A thanh A', ki hicu B, = £,(B), C, = ,(C).
(N&u A triang A' thi ta bd qua phép f)).

LAy dudng thang d, nao dé di qua A’ va khéng di qua ca B, va B".
Goi f,1a phép thau xa 6 truc 1a d, bién B, thanh B'. Ki higu C, = £,(C))
(Néu B, triing B thi ta bd qua phép f,).

Goi d, 1a dudng thing di qua A" va B’ va f, 1a phép thau xa ¢b
truc 14 d, va bien C, thanh C' (dé thay C, khéng ndm trén d,: néu C,
trung C' thi ta bo qua phép ). Nhu vay tich f,of, ., 1a phép afin bién
A, B, Clan lugt thanh A, B, C' va do dé £ = [, -, ).
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Nhu vay, mdt phép afin dd cho duge phén tich thanh tich cua
khéng quéa ba phép thiu xa afin, hay néi khac di, dude xem la tich
cua nhiéu nhat ba phép thau xa afin.

2. Nhoém afin va hinh hoc afin
2.1. Nhom afin

Ta xét tap Af(P) gdm cic phép bién hinh afin clia mit phéng P.
Khi d6 Af(P) lam thanh mét nhém dét véi phép 14y tich hai phép afin, vi:

1) Tich cita hai phép afin 12 mét phép afin

ii)  Pao ngude ctia mdt phép afin cling 12 mbt phép afin.

iii) Phép déng nhat e 1a phép afin.
2.2. Tuong duong afin

Pinh nghia: Hink H goi la twong duong afin vdi hinh H', néu cé
mét phép afin f bién hink H thanh hinh W', tite la f(H) = H’.

Khi d6 ta ki hitu H ~ H'.

Tit dinh nghia, suy ra cac tinh chdt cia quan hé tugng duong afin:

a)  M®&i hinh H déu tuong duong afin vdi chinh né: H ~ H (suy

ti tink chd iii)) |

by  Néu H ~ H thi H' ~ H (suy ti2 i1)).

Bi vay ta c6 thé néi: Néu H ~ H thi hai hinh H va H' la tuong
dvong afin vdi nhauw.

¢) NéuH~H vaH ~H thi H~H (suy ti dicu kién 1)).

Vi du:

- Hai tam gide bat ki déu tuong duong afin (vdi nhauw).

- Hai hinh binh hanh bat ki déu tuong duong afin (vdi nhau).

- Hinh thang ABCD (védi hai canh day AB va CD) va hinh thang
A'B'CD' (vdi hai canh ddy A'B’ va C'D’) la tuong duong afin khi
va chi khi 2B L AB

Ch CD
~ Hai elip bdt ki déu tuwong dicong afin.
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Hinh 16a : Hinh 16b

That vay, gia sl ta cho hai elip E,; v E,. Chon muc tiéu afin (O, i, 5)
sao cho déi véi né phuong trinh cta E, ¢6 dang chinh téc x® + v* = 1. Chon
muc tiéu afin (O', 1, 5') sao cho dé1 vdi nd phudng trinh cua E; ¢
dang chinh tdc: x2 + y2 = 1. Goi f 14 phép afin bi&n muc tidu (o,i})
thanh muc tiéu (O‘,{'j'). Khi d6 néu diém M c6 toa d6 (x;y) déi vdi
muc tidu (o, i, }) thi diém M' = f(M) ¢6 toa db (x', y) d6i vdi muc tidu
(O',;',-j') mix =x;y =y.

Nhu vay, néu M(x;y) thudc elip (E,) tiec x*> + y*> = 1 thi anh
f(M) = M’(x’; y") d61 vdi muc tidu (O',E',]‘) thod mén x* + y?=1, do dé
M’ thude elip E, = f(E,), tic phép afin f bién elip E, thanh elip E,.

Vay E, va E, tudng dudng afin véi nhau.

- Tuong ty ta c6: Hai hypebol bdt ki déu tuong duong afin, hai
parabol bat ki déu tuong duong afin.

2.3. Batbién afin

2.3.1. Tinh chat afin

Dinh nghia: Mot tinh chdt nao dé ciia hinh H goi la tinh chét ofin
néu méi hinh H tuong duong afin véi H déu cé tink chat dé. Néi khde di,
tinh chdt afin clia mét hinh duge bdo toan qua mét phép afin bat ki.
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Vi du:

— Tinh chét thdng hang cha 3 diém, tinh chat song song, déng quy
clia cace dudng thang 14 cac tinh chat afin.

_ Tinh chét “la duwong bde hai c6 tam”, “la dudng thing tiép xic
véi duong béc hai” 13 nhiing tinh chét afin.

2.3.2. Khai niém afin

Dinh nghia: Mot khdi niém duge goi la khdi niém afin néu no
khong bi thay déi qua bdt ki phép afin néo.

Vi du: Cac khai niém afin: diém, duong thing, tia, doan thang,
géc, niza mgt phéng, tam gidc, mién tam gide, trung diém, duong
trung binh ctia tam gide, duimg trung tuyén, trong tam tam gidc, tu
gide, hinh binh hanh, hinh thang, ti s6 don cia ba diém thdng hang,
elip, hypebol, parabol, duing bdc hai,

e Mat phdng O-clit ciing 12 mat phéng afin, nén ta ciing xét cac
phép bién hinh afin trén mit phdng O-clit. Khi d6, ¢6 nhiing tinh
chit cta hinh khéng phai 1a tinh c¢hdt afin va c¢é nhiing khai niém
khéng phai 14 khai niém afin.

— Céc tinh chAit khong phai 12 tinh chit afin.

Vi du: Tinh chat “vuéng géc cia hai duding thdng”, cac tinh chat
“can”, “déu”, “vubng” cua tam giac; Cac tinh chat “la dwdng cao cia
tam gidc”, “la trung true cua mét doan thdng”, “la phéan gidc ctia mét
géc”... khong phai 14 cac tinh chit afin.

~ Céc khai niém khéng phai 1a khai niém afin.

Vi du: Cac khai niém: d¢ dai doan thang, dé lon cta gde, tam
gidc cdn, tam gide déu, tam gidce vudng; dudng cao, dudng phan gidc,
duong trung true, true tém cua tam gide, truc tam fam gide, tam
duong tron néi (ngoai) tiép tam gide; hinh vudng, hinh thoi, hinh
thang cdn, dién tich cde hinh, dudng tron, ...
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2.3.3. Bat bién afin

Dinh nghia: Cdc tinh chdt afin va cdc khdi niém afin duoc goi
chung la nhitng bat bién afin cia mdt phing. _

2.4.  Hinh hoc afin trén mat phang
Hinh hoc afin ciia mdt phdng afin la mén hoc nghién citu cde
bdt bién afin clia mdt phdng afin, ta con néi: Tap hop t6* cd bat bién
afin cita mét phdang P duge goi la Hinh hoc afin chia mdt phédng afin.
Nhu viy, Hinh hee afin chi nghién ctiu nhiing khai niém afin va
nhitng tinh ch4t afin, téic Hinh hoc afin khéng nghién citu cac khai
niém va tinh chit khéng phdi 1a cac khai niém afin va tinh chat afin.
" Chang han dinh li: "Ba dudng trung tuyén trong moi tam gidc
déng quy" 13 mét dinh 1f ctia Hinh hoc afin, con dinh i "ba duong cao
trong moi tam gidc déng quy" khéng phai la dinh 1i cia Hinh hoc afin
vi khai niém dudng cao khéng phai 1a m6t khai niém afin.

2.5. Apdung
Vi du 1: Trong mat phang O-clit, cho hinh thang ABCD, hai

day AB va CD (AB # CD). Tim mét hinh thang can A’'B'C’D’ tudng
duong afin vé1 ABCD.

Bai giai:

Qua D ké dudng thing song song véi canh BC céit AB tai E. Ta
ldy tam gidc cAn A'D'E’, (’A’ = D’E’). Khi dé, tén tai mét phép afin f
bién tam gidc ADE thanh tam gidc AD’E’. Liy B', C' 1in lugt la cac
anh ctia 3, C qua f. Do phép afin bao toan tinh chdt thing hang cia
ba diém va bio toin tinh chit song song cla hai dudng thang, nén f
bién ba diém thing hang A, E, B thanh ba diém thing hang A", E’, B,
va { bién hai dudng thing song song CB va DE thanh hai dudng
thdng song song B'C’ va E'D’.
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D C

A E B A 1% B
Hinh 17a  Hinh 17b

Do d6 D'E' = CB va theo trén ta c6 VA’ = D’E’, vay hinh thang
A'B'C'DY 12 hinh thang cén tuong dwong afin véi hinh thang da cho ABCD.

Vidu 2: Trong mit phéng afin cho tam giac ABC. Tim diém bat
ddng cua phép afin f bién cac diém A, B, C lan lugt thanh B, C, A.

Bai gidi: Do A, B, C khong thing hang nén c¢6 duy nhat mét
phép afin bién cac A, B, C 1an 1ugt thanh cac diém B, C, A. Trong tAm
G cha tam piac ABC ciing 1a trong tAm cta tam giac BCA, nén G la
diém b4t bat dong cna f. Diém bat déng G cia f 1a duy nhédt. Thuc
vy, gia st ¢6 diém G' khac G cing 1a diém bat dong cda f thi GG’ 1a
dudng thing gém toan diém bat dong cha f. Mat khac gia st GG’ giao
véi dudng thing BC tai I (n&u khéng thi GG’ giao véi canh AB hoic
véi canh AC), khi d6 anh cia I 1 giao diém I clia GG’ vdi dudng
thdng CA (I c6 thé trung véi B hodc véi C) rd rang 1a T khac I, tic I
khong phai 1a diém bat dong, ta di dén mau thuin.

A

Hinh 18
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§2. PHEP DANG CU CUA MAT PHANG O-CLIT

Trong muc nay ching ta xét cac phép bién hinh clia mit phing
O-clit, chd ¥ rdng méat phing O-clit cling 1A mit phing afin.

1.  Dinh nghia va tinh chat cia phép ding cu clia mit phing G—clit
1.1. Dinh nghia

Pinh nghia: Phép bién hinh f: P — P ciia mdt phing Oclit P
duge goi la phép ddng cu néu né khong lam thay doi khodng cdch giita
hai diém bdt ki ciia mdt phing O-clit P. Diéu d6 c6 nghia la: vdi hai
diém M, N tuy ¥ va dnh cia chiing M = fiN), N’ = fIN), thi MN = M’N".

Vi du: Céc phép dbng nhat, tinh ti&n, d8i xing tAm cta mait
phing O-clit 12 cic phép ding cu.

Trong chudng trinh Trung hoc phd théng, cac phép ding cu duge
goi 1a céac phép doi hinh.

1.2.  Tinh chat cta phép ding cu

Pinh li: Phép ddng cw la phép afin.

Chiing minh: Gia sit f 1a phép ding cy, va A, B, C 1a ba diém
phén biét thing hang, trong d6 diém B & gidia A va C. Ta chiing minh
ba diém A’ = f(A), B' = f(B), C' = f(C) thing hang va (A, B, C) = (A, B, C).

Theo dinh nghia clia phép déng cu ta ¢6 AB = A'B, BC = B'C,
AC=AC.ViBdgiita Ava Cnén AB+ BC=AC, do d6 AB' + B'C = AC.
Suy ra ba diém A', B!, C’ thdng hang, B’ d gita A’ va C', (A, B, O) = (A, B, C)).

Theo dinh li, ta thdy phép ding cu c6 moi tinh chit caa phép
afin. Ngoai ra n6 ¢on ¢6 nhitng tinh chat riéng sau:

o Phép diang cu bién mét tam gidc thanh mét tam gide bdng né.

That viy néu phép ding cu bién tam giac ABC thanh tam gidc
A'B'C’ thi do AB = A’B’, BC = B'C’, AC = A’C’ nén hai tam giac d6
bang nhau.
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« Phép déng cu khong lam thay d6i d6 lon ciia géc.

That vay, gia st phép ddng cd f bién goe xOy thanh géc ¥’ 0’y
Trén hai tia Ox va Oy 14n lugt 14y hai diém A va B khéc véi O. Goi
A’ = f(A), B’ = f{B) thi A’ va B’ l4n lugt nam trén O'x’ va O’y’. Vi Q' =
£(0) nén hai tam giac AOB va A’O’B’ bing nhau, do dé hai géc xOy va
x’'0'y bing nhau. '

o Mot phép afin fla ddng cu khi va chi khi phép bién di tuyén
tinh f lién két vdi fla bién d6i tuyén tinh truc giao.

G4 s £ 14 phép ddng cu. Theo trén, f ciing 12 mot phép afin, va
ta goi phép bifn déi tuyén tinh lién k&t cta f1a f. Cho hai vecto tiy §
AB=1, AC=7, v A’ = f(A), B’ ={(B), C’ = f(C). Th& thi

T=AB= f@), ¥=AC ={®)

Né&u 7 va v khéng cung phudng thi hai tam giac ABC va A'B'C’
bing nhau nén AB.AC=AB.AC hay 4.v= 4'¥'.

Né&u it va ¥ ciing phudng thi cac bo ba diém A, B, Cva A, B, C
thdng hang va ¢6 cing thit tu nén AB.AC :’A'B'_m‘ va do dé
Qv=u9'. |

Nhu vy, phép bién d6i tuyén tinh f béo toan tich vé hudng cia
hai vecto bat ki, nén f 12 phép bién déi tuyén tinh truc giao.

Ngude lai, néu f.la phép bién ddi tuyén tinh tryc giao thi véi
hai diém bat ki A, Bva A’ = f(A), B' = {(B) ta c6

ABAB= f(AB).f(AB) = A'B'. AB'.

Nhu vay AB = A'B’, nén f 1a mdt phép ddng cu.

e Tép hop Pe(P) tdt cd cdc phép ddng cu trong mdt phc%ng P lam
thanh mét nhém (d6 la mdt nhém con cia nhém afin Af(P)).
Thuyc vy, do tich clia hai phép ding cu 12 phép ding cy va dao

ngude cua phép déng cu la phép déng cy, suy ra tap hgp De(P) cac
phép ding cu trong mit phang P lam thanh mot nhém con cia nhém
afin Af(P).
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2.  Xac dinh phép ding cy

Dinh li: Néu hai tam gidc OAB va O’A’B’ bing nhau (OA = QA
OB = O’'B’, AB = A’B’) thi c6 phép ding cw duy nhét bién O, A, B
thanh O’, A’ B".

Chitng minh: Ta biét ring ¢6 phép afin duy nhdt bién O, A, B
thanh O’, A’, B’.

Ta chitng minh ring f 14 phép ding cu.

That vay, ta dat OA=1,0B= 3, O'A'=1, O'B'= j' ta duge hai
muc tiéu afin (0,1, §) va (0',1', "). Ta biét ring toa do ciia mdt diém
nio d6 d6i véi muc tiéu thit nhit (0,3, J) cling la toa d§ Anh clia né déi
véi muc tiéu tha hai(Q', i, j). Biy giv, 14y hai diém bat ki M, N va
anh ctia ching M’, N°. Gia stt d81 véi muc tidu (0, 1, j) ta c6 M = (x, ¥),
N = (x, y'); D61 vdi muc tidu (O, 1, 3) c6: M' = (x, y) va N’ = (X', ¥).

MN =(x'-x)i*+(y'-y)J* +2(x - x)(y' - y) 1]

Tuong tu M'N' :(x'—x)l +(y'—y)—j". Do dé:
MN* =(x-x)7 +(y -y) 52 +2(x - x)(y' - y) 1.5 -

Vi hai tam giac OAB va O’A’B’ bang nhau nén

I 08§ B0
Do d6 ta ¢6 MN = M'N’, vay f 14 mot phép déng cy.
Ta ciing néi: M6t phép déng cu diuge hoan toan xde dinh khi v

chi khi cho biét Gnh ctia ba diém khong thing hang.

3.  Biéu thirc toa dé clia phép ding cu

3.1. Biéu thut toa dé cua phép dang cu
Trong méat phing vdi muc tidu truc chudn (0,5, j) cho phép dang
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cu f. Vi f ciing 12 phép afin nén déi v6i muc tiéu &6, bidu thiic toa do
cua f ¢6 dang:

X'=ax+cy+p
y'=bx+dy+q

trong dé ' = f(}) =(a,b),j = f(]) =(c,d), 0'=f(0) = (p, @). Nhung { 12 déng
cunén f 1a bién ddi tuyén tinh truc giao, do dé if'l = |I‘I =1, ;_j' =0.
Tudésuyraa?+bi=c*+d*=1,ac+bd=0.
3.2.  Matran clia phép ding cu
Ma tran A= {z ;J ctia phép bign ddi tuyén tinh kién két f

duge goi 1& ma tran cta bién hinh f d8i véi muc tidu di cho. T cic
di€u kién a® + b2 =c?+ d?’=1,ac+ bd =0 cha a, b, ¢, d ta suy ra A lA
ma tran truc giao, tdc 12 A" A=A A' =1, véi

Lofro
270 1

Suy ra det A = 1 hodc det A = -1.

Dinh li: Néu déi vdi mét muc tiéu true chudn ndo dé, ma trgn
ctia phép dang cu f ¢6 dinh thite bdng 1 (hode —1) thi d6% vdi moi muc
tiéu truc chudn khde ma trin clia phép dcing ct [ ciing co dinh thitc
bang I (hodc -1).

Chitng minh: Giad st d6i véi cac muc tidu (0,3, ) v (O'3, )
ma tran cta f 14n lugt 13 A va A’. Goi ma tran chuyén muc tiéu 1a C
thi ta ¢6: A’ = CAC. Ma ma tran C 1a ma tran chuyén muc tidu truce
chufin nén ¢ detC = detC™! = +1, viy detA = detA’.

4.  Phép d&i hinh va phép phan chiéu
4.1. Dinh nghia

Cho phép ding cu f cé ma trén A d6i vdi muc tiéu tric chudn
(0, 1,3) nao dé
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Néu det A = 1 thi phép ding cu f goi la phép doi hinh
Néu det A = -1 thi phép dang cu f goi la phép phdn chiéu.

4.2. Biéu thuc toa dé cia phép doi hinh va phép phan chiéu
Theo trén, biéu thic toa d6 cta f ¢6 dang:
X'=ax+cy+p
{y‘ =bx+dy+q

trong dé
P ()= (ab). =F(7)=(a).

= f(0) = (p, ),
a’+b*=c*+d?’=1,ac+bd=0

v4l ma tran A «_{a ZJ 14 ma tran true giao.
b

Vay: Biéu thic toa dd cia phep ddi hinh d61 voi muc tiéu tryc
chudn ¢é dang:

X' = Xcos@ — ysing@ + p A= CosQ —SsIng cdet A=1
y' = Xsing + ycoso +q sing  cos

Biéu thitc toa dé cia phép phdn chiéu déi vdi muc tiéu truc
chudn ¢é dang:

:xcosq)+ysmq)+p, A cosp  sine  detA = -1
y' = Xsing - ycosg + sing  —cosg

4.3. Tich cua cdc phép doi hinh va cdc phép phan chiéu

Dinh li: Tich cta hai phép doi hinh hodc tich hai phép phdn
chiéu la mot phép doi hinh. Tich cia mét phép doi hinh va mdt phép
phan chiéu la mét phép phan chiéu.

Chitng minh: Dinh l duge suy ra dé dang do tich ma tran cla
tich hai phép bién hinh bing tich cic ma tran va det(AB) = detA.detB = 0
vi detA = 0, detB # 0.

iy



Hé qua: Tdp hop cdc phép doi hinh ldp thanh mét nhom, goi ld
nhom doi hinh ctia mét phang O-clit,

Cha y: Tap hgp cac phép phan chiéu khéng déng kin d81 vdi
phép lay tich nén khéng lap thanh mdt nhém.

5. Phép dai xing truc
5.1. Binh nghia

Trong mdt phang O—clit P cho duing théng d.

Anh xa f: P —> P bién mé&i diém M thanh M’ dude goi 14 phép déi
xling true véi truc 12 dudng thing d, néu:

— Piém M thuée d thi M tring véi M
— Piém M khong thudc d thi dwong thing d 1o trung trie clia doan

thiang MM .

Tt dinh nghia ta thdy phép d6i xiing truc cé tinh chdt déi hop,
titc 12 tich cia mot phép &81 xting truc véi chinh n6 14 phép déng nhat
clia mat phang O—lit P:

b.D= D2 - e
5.2. Biéu thuc toa dé cua phép déi xiing truc

Chon muc tiéu truc chudn xOy, véi truc Ox triing véi truc d6i

xiing d, biéu thic toa d6 ¢la phép d61 xtng true f 1a:

X'=x
{y' =y
Ta c6 det A = -1, vy phép d81 xting truc 12 mdt phép phdn chiéu.
5.3. Phan tich mét phép ddng cuthanh tich cdc phép déi xting truc
Dinh 1i: Moi phép dfing cu déu ¢6 thé phan tich duge thanh tich
cia khdng qua ba phép déi xtng truc. Néi khac di, moi phép ddng cu
dude xem 14 tich cua nhiéu nhit ba phép déi xing truc.
Chitng minh: Cho phép ding cu f x4c dinh bdi anh A, B, C’
ctia ba diém khéng thing hang A, B, C, khi d6 AABC = AA'B'C’. Gia
st A’ khong triing véi A, ta goi d, trung truc cla doan thing AA’ va
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D, 12 phép d6i xtng truc véi truc 12 d,. Goi anh cia A, B, C lan lugt 1a
A’, By, C;. Néu B’ khéng trung B, thi ta goi d, 13 trung truc caa B,B’
va D, 1a phép d6i xiing c6é truc d,. Diém A’ thudc 4, vi tir A'B, = AB
(qua phép 461 xting D;) vd AB = A’B’ (qua phép déng cu f) c6 A'B, =
A’B’. Phép déi xting truc D, bién C, thanh C,, nén bién tam giac A’'B,C,
thanh A’B’C,. Ta xét phép déi xitng truc D, ¢6 truc 14 trung truc d; chia
doan thang C,C'. Lap luan tudng tu nhu trén ta thiy A’, B’ thude d,, do
dé phép d8i xing truc D, bién C, thanh € va bién tam giac A'B'C,
thanh A’B’C’. Vay, tich céc phép déi xting true Dyo Dyo D, ciing 14 mét
phép ding cu, dude xac dinh bdi dnh A’, B, C’ ¢la ba diém khéng thing
hang A, B, C, nén d6 chinh 14 phép ding cu f d3 cho:
f=D,D,0D,.

Trong céc l4ap luin & trén, néu A’ = A, hodéic B = B,, hode C' = C,
thi cé thé bd qua céc phép d6i xiing tuong dng D, hoidc D, hodc Ds.

Nhu vay, ta ¢6 thé xem mot phép ddng cy f 12 tich nhiéu nhat
cua ba phép déi xitng truc. Binh li dude chitng minh.

Ta biét phép d6i xiing truc 12 mét phép phan chifu va tit dinh li
trén ta suy ra:

Hé qud: Moi phép doi hinh déu la phép déng nhdt hode la tich.
cua hai phép d6i xing truc. Moi phép phdn chiéu déu la mot phép dét
truc hode la tich cua ba phép déi xing truc.

6. Dang chinh tic cta phép dgi hinh clia mat phang O-clit
6.1. Phép tinh tién .

Dinh nghia: Phép bién hinh f: P — P goi 14 phép tinh tién theo
vectd v, néu véi moi diém M va M’ = f(M) ta cé: MM = v .

Phép tinh tidn cia mit phing O-clit 1a mot phép ding cu.

Phdn tich mét phép tinh tién thanh tich cia cdc phép doi
xung truc.

D_inft li: Tich hai phép déi xing truc cé cdc truc song song la
mét phép tinh tién. Nguge lai moi phép tinh tiéh déu cé thé phén tich
thanh tich cua hai phép déi xiing truc cé cde truc song song.
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Hinh 19

Chiing minh: Gia st cho céc phép déi xing truc D, va Dy, ¢6 truc
lan lugt 1a cac dudng thing a va b ma a//b. V4i diém M bat ki, goi
M’ = b (M), M” = B,(M") = D,-D,(M). Khi d6, néu H la trung diém cha
MM’ va K 1 trung diém ctia M'M” thi:

MM = MM + M'M" = 2(HM' + MK) - 2HK
D& dang thiy ring 2HK =v khong phu thude vio diém M, vay
tich P,.D, 1 phép tinh tién theo vectd 2v.

Ngudge lai gid st t- : P — P12 phép tinh tién theo vectd v.

L&y dudng thing a vuéng géc véi v va b 12 Anh clia a qua phép

tinh tién theo vecto % thi theo chiing minh trén ta ¢é t.= D, D,.

Hé qud: Moi phép tinh tién ciia mat phdng O-clit déu la phép
dot hinh.

6.2. Phép quay i
Pinh nghia: Cho diém O c6'dinh va mét géc luong gidc .
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Anh xa f: P — P duoe goi la phép quay tdm O vdi géc quay @ néu
fbién diém M thanh M’ sao cho

i) OM=0M

it) (OM, OM'}) = ¢, véi (OM, OM’) la ki hiéu chi goc lugng gidc
¢6 tia ddu la OM, tia cudi la OM.

Ki hiéu: Phép quay tAm O véi gée quay ¢ 1a Q(O, ¢)
Chit ¥: Tam O cia phép quay Q(O, ¢) 1a mot diém bét déng ctia né.
Phép quay tam O ¢6 gée quay 0° 1A mét phép dong nhit

Phép quay tdm O cd géc quay 180° 14 mdt phép doi xting tAm O.

6.3. Phén tich m¢t phép quay thanh tich cta cdc phép ddi xung truc

Dinh li: Tich hai phép déi xitng truc ¢6 hai truc cdt nhau la mét
phép quay.

Nguoe lai méi phép quay déu cé thé bang nhiéu cdch phan tich
thanh tich cia hai phép d6i xitng truc cé truc cit nhau.

Ching minh: Gia st D, va D, 14 hai phép déi xing truc cé truc
12 a va b cit nhau tai O. Véi diém M bat ki khéng tring vol diém O,
M' = D (M), M" = D,(M') = P,.D,(M). Khi d6 OM = OM". Mat khac, goi
H, K 14n lugt 1a trung diém ciia MM' va M'M", ta c6:

(OM, OM™ = (OM, OM") + (OM’, OM")
= 2[(OH, OM") + (OM’, OK)]
= 2(0H, OK) = ¢
R& rang 12 goéc lugng gide (OH, OK) chi phu thudc hai dudng
thdng a va b d& cho va khéng phu thudc vao diém M, do d6 goc lugng
giac ¢ khong d6i khi diém M 18y tuy y trén mat phing O-clit.
Ngoii ra D,ob,(0) = 0.
Vay DyoD, 12 phép quay tam O va géc quay o.
Nguge lai, gia st Q 1a phép quay tdm O, véi géc quay ¢. LAy hai
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duong thing a, b di qua O sao cho géc (a, b) = g, vagorBD,vaD I

cic phép d81 xdng cé truc 1an lugt 13 a va b, theo chitng minh trén ta
c¢6 Q = D,-D,. Pinh i duge ching minh.

Hinh 20

Hé qua: Moi phép quay déu la phép doi hinh.

6.4. Dang chinh tac cua phép ddi hinh

Cha ¥ rang phép déng nhit duge xem 14 mdt phép tinh ti€n vdi
vectd tinh tién v = 0 hofic xem 13 mdt phép quay véi goc quay bing
khéng. Hon niia, theo trén, moi phép d&i hinh déu 14 phép ddng nhit
hodc la tich cta hai phép d61 xiing truc, nén ta c¢é dinh i sau:

Dinh li: Moi phép doi hinh déu la mét phép tinh tién hodc la
mot phép quay.

Nhu vay moi phép ddi hinh ¢la mit phing O-clit déu dua vé
mgt phép tinh tifn, hoic mét phép quay (hode phép doéng nhat), nén
phép tinh tién va phép quay dude goi 1a cde dang chinh tdc ctia phép
ddi hinh.

Vi du: Tim dang chinh téc cla tich mét phép d6i xing tam véi
mot phép tinh tién.
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Phép d6i xitng tdm va phép tinh ti€n chia mat phidng G-clit déu
12 cdc phép doi hinh, nén tich cia mét phép doi xtng tdm véi mot
phép tinh ti€n 14 mdt phép ddi hinh.

. Ta tim dang chinh téc ctia phép d3i hinh nay, ki hidu la f.

Gia st cho phép déi xding tdm O va phép tinh tién theo vectd u:
t.: P> P

Hinh 21

Anh ctia diém M bat ki qua phép d61 xting tAm O 14 M’; anh cua
M’ qua phép tinh tién t. 1a M". Goi I la trung diém ctia MM”, ta cé:

o OM+OM® OM+(OM'+M'M") M'M'_u
2 2 22

nén diém I & dinh khéng phu thudc vao diém M da chon. Dang chinh
tdc clla phép ddi hinh f da cho 1a mot phép quay c6 géc quay 180°, (tic
1a mot phép d61 xting tam I).
6.5. Phép déi xung truot ctia mat phang O - clit

Dinh nghia

Tich clia mét phép doi xing c6 truc d va mot phép tinh tién theo
vectd v song song vdi true d duge goi la phép d6i xing truot clia mdt
phc‘%ng O -clit.

Gia siz P la phép dét xing truc ¢6 truc la d va T la phép tinh
tién theo vecto v, v song song véi d. Ta dé thdy: TP =D.T.

Puong thing d goi la truc cia phép doi xing truot, vectd v gol
la vecto triot.



Dinh li: Tich cia mét phép dét xing truc va mét phép tinh tién (hodc
mét phép tinh tién va mot phép déi xing truc) la phép doi xiing trugt.

'Chfmg minh: Gia st f = ToD), trong d6 T 12 phép tinh tién theo
vectd u bat ki va D la phép d8i xtng c6 truc d. L&y hai vectd v va w

sao cho u=v+w, vl v // dva w L d. N&u goi T' va T" 1a cac phép

tinh tién lan lugt theo vects vva w thi ta cé:
T =T'oT"

<l

Hinh 23

Phan tich phép tinh tién T" thanh tich cua cie phép d6i xing
true: T" = D'oD, trong d6 P' 12 phép 461 xting c6 truc 1a dudng thing 4,
vai d' /f d.

Vay, do tinh ch4t két hgp cta tich cac anh xa va tinh d6i hop
cua phép déi xting truc, ta cé:

f=TH =(T.T)D=T«(D.D).D = (T".-D) . (b-D) = T".D’,
d6 13 mdt phép doi xitng trugt truc d’, vectd trugt v song song véi d’.

Ciing vay, tich cia mdt phép d61 xlng truc véi mét phép tinh
tién 12 mot phép d61 xding trugt. Tudng ty ta duge:

Dinh li

Tich ciia médt phép doi xitng truc va mét phép quay (hodc mot
phép quay mot va phép déi xing truc) la phép dot xitng trugr.

64



Chitng minh: Ta da biét ¢ thé phéan tich duge phép quay Q
thanh tich cia hai phép déi xting true D,, D,, 14n lugt co céc truc d,,
d, cit nhau tai I va chon D, ¢é truc d, song song véi truc d cua phép
do1 xiing D. Do d6, f 1a tich cua ba phép déi xing truc, trong dé cé hai
truc song song, tic f 14 tich cla mét phép tinh tién va moét phép dd
xting truc: f= Po(D,D,) = DD, D,=ToD, Vay theo trén, f 1a mit
phép db1 xng trugt.

6.6. Dang chinh tic ctia phép phan chiéu

Dinh li: Moi phép phdn chiéu déu la phép d6i xidng trugt.

Chitng minh: Ta da biét, moi phép phan chifu ciia mit phéng
O-clit 12 mét phép doi xiing truc hodc 1a tich cia ba phép d61 xing truc.

Trudng hgp phép phan chiu 1a mdt phép dsi xing true, thi duge
xem la m6t phép déi xiing trugt véi vects trugt 14 vectd khong.

Xét trudng hdp phép phén chiéu f 14 tich ciia ba phép déi xtng truc.

a. Néu trong dé ¢6 hai phép do6i xing truc cé truc song song: khi
d6 f 14 tich cia mét phép d6i xing truc véi mot phép tinh tién, theo
trén f la mot phép déi xdng trugt.

b. Né&u ca ba truc clia ching déu cit nhau déi mét: khi d6 f 1a
tich ctia mdt phép quay Q v6i mdt phép dbi xing truc P, nén {14 mot
phép dd1 xing trugt.

Nhu vay, moi phép phan chidu cia mit phing O-clit déu dua vé
mdt phép dé1 xing trugt, dude goi 1a dang chinh tdc ctia phép phéan chiéu.

N,

d

(%)
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7.  Nhém ding cu va hinh hoc O-clit
7.1.  Nhom dang cu

Ta da bidt ring, tap hop cac phép déng cu trong mit phing lam
thanh moét nhém, goi 14 nhém ding cu trong mat phing, ki hidu 1a Dc(P).

7.2.  Hai hinh bang nhau

Dinh nghia: Hinh H dugc goi la tuong ditong ding oy (hay vén
tat 12 ddng cu) vdi hinh H' néu cé phép dang cu bién H thanh H'.

Hinh H tusng duong ding cu véi hinh H’ ¢on duge goi 14 hinh H
béng hinh H' va ki hiéu: H = H".

Vi Be(P) 12 m6t nhém nén dé dang suy ra:

i) Moi hinh H déu bdng chinh né: H = H.

i1) Né&u H =H'thi H' = H ( boi vay ta con néi hai hinh H va H'

bang nhau).
i) N&uH=H'vaH =H"thiH=H"

7.3. Hinh hoc O-clit
Dinh nghia:
~ M3t tinh chit nao d6 cla hinh H goi 13 tink chdt ding cu hay
tinh chdt O—clit néu moi hinh H' bdng H déu c6 tinh chat dé.
- Mot khai nigm duge goi 1a khdi niém ding cu hay khdi niém

O-clit néu né duge bdo toan qua bat ki phép ding cu nao.

— Céc tinh chét ding cy va cac khai niém ding cu goi la cac bat
bién ding cu hay bdt bién O-clit.

Mén hoe nghién cu cic bit bién ding cu (hay tap hop cac bat
bién ding cy) ctia mat phang goi 1a Hink hoc ciia nhém ddng cu hay
go11a Hinh hoc O-clit.

Hinh hoc G-clit phong pht hon Hinh hoc afin: Moi bat bién cla
nhom afin déu 1a cac bat bién clia nhém ding ey, nhung ngude lai ¢é
cac bt bién cha nhém ding cu néi chung khéng phdi 1a cac bit bign
caa nhém afin. Hinh hoc O-clit khéng chi nghién effu eac tinh chat
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afin cua cac hinh, su tuong dudng afin cua cic hinh... ma con nghién
cltu ca cac tinh ch&t ding cu eha cae hinh, sy bing nhau cla cac
hinh...

Vi du: Cic khii niém song song, hinh thang, hinh binh hanh, ti
s6 don clia ba diém hang hang... 1a cac khéi niém afin.

D& dai, sd do gée, hinh vudng, hinh thoi,... 12 cidc khai niém
O-clit;

Cac tinh chat ctia cac phén gidc, dudng cao, trung truc cua tam
giac la cAc tinh chit O-clit clia tam gide; Dinh li Ta-1ét va dinh li
Py-ta-go déu 1a cac dinh I{ cta hinh hoc O-clit;

Tuy nhién, dinh li Ta-1ét cing 14 dinh l{ cia Hinh hoc afin, con
dinh 1i Py-ta-go thi khéng phai 14 dinh li cia Hinh hoc afin.

74. Ap dung

Trong mit phéng O-clit, dé ching minh mdt bai toan afin hay
mét dinh 1i ctia Hinh hoc afin ¢6 nhién ta ¢6 thé chi dang cac kién
thitc cia Hinh hoc afin (goi 14 phudng phap afin), nhung cang co thé
dung cac kién thuc ciia ca Hinh hoc afin va ca cia hinh hoc O-clit dé
chitng minh mét bai toan afin. G bac phd théng, ta thudng diang cac
ki€n thitc ctia Hinh hoe O—clit trong chitng minh bai toan afin, cu thé
la st dung cac thé hién O-clit cua cac khai niém afin, sau dé ding
cac dinh 1f ciia Hinh hoe O-clit dé giai.

Chéang han, ta ¢ ti s& don (ABC) = A

CB
Néu ta xét trong Hinh hoc afin trén mdt phdng, ki hiéu CA va CB ¢

12 mét khai niém afin.

ddy dé chi cac s6 thue 2 va usao cho CA =he va CB=pe, ma khong
phai 14 d¢ dai dai s6 cua doan thing CA, CB, nhung trong hinh hoc
O-clit trén mit phing, CA va CB chinh 14 cac d6 dai dai sé elia cac
doan thiang CA va CB, va ti s6 don (A, B, C) ¢6 thé hién O—clit la ti s6
ciia cde dé dai dai so cta hai doan thiang CA va CB trén cing mdt

truc s6 vdi veetd don vi e. Xét cac vi du sau.
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Vi du 1. Trén mdt phang Oclit, quy tich trung diém céc day
cung song song vdi nhau cua mdt duong elip la mét day cung di qua
tam cua elip.

Cdch chitng minh 1: (Chi dung kién thitc Hinh hoc afin). Trén
mat phing O-clit, cho elip E c¢6 phudng trinh chinh téc x* + y* = 1 déi
v6i mot muc tidu afin nao d6. Goi MN 1a ddy cung thay dé&i cia E,
luén ludn song song vdi nhau, néi cach khac: ducng thdng MN c6
vectd chl phudng {i = (a,b) ¢6 dinh. Goi trung diém caa MN la I(x,, y,).

N(x,— at, yo— bt). Vi M va N nim trén E nén: (x, + at)> + (y, + bt)? =
(% — at)® + (yo — bt)* = 1. '

Suy ra: 4(ax, + by,)t = 0, vi t # 0 nén ta cé: ax, + by, = 0. Nhu
vay diém I ndm trén dudng thing ¢6 phuong trinh ax + by = 0 di qua
tAm cta elip. Tuy nhién I phai ndm trong hodc trén elip nén quy tich
I 1a méot dudng kinh ctia elip.

Cdch chitng minh 2: (Dung ca kién thdc cia Hinh hoc Oclit).
Diing phép bién hinh afin f bién elip E thanh dudng tron C, ta chi can
chitng minh dinh li trén d&i véi dudng tron: Got O 1 tiAm cia dudng
tron va I 1a trung diém ctia day cung MN thi OT L MN, nén quy tich I
1a dudng kinh ciia dudng tron (vudng géc véi MN).

Vi du 2: Dinh li Mé-né-la—uyt.

Cho tam gide ABC, cac diém P, Q, R (khéong trung véi A, B, )
lan lugt thude cac dudng thing BC, CA, AB. Ching minh:

P, Q, R thang hang khi va chi khi tich cde ti s6 don (B, A, R).
(C,B,P).(A,C, Q=1

Néi khéac di, ching minh:

P, Q, R thing hang khi va chi khi -F—E % B:_I—;-

PB QC RA
* Cdach chitng minh I: (Chi diing kién thtte Hinh hoc afin).

Chitng minh di¢u kién can:

=1 (%)

Gia stt P, Q, R thang hang, titc cung thudc mdt dudng thing d.
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Ta ching minh:
(B,A,R).(C,B,P).(AC,Q=1

iB
RA

Tacd: (B, A, R) =

Hinh 25
K& dudng thing d’ qua A va song song vdi d cit AB tai diém C..
Theo dinh 1f Ta 16t 4p dung cho tam giac RBP (c6 CC"//PR) va
tam giac CAC (c6 QR /1 CCY), ta cé:
RC. A c@=@CcRrR= 22
B RC'

Vay: (B, A, R) (C, B, P).(A, C, Q)= RC RaA RB_
RB RC RA

*Cdch chirng minh 2: (Ding céc kién thic hinh hoc Celit)

(C,B,P)=(C,B,R) =

1

Chitng minh diéu kién cdn:

Hinh 26
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Cac diém P, Q, R thing hang. Ha tir A, B, C cac dudng vudng
gée xubng dudng thing d di qua P, Q. Goi a, b, ¢ 1a khodng cdch tit A,
B, C dén dudng thing d. Tl cac cap tam gidc vudng déng dang: PBB’
va PCC”; QBB va QAA’; QAA” va QCC’, ta tinh duge cac ti s6 don:

C,B,P=2S
( )= =
A CQ=-2
. C
(B, AR =_2

a

Nhan v& véi v& cac ddng thic trén ta duge
B,AR.C,BPL.AC Q=1

Y nghia ciia phuong phdp nay lé dua thém cong cu mdéi — cbng cu
cua Hinh hoc O-clit, dé giai quyét cAc bai toan afin (duge xét trong
mit phing G-clit).

Chiing minh diéu kién di:

Gia su (B, A, R).(C, B, P).(A, C, Q) = 1 (*), ta chiing minh P, Q, R
thang hang. Thuc vay, goi R’ 13 giao diém cla dudng thing PQ véi
dudng thing AB. T P, Q, R’ thing hang va theo diéu kién cAn ta c6:
(B, A, R).(C, B, P).(A, C, Q) = 1 (**).

Tit hai ding thitc (*) va (**) ta suy ra (B, A, R) = (B, A, R), nén
R’ trung véi R. Vay P, Q, R thing hang. ,

Ta biét rang hai hinh tugng dudng afin thi ¢6 cac tinh chat afin
nhu nhau, chidng han ta da biét, trong mit phiing afin, hai tam gidc
bat ki 1a tuong dudng afin nén ching ¢ cac tinh chat afin nhu nhau.

Trong thuc hanh giai toan, khi xét trong mit phing O-clit, diéu
d6 van con:ding vi mat phang O-clit cang 14 mit phdng afin, do dé
mét tam gidc déu (hay mot tam gidc vudng, ...) 1a tuong duong afin
vi1l mdt tam gide thuong bt ki nén ching ¢é céc tinh chat afin nhu
nhau (con cac tinh chat khong phai la tinh chat afin thi khic nhau).
Vi vay, ta c6 thé xem xét mdt bai toan vé tam giac déu 6 cac tinh
chét afin nao d6 va suy ra tam gidc bt ki ciing ¢6 cae tinh chat afin
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nhu thé, diéu cin thiét 1a phai biét rd d6.c6 ding 1A tinh chit afin hay
khong. Xét vi du sau: _

Vi du 3: Trong mat phéng O-clit, cho tam giac bat ki ABC va
cac diém M, N va P 14n lugt thude cide canh BC, CA va AB sao cho céc
ti s6 don sau bing nhau:

B,C,M)=(C,A N)=(A, B, P)

Chiing minh trong tdm clia cic tam gidc ABC va MNP tring nhau.

Bai giai:

Theo 14p luan trén, ta chi cAn chiing minh cho truong hgp tam
gidc ABC 14 tam giac déu vi cac khai niém ti s§ don, trong tam cuia
tam gidc néu trong bai toan 1a cac khai niém afin. Ta diing céc kién
thitc cta Hinh hoe O—clit dé gidi bai toan nay. Goi G 12 trong tAm cua
tam gidec ABC. Xét phép quay Q tdm G, géc quay 120°. Q bién A, B, C
lan luot thanh B, C, A. Do (B, C, M) = (C, A, N) = (A, B, P) nén phép
quay Q bién M, N, P thanh N, P, M. Suy ra tam giac MNP la tam giéc
déu va nhan tdm quay G la trong tAm. D6 1a diéu phdi ching minh.

B'

Hinh 27

(Méi tam gidc bat ki déu tiong duong afin véi mot tam gide déu)
Chit y 1: Ta thdy, trong cich ching minh trén § vi du 3, ta dé
chitng minh bai toan ding trong trudng hop riéng (xét tam giac déuw),

71



roi suy ra bai toan vdn ding trong truing hop téng qudt (d8i véi moi
tam gidc bt ki). Cach chiing minh d6é néi chung 14 trai véi cach suy
luén théng thudng, nhung 6 ddy cach dé lai 1a ding vi ta d3 ching td
duge méi tam giac thudng bat ki ABC va tam giadc déu A’'B'C’ 1a hai
hinh twong dwong afin va tinh chit cin ching minh tudng ting trong
mé1 hinh ld tinh chdt afin.

Chi ¥ 2: Ta c6 thé chiing minh bai toan trén béng phudng phap
afin, tdc 1a chi dung cac kién thic cta Hinh hoc afin. Chang han,
dung phuong phdp toa dé afin hodc dung bién hinhk afin (xem vi du 2,
muc 2.6: Ta da biét diém bat dong cla phép afin 12 duy nhit; Hay
chiing minh phép afin f bién cic diém A, B, C lan lugt thanh B, C, A
c6 diém bat déng 14 trong tdm G va f ciing bidn cac diém M, N, P lan
lugt thanh N, P, M, suy ra trong tdim G'clia tam giac MNP ciing 1a
diém ba't dong cha f).

§3. CAC PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG

1. Dinh nghia va tinh chat cta phép déng dang
1.1. Phépvity

Dinh nghia: Cho s6’k # 0 khéng ddi, va cho diém O ¢6'dinh clia
mdt phing P. Anh xa f: P — P goi la phép vi tu tam O, ¢ 56’k néu no
bién diém M bat ki thanh diém M’ = (M) sao cho

OM'=kOM.
Ta c6: Phép vi tu tAm O t1 58 k = 1 13 phép déng nhat.
Phép vi tu tdm O ti s6 k = -1 A phép d6i xitng tAm, tAm 12 O.

1.2. Phép déng dang

Dinh nghia: Cho s6'k > 0. Anh xq f: P-» P duge goi la phép
dong dang ti s6'k néu né bién hai diém M va N tuy ¥ thank hai diém
M = fiM) va N’ = f(N) sao cho khodng cdch ciia chiing théa mdn hé
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thue: M'N' = k.MN.
Theo dinh nghia, phép ding cy la phép ddng dang ti sd k = 1,
con phép vi tu tdm O ti sd k 14 phép dong dang ti s6 |k|
Dé dang thay rang:
- Tich hai phép ddng dang véi ti s8 k va k' 14 phép dong dang véi
ti s6 k.k'.
— Dio npuge chia phép dong dang ti s6 k 1a phép déng dang ti 0 %

— Tap hop cac phép ddng dang clia P 1a thanh mt nhém, goi la
nhém dong dang ctia P, ki hiéu 1a Bd(P).
1.3. Phan tich mét phép déng dang

Dinh li: Moi phép déng dang déu phan tich duge thanh tich cua
mét phép vi tw va mot phép dang cu (hodc tich cita mdt phép ding cu
va mgt phép vi tu).

Chitng minh: Gia st f: P— P la phép dong dang t1 s6 k > 0.

- Ta 14y mét didm O nao d6 va goi V 12 phép vi tu tdm O ti s0 k.

2 - ki ~ -~ ” . ~ Rl ~ 1
Phép ddo ngude V'ctia V 1a mat phép vi tu tam O t1 80 T

Khi d6 tich D = foV™! 1a phép dong dang ti s6 1 nén 14 phép dang cu.

Vay foV™! = D, hay f = DoV. Vay f la tich cia phép vi ty V va
phép ding cu D.

— Tuong ty, tich D' = V' «f 13 mot phép diing ey nén f=V:D".

1.4. Tinh chéit cua phép déng dang

Tit chc tinh chit da biét eha cac phép vi tu, ding cu va ti dinh I
trén ta suy ra:

Pinh li: Phép déng dang la mot phép afin.

Qua mét phép dong dang anh cua duing thing la duong thing,
dnhk clia tia la tia, dnh cia doan thdng la doan thing, dnh ctia mét
goc la gée c6 cieng s6 do, dnh ctia mét tam gide la tam gide dong dang
vdi no, anh cua duong tron la duong tron...
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2.  Biéu thirc toa dé cta phép déng dang
2.1. Biéu thit toa dg
Trong mat phing O-clit P d& cho muc tidu trye chudn (OIE)
xét phép déng dang f: P — P véi ti s6 k > 0, k # 1. Ta da biét:
f=D.V, trong d6 V14 phép vi tu tAm O tisd'k, con D 14 phép dang cu.
Né&u qua phép vi ty V anh ctia diém M(x, y) 1a diém M,(x,, y,) thi:

{xl =kx
Y= ky
N&u qua phép dng cu D anh clia didm M, (x,, y,) 1a diém M'(x, y) thi:

X' =ax, +cy, +p
y =bx, +dy, +q

trong ¢6 ma tran A = (a SJ la ma tran truc giao, tic la A" A = [,.
b

Hon nita det A = £1.
Nhu vay, biéu thiic toa dé ciia phép dong dang f ddi véi muc tidu
da cho 1a: _
X' =kax+key+p
{y' =kbx+kdy+q
vA ma tran cta phép dong dang { ¢6 dang k.A, trong d6 k 1a s thuc va
A 'la ma tran truc giao.

2.2. Phép dong dang thudn, phép ddng dang nghich
Ma tran chia phép dong dang f ¢6 dang k.A, trong d6 k 14 s thuc
va A 1d ma tran truc giao, det (kA) = k* hodc det (kA) = ~k* (k > 0).
Chu y rang khi déi muc tiéu trye chudn, biéu thic toa do cha
phép ddng dang sé thay déi, titc 12 ma tran cta né ciing thay déi. Tuy
nhién dinh thic clia ma trin cia phép dong dang khong d6i, ludn
ludn béng k* hoac - k% (k > 0).
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Pinh nghia: Phép déng dang goi 14 déng dang thuan néu ma trin
ctia n6 (d61 véi muc tidu truc chuin) ¢é dinh thiic duong: det (kA) = k? va
dudc goi la phép déng dang nghich néu ma tran c6 dinh thic dm: det
(kA) = -k* (k > 0).

Chit 3. Theo cdc két qud trén, ta c6: Phép déng dang thudn la
tich ciia mot phép vi tw va mét phép doi hinh (hodc tich cua mét phép
doi hink va mét phép vi tw). Phép déng dang nghich la tich cua mét
phép vi tu va mét phép phdn chiéu (hodc tich cua mét phép phan
chiéu va mdt phép vi tu).

3. Dang chinh tic cla phép déng dang
3.1. Diém bét déng
Pinh li: Moi phép dong dang véi ti s6 k = 1 ludn c6 mot diém
bat ddng duy nhAt.
Chitng minh: Gid st d6i v6i mét muc tidu truc chuén nao dé,
phép dong dang f ¢6 bidu thuc toa dé:
x'=kax+key+p
y'=kbx+kdy+q

Diém M(x, y) 12 diém b4t dong khi va chi khi toa d6 (x, y) cia né
]la nghiém cua hé phudng trinh tuyén tinh:

{x:kax+kcy+p _ {(ka—l)x+kcy+p:0

y = kbx + kdy + q kbx + (kd -1}y +q=0

Hé phuong trinh trén ¢6 dinh thuae:
D = (ka -1)(kd - 1) - ke.kb = k*(ad - be) + 1 - k(a + d).
Hai trugng hop c6 thé xdy ra:

C

+ N¢u f 1a phép déng dang thuan thi A = (2 .

] 14 ma trian truc

giao ctia phép doi hinh, nén A 14 ma tran tryc giao:
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A= [cos(p —sm(pj’ tacé ad —be =1 va a=d = cosg.
sing  cosg
Khidé D =k*+ 1 - 2kcosp. Vik>0vak=1nénk®*+ 1> 2k do

dé D > 2k(1 ~ cosp) hay D > 0.
Chii y: v8i k > 0 va k # 1, xét ddu tam thic bac hai

D = k*~ 2keos¢g + 1 ta cling ¢6 D > 0.
+ Né&u f la déng dang nghich: ciing nhu trén (; Z} la ma tran caa

mdt phép phan chidu nén ta ¢6 ad — be = -1 va a = -d = coso.

Khidé D=-k*+ 1vavik#1nénD =0,

Trong ca hai truong hgp: D # 0, nén hé phugng trinh trén luén
¢6 nghiém duy nhat, vay moi phép déng dang déu c6 diém bat dong
duy nhat.

3.2. Phién tich mot phép déng dang

Dinh li: Moi phép déng dang thugn f, voi ti s6'k > 0, k = 1, (tite f
khéng phai la mot phép ddi hinh), déu phdan tich duoe thanh tich cia
mdt phép vi tw tam O ti s6' k va mdt phép quay co tém quay tring vdi
tam O cua phép vi ti (hodc tich cua mét phép quay cé tam quay O va
mot phép vi tw ti s6 k, tdm tring vdi tam O ciia phép quay). Tich hai
phép do duge goi la dang chinh tdc ciia phép dong dang thudn f.

Ta néi dua mét phép dong dang thuin f vé dang chinh tdc cé
nghia 14 phin tich { thanh tich ecia mét phép vi tu tam O ti s§ k va
mét phép quay ¢6 tAm quay trang vdi tAm O clha phép vi tu.

Chitng minh: Gia s f 12 phép déng dang thuan, tis6 k>0, k #
1. Goi O la diém bat déng cta f: £(0) = 0. Ta ¢6 thé phan tich f= DoV,
trong d6 V 1a phép vi tu tdm O t1 5§ k ¢dn D 14 phép dai. Vi V(0) =0
nén D(0) = O, vay phép doi D ¢6 diém bat dong O nén né 1a phép
quay tAm Q. Hién nhién trong trudng hop nay DV =V.D.

Dinh li: Moi phép déng dang nghich vdi ti 56" k>0, k =1, (tic f
khéng phai la mét phép phan chiéu), déu phdn tich dwoc thanh tich
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cua mot phép vi tw tém O ti s6'k va mot phép d6i xiing true cé truc d
la dudng thang di qua tam O cua phép vi tu (hodc tich cia mot phép
déi xitng true d va mét phép vi tw tam O i s6'k, ¢6 tém O ndm trén
truc d cia phép dé6i xitng). Tich hai phép do6 duge goi la dang chinh
tdc cia phép déng dang nghich (véi k> 0, k = 1).

Ta néi dua mot phép déng dang nghich  vé dang chinh tdc c6
nghia 1a phan tich f thanh tich cla mét phép vi tu tam O ti s8 k (vdi
k>0, k =1)va mdt phép d61 xting ¢6 true 12 dudng thing di qua tim
0 cua phép vi tu (hoic tich cia mdt phép d6i xiing truc d v mt phép
vi ty tam O tis8 k, ¢6 tAm O nam trén truc d caa phép dé1 xing).

Chitng minh: Gia sit 1a f phép déng dang nghich ti s6 k = 1. Goi
0 14 diém b4t dong caa f: f(0) = O. Ta cb thé phan tich f= DV, trong
dé V 1a phép vi tu tam O t1s6 k, cdon D 12 phép phan chidu. Vi V(O) = O
nén O ciing 12 diém bat déng cia phép phan chidu D. Suy ra D 1a
phép 461 xiing truc ¢6 truc di qua 0. Hién nhién DoV =V.D.

4. Nhém dang dang va hinh hoc cliia nhém d8ng dang
4.1. Hai hinh déng dang
Ta da bist tap hop DA(P) cha cac phép dong dang lam thanh

mét nhém. N6 1a nhém con ctia nhém afin Af(P) con nhém dang cu
De(P) lai 1a nhém con ctia nhém BA(P).

Dinh nghia: Hinh H goi 12 twong duong dong dang hay déng
dang v6i hinh H' néu ton tai mét phép déng dang £ bién H thanh H'.

Vi Dd (P) 14 mét nhém nén:
1) Moi hinh H déu déng dang vdi chinh né.

ii)  N@&u hinh H déng dang véi hinh H' thi hinh H' déng dang
véi hinh H.

ii1)  Hai hinh ctiing déng dang véi hinh thi ba thi déng dang véi
nhau.
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4.2. Bét bién dong dang

Pinh nghia:

— Mdt tinh chét cua hinh H duwge goi la tinh chdt dong dang néu
moi hinh déng dang vdi H déu c6 tinh chdt dé.

- Mgt khai niém duge goi la khdi niém déng dang néu né khong
thay doi qua bt ki phép déng dang nao.

- Cdc tinh chdt dong dang va cdc khdi niém déng dang duoc goi
chung la cde bat biéh ciia nhém déng dang hay bét bién déng dang.

4.3. Hinh hoc cua nhém déng dang

Dinh nghia: Mén hoc nghién citu cde bét bién déng dang goi la
hinh hoc ciua nhom dong dang (hay hinh hoc déng dang). Ta ciing goi
tap hdp tdt cd cde bdt bién déng dang la hinh hoc déng dang.

Ta da biét, nhém ding cu De(P) 1a mét nhém con ciia nhém
dong dang Dd(P), nhém déng dang Dd(P) lai 14 mot nhém con cia
nhém afin Af(P), nén: Hinh hoe ctia nhém dong dang phong phti hon
hink hoe cia nhém afin nhung khéng phong phi bing hinh hoc ciia
nhom déng cw. Céc tinh chat, khai niém ctia Hinh hoc O-clit ma
khéng phii la khai niém afin dude goi 12 ede tink chdt O-clit, cdc khdi
niém O-clit.

Vi du: D§ dai cia doan thing, cac tinh chat gée noi tiép cla
duong tron 1a cdc khai nidém O—clif va tinh chat O-clit. Hinh anh truc
quan la cic phép dong dang bdo toan hinh dang cfia hinh (tuy lam
cho kich thuée cta hinh c6 thé thay déi), con cac phép afin thi khong
bdo toan hinh dang cta hinh, ma anh cia moét hinh chi con giéng na
n# hinh dé (afin theo y nghia ciia tit géc 14 gidhg nhaw vé bén ngodi ).
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Chuong 3

HINH HOC XA ANH

§1. MAT PHANG XA ANH

1. Mo dau
1.1. Diém vé tin

Trong Hinh hoc afin va Hinh hoe O-clit trén mit phing, khai
niém song song cla hai dudng thang déng vai tré quan trong. Ta ¢6
dinh nghia: Hai dudng thing a va b (trén mit phing) goi 12 song song
néu ching khong ¢6 diém chung.

Nhidu khi thay vi néi: “Hai dudng thing a va b song song”,
" ngudi ta con noéi: “Hai dudng thing a va b cit nhau ¢ diém v6 tan
(hodc 1a & diém xa v tan)".

Khéi niém diém vé tén chi 1a mot cich néi quy ude, né khong co
that trong mit phing O-clit. Didu d6 tudng tu nhu trong tap hgp cac
s8 thue, khéng ¢6 s8 i ndo ma binh phuong ctia né biang -1 (tic la
i =—1), bdi vay ta goi né la sé do. Tuy nhién sau khi di@ md rong

trudng s thue R thanh trudng s8 phiec C (C o R) thi moi s6 thuée C

d&u c6 dang a + ib (vdi @, b € K), va goi 1a mot s& phite. Nhu vay s6 i

ciing 12 mot s phitc (@ = 0, b = 1) va i binh ddng nhu moi s& phiic

khac ctia C, nhu vay déi véi € né khéng con 1a “sé do” nia.

1.2.  Mét phang afin mé réng

Goi A 1a miét phang afin (tdc 12 mit phéng, trén d6 ¢6 Hinh hoc
afin hay Hinh hoc O-clit). Trén mbi dudng thing afin théng thuong a
ta b8 sung thém mot “diém v6 tan” duy nhit ma ta ki hiéu 1a a_, xem

diém d6 niim trén a. Ngodi ra ta quy uéc nhu sau:
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+ Néu hai dudng thing a, b song song véi nhau thi hai diém vo
tdn a, va b, cta ching trung nhau.
+ Tap hop cac diém vb tan goi 1a “dudong théng vé tan”, ki hidula A.

Mat phing A sau khi di b8 sung thém cac diém vé tan duge ki
hi¢u 12 A, va goi 14 mdt phdng afin mé réng.

Bing cach nhu vay, hai dudng thing a, b phan biét déu cé diém
chung, diém d6 13 diém théng thudng cia A néu a va b khéng song
song, va 1a diém v6 tan néua va b song song. Ngoai ra dudng thing a
va dudng thiang A ciing ¢6 diém chung duy nhat dé 14 diém a_. Nhu
vay ta ¢6 ménh dé “Hai duing thcing phén biét trong P luén luén cdt
nhau tai mét diém duy nhdt”

1.3.  Mat phang xa anh
Bay gid néu chung ta quy udc goi cac phan ti cia tap hop A la
diém (titc 13 khong phan bidt cic diém thong thudng va cac diém vé
tan) thi tap hop A trd thanh mgt phing xa dnh. Trong mit phing xa
dnh A ta c6 ngay hai ménh dé dau tién sau day:
1. Ludn luén c6 mot duong thc‘zgng di qua hai diém phan biét cho trude.
2. Hai duong thdng phan bigt ludn ludn ¢6 mot diém chung duy nhat.
Ménh dé 1) bao gom nhiing ménh dé sau day ctia mat phing
afin mé réng:
+ Qua hai diém phan biét thong thudng 6 mét dugng thing duy nhat.
+ Qua diém thong thudng A va diédm vo tan p_(cua dudng thdng
b} ¢6 mét dudng thing duy nhat. Dé chinh 13 dudng thing di
qua A va song song vdi b,
+ Qua hai diém v6 tan phan bigt 6 duy nhit mot duong thing. Dé
la duong thé’mg vd tin A, theo quy ude.
Mgnh dé 2) bao gom cdc ménh dé sau day ctia mat phing afin
md ring:
+ Hai dudng thang phan biét va khéng song song thi ¢6 diém
chung duy nhit.
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+ Hai dudng thdng song song thi ¢6 chung diém v tan duy nhat.
+ Mot dudng thing théng thudng e va dudng thing vo tan A ¢

diém chung v6 tan duy nhét 1a diém a..

Nhu vay, trong mat phdng xa anh khéng ¢6 khai niém song song
vi moi cip dudng thing déu c¢6 diém chung. Béi vay hién nhién cing
khéng ¢6 khai niém hinh thang, hinh binh hanh, hinh thoi, hinh chiz
nhét, hinh vuéng.

3. Sau nay ta sé thiy, trong hinh hoc xa dnh cling khéng cé cac
khai niém: duong tron, khodng cdch, goc, dudng trung tuyén cua tam
gidc... va vi vy ¢6 vé nhu ndi dung cia hinh hoe xa anh kha nghéo
nan. Nhung thuc ra hinh hoc xa anh chiia dung nhitng ménh dé rét
dep dé, rit phong phd va phic tap, nhitng ménh dé ma O-clit da bo
qua khéng chu y téi, vi c6 1&8 hudng cha y cta 6ng tap trung vao
nhitng van dé cé lién quan d&n métric (tic 1a d6 do). Mot 6 dinh I
“khéng métric” dia dude Pappus d’Alexandri tim ra vao thé ki IV trude
Céng nguyén. Vé sau hai nha toan hoc Phap la G. Desargue
(1593-1661) va B. Pascal (1623-1662) da tim ra nhiéu dinh li khac.
Trude d6 mét s6 nha hdi hoa, didc bidt 1a Leonardo da Vinci dd xét van
dé theo quan diém ctia phép chiéu xuyén tam.

Nha toan hoc J. Kepler la ngudi diu tién dua ra khai niém diém
v6 tAn vi xem mit phéng xa anh nhu 13 mit phang afin b8 sung thém
duong théng v6 tan. Hai nha toan hoc V. Poncelet va Von Staudt lan
d4u tién x4y dung hinh hoc xa 4nh nhu mét mén hoc doc 1ap, va tu db
¢6 thé xem mit phang afin nhu 12 mit phing xa anh bd di mét duong
thing nio d6. Cudi cing vao ndm 1899, M. Pieri da x4y dung hinh
hoe xa Anh bing phudng phép tién d&. Cac nha toan hoc tiép theo da
dé nghi cac hé tién dé c6 khic déi chiit véi hé tién dé caa M. Pieri.

2. Mit phing xa anh

Mit phéng xa anh 13 mot trudng hop cia khéng gian xa anh n
chidu (khi n = 2). D& xay dung khéng gian xa anh tong quat, phudng
phap tién 1gi 12 ding khéng gian vectd. Dudi ddy ta sé trinh bay cach

xdy dung d6, va cac tinh chit dinh 1i ca hinh hoc xa anh déu dude
chitng minh dua vao cac két qua da biét vé khong gian vectd.
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2.1. Dinh nghia mat phang xa anh

Cdc ki hiéu:

Cho V** ! (R) 14 khéng gian vectd n + 1 chifu trén trudng so
thuc R; néu khong sg bi nhdm 14n, ta sé diung ki hiéu V°*'. Véin > 0,
ta ki hiéu [V"*'] 14 t4p hdp cac khéng gian vectd con 1 chifu ctia V'L
Nhu vay cdc phin t& cua [V**'] 14 cac khong gian vectd con V', trong
khi dé céc phan tit cia V'l1a cic vects cung phudng véi modt vectd
4 = 0 bdtkictang, tic 12 V' = k{a véi moi ke R}.

Dinh nghia: Mot tdp hop P duoe goi khong gian xa dnh n chiéu
néu c¢é mét song dnh p : (V'] 5 P,

Khéng gian xa dnh 2 chiéu con goi la mdt phdng xa énh.

T nay vé sau, ta chi néi dén mat phang xa anh. Nhu vay: mdt
phing xa dnkh la tip hap P vdi song dnh p: [V’] - P.

Vi dinh nghia mét phing xa dnh P khéng tach roi song anh p va
khéng gian V°, nén ta con ki hiéu diy dn mit phdng xa anh P 1a bd
ba (P, p, V*), V*® dugc goi 1 khéng gian vecto lién két v6i mit phéng
Xa é’}nh P bdi song anh p.

Theo dinh nghia trén, hién nhién chinh [V?] 1a mét mat phing
xa anh (1&y p 14 4nh xa déng nhat), va cac song anh p chuyén “cfu
tric” mat phing xa anh ctia [V?] 1én cac tap hop P khac.

Vi V'3 day 1a khéong gian veeto trén trudng s6 thuc V’(R), nén
mit phdng xa anh dinh nghfa nhy trén ciing goi 14 mdt phdng xa dnh
thye, ki hidu 1a P(R) khi cAn phan biét.

2.2.  Diém va duong thing ctia mat phang xa anh
a.  Diém cia mat phang xa anh

Cac phan tl cha mit phing xa anh P goi 1a diém. Cac diém cta
P duge ki hidu 1a A, B, C, M, N...

Qua song anh p: [V — P, mdi diém A ctia P cé6 mot khong gian

vectd con V' elia V¥ ma p (V') = A. Khi d6 vectd G0 bat ki cGia khong
glan con V' dude goi 13 vecto dai dién cho diém A. Nhu vay, hai vecto
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i, b= 0 cha V? dai dién cho ciing mét diém caa P khi va chi khi
chung ciung thudc mét khéng gian con V!, tite 1a tim duge k khac 0, dé
i = kb, tic i, bphu thudc tuyén tinh. Ngude lai hai diém phén biét
cua P duge dai dién bdi hai vectd dde 1ap tuyén tinh ctia V2.

b.  Bubng thang frong mat phdng xa dnh

Xét mit phang xa anh P 1ién ké&t véi khéng gian vectd V* bdi
song dnh p. Néu V* 1a mét khong gian veetd con hai chiéu cita V*thip
([V?] ) dude goi 1a mot duong thang cua P, va duge ki hiéu la a, b, d,
m, n... Gia stt @ = p ([V?]), th& thi, theo dinh nghia chung ctia khong
gian xa anh, song 4nh p Wy [V'] - a sé& lam cho a trd thanh mét
khéng gian xa anh 1 chiéu.

Nhu vay, diém va dudng thing trong mit phéng xa anh dugc
xem 12 cdc khong gian xa anh con 0-chiéu va mét chiéu ciia khong
gian xa'anh hai chiéu.

Cling véi i do trén, cac dudng thing cla mit phing xa anh con
goi 1& cic dudng thdng xa anh, khong gian vectd V2 chinh la khéng
gian vectd 1ién k&t véi dudng thang xa anh p([V3]).

2.3. Tinh chéat cua dudng thang trong mat phéng xa dnh

Dinh nghia: Trong mat phing xa anh (P, p, V°) cho diém A ¢6
dai dién 14 vectd & va cho dudng thing m lién két véi khong gian
vectd con hai chiéu V2 Khi dé néu i thudc V? thi ta néi ring diém A
thude duong thang m, hoac diém A ndm trén duong thdng m, hodc
duwong thang m di qua diém A, hodc dwing thing m chita diém A...

Tir cac dinh 1f cia khong gian vectd, ta ¢6 ngay cac két qua sau
clia mat phing xa anh :

Dinh li I: Qua hai diém phén bigt A, B ¢6 mot va chi mét duong
thing, ki hidu la AD.

That viy, hai vects ddc 1ap tuyén tinh a,b dai dién cho hai diém

phin biét A, B xac dinh mft va chi mot khéng gian vectd con V, (cip
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vectd {4, b} chinh 12 mot ¢ 86 ctia khong gian V2 dé). Khi d6 m = p([V?)

la dudng thang duy nhat di qua A va B.

Dinh li 2: Trén méi duwing thing ¢6 v6 s6 diém.

D6 la do trong moi V* ¢6 v6 s§ vects khac 0 déi mot déc lap
tuyén tinh.

Né&u {4,b} 1& mét ca s§ ctia V2, thi céc diém M ctia dudng thing
d = p([V?] 6 dai dién 14 cic vectd % = qd + pb véi(a, B = (0, 0).

Dinh li 3: Hai duong thang phan bist ludn 6 mét va chi mét
diém chung (khi d6, ta néi chiing cit nhau tai diém chung do).

D¢ 1a do: Hai khéng gian vectd con phan biét V* va U? ciia khéng
gian veetd V" ludn ¢6 giao 1a mét khéng gian veetd con mét chidu.

2.4. Dinh li bo-ddc (Desargues)
Cdac dinh nghia:

— Céc dudng thing cing di qua mdt diém goi 1 cdc duong thing
dong quy.

- Cac di€m ciung ndm trén mét dudng thing goi 1 cde diém thc%ng
hang.

- Tap hgp gém ba diém A, B, C khong thing hang va ba dudng
thang AB, BC, CA néi ching goi 1a mét tam gide, ki hidu la tam
gide ABC, cac diém A, B, C goi 1a cdc dink, cic dudng thing AB,
BC, CA goi 1a cac canh cta tam giac.

BDinh li Do—ddc: Cho hai tam tam gide ABC, A'B’C’ ¢6 cdc cdp
dinh twong ing phan biét va cdc canh tuong ung phdn biét. Khi do
néu cdc duong thang AA’, BB, CC’ néi cde dink tuong ng dong quy,
thi giao diém clia cdc cdp canh tuong iing BC ve B'C’, CAva CA’, AB
va A'B’ thiang hang va nguge lai.

Chitng minh: Phan thugn (h.28). Gia sl ba dudng théng AA', BB,
CC dong quy tai didm S. Ta gid s S ¢6 vectd dai dién 14 §, va cac diém A,

B, C, A’ B, C’ ¢6 cac vectd dai dién 14n lugtla &, b, ¢, a', b, ¢'.
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Vi S thude ca ba dudng thing AA’, BB, CC'nén ta ¢6 :
§ = ad+0'a' =Pb+p'b =yE+y'E"
Tit d6 suy ra ad —ph=p'b'—a’'a’ va néu ta dat
ai-pb=p'b-a'd =f
thi f dai dién cho giao diém F clia hai dudng thing AB va A'B’.
Tuong tu nhu thé ta cé: vectd Bb—vé = y'f:'; B'h' = d ladai
dién cho giao diém D ctia hai duong thang BC va B'C’, vecto
yé-ad=oa'd'-y'¢' = ¢ la dai dién cho giao diém E cta hai dudng
thang AC va A'C’.
Vi e +d +f =0 nén ba vects d6 ciing thudc mdt khdéng gian

vects V2 va do dé ba diém D, E, F théng hang.

Hinh 28

Phén ddo. Dé chitng minh phan dao, ta goi S = BB~ CC va ap
dung k&t qua phin thuin cho hai tam giac FBB', ECC’ thi suy ra S,
A, A’ chinh 1 céc giao diém ctia cdc cip canh tudng Gng cia hai tam
gidc d6. Vi vay, cdc diém S, A, A’ phai thing hang, tie 13 cdc dudng
thing AA". BB CC dong quy tai 8.



3. Cac md hinh cla mit phing xa anh
3.1. M3& hinh vecto

Nhu da néu 6 muc 2. §2, 14y p 1a 4nh xa déng nhat cha [V?] vao
chinh né thi [V®] 14 mét mé hinh cia mat phing xa anh. Khi d6, méi
khong gian vectd con mét chiéu V? ¢lia V* 1a mét diém va mdi tap hgp
[V?] ctia mdt khéng gian vectd con V2 ctia V2 1a mdt dudng thing. Tap
hgp [V?] goi 1a mé hink vecto ciia mat phing xa anh.

3.2. M3 hinh sd'thuc |

Ta xét cac b gbm ba s6 thyc (a,; a,; a,) khong ddng thdi bang
0. V8i m&i b ba s8 thyc nhu thé ta ki hiéu (a, : a, : a,) 12 ldp tat ca
cac b ba (ka, ; ka,; ka,) v8i k0. Ta ki hiu % 1a tap hop L4t cé

cac 18p néi trén va xay dung mét anh xa p: [V)] - R nhu sau:

Trong V*chon mét cd sd nao d6. Néu V! 1a khong gian con mét
chiéu sinh ra bdi vectd a (khac 0) va a 6 toa dd (a,; a,; a,)thita
dat p(V') = (a,: a, : a,)(d5i véi cd s da chon).

Dé thay rang p la mgt song anh, va vi vay R 12 mét mat phfomg
xa anh lién két véi V? bdi song anh p.

Ta dé thdy réng trong khong gian V* véi cd sé da chon, mbi
khéng gian vectd con 2 chiéu V? 1a tap hop cac vectd co toa dé thoa
man phuong trinh tuyén tinh thuin nhat dang u x, + ux, + ux, =0,
trong d6 cic hé s6 u, , u, , u, khéng déng thoi bing 0 (c6 nhién hai
phuong trinh tuong duong cung xac dinh mot V2. Tix do ta suy ra:
Trong mé hinh R méi duong thang 1a mdt phuong trinh néi trén, va
ngoai ra, diém (a, 1a,: a,)thudc dudng thing U, X, + W,X, + UgX, =0

khi va chi khi w2, +u,a, +u,a, =0.

3.3. MG hinh bo

Xét khong gian afin ba chidu A® lién két vai khéng gian vectd
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V3. Goi O 1a m6t diém tuy chon ctia A% va xét tip hop B gém tét ca
cac dudng théng ctua A’ cung di qua diém O (h. 29). B duge goi 1a b6
duiong thang tam O clia A%,

Ta thiét lap anh xa p: [V’] —» B nhu sau:

Véi mdi khong gian con V! ctia [V¥], ta cho tng véi dudng thing
cia B ¢6 phuong 12 khéng gian V' dé.

Ta thiy ngay p 12 mdt song anh, va do dé6 B 12 mot mat phang
xa anh, goi 1a mé hirh b6 clia mat phng xa anh. Trong md hinh do,
mdi dudng thing qua O 13 mot "diém" va tap hdp cac dudng thing
qua O ndm trén cing mdt mit phang 12 mét "dudng thing".

AN

[N

Hinh 29

3.4. M6 hinh afin
Trong khéng gian afin A? lién ké&t véi khong gian vecto V?, ta 18y
mo6t mat phing afin A% va xét tap hop A = A* U [VZ], v6i V* 14

phucng chia A? @6 (h.30). Nhé riang, [V*] 12 tap hgp cac khdng gian con
mt chidu V! ctia khéng gian V2,

Ta thidt Iap song anh p[V’] —» A nhu sau:
Liy mot diém O ndm ngoai A% néu V! (cha [V°]) khong thudc
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[V?] thi ta cho tdng vdi diém M cda A2 ma OM e V! (di nhién diém M

ton tai duy nhat), con néu V'e[V? thi cho dng vdi chinh né. Vip la

moét song 4nh nén A trd thanh mét mat phing xa anh, va dude goi 14

mé hink afin cha mit phiang xa anh.

Trong md hinh dé:

MGi “diém” duge thé hién: hodc bdi mot diém thong thudng cla

A% hode mét phan ti V! cha [V?], véi V2 14 phudng ciia A2

— M&éi “dudng thing” duge thé hién: hode bdi mot dudng thing afin
a cha A”sau khi bd sung thém cho né mét “diém dic biét” V?, véi
V! 1a phuong clia dudng thing a d6; hodc bdi anh p[V?), v6i V2 13
phuong cta A2

——
P

Hinh 30

Gia st cho hai dudng thing song song a, b cia mat phang afin
A ¢6 ciing phuong 13 V'. Sau khi b sung thém “didm dic bist” V'
ching trd thanh cic dudng thing xa 4nh a, b trong mit phing xa
anh A. Nhu thé, hai dudng thing xa anh d6 ¢6 mét diém chung duy
nhit, dude goi 14 cac didm vs tdan; Tap hop [V?] gdm toan cic diém dic
biét trong mé hinh A ctia mat phéng xa anh, dudge goi 1a duwdng thing
U tdn. Vi thé, mo hinh A cla mit phing xa &nh con duge goi 1a mé
hinh afin b6 sung phén tit vo tén ciia mdt phing xa énh.
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4, Toa dd xa anh
4.1. Muc tiéu xa anh

Cho mat phing xa anh P lién k&t véi khong gian vects V3. Mot
tap hop gdm bon diém c6 thi tu A,, A,, A, E, trong d6 khéng cb ba
diém nao thing hang, dude goi 1a muc tiéu xa dnh cia mdt phing xa
- dnh P, con goi tat 1a muc tiéu, va dude ki hidu 12 {A,, A,, A,; E}, hodc
{A;; B} (h.4). Cac didm A, i=1, 2, 3, dudc goi 1a dinh, va diém E duge
goi 12 diém don vi clia muc tidu dé; cac dudng thing AA;, 1,j= 1,2, 3,
i#7), dude goi 1a cac truc tog dé, hay cac truc. Ro rang cd vo sd muc
tidu xa anh.

Ay

Hinh 31a

4.2, Co'sc daidién cta muc tiéu xa anh

Pinh nghia: Cho mit phing xa &nh (P, p, V. Co sd
{¢,, &, &, cta V® ki hidu tat1a {8}, goi 12 co 8¢ dai dién cho muc
tiéu xa dnh {A; ; E} caa P khi va chi khi céc vecto §,, &,, &, theo thi
tu dai dién cho cac dinh A}, A,, Ay va vectd é = ¢, + &, + & dai
dién cho diém don vi E.

Dinh li: M3i muc tidu xa anh {A;; E} trong P ¢6 nhiu cd s6 dal
dién trong V% céc cd sd nay chi khac nhau bdi mat phép vi tu tuyén
tinh cia V*,

Chitng minh: Gia st {A;; E} 12 mét muc tiéu xa anh caa P. Got
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a,. d,, 4, la cac vecto dai dién cha A, A,, A;, vi ba diém d6 khong

thing hang nén &, 4,, 4, doc 1ap tuyén tinh. Goi e 1a vecto dai dién
cho diém E thi ta c6 § = ki, + k,i, + k,d,. R0 rang la cac &, déu

khac 0 (vi ching han néu %, = 0 thi ba vecto e | 5; ;5—3 phu thude
tuyén tinh, nén ba diém E, A, A, thing hang, trai véi dinh nghia cta
myc tiéu). Ta dat & = k4, i=1, 2 3 thi &=¢ +&+§ va
{é,, €,, €,} tré thanh mdt co sd dai dién cua muc tiéu {A,; E}. |

RG rang co s6 &), &,, &, v6i é =A&, V6l L =0 cling la ¢ sd dai
dién cia muc tidu xa anh {A;, E}.

Bay gid, gia st {é;} Ja mét co 88 dai dién khac caa {A;; E} thivi
¢, dai dién cho A, nén & = A, &,1=1, 2, 3. Ngoai ra &, +6, +8,

cung dai dién cho diém E, nén

€ +€,+€; =ké=> A8 +2%, 8, +1,8, =k(E +6, +6,)

= A€ +A, 8, +21,6, =ké +ke, +ké, = A = A, =4, -k

(do cac vectd &, &,, &, doclap tuyén tinh). Vay e =g, ,1=1 2 3,

chitng té co sd {e,} vi ty vdi cd 56 {8} .

4.3. Toa dg xa anh cua mét diém

Binh nghia: Cho muc tidu xa anh {A,; E} véi co sd dai dién {g,}.
Khi d6, méi diém A thudc mat phing xa anh P ¢6 dai dién la vectd
a (+0) cha V* N&u d&i véi co s§ {5}, vectd & ta co toa dd Ia
(a); a,; a,)thita néi rang diém A cd tog dé xa dnh la (2,; a,; a;) ddi
vdt muc tiéu {A,; E}.

Hién nhién néu (a;;a,;a,) 12 toa db cha didm A thi (ka,; ka,; ka,)
vl k =0, cling 12 toa d6 chia A. Vi 1i do d6 ta s& ki higu toa d cla

diém Ala: A= (a,: a,:a,), hoic A(a, : a,:a,)
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~ k » + o A
- Toa d cua ciac diém dic biét.

A

A3 /E2

Hinh 3156

Dé& thiy toa do ctia cic diém cta mue tidu {A;; E} 1a:
A=(1:0:0),A,=(0:1:00; A;=(0,0,1); E=(1:1: 1)

Goi B, =AENAA,, E,=AENAA, E, =AE n AA,. Ta
hiy tim toa d6 cua cac diém E. Tu &= é +8,+6, ta suy ra
§-8 =86, +6, 12 vecto dai dién cho giao diém E, cla AE va AA;
Nhung ¢, + é, c6 toa d6 (0, 1, 1).

Vay toa dé cha E, 12 (0:1:1). Tudng ty, ta ¢é6: E, = (1:0:1) va
E,=(1:1:0)

Bay git gia st cho diém M va cac giao diém

M, = AMAAA, My = AMAAA vAM; = AMnA A,

Khi dé6 néu M = (x,: X, :x, ) thi ta d& dang tinh dude :

M, =(0:% X ); My =(x:0:x) va My=(x,:%X,:0).

4.4. D6i muyc tiéu xa anh

Cho hai muec tidu xa anh {A; E} va {A; E'} v6i co 53 dai dién lan

lugt 1a (6.} va {e,}. Goi (x, : X; :Xs) VA (x: X, : X,) theo thi ti la toa

N



d6 cta cing mét diém X dé1 véi cac mue tidu {A, ; E} va {A; E}. Ta
hdy tim lién hé gidta cac x; va x; khi biét cac toa do cta &', é',, &,
déi vdi co s¢ {6} 1a

€

(1]

, =(ay), ay, a5,) ;€% = (a5, 8y, 8y); €'y =(ay, ay, ag) (1)

3
Do (1) tacé &', = ) a.,

i=1

3
Theo dinh nghia, vectd x = > x'@" la mdt vectd dai dién cho
i1

ijivi
i=1

- R ~ - " 3 ) 3 - - 3 3 N [ -

diem X. T d6 suy ra % = Yx' 3 ag) ox = 3 (> a,x,'%, . Didu d6
j=1 i=1 =1

chitng té ring vectd x cé toa d6 d6i véi co sd ()12 bo ba s&

X~ yagx,', vii=1,2, 3 Vaytoadd (x,: x,: x,) ctia X doi véi muc

tieu{A;, E} sé ti 1é v61 ba s8 d6, tic 1a

—_— I L )
kx, = a; x;' 1 a,xl, + a,x)
kxy, = anXx'| o+ oanx'y + ayx’ (2)
—_— 1 1 1
kx, = a,x'| + apx', + a,xy
Ay A A

2 P - b AT - - ~ 2 A
Ma tran A ={(a;) = | a, a, a,|Vvoll 14 chi s8 hang, j la chi sb

A3;  Hy  Agg
¢ft, chinh 14 ma tran chuyén tir co sd {é;} sang ¢d s8 {&} va dugc goi
12 ma tran chuyén tir muc tiéu {A; B’} sang muc tidu {A; E}. Vi cac vectd
& doc lap tuyén tinh nén ma trin A cé dinh thiic khéc 0: detA = 0.

Hé phuong trinh (2) goi la céng thite d6i mue tidu xa anh.

X xll
Ta dang ki higu:(X) = %, |, (X9 =|x, (la cic ma tran mot ¢t
Xi! x:i

ba dong, goi 14 eac ma tran cét toa dé eiia diém X 14n lugt doi v4i hai
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muc tiéu {A;; E} va {A'; B’
Khi d6, edng thite d81 muc tiéu xa anh (2) 6 thé viet dudi dang

ma tran:

k(X) = A(X")

5.  Dudng thing trong mat phing xa anh
5.1. Phuong trinh tham sé cia dudng thang

Gia st trong mat phiang xa anh P lién k&t vé1 khéng gian vects V?
da chon mdt muc tidu xa anh {A; E} ¢6 dai dién 1a co cd {8} cla V°. Cho
dudng thing u di qua hai diém phéan biét A(a,: a,: a,) va Bb,: by: by).

Ta hiy tim diéu kién cin va di dé didm X(x,: x.: X3) thude mot
dudng théng u ctia mat phing dé.

Goi %, 4, b lan ludt 1a cde vectd dai dién cho cac diém X, A, B.
Diém X thude dudng thing u khi va chi khi cac vectd %, &, b cung
thudc khong gian con V? lién k&t véi dudng thing u, hay %, 4, b phu
thude tuyén tinh, nhung &, b ddc lap tuyén tinh (do A = B), nén ta

cd % = 8d + t,B,tﬁC la:

X, =a;s+bt
X, =a,8+b,t (1)

X, =a,s+b,t

trong dé cac tham sd s va t khong dong thoi bang 0.
Vi hai vectd 4, b dde lap tuyén tinh nén cac b s6 (ay), (b;) khong

ti 18, tac la:

a, a, 48,
, by b

Hang ctia ma tran {
)

} bang 2. (*)

Ngude 1ai, d& thay ring moi diém M c¢6 toa d6 (x,, xs, x,) thoa
man hé (1) véi diéu kién (*) déu nim trén dudng thing u di qua hai
diém A, B: A = (a,; a,: a,), B= (b, by by).



Hé (1) véi diéu kién (*) goi 12 phuwong trinh tham sé cha dudng
thang .
Hé (1) c6 thé viét dudi dang ma tran: _
(X) = s(A) +t(B), s+ t2 = 0 (3)
Trong dé (X), (A), va (B) theo thit tu 1& cAc ma tran cét toa db
cua diém X, A, B: '

X a4, b,
(X) = |x, [, (A) = |a, |, B) = | b,
X, a, b,

5.2. Diéu kién cdn va du dé'ba diém thdng hang

Diéu kién phu thugc tuyén tinh cla cac vectd dai dién %, &, b

tudng tng ctia ba diém X(x;:x,:x,), A(a:aya,) va B(b,:by:b,) ¢6 thé viét
duéit dang:

a, a, a,
b, b, b] =0 (4)
X, X, X,

Tt d6, ta suy ra diéu kién cAn va di dé ba diém A(ayagay), B(b;: by by
va Cleic,icy) thang hang la:

a4, 4 a,

= 5
by b, by =0 (5)
C] Cz C:i

5.3. Phuong trinh téng quat cua dudng thang
Khai trién dinh thie (4) theo hang thi ba, ta dudc:

dy; A, X, = 0 (&)

b, b

a:i a]

b, b

3 1

a, a,

T b b,
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Phudng trinh (6) thanh:
WX, U, X, +ux, = 0 (7)
Do diéu kién (*), cac dinh thuc cdp 2 tao tit ma tran c6 hang

bing 2, phai ¢6 it nhit mét dinh thie khac 0, nén ba s6 u,, Uy, U,
khéng dong thdi bang 0,

Phudng trinh (7) duge goi la phuong trinh téng qudt ciia duing
_ thing u.

B ba s khong dong thdi bing khéng (u,, u,, u,) xac dinh mét
dudng thing duy nhét u gdm t4t cd nhitng diém c6 toa dd (xy; X Xy)

thoda man phudng trinh (7), ta goi bé ba s d6 1a tog dé clia dudng
thing u.

R6 rang toa dd cha dudng thing cd cac tinh chdt sau day :
~ Ba sd u;, u,, u; khong dong thdi bing khéng
(u,,u,,u,) = (0,0,0)
— N&u (u;, us, us) 12 toa d6 cla dudng thing u thi (ku,, ku,, ku,)

véi k # 0 cling 1a toa d6 ctia dudng thing d6. Vi thé, toa dd cia
dudng thing u duge ki hiéu 12 (u;: uy: uy).

ul
Ma tran (u) = [ u, | goi la ma trdn cét toa dé cua duong thang u.
U,
Phudng trinh (7) c6 thé viét dudi dang
(u)'(X) =0 (8)
trong d6 (u)' 12 ma tran chuyén vi cia ma tran (u).

Nguge lai, ¢6 thé chiing minh rang moi phuong trinh dang (7)
véi (u,,u,,u,)#(0,0,0) 12 phudng trinh téng quat ciia mot dudng

thing x4ac dinh.

That vay, gia st u, = 0, thé thi

(D e x, = ~“tx, - 2%,
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X, = sa, + tb
u2 u:}
<ix, = sl + t0 (a, =-—%, b, = ——1)
’ u, u,
x, = s0 + tl1

D6 1a phuong trinh tham s8 cia moét dudng thing di qua hai
diém A(a,:1: 0), B(b,: 0: 1) khac nhau, (vi ma tran hang toa do clia 4,
B ¢6 hang 2, nén Az B).

Khii s, t ti hé phudng trinh trén ta duge phuodng trinh téng quat
ctia dudng thing AB, chinh lai 1a phudng trinh (7).

5.4. Diéu kién dong quy cuia ba duong thang

Cho ba dudng thing lan lugt c6 toa dé (u;iusus), (viiveva),
(Wyiwaiwy).

Ba dudng thing dé déng quy khi va chi khi tén tai mdt diém
X(x;: Xy : x,) thudc cd ba dudng thing dé, tic 12 hé phudng trinh tuyén
tinh sau phai ¢6 nghiém khong tAm thudng (x,, Xy, X,) # (0, 0, 0):

X, + u, x, +u, x, =0
Vi X, + Vy X, + vy, %X, =0
WX + W, X, + w, x;, =0

Nhu vay, didu can va d0 dé ba dudng thing néi trén dong quy la:

u o uy
v, vy, v, =0 9
W W, Wy

5.5.  Phuong trinh cla cdc dudng thang dic biét trong muc tiéu xa dnh

e Truc toa dé A,A;: Vi A, =(0:1: 0) v A, = (0: 0: 1) nén tryc
toa dd A,A; c6 phudng trinh téng quit :
0 0

hay x, = 0.
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Tudng ty, truc A; A, c¢é phuong trinh x, = 0 va truc A A, ¢6
phiang trinh x, = 0,
e Pudng thang AJE: ViA, = (1: 0:0) vd E = (1: 1: 1) nén
dudng thdng A,E ¢6 phuong trinh tdng quat
0 0 0 1
X,
1 1 1 1

X, +

hay %, — x; = 0.
Tudng tu, dudng thing A,E ¢é phuong trinh: x,— x, = 0
dudng thing A.E c¢b phuong trinh: x;,—x,=0

6. Tisokép
6.1. Tisd kép cua bon diém thang hang

1) Cho bdn diém A, B. C, D thing hang va doi mdt phén biét, cé cac
vectd dai dién 14 a, b, ¢, d. Vi A, B phén biét nén a , b déc 1ap tuyén
tinh, v& vi b6n diém A, B, C, D thing hang nén ¢ d déu bidu thi tuyén
tinh qua a, b, tdcld: ¢=ga +pb vad d=a'a +p'b. Khi d6 ta dinh nghia:

Dinh nghia:

Ti 56 £ B. goi 1o t1 56 kép ciia bon diém A, B, C, D.
o o'

Ki hidu: (A, B, C, D).
Nhu vay tacé (A, B, C, Dy= 2. B
a o

Ta dé& dang chitng minh riang dinh nghia trén khéng phu thude
vao viée chon vectd dai dién cho céc diém A, B, C, D.
6.2. Cdc tinh chét cua ti s kép ctia bén diém thdng hang

Dua vao dinh nghia ti sd kép (A, B, C, D), ta d& dang ching
minh duge cac tinh chat sau:

a) (A, B, C,D)=(C, D, A, B).
b) (A, B,C,D).(A,B,D,C)=1va(A B, C DB, A C D=1
A B CDY+(ACBD=1vaA B CDY+D,B C A =1
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d) Pb&i v6i 5 diém A, B, C, D, E thang hiang va d61 mot phan biét
ta luén ludn cé (A, B, C, D).(A, B, D, E) = (A, B, C, E).
Cdc truong hop ddgc biét: Chiing ta sé& dinh nghia ti s8 kép cla
bén diém thing hang trong cic trudng hgp ¢ cae didm trung nhau:
- Né&u C va D trang nhau, ta vin c6 thé dung dinh nghia nhu trén
vaduge (A, B, C,D)=1.
- Néu C va A trung nhau, ta vin cé thé dang dinh nghia nhu trén
va dugc:
(A,B,C, D)=
— Néu C trung B hode D triing A ta quy ude ti s& kép bang co. Titc la:
(ABBD) = o va(A.B.C.A) = «.
— Néu D trang B ta quy udc t1 s6 kép bing 0, tic 1a:

A B, C, B)=
— Neéu A trang B, ta quy udc ti s§ kép bing 1, tic la:
(A,A,C,D)=1.

Vdi st mé rong dinh nghia nhu vay cta ti s kép, ta nhan thay
cac tinh chat da néu van ding néu ta ¢é cie quy udc sau day:

k+tw=aw, kxo=0w(k # 0), =0, %:w(k z 0)...

L

(véi k 14 s8 thuc).

6.3. Tisd'kép va toa do
Trong mit phing xa Anh v6i mot mue tidu {A; E} cho trude, xét
bdn diém thing hang A, B, C, D ¢6 cic ma tran cot toa dd 14n lugt 13
(A), (B), (C), (D). Vi C va D ndm trén dudng thing AB nén cé céc s8's,
t, s’ va t' sao cho: (C) = s(A) + t(B) va (D) = §'(A) + (B). Khi d6 néu goi
abed lin lugt 1a cdc vecto dai dién cia A, B, C, va D thi

c=sa+th vad=s'a+t'h. Bdi vy ta co:

(A,B,C, D)=

mlt.-v'

ot
‘s
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6.4. Y nghia hinh hoc cua toa d¢ xa anh

Xét muc tiéu xa anh {A; E}; goi E; 14 giao diém cta dudng thing
AE véi dudng thang AA, (G, 3, k=1, 2, 3 vai, j, k khac nhau déi mgt);
tuong ty, goi M, 14 giao didm ctia dudng thing AM véi dudng thing A Ay,
trong d6 M(x,: X X3) 12 mdt diém bat ki khac véi A; (h.32). Thé thi, ta
da biét:

A1 0:0), A, (0: 1: 0), A, (0: 0: 1), E,(0: 1: 1), By (1: 0: 1), Eg(1: 1: 0)

M, (0: x,: x3), My(xy: 00 x3), My (x0 %00 0).

Goi cAc ma tran cot toa dd ciia cac diém A, E; M; (i=1, 2, 3) lan
lugt 1a (A, (E;), (M), ta cé ngay:

(Eo) = (A) + (A va (M) = x,(A) + X3(A)
Do d6: (A, Ay, Ey. M) = % % hay (A, Ay, By, M) = X2

A"2

£ M
M
-‘—‘_‘—‘_‘—‘—'—‘—'—-—
/M
A
Asg /M2 \E’ !

Hinh 32

Tudng bt ta ciing ¢6: (Ay. Ay, By, M) = 22 va (A, A, By, My = 51
X Xy
Nhu vay, toa d xa Anh cita mdt diém d6i véi muc tidu {A;; B} ¢o
thé hidu nhu 1a mot bd ba s& (x;: x,: x,) khong ddng thoi bang 0, sao

X X o “ . .. .9 B 9 arq s .- "
cho =21 , =L lan lugt 1a cdc gia tri cua céac ti s6 kép né1 trén.

L
X3 x‘ii XE
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6.5. Hang diém diéu hoa va hinh bén canh toan phan

Dinh nghia

Cho b6n diém thang hang A, B, C, D. Néu ti s6'kép (A, B, C, D) = -1
thi ta ndéi cip diém C, D chia diéu hod cdp diém A, B.

1 1
(A, B, C, D) -1

1 1

(A,B,C,D) -1
va (C, D, A, B) = (A, B, C, D) = -1 nén ta cing ¢é6 : D, C chia diéu hod
A, B; C, D chia diéu hoa B, A va A, B chia diéu hoa C, D.

Nhu vay, quan hé "chia diéu hoa" gitta hai cip diém 1a mét quan
h¢ déi ximg gitta cac cdp diém va gita céc diém trong mbi cap. Chinh
vi vay, khi d6 ta con néi 1a: bén diém (thing hang) A, B, C, D dé6 lam
thanh mét hang diém diéu hod, hay cdp diém A, B va cdp diém C, D
lién hop diéu hod vdi nhau.

Khi do: (A,B,D, C) = = -1

(B,A,C,D)=

Hinh bén canh toan phin

Hinh 33

Tap hop gom bén dudng thing, trong d6 khong ¢6 ba dudng
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thdng nao déng quy goi 1a mét hink bén canh toan phdn (h.33). Khi
d6, mdi dudng thing goi la canh, giao diém cha hai canh goi 1a dinh,
hai dinh khéng thude mot canh goi 1a hai dink déi dién, dudng thing
nd1 hai dinh d6i dién goi 1a duong chéo.

Nhu vay, hinh b&n canh toin phin c6 bdn canh, sdu dinh, ba
dudng chéo, Trén hinh vé 33, hinh bén canh toan phén c¢6 bén canh la a,
b, ¢, d. Sau dinh 1a M, N, P, Q, R, S. Ba dudng chéo 12 MN, PQ, RS. Ta
chiing minh tinh ch&t co ban sau diy cta hinh bén canh toan phan.

binh li

Trén mbi dudng chéo ciia hinh bén canh toin phdn, hai dinh d6i dién
chia didu hoa giao diém cia dudng chéo dé vl hai duong chéo con lai.

Chitng minh:

Cho hinh bén canh toan phan ABCDHI (ki hiéu theo cac dinh)
vdi cae dudng chéo AC, BD, HI. Goi M, N lan lugt 14 cac giao diém ca
BD vé1 AC va HI. (hinh 34)

Ta cin chiing minh (M, N, B, D) = -1. Chon muc tidu xa anh {A,
A, A;: Elsao cho Ay, Ay, Ay, E theo thit tu trung véi [, H, D, B; Khi d6
C trung E,, A trung E,, N triing E,;. Ta ¢6 phuong trinh dudng thing
BD la x, - x, = 0 va phudng trinh dudng thing AC la:

0 1 1
1 0 1|l=0 &% +x%x,-%,=0
X, X, Xy

D=A C=E =
Hinh 34
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Giai hé phuong trinh:

X, =X, XZ =XI
ta duge: { ° =
2%, =%, =0 .

Vay, diém M c6 toa d6 14 (1: 1: 2). ViB = E(1: 1: 1); D = A, (0: 0: 1);
M(1:1: 2)yvaN=E, (1: 1: 0), ta suy ra: (M) = (B) + (D) va

(N) =(B) - (D)
Do dé: (B, D, M, N) % ;;11_ - 1.

Vﬁy (My Ns Bs D) = (B: DJ Ml N) = _1-
6.6. Chum dudng thang

Dinh nghia

Tap hdp cac dudng thang cung di qua mét didm S goi 12 mét
chim duiong thc“ing; diém 8 goi 14 tém cta chim. Chium duong thang
c6 tdm S duge goi tat 1x cham tdm S va ki hidu la {S}.

Phuong trinh cia chum dudng thding

Mot chum dudng thing ¢6 thé duge xdc dinh bdi hai dudng
thing phéan bigt ciia né. Tam clia chitm chinh 1a giao diém cla hai
dudng thing dé. Ta gia sit hai dudng thing @ va b cta chim tam S
lan lugt ¢6 phuong trinh :

WX, + WX, + WX, = 0 VA vix) +v,x, +v,x, =0

Khi d6 duong théing ¢ ¢6 phugng trinh W X, + WX, + WX, = 0

thudc chiim tAm S khi va chi khi ba dudng thing a, b, ¢ déng quy, hay la:

U Wy Uy
Vi Vs vy |= 0 (1)
Wy W, Wy

Vi hai dudng thang @, b phan biét nén ma tran gém hai hang

102



ddu cta dinh thiic trén ¢é hang 2, bdi vay ti diéu kién (1) ta suy ra
hang thii ba biéu thi tuyén tinh qua hai hang dau:
w, =AU, + pv,
lw, = Au, + v, trong dé x; p khéng dong thoi bang 0. (2)

W, = AUy + LV,
Vay phudng trinh dudng thingc 14 :

(A, + v )%, F O, + v y)x, + (u, +pv,)x, = 0, hay 1a
AU X, WX, + UK, ) (VX + VK, 4V X,) = 0 (3)

Phusng trinh (3), v4i A, yu khéng dong thoi bang 0, goi 14 phudng
trinh cta chiim tAm S.

Néu ta ki hidu (a) va (b) 1an lugt 1a ma trén cbt toa do cua hai duong
théng @ va b thi theo (2) moi dudng thing ctia chum tam S déu cb ma tran
cét toa d6 1a A(a) + p(b), trong dé A, p khéng déng thoi bang 0.

6.7. Tisd kép cla bon duong thang déng quy

Pinh li: Cho bon duwing thing a, b, ¢, d déng quy tai diém S.
Goi A la mét duong thang bat ki khong di qua S ldn luot cata, b, c, d
tai A, B, C, D. Khi d6 ti s6 kép ctia bon diem A, B, C, D khong phu
thuée vao dudng thing A, va duge goi la ti s6 kép cua bén duong
théng a, b, ¢, d va ki hiéu la (a, b, ¢, ).

/A sf ¢\ D\

Hinh 35
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Chirtng minh: Gia st mdt dudng mét dudng thang A’ khac A cit
cée dudng thang a, b, ¢, d 1dn lugt tai A’, B, C’, D’ (h. 35).

Ta phai ching minh: (A, B, C, D) = (A", B, C’, D)

Gois, a,b, ¢, d a’,b' 14n lugt la cic vectd dai dién cho cac didm
8, A, B, C, D, A’, B. Vi A, B, C, D thing hang nén ta ¢6: ¢ =qa+pb va
d=u'a+ Bb Nhu vay, theo dinh nghia ta ¢6: (A, B, C, D) = B . E_‘

o«

Mat khac vi A’, B’ 1an lugt nim trén cac dudng thing SA. SB,
nénia'=a+ms vd b'=b+ns. Tit dé suy ra aa'+ Bb'=c + (ma + nf)s.
V& thit nhat caa dang thic nay 1a vects dai dién cho mét diém nim
trén dudng thing A’B’ va vé thi hai 13 mét vecto dai dién cho mot
diém trén SC, vay ca hai vectd dé dai dién cho giao diém ctia AB va
8C, tic l1a dai dién cho diém C'. Suy ra ¢6 thé chon vectd ¢ dai dién
cho diém C' 1a ¢'=wa’'+pb' . Tudng tu, c6 thd chon vectd d' dai dién
cho diém D’ ladi =a'a’+ p'D*. Tt d6 ta cé:

wpom=L.E-nnpec D).
a o
6.8. Tis6 kép cua bén dudng thang déng quy tinh theo toa do

Cho bén dudng thiang a, b, ¢, d déng quy tai diém S va dsi mbt
phan bi¢t. Chon mét muc tidu xa anh {A;; £} va ki hidu (a), (b), (¢}, (d)
la Tugt 13 cAc ma tran edt toa dd cta cac duong thing a, b, ¢, d. Ta
xem hai dudng thing ¢ va d thuée chum tam S xac dinh bgi hai
dudng thdng a va b. Khi dé c6 cac 8 A, g1, 1, 1 sa0 cho: (¢) = Aa) + p(b):
(d) = X'(a) + w(b).

Dinh li: Ti s6 kép clia bén dudng thing a, b, ¢, d néi trén dude
tinh theo céng thic (a, b, ¢, dy = B . K

AoA!

Chitng minh: Diém S khontg thé déng thdi nim trén ed ba truc
toa df, ta gia s né khéng nam trén truc A,A, ¢6 phudng trinh x,=0.
Ta chon A la dudng thang A,A,va goi A, B, C, D lan lugt 1a giao didm
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cﬁa‘a, b, ¢, d v6i A. Theo dinh nghia cla ti s& kép cuia bén dudng
thing déng quy ta ¢é (a, b, ¢, d) = (A, B, C, D).

Gid st dudng thing a c6 phuong trinh: a;x; + a.x, + a,x, =0,
dudng thing b ¢6 phuong trinh: byx,; + byx, + byxs=0

Toa dd clia diém A 1a nghiém cha hé phuong trinh:

a1X + a,Xe + a;%,=0 va x,=0
Vay A = (-a,: a;: 0).
Tuong tu ta 6 (B) = (- by by 0) va (C) = A(A) + n(B),
(D) = X'(A) + '(B).

Vay (A, B,C, D)= % % Ti d6 ta suy ra diéu phai ching minh.

6.9. Chum diéu hoa

Néu bén duong thang a, b, ¢, d dong quy va {a, b, ¢, d) = -1 thi
ta néi rang bén duong thing a, b, ¢, d la mét chum diéu hod, ciing con
néi: cip duing thang a, b chia didu hoa cip duong thang ¢, d va
nguoc lai, hode cédp a, b va cdp ¢, d lién hop diéu hoa vdi nhau.

Hinh bén dinh toan phan. Tap hop gém bén diém, trong dé
khong ¢ ba diém nao thing hang goi 1a mét hinh bén dinh toan
phdn. Khi 46, mbi diém goi 1a mot dink, dudng thing di qua hai dinh
gol 1a mot egnh, hai canh khéng ciing di qua mét dinh goi 1a hai canh
doéi dién, giao diém hai canh d6i dién goi la diém chéo.

Nhu vay, hinh bdn dinh toan phin ¢6 bén dinh, sdu canh, ba
diém chéo.

Pinh li: Hai canh di qua mét diém chéo chia diéu hoa hai
duing thang néi diém chéo d6 véi hai diém chéo con lai.

Chitng minh: Gia st ABCD la bén dinh cia hinh bdn dinh toan
phén. Goi cic diém chéo 1a: P=AB~CD, Q = ACABD, R =ADn BC.
Ta cdn ching minh, ching han: (PB, PC, PQ, PR) = -1. Ta xét hinh
bén canh toian phin tao bdi bén dudng thing PB, PC, QB, QC, ba
dudng chéo cia n'6 la AC, PQ, AD (h.36).



Hinh 36

Goi S = PQ A BC, theo tinh ¢hit ctia hinh bén canh toan phéan ta
¢6: (B, C, 8, R) = —1. Boi vay, theo dinh li trén ta suy ra diéu phai
chiitng minh.

7. Nguyén tic déi ngau
7.1. Phép déi xa
Cho mit phing xa anh P. Ta ki hi¢u P* 14 tap hop cac diém va
cac dudng thang ctia P. Ta chon mdt muc tiéu xa anh va xét mdt phép
dnh xa 7: P* 5 P* nhu sau:
— V6i méi diém X c6 toa dd (x:%.:xs) ta 14y 7 (X) 12 dudng thing u
¢6 toa dd (u;:u,iuy) trong dé: uy=x,, i =1, 2, 3.
- V&1 mdi dudng thing u ¢6 toa d6 (u;:uyiuy) ta 18y n(u) 14 mét
didm ¢6 toa dd (x,;:x.xy) trong déx;=u,,i= 1, 2, 3.
R6 rang 7 1a mdt song anh tit P* 1én chinh né. Song anh d6

duge goi 1a phép d6i xa chia mit phing P.
7.2, Cdc tinh chét cua phép déi xa
Quy dc

Khi diém A thudc dudng thing u, ta ¢6 nhidu cich néi: diém A
nim trén dudng thing «, dudng thing u di qua diém A, dudng thing
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u chita diém A. Bay gid ta con quy wde mét cach néi nita: duong thang
u thude diém A. Bing cach nhu vay quan hé thude gida diém va
dudng thang trd thanh mot quan hé d6i xing: Diém A thudc duong
thang u thi dudng thang u ciing thudce diém A.

Dinh Ii

Phép ddi xa bdo ton quan hé thudc giiva diém va dudong thing: Néu
diém A thuoe duong thing u thi duong thing z (A) thude diém 7T (u).

Chitng minh: Cho diém A ¢6 toa d8 A = (a,:a,:a,) va dudng thing
u co toa do u = (u;;usu,). Khi d6 duong thing mA) ¢6 toa dd @A) =
(a;:a,a,) va didm ofu) co toa dd muw) = (uiuyiug).

N&u diém A thude dudng thang u thi ta cé: uya; + uya, + uza;=0.
Nhung didng thic nay ciing chitng to ring dudng thing afA) thude
diém (w).

Dinh li

Phép déi xa bién bon diém thing hang A, B, C, D thanh bén
duwing thang dong quy a, b, ¢, d va (a, b, ¢, dj = (A, B, C, D).

Chitng minh: Bon diém A, B, C. D cung thudc mot duong thang
« nén phép d61 xa bidn ching thanh bén dudng thing a, b, ¢, d clng
thude diédm (), va toa db cha bén dudng thang a, b, ¢, d lan lugt
bang toa dd bén diém A, B, C, D nén hién nhién (a, b, ¢, d) = (A, B. C, D).

7.3.  Nguyén tac déi ngdu

a. Ta hay xét ménh dé M sau déy:
“Qua hai diém phdn biét 6 mot va chi mot duong thang”.
Ménh dé dé c6 thé phat bidu mét cach khac, néu st dung tit “thudc™
“Co mot va chi mét duong thing thudc hai diém phadn biét cho trudc”.
Bay gid néu trong ménh dé trén, ta thay tir duong thang bang tu

diém va nguge lai, con cac tit khac gilt nguyén, thi ta duge ménh de M
“C6 mét va chi mot diém thude hai duing thing phén biét cho trudc”.
Hai ménh dé M va M’ goi la hai ménh dé déi ngau véi nhau. Mot

cach khai quat ta ¢6 dinh nghia sau day:
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Dinh nghia: Cho ménh dé M néi vé cdc diém, cdc dudng thing
ciing vdi quan hé thude va ti s6 kép giita chiing. Néu trong ménh dé M,
cdc tiz diem duoc thay bing tiz dudng thing va nguge lai, con cde tit
khdc duge git nguyén thi ta nhin duge mot ménh dé M. Hai ménh é
M va M’ goi la d6i ngdu vdi nhau.

b. Duing phép déi xa clia mat phdng xa dnh P, ta thdy ngay nguyén tic sau 03y
goi Ia nguyén tic ddi ngau trong mat phang xa anh:

Nguyén téc d61 nghu: Hal ménh dé doi ngdu vdi nhau thi cing
dung hodc cung sai.

Nguyén tac nay gitp ching ta “nhin d8i” nhiing k&t qua thu
duge trong mit phang xa anh: N&u ta di chitng minh mét ménh dé
nao d6 l1a diang thi déng thdi ta ¢6 ngay ménh dé d6i ngiu ciing ding
ma khéng cdn chiing minh niia.

Hién nhién trong Hinh hoc afin hoac Hinh hoc O-clit trén mit
phing, nguyén tic déi ngiu khéng ding. Hay trd lai muc a) ta thay trong
mit phing afin ménh dé M la dung nhung déi ngiu véi né 1a ménh dé M’
lai khéng ding vi trong mit phing afin hai dudng thdng phan bidt cé thé
khong cuing thude mét diém (khi chiing song song vdi nhau).

c. Khai niém déi ngau

M1 khai niém K cta hinh hoc xa Anh trén mit phing ciing cb
khai nigm déi nghu K* ¢é duge bing cach thay tit diém bdi ti duong
thang va nguge lai. Mot s6 vi dus

Khéi niém “Tdap hop cde diém cing thuée mot dwong thing” (gol
l& hang diém ) ¢6 d6i nglu 1a “Tap hop cde duing thing cing di qua
mét diém” (goi 1a chum dudng thing).

“Hang diém diéu hod” d61 ngiu véi: “Chim duimg thing didu hod”.

“Hinh bén dinh toan phdn” d6i ngiu vét “hinh bén canh toan phdn”.

8. M5 hinh xa anh cla mat phiang afin
8.1.  Xay dung mé hinh

Chiing ta da da xudt phat t mat phéng afin A dé xay dung mét
mé hinh ciia khéng gian xa anh, bing cach b8 sung vao A cac “diém
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vé tgn”. Sau day ta sé lam ngudge lai : xudt phat tit mat phing xa anh
P ta sé x4y dyng mot mo hinh clia mit phing afin.

L&y trong mit phdng xa 4nh P mot dudng thdng A va xét tap hop
A =P\ A.Taxdy dung A thanh m6 hinh cia mit phang afin nhu sau.

Chon mot muc tiéu xa anh {A,, Ay, Ay B} sao cho hai diém A, va
A, ndm trén A. Khi d6 dudng thng A 6 phuong trinh x, = 0, do dé
cac diém thude A déu c6 toa A6 (x;x.1x,) v6i x, 2 0. Vi 18 dé ta c6 thé
ludn ludn cho x;= 1 (bang cach chia ¢4 ba toa d¢ cho x;), nhu vay méi
diém Xe A duge hoan toan xac dinh bdi bd ba s6 (x,; x»; 1). Vi toa dd
thit ba ludn ludn bang 1 nén khong cin dé ¥ dén toa d6 dé, tic 14 mbi
diém Xe A dude hoan todn xac dinh bdi cip s8 (x; x,), goi 1a tog déd
khéng thudn nhdt cia X, X = (x;; x,) hay X(x;: x,). Biy giS v6i hai diém
X(x,; x2) va Y(y,; yo) thude A ta cho Gng véi vectd XY = (v, - X5 Yo X)) cia
khdng gian vects R*= R x R thi tudng tng d6 thod min céc tién dé
cia khdng gian afin, Vay A trd thainh mot mé hinh (goi 14 mé hinh xa
anh) cia mit phang afin.

8.2, Toadd¢ afin

a. Trong mit phdng xa anh P x6t muc tidu xa anh {A,, A, Ay E}
nhu da néi ¢ 8.1, goi B, = A;A,nAE va E, = AJA, nALE. Khi d6 ta ¢
A, =(0:0:1), E,=(0:1:1) va E, = (1:0:1), do d6 toa d6 khéng thuan nhat
cua ching l1a: A, = (0; 0), E, = (0; 1), E, = (1; 0).

Trong mé hinh A = P\ Acha mit phdng afin ta cé cac vectd
e, =A,E, =(1; 0), e, =A,E =(0:1). Vay ta c6 muc tidu afin {As e;,e, },
ta s& goi do6 1a muc tiéu afin sinh ra bot mue tiéu xa anh {A; B} dang
xét. Trong mé hinh A = P\ Aldy diém X ¢6 toa dd khong thuin nhat
(x,; x,), tdc 1a ¢b toa dd xa anh (x;:x,:1). Khi d6 ta c6 ASX =(x,; xo) tuc
la A, X=x(e, +xye,. VAy (x;; X») chinh 13 toa do afin cta diém X 46

vl muc tiéu afin {A;; él,ez ’.
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Hinh 37

A

b. Trong mat phing xa idnh P xét dudng théng xa 4nh u khong
trang véi A, Gid st u ¢6 phudng trinh; u,x, + u,x, + u;x,= 0 (trong dé
u,, u; khong ddng thi bang 0 do u khac A). Ta ki hi¢u v’ = unA =
u\ A thi mdi diédm ndm trén @’ déu ¢6 toa dé khong thuan nhat (x;; x,)
tdc 1a ¢6 toa d6 xa anh (x;:x,:1). Vay ta cé:

X, + WX, + uy = 0, trong d6 uy, u, khong ddng thdi bing 0.

Diéu d6 ching to ©’ 12 mdt dudng thing trong mat phéng afin A.
Phuong trinh dudng thing &’ trong muc tidu {Ay; é,, ¢,} dudc suy ra
tiz phuong trinh ctia duong thdng u trong muc tiéu xa danh (A Ej
b&ng cach cho x,=1.

c. Bay #i5 cho hai dudng thang xa anh u va v phin biét va khong
tring véi A, ¢6 phudng trinh 1an lugt 1a: u,x; + u,x, + uzxy = 0 va
VX, + vyx, + vyx, = 0. Chiing xde dinh hai duong thang afin &’ = u\A
va v’ = p\ A lan luct ¢é phuong trinh: uyx, + ux, + uy, = 0 va vix, + vyx, + vy = 0.

Ta hay xét truong hgp u va v cit nhau tai mdt diém nim trén 4,

tie 14 ba duong thing u, v, A déng quy. Khi dé:
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lu,  uw, u,
v, v, v, =0 hay Lt=-2,
0o 0 1 !

Vay suy ra hai dudng thiang afin ¥’ va v’ song song.

Néu ta goi I 1a giao diém cta u va v thi vi I ndm trén A nén I
khéng thudc A, tic 1a hai dudng thing afin &’ va v’ khéng ¢6 diém
chung. Béi vy ngudi ta con néi I 14 “diém v6 tén” clia dudng thing u’
va v’, va dudng thing A mac du khong ndm trén A, vin quy ude goi la
“dudng thang vé tén” clia mit phiing afin A.

Nhu vay néu trén mat phing xa anh P ta bé di mat dudng thing
A ndo d6 thi phéin con lai 14 mot méat phéng afin ma A 1a dudng thing
vo tan.

8.3, Tisé don trén mé hinh

Trong mit phing P ta xét bon diém thing hang A, B, C, D trong
d6 chi ¢6 diém D ndm trén A. Khi d6 ta c6 ba diém théng hang A, B, C
trong mat phdng afin A = P\A. Ta nhd lai dinh nghia ti s& don ctia ba
diém A, B, C duge dinh nghia 1a mét s6 k sao cho CA=kCB, va ki
hiéu (A, B, C) = k.

Né&u ta goi toa d6 afin ctia A, Bva C1a A = (a,; a,), B=(b;; by) va

C=(c;;e) thic, = a, —kb, va ¢y = 32___}‘_}:_’1 Khi d6 toa do xa Anh
1-k 1-k
tuong Ung caa A, B, Csé la:
A=(a,:a,: 1),
B=(b,:b,: 1),
o (all——}l({bl : aal_j;{bz :1J:(8, ~kb, :a, ~kb, :1-k}.

Vay, ki hidu (A), (B), (C) 1a cde ma tran cdt toa d6 cua cic diém
A, B, Cthitacé:
(C) =(A) -k(B) (1)
BAy gio ta hdy tim ma tran c0t toa dé cia diém D. Vi D nam
trén dudng thang AB nén ta cé: (D) = A(A) + w(B), ngoai ra vi D nam
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trén A nén toa dd thit ba cta né bing 0, tite 1a: L + p = 0, vay ta o
thé chon A = 1, u = - 1 hay:
(D) = (A) - (B) (2)

Tit (1) va (2) ta suy ra: (A, B, C, D) = :15;%1:1; - (A, B, C).

Viy ta c6 kit luan: T sé'don (A, B, C) ciia ba diém thing hang
A, B, C trong mdt phing afin A bing tf s6'kép (A, B, C, D) ciia bén
diém A, B, C, D trong mat phing xa dnh P, véi D la diém vé tan clia
duong théng diqua A, B, C.

Pdc biét: Khi C 1a trung diém AB trong mit phing afin A thi
(A, B, C)=-1vadodé (A, B, C.D)=-1, hay A, B. C, D la hang diém
didu hoa trong miit phing xa anh P,

Nhu vay:

Trung diém C cua doan thiang AB cling vdi diém vo tan D cua
dwong thang AB la cdp diém chia diéu hoa cdp diém A, B.

8.4. Apdung

1) Tit dinh 1f clia mat phang xa dnh ¢6 thé suy ra cac dinh l cta
mit phdng afin.

Gia st M 12 mdt dinh If cha mit phiang xa anh P (néi vé diém,
dudng thiang, quan hé lién thude, ti s8 kép). N&u ta chon mét dudng
thing A ctia P va xét mit phing afin A = P\A, thi dinh i M s8 trd
thanh ménh dé M’ cita mat phi’ing afin va hién nhién M’ la ménh dé
ding khéng edn ching minh. Vi ¢6 nhiéu cach chon A khae nhau nén
ta ciing ¢6 nhiéu dinh i afin khac nhau. Dé 14y lam vi duy, ta xét dinh
If Pap-puyt sau ddy caa mit phing xa anh:

Binh Ii Pap-puyt: Cho hat duong thing u, va u, cét nhau ¢ 0.
Trén u; ldy ba diém hang A, B, C; phdn biét va khdc O, trén u, ldy
ba diém A, B, C, phdn biét va khdc O. Goi A, = B,C,nB,C;
B, = C,A,n C,A, Cy = AB, 1 AB,. Khi dé ba diém A, B, C, thing
hang (h. 38).
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Hinh 38

Ching ta khéng trinh bay céch ching minh dinh li d6. Muc dich
clia chiing ta 12 xem thit tit dinh 1f d6 ta c6 thé suy ra nhing két qua
n4o cia hinh hoc afin.

a) Ta hdy chon dudng thingAdi qua hai diém C, va C, lam
dudng thing vo tan ctia mit phing afin A = P\ A, (A.39), do d6 hai td
gidc OA,B,A, va OB,A,B, trd thanh nhitng hinh binh hanh. Vay ta cod
két qua sau day ctia hinh hoc afin:

Uy

Hinh 39
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Ménh dé 1. Cho hai hinh binh hanh OA,B,A, va OB,A;,B,, trong
d6 O, A, B, thing hang va O, A,, B, thdng hang. Khi dé néu goi
Cy=AB,n A,B, thi ba diém A,, By, C; thing hang.

b. Ta hiy chon dudng thing u, lam dudng thing v tan cia mit
phing afin thi ta duge ménh dé sau day cta hinh hoc afin (h.40):

Hinh 40

Ménh dé 2: Cho ba diém A,, By, C, thang hang va cdc. diém A,
By, Cysa0 cho: AB,/ 1C3A, AsA,l IBsA,, CyA,l [ B,B,. Khi dé ba diém
A;, B, C, thdng hang.

¢) C6 nhién ¢6 thé c6 nhidu cach chon dudng thing v6 tan khic
nlia. Dac bidt néu ta chon dudng thing vé tan khong di qua diém nao
trong cac diém O, A,, B, Ci, Ay, By, Cy, A,, By, C, thi ta dude nguyén
dinh If Pap-puyt téng quat trong mit phing afin (véi diéu kién ¢6 cac
giao diém A,, By, C,).

2) Tt mdt dinh 1 cta hinh hoe afin suy ra mét dinh 1f caa hinh
hoc xa anh. _ |

Gia st ta ¢6 M’ 12 mét dinh I dd duge chitng minh ctia mit phing
afin A, Ta b sung vao A dudng thing vo tan thi duge mdt mit phing xa
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4nh P v ménh d& M’ trd thanh ménh dé M ctia ctia hinh hoc xa anh. Ta
14y vi du dinh 1f Mé-né-la-uyt sau ddy cta hinh hoc afin:

Dinh li Mé-né-la-uyt: Trong mat phing afin cho tam giéc
ABC, trén ba canh AB, BC, CA lan lugt 18y cc diém C,, A,, B, khong
triang véi cac dinh cta tam gide. Khi d6 diéu kién cAn va du dé ba
didm A,, B, C, thdnghang la:

(A, B, C).(B, C, AD.(C, A, By = 1.

A

"\,

Ay

B
Hinh 41a

Ta bd sung vao mit phing afin dudng thang v6 tan A dé duge mat
phéng xa anh (h.415). Ki hidu A,, B, C;1dn lugt 13 cac didm v6 tan cla
cac dudng thdng BC, CA, AB chfmg\dé\u nam trén dudng thang A.

A

\s,

Cy
B A
2
Hinh 41b

Khi d6 ta c6 (A, B, C;, Co) = (A, B, C)); (B, C, A, Ay = (B, C, A);
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(C. A, By, By = (C, A, B)). Tir 46 ta suy ra dinh lf sau day trong mat
phing xa anh.

DPinh li: Trong mdt phing xa dnh, cho ba diém khéng thing hang
A, B, C va mgt duong thing A khong di qua chiing. Goi A, B,, C,lén
lwgt la giao diém cia BC, CA, AB vdi A. Ldy cde diém C,, A, B,ldn lugt
ndm trén AB, BC, CA. Khi d6 diéu kién cén va di d¢ ba diém A, B, G
thang hang la: (A, B, C,, Cy. (B, C, A, Ay. (C, A, B, By = 1.

§2. CAC PHEP BIEN HINH XA ANH

1. Cac phép bién hinh xa anh clia mit phang xa anh
1.1, Cédc dinh nghia

Dinh nghia: Cho mét phang xa dnh P lién két vdi khong gian
veetd V' bdi song dnh p. Mot dnh xa f: P— P duge goi la phép bién
hinh xq dnh ctlia P néu ¢6 mét phép bién doi tuyén tinh ¢:V* 5V sqo
cho néu diém X € P ¢6 dai dién la vecto x e V' thi didm X* = fIX) ¢6
veeto dai dién la x = o(x). Phép biéh déi tuyén tinh ¢ duoe got la dai
dién ciia bién hinh xa dnh f.

Mot vi du don gidan cta bién hinh xa anh 14 phép déng nhat e
P— P bidn moi diém M e P thanh chinh né.

Khi d6 dé thdy ring phép dong nhilt e c6 dai dién 1a cac phép vi
g Vi V2,

g(x) = kx (k14 s6 ¢& dinh khac 0).

Duta vao dinh nghia trén ta dé dang suy ra:

a) Cdc phép bién hink xg anh la nhitng song dnh.

b) Moi phép bién doi tuyén tinh ¢ clia V? la dai di¢n cho mit
phép bién hinh xa dnh f duy nhdt cua P. Hai phép biéh d6i tuyén tinh
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pva ¢ cung dai dién cho mét phép bién hinh xa dnh f khi va chi khi
6 s6'k sao cho g =ko'.

That vay, néu di cho bién déi tuyén tinh @: V¥ — V? thi bién d6i xa
anh f: P P duge xac dinh mét cach duy nhat nhu sau: Néu diém M € P
¢6 dai dign la vectd x e V* thi didm M = f(M) ¢ dai dién 1a vecto
x'=(x). Néu ¢': V¥ » V?ciing dai dién cho f thi vdi moi vects x € V7,

cde vectd g(x)va @'(x) ciing dai dién cho diém M’ = {(M) nén:

o(x) = k, o'(x). Vi 0 va ¢ déu 1a bién ddi tuyén tinh nén dé
chiing minh dude k, khéng phu thude vao x, tic 1a ¢ = k¢'.

¢) Tich hai phép bién hinh xa anh ld mét phép bién hinh xq dnh va
ddo nguge ctia mét phép bién hinh xa dnh la mot phép bién hinh xq anh.

Vay tap hdp cde phép bién hinh xq dnh cia P lam thanh mot
nhém, goi la nhom xq anh cua P.

d) Phép bién hinh xa dnh bién ba diém thing hang thanh ba
diém thang hang, bién ba diém khéng thing hang thanh ba diém
khong thing hang. T dé suy ra: Phép bién hinh xa anh bién duong
thing thanh duing thang.

Tinh chéit d6 suy ra tit chd: phép bign d8i tuyén tinh bio ton sy
ddc lap tuyén tinh hoidc phu thude tuyén tinh cua ba vecto.

e) Phép bién hinh xa dnh khong lam thay déi ti s§' kép cuia bin
diém thdng hang.

That vay gia st phép bién hinh xa anh [ bién bén diém thing
hang A, B, C, D thanh bdn diém thang hang A’ = f(A), B' = f(B), C' =
f(C), D’ = £(D). Lai goi a, b, ¢, d 14n lugt 13 cac vectd dai dién cho A, B,
C, D va p: V' V?ia dai dién cho f. Khi d6 a'=q(a), b =o(b),
¢ =o(e), d'=@(d) 1a cac vectd dai dién cho A’ B’, ¢, . Vi cic diém
A, B, C, D thing hang nén: ¢ =aa +8b va d =a'a +p'b. Khi do
theo dinh nghia ctia ti 56 kép : (A, B. C, D) = B B Mat khac ta co:

o o
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?:(p(ﬁ)ch(a§+ﬁl"3)=qcp(§1)+[3(p(5)<:> g‘:aEHBB“'.
d'=¢p(d)=gla'a+pb)=a'o@)+p'ob) o c'=a'a +p'b'.

B.B" — (. B C D).

T désuyra(A’, B, C, D)= = .
: a o

1.2.  Biéu thut toa dg ctia phép bién hinh xa dnh

Dinh li (vé sy xac dinh phép bién hinh xa anh)

Trong mdt phdng xa dnh P cho hai muc tiéu xq anh {A, A, Ay B}
va {A,A,, A, ; E'}. Khi d6 ¢6 mot phép bién hinh xa anh duy nhit f
sao cho f(A;) = A, va f(E) = E".

Ching minh. Goi {5;,3";,6;} va {e'l,e',z,e'a} 1a cac cd 6 cia V® 1an
lugt dai dién cho hai muc tiéu xa anh da cho. Khi d6 ¢6 mdt phép bign
déi tuyén tinh duy nhat ¢: V¥ - V* sao cho ole,) = g; .Néugoif: PP
1a bién hinh xa anh c6 dai dién 12 ¢ thi hién nhién f(A) = A} va i
(p((;;+g+€_!;)= ;:+g;+;: nén f(E) = E’,

Biéu thirc toa dé

Cho f: P — P 14 mdt phép bién déi xa Anh. Chon mdt muc tidu xa
anh nao @6 {A,, A,, Ay: B} Goi (x:xy:%; ) 12 toa d6 cla diém X vi
(') 1 x5 x'3) 12 toa do cha X' = f(X) 461 v6i muc tidu d6. Ta hiy tim su
lién hé gitta x; va x;

Got {E;é;é;} la cd 80 cta V° dai dig¢n cho muc tiéu xa anh di

chon, con ¢ 1a bién d6i tuyén tinh dai dién cho f. Gia s d61 véi cd sd
dé ¢ c6 biéu thitc toa dé :

X, = aux; t oapX, + agX,
' —

Xy = 84X + 8xpX; T apX,
' .

Xy = 85X + 8pX, + 85X,

hé y tdi quan h¢ giita toa dd xa dnh ctia mot diém vdi vects dai
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dién clia né ta suy ra biéu thitec lién hé gida toa 46 cda X va X' la:

J —

kx', = a;x, + 8,X, + 3a;X,
. .

kx', = a,X, + axX, + a,X, (1)
' —

kx', = ayx, 4 oapX, + apX

A, 8 By .
MatrinA =(a,) = |a, a, a, |cdhang bang 3 tic 1a detA # 0.
A3 Ay 8y

Ma tran A goi 1a ma trén ciia phép bién hinh xa dnh f d6i vdi muc tiéu
xa dnh dé@ chon. N&u ta ki hidu (X) va (X)) 1an lugt 1a ma trin cft toa
d6 cha didm X va X’ thi bidu thic (1) c6 thé viét dudi dang ma trén:
k(X = A.(X). ‘

Chi ¥ ring néu f cé bidu thitc toa db (1) thi diém A,(1:0:0),
A,(0:1:0), A,(0:0:1) 14n lugt bién thanh cac diém flA) = (a0 @2 Ca1),
fAy) = (apasas) va flAy = (agiaurasy), con diém E(1:1:1) bién
thanh didm f(E) = (e :ce:e) V&l ey = @y + @z ¥ @z, €3 = Qo T Qo2 + Qos
€5 = Qg + @y + @y;. BOi vay ta ¢ thé tim duge ma tran cla phép bién
hinh xa anh f néu biét toa dd ctia cac diém f(A) va f(E).
1.3. Cdc phép thau xa cta mat phang xa dnh

Dinh nghia

Phép bién hinh xa anh f cda mit phing xa dnh P goi 1a phép
thdu xa néu c6 mot dudng thing s gdém toan diém bat ddng (cb nghia
14 mdi diém X cta s déu bién thanh chinh né). Pudng thing s goi la
truc théu xa.

Theo dinh nghia dé, phép dong nhit e 12 mét phép thau xa, truc
th&u xa 1a bt ki dudng thang no.

Dinh li

Néu f la phép thdu xa khdc phép dong nhdt thi cé mét diém bdt
déng duy nhdt S sao cho moi duong théng a di qua S déu bién thanh
chinh no: fla) = a.

Diém S nhu thé& goi 1a taAm thau xa.
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Chitng minh: Gia st f 12 phép thau xa cé truc thau xa s. Ta chon
mot muc tiéu xa anh {A,, A,, A;; E} clia P sao cho A, va A, ndm trén
s. Biéu thitc toa d¢ cta f d8i véi muc tiéu dé cé dang:

1 —

kx'\ = a;x + a,X, + a,X,
! —

kx'y = a,x, 4+ anX, + a,x, (1)
' — Ps 3

ka'y = ayx, 4+ oanX, + ayx,

Vi cac diém A,(1:0:0) va Ay(0:1:0) va E,(1:1:0) déu nim trén s
nén déu bién thanh chinh né.
k=a, (0=a, (k=a,+a,
Suyra:<0=a, <k=a, <k=a, +a,
O0=a, (0=a,, |0=a, +a,

Tit dé ta c6 A =8y, , 8y =8y =2, =4, =0.

kx, =a,x, + AnaX;

Vay (1) trd thanh: ]{x'2 =a;, Xy + 8,y,X,

kxy = ay,X,
' dy, 0 a,
Ma tran clia phép bién doifla A=i0 g, a,, |- VidetA=0
0 0 Ay

nen a,ay, #0.

Phép bign doi xa anh f ¢6 thé viét dusi dang ma tran:
k(XY = A(X) (2)

Diém bat dong cha f c6 ma tran cot toa dd (X) thoa man didu kién
k(X) = AX), hay AG)-k(X) = 0 hay (A-kI)(X) = 0, phudng trinh niy ¢6 nghiém
khong tam thuing khi det(A-k [,) = 0 hay (a, - k)%(a k) =0, (I;1a ma
trén don vi cap 3).

Khik = a,, ta cé diém bat dong 6 toa dd (x,: x,: 0), tite 1A nhiing
di€ém nim trén true thiu xa s.

Khik = ay,, ta tim thay diém bit dong 1a S(ap:a,:a,-a,) Ta
ching minh ridng diém S 12 tAm th&u xa. That vay, néu ki hiéu (8) la



ma tran cdt toa d6 cta diém S thi biéu thic (2} ¢6 thé viét dudi dang:
k(X) = a;;. (X) + x4.(8) (%), trong d6 (X) va (X') 14n lugt 14 ma tran cot
toa do clia diém X va X' = f(X). Khi d6 dang thuc (*) chiing té ring
néu X khong tring S thi diém X’ ndm trén dudng thang SX, va vi S 1a
diém bAt dong nén dudng thing SX bién thanh dudng thing SX’
trang véi SX, vay SX bién thanh chinh né.

Hai loai thdu xa ~ Cdch dung dnh cia mét diém qua phép thdu xq.

Phép th&u xa f duge goi 12 phép thdu xa loai 1 néu tim thiu xa
khong nam trén truc thiu xa va duge goi 1a phép thdu xa loai 2 néu
tAm thau xa nam trén truc thiu xa.

Sau diy ta chitng té rdng mdt phép th&u xa f dugde xac dinh néu
cho biét truc thiu xa s, tdm th&u xa S va biét mot cap diém M, M’ =
f(M), véi M khong trung S va khéng nam trén s (c¢6 nhién ba diém S,
M, M’ phéi thing hang). That vay, khi di bigt nhu thé thi ta ¢ thé
x4c dinh dnh N’ ¢tia mét diém N bat ki nhu sau:

- Né&u fla phép théiu xa loai 1: Goi I 12 giao diém cta duong thing
MN véi truc s (h.42). Khi d6 dudng thing MN bién thanh dudng
thang IM’ ¢on dudng thing SN bién thanh chinh né. Suy ra

M’

Hinh 42
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diém N’ chinh 1a giao diém cfia hai dudng thdng IM’ va SN. (C&
nhién ¢6 thé 1am nhu vay khi'N khéng ndm trén SM, con trong
trusng hop N nim trén SM thi ta 18y diém P khong nidm trén
SM va dung 4nh P’ ctia né, sau d6 ding cip diém P, P’ thay cho
cip diém M, M’ dé dung anh N’ cia N).
— N&u f1a phép thiu xa loai 2, ta cling lam tudng tu (h.43).
N

N

Y%

Hinh 43

Ti s6' thdu xa clia phép thdau xa logi 1

Cho f 12 phép th&u xa loai 1 cd truc th&u xa s vA tAm th&u xa S.
Véi diém M khéng nim trén s va khong tring véi S va M’ = f(M), ta ki
hiéu M, = SM n s.

Dinh li: Vdi cdc ki hiéu nhi trén thi ti s6 kép (S, M, M, M)
khong phu thuée vao viée chon diém M. Ti s6'd6 goi 1 ¢ s6'thdu xa
ctia phép thdu xa f.

That vay, trén hinh vé 43, ta thdy ti s6 (S, M,, M, M) va (8, Ny,
N, N’) bing nhau vi ciing bang ti s8 kép (I8, s, IM, IM).

122



Hé qud: Phép thdu xa loai 1 (khéng phdi phép déng nhét) duge
xdc dinh duy nhdt khi cho biét tam théu xa 8, truc thdu xa s va ti s6
thdu xa A (A =0, A =1).

1.4. Lién hé giita bién hinh xa anh va bién hinh afin

a. Trén mat phing xa 4nh P cho dudng thing A. Goi f: P> P 1a
mot phép bién hinh xa anh bao tén dudng thang A, tic 1a bign A
thanh chinh n6. Khi dé A = P\ A 13 mét mé hinh ctia mit phéng afin,
va f(A) = A, vay néu goi £ 12 han ché cta f trén A (f' = f|,) thi ta cé
~anh xa " A A. Dudi ddy ta ching minh rang f 12 mét phép bién
hinh afin clia mat phéng afin A, va ta néi ring phép bién hinh xa dnh
f sinh ra phép bién hinh afin f.

“Trén P chon mdt mue tidu xa anh {A,; E} sao cho A, A; € A. Gia
sit d8i v41 muc tiéu d6 f ¢6 biéu thite toa do:
kx'| = a,x, + 8,X, + a;X,
kx', = a,X, + ayX, + ayX;
kx', = a,X, + a,X, + apX,

Vi phuong trinh A 14 x, = 0, nén diéu kién "f bién A thanh chinh
né" ¢6 nghia 1a: néu x, = 0 thi x';, = 0. Tc 14 phuong trinh thi ba cta
hé phudng trinh trén trd thanh: a;x, + apx; = 0, v61 mo1t x4, X, khdéng
déng thdi bang 0. Suy ra: a;; = 0, as, = 0.

Vay, biéu thie toa do caa fla:

kx', = a,X, + a,X, + a,X,
kx', = a,%, + @,X, + azx, (1)
kx', = A4,X,

Trong d6 a,; 0, vi ma tran caa phép bién hinh f phai ¢6 hang 3.

Biéu thic toa d6 cua ' ciing 1a (1) nhung ¢6 thém didu kién
X3# 0 va x'32 0 (vi cac di€ém thudc A phai c6 toa d6 x,# 0). Do d6 ta ¢
thé xem x; = x'y = 1, Cling vi a;; # 0 nén ta cting c6 thé xem a4 = 1

(bang cach chia cac a;cho ayy), khidé k = 1. Vay bidu thite toa dé cla
f la:
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20 (2)

i
Xy =8y Xy +2pX,y + 8y, R

{x'l =a,X, +auX, td, L.

Néu xem A = P\Ala mat phing afin thi d6i vdi muc tidu afin
sinh ra bdi muc tidu xa anh da chon, cac diém X, X’ = '(X) ¢6 cac toa
a6 afin 1a X = (x;; Xy) va X' = (x';; X’y) thod mén biéu thic (2), ching tb
rang £’ 14 mot phép bién hinh afin.

Tém lai ta dd ching minh ridng: mdi phép bién hinh xa anh fcta
mat phing P, bdo tén dudng thing A, sinh ra mot phép bién hinh afin
cta mat phang afin A = P\ A,

Nguge lai ciing ding: moi phép bién hinh afin f cia A déu sinh
ra bdi mét phép bién hinh xa a4nh ciia P, bao tdn dudng thing A.

That vay, néu phép bign d6i afin £ ¢6 biéu thie toa d6 (2) thi
phép bién ddi xa anh [ sinh ra né c6 biéu thitc toa do 1a :

kx', = a,x, + a,x, + a;X,
kx', = a, X, + a,X, + a,X,

kX'S = Xy

b, Céc phép bién hinh afin sinh ra bdi cac phép thau xa

Dé minh hoa cho nhitng diéu néi trén ta hiy x6t xem néu { la
phép thiu xa ctia mit phang xa 4nh P thi né sinh ra nhitng phép
bién hinh afin nio?

Trudng hop 1. Néu f 1a phép thiu xa ¢é true thiu xa s trung véi
dudng thing A va c¢6 tim thiu xa S ¢ A (khi d6 f bién A thanh chinh
né) (h.44).

Ta chon muc tiéu xa anh {A,, A, A,; E} sao cho A}, A, ndm trén
A, A, trung v4i S thi d& thdy ring biéu thic toa d6 clia f dai vdi muc
tiéu décéd dang:

kx, = ax,
' —_—

kx', = ax,
I

kx, = bx,
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Bing cach cho x, =x,=b=1thik=1, ta dude biéu thiic toa do
caa f’ 1a; '

Hinh 44

Vay £ 1a phép vi tu tdm A, (tie 1a tAm S) vdi ti s8 vi tu 12 a.

Trudng hop 2. Né&u f 12 phép thidu xa ¢6 truc thidu xa s khong
triing A va ¢6 tAm thiu xa S nam trén A nhung khéng niam trén s (khi
d6 f bién A thanh chinh né) (h.45)

Ta chon mue tidu xa anh {A,, A, A, ; B} sao cho A, 1a giao diém
cla s v A, A, tring v6i S va A, nim trén s. Khi d6 S bién thanh
chinh né va moi di€m ctia s bién thanh chinh né, nén dé dang tim
thily biéu thuc toa 46 ctia £ 14 :

1
kx| = ax,
!
kx, =Dbx,
l !
KX, = ax,

Bing cich xem x, = x’;=a=1thik=1va ta duge hidu thife toa

i
. . X, =X
dd cua " la: ,
X, = bx,



A.‘% !

Hinh 45
Vay f 1a phép thiu xa afin cé truc thiu xa la s, phuong thiu xa
12 veetd u(0; 1) va ti s thu xa la b.
Trudng hop 3. Néu f 13 phép thau xa cé truc thdu xa s tring A va
6 tAm thau xa S ndm trén s (khi d6 { bién A thanh chinh né) (h.46).
A,

A,
Hinh 46
Ta chon muc tiéu xa anh {A,, Ay, A; ; E} sao cho A triing v6i S
va A, niim trén s. Khi d6 biéu thie toa do ctia {14 :
kxll =a X T apX,
kx, = a,,%, +2,%,
11{)(3 = 8y,X,

va tAm thau xa 12 8 = (a;y: a,; 1833 — a11).

Nhung vi S trang véi A; = (1: 0 : 0) nén phai ¢ a, = 0 va ay, = ay,
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Bing cich cho x; = x’y = az, = 1 thi k = 1 vA ta duge biéu thic toa
d6 cua " 14 :

X, =%, +a,
X, =X,
Vay £ 12 mét phép tinh tién theo vectd v=(a;3; 0).
. A

Hinh 47

Trudng hop 4. Néu f 14 phép thiu xa cé truc thiu xa s khong
triing véi A va cé tAdm th&u xa S 13 giao diém ctia s va A (khi 46 f bién
A thanh chinh nd) (h.47).

Ta chon mue tiéu xa anh {A,, A,, A, ; E} sao cho A, triung v6i S, A,
nam trén A va A, ndm trén s. Khi d6 d& thay biéu thiic toa 46 cha f1a : _

kx, =ax, +bx,
kx; = cx,
kx, = ax,

Bing cich cho x, = x;=a=1thik =1 va ta duge biéu thiic toa
dd cha f 1a:

X, =X, + bx,
X, = X,

Vay £ 1a mét phép thiu xa trugt ¢6 truc s.
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2.  Hinh hoc xa anh
2.1. Nhom xa anh, tuong duong xa anh ,

Ta bist ring tap hop cdc bién hinh xa 4nh ctta mat phing xa
anh P 1am thanh m&t nhom dude goi 14 nhom xa anh cia P va ki higu
X(P). Méi tap hop con cia P duge goi 1a mdt hinh,

Pinh nghia: Hinh H goi la tuong duong xa anh véi hinh IT néu cé
mét phép bién hinh xa anh bién H thanh H'. Khi 46 ta ki higu: Hx B

T dinh nghia trén va do X(P) la mét nhém ta suy ra :

a. V&i bat ki hinh H ndotaciingco: Hx H

b. NéuH~ H thi H'~ H

c. Neu Hy H' va H'x H” thi Hx H”

Viduw:

1. Hai hinh bén dinh toan phdn bdt ki déu tuong duong xa dnh.

That vay, hinh bén dinh toAn phin gém eé bén diém, trong dé
khéng cé ba diém nao thing hang nén ¢é thé 14y lam mét muc tidu xa
anh, ba trong bén diém dé 14y 1am ba dinh cia muc tidu, diém cdn lai
14y lam didm ddn vi cua mue tidu. Nhu vay hai hinh bén diém toan
phan 13 hai muc tiéu xa anh, va do dé, theo dinh 1i vé su xac dinh cla
phép bién hinh xa anh, ta ludn c¢é phép bién hinh xa Anh bién muc
tidu nay thanh muec tiéu kia, tde 1a bién hinh bén dinh toin phin nay
thanh hinh bon dinh toan phan kia.

2. Moi hinh gém ba diém thang hang luon ludn tuong duong xa anh.

That vAy, gia st hinh H gém ba diém thing hang A, B, C va
hinh H’ gém ba diém thing hang A, ', C'. Ta lay diém D khéng nam
trén dudng thing AB va diém E nidm trén dudng thing DC (nhung
khae véi D va C). Ta duge mot hinh bdn dinh toan phin ABDE, ma
C = AB n DE. Tudng tu ta ta ciing ¢6 hinh L&n dinh toan phin
ABDE ma C = A'B nD'E. Theo 1) ¢6 phép bién hinh xa anh f bién
A, B, D, E.1an 1ugt thanh A’, B, C’, D’. Hién nhién khi d6 { bién C
thanh C’, vay H tuong dudng xa anh vai H'.

128



3. Hai hinh gém bén diém théng hang la tuong duong xa dnh
khi va chi khi ¢l s6'kép clia cdce hinh dé bang nhau.

That vay gia st hinh H gdm bén diém thing hang A, B, C, D va
hinh H' gém bén diém théng hang A’, B’, €', D'. Theo trén cé phép
bién hinh xa anh f bién A, B, C ldn lugt thanh A’, B’, C'. Vi f bao tén
ti 56 kép cla bdn diém thing hang nén f bidn D thanh D’ khi va chi
khi(A, B, C,D)=(A", B, C, D)

Tudng tu ta c6 :

4. Mot hinh bon canh toan phan déu twing duong xg anh vdi nhau.

5. Moi hinh gém ba dudng thang dong quy déu tuong duong xa
anh vdi nhau. ‘

6. Hai hinh gom bén duong théng déng quy tuong duong xa anh
khi va chi khi ti s6 kép ctia cde hinh d6 bing nhau.

2.2. B4t bién xa dnh

Pinh nghia: Mot tinh chét nao dé, hode mét khdi niém nao dé
clia mdt phdng xa dnh P dicoe goi la mét bat bién xa dnh néu né dude
bdo tén qua bdt ki mot phép bién hinh xa dnh nao.

Vi du:

1) Cac tinh ch#t sau ddy déu la cAc bAt bién xa anh: Tinh chdt
thing hang (hodc khong thing hang) ciia ba diém; Tinh chdt déng
quy (hodc khong déng quy) cia ba duong thing ; Tinh chdt “la mét
hang diém didu hod”; Tinh chdt “la mét chivm didu hod”; Khdi niém vé
hinh bén dinh toan phdn; Khdi niém vé hinh bén canh toan phan.
Khdi niém vé hang diém va chiim dudng thing; Khdi niém vé phép
bién hinh xa anh va cde phép thiu xa... ‘

2) Ta ldy mat phang afin A rdi b3 sung dudng thing vo tan de
duge mat phéng xa Anh A. Trén tap A ta ¢6 nhing bat bién afin ma
khong phai 1a bat bién xa anh, ching han cac bat bién afin sau day:
tink chdt song song ctia hai duong thdng; khdi niém trung diém cia
doan thing; khdi niém vé hinh binh hanh, hinh thang...
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2.3. Hinh hoc xa dnh trén mét phéang

DPinh nghia: Tap hop tdt cd cdc bit bién xa dnhk ctia mdt phing
xa énh P goi la Hinh hoc xa dnh trén mdt phing xa dnh P, con goi la
hinh hoc cua nhém X(P).

2.4. Quan hé gitta hinh hoc afin va hinh hoc xa anh

Ching ta da biét ridng tap hgp cac phép bién hinh afin cla mit
phang afin A 1am thanh mdt nhém goi la nhém afin cla A, ki hiéu 13
Af{A). Ta ciing da dinh nghia hinh hoc afin trén mat phing 1a tap hop
tdt ca cac bat bién; Hinh hoc afin con dudge goi 12 hinh hoc clla nhém
Af(A) gbm céac phép afin cla A.

Trén mit phing xa anh P 1ay mét dudng thang A, va ki hidu
XA(P) gdm cac phép bién hinh xa anh f cia P sao cho f(A) = (A) (tiicla f
bién A thanh chinh né). Hién nhién X,(P) lam thanh mét nhém va la
nhém con ctia nhém X(P) gdm tat ci cac phép bign hinh xa anh ctia
P. Nhu da bidt tap hop A = P \ A 12 mét mit phing afin va ta goi
Af(A) 12 nhém afin chia A. Ta lai biét ring néu f e Xy(P) thif =], 12
mdt phép afin cta A, tic 1a e Af(A) va ngude lai néu { € Af(A) thi ¢
duy nhat mot f € X,(P) saocho f' = fl . Nhu vay nhom Af(A) déng ciu
v6i nhém X, (P). Bdi vay ta cé thé xem nhém afin Af(A) cia A 13
nhém con ctia nhém xa anh X(P) caa P. '

T d6 ta suy ra moi bt bién xa anh déu 13 bat bién afin. That
vay, vi bat bién xa anh 14 tinh chat hodic khai niém khéng thay déi
qua bt ki phép bién hinh nao cia nhém X(P) nén né ciing khong
thay déi qua bat ki phép bién hinh nio ciia nhém con Af(A), nén dé
cing 14 bat bién afin cua A.

Nguge lai ¢6 nhitng bét bién afin khong phi 12 bt bign xa Anh.
Chéng han khai niém vé hai duong thﬁng song song 1a bat bién afin
ma khong phai la bat bién xa anh. Thét vy hai dudng thing afin a, b
goi 12 song song néu ching néu ching ¢6 diém chung I nim trén
dudng thing vo tan A. Vi phép bién hinh afin bién dudng thing A
thanh chinh né nén né bién diém I thanh diém I’ ndim trén A. Vay hai
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dudng thing a, b 14n lugt bién thanh hai dudng thing a’, IV’ di qua I
va do d6 a’ vA b’ cing song song. Néu ta 14y mot phép bién hinh xa
anh bat ki thi n6 c¢6 thé bién diém I thanh diém T’ khéng ndm trén A
va do d6 a, b bién thanh a’, b’ cit nhau tai I’ nén khéng song song.

Nhu vay tap hop cac b&t bién xa anh 13 tap hgp con cla tap hgp
cic bat bién afin. Néi cach khac Hinh hoc xa anh 14 mét bd phan cua
Hinh hoc afin.

3.  Anh xa xa anh giifa cac hang diém va anh xa xa anh giira cac
chum dudng thang
3.1. Anh xa xa dnh giifa cdc hang diém

Ta thdy riang tap hop cac diém ndm trén mot ducng thang s
dude goi 14 mot hang diém, hang diém d6 cing duge ki hi¢u la s.

D;nh nghia: Cho hai hang diém s va s’ cua mdt phang xa dnh
P. M{t song dnh f- s —» s’ duwde goi la dnh xa xa dnh tic hang diém s lén
hang diém s néu né khong lam thay déi ti s6 kép ctia bon diém bdt ki
trén s. N6i ro ra - néu A, B, C, D la bén diém nam trén s va A, B, C,
D' lan lugt la danh cua chiing qua f thi (A, B, C, D)= (A", B, C', D).

DPinh li: Cho ba diém phéan biét A, B, C thudc hang diém s va ba
diém phan bigt A’, B, ' thude hang diém s’. Khi d6 ¢6 anh xa xa anh
duy nhit f: s — g’ sao cho f(A) = A’, f(B) = B, {(C) = C".

Chiing minh: Ta goi a ,b, ¢, a', L', ¢' lan lugt 1a cac vectd dai
dién cho cae diém A, B, C, A", B, C". Viba diém A, B. C thang hang va
ba diém A’, B', ¢’ thing hang nén c¢é thé chon cic vectd do sao cho
G=a-bva cmaie b,

Ta x4c dinh anh xa f: s — 5" nhu sau:

N&u M nim trén dudng thing s thi M dude dai dién bdi veetdm,
nhung M nim trén dudng thing AB nén m bidu thi tuyén tinh qua
hai vects a va b, tite ldim =m,a+m,b. Khi dé ta 1ldy M' = f(M) 1a

.2 . C oA 1s - e . .
diédm cé dai dién 12 vectd: m'=m,a'+m,b’. RS rang véi cich xac dinh
: : 1 2
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dé ta cb {(A) = A’, f(B) = B’ va f(C) = C". Ta con phai chiing minh f bao
ton ti s§ kép cta bén diém bat ki thude hang diém s.

Gid st M, N, P, Q 12 b&n diém ndm trén dudng thing s cé céc
vectd dai dién 1an lugt 12: m=m,a +m,b, n= n,a+n,b, p= p15 +p,b,

- . — N . 2 - N - n,m-m,n
g=q,a+q,b. T¥ hai dang thic diu ta suy raig=_—2""""2"
mn, —myn,

¥

poam-mn Thay cac gia tri nay vao hai ding thic sau ta cé :
mn, —m,n,
- 1 — —
P= W[(p1n2 - pznn)m + (p1m2 = Pyl ) n:l
m,n, —m,n,
- 1 . -
q= —[(qln2 -q2nl))m +(am, - qzml)n] .
mn, —m,n,

Tu d6 theo dinh nghia caa ti s6 kép ta cé:

(M, N, P, Q) = pm, —p,m, qm,-q,m
P, - Ry, q,n, —q,n,

Theo dinh nghia cta { thi eic diém M’ = f{(M), N’ = {(N), p = f{(P),
Q' = f(Q) cé cac vects dai dién 14, m’ mla +m. b', n' =n, a' +1n, b,

p'=pa +p,b’, m'=q,a +q,b'. Béi vay tinh to&n tuong tu ta cd

M, N P Q) = Bt T, 40T,
P, — P, q,n, —q,n,

vaidodétacé (M,N,P, Q=M N,P, Q).

Ta chiing minh tinh duy nhat ctia 4nh xa xa anh f bién A, B, C
thanh A', B, C'. Gia st ¢6 anh xa xa 4nh g ciing bién cac diém A B C
thude s thanh cac diém A', B, C’ thuje s'. LAy diém bat ki M, ¢6 anh
M’ = (M) va M" = g(M). Do { va g ciing 12 cfic anh xa xa 4nh nén ta cé:
A B, C,My=(, B, C, M)yva (A B, C, M) = (A, B, C', M"). Suy ra
M"” = g(M) triang véi M’ = f(M) véi M bat ki.

Vay g triung véi f.

139



3.2. Phép chiéu xuyén tam
a. Binh nghia

Cho hai duong thing phan biét s, s’ va mot diém S nam ngodi
hai dwong thang d6. Anh xa g: s — s bién méi diém Me s thanh diém
M e s goi la phép chiéu xuyén tam néu ba diém M, M va S thding
hang (h.48). Biém S goi la tém clia phép chiéu xuyén tam g.

S

Hinh 48
Dinh li: Phép chiéu xuyén tam la mét dnh xq xg dnh
Chizng minh: That vay, véi bon diém M, N, P, Q bat ki thude s va anh
M, N', P!, Q' cfia ching, ta c6: (M', N, P, Q) = (M, N, P, Q) vi ciing biing ti s6
kép (SM, SN, SP, SQ) ctia bén dudng thing SM, SN, SP, 8Q (2.49).

S
5
\N/
M
Q

g

AR AN
Hinh 49

N
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Cha § rdng qua 4nh xa dé, giao diém I cia s va s’ bién thanh
chinh né va duge goi la diém tu ing. Ta c6 dinh 1 sau:

Dinh 1i: Diéu kién can va di dé anh xa xa dnh giza hai hang
diém phdan biét tré thanh mot phép chiéu xuyén tém la giao diém I
cua ching ti ing.

Diéu kién can da duge néu & trén. Ta chiing minh diéu kién da.

Goi g: s > s 14 4nh xa xa anh ma g(I) =1, trong 46 I 1a giao diém
clia s va ¢'. L&y hai diém phan biét A, B thude s, khéng trung véi 1 va
A', B' 14 4nh cta ching (h50). Goi S = ABAA'B' thi phép chi&u xuyén
tAm [ v6i tam S cing bién 1, A, B thanh I, A, B' nhu g. Do dé, theo sy
xdc dinh duy nhét cha 4nh xa xa anh gilta hai hang diém, ta suy ra
anh xa g cing chinh 14 phép chiéu xuyén tam f.

A/\

Hinh 50

b. N&u anh xa xa anh khéng phai 1a phép chiéu xuyén tadm thi ¢o

thé phan tich n6 thanh tich cla cac phép chifu xuyén tim. Cu thé la
ta cé:

Dinh li: Moi dnh xa xa anh g: s — s’ gita hai hang diém phén
biét s va s’ la mot phép chiéu xuyén tdm hodc la tich cia hai phép
chiéu xuyén tam. '
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T
S

/C' Bl
Hinh 51

Chuing minh: (h.51)

Gid st 4nh xa xa anh g: s — s' khong phai l1a phép chiéu xuyén
tim duge xac dinh bdi ba didm A, B, C thuge s va dnh A", B', C' cha
ching. LAY mdt dudng thing s” qua A' nhung khéng trung vil s, va
mpt diém S, trén dudng thing AA' nhung khong nam trén s va s’

Goi g;: s — s" 12 phép chifu xuyén tam tit s.1én " c6 tam 1a S..
Goi B", C" 1a anh cua B, C qua g,, ngoai ra hién nhién g,(A) = A" Vi
g, ' vi g 14 céc 4nh xa xa Anh nén dit g, = g o g 1 8" — s’ cung 1a
anh xa xa anh, va g,bién A' thanh chinh né nén g, 12 mot phép chidu
xuyén tam, bién A", B”, C" thanh A", B, C". Vi g, = go g;' nén g = g
tiic g 1a tich ctia hai phép chi€u xuyén tam.

¢) Sau day 13 vi du v& dinh 1i Pap-puyt ma ching minh né ¢6 thé
dung cac tfnh chit ctia phép chidu xuyén tam.

Pinh li Pap-puyt: Cho hai duong thang phén biét d;va dy cdt
nhau tai O. Trén d, cho ba diém phan biét A, B, C; khdc O, trén d;
cho ba diém phdn biét A, B, C, khde O. Goi Ay la giao diém cua B,C,



va B,C, B;la giao diém ciia C,A, va CA, C;la gm:o diém ciia A,B; va
A,B,. Khi d6, ba diém A, B, C, thang hang.

Chitng minh: Goi s 1a dudng thang A,B, va s’ 1a dudng thing
C,B,. Goi M 1a giao diém caa A,C, va B,C.; N 14 giao diém ctia A,B,
va A,C,. Xét céc phép chidu xuyén tdm h: s—d, véi tam A,, va
g:d;—¢’, véi tdm C,. Dat f = goh: s » 5"

Khi d6, dé thdy rang f bién B, thanh B, nén anh xa xa anh f 1a
mét phép chiéu xuyén tdm t& hang diém s dén hang diém s’ Ngoai
cang dé thay ring f 1an lugt bién ba diém A, C,, N 14n lugt thanh cac
diém M, A,, C,. Vi vay ba dudng thdng A,M (ciing 1a C.A)), CiA, va
NC, (ciing 1a C,A,;) va C;A, ddng quy tai tam cda f. Vi C,A, va C,A, cét
nhau tai B; nén ta suy ra A, B;, C;thing hang (h.52).

By
M
Az &
N R:
C3%
dj
0 A B, C,
¢

Hinh 52

3.3. Anh xa xa dnh gitia cdc chum duong thang

Ta biét rang tap hgp cic dudng thing di qua mdt diém S goi la
chum d‘u’dng thing tém S, né sé duge ki hiéu 13 {S}. D6 14 khai niém
d8l nglu cta khai niém hang didm. Khai niém sau day 1a d8i ngiu
cua khai niém dnh xa xa dnh gitta hai hang diém.
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Dinh nghia: Mjt song dnh F : {S} — {8} gitta hai cham {8} va
1S’} goi la dnh xa xa dnh néu né bdo ton ti s6 kép clia bén duing thing
ctia chivm tém (S). N6i rd hon: gid st a, b, ¢, d 12 bén dudng thang ctia
{Stvaa’, b’, ¢, d’ 14 anh ctia ching thi (a, b, ¢, d) = (a", b", ', d").

Tit nguyén téc d6i nglu ta cé;

Pinh li: Cho ba dudng thing phdan biét a, b, ¢ thuéc chiom
duwong thing (S} va ba dudng thing o', b, ¢ thude chiom dwing thing
{S’). Khi dé ¢6 dnh xa xa anh duy nhdt F: {8} (S’ sao cho F(a) = @,
F(b)=¥b', F(c) = ¢

3.4. Phép chiéu xuyén truc
Dinh nghia: Cho hai chim duing thing phéan biét (Sjva (S v
mét duding thing s khéng di qua S va 8. Anh xa F: {S} — (S} bién méi
duwong thang me (S} thanh duing thang m’e (S} goi la phép chiéu xuyén
truc vdi truc ld s néu m va m’ it nhau tai mét diém nam trén s. (h.63)
Khai niém phép chi€u xuyén truc 14 d8i ngdu cua khai niém
phép chidu xuyén tam.

m'

Hinh 53

Diing nguyén tic d6i ngiu ta cé cac k&t qua sau day:
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Dinh li: Biéu kié¢n can va du dé énh xq xg dnh giita hai cham
dudng thing phan biét (S}, (S} tré ta thanh mdt phép chiéu xuyén
truc la dudng thang S8 néi tém hai chitm dé tu ing (tic la SS’ bién
thanh chinh nd).

Moi dnh xa xa anh giva hai chiim duong thang phén biét la mot
phép chiéu xuyén truc hode la tich cia hai phép chiéu xuyén truc.
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