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LỜI NÓI ĐẦU 
 

Toán cao cấp A1, A2, A3 là chương trình toán đại cương dành cho sinh viên các nhóm ngành 
toán và nhóm ngành thuộc khối kỹ thuật. Nội dung của toán cao cấp  A1, A3  chủ yếu là phép tính 
vi tích phân của hàm một hoặc nhiều biến, còn toán cao cấp A2 là các cấu trúc đại số và đại số 
tuyến tính. Có khá nhiều sách giáo khoa và tài liệu tham khảo viết về các chủ đề này. Tuy nhiên 
với phương thức đào tạo từ xa có những đặc thù riêng, đòi hỏi học viên làm việc độc lập nhiều 
hơn, do đó cần phải có tài liệu hướng dẫn học tập thích hợp cho từng môn học. Tập tài liệu hướng 
dẫn học môn toán cao cấp  A2  này được biên soạn cũng nhằm mục đích trên.  

Tập tài liệu này được biên soạn theo chương trình qui định năm 2001 của Học viện Công 
nghệ Bưu Chính Viễn Thông. Nội dung của cuốn sách bám sát các giáo trình của các trường đại 
học kỹ thuật, giáo trình dành cho hệ chính qui của Học viện Công nghệ Bưu Chính Viễn Thông 
biên soạn năm 2001 và theo kinh nghiệm giảng dạy nhiều năm của tác giả. Chính vì thế, giáo trình 
này cũng có thể dùng làm tài liệu học tập, tài liệu tham khảo cho sinh viên của các trường, các 
ngành đại học và cao đẳng. 

Giáo trình được trình bày theo cách thích hợp đối với người tự học, đặc biệt phục vụ đắc lực 
cho công tác đào tạo từ xa. Trước khi nghiên cứu các nội dung chi tiết, người đọc nên xem phần 
giới thiệu của mỗi chương cũng như mục đích của chương (trong sách Hướng dẫn học tập Toán 
A2 đi kèm) để thấy được mục đích ý nghĩa, yêu cầu chính của chương đó. Trong mỗi chương, mỗi 
nội dung, người đọc có thể tự đọc và hiểu được cặn kẽ thông qua cách diễn đạt và chứng minh rõ 
ràng. Đặc biệt bạn đọc nên chú ý đến các nhận xét, bình luận để hiểu sâu hơn hoặc mở rộng tổng 
quát hơn các kết quả. Hầu hết các bài toán được xây dựng theo lược đồ: Đặt bài toán, chứng minh 
sự tồn tại lời giải bằng lý thuyết và cuối cùng nêu thuật toán giải quyết bài toán này. Các ví dụ là 
để minh hoạ trực tiếp khái niệm, định lý hoặc các thuật toán, vì vậy sẽ giúp người đọc dễ dàng 
hơn khi tiếp thu bài học.  

Giáo trình gồm 7 chương tương ứng với 4 đơn vị học trình (60 tiết): 

Chương I: Lô gích toán học, lý thuyết tập hợp, ánh xạ và các cấu trúc đại số. 

Chương II: Không gian véc tơ. 

Chương III: Ma trận. 

Chương IV: Định thức. 

Chương V: Hệ phương trình tuyến tính 

Chương VI: Ánh xạ tuyến tính.  

Chương VII: Không gian véc tơ Euclide và dạng toàn phương. 

Ngoài vai trò là công cụ cho các ngành khoa học khác, toán học còn được xem là một 
ngành khoa học có phương pháp tư duy lập luận chính xác chặt chẽ. Vì vậy việc học toán cũng 
giúp ta rèn luyện phương pháp tư duy. Các phương pháp này đã được giảng dạy và cung cấp 



từng bước trong quá trình học tập ở phổ thông, nhưng trong chương I các vấn đề này được hệ 
thống hoá lại. Nội dung của chương I được xem là cơ sở, ngôn ngữ của toán học hiện đại. Một 
vài nội dung trong chương này đã được học ở phổ thông nhưng chỉ với mức độ đơn giản. Các 
cấu trúc đại số thì hoàn toàn mới và khá trừu tượng vì vậy đòi hỏi học viên phải đọc lại nhiều 
lần mới tiếp thu được.  

Các chương còn lại của giáo trình là đại số tuyến tính. Kiến thức của các chương liên hệ 
chặt chẽ với nhau, kết quả của chương này là công cụ của chương khác. Vì vậy học viên cần thấy 
được mối liên hệ này. Đặc điểm của môn học này là tính khái quát hoá và trừu tượng cao. Các 
khái niệm thường được khái quát hoá từ những kết quả của hình học giải tích ở phổ thông. Khi 
học ta nên liên hệ đến các kết quả đó. 

Tuy rằng tác giả đã rất cố gắng, song vì thời gian bị hạn hẹp cùng với yêu cầu cấp bách của 
Học viện, vì vậy các thiếu sót còn tồn tại trong giáo trình là điều khó tránh khỏi. Tác giả rất mong 
sự đóng góp ý kiến của bạn bè đồng nghiệp, học viên xa gần và xin cám ơn vì điều đó. 

Cuối cùng chúng tôi bày tỏ sự cám ơn đối với Ban Giám đốc Học viện Công nghệ Bưu 
Chính Viễn Thông, Trung tâm Đào tạo Bưu Chính Viễn Thông 1 và bạn bè đồng nghiệp đã 
khuyến khích động viên, tạo nhiều điều kiện thuận lợi để chúng tôi hoàn thành tập tài liệi này.  

 

Hà Nội, cuối năm 2004. 
Ts. Lê Bá Long 
Khoa cơ bản 1 

Học Viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông 



Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

1.  CHƯƠNG 1: MỞ ĐẦU VỀ LÔGÍC MỆNH ĐỀ, TẬP HỢP              
ÁNH XẠ VÀ CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

1.1 SƠ LƯỢC VỀ LÔGÍC MỆNH ĐỀ 

1.1.1  Mệnh đề 

Lôgíc mệnh đề là một hệ thống lôgích đơn giản nhất, với đơn vị cơ bản là các mệnh đề 
mang nội dung của các phán đoán, mỗi phán đoán được giả thiết là có một giá trị chân lý nhất 
định là đúng hoặc sai.  

Để chỉ các mệnh đề chưa xác định ta dùng các chữ cái ...,, rqp  và gọi chúng là các biến 
mệnh đề. Nếu mệnh đề p  đúng ta cho p  nhận giá trị 1 và p  sai ta cho nhận giá trị 0. Giá trị 1 

hoặc 0 được gọi là thể hiện của p . 

Mệnh đề phức hợp được xây dựng từ các mệnh đề đơn gián hơn bằng các phép liên kết 
lôgích mệnh đề. 

1.1.2  Các phép liên kết lôgíc mệnh đề 

1. Phép phủ định (negation): Phủ định của mệnh đề p  là mệnh đề được ký hiệu ,p  đọc là 

không p . Mệnh đề p  đúng khi p  sai và p  sai khi p  đúng. 

2. Phép hội (conjunction): Hội của hai mệnh đề qp,  là mệnh đề được ký hiệu qp ∧  (đọc 

là p  và ). Mệnh đề q qp ∧  chỉ đúng khi p  và q  cùng đúng. 

3. Phép tuyển (disjunction): Tuyển của hai mệnh đề qp,  là mệnh đề được ký hiệu qp ∨  

(đọc là p  hoặc ). q qp ∨  chỉ sai khi p  và  cùng sai. q

4. Phép kéo theo (implication): Mệnh đề  kéo theo , ký hiệu , là mệnh đề chỉ 

sai khi 

p q qp ⇒
p  đúng  sai. q

5. Phép tương đương (equivalence): Mệnh đề )()( pqqp ⇒∧⇒ được gọi là mệnh đề 

p  tương đương , ký hiệu .  q qp ⇔

Một công thức gồm các biến mệnh đề và các phép liên kết mệnh đề được gọi là một công 
thức mệnh đề. Bảng liệt kê các thể hiện của công thức mệnh đề được gọi là bảng chân trị. 

Từ định nghĩa của các phép liên kết mệnh  đề ta có các bảng chân trị sau 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

   

10
01
pp

              

0000
1010
1001
1111

qpqpqp ∨∧

 

     

100
110
001
111

qpqp ⇒

11100
00110
01001
11111

qppqqpqp ⇔⇒⇒

 

Như vậy  là một mệnh đề đúng khi cả hai mệnh đề qp ⇔ p  và q  cùng đúng hoặc cùng 
sai và mệnh đề  sai trong trường hợp ngược lại. qp ⇔

Một công thức mệnh đề được gọi là hằng đúng nếu nó luôn nhận giá trị 1 trong mọi thể hiện 
của các biến mệnh đề có trong công thức. Ta ký hiệu mệnh đề tương đương hằng đúng là "≡ " 
thay cho " ". ⇔

1.1.3  Các tính chất 

Dùng bảng chân trị ta dễ dàng kiểm chứng các mệnh đề hằng đúng sau: 

1)  pp ≡      luật phủ định kép. 

2) )()( qpqp ∨≡⇒ . 

3) pqqppqqp ∨≡∨∧≡∧ ,    luật giao hoán. 

4) rqprqp ∧∧≡∧∧ )()(  

    rqprqp ∨∨≡∨∨ )()(               luật kết hợp. 

5) [ ] [ )()()( rpqprqp ]∧∨∧≡∨∧  

    [ ] [ )()()( rpqprqp ∨ ]∧∨≡∧∨  luật phân phối. 

6) Mệnh đề  pp ∨   luôn đúng              luật bài chung. 

               pp ∧   luôn sai   luật mâu thuẫn. 

7)  qpqp ∧≡∨   

     qpqp ∨≡∧     luật De Morgan. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

8)  pqqp ⇒≡⇒     luật phản chứng. 

9)  pppppp ≡∧≡∨ ;    luật lũy đẳng. 

10)  pqpppqpp ≡∨∧≡∧∨ )(;)(  luật hấp thu. 

1.2 TẬP HỢP 

1.2.1  Khái niệm tập hợp 

Khái niệm tập hợp và phần tử là khái niệm cơ bản của toán học, không thể định nghĩa qua 
các khái niệm đã biết. Các khái niệm "tập hợp", "phần tử" xét trong mối quan hệ phân tử của tập 
hợp trong lý thuyết tập hợp là giống với khái niệm "đường thẳng", "điểm" và quan hệ điểm trên 
đường thẳng được xét trong hình học. Nói một cách nôm na, ta có thể xem tập hợp như một sự tụ 
tập các vật, các đối tượng nào đó mà mỗi vật hay đối tượng là một phần tử của tập hợp. Có thể lấy 
ví dụ về các tập hợp có nội dung toán học hoặc không toán học. Chẳng hạn: tập hợp các số tự 
nhiên là tập hợp mà các phần tử của nó là các số 1,2,3..., còn tập hợp các cuốn sách trong thư viện 
của Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông là tập hợp mà các phần tử của nó là các cuốn 
sách. 

Ta thường ký hiệu các tập hợp bởi các chữ in hoa ,..., BA ,...,YX  còn các phần tử bởi các 
chữ thường ,..., yx  Nếu phần tử x  thuộc A  ta ký hiệu Ax∈ , nếu x không thuộc A  ta ký hiệu 

Ax∉ . Ta cũng nói tắt "tập" thay cho thuật ngữ "tập hợp". 

1.2.2  Cách mô tả tập hợp 

Ta thường mô tả tập hợp theo hai cách sau: 

a) Liệt kê các phần tử của tập hợp 

Ví dụ 1.1:  Tập các số tự nhiên lẻ nhỏ hơn 10 là { }9,7,5,3,1 . 

Tập hợp các nghiệm của phương trình 012 =−x  là { }1,1− . 

b) Nêu đặc trưng tính chất của các phần tử tạo thành tập hợp 

Ví dụ 1.2: Tập hợp các số tự nhiên chẵn { ∈= nP ∈= mmn ,2 } 

Hàm mệnh đề trên tập hợp D  là một mệnh đề )(xS  phụ thuộc vào biến Dx∈ . Khi cho 
biến x  một giá trị cụ thể thì ta được mệnh đề lôgích (mệnh đề chỉ nhận một trong hai giá trị hoặc 
đúng hoặc sai).  

Nếu )(xS là một mệnh đề trên tập hợp D  thì tập hợp các phần tử  Dx∈  sao cho )(xS  

đúng được ký hiệu { })(xSDx∈  và được gọi là miền đúng của hàm mệnh đề )(xS . 

i) Xét hàm mệnh đề )(xS  xác định trên tập các số tự nhiên : " 12 +x  là một số nguyên 

tố" thì )2(),1( SS  đúng và )4(),3( SS  sai ... 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

ii)  Mỗi một phương trình là một hàm mệnh đề 

    { } { }1,1012 −==−∈ xx . 

Để có hình ảnh trực quan về tập hợp, người ta thường biểu diễn tập hợp như là miền phẳng 
giới hạn bởi đường cong khép kín không tự cắt được gọi là giản đồ Ven. 

c) Một số tập hợp số thường gặp 

- Tập các số tự nhiên   { }...,2,1,0= . 

- Tập các số nguyên  { }...,2,1,0 ±±= . 

- Tập các số hữu tỉ    { }∈≠= qpqqp ,,0 . 

- Tập các số thực      . 

- Tập các số phức    { }1;, 2 −=∈+== iyxiyxz . 

1.2.3  Tập con 

Định nghĩa 1.1: Tập A  được gọi là tập con của B  nếu mọi phần tử của A  đều là phần tử 
của B , khi đó ta ký hiệu BA⊂  hay AB ⊃ . 

Khi A  là tập con của B  thì ta còn nói A  bao hàm trong B  hay B  bao hàm A  hay B  
chứa A. 

Ta có:  . ⊂⊂⊂⊂

Định nghĩa 1.2: Hai tập A , B  bằng nhau, ký hiệu ,BA =  khi và chỉ khi BA⊂  và 

AB ⊂ . 

 Như vậy để chứng minh BA⊂  ta chỉ cần chứng minh BxAx ∈⇒∈  và vì vậy khi 
chứng minh BA =  ta chỉ cần chứng minh  BxAx ∈⇔∈ .  

Định nghĩa 1.3: Tập rỗng là tập không chứa phần tử nào, ký hiệu .φ  

Một cách hình thức ta có thể xem tập rỗng là tập con của mọi tập hợp. 

Tập hợp tất cả các tập con của X được ký hiệu )(XP . Vậy  )(XA P∈  khi và chỉ khi 

XA ⊂ . Tập X  là tập con của chính nó nên là phần tử lớn nhất còn φ  là phần tử bé nhất trong 

)(XP . 

Ví dụ 1.3:     { }cbaX ,,=

có    { } { } { } { } { } { }{ }XaccbbacbaX ,,,,,,,,,,)( φ=P . 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 Ta thấy X có 3 phần tử thì  )(XP  có 823 =  phần tử. Ta có thể chứng minh tổng quát 

rằng nếu X có n  phần tử thì  )(XP  có  phần tử. n2
1.2.4  Các phép toán trên các tập hợp 

1. Phép hợp: Hợp của hai tập A  và B , ký hiệu BA∪ , là tập gồm các phần tử thuộc ít 
nhất một trong hai tập A , B . 

Vậy                ( ) ( ) ( )( )BxAxBAx ∈∨∈⇔∪∈ . 

2. Phép giao: Giao của hai tập A  và B , ký hiệu BA∩ , là tập gồm các phần tử thuộc 
đồng thời cả hai tập A , B . 

Vậy                ( ) ( ) ( )( )BxAxBAx ∈∧∈⇔∩∈ . 

3. Hiệu của hai tập: Hiệu của hai tập A  và B , ký hiệu BA \  hay BA− , là tập gồm các 
phần tử thuộc A  nhưng không thuộc B . 

Vậy               ( ) ( ) ( )( )BxAxBAx ∉∧∈⇔∈ \ . 

 Đặc biệt nếu XB ⊂  thì tập BX \  được gọi là phần bù của B  trong X  và  

được ký hiệu là B
XC . Nếu tập X  cố định và không sợ nhầm lẫn thì ta ký hiệu B  thay cho 

B
XC . 

 Ta có thể minh hoạ các phép toán trên bằng giản đồ Ven: 

  

  

 

              

   BA∩          BA∪               B
XC  

 
Áp dụng lôgích mệnh đề ta dễ dàng kiểm chứng lại các tính chất sau: 

1. ABBA ∪=∪ ,  

    ABBA ∩=∩      tính giao hoán. 

2. CBACBA ∪∪=∪∪ )()( ,  

    CBACBA ∩∩=∩∩ )()(    tính kết hợp. 

3. )()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪ ,  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

    )()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩   tính phân bố. 

Giả sử BA,  là hai tập con của X  thì: 

4. AXAAAAA =∩=∪= ;; φ  

5. φ=∩=∪ AAXAA ;  

6. BABA ∩=∪ ; BABA ∪=∩  luật De  Morgan 

7. ( ) BA
ACBAABAABABA ∩=∩=∩∩=∩= )(\\ . 

1.2.5  Lượng từ phổ biến và lượng từ tồn tại 

 Giả sử )(xS  là một hàm mệnh đề xác định trên tập D  có miền đúng 

{ })()( xSDxD xS ∈= . Khi đó: 

a) Mệnh đề )(, xSDx∈∀  (đọc là với mọi )(, xSDx∈ ) là một mệnh đề đúng nếu 

 và sai trong trường hợp ngược lại. DD xS =)(

 Ký hiệu ∀ (đọc là với mọi) được gọi là  lượng từ phổ biến. 

 Khi D  đã xác định thì ta thường viết tắt  )(, xSx∀  hay ( ) )(, xSx∀ . 

b) Mệnh đề )(, xSDx∈∃  (đọc là tồn tại )(, xSDx∈ ) là một mệnh đề đúng nếu 

φ≠)(xSD  và sai trong trường hợp ngược lại. 

 Ký hiệu (đọc là tồn tại) được gọi là  lượng từ tồn tại. ∃
 Để chứng minh một mệnh đề với lượng từ phổ biến là đúng thì ta phải chứng minh đúng 

trong mọi trường hợp, còn với mệnh đề tồn tại ta chỉ cần chỉ ra một trường hợp đúng. 

c) Người ta mở rộng khái niệm lượng tử tồn tại với ký hiệu )(,! xSDx∈∃  (đọc là tồn tại 

duy nhất )(, xSDx∈ ) nếu có đúng một phần tử. )(xSD

d) Phép phủ định lượng từ 

             ( ))(,)(, xSDxxSDx ∈∃⇔∈∀  

                ( ))(,)(, xSDxxSDx ∈∀⇔∈∃     (1.1) 

Ví dụ 1.4: Theo định nghĩa của giới hạn 

εδδε <−⇒<−<∀>∃>∀⇔=
→

LxfaxxLxf
ax

)(0:;0,0)(lim . 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Sử dụng tính chất hằng đúng )()( qpqp ∨≡⇒  (xem tính chất 1.3) ta có  

       εδ <−⇒<−< Lxfax )(0  tương đương với  

( )( ) ( )εδ <−∨=∨≥− Lxfaxax )()( . 

Vậy phủ định của là Lxf
ax

=
→

)(lim

( ) ( )εδδε ≥−∧<−<∃>∀>∃ Lxfaxx )(0:;0,0 . 

1.2.6  Phép hợp và giao suy rộng 

 Giả sử ( ) là một họ các tập hợp. Ta định nghĩa là tập gồm các phần tử thuộc 

ít nhất một tập  nào đó và là tập gồm các phần tử thuộc mọi tập . 

IiiA ∈ U
Ii

iA
∈

iA I
Ii

iA
∈

iA

Vậy    ( ) ( )
0;0 iIi i AxIiAx ∈∈∃⇔∈ ∈U  

              ( ) ( )iIi i AxIiAx ∈∈∀⇔∈ ∈ ;I .  (1.2) 

Ví dụ 1.5:   { })1(0 +≤≤∈= nnxxAn  

  { })1(11)1(1 ++<≤+−∈= nxnxBn  

   [ )1;0
1

=
∞

=
U
n

nA  ,   [ ]1;0
1

=
∞

=
I
n

nB  . 

1.2.7  Quan hệ 

1.2.7.1  Tích Đề các của các tập hợp 

Định nghĩa 1.4: Tích Đề các của hai tập YX ,  là tập, ký hiệu YX × , gồm các phần tử có 

dạng ),( yx  trong đó Xx∈ và Yy∈ . 

Vậy     { }YyXxyxYX ∈∈=×   vµ  ),( .   (1.3) 

Ví dụ 1.6:    { }cbaX ,,= ,  { }2,1=Y  

  { })2,(),2,(),2,(),1,(),1,(),1,( cbacbaYX =×  

 Ta dễ dàng chứng minh được rằng nếu X có  phần tử, Y có  phần tử thì n m YX × có 
 phần tử. mn×
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 Cho  là n tập hợp nào đó, ta định nghĩa và ký hiệu tích Đề các của n tập 
hợp này như sau: 

nXXX ...,,, 21

 { }niXxxxxXXX iinn ,...,2,1,),...,,(... 2121 =∈=××× .  (1.4) 

Chú ý 1.1: 

1. Khi XXX n === ...1  thì ta ký hiệu  thay cho nX 43421
lÇn n

XX ×× ... . 

2. Tích Đề các  còn được ký hiệu nXXX ××× ...21 ∏∈Ii iX . 

3. Giả sử  nn XXxx ××∈ ...),...,( 11 ; nn XXxx ××∈ ...)',...,'( 11  thì 

nixxxxxx iinn ,...,1,')',...,'(),...,( 11 =∀=⇔=  

4. Tích Đề các của các tập hợp không có tính giao hoán. 

1.2.7.2  Quan hệ hai ngôi 

Định nghĩa 1.5:  Cho tập φ≠X , mỗi tập con XX ×⊂R được gọi là một quan hệ hai 

ngôi trên X . Với Xyx ∈, mà R∈),( yx  ta nói x có quan hệ với  theo quan hệ y R và ta 

viết yxR . 

Ví dụ 1.7: Ta xét các quan hệ sau trên tập các số: 

       yxyx M⇔11 : RR  x(  chia hết cho , )y ∈∀ yx,  

       1),(: 22 =⇔ yxyxRR x(  và  nguyên tố cùng nhau) y ∈∀ yx,  

       yxyx ≤⇔33 : RR  x(  nhỏ hơn hay bằng  )y ∈∀ yx,  

       myxyx M−⇔44 : RR ,   ∈∀ yx, . Ta ký hiệu )(modmyx ≡  và đọc là 
x đồng dư với  môđulô m. y

Định nghĩa 1.6: Quan hệ hai ngôi R  trên X được gọi là có tính: 

    a) Phản xạ, nếu  Xxxx ∈∀,R ; 

    b) Đối xứng, nếu  Xyx ∈∀ , mà yxR  thì cũng có xyR ; 

    c) Bắc cầu, nếu  Xzyx ∈∀ ,, mà yxR  và zyR  thì cũng có zxR ; 

    d) Phản đối xứng, nếu Xyx ∈∀ , mà yxR  và xyR  thì yx = . 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ví dụ 1.8: 1R  phản đối xứng, bắc cầu nhưng không đối xứng, không phản xạ (vì 0 không 

chia hết cho 0). 2R  đối xứng, không phản xạ, không phản xứng, không bắc cầu. 3R  phản xạ, 

phản đối xứng, bắc cầu. 4R  phản xạ, đối xứng, bắc cầu. 

1.2.7.3  Quan hệ tương đương 

Định nghĩa 1.8: Quan hệ hai ngôi R  trên φ≠X  được gọi là quan hệ tương đương nếu có 
ba tính chất phản xạ, đối xứng, bắc cầu. 

 Với quan hệ tương đương R  ta thường viết )(~ Ryx  hoặc yx ~  thay cho yxR . 

 Ta định nghĩa và ký hiệu lớp tương đương của phần tử Xx∈  là tập hợp 

{ xyXyx ~∈= }. Mỗi phần tử bất kỳ của lớp tương đương x  được gọi là phần tử đại diện 

của x . Người ta cũng ký hiệu lớp tương đương của x  là )(xcl . 

 Hai lớp tương đương bất kỳ thì hoặc bằng nhau hoặc không giao nhau, nghĩa là 'xx ∩  

hoặc bằng 'xx =  hoặc bằng φ , nói cách khác các lớp tương đương tạo thành một phân hoạch 

các tập con của  .X

 Tập tất cả các lớp tương đương được gọi là tập hợp thương, ký hiệu ~X . Vậy  

{ }XxxX ∈=~ . 

Ví dụ 1.9: Quan hệ 4R  trong ví dụ 1.7 là một quan hệ  tương đương gọi là quan hệ đồng 
dư môđulô m trên tập các số nguyên .  Nếu yx ~ , ta viết  

     )(modmyx ≡ . 

Ta ký hiệu tập thương gồm m số đồng dư môđulô m:  

{ }1...,,1,0 −= mm .  

Ví dụ 1.10: Trong tập hợp các véc tơ tự do trong không gian thì quan hệ "véc tơ ur  bằng 
véc tơ vr " là một quan hệ tương đương. Nếu ta chọn gốc O cố định thì mỗi lớp tương đương bất 

kỳ đều có thể chọn véc tơ đại diện dạng OA . 

1.2.7.4  Quan hệ thứ tự 

Định nghĩa 1.8: Quan hệ hai ngôi R  trên φ≠X  được gọi là quan hệ thứ tự nếu có ba 
tính chất phản xạ, phản đối xứng, bắc cầu. 

Ví dụ 1.11:  

1) Trong , , ,  quan hệ "" yx ≤  là một quan hệ thứ tự. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 
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2) Trong  quan hệ  là một quan hệ thứ tự. "" yxM

3) Trong )(XP , tập hợp tất cả các tập con của X , quan hệ "tập con" ( BA⊂ ) là một 
quan hệ thứ tự. 

 Khái niệm quan hệ thứ tự được khái quát hoá từ khái niệm lớn hơn (hay đứng sau) trong 
các tập số, vì vậy theo thói quen người ta cũng dùng ký hiệu ""≤  cho quan hệ thứ tự bất kỳ. 

 Quan hệ thứ tự  trên tập ""≤ X  được gọi là quan hệ thứ tự toàn phần nếu hai phần tử bất 

kỳ của X  đều so sánh được với nhau. Nghĩa là với mọi Xyx ∈,  thì yx ≤  hoặc xy ≤ . Quan 
hệ thứ tự không toàn phần được gọi là quan hệ thứ tự bộ phận. 

 Tập X  với quan hệ thứ tự ""≤  được gọi là tập được sắp. Nếu  là quan hệ thứ tự 

toàn phần thì 

""≤
X  được gọi là tập được sắp toàn phần hay sắp tuyến tính. 

Ví dụ 1.12: Các tập ,( ),≤ ),,( ≤ ),,( ≤ ),( ≤  được sắp toàn phần, còn ,  và ( )M
( )⊂),(XP  được sắp bộ phận (nếu X có nhiều hơn 1 phần tử). 

Định nghĩa 1.9: Cho tập được sắp ),( ≤X  và tập con XA⊂ . Tập A  được gọi là bị chặn 

trên nếu tồn tại sao cho , với mọi Xq∈ qa ≤ Aa∈ . Khi đó  được gọi là một chặn trên của q A . 

 Hiển nhiên rằng nếu  là một chặn trên của q A  thì mọi Xp∈  mà pq ≤  đều là chặn 

trên của A . 

 Phần tử chặn trên nhỏ nhất  của q A  ( theo nghĩa 'qq ≤ , với mọi chặn trên  của 'q A ) 

được gọi là cận trên của A  và được ký hiệu Aq sup= . Rõ ràng phần tử cận trên nếu tồn tại là 
duy nhất. 

 Tương tự tập A  được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại Xp∈ sao cho ap ≤ , với mọi 

Aa∈ . Phần tử chặn dưới lớn nhất được gọi là cận dưới của A  và được ký hiệu Ainf . Cận 
dưới nếu tồn tại cũng duy nhất. 

 Nói chung  Asup , Ainf  chưa chắc là phần tử của A . Nếu AAq ∈= sup  thì q  

được gọi là phần tử lớn nhất của A  ký hiệu  Aq max= .  

Tương tự nếu AAp ∈= inf  thì p  được gọi là phần tử bé nhất của A  ký hiệu  

Ap min= . 

Ví dụ 1.13: Trong , tập ),( ≤ [ ) { }101;0 <≤∈== xxA  có   

AA∉= sup1 ,  AA ∈= 0inf  

do đó không tồn tại Amax  nhưng tồn tại 0infmin == AA . 



Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

1.3 ÁNH XẠ 

1.3.1  Định nghĩa và ví dụ 

Khái niệm ánh xạ được khái quát hoá từ khái niệm hàm số trong đó hàm số thường được 
cho dưới dạng công thức tính giá trị của hàm số phụ thuộc vào biến số. Chẳng hạn, hàm số 

xy 2= với ∈x  là quy luật cho ứng 

  ,21,00 aa ...,63,42 aa

Ta có thể định nghĩa ánh xạ một cách trực quan như sau: 

Định nghĩa 1.10: Một ánh xạ từ tập X  vào tập Y  là một quy luật cho tương ứng mỗi một 
phần tử Xx∈  với một phần tử duy nhất )(xfy =  của Y . 

Ta ký hiệu                   hay        YXf ⎯→⎯: YX f⎯→⎯  

                )(xfyx =a                         )(xfyx =a  

X  được gọi là tập nguồn, Y  được gọi là tập đích. 

Ví dụ 1.14:  

 

 

                                                                                                                    

 

             Y                                       Y                                  Y  X X X
Trong 3 tương ứng trên chỉ có tương ứng thứ 3 xác định một ánh xạ từ X  vào Y . 

Ví dụ 1.15:  Mỗi hàm số )(xfy =  bất kỳ có thể được xem là ánh xạ từ tập D  là miền 

xác định của )(xfy =  vào . Chẳng hạn:  

 Hàm lôgarit xy ln=  là ánh xạ →+
*:ln      

                                                              xyx ln=a           

Hàm căn bậc hai xy =   là ánh xạ   →+:        

                                                                         xyx =a . 

Định nghĩa 1.11: Cho ánh xạ YXf →:  và XA⊂ , YB ⊂ . 

{ }AxxfAf ∈= )()(       (1.5) 

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•

• 
• 
• 
•
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

được gọi là ảnh của A  qua ánh xạ f .  

Nói riêng fXf Im)( =  được gọi là tập ảnh hay tập giá trị của f .  

{ BxfXxBf ∈∈=− )()(1 }   (1.6) 

 được gọi là nghịch ảnh của tập con B  của Y . 

Khi B  là tập hợp chỉ có một phần tử { }y  thì ta viết )(1 yf −  thay cho  . Vậy  { }( yf 1− )

{ )()(1 xfyXxyf =∈=− }.   (1.7) 

1.3.2  Phân loại các ánh xạ 

Định nghĩa 1.12: 

1) Ánh xạ YXf →: được gọi là đơn ánh nếu ảnh của hai phần tử phân biệt là hai phần 
tử phân biệt.  

Nghĩa là: Với mọi )()(;, 212121 xfxfxxXxx ≠⇒≠∈  hay một cách tương đương, 

với mọi .  ;, 21 Xxx ∈

2121 )()( xxxfxf =⇒=    (1.8) 

2) Ánh xạ YXf →: được gọi là toàn ánh nếu mọi phần tử của Y  là ảnh của phần tử nào 

đó của X . Nghĩa là YXf =)(  hay 

XxYy ∈∃∈∀ ,  sao cho )(xfy = .    (1.9) 

3) Ánh xạ YXf →: vừa đơn ánh vừa toàn ánh được gọi là song ánh. 

Chú ý 1.2: Khi ánh xạ YXf →:  được cho dưới dạng công thức xác định ảnh )(xfy =  

thì ta có thể xác định tính chất đơn ánh, toàn ánh của ánh xạ f  bằng cách giải  phương trình:       

         Yyxfy ∈= ),(        (1.10) 

trong đó ta xem x  là ẩn và  là tham biến. y

 ♦ Nếu với mọi Yy∈  phương trình (1.10) luôn có nghiệm Xx∈  thì ánh xạ f  là toàn 
ánh. 

 ♦ Nếu với mỗi Yy∈ phương trình (1.10) có không quá 1 nghiệm Xx∈  thì ánh xạ f  
là đơn ánh. 

 ♦ Nếu với mọi Yy∈  phương trình (1.10) luôn có duy nhất nghiệm Xx∈  thì ánh xạ 

f  là song ánh. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ví dụ 1.16:   Cho ánh xạ    

 

Xét phương trình  hay . xxxxxfy +=+== 2)1()( 02 =−+ yxx

Biệt số 041 >+=Δ y  (vì ∈y ). Phương trình luôn có 2 nghiệm thực 

( ) ( ) 2411,2411 21 yxyx +−−=++−= . Vì 02 <x  nên phương trình có không 

quá 1 nghiệm trong . Vậy f  là đơn ánh. Mặt khác tồn tại ∈y  mà nghiệm  (chẳng hạn 

), nghĩa là phương trình trên vô nghiệm trong . Vậy 

∉1x
1=y f  không toàn ánh. 

Ví dụ 1.17: Các hàm số đơn điệu chặt: 

•  Đồng biến chặt: )()( 2121 xfxfxx <⇒<  

•  Nghịch biến chặt:  )()( 2121 xfxfxx >⇒<

là các song ánh từ tập xác định lên miền giá trị của nó. 

Ví dụ 1.18:  Giả sử A  là tập con của X  thì  ánh xạ 

 

 

là một đơn ánh gọi là nhúng chính tắc. 

Đặc biệt khi XA =  ánh xạ i  được ký hiệu  gọi là ánh xạ đồng nhất của XId X . 

Ví dụ 1.19: Giả sử  ~  là một quan hệ tương đương thì ánh xạ sau là một toàn ánh 

     

 

1.3.3  Ánh xạ ngược của một song ánh 

Định nghĩa 1.13:  Giả sử YXf →:  là một song ánh khi đó với mỗi Yy∈  tồn tại duy 

nhất Xx∈  sao cho )(xfy = . Như vậy ta có thể xác định một ánh xạ từ Y  vào X  bằng cách 

cho ứng mỗi phần tử Yy∈  với phần tử duy nhất Xx∈  sao cho )(xfy = . Ánh xạ này được 

gọi là ánh xạ ngược của f  và được ký hiệu 1−f .  

Vậy      và XYf →− :1 )()(1 xfyxyf =⇔=− .  
 (1.11) 

  cũng là một song ánh. 1−f

:f      →
)1()( +== xxxfyx a

xxix
XAi

=
→

)(
:

a  

xxpx
XXp →:

=)(
~

a  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ví dụ 1.20:      Hàm mũ          1,0, ≠>= aaay x

là một song ánh (vì hàm mũ đơn điệu chặt) có hàm ngược là hàm lôgarit                                      

                 . yxay a
x log=⇔=

Ví dụ 1.21      Các hàm lượng giác ngược    

Xét hàm    

                                                          

đơn điệu tăng chặt và toàn ánh nên nó là một song ánh. Hàm ngược được ký hiệu                                           

 

 

[ ] [ ]2;2,1;1,sinarcsin ππ−∈−∈∀=⇔= yxxyyx . 

Tương tự hàm [ ] [ 1;1;0:cos −→

[ ] [ ]
xx

2:sin
sin

1;12;
a
→−π π −

 

[ ] [ ]
yy arcsin

2;21;1:arcsin
a

ππ−→−

]π  đơn điệu giảm chặt có hàm ngược  

[ ] [ ]π;01;1:arccos →− ;   

xyyx cosarccos =⇔= . 

Hàm ngược  arctg  được xác định như sau arcotg,

( ) ( )2;2,;,tgarctg ππ−∈∞∞−∈∀=⇔= yxxyyx . 

( ) ( )π;0,;,gcotgcotarc ∈∞∞−∈∀=⇔= yxxyyx . 

1.3.4  Hợp (tích) của hai ánh xạ 

Định nghĩa 1.14: Với hai ánh xạ ZYX
gf
→→  thì tương ứng ))(( xfgxa  xác định một 

ánh xạ từ X vào Z  được gọi là hợp (hay tích) của hai ánh xạ f và g , ký hiệu fg o . Vậy  

ZXfg →:o  có công thức xác định ảnh  

 ))(()( xfgxfg =o .   (1.12) 

Ví dụ 1.22: Cho  với công thức xác định ảnh  →→ :,: gf ,sin)( xxf =  

.  Ta có thể thiết lập hai hàm hợp  42)( 2 += xxg fg o  và  gf o  từ   vào .  

4sin2)(,)42sin()( 22 +=+= xxfgxxgf oo . 

Qua ví dụ trên ta thấy nói chung  fggf oo ≠ , nghĩa là phép hợp ánh xạ không có tính 
giao hoán. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 Nếu YXf →:  là một song ánh có ánh xạ ngược XYf →− :1 , khi đó ta dễ dàng 

kiểm chứng rằng XIdff =− o1  và YIdff =−1o . Hơn nữa ta có thể chứng minh được 

rằng ánh xạ YXf →:  là một song ánh khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ XYg →:  sao cho 

XIdfg =o  và , lúc đó YIdgf =o 1−= fg .  

1.3.5  Lực lượng của một tập hợp 

Khái niệm lực lượng của tập hợp có thể xem như là sự mở rộng khái niệm số phần tử của 
tập hợp. 

Định nghĩa 1.15: Hai tập hợp YX ,  được gọi là cùng lực lượng nếu tồn tại song ánh từ X  
lên Y . 

Tập cùng lực lượng với tập {  được gọi là có lực lượng . Vậy }n,...,2,1 n X  có lực lượng 

 khi và chỉ khi n X  có  phần tử.  còn được gọi là bản số của n n X , ký hiệu XCard  hay X . 

Quy ước lực lượng của φ  là 0.  

Định nghĩa 1.16: Tập có lực lượng  hoặc  0 được gọi là các tập hữu hạn. Tập không hữu 
hạn được gọi là tập vô hạn. Tập có cùng lực lượng với tập các số tự nhiên  hay hữu hạn được gọi 
là tập đếm được. 

n

Chú ý 1.3: 

1) Tập vô hạn đếm được là tập cùng lực lượng với . 

2) Bản thân tập  là tập vô hạn đếm được. 

3) Người ta chứng minh được ,  là tập vô hạn đếm được, còn tập  không đếm được. 

4) Giả sử YX ,  là hai tập hữu hạn cùng lực lượng. Khi đó ánh xạ YXf →:  là đơn ánh 
khi và chỉ khi là toàn ánh, do đó là một song ánh.  

1.4 GIẢI TÍCH TỔ HỢP- NHỊ THỨC NEWTON  

1.4.1  Hoán vị, phép thế 

Cho tập hữu hạn . Mỗi song ánh từ { nxxxE ,..., 21= } E  lên E  được gọi là một phép 

thế, còn ảnh của song ánh này được gọi là một hoán vị n phần tử của E . 

 Nếu ta xếp các phần tử của E  theo một thứ tự nào đó thì mỗi hoán vị là một sự đổi chỗ 
các phần tử này. 

Đặc biệt nếu { nE ,...2,1 }=  thì mỗi phép thế được ký hiệu bởi ma trận 

       (1.13) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(...)2()1(
...21

n
n

σσσ
σ

 19



Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

trong đó hàng trên là các số từ 1 đến  sắp theo thứ tự tăng dần, hàng dưới là ảnh tương 
ứng của nó qua song ánh 

n
σ . Còn [ ])(),...,2(),1( nσσσ  là hoán vị của phép thế σ . 

Ví dụ 1.23:  là hoán vị từ phép thế  có [ 3124 ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3124
4321

σ 4)1( =σ , 

2)2( =σ , 1)3( =σ , 3)4( =σ . 

Tập hợp  {  có hai hoán vị là }2,1 [ ]21  và [ ]12 . 

Tập hợp  {  có sáu hoán vị là }3,2,1 [ ]321 , [ ]312 , [ ]213 , [ ]231 ,   và [ ]. [ ]132 123

Với tập  thì có n  cách chọn giá trị { nxxxE ,...,, 21= } )( 1xσ ,  cách chọn giá trị 1−n
)( 2xσ .... cho một phép thế σ  bất kỳ. 

 Vậy có  hoán vị (phép thế) của tập  phần tử.  !1)...2)(1( nnnn =−− n

1.4.2  Chỉnh hợp 

Cho tập hợp hữu hạn có  phần tử n { }nxxxE ,...,, 21=  và tập hợp hữu hạn 

. { }pB ,...,2,1=

Định nghĩa 1.17: Một chỉnh hợp lặp chập p  các phần tử của E  là ảnh của một ánh xạ từ 

B  đến E . 

Ta cũng có thể xem một chỉnh hợp lặp chập p  như một bộ gồm p  thành phần là các phần 

tử có thể trùng nhau của E . Nói cách khác, một chỉnh hợp lặp chập p  là một phần tử của tích 

Descartes pE . Vậy số các chỉnh hợp lặp chập p  của  vật là . n pn

Ví dụ 1.24: Cho  vật  và tiến hành bốc có hoàn lại n { nxxxE ,...,, 21= } p  lần theo cách 

sau: Bốc lần thứ nhất từ tập E  được , ta trả  lại cho 
1ix 1ix E  và bốc tiếp lần thứ hai ...  Mỗi kết 

quả sau p  lần bốc  ( )
piii xxx ,...,, 21  là một chỉnh hợp có lặp  chập n p . 

Định nghĩa 1.18: Một chỉnh hợp (không lặp) chập p  gồm  phần tử của n )( npE ≤  là 

ảnh của một đơn ánh từ B  vào E . 

Hai chỉnh hợp  chập n p  là khác nhau nếu:  

 hoặc chúng có ít nhất một phần tử khác nhau,  

 hoặc gồm p  phần tử như nhau nhưng có thứ tự khác nhau.  

Như vậy ta có thể xem mỗi chỉnh hợp là một bộ có p  thành phần gồm các phần tử khác 

nhau của E  hay có thể xem như một cách sắp xếp  phần tử của n E  vào p  vị trí.  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Có  cách chọn vào vị trí thứ nhất, n 1−n  cách chọn vào vị trí thứ hai, ... và 1+− pn  
cách chọn vào vị trí thứ p . Vậy số các chỉnh hợp  chập n p  là 

  
)!(

!)1)...(1(
pn

npnnnA p
n −

=+−−=     (1.14) 

1.4.3  Tổ hợp 

Định nghĩa 1.19: Một tổ hợp  vật của n E  chập p  là một cách lấy ra đồng thời p  vật từ 

E  có n  vật. Như vậy ta có thể xem một tổ hợp  chậpn p  là một tập con p  phần tử của tập có 

 phần tử n E . 

Nếu ta hoán vị p  vật của một tổ hợp thì ta có các chỉnh hợp khác nhau của cùng p  vật này. 

Vậy ứng với một tổ hợp p  vật có đúng !p  chỉnh hợp của p  vật này. Ký hiệu  là số các tổ 
hợp  chập

p
nC

n p  thì 

)!(!
!

! pnp
n

p
AC

p
np

n −
== .    (1.15)  

Ví dụ 1.25: a) Có bao nhiêu cách bầu một lớp trưởng, một lớp phó và một bí thư chi đoàn 
mà không kiêm nhiệm của một lớp có 50 học sinh. 

b) Có bao nhiêu cách bầu một ban chấp hành gồm một lớp trưởng, một lớp phó và một bí 
thư chi đoàn mà không kiêm nhiệm của một lớp có 50 học sinh. 

Giải: 

 a) Mỗi kết quả bầu là một  chỉnh hợp 50 chập 3. 

Vậy có    cách bầu. 600.1174849503
50 =××=A

b) Mỗi kết quả bầu một ban chấp hành là một tổ hợp 50 chập 3. 

Vậy có  600.19
6

484950
!47!3

!503
50 =

××
==C  cách bầu.  

1.4.4  Nhị thức Niu-tơn 

Xét đa thức bậc :   n 444 3444 21
sèthõa  n

n xxxx )1)...(1)(1()1( +++=+

Khai triển đa thức này ta được: 

   1...)1( 2
2

1
1 ++++=+ −

−
−

−
n

n
n

n
nn xaxaxx  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Hệ số của px  bằng số cách chọn p  thừa số trong  thừa số trên. Mỗi cách chọn là một tổ 

hợp  chập 

n

n p , do đó . p
np Ca =

Vậy  011 ......)1( n
pp

n
nn

n
nn

n
n CxCxCxCx +++++=+ −−  

Thay bax =  (nếu ) ta có: 0≠b

∑
=

−−− =+++=+
n

p

pnpp
n

n
n

nn
n

nn
n

n baCbCbaCaCba
0

011 ...)(  (1.16) 

Công thức này được gọi là nhị thức Niu-tơn, đúng với mọi ∈ba,  (kể cả trường hợp 

). 0=b

1.4.5  Sơ lược về phép đếm 

Khi muốn đếm số phần tử của các tập hữu hạn ta có thể áp dụng các cách đếm hoán vị, 
chỉnh hợp, tổ hợp và các công thức sau: 

a) BABABA +=∩+∪ ,          (công thức cộng)   (1.17) 

b) BABA ⋅=× ,                       (công thức nhân)   (1.18) 

c) { } BABAf =→: ,               (chỉnh hợp có lặp)   (1.19) 

d) AA 2)( =P ,        (1.20) 

e)  Nếu BAf →:  song ánh thì BA = .     (1.21) 

Công thức cộng a) thường được sử dụng trong trường hợp đặc biệt khi A, B rời nhau 

φ=∩ BA ,  lúc đó  BABA +=∪ . 

Công thức nhân b) có thể mở rộng cho k tập bất kỳ  

  kk AAAA ⋅⋅=×× ...... 11    (1.22) 

Hoặc nếu một hành động H gồm k giai đoạn kAA ,...,1 . Mỗi giai đoạn  có thể thực hiện 

theo  phương án thì cả thảy có 
iA

in knn ×× ...1  phương án thực hiện H. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ví dụ 1.26:  Cho mạch điện 

 

 

 

 

                   
 
a) Có bao nhiêu trạng thái của mạch. 

b) Có bao nhiêu trạng thái có thể của mạch để có dòng điện chạy từ A đến B 

Giải:  

Áp dụng công thức nhân ta có: 

a) Số các trạng thái của mạch 51222.2.2 9432 == . 

b)  Ở  có  trạng thái nhưng có 1 trạng thái dòng điện không qua được, do đó ở  

có 3 trạng thái dòng điện qua được. Tương tự ở  có 

1U 22 1U

2U 123 −  và ở  có  trạng thái 
dòng điện qua được. Vậy số các trạng thái của mạch có dòng điện chạy từ A đến B là 

. 

3U 124 −

3151573 =××

Ví dụ 1.27: Có bao nhiêu số tự nhiên viết dưới dạng thập phân có  chữ số  trong 
đó có đúng hai chữ số 8. 

n )3( ≥n

Giải: Giả sử N  là số tự nhiên có  chữ số mà chữ số thứ nhất bên trái khác chữ số 0 và có 
đúng hai chữ số 8. 

n

♦Trường hợp 1: Nếu chữ số thứ nhất bên trái là chữ số 8 thì có 1−n  vị trí để đặt chữ số 8 

thứ hai, có 9 cách chọn cho mỗi chữ số ở 2−n  vị trí còn lại. Vậy có đúng  số 29)1( −− nn N  
thuộc loại này. 

♦Trường hợp 2: Nếu chữ số thứ nhất bên trái không phải là chữ số 8 thì có 2
1−nC  vị 

trí để đặt 2 chữ số 8, có 8 cách chọn chữ số cho vị trí thứ nhất, có 9 cách chọn cho mỗi chữ 
số ở  vị trí khác vị trí thứ nhất và hai vị trí đã chọn cho chữ số 8. Vậy có đúng 3−n

332
1 98

2
)2)(1(98 −−

− ⋅⋅
−−

=⋅⋅ nn
n

nnC  số N  thuộc loại này.  

Sử dụng công thức cộng ta suy ra số các số tự nhiên cần tìm là: 

332 9)1)(14(9)2)(1(49)1( −−− −+=−−+− nnn nnnnn  

3U  

2U  
1U  

A B  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ví dụ 1.28: Trong mặt phẳng cho  đường thẳng đôi một cắt nhau và các giao điểm này 
khác nhau . 

n
)4( ≥n

a) Tìm số các giao điểm của chúng. 

b) Tìm số các đường thẳng mới được tạo bởi các giao điểm trên. 

Giải: 

 

                                  

                                              

 

 

 

 

 

 

 

a) Số các giao điểm của  đường thẳng bằng số các cặp của  đường thẳng này. Vậy có 

 giao điểm. 

n n
2
nC

b) Xét tại điểm A  bất kỳ trong  giao điểm của câu a). Tồn tại đúng hai đường trong n  

đường trên đi qua 

2
nC

A  là . jiDD ji <;,

Trên mỗi đường có đúng  điểm trong số  giao điểm của câu a).  1−n 2
nC

Vậy trên   có  ji DD , 1)1(2 −−n điểm, do đó có 

2
)3)(2()1)1(2(2 −−

=−−−
nnnCn  đường thẳng mới nối đến A . Vì mỗi đường 

thẳng mới đều nối hai điểm ở câu a) nên số đường thẳng mới là: 

 )3)(2)(1(
8
1

2
)3)(2(

2
1 2 −−−=

−− nnnnnnCn . 

Ví dụ 1.29:  Cho tập con A  có p  phần tử của tập E  có  phần tử. Hãy đếm số các cặp n
),( YX  các tập con của E  sao cho:  

A  

jD  

4=n  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

AYXEYX ⊃∩=∪ ,        (1.23) 

Giải: Ký hiệu AEB \= .  

Đặt     ( ){ }AYXEYXYX ⊃∩=∪= ,,A  

  ( ){ }BYXBYBXYX =∪⊂⊂= '';','','B  

Tương ứng ; BA →:f ),(),( BYBXYXf ∩∩a  là một song ánh.   

Mặt khác ''\'',',' YXBBYXBYBX ⊂⇔=∪⊂⊂ .  

Vậy số các cặp ),( YX  thoả mãn điều kiện (1.23) cần tìm bằng bản số của tập  

{ }'",',")',"( YXBYBXYX ⊂⊂⊂ .  

Với mỗi tập BY ⊂'  có bản số  thì bản số của tập 'y { }'"" YXX ⊂  là ; Số các tập 

con 

'2 y

BY ⊂'  có  phần tử là . Áp dụng công thức cộng suy ra bản số cần tìm là   

. 

'y 'y
pnC −

∑
−

=

−
− =

pn

y

pny
pn

y C
0'
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1.5 CÁC CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 

1.5.1  Luật hợp thành trong 

Định nghĩa 1.20: Một luật hợp thành trong trên tập φ≠X  là ánh xạ từ XX ×  vào X .  

Ta thường ký hiệu               XXX →×:*  

             yxyx *),( a  

Luật hợp thành trong kết hợp hai phần tử yx,  của X  thành một phần tử yx ∗  của X  vì 
vậy luật hợp thành trong còn được gọi là phép toán hai ngôi. 

Ví dụ 1.30: Phép cộng và phép nhân là các luật hợp thành trong của các tập số , , , , 
. 

Ví dụ 1.31: Phép cộng véc tơ theo quy tắc hình bình hành là phép toán trong của tập  

các véc tơ tự do trong không gian, nhưng tích vô hướng không phải là phép toán trong vì  
3R

3),cos( Rvuvuvu ∉⋅=⋅
rrrrrr

. 

Định nghĩa 1.21: Luật hợp thành trong * của tập X  được gọi là: 

1) Có tính kết hợp nếu  zyxzyxXzyx ∗∗=∗∗∈∀ )()(:,,   
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

2) Có tính giao hoán nếu   xyyxXyx ∗=∗∈∀ :,   

3) Có phần tử trung hoà (hay có phần tử đơn vị) là Xe∈  nếu 

  xxeexXx =∗=∗∈∀ :   

4) Giả sử  * có phần tử trung hoà  Xe∈ . Phần tử  Xx ∈'  được gọi là phần tử đối xứng 
của  Xx∈  nếu exxxx =∗=∗ '' .   

Ta dễ dàng thấy rằng phần tử trung hoà có phần tử đối xứng là chính nó. 

Các phép hợp thành trong hai ví dụ trên đều có tính kết hợp và giao hoán. Số 0 là phần tử 

trung hoà đối với phép cộng và 1 là phần tử trung hoà đối với phép nhân trong. Véc tơ 
r

 là phần 

tử trung hoà của phép toán cộng véc tơ trong . Đối với phép cộng thì mọi phần tử 

0
3R x  trong , 

, ,  đều có phần tử đối là x− . Phần tử đối của 0≠x  ứng với phép nhân trong , ,   là 
x1 , nhưng mọi phần tử khác  trong  với phép + không có phần tử đối. 0

Tính chất 1.4:  

1) Phần tử trung hoà nếu tồn tại là duy nhất. 

2) Nếu * có tính kết hợp, thì phần tử đối của mỗi phần tử là duy nhất. 

3) Nếu * có tính kết hợp và phần tử  có phần tử đối thì có luật giản ước: a
yxyaxa =⇒∗=∗  và phương trình bxa =∗  có duy nhất nghiệm bax ∗= '  với '  là 

phần tử đối của . 
a

a
Chứng minh:  

1) Giả sử  và  là hai phần tử trung hoà thì e 'e eeee =∗= ''  (dấu "=" thứ nhất có được do 
 là phần tử trung hoà, còn dấu "=" thứ hai là do  là phần tử trung hoà). e 'e

2) Giả sử  có hai phần tử đối xứng là 'a  và , khi đó: a "a

"")'("')"('' aeaaaaaaaaea =∗=∗∗=∗∗=∗= . 

Theo thói quen ta thường ký hiệu các luật hợp thành trong có tính giao hoán bởi dấu ""+ , 
khi đó phần tử trung hoà được ký hiệu là 0 và phần tử đối của x  là x− . Nếu ký hiệu luật hợp 
thành bởi dấu nhân "." thì phần tử trung hoà được ký hiệu 1 và gọi là phần tử đơn vị, phần tử đối 

của x  là 1−x . 

1.5.2  Nhóm 

Định nghĩa 1.22: Giả sử  là tập khác trống với luật hợp thành *, cặp  được gọi là 
một vị nhóm nếu thoả mãn hai điều kiện sau: 

G ,*)(G

G1: * có tính kết hợp. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

G2: * có phần tử trung hoà . e

Vị nhóm  là một nhóm nếu thoả mãn thêm điều kiện: ,*)(G

G3: Mọi phần tử của  đều có phần tử đối. G

Nhóm  được gọi là nhóm giao hoán hay nhóm Abel nếu : ,*)(G

G4: * có tính giao hoán. 

Ví dụ 1.32: , , ),( + ),( + ),( + , ),( + , ),( 3 +R , )*,( ⋅ , , )*,( ⋅ ),( * ⋅+ , 

,  là các nhóm Abel. ),( * ⋅+ )*,( ⋅

Chú ý 1.5: Một nhóm là tập khác rỗng  với luật hợp thành * thoả mãn G1, G2, G3, 
nhưng nếu * đã xác định và không sợ nhầm lẫn thì ta nói tắt nhóm G  thay cho nhóm . 

G
,*)(G

Định nghĩa 1.23: Đồng cấu nhóm từ nhóm  vào nhóm  là ánh xạ ,*)(G ),'(G ': GGf →  
sao cho  

)()()(:, yfxfyxfGyx =∗∈∀ .  (1.24) 

Nếu f  đơn ánh (toàn ánh, song ánh) thì f được gọi là đơn cấu (toàn cấu, đẳng cấu, một 
cách tương ứng). 

    là một đẳng cấu nhóm từ nhóm 10;:log * ≠<→+ aa  ),( * ⋅+  lên nhóm  ),( + .  

1.5.3  Vành 

Định nghĩa 1.24: Giả sử trên tập φ≠A  có hai luật hợp thành trong ký hiệu bởi dấu cộng 

và dấu nhân, khi đó ),,( ⋅+A  được gọi là một vành nếu: 

A1: ),( +A  là một nhóm Abel, 

A2: Luật nhân có tính kết hợp, 

A3: Luật nhân có tính phân phối hai phía đối với luật cộng, nghĩa là: 

 zxyxzyxAzyx ⋅+⋅=+⋅∈∀ )(:,,     phân phối bên trái 

 zyzxzyxAzyx ⋅+⋅=⋅+∈∀ )(:,,     phân phối bên phải 

Nếu thoả mãn thêm điều kiện:  

A4: Luật nhân có tính giao hoán thì ),,( ⋅+A  là vành giao hoán. 

A5: Luật nhân có phần tử đơn vị là 1 thì  ),,( ⋅+A  là vành có đơn vị. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Chú ý 1.6: 

1) Tồn tại vành giao hoán nhưng không có đơn vị và ngược lại. 

2) Ta nói tắt vành A  thay cho vành ),,( ⋅+A . 

Định nghĩa 1.25: 

1) Phần tử 0≠x  của A  được gọi là ước của  nếu tồn tại 0 0, ≠∈ yAy  sao cho 

0=⋅ yx  (  là phần tử trung hoà của luật cộng của vành 0 ),,( ⋅+A ). 

2) Vành không có ước của  được gọi là vành nguyên. 0
Vậy vành ),,( ⋅+A  là vành nguyên khi và chỉ khi mọi Ayx ∈,  sao cho  0=⋅ yx  thì 

0=x  hoặc . 0=y

Ví dụ 1.33: 

1)  là một vành nguyên. ),,( ⋅+

2) Ký hiệu  là tập hợp các hàm liên tục trên đoạn . Ta định nghĩa phép cộng 

và phép nhân trong  xác định như sau: 

];[ baC ];[ ba

];[ baC

)()()();()())((:, ];[ xgxfxfgxgxfxgfCgf ba =+=+∈∀  

Ta có thể kiểm chứng được rằng với hai phép toán này thì  là một vành giao hoán có 

đơn vị và có ước của 0. 
];[ baC

3)  là một vành nguyên, trong đó ( ⋅+,],[xK ) ][xK  là tập các đa thức của biến x  có hệ số 

thuộc vào vành số . ,,,=K

4) Tập nn mod=  các số đồng dư môđulô n . 

Ta có thể chứng minh được rằng nếu )(mod' nxx ≡ , )(mod' nyy ≡  thì 

)(mod'' nyxyx +≡+  và )(mod'' nyxxy ≡ . Vì vậy ta có thể định nghĩa phép cộng và phép 

nhân trong  bởi: n

yxyx +=+   và  yxyx ⋅=⋅    (1.25) 

Chẳng hạn    )7(mod2)7(mod4)7(mod5 =+  

)7(mod6)7(mod1)7(mod4)7(mod5 =−=⋅ . 

Với hai phép toán này ),,( ⋅+n  là một vành giao hoán có đơn vị. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

1.5.4  Trường 

Định nghĩa 1.26: Vành giao hoán có đơn vị ),,( ⋅+K  được gọi là một trường nếu mọi phần 

tử 0≠x  của K  đều khả nghịch (có phần tử đối của luật nhân). Nghĩa là: 

K1: ),( +K  là nhóm Abel, 

K2: )*,( ⋅K  là nhóm Abel, }0{\* KK = , 

K3: Luật nhân phân phối đối với luật cộng. 

Rõ ràng rằng mọi trường là vành nguyên, nhưng điều ngược lại không đúng. ),,( ⋅+  là 
một ví dụ về vành giao hoán nguyên có đơn vị nhưng không phải là trường. 

Ví dụ 1.34: ),,( ⋅+ , , ),,( ⋅+ ),,( ⋅+  là trường. 

Ví dụ 1.35:  là trường khi và chỉ khi  là số nguyên tố. ),,( ⋅+n n
Giải:  

Giả sử  là số nguyên tố và n nm ∈ , )(mod0 nm ≠  thì  do đó tồn tại hai 

số nguyên  sao cho  (Định lý Bezout) 

1),( =nm
vu, 1=+ vnum )(mod1 nmu =⋅⇒ . Vậy u  là phần 

tử nghịch đảo của m . 

 Ngược lại, nếu  là trường thì với mọi n ∈m  ( nm <<0 ) tồn tại   sao cho: ∈'m

   1),(1'1' =⇒+=⇒=⋅ nmknmmmm  

Vậy  là số nguyên tố. n

1.6 ĐẠI SỐ BOOLE 

Lý thuyết đại số Boole được George Boole (1815 - 1864) giới thiệu vào năm 1854 trong bài 
báo "Các quy luật của tư duy", trong đó kỹ thuật đại số được dùng để phân tích các quy luật của 
lôgích và các phương pháp suy diễn. Sau đó đại số Boole được áp dụng trong các lĩnh vực khác 
nhau của toán học như đại số, giải tích, xác suất... Vào khoảng năm 1938, Claude Shannon (Clau 
Sê-nôn) ( một kỹ sư viễn thông người Mỹ) là người đầu tiên đã áp dụng đại số Boole vào lĩnh vực 
máy tính điện tử và lý thuyết mạng. 

1.6.1  Định nghĩa và các tính chất cơ bản của đại số Boole 

Định nghĩa 1.27: Một đại số Boole )',,,( ∧∨B  là một tập khác trống B  với hai phép toán 

hai ngôi       BBB →×∧∨ :,   

và phép toán một ngôi        BB →:'           thoả mãn các tiên đề sau: 

• B1:  có tính kết hợp, nghĩa là với mọi ∧∨, Bcba ∈,,   
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 cbacbacbacba ∧∧=∧∧∨∨=∨∨ )()(,)()(  

• B2:  có tính giao hoán, nghĩa là với mọi ∧∨, Bba ∈,   

   abbaabba ∧=∧∨=∨ ,

• B3: Tồn tại các phần tử không và phần tử đơn vị B∈1,0  sao cho  và với mọi 10 ≠
Ba∈   aaaa =∧=∨ 1,0   

• B4: Với mọi Ba∈  thì Ba ∈'  là phần tử đối theo nghĩa là:     
  0',1' =∧=∨ aaaa  

• B5: Luật  phân phối đối với luật ∨ ∧  và luật ∧  phân phối đối với luật , nghĩa là với 
mọi 

∨
Bcba ∈,,   

 )()()(),()()( cabacbacabacba ∧∨∧=∨∧∨∧∨=∧∨ . 

Ví dụ 1.36: Giả sử φ≠X , xét  là tập các tập con của )(XP X . Các luật hợp thành 

 là phép hợp, phép giao các tập con của ∧∨, X  và phép toán một ngôi ' là phép lấy phần bù của 

tập con trong X . Khi đó ( )',,),( ∩∪XP  là đại số Boole với phần tử  không là φ  và phần tử 

đơn vị là chính tập X . 

Ví dụ 1.37: Xét  tập gồm hai số 0 và 1. Ta định nghĩa: { }1;02 =B

),max( baba =∨ ,  , ),min( baba =∧ aa −=1'  

thì  là một đại số Boole. )',,,( 2 ∧∨B

Ví dụ 1.38: Xét , ta định nghĩa các phép toán { baB ;;1;04 = }

                 

bbb
aaa

ba
ba

11
11
11111

100
10∨

bbb
aaa

ba

ba

00
00

101
00000

10∧

               

ab
ba
01
10
'

thì  là đại số Boole. )',,,( 4 ∧∨B

Định nghĩa 1.28: Hai công thức Boole trong đại số Boole )',,,( ∧∨B  được gọi là đối ngẫu 

nếu trong một công thức ta thay  bằng ,1,0,,∧∨ 0,1,,∨∧  thì ta được công thức hai.  

Ví dụ 1.39: Hai công thức )1( ∨∧ yx  và )0( ∧∨ yx  là đối ngẫu. 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 Trong mỗi tiên đề của hệ tiên đề B1-B5 của đại số Boole đều chứa từng cặp công thức đối 
ngẫu nhau, vì vậy ta có nguyên lý đối ngẫu sau: 

Nguyên lý đối ngẫu: Nếu một công thức của đại số Boole được chứng minh là đúng dựa 
trên cơ sở hệ tiên đề B1-B5 thì công thức đối ngẫu của chúng cũng đúng. 

Chẳng hạn, ta sẽ chứng minh 11=∨a , do đó theo nguyên lý đối ngẫu ta cũng có 
. 00 =∧a

Tính chất 1.7: Giả sử  )',,,( ∧∨B  là đại số Boole với phần tử không và đơn vị là  thì 

với mọi 

1,0
Bba ∈,  ta có: 

1)    ,   ; aaa =∨ aaa =∧

2)    ,   ; 1'0 = 0'1 =

3)    ,   ; 11=∨a 00 =∧a

4)    ,   abaa =∧∨ )( abaa =∨∧ )( ;  (tính hấp thu) 

5)  Nếu tồn tại Bc∈  sao cho cbca ∨=∨  và cbca ∧=∧  thì  ; ba =

6)  Nếu  và  thì  1=∨ ba 0=∧ ba 'ab = ; (tính duy nhất của phần bù) 

7)   '')'( baba ∧=∨  và '')'( baba ∨=∧ .      (công thức De Morgan) 

Chứng minh:  

Theo nguyên lý đối ngẫu ta chỉ cần chứng minh các đẳng thức thứ nhất từ 1)-7). 

1)        theo B3 0∨= aa

                  theo B4 )'( aaa ∧∨=

                 theo B5 )'()( aaaa ∨∧∨=

                  theo B4 1)( ∧∨= aa

                   theo B3 aa ∨=

2)     theo B3 0'0'0 ∨=

                    theo B2,B4 1=
3)                 theo B4 )'(1 aaaa ∨∨=∨

                  theo B1 ')( aaa ∨∨=

                    theo 1) 'aa ∨=

                    theo B4 1=
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

4)   )()1()( baabaa ∧∨∧=∧∨   theo B3 

                   theo B5 )1( ba ∨∧=

                     theo 1) 1∧= a
               theo B3 a=

5)        theo 4) )( caaa ∧∨=

                   vì  )( cba ∧∨= cbca ∧=∧  

          theo B5 )()( caba ∨∧∨=

                   vì  )()( cbba ∨∧∨= cbca ∨=∨  

                    theo B5 )( cab ∧∨=

                    vì  )( cbb ∧∨= cbca ∧=∧  

           theo 4) b=

6) Vì   '1 aaba ∨==∨  và  '0 aaba ∧==∧ , theo 5) suy ra '  . ab =

7) Ta dễ dàng kiểm chứng 1)''()( =∧∨∨ baba  và 0)''()( =∧∧∨ baba , áp dụng 6) 
suy ra điều phải chứng minh. 

Áp dụng các tính chất này cùng với hệ tiên đề B1-B5 ta có thể đơn giản hoá các công thức 
Boole bất kỳ. 

Ví dụ 1.40:  Đơn giản hoá công thức Boole  )'()'()( yxyxyx ∨∨∧∨∧ . 

Giải:  

Ta có  xxyyxyxyx =∧=∨∧=∧∨∧ 1)'()'()( . 

)'()'()( yxyxyx ∨∨∧∨∧⇒  

          .11)'()'( =∨=∨∨=∨∨= yyxxyxx  

Ví dụ 1.41:  Đơn giản hoá công thức Boole  [ ] zzyxyx ∨∧∧∨∧ )'()'( . 

Giải:  

Ta có   [ ] zzyxyx ∨∧∧∨∧ )'()'(

  [ ] zzxyxyx ∨∧∨∧∨∧= )'()'()'(  

  [ ])'()()'()'()'( zzzxyxzzxyx ∨∧∨∨∧=∨∧∨∧=  
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

  [ ]1)()'( ∧∨∨∧= zxyx  

  [ ] zxzxyxzxyx ∨=∨∨∧=∨∨∧= )'()()'( . 

Ví dụ 1.42:  Đơn giản công thức )'()'()( zyxzyxzyx ∧∧∨∧∧∨∧∧  

Giải: Ta có  )'()'()( zyxzyxzyx ∧∧∨∧∧∨∧∧  

  [ ] [ ])'()()'()( zyxzyxzyxzyx ∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧=  

  [ ] [ ])'()()'()( xxzyzzyx ∨∧∧∨∨∧∧=  

  )()()( zxyzyyx ∨∧=∧∨∧= . 

 

x

y  

x y

1.6.2  Ứng dụng đại số Boole vào mạng chuyển mạch (switching networks) 

Ta chỉ xét các mạng gồm các chuyển mạch có hai trạng thái đóng (dòng điện đi qua được) 
và mở (dòng điện không qua được). Hai mạng đơn giản nhất là mạng song song cơ bản (basic 
parallel network) và mạng nối tiếp cơ bản  (basic series network) được mô tả trong hình vẽ sau: 

                               

          •                                               •               •                                          • 

 

    

             mạng song song cơ bản (hình 1)          mạng nối tiếp cơ bản (hình 2)  
  

  

Một mạng bất kỳ có thể nhận được bằng cách ghép nối tiếp hay song song các mạng cơ bản 
này. 

Ta ký hiệu các chuyển mạch bởi các chữ ,...,, zyx . Nếu x  ở trạng thái mở ta x  cho nhận 
giá trị 0 và ở trạng thái đóng ta cho x  nhận giá trị 1. Trong một mạng nếu hai chuyển mạch luôn 
cùng trạng thái thì ta ký hiệu cùng một chữ. Hai chuyển mạch có trạng thái luôn ngược nhau, nếu 
một chuyển mạch được ký hiệu là x  thì chuyển mạch kia được ký hiệu là 'x . 

Mạng song song (hình 1) nhận giá trị 1 khi có ít nhất một trong hai chuyển mạch yx,  nhận 
giá trị 1, ta ký hiệu yx ∨ . Còn mạng nối tiếp (hình 2) nhận giá trị 1 khi cả hai chuyển mạch 

yx,  nhận giá trị 1, ta ký hiệu yx ∧ . Như vậy yxyxx ∧∨ ,,'  có thể được xem như các biến 
nhận giá trị trong đại số Boole B2 (ví dụ 1.37). Bằng phương pháp này ta có thể mô tả một mạng 
bất kỳ bởi một công thức Boole và ngược lại. Chẳng hạn mạng sau đây: 
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

 

 

 

 

 

tương ứng với công thức   )'()( yxzy ∧∨∨ . 

Còn công thức Boole )'()()( xyzyzx ∧∨∧∨∧  mô tả mạng: 

  

 

                              

 

 

 

Chú ý rằng trong các công thức cần xét ta thay )'( yx ∨  bởi '' yx ∧  và )'( yx ∧  bởi 

'' yx ∨  .  

Hai mạng N1 và N2 được gọi là tương đương nếu nó thực hiện cùng một chức năng, nghĩa 
là với bất kỳ cách chọn các trạng thái đóng mở ở mọi vị trí chuyển mạch trong mạng thì trạng thái 
đầu vào và đầu ra của N1 và N2 đều như nhau. 

Ta có thể áp dụng đại số Boole để giải quyết hai vấn đề sau: 

y

'yx

z  • •

'y x

x z

y z

1.6.3  Với một mạng cho trước tìm mạng tương đương đơn giản hơn 

Ví dụ 1.43: Tìm mạng tương đương đơn giản hơn của mạng sau 

 

 

 

                •                                                                                                    • 

 

 

 

 

Công thức Boole tương ứng: [ ] ( )[ ]ywwxyzx ∧∨∧∨∧∨ )()( .  

x
y

z  

x w
y

w
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

Ta có wwwx =∨∧ )(  (luật hấp thu), do đó công thức trên có thể biến đổi thành 

[ ] [ ] ywzxywyzx ∧∨∨=∧∨∧∨ )()( .  

Vậy ta có mạng tương đương đơn giản hơn 

 

 

                              •                                                                     •        

 

 

 

Ví dụ 1.43: Tìm mạng tương đương đơn giản hơn của mạng sau: 

 

 

                  •                                                                                                           • 

 

 

 

 

Công thức Boole tương ứng: ( )[ ] )()()'()( yzxzzyxxz ∨∧∨∧∨∧∨∧ .  

Ta có  ( )[ ] )()()'()( yzxzzyxxz ∨∧∨∧∨∧∨∧  

 ( )[ ] [ ])()'()()( yxzzxyxxz ∧∨∧∧∨∧∨∧=  

 ( )[ ] [ ])()()'( yxzyxzzx ∧∨∧∧∨∧∧=  

 [ ] [ ])()()( yxxzxyxzx ∧∧∨∧=∧∨∧=  

 )()()( yzxyxzx ∨∧=∧∨∧=  

Vậy ta có mạng tương đương đơn giản hơn 

 

              •                                                                 •  

            
       

w  

x

z  y

z x

x  

y

'z

z  

x

y

z

x  

z

y
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Chương 1: Mở đầu về lôgíc mệnh đề, tập hợp ánh xạ và các cấu trúc đại số 

1.6.4  Thiết kế một mạng thoả mãn các điều kiện cho trước 

Ví dụ 1.45: Thiết kế một mạng điện cho một bóng đèn ở cầu thang mà có thể bật tắt ở cả hai 
đầu cầu thang. 

Giải:  

Gọi x  và  là hai công tắc ở hai đầu cầu thang. Theo yêu cầu đặt ra ta cần thiết kế một 
mạng điện sao cho khi thay đổi trạng thái của một trong hai vị trí 

y
yx,  thì trạng thái của đầu ra 

(bóng đèn) phải thay đổi. 

Ta biết rằng, mỗi mệnh đề logic cũng nhận hai giá trị, vì vậy ta có thể xem mệnh đề như 
một biến nhận giá trị trong  (ví dụ 1.37). Ta biết rằng mệnh đề 2B yx ⇔  chứa hai mệnh đề 

yx,  và mệnh đề này thay đổi giá trị khi một trong hai mệnh đề x  hay  thay đổi giá trị. Mặc dù 

mệnh đề 

y
yx ⇔   hay )()( xyyx ⇒∧⇒  không phải là công thức Boole nhưng nó có công 

thức tương đương dưới dạng công thức Boole )'()'( xyyx ∨∧∨ . Ta có: 

[ ] [ ] )()''()'()'(')'()'( xyyxxyyxyxxyyx ∧∨∧=∧∧∨∨∧=∨∧∨ . 

 Vậy mạng cần tìm là 

  

 

x y

'x  'y  
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

2.  CHƯƠNG 2: KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

2.1 KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

2.1.1  Định nghĩa và các ví dụ 

Định nghĩa 2.1: Giả sử V là tập khác φ , K  là một trường. V được gọi là không gian véc 

tơ trên trường K nếu có hai phép toán: 

- Phép toán trong     

uu
VVK
αα a),(

: →×⋅

vuvu
VVV
+

→×+
a),(

:

- Phép toán ngoài   

 

thoả mãn các tiên đề sau với mọi Vwvu ∈,, và K∈βα ,  

V1)  )()( wvuwvu ++=++  

V2)  Có V∈0 sao cho uuu =+=+ 00  

V3)  Với mỗi Vu∈  có Vu∈−  sao cho 0=+−=−+ uuuu )()(  

V4)  uvvu +=+  

V5)  uuu βαβα +=+ )(  

V6)  vuvu ααα +=+ )(  

V7)  )()( uu βααβ =  

V8)  , trong đó 1 là phần tử đơn vị của uu =1 K . 

Khi =K  thì V được gọi là không gian véc tơ thực. 

Khi =K  thì V thì được gọi là không gian véc tơ phức. 

Các phần tử của  V  được gọi là các véc tơ, các phần tử của K  được gọi là các phần tử 
vô hướng. 
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

Bốn tiên đề đầu chứng tỏ ),( +V  là nhóm Abel. Tiên đề V5),V6) nói rằng phép nhân số vô 
hướng với véc tơ phân phối đối với phép cộng của số vô hướng và phép cộng véc tơ. Tiên đề V7) 
là tính kết hợp của tích các số vô hướng với phép nhân với véc tơ. 

Ví dụ 2.1: Tập  các véc tơ tự do trong không gian (trong đó ta đồng nhất các véc tơ 

tương đẳng: các véc tơ cùng phương, cùng hướng, cùng độ dài). Xét phép cộng hai véc tơ theo 

quy tắc hình bình hành và tích một số thực với một véc tơ theo nghĩa thông thường thì  là 

không gian véc tơ thực. 

3R

3R

Ví dụ 2.2: Giả sử K  là một trường, xét  

{ }niKxxxxK in
n ,1,),...,( 1 =∈==  

Ta định nghĩa:  ),...,(),...,(),...,( 1111 nnnn yxyxyyxx ++=+  

   ),...,(),...,( 11 nn xxxx ααα = , K∈∀α  

Dễ dàng kiểm chứng lại hai phép toán này thoả mãn 8 tiên đề của không gian véc tơ có véc 
tơ không là . 

321
tö phÇn  n

)0,...,0(=0

Khi =K  ta có không gian véc tơ thực . n

       =K  ta có không gian véc tơ phức . n

Ví dụ 2.3: Gọi [ ba ]C ,  là tập các hàm liên tục trên đoạn [ ]⊂ba, . Ta định nghĩa phép 

toán cộng và nhân với số thực như sau: 

 )()())(( tgtftgf +=+ ,  )())(( tftf αα = ,   [ ]bat ,∈∀  

Rõ ràng ,gf +  [ ]baCf ,∈α ,   [ ]baCgf ,, ∈∀ , ∈∀α . 

Với hai phép toán này [ ba ]C ,  có cấu trúc không gian véc tơ thực với véc tơ không là 

. [ ]batt ,,0)( ∈∀=0

Ví dụ 2.4: Gọi  là tập các đa thức bậc nP n≤ ,  là số nguyên dương cho trước:  n

{ }∈+++== n
n

nn aaatataappP ,...,,;... 1010 . 

Ta định nghĩa phép cộng hai đa thức và phép nhân một số với một đa thức như phép cộng 

hàm số và phép nhân một số với hàm số trong Ví dụ 2.3 thì  là không gian véc tơ với véc tơ 

không là đa thức . 
nP

0
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

Ví dụ 2.5: Gọi P  là tập các đa thức 

       { }+
∈

∈∈+++===
+

naaatataappPP n
n

n
n

n ,,...,,;... 1010U  

Ta định nghĩa phép cộng là phép cộng hai đa thức và phép nhân với một số với đa thức theo 
nghĩa thông thường ở Ví dụ 2.4 thì P  là không gian véc tơ và  với mọi . PPn ⊂ +∈n

2.1.2  Tính chất  

1) Vì ),( +V  là một nhóm Abel nên véc tơ 0 và véc tơ đối u−  của  là duy nhất với mọi u
Vu∈ . 

2) Có luật giản ước: wvwuvu =⇒+=+ . 

3) Với mọi  Vu∈ , , 0=u0 uu −=− )1( . 

4) Với mọi K∈α , 00 =α . 

5) Nếu 0=uα  thì 0=α  hoặc 0=u . 

Chứng minh:  

1) 2) Xem Tính chất 1.4. 

3) Với mọi Vu∈ , uuu 00)00( +=+ . Mặt khác  0+==+ uuu 00)00( . 

Theo luật giản ước ta có .  0=u0

Tương tự với mọi Vu∈ , uuuuuu )1(1)11(0)( −+=−===−+ 0 . 

Suy ra uu −=− )1( . 

4) 00)00(00 ααααα +=+==+0   ⇒ K∈∀= αα ,0 0 . 

5) Nếu 0=uα  và giả sử 0≠α  ⇒ K∈∃ −1α   

uuuu ===== −−− 1)()(0 111 ααααα0 . 

   Từ định nghĩa của không gian véc tơ ta có thể mở rộng các khái niệm sau: 

1)  Ta định nghĩa )(: vuvu −+=− , khi đó  

vwuwvu −=⇔=+ . 

2) Do tính kết hợp của phép cộng nên ta có thể định nghĩa theo qui nạp: 

nnn
n

k
k uuuuuu +++=++= −

=
∑ )...(... 111

1
 . 
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

Tương tự   nnnnnn
n

k
kk uuuuuu αααααα +++=++= −−

=
∑ )...(... 111111

1
 

biểu thức này được gọi là một tổ hợp tuyến tính của các véc tơ . nuu ,...,1

Từ đây trở đi ta chỉ hạn chế xét các không gian véc tơ thực. 

2.2 KHÔNG GIAN VÉC TƠ CON 

2.2.1  Định nghĩa và ví dụ 

Định nghĩa 2.2: Giả sử ,.),( +V  là không gian véc tơ. Tập con φ≠W  của V sao cho 

hai phép toán từ V thu hẹp vào W trở thành không gian véc tơ (thoả mãn các tiên đề V1-V8) thì  
W được gọi là không gian véc tơ con của V (hay nói tắt: không gian con của V ). 

Định lý sau đây chỉ ra rằng nếu 2 phép toán trong V  có thể thu hẹp được vào W  thì các 
tiên đề V1-V8 luôn thoả mãn, do đó W  là không gian véc tơ con của V . 

Định lý 2.2: Giả sử  W là tập con khác rỗng của V . Ba mệnh đề sau đây tương đương: 

(i)   W không gian véc tơ con của V . 

(ii)   Với mọi , với mọi Wvu ∈, ∈α  thì Wvu ∈+ , Wu∈α   

(iii) Với mọi Wvu ∈, , với mọi ∈βα ,  thì  Wvu ∈+ βα . 

Chứng minh: (i) ⇒ (ii): Hiển nhiên theo định nghĩa.  

(ii) ⇒ (iii): Với mọi , với mọi Wvu ∈, ∈βα ,  thì Wu∈α , Wv∈β  ⇒ 

Wvu ∈+ βα .  

(iii) ⇒ (i): Wvu ∈∀ , , ∈∀α : Wvuvu ∈+=+ 11 , Wuuu ∈+= 0αα . 

Vậy phép cộng và phép nhân với số thực thu hẹp được từ V vào W . Hơn nữa φ≠W  ⇒ 

 ⇒ ( tiên đề V2), với mọi Wu∈∃ Wuu ∈+= 000 Wu∈ , Wuuu ∈−+=− )1(0  (tiên 

đề V3), các tiên đề còn lại hiển nhiên đúng. Vậy W  là không gian véc tơ con của V . 

Ví dụ 2.6: Từ định lý trên ta thấy rằng mọi không gian véc tơ con của V đều phải chứa véc 
tơ 0  của V . Hơn nữa tập  chỉ gồm véc tơ không và chính  { }0 V  cũng là các không gian véc tơ 

con của V . 

Ví dụ 2.7: Tập { 3
2121 ,)0,,( ⊂∈= xxxxx }  là không gian con của . 3
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

Ví dụ 2.8: Tập  [ ] [ ]{ }0)(,, 0
=∈= aff baba CC  là không gian con của [ ]baC , , 

nhưng tập [ ] [ ]{ }1)(,, 1
=∈= aff baba CC  không là không gian con của [ ]baC , . 

Ví dụ 2.9:  là không gian con của  nếu nP mP mn ≤ , trong đó  là không gian các đa 

thức bậc . 
nP

n≤
2.2.2  Không gian con sinh bởi một họ véc tơ 

Định lý 2.3: Nếu ( ) IiiW ∈  là họ các không gian con của V  thì  cũng là không gian 

con của 

I
Ii

iW
∈

V . 

Chứng minh: Áp dụng Định lý 2.2. ta dễ dàng suy ra điều cần chứng minh. 

Từ Định lý 2.3 suy ra rằng với mọi tập con S  bất kỳ của V  luôn tồn tại không gian con 
 bé nhất của W V  chứa S . W chính là giao của tất cả các không gian con của  V chứa S . 

Định nghĩa 2.4: Không gian W  bé nhất chứa S  được gọi là không gian sinh bởi hệ S , ký 
hiệu SW span= , và S  được gọi là hệ sinh của W . 

Định lý 2.4: SW span=  bằng tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến tính của S . 

Chứng minh: Gọi  là tập tất cả các tổ hợp tuyến tính của 'W S . Ta chứng minh 'W  là 
không gian con bé nhất chứa S . 

(i) Với mọi Su∈  thì  vậy '1 Wuu ∈= 'WS ⊂ . 

(ii) '...,...,',' 1111 WvvvuuuWvWu mmnn ∈++=++=∈∈ ββαα  

với . Svvuu mn ∈,...,,,..., 11

Do đó  '...... 1111 Wvvuuvu mmnn ∈+++++=+ δβδβγαγαδγ  

Vậy  là không gian con của 'W V  chứa S . Giả sử  là không gian con của "W V  chứa S . 
Với mọi , 'Wu∈ Suuuuu nnn ∈++= ,...,, 111 ... αα . Vì  chứa "W S  nên 

 ⇒ ",...,1 Wuu n ∈ "...11 Wuuu nn ∈++= αα . Do đó . Nói cách khác  là 

không gian con nhỏ nhất của 

"' WW ⊂ 'W
V  chứa S . Vậy  SWW span' == . 

2.2.3  Tổng của một họ không gian véc tơ con 

Giả sử  là n không gian con của nWW ,...,1 V . Sử dụng định lý 2.2 ta chứng minh được tập 

{ }niWuVuu iin ,...,1,...1 =∈∈++  cũng là một không gian véc tơ con của V . Ta gọi 

không gian véc tơ con này là tổng của các không gian con  và ký hiệu .  nWW ,...,1 nWW ++ ...1
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Chương 2: Không gian Véc tơ 

Vậy           niWuuuuWWu iinn ,...,1;,...... 11 =∈++=⇔++∈ . (2.1) 

Tuy nhiên, nói chung cách viết trên không duy nhất . 

Ta có thể chứng minh được  ( )nn WWWW ∪∪=++ ...span... 11   (2.2) 

Một cách tổng quát ta định nghĩa tổng của một họ các không gian véc tơ con như sau. 

Định nghĩa 2.5: Nếu  là họ các không gian con của ( ) IiiW ∈ V . Không gian con sinh bởi  

 được gọi là tổng của các không gian , ký hiệu U
Ii

iW
∈

iW ∑
∈Ii

iW . 

Vậy   )(span U
Ii

i
Ii

i WW
∈∈

∑ = .   Theo định lý 2.4  ta có  

{ }...,2,1;,...,1,,...1 ==∈∈++=∑
∈

kkjIiWuuuW jiiii
Ii

i jjk . (2.3) 

Định nghĩa 2.6: Nếu mọi nWWu ++∈ ...1  được viết một cách duy nhất dưới dạng 

niWuuuu iin ,...,1,,...1 =∈++=  thì tổng các không gian con này được gọi là tổng trực 

tiếp. Lúc đó ta ký hiệu . nWW ⊕⊕ ...1

Định lý 2.5: Giả sử  là hai không gian con của 21,WW V , khi đó tổng hai không gian con 

này là tổng trực tiếp  khi và chỉ khi 21 WW ⊕ { }0∩ =21 WW . 

Chứng minh: 

(⇒): Giả sử 21 WW ⊕ , 21 WWv ∩∈  thì   .21 WWvvv ⊕∈+=+= 00 Do cách viết 

duy nhất suy ra 0=v . Vậy { }0=∩ 21 WW .  

(⇐): Giả sử 212121 WWvvuuu +∈+=+=  thì 

{ }0=∩∈−=− 212211 WWuvvu  ⇒ 2211 , vuvu == .  

Vậy tổng của hai không gian con là tổng trực tiếp 21 WW ⊕ . 

2.3 ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH, PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH 

Ta xét các hệ véc tơ có tính chất là nếu một véc tơ bất kỳ biểu diễn được thành tổ hợp tuyến 
tính của hệ này thì cách viết đó là duy nhất.  
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Định nghĩa 2.7: Cho hệ n véc tơ { }nuuS ,...,1=  của V (các véc tơ này có thể trùng nhau). 

Hệ S  được gọi là độc lập tuyến tính nếu từ: 

∈=++ nnnuu αααα ,...,,... 111 0   thì  0...1 === nαα . 

Hệ không độc lập tuyến tính được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

Vậy hệ  phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi ta có thể tìm được { nuuS ,...,1= }
∈nαα ,...,1  không đồng thời bằng 0 sao cho 0=++ nnuu αα ...11 . 

Ví dụ 2.10: Hệ  trong đó  là độc lập, vì nếu { 21, ee } 2
21 )1,0(),0,1( ∈== ee

)0,0(),( 212211 ==+ αααα ee  thì 021 ==αα . 

Ví dụ 2.11: •  Hệ chứa véc tơ  là hệ phụ thuộc tuyến tính.  0

•  Hệ hai véc tơ { }21,uu  là hệ phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi chúng tỷ lệ, nghĩa là  

21 uu α=  hay 12 uu α= . 

•  Trong   hai véc tơ phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi cùng phương. 2R

•  Trong   ba véc tơ phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi đồng phẳng.  3R

Tính chất 2.6:  

1)  Hệ véc tơ chứa hệ con phụ thuộc tuyến tính là hệ phụ thuộc tuyến tính. Vì vậy, mọi hệ 
con của hệ độc lập tuyến tính là hệ độc lập tuyến tính. 

2)  Một hệ véc tơ là phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi có một véc tơ là tổ hợp tuyến tính 
của các véc tơ còn lại. 

3)  Giả sử hệ  độc lập tuyến tính. Khi đó hệ { nvv ,...,1 } { }uvv n ,,...,1  phụ thuộc tuyến 

tính khi và chỉ khi u  là tổ hợp tuyến tính của các véc tơ { }nvv ,...,1 , khi đó ta có thể biểu diễn 

duy nhất nnvvu ββ ++1= ...1

}

. 

Chứng minh: Ta chứng minh 3). 

(⇐): suy từ 2).  

(⇒): Giả sử  phụ thuộc khi đó tồn tại các số { uvv n ,,...,1 ∈αββ ,',...,'1 n  không 

đồng thời bằng 0 sao cho  0'...' 11 =+++ uvv nn αββ , vì hệ { }nvv ,...,1  độc lập nên 

0≠α , ⇒ n
n vvu
α
β

α
β

−−−= ...1
1 .  

Hơn nữa giả sử  nnvvu ββ ++= ...11  thì  
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0
'

...')
'

(...)'( 1
11

1
1 =+==+⇒++++=−=

α
β

β
α
β

β
α
β

β
α
β

β n
nn

n
n vvuu0  

Do đó 
α
ββ

α
ββ ',...,'1

1
n

n −=−= . Vậy cách viết trên là duy nhất. 

2.4 HẠNG CỦA MỘT HỆ HỮU HẠN CÁC VÉC TƠ 

2.4.1  Hệ con độc lập tuyến tính tối đại 

Định nghĩa 2.8: Cho hệ S  các véc tơ của không gian véc tơ V . Hệ con { } của hệ  nvv ,...,1
S  được gọi là độc lập tuyến tính tối đại của S  nếu nó là hệ độc lập tuyến tính và nếu thêm bất kỳ 
véc tơ nào của S  thì ta có hệ phụ thuộc tuyến tính. 

Nói riêng hệ {  là hệ độc lập tuyến tính tối đại của }nvv ,...,1 V  nếu hệ {  độc lập 

và nếu thêm bất kỳ véc tơ khác của 

}nvv ,...,1
V  ta có hệ mới là phụ thuộc.  

Tính chất 2.7: 

1)  Nếu 'S  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ S  thì mọi véc tơ của S  là tổ hợp 
tuyến tính các véc tơ của 'S  và cách biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính là duy nhất (điều này suy 
từ tính chất 2.6 - 3)). 

2)  Giả sử {  là hệ con độc lập tuyến tính của một hệ hữu hạn }nvv ,...,1 S . Khi đó ta có thể 

bổ sung thêm để được một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của S  chứa { }nvv ,...,1 . 

Thật vậy, nếu {  không tối đại thì tồn tại một véc tơ của }nvv ,...,1 S , ta ký hiệu , sao 

cho hệ {  độc lập tuyến tính. Lập luận tương tự và vì hệ 
1+nv

}11 ,,..., +nn vvv S  hữu hạn nên quá trình 

bổ sung thêm này sẽ dừng lại, cuối cùng ta được hệ { }knnn vvvv ++ ,...,,,..., 11  độc lập tuyến 

tính tối đại của S . 

2.4.2  Hạng của một hệ hữu hạn các véc tơ 

Bổ đề 2.8 (Định lý thế Steinitz (Xtêi-nít)): Nếu hệ S  độc lập tuyến tính có n véc tơ và mỗi 
véc tơ của S  là tổ hợp tuyến tính các véc tơ của hệ R  có k véc tơ thì kn ≤ . 

Chứng minh: Giả sử , { }nvvS ,...,1= { }kuuR ,...,1= . Ta sẽ chứng minh rằng có thể 

thay dần các véc tơ của hệ R  bằng các véc tơ của hệ S  để có các hệ , ,... mà mỗi véc tơ 

của hệ 
1R 2R

S  vẫn còn là tổ hợp tuyến tính của , ,....  1R 2R

Thật vậy, ta có kkuuv αα ++= ...111 , 01 ≠v  (vì S  độc lập) nên ∈kαα ,...,1  

không đồng thời bằng 0, ta giả sử 01 ≠α (có thể đánh lại số thứ tự của R ), suy ra 

k
k uuvu
1

2
1
2

1
1

1 ...1
α
α

α
α

α
−−−= .  

 44 



Chương 2: Không gian Véc tơ 

Xét hệ { }kuuvR ,...,, 211 = . Rõ ràng mọi véc tơ của S  vẫn còn là tổ hợp tuyến tính các 

véc tơ của .  1R

Tương tự ta có kkuuvv βββ +++= ...22112 , vì { }21, vv  độc lập nên ∈kββ ,...,2  

không đồng thời bằng 0, ta giả sử 02 ≠β . 

Khi đó         k
k uuvvu
2

3
2

3
1

2
1

2
2

2 ...1
β
β

β
β

β
β

β
−−−−= . 

 Xét hệ , mọi véc tơ của { kuuvvR ,...,,, 3212 = } S  cũng là tổ hợp tuyến tính các véc tơ 

của .  2R

Nếu kn > , tiếp tục quá trình này cuối cùng ta được mọi véc tơ của S  là tổ hợp tuyến tính 
các véc tơ của hệ { kk vvvR ,...,, 21 }= , là hệ con của S . Điều này mâu thuẫn với giả thiết hệ 

S  độc lập tuyến tính. Vậy kn ≤ . 

Định lý 2.9: Mọi hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ hữu hạn S  các véc tơ của V  đều 
có số phần tử bằng nhau. 

Chứng minh: Giả sử { }
kii vv ,...,1

 và { }
njj vv ,...,1

 là hai hệ con độc lập tuyến tính tối 

đại của hệ S . Từ tính tối đại của mỗi hệ, suy ra rằng mọi véc tơ của hệ này là tổ hợp tuyến tính 
các véc tơ của hệ kia. Do đó kn ≤  và nk ≤  , vậy kn = . 

Định nghĩa 2.9: Số các véc tơ của một hệ con độc lập tuyến  tính tối đại của hệ S  được gọi 
là hạng (rank) của S , ký hiệu )(Sr .  

Qui ước hệ chỉ có véc tơ 0  có hạng là . 0

2.5 CƠ SỞ, SỐ CHIỀU CỦA KHÔNG GIAN VÉC TƠ 

Định nghĩa 2.10: 

1) Nếu không gian véc tơ V có một hệ sinh hữu hạn thì V  được gọi là không gian hữu hạn sinh. 

2) Mỗi hệ sinh độc lập tuyến tính của V  được gọi là một cơ sở của  V .  

Giáo trình này chỉ hạn chế xét các không gian hữu hạn sinh. 

Giả sử  là hệ sinh của { nvvS ,...,1= } V  thì với mọi  Vu∈  

nnvxvxu ++= ...11  , ∈nxx ,...,1 . 
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Định lý 2.10: Giả sử  là một hệ các véc tơ của { nee ,...,1 } V . Các mệnh đề sau là         

tương đương: 

(i)  Hệ {  là một cơ sở của }nee ,...,1 V . 

(ii)  Hệ {  là hệ độc lập tuyến tính tối đại của }nee ,...,1 V . 

(iii)  Mọi véc tơ Vu∈ tồn tại một cách viết duy nhất: 

nnexexu ++= ...11  ,  ∈nxx ,...,1 .  (2.4) 

Chứng minh: (i)⇒(ii): Hiển nhiên từ định nghĩa của cơ sở. 

(ii)⇒(iii): Suy từ tính chất 3.2 - 3).  

(iii)⇒(i): Rõ ràng  {  là hệ sinh. Ngoài ra nếu }nee ,...,1 0=++ nnexex ...11 , mặt khác 

. Do cách viết duy nhất suy ra nee 0...0 1 ++=0 0...1 === nxx . 

Định nghĩa 2.11:  trong (2.4) được gọi là toạ độ của véc tơ u trong cơ sở 

. 

),...,( 1 nxx
{ }nee ,...,1

Ta ký hiệu toạ độ của véc tơ u  trong cơ sở { }nee ,...,1=B  là [ ]Bu . 

Vậy nếu  thỏa mãn (2.4) thì u

      [ ] ),...,( 1 nxxu =B     (2.5) 

Định lý 2.11: Giả sử V  là không gian hữu hạn sinh và { }kvv ,...,1  là hệ độc lập tuyến tính 

các véc tơ của V . Khi đó có thể bổ sung thêm để có được hệ  { }mkkk vvvv ++ ,...,,,..., 11  là 

một cơ sở của V . 

Chứng minh: Giả sử V có một hệ sinh có n véc tơ. Nếu { }kvvS ,...,1=  không phải là cơ 

sở thì S  không phải là hệ sinh, theo tính chất 2.6-3) tồn tại véc tơ, ta ký hiệu , sao cho hệ 1+kv
{ 11 ,,..., + }kk vvv  độc lập tuyến tính. Tiếp tục quá trình này cuối cùng ta có hệ 

 độc lập tuyến tính và là hệ sinh, { }kkk vvvv ++ ,...,,,..., 11 m nmk ≤+  (theo Bổ đề 2.8). Vậy 

 là một cơ sở cần tìm.  { }mkkk vvvv ++ ,...,,,..., 11

Hệ quả 2.12: Mọi không gian hữu hạn sinh đều tồn tại cơ sở.  

Định lý 2.13: Số phần tử của mọi cơ sở của đều bằng nhau. 

Chứng minh: Áp dụng Bổ đề 2.8 ta có hai cơ sở bất kỳ của V đều có số phần tử bằng nhau.  
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Định nghĩa 2.12: Số véc tơ của một cơ sở của V được gọi là số chiều của V , ký hiệu 
Vdim . Quy ước  { } 0dim =0 . 

Ví dụ 2.12: Trong không gian  ta xét hệ n { }nee ,...,1=B  trong đó: 

)0,...,0,1(1 =e , ,...,)0,...,1,0(2 =e )1,...,0,0(=ne    (2.6) 

là một cơ sở của   gọi là cơ sở chính tắc. Vậy n nn =dim . 

Ví dụ 2.13: Hệ { }ntt,...,,1=B  là một cơ sở của , gọi là cơ sở chính tắc. Vậy 

. 
nP

1dim += nPn

Chú ý 2.14: Không gian là một ví dụ về không gian véc tơ không hữu hạn 

sinh. Thật vậy, hệ 

U
∞

=
=

1n
nPP

{ },....,,1 2tt  có vô hạn véc tơ và độc lập tuyến tính nên không thể là hữu hạn 
sinh.  

Định lý 2.15: Giả sử nV =dim  và { }mvvS ,...,1=  là hệ m véc tơ của V . Khi đó:   (i)  

Nếu hệ S  độc lập tuyến tính thì . nm ≤

(ii)  Nếu hệ S  là hệ sinh của thì . nm ≥

(iii)  Nếu  thì hệ nm = S  độc lập tuyến tính khi và chỉ khi S  là hệ sinh. 

Chứng minh: Gọi B  là một cơ sở của V . Áp dụng bổ đề 2.8 cho hai hệ B  và S  suy ra 
các điều cần chứng minh.  

Định lý 2.16: Giả sử là hai không gian con của 21,WW V  thì 

  )dim()dim(dimdim 212121 WWWWWW I++=+   (2.7) 

Đặc biệt:           2121 dimdim)dim( WWWW +=⊕    
 (2.8) 

Chứng minh: Giả sử  là một cơ sở của  (nếu { lee ,...,1 } 21 WW I φ=21 WW I  thì 

0=l ). Theo định lý 2.11 ta có thể bổ sung thêm để { }ml uuee ,...,,,..., 11  là một cơ sở của  

và { } là một cơ sở của . Với mọi 
1W

kl vvee ,...,,,..., 11 2W 21 WWv +∈  thì: 

kkmmlll vzvzuyuyexxexxv ++++++++++= ......)'(...)'( 1111111 .  

Vậy { }kml vvuuee ,...,,,...,,,..., 111  là hệ sinh của 21 WW + . Mặt khác, giả sử 

0......... 111111 =++++++++ kkmmll vzvzuyuyexex   
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thì  21111111 ......... WWvzvzuyuyexex kkmmll I∈−−−=+++++ . 

⇒  211111 ...... WWetetvzvz llkk I∈++=−−−  

⇒  0...... 1111 =+++++ llkk etetvzvz  

⇒ 0...... 11 ====== lk ttzz  ⇒  0...... 11 ====== ml yyxx . 

Vậy { } là một cơ sở của kml vvuuee ,...,,,...,,,..., 111 21 WW + . 

)dim()dim(2dimdim 212121 WWWWkmlWW I++=++=+ . 

Định lý 2.17: Giả sử S  là hệ hữu hạn các véc tơ của V . Khi đó 

(i)  WSr dim)( = , với SW span= . 

(ii)  Khi thực hiện một số hữu hạn các phép biến đổi sơ cấp sau lên hệ S : 

• Nhân một số khác 0 với một véc tơ của hệ S ; 

• Cộng vào một véc tơ của hệ S  một tổ hợp tuyến tính các véc tơ khác của S ; thì hệ S  
biến thành hệ 'S  có )'()( SrSr = . 

Chứng minh: (i) Giả sử  là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của 0S S  thì  cũng sinh ra 

, do đó  là một cơ sở của W  ⇒ 
0S

W 0S =)(Sr  số véc tơ của WS dim0 = . 

(ii)  Nếu ''  , spanSWspanSW ==  thì 'WW =  ⇒ )'()( SrSr = . 

Nhận xét 2.18: Để tìm hạng của hệ véc tơ { }nvvv ,...,, 21  ta có thể sử dụng 2 cách sau: 

1) Áp dụng định lý 2.17 bằng cách thực hiện các phép biến đổi sơ cấp lên hệ véc tơ đã cho 
để đưa về hệ véc tơ mà ta dễ dàng nhận được hạng của nó.  

 Khi thực hành ta có thể viết tọa độ các véc tơ thành một bảng, mỗi véc tơ nằm trên một 
hàng, sau đó biến đổi để bảng số này có dạng tam giác. 

2) Áp dụng tính chất 2.6 theo từng bước như sau: 

1. Loại các véc tơ , 0=iv

2. Giả sử 0≠1v , loại các véc tơ  tỉ lệ với , iv 1v

3. Giả sử { }
kii vv ,...,1

 độc lập, khi đó  { }jii vvv k ,,...,1
 độc lập khi và chỉ khi  

   không biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính của jv { }
kii vv ,...,1

 . 

Ví dụ 2.14:  Tìm hạng của hệ véc tơ sau: 

,)3,1,3,1(,)1,1,1,1(,)1,1,1,1( 321 =−−== vvv  
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.)2,1,2,1(,)2,0,2,1( 54 == vv  

Giải: 

•  Cách1:   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

−−
→

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧
−−

0100
1110
2020
2020

1111

2121
2021
3131
1111

1111

  

 (Hàng1 →  hàng 1, hàng 2 - hàng1 →  hàng 2, hàng 3 - hàng1 →  hàng 3, hàng 4 - hàng1 
→  hàng 4, hàng 5 - hàng4 →  hàng 5) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

→

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧
−−

→

0000
0000
0100
1010
1111

0100
0000
0000
2020

1111

 

(Hàng 3 + hàng 2 → hàng 3, hàng 4 +(1/2) hàng 2 - hàng 5 → hàng 4). 

(-1/2hàng  2 → hàng 2, hàng 5 → hàng 3). 

Vậy hệ véc tơ có hạng là 3. 

•  Cách 2:  không tỉ lệ nên độc lập. Nếu  21 , vv 213 vyxvv += thì 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−
=+
=−
=+

3
1
3
1

yx
yx
yx
yx

     1,2 −==⇒ yx .  

Vậy  213 2 vvv −= . Nghĩa là { }321 ,, vvv  phụ thuộc. 

Nếu  214 vyxvv += thì 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−
=+
=−
=+

2
0
2
1

yx
yx
yx
yx

  ,  hệ vô nghiệm. Vậy  { }421 ,, vvv  độc lập. 
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Nếu   thì 4215 zvvyxvv ++=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−
=+

=+−
=++

22
1

22
1

zyx
yx

zyx
zyx

     0,2/1,2/3 =−==⇒ zyx .   

Vậy  . Nghĩa là 215 2/12/3 vvv −= { }5421 ,,, vvvv  phụ thuộc. 

Vậy  {  là một hệ con độc lập tuyến tính tối đại của  }421 ,, vvv { }54321 ,,,, vvvvv . 
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3.  CHƯƠNG 3: MA TRẬN 

3.1 KHÁI NIỆM MA TRẬN 

Định nghĩa 3.1: Một bảng số có m  hàng  cột  n

                       (3.1) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM

được gọi là một ma trận cỡ .    là phần tử ở hàng thứ  và cột . nm× ija i j

Khi  thì jiaij ,, ∀∈ A  được gọi là ma trận nguyên, jiaij ,, ∀∈  thì A  được gọi 

là ma trận phức. Nếu không chỉ rõ  thì ta quy ước ija A  là ma trận thực. 

Ma trận A  cỡ nm×  có thể được viết tắt dạng 

            [ ] mi
njijaA ,1

,1
=
=

=     hay    [ ]
nmijaA

×
=      (3.2) 

Khi  ta nói nm = A  là ma trận vuông cấp .  n

Tập hợp tất cả các ma trận cỡ nm×  được ký hiệu .  nm×M

Tập hợp tất cả các ma trận vuông cấp  được ký hiệu n nM . 

Ví dụ 3.1:     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
523

10 π
 là ma trận cỡ 32× . 

Hai ma trận cùng cỡ [ ]
nmijaA

×
= ,  [ ]

nmijbB
×

=  bằng nhau, ký hiệu BA = , khi và 

chỉ khi    với mọi ijij ba = njmi ,1 ; ,1 == . 
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3.2 CÁC PHÉP TOÁN MA TRẬN 

3.2.1  Phép cộng  

Cho hai ma trận cùng cỡ   [ ]
nmijaA

×
= , [ ]

nmijbB
×

=  

Tổng của hai ma trận BA,  là ma trận cùng cỡ được ký hiệu và định nghĩa bởi 

         với mọi  [ ] ijijijnmij baccBA +==+
×

, ; ,1 mi =   nj ,1 = . 

 (3.3) 

Ví dụ 3.2:  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
656
552

713
580

149
032

 . 

3.2.2  Phép nhân ma trận với một số   

Cho ma trận [ ]
nmijaA

×
=  cỡ nm× , và số thực k . Ta định nghĩa và ký hiệu   

                             [ ]
nmijkakA

×
=  .   (3.4) 

Ví dụ 3.3:      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

5423
02141

1083
0121

2
1

. 

Tính chất 3.1: Các tính chất sau đây đúng đối với các ma trận cùng cỡ: 

1)   CBACBA ++=++ )()( ; 

2)  Ma trận có các phần tử đều bằng 0 gọi là ma trận không và ký hiệu 0 . 

     Khi đó:   AAA =+=+ 00 ; 

3)  0)( =−+ AA ,  trong đó [ ]
nmijaA

×
−=− ; 

4) ABBA +=+ . 

Vậy  ),( +×nmM  là một nhóm Abel. 

Ta cũng kiểm chứng được các tính chất sau đúng với mọi số thực hk,  với mọi ma trận 

,  [ ]
nmijaA

×
= [ ]

nmijbB
×

=  cỡ nm× : 

5)  kBkABAk +=+ )( ; 

6)  hAkAAhk +=+ )(  ; 
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Chương 3: Ma trận 

7)  AkhhAk )()( = ; 

8)  AA =1 . 

Với 8 tính chất này tập  nm×M  là không gian véc tơ.  

Ký hiệu  là ma trận cỡ  có các phần tử đều bằng 0 ngoại trừ phần tử ở hàng i cột 

j bằng 1 thì hệ các ma trận 

ijE nm×

{ }njmiEij ,1; ,1 ==  là một cơ sở của .  nm×M

Vậy nmnm ×=×Mdim . 

3.2.3  Phép nhân ma trận 

Định nghĩa 3.2:  Tích hai ma trận [ ] pmijaA
×

= và  [ ] npijbB
×

= là ma trận cỡ  

m×n được ký hiệu và định nghĩa bởi [ ] nmijcAB
×

= , trong đó  

∑
=

=
p

k
kjikij bac

1
 với mọi njmi ,1 ; ,1 == .  (3.5) 

Vậy phần tử ở hàng thứ i cột thứ j của AB  bằng tổng của tích các phần tử của hàng thứ i 
của A  với các phần tử tương ứng của cột thứ j của B .  

j               

i  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

pj

j

j

ipiiij

b

b
b

aaac
2

1

21

 

Ví dụ 3.4:  . ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
177
159

42
01
31

521
321

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6123
482

241
3
2

. 
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Ta thấy rằng tích của hai ma trận A  và B  định nghĩa được khi số cột của A  bằng số hàng 
của B . Vì vậy có thể định nghĩa AB  nhưng không định nghĩa được BA  nếu số cột của B  
không bằng số hàng của A . 

Khi BA,  là hai ma trận vuông cùng cấp thì ta có đồng thời AB  và BA . Mặc dầu vậy 

chưa chắc có đẳng thức BAAB = , nói cách khác tích ma trận không có tính giao hoán. Chẳng 
hạn, xét  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

00000

0000
0003
0021

            

00000

0000
0032
0001

MOMMM

K

K

K

MOMMM

K

K

K

BA

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=≠

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

=

00000

0000
0003
0063

          

00000

0000
00411
0021

MOMMM

K

K

K

MOMMM

K

K

K

BAAB
 

 

Tính chất 3.2: Giả sử CBA ,,  là các ma trận với số cột số hàng thích hợp để các phép toán 
sau xác định được thì ta có các đẳng thức: 

1)  CABBCA )()( =  tính kết hợp. 

2) ACABCBA +=+ )(  tính phân phối bên trái phép nhân ma trận với phép cộng. 

3)  CABAACB +=+ )(  tính phân phối bên phải phép nhân ma trận với phép cộng. 

4)  Với mọi  )()()(, kBABkAABkk ==∈ . 

5)  Với mọi số tự nhiên dương n ta xét ma trận  vuông cấp n có các phần tử trên đường 

chéo bằng 1 và các phần tử ở vị trí khác đều bằng 0.  
nI

                                

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1

1
OnI
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Khi đó với mọi ma trận A  cỡ nm×  ta có nm AIAAI == .  

Ma trận  được gọi là ma trận đơn vị cấp n. nI

Từ các tính chất trên ta thấy tập hợp các ma trận vuông cấp  cùng với phép cộng và 
nhân ma trận 

2≥n
,.),( +nM  là một vành không giao hoán, có đơn vị và không nguyên vì có ước của 

0. Chẳng hạn  

     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00000

0000
0031
0062

       

00000

0000
0042
0021

MOMMM

K

K

K

MOMMM

K

K

K

BA

 0, ≠BA    nhưng   0=AB . 

3.2.4  Ma trận chuyển vị 

Định nghĩa 3.3: Cho ma trận A  cỡ nm× , nếu ta đổi các hàng của ma trận A  thành các 
cột (và do đó các cột thành các hàng) thì ta được ma trận mới cỡ mn× , gọi là ma trận chuyển vị 

của ma trận trên A , ký hiệu tA  

          [ ] mjniaccA jiijmnij
t ,1  ,1          ;  ====

×
 .  (3.6) 

Ví dụ 3.5:         . ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

901
524

        ;  
95
02
14

tAA

Tính chất 3.3:  

    1)  . ttt BABA +=+ )(

    2)  . tt kAkA =)(

    3)   . ttt ABAB =)(

Định nghĩa 3.4:   

1)  Nếu tAA =  thì A  được gọi là ma trận đối xứng ( A  là ma trận vuông có các phần tử 
đối xứng nhau qua đường chéo thứ nhất). 
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2)  tAA −=  thì A  được gọi là phản đối xứng (hay đối xứng lệch) ( A  là ma trận vuông 
có các phần tử đối xứng và trái dấu qua đường chéo thứ nhất, các phần tử trên đường chéo thứ 
nhất bằng 0). 

3.3 MA TRẬN CỦA MỘT HỆ VÉC TƠ TRONG MỘT CƠ SỞ NÀO ĐÓ 

    Giả sử V là không gian n chiều với một cơ sở { }nee ,.....1=B . 

{ mvv ,...,1 } là một hệ véc tơ của V  có toạ độ trong cơ sở : B

∑
=

==
n

i
iijj mjeav

1
,1,    

Khi đó ma trận  có các cột là các toạ độ của các véc tơ  trong 

cơ sở  được gọi là ma trận của hệ véc tơ 

[ ] mnijaA
×

= { }mvv ,...,1

B { }mvv ,...,1  trong cơ sở . B
 Ngược lại, với ma trận A  cỡ mn×   cho trước thì ta có hệ m véc tơ mà toạ độ của nó 

trong cơ sở  là các cột của B A . 

Vậy khi không gian véc tơ V  với cơ sở cố định  { }nee ,.....1=B  thì có tương ứng 1 - 1 

giữa các ma trận cỡ  với các hệ  véc tơ của mn× m V . 

Ma trận chuyển cơ sở 

Giả sử  , { }nee ,.....1=B { }nee ',.....'1'=B  là hai cơ sở của V . Ma trận của hệ véc tơ 

'B  trong cơ sở  được gọi là ma trận chuyển từ cơ sở   sang cơ sở B B 'B . Nghĩa là nếu  

∑
=

==
n

i
iijj njete

1
,1, ' ... thì [ ]ijtP =     (3.7) 

là ma trận chuyển từ cơ sở  sang B 'B .   

Khi đó với véc tơ bất kỳ Vu∈ ; ∑∑
==

==
n

i
ii

n

i
ii exexu

11
'' . 

Ta có:      [ ] [ ] [ ]
11 '
××× = njnnijni xtx     (3.8) 

(3.8) được gọi là công thức đổi tọa độ 

Nếu ', AA  lần lượt là ma trận của { }mvv ,...,1  trong cơ sở , B 'B  thì 

     'PAA =      (3.9) 

 56 



Chương 3: Ma trận 

3.4 HẠNG CỦA MA TRẬN 

Định nghĩa 3.5:  Ta gọi hạng của ma trận A , ký hiệu )(Ar , là hạng của các véc tơ cột của A . 

Phương pháp tìm hạng của ma trận bằng phép biến đổi sơ cấp 

Hạng )(Sr  của một hệ véc tơ S  của không gian V là số véc tơ của một hệ con độc lập 

tuyến tính tối đại của S  hay là chiều của Sspan  (xem Định lý 2.17). Vì vậy khi ta thực hiện liên 

tiếp các phép biến đổi sau, gọi là các phép biến đổi sơ cấp, thì Sspan  không đổi do đó hạng của 
hệ không thay đổi: 

   1) Đổi chỗ cho nhau hai véc tơ của hệ. 

   2) Nhân vào một véc tơ của hệ một số khác 0 . 

   3) Cộng vào một véc tơ của hệ một tổ hợp tuyến tính các véc tơ khác của hệ. 

Vì vậy để tìm hạng của một ma trận ta thực hiện các biến đổi sơ cấp lên các cột (sau này ta 
sẽ chứng minh được rằng ta cũng có thể biến đổi theo các hàng) để đưa ma trận về dạng tam giác, 
từ đó suy ra hạng của ma trận. 

Ví dụ 3.6:   

                  

                              

0551
0772
0001

2121
4112
2431

4412
3314
2213

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−
=

→+−

→+

→+

ccc

ccc

ccc

A

                                                    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
→+

→

→

0051
0072
0001

         
332

22

1c1c

ccc

cc

   Vậy    2)( =Ar . 

551
2

441

331

221

11

35

24

13

52

41

21112
1110

1111
21111

11221
1101
1111

11121

ccc

ccc

ccc

ccc

cc

cc

cc

cc

cc

cc

a
a

a
a

B

→+−

→+

→+−

→+

→

→

→

→

→

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−
−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−
−−

=  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−+−

→+

→++++−

→

→

→

aa
a

a
cccaca

cc

22  22   1    1  2
0         0       1    1     0
0         0       0   2   1
0         0       0   0     1

2    3      1  1    2
       1       1     1    0

3  1   2  0    1
0       0      0    0     1

5
c

5
2c

3
3c-

2
2a)c-(3

44
2

3
)1(

2
)3(

2
c

3
c

3
c

2
c

11

 

Vậy     
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
13
14

)(
a
a

Br
       

      

 nÕu

 nÕu
 . 

 

Xét các ma trận vuông cấp n sau: 
 

            (3.10) [ ] k
akR ij

 hµng

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

1

1

),(
λ

λ
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

==

≠=

≠

kji

kji

ji

ija
     

     1
     0

λ

                                      cột k  

          [ ]
j 

i 

hµng

hµng

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

1
01

10
1

),( klajiP

                                     cột i        cột j 

                                     (3.11) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
==

==

=

≠=

 kh¸c hîptr−êng c¸c trong

    hay b»ng vµ 

 0
     1
     1
     0
     1

,

,

;

iljk

jlik

jilk

jilk

kla
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[ ]
i hµng

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
1

1
1

λ
==),,( λ klajiQ   

                                         cột j 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
==

=
=

 kh¸c hîptr−êng c¸c trong  0
,    

     1
jlik

lk
akl λ      (3.12) 

 
Tính chất 3.5: Ta dễ dàng kiểm tra được: 

a) Nếu nhân ),( λkR  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích ),( λkAR  có được 

bằng cách nhân thêm λ  vào cột k  của ma trận A . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

"""
'''

100
00
001

"""
'''

cba
cba
cba

cba
cba
cba

λ
λ
λ

λ  

 

b) Nếu nhân ),( jiP  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích ),( jiAP  có được bằng 

cách đổi chỗ hai cột i  và  của j A  cho nhau.  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

"""
'''

100
001
010

"""
'''

cab
cab
cab

cba
cba
cba

 

c) Nếu nhân ),,( λjiQ  vào bên phải của ma trận A  thì ma trận tích ),,( λjiAQ  có được 

bằng cách nhân λ  vào cột i  và cộng vào cột  của ma trận j

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

""""
''''

10
010
001

"""
'''

cbca
cbca
cbca

cba
cba
cba

λ
λ
λ

λ
 

A . 
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d) Nếu nhân RQP ,,  vào bên trái của ma trận A  thì ta có các kết quả tương tự như trên, 
trong đó các tác động lên hàng đổi thành tác động lên cột và ngược lại. Chẳng hạn 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

"""
'''

"""
'''

100
00
001

cba
cba
cba

cba
cba
cba

λλλλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

"'"'"'
'''

"""
'''

10
010
001

ccbbaa
cba
cba

cba
cba
cba

λλλλ
. 
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4.  CHƯƠNG 4: ĐỊNH THỨC 

4.1 HOÁN VỊ VÀ PHÉP THẾ 

Định nghĩa 4.1:  

1) Mỗi song ánh { } { }nn ,...,2,1,...,2,1: →σ  được gọi là một phép thế bậc n. 

Ta thường ký hiệu một phép thế bằng một ma trận có hàng thứ nhất là các số 1,2,...,n sắp 
theo thứ tự tăng dần còn hàng thứ hai là ảnh của nó:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(...)2()1(
...21

n
n

σσσ
σ  

2) Ảnh của một phép thế được gọi là hoán vị. Với phép thế σ  ta có hoán vị tương ứng  

                         [ ])(...)2()1( nσσσ . 

3) Dấu của phép thế: 

Cho hoán vị [ ])(...)2()1( nσσσ , nếu có cặp ji <  mà )()( ji σσ >  thì ta nói 
có một nghịch thế của σ .  

Giả sử k là số các nghịch thế của σ , ta định nghĩa và ký hiệu dấu của phép thế σ  là 

k)1(sgn −=σ     (4.1) 

Ta dễ dàng kiểm chứng được rằng tập các phép thế bậc n với luật hợp thành là phép hợp của 
hai ánh xạ tạo thành một nhóm không giao hoán, gọi là nhóm đối xứng bậc n, ký hiệu .  nS

Trong chương 1 ta đã biết tập  có đúng n! phần tử. Chẳng hạn  có 2 phần tử,  có 
6 phần tử ... 

nS 2S 3S

Ví dụ 4.1: Hoán vị [  ứng với phép thế  có một nghịch thế. Vậy 

 . 

]231 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

231
321

σ

1)1(sgn 1 −=−=σ

Để tìm số các nghịch thế k của phép thế σ  ta thực hiện các bước sau:  

   Trong hoán vị [ ])(...)2()1( nσσσ  có  là giá trị sao cho 1i 1)( 1 =iσ . 
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♦ Gọi là số các số trong [ ]1k )(...)2()1( nσσσ  đứng trước 1)( 1 =iσ ; 

♦ Xoá số 1)( 1 =iσ , tồn tại  sao cho 2i 2)( 2 =iσ , gọi là số các số còn lại trong 2k
[ ])(...)2()1( nσσσ  đứng trước  2)( 2 =iσ ; 

♦ Xoá số  2)( 2 =iσ  và tiếp tục đếm như thế ...  

Cuối cùng số các nghịch thế của σ  là: 

    121 ... −+++= nkkkk  

Ví dụ 4.2:  Hoán vị  có [ ]1243 31 =k , 22 =k , 03 =k .  

Vậy 5=k  và  .  1)1(sgn 5 −=−=σ

Tính chất 4.1:  

1) Cặp jiji ≠),,(  là một nghịch thế của phép thế σ  ( nghĩa là ji <  và )()( ji σσ > ) 

khi và chỉ khi dấu của 
ji

ji
−
− )()( σσ

 bằng 1− . Vậy          

 ∏
≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
nji ji

ji

1

)()(sgn σσσ dÊu .   (4.2) 

 2) Chuyển vị [ 00 ji= ]σ  là phép thế chỉ biến đổi hai phần tử  cho nhau và giữ 

nguyên các phần tử còn lại: 
00 , ji

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

nij
nji

.........21

.........21

00

00σ    (4.3) 

Dễ dàng tính được:   0... 11 0 === −ikk , 000 ijki −= ,    

1... 11 00 === −+ ji kk ,  0...
0

=== nj kk    1)(2 00 −−=⇒ ijk  

Vậy  . 1)1(sgn −=−= kσ

 3) Với mọi :, nS∈μσ  μσμσ sgnsgn)sgn( =o .   (4.4) 

Thật vậy, khi ),( ji  chạy khắp tập { } { } { }),(),...,1,1(\,...,2,1,...,2,1 nnnn ×  thì 

))(),(( ji μμ  cũng chạy khắp tập này. Do đó: 
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∏∏
≤≠≤≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
njinji ji

ji
ji

ji

)()(11 )()(
))(())(()()(sgn

μμ μμ
μσμσσσσ dÊudÊu  

 ∏
≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
nji ji

ji

1 )()(
))(())((

μμ
μσμσ

dÊu . 

∏∏
≤≠≤≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
njinji ji

ji
ji

ji

11

)()(
)()(

))(())((sgnsgn μμ
μμ
μσμσμσ dÊudÊu  

           ( )μσμσμσ
osgn))(())((

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= ∏
≤≠≤ nji ji

ji
dÊu  . 

 4) Với mọi chuyển vị [  (xem 4.3) và phép thế ]00 ji σ : 

  [ ] σσ sgnsgn 00 −=jio . 

4.2 ĐỊNH THỨC 

 Khi giải hệ phương trình tuyến tính  
⎩
⎨
⎧

=+
=+

''' cybxa
cbyax

  ta tính các định thức  

''
''

baab
ba
ba

D −== , ''
''

bccb
bc
bc

Dx −==  ,  ''
''

caac
ca
ca

Dy −== . 

Như vậy định thức của ma trận  vuông cấp 2  là ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211
aa
aa

A

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −== . 

Mặt khác nhóm đối xứng  có 2 phần tử là  và   có dấu 2S ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
21

1σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

12
21

2σ

 1sgn 1 =σ ,   1sgn 2 −=σ . Vậy 

       21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −==           
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∑
∈

=+=
2

2211 )2(2)1(1)2(2)1(12)2(2)1(11 sgnsgnsgn
S

aaaaaa
σ

σσσσσσ σσσ . 

Ta mở rộng định nghĩa này cho ma trận vuông cấp  bất kỳ như sau. n

Định nghĩa 4.2: Định thức của ma trận vuông [ ]
nnijaA

×
= được ký hiệu là  

Adet  hay  A  và định nghĩa bởi biểu thức: 

  ∑
∈

⋅=
nS

nnaaA
σ

σσσ )()1(1 ...sgndet       (4.5) 

Như vậy định thức của ma trận vuông [ ]
nnijaA

×
= là tổng tất cả các tích gồm n phần tử 

trên n hàng mà ở trên n cột khác nhau của ma trận A  và nhân với +1 hoặc -1.  

Ví dụ 4.3: a) Nhóm đối xứng  có 6 phần tử là (xem ví dụ 1.23 chương 1) 2S

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321
321

1σ  ,  ,  , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

231
321

2σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

312
321

3σ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

132
321

4σ  ,  ,  . ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

213
321

5σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

123
321

6σ

có dấu  1sgnsgnsgn 541 === σσσ ,   1sgnsgnsgn 632 −=== σσσ . Vậy 

            

.

sgn

312213322113312312

332112322311332211

)3(3)2(2)1(1

333231

232221

131211

3

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa
aaa

S

−++
−−=

= ∑
∈σ

σσσσ

 (4.6) 

b) Tính định thức  

nn

n

n

n

n

a

aa
aaa
aaaa

D
MO
333

22322

1131211

...

...

...

=  
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Xét phép thế  có ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n
n

...21

...21
0σ ( ) 11sgn 0

0 =−=σ .  

Với mọi nS∈σ , nếu 0σσ ≠  thì tồn tại k  sao cho kk ≠)(σ  tồn tại ⇒ 'k  sao cho 

')'( kk <σ    0)'(' =⇒ kka σ 0... )()1(1 =⇒ nnaa σσ . Vậy 

    . (4.7) nnnn
S

nnn aaaaaaD
n

......sgn...sgn 11110)()1(1 =⋅=⋅= ∑
∈

σσ
σ

σσ

Tương tự   nn

nnnnn

n aa

aaaa

aaa
aa

a

D ...

...

' 11

321

333231

2221

11

==
OMMM

.  (4.8) 

c) Tính định thức    

nnnn

nnn

nn

n

n

aaa
aa

aa
a

D

......

......
"

21

12,1

21,2

1

−−

−
= MMN  

Xét phép thế  thoả mãn ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1...1

...21
1 nn

n
σ ,1)(1 +=+ nkkσ  nk ...,,1=∀ . 

 Ta dễ dàng tính được 

 1,...,2,1 121 =−=−= −nknknk   2)1()1(...1 −=−++=⇒ nnnk  

2)1(
1 )1(sgn −−=⇒ nnσ .  Mặt khác với mọi nS∈σ , nếu 1σσ ≠  thì tồn tại k  sao 

cho 1)( +<+ nkkσ   0)( =⇒ kka σ   0... )()1(1 =⇒ nnaa σσ . 

Vậy         nknkn
S

nnn aaaaaD
n

1,11)()1(1 ......sgn...sgn" −
∈

⋅=⋅= ∑ σσ
σ

σσ

            nknkn
nn aaa 1,1

2)1( ......)1( −
−−=     (4.9) 

Tương tự  
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nknkn
nn

n

n

nn

n aaa

a

aaa
aaaa

D 1,1
2)1(

1

122221

1111211

......)1(
...
...

'" −
−

−

−

−==
NM

NMM .    (4.10) 

Định nghĩa 4.3: Định thức của ma trận [ ]
nnijaA

×
= của hệ véc tơ  ứng với 

cơ sở  trong không gian véc tơ 

{ nvv ,...,1 }
B V cũng được gọi là định thức của hệ véc tơ { } và ký 

hiệu 
nvv ,...,1

{ }nvvD ,...,1B . Vậy 

        { } AvvD n det,...,1 =B .   (4.11)  

4.3 CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA ĐỊNH THỨC 

Tính chất 4.2:  

1) Nếu đổi chỗ hai hàng của ma trận thì định thức đổi dấu: 

[ ]
nnijaA

×
= , ,    thì  [ ]

nnijaA
×

= ''

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

≠

=

kia

mia

mkia

a

mj

kj

ij

ij

    nÕu

    nÕu

    nÕu ,

' AA det'det −= . 

Thật vậy:      ∑
∈

⋅=
nS

nnmmkk aaaaA
σ

σσσσσ )()()()1(1 '...'...'...'sgn'det

        ∑
∈

⋅=
nS

nnmkkm aaaa
σ

σσσσσ )()()()1(1 .........sgn     

                    ∑
∈

⋅=
nS

nnmmkk aaaa
σ

σσσσσ )(')(')(')1('1 .........sgn   

                 Aaaaa
nS

nnmkkm det.........'sgn
'

)(')(')(')1('1 −=⋅−= ∑
∈σ

σσσσσ   

trong đó  [ ]mkoσσ =' . 

2) Định thức có tính chất tuyến tính đối với mỗi hàng: 

Cho hai ma trận , [ ]
nnijaA

×
= [ ]

nnijbB
×

= và ma trận [ ]
nnijcC

×
= có hàng thứ k 

là tổ hợp tuyến tính của hàng thứ k của A  và B . 
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Nghĩa là    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=

≠==

.,...,1 njbac

kibac

kjkjkj

ijijij

  mäi víi          ; 

    nÕu

βα
  

 thì             BAC detdetdet βα += . 

Thật vậy:    ∑
∈

⋅=
nS

nnkk cccC
σ

σσσσ )()()1(1 ......sgndet

  ∑
∈

+⋅=

nS
nnkkkk abaa

σ
σσσσ βασ )()()()1(1 )......(sgn

∑∑
∈∈

⋅+⋅=
nn S

nnkk
S

nnkk bbbaaa
σ

σσσ
σ

σσσ σβσα )()()1(1)()()1(1 ......sgn......sgn

BA detdet βα += . 

  3) Từ 1) và 2) suy ra rằng trong một ma trận có hai hàng tỷ lệ thì định thức bằng 0. 

 4) Nếu ta cộng vào một hàng một tổ hợp tuyến tính các hàng khác thì định thức không 
thay đổi. 

 5) Định thức của ma trận chuyển vị bằng định thức của ma trận đó: 

Giả sử , [ ] nnijaA
×

= [ ] nnij
t aA

×
= ' , jiij aa =' , nji ,...,1, =    

thì  AAt detdet = . 

     ∑
∈

⋅=
nS

nnkk
t aaaA

σ
σσσσ )()()1(1 '...'...'sgndet

          ∑
∈

⋅=

nS
nnkk aaa

σ
σσσσ )()(1)1( ......sgn

               ∑
∈

−−−⋅=
nS

nnkk aaa
σ

σσσσ )()()1(1 111 ......sgn

     Aaaa
nS

nnkk det......sgn )()()1(1
1

111 =⋅= ∑
∈

−
−−−

σ
σσσσ

vì  . 1sgnsgn −= σσ
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 6) Từ 5) suy ra rằng các tính chất của định thức đúng với hàng thì cũng đúng với cột và 
ngược lại. Vì vậy ta chỉ cần chứng minh các định lý về định thức đúng với hàng. Chẳng hạn, từ 4) 
suy ra nếu ta cộng vào một cột một tổ hợp tuyến tính các cột khác thì định thức không thay đổi. 

Định thức của mọi hệ véc tơ phụ thuộc tuyến tính đều bằng 0. 

 7) 

nnn

n

S
nn

aa

aa
aapA

n ...

...
...sgn)(mod)det(

1

111

)()1(1 MOM== ∑
∈σ

σσσ   (4.12) 

 

Ví dụ 4.4:  

     a) 

ana

ana
ana

na

a

a
a

a

Dn

...111

1...11
1...11
1...111

...111

1...11
1...11
1...11

−+

−+
−+
−+

==
MOMMMMOMMM

 (cộng các cột vào cột 1) 

1...001

0...101
0...011
0...001

)1(

...111

1...11
1...11
1...111

)1(

−

−
−

−+=−+=

a

a
a

na

a

a
a

na
MOMMMMOMMM

  

1)1)(1( −−−+=⇒ n
n anaD . 

b)    với  [ ] nnijaA
×

= 1±=ija   

⇒== )2(mod0
1...1

1...1
)2(mod)det( MOMA  Adet  chẵn. 

 

4.4 CÁC CÁCH TÍNH ĐỊNH THỨC 

4.4.1  Khai triển theo hàng, theo cột 

 Nếu ta nhóm theo cột thứ j công thức (4.5) thì ta được: 
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      +
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅= ∑

=∈ jS
nnj

n

aaaaA
)1(,

)()3(3)2(21 ...sgndet
σσ

σσσσ

    ++
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+ ∑

=∈
......sgn

)2(,
)()3(3)1(12

jS
nnj

n

aaaa
σσ

σσσσ

   . ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+ ∑

=∈
−−

jnS
nnnj

n

aaaa
)(,

)1(1)2(2)1(1 ...sgn
σσ

σσσσ

 

Vì vậy định thức của ma trận A  được viết lại dưới dạng 

 

  njnjjj AaAaA ++= ...det 11      (4.13) 

 

gọi là công thức khai triển của A  theo cột thứ j. 

  được gọi là phần bù đại số của .       ijA ija

Định lý 4.3:   ij
ji

ij MA +−= )1(      (4.14) 

Trong đó  là định thức của ma trận cấp n-1 có được bằng cách xoá hàng i cột j của ma 

trận 

ijM

A . 

Chứng minh: Trước hết ta chứng minh 1111 MA = .  Ta có: 

11
'

)(')2('2
1)1(,

)()2(211
1

...'sgn...sgn MaaaaA
nn S

nn
S

nn === ∑∑
−∈=∈ σ

σσ
σσ

σσ σσ  

với { }n,...,2' σσ =  là phép thế trong tập hợp { }n,...,2 . 

Trường hợp  bất kỳ, ta thực hiện i-1 lần đổi chỗ các hàng và j-1 lần đổi chỗ các cột để 

đưa về hàng 1 cột 1. 
ijA

 Do đó    ij
ji

ij
ji

ij MMA +−+− −=−= )1()1( )1()1( . 

Công thức khai triển theo hàng i được suy từ tính chất 3.7: 6) 

 69



Chương 4: Định thức 

ininii AaAaA ++= ...det 11      (4.15) 

Ví dụ 4.5: 

7121
6413

0001
2221

5021
0113
2101
4321

4412

331

−−
−−−

=

−
−−

=
→+−

→+−

ccc

ccc

D  

     

932
531

002

712
641

222
1)1( 12

−−
−−−−=

−−
−−−⋅⋅−= +  

     24)59(6
91
51

)1)(3)(2( −=−−=−−−= . 

4.4.2  Định lý khai triển Laplace (theo k hàng k cột) 

 Từ  ma trận ta để ý k hàng:  và k cột: . [ ] nnijaA
×

= kii ,...,1 kjj ,...,1

Giao của k hàng k cột này là một ma trận cấp k. Định thức của ma trận này được ký hiệu là 

. Nếu từ ma trận k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
A  ta xoá đi k hàng  và k cột  thì ta có ma trận con 

cấp n-k. Định thức của ma trận này được ký hiệu là 

kii ,...,1 kjj ,...,1

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
 và  

 k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−=    (4.16) 

được gọi là phần bù đại số của . k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

Ví dụ 4.6:           

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A

Có 
3332

131223
13 aa

aa
M =  ,  

4441

2421

4441

2421323123
13 )1(

aa
aa

aa
aa

A −=−= +++ . 
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Định lý 4.4 (Laplace): 

1) Khai triển k hàng : kii ,...,1

∑
≤<<≤

=
njj

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det    (4.17) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k nằm trên k hàng  kii ,...,1  nhân 

với phần bù đại số tương ứng của nó. 

2) Khai triển k cột : kjj ,...,1

∑
≤<<≤

=
nii

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det     (4.18) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k nằm trên k cột   nhân 

với phần bù đại số tương ứng của nó. 
kjj ,...,1

Đặc biệt khi k =1 ta có công thức khai triển theo hàng và theo cột (3.4). 

Chứng minh: Trường hợp  kii k == ,...,11 : 

∑
∈

⋅=
kS

kk
k
k aaM

σ
σσσ )()1(1

,...,1
,...,1 ...sgn  

k
k

S
nnkk

k
k AaaM

kn

,...,1
,...,1

'
)(')1('1

,...,1
,...,1 ...'sgn =⋅= ∑

−∈
++

σ
σσσ  

Ứng với mỗi phép thế σ  của tập { }k,...,1  và 'σ  của { }nk ,...,1+  thì phép thế μ  có 

hoán vị tương ứng [ )(),...,1(),(),...,1( nkk ]σσσσ +  có số các nghịch thế bằng số các nghịch 

thế của σ  cộng với số các nghịch thế của 'σ . Do đó 'sgnsgnsgn σσμ ⋅= . Vì vậy mỗi tích 

  )(')1('1)()1(1 ...'sgn...sgn nnkkkk aaaa σσσσ σσ ++⋅⋅⋅  

là một hạng tử trong tổng của Adet . Nói cách khác 
k
k

k
k MM ,...,1

,...,1
,...,1
,...,1  chỉ bao gồm các 

hạng tử của Adet ; nó là một bộ phận trong biểu thức tổng của Adet . Trường hợp tổng quát 

, ta biến đổi hàng và cột của k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
Adet  để đưa về định thức con bậc k góc 

trên bên trái. Ta thực hiện  lần đổi chỗ hàng thứ để đưa về hàng thứ 1, ..., 

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

11 −i 1i 1−ki  lần đổi 
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chỗ hàng thứ ki để đưa về hàng thứ k. Tương tự đổi chỗ 1,...,11 −− kjj  lần để đưa các cột 

 về các cột 1,..., k. Vì vậy định thức đổi dấu kjj ,...,1

 . kjjkiikjjkii +++++−++−+−++− −=− ...1...1)1(...)11()1(...)11( )1()1(

Khi đổi vị trí như vậy định thức bù của  vẫn là  k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

kjj

kiiM ,...,1
,...,1

. 

Do đó  k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−= , như vậy các hạng tử của  

 cũng chỉ là các hạng tử của k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ Adet . 

 Mặt khác mỗi  có  k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ )!(! knk −  hạng tử. Số các định thức con  

trên k hàng  bằng số các tổ hợp n chập k và bằng . Các hạng tử của  

 và  khác nhau từng đôi một nếu 

.  

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1 kii ,...,1
k
nC

k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ k

k
k

k

jj
ii

jj
ii AM ',...,'

,...,
',...,'

,...,
1

1
1

1
⋅

{ } { kk jjjj ',...,',..., 11 ≠ }

Do đó tổng  có   hạng tử phân 

biệt của 

∑
≤<<≤ njj

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AM
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

!)!(! nknkCk
n =−

Adet  nhưng Adet  cũng chỉ có  hạng tử. Vậy mỗi hạng tử của !n Adet  đều là hạng tử 

nào đó của một trong những  với k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ njj k ≤<<≤ ...1 1 . Vậy ta có 

đẳng thức (3.6). 

Công thức khai triển theo cột (3.7) được chứng minh trực tiếp hoàn toàn tương tự cách trên 

hoặc có thể suy ra từ kết quả trên và áp dụng tính chất tAA detdet = . 

 

Ví dụ 4.7:   

nnkknkn

nkkkkkk

kkk

k

n

aaaa

aaaa
aa

aa

D

......

......
0...0...

0...0...

11

111111

1

111

+

+++++
=

MOMMOM

MOMMOM
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nnnk

nkkk

kkk

k

aa

aa

aa

aa

...

...

...

...

1

111

1

111

+

+++
= MOMMOM  

 

Vì   nếu { }0,...,
,...,1
1 =kjj

kM { }kjj k ,...,1,...,1 ≠ . 

Ví dụ 4.8: Với mọi ma trận cùng cấp BA,  luôn có BAAB detdetdet = .                    

Thật vậy, giả sử  , [ ] nnijaA
×

= [ ] nnijbB
×

= , 

[ ] nnijcABC
×

== ,    ∑
=

=
n

k
kjikij bac

1
 

Xét định thức cấp 2n: 

    

1
1

1
00

00

2

−
−

−
=

ij

ij

n

b

a

D  

 

Khai triển Laplace theo n hàng đầu ta có BAD n detdet2 = . Mặt khác, nhân với cột 

1, với cột 2,..., với cột n của  xong cộng tất cả vào cột n+1 thì định thức  trở 
thành: 

11b

21b 1nb nD2 nD2

 

   

nnn

n

nnnn

n

n

bb

bb
caa

caa

D

2

112

11

11111

2

01
1

01
00...

00...

−
−

−
=

MOM

MOMMOM
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Tiếp tục biến đổi tương tự như trên cuối cùng được: 

 

   

001
1

001
......

......

11

111111

2

−
−

−
= nnnnnn

nn

n
ccaa

ccaa

D

MOMMOM

 

 

Khai triển Laplace theo n hàng cuối ta được: 

 

 

nnn

n
nnn

n
cc

cc
D

...

...

1
1

1
)1(

1

111
2...1...21

2 MOM

−
−

−
−= +++++++  

            CC
nnn

detdet)1( 2
)12(2

=⋅−=
+

+

. 

 

4.5 ỨNG DỤNG ĐỊNH THỨC ĐỂ TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

4.5.1  Định nghĩa ma trận nghịch đảo 

Ta đã biết vành ,.),( +nM  các ma trận vuông cấp n là không nguyên, vì vậy với ma trận 

vuông cho trước chưa chắc đã có ma trận nghịch đảo đối với phép nhân ma trận.  

Định nghĩa 4.4: Ma trận vuông A  được gọi là khả nghịch nếu tồn tại ma trận vuông cùng 
cấp B  sao cho IBAAB == . 

 Phép nhân ma trận có tính kết hợp nên ma trận B  ở định nghĩa trên nếu tồn tại thì duy 

nhất, ta gọi ma trận này là ma trận nghịch đảo của A , ký hiệu 1−A . 

4.5.2  Điều kiện cần và đủ để tồn tại ma trận nghịch đảo 

Định lý 4.5: (điều kiện cần) Nếu A  khả nghịch thì 0det ≠A  (lúc đó ta nói ma trận A  
không suy biến). 

Chứng minh: IAA =−1  ⇒ 1detdetdetdet 11 === −− IAAAA . 
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Do đó  0
det

1det 1 ≠=
−A

A . 

Định nghĩa 4.5: Ma trận [ ] nnijAB
×

= , trong đó  là phần bù đại số của phần tử  

của ma trận 

ijA ija

[ ] nnijaA
×

= , được gọi là ma trận phụ hợp của A . 

Định lý 4.6: (điều kiện đủ) Nếu  0det ≠A  thì A  khả nghịch và  

tB
A

A
det

11 =− ,     (4.19)  

với B  là ma trận phụ hợp của A . 

Chứng minh: Khai triển định thức của ma trận A  theo hàng thứ k ta được: 

AAaAa knknkk det...11 =++  

Vậy  kninki AaAa ++ ...11   là khai triển theo hàng thứ k của định thức của ma trận có 

được bằng cách thay hàng thứ k của A  bởi hàng thứ i của A , do đó bằng 0. 

Tóm lại   
⎩
⎨
⎧

≠
=

=++
ki
kiA

AaAa kninki   Õu         n

     nÕu

0
det

...11  ⇒ . IAABt )(det=

Tương tự, khai triển theo cột ta có: 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=++
ki
kiA

AaAa nkniki   Õu         n

     nÕu

0
det

...11  ⇒ . (4.20)  IAABt )(det=

Hệ quả 4.7: Nếu IBA =  hoặc IAB =  thì tồn tại 1−A và BA =−1 . 

Chứng minh: IBA =  ⇒ 0det ≠A   ⇒  1−∃A  và   

                                111 )()( −−− === AABAAABB . 

Ví dụ 4.9:  Ma trận   có 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

801
352
321

A 1det −=A . 

40
80
35

)1( 11
11 =−= +A  ,  13

81
32

)1( 21
12 −=−= +A ,   
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5
01
52

)1( 31
13 −=−= +A ,   16

80
32

)1( 12
21 −=−= +A  ,  

5
81
31

)1( 22
22 =−= +A  ,    2

01
21

)1( 32
23 =−= +A ,  

9
35
32

)1( 13
31 −=−= +A  ,    3

32
31

)1( 23
32 =−= +A  ,   

1
52
21

)1( 33
33 =−= +A  , 

 

Vậy  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

−
=−

125
3513

91640

125
3513
91640

139
2516
51340

1
11

t

A . 

 

4.5.3  Tìm ma trận nghịch đảo theo phương pháp Gauss-Jordan 

 Khi ta thực hiện liên tiếp các phép biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận A  để đưa A  
về ma trận đơn vị, theo tính chất 3.5 chương 3 thì điều này cũng có nghĩa là ta nhân bên trái của 
A  các ma trận sao cho IAEE k =...1 , trong đó kEE ,...,1  là các ma trận dạng ),( λkR , 

),( jiP , ),,( λjiQ  (xem 3.10, 3.11, 3.12). Mặt khác theo Hệ quả 4.7 thì kEEA ...1
1 =− . 

 Cũng với lập luận như trên ta có:  IEEEE kk ...... 11 =  là ma trận có được bằng cách 

thực hiện bởi cùng các phép biến đổi sơ cấp tương ứng như đã thực hiện đối với ma trận A  lên 

các hàng của ma trận đơn vị I . Vì vậy để tìm ma trận 1−A  ta thực hiện các bước sau: 

 1) Viết ma trận đơn vị I  bên phải ma trận A :         IA  

 2) Thực hiện các phép biến đổi sơ cấp đồng thời lên các hàng của IA  để đưa ma trận A  

ở vế trái về ma trận đơn vị. 

 3) Khi vế trái trở thành ma trận đơn vị thì vế phải là ma trận 1−A .  

   1.......... −→→ AIIA .     (4.21) 
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Ví dụ 4.10: Tìm 1−A  với   
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⎢
⎢
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⎣

⎡
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22

1
12 11

−
−

−
−
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→+−
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−
−

−
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→
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→−
→
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→
→
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3513

91640
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3614
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010
001
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010
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22
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113 3

3
3

−−
−−

−

−−
−−

−

→→
→
→

→+−

→
→+
→+−

hh
hh

hhh

hh
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hhh

Vậy    . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=−

125
3513

91640
1A

Chú ý 4.8: Tìm 1−A  theo phương pháp Gauss-Jordan sẽ dễ dàng khi các phần tử của  1−A  
là các số nguyên ( thường gặp khi 1det ±=A ). 

 

4.6 TÌM HẠNG CỦA MA TRẬN BẰNG ĐỊNH THỨC 

 Từ tính chất 4.2 ta biết rằng định thức của một hệ phụ thuộc tuyến tính bằng 0. Do đó nếu 
định thức  thì hệ { } 0,...,1 ≠nvvDB { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính. 

 Ngược lại, giả sử hệ  độc lập tuyến tính, ta sẽ chứng minh { nvv ,...,1 }

{ } 0,...,1 ≠nvvDB . Thật vậy, giả sử    ∑
=

=
n

i
iijj eav

1
,   [ ]ijaA = ,  

{ }nvvDA ,...,det 1B= , vì hệ { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính nên nó là một cơ sở của V .  
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Vậy ta có  ∑
=

=
n

i
iijj vbe

1
, [ ]ijbB =   ⇒  IAB =  ⇒ 0det ≠A . (4.22) 

Định lý 4.9: Hệ {  độc lập khi và chỉ khi }nvv ,...,1 { } 0,...,1 ≠nvvDB . 

Định lý 4.10: Giả sử  là một ma trận cỡ [ ]ijaA = nm× . Nếu có định thức con cấp p  

khác 0 và mọi định thức con cấp 1+p  bao quanh nó đều bằng 0 thì  pAr =)( . 

Chứng minh: Không mất tính tổng quát ta có thể giả thiết định thức con cấp p  góc trái 

. Khi đó 0,...,1
,...,1 ≠p

pM p  véc tơ cột đầu độc lập tuyến tính, vì nếu có một véc tơ là tổ hợp tuyến 

tính của 1−p  véc tơ còn lại thì mâu thuẫn với giả thiết , do đó 0,...,1
,...,1 ≠p

pM pAr ≥)( . Ta cần 

chứng minh bất đẳng thức ngược lại.  

Với mọi ;,...,1 mk =  nps ,...,1+= ;  Xét ma trận cấp 1+p : 

           

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kskpk

psppp

sp

sp

aaa
aaa

aaa
aaa

B

......

......

......

......

1

1

2221

1111

MMMMM

 

Khi pk ≤ : Ma trận B  có hai hàng bằng nhau, do đó 0det =B . 

Khi pk > :  0det =B , vì Bdet  là định thức cấp 1+p  bao . p
pM ,...,1

,...,1

Mặt khác khai triển theo hàng cuối ta được dạng sau: 

    0... ,...,1
,...,111 =+++ p

pkspkpk Maaa μμ

⇒ kppkks aaa λλ ++= ...11  , với mọi k = 1, 2, ..., m 

Vì vậy véc tơ cột  là tổ hợp tuyến tính của  véc tơ cột đầu. Vậy sv p pAr ≤)( . 

Hệ quả 4.11: A  là một ma trận cỡ nm×  thì . )( ,min)()( nmArAr t ≤=
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Chú ý 4.12: 1)  Từ công thức (4.20) ta đã chứng minh được nếu A  là ma trận chuyển từ từ 

cơ sở  sang cơ sở B 'B  thì 1−A  là ma trận chuyển từ từ cơ sở 'B  sang cơ sở .  B
2) Để tìm hạng ma trận A  ta tìm định thức con cấp 2 khác 0. Bao định thức này bởi các 

định thức con cấp 3. Nếu tất cả các định thức cấp 3 bao quanh đều bằng 0 thì 2)( =Ar . Nếu có 

định thức con cấp 3 khác 0 thì ta tiếp tục bao định thức cấp 3 này bởi các định thức cấp 4... 
 

Ví dụ 4.11: a) Ma trận 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−

=
1134

7492
3212

A  

 có  20
92
12
=

−
,  0

134
792
312

134
492
212

=
−−

−=
−

−−
−

 .  

Vậy 2)( =Ar  

b) Ma trận  có 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−−
=

4341
4113
7124

4012

B 0
24

12
=

−−
 nhưng 1

12
01
=

−
. 

Bao định thức này bởi định thức cấp 3   1
113

124
012

=
−

−− . 

Định thức cấp 4 duy nhất 0=B . Vậy 3)( =Br . 

Ví dụ 4.12: Tìm hạng của ma trận   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

a
a

a
a

A

111
111
111
111

Ta có  3)1)(3( −+= aaA .  

Vậy:    • Khi   thì  1,3 ≠−≠ aa 4)( =Ar ; 
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• Khi   thì  1=a 1)( =Ar ; 

• Khi  , 3−=a ⇒≠−
−

0
111
311

131
  3)( =Ar . 

Trong thực hành ta có thể kết hợp phương pháp này với phương pháp biến đổi sơ cấp lên 
các hàng các cột ma trận thì quá trình tìm hạng ma trận sẽ nhanh hơn. 
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

5.  CHƯƠNG 5: HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1 KHÁI NIỆM VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1.1  Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính 

Hệ m phương trình tuyến tính n ẩn có dạng tổng quát: 

        (5.1) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
..............................................

...
...

2211

22222121

11212111

Hay      ,  i = 1, ..., m i
n

j
jij bxa =∑

=1

Trong đó    là n ẩn, nxxx ,...,, 21

   là hệ số của ẩn thứ j trong phương trình i, ija

   là vế phải của phương trình thứ i; i = 1,..., n; j = 1,..., m.  ib

Khi các vế phải  thì hệ phương trình được gọi là thuần nhất. 0=ib

 Nghiệm của hệ phương trình là bộ gồm  số n ( )nxxx ,...,, 21  sao cho khi thay vào (5.1) 
ta có các đẳng thức đúng. Giải một hệ phương trình là đi tìm tập hợp nghiệm của hệ. Hai hệ 
phương trình cùng ẩn là tương đương nếu tập hợp nghiệm của chúng bằng nhau. Vì vậy để giải 
một hệ phương trình ta có thể giải hệ phương trình tương đương của nó.  

5.1.2  Dạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính 

 Với hệ (5.1) ta xét các ma trận: 

  ,   ,    (5.2) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mb

b
b

B
M
2

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nx

x
x

X
M
2

1
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A , B , X  lần lượt được gọi là ma trận hệ số, ma trận vế sau và ma trận ẩn. Khi đó hệ 
phương trình (5.1) được viết lại dưới dạng ma trận:    

BAX =        (5.3) 

5.1.3  Dạng véc tơ của hệ phương trình tuyến tính 

Nếu ta ký hiệu véc tơ cột thứ i của ma trận A  là  và véc tơ vế 

sau , thì hệ (5.1) được viết dưới dạng véc tơ: 

m
miii aav ∈= ),...,( 1

m
mbbb ∈= ),...,( 1

   bvxvxvx nn =+++ ...2211     (5.4) 

Với cách viết này ta thấy rằng hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 
. { }nvvSpanb ...,,1∈

5.2 ĐỊNH LÝ TỒN TẠI NGHIỆM 

Định lý 3.18: (Kronecker-Kapelli) Hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 

)~()( ArAr =  trong đó A~  là ma trận có được bằng cách bổ sung thêm vào ma trận hệ số A  một 
cột cuối là vế phải của hệ phương trình.  

       (5.5) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

mmnm

n

baa

baa
A

...

...
~

1

1111
MMOM

Chứng minh: Hệ (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi tồn tại  sao cho 

. Nghĩa là  được biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính của { }. 

Vậy . Do đó  

n
nxxx ∈,...,, 21

bvxvxvx nn =+++ ...2211 b nvv ,...,1

),,...,(),...,( 11 bvvrvvr nn = )~()( ArAr = . 

5.3 PHƯƠNG PHÁP CRAMER 

Định nghĩa 5.1: Hệ n phương trình tuyến tính n ẩn có ma trận hệ số A  không suy biến được 
gọi là hệ Cramer.  

Định lý 5.2: Mọi hệ Cramer đều tồn tại duy nhất nghiệm. Cụ thể 

hệ   ,  i = 1, ..., n  có nghiệm i
n

j
jij bxa =∑

=1
DDx ii = , i = 1,..., n; 

Trong đó  { }niii vvvvvDAD ,...,,,,...,det 111 +−== B  

   { }niii vvbvvDD ,...,,,,..., 111 +−= B    (5.6) 
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iD  là định thức của hệ các véc tơ cột là các hệ số của hệ phương trình nhưng véc tơ cột thứ 
i được thay bởi véc tơ cột vế sau. 

Chứng minh: 0det ≠A   ⇒ hệ { }nvv ,...,1  là một cơ sở của . Do đó  được biểu 

diễn duy nhất thành tổ hợp tuyến tính của 

n b
{ }nvv ,...,1 . Nghĩa là tồn tại duy nhất  

sao cho 
nxxx ,...,, 21

bvxvxvx nn =+++ ...2211 .  

Gọi  là cơ sở chính tắc của . Khi đó: { nee ,...,1=B }

DxvvvvvDx iniiii

n

{ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

== +
=

−+− ∑ ni
n

k
kkiniii vvvxvvDvvbvvDD ,...,,,,...,,...,,,,..., 1

1
11111 BB  

{ } == +− ,...,,,,..., 111B   ⇒  DDx ii = , i = 1,..., n; 

Giải hệ phương trình tuyến tính trường hợp tổng quát 

Giả sử hệ phương trình có nghiệm, do đó ),,...,(),...,( 11 bvvrvvr nn = . Giả sử 

; ),...,(),...,( 11 pn vvrvvr = np ≤  (trong trường hợp khác cách giải hoàn toàn tương tự). Với 

giả thiết này p  véc tơ hàng phía trên của A  tạo thành hệ độc lập tuyến tính tối đại của hệ các véc 

tơ hàng của A . Vì vậy hệ (5.1) tương đương với  phương trình đầu p

   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

pnpnpp

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
..............................................

...
...

2211

22222121

11212111

   

Giả sử 0
...

...

1

111
≠

ppp

p

aa

aa
MOM  (trường hợp khác cách giải hoàn toàn tương tự) 

Hệ phương trình trên được viết lại: 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−−=+++

−−−=+++

−−−=+++

++

++

++

npnppppppppp

nnpppp

nnpppp

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

......
............................................................................

......

......

112211

211222222121

111111212111
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đây là hệ Cramer có vế sau phụ thuộc vào các ẩn . Vậy hệ có vô số nghiệm 

phụ thuộc  . 

np xx ,...,1+

np xx ,...,1+

Ví dụ 5.1: Giải và biện luận theo tham số λ  hệ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

=+++

1
1
1
1

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

λ
λ

λ
λ

 

Từ ví dụ 4.12 chương 4 ta có  . 3)1)(3(det −+= λλA

♦ Khi 1,3 ≠−≠ λλ : Hệ đã cho là hệ Cramer nên có nghiệm duy nhất. Ngoài ra vai trò 
của các ẩn trong hệ đều như nhau, do đó nghiệm của hệ: 

 4321 xxxx ===    ⇒
3

1
4321 +

====
λ

xxxx  

♦ Khi 1=λ :  1)~()( == ArAr , hệ phương trình đã cho tương đương với phương trình 

 14321 =+++ xxxx  

Hệ phương trình có vô số nghiệm 4321 1 xxxx −−−=  với  tuỳ ý. 432 ,, xxx

♦ Khi 3−=λ : 0det =A  ⇒  4)( <Ar  (theo Ví dụ 3.18 3)( =Ar ) nhưng ma trận bổ 

sung A~  có định thức con cấp 4 

064

1311
1131
1113
1111

≠=

−
−

−
   ⇒  4)~( =Ar   ⇒  hệ vô nghiệm. 

 

5.4 PHƯƠNG PHÁP MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

Định lý 5.3:  Hệ Cramer  ,  i = 1, ..., n, với các ma trận tương ứng i
n

j
jij bxa =∑

=1
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  ,   ,   
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⎥
⎥
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⎡
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nx
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x

X
M
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1

có nghiệm  BAX 1−= . 

 

5.5 GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP KHỬ GAUSS 

 Ta có thể kiểm tra được rằng: khi thực hiện các biến đổi sơ cấp sau lên các phương trình 
của hệ thì sẽ được hệ mới tương đương: 

 • Đổi chỗ hai phương trình; 

 • Nhân, chia một số khác 0 vào cả 2 vế của một phương trình; 

 • Cộng vào một phương trình một tổ hợp tuyến tính các phương trình khác. 

Giải hệ phương trình tuyến tính bằng phương pháp khử Gauss là thực hiện các phép biến đổi 

sơ cấp (có thể đổi chỉ số các ẩn nếu cần) để đưa hệ phương trình (5.1) ; i = 1,..., m  

về hệ tương đương  ;  

i
n

j
jij bxa =∑

=1

i
n

j
jij bxa '''

1
=∑

=

i = 1,..., m. Các ẩn  là các ẩn   nhưng có thể thay đổi thứ tự chỉ số và 
ma trận bổ sung của hệ mới có dạng 

nxx ',...,'1 nxx ,...,1

 

       (5.7) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

m

p

ppp

b
b
ba
ba

'
'
''
''

1

111

trong đó . 0'...'11 ≠ppaa

♦Nếu một trong các  khác 0 thì có phương trình mà vế trái bằng 0, vế phải 

khác 0 nên hệ vô nghiệm. 
mp bb ',...,' 1+
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♦Nếu  thì hệ đã cho tương đương với hệ  phương trình 0'...' 1 ===+ mp bb p

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=++
=+++

pnpnp

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxaxa

'''...''                        
.........................................                     

'''     ...        ''            
'''     ...        ''''

11

22222

11212111

   (5.8) 

Ta được các nghiệm   phụ thuộc . pxx ',...,'1 np xx ',...,' 1+

 Chú ý rằng khi ta biến đổi tương đương lên các phương trình thì thực chất là biến đổi các 
hệ số trong các phương trình. Vì vậy khi thực hành ta chỉ cần biến đổi ma trận bổ sung (5.5) của 
hệ để đưa về ma trận có dạng (5.7), từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình. 

Ví dụ 5.2: Giải hệ phương trình  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+

=−+
=−+

=−+

1278  
7532
9934
8852

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

=

1320
7770

8852
12781

7532
9934
8852

12781

12781
7532
9934
8852

~A  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
−

↔

0000
1100
1110

12781

1100
5500
1110

12781

1320
1110
166110

12781

 

 . 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

↔

0000
1100
2010
3001

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

3
2

1

3

2

1

x
x
x

 . 
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

Ví dụ 5.3: Giải và biện luận theo tham số  hệ phương trình m

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

−=−−−
=+++

=+++

244
112096

58632
34523

4321

4321

4321

4321

mxxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
=

2414
58632
34523
1120961

2414
1120961
58632
34523

~

mm

A  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−

−−−−

↔

1000
00000
916850
1120961

816850
274824150
366432200
1120961

mm

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−

↔

1000
00000
916850
24111

m

. 

 

Hệ đã cho tương đương với hệ:   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=++

−=−−−

1                         
91685     

24

4

432

4321

mx
xxx
xxxx

♦ m = 0: hệ vô nghiệm; 

♦ m ≠ 0: hệ có vô số nghiệm 

 
m

x 1
4 =  ,  32 5

8
5

169 x
m

mx −
−

= ,  31 5
3

5
4 x

m
mx −

−
= . 

hay   3333 ;1,,
5
8

5
169,

5
3

5
4 x

m
xx

m
mx

m
m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
tùy ý. 
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

Ví dụ 5.4: Giải hệ phương trình   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=+++
−=−−++
−=−−+−

=−++
−=−+−

22               
35166
248   3

2          922
3                  

5421

54321

54321

4321

5431

xxxx
xxxxx
xxxxx

xxxx
xxxx

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−
−−−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−
−−−−

−
−−−

=

130110
15122710
7111410
8211320
311101

221011
3516110
248113

209122
311101

~A  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

−−−

↔

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

−−−

↔

222244000
222244000
6411100
130110
311101

14222600
8211500
6411100
130110
311101

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

↔

000000
112000

203100
130110
200001

   

 

Hệ đã cho tương đương với hệ: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+
=−

=++
−=

1  2                    
23             
13            

2          

54

43

532

1

xx
xx

xxx
x

     có nghiệm    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−=

+=
+=

−=

ý tuú 445

43

42

1

;21
32
33

2

xxx
xx
xx

x
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

5.6 HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH THUẦN NHẤT 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0...
..............................................

0...
0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

    (5.9) 

 

Rõ ràng rằng với hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (5.9) thì nArAr ≤= )()~(  và 

luôn có nghiệm tầm thường 0...1 === nxx .  

Định lý 5.4:  

a)  Hệ (3.14) chỉ có nghiệm tầm thường khi và chỉ khi nAr =)( . 

b)  Nếu npAr <=)(  thì nghiệm của hệ (5.9) là không gian con pn −  chiều của . n

Chứng minh: Ta chứng minh b). Thực hiện các biến đổi tương đương lên ma trận bổ sung 
(5.8) của hệ để đưa về hệ tương đương với ma trận bổ sung có dạng   

   

       (5.10) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0     0                       0
0     0                       0
0                 1              

0                               1

  

Suy ra nghiệm có dạng      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

−+

−+

nppnppp

npnp

xcxcx

xcxcx

' ... ''
.........................................

' ... ''

11

11111

 

Trong đó  là một hoán vị của . Để đơn giản ta giả sử  )',...,'( 1 nxx ),...,( 1 nxx nn xxxx == ',...,' 11  
(trường hợp khác được chứng minh tương tự), khi đó tập hợp nghiệm: 

{ }∈++++ ++−+−+ npnpnppnppnpnp xxxxxcxcxcxc ,...,),...,,...,...,... 11111111(  
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

{ }∈++= +−−+ nn xxxccxcc pppnpnpp ,...,1,...,0,0,,...,...0,...,0,1,,..., 111111 )()(  

là không gian con pn − chiều của . n

Định lý 5.5: Giả sử  ),...,( 1 nxx  là một nghiệm của phương trình không thuần nhất (5.1) thì 

 là nghiệm của phương trình thuần nhất tương ứng (5.9) khi và chỉ khi ),...,( 1 nxx ),...,( 11 nn xxxx ++  
là nghiệm của phương trình (5.1). 
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

6.  CHƯƠNG 6: ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

6.1 KHÁI NIỆM ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

6.1.1  Định nghĩa và ví dụ 

Định nghĩa 6.1: Ánh xạ f từ không gian véc tơ V vào không gian W  thoả mãn: 

(i) với mọi Vvu ∈, ; )()()( vfufvuf +=+  

(ii) với mọi Vvu ∈, , ∈α ; )()( ufuf αα =     (6.1) 

được gọi là ánh xạ tuyến tính (đồng cấu tuyến tính hay gọi tắt là đồng cấu) từ V vào W .  

Khi WV =  thì f được gọi là tự đồng cấu. 

Ví dụ 6.1:  Xét các ánh xạ sau: 

1) Ánh xạ không             WV →:0
         0)(0 =uu a

2) Ánh xạ đồng nhất        VVIdV →:  

             uuIdu V =)(a  

3) Phép vị tự tỷ số ∈k     VVf →:  

             kuufu =)(a  

4) Giả sử  , xét phép chiếu lên thành phần thứ nhất : VWW ⊂⊕ 21

    VWW →⊕ 211 :Pr  

             121 vvv a+  

5) Phép tịnh tiến theo véc tơ Vv ∈0 ,   VVT →:        

            0vuu +a        

Ánh xạ 1), 2), 3), 4) là ánh xạ tuyến tính; 2), 3) là tự đồng cấu; 5) không phải là ánh xạ 
tuyến tính nếu . 00 ≠v
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

6) Cho ma trận  ,    [ ]
nmijaA

×
=

ánh xạ    mnT →:

           ),...,(),...,(),...,( 111 mnn yyxxTxx =a  

xác định bởi 

                                               (6.2) [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

ij

m x

x
a

y

y
MM
11

 

là một ánh xạ tuyến tính.  

Ngược lại ta có thể chứng minh được (xem mục 4) mọi ánh xạ tuyến tính từ   vào  
đều có dạng như trên. 

n m

6.1.2  Các tính chất 

Định lý 6.1: Nếu WVf →:  là ánh xạ tuyến tính thì 

(i)  00 =)(f  

(ii)  với mọi Vv∈ : )()( vfvf −=−  

(iii) ,  ∑∑
==

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ n

i
ii

n

i
ii vfxvxf

11
)( Vvvxx nn ∈∀∈∀ ,...,,,..., 11 . 

Chứng minh:  (i)  0000 ==⋅= )(0)0()( fff  

(ii) 00 ==−+=−+ )())(()()( fvvfvfvf  

(iii) Dễ dàng chứng minh bằng cách quy nạp theo . n
Định lý 6.2: ánh xạ WVf →:  là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi với mọi ∈∈ βα ,,, Vvu :  

)()()( vfufvuf βαβα +=+ . 

Chứng minh: Với mọi ∈∈ βα ,,, Vvu : 

)()()()()(:)( vfufvfufvuf βαβαβα +=+=+⇒  

⎩
⎨
⎧

=+=+=
+=+=+=+

⇐
.)()(0)()0()(

)()()(1)(1)1()1()(
:)(

ufvfufvufuf
vfufvfufvfufvuf

αααα
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

Định lý 6.3: Mỗi ánh xạ tuyến tính từ V vào W  hoàn toàn được xác định bởi ảnh của một 
cơ sở của V , nghĩa là với cơ sở { }ne,...,e1=B  của V  và hệ véc tơ cho trước 

thì tồn tại duy nhất một ánh xạ tuyến tính 

Wuu n ∈,...,1
WVf →:  sao cho niuef ii ,...,1,)( == . 

Chứng minh: 

*) Tồn tại: Với mọi ,Vv∈  giả sử  là toạ độ của  trong cơ sở , nghĩa là 

. Đặt 

),...,( 1 nxx v B
nnexexv ++= ...11 Wuxuxvf nn ∈++= ...)( 11 . 

 Ta có thể kiểm chứng được rằng f  là ánh xạ tuyến tính và với mọi 

. 

,)( ii uef =
ni ,...,1=

*) Duy nhất: Giả sử WVg →: là ánh xạ tuyến tính sao cho với mọi 

 khi đó với bất kỳ 

,)( ii ueg =

ni ,...,1= nnexexvVv ++=∈ ..., 11 , 

 )(...)()...()( 1111 nnnn egxegxexexgvg ++=++=  

)(...11 vfuxux nn =++=  

Vậy fg = . 

 

6.1.3  Các phép toán trên các ánh xạ tuyến tính 

6.1.3.1  Hom(V,W) 

Cho hai không gian véc tơ WV , . Tập các ánh xạ tuyến tính từ V  vào W  được ký hiệu là 

),(Hom WV  hay ),( WVL .  

Với ),(Hom, WVgf ∈ ,  tương ứng      WV →  

                         )()( vgvfv +a   (6.3) 

là một ánh xạ tuyến tính, được ký hiệu gf +  và gọi là tổng của f và g . 

Tương tự, với ∈k ,  tương ứng      WV →  

                    )(vkfv a     (6.4) 

là ánh xạ tuyến tính được ký hiệu là kf . 

Vậy ta đã xác định hai phép toán "," ⋅+  trên tập các ánh xạ tuyến tính từ V vào W . Với hai phép 
toán này thì ),),,(Hom( ⋅+WV  có cấu trúc không gian véc tơ và WVWVdim ),(Hom dimdim ⋅= . 
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

6.1.3.2  EndV 

Giả sử ': VVf →  và "': VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính thì ánh xạ hợp ": VVfg →o  

cũng là một ánh xạ tuyến tính. Vì vậy tập các tự đồng cấu của V , ký hiệu VEnd , với hai phép toán 
cộng và hợp ánh xạ thì ),,(End o+V  là một vành không giao hoán, có đơn vị , không nguyên. Ngoài 

ra với hai phép toán định nghiã ở (1.3.1) ( )⋅+,,EndV  còn là một không gian véc tơ. 

6.2 NHÂN VÀ ẢNH CỦA ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

Định lý 6.4: Giả sử WVf →:  là ánh xạ tuyến tính, khi đó: 

(i) Nếu  là không gian con của 1V V thì là không gian con của và 

. 

)( 1Vf W

11 dim)(dim VVf ≤

(ii) Nếu là không gian con của thì 1W W )( 1
1 Wf −  là không gian con của V và 

. )(dimdim 1
1

1 WfW −≤

Chứng minh: (i) • Với mọi ∈∈ βα ,);(, 121 Vfuu  tồn tại  sao cho 

. Do đó 
121, Vvv ∈

)(),( 2211 vfuvfu ==

 )()()()()( 1212121 Vfvfvfvfvfuu ∈+=+=+ βαβαβα . 

• Giả sử  là một cơ sở của với mọi { nee ,...,1 } 1V )( 1Vfu∈ , tồn tại 1Vv∈ : 

 và nnvxvxv ++= ...11 uvf =)(  )(...)( 11 nn efxefxu ++=⇒  

  là một hệ sinh của .  { )(),...,( 1 nefef⇒ } )( 1Vf

Điều này suy ra .  11 dim)(dim VVf ≤

(ii) được chứng minh tương tự. 

Định nghĩa 6.2: Với ánh xạ tuyến tính WVf →: ta ký hiệu và định nghĩa 

    ,  { }0Ker 1−= ff )(Im Vff =     (6.5) 

 là hạt nhân và là ảnh của f , ký hiệu 

     ffr Imdim)( =      (6.6) 

 là hạng của ánh xạ f . 

Định lý 6.5: Với mọi ánh xạ tuyến tính WVf →:  

    ffrV Kerdim)(dim +=     (6.7) 
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

Chứng minh: Giả sử  {  là một cơ sở của }mee ,...,1 fKer  (khi { }0Ker =f  thì m = 0). Ta bổ 

sung để { }kmmm eeee ++ ,...,,,..., 11  là một cơ sở của V . Ta chứng minh { })(),...,( 1 kmm efef ++  

là một hệ sinh, độc lập tuyến tính của fIm (do đó là một cơ sở).  

• Với mọi fvf Im)( ∈ ;  

Vexexexexv kmkmmmmm ∈+++++= ++++ ...... 1111  

    )(...)()(...)()( 1111 kmkmmmmm efxefxefxefxvf ++++ +++++=        

    )(...)( 11 kmkmmm efxefx ++++ ++= . 

• Giả sử  0)(...)( 11 =++ ++ kmkm efyefy  thì 

 feyey kmkm Ker...11 ∈++ ++  

mmkmkm ezezeyey ++=++⇒ ++ ...... 1111   

0...... 1111 =−−−++⇒ ++ mmkmkm ezezeyey   

0...... 11 =−==−===⇒ mk zzyy . 

6.3 TOÀN CẤU, ĐƠN CẤU, ĐẲNG CẤU 

6.3.1  Toàn cấu 

Định nghĩa 6.3: Ánh xạ tuyến tính mà toàn ánh được gọi là toàn cấu. 

Định lý 6.6: Với ánh xạ tuyến tính WVf →: , các mệnh đề sau tương đương: 

 (i)   f  toàn cấu. 

 (ii)   Ảnh của hệ sinh của V là hệ sinh của W . 

 (iii)   Wfr dim)( = . 

Chứng minh:  Giả sử :)()( iii ⇒ { }nvv ,...,1  là hệ sinh của V . Khi đó với mọi Wu∈ , 

tồn tại Vv∈ sao cho uvf =)(  (vì WVf =)( ).  

)(...)(... 1111 nnnn vfxvfxuvxvxv ++=⇒++= . 

Vậy { } là hệ sinh của W . )(),...,( 1 nvfvf

)()( iii ⇒ : Giả sử {  là một cơ sở của }nee ,...,1 V  thì { })(),...,( 1 nefef  là hệ sinh của 

  W { } )()(),...,(span 1 VfefefW n ==⇒ . 

WfrWVfWVfi dim)(dim)(dim)()( =⇔=⇔=⇔ . 
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6.3.2  Đơn cấu 

Định nghĩa 6.4: Ánh xạ tuyến tính mà đơn ánh được gọi là đơn cấu. 

Định lý 6.7: Với ánh xạ tuyến tính WVf →: , các mệnh đề sau tương đương:  

     (i)   f  đơn cấu.    

     (ii)  { }0Ker =f . 

     (iii) Ảnh của hệ độc lập tuyến tính của V là hệ độc lập tuyến tính của W . 

     (iv)  Vfr dim)( = . 

Chứng minh: : Hiển nhiên. )()( iii ⇒

)()( iii ⇒ : Giả sử   )()( 21 vfvf = )()()(0 2121 vvfvfvf −=−=⇒   

2121 0 vvvv =⇒=−⇒ . 

)()( iiiii ⇒ : Giả sử  { } độc lập: mvv ,...,1

 fvxvxvfxvfx mmmm Ker...0)(...)( 1111 ∈++⇒=++  

 0...0... 111 ===⇒=++⇒ mmm xxvxvx  

)()( iviii ⇒ : Giả sử  {  là một cơ sở của }nee ,...,1 V  thì { })(),...,( 1 nefef  là hệ sinh 

độc lập tuyến tính của )(Vf . Do đó Vfr dim)( =  . 

)()( iiiv ⇒ : . { }0Ker0Kerdim
)(dim

Kerdim)(dim
=⇒=⇒

⎭
⎬
⎫

=
+=

ff
frV

ffrV

6.3.3  Đẳng cấu 

Định nghĩa 6.5: Ánh xạ tuyến tính vừa đơn cấu vừa toàn cấu được gọi là đẳng cấu.  

Vậy đẳng cấu là một ánh xạ tuyến tính và song ánh. 

Hai không gian WV , được gọi là đẳng cấu nếu có ánh xạ tuyến tính đẳng cấu 

WVf →: .  

Phép đẳng cấu VVf →: được gọi là tự đẳng cấu của không gian V . Tập hợp các tự 

đẳng cấu của V được ký hiệu là )(Gl V . 

Định lý 6.8: V  và W đẳng cấu khi và chỉ khi WV dimdim = . 

Chứng minh: : Nếu )(⇒ WVf →:  đẳng cấu thì 
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WV
frW
frV

dimdim
)(dim
)(dim

=⇒
⎭
⎬
⎫

=
=

cÊu) (toµn   

cÊu) (don   
. 

)(⇐ : Ngược lại nếu nWV == dimdim .  

Giả sử { }nee ,...,1=B , { }nωω ,...,' 1=B  là cơ sở lần lượt của V và W . Gọi WVf →:  

là ánh xạ tuyến tính thoả mãn nief ii ,...,1;)( ==ω  (xem chứng minh định lý 4.3). Khi đó  

đẳng cấu. ffr WV ⇒== dimdim)(

Định lý 6.9: (  là một nhóm (không giao hoán). )o),(Gl V

Chứng minh: Ta dễ dàng chứng minh nếu f  là tự đẳng cấu của V  thì ánh xạ ngược 

cũng là tự đẳng cấu của 1−f V . Nếu gf ,  tự đẳng cấu thì fg o  cũng tự đẳng cấu. 

 Ta đã biết rằng ánh xạ từ một tập hữu hạn vào một tập hữu hạn có cùng số phần tử là đơn 
ánh khi và chỉ khi là toàn ánh ( Chú ý 1.3-4, chương 1 trang 20). Điều này cũng còn đúng đối với 
ánh xạ tuyến tính giữa hai không gian véc tơ có cùng số chiều. 

Định lý 6.10: Giả sử WV dimdim = và WVf →:  là ánh xạ tuyến tính từ  V  vào 

thì:W f đơn cấu khi và chỉ khi f toàn cấu, do đó đẳng cấu. 

Chứng minh: 

f toàn cấu ffrfr VW ⇔=⇔=⇔ dim)(dim)( đơn cấu. 

6.4 ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH VÀ MA TRẬN  

6.4.1  Ma trận biểu diễn ánh xạ tuyến tính 

Theo định lý 6.3, mọi ánh xạ tuyến tính WVf →:  hoàn toàn được xác định bởi ảnh của 

một cơ sở của V . Giả sử  là một cơ sở của { nee ,...,1=B } V  thì ánh xạ tuyến tính f  hoàn 

toàn được xác định bởi hệ véc tơ  { })(),...,( 1 nefef . Mặt khác theo chương 3-(1.3), nếu 

{ }mωω ,...,' 1=B  là một cơ sở của W  thì hệ { })(),...,( 1 nefef  hoàn toàn được xác định bởi 

ma trận cỡ  có  cột là các toạ độ của các véc tơ  trong cơ sở . Vì 

vậy với hai cơ sở ,  cho trước thì ánh xạ tuyến tính 

nm× n )(),...,( 1 nefef 'B
B 'B f  hoàn toàn được xác định bởi ma 

trận , trong đó [ ]
nmijaA

×
=

       (6.8) njaef
m

i
iijj ,...,1;)(

1
==∑

=
ω
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Định nghĩa 6.6: Ma trận A  có các phần tử  xác định bởi (6.8) được gọi là ma trận của ánh 

xạ tuyến tính 

ija

f  trong cơ sở  của B V và  của W . 'B

Như vậy ma trận của ánh xạ tuyến tính f  trong cơ sở  của B V  và  của W  là ma trận có 

các cột là toạ độ của { } viết trong cơ sở ' . 
'B

)(),...,( 1 nefef B

Ví dụ 6.2:  Xét ánh xạ      23: →f

  )53,42(),,( zxzyxzyx +−+a  

  )1,0(3)0,1(2)3,2()0,0,1( +==f . 

  )1,0(0)0,1(1)0,1()0,1,0( +==f . 

  )1,0(5)0,1(4)5,4()1,0,0( +−=−=f . 

Vậy ma trận của f  trong cơ sở chính tắc của  và  là 3 2

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

503
412

A  

Nếu  là toạ độ của ),...,( 1 nxx Vv∈ trong cơ sở . B

        là toạ độ của ),...,( 1 myy Wvf ∈)( trong cơ sở  thì 'B

        (6.9) [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×
n

nmij

m x

x
a

y

y
MM
11

hay      (6.10) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

nmnmm

nn

xaxay

xaxay

...
....................................

...

11

11111

(6.10) được gọi là biểu thức toạ độ của ánh xạ tuyến tính f . 

Giả sử WV ,  là hai không gian véc tơ với hai cơ sở lần lượt   và  { }nee ,...,1=B
{ m}ωω ,...,' 1=B . Với ánh xạ tuyến tính WVf →:  thì có ma trận tương ứng  [ ] nmijaA

×
=  

xác định bởi ( 6.8). 
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Ngược lại, cho ma trận [ ] nmijaA
×

= , biểu thức toạ độ (6.9) xác định ánh xạ WVf →:  

có ma trận là nmA ×∈M . Vậy có tương ứng 1 - 1 giữa ),(Hom WV  và nm×M . Hơn nữa, ta dễ 

dàng chứng minh được rằng nếu BA,  là ma trận của gf ,  thì BA+  là ma trận của gf +  và 

 là ma trận của , với mọi kA kf ∈k . 

Định lý 6.11: Tương ứng    nmWV ×→ M),(Hom   

         Af a  

xác định bởi (6.8) là một đẳng cấu tuyến tính và )()( Arfr = . 

Chứng minh: Hạng )(Ar  của ma trận A  là hạng của hệ các véc tơ cột  { } 

do đó 

)(),...,( 1 nefef
)()(dim)( frVfAr == .  

 Cho hai ánh xạ tuyến tính :, gf  "' VVV gf ⎯→⎯⎯→⎯  . ",', VVV  có cơ sở lần lượt 

là , , { }nee ,...,1=B { }mee ',...,'' 1=B { }",...,"" 1 lee=B . Giả sử A  là ma trận của f  

trong cơ sở B ,  và 'B B  là ma trận của g  trong cơ sở ,  thì 'B "B BA  là ma trận của 

fg o  trong cơ sở ,  (xem thêm (3.1)). Thật vậy: B "B

  , trong đó [ ]
nmijaA

×
= ∑

=
=

m

i
iijj eaef

1
')(  ; nj ,...,1=  

  , trong đó [ ] mlkibB ×= ∑
=

=
l

k
kkii ebeg

1
")'(  ; mi ,...,1=  

Ta có       ∑∑
==

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

m

i
iij

m

i
iijj egaeagefg

11
)'(')(o

          . ∑ ∑∑ ∑
= == =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

l

k
k

m

i
ijki

m

i
k

l

k
kiij eabeba

1 11 1
""

Điều này chứng tỏ BA  là ma trận của fg o . 

 Khi "' VVV ==  và ta chọn cố định một cơ sở của V  thì có tương ứng 1-1 giữa các tự 
đồng cấu của V  và các ma trận vuông cấp n. 
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Định lý 6.12:    Tương ứng   nV M→)(End  

               Af a  

là một đẳng cấu vành, trong đó A  là ma trận của f  trong một cơ sở cố định của V  xác 

định bởi (6.8). 

Chú ý: Nếu ta ký hiệu ma trận A , B  tương ứng với ánh xạ tuyến tính f , g  trong một cơ 

sở cố định của V  xác định bởi (6.8) là  Af ↔ , Bg ↔  thì: 

BAgf +↔+  

kAkf ↔  

ABgf ↔o  

)()( Arfr =  

6.4.2  Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử WVf →:   là ánh xạ tuyến tính.  

Gọi  là ma trận chuyển cơ sở T { }nee ,...,11 =B  sang cơ sở  của 

không gian 

{ }nee ',...,'' 11 =B
V . 

Gọi P  là ma trận chuyển cơ sở { }mωω ,...,12 =B  sang cơ sở { }m',...,'' 12 ωω=B  

của W . 

A  là ma trận của f  trong cơ sở , 21,BB

'A  là ma trận của f  trong cơ sở  21 ',' BB

Thì                               ATPA 1' −=                                    (6.11) 

Thật vậy: Giả sử  ,  [ ] nmkiaA ×= [ ] nmkiaA ×= '' , [ ] mmkipP ×= , . [ ] nmijtT
×

=

∑
=

=
m

i
kkii aef

1
)( ω ;      ∑

=
=

m

i
iijj aef

1
'')'( ω  

    ∑
=

=
m

i
kkii p

1
' ωω    ;     ∑

=
=

n

i
iijj ete

1
'  
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Ta có   ∑ ∑ ∑∑∑
= = ===

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==

m

i

m

k
k

m

i
ijki

m

k
kkiij

m

i
iijj appaaef

1 1 111
'''')'( ωωω

Mặt khác: 

∑ ∑∑ ∑ ∑∑
= == = ==

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

m

k
k

n

i
ijki

n

i

n

i

m

k
kkiijiij

n

i
iijj taateftetfef

1 11 1 11
)()'( ωω  

Do đó    ∑     với mọi   
=

m

i
ijkiap

1
' ∑

=
=

n

i
ijkita

1
nj ,...,1=  ; mk ,...,1= . 

Suy ra   ATPA ='  .  Vậy     ATPA 1' −=  . 

Đặc biệt nếu f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ V . Gọi ', AA  là ma trận của f  

trong hai cơ sở  và T  là ma trận chuyển từ cơ sở   sang  thì:      ',BB B 'B

         ATTA 1' −=       (6.12) 

Chú ý: Nếu T  là ma trận chuyển cơ sở  sang cơ sở  thì  B 'B 1−T  là ma trận chuyển cơ 
sở sang cơ sở  (xem chú ý 4.12 chương 4 trang 114). 'B B

Định nghĩa 6.7: Hai ma trận BA,  được gọi là đồng dạng nếu tồn tại ma trận không suy 

biến T  sao cho ATTB 1−= . 

Từ (6.12) cho thấy hai ma trận của một tự đồng cấu bất kỳ trong hai cơ sở khác nhau là 
đồng dạng. Nếu BA,  đồng dạng thì  BA detdet = . Vì vậy ta có thể định nghĩa định thức của 

một tự đồng cấu f  là 

      Af detdet =     (6.13) 

  

trong đó A  là ma trận của f  trong một cơ sở nào đó.  

6.4.3  Ánh xạ tuyến tính và hệ phương trình tuyến tính 

Cho ánh xạ tuyến tính f  có biểu thức toạ độ xác định bởi (6.7), (6.8). Khi đó hệ phương 

trình tuyến tính (5.1-5.4) tương ứng (trang 130-131) có nghiệm khi và chỉ khi 

      fb Im∈      (6.14) 

và (  là nghiêm khi và chỉ khi  )nxx ,...,1 ( ) bxxf n =,...,1 . 
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( )nxx ,...,1  là nghiêm của phương trình tuyến tính thuần nhất (5.9) (trang 137) khi và           

chỉ khi 

     ( ) fxx n Ker,...,1 ∈     (6.15) 

Nhận xét: Từ hai định lý 6.11 và 6.12 ta thấy rằng một bài toán về ánh xạ tuyến tính có thể 
chuyển sang bài toán ma trận, hệ phương trình tuyến tính và ngược lại. Chẳng hạn để chứng minh 
định thức của ma trận A  khác 0 ta chỉ cần chứng minh tự đồng cấu tuyến tính có ma trận là A  là 
đơn cấu hoặc toàn cấu, hoặc hệ phương trình tuyến tính tương ứng có duy nhất nghiệm. 

6.5 CHÉO HOÁ MA TRẬN 

Trong phần này ta giải quyết bài toán: Với tự đồng cấu tuyến tính f  của không gian V , 

hãy tìm một cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo: 

     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nλ

λ
O

1
    (6.16) 

Bài toán trên cũng tương đương với bài toán: Cho ma trận A  tìm ma trận không suy biến 

 sao cho T ATT 1−  có dạng chéo.  

Ta sẽ chỉ ra khi nào bài toán này có lời giải, cách tìm ma trận  và tìm cơ sở để ma trận 
của 

T
f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

6.5.1  Không gian con bất biến 

Định nghĩa 6.8: Không gian con W  của không gian V  được gọi là bất biến đối với tự đồng 
cấu f  trên V  nếu  WWf ⊂)( . 

Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của W , ta bổ sung để { }nkk eeee ,...,,,..., 11 +  là cơ sở 

của V . Với cơ sở này ma trận của f  có dạng 

                                

kn

k

−⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

                                               k        kn −  
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Nếu  ,   bất biến đối với 21 WWV ⊕= 21,WW f  thì có thể chọn cơ sở để ma trận của f  

có dạng 

 

       

kn

k

−⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

                  k       kn −  

 

6.5.2  Véc tơ riêng, giá trị riêng 

Định nghĩa 6.9: Nếu tồn tại véc tơ  Vv∈ , 0≠v  sao cho vvf λ=)(  thì λ  được gọi là 

một giá trị riêng và v  là  véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  của tự đồng cấu f . 

Với mỗi ∈λ , ký hiệu  

{ } ( )VidfvvfVvV λλλ −==∈= Ker)(    (6.17)  

Rõ ràng rằng  là không gian con của  λV V .  

Định nghĩa 6.10: Nếu  là giá trị riêng thì  λ λV  được gọi là không gian riêng ứng với giá trị 

riêng λ .   

Định lý 6.13: 1)  λ  là giá trị riêng của f  khi và chỉ khi  { }0≠λV .  

2) Nếu  là giá trị riêng của λ f  thì mọi véc tơ 0≠v  của λV  đều là véc tơ riêng ứng với 

giá trị riêng λ . 

3) Vơi mọi λ , không gian con  λV  bất biến đối với  f . 

 Chứng minh: Ta chứng minh 3) 

 a) Trường hợp  { }0=λV  là hiển nhiên. 

b) Trường hợp λV  là không gian riêng:  

Với mọi   vvfVv λλ =⇒∈ )(  
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  λλλ Vvfvfvfvff ∈⇒==⇒ )()()())((    (6.18) 

Định nghĩa 6.11:  λ  được gọi là giá trị riêng của ma trận [ ] nnijaA
×

=  nếu tồn tại 

  không đồng thời bằng 0 sao cho   nxx ,...,1

               hay  ( )    (6.19) 

⎥
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⎥

⎦
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⎢
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⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢

⎣

⎡

nn x
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x

x
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⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0

01
MM

nx

x
IA λ

Khi đó  được gọi là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng n
nxxv ∈= ),...,( 1 λ . 

6.5.3  Đa thức đặc trưng 

Định nghĩa 6.12: Giả sử f  là một tự đồng cấu trong không gian véc tơ  chiều n V  có ma 

trận A  trong một cơ sở nào đó của V . Khi đó: 

   ( ) )det(det:)( IAidfP V λλλ −=−=    (6.20) 

là một đa thức bậc  của n λ  không phụ thuộc vào cơ sở của V  được gọi là đa thức đặc 
trưng của f và của A . 

Định lý 6.14:  là giá trị riêng của 0λ f  khi và chỉ khi 0λ   là nghiệm của đa thức đặc trưng. 

Chứng minh:   là giá trị riêng khi và chỉ khi 0λ { }00 ≠λV . Điều này tương đương với các điều 

tương đương sau: ánh xạ Vidf 0λ−  không đơn cấu, hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (5.9) có 

nghiệm không tầm thường. Vậy ( ) nidfr V <− 0λ ; ( ) 0det 0 =− Vidf λ ,  ( ) 0det 0 =− IA λ . 

Ví dụ 6.3: Tìm véc tơ riêng và giá trị riêng của tự đồng cấu trong  có ma trận chính tắc 

là .  

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
01
23

A

Phương trình đặc trưng  

    0)2)(1(
20

21
1

21
1

23
)( =−−=

−
−

=
−−

−
=

−−
−

= λλ
λ

λ
λλ

λ
λ

λ
λP   

có các nghiệm   2   ,1 21 == λλ . 
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* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 11 =λ  là nghiệm của hệ 

    hay    . ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

0
0

1 y
x

IA λ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 0

0
11

22
y
x

Hệ phương trình tương đương với phương trình 0=+ yx . 

Vậy  0  ),1,1(),( ≠−=−= xxxxv . 

* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 22 =λ  là nghiệm của hệ 

    hay   . ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

0
0

2 y
x

IA λ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 0

0
21

21
y
x

Hệ phương trình tương đương với phương trình 02 =+ yx . 

Vậy  0 );1,2(),2( ≠−=−= yyyyv . 

Định lý 6.15: Mọi tự đồng cấu f  trong không gian thực  chiều  đều có ít nhất 
một không gian con bất biến một chiều hoặc hai chiều. 

n )1( ≥n

Chứng minh: Giả sử A  là ma trận của tự đồng cấu f  trong cơ sở { }nee ,...,1 . Đa thức đặc 

trưng IAP λλ −=)(  là đa thức bậc  của n λ . Nếu phương trình 0)( =λP  có nghiệm thực 

0λ  thì theo Định lý 6.14 và Định nghĩa 6.9 tồn tại 0≠v  sao cho vvf 0)( λ= . Không gian con 

một chiều sinh bởi {  bất biến đối với }v f . Nếu phương trình 0)( =λP  không có nghiệm thực 

thì có ít nhất một nghiệm phức iba +=1λ (xem phụ lục). Xét hệ phương trình tuyến tính phức 

        (6.21) [ ]
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0

01

1 MM

nz

z
IA λ

Tương tự như trường hợp hệ phương trình thuần nhất thực (5.9), vì ( ) 0det 1 =− IA λ  nên 

hệ phương trình (6.21) tồn tại nghiệm  không đồng thời bằng 0, nghiệm  
không thể là nghiệm thực.  

),...,( 1 nzz ),...,( 1 nzz

Giả sử nnn iyxziyxz +=+= ,...,111  thì  và  không tỉ lệ. Thật 

vậy, nếu  thì 
nxx ,...,1 nyy ,...,1

nn kyxkyx == ,...,11

  [ ] [ ]( ) [ ]
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⎥
⎥
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⎥
⎥
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⎢
⎢

⎣
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⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡
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1 MMMMM

nnn x

x
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kiIA
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z
IA λλλ
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điều này trái với giả thiết 1λ  là một số phức nên (6.21) không thể có nghiệm thực khác 0.  

Đặt ,  nnexexv ++= ...11 nneyeyu ++= ...11 , vì  và  không tỉ 

lệ nên hệ hai véc tơ  độc lập. Mặt khác bằng cách đồng nhất phần thực và phần ảo của số 
phức ta suy ra 

nxx ,...,1 nyy ,...,1
{ uv, }

     ;       
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnn y

y
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x

x
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y

y
A MMM

111

Vậy     
⎩
⎨
⎧

+=
−=

aubvuf
buavvf

)(
)(

      (6.22) 

 Do đó  là không gian con hai chiều bất biến đối với { uvW ,span= } f . 

6.5.4  Tự đồng cấu chéo hoá được 

Định nghĩa 6.13: Tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V  chéo hoá được nếu tồn tại một 

cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

Từ định nghĩa này ta thấy rằng f  chéo hoá được khi và chỉ khi tồn tại một cơ sở của 

V gồm các véc tơ riêng của f .  

Một cách tương đương, ta nói ma trận A  chéo hoá được nếu tồn tại ma trận không suy biến 

 sao cho T ATT 1−  là ma trận chéo. 

Định lý 6.16: Giả sử  là các véc tơ riêng ứng với các giá trị riêng phân biệt mvv ,...,1

mλλ ,...,1  của tự đồng cấu f  thì hệ véc tơ { }mvv ,...,1  độc lập tuyến tính. 

Chứng minh: Ta chứng minh quy nạp theo k  rằng hệ { }kvv ,...,1  độc lập tuyến tính với 

mk ≤≤1 . 

* Khi 1=k  hệ một véc tơ   là độc lập tuyến tính. 01 ≠v

* Giả sử hệ { }kvv ,...,1   với 11 −≤≤ mk  độc lập tuyến tính. Ta chứng minh hệ 

  độc lập. Thật vậy, giả sử  { 11 ,,..., +kk vvv }
0... 1111 =+++ ++ kkkk vxvxvx                 (6.23) 

0)...( 1111 =+++⇒ ++ kkkk vxvxvxf  

0... 11!111 =+++⇒ +++ kkkkkk vxvxvx λλλ         (6.24) 
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Nhân 1+kλ  vào (6.23) rồi trừ cho (6.24) ta được 

0)(...)( 11111 =−++− ++ kkkkk vxvx λλλλ  

Vì { }kvv ,...,1  độc lập và các mλλ ,...,1  khác nhau từng đôi một suy ra 

00... 11 =⇒=== +kk xxx . 

Hệ quả 6.17: Nếu đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  trong không gian  chiều n V  có 

đúng  nghiệm thực phân biệt thì n f  chéo hoá được. 

Chứng minh: Vì đa thức đặc trưng có  nghiệm phân biệt nên  véc tơ riêng tương ứng 
với  giá trị riêng này là một hệ độc lập, do đó là một cơ sở của 

n n
n V  gồm các véc tơ riêng của f . 

Vậy f  chéo hoá được. 

Hệ quả 6.18: Giả sử đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  chỉ có các nghiệm thực: 

km
k

mnP )...()()1()( 11 λλλλλ −−−=  với nmm k =++ ...1  và các kλλ ,...,1  khác 

nhau từng đôi một. Khi đó f  chéo hoá được khi và chỉ khi  với mọi ki ,...,1= : 

     imV i =λdim .    (6.25) 

Chứng minh: Trong mỗi   ta chọn một cơ sở gồm  véc tơ. Hệ  véc tơ gộp 

lại từ các véc tơ của các cơ sở vừa chọn là một hệ độc lập tuyến tính, do đó hệ này là một cơ sở 
của 

:)(⇐
iVλ im n

V  gồm các véc tơ riêng của f . Vậy f  chéo hoá được. 

)(⇒ : Giả sử f  chéo hoá được, khi đó tồn tại cơ sở gồm các véc tơ riêng để ma trận f  
có dạng chéo 

     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nμ

μ
O

1
 

 

))...(()1()( 1 n
nP μλμλλ −−−=⇒   

Suy ra các giá trị riêng nμμ ,...,1   phải trùng với kλλ ,...,1 . 

Vậy có đúng  giá trị riêng trong các im nμμ ,...,1  bằng iλ , ki ,...,1= . Do đó có đúng 

 véc tơ riêng ứng với giá trị riêng  im iλ , nghĩa là  imV i =λdim . 
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6.5.5  Thuật toán chéo hoá 

 Bài toán 1: Cho tự đồng cấu f  trên không gian V . Hãy tìm cơ sở của V  để ma trận 

f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

 Bài toán 2: Cho ma trận A  vuông cấp . Tìm ma trận không suy biến  sao cho n T
ATT 1−  có dạng chéo. 

Cho tự đồng cấu f trong không gian véc tơ V . Giả sử { }nee ,...,1=B  là một cơ sở 

trong V  và ma trận của f  trong cơ sở  là B A . Khi đó bài toán 1 trở thành bài toán 2. Ngược 

lại, cho ma trận vuông A  ta xét ánh xạ tuyến tính  có ma trận trong cơ sở chính 

tắc là 

nnf →:
A . Khi đó bài toán 2 trở thành bài toán 1. 

Vì vậy, để giải hai bài toán này ta cần tìm cơ sở { }nee ',...,'' 1=B  gồm các véc tơ riêng 

của f  và ma trận cần tìm T chính là ma trận chuyển từ cơ sở  sang . Vậy ta cần thực hiện 
các bước sau: 

B 'B

Bước 1: Tìm nghiệm của phương trình đặc trưng: 

   ( ) 0)det(det:)( =−=−= IAidfP V λλλ  

  km
k

mnP )...()()1()( 11 λλλλλ −−−=⇒ . 

Bước 2: Với mỗi giá trị riêng iλ  ta tìm các véc tơ riêng nnexexv ++= ...11  có 

 là nghiệm của hệ phương trình  ( nxx ,...,1 )

                            [ ]     (6.26) 

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
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⎣

⎡
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⎥
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⎦
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⎢
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⎣

⎡
−

0

01
MM

n

i
x

x
IA λ

Tập hợp nghiệm là không gian con  chiều; id ( )IArnd ii λ−−= . 

Nếu  với i  nào đó, ii md < ki ≤≤1  thì f  không hoá chéo được. 

Nếu  thì ta chọn  véc tơ độc lập tuyến tính ứng với giá trị riêng ii md = im iλ , với mọi 

ki ,...,1= . Hệ gồm  các véc tơ riêng này là cơ sở  cần tìm. nmm k =++ ...1 'B

Ví dụ 6.4:   Chéo hóa ma trận 

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
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⎣

⎡
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−
=

308
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Đa thức đặc trưng của A  

)1)(1)(3(
588

359
001

)3(         

308
649

333

308
649
012

)(

+−−=
−−
−−−−=

−−−
−

−−−
=

−−−
−
−−

=

λλλ
λ

λλ

λ
λ

λλλ

λ
λ

λ
λP

 

Do đó A  có các giá trị riêng 3,1,1 321 ==−= λλλ . 

*) Giá trị riêng 1−=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình     
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Ta có:     
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Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 

  
⎩
⎨
⎧
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=

⇒
⎩
⎨
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xz
xy

zx
yx

4
3
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( ) )4,3,1(4,3, −=−= xxxxv    chọn  )4,3,1('1 −=e . 

**) Giá trị riêng 1=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình    
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Ta có:     
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Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 

   
⎩
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⇒
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xz
yx

zx      
yx

2
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( ) )2,1,1(2,, −=−= xxxxv   chọn  )2,1,1('2 −=e . 

***) Giá trị riêng 3=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình     
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Ta có     
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Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
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−
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⇒
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)4,3,3(
33

4,, −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
xxxxv    chọn  )4,3,3('3 −−=e . 

Cơ sở mới gồm các véc tơ riêng { }321 ',','' eee=B . Ma trận chuyển cơ sở  
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Do đó      . 
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Ví dụ 6.5: Chéo hóa ma trận 
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Đa thức đặc trưng của A  

       .)1)(5(
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Do đó A  có các giá trị riêng   51 =λ  và 12 =λ  (kép). 

*) Giá trị riêng 5=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình: 
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có hệ phương trình tương đương: 
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( ) )0,1,1(0,, −=−= yyyv    chọn  )0,1,1('1 −=e . 

 

**) Giá trị riêng 1=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình    
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Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0=− yx , z  tuỳ ý. 

( ) )1,0,0()0,1,1(,, zxzxxv +==   chọn  )0,1,1('2 =e ,  )1,0,0('3 =e . 

 

Ma trận chuyển cơ sở    và  . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

100
011
011

T
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

100
010
005

1ATT
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

Ví dụ 6.6:    Chéo hóa ma trận  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111
111
111

A   

Đa thức đặc trưng của A  

       

        
111
111
111

111
111
111

)(
λλ

λλ
λ

λ
λ

λ
λ

−−−
−−−

−
=

−−
−−

−−
=P

     

       2)2)(1(
200
020
111

)1( +−=
−−

−−−= λλ
λ

λλ . 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 11 =λ  và 22 −=λ  (kép). 

*) Giá trị riêng 11 =λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình   

        

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0
0
0

201
121
112

z
y
x

Ta có  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
↔−↔

−
−

−

000
1

1
3

211
121
112

01
10

000
03
112

 

Vậy hệ phương trình trên tương đương với: 

    
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=−
=+−

yx
zx

  y x
zx

          
0
0

 

( ) )1,1,1(,, xxxxv ==    chọn  )1,1,1('1 =e . 

**) Giá trị riêng 22 −=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
0

111
111
111

z
y
x
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0=++ zyx . 

( ) )1,0,1()0,1,1(,, −+−=−−= zyzyzyv .   

Chọn  ,  )0,1,1('2 −=e )1,0,1('3 −=e . 

Ma trận chuyển cơ sở  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

101
011
111

T   và  . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=−

200
020
001

1ATT

 

Ví dụ 6.7:     Chéo hóa ma trận 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
776
874
431

A   

Đa thức đặc trưng của A  

λ
λλ

λ

λ
λ

λ
λ

−−
−−+
−−

=
−−

−−
−−

=
776

0122
431

776
874
431

)(P  

λλ

λ
λ

λ

λ
λ

−−−−
−
−−−

+=
−−−

−
−−−

+=
771

010
431

)1(
778

010
435

)1(          

 2)1)(3(
340

010
431

)1( +−=
−−

−
−−−

+= λλ
λ

λ
λ . 

 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 31 =λ  và 12 −=λ  (kép). 

 Giá trị riêng 12 −=λ  có véc tơ riêng ),,( zyxv =  là nghiệm của hệ phương trình   

       

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

0
0
0
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x
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Chương 6: Ánh xạ tuyến tính 

Biến đổi ta được hệ phương trình tương đương:  

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=−
=+−

zx
zy

zy
zyx 2

          
02           
04 32

    ⇒   ( ) )1,2,1(,2, xxxxv ==  

Vậy không gian riêng { }∈= xxV )1,2,1(2λ  có 21dim 2 <=λV  nên ma trận không 

chéo hoá được. 
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Chương 7: Không gian véc tơ Euclide dạng toàn phương 

7.  CHƯƠNG 7: KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE                  
DẠNG TOÀN PHƯƠNG 

7.1 TÍCH VÔ HƯỚNG, KHÔNG GIAN VÉC TƠ EUCLIDE 

7.1.1  Các định nghĩa và tính chất 

Định nghĩa 7.1:  Một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V  là một ánh xạ    
   

           :  →×VVη  

  ),(      ),( vuvu ηa   

sao cho khi cố định mỗi biến thì nó trở thành ánh xạ tuyến tính đối với biến kia.  

Nghĩa là với mọi ∈2121 ,,, yyxx , với mọi Vvvuvuu ∈2121 ,, ;,, thì 

  ),(),(),( 22112211 vuxvuxvuxux ηηη +=+   

  ),(),(),( 22112211 vuyvuyvyvyu ηηη +=+ .   (7.1) 

 

Định nghĩa 7.2: Dạng song tuyến tính η  được gọi là có tính: 

 i)   Đối xứng: Nếu  ),(),( uvvu ηη =  với mọi Vvu ∈, ;  (7.2) 

  ii)  Không âm: Nếu  0),( ≥uuη  với mọi Vu∈ ;   (7.3) 

 iii) Không dương: Nếu  0),( ≤uuη  với mọi Vu∈ ;  (7.4) 

 iv)  Xác định: Nếu  0),( =uuη  khi và chỉ khi 0=u .  (7.5) 

Ta dễ dàng thấy rằng η  xác định dương khi và chỉ khi 0),( >uuη  với mọi . 0≠u

Một dạng song tuyến tính đối xứng xác định dương được gọi là tích vô hướng. Ta thường 

ký hiệu tích vô hướng của  và u v  là vu,  thay cho ),( vuη . 

Một không gian véc tơ V  với một tích vô hướng <,> được gọi là không gian véc tơ 
Euclide. 
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Chương 7: Không gian véc tơ Euclide dạng toàn phương 

Ví dụ 7.1: Trong không gian véc tơ  các véc tơ tự do trong mặt phẳng và không gian véc 

tơ  các véc tơ tự do trong không gian, ta xét tích vô hướng của hai véc tơ theo nghĩa thông 

thường   

2R

3R

),cos( vuvuvu ⋅=⋅ . 

Ta dễ dàng kiểm chứng được tích vô hướng (theo tên gọi thông thường) là một dạng song 

tuyến tính xác định dương, do đó nó là tích vô hướng theo định nghĩa trên. Vậy ,  là hai 

không gian véc tơ Euclide. 
2R 3R

Ví dụ 7.2: Xét không gian véc tơ  { }nixxx in
n ,...,1;),...,( 1 =∈=  

Với   ,  , ta định nghĩa: ),...,( 1 nxxx = n
nyyy ∈= ),...,( 1

    nn yxyxyx ++= ..., 11     (7.6) 

thì ( ) , ,n  là một không gian véc tơ Euclide. 

Giả sử ( ) , ,V  là một không gian véc tơ Euclide. 

Định nghĩa 7.3: Với mỗi véc tơ Vv∈ ta định nghĩa và ký hiệu chuẩn hay môđun của véc 
tơ v  qua biểu thức    

 vvv ,= .    (7.7) 

Nếu 1=v  thì v  được gọi là véc tơ đơn vị. 

Tính chất 7.1:  Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz 

Với mọi  Vvu ∈,  thì                vuvu ⋅≤,     (7.8) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  vu ,  tỉ lệ. 

Chứng minh: Nếu một trong hai véc tơ bằng  thì cả hai vế của bất đẳng thức trên đều 
bằng 0 , do đó bất đẳng thức nghiệm đúng.  

0

Giả sử 0≠v  thì với mọi ∈t  ta có: 0, ≥++ tvutvu . 

Mặt khác 222 ,2, uuvtvttvutvu ++=++  là một tam thức bậc hai đối với t  

và luôn luôn không âm. Vì vậy 0,' 222 ≤−=Δ uvuv . Từ đó suy ra bất đẳng thức 

Cauchy-Schwarz. 
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Chương 7: Không gian véc tơ Euclide dạng toàn phương 

Khi kvu =   thì   vuvkvvkvkvvu ⋅=⋅=⋅== 2,,  . 

Ngược lại: nếu vuvu ⋅=,  thì 0'=Δ . Suy ra tồn tại  sao cho ∈0t

vtuvtuvtu 000 0, −=⇒=++ . 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz vào không gian  ta có bất đẳng thức 
Bunnhiacopsky: 

n

( ) ( )( )22
1

22
1

2
11 ......... nnnn yyxxyxyx ++++≤++   (7.9) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  nn tyxtyx == ,...,11 . 

7.1.2  Trực giao - trực chuẩn hoá Gram-Shmidt 

Định nghĩa 7.4: Hai véc tơ Vvu ∈,  gọi là trực giao nhau, ký hiệu vu ⊥ , nếu 0, =vu .  

Hệ các véc tơ { nvvS ,...,1 }=  của V  được gọi là hệ trực giao nếu hai véc tơ bất kỳ của hệ 

S  đều trực giao nhau.  

Hệ trực giao các véc tơ đơn vị được gọi là hệ trực chuẩn. 

Định lý 7.2:  Mọi hệ trực chuẩn là hệ độc lập tuyến tính. 

Chứng minh: Nếu hệ  trực chuẩn và { nvvS ,...,1= } 0...11 =++ nnvxvx  thì 

0,...11 =++= inni vvxvxx  với mọi ni ,...,1= .   

Định lý 7.3: Giả sử   là một hệ độc lập tuyến tính các véc tơ của không 

gian Euclide 

{ nuuS ,...,1= }
.V  Khi đó ta có thể tìm được hệ trực chuẩn  { nvvS ,...,' 1 }=  sao cho 

 với mọi { } { ;,...,span,...,span 11 kk uuvv = } nk ,...,1= . 

Chứng minh: Ta xây dựng hệ trực chuẩn 'S  theo các bước quy nạp sau đây mà được gọi là 
quá trình trực chuẩn hoá Gram-Shmidt. 

♦) 1=k : Vì hệ S  độc lập nên 01 ≠u .  Đặt  
1
1

1 u
uv =  . 

♦) 2=k :  Xét 21122 , uvvuv +−= , ta có 02 ≠v  (vì nếu 02 =v  thì 12 kvu = , 

điều này trái với giả thiết hệ S  độc lập). Đặt  
2

2
2 v

vv =  , hệ { }21, vv  trực chuẩn và 

{ } { }2121 ,span,span uuvv = .  
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♦) Giả sử đã xây dựng được đến 1−k . Tức có { }11,..., −kvv trực chuẩn sao cho 

{ } { 1111 ,...,span,...,span }−− = kk uuvv . Tương tự trên ta xét 

∑
−

=
+−=

1

1
,

k

i
kiikk uvvuv      (7.10) 

ta cũng có  0≠kv  ( vì nếu 0=kv  thì  là tổ hợp tuyến tính của , do đó là 

tổ hợp tuyến tính của 
ku 11,..., −kvv

11,..., −kuu , điều này mâu thuẩn với giả thiết hệ S  độc lập). Đặt   

    
k

k
k v

vv =       (7.11) 

thì  1,...,1; −=⊥ kivv ik . Vậy hệ { }kvv ,...,1  trực chuẩn và  

{ } { } { }kkkkk uuuvvvvv ,,...,span,,...,span,...,span 11111 −− == . 

Ví dụ 7.3:  Hãy trực chuẩn hoá hệ { }321 ,, uuuS =  trong  3

với   ,  ,  )1,1,1(1 =u )1,1,1(2 −=u )1,2,1(3 =u . 

Bước 1: 31 =u  ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

3
1,

3
1,

3
1

1

1
1 u

uv . 

Bước 2:    21122 , uvvuv +−=    

                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

3
2,

3
2,

3
4)1,1,1(

3
1,

3
1,

3
1

3
1      

 6
3
2

2 =v     ⇒    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

6
1,

6
1,

6
2

2v . 

Bước 3:  32231133 ,, uvvuvvuv +−−=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
1,

2
1,0)1,2,1(

6
1,

6
1,

6
2

6
1

3
1,

3
1,

3
1

3
4

 

2
1

3 =v     ⇒    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1,

2
1,03v . 

 118 



Chương 7: Không gian véc tơ Euclide dạng toàn phương 

{ 321 ,, vvv } là hệ véc tơ trực chuẩn hoá của hệ  { }321 ,, uuu . 

 

7.1.3  Cơ sở trực chuẩn  

Định nghĩa 7.5: Một cơ sở của không gian véc tơ V  mà là hệ trực chuẩn được gọi là một cơ 
sở trực chuẩn. 

Định lí 7.4: Mọi hệ trực chuẩn của V  đều có thể bổ sung thêm để trở thành cơ sở trực 
chuẩn.  

Chứng minh: Hệ gồm k  véc tơ trực chuẩn S  là hệ độc lập tuyến tính nên ta có thể bổ sung 
thêm để được một cơ sở của V .Trực chuẩn hoá Gram-Shmidt cơ sở này để được một cơ sở trực 
chuẩn của V . Trong quá trình trực chuẩn hoá k  véc tơ của hệ S  không thay đổi vì vậy thực chất 
ta đã bổ sung vào hệ S  để có cơ sở trực chuẩn của V . 

Hệ quả 7.5:  Mọi không gian véc tơ Euclide đều tồn tại cơ sở trực chuẩn. 

Định lý 7.6: Giả sử {  là một cơ sở trực chuẩn của }nee ,...,1 V  thì với mọi Vvu ∈, , ta có 

 i) .,..., 11 nn eeveevv ++=      (7.12)  

 ii)    .,,...,,, 11 nn eveueveuvu ++=     (7.13)  

 iii)    .,..., 22
1

2
nevevv ++=                           (7.14)  

Chứng minh: Các đẳng thức trên được suy ra từ các khẳng định sau:  

Nếu    nnexexv ++= ...11 ,  nneyeyu ++= ...11  

thì   iinni xeexexev =++= ,..., 11   với mọi ni ,...,1=     

và   nnnnnn yxyxeyeyexexuv ++=++++= ......,..., 111111 . 

7.1.4  Không gian con trực giao, phần bù trực giao 

Định nghiã 7.6: Véc tơ Vv∈  được gọi là trực giao với tập con VS ⊂ , ký hiệu Sv ⊥ , 
nếu uv ⊥  với mọi Su∈ . 

Tập con  trực giao với tập con , ký hiệu 1S 2S 21 SS ⊥ , nếu uv ⊥  với mọi 

.    21, SuSv ∈∈

Tính chất 7.7:   

1) Nếu Sv ⊥  thì Sv span⊥ . 
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2) Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của thì W Wv ⊥  khi và chỉ khi , với mọi iev ⊥
ki ,...,1= . 

3) Với mọi tập con VS ⊂ . Ta ký hiệu { }SuuvVvS ∈∀⊥∈=⊥ , . 

  Tập ⊥S  là không gian véc tơ con của  V .  

4) Với mọi không gian con W  của V . Ta có: 

    ⊥
⊥
⊕= WWV , ( ) WW =

⊥⊥  

Hai không gian con  được gọi là phần bù trực giao của nhau. ⊥WW ,

Chứng minh: 1) Với mọi Su span∈ , kkuxuxu ++= ...11 , Suu k ∈,...,1  

0,...,...,, 1111 =++=++=⇒ kkkk uvxuvxuxuxvuv .  

2) Hiển nhiên từ 1).  

3) φ≠⇒∈ ⊥⊥ SS0 . Với mọi ⊥∈ Svv 21, , ∈βα , , Su∈ : 

0,,, 2121 =+=+ uvuvuvv βαβα  ⊥∈+⇒ Svv 21 βα .  

4) Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở trực chuẩn của W . 

Vv∈∀ , đặt  Wkk eeveevu ∈++= ,..., 11 . 

Ta có: ⊥∈−⇒=∀=− Wuvkieuv i ...,,1,0, .   

Vậy    ⊥+= WWV . 

Ngoài ra   thì ⊥∩∈∀ WWu 00, =⇒= uuu , do đó ⊥⊕= WWV . 

Theo định nghĩa ta dễ dàng có ( )⊥⊥⊂ WW .  

Ngược lại với mọi ( ) VWv ⊂∈
⊥⊥  21 uuv +=⇒ ,   ⊥∈∈ WuWu 21 ,

  22222 ,,,,,0 22121 uuuuuuuuuuv =+=+==⇒  

Wuvu ∈=⇒=⇒ 12 0   ⇒   ( ) WW ⊂
⊥⊥ . 
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Nếu hệ véc tơ { }mkk ee ++ ,...,1  là một cơ sở trực chuẩn của ⊥W  thì { }mkkk eeee ++ ,...,,,..., 11  

là cơ sở trực chuẩn của V .   

 

7.2 MA TRẬN TRỰC GIAO VÀ ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH TRỰC GIAO 

7.2.1  Ma trận trực giao 

Định nghĩa 7.7: Ma trận vuông A  được gọi là ma trận trực giao nếu IAAt = . 

Nếu thì [ ]ijaA = A   là ma trận trực giao khi 

     ;    (7.15) 
⎩
⎨
⎧

≠
=

==∑
= kj

kj
aa

n

i
jkikij     

     

 nÕu

nÕu

0
1

1
δ

jkδ  là ký hiệu Kronecker.  

Như vậy ma trận trực giao A  là khả nghịch và có tAA =−1 . Mặt khác từ (7.15) ta cũng 
thấy rằng ma trận A  trực giao khi và chỉ khi các véc tơ cột và các véc tơ hàng của A  tạo thành 
hai hệ trực chuẩn.  

Ta có  11 ±=⇒== AIAAt . 

Ví dụ 7.4:  Ma trận 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

216131
216131

06231
A  là ma trận trực giao. 

Ví dụ 7.5:  Mọi ma trận vuông cấp 2 trực giao đều có dạng  

          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A     hay   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A .  (7.16) 

Thật vậy, ta dễ dàng kiểm chứng hai ma trận A  ở trên thoả mãn IAAt = . 

Ngược lại nếu  và ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A IAAt =  thì   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

dc
ba

db
ca
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Suy ra     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+
=+

)3(                1

)2(                0
)1(                 1

22

22

db

cdab
ca

Mặt khác từ 1±=A  và (2) & (3) suy ra  là nghiệm duy nhất của hệ phương trình 

Cramer     

db,

⎩
⎨
⎧

=+
=+

1
0

dybx
cyax

⇒  
A
cb −= ,  

A
ad = . 

♦) Nếu 1=A  thì và ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ab
ba

A 122 =+ ba ⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A . 

♦) Nếu 1−=A thì ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ab

ba
A 122 =+ ba ⇒ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A . 

Định lý 7.8:  Ma trận của một hệ trực chuẩn viết trong cơ sở trực chuẩn là một ma trận trực 
giao. Đặc biệt mọi ma trận chuyển từ cơ sở trực chuẩn sang cơ sở trực chuẩn là ma trận trực giao. 

Chứng minh: Gọi là ma trận của hệ trực chuẩn [ ]ijaA = { }nvv ,...,1  viết trong cơ sở 

trực chuẩn .  { }nee ,...,1=B

Từ (7.12) ta có   ∑ ∑
= =

==
n

i

n

i
ijiiijj eveeav

1 1
,  

Từ (7.13) ta có    ∑
=

==
n

i
jkkjikij vvaa

1
, δ   

Vậy A  là ma trận trực giao. 

7.2.2  Ánh xạ tuyến tính trực giao 

Định nghĩa 7.8: Giả sử ( )VV  , ,  và ( )' , ,' VV  là hai không gian véc tơ Euclide. Ánh 

xạ tuyến tính ': VVf →  được gọi là ánh xạ trực giao nếu với mọi Vvu ∈, :   

VV vuvfuf ,)(),( ' =     (7.17) 
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 Ta dễ dàng thấy rằng mọi ánh xạ tuyến tính trực giao đều đơn cấu. Vì vậy mọi tự đồng cấu 
tuyến tính trực giao là đẳng cấu. 

Định lý sau chỉ ra rằng, nếu điều kiện (7.17) thoả mãn đối với mọi véc tơ của một cơ sở trực 
chuẩn nào đó thì f  cũng là ánh xạ tuyến tính. 

Định lý 7.9: Giả sử f  là tự đồng cấu tuyến tính của không gian véc tơ Euclide V . 

 là một cơ sở trực chuẩn của { nee ,...,1=B } V . Khi đó f  trực giao khi và chỉ khi 

 là một cơ sở trực chuẩn của { )(),...,( 1 nefef } V . 

Chứng minh: (⇒): Hiển nhiên vì  jiji eeefef ,)(),( = . 

(⇐): Giả sử {   là cơ sở trực chuẩn thì với mọi })(),...,( 1 nefef Vvu ∈, : 

 ,    nnexexv ++= ...11 nneyeyu ++= ...11     

⇒  )(...)(),(...)()(),( 1111 nnnn efyefyefxefxufvf ++++=  

         .,...11 uvyxyx nn =++=  

7.2.3  Ma trận của tự đẳng cấu trực giao 

Giả sử  là ma trận của tự đẳng cấu [ ]ijaA = f  trong không gian Euclide V  với cơ sở 

trực chuẩn . Theo định lý 7.8 và định lý 7.9 thì tự đẳng cấu { nee ,...,1=B } f  là trực giao khi 

và chỉ khi A  là một ma trận trực giao. 

 Vậy ma trận của tự đẳng cấu trực giao trong một cơ sở trực chuẩn là một ma trận trực 
giao. Ngược lại, nếu A  là ma trận trực giao và f  là tự đồng cấu tuyến tính có ma trận trong cơ 

sở trực chuẩn là A  thì f  là ánh xạ trực giao. 

Định lý 7.10: Mọi ma trận trực giao chỉ có các giá trị riêng là 1−  hay 1. 

Chứng minh: Giả sử f  là tự đồng cấu trực giao có ma trận trong một cơ sở trực chuẩn nào 

đó là A . Nếu λ  là một giá trị riêng của A  thì tồn tại véc tơ riêng 0≠v  sao cho vvf λ=)( . 

Khi đó  vvvvvfvf ,,)(),( 2λλλ == . 

Mặt khác  vvvfvf ,)(),( =  ⇒  vvvv ,,2 =λ   

0, ≠vv  ⇒  12 =λ . Vậy 1±=λ . 
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7.3 CHÉO HOÁ TRỰC GIAO MA TRẬN - TỰ ĐỒNG CẤU ĐỐI XỨNG 

7.3.1  Bài toán chéo hoá trực giao 

Cho ma trận A  tìm ma trận trực giao T  sao cho ATT t  là ma trận chéo. 

Định lý 7.11( điều kiện cần): Nếu A  chéo hoá trực giao được thì A  là ma trận đối xứng. 

Chứng minh: Nếu ATT t  là ma trận chéo thì ( ) =tt ATT  ATT t . Do đó =TAT tt  ATT t , 

vì T  khả nghịch nên AAt = .  

Ngược lại, ta sẽ chứng minh nếu  đối xứng thì chéo hoá trực giao được. A

7.3.2  Tự đồng cấu đối xứng 

Định nghĩa 7.9: Tự đồng cấu VVf →:  được gọi là đối xứng nếu với mọi Vvu ∈, :   

      )(,),( vfuvuf =     (7.18) 

Tính chất 7.12: Nếu  là một cơ sở của { nee ,...,1=B } V  thì tự đồng cấu f  là đối xứng 

khi và chỉ khi với mọi nji ,...,1, = , 

    )(,),( jiji efeeef =     (7.19) 

Thật vậy, nếu có (7.19) thì ∀ nnexexv ++= ...11 , nneyeyu ++= ...11 :  

  
)(,)(,),(               

...),(...)(),(

1 11 1

1111

ufvefeyxeefyx

eyeyefxefxuvf

ji
n

i

n

j
jiji

n

i

n

j
ji

nnnn

===

++++=

∑∑∑∑
= == =

 

Như vậy để chứng minh một tự đồng cấu là đối xứng thì thay vì chứng minh công thức 
(7.18) đúng với mọi Vuv ∈,  ta chỉ cần chứng minh công thức (7.19) đúng với một cơ sở nào đó. 

7.3.3  Ma trận của một tự đồng cấu đối xứng trong một cơ sở trực chuẩn 

Giả sử là ma trận của tự đồng cấu [ ]ijaA = f  trong một cơ sở trực chuẩn { }nee ,...,1=B    

⇒ i
n

i
ij

n

i
iijj eeefeaef ∑∑

==
==

11
),()(    (7.20)  

Vậy với mọi nji ,...,1, = :           ijij eefa ),(=  .  
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Từ tính chất 7.12, kết hợp với (7.20) ta có:  

Định lý 7.13: f đối xứng khi và chỉ khi ma trận A  của f  trong một cơ sở trực chuẩn nào 

đó là ma trận đối xứng. 

Định lý 7.14: Các giá trị riêng của một ma trận đối xứng là các số thực. Nói cách khác, 
phương trình đặc trưng của ma trận đối xứng vuông cấp n  có  nghiệm thực. n

Chứng minh: Giả sử f là tự đồng cấu đối xứng có ma trận trong một cơ sở trực chuẩn nào 

đó là ma trận đối xứng A  cấp . Giả sử n iba +=λ  là nghiệm của đa thức đặc trưng 

IAP λλ −=)( . Khi đó theo Định lý 6.15 tồn tại hai véc tơ độc lập tuyến tính Vvu ∈,  sao 

cho   
⎩
⎨
⎧

+=
−=

aubvuf
buavvf

)(
)(

Do đó   uubuvauvf ,,),( −=  ,  vvbuvaufv ,,)(, += . 

Vì f  đối xứng suy ra  0,, ≥=− vvbuub  ⇒ 0=b . Nói cách khác, mọi nghiệm của 

đa thức đặc trưng là nghiệm thực. 

Định lý 7.15: Hai véc tơ riêng ứng với hai giá trị riêng khác nhau của một tự đồng cấu đối 
xứng là trực giao nhau. 

Chứng minh: Giả sử 111)( vvf λ=  , 222 )( vvf λ= ; 0, 21 ≠vv ; 21 λλ ≠  

thì  2122121211 ,)(,),(, vvvfvvvfvv λλ ===  

    ⇒  0,)( 2121 =− vvλλ   ⇒  0, 21 =vv . 

Định lý 7.16: Nếu f  là tự đồng cấu đối xứng trong V  thì tồn tại một cơ sở trực chuẩn của 

V  gồm các véc tơ riêng của f . 

Chứng minh: Theo Định lý 7.14 f  có véc tơ riêng  ứng với giá trị riêng 1u ∈1λ , 

11 =u . Đặt { } { }111 span uuW =∈= λλ .   

  , ⊥∈∀ 1Wv 0,)(,),( 1111 === uvufvuvf λ   ⇒ .  ⊥∈ 1)( Wvf

Vậy  bất biến đối với ⊥
1W f  và  ⊥⊕= 11 WWV  nên ta có thể xét: 

               ⊥⊥ →= ⊥ 111 :
1

WWff W  ,  1dimdim 1 −=⊥ VW . 
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 Quy nạp theo số chiều của không gian thì có cơ sở trực chuẩn { }nuu ,...,2  của  gồm 

các véc tơ riêng của . Do đó   là cơ sở trực chuẩn của  

⊥
1W

1f { nuuu ,...,, 21 } V  gồm các véc tơ 

riêng của f . 

Hệ quả 7.17: Mọi ma trận đối xứng đều chéo hoá trực giao được. 

Chứng minh: Giả sử f  là tự đồng cấu đối xứng có ma trận A  trong cơ sở trực chuẩn  

. Theo Định lý 7.16  tồn tại cơ sở trực chuẩn { nee ,...,1=B } { }nee ',...,'1'=B  gồm các véc 

tơ riêng của f . Gọi T  là ma trận chuyển từ cơ sở  sang  thì T  trực giao và  B 'B

    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

n

t ATT
λ

λ
O

1
     (7.21) 

trong đó nλλ ,...,1  là các giá trị riêng của A . 

7.3.4  Thuật toán chéo hoá trực giao 

Muốn chéo hoá trực giao một ma trận đối xứng A , nghĩa là tìm ma trận trực giao T  sao 

cho ATT t  có dạng chéo, ta thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Tìm các giá trị riêng của A  (nghiệm của đa thức đặc trưng). 

Bước 2: Trong mỗi không gian riêng tìm một cơ sở và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt cơ sở 
này. 

Bước 3: Gộp các cơ sở đã được trực chuẩn hoá ở bước 2 ta có một cơ sở trực chuẩn của V . 
Ma trận các véc tơ của cơ sở này là ma trận trực giao T  cần tìm. 

Ví dụ 7.6: Chéo hoá trực giao ma trận đối xứng  
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−
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  ♦Với giá trị riêng 21 −=λ , véc tơ riêng ),,( zyxv = là nghiệm của hệ 
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Hệ phương trình trên tương đương với hệ 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

0      
02

zy
yx

    có nghiệm  
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yx 2
   

⇒  )1,1,2(),,2( −=−= yyyyv .  Chọn )1,1,2(1 −=v .  

Trực chuẩn hoá được  )61,61,62(1 −=u . 

♦ Với giá trị riêng 42 =λ (nghiệm kép), véc tơ riêng ),,( zyxv = là nghiệm của hệ 
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Hệ phương trình trên tương đương với phương trình 02 =−− zyx   

 ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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Chọn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,0,

2
1  , 0,1,

2
1

32 vv .  

Trực chuẩn hoá hai véc tơ này ta có   

 )0,52,51(2 =u ,   )305,301,302(3 −=u . 

Vậy   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=
305061
3015261

3025162
T   và   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

400
040
002

ATT t . 

7.4 DẠNG TOÀN PHƯƠNG 

7.4.1  Dạng song tuyến tính và dạng toàn phương 

Giả sử  →×VV:η  là một dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ V .  

 là một cơ sở của { nee ,...,1=B } V   

Ma trận   ,   [ ]ijaA = ),( jiij eea η=               (7.22) 

được gọi là ma trận của dạng song tuyến tính η  trong cơ sở  .  B

nnexexuVu ++=∈∀ ...;  v, 11  và  nneyeyv ++= ...11  

   ∑∑
==

==

++++=
n

ji
jiij

n

ji
jiji

nnnn

yxayxee

eyeyexexvu

1,1,

1111

),(

)...,...(),(

η

ηη

   (7.23) 

(7.23) được gọi là biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính η  trong cơ sở  .  B
Ngược lại ta có thể chứng minh được rằng ánh xạ  →×VV:η  xác định bởi 

 là một dạng song tuyến tính có ma trận thoả mãn (7.22) và (7.23). ∑
=

=
n

ji
jiij yxavu

1,
),(η

Định nghĩa 7.10:  Giả sử  →×VV:η  là dạng song tuyến tính trên không gian véc tơ 

V .  Ánh xạ             : →VQ

                 ),()(       vvvQv η=a  

được gọi là một dạng toàn phương trên V . 
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Nếu  là một cơ sở của { nee ,...,1=B } V , nnexexvVv ++=∈∀ ...; 11   

theo (7.23) ta có 

      ∑∑
==

===
n

ji
jiij

n

ji
jiji xxaxxeevvvQ

1,1,
),(),()( ηη

Ngược lại ánh xạ  có biểu thức toạ độ trong cơ sở       : →VQ B

       , với ∑
=

=
n

ji
jiij xxavQ

1,
)( ∑

=
=

n

i
iiexv

1
   (7.24) 

là một dạng toàn phương ứng với dạng song tuyến tính η  sao cho ),( jiij eea η= .  

Nói cách khác một dạng toàn phương  là một hàm số xác định trong không 

gian véc tơ 

     : →VQ
V  có công thức xác định ảnh )(vQ  là một đa thức thuần nhất bậc hai đối với các toạ 

độ của véc tơ v  trong cơ sở bất kỳ. 

Chú ý rằng trong biểu thức   ta có thể thay  ∑
=

=
n

ji
jiij xxavQ

1,
)(

  bởi ijjijiij xxaxxa + ijjijiij xxaxxa '' +  thoả mãn jiijjiij aaaa '' +=+ .  

Vì vậy cùng một dạng toàn phương  có nhiều dạng song tuyến tính Q η  sao cho 

),()( vvvQ η= . Nhưng nếu ta thêm điều kiện  

jiij aa =   nghĩa là  ),(),( ijji eeee ηη =   

thì với mỗi dạng toàn phương  chỉ có duy nhất một dạng song tuyến tính đối xứng Q η  

thỏa mãn ),()( vvvQ η= . Dạng song tuyến tính đối xứng η  này được gọi là dạng cực của .  Q

Nếu ma trận A  xác định bởi (7.22) thoả mãn thêm điều kiện jiij aa =  (ma trận A  đối 

xứng) thì A  cũng còn được gọi là ma trận của dạng toàn phương  trong cơ sở . Q B
Ví dụ 7.7: Tìm ma trận của dạng toàn phương Q  có biểu thức toạ độ trong cơ sở chính tắc 

của , 3
332211321 ),,( exexexxxxv ++==  là  

32
2

331
2

221
2

1 2442)( xxxxxxxxxvQ ++++−=  
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2332
2

313

31
2

21221
2

1

42

2)(

xxxxxxx

xxxxxxxxvQ

++++

++−−=
 

Do đó ma trận A  của  cơ sở chính tắc Q

    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

412
111
211

A . 

7.4.2  Biểu thức toạ độ của dạng toàn phương trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử Q  là dạng toàn phương trong không gian véc tơ V  có dạng cực tương ứng là η .   

[ ]ijaA = , là hai ma trận của  trong hai cơ sở . 

 của 

[ ]ijaA ''= Q { }nee ,...,1=B

{ }nee ',...,'1'=B V :  ),( jiij eea η= ,  )','(' jiij eea η= .  

Gọi  là ma trận chuyển từ cơ sở  sang :   [ ]ijtT = B 'B ∑
=

=
n

i
iijj ete

1
'  

Khi đó     ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∑ ∑

= =

n

k

n

l
lljkkijiij eteteea

1 1
,)','(' ηη

  ∑ ∑∑ ∑
= == =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

n

k

n

l
ljklki

n

k

n

l
ljlkki tatteet

1 11 1
),(η

Vậy          ATTA t='      (7.25) 

Nếu ta ký hiệu toạ độ của các véc tơ dưới dạng ma trận cột:   

   nnexexv ++= ...11 , nn exexv ''...''' 11 ++=     

Đặt   ,   thì  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

nx

x
X M

1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

nx

x
X

'

'
'

1
M 'TXX =    

Xét ma trận một hàng một cột  

[ ] '''''')(
1,1,

XAXxxaAXXxxavQ t
n

ji
jiij

t
n

ji
jiij =

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
= ∑∑

==
.  
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   . (7.26) [ ] '''')(')'()'()( XAXXATTXTXATXAXXvQ ttttt ====

7.4.3  Biểu thức toạ độ dạng chính tắc của một dạng toàn phương 

Ta cần tìm một cơ sở của V  để trong cơ sở này ma trận của dạng toàn phương là ma trận 
chéo, nghĩa là biểu thức toạ độ có dạng chính tắc: 

22
222

2
111 ...)( nnnxaxaxavQ +++=    (7.27) 

7.4.4  Đưa về chính tắc bằng chéo hoá trực giao 

Giả sử  là dạng toàn phương trong không gian Euclide Q V  với cơ sở trực chuẩn 

 có ma trận   (ma trận đối xứng). Theo Hệ quả (7.17) ta có thể hoá 

chéo trực giao ma trận , nghĩa là ta tìm được ma trận trực giao T  để 

{ nee ,...,1=B } [ ]ijaA =

[ ]ijaA = ATT t  là ma 

trận chéo. T  là ma trận chuyển từ  cơ sở  sang cơ sở trực chuẩn   gồm các véc tơ riêng 
của 

B 'B
A .Vì vậy biểu thức (7.24) trong cơ sở   có dạng chính tắc (7.27). 'B

Ví dụ 7.8:                   : 3 →Q

       ),,( 321 xxxv = 323121
2

3
2

2 24433)(   xxxxxxxxvQ −+++=a

Ma trận của Q  cơ sở chính tắc của   là: 3 

      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=
312
132

220
A

Theo Ví dụ 7.6 tồn tại cơ sở { }321 ',','' eee=B : 

)61,61,62('1 −=e ,      )0,52,51('2 =e , 

)305,301,302('3 −=e . 

),,( 321 xxxv =  332211 '''''' exexex ++=     

2
3

2
2

2
1 '4'4'2)( xxxvQ ++−= . 

7.4.5  Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Lagrange 

Giả sử trong cơ sở  của không gian véc tơ { nee ,...,1=B } V  (không giả thiết không gian 

Euclide) biểu thức toạ độ của dạng toàn phương  có dạng: Q
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    ,   ∑
=

=
n

ji
jiij xxavQ

1,
)( jiij aa =   , ∑

=
=

n

i
iiexv

1
. 

Ta thực hiện các phép đổi toạ độ sau: 

♦ Trường hợp 1: Giả sử có 0≠iia , chẳng hạn  011 ≠a  thì ta có thể sắp xếp lại:  

∑∑
==

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

n

ji
jiij

n

i
i

i xxax
a
axxavQ

2,2 11
1

1
2

111 2)(   

       

2

2 11

1
11

2,

2

2 11

1
111 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+= ∑∑∑

===

n

i

i
n

ji
jiij

n

i
i

i xi
a
aaxxax

a
axa   (7.28) 

      ∑∑
==

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

n

ji
jiij

n

i
i

i xxax
a
axa

2,

2

2 11

1
111 '        

Đặt  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

+= ∑
=

njxy

x
a
axy

jj

n

i
i

i

,...,2    ;  
2 11

1
11

  thì      ∑
=

+=
n

ji
jiij yyayavQ

2,

2
111 ')(

Tiếp tục quá trình này với biểu thức  . ∑
=

n

ji
jiij yya

2,
'

♦ Trường hợp 2: Nếu mọi  thì tồn tại 0=iia 0≠ija , chẳng hạn . 012 ≠a

Đặt         (7.29) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
−=
+=

njyx
yyx
yyx

jj ,...,3  ;  
212

211

thì   ∑∑
==

==
n

ji
jiij

n

ji
jiij yyaxxavQ

1,1,
')(

có  , vì vậy ta có thể đưa về trường hợp 1. 0' 1211 ≠= aa
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Ví dụ 7.9: Cho dạng toàn phương  có biểu thức toạ độ trong cơ sở chính tắc của , 

: 

Q 3

),,( 321 xxxv =

32
2

331
2

221
2

1 24422)( xxxxxxxxxvQ ++++−= , 

Ta có     32
2

3
2

2321
2

1 242)2(2)( xxxxxxxxvQ ++++−+=

          32
2

3
2

2
2

32
2

321 242)2()2( xxxxxxxxx ++++−−+−=

          32
2

2
2

321 6)2( xxxxxx +++−=

            2
3

2
32

2
321 9)3()2( xxxxxx −+++−=

Đặt         ⇒     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=

+−=

 
3

2

33

322

3211

xy
xxy

xxxy

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

−+=

 
3

5

33

322

3211

yx
yyx

yyyx

   2
3

2
2

2
1 9)( yyyvQ −+=

       ⇒ ma trận chuyển cơ sở  . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

3

2

1

100
310
511

y
y
y

x
x
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=
100
310
511

T

Vậy trong cơ sở mới   , )0,0,1('1 =e )0,1,1('2 =e , )1,3,5('3 −−=e ; 

332211321 '''),,( eyeyeyxxxv ++==  có . 2
3

2
2

2
1 9)( yyyvQ −+=

Chú ý rằng khi sử dụng phương pháp Lagrange thì ma trận T  nhận được nói chung không 
phải là ma trận trực giao và cơ sở {  không phải là cơ sở trực chuẩn. }321 ',',' eee

Ví dụ 7.10: Cho dạng toàn phương Q  có biểu thức toạ độ trong cơ sở chính tắc 

     . 323121
2

3
2

2
2

1 2244)(  xxxxxxxxxvQ +++++=

Ta có       32
2

3
2

2321
2

1 24)2(2)( xxxxxxxxvQ +++++=

   32
2

3
2

2
2

32
2

321 24)2()2( xxxxxxxxx ++++−++=
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            32
2

321 2)2( xxxxx −++=

 

Đặt      hay   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

++=

 

2

33

22

3211

xy
xy

xxxy

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−−=

 

2

33

22

3211

yx
yx

yyyx

 thì   32
2

1 2)( yyyvQ −=

Đặt                thì   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=

=

323

322

11

zzy
zzy

zy
2

3
2

2
2

1 22)( zzzvQ +−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
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=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

3

2

1

3

2

1

110
110
131

110
110
001

100
010
121

z
z
z

z
z
z

x
x
x

 

Vậy trong cơ sở mới   , )0,0,1('1 =e )1,1,3('2 −=e , )1,1,1('3 −−=e ; 

332211321 '''),,( ezezezxxxv ++==   thì  . 2
3

2
2

2
1 22)( zzzvQ +−=

 

7.4.6  Đưa về dạng chính tắc theo phương pháp Jacobi 

Cho dạng toàn phương  trong không gian véc tơ Q V  (không giả thiết không gian Euclide) 

với dạng cực tương ứng η  và có ma trận trong cơ sở { }nee ,...,1=B  là [ ]ijaA = :  

),( jiij eea η= ; nji ,...,1, = .  

 Nếu các định thức con chính của A  đều khác không 

0111 ≠= aD ,  0
2221

1211
2 ≠=

aa
aa

D , ... ,  0
...

...

1

111
≠=

nnn

n

n
aa

aa
D MOM  (7.30) 

thì với mỗi nj ,...,1=  các hệ phương trình Cramer sau  
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              (7.31)    

1...
.............................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=+++

=+++

       jjjjj

jj

jj

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

luôn có nghiệm duy nhất ký hiệu là ( )jjjj ααα ,....,, 21 . 

 

Xét hệ véc tơ          (7.32) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=

+=
=

nnnnnn eeef

eef
ef

ααα

αα
α

....
.........................................

2211

2221122

1111

 

Ta quy ước , từ điều kiện (7.30) và hệ (7.31) thì 10 =D  01 ≠= −

j

j
jj D

D
α  

nj ,...,1=∀ . Định thức của hệ { }nff ,...,' 1=B  trong cơ sở  là { }nee ,...,1
0....2211 ≠nnααα  nên hệ '  độc lập tuyến tính vì vậy là một cơ sở của B V .   

Từ (7.31) và (7.32)   ⇒  0...),( 2211 =+++= jjijjijiij aaaef αααη  với mọi 

1,...,1 −= ji  và  1...),( 2211 =+++= jjjjjjjjjj aaaef αααη . Do đó ta cũng có 

0),( =ij ffη  với mọi  và  ji <

jjjjjjjjjjjjj efeefff αηαααηη ==++= ),()...,(),( 11 . 

Mặt khác dạng song tuyến tính η  đối xứng nên 0),( =ij ffη  với mọi ji > . 

Vậy         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠

= − ji
D

D
ji

ff

j

jji     nÕu

  u        nÕ

1

0
),(η       với nji ,...,1, =   (7.33) 

 

Gọi 'A  là ma trận của  trong cơ sở  .  là ma trận chuyển từ cơ sở   sang   

thì :  

Q 'B T B 'B
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nn
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n
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αα
ααα
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222

11211

   [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
===

nn

ji
t ffAATT

α

α
η O

11
),('  

    

Vậy biểu thức toạ độ của Q  trong cơ sở   có dạng chính tắc: 'B

nn fyfyv ++= ...11  ⇒ 212
2

2
12

1
1

...1)( n
n

n y
D

Dy
D
Dy

D
vQ −+++=  . 

Ví dụ 7.11: Xét dạng toàn phương trong Ví dụ 7.9  

       32
2

331
2

221
2

1 24422)( xxxxxxxxxvQ ++++−=

Ma trận của Q  trong cơ sở chính tắc 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

412
121
211

A   

có các định thức con chính 9  ,1
21
11

  ,1 321 −===
−

−
== ADDD . 

♦)  1=k    ta có 11

1
11 ==

D
α ;      (7.34) 

♦)  2=k : Hệ phương trình (7.31) có dạng   

                ⇒   nghiệm 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

12
0

21

21
xx

xx
121 == xx    (7.35) 

♦)  3=k : Hệ phương trình (7.31) có dạng   

                 ⇒   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++−

=+−

142
02

02

321

321

321

xxx
xxx

xxx

9
5

1 =x ,  
3
1

2 =x , 
9
1

3 −=x . (7.36) 

Ta chọn cơ sở dạng (7.32)  

(7.34)    )0,0,1(11 ==⇒ ef
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(7.35)    )0,1,1(212 =+=⇒ eef

(7.36)   )91,31,95(913195 3213 −=−+=⇒ eeef . 

Trong cơ sở mới này biểu thức toạ độ của Q  có dạng:  

332211321 ),,( fyfyfyxxxv ++==   

  ⇒    2
3

2
2

2
1

2
3

3
22

2
2
12

1
1 9

11)( yyyy
D
Dy

D
Dy

D
vQ −+=++=  . 

Các ví dụ 7.9, 7.11 cho thấy rằng cùng một dạng toàn phương ta có thể đưa về các dạng 
chính tắc với các hệ số khác nhau. Tuy nhiên số các hệ số dương và hệ số âm là như nhau. Ta sẽ 
chứng minh điều này qua luật quán tính. 

7.4.7  Luật quán tính 

    Giả sử là hai ma trận của Q  trong hai cơ sở , 

 của 

[ ] ,ijaA = [ ]ijaA ''= { }nee ,...,1=B

{ nee ',...,'' 1=B } V . Gọi [ ]ijtT = là ma trận chuyển từ cơ sở  sang  thì B 'B

ATTA t=' . Theo tính chất hạng của ma trận ta có . Mặt khác T  

khả nghịch nên  

)()()' =( ArATTrAr t ≤

( ) 11
' −−

= TATA t   ⇒ )'()( ArAr ≤ . Vậy )'()( ArAr = . Do đó ta có thể 

định nghĩa hạng của dạng toàn phương  là hạng của ma trận của nó trong một cơ sở nào đó. Q

Định lý 7.18 (Sylvester - Jacobi): Số các hệ số dương và số các hệ số âm trong dạng chính 
tắc của một dạng toàn phương Q  là những bất biến của dạng đó (tức là không phụ thuộc vào việc 

lựa chọn cơ sở). 

Chứng minh: Giả sử trong cơ sở { }nee ,...,1=B  (không giả thiết trực chuẩn) biểu thức 

toạ độ của dạng toàn phương Q  có dạng: 

∑
=

=∀
n

i
iiexv

1
,   ,   ∑

=
=

n

ji
jiij xxavQ

1,
)( jiij aa = . 

Giả sử ,  { }nee ',...,'' 1=B { }nee ",...,"" 1=B  là hai cơ sở sao cho biểu thức toạ độ của 

 có dạng chính tắc:  Q ∑
=

=
n

i
iiexv

1
∑
=

=
n

i
iiey

1
' ∑

=
=

n

i
iiez

1
" ; 
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22
11

22
11 ......)( rrpppp ykykykykvQ −−−++= ++  

             (7.37)  22
11

22
11 ...... rrqqqq zlzlzlzl −−−++= ++

với )(Arr =  là hạng của A , các hệ số 0,...,;,..., 11 >rr llkk .  

Ta chứng minh qp =  bằng phương pháp phản chứng.  

Giả sử qp <  (trường hợp pq <  được chứng minh hoàn toàn tương tự). 

Ta có      ,     (7.38)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

nnnnn

nn

xbxby

xbxby

...
..................................

...

11

11111

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

nnnnn

nn

xcxcz

xcxcz

...
..................................

...

11

11111

(7.37)     ⇒ 22
11

22
11 ...... rrqqpp zlzlykyk +++++ ++

                    (7.39) 22
11

22
11 ...... rrqqqq ykykzlzl +++++= ++

Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại một véc tơ ,Vv∈ ∑
=

=
n

i
iiexv

1
∑
=

=
n

i
iiey

1
' 0"

1
≠=∑

=

n

i
iiez   

thoả mãn điều kiện: 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

======

===

++ 0......

0...

11

1

nrrq

p

zzzz

yy
    (7.40) 

Thật vậy, các điều kiện (7.40) kết hợp với (7.38) xác định một hệ  phương 

trình tuyến tính thuần nhất  ẩn . Vì số phương trình ít hơn số ẩn nên tồn tại 

nghiệm  không đồng thời bằng .  

npqn <+−

n nxxx ...,,, 21
00

1 ,..., nxx 0

Xét  véc tơ  .  0
1

0
0 ≠=∑

=

n

i
ii exv

Mặt khác từ (7.39) và (7.40)   ⇒  0...... 11 ====== + nqq zzzz    

⇒   , mâu thuẩn.  Vậy  0"
1

0 ==∑
=

n

i
iiezv qp = . 
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Định nghĩa 7.11: Số các hệ số dương được gọi là chỉ số quán tính dương và số các hệ số âm 
được gọi là chỉ số quán tính âm của dạng toàn phương. 

Giả sử ),( qp  là cặp chỉ số quán tính dương và âm của dạng toàn phương Q  trong không 

gian  chiều n V  thì rqp =+  (hạng của ). Q

Nếu nr =  thì  được gọi là không suy biến;  Q

                 np =  thì  được gọi là xác định dương; Q

               nq =  thì  được gọi là  xác định âm. Q

Rõ ràng  xác định dương khi và chỉ khi Q 0)( >vQ , với mọi 0≠v ; 

              Q  xác định âm khi và chỉ khi 0)( <vQ , với mọi 0≠v . 

Nếu η  là dạng cực của dạng toàn phương Q  thì: 

   xác định dương khi và chỉ khi Q η  xác định dương; 

   xác định âm khi và chỉ khi Q η  xác định âm; 

   không suy biến khi và chỉ khi Q η  xác định. 

Dạng toàn phương  ở Ví dụ 7.11 có chỉ số quán tính dương là 2 và âm là 1.  không 

suy biến. 

Q Q

Định lý 7.19 (Sylvester): Giả sử dạng toàn phương Q  có ma trận là A  trong một cơ sở nào 

đó của V . Khi đó: 

(i) Q  xác định dương khi và chỉ khi các định thức con góc trái của A  luôn dương. 

(ii) Q  xác định âm khi và chỉ khi các định thức con góc trái cấp chẵn là dương và cấp lẻ là 

âm. 

Chứng minh: (i) Giả sử  là ma trận của dạng toàn phương  trong cơ sở 

. Xét  thì  

[ ]ijaA = Q

{ }nee ,...,1=B { }kk eeV ,...,span 1= →kV VQ k :  có ma trận trong cơ sở 

{ }kk ee ,...,1=B   là ma trận con kA  cấp k nằm ở góc trái của ma trận A . Nếu  xác định 

dương thì 

Q

kVQ cũng xác định dương. Mặt khác theo luật quán tính ta suy ra rằng các giá trị trên 

đường chéo của ma trận dạng chính tắc của dạng toàn phương xác định dương là luôn luôn dương 
nên định thức của nó cũng dương. Vây , với 0det >kA nk ,...,1= . 
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  Ngược lại, giả sử  0det >= kk AD , với nk ,...,1= . Theo phương pháp Jacobi (4.3.3) 

tồn tại cơ sở   sao cho biểu thức toạ độ của  trong cơ sở   có dạng chính 

tắc: 

{ nff ,...,' 1=B } Q 'B

nn fyfyv ++= ...11  ⇒ 212
2

2
12

1
1

...1)( n
n

n y
D

Dy
D
Dy

D
vQ −+++=  . 

Vậy Q  xác định dương. 

Trường hợp (ii) được chứng minh tương tự. 

 

7.5 ĐƯỜNG BẬC 2 TRONG MẶT PHẲNG VÀ MẶT BẬC 2 TRONG KHÔNG GIAN 

7.5.1  Mặt phẳng với hệ toạ độ trực chuẩn 

7.5.1.1  Hệ toạ độ trực chuẩn trong mặt phẳng   

  Trong mặt phẳng ta xét hai trục vuông góc Oxx'  và   cắt nhau tại O  theo chiều 

dương, tạo nên một hệ trục  gọi là hệ trục toạ độ vuông góc Đề các trong mặt phẳng. Trên 

Oyy'
Oxy

Ox , Oy  ta chọn hai véc tơ đơn vị lần lượt là i  và j . Hệ { }ji ,  là một cơ sở trực chuẩn. 

 

7.5.1.2  Toạ độ của một véc tơ, toạ độ của một điểm trong mặt phẳng 

Cho véc tơ v  trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy . Cặp   được gọi là toạ độ của 

véc tơ 

),( yx vv

v  nếu  là hình chiếu của  yx vv , v  xuống hai trục  . OyOx,

Theo các phép toán cộng véc tơ (theo quy tắc hình bình hành), nhân một số với một véc tơ 

và tính vô hướng của hai véc tơ ),cos( vuvuvu ⋅=   

thì      jjviivjvivv yx ,, +=+= . 

Nếu jyixOM +=  thì ),( yx  được gọi là toạ độ của điểm M , ký hiệu ),( yxM . Nói 

cách khác toạ độ của véc tơ OM  là toạ độ của điểm M . Hai điểm BA,   

có toạ độ ),();,( BBAA yxyx  thì véc tơ AB  có toạ độ ),( ABAB yyxx −− . 
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                                                                                y y

                                                   yv

                                                                                                   y M      

          j                                                                  j  

                O i                       xv x                         O    i             x               x  

 

7.5.1.3  Các đường bậc 2 trong mặt phẳng 

Trong mặt phẳng, ta xét 3 đường bậc 2 sau: 

a) Đường Ellipse (Êlíp) 

 Cho  cố định. Đường ellipse nhận tiêu điểm  với độ dài trục lớn  là tập 

hợp: 
21, FF 21, FF a

{ }aMFMFME 2)( 21 =+=  ;   với  ca > cFF 221 = . 

Nếu ,    thì phương trình của ellipse )0,(1 cF − )0,(2 cF )(E  có dạng: 

    12

2

2

2
=+

b
y

a
x

     với    222 cba += .    (7.41) 

a  là độ dài trục lớn, b  là độ dài trục bé.  

Khi  ⇒ ba = 0=c : ellipse )(E  trở thành đường tròn tâm  bán kính . O a

b) Hyperbol 

{ }aMFMFMH 2  )( 21 =−=  , ca < . 

Phương trình )(H :   12

2

2

2
=−

b
y

a
x

 với  222 acb −=    (7.42) 

c) Parabol: 

 Cho đường thẳng  và điểm )(Δ F . Parabol có tiêu điểm F , đường chuẩn  là tập hợp: )(Δ

{ }),()( Δ== MdMFMP  
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trong đó ),( ΔMd  là khoảng cách từ M  đến đường thẳng )(Δ . 

 Nếu )0,2( pF , :)(Δ 2px −=  thì )(P  có phương trình:  

pxy 22 =      (7.43) 

(7.41), (7.42), (7.43) là phương trình chính tắc của 3 đường cônic 

                                                                      y y )(Δ      y
 

          b                 F 

                   a x                                        x           
2

p
−                     

2

p
         x        

     

  Ellipse                                     Hyperbol                                   Parabol      

 

7.5.1.4  Phân loại đường bậc 2 trong mặt phẳng 

Trong mặt phẳng cho hệ toạ độ Descartes vuông góc Oxy . Một đưòng cong bậc 2 có 

phương trình tổng quát: 

0222 021
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa                (7.44) 

trong đó ,  ,  không đồng thời bằng không.  11a 12a 22a

Ta tìm một hệ trục toạ độ Descartes vuông góc mới để trong hệ toạ độ này đường cong 
(7.44) có dạng chính tắc. 

Đặt  ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211
aa
aa

A 2112 aa = .   

Ma trận A  đối xứng nên chéo hóa trực giao được, nghĩa là tồn tại ma trận trực giao T  sao 

cho 1det =T  và .  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1
0

0
λ

λ
ATT t

Theo ví dụ 7.5 và (7.16) ta có thể chọn ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

T .  
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Đặt   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
'
'

cossin
sincos

y
x

y
x

ϕϕ
ϕϕ

 

Như vậy hệ toạ độ mới '' yOx  có được bằng cách quay hệ trục Oxy  quanh gốc  một 

góc 

O
ϕ .  

Phương trình đường bậc 2 (7.44) trong hệ toạ độ '' yOx  là: 

                                     (7.45) 0''2''2'' 021
2

2
2

1 =++++ ayaxayx λλ

(nếu  thì không cần bước này). 012 =a

1)  Nếu  phương trình (7.45) viết được thành 021 ≠λλ

   0''''' 0

2

2
2

2

2

1
1

1 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ aayax

λ
λ

λ
λ  

Tịnh tiến hệ toạ độ '' yOx  đến hệ toạ độ XYΩ : 

1
1''

λ
axX += , 

2
2''

λ
ayY += , ta được:              

0'0
2

2
2

1 =++ aYX λλ   .             (7.46) 

a) , 0'0 ≠a 021 >λλ , 0'01 <λ a :  (7.46) là phương trình một Ellipse; 

b) , 0'0 ≠a 021 >λλ , :  (7.46) là phương trình một Ellipse ảo; 0'01 >λ a

c) , 0'0 ≠a 021 <λλ :  (7.46) là phương trình một Hyperbol; 

d) , 0'0 =a 021 <λλ : Phương trình (7.46) có dạng 02
2

2
1 =− YX λλ  là phương 

trình cặp đường thẳng cắt nhau. 

e) , : Phương trình (7.46) có dạng 0'0 =a 021 >λλ 02
2

2
1 =λ+λ YX  là 

phương trình một cặp đường thẳng ảo. 

2)  Có một trong hai giá trị 21,λλ bằng :  0

a) , 01 =λ 02 ≠λ , : Phương trình (7.44) có thể viết lại: 0'1 ≠a

 143



Chương 7: Không gian véc tơ Euclide dạng toàn phương 

   0)"'('2'' 01

2

2
2

2 =++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ axaay
λ

λ    (7.47) 

đặt , 0"' axX +=
2
2''

λ
ayY +=   ta có: XaY

2
12 2
λ

−= . 

Vậy (7.47) là một Parabol nhận trục XΩ  làm trục đối xứng. 

b) 02 =λ , 01 ≠λ , : Đường cong (7. 44) là một Parabol nhận trục  làm 

trục đối xứng. 

0'2 ≠a YΩ

c) 01 =λ , 02 ≠λ ,  hay  0'1 =a 01 ≠λ , 02 =λ , 0'2 =a : Đường cong (7.44) là 

một cặp đường thẳng thực hoặc ảo. 

Ví dụ 7.12: Cho đường bậc 2 có phương trình )(G : . 36845 22 =+− yxyx

Ma trận  có giá trị riêng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

82
25

A 9,4 21 == λλ  chéo hoá trực giao ta được:           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

jij

jii

5
2

5
1'

5
1

5
2'

           ⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

YXy

YXx

5
2

5
1

5
1

5
2

         

phương trình của )(G  trong hệ toạ độ mới:   

3694 22 =+ YX      ⇒       1
49

22
=+

YX
. 

 

 

 

 

x  

y  

X  
Y  

32

O  
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7.5.2  Hệ toạ độ trực chuẩn trong không gian 

7.5.2.1  Toạ độ của một véc tơ và toạ độ của một điểm trong không gian 

Trong không gian ta xét ba trục vuông góc chung gốc : O Oxx' , Oyy' , ; Tạo 

thành một hệ trục gọi là hệ trục toạ độ vuông góc Descartes trong không gian, viết tắt 

Ozz'
Oxyz . 

Trên ba trục toạ độ này ta chọn các véc tơ đơn vị lần lượt là ,i j , k . Ta chỉ xét hệ trục Oxyz  

là hệ thuận, nghĩa là nếu đứng theo chiều véc tơ k  ta sẽ thấy i  quay sang j  theo ngược chiều 

kim đồng hồ.  Với mọi véc tơ  v  ta có thể viết 

kkvjjviivkvjvivv zyx ,,, ++=++=  

trong đó  lần lượt là hình chiếu của zyx vvv ,, v  xuống các trục OzOyOx ,, . 

),,( zyx vvv  được gọi là toạ độ của véc tơ v , ký hiệu ),,( zyx vvvv = . Toạ độ của véc 

tơ ),,( zyxOM = được gọi là toạ độ của điểm ,M  ký hiệu ),,( zyxM . 

 

7.5.2.2  Một số mặt bậc 2 thường gặp trong không gian 

a) Ellipsoid (Êlípxôít) là mặt )(E  bậc 2 có phương trình  12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

. 

*) Nếu 2 trong 3 số  bằng nhau thì ta có mặt ellipsoid tròn xoay. Chẳng hạn nếu 

 thì ta có mặt tròn xoay quanh trục . Nếu 

cba ,,
ba = Ozz' Rcba ===  thì ta có mặt cầu tâm O  

bán kính R ; 

*) Gốc  là tâm đối xứng, các mặt phẳng toạ độ là mặt phẳng đối xứng; O
*) Giao tuyến với các mặt phẳng song song với các mặt phẳng toạ độ là các ellipse. 

b) Hyperboloid một tầng (Hyperbôlôít) có phương trình :  )( 1H 12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x

. 

*) Gốc  là tâm đối xứng; O
*) Các trục toạ độ là trục đối xứng; 

*) Các mặt phẳng tọa độ là mặt phẳng đối xứng; 

*) Giao của   với mặt phẳng vuông góc với trục  là một ellipse; )( 1H Ozz'
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*) Giao của   với mặt phẳng chứa trục  là một Hyperbol. )( 1H Ozz'

Tương tự có các Hyperboloid một tầng: 

 12

2

2

2

2

2
=+−

c
z

b
y

a
x

  ,          12

2

2

2

2

2
=++−

c
z

b
y

a
x

. 

c) Hyperboloid hai tầng có phương trình : )( 2H 12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x

. 

*) Mặt phẳng vuông góc với trục  có phương trình Ozz' hz =  sao cho ch >  cắt  

 theo một elippse; )( 2H

*) Giao của   với mặt phẳng chứa  là một Hyperbol. )( 2H Ozz'

 

 

 

 

 

 

 
              
         Ellisoid                         Hyperboloid một tầng                    Hyperboloid hai tầng 

 

d) Paraboloid elliptic (Parabôlôít êlíptíc)   :  )( 1P z
b
y

a
x 22

2

2

2
=+ . 

*) Giao tuyến của  với mặt phẳng vuông góc trục  nằm phía trên mặt phẳng )( 1P Ozz'
Oxy  là một ellipse; 

*) Giao tuyến của   với mặt phẳng chứa trục  là Parabol. )( 1P Ozz'

e) Paraboloid hyperbolic (mặt yên ngựa) có phương trình  

)( 2P :  z
b
y

a
x 22

2

2

2
=−  . 

x  
y  

z  

x  

y

z

x

y

z  
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*) Giao của  với mặt phẳng vuông góc với trục là một Hyperbol; )( 2P Ozz'

*) Giao của  với mặt phẳng vuông góc với trục )( 2P Oxx'  là một Parabol; 

*) Giao của  với mặt phẳng vuông góc với trục )( 2P Oyy' là một Parabol. 

 

 

 

 

 

 

 

     Paraboloid elliptic                                            Paraboloid hyperbolic 

 

g) Các mặt trụ bậc 2 

 Các mặt trụ bậc 2 đối xứng qua mặt phẳng xOy  

*) Trụ elliptic:     12

2

2

2
=+

b
y

a
x

.  

*) Trụ Hyperbolic:    12

2

2

2
=−

b
y

a
x

. 

*) Trụ Parabolic:     . pyx 22 =

  

         

 

 

 

 

 

           Trụ elliptic                       Trụ Hyperbolic                                Trụ Parabolic 

x  y  

z  

x
y
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z
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z
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 h) Các mặt nón  

 Các mặt nón đối xứng qua mặt phẳng xOy  có phương trình 

02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x

. 

*) Giao với mặt phẳng vuông góc với trục  là một ellipse; Ozz'

*) Giao với mặt phẳng chứa trục  cặp đường thẳng. Ozz'
 
 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

x  

y

z

7.5.3  Phân loại các mặt bậc 2 

Trong hệ toạ độ Descartes vuông góc Oxyz  xét mặt  bậc 2 có phương trình:   )(Q

.0222                                    
222

321

231312332211
222

=++++
+++++

czbybxb
yzaxzaxyazayaxa

  (7.48) 

Ma trận [ ] 3,1, =
= jiijaA  với jiij aa =  là ma trận đối xứng nên tồn tại ma trận trực giao 

 sao cho T 1det =T  (để hệ trục toạ độ mới tạo thành tam diện thuận) và 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

00
00
00

λ
λ

λ
ATT t . Tương ứng với ma trận chuyển cơ sở T  là phép quay quanh gốc toạ 

độ. 
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 Công thức đổi toạ độ    . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

'
'
'

z
y
x

T
z
y
x

Mặt bậc 2  có phương trình trong tọa độ mới:  )(Q

0''2''2''2''' 321
2

3
2

2
2

1 =++++++ czbybxbzyx λλλ               (7.49) 

Tùy theo các giá trị của cbbb ,',',',,, 321321 λλλ   mặt  có các dạng sau: )(Q

a) Các giá trị riêng 321 ,, λλλ  khác 0 ( 0321 ≠λλλ ) 

Bằng cách tịnh tiến hệ toạ độ ta có thể đưa phương trình (7.49) về dạng:  

    .   (7.50) '2
3

2
2

2
1 CZYX =++ λλλ

*) Nếu 0'≠C  

•  ',,, 321 Cλλλ  cùng dấu:  là Ellipsoid; )(Q

•  321 ,, λλλ  cùng dấu, 'C  trái dấu:  là Ellipsoid ảo; )(Q

•  321 ,, λλλ  chỉ có hai số cùng dấu: là Hyperboloid một tầng hoặc hai tầng. )(Q

*) Nếu 0'=C  

•  321 ,, λλλ  chỉ có hai số cùng dấu: là nón bậc 2. )(Q

•  321 ,, λλλ   cùng dấu: là nón ảo (một điểm). )(Q

Các trường hợp còn lại sau đây ta chỉ xét mỗi trường hợp một loại đại diện, các loại khác có 
kết quả tương tự. 

b)  Có đúng một giá trị trong ba giá trị 321 ,, λλλ  bằng .  0

Chẳng hạn 03 =λ ,  021 ≠λλ  

*) : Tịnh tiến hệ toạ độ ta được: . 0'3 ≠b 0'2 3
2

2
2

1 =++ ZbYX λλ

Đây là phương trình Paraboloid elliptic nếu 021 >λλ  và Paraboloid  hyperbolic nếu  

021 <λλ . 

*) : Tịnh tiến toạ độ ta được: . 0'3 =b '2
2

2
1 CYX =+ λλ
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Đây là phương trình các mặt trụ nếu 0'≠C  và các cặp mặt phẳng cắt nhau nếu 0'=C . 

c) Có đúng hai giá trị trong ba giá trị 321 ,, λλλ  bằng 0 . 

Chẳng hạn 03 =λ , 02 =λ , 01 ≠λ  

*)  không đồng thời bằng 0. Giả sử 32 ',' bb 0'2 ≠b : Tịnh tiến toạ độ ta được 

:  là mặt trụ Parabolic. 0"2
2

1 =+ YbXλ )(Q

*) : Tịnh tiến hệ toạ độ ta có:  . Do đó (7.49) là phương trình 

cặp mặt phẳng song song nếu 

0'' 32 == bb '2
1 CX =λ

0'≠C  và trùng nhau nếu 0'=C . 

Ví dụ 7.13: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz  cho mặt bậc 2 có phương trình  

247212124421077:)( 222 =++−+++++ zyxyzxzxyzyxQ  

Ma trận của dạng toàn phương tương ứng . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1022
271
217

A

Đa thức đặc trưng   )12()6( 2 λλλ −−=− IA . 

Tìm cơ sở của các không gian riêng và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt ta có ma trận trực giao  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

=
62310
613121
613121

T  có 1det =T  và  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1200
060
006

ATT t

Đổi toạ độ  thì phương trình của mặt trong toạ độ mới: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

'
'
'

z
y
x

T
z
y
x

)(Q

24'
6

2'
3

172'
6

1'
3

1'
2

112                          

'
6

1'
3

1'
2

112'12'6'6 222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−++

zyzyx

zyxzyx
 

⇒   ( ) ( ) ( ) 2462'12'34'6'22'6 222 =+++++ zyyxx  
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Tịnh tiến toạ độ: 2'+= xX ,  32'+= yY ,  6'+= zZ , 

suy ra 1
153030

:)(
222
=++

ZYXQ .   

Vậy  là một Ellipsoid tròn xoay theo trục )(Q ZZ Ω' , Ω  có toạ độ ( )6,32,2 −−− . 

Ví dụ 7.14: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz  cho mặt bậc 2 có phương trình 

 0666222:)( =+−−++ zyxyzxzxyQ . 

Ma trận của dạng toàn phương tương ứng . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

011
101
110

A

Đa thức đặc trưng  )2()1( 2 λλλ −+=− IA . 

Tìm cơ sở của các không gian riêng và trực chuẩn hoá Gram-Shmidt ta có ma trận trực giao  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

=
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T  có 1det =T  và 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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−
=
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ATT t  

Đổi toạ độ  thì phương trình của mặt trong toạ độ mới: 
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⇒   ( ) ( ) 0'3'2'64'' 222 =−+−−− zzyyx  

Tịnh tiến toạ độ: 'xX = ,  62'−= yY ,  23'−= zZ , 

suy ra  1
45

4
45

2
45

2:)(
222
=−+

ZYXQ .   

Vậy  là một Hyperboloid một tầng. )(Q
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