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chuong 1.CO SO LOGIC

Bai 1. Ménh dé- logic- vi tir va lwong tir

1. Ménh dé
1.1. Dinh nghia
Ménh dé 1a mot khang dinh c6 gié tri dung hodc sai (nhung khéng thé vira dung via
sai).
Ki hiéu ménh dé: P, Q, R,......

Cha y: Cac cau hoi, cau cam than, cau ménh lénh khdng phai ménh de.
1.2. C4c phép toan trén cac ménh dé
1.2.1. Phép phua dinh

Phu dinh cua mén dé P 13 ménh dé ky hiéu: P (doc “khong P”) 1a ménh dé c6 gia

tri duoc xac dinh bang bang sau:

P P
0 1
1 0

Vi du 1: Cho p: “5+2 = 97, thi P la ménh dé& “khong phai 5 + 2 = 9”. Nghia 1a
"5+2=9". O day, p la sai va P dung.

Luyén tap 1. Cho ménh d& P: 2+3 > 7. Tim ménh @& P va xac dinh tinh dung sai cua
ménh dé d6?

1.2.2.Phép hdi

Hoi caa hai ménh dé P, Q duoc ky hicu boi P AQ (doc “P va Q” 1a mot ménh dé c6

gia tri duogc xac dinh bai bang sau:
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PAQ

—| | o ol o
| o | ol O
—| o o o

Vay ménh dé P A Q chi dang khi ca P va Q déu dang, con sai trong cac truong hop
con lai.
Vi du 2: Cho ménh dé:
P: “2 1a s6 nguyén t6”
Q: “2 1a s6 chan”.
PAQ:“21as6 nguén té va 2 1a s6 chan”.
Taco: P=1vaQ =1, dods: PAQ=1.
Luyén tap 2. Cho ménh dé P: “14 1a s6 nguyén” va Q: “14 chia hét cho 5”. Hay 1ap
ménh d& P A Qva xac R dinh tinh dung sai cuia ménh dé do.
1.2.3. Phép tuyén (khéng loai)
Tuyén caa hai ménh d& P, Q duoc ky hiéu bai P v Q (doc: “P hodc Q” la mét ménh

dé c6 gié tri dugc xac dinh boi bang sau:

Q | PvQ

5)
0
0
1
1

| o | O
| R Rk O

Vay ménh dé P v Q chi sai khi ca P va Q déu sai, diing trong cac truong hop con lai.
Vi du 3. Cho ménh dé P: “12 1a s6 nguyén”va Q: “12 chia hét cho 5”. Thi ménh dé
PvQ la ménh dé “12 1a s6 nguyén va 12 chia hét cho 5” 1a ménh dé dang. O day,

ménh dé p dtng nén P v Q dung.

Trang 3



Luyén tap 2. Cho ménh d& P: “7 la s6 chan” va Q: “7 > 10”. Hay lap ménh d&& P v Q
va xac dinh tinh dung sai cia ménh dé do.
Chay.
+ Phép tuyén néu trén goi la tuyén khdng loai: Véi phép tuyén nay tir “hodc”
duogc hiéu theo nghia: P hoic Q hoic ca P va Q.
+ Phép tuyén loai: P hoic Q nhung khong thé ca P va Q. Ki hiéu: v.
+ Trong gido trinh ta dung phép tuyén khong loai.

Phép tuyén loai, dugc xac dinh boi bang gié tri sau:

P Q PvQ
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Vi du 4. Hoang sinh ra & Ha Noi hoac & TP. H6 Chi Minh.
1.2.4. Phép kéo theo (con goi 1a ménh dé c6 diéu kién hay phép suy dién)

Ménh dé P kéo theo ménh dé Q duoc ky hiéu 1a P=Q Ia mot ménh dé c6 gia tri

duogc xac dinh boi bang sau: P=0Q

1

R | O o ©
R o k| o O

1
0
1

Vay ménh d& P = Q chi sai khi P dung va Q sai, con diing trong moi trudng hop con
lai
Vi du 5. Cho ménh dé p: “2 < 3” va ménh dé q: “4 <9” thi P=Q 12 ménh dé “néu 2

<3thi4<9”. Do p dung, q ding nén P = Q la ménh dé dung.
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Luyén tap 5. Cho ménh dé p: “3 + 2 = 6” va ménh dé q: “4 x 2 = 8”. Hiy 1ap ménh
d& P = Q va xac dinh tinh dung sai ciia ménh dé do.

1.2.5. Phép twong duwong

Ménh dé P twong duong v6i ménh dé Q, duoc ky hiéu bai P < Q 1a mot ménh dé xéac

dinh boi (P=Q)A(Q=P). Tir d6 ta c6 bang chan trj sau:

P=Q

R ol | o O

=
1
0
0
1

| = O O] T

Nhu vdy, ménh dé P < Q chi dung khi ca hai ménh dé P va Q cung dung hoic cling
sai va sai trong cac truong hop con lai.

Chay

Ménh dé P < Q con duogc doc 1a:”P khi va chi khi O”; “P néu va chi néu Q” ;P 1a
can va dua d6i voi Q”; “Néu P thi Q va nguoc lai”.

Vi du 6. Cho ménh dé p:” 5 +2 = 7” va ménh dé “3 x 4 = 9” thi m¢nh dé¢ P < Q: 5
+2 = 7 khi va chi khi 3 x 4 =9” 1a ménh d¢é sai vi p dung, q sai.

Luyén tap 6. Cho ménh dé p: “3 > 6” va ménh dé q: “4 + 2 = 10”. Hiy 1ap ménh dé
P < Q va xac dinh tinh dung sai cia ménh dé do.

1.3. Cong thirc va twong dwong logic

1.3.1. Cac dinh nghia

Pinh nghia 1

Cong thizc (hay ménh dé phtc hop) 1a cic ménh dé dugc xay dung tir mot sé ménh dé
ban dau nho lién két chdng lai bang cac phép toan 16gic (hoi, tuyén, phu dinh, kéo

theo, tuong duong).
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Cac ménh d& khong dugc xay dung tir cac ménh dé khéc qua céc phép toan 16gic goi
la ménh dé so cap.

Vi du 7. Giai thich tai sao cong thuc p = ¢ < 7 V ¢ 1a ménh dé phic hop.

Dinh nghia 2

a) Mot cdng thac ludn cé gid tri dung duoc goi 1a mot hang dung hay dinh 1i (Hay con
goi 1 luat).

b) Mot cong thire ludn cé gid tri sai duoc goi 1 hiang sai hay mau thuan.

Vidu 8. Ching to rang : Cong thuc p = ¢ < pVg ladinhly.

Dinh nghia 3

a) Hai ménh dé A va B goi 14 tuong dwong logic néu chiing ¢6 cling chan tri. Khi d6 ta
viét: A=B hay A=B.

b) Ménh dé B goi la hé qua logic cua ménh dé A néu A= B 1a mdt ménh dé hang
dang.

Vi du 9. Hai ménh dé sau la twong duong légic: PV (Q = R) = PV (Z) V R)

(Vi biéu thic con Q = R tuong duong 1ogic véi Q V R).

Luyén tap 9. Chting t6 rang: Hai ménh dé E va F sau 1a tvong duong logic.

E=P=qQ, F:ZQ:HB.
Chay
Ménh dé phtc hop A va B tuong duwong 16 gic khi va chi khi A< B 1a ménh dé hang
dang.

1.3.2. P§ wu tién cua cac thuat toan

Cép uu tién Thyc hién
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1 Céc phép toan trong ngoac.

2 Phép phu dinh (-),phép hoi (A)
3 Phép tuyén (V)

4 Phép kéo theo (=)

5 Phép tuong duong (<:>)

1.3.3. Cac qui luat l6gic
1) Pinh li
Véi P, Q, R la cic ménh dé bat ky. Khi d6 ta co:

1.

Luat phi dinh cta pha dinh: (P) =P

2. Cac luat De Morgan: PAQ=PvQ;PvQ=PAQ.

3.
4.
S.

6.

7.
8.

9.

Luat giao hoan: PAQ=QAP;PvQ=QVvP.

Luat két hop: PA(QAR)=(PAQ)AR;Pv(QVvR)=(PvQ)VvR.

Luat phan bé:
PA(QVvR)=(PAQ)v(PAR);
Pv(QAR)=(PvQ)A(PVR).

Luat lily dang: PAP=P;PvP=P.

Luat vé& phan te bl: PAP=0;Pv P =1.

Luat théng tri: PA0=0;Pv1=1.

Luat hap thu: PA(PvQ)=P;Pv(PAQ)=P.

10. Luat chung minh phan ching thi nhit; P=Q=Q="P

11. Luat chitng minh phan ching tha hai: P=Q=P AQ

Chwng minh

11 luat trén c6 thé kiém tra bang cach lap bang chan tri 2 vé cua tuong duong 16gic
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Vidu 10. Chirng minh: (PAQ) = R)=(P = (@ = R)).
Gial.

Luyén tap 10. Ching minh ménh dé sau 12 ménh dé hang ding.

(P=Q)AP)=0Q

2. Him ménh dé
2.1.Dinh nghia
Ham ménh dé 1a mot khang dinh P, y, ...) trong d6 c6 chira mot s6 bién x,y, ... 1ay gia
tri trong nhirng tap hop cho trudc 4, B,...sao cho:
+ Ban than P(x,y,..) khéng phai 1a ménh dé
+ Néu thay x,, ...boi cac gia tri cu thé ac AbeB ...ta s& duoc mot ménh dé.
Vi du 11.
P (n) = “n 12 mot s6 nguyén t6” 13 mot ham ménh dé theo bién n € N.
V&in=2,n="7 taduoc cACc ménh dé dang P(2), P(7); conn=4,n=6,n=9 ta duoc
cac ménh dé sai P(4), P(6), P(9).
Luyén tap 11. Cho Q(x, y) = “x =y + 3” 1a mot ham ménh dé theo 2 bién z,y € R.
Xac dinh chan tri ciia cac ménh dé Q(1,2) va Q(3,0).
2.2. Vi tir va lwong tir
2.2.1.Pinh nghia
Gia sir P(x) 1a mot ménh dé theo bién x e A.

e VxeAP(x)la mot ménh d&, n6 nhan gia tri dung khi va chi khi véi phan tir

bat ky a < A taco: P(a) = 1.
e xeAP(X) la mot ménh d¢, n6 nhan gia tri dung khi va chi khi ton tai ae A

dé P(a) = 1.

Trang 8



Céc toan tir V,3 duogc goi la cac luong ta, V dugc goi 1a lugng tir 1a lugng tur chung
(hay lugng tir véi moi), 3 duoc goi 1a luong tir riéng (hay luong tir ton tai).

Ménh d& c6 chtra cac luong tir goi 1a cac vi tir.

Vi du 12. Ménh d&” véi moi s6 nguyén n ta cd 2n + 1 12 mot s 167 co thé viét:
Vn € Z, 2n +1 lé. VA ménh dé nay c6 gia tri dang.

Luyén tap 12. St dung lwong tir 3 dé viét ménh dé sau va xac dinh gia tri cua ménh
dé nay: “Ton tai s6 thyc x dé In(z”> —3) =0.”

2.2.2. Phua dinh cua vi tir

Pinh li

Néu P(x) 1a ham ménh dé xac dinh trén tap A, ta co:

a) Vee A, P(x)=3dz € A, P(x).

b) 3x € A, P(z) =Vz € A, P(x).
Hé qua

Néu P(x) 1a ham ménh dé xac dinh trén tap A, ta co:

a) Vz, (P(z) = Q(z)) = 3z, (P(z) AQ()).

b) 3z, (P(z) = Qz)) = Vz, (P(z) \NQ(z)).
Vi du 13. Phu dinh cia ménh dé “3z € R,2* < 0” 1a ménh dé “Vz € R,z° > 0.

Luyén tap 13. Lay phu dinh ctia dinh nghia mot ham thuc lién tuc tai z, € R cho bai
cong thuc sau:

Ve > 0,36 > 0,Vz € R,(

o] < 8) = (@)~ f(z,)] <)
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Bai 2. Cac phwong phap chirng minh- tap hop

3. Suy luan Toan hoc

3.1. Suy luan va quy tic suy dién

Suy luan Ia rGt ra ménh d& méi tir mot hay nhidu ménh da co6. Ménh dé da co duogc goi
la gia thiét hay tién d&, ménh d& méi duoc goi 1a két luan

C4c quy tic suy dién thwong dung

1) Qui tic Modus Ponens (Phuong phap khang dinh)

Cong thic: [ (P=Q)AP|=Q

Dang so do:
P=0Q
P

|

Vidul.
Néu mot sé ¢6 tong cac chir sé chia hét cho 3, thi s6 d6 chia hét cho 3
S6 31257 ¢6 tong cé4c chir sb 14 3 + 1+2 +5 +7 = 18 chia hét cho 3.
S6 31257 chia hét cho 3

Luyén tap 1.

Lap dudi dang so d6 cau phat biéu sau: “S6 23418 chia hét cho 9 vi 6 tong cac chir
s6 chia hét cho 9”.
2) Qui tac Modus Tollens (phuong phap pht dinh)
Cong thuc: [( P=Q)A 6] =P
Dang so do:
P=Q
Q
b

Vi du 2.

Néu mot sé c6 tong cac chir sé chia hét cho 9 thi s6 d6 chia hét cho 9
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S6 35687 khong chia hét cho 9
Sb 35687 6 tong cac chir sé khong chia hét cho 9

Luyén tap 2.
Lap dudi dang so dd cau phat biéu sau: “Sé 23417 khdng chia hét cho 3 vi c6 tong
c4c chir s chia hét cho 3”
3) Tam doan luan (Syllogism)
cong thirc: [ (P=Q)A(Q=R)|=(P=R)
Dang so do:
P=0Q
Q=R
P=R

Vidu 3.
Néu mét sd chia hét cho 2 thi s6 d6 1a sd chan

Néu mot s 12 s6 chin thi s6 d6 viét duoc dudi dang 2k, véi k 13 s6 tu nhién.

Néu mot s chia hét cho 2 thi sé d6 viét duoc dudi dang 2k, véi k 12 s6 tu nhién.
Luyén tap 3.

Lap dudi dang so dd lién két dé rat ra két luan tir cac cau phat biéu sau:” Néu mot s6
c6 tong cac chir sb chia hét cho 9 thi sé d6 chia hét cho 97,” Néu mét s6 chia hét cho
9 thi s6 d6 chia hét cho 37,

4) Qui tac mau thuin (ching minh bang phan chang)

Cong thic: P = Q =|:(P/\6):>0:|

Qui tic nay cho phép ta chitng minh (P = c_g) =0 thay cho P=0Q

N6i cach khac, néu thém gia thiét phu Q vao gia thiét P cho truéc ma dan dén mot
mau thuan thi Q 1a hé qua 16gic cua P.

Vi du 4.

Néu tam gi4c c6 hai phan gi4c bang nhau thi tam giac d6 14 tam giac can.
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Néu tam giac khong phai la tam giac can thi tam giac khong cd hai phan giac bang

nhau.

Luyén tap 4.

Viét twong duong logic cia ménh d& sau:” Néu mot sb chia hét cho 3 thi s6 d6 ¢o

tdng cac chit sb chia hét cho 3.

Vi du minh hea &p dung cac quy tic suy dién

Vi du 5. Ching minh cong thirc sau hang dung:

(z, Vz,)AN((z,V,) = 2,A2,)=> (1, N2,) (1)
Giai. M6 hinh suy dién caa cong thac (1) la:
(z, Vx,)
(z,Vz,) = (z

3

STV,
Vay (1) 1a cong thuc hang dung.
Luyén tap 5.
Suy luan dudi day la dung hay sai:

3 4

.V

i
—_

,_x3/\a:4

“ Binh di choi thi Binh khéng hoc Toan roi rac. Binh khéng hoc Toan roi rac thi Binh

thi trugt ToAn roi rac. Ma Binh thich di choi. Vay Binh thi trugt Toan roi rac”

3.2. Mt s6 phwong phap chitng minh Toan hoc
1) Phwong phap chitng minh truec tiép
No¢i dung phwong phap
Pé chung minh ménh dé dung c6 dang: A= B
Ta xay dung mét day cac hé qua I6gic sau:

A=AA=AA=ALA =AA=B
Ap dung qui tic Modus Ponens, ta co:

A, A= A ding thi A dung.

A,A = A ding thi A, dung

..........................
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A, A, = B ding thi B dung
Vi du 6.
Chung minh rang néu n chia hét cho 3 thi n” chia hét cho 9.
Chwng minh
Gia st n chia hét cho 3, suy ra n = 3k,k € Z = n® = 9%k*. Do 46 n” chia hét cho 9.
Luyén tap 6.
Chtrng minh riang néu n 1a s6 nguyén t4 16n hon 5 thi n° —1 chia hét cho 24.
2).Phwong phap chitng minh gian tiép
Noi dung phwong phap
Dé chirng minh ménh dé dang ¢6 dang P = Q
Ta c6 thé chung minh Q= P ding, vi: P=Q=Q=P
Phuong phap chitng minh nay goi la chitng minh gian tiép.
Vi du 7. Chiing minh rang néu 3n +1 (n € Z) lasé chanthinlasé 1é.
Chwng minh
Gia sirn la sé chin, suy ra: n = 2k,k € Z = 3n +1 = 3(2k) +1 =6k +1 1a s I¢.
Luyén tap 7. Chttng minh rang néu p* 1a boi s6 caa 3 thi p 1a bdi sb cua 3.
3).Phwong phap chirng minh phan chirng
Noi dung phwong phap
Phuong phap phan ching dua trén qui tac mau thuan: (P = Q) :(P AQ= 0) :

Nhu vay, dé chang minh ménh dé dung c6 dang: P=Q , ta c6 thé chung minh bang
phan chting rang: gia st P dung nhung Q sai, khi d6 ta s& nhan dugc mau thuan.

Vi du 8.

Chung minh rang néu n 1a s6 nguyén té 16n hon 5 thi n° — 1 chia hét cho 24.

Chwng minh

Cac buac lap luan sé la:
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1. Gia sir n 1a s6 nguyén t6 16n hon 5, n> — 1 khéng chia hét cho 24.
2.n°—1=(n—-1)(n+1).
3. n—1,n+1 la 2 sb chin lién tiép nén tich (n — 1)(n + 1) chia hét cho 4.
4. n* —1 khong chia hét cho 24 nén n*> —1 khong chia hét cho 6.
5. Suy ra n” —1 khong chia hét cho 2 hoic khdng chia hét cho 3.
6. Xét hai trueong hop:
+ Néu n” —1 khong chia hét cho 2 thi n-1 va n+1 1a hai s6 Ié suy ra n 1a s6 chan.
Vay n khong 1a sé nguyén t6 16n hon 5,
+ Néu n> —1 khéng chia hét cho 3 thi n phai chia hét cho 3, vi (n-1)(n+1) chia
hét cho 3 (ba s tu nhién lién tiép). Vay n khdng 1a s6 nguyén t6 16n hon 5.
7. Tir (6) suy ra n khong l1a s nguyén té 16n hon 5. Piéu ndy mau thuin véi gia thiét.
Luyén tap 8. Chirng minh rang: Néu 3n+2 1a s6 1é thi n 14 s6 1é.
4. Ly thuyét tap hop
4.1.Tap hgp
1) Khai niém tap hop
a) Khai niém tap hop: Tap hop la mot khai niém co ban cua Toan hoc, khong dugc
dinh nghia, ma lam co s& dé dinh nghia cac khai niém Khac.
Nhitng yéu té tao thanh tap hop goi 1a phan tir (hay diém) cua tap hop.
Néu a 1a mot phan tir cua tap hop A, ta viét: ae A (doc: “Phan tir a thudc tap hop A”).
Trong truong hop nguoc lai, ta viét ae A (doc: “Phan tir a khéng thudc tap hop A”).
b) Hai cach xac dinh tap hop

Céch 1. Liét ké cac phan tir cua tap hop.
e Céc phan tu cua tap hop dugc viét trong hai dau ngoac nhon {3}, cach nhau boi
dau”;” (néu cd phan tur 1a s6) hoac dau”,”.

e MOi phan tir duoc liét ké mot lan, tha ty liét ké thy .
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Céch 2. Néu ra tinh chat dic trung cta cac phan tir thudc tap hop.
“ Tinh chat” ¢ day thuong duoc biéu hién bai mot vi tir p(x) theo mot bién x eU . Khi
ay tap hop tat ca cac phan tir xeU sao cho p(x) ding dugc ki hiéu boi:

A={xeU|p(x)} dugc goi la tap hop vii tru. Néu U hiéu ngam thi A c6 thé viét:

A={x [ p(x) }.
Vi du 9. Tap hop A céc phan tir c6 thé cho bang 2 cach sau:

Cach 1. Liét ké:
A={-1:1}.

Cach 2. Néu ra tinh chat dic trung cta c4c phan ti tao thanh tap hop.
A={xeR|x*-1=0]

Luyén tap 9.

Cho vi du xac dinh tap hop bang 2 cach: Liét ké va chi ra cac thudc tinh dic trung.
2). Cac loai tap heop

a) Cac tap hop sb

N = {0; 1; 2; 3; ....}: Tap hop céc s tu nhién.

N* = {1;2; 3;4; ...}: Tap hop cac sb ty nhién khac 0.

Z={...;-2;-1;0;1;2; ....}: Tap hop c4c s nguyén.
Q={§| p,qe’Z &q;to}:Tap hop cac s6 hitu ti.

R: Tap hop céc sd thyc.
C: Tap hop céc sé phic.

b) Tap hiru han va tap v6 han
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e Néu tap hop A c6 n phan tir thi ta n6i A 1 tap hop hitu han va viét |A|=n.

e Néu tap hop A c6 vd s6 phan tir thi ta néi A 12 tap hop v han va viét

A‘ =+00.
Tap réng: Tap hop rdng 1a tap hop khong cd phan tir ndo, ki hiéu & .

Tap con cia mét tap hep: Néu moi phan ti cua tap hop A déu 1a phan ti cua tap hop
B thi ta n6i A 1a tap hop con cua tap hop B (hay dugc bao ham trong B, hay B bao ham
A, ki higu: AcB<(Vx:xe A= xeB).

Dinh nghia trén co thé viét dudi dang ki hiéu nhu sau: Ac B < (‘v’x XeA=>Xe B)
¢) Hai tap hep bing nhau

Hai tap hop A va B dugc goi 1a bang nhau khi va chi khi tap hop A 1 tap hop con cua
tap hop B va tap hop B la tap hop con cuaa tap hop A.

A=B < (AcB)N(BcA)
d) Biéu dd Venn: Biéu d6 Venn 1a duong cong kin biéu dién tap hop, ma mdi phan tu

cua tap hop duogc dic trung boi mot diém nam trong dudng cong ay.

4.2.Céc phép toan trén tap hep.
1). Cac phép toan
Gia st A, B la hai tap hop con cuaa tap hop vii tru U.
a) Phep giao:

AnB={xeU|(xeA)r(xeB)}

Néu A B = thi ta ndi hai tip A va B roi nhau.

b) Phép hep:

AUB={xeU|(xeA)v(xeB)}

c) Phép hiéu:
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A\B={xeU|(xe A)a(x¢B)]

Vi du 10.
Cho haitap hop A={1,2,5,7,8,12} vaB={2,4,7, 9, 13}.
Hay xac dinh céc tap hop:

AmB;AuB;A\B;B\A_
Luyén tap 10.
Cho hai tap hgp A={0, 2,8, 7,11, 12} vaB = {0, 4, 8, 11, 15}.
Hay xac dinh céac tap hop:

ANB;AUB;A\B;B\A

d) Phép l4y phén bu:

A=C}=B\A={xeU|(xeB)A(xzA)}

Vi du 11.

Cho hai tap hop A= {5, 9, 14, 17, 29} vaB = { 1,2, 3, 4, 5, 8, 9, 13, 14, 17, 29}.
Hay xac dinh tap hop: A = C})

Luyén tap 11.

Cho hai tap hop:

A={1,5,9, 12 15 27}vaB ={ 1,2, 3, 4, 5,7, 9, 12, 14, 15,27, 29}.

Hay xac dinh tap hop: A = C}

2). Céc tinh chat cia cac phép toan

Vai A, B, C la cac tap con tuy y cua tap hop vii tru U, ta c6:
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1. Tinh giao hoan:
ANnB=BnNA,
AuB=BUA

2. Tinh két hop:
(AnB)NC=ANn(BNC),
(AuB)uUC=AU(BUC).

3. Tinh phan phéi:
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
Au(BNC)=(AuB)n(AUC).

4. Cong thac De Morgan:

AuB:ﬂmE
ANB=AUB.
5. Phan tir trung hoa:
AU =A,
AnU =A
6. Phan bu:
AUA=U,
ANA=Q.
7. Tinh théng tri:
AuU =U,
AN =0.

3) Luwe lwgng cua tap hep

Ki hiéu luc luong cua tap hop A 1a |A| dinh nghia:
|A| = S6 phan tir cia A

Khi do ta c6 cac cong thic sau:

a) |Au B|=|A|+|B|-|An B|.

b) |[AUBUC|=|A4+|B|+|C|-|[AnB|-|Anc|-|BnC|+]AnBNC].
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Vi du 12.
Co 150 sinh vién ghi tén hoc mén Logic Toan; 120 sinh vién ghi tén hoc mén ly
thuyét do thi va 200 sinh vién ghi tén hoc mén Vian pham va 6tdmat. Hoi ¢ bao nhiéu
sinh vién ghi tén hoc mét trong ba mén, biét rang khéng c6 sinh vién nao ghi tén hoc
ddng thoi 2 mén hoic ca 3 mon.
Giai
Gol

A:=“Tap sinh vién hoc mon Logic Toan” , suy ra |A| = 150.

B:=*“ Tap sinh vién hoc mén ly thuyét d6 thi” , suy ra [B| = 120.

C:=“Tap sinh vién hoc mon Van pham va 6tomat”, suy ra |C| = 200.
Ta co:

ANB=¢p,ANC=¢p,BNC =p,ANBNC =2¢.
S6 sinh vién ghi t&n hoc mét trong ba mén 1a:
[AuBUC| =4 +|B|+|C| = 470,

Luyén tap 12.Mai sinh vién 16p Toan roi rac hoic la gisi Toan , hoic I gioi tin, hoic
gioi ca hai mdn nay. Trong 16p ¢ bao nhiéu sinh vién néu co 38 nguoi gioi Tin, 23
ngudi gidi Toan va 7 ngudi gioi ca hai mén?
4) Biéu dién tap hop trén may tinh
Gia sir X la mot tap vii tru va A C X (véi gia thiét dung lugng bo nhd ciia may tinh
khong bé hon luc lugng cua X).
Gia sir [X| = n, khi d6 ta sap (danh sd) cac phan tir cua X = {a,a,,....,a_}. Taco thé

biéu dién tap A trén may tinh bang mot xau bit ¢d chiéu dai n, trong d6 bit thir i 12 1

néua € A, conbittheilaOnéua & A@i =1n).

Vi du 13.

ChoX={1,2,3,4,56,7,8,9, 10} ( sip xép cac phan tir cia X theo thu ty ting dan)
a) Xac dinh xau bit cua tap A = {1,3,5,7,9} C X.
b) Xac dinh x&u bitcuatip A ={2,4,6,8} C X.

Trang 19



¢) Xac dinh xau bit cua tap cac phan tir khong vuot quéa 5 trong X, tuc 1a tim
xau bitcuatap C={1, 2, 3, 4, 5}.
Giai.
a) Xac dinh xau bit cua tap A la: 1010101010.
b) Xac dinh xau bit cua tap B la: 0101010101.
€) Xac dinh xau bit cuaa tap C la: 1111100000.
Luyén tap 13.
ChoX={1,2,34,56,7 8,9, 10} (sap xép cac phan ti caa X theo thir ty ting dan)
va cac tap hop sau: A ={1,3,5,7,9};B={2,4,6,8}; C={1, 2, 3, 4,5}
a) Xac dinh xau bitcuatap AU B.
b) Xac dinh xau bitcuatip AN B.
¢) Xac dinh xau bit cua tap A4, B..
Chay.
+ Pé nhan duoc cac xau bit cho hop cua hai tap hop, ta thuc hién phép tuyén (V) hai
xau bit do.
+ Pé nhan duoc cac xau bit cho giao cua hai tap hop, ta thuc hién phép hoi (A) hai
xau bit do.
+ Pé nhan duoc cac xau bit cua phan b cua tap hop A, ta chi viéc thay 0 boi 1 va

thay 1 boi 0 trong xau bit caa A.
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Bai 3. Anh xa - quy nap Toan hec
5. Anh xa
1) Tich Descartes cua cac tap hop
Tich Descartes cua hai tap hop A va B, ki hiéu Ax B, la tap cac cap co tha tu (a,b),
trong d6 ae A&b e B.
AxB={(ab)lacA&beB}
Pinh ly.
Cho cac tap hitu han A, B, C. Thi:
) |4 B| = || |5
b) ‘AxBxO‘ = ‘A‘X‘B‘X‘C‘.
Vidul.
Néu A = {a, b}, B={c, d, e} thi
AxB = (a,0),(a,d),(a,e),(b,c),(b,d),(be) .
Luyén tap 1. Cho cac tap hop A = {1, 2}, B ={a, b, c}.Tinh:
a) Ax B .
b) [Ax B].
2) Anh xa
Dinh nghia 1
a) Mot anh xa f tir tap X vao tap Y, ki hiéu f: X =Y, 1a phép twong ung lién két mdi
phan tir x e X vgi mot phan tir duy nhat yeY
Ki hiéu:
f: XY
X y=Tf(x)

e X goi la tap ngudn (hay mién xac dinh cia ham f), Y goi la tap dich .
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e Phantir y=f(x)eY goilaanh cuax.
o f(x)={yeY|IxeX,y="f(x)} goilamién giatri ciaf.
b) Hai anh xa f,g tir X vao Y duoc goi la bang nhau néu:
vxe X, f(x)=g(x)
Vi du 2.
Phép tuong rng

f:R—R
r—y=2r+1

La mot anh xa tir Rvao R, vi véi mdi z € R ¢6 ding mot y € R xac dinh boi y =2x +1.

Luyén tap 2.

Phép tuong rng
f:R—>R

X y=
y X—5

Co phai la &nh xa khong vi sao?.
Chu y: Trong Toan hoc, tir “anh xa” ciing thudng duoc thay bang tir “ham” hoic

“toan tu”.
Dinh nghia 2
a) Néu A 1a mot tap con caa X thi anh cia A bai f 12 tap hop:
f(A)={yeY|IxeAy=f(x)}
b) Néu B la mot tap con cua Y thi nghich anh (tao anh) cia B 1a tap hop:
f*(B)={xeX|f(x)eB}
Khi B={b} thi: f7(b)={xeX|f(x)}.

Pinh nghia 3 (cac loai anh xa)
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Xétanhxa f: X Y.
Dinh nghia 3.1
Anh xa f duoc goi 1a don 4nh ( injunction ) néu Vx,, X, € X, % # X, = f (%)= f(x,)
(tec 1A mdi yeY hoic khong co nghich anh hoic 13 anh caa nhiéu nhat mét phan to
thuoc X).
Mot don anh con duoc goi 1a &nh xa mot ddi mot (one-to-one). Ngoai ra tir tinh twong
duong 16 gic cua cac ménh dé p = ¢& g = p, chlng ta c6 thé suy ra rang
f: X — Y ladon anh khi va chi khi Vz,,z, € X, f(z,) = f(z,) = z, = =,.
Vidu 3.
Anh xa

f:{ab,c,d}— {1,2,34,5}

f(a)=4,f(b)=5,f(c)=1f(d)=3
La mot don anh.
Luyén tap 3.
Chting t6 rang, anh xa:

f:R>R

x> f(x)=x
La m6t don anh.
Dinh nghia 3.2
Anh xa f dugc goi la toan anh (surjection’) néu f(X)=Y (taclamdi yeY déu la
anh cua mot hay nhiéu phan tar x € X ).Mét toan anh f: X — Y con duoc goi 1a anh
xatu X Ién (onto) Y.
Vi du 4.
Anh xa:

f:{a,bc,d}—{1,23}
f(a)=3,f(b)=2, f(c)=1 f(d)

La toan anh.

3
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Luyén tap 4.
Anh xa:
f:R>R
x> f(x)=x°
Co phai la anh xa toan anh khoéng, vi sao?
Dinh nghia 3.3
Anh xa f dugc goi 1 song &nh néu né dong thoi 1a don anh va toan anh.
Vidub5.
Anh xa
f:{a,b,c,d}— {1,234}
f(a)=3, f(b)=2,f(c)=4,f(d)=1
La mot anh xa song anh.
Luyén tap S.
Chting minh rang, anh xa:
f:R>R
x> f(x)=x*+1
La mot anh xa song anh.
Chay:
Néu anh xa f 12 mét song anh tir X vao Y, ta viét: f : X <Y
Khiay: vyeY,3lxe X: f(x)=y
Trong do6 ki hiéu 3! dé chi ton tai duy nhat x.

Do d6 tuong g y > X la mot anh xa tr Y vao X, va goi la anh xa ngwec cua f, ki

hieu: f .

Vay:
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fry 5 X
y f(y)=xf(X) =y
Dinh nghia 4

Gia str ta cé anh xa song anh f : X =Y, anh xa nguoc cua f la anh xa dat twong tng
mdi y € Y véi mot phan tr duy nhat = € X sao cho f(x) =y . Anh xa nguoc cua anh

xa f dugc ki hiéu la f'.

Vidu 6.
Xét song anh
f:{a,b,c}— {1,2,3}
f(a)=2,f(b)=3, f(c)=1
Tim céc anh xa nguoc ctaa anh xa f.
Gial.
Anh xa nguoc cua anh xa f 1a:
f*:{,2,3}— {a,b,c}

ft)=c.f(2)=a f(3)=b

Luyén tap 6.

Tim anh xa nguoc cua anh xa:
f:R>R
x> f(x)=x*+1

Dinh nghia 4 (Tich cac anh xa)
Chohaianhxa f: X ->Y &g:Y >Z

Tich cua hai &nh xa f va g la anh xa h tir X vao Z xac dinh boi:
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h: X —>7Z

o (x)=(1 (1)
=h=g,f : X>Y >Z
x> f(x)>h(x)=g(f(x))
Vidu?7.
Cho hai anh xa:
f:{a,b,c}— {a,b,c}
f(a)=b, f(b)=c, f(c)=a;
g:{a,b,c}— {1,2,3}
g(a)=3,9(b)=2,9(c)=1
Gial
Ta co:
f:{a,b,c}— {a,b,c}
f(a)=b, f(b)=c, f(c)=gq;
g:{a,b,c}— {1,2,3}
g(a)=39(b)=29(c)=1
Suy ra:

(9 Xa)
(g, f Yb)
(g Xc)

Luyén tap 7.

o(f(a))=g(b)=2
9(f(b)=g(c)=1
- g(a)=3

9(f(c))

Cho hai anh xa:

f:R—>R
X +— f(x)=cosx.
g:R—>R
X g(x)=x%+1

Timtich go f .

Pinh Ii
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Giast: f:X —>Y. A,A lahaitipconcua X, B, B, la hai tap con cua Y. Ta co:
a) f(A UA)=f(A)UJ(A,).
b) f(A NA)=f(A)N[(A,).
¢) f (B UB,)=f(B)Uf(B,).
d) /(B NB,)=[f"(B)Nf(B)
6. Phwong phap quy nap
Noi dung phwong phap
Nguyén ly qui nap
Ménh dé ¥ne N,P(n) la h¢ qua ciia ménh dé: P(0)A[ VneN,P(n)=P(n+1)]
Phwong phap ching minh bang qui nap
Dé chirng minh P(n) dang véi moi ne N, tiy V:
Buwéc 1.(co s6) Kiém ching dé khang dinh P(0) ding.
Buwoc 2. (Qui nap) Gia st voi ne N tuy y, P(n) dung. Ta chitng minh P(n+1) dung.

Buwéc 3. (Két luan) P(n) dang véi moi sé tu nhién n.

Chay. Nguyén ly qui nap c6 thé bat dau tirsé nye N .
Nghia 1a: [P(no) Al Vnzng,P(n)=P(n +1)]] =[vnx=n,,P(n)].

Vi du 8. Ching minh rang: Vn € N , ta co:

0414243 +..4n= "<"2+1).
Chang minh
n(n+1),,

Xeét: P(n): “0+14+24+3+...+n=

00 +1)

+ Budc co so: Khi n=0 thi P(0) 1a ménh dé: 0 =

V& phai cua dang thuc bang 0. Nén P(0) dtng.
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+ Budc quy nap: Gia sir P(n) dung vai Vn € N tuy y:
n(n +1)

O+14+243+...4+n=

_n(n+1) (n+1)(n+2)

+(n+1) = 5 :

Khidy 04+14+24+3+...4n+(n+1)

Nghia la P(n+1) dung.
Do d6 theo nguyén Iy qui nap, ta c6 diéu phai ching minh.
Luyén tap 8. Chirng minh rang: Tich cua ba s6 ty nhién lién tiép ludn chia hét cho 6.
7. P€ quy va &ng dung
Ta c6 thé str dung dé quy dé dinh nghia cac ddy sb, ham sb va tap hop. Chang han, dé
dinh nghia mot ham xac dinh trén tap hop cac s6 nguyén khong am, ching ta cho:
1) Gia tri cia ham tai n = 0.
2) Cong thirc tinh gia tri cua né tai s6 nguyén n tir c4c gié tri cua no tai cac sd nguyén
nho hon.
Dinh nghia nhu trén duoc goi la dinh nghia dé quy.
Vi du 9.
Gia su ham f dugc dinh nghia dé quy nhu sau: f(0) = 3, f(n +1) =2f(n) + 3.
Hay tim f(1), f(2) va f(3).
Giai
Tir dinh nghia d¢ quy ta co:

f(1) = 2f(0) +3=2.3+3=0.

f(2) = 2f(1) +3=2.9 +3 = 21.

f(3) = 2f(2) + 3=2.21 + 3 = 45,
Luyén tap 9.
Gia su tap A duoc dinh nghia d¢ quy nhu sau:

1. 3 € A.
2. x e AkyeAd=zc+yecA

Chung minh rang A 12 tap cac sé nguyén duong chia hét cho 3.

Trang 28



BAI TAP ON TAP CHUONG I
Bai 1. Xét chan trj cAc ménh dé sau:
a) (\/§<1)/\(1<3); b) (2+4=6)v(log,1<0); ¢)(1>5)=(5+4<6).

Bai 2. Lap bang chan tri cho cAc ménh dé phic hop sau:

a) P=(PvQ); b) E:»(évR);
c) Pv(Q/\R); d) (P/\Q)C)(Q/\R)/\é.
Bai 3. Hay chi ra c4c hang dung trong cac cong thirc sau:
a) (PvQ)=(PAQ); b) (PAQ)=(PVvQ);
¢) P=(Q=P); d) (P=Q)=[(Q=R)=(P=R)]
Bai 4. Chirng minh cac twong duong logic sau:
a) (P:>(Q:>P)):(Rvﬁ); b) (PAQ)vQ=PVvQ;
c) (P:>Q)=(6:>5); d) ((P/\Q):>R)=(P2>(Q2>R)).

Bai 5. Xét cac ham ménh dé theo bién thyuc x:
P(x):x*—5x+6=0
Q(x):x*—4x-5=0

R(x):x>0
Hiy xac dinh chan tri cua cdc ménh dé sau:
a) VX, P(x) = R(X); b) ¥x,Q(x)=—R(x);
¢) 3x,Q(x)= R(x); d) 3x,P(x) = —R(x).

Bai 6. Cac anh xa f: A— B sau la don anh, toan anh, song anh? Xac dinh anh xa

nguoc néu co:

A A=RB=R f(x)=2+7.

b) A=R,B =R, f(zr) = 2" +2z—3.
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¢) A=|4,9],B=|21,9], f(z) = " + 2z —3.
d) A=R,B=R, f(z) = 3x+2\x\.

Bai 7. Cho &nh xa f:E—>F. Ching minh: F don anh khi va chi khi
f(AnB)=f(A)n f(B); voi moi ABcE. Quiudsc: f(D)=0.

Bai 8. Chocacanhxa f :E—>F &g:F —>G. bat h=g,f . Ching minh:
a) Néu h toan anh thi g toan anh.
b) Néu h don anh thi f don anh.

Bai 9. Ching minh rang véi moi n € N ta co:

6
BAi 10. Tinhtng T— ~ + L ¢+ 4+ 1
12 23 n(n+1)
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chwong 2. PHEP DEM

Bai 4. Cac nguyén ly:

+ Nguyén ly cong.

+ Nguyén ly nhan.

+ Nguyén ly bu trir.
1. Céc co sé 1y thuyét.
Nén tang ly thuyét cia cac nguyén 1y dém co ban la cac khai niém vé quan hé gitra
sb phan tir cta hai tap hop hitu han dugc phat biéu trong cac dinh nghia duéi day.
Dinh nghia 1.
Hai tap hop hitu han A va B duogc goi 1a ¢6 sd phan tr bang nhau, ky hiéu
‘A‘ = ‘B‘ néu c6 mot song anh f: A — B,
Dinh nghia 2.
Gia stir A va B 14 hai tap hop hitu han, ta n6i sé phan ti cia A nho hon hoic bang
s6 phan tir cua B, ky hiéu ‘A‘ < ‘B‘ néu c6 mot donanh f: A — B,
Tt dinh nghia 2, ta ¢6 ménh dé sau:
Ménh dé 1.
Hai tap hop hitu han A va B c6 sé phan tir bang nhau néu c6 mot don anh tir A
dén B va mot don 4nh tir B dén A.
Mbi quan hé giita s6 phan tir cia hai tap hop va sb phan tir cua hop, giao, tich
Descartes cua hai tap hop dé, 1a co sé cua cac nguyén 1y dém co ban dugc phat
biéu trong dinh Iy 1.
Pinh ly 1.
Gia stir A va B la hai tap hop hiru han. Khi d6 ta c6 :

a) AUB = |4|+|B| néu AnB=2.

b) |Ax B =|4|x|B]

Hé qua 1.1.
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Gia sir A 1a mét tap hitu han, B 1a mét tap hop con cua A va B 1a phan bu cua B
trong A thi |4 = |B| + ‘B‘.

Vidu 1.

Mot doan van dong vién tham gia thi hai mén ban sung va boi. Poan c¢6 10 van
dong vién nam. S van dong vién thi ban sung 14 14 ngudi. S6 van dong vién nit
thi boi bang s6 van dong vién nam thi ban sung. Hoi toan doan c6 bao nhiéu
nguoi.

Giai

Vi sb van dong vién nam da biét nén dé tim sé van dong vién toan doan chi can
tim s6 van déng vién ni.

Goi A la tap hop cac van dong vién nit, A, A, lan lugt I tap hop cac van dong
vién nix thi ban sung va thi boi thi ‘A‘ = ‘Al‘ — ‘AZ‘ Goi B la tap hop cac nam van
dong vién thi bin sung, theo gia thiét ta co6 ‘AZ‘ = ‘B‘ T day suy ra

‘A‘ = ‘Al‘ - ‘B‘ . Nghia 13, s6 van dong vién nir bang téng s van dong vién nit ban
sling va van dong vién nam ban sing. Theo gia thiét tong sé nay 1a 14. vay sd nix
van dong vién la 14, do d6 toan doan c6 10 +14 =24 van dong vién.
Luyén tap 1.
Trong mot dot pho bién dé tai tot nghiép. Ban chi nhém khoa cong bé danhsachl
cac d¢é tai bao gom 80 dé tai vé chu dé “xay dung hé thong tin quan 1y”, 10 dé tai
vé chu dé “thiét ké phan mém day hoc”, 10 dé tai vé “hé chuyén gia”. Hoi mot
sinh vién c6 bao nhiéu kha nang lua chon dé tai?
Pinh ly 2. (Pinh ly tong quat)
Gia str n 1a s6 nguyén duong, A, A, A ...A 14 céc tap hop hitu han. Khi d6 ta co:
a)|A UA ULUA|=[A[+|A]+ ALV, ]=12,..0i% j,ANA =¢
0)JA, ¢ A A = A< A, .. x|A,
Véi m, n 1 cac s6 nguyén duong. Tim sb anh Xa tir tip A ¢6 m phan tir dén tap B

c6 n phan ti.
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Giai

Gia su

bat

:|F|=|B>< Bx...x B|:|B|NI =n"

Vay sb anh xa tir tap A ¢ m phan ti dén tap B c6 n phan tir1a n™.

Luyén tap 2.

Ghi nhan cho chiéc ghé trong hoi truong bang mot chir cai va mot sé nguyén
duong khéng vuot qua 100. Hoi ¢6 bao nhiéu chiéc ghé duoc ghi nhan?

2. Cac nguyén ly dém co ban

1.1. Nguyén ly cong:

Gia sit mot cong viéc duge phan thanh n truong hop riéng biét: truong hop 1 ¢o
m, cach thuc hién, truong hop 2 c6 m, cach thuc hién, ..., truong hop n c6 m,
cach thuc hién. Khi d6 sé cach thuc hién céng viéc la: m +m, +...+m_.

Chuy

Nguyén Iy céng cé thé phat biéu dudi dang ngdn ngir tap hop nhu sau: Cho
A, A,,... A 1acac tap hop roi nhau, tacéd |A U A, U..UA|=|A|+|A|+..+|A).
Vi du 3.

Cho tap hop A {1, 2, 3}. Hoi c06 bao nhiéu cach chon ra mét tap con B cua A.

Giai

Pé chon ra mot tap con B ciia A ta xét cac trudng hop sau:

+ Truong hop 1: Chon tap B khéng chira phan tir nao ca: ¢ 1 cach chon B = &,
+ Truong hop 2: Chon tap B chita mot phan ta: ¢6 3 cach chon ( B ={1}, B = {2},
B={3}).

+ Trudng hop 3: Chon tap B chira 2 phan tir: ¢6 3 cach chon: (B = {1, 2}, B = {1,
3}, B={2, 3}).

+ Truong hop 4: Chon tap B chira 3 phan tir : ¢ 1 cach chon (B =A).
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Vay theo nguyén ly cong, ta c6 tit ca 1 +3 +3 +1 = 8 cach chon tap con B.

Luyén tap 3.

Mot sinh vién c6 thé chon bai thuc hanh trén may tinh tir 4 danh sach. Danh séch
tha nhat ¢ 23 bai thuc hanh; danh sach thi 2 c6 19 bai thuc hanh; danh sach thi
3 ¢6 15 bai thuc hanh; danh sach thr 4 c6 20 bai thuc hanh. Biét cac bai thuc hanh
trong cac danh sach la khac nhau. Hoi cé bao nhiéu cach chon bai thuc hanh trén
may tinh?

1.2. Nguyén ly nhan

Gia str mot céng viéc dugc thuc hién qua n budc lién tiép: buéc 1 ¢cd m, cach thyc
hién, bugc 2 ¢c6 m, cach thuc hién, ..., bugc n c6 M. cach thuc hién. Khi d6 sd
cachchon thuc hién cong viéc la m.m,...m, .

Cha y. Nguyén ly nhan c6 thé phéat biéu dudi dang ngdn ngit tip hop nhu sau:
Cho A, 4,,...,A lacéc tap hgp hiru han, ta c6

A A x A=A X[ A x. A
Vi du 4.
C6 bao nhiéu ddy nhi phan c6 do dai bang 7?
Giail.
MJdi mét trong 7 bit cua day nhi phan c6 thé chon bang 2 cach (Vi mdi bit bang 0
hogc bang 1). Theo nguyén Iy nhan ¢ 2° = 128 day nhi phan c6 do dai 7.
Luyén tap 4.
Trong mét 16p hoc gom 30 nguoi. C6 bao nhiéu cach cir mot ban dai dién Iop gom
mot 16p trudng, mot 16p phd va mét thu quy?
1.3. Nguyén ly bu truwr
Khi hai cong viéc co thé dugc 1am dodng thoi, dé tinh sé cach thuc hién cong viéc,
ta tinh s& cach lam mdi mét trong hai viéc rdi trir di s6 cach lam dong thoi ca hai
Viéc.
1.4. Binh Ii (Nguyén ly bu trir)
Giasr A,A,...... A lacéc tap hop hitu han. Khi do6 :

Trang 35



AUAULUAI=Y A=+ Y [AnANA]— () ANANLAA]

I<i<n I<i< j<k<n

Ap dung dinh Ii trén véi :
Hai tap hop AL A, taco: |A U A|=[Al+|A[-|ANA
Batap hop A, A, A, taco:
(A A UA[=A+ A+ A[-[ANA[-[ANA[-|ANA+HANANA|
Vidub5.
C6 bao nhiéu ddy nhi phan d6 dai 8 bit hodc duoc bat dau bang bit 1 hoic két thic
bing hai bit 00 ?
Giai
+ Viéc thi nhét, xay dung day nhi phan d6 dai 8 bit dugc bt dau bang bit 1: c6 2’
(vi bit dau chi c6 thé chon bang mot cach, méi mot trong 7 bit sau cé thé chon
bang 2 céach)
+Viéc tha hai, xdy dung ddy nhi phan do dai 8 két thic bang hai bit 00: cd
2° = 64 cach.
+ C6 thé 1am ca hai viéc dong thoi, xay dung day nhi phan d6 dai 8 bit duoc bit
dau bang bit 1 va két thac bang hai bit 00: c6 2° = 32 c4ch.
Két luan: S6 day nhi phan thoa man yéu cau la :

128 +64 - 32 = 160.
Luyén tap 5.
Trong mét 16p hoc ¢é 180 sinh vién. Trong s6 nay c6 55 sinh vién chon mén Anh
van, 45 sinh vién chon mén Phap van va 15 sinh vién chon ca Anh van va Phap
van. Hoi ¢6 bao nhiéu sinh vién khéng theo hoc Anh van ciing khong theo hoc

Phap van ?

Bai 5. Nguyén 1y chudng bo ciu.
Hoan vi, to hop va chinh hop:
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+ Dinh nghia va cong thirc.

+ Cong thirc nhi thirc Newton.

+ H¢é s6 to hop.
2.4. Nguyén Iy Dirichlet (nguyén 1y chudng bd ciu)
Nguyén ly Dirichlet 1
Nguyén 1y nay duoc phat trién tir mét ménh dé rat don gian goi 1a nguyén ly
“chudng chim bd ciu”. Gia st c6 mot dan chim bo cau bay vao chudng. Néu sé
chim nhiéu hon sb ngan (cira) chudng thi chac chan cé it nhat mot ngan (cta) cé
nhiéu hon mét con chim bay vao.
Vidul.
Trong sé 367 nguoi bat ky bao gio cling tim duogc it nhat 2 ngudi ¢d ngay sinh
nhat gidng nhau.
Giai
Do mot nim chi c6 366 ngay thang sinh khac nhau, ké ca ngay 29 thang 2. Nén
néu khong ton tai hai ngudi ¢d ciing ngay sinh nhat thi chi c6 366 ngudi c6 ngay
sinh nhat, diéu d6 mau thuin véi gia thiét c6 367 ngudi cd ngay sinh nhat.
Luyén tap 1.
Trong Ki thi hoc sinh gioi Toan, diém bai thi dugc danh gia bo7i3mo65t sé nguyén
trong khoang tir 0 dén 100. Hoi rang it nhat phai ¢ bao nhiéu hoc sinh dy thi dé

chac chan tim duoc hai hoc sinh c6 diém két qua giéng nhau.

Nguyén ly Dirichlet tong quat 2.

Néu xép nhiéu hon n di twong vao n cai hop thi ton tai it nhat mot hop chia
khong it hon 2 ddi tuong.

Chwng minh (phan chuang).

Gia st khdng hop ndo chira nhiéu hon mot déi twong, thi chi c6 nhiéu nhat 1a n ddi
tugng duoc xép vao cac hop, diéu dé trai véi gia thiét 1a sé d6i twong 16n hon n.
Piéu mau thuin ching to rang: Phai ton tai mot hop chia khong it hon 2 ddi

tuong.
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Vidu 2.

Chung minh rang: Moi tap hop A c6 it nhat 6 phan tir cua tap
B={1,23,4,5,6,7,8,9}s&co hai trong s cac phan tir c6 tong bang 10.

Giai

Xét cé4c cira cua chudng bd cau duoc chon 1a cac tap hop con {1,9}, {2, 8}, {3, 7},
{4, 6}, {5}. Do chi cd 5 cira trong khi s chim bd cau khong it hon 6, nén c6 it
nhat 2 phan tir phan biét caa A thudc vé cing mot tap hop con trén, hay chinh xac
hon thudc vé cling mét trong bén tap hop con dau tién.

D6 1a nhitng cap co tong sé bang 10.

Luyén tap 2.1.

Trong mit phang cho 6 diém, ting cap ndi véi nhau bai cac cung mau xanh hoac
mau d6.Ching minh rang: ludén tim duoc 3 diém sao cho cac cung ndi ching c6
cung mau (chung tao thanh tam giac xanh hoac do).

Luyén tap 2.2

Xét mot co sa dir liéu c6 500 000 ban tin (record). Hoi c6 thé sir dung mét ving
(thudc tinh) véi nhiéu nhat 4 ky tu 1 cac miu ty 1am khoa chinh hay khéng? O
day mot viung duoc néi 1a mot khda chinh néu gié tri cia né xac dinh ban tin duy
nhat. (Bang ky tu c6 26 chir céi)

Giai

S6 céc tir gdm nhiéu nhat 4 mau tu lam sé cira cua chudng bo cau. Sé cira nay
dugc cho boi nguyén ly cong va nguyén ly nhan:

26* +26° +26° + 26" = 475254

Vi c6 dén 500.000 bd cau nén co it nhat hai ban tin c6 cuing gia tri cua thudc tinh,
suy ra khong thé ding thudc tinh nay lam khoa chinh dugc.

Nguyén ly Dirichlet tong quat 3

Néu dem xép n ddi twong vao k cai hop, thi it nhat mot hop chira khong it hon

n

)

[n/k] déi tugng ([n/k] 1a s6 nguyén duong nhé nhét sao cho % <

(ky hiéu[x] 1a s6 nguyén nhé nhat khong nhé hon x).
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B

Trong 100 nguoi. Hoi ¢6 it nhit bao nhiéu ngudi sinh cing mot thang?
Giai
Xép nhiing ngudi clng sinh mot thang vao mot nhom. C6 12 thang tat ca, nén cé

12 nhém. Theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhat mot nhoém c6 khong it hon:

100 .
—| = [8,3]=9 nguoi.
5| = 8:31=9 ng
Luyén tap 3.

Trong Khoa hoc may tinh, dé xur ly cac ky hiéu can phai ma héa ching bang cac
s nhi phan.Gia st mdi ky hiéu dugc ma héa bai sé nhi phan 8 bit, hay cho biét
mot bang ma cac ky nhu vay c6 thé ma hoa dugc t6i da bao nhiéu ky hiéu?
2.3. Giai tich t6 hop
2.3.1. Hoan vi
Dinh nghia
Mot hoén vi caa n phan ta 14 mot nhém cé tht ty gdm da mat n phan tir da cho.
Cong thikc: S6 cac hoan vi cia n phan tir 1a:;
P, =nl=n(n-1)(n-2)...2.1.
Vi du 4.
Thay gido mubdn tang 5 cubn sach khac nhau cho 5 hoc sinh (mdi hoc sinh chi
nhan 1 cudn). Hoi c6 bao nhiéu cach tang.
Giai
S6 cach tang sach la: P, = 5! =120 .
Luyén tap 4.
Mot thuong nhan di ban hang tai tdm thanh phd. Chi ta bat dau cudc hanh trinh

ctia minh tai mot thanh phd nao dé va co thé dén 7 thanh phé kia theo bat ky 16
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trinh ndo ma chij mudn sau dé tré vé thanh phé xuat phat. Hoi chi nay c6 thé di qua
tat ca c4c thanh phd theo bao nhiéu 16 trinh khac nhau?

2.3.2. Chinh hgp

Dinh nghia

Mot chinh hop chap k tir n phan tir (1<k <n) 1a mét bo c6 thir tw gom k phan tir
lay tir n phan tir da cho, mdi phan tir khong duoc Iy lap lai.

Pinh Ii

S6 céac chinh hop chap k cua tap n phan tu 1a:

Af = G —.k)! =n(n-1)...(n—k+1)

Dic bigtkhi k=n, A=P, =n!

Vidu5.

Mot 16p phai hoc 10 mén, mdi ngay hoc 2 mon. Hoi c6 bao nhéu céch sap xép thoi
khoa biéu trong mot ngay?

Giai

MJdi cach sap xép thoi khda biéu trong ngay 1a viéc ghép hai mén trong sé 10 mén,
cac cach nay khac nhau do c6 it nhat mot mén khac nhau hoac chi do thir tu sap
xép trudc sau gitra hai mén. Vi vay, mdi cach xép wng vai mot chinh hop chap 2
tir 10 phan ter. Do d6, s6 cach xép thoi khoa bieu la: 47 =10.9 = 90.

Luyén tap 5.

Gia str ¢6 8 van dong vién chay thi toc do cu ly 2000m. Ngudi dén dich dau tién
duoc trao huy chuong vang, ngudi dén dich tht hai duoc trao huy chwong bac,
ngudi dén dich thir ba dugc trao huy chuong dong. Héi c6 bao nhiéu céch trao huy
chuong Vang, Bac, Dong cho 8 van dong vién trén.

Chay.

Tat ca cac bai toan dém st dung chinh hop chap k déu c6 thé giai bang cach st
dung nguyén 1y nhan cho n budc, tuy nhién sir dung chinh hop thi ngan gon hon.
2.3.3.T6 hop

Dinh nghia
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Mot t6 hop chap k tir n phan tir (1<k <n) 1a mot bo gém k phéan tir khéng phan
biét thur 1 ty ldy tir n phan tir da cho, mdi phan tur khong duoc lay 13p lai. Ciing c6

thé noi, mot té hop chap k 1a tap con gdm k phan ti cua tap n phan tir da cho.
binh li

S6 t6 hop chap k caa tap n phan tir 1a: C* A

"k KI(n—k)!

Vidu 6.
Mot to gdm 8 nam va 6 nit. C6 bao nhiéu cach chon mét nhém 5 nguoi ma trong
d6 co6 dung 2 nir ?
Giai
+ S6 céach chon 2 nit trong 6 nix 14

I
cz= _i5
21.41

+ S6 céach chon 3 nam trong 8 nam Ia:

|
ci=2 _sg
31.51

Vay s6 cach chon 5 ban theo yéu cau Ia : 15.56 = 840.

Luyén tap 6.
Mot 16p hoc ¢6 20 sinh vién, trong d6 ¢6 2 can bo 16p. Hoi ¢ bao nhiéu cach cir 3
ngudi di du hoi nghi sinh vién cua trudng sao cho trong 3 ngudi d6 cé it nhat mot

can bo lop ?

Pinh li 2 (Pinh li nhi thirc)
Cho cac s6 thuc a,b vasé nguyén n>1. Taco :
(a+b)' =) Cfa"b*=a"+Cla"'b+Cla" b’ +..+C) ab" +b"  (¥)
k=0
Cong thic trén con goi la khai trién nhi thic Newton.
Hé qua.

Cho s nguyén n>1 khi dé:
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Q) CO+CI+C2+..+CM +C=2"

b) (~1)'CP + (1) Ct +(-1)"C2 +..+(-1)" C'* +(-1)'C =0.

chay.

+V& phai cua (*) ¢6 n + 1 s6 hang; sé6 mii cua a giam dan tirn dén 0, con sé mii cua b

tang dan tir 0 d&én n; tong cac sé mii ctia a va b trong mot s6 hang ludn bang n.

+S6 hang thi k + 1 trong khai trién cua (a +b)" 1a C'a" 5",

+Vi C" = C"""nén cac s6 hang & vé phai cua (*) c6 tinh doi xang.

Vidu?7.

Viét khai trién Newton cua biéu thic (3z —1)'® .Tir d6 chiing minh rang:
3°C2 —3CL +3%C2 —.. +ClE =2

Giai

Viét khai trién Newton cua biéu thac (3z —1)'°

16 16-k
(Bx-1)°=>"Ck(Bx) (~1) =C3"x*®—C}3"x* +C3“x™ —...+Cfe.

k=0
Cho x =1 ta duoc :
2% =(3-1)° =C.3"° -CL 3 +CA3" —.. .+ C¢
Luyén tap 7.
Tim hé s6 cua z'’trong khai trién:
P(x)=(2+x)°

2.3.5.Tam giac Pascal

n=1: 1 1

n=2. 1 2 1

n=3: 1 3 3 1

n=4. 1 4 6 4 1
n=5 1 5 10105 1
n=6: 1 6 1520156 1

.......................................
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Cac s6 trén lap thanh mét tam giac, goi 1a tam giac Pascal.

Hing dang thirc PASCAL.

Trong tam giac Pascal c6 hai canh duogc ghi toan bang sb 1, cac 6 con lai dugc ghi
theo hing dang thirc Pascal: C* = C*  + '

Nghia 1a gia trj cia mot 6 bang gia tri cua & ngay trén cong cho bén trai cua 6
ngay trén do.

Vidu 8.

Ching minhrang : v6i 3 <k <n tacé C' +3C"" +3C' > +C' =" ..
Giai

Taco:

CK+3CK 4+3CK2+Cht=CK+Cr?+2(CHt+Cl2)+Ch24Ch3 =
=Chi+2Ci+CiF =(Ch + el )+ (Cra+ )=

=C,., +Cs; =Cy.;(dpcm)

Luyén tap 8.

Chting minh rang voi 4 < k <n thi

C' +4C +6C 2 +4aCt 2 4O ="

n4+4 "

Bai 6. Hoan vi -chinh hop lap va to hop lap.

Néu mét phan tir ¢é thé xuat hién nhiéu 1an thi ta c6 hoan vi lap, chinh hop lap, to
hop lap.

1. Hoan vi lap.

Dinh nghia

Néu c6 n vat, dugc Xép vao n vi tri, ma trong n vat nay ta c6 n, vat giéng nhau n,,
vat giéng nhau n_, vat giéng nhau. Thi hoan vi ctia n phan ti goi Ia hoan vi lap.
Pinh i 1

— v
A 4 A ~ A hY \ X g n .
S6 cach xép ddtnvatnayvaonchola: P =

Vidul.
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Xét nhirng s6 gdm 9 chit s6, trong d6 ¢ 5 chir s6 1 va bbn chir sé con lai 14 2, 3, 4,
5. Hoi ¢6 bao nhiéu sb nhu thé néu cac chir sé duoc xép tly .

Giai

Dung 9 chit s6 gom 5 chir s6 1 va cac sb 2, 3, 4, 5. Ta hoan vi dé cé cac sé can
lap, nhung 1am nhu thé da bi lap lai 5! (vi khi hoan vi cac s6 1, ta c6 c6 sé khong
ddi)

. . — I
Vay, so cac so lap duoc chico la: P, = % =6.7.8.9 = 3024.

Luyén tap 1.

Tur cac chir s6 0, 1, 2, 3, 4, 5 ¢6 thé lap dugc bao nhiéu s6 gom 8 chit o, trong d6
chir s6 1 ¢6 mat 3 1an, con mdi s6 khac cd mat dung 1 1an.

2. Chinh hop lap

Dinh nghia

Mot chinh hep ldp chap k( k- repetitive permutation ) ciia n phan tir 14 mot bo
c6 thtr tw gdom k phan ti 1ay tir n phan ta da cho, trong d6, mdi phan tir c6 thé duoc
Iy I3p lai.

Ky hiéu sé chinh hop lip chap k cia n phan tu 1a: A_f;
Pinh 1i 2
S6 chinh hop lap chap k caa n phan tu la: A_f =n".

Vi du 2.

Hay tim s6 cac day nhi phan co d6 dai k

Giai

MJi day nhi phan c6 do dai k twong @ng 1a mét chinh hop lap chap k cia 2 phan ti
Oval.
Vay s6 céac day nhi phan c6 do dai k 1a: A_;“ = 2",

Luyén tap 2.1.
Pé dang ky mot loai may méi, ngudi ta dung 3 chir sé trong 9 chirsé : 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9. Hoi c6 thé danh sé duoc bao nhiéu may?

Luyén tap 2.2.
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Vi 6 chir s6 1, 2, 3,4,5, 6 ¢6 thé lap duoc bao nhiéu sé gdm 7 chit s6 trong d6 chi
s6 6 c6 mat hai lan, cac chit s con lai c6 mat ding mot 1an?
3. T6 hop lap
Mt to6 hop ldp chap k ( k- repetitive combination) ciia n phan tir 13 mot bo
gom k phan tir khéng phan biét tha ty, méi phan tir c6 thé duoc lay lip lai tir n
phan tir d3 cho.
Pinh I 3

S6 t0 hop lap chap k tir n phan tir la: C* = C* .
Vidu 3.
C6 4 loai but bi: xanh, do, vang, tim va mdi loai c6 it nhat 6 cay but (cac bat cing
loai 14 gidng nhau). C6 bao nhiéu cach khac nhau ¢é mua 6 cy but ?
Giai
MJdi bd 6 cay dugc mua tir 4 loai bat 12 mot td hop 1ap chap 6 caa 4 phan ti.
Vay s6 cach khac nhau dé mua la: C_’f = 096 =84.
Luyén tap 3.

Tim s6 nghiém nguyén khdng am ciia phuong trinh: z, + 2, + 2, = 11.

Bai tap on tap chwong 2.
Bai 1. C6 bao nhiéu xau nhi phan d¢ dai:
a) Bangn?
b) Nho hon hoic bang n ?
Bai 2. C6 thé tao duoc bao nhiéu ham sé tir tip A c6 m phan tir vao tap B ¢ n
phan tir ?
Bai 3.Trong mot Truong Pai hoc ¢ 18 sinh vién xuat sic vé Toan va 325 sinh
vién xuat sic vé CNTT,
a) Cob bao nhiéu cach chon hai dai dién, sao cho mét la sinh vién Toan, con
ngudi Kia la sinh vién CNTT?
b) Co6 bao nhiéu cach chon mét dai dién la sinh vién Toan hoac sinh vién
CNTT ?
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Bai 4. Biét rang c6 1232 sinh vién hoc tiéng Tay Ban Nha; 879 sinh vién hoc tiéng
Phap; 114 sinh vién hoc tiéng Nga; 103 sinh vién hoc ca Tay Ban Nha va Phép; 23
sinh vién hoc ca Tay Ban Nha va Nga; 14 sinh vién hoc ca Phap va Nga. Néu tat
ca 2092 sinh vién déu theo hoc it nhat mét ngoai ngit thi c6 bao nhiéu sinh vién
hoc cé ba thir tiéng?
Bai 5. Trong bat ky mot nhom 27 tir tiéng Anh nao, it nhit ciing ¢ 2 tir bt dau
bang cling mot chit cai ?
Bai 6. Chung t6 rang, trong bat ky mot tap hop gom 6 16p hoc nao ciling ¢o it
nhat hai 16p gap nhau cling mét ngay, biét mot tuan hoc tir thir 2 dén tha 6.
Bai 7. C6 100 vé danh s6 tir 1 dén 100 dugc ban cho 100 nguoi khac nhau. Nguoi
ta s& trao 4 giai thuong ké ca giai doc dac. Hoi :

a) Co bao nhiéu cach trao thudng?

b) C6 bao nhiéu cach trao thudng néu ngudi gitr vé 47 tring giai doc dac?
Bai 8. Mot cau lac bo ¢ 25 thanh vién.

a) Co bao nhiéu cach chon 4 thanh vién vao uy ban thuong truc?

b) Co6 bao nhiéu cach chon chu tich, pho chu tich, thu ky va tha quy?
Bai 9. Tim hé sb cua z° trong khai trién cua (2 — z)".

10199

Bai 10. Tim hé s6 cua 2'"'y™ trong khai trién cia (2z — 3y)*".
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Chuwong 3. QUAN HE

Bai 7. 1).Quan hé trén céc tap hop: + Quan hé hai ngbi trén mét tap
hep:+ Céc tinh chat: Phan xa, d6i xiéng, phan xing, va truyén.

2).Biéu dién quan hé: + Néu ndi dung quan hé; + Liét ké tap
hep;

+ Dung ma tran.
1. Quan hé trén cac tap hop.
1.1. Quan hé¢ hai ngoi trén mét tap hop.
Dinh nghia 1

Cho hai tap hop A, B khéc rdng. Mét tap con R cua tich Bé-cac AxB duogc
goi la mot quan hé hai ngdi (binary relation) R tr tap A vao tap B. Nhu vay, cho
quan hé hai ngdi tir A vao B, tirc lacho & C Ax B.

Mot quan hé hai ngdi tir A vao A dugc goi la mot quan hé hai ngoi trén A,

Néu (a,b) e R ta viét aRb, nguoc lai (a,b) 2N ta viét aRb.
Chay. Mot nh xa f tir A dén B ciing 1a mot quan hé, tuy nhién diéu nguoc lai khéng
dang. No6i cach khac, anh xa 1a trueong hop dac biét cia quan hé
Vidul
Cho A = {1, 2, 3,4} va B = {3, 5}. Chttng minh rang: Quan hé¢ R = {(1, 4), (1, 5), (3,
3), (3, 5)} 1a mot quan hé hai ngdi tir A vao B.
Giai
Quan hé R ={(1, 4), (1, 5), (3, 3), (3, 5)} la mot quan h¢ hai ngdi tir A vao B,
ViRCAxB.
Luyéntap 1
Chung to rang: cac quan hé sau 1a cac quan hé hai ngdi trén tap hop cac sé nguyén Z:

R, = (a,b)[a<b ;
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— (ab)|a>b ;

R
R, = (ab)|a=bVva=—b ;
R = (ab)|a=b ;
R

= (a,b)|a=b+1;

R — (a,b)]a+b<3 .
Dinh nghia 2
Mot quan hé n- ngdi (n- ary relation) gitra cac tap hop A, A, A,,..., A, la mot tap con
R cuatich Descartes A x A, x A, x...x A, .
Cac tap A, A, A,,..., A, duoc goi la mién xdc dinh, sé n la bac va (a,,a,,...,a,) R 1a
bo n- toa d6 (n- thanh phan) caa quan hé.
Vidu 2. Cho tap R = {(2,4,2) | z,5,2 € N,2° +3° = 2°} 1a mot quan hé 3-ngdi trén
tap c4c s6 tu nhién. Xac dinh mot cap phan ti cua R.
Giai
Theo bai ra: Tap R = {(z,9,2) | 7,9,2 € N,2° +4° = 2°} la mot quan hé 3-ngdi trén
tap cac so ty nhién. Co thé thay: (3,4,5) € N, 3> + 4> =57 .

(6,8,10) € N,6> + 8> = 10°

Luyén tap 2
Gia sit A, N, S, D, T lan luot la céc tap hop biéu dién tén cac hang hang khong, sb
chuyén bay, cac diém di, diém dén va thoi gian xuat phat cac chuyén bay, thi mot tap
con cac bo 5 phan tir (&, n, s, d, t) cia Ax N xS x D x T la mot quan hé 5-ngbi biéu
dién cac chuyén bay. Hay xac dinh mot phan tir ciia quan hé nay.
1.2. Céc tinh chat ciia quan hé hai ngoi
1.2.1. Quan hé phan xa
Dinh nghia
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Mot quan hé hai ngdi R trén tap hop A duoc goi la c6 tinh phan xa (reflexive) néu
Va € A= aRa.
Vidu 3
Quan hé “ =" trén tap hop s6 bat ky 1a c6 tinh phan xa vi moi s6 déu bang chinh no.
Luyén tap 3.
Cho tap A = {1, 2, 3, 4}, va cac quan hé¢ hai ng6i sau:

R, ={11) 12),14),(22)(2:2) 33)(42) (4)}

R, ={11).1,2),(21),(2.2).(3.4),(4,1),(4,4).
Chtrng minh rang: Quan hé Jt, c6 tinh phan xa; con quan hé &, khong cé tinh phan
Xa.
1.2.2. Quan hé déi xirng
Dinh nghia
Mot quan hé hai ngbi ® trén tap hop A duoc goi 13 ¢6 tinh dbi xang (symmetric) néu
Va,b € A& aRb = bRa.
Vidu4
Chung minh rang: Quan hé ® ={(1, 2), 2, 1), (2,2), 1, 3), (3, 1)} trén tap A = {1, 2,
3,4} 1a d6i xang.
Giai
Quanhé ® ={(1,2), (2,1), (2,2), 1,3), (3, D} trén tap A = {1, 2, 3,4} 1a ddi xtng.
Vi Va,b € A (a,b) € R = (b,a) € R.
Luyén tap 4. Chang minh rang: Quan hé "<" trén céc tap s6 N, Z, Q, R khéng ¢ tinh
d6i xtng.
1.2.3. Quan hé phan déi xirng
Dinh nghia
Mot quan hé hai ngdi R trén tap hop A duoc goi 1a c6 tinh phan ddi xung

(antisymmetric) néu Va,b € A,aRb & bRa = a =b.

Trang 4



Vi du 5. Ching minh rang: Quan hé "S" trén cac tap hop trong mot vii tru U [a phan
i xing.

Giai

Quan hé “C” trén cac tap hop trong mot vil tru U 1a phan d6i xang, vi vai hai tap hop
ABCUACB&BRA= A=B.

Luyén tap 5. Chang minh rang: Quan hé ® = {(1, 2), (2, 1), (2, 2), 1, 3), (3, 1)} trén
tap A = {1, 2, 3,4} khdng c6 tinh phan di xang.

1.2.4. Quan hé bic ciu

Dinh nghia

Mot quan hé hai ngdi R trén tap hop A duoc goi 1a co tinh bac cau (transitive) néu
Va,b,c e A jaRb &bRc = aic

Vi du 6. Chiing minh rang: Quan hé ® = {(1, 1), (2, 3), (3, 4), (2, 4)} tréntap A =
{1, 2, 3, 4} c6 tinh bac cau.

Giai

Quan hé ® ={(1, 1), (2, 3), (3,4), (2, 4} tréntap A = {1, 2, 3,4} c0 tinh bac cau vi
khi co (2,3),(3,4) € R thiciling c6 (2,4) € R.

Luyén tap 6. Chtrng minh rang: Quan hé “< ” trén céc tap sé N, Z, Q, R ¢6 tinh bic
Cau.

2. Biéu dién quan hé

2.1. Biéu dién quan hé bang cach néu cac tinh chat dic trung.

Néu tinh chat dic trung cho quan hé R, tic I tinh chéat hay tiéu chuan dé xac dinh
cac phan tu thuoc R hay khéng.

Vidu7.

Trén tap A = {1, 2, 3, 4, 5}, xét quan hé¢ ® duogc dinh nghia boi: aRb < a +b 14 sd
lé.

Vi quan hé ny ta cé: 1R2, nhung 1R3.

Luyén tap 7.
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Xét cac quan hé sau trén tap cac s6 nguyén:
R, = (a,b)[a<b ;
R = (a,b)|la=bVa=-b ;
R, = (a,b)|a=b+1;
R = (a,b)]a+b<3 .
Hoi mdi cip sau dugc chira trong cac quan hé nao & trén: (1; 1), (1; 2), (2; 1), (1; -1).
Giai
2.2. Biéu dién quan hé bang cach liét ké cac phan tir cia tap hep
Liét ké tat ca cac cap hay bo phan tir c6 quan hé ® (néu R cd it phan tu).
Vidu 8
Cho A={1,2 3 4 5} B={45,6 7}
Giasit R = {(1,4), (2, 5), (3, 6), (4, 7)}. Khi d6 R 1a mot quan hé tir A vao B.
Luyén tap 8
Chotap A={a, b, c,d}, B={m, n}.
Khi dé tap R = {(a,n),(b,m),(c,n)} C Ax B lamét quan hé tir A vao B.
2.3.Biéu dién quan hé bang cach sir dung ma tran biéu dién quan hé
Cho R 1a mot quan hé giita tap A={X,X,,...,. X} vatap B={y,,¥,,.... Y, }.
Ta c0 thé biéu dién quan h¢ duéi dang mot ma tran khong - mot M, goi 1a ma tran
quan hé nhu sau:
CAac phan tir cua A duoc sap xép theo mot trat ty nao do trén maot cot, con cac phan ti

cua B dugc sip xép theo mot trat tw nao d6 trén hang. Khi d6 M., = (mij) duoc xac
mxn

1< xRy,

dinh: m;, = —
0 < xRy,

Tanoi R duoc biéu dién boi ma tran M,,.Quan h¢ hai ngbi R va ma tran M, xac dinh

Idn nhau mot céch duy nht.
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Vidu9.ChoA={2,3,4},B={5,6,7,8va R ={(2; 6), (2; 8), (3; 6), 4; 8)}. Hay
xac dinh ma tran cua quan hé R
Giai
Biéu dién theo cot tir trén xudng 1a cac phan tir 2, 3, 4 cua tap A, Biéu didn theo hang
tir trdi qua phai 1a cac phan tir 5, 6, 7, 8 cua tap B.
Ta cd ma tran quan hé nhu sau:
0101
M,=[0 1 0 0
0 0 01
Luyén tap 9
ChoA= {a b,c,d e}, B={XY,z t}. Giast R la mdt quan hé tir A vao B:
R ={@ax), (@2, @1, by) 01 (x)(y) 1) (dx)dy)doz2), ey,
t)}. Hay xac dinh ma tran cua quan hé R.

Bai 8. Quan hé twong dwong:+ Lép twong dwong;+ Sw phan hoach
thanh cac l6p twong dwong; + Quan hé déng dw mod n.
1. Quan hé twong dwong
1.1. Cac dinh nghia
Dinh nghia 1
Mot quan hé R trén tap A duoc goi 1 phan xa (reflexive) néu: vx e A: xRXx.
Dinh nghia 2
Mot quan hé R trén tap A dugc goi la ddi xtiing (symmetric) néu:
VX, y € A: xRy = YRX.
Dinh nghia 3
Mot quan hé R trén tap A dugc goi la bac cau (transitive) néu:
VX, Y,z A XRY & YRz = xRz
Pinh nghia 4 (quan hé twong dwong)
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Mot quan hé R trén tap hop A duoc goi la quan hé twong dwong néu nd cé ca ba tinh
chat: Phan xa, d6i xang, bic cau. Nghia 1a: a

1) Tinh phan xa: ¥x e A: xRX.

2) Tinh d6i xtng: VX, Y € A: xRy = yRX.

3) Tinh bac cau: VX, y,z € A: xRy & YRz = xRz.
Vi du 1. Goi P Ia tap hop cac duong thang trong mat phang. Ching minh rang: Quan
hé song song dugc dinh nghia béi: MRN < M //N .
La quan hé twong duong
Cha y. Quan hé "L" (vudng goc) trén P khong phai 1a quan hé twong duong, vi nd
khong phan xa va bac cau.
Luyén tap 1.1. Chang minh rang: Quan hé R = {(1; 1), (2; 2), (3; 3), (2: 3), (3; 2)} 1a
quan h¢ tuong duong.
Luyén tap 1.2. Chang minh rang: Quan hé R trén Rsau la quan hé twong duong:

Ry < sinz = siny.

2. Phan hoach twong dwong
2.1. Khai niém phan hoach twong dwong

+Cho tap A = ¢ va hitu han phan ti. Ta chia tap A thanhntap con A, A,,..., A sao
cho A = UAk & ANA = ¢,i= j. Khido tanoi cac tdp A, 4,,.... A la mot phén
k=1

hoach twong duong trén tap A.

+ Nguoc lai ung véi mdi phan hoach twong dwong A, A,...,A trén tap A, ta Xac
dinh quan hé tuwong duong R trén A sinh ra phan hoach d6 nhu sau:
Va,b € A, aRb < 3A,a,b € A i€ {1,2,3,.,n} . Taching té ring quan hé R dinh
nghia nhu trén 1a quan hé twong duong trén A va R sinh ra phan hoach da cho. That
vay, ta chiing to R thoa man ba tinh chat:

+ Phin xa: V6i mdi a € A c6duy nhat A dé a € A < aRa.
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+ Do xing: Néu abe A ma aRb, suy ra cd it nhat A sao cho
abeA ie{l,23,...,n} ,wdobac i < bRa.
+ Béc cau: Gia st

a,b,c € A& aRb,bRc.

a¥fth = JA,a,b € A .

bRc = EIAj,b,c € Aj .

AimAj :gb,iij,bGAi&bEAj = A :Aj = a,c € A < a¥ic.
Vi du 2. Cho tap A = {2, 3, 4, 5 6} va phén hoach cua A Ila
A =1{2;3},A = {4}, A, = {5,6}. Hay x4c dinh quan h¢ R sinh ra phan hoach trén.
Chang té R la quan hé twong duong. Lap ma tran cia quan hé R.
Giai
Quan hé R sinh ra phan hoach trén la:

R ={(2, 2), (3,3), (2,3), 3,2), (4, 4), (55), (6, 6), (5,6), (6,5} .
Ma tran cta quan hé R la:

11000
11000
MZ*=/0 0 1 0 0
00011
000 1 1]

Hang thir nhat va hang tha hai cia ma tran sinhra A = {2,3}.
Hang tha ba cia ma tran sinhra A, = {4}.
Hang th tu va hang thir ndm cua ma tran sinhra A, = {5,6} .

Chiy. V6i mbi quan hé tuong duong R trén tap A thi nd s& sinh ra mot phan hoach
teong duong trén tdp A; va nguoc lai, véi phan hoach twong duong trén A s€ snh ra

mot quan hé tuong duong trén A.
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Luyén tap 2. Cho tap A = {1, 2, 3, 4, 5}. Trén A xac dinh quan hé¢ R nhu sau:
Va,be A:aRb < a+b=2k (k=12,...).
a) Biéu dién R bang phuong phap liét ké va ma tran.
b) Chung minh R 1a quan hé twong duong trén A.
¢) Tim phén hoach tuong duong trén A do R sinh ra.
d) Cho A ={1},A ={2,3}, A, = {4,5}. Tim quan hé trong duong S trén A ma S
sinh ra phan hoach 4,4, A, ¢ trén.
3. Lop twong duwong
Dinh nghia
Gia st R 1a mot quan hé twong duong trén A va x € A. Khi ay l6p tuong duong chua
x, ki hi¢u T hay [ ], 1a tap hop con: {y e A/ yRx}
Pinh Ii 1
Gia st R 12 mot quan hé tuong duong trén tap hop A. Khi ay:
a) Vxe Axe[x].
b) Vx,y e A xRy <[x]=[y] .
c) Néu [x]n[y]=@=[x]=[y] .

Vay quan hé twong duong R phan hoach tap hop A thanh cac 16p twong duong roi
nhau timg d6i mot. Hai phan tir c6 quan hé R thi cung thuoc mét 16p twong duong.
Hai phan tir khéng c6 quan hé R thi thuéc vé hai 16p tuwong duong rdi nhau. Mdi
phan tir trong mét 16p twong dwong déu 1a phan tir dai dién cua lép twong duong do.
Pinh i 2
Gia st R la mot quan hé tuwong duong trén tap hop A. Khi do cac 16p tuong duong
cia R s& 1ap nén maot phan hoach cua tip A. Nguoc lai, véi modi phan hoach da cho
{Aliel} cuatap A, ton tai mot quan hé twong duong R co cac tap con A la cac
|6p twong dwong cua no.

Vidu 3.

Trang 10



Xétquan hé R trén R: 2Ry < 2° — 122 = ¢* — 12y
Chung minh rang: R 1a mot quan hé tuong dwong. Hay 14p cac op tuwong duong tao
béi cac phan tir dai dién: {0;2;-5} € R.
Giai
Xét {0;2;-5} € R ta cd cac l6p tuong duong:
0= z€R[2R0 = zeR|z*—120=0 = 0:23;—2V3 .
2= z2eR|2R2 = z€R|2’—-120=-16 = 2,4 .
[5]= xeR|2R(-5) = z€R|2’-122=-65 = —5

Luyén tap 3

Chung minh rang: Quan hé R trén tap Z: mRn < m? = n’. L& quan hé tuong

duong. Xac dinh céc l6p twong duong cua ‘R.

4. Quan hé d@dng dw modulo n

4.1. Pinh nghia

Gia sir n 1a mot s6 nguyén duong, ta dinh nghia quan hé hai ngdi R trén tap hop Z

sao cho Va,b € Z, aRb < (a —0b):n thi £ la mot quan hé hai ngoi trén Z .

Quan hé nay duoc goi 1a quan hé dong du modulo n trén Z, vi khi a quan hé véi b thi

a va b chia cho n c6 ciing s6 du. Néu aRb thi ta viét a = b(modn).

Vi du 4. Ky hiéu R 1a quan hé dong du (mod 5). Chttng minh rang: 2R7.

Giai

V6i n =5 thi 2R7 vi 2- 7 chia hét cho 5, nghia 1a 2 = 7(mod 5).

Luyén tap 4. Chang minh rang: Néu sé nguyén n khong chia hét cho 3 thi
n® = 1(mod 3).

4.2. Quan hé dong dw 13 quan hé twong dwong

Bai toan. Quan h¢ déng du modulo n (n nguyén > 1) R = (a,b) | a = b(mod n)
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C6 phai 1a quan hé tuong duong trén tap cac sé nguyén khéng?
Giai
+Ya € Z tacoa-a=0chiahétchon (vi0=0.n)nén ¢ = a(modn) = R phan xa.
+Va,b € Z, gia st a = b(modn). Khi d6 a—b==Fkn, véi k€ Z . Tu d6 suy ra
b—a = —kn,Vvay b= a(modn) = R d6i xtng.
+Va,b,c € Z gia st a = b(modn) Va b = ¢(mod n). Khi dé
JkleZ:a—b=kn&b—c=Iln=a—c=kn+Iln=Ck+0n
= a = c¢(modn) =R .
Bac cau.
Vay R la mot quan hé tuong duong.
Cac hé qua
Hé qua 1. a = b(modn) = a + ¢ =b 4+ ¢(modn).
Hé qua 2. a = b(modn) = a + kn = b(modn).
Hé qua 3. ¢ = b(modn) = o™ = b"(modn).
Vidu 5. Tim sé du cua 14” chia cho 17.
Giai
14 = —3(mod 17) = 14* = (—=3)*(mod 17)
Vi (=3)" = (=3)"(=3) = (3")"(-3)
= 14% = (3°)*(—3)(mod 17).
Do 3* = 10(mod 17)
= (3’) =10°(mod 17) = —2(mod 17)
= (3)' =10"(mod 17) = 4(mod 17)
= (3’)° =10°(mod 17) = —1(mod 17),

Do (3°)*.(=3) = 3(mod 17)
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= 14% = 3(mod17).

Vay s du bang 3.

Luyén tap 5. Tim tat ca cac sd nguyén duong n dé cho s 2" 1 chia hét cho 7.

4.3. Lép twong dwong trong quan hé dong dw

Khai nié¢m

Véi neZ, quan hé ddng du (mod n) 1a mot quan hé twong duong véi n 16p dong du
(I6p twong duong) [O],[l],...,[n—l]. Cac l6p dong du nay dugc ky hiéu lan luot 14
[0] .[1], .[2],.--s[n—1] - Chiing tao thanh m&t phan hoach cua tap cac so nguyén.

Vi du 6. Xac dinh cac l6p twong duong ctia quan hé dong du (mod 3).

Giai

Quan hé¢ = (mod 3) [0], [1], c6 3 I16p twong duong:

[0]= ...;—6;—3;0;3;... ;
[1]= ..;—5—-214;... ;
2]= ..;—4;—1;2;5;... .

Chay rang: [0]=[3]=[6]=...
[1=[41=[7]=...
[2] =[-1]1=[5]=...
Nhu thé {[0], [1], [2]} 14 mot phan hoach cta Z, nghia 1a Z 14 hop cua 3 tap hop doi
mot roi nhau [0], [1], [2]-
Luyén tap 6. Cho A ={0; 1; 2; 3; 4 ; 5; 6; 9; 11; 23; 24; 39}. Xac dinh céc lop tuwong

duong ctia quan hé dong du (mod 5) trén tap A.
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Bai 9. Quan hé th tu: + Thi tw todn phan va ban phin; + Biéu do
Hasse: + Phan tir min va max; + C4c phan tir toi tiéu va toi dai

1. Quan hé thir tu:

1.1. Cac dinh nghia

Dinh nghia 1

Mot quan hé R trén tap A duoc goi la phan xa (reflexive) néu: Vx e A: xRX.

Dinh nghia 2.

Mot quan hé R trén tap hop A duoc goi la phan xting (antisymmetric) néu:

VX, Y€ A XRY & YRX=X=Y.

Dinh nghia 3

Mot quan hé R trén tap A duoc goi la biac cau (transitive) néu:

VX, Y,z A XRY & YRz = xRz

Pinh nghia 4 (Quan hé thw tw).

Mot quan hé R trén tap hop A duoc goi la quan hé thir te néu né phan xa, phan xang
va bac cau. Khi d6 ta noi A 1a mot tap hop sap thi tu (hay c6 thi ty).

Chuy

Ta thuong ki hiéu mot quan hé tha tu boi <. Cap (A,<) la mot tap hop cé thur tu.

Gia s B la mot tap hop con ctia mét tap hop c6 thir tw (A,<). Khi d6 < cam sinh
mot thtr ty trén B mot cach tu nhién: V&i x,y B, ta ndix<y trong B néux<y
trong A.

Vidul. 1. Chotap A={1, 2, 3, 4} va cac quan hé trén tap A:

R, = (21),(31),(32),(451),(4:2),(43) .

R, = (11),(1;2),(53),(1;4),(2,2),(23),(24),(3;3),(3,4),(44)

2

R, = (3;4) .

3

Chung minh rang: Cac quan hé trén c6 tinh phan xang.
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Giai

Cac quan hé trén c6 tinh phan xtmg, vi d6i voi céc quan hé da cho khong cé cap (a, b)
ndo véi a = b sao cho ca (a, b) va (b,a) déu thudc cac quan hé do.

Vi du 1.2. (R,<) la mét tap hop sap thi tu. Thir tw (<) cam sinh cac thir tu tu nhién
trén Z, Q.

Luyén tap 1.1. Ching t6 rang: Cac quan hé sau trén tap cac s6 nguyén cd tinh phan

Xung:

Luyén tap 1.2. Véi Z* (tap cac s6 nguyén duong), dit: U= acZl|aln
Trong d6 a|n c6 nghia a 1a mot wéc cua n hay n chia hét cho a.

Trén U ta dinh nghia quan hé: 2Ry < =z |y

Chting t6 rang: Quan hé R 1a quan hé thi tu trén Z™*

2. Thir tw toan phan va ban phan

Pinh nghia (thir ty toan phan va thi tw ban phan)

Xét tap hop c6 tha tu (A,<).

i) < la thtr tw toan phan (totally ordered set) néu vx,y € A:(x<y)v (Y <X)(nghia la

hai phan tir bat ky ciia A déu so sanh dugc(comparable). Hay Va,b € A,a <bVb < a

ii) < La tha tw ban phan (partial ordered set) néu 3x,y € A: (x?y)v (yzx).
Vi du 2. Chang minh rang: N, Z, Q, R véi thtr tu (<) thong thuong la nhitng tap sap

thir ti toan phan.
Giai
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N, Z, Q, R véi thir tw (<) thong thuong la nhitng tap sap tha tu toan phan, vi véi hai
séx,ybatkytadéucod: z<yVy<z .

Luyén tap 2. Chang minh rang: Quan hé thi ty wéc sd “ | ” trén tap hop cac sd
nguyén duong la quan hé thir tw bo phan.

3. Phan tir min va max

Pinh nghia (phan tir nhé nhat va phan tir 16n nhat)

Xét tap hop co thir tu (A,<).

i) a< A la phan tir nho nhat cua tap hop A, ky hiéu a=min(A), néu: Vxe A ta co:
a<Xx.

ii) be A 1a phan tir 16n nhat cua tap hop A, ki hiéu b=max(A), néu:Vxe A ta co:
X=<b.

Vidu 3. Trong tap hop cO thirty (A, <) v6i A= 2 €Z|z° <100 .

Tim phan tr nho nhat va phan tir 16n nhat cua tap A.

Giai

a = Min(A)=-9; b = max(A)=9

Luyén tap 3.

Chotaphop X={a,b,c}vad =0 X = ¢ {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c} ,
Xét tap hop co thur tu (A, <), trong d6 Vr,y € Az <y <z Cy .

Gia st B = {{a}, {a, b}, {a, c}} va C = {{a}, {c}, {a, c}}. Tim phan t& I6n nhat va
phan tir nhé nhét cua tap B va C.

4. Cac phan tir t6i tiéu va téi dai

4.1. Pinh nghia (phan tir toi tiéu va phan tir tdi dai)

Xeét tap hop 6 tha tu (A, <).

i) a € A la phan ti tdi tiéu cia A néu khdng ton tai xe A sao cho a#=Xx<a. Noi

cach khac ménh dé sau 1a dung: Vxe A, Xx<a=Xx=a.

Trang 16



i) be A 1a phan tir téi dai cua A néu khong ton tai Wxe A sao cho b< x=b. NOi
cach khac ménh dé sau 1a ding: Vxe A,b<x=b=x.
4.2.Pinh Iy 1
Trong mot tap hop sap tha ty, phan tir I6n nhat (twong ¢ng phan tir nhé nhat), néu ton
tai, 1a phan tir t6i dai (twong ung tng t6i tiéu) duy nhét.
4.3.Pinh Iy 2
Néu mat tap hop sap thi tu hitu han c6 mot phan tir toi dai (twong ung téi tieu) duy
nhat thi phan tir d6 chinh 1a phan ti 16n nhat (tuong (tng nho nhat).
Chay
Pinh ly trén s& khong con ding néu bo di diéu kién hitu han caa tap hop.
Vidu4. ChotapE={a, b,c}va A= E \ ¢ E .Tim phan tir ti tiéu va phan tir
t6i dai cua (4,C).
Giai
Phan tir t6i tieu cua (A,<) l1a: {a}, {b}, {c}.
Phan tir t6i dai cia (4,<) la: {a, b}, {a, c}, {b, c}.
Luyén tap 4. Cho A = {2; 4; 5; 6; 8; 12}. Tim céc phan tir tdi tiéu va phan tr téi dai
cua (A, |).
4.4. Pinh nghia (phan tir chin dwdi va phan tir chin trén)
Xét tap hop c6 thar tu (A,<)va B A:
) a € A 1amot chin dudi cia B néu YxeB tacod a<X.
Phan tir [6n nhat caa tap hep {/ 1a chan dudi cia B} dugc ki hiéu 1a inf(B)
ii) be A 1a mot chan trén caa B néu Wxe B tacd x<b.
Phan tir bé nhat cia tap hep {b e A/ala chan trén cua B} dugc ky hiéu sup(B).
Vidu 5. Trong (R,<), xéttap A= z € R|2* <100 . Tim sup(A) va inf(A).
Giai
sup(A) =10

Trang 17



inf(A) = -10.

Chay

Néu trong tap A ton tai phan tir maxA (twong Gmg min A) thi d6 ciing chinh 13 supA
(twong tng infA)

Luyén tap 5.

Chotaphop X={a, b,c}vad=po X = ¢ {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c} ,
Xét tap hop co thur tu (A, <), trong d6 Vo,y € Az <y <z Cy .

Gia sir B = {{a}, {a, b}, {a, c}} va C = {{a}, {c}, {a, c}}. Tim cac chan dudi, chan
trén va tim supB va infB ; supC va infC ?

5. Biéu @6 Hasse cho céc tap hiru han dwoc sap thi tu

5.1. Dinh nghia 1

Xét tap hop co thir tu (A,<) va x,y la hai phan tir bat ky cua A.

i) Néu x <y tanoiy latroi cia x hay x duoc trdi bai y.

i) y 12 troi truc tiép caa x néu y troi x va khéng ton tai mot troi z cua x sao cho
X<Z<Y&X#Z#Y.

Vi du 6. Véi thtr ty "<" théng thuong trén tap hop cac sé nguyén Z, thi 5 13 troi truc
tiép cua 4 (hay 5 13 di ngay sau 4), 100 1a troi truc tiép cua 99. Tuy nhién, 100 khong
troi tryc tiép cua 98.

Dinh nghia 2

Biéu dd Hasse ctia mot tap hitu han c6 tht ty (A,<) bao gom:

i) Mot tap hop cac diém trong mat phang twong tng 1-1 voi A, goi 1a cac dinh.

i) Mot tap hop cac cung c6 hudng ndi mot sé dinh: Hai dinh x, y duoc ndi lai boi mot
cung c¢6 hudng (tir x téi y) néu y 1a troi tryc tiép cua x.

Vi du 7. Xét tap hop sap tha tu (A]) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12}, |) V&i tht ty woc s6 |.
Hay vé biéu dd Hasse cua mot tap hitu han co thi tu (A, |).

Giai Biéu d6 Hasse cua mot tap hiru han c6 thir tu (A, |) 1a:
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Luyén tap 7.1. Xét tap hop sip the tu (E,O) = {1,2,3},C, tap hop
o E = ¢,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,2,3} gom cac tap con cua E véi quan h¢ C.
Chimng minh rang: (> E ,C) 1a tap hop co thir tu. Hay vé biéu d6 Hasse ctia mot tap

hop nay.
Luyén tap 7.2. Cho biéu 6 Hasse ctia mot tap (A, <).

d2 as

a1 as °

a
ada 6

Hay xac dinh cé&c phan ti cua tap A va quan hé thir tu “<” giita cac phan tir cua tap A.
Luyén tap 7.3. V& biéu @ Hasse cua tap A = {1; 2; 3; 4; 5} véi tht ty thong thuong.
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Bai tap Oon tap chwong 3.

Bai 1. Cho ® 14 quan hé trén tap s ty nhién Z* nguyén duong xéac dinh boi phuong
trinh 3x+4y =17. Viét R & dang liét k& va dang ma tran.

Bai 2. Cho X ={a, b, c, d, e, f} va Y = {beef, dad, ace, cab}, R la quan hé gitta X va
Y, trong d6 (z,y) € R néu x 1a mot mau ty trong tir y. Tim ma tran M biéu dién R .
Bai 3. Xét tap A = {1, 2, 3}. Trong s6 c4c quan hé dudi day, hiy cho biét quan hé nao
la phan xa, dbi xtng, phan xang, bac cau:

a) ¥ = {(1; 1), (L, 2), (1;3), 3; 3)}-

b) S={(1;1), (1;2), (2, 1), (2; 2), (3; 3)}.

o T={(11),(12),(22), (2 3)}

Bai 4. Trong s6 cac quan hé dudi day, hay cho biét quan hé nao 1a phan xa, ddi xung,
phan xung, bac cau:

a) Quan he¢ R trén Z: 2Ry < x + 1y 1a sé chan.

b) Quan hé¢ R trén Z: aRy < x + 1y 1aso lé.

¢) Quan hé R trén Z: 2Ry < x* +4* la sé chan.

d) Quan h¢ R trén R:aRy < |« =|y|.

e) Quan hé R trén R: 2Ry < sin®z +cos’y = 1.

Bai 5. Cho 3 = {(1; 1), (1; 3), (3; 1), (3; 3)}. R co phai la quan hé tuong duong trén
A ={1; 2; 3} khong ? Trén B = {1; 3}.

Bai 6. Cho A = {1; 2; 3; ...; 14; 15} va la mot quan hé trén A dugc xac dinh bai:
(a,b)R(c,d) < a+d=b+c .

Chung minh R 1a mot quan hé twong duong. Tim 16p twong duong cua (2;11).

Bai 7. Cho A={1; 2; 3; 4;5; 6} va

R ={11),(1:2),(21),(2;2), (3;3), (4 4), (4, 5), (5 4), (5 5), (6; 6)}.

a) Changto R 1a mot quan hé twong duong.

b) Tim céc 16p tuong duong [1], [2], [3].
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c) Tim phéan hoach cua A thanh cac 16p tuong duong.

Bai 8. Chitng to R 1a mot quan hé thir tu trén tap S va cho biét @6 1a thir tu toan phan
hay ban phan? Chi ra cac phan ti min, max, tdi tiéu, toi dai (néu c6) cua (S,R).

Bai 9. Cho tap hop E va mét quan hé R trén E. Chang minh ring % c6 hai tinh chat
d6i xting va phan xang khi va chi khi 2Ry © r =1 .

Bai 10. Giasu A = o E véi E = {1, 2; 3}. Trong tap A vai tha ty bao ham, hay tim

sup va inf cua tap con B C A dudi day:
a) B={{1}, {2}}.

b) B={{1} {2}, {3} {1; 2}}.

) B= ¢{1},{2},{1.2} .

d) B={{1}, {1; 2} {1; 3} {1, 2; 3}}.
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chwong 4. DAl SO BOOLE
Bai 10. Pai s6 bool nhij phan:
+ Pai s6 Bool caa cac ham Bool.
+ T don, don thirc.
+ Pon thirc toi tiéu.
+ Pa thirc.
+ Dang cbng thirc da thirc.
+ Dang néi roi
1. Pinh nghia triru tweng ciia dai sé6 Boole
1.1.Dinh nghia
Mot tap hop A= ¢ cung véi hai phép toan, ky hiéu v,A, dugc goi la

mot dai s6 Boole (Boolean algebra) néu théoa min céc tién dé sau

VX, Y,ze€ A:

a) Tinhgiao hodn: Xvy=yvX
XAY=YAX
xv(yvz)=(xvy)vz

b) Tinh két hop:
) Tinh ket hop XA(YAZ)=(XAY)AzZ

¢) Tinh phan phéi:
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d) Tinh d6ng nhat: Ton tai hai phan tt trung hoa, ky hiéu 0,1 dbi véi hai

phép todn v, A sao cho:

Xv0=x

XAl=X

e) Tinh nuét:
VXGAHQEA:
Xv x=1
XAX=0

Vi du 1. Xét tap hop M cac ménh dé véi hai phép toan tuyén v va phép
toan hoi A logic. Chting minh rang M 1a mét dai s6 Boole.

Giail.

Theo cac phép toan logic tuyén va hoi: v, A c6 tinh giao hoan, két hop
va phan bd (théa man tién dé 1, 2, 3). C4c hang logic 0 va 1 twong tng
véi cdc ménh dé hang sai va hang dung théa man: xv0=x&xAl=Xx
V&1 moi x trong M.

Cubi cung, véi moi ménh d& x trong M, c6 X=-—x, thoa man
XvX=Xv—-X=1&XAX=XA—-X=0.Nghia la vdi moi x trong M ludn
c6 phan bi X trong M. Vi vy, theo dinh nghia, M 12 mét dai s6 Boole.
Luyén tap 1. Xét tap hop g (E) gom cac tap hop con cia mot tap hop E
khac rdng. Trén g (E) ta dinh nghia hai phép toan tuyén va hoi v,
tuong @ng 1a phép hop va giao U, cac tap hop. Chang minh rang:

@ (E) 1a dai s6 Boole.
1.2. Céc luat trong dai so6 Boole

Pinh ly.
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Gia sir A 1a mot dai s6 Boole thi Vx,y e A ta co:
1. Luat théng tri.
a) xA0=0.
b) xv1=1.
2. Luat lity dang.
a) XAX=X.
b) XvX=X.
3. Luat bu kép.
X =X.
4. Luat trung hoa.
a) 1=0.
b) 0=1.
5. Luat hap thu.
a) XA(XVYy)=X.
b) Xxv(XAY)=X.
6. Luat De Morgan

a) (x/\y):ivy.
b) (Xv y):Y/\V.

1.3. Tap B={0, 1} 1a dai s6 Boole

Xet tap B = {0, 1} vai hai phép toan v, A duoc dinh nghia: Vx,y e B
a) XVy=X+y—XYy.

b) XAy=Xy.
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Ta chimg minh duoc rang tap B véi hai phép toan v, la mot dai sb
Boole.
Vi du 2. Chitng minh tinh giao hoéan:
Q) XVYy=YyVX.
b) XAy=yAX.
Chwng minh
Q) XVY=X+Y—-XYy=y+X—-YyX=YyVX.
b) XAy=Xy=yX=YyAX.
Luyén tap 2. Chitng minh tinh két hop:
a) Xv(yva)=(Xvy)vz.

b) XA(YyAZ)=(XAY)AZ.
Chu y. Pai s6 Boole dua ra cac phép todn va qui tac 1am viéc vai tap B

={0, 1} nhu sau:
1) Phan bu ciia mdt phan tir dwoc dinh nghia béi:
0=1 1=0;
2) Tong Boole, ky hiéu 1a (+) hoic OR (hoic), dugc xac dinh:
1+1=11+0=1 0+1=1 0+0=0;
3) Tich Boole, ky hiéu la (.) hoac AND (va), dugc xac dinh:
1.1=1;1.0=0; 0.1=0; 0.0=0.
Chuy
a) Ky hiéu (.) c6 thé bo di nhu cac tich dai sé thong thuong.
b) Th ty thuc hién cac phép toan Boole
+ Phép lay phan bu.
+ Phép lay tich Boole.
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+ Phép lay tong Boole.

Phép lay phan bu, iy tong va tich Boole twong (ng véi cac toan
t logic —,v, A ; trong d6 0 twong wng vai chan tri “sai”, va 1 twong ing
Vi chan tri « ding”. Cac két qua caa dai s6 Boole cd thé dugc dich truc
tiép thanh céac két qua vé ménh dé. Nguoc lai, cac két qua vé ménh dé
cling c6 thé dich thanh cac khang dinh cua dai s6 Boole.
Vidu3

Tim gid tri cua bicu thuc: 1.0+(0+1)
Giai

Ta co:

1.0+(0+1)=0+1=0+0=0
Luyén tap 3

Tinh gia tri cua biéu thuc:

(0.1)+(0+1)+1.1+1.0
Qua dinh nghia trén ta thiy cac tap hop cling véi cac phép toan kém theo
sau ddy thoa man tat ca tinh chat do:
a) Tap B ={0,1}véi cac phép toan tong Boole (OR), tich Boole (AND)
cung vaéi phep toan bu.
b) Tap hop cac dang ménh dé véi cac phép toan v, A va phép toan phu
dinh.,
c) Tap hop céc tap con cua tap hop vii tru U vai cac phep toan hop, giao

cling véi phép toan lay phan bu cua tap hop.
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Do d6, dé thiét 1ap cac két qua cho mdi mot biéu thirc Boole, cho
cac ménh dé hoac tap hop ta chi can chiang minh cac két qua cho dai s6
Boole triru tuong.

1.4. Céc luit trén dai s6 Boole B = {0, 1}
Céac phép toan “ + ” va . ” trén dai s6 Boole B = {0, 1} théa man cac
luat sau:
1. Luat thdng tri
a) x.0=0.
b) x+1=1.
2. Luat lity dang.
a) X.X=X
b) X+ Xx=X.
3. Luat ddng nhat
a) Xx+0=x.
b) x.1=x.
4. Luat bil kép
X=X
5. Luat bu don
a) x+X=1.
b) xX=0.
6. Luat hap thy.

a) X.(X+y)=x.

b) X+ X.y=X.
7. Luat giao hoan

a) X+y=Yy+X.
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b) x.y=y.X.
8. Luat két hop.
a) (X+y)+z=x+(y+2).
b) (x.y).z=x.(y.2).
9. Luat phan b
a) (x+y).z=(x2z)+(y.z).
b) xy+z=(X+2).(y+X).
10. Luat De Morgan
a) (x+Yy)=xy.
b) (x.y)=x.y.
Vi du 4. Rut gon cac biéu thuc sau:
a) r.Y.2 + 1.Y.Z;
b) x.y.z + x.y.t + x.y;
C) z.y(T + 2);

d) z +yzaz.
Giai
a) ryz+ryz = x;(z + ;) = x&.l = :z:.;;;

b) z.y.z +zyt +xy =ay(z +t +1) = zy.1 = zy;

) z.y(T +2) = x;:y +xyz = 0+ xyz = 2Y2;

d) T+ y_z; = (z.yz).x = xyz:; =0.
Luyén tap 4. RGt gon biéu thicc: A = zyz + 2yZ + 272

2. Ham Boole va biéu thitc Boole
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2.1. Cac dinh nghia
Dinh nghia 1
Xét mot tap hop c6 thir tur (4, <) va x,y 1a hai phan tir bat ky cua A
i) Néu ta n6iy Ia troi cua x hay x duoc troi boi y.
i) y 1 troi truc tiép cua x néu y troi x va khong ton tai mot troi z cua x
saocho: z <z <y&ax=z=y.
Dinh nghia 2
Gia str B 1a mot tap hop con cia tap hop sap tha tu (A4, <). Khi ay
i) + Mot phan tir ¢ € A dugc goi 1a chan trén chung cua B néu:
VbeB,b=<c
+ Mot phan tir ¢ € A duoc goi 1a chan dudi chung cia B néu:

vbeB,c<b
ii) + Phan ttr bé nhat cua tap hop {c € A/ ¢ la chan trén chung cua B},
duogc ky hiéu bai sup B.

+ Phan tir 16n nhét cia tap hop {c € A / ¢ 1a chan dudi chung cua B},
duogc ky hiéu bai inf B.
Vi du 5. Gia st B ={B,B,,....B_} la mot tap con hitu han cua o(E).
Khi y | ) B, chinh 1a supB va (B, chinh I infB.

i1 i=1

Luyén tap 5. Trén tap hop M cac dang ménh dé vai thir ty =, xét mot

tap con hitu han e = {EE,.....E }. Khidy E,VE,V...VE lasupe
va E NE,N...ANE lainfe.

Dinh nghia 3
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Trong mot dai s6 Boole A, mot trdi truc tiép cua phan tir bé nhat duoc
goi la mot nguyén tir cua A.
2.2. Ham Boole
2.2.1. Pinh nghia ham Boole
Dinh nghia 1
Cho B={0;1}. Mot anh xa
f:B">B
(X4, %o X, ) > (X0, X000, X, )
Goi 1a ham Boole bac n theo bién Xy, Xp,.., X, . Ky hiéu tap hop cac ham
Boole nbiénla F .
Chuy
a) Cac ham Boole con goi la ham logic hay hay ham nhi phan.
b) Céc bién xuat hién trong ham Boole duoc goi 1a bién Boole.
¢) M&i ham Boole duoc lién két vai mot bang cho biét sy phu thudc cua
ham Boole theo gia tri cua bién Boole, goi 1a bang chan tri cia ham
Boole.
Vi du 6. Ham Boole hai bién f(x,y) véi gia tri bang 1 khi x =1, y = 0 va

bang 0 véi moi kha ning con lai cta X,y. Hiy xac dinh bang chan tri cua

ham Boole.

Giai

Ham Boole c6 thé xac dinh bai bang chan tri sau:

X y F(x.y)
0 0 0

0 1 0
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Luyén tap 6. Cac cu tri A, A, A tham gia bo phiéu trong cuoc bau ctr c6
ng ctr vién D. Cac bién Boole tuong ung 1a Xy Xy, Xg, VOI X; =1 néu A
bau phiéu cho D; x; =0 néu A, khdng bau phiéu cho D (1< j<3).
bit: f (x,X,,%;)=1néu D triing ¢t (D duoc it nhat hai phicu).
f (X, %,,%;)=0 néu D khong triing ¢t (D dugc it hon hai phiéu).
Hay xac dinh bang chéan tri caia ham Boole.
Dinh nghia 2
Hai ham Boole f va g duoc goi 1a bang nhau, ky hiéu f = g, néu:
F (X0 X Xy ) = G (X X s X, )5 VK, X, X, € B
Dinh nghia 3

Phan bl cua ham Boole f, ky hiéu la f , duoc xéc dinh nhu sau:

T (X0 %00 %) = T (X %5, %)
Dinh nghia 4

Tong f+ g va tich Boole f.g, dugc xac dinh nhu sau:

(f+9)(X0 Xm0 X ) = F (X0 %oy X, )+ O (X0, Xg000 X))
(£.9) (X0 Xoreer X ) = F (X %oy X, )-G (X0, Xy, X, )

chay
Sé ham Boole n bién khac nhau la 2%,
2.2. 2.Biéu thirc Boole
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Pinh nghia: Céc biéu thicc Boole véi cac bién X, X,,..., X, duoc dinh
nghia mot cach d¢ quy nhu sau:

e 0,1 X, X,..., X lacac biéu thirc Boole.

e Néu E, &E, la cac biéu thuc Boole thi E;; E.E,; E, + E, ciing la

c4c biéu thuc Boole.

Chay
a) M&i biéu thic Boole biéu dién mot ham Boole. Cac gid tri ciia ham
nay nhan duoc bang cach thay 0 va 1 cho cac bién trong biéu thic do.
b) Hai biéu thiic Boole ciing biéu dién mot ham Boole thi tuong duong
véi nhau.
Vi du 7. Tim gia tri cia ham Boole duwoc biéu dién bai:
Flx,y,2) =2y +7Z.

Giai. Cac gia tri cia ham dugc cho trong bang sau:

X y z Xy z F(x,y,z)=xy+z
1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1
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Luyén tap 7.Tim gia tri cua ham Boole duoc biéu dién boi:
F(X,y,2)=Xy+X2+Yyz
2.2.3. Biéu dién cac ham Boole
Pit van dé
Cho cac gié tri cia mot ham Boole n bién x,,X,,...,x.. Lam thé nao dé
tim duoc biéu thuc Boole biéu dién ham d6?
Dinh nghia 1
a) Mot bién Boole hoic phan bd cia nd dugc goi 1a mét tir don (tuc
bién).
b) Tich Boole y,,Y,,...,y. trong d6 y. =X hodc y, = X Véi X,%,,... X, la
cac bién Boole duoc goi 1a mot tir tdi tiéu (tiéu hang).
Ghi chu
a) Tu t6i tiéu (Tiéu hang) y,,Y,,..., Y, €O gia tri 1 khi va chi khi moi
y, =1 khi va chi khi y, ={f’kh_i %=t

X,,khi x, =0
b) Tong cac tir tdi tiéu (tiéu hang) biéu dién ham Boole dugc goi 1 khai
trién tong céc tich hay dang tuyén chuan tic cua ham Boole. Ham Boole
nhu vay bang 1 tai c4c té hop cua cac gia tri cta cac bién Boole & d6 cac
tir tdi tiéu bang 1 va bang 0 tai cac gié tri khac cua bién Boole. Hon nira,
boi vi méi ham Boole twong ing véi mot bang chan tri, nén ching ta cé
thé dé dang biéu dién mot ham Boole bang mot tong cua cac tir toi tiéu

(mdi tir tdi tiéu ang véi mot to hop bién ma gia tri ham Boole bang 1
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trong bang chan tri), goi 1a dang tuyén chinh tic (normal disjunctive
form) ctia ham Boole

¢) Mot ham Boole 12 tong cua céc tir tdi tiéu chi bang 1 khi mét trong
C4c tir tdi tiéu bang 1. Nghia la v, =1,=0&2z, =2, =12,.

Vi du 8. Biét v, =z,=0&z, =2, =1,_. Viét tiéu hang c6 gia tri bang 1.
Giai

Tur toi tieu chi co gidtribdng 1 néu z, =2, = 0& 2, =2, =2, =1 1a

Luyén tap 8

Tim biéu thicc Boole biéu dién ham Boole f(x,y) xac dinh bgi bang sau:
X y f(x,y)

1 1 0

1 0 1

0 1 0

0 0 0

Dinh nghia 2

Cac nguyén tirtrong F 1a cac ham Boole chi khac 0 tai 1 diém duy nhat,
hay néi cach khéc, bang chan tri caa n6 chi c6 mot dong duy nhat & do
ham khac 0, cac ham nay dugc goi 1a cac tur toi ticu cua F .

Pinh nghia 3. Dang néi roi chinh tic caa f

Mot ham Boole bat ky f c¢d thé viét nhu 1a téng Boole cua céc tir tdi tiéu
troi boi f, va mdi tir téi tiéu nay duoc viét nhu 13 tich cua du n bién.
Cong thirc nay goi la dang ndi roi chinh tic cua f.

Pinh nghia 4. Pon thirc va cong thirc da thirc
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i) Mot don thurc 1a moét tich khac 0 cua céc tur don.

if) Mot cong thirc da thirc cua ham Boole f 14 cong thie biéu dién f duéi
dang téng Boole cua cac don thuc.

Vi du 9. Tim cac biéu thic Boole biéu dién cac ham f(x,y,z) va g(x, v,z)

Xac dinh theo bang sau:

f(x.y,2) g(x.y.2)

<
N

o| ol o o] | r| F| k| x
o| o | r| o o] r| +
o| | o r| o] r| of
o| ol o o] o] | o o©
o| o | o] o] o] | ©

Giail.

+ Biéu dién ham f: Biéu thirc Boole cua f1a f(z,y,2) = a7z.

+ Biéu dién ham g: g I tong cua hai tir tdi tiéu twong Gng véi hai dong
ctia bang co gid tri 1. Biéu thic Boole cua g 1a g(z,y,2) = 2yZ + TyZ .
Luyén tap 9. Tim khai trién tong céc tich caa ham

f(x,y,2)=(x+y)z
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Bai 11. So sanh cac cong thic ciia ham Bool:

+ Céng thirc da thirc toi tiéu.

Phwong phap biéu do Karnaugh:

+ Bang ma, té bao, té bao lén.

+ Céc ho phi tdi tiéu ciaa Kar(f) bang té bao lon.
1. So sanh cac cbng thirc caa ham Bool

1.1. Pinh nghia phép so sanh cac cong thirc cia ham Boole

Xét hai cong thuc da thirc caa ham Boole f:
f=mVvVm,Vv.vm (1)
f:Ml\/MQV...\/Mq (2)

Ta noi (1) don gian hon (2) néu ton tai moét don anh

o: 1,2,....p — 1,2..,¢g saochovdi1<i< p thisb thira so la tur

don cua m_ khong nhiéu hon s6 thira sé tir don cta m. -
Chuy

1) Néu (1) don gian hon (2) thitacéd p < q.

2) Quan hé “ don gian hon” gitra cac cong thirc da thuc caa f co tinh

phan xa va bac cau. Tuy nhién quan hé nay khdng phan xang.
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3) N6i rang (1) don gian hon (2) va (2) don gian hon (1) khi d6 ¢ Ia

song anh va ™ va M ¢ s§ thira sé 13 tir don bang nhau. Khi d6, quan
hé “ don gian hon” 1a quan hé twong duong.

4) Khi chuyén qua Iép tuong duwong thi quan hé “ don gian hon” tro
thanh mot thi ty. Tuy nhién ta ciing c6 thé khao sat truc tiép cac
quan hé chi c6 2 tinh chat phan xa va bic cau. Ta goi chiing 1a cac
quan hé tien thir tur,

5) Pdi véi cac quan hé tién tha tu, khai niém phan to téi tiéu va tbi dai
van con y nghia.

1.2. Pinh nghia cong thirc da thic ti tiéu

+ Mot cong thie da thic (F) cta ham Boole f duoc goi 12 toi tiéu néu
Véi bat ky cong thirc da thac (G) cua f “don gian hon” (F) thi (G) va (F)
“don gian nhu nhau”.

+ Do tap hop céac cong thure da thirc caa ham Boole la hiru han, mét cong
thire da thire (F) cua f s& ton tai mot cong thac da thic t6i tiéu (G) cua f
sao cho (G) don gian hon (F). Mot ham Boole c6 thé c6 nhiéu cong thac
da thirc toi tiéu.

6). Pon thic toi dai troi

Ménh dé

Trong mét cdng thirc da thuc ti tiéu, cac sb hang 1a don thic téi dai troi
bai f.
B6 dé
Néu g va h 12 hai ham Boole thi gh Vh =gV k.
Chwng minh

Trang 48



Taco: gh Vh = gh(ghVh)=gh Vh)Vh=gVh.

Dinh nghia

Coéng thirc (1) ciia ham f dwuoc goi 1a rit gon néu voi 1 <i= j < p thi
m, khong phai la uwéc that sy cua m;.

Vidul

Tim cong thir da thirc toi tiéu cia ham sau:

f=zyzVayzVayzVayz (F).
Giai

Tu F, ta duoc:

f=zyzVa(yVy)z Vzyz =

= xyz V 2Z V TyZ (F)
=xyzVayzV yz (F,)
=xyVayzVIyz (F)

= f=a(yzV 2)VIyz
f=z(lyV z)VIyz

=zyVazVIyz (F,)
=xyzVrzZVyz (F,)
=xyVayzVyz (F.)

= f=xyVzrzVyz
Cong thuc cudi cung 1a cong thirc da thic toi tiéu duy nhat nén ciing 13
cong thirc don gian nhat.
Luyén tap 1. Rt gon biéu thicc: A = z.y + 7.2 + y.2.
Pinh nghia. Mot don thire t6i dai troi boi ham Boole f duoc goi 1a mét tién

dé nguyén t6 cua f.
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Nhan xét. Bé tim cong thtrc da thuc téi tiéu cua mot ham Boole f, ta han ché
tim kiém trong s cac cdng thic da thirc ma cac sé hang 1a nhiing tién dé

nguyén té d6i mét khac nhau.
2. Cuc tiéu hda ham Boole bang phwong phap biéu dé Karnaugh
2.1. Khai niém cuc tiéu hoa ham Boole

Cuc tiéu hda ham Boolean 12 viéc t6i wu hoa s6 lwong phan tir va

s6 hang dé tao ra mot mach vai sé luong phan ti it hon.
Mdi ham Boole c6 thé biéu dién bang mot sé biéu thirc Boole tuong
duong. Van dé dit ra 12 tim mot biéu dién ham Boole don gian nhat con
goi 1a cuc tiéu hda ham Boole, nhiam ti wu hoéa cac mach logic thuc hién
ham Boole.

Bai vi mot ham Boole ludn ludn duoc biéu dién bang mot tong
cua céc tich cua cac tir don, nén ham Boole don gian nhat 14 ham Boole
duoc biéu dién bai mot tong it tich cua cac tir don nhét, dong thoi trong
mdi tich lai it tir don nhat. LGc ndy mach logic tinh toan ham Boole chira
it cong logic nhat. Pay 13 bai toan t6i wu vé tinh toan ddng thoi ti vu vé
kinh té.

Goi mdi tich cac tir don 1a mot don thirc hay mot sé hang. Ham
Boole cyc tiéu 12 ham biéu dién mét tong it sé hang nhat, mdi sé hang
chira it tir don nhat,

C6 nhiéu phuong phap cuc tiéu hdéa ham Boole. Phan nay gigi

thiéu phuong phap biéu dd Karnaugh.

2.2. Phwong phap biéu d6 Karnaugh
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Pé 1am giam sb cac sd hang trong mot biéu thirc Boole biéu dién
mot mach, ta can phai tim cac s6 hang dé t6 hop lai. C6 mot phuong
phap db thi, goi 1a biéu d6 Karnaugh, duoc dung dé tim cac sé hang to
hop duoc ddi véi cac ham Boole c6 sb bién twong ddi nho. Phuong
phép ma ta mo6 ta dudi day da dugec Maurice Karnaugh dua ra vao nam
1953. Phuong phap nay dua trén mot cong trinh truéec dé cua E.W.
Veitch. Cac biéu d6 Karnaugh cho ta mot phuong phap truc quan dé

rit gon cac khai trién tong cac tich.
2.2.1.Bang mi - té bao- té bao lém

Bang mi ctia ham Boole 13 bang xép cac phan tir theo thtr tu tir dién.
Chang han, véi ham Boole 4 bién theo cach cua Veitch va Karnaugh, c6

thé xép nhu sau:

.
+|

1010 1110 0110 0010

1011 1111 0111 0011

1001 1101 0101 0001

vl
.
-

1000 1100 0100 0000

| v ] —

O day ky hiéu x chi cot & d6 bién dau tién x lay gia tri 1, chi cot &
d6 bién x lay gia tri 0. Tuwong tu cho bién thir hai y. Céac bién tha ba va
thir tu z, t duoc gan vai cac dong. Vi du ¢ 2 dong dau bién z 13y gié tri 1
va 2 dong sau bién z lay gia tri 0. Tuong tu cho bién t. Cach biéu dién

trén cua B* rat thuan tién cho viéc biéu dién cac don thirc. That vay ta
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thdy rang 2 6 lién tiép nhau chi khac nhau mot thanh phan, vi du & &
dong 2 cot 2 va 6 & dong 2 cot 3 chi khac nhau & thanh phan dau tién:
1111 va 0111. Mat khac 6 ¢ dong 1 cot 1 va dong 1 cot 4 ciing biéu dién
2 phan tir chi khac nhau 1 thanh phan: 1010 va 0010. Ta qui udc rang
cac 6 nay ciing dugc xem nhu nhu ké nhau theo nghia rong: 2 6 duoc goi
la k& nhau theo nghia rong néu sau khi ta cudn hinh chit nhat I6n theo
chiéu doc4 bién hay theo chiéu ngang tao thanh hinh try thi 2 6 ban dau
s& tro thanh ké nhau trén hinh tru. Vi qui uéc trén thay 2 6 ké nhau
(theo nghia thong thuong hay nghia rong) khi va chi khi ching biéu dién
2 phan tir cia B* chi khac nhau 1 thanh phan.

Bay gio dé biéu dién 1 ham Boole 4 bién f, ta s& gach chéo cac 6
cta hinh chit nhat 16n tuong tng véi cac diém caa B¢ d6 f bang 1.Ta
noi hinh vé ay 1a biéu dé Karnaugh caa ham Boole f.

Vi du hinh vé& dudi day 1a biéu dd6 Karnaugh caa ham Boole:

f =xyzt v xyzt v Xyzt v Xyzt v Xyzt v Xyzt

Nhan xét rang ham Boole f chinh 13 ham dic trung cua tap hop gach

chéo trong biéu ¢6 Karnaugh.

Ménh @& 1: Vi moi ham Boole 4 bién f, g:
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a) Biéu dd Karnaugh cua ham f 13 tap hop con cua biéu dd Karnaugh
cua ham g khi va chi khi <9

b) Biéu dd Karnaugh cua ham fVv9 (twong ung T~9) 14 hop (twong
{ing giao) cua cé4c biéu d6 Karnaugh caa ham fva g.

" 1a phan bu cua biéu dd Karnaugh

¢) Biéu d6 Karnaugh cua ham
cua ham f.
1) Str dung ménh dé 1 ta c6 thé v& dugc Biéu d¢6 Karnaugh cua mot
ham Boole néu biét bang chan tri caa nd, hoac néu biét mot cong thic
biéu dién ham Boole dudi dang mét biéu thic theo cac bién va cac phép
toan: V,A,—.
2) Nguoc lai, néu biét dugc biéu d6 Karnaugh cua ham Boole f, ta c6
thé doc ngay tir d6 dang néi roi chinh tac: Cac tir toi tiéu troi boi f
chinh 13 ham dic trung caa mdi & nam trong biéu d6 Karnaugh. Hon
nita, cong thuc cho tir tdi tiéu nhu 1a tich cua 4 tir don doc duoc ngay
trén Biéu dd Karnaugh khi xem cac dong va cac cot chira 6 dang xét: Vi
du nhu tir don ng véi 6 ¢ dong 3 ¢cot 2 la zyzt vi cac dong va cot chua
onaylax,y, z vat.
3) Hai tir tdi tiéu ¢ng voi hai 6 ké nhau (theo nghia thong thuong hoic
nghia rong) chi khac nhau mot thira s6 12 tir don, nén ta c6 thé dung luat
phan bd dé dat thira sé chung trong tong Boole ciia ching va dugemot
don thic c6 3 thira s6 1a tir don.

Vi du nhu: zyztVaoyet =ayz(tVi)=axyz CO bicu dd
Karnaugh 1a mot hinh chir nhat theo nghia rong gom 2 6 lién tiép nhau
1110 va 1111.
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Ménh dé 2. Biéu d6 Karnaugh cua mot don thuc c6 dang tich cua
p(1 < p <4) tr don 1a mét hinh chit nhat (theo nghia rong) gom 277
6, ma ta goi la cac té bao.

Vi du.

Tz

|

yt yzt yat
Do ménh dé 1 vd ménh dé 2 cac tién dé nguyén tdé caa mot ham Boole 4
bién c6 biéu d6 Karnaugh 1a mot té bao téi dai nim trong biéu do
Karnaugh cta ham f, nghia 1a khong duoc bao ham thyuc su bai mot té
bao khac nam trong biéu d¢6 Karnaugh cua ham f. Ta n6i c4c té bao nay

la té bao 16N cua biéu ¢6 Karnaugh caa ham f.
2.2.2. Céc ho phii toi tiéu cia Kar(f) bang té bao Ién

Pé tim cong thirc da thic ti tiéu ctia ham f can giai quyét hai van dé:
Van dé 1. Tim tat ca cac té bao 1on nam trong biéu d6 Karnaugh cua

ham f.
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Vin dé 2.Tim mét phép phu tdi tiéu biéu do6 Karnaugh caa ham f bing
cac té bao 16N, nghia 13 mot ho té bao 16n cd hop 1a biéu dd6 Karnaugh
cua ham f sao cho khi rat b4t mot t& bao 1on trong sé d6 thi ho con lai
khdng phu kin biéu dd6 Karnaugh cua ham f.

Tir d6 ta duoc thuit toan tim cong thire da thirc téi tiéu gom 3 buéc
sau:

Buwéc 1. Chi ra tat ca cac té bao 16n caa biéu do Karnaugh cua ham f.
Sau buéc 1, ta s& phu dan biéu d6 Karnaugh bang céac té bao Ion cho
dén khi phu kin.

Budc 2. Néu ton tai mot 6 chi nam trong mot té bao 16n duy nhat, ta
chon ra té bao nay dé pha.Trong phan con lai cua biéu dd6 Karnaugh,
néu c6 mot 6 chi nam trong mot té bao 16n duy nhat, ta chon ra té bao
nay dé phu, va lp lai Budc 2 cho dén khi khéng con & nao co tinh chat
trén.

Néu cac té bao I6n chon trong bude 2 da phu kin biéu dd6 Karnaugh cua
ham f ta qua thang budc 3. Néu khong chon ra mot 6 con lai. Trong s6
cac té bao 16n chira 6 ndy ta chon ra mot té bao tuy y dé thém vao phép
phi, va ¢ tiép tuc nhu trén cho phan con lai cho dén khi pha kin biéu do
Karnaugh caa ham f.

Bwéc 3. Chon dugc mot sé té bao Ion phu kin biéu d6 Karnaugh cua
ham f. Do trong budc 2 ¢ sy lya chon tly y té bao 16n chira mot 6, ta
thudng ¢6 nhiéu hon mot phép phi. Trong sé cac phép phi nhan dugc,
loai bo cac phép pha khéng téi tiéu. Sau cung, cac phép phi con lai cho

ta mot cong thirc da thac cua f ma ta con phai so sanh chdng, loai bo
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nhitng c6ng thic c6 chira mot cdng thirc khac thuc sy don gian hon no.
Cac cong thirc con lai chinh 1a cong thirc da thic tdi tiéu phai tim.

Chuy

1) Néu Budc 2 dugc bo qua thi khdng cé sy lua chon tiy y. Trong
truong hop nay ta dugc mot phép phu duy nhat twong wng véi cong thic
da thuc téi tiéu duy nhat.

2) Dé tién xem xét, ta s& gach chéo mdi té bao 16n duoc chon cho dén
khi phan gach chéo tring voi biéu d6 Karnaugh cia ham f. Puong
nhién hai cach chon khac nhau s& dan dén hai qua trinh pha khac nhau va
cho ta hai céng thurc khac nhau.

Vi du 2. Tim phép phu va cong thirc da thuc toi tiéu caa ham f co biéu

d6 Karnaugh nhu sau:

Giai

Buwéc 1: Biéu do Karnaugh caa ham f c6 2 té bao 16n:

Xy t
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Buéc 2: O (3,1) nam duy nhat trong yz

O (1, 1) nam duy nhat trong Xy T .
Hai té bao 16n nay da phu kin biéu dd6 Karnaugh cua ham f nén ta qua
budc 3.
Buwéc 3: Ta chi co duy nhat mot phép phu ung véi cdng thic da thuc toi
tiéu duy nhat cua f:

f(x,y,z,t)=xyz+xyt

Cha y. St dung cong thirc trén dé tong hop ham Boole f bang mét
mang cac cong, ta can 4 cong AND va 1 céng OR (khéng ké cong NOT)
Luyén tap 2. Tim phép phu va cong {htrc da thuc toi tieu cua ham f co

biéu d6 Karnaugh nhu sau:

Chua y. Str dung céc cong thire nay dé tong hop ham f bang mot mang
cac cong, ta can 6 cong AND va 2 cong OR
2.2.2. Dung bi¢u d6 Karnaugh cuec tiéu hoa cac ham Boole hai bién

Ban d6 Karnaugh ctia ham Boole 2 bién 1a mét hinh ’

zy
ham Boole. N6i cach khac C6 bon hoi so cap khac 7 [ %Y

chit nhat gdm 4 6 bi€u dien 4 tir to1 ti€u cd thé co6 cua

=

=10 B
f:z: Al IR

nhau trong khai trién tong cac tich ciia mot ham Boole c6 hai bién x va y.

Mbt ban d6 Karnaugh ddi véi mot ham Boole hai bién 13 hinh chir nhét
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gdm bdn 6, trong d6 cac 6 biéu dién tir tdi tiéu (hoi so cip) c6 mit trong
khai trién dugc ghi s6 1. Hai 6 trong biéu d6 duoc goi 1a ké nhau néu céac
tir t6i tiéu (cac hoi so cAp) twong tmg voi hai 6 nay chi khac nhau mot tir
don (m6t bién). Ching han hai 6 tuong tng v6i xy va 27 1a k& nhau. Khi
két hop cac tir tdi tiéu trong hai 6 ké nhau theo phép lay tong Boole thi
duge mot tir don tuong ung voi hinh chit nhat ¢ duoc bang cach ghép
hai 6 d6. Chang han xy + 27 = x(y +7) = = 1a tir don twong tng v&i
hinh chit nhat dugc ghép tir hai 6 chia xy va zy . Ching ta sé dung
nguyén tic ndy, két hop cac bién va cac tir tdi tiéu dé duoc ham Boole
cuc tiéu trén ban d6 Karnaugh ctia né.
Pé don gian, ta ghi s6 1 vao cac 6 twong ung véi cac tich Boole trong
ham Boole va két hop cac tich twong Gng véi cac 6 chira sé 1 ké nhau dé
duoc céac tir don tuwong tng vdi cac hinh chit nhat 16m hon, tir d6 c6 dugc
ham Boole cuc tiéu.
Néu tit ca cac 6 cla biéu do Karnaugh ctia ham Boole déu ghi s6 1 thi
két qua két hop 1a ham Boole bang 1, d6 ciing 1a ham Boole cyc tiéu hoa.
Vi du 3. DUng ban d6 Karnaugh dé cuc tiéu hoa cac ham Boole sau:
a) xy + Ty . b) zy + 2y .

Giai

Ta ghi s6 1 vao 6 vuong khi hoi so cip duge biéu dién boi 6 d6 co
mit trong khai trién tong céc tich. Ba ban d6 Karnaugh dugc cho trén

hinh sau.

bl
-

Hinh 1 Hinh 2
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Viéc nhom cac hoi so cAp dugc chi ra trong hinh trén bang cach sir
dung ban d6 Karnaugh cho cac khai trién do.
Hinh 1: Nhom céc tiéu hang zy + Zy = y(z + Z) = y ta dugc: y.
Hinh 2: Khong ton tai cac 6 ké nhau, do vy ham di cyc tiéu hoa.
Vay, khai trién cyc tiéu cta tong céac tich ndy twong tng 1a:
a) vy . b) zy + 2y .
Luyén tap 3. Dung ban do Karnaugh dé cuc tiéu héa ham Boole sau:
fz,y) =2y +1y + 77 .
2.2.4. Dung biéu do Karnaugh cwe tiéu ham Boole ba bién:
Truong hop ham 3 bién, ta sir dung hinh chit nhat c6 8 6. Khi ay,

té bao, té bao Ion hoan toan tuong ty:

—

z4| 101 1111011 001

\

=41 100 | 110|010 000

)
w2
2|

Tong quat.
Biéu dd Karnaugh ctia ham Boole ba bién 12 mét hinh chit nhat dugc

chia thanh tdm 6 biéu dién 8 tir tdi tiéu c6 thé co cua ham Boole.

|
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Hai 6 dugc goi 13 ké nhau néu cac tir t6i tiéu (hoi so cap) ma chung biéu
dién chi khac nhau mot tir don (bién). Nhu vay, hai 6 twong tng véi
zyz & 27z 1a k& nhau. Tuong tu, hai 6 twong Ung voi ZTyz & Tyz cling
ké nhau. Nhu vdy, chiing ta ciing c6 thé coi biéu d6 Karnaugh ctia ham
Boole 3 bién 13 mot hinh try tron véi 8 6 tao thanh mat xung quanh biéu
dién 8 tir toi tiéu co6 thé c6 ctia ham Boole.

Khi két hop céc tir t6i tiéu trong hai 6 ké nhau theo phép lay tong Boole
thi duoc mot tich hai tir don tuong tng voi hinh chir nhat c¢6 duge bang
cach ghép hai 6 d6. Chang han, Zyz + Tyz= Z(y + ) = 2z la tich hai

tor don tuong Umg vai hinh chir nhat duoc

ghép tur hai 6 chira zyz & 79z .

Mot cach khai quat, khi chung ta két hop

&l

cac tr toi tiéu trong mot hinh chir nhat Tr = Tyr + 77

gém 1 6, 2 6 hodc 4 6 bang phép iy tong

Boole thi duoc mot tich gém 3, 2 hoac 1

tir don. Mot hinh chit nhat gobm 1 6, 2 6

=]

hodc 4 6 trén biéu dd Karnaugh cua ham TZ=aJz+T7Z

Boole dugc goi 1a mot khdi va tuong Ung y: Yz ¥z Tz

biéu dién mét tich 3, 2 hodc 1 tir don. =

1|

Khoi gom toan by 8 6 bi€u dién ham

Boole bang 1 v6i moi x, y, z. Hinh sau

biéu dien mot s6 khdi tng voi tich cac tir

don trén biéu d6 Karnaugh cia ham 7

Boole ba bién. T =
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Nhu vay, néu mot ham Boole chi dugc biéu dién béi mot khdi trén biéu
d6 Karnaugh cua n6 thi khéi cang 16n ham Boole cang don gian.

Chung ta s& 4p dung nguyén 1y nay dé xac dinh cac khdi 1on nhat
c6 thé c6 trong biéu dd cia ham Boole ba bién va t6 hop cac khdi nay dé
dugc ham Boole cuc tiéu.

Pé tim ham Boole cuc tiéu ta thuc hién cac budc sau:

Buée 1. Ghi s6 1 vao cac 6 trong cac khoi trén biéu d6 Karnaugh
tuong g vai cac tich Boole trong ham Boole.

Buéc 2. Tim tat ca cac khoi 16n nhét bao gom céc 6 chira so 1.

Buée 3. Xac dinh ham Boole cuc tiéu bang cach lay tong cac tich
tuong voi cac khoi 16n nhat pho kin cac 6 chaa sb 1 trén biéu d6
Karnaugh cua no.

Cha y. Mot khdi bao gém cac 6 chira s6 1 dugce goi 1a 16n nhat
néu nod khong bi chira trong bat ky mot khbi nao bao gdm céc sb 1 khéc.

Vi du 4: Ding ban d¢6 Karnaugh ba bién cyc tiéu hoa cac ham Boole

sau:
a) f(z,y,2) = xyz + 1Yz + Tyz +TYZ .
b) f(x,y,2) = 2yz + 2yZz + Tyz +Tyz +TYZ .
Giail.
Ban d6 Karnaugh cho nhitng khai trién tong cac tich nay duoc cho trong
hinh sau:
a). yz yz yZ yz
. 1T | 1
T 1 1
Hinh 1
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b). yz yz yz yz

1!
—
H
H

Hinh 2.
C6 hai khdi 16n nhit twong tmg vé6i cac tich Boole biéu dién nhu hinh 3

va hinh 4.

yz Yz vz yz yz Yz vz yz

s x 1 1

T 1 1 z 1 1
Hinh 3 Hinh 4

Viéc nhom thanh cac khéi cho thy rang cac khai trién cyc tiéu thanh cac
tong Boole cua cac tich Boole 1a:

a) f(z,y,2) =1z + Yz + Tyz; b) f(x,y,2) =y + 2.
Luyén tip 4. Dung ban d6 Karnaugh cuc tiéu héa ham Boole sau:

f(z,y,2) = zyz + 1Yz + Y2 + TYZ + Tyz +TYz +TYZ .

2.2.5.Dung biéu d6 Karnaugh cwe tiéu héa ham Boole bon bién:

Ban do Karnaugh cua ham Boole bon bién 12 mét hinh chit nhat
dugc chia 1am 16 6. Cac 6 nay biéu dién 16 tir tdi tiéu (hdi so cap) co

duoc. Mot trong nhimg cach 1ap ban d6 Karnaugh bén bién duge cho

trong hinh dudi . __ _ day.
Tt xyzt xyzt xyzt Tyt
yz Tyt TYZt TYZt Tyt
Tt Tyzt TYyz L Tyzt Tyt
2 Tyt Tyzt TYZt Tyt




Hai 6 duoc goi 1a k& nhau néu hai tir toi tiéu (cac hoi so cip) ma
chung biéu dién chi khac nhau mét tir don (bién). Vi chang han, hai 6
twvong ung voi Tyzt & Tyzt 1a ké nhau. Tuong tu hai 6 twong mg véi
Tyzt & Tyzt cling ké nhau. Chung ta c6 thé coi biéu d6 Karnaugh cia
ham Boole 4 bién 1a mot hinh try tron véi 16 6 tao thanh mat xung quanh
biéu dién 16 tir t6i tiéu co6 thé c6 cua ham Boole.

Khi két hop cac tir toi tiéu trong hai 6 ké nhau theo phép lay tong
Boole thi dugc mot tich ba tir don tuwong g véi hinh chit nhat c6 dugc
bang cach ghép hai 6 d6. Chang han Zyzt + zyzt = Ty(z + Z)t = Tyt la
tich ba tir don tuong tng v&i hinh chit nhat dugce ghép tur hai 6 chua
zTyzt & Tyzt .

Mot cach khai quat, khi ching ta két hop céc tir téi tiéu trong mot
hinh chix nhat gdm 1 6, 2 6, 4 6 hoic 8 6 bang phép lay tong Boole thi
duoc mot tich gdm 4,3,2 hoac 1 tir don. Mét hinh chit nhat gom 1 6, 2 6,
4 6 hoic 8 6 trén biéu d6 Karnaugh ctua ham Boole duoc goi 1 mot
khdi va tuong tmg biéu dién mot tich 4, 3, 2 hodc 1 tir don. Khdi gbm
toan bd 16 6 biéu dién ham Boole béng 1 véi moi X, vy, z, t. Cac hinh sau
biéu dién mot sé khdi tng véi tich cac tir don trén biéu d6 Karnaugh

cua ham Boole bon bién.

Yz Yz vz o yz yz Yz T
at
yz
=
IL't_
Tzt = Ty2t + ay2t Tt = Ty2t +TYFt +TYZt + TPt



xt Tt

Yz Yz

Tt Tt

wt xt
1z = 1Yzt + Tyt+ wyzt + ayzt

7 = xyzt + 2y Zt+ ...+ ayzt + ayet

Tuong ty nhu khdi trong biéu do Karnaugh ciia ham Boole ba
bién, khdi trong biéu d6 Karnaugh cta ham Boole bén bién cang 16n thi
tich Boole twong trng cang don gian.

Chiing ta s& ap dung nguyén 1y nay dé xac dinh cac khdi 1én
nhat c6 thé cé trong biéu d6 cua ham Boole bon bién va té hop céc
khoi nay dé dugc ham Boole cuc tiéu.

Pé tim ham Boole cyc tiéu ta thuc hién cac budc sau:
Buwée 1. Ghi s6 1 vao cic 0 trong cac khdi trén biéu dd
Karnaugh tuong tng véi cac tich Boole trong ham Boole.
Buwéc 2. Tim tt ca cac khoi 16n nhét bao gém céc 6 chira s6 1.
Buéc 3. Xac dinh ham Boole cuc tiéu bang cach iy tong cac
tich twong vé&i cac khdi 16n nhat phu kin cac 6 chtra sé 1 trén biéu dd
Karnaugh cuia no.
Cha y. Mot khéi bao gém céc 6 chira s6 1 duge goi 1a 16n nhat

néu nd khong bi chta trong bat ky mot khdi nao bao gdm cac sd 1
khac.

Vi du 5. Cyc tiéu hoa ham Boole 4 bién sau:

Trang 64



f(x,y,2,t) = 2yzt + Tyzt + Tyzt +TY2t +ayzt + Tyzt +TYzt

Véi cac 6 chira s6 1 twong (g véi cac tich Boole cho bai hinh sau:

yz Yz gz yz
x 1
T 1 1 1
Tt 1 1
xt 1

C6 ba khdi 16n nhét twong ng vai cac tich Boole biéu dién bai hinh

Giail.
Sau.
y: Y Yz 7z y=  y= Yz yz
xT I
T 1 1 T 1 1
Tt Tt 1 1
Tt zt
Khéi lon nhat ting voi Tyt Khéi 16n nht tng voi TZ
yz Yz vz Uz
T 1
T 1
Tt 1
xt 1

Khdi 16n nhat tng véi i/ 2
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Tur céc tich Boole ing véi cac khdi 16n nhat phu biéu d6 Karnaugh cua
ham Boole £, ta ¢6 ham Boole cuc tiéu ctia ham Boole f d3 cho 1a:
Tyl +rz+yz .
Luyén tap 5. Ding biéu dd Karnaugh, cuc tiéu hoa ham Boole 4 bién
sau: f(z,y,2,t) = xyzt + xyzt + 2zt + Tyzt +Ty 2t .
2.2.6. Dung biéu d6 Karnaugh cuc tiéu héa ham Boole nim bién,
sau bién.
2.2.6.1. Ham Boole 5 bién.
Péi véi ham Boole 5 bién, ta ding 2 16p hinh chir nhat 16 6 v = 0 va 1p
g voi v = 1.dé biéu dién 32 6 ciia B’, mot 16p Gmg voi gia tri cua bién
thd 5 v=0valép ing voiv = 1.
2.2.6.2. Ham Boole 6 bién.

Dé xur 1y truong hop ham 6 bién ta s& st dung 4 16p 16 6 thay vi 2 16p.

ST
/7777
777

T

t

N
AN

7 e e

77 7

-
)

| W

Wi




Bai 12. Ham Bool cia cac mach dién: Cong thiét ké.
Mang cac cong dwa theo cbng thire da thirc toi tiéu
cua ham Bool.

1. So' @6 mach dién va sy hinh thanh ham Boole

Xét so d6 mach dién gé)m 3 ngét dién:
A

T

B C

Tuy theo cac ngit dién A, B, C dugc dong hay mé, s& c¢6 dong dién di
qua tir M dén N hay khéng.
Dé biét cac ngat dién diéu khién viéc cho dong dién di qua hay khong, ta
v& ra sopdd cho tit ca moi trudng hop. Tuy nhién diéu nay khong thé
thuc hién duge néu s ngét dién rat 16m. Vi du, néu c6 110 ngét dién sé
c6 tat cd so d6 khéac nhau.
Pé khic phuc diéu nay, ta ¢ thé lién két voi mdi ngat dién mot bién lay
gia tri 1 néu ngat dién dong va lay gia tri 0 néu ngat dién mo. Trong vi
du trén c6 ba ngat dién twong ung 3 bién a, b, c. Ngoai ra toan mach dién
con lién két véi bién d 14y gia tri 1 néu c6 dong dién di tr M dén N va
lay gia tri 0 trong trudng hop khong c6 dong dién nao di tir M dén N.
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Vi tuong Gng nhu vdy, ta c6 thé liét ké tat ca cac trudng hop trong bang

gia tri sau:

| | P Rk O O O O 9
R R o O k| R o o T
| o k| O k| O k| O o
R R R R R O o o o

Trong truong hop sé ngat dién 16n thi viée thiét 1ap cic bang gia
tr1 khong thuc té.

Dé khic phuc kho khin ndy, ta tim cong thirc cho phép biéu dién
ham d(a, b, ¢) theo cac bién a, b, ¢ nhu cac ham da thic trong truong hop
bién thyc.

Mit khac, ta thdy ring bang trén rat giéng bang chan tri cua cic
dang ménh dé, do vay, cO thé déng nhat dang ménh dé E(p, q, 1,...) v&i
bang chan tri cta nd, v6i chit y E ciing chi lay hai gia tri {0, 1}, nghia I3
E chinh Ia ham Boole da trinh bay ¢ trén.

2. Thiét ké mang cac cong l6gic
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2.1. Khai niém mach logic
Xét mot thiét bj nhu hinh trén, c6 mot sd duong vao (dan tin
hi¢u vao) va chi c6 mgt duong ra (phat tin hiéu ra). Gia sir cac tin hi¢u
VA0 X1, X, ..., Xn (ta goi 1a dAu vao hay input) ciing nhu tin hiéu ra f
(d4u ra hay output) déu chi c6 hai trang thai khac nhau, tic 13 mang
mot bit thong tin, ma ta ky hiéula 0 va 1.
Ta goi mdt thiét bi v6i cac dau vao va dau ra mang gia tr1 0, 1

nhu vay 1a mot mach 16gic.

T, flz,@,,...,x )

v

Pau ra cua mdt mach l6gic 1a mdt ham Boole f cua cac dau vao
X1, X2, ..., Xn. Ta néi mach 16gic trong hinh trén thuc hién ham f.

Cac mach logic dugc tao thanh tor mot s6 mach co s, goi la
cong 1ogic. Cac cong 16gic sau day thyc hién cac ham phu dinh, hoi va
tuyén.

2.2. Cac cong logic
1) Cong NOT: Cong NOT thyc hién ham Boole f(x) 1a phan bu cua
bién Boole x. Cong NOT con duoc goi 1a b dao (inverter). Cong chi

c6 mot dau vao. Dau ra f(x) 1a phu dinh cua dau vao x.
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0 khi z=1

J@)=T=4 i z=0 —L—>0—L—
Ching han, xau bit 100101011 qua cong NOT cho xau bit
011010100.
2) Cong AND: Cong AND thyc hién ham hoi. Dau ra f(x,y) 13 hoi (tich)
clia cac dau vao cua hai bién x va y. Pau ra 1a tich Boole ctia cac gia tri
do.
Z .9

1 khi z=9y=1 —_

=Yy = Y
flay) =2y {0 khi z=y&ax=1&y =1

Chéng han, hai xau bit 101001101 va 111010110 qua cong AND cho 101000100.
3). Cong OR: Cong OR thuc hién ham tuyén (tong). Pau ra f(x,y) la

tuyén (tong) cua cac dau vao

0 khi z=9y=0 i_E)i’
fley) =w+y = 1 khi zy=1 y

Chang han, hai xau bit 101001101 va 111010100 qua céng OR cho
111011101.

2.3. Chl y 1. Ngoai cong AND va OR véi hai dau vao, dé thuan loi
trong md hinh2 hoa cac mach logic, ching ta con cho phép cac cong

AND va OR ¢6 nhiéu dau vao nhu hinh sau:

Céac mach logic ¢6 thé dugc xay dung bang cach to hop cac cong NOT,
AND va OR nhu nhiing phﬁn co s& nham thuc hién viéc tinh toan ham

Boole bit ky.
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Vidu 1.1. Hay thiét ké mot mach t6 hop, co dau ra 1a biéu thirc Boole:
f(x,y)=Xxy+xy
Giai
Ta thay xy 1 cong AND, Z 1a bo dao va Ty 1a cong AND. Hinh v& &
hinh sauco dauvaolax,y 2y

va dau ra la: =% > 3

f(z,y) =2y +7y.

Vi du 1.2. Thiét ké mach logic thuc hién ham Boole dugc cho béi bang

1 sau:

N

f(x,y,2)
0

R R R Rk o O R o x
R o o O k| k| kRl O <
R o »r| O] k|l o o o

1
0
0
0
0
1
1

Bang 1
Giai
Duya trén gia tri cia ham f(x, y, z) duoc cho trong bang 1, ta ¢ thé xac

dinh dugc dang ndi roi chinh tic caa ham f 1a:
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f(X,y,2)=Xyz+Xyz+xyz
Mach logic thyc hién ham Boole duoc t6 hop bai cac cong logic va duoc

thé hién nhu hinh sau:

xr > .
Yz

Y

Z =

Luyén tap 1. 1. Thiét ké mach t6 hop c6 dau ra Ia biéu thicc ctia Boole

f(x,y)=xy+xy
Luyén tap 1. 2. Xay dung mot mach 16gic thuc hién ham Boole cho bai

bang sau. X y z F(x,,2)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1
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3.Cuc ti¢u hoa ham Boole va mach t6 hop
3.1.Cuec tiéu hoa ham Boole biang phwong phap bién déi dai s6
Phuong phép bién doi dai s6 dya trén dinh nghia, tinh chat cua cac phép
toan, cac luat, cac hang dang thac cua dai s6 Boole dé viét lai ham Boole
mot cach tuong duong sao cho giam duoc s céc tich Boole cunng4 nhu
cac tir don so véi ham Boole ban dau.
Vi du 2.Cyc tiéu hda ham Boole:
flz,y,2) = xyz + xyz.
Giai
Ta co:
f(x,y,2)=xyz+xyz= xz(y+§): xz.1=xz
Mach logic thuc hién ham Boole ban dau can bén cong logic trong khi

mach thue hién ham Boole dugc cyc tiéu hda chi can mét cong logic.
Bo dé 1. Néu f va g la cac ham Boole thi:
f§+g=f+g
Chwng minh.
Ap dung luat hap thy, ta co:

fg+g=fg+(fg+g)=
= f(g+g)+g =f+g
Luyén tap 2. Cuc tiéu hda ham Boole:
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f(X,Y,2)=Xyz +XyZ+XyZ+Xyz
3.2. Cuec tiéu héa ham Boole va mach t6 hop
Vi du 3.
a) Cuc tiéu hoa ham Boole sau: f(z,y,2) = zyz + 27z .
b) Thiét ké mach t6 hop ciia ham Boole f(x,y,2) = zyz + 27z ma mach
t6 hop cua dang cuc tiéu hoa caa no.
Giai
a) Taco:
f(x,y,2)=xyz+xyz = (y+§/)xz =1.X2 = Xz
b) + Mach t6 hop caa ham Boole f(z,y,2) = zyz + 27z c6 dang:

z/ —_— LYz
A

TYz + 1Yz
z —_|_> —

TYz

Nhan xét: Mach nay ding 3 cong va mot bo dao.
+ Mach t6 hop cua dang cuc tiéu hoa f(x, y, z) =xz Ia:

X ——>

B
— )

Ty

n
>

2
Nhan xét: Mach nay chi ding 1 cong

Luyén tap 3.

a) Cuc tiéu hoa ham Boole sau: f(z,y) = =7 +Z7 + Zy.

b) Thiét ké mach t6 hop cua ham Boole f(z,y) =2y +Zy + 2y va

mach t6 hop caa dang cuc tiéu hda cua no.
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BAI TAP ON TAP CHUONG 4

Bai 1. Tim gid tri cua c4c biéu thic sau

a) 1.0 b) 1+1 ¢) 0.0 d) (1+0)

Bai 2. Tim gia tri cua cac ham Boole dudi day khi cac bién x, y, z va t
lay cac giatri 1, 1,0vao.

a) Xy+X.y  b)t+Xy C) tX+y+yz d) tX+Xxy+yz
Bai 3.Tim tat ca c4c gia tri cua y va z dé céc biéu thic dudi diy ludn
lubn lay gié tri 1, biét rang x = 1.

a) Xy + Xz b) xy+2
Bai 4. Tim tich Boole cua céc bién x, y, z hodc phan b cua ching, biét
rang tich d6 ¢ gia tri 1 néu va chi néu:

a)x=0,y=12z=0; b) x=0;y=z=1.

Bai 5. Tim khai trién tong céc tich caa cac ham Boole sau:

a) f(X,y,2)=x+y+z b) g(X,y,2) =%y

Bai 6. Dung biéu ¢6 Karnaugh dé cuc tiéu hda ham Boole hai bién sau:
a).f(x,y)=xy +xy;...b).g(x, y)=xy + Xy + xy + xy
Bai 7. Dung c4c mach gém cac bo dao, cac cong AND va OR dé tao cac

dau ra sau:

a) f(z,y,2) =Ty +(Z +x). b) g(z,y,2) = Z(y + 7).
Bai 8. V& biéu d6 Karnaugh cua nhitng khai trién tong cac tich Boole
ba bién sau:

a) f(z,y,2) =2y.Z. b) 9(z,y,2) =Z.yz+ZTyz+ZTYZ.

Bai 9. Dung biéu ¢6 Karnaugh dé cyc tiéu hoa ham Boole ba bién sau:
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a) f(z,y,2) =zyz+Ty2. b) g,y 2)=1zyz+2yz + TYyz + TYZ .
Bai 10.Tim dang tuyén chuan tic cyc tiéu cua ham Boole sau bang 2
phuong phap:

flr,y,2,t) = Ty.2t +T.y.2t +xg2t +ayzt +1yzt +zy.2t.
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Chuong 5. PO THI

Bai 13.Cac khai niém co ban : + Biéu dién ma tran
ciia do thi.+ Sw dang cau ciia cac do thi.

1. 1.Pinh nghia do thi.

+ Gia st X la tap khong rdng cac phan tir nao d6 va Uc X xX, & day

U={(ab):abe X} gom cac cip (a,b) sép thir tw, m3i cap (a,b) la mot cung.

Trong trudng hop ndy bo G = <X, U > dugc goi la dé thi cé hwéng, véi X 12 tap céc
dinh, U la tap cac cung.

+ Trudng hop U :{(a,b):a,be X} gom cac cap (a,b) khdng sap tha tu, mdi cap
(a,b) goi la mét canh va trong truong hop nay bo G = <X, U> duoc goi 13 d6 thi vo
hwong, véi X la tap cac dinh, U la tap cac canh.

+Po thi G = <X, U> duogc goi 1a d6 thi hitu han néu X 12 tap hitu han.

+ Hai dinh a,be X (a=b) duoc goi 1a hai dinh ké nhau néu (a,b) 1a mot canh (mot
cung)cua do thi .

+ Hai canh (hai cung) duoc goi 1a hai canh (hai cung) ké nhau néu ching c6 mot dinh
chung.

+ Mot canh (mét cung) c6 thé bat dau va két thic tai cing mot dinh duoc goi 1a nit
hay khuyén.

+Néu cung di tir dinh a dén dinh b thi a goi 14 dinh dau, con b boi 13 dinh cudi cua
cung.

+ Néu cap dinh (a,b) c6 tir hai canh (hai cung cting huéng) thi cap (a,b) goi 1a canh
(cung) boi.

Vi du 1. Chtng to rang d6 thi hinh 1 1a d6 thi c6 huéng.
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A u
u
B D
u3
u
5 \ u6

C

Hinh 1

Gial.

Hinh 1 minh hoa d6 thi ¢6 huéng gom co:

+ Tap dinh 1a{ A, B, C, D}

+Tapcanhla Utz Usly Us g},

+ Anh xa lién két canh dinh dinh nghia nhu sau :
* Cap canh Y &Y lign két véi cap dinh (A, B).
* Canh Y lién két véi cip dinh (A, C).

* Canh Y lién két véi cap dinh (D, A).

* Canh ' lién két véi cap dinh (C, B).

*Canh Y lién két vai cap dinh (C, D)
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Luyén tap 1. Chuang to rang do thi hinh 2 1a d6 thi v huéng

A e
e e
B 2 D 7
e3
e
5 e
C
Hinh 2

1.2. Mot s6 dang do thi thwong gip.
a).Pon do thi, don dd thi c6 hwéng, da @6 thi, da do thi c6 hwéng va gia do thi.

Cho @b thj vé hwéng G = <X, U >:

1) G la do thi don (hay don do thi) khi va chi khi do thi G khong c6 khuyén, va bat ki
2 dinh nao cling dugc noi véi nhau béi khéng qua mot canh.

2) G la da do thi khi va chi khi do thi G khong c6 khuyén va trong G c6 ton mot cap
dinh phan biét duoc noi vai nhau boi nhiéu hon mét canh.

3) G la gia do thi khi va chi khi do thi G 1a da do thi c6 khuyén, Gia do thi la mot do
thi vo hudng tong quéat nhat.

Chu y. Cép dinh dwgc noi véi nhau bai nhiéu hon 1 canh, hoac nhiéu hon 1 cung (
cung chiéu ) dugc goi la canh boi (cung boi).

Cho a6 thi ¢6 hwong G = <X, U >:

4) G la don do thi c6 huréng khi va chi khi trong G doi véi mdi cip dinh khac nhau cd
khong qua mot cung noi véi nhau va co thé cé khuyén

5) G la da do thi c6 huréng khi va chi khi trong G ¢6 mot cip dinh khac nhau dugc noi
véi nhau béi nhiéu hon mot cung (cung chiéu )va co thé co khuyén.

(i=1234)

Vi du 2.Cho céc d6 thi ¢6 hudng va vo hudng G sau:
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a) . Trong cac d(*)‘thi trén , h§1y chi ra d6 thi nao 1a don dd thi? Pon db thi co hudng?
Da 306 thi ? Gia do thi? Pa do thi c6 hudng?
b) Trong céc do thi vo hudng da cho khong 1a don do thi, hdy tim tap cac canh ma
néu bo di ching sé nhan dugc do thi don.
Giai.

Gl A . G4 p . Gz h . G3 . p
a) . la @6 thi don la d6 thi don c6 hudng, la da do thi, la gia do
thi.
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G, &G, 5 s G, . .
b) . la cac do thi khong don. Trong bo di canh (a, b) va canh (d, ¢) ;
G
Trong " bo di cac khuyén (a, a) , (b, b) va bo di cac canh (a, b), (b, d) , (d, ) ta s&
nhat duoc hai do thi don mai.

L

‘ H, H i
Luyén tap 2. Cho cic mang may tinh co dang ddthi  ~, °,  .MdidinhIa

mot trung thm may tinh , canh néi hai dinh 13 duong truyén théng gitra hai trung tam
may tinh ¢ hai dinh do.

Ha:

Ho:

Has:




Ba mang may tinh trén thuoc dang do thi c6 tén 1a gi ? Y nghia caa mdi mang d6?
b).Po thi day da va dé thj k- diy du.

6). Do thi G = <X, U > la day du chi khi mdi cap dinh khac nhau c6 ding 1 canh (1
, s K,(n>1)

cung) noi véi nhau.bo thi day da n dinh ky hiéu la '
7). P thi G = <X, U > Ia k- day du khi va chi khi mdi dinh c6 dang k canh (k cung
c6 chiéu tuy y ) noi véi nhau.Doi khi do thi k-day du con goi la do thi k-chinh quy.

Vi du 3. Chuang to rang: Hinh 3 minh hoa day du do thi K5 gom 5 dinh va 10 canh.

K5

Hinh 3
Luyén tap 3. Tim s dinh cua db thi chinh quy bac 4 ¢6 10 canh. V& db thi do.

¢).Pd thi phan d6i va do thi phan déi day du.
8)P6 thi don G = <X, U > la dd thi phan do6i khi va chi khi

X2 X=X, UX,;, XN X, =0 u=(ab)eU aeX,
va VGi moi canh ta luén c¢6 dinh

. beX, o ) . G=X,uX,U>
con hoac nguoc lai.Do thi phan doéi ky hiéu la
G=<X,uX,U> ) L o oo
duoc goi la do thi phan d6i day da khi va chi
L aeX . beX . (a,b)eU pai thi 43 thi nha
khi voi mdi cap dinh " ova *  taludnco . Db khi d6 thi phan
doi ddy da  G=<X.UX,U> i Kl=nlXel=m g0 0 higy 1a Kon

Vi du 4. Changto rang : Hinh 4 minh hoa mot s6 d6 thi da va d6 thi phan d6i day
du.

9). P6 thi phan doi

o—O
K2=K1L1 -

7



K3

K4
K4

Hinh 4
Nhan xét : Cac db thi K2 va K1-1y hét nhau , con K4 c6 thé vé bang nhiéu cach
khac nhau.
Luyén tap 4.1.D6 thi phan d6i day du K2,3 sau c6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh?

K23= ? % ? %

d). Do thi phang.q DDO th;~ vo hudng G =<X, U> goi la db thi phréng néu

G =<X,U> cothé bicu dien trén mat phang sao cho cac canh cua no chi cat nhau ¢

cac dinh ma thoi. Cach vé nhu vay goi la mét biéu dien phang cua do thi G = <X, U
G

> kyhiéu  1a dd thi biéu didn phing caa dd thi G = <X, U >.

e).Po thi chu trinh don. Db thi chu trinh don n dinh ( ky hiéu Cn) 1a mot da giac
khép kin gom n dinh.

Vi du 5. Ching t6 rang : D6 thi K3 ciing chinh 1a C3

JAN
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Luyén tap 5. Cho biét céc dinh cua do thi c6 bac 1a 4, 3, 3, 2, 2. Tim s6 canh cua do
thi va v& do thi nay.
e). Po thi bu . D6 thi bu cia d6 thi don G = <X, U > ta dinh nghia 1a d6 thi
G=<X,U> U={u=(ab)labeX &(a,b)eU}

, 0 day
Céch khac:
Cho G = < X, U >, 1a mot d6 thi vo hudng don gdbm n dinh. 6 thi bl cua G, ky
hiéula G ,1ado thi:
+ CO tap dinh 1a X
+Voimoi %Y € X thicocanhciia G néix,y khi va chi khi va trong G khong
c6 canh noi X, y.

B n(n-1)

Chuyrang: Sé canh (G) +Sdcanh( G )= 2
Vidu 6. db thi bu cua db thi K2,3 1a mot d6 thi gom K2 va K3.

K2.3 K3

o——o
K2=K11

1.3. BAc ciia @6 thi- Po thi con
1.3.1. BAc ciia db thi.

. . X X Vs N \ n s n
+ Cho db thi vé huong G = < X, U> , Vi € X, ta ky hiéu m(x) la s6 cac canh thudc
dinh x va m(x) goi la bac cGa dinh x ( néu dinh x cé khuyén thi dwoc tinh 13 2), néu --
m(x) = 0 thi x dugc goi la dinh ¢d 13p va

--néu m(x) =1 thi x duoc goi la dinh treo.

Bac clia d6 thi vé hudng G = <X, U> duwogc ky hiéu 13 xeX
Vi du 7. Cho db thi v6 huéng.
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Tinh d(B), d(D)? € e
Giai. C
d(B) = 3; D(d) =4.
Luyén tap 7.1.

X&c dinh bac cua d6 thi K3,3.

K3,3

+Cho db thi c6 huéng G = <X, U>, Véi x€X [a mot dinh cua do thi. Ta ky hiéu
m*(x) 14 s céc cung vao cia dinh x, con ™ (%) 1 bac ra caa dinh x. khi d6 ta goi
m*(X)  1a bac vao cua dinh x, con ™ () 13 bac ra cua dinh x. Bac cia d thi c6

m(G)= > m*(x)+ > m(x)

huéng G=<X, U> duoc ky hiéu la xeX xex .Vai xeX
ma M ()+m (X)=0  thi ta n6i x 1a dinh co lap, con néu c6 M) =0 va
m()=1 hoge ™™®-1  va Mmoo thix duoc goi 1a dinh treo.

Cé4c tinh chat caa bac cia do thi.

Pinh Iy 1.( Binh Iy bit tay ). Cho G = < X, U> la d6 thi bét ky ( c6 huéng hodc vo
hudng ). Khi d6 ta ludn co6 bac cia G bang hai lan s6 canh ( s0 cung ) cua no:
m(G)=2U|

Hé qua. Ddi véi do thi ¢ huéng G = < X, U > ta lubn co

> m(x)=>m(x)=|U|

xeX xeX
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Dinh 1y 2. Trong mot do thi bat ky ( ¢ husng hoic vo huong ) G = < X, U>, s6 dinh
bac I¢ trong d6 thi lubn lubn la mét so6 chan.

Vi du 8. Cho d6 thi ¢6 hudng :

Tim bac cia do thi G2 va kiem tra tinh ding dan cua dinh Iy 1 va dinh ly 2.Chi ra
dinh ¢6 lap va dinh treo cua do thi trén , dong thoi kiém tra bac vao c6 bang bac ra
trong G2 khéng.

1.3.2. Po thi con.

+ Néu trong G = < X, U > ta bo di mot s6 dinh nao d6 va cac canh lién quan téi cac
dinh @6 thi phan con lai caa do thi dugc goi la do thi con cua do thi G da cho.
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+ Néu trong G = < X, U > ta bo di mot s6 canh , giit nguyén céc dinh thi phan con lai
cua d6 thi duoc goi 1a @6 thi bo phan cua do thi G da cho.

Vi du 9. Hinh sau cho 4 dd thi lién hé véi nhau:

Xéc dinh méi lién hé giita cac db thi di cho?
Giai.
Trong céc do thj trén, tat ca céc do thi G1, G2, G3 déu la do thi con cia do thi G.
Trong d6 G2 la do thi bo phan cua G, G3 la do thi con gﬁa G sinh bai tap dinh { 1, 3,
4, 5}; G1 khong phai 1a do thi b6 phén (vi khéng lay hét dinh ctia G ) va cling khong
sinh boi tap dinh {1, 2, 3, 4} vi thicu e7.

1.4. Biéu dién do thi
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1.4.1. Phwong phap hinh hec
Biéu dién d6 thi G = <X, U> dudi dang hinh hoc theo nguyén tic sau day:

+ V6i mdi xe X dit twong wng véi mot diém trén miat phang hay mot diém trong
khong gian, dong thoi ding ngay ky hiéu x dé ghi nhén cho chinh diém d6 va goi n6
1a dinh cia db thi.

+Néu u=(x,y)eU lamot canh tir dinh x dén dinh y duoc ndi véi nhau béi mot doan
thang hay mot doan cong u ma khong di qua céac dinh trung gian khac .

+ Neéu u=(x,y)eU lamét cung véi dinh dau la x va dinh cudi la y thi tir dinh dau x
dén dinh cudi y duoc ndi véi nhau bai mot doan thang hay mot doan cong co hudng
tir X dén y va khong di qua bat ky mot dinh trung gian nao khéc .

+ Néu u=(x,y)eU thi tai dinh x c6 mot khuyén. Truong hop xe X nhung
(x,x)2U hoac khdng c6 y e X nao dé (x,y)eU thi dinh x duoc goi 1a dinh co 13p.

1.4.2. Phuong phap ma tran ké

1) Truong hop G = <X, U> la do6 thi v6 huong Véi X ={X,X,,...,X,} thi do thi G c6
thé bicu dién bang ma tran vudng cap n (ky hiéu la M), ma phan tr &, & hang i cot

J duoc xac dinh nhu sau:

+ Néu cap dinh c6 d canh néi véi nhau thi % =9 khi cap dinh (X, %;) khong cé
canh nao néi véi nhau thi &, =0(i, j=1,2,...,n). Bang cach d6 ta s& nhan dugc ma
tran ké biéu dién d6 thi da cho.

Ma tran cia dd thi vo huéng 1a ma tran ddi xing, tac 1a cac phan tir d6i xang nhau

qua duong chéo chinh s& twong ung bang nhau.

2) Truong hop G = <X, U> la d6 thi c6 huong véi X ={X,X,,...,X,} thi d6 thi G c6

thé bicu dién bang ma tran vudng cap n (M&™) ma phan tir & hang i cot j cia no la &

duoc xac dinh nhu sau:
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Déi voi mdi cap dinh (X, %), tor X dén X; néu c6 d cung (ctng huéng)thi o;=d;
trong truong hop ngugc lai thi 5; =0. N6i chung ma tran biéu dién do thi c6 huéng 1a
ma tran khong ddi xang .

Chu y.Ma tran ké cta d6 thi don 1a ma tran logic.

Vi du 10.1. Cho db thi v6 huéng G, =< X ,U, > nhu hinh v& dudi day:

Giai.

Ta c6 thé biéu dién G, dudi dang ma tran doi ximg nhu sau:

X1 XZ X3 X4
(01 1 0
1 0 1 2
Mg =" @
/1 1 0 0
X,\0 2 00

4

Chu y: Bé cho gon ta viét Mg “trong (1) boi

M4><4 —

o)
o+ +— O
N B O B
o O - B
o O NN O

Vi du 10.2. V& d6 thi caa cac ma tran ké sau:
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a b c
al0 1 0]
a) M¥* =bl1 0 1|’
cl0 1 0

Gial.

a) . G 1a dd thi don c6 dang:

b) M4x4 _

Gy

s}

b10
cll

o~ o o <

— O = = O

o R O =

©

b). G’ 1a d thj don c6 huéng

Sau :

Giai.

Trang
15



Ma tran ké caa db thi c6 hudéng da cho la:

Xl XZ X3
X

011
I\/If;f’:szlO
Xx.{1 1 0

w

D6i voi ma tran ké cua db thi ta c6 dinh ly sau:

Pinh Iy 1. Néu G=<X,U > la mot do6 thi voi Mg =(a;) la ma tran kg, thi s6 céc
duong khac nhau di tir dinh x; dén dinh x; c6 do dai | bang phan tu Pij ctia ma tran tich
Chuang minh: Mg.Mg..Mg =Mg =(P,)

Quy nap theo | >1 va dua vao dinh nghia phép nhan ma tran.

Hé qua

Trong ddthiG=<X,U>taludnco:

G chira d6 dai | tir dinh x; sang dinh x; khi va chi khi M{, = @, & day 6 1a ma tran géom
toan cac phan tu 0.

1.4.3. Phuwong phap ma tran lién thudc ( ma tran lién két)

Pinh nghia 1. Néu G 1a d6 thi vo huéng, ma tran lién thudc ( hay lién két dinh canh )
cua d6 thi G, ky hiéu A(G), 1a ma tran nhi phan cap nxm duogc dinh nghia

a A=) i

A =1, neu..dinh..x
A; =0,..neu..nguoc. lai

Pinh nghia 2. Néu G 1a dd thi c6 hudng khong cd khuyén, ma tran lién thuoc cua do

thi G ky hiéu A(G), 1a ma tran n x m duogc dinh nghia 1a A~ () Vi
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A; =1 neu.canh.u;..huong..ra. khoi..dinh..x
A =-1 neu..canh..uj..huong. vao.dinh..x.,
A; =0,neu..canh.u;. khong. ke..dinh..x

Vi du 12. Cho d6 thi G nhu hinh duéi day.

A
/’ &
uz
u
B D
Us
u
5 N u6
C

Néu ta sap thu ty cac dinh cua G 1a X = {A, B, C, D} va thir tu cac canh 1a U = { ul,
u2,u3,u4, ub, ub}.

a) .Xac dinh ma tran biéu dién db thi B(G), A(G).

b) . Goi H 1a dd thi c6 dugc tir d6 thi G bang cach bo di huéng cac canh va ta sap tht
tu cac dinh, canh nhu trén. Hay 1ap cac ma tran B(H), A(H).

Giai

a) . Néu ta sip thir tu cac dinh cia G 1a X = {A, B, C, D} vatha ty cac canhla U = {
ul, u2, u 3, u4,ub, ub}, thi cac ma tran biéu dién d6 thi nhu sau:

0010 -1 -11 -1 0 0

1000 1 1.0 0 -1 0
B(G) = ,AG) =

0101 0 0 -10 1 1

1000 0 00 1 0 -1

b) .Goi H 1a d6 thi c6 dugc tir d6 thi G bang cach bo di huéng cac canh vata sap thi
tu cac dinh, canh nhu trén, thi cac ma tran B(H), A(H) biéu dién d6 thi 1 :
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0111 111100
1010 110010
B(H) = JA(H) =
1101 001011
1010 000101

Db thi da Kn ¢ ma tran k& gom hau hét cac phan tir 1, ngoai trir cac phan tir trén
duong chéo chinh c6 gia tri bang 0.

1.4. Sw dand cau giira cac do thi
1.4.1. Pinh nghia 1
Cac do thi don G,=(X,U,;)&G,=(X,,U,) la dang cau néu c6 ham song anh

f 1 X, — X, sao cho cac dinh a va b la lién ké trong G, néu va chi néu f(a) va f(b) la
lién ké trong G, véi moi a va b trong G, . Ham f goi la mét dang cau.

Nhan xét

Hai @6 thi G, va G, duoc goi la diang cu véi nhau, ky hiéu 1a G, =G, néu co thé v&
lai (bang cach doi dinh,doi canh...) sao cho hai d6 thi nay cé hinh vé& y hét nhau.

1.4.2. Pang cau dd thi vé hwéng
Cho hai d6 thi v huéng G, =(X,,U;) &G, =(X,,U,). Hai d6 thi nay duoc goi la
dang cu vaéi nhau néu ton tai hai song anh 7 & & thoa man diéu kién sau:
o yiX, —>X,&35:U, U,
Néu canh u e X, lién két véi cap dinh {a,b} = X, xét trong do thi G, thi canh
S(u) s& lién két vei cap dinh {y(a);w(b)} xét trong dd thi G, (diéu nay duoc
goi la phép tuong tng canh).

1.4.3.Pang cau cia do thi cé huong

Cho hai d6 thi ¢6 huéng G, =(X,,U,) &G, =(X,,U,) . Hai do thi nay duoc goi la
dang cau véi nhau néu ton tai hai song anh y & & thoa man diéu kién sau:
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o viX,>X,&5:U,>U,

e Néucanh ue X, lign két véi cap dinh {a,b} = X, xét trong d6 thi G, thi canh
5(u) s& lién két véi cap dinh {l//(a);l//(b)} xét trong do thi G, (diéu nay dugc
goi la phép tuong tng canh).

Vi du 13. Cho cac db thi sau:

b6 thi Gl
) %

Chung to rang G1 va K5, G2 va K3-3 la cac cap do thi dang cau.

Do thi G2

Luyén tap .1. Cho hai dd thi (G1) va (G2) nhu hinh v& duéi day.

1 Uz 2 (G2)

a
Ug €1 e
4
u2 U4 92
d
5

Trang
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a) .Hay thiét 1ap su twong tng gitta dinh, canh cua hai d6 thi dé chting to hai do
thi dang cau.

b) . Hay lap ma tran ké cua hai do thi.
Bai 14. Pwong va chu trinh--Cay.
1.5.Dwong di va chu trinh
1.5.1. Day chuyén: Mot day chuyén trong d6 thi G 1a mot day ludn phién cac dinh va
canh : XU, x,u,...X. u_,X. (X ladinh va u,la canh).
Trong d6 thi thoa man diéu kién u, lién két véi cip dinh (x,x.,) khdng phan biét tha
tu, nghia 1a :
{ui =(X,,%,,) hay u, = (x,,, %) n€u dd thi c6 huéng,
u; ={X, X, } n€u do thi vo huéng.
X X

Khi d6 ta goi  1adinh dauva  1a dinh cudi caa day chuyén.
1.5.2. Duwong di

X

m-1 “*m

Mot duong di trong G la mot day luan phién cac dinh va canh: x, u, X, U,.... X, , U

(%, 1a dinh va u, 1a canh) trong d6 thi thoa man diéu kién u, lién két vai cap dinh (x,x..,),

nghia la :

u, lién k&t véi (X, X,,,) n€u do thi c6 hudng
u; lién k&t v6i { X, X, } n€u do thi vo hudng
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Khi d6 ta goi x, 1a dinh dau va x_ 1a dinh cudi cua duong di.
1.5.3. Tinh chat « don” va “so cap”

e Tinh chét “don” cua day chuyén hay duong di yéu cau khéng cé canh ndo xuat
hién 2 lan trong day chuyén hay duong di.
e Tinh chét “so cip” (hay ciing goi 1 “thtr cip™) yéu cau khong co dinh ndo xuit
hién hai lan.
1.5.4. Chu trinh va mach

+ Mot chu trinh trong d@é thij 1a mot day chuyén don ma c6 dinh dau tring dinh cudi,
tac 1a day chuyén co dang:

Xl ul X2 u2"" mel Um71 Xm um Xl
Sao cho cac canh u,,u,,us,....u, déi mét khac nhau.

+ Mot mach trong dd thi 1a mot duong di don ma c6 dinh dau trung dinh cubi, tuc 1a
duong di c6 dang :

X, Uy X, Upeon X U XU X
Sao cho cac canh u,,u,,us,,....u déi mét khac nhau.

+ DAy chuyén so cap la day chuyén khong cé dinh 1ap lai.
+ Puong di so cap 13 dudng di khong c6 dinh l3p lai.

+Chu trinh so cap 13 chu trinh khong c6 dinh ldp lai (ngoai trir dinh dau va dinh
cudi).

+ Mach so cap 12 mach khong c6 dinh lap lai (ngoai trir dinh dau va dinh cudi)

Ghi chu.

Trong d6 thi v huéng thi :

Hai khai niém day chuyén va duong di 1a ddng nhat ; chu trinh va mach la dong nhat.

Do d6 trong chung ta ding thuat ngir duong di cho dd thi vo hudng.
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Vidu 1. Cho ddthi c6 hudng ( G) nhu hinh sau:

Trong dd thi (G) , hiy xéac dinh day chuyén so cap , chu trinh, duong di so cap, mach
S0’ CAp.

Giai.Trong db thi c6 huéng (G):

+ Day cac dinh Canh:lelzeﬁ%85 la mot day chuyén so cip ( nhung khong phai duong
di vi canh ® nguoc huéng ).

le, 2e, 3¢,

+ Day cac dinh canh: el 13 mot chu trinh ( nhung khong phai mach vi canh

® nguoc hudng ).

h: 1es4e; 3e,2¢e,

+ Day cac dinh can ° I3 mot dudng di so cap.

le,4e,3e,2¢e,

+Day cac dinh canh: el 3 mot mach so cap.
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Luyén tap 1. Cho dd thi v6 hudng ( H) nhu hinh sau:

Trong d6 thi (H) , hiy xac dinh day chuyén so cép , chu trinh, duong di so cap, mach
SO’ cap.

Giai.Trong db thi vo huéng (H):

5e,1e,4e,2¢e1

+ Day céc dinh canh: la mot day chuyén khong so cap

4e,3e,2

+ Day cac dinh canh: 5,18, la mot day chuyén khong so cap va ciing 1a mot

duong di so cap
N s 4 . 16,981 15 maA ; A
+ Day cac dinh canh: ~+7%~ la mt chu trinh so cap.

le,2e Se 481 1y mot chu trinh so cap.

+Day cac dinh canh:
1.5.5. Lién théng.
Dinh nghia.

Cho dd thi G = (X, U) vo huéng hay c6 hudng. Ta dinh nghia mot quan hé tuong
duong ~ nhu sau trén tap dinh X:

Vi,je X, i~ j < (i=jhaycéday chuyénndiivdi j)

Quan hé nay cd ba tinh chat: Phan xa, dbi xiing va bac cau nén no la quan hé tuong
duong. Do d6 tap X dugc phan hoach thanh cac l6p tuong duong.

Trang
23



+ Mot thanh phan lién théng caa do thi 13 mot 16p tuong duong dugce xac dinh boi
guan hé ~ nai trén,

+ S thanh phan lién théng cua d6 thi 1a s6 lugng céac 16p tuong duong.
+ Mot d6 thi lién thong 1a mot dd thi chi ¢ mot thanh phan lién thdng.

Vidu 2: Xac dinh sb thanh phan lién thong trong do thi (G)

G)
Giail.
Do thi (G) c6 hai thanh phan lién théng

Luyén tap 2. Xac dinh sé thanh phan lién thong trong do thi (H)

(H)

Ghi chd. Khi mot dd thi G gdm p thanh phan lién théng G Cz-Ce  thi cac @b thi

G ciing 14 cac d thi con cta G va chlng ta c6 ds()=d6 () y4i moi dinh x cua
G

1.5.6. C4c tinh chat lién quan téi dwong di va chu trinh trong do thi.

Cho G =< X, U>,véi X=0aXemXa) 13 dd thi bt ky c6 huong hodc khong c6

nxn __
Mg _[Gi.j]i,j:fn

huéng . La ma tran ké cua G.
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Pinh Iy 3.( Dém s6 cac dudng khac nhau c6 do dai k giira cac dinh ).

S6 cac duong di khac nhau d6 dai k tir dinh xi dén dinh xj trong do thi G bang gia tri
phan tir & hang | cot j a aij trong ma tran

ME=M2"ME".M2" = a, ]

i,j=1,n

k..lan

Tur dinh ly 3 ta c6 hai hé qua dudi day:
/ \ . K
HeE qua 1. Néu phan tir & hang | cot j trong ma tran Mg
MiMZ. . MED

khéac khong, nhung trudc
d6 cac phan tir hang i cot j trong cac ma tran déu bang khong, thi tir dinh
xi dén dinh xj trong d6 thi G = < X, U> ¢6 dudng di ngan nhat do dai k.

Hé qua 2. b6 thi G = <X, U> ¢6 [X|=n dinh 13 lién thdng khi va chi khi moi phan

tr khdng nam trén duong chéo chinh trong ma tran tong
ME=Mg+ME+..+MIT

déu khac khong .

BAI TOAN TIM DPUONG DI NGAN NHAT.

Vi du 3. 1. Hay giai thich cach dung dinh 1y 3 ( dém dudng di giita cac dinh ) dé tim
d6 dai dudng di ngan nhat tir dinh x dén dinh y trong dd thi G = <X, U>.

Giai

Giasit G=< X, U>co X = DuXemXy) la mot db thi bit ky c6 huéng hogc
khong co6 huéng . Ma tran ké caa G la ma tran vudng cap n, ta ky hiéu la

nn._ _ k _ _
M =M =[oy ] - Lap ma tran tich M =M.M..M (k.Jan) = m, ]

g day M
la phantr o hang | cotjcia M* va ™ = s dudng di do dai k tir dinh xi dén
dinh xj trong dd thi G = <X, U>. Pay la cac dudng di ngan nhat tir xi dén xj véi do
dai k khi va chi khi phante ™ *©  trong ma tran M* , nhung phan tir & hang i cot
jtrong cac matran M déubang O (Hé qua 1) .
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Vi du 3.2. Dung dinh 1y 3 tim d6 dai duong di ngan nhét giita dinh a va dinh f trong
dd thi sau :

Giai.
V61 G da cho thi
a b c de f
a0 1 0 1 10
bj1 0 1 0 11
clO1 01 01
My = =M
a1 01 0 10
ell 1T 0101
flo1 1010

Tir M ta khing dinh khéng c6 dudng di ¢ dai ngin nhat tir dinh a dén dinh f trong do
thi G (vi phan tirhang 1 cot 6 120) . Ta tinh tiép M*=MM:

a d

a
b
M? = MM =

(@)
o o o o
o o o o <
o o o N ©
o o o o

S

Phan tr hang 1, cot 6 trong  M? 14 2. Ching t6 c6 2 dudng di ngan nhat d6 dai 2 tir

dinh a dén dinh fla  ubUsT &aweut vy 5no 13 duong ngén nhét di tir a dén ¢
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Pinh Iy 4. Néu db thi vo huéng G = <X, U> c6 1X|=n=3

ma bac mx)22 g trong do thi ton tai chu trinh so cap .

va véi moi  xeX

Pinh Iy 5.Néu db thi vo huong G = <X, U> c6 [XI=n>4

m(x)=3 ¢y trong do thi ton tai chu trinh so cap c6 d6 dai chan.

va voi moi X€X  mabac

1.5.7.Cé4c tinh chat lién quan téi tinh lién thong ciia do thi.

Pinh |y 6. Pon do thi lién thong G = <X, U> 1a d6 thi phan doi khi va chi khi n6
khéng chua chu trinh ¢6 d6 dai lé.

Pinh ly 7. Gitra moi cap dinh phéan biét cua dd thi don lién thong luén luén cé6 duong
di don.

Pinh ly 8. Néu d6 thi don c6 ding hai dinh bac I thi hai dinh bac 1é nay phai lién
thong.

Pinh Iy 9. Néu G = <X, U> véi  XI="22 13 43 thi don va tdng bac cua hai dinh

tdy y khéng nho hon n thi d6 thi G = < X, U> 1a d6 thi lién théng.

Pinh Iy 10. Piéu kién can va da d& d6 thi G = <X, U> lién théng 1a d6 thi

G = <X, U> c6 dang mot thanh phan lién théng.

Pinh Iy 11. Gia sit G = <X, U> c6 XI=" dinh, PI=™  canh va k thanh phén lién
, C msl(n—k)(n—k+1)

thong. Khi do ta c¢6 bat dang thuc : 2

BAI TOAN XAC PINH TiNH LIEN THONG CUA PO THI

Vi du 4.1. Hay giai thich cach ding dinh 1y 3 ( dém duong di giita cac dinh ) dé xac
dinh mot do thi c6 lién théng hay khdng?

Giai.

Giast G=<X,U> véi X =0 %) mot do thi co6 hudng hoidc khong co
Mo =lo ] — 3 L A ]
huéng nao do.  © [G“ ]ivizlv“ La ma tran ké cua G va ky hiéu la M.Lap ma tran tich (
‘ M*=MM.M=[m] @<k<n-1)
klan M ) k.lan o
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Khi d6 do thi G = <X, U>1a db thi lién thdng khi va chi khi moi phan tir ( khéng nam
trén duong chéo chinh cua ma tran tong M* =M +M?*+..+M"" &y 14 c4c phan tir
duong khac 0 ( HE qua 2)).

Vi du 4.2.Ap dung dinh Iy 3 dé kiém tra xem d6 thi G1 dwdi day cd lién thong khong?

Gu: a /;\ @

Giai.

Poi véi do thiGltacd:

a b c d a b c d
al0 1 1 0 a2 1 1 1
MéX4::M1—b1 0 1 1 7 Mf:bl 310 ;
1 c/ll 1 0 0 cll 1 2 1
a0 1 1 0 a1 0 1 1
a b c d a b c d
al2 4 3 1 al3 5 3 1
M3:b4 2 4 3 . M+:M+M2—|—M3:b5 3 4 3
'oel3 4 02 1] ! ! ! ' c¢l3 4 3 2
a1 3 1 0 dl 3 2 1

Vay do thi G1 lién thong.

Luyén tap 4.2.Ap dung dinh ly 3 dé kiém tra xem d6 thi G2 dwdi day cé lién thong

khong?

Trang




Vidu 5. Cho d6 thi G =<X, U>dudidang

a) .Xay dung ma tran ké cua do thi trén.
b) . Xac dinh chu trinh so c4p cua do thi.

c) .Chung to riang d6 thi da cho 1a lién thong va théa man bat dang thuc

1
m<=(n-k)n-k+1 _ _
: o (kX )vériG:<X, Us> c6 XI=n ginp MI=m

d) .Tim s6 cac duong di d6 dai 1, 2, 3 va 4 tir dinh a dén dinh c trong do thi trén.
Gial.

a) .Ma tran ké cua d6 thi Ia :

a b c d
al0 1 0 1
A :b 1 010
¢ cl0 1 0 1
dir 0 1 0

Trang
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b).Chu trinh so cap caa db thi : D6 thi thoa cac diéu kién caa dinh 1y 4 1a d6 thi

|X|=n=>3

huong G = <X, U> ¢6 vavéimoi X€X ma bac m(x)>2 nan c6

chu trinh so cap la -aubuscu,du,a

® ). Theo dinh 1y 10, dd thi da cho 1a lién thong vi né chi c6 mot thanh phan lién
|X|=4,U|=4

thong . Theo dinh Iy 11, dothi G=< X, U> ¢6 mot thanh

phan lién thong . Ta co :
1 1
|u|_4sz(jx|—1)|x|_5.3.4_6

e) .+ S6 duong di do dai 1 tir a dén c chinh 1a phan ta hang 1 cot 3 trong ma tran trén.
Vi phan tir 46 bang 0 nén khéng c6 dudng d6 dai 1 di tir a dén c.

+ S6 duong di tir a dén ¢ do dai 2 chinh 1a phan tir & hang 1 cot 3 ctia ma tran

a b ¢ d
al2 0 2 0
b0 2 0 2

M4X4.M4X4 —
¢ ¢ cl2 0 2 0
djo 2 0 2

au,du,c & au,busc.

Ma phan tir nay 12 2 , nén dudng di tir a dén ¢ do dai 2 13 hai duong :

+ Sb duong di tir a dén ¢ d6 dai 3 chinh 1a phan tir hang 1 cot 3 trong ma tran

Trang
30



a b ¢ d

al0 4 0 4
bj4 0 4 0

M4X4.M4X4.M4X4 —
¢ ¢ ¢ cl0 4 0 4
dl4 0 4 0

Ma phan tir ndy 13 0 nén khong c6 dudng di d6 dai 3 tir a dén ¢ trong db thi .

+ Vi
a b c d
al8 0 8 O
b|[O 8 0 8
M4X4.M4X4 M4><4M4><4 —
¢ ¢ ¢ ¢ cl8 0 8 0
daljo 8 0 8

Nén sb duong di do dai 4 tir a dén c 1a 8 duodng :
au,bu,au,bu.c; au,du,au,du,c; au,bu,cu,bu,c; au,du,cu,du,c; au,bu,cu,du,c;...

Luyén tdp 5. Cho d6 thi c6 hudng G = <X, U> dudi dang

a) . Tim ma tran ké cua G

Trang
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b) . Tim s6 duong di d6 dai 3 tir a dén d.

¢) .Chimg minh d6 thi don c¢6 huéng G khdng c6 chu trinh bang cach chi ra c6 mot sb

2 - - A 7 K:
tw nhién k dé véimoi M=k  talunco Me lo]

1.6. P6 thj dang cay
1.6.1. Dinh nghia
Pé thi dang cay (hay goi van tat 1a cay) 1a do thi lién théng va khéng cé chu trinh.

Vi du 6: Trong cac d6 thi sau, do thi ndo 1a d6 thi dang cay:

LR

@

Do thi (G1) khong 1a cdy, db thi (G2), (G3) la cay.

Giai.

Ghi cha.

Pinh nghia cdy ham ¥ rang moi cay déu khdng chtra khuyén ciing khong chira canh
song song.

Pinh Iy vé sy tdn tai cac dinh treo

Néu mot cdy T gdm n dinh véi N=2 thi T chaa it nhat hai dinh treo.
1.6.2. Cac dinh nghia twong dwong.

Xét mot d6 thi G gdm n dinh, c4c ménh dé sau day tuong duong:

Trang
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(a). b6 thi G 1a cay.
(b) . Giita hai dinh bat ky ctua G, ton tai duy nhat mot day chuyén ndi chiing véi nhau.

(c).P6 thi G lién thd ng ti tiéu canh ( nghia 13 G lién théng va néu xba di bat ky mot
canh nao cua G thi né khéng con lién thdng nira )

(d) . Thém mot canh ndi hai dinh bat ky cia G thi G sé& chira mét chu trinh duy nhat .
(e).G lién théng va c6 n-1 canh.
(f). G khong c6 chu trinh va c6 n-1 canh.

Cac diéu kién tuwong duong nhu trén ciing dic trung cac tinh chat co ban cua cay.
Trong s6 cac d6 thi c6 n dinh cho trudc thi ciy c¢6 n dinh 1a cau tric c6 tinh chat : «
tiét kiém canh nhat ma van duy tri duoc tinh lién thong . Tuy nhién cay lai 1a mot cau
trdc lién thong kém bén vitng: bo di mot canh bat ky thi cay s& khong con lién théng
nira.

Vi du 7. Chung to rang : Do thi G1 = < X1, U 1> 1a cay

O
OO

Giai.

Po thi G1 =< X1, U 1> 1a cay, vi G1 1a d6 thi don, lién thong khong ¢ chu trinh

Luyén tap 7.1. Ching toé rang : D6 thi G2 = < X2, U 2> khong phai la cay




1.6.3. Po thi dang rirng (hay goi vén tat Ia rimg) 1a d6 thi khéng c6 chu trinh.

NGi cach khac: Mot dd thi vo huéng gom k thanh phan lién thong ma mdi thanh
phan lién thong 1a mot cay duoc goi la ring cay.

Vi du 8. Chang minh rang : D6 thi G = <X, U> ¢6 hai thanh phan lién théng dudi
day 1a mét rung.

1.6.4. Cay c6 goc.

Trong mét cay, néu ta ldy mot dinh nao d6 lam gdc thi ta c6 thé gan cho mdi canh cua
cay mot huéng di tir gc ra. Cay nhu vay goi 1a cay c6 gbc. Cay co gbc 1a mot do thi
c6 huéng ma géc 1a mot dinh khdng c6 bac vao, con 14 1a dinh khéng c6 bac ra.
Thuong cay c6 goc co dinh gdc nam phia treéncon2 cac 14 nam phia dudi . Pinh cua
cay c6 gbc khong phai la gbc ciing khong phai 1 14 goi 1a dinh trong.Néu trong cay c6
géc ta ldy mot dinh trong 1am géc thi cay d6 goi la cay con c6 gbc cua cay co goc ban
dau. Doi khi trong ciy co gbc c6 thé bo hudng miii tén di tir gbe dén céc 14 , vi khi
chon gdc tire 14 huéng cua cac canh da duoc xac dinh.

Vidu9. Chocay G =<XuU;>




Chon dinh 1 1am gdc. Hay xac dinh cac 14 va dinh trong.
Giai.

Néu goc 1a dinh 1, thi cac 14 14 cac dinh 2, 3, 5, 6, 7, con dinh trong 1a dinh 4.

Luyén tap 9. Cho cay

Véi dinh gdc 1a 4. Hay xac dinh céc 1a va dinh trong.

Chiéu cao h cua cay 1a mac cao nhit trong cdy, hay 1a do dai cua dudng di 16n nhat tir
gbc dén 14 cua cay.

1.7. Cay m- phan, cdy m- phén day da va cay nhi phan.

Dinh nghia 1.

Cay c6 gbc duoc goi 1a cdy m- phan néu tat ca cac dinh cua cay c6 khéng qua m- con.
Dinh nghia 2.

Cay m- phan day du 1a cdy m- phan véi moi dinh trong (ké ca géc ) c6 dung m con.

Dinh nghia 3.

Trang
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Cay m- phan c6 gbc va do cao h duoc goi la cay can ddi néu tat ca cac 14 déu & muc h
hoac h-1.

Dinh nghia 4.
Cay m- phan véi m = 2 goi la cay nhi phan.
Vi du 10.

Xac dinh loai cay cua cdy m - phan sau day.

Cay H1
Giai.
Céay H1 la cay 3- phan.
Luyén tap 10.1.

Xac dinh loai cay cua cdy m - phan sau day.

Cay H2

Trang
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1.8. Cay c¢6 hwéong ( cay ngoai- out tree)
1.8.1.Dinh nghia 1.

Cho G = (X, U) 1a mot dd thi ¢ huéng.Ta ndi G 1a mot dd thi c6 goc néu ton tai dinh
sao cho tir r o dudng di dén tat ca cac dinh caa db thi.

Vi du 11. Hay x4c dinh céac dinh 1a gbc trong d6 thi G1 sau.

a
O

(Gy) b

Giai.
Trong db thi G1 , cac dinh b,c,d déu 1a gdc, dinh a khong phai 1a goc.

Luyén tap 11. Hay xac dinh cac dinh 1a gbc trong db thi G2 sau.

(G2)

Giai.
Do thi G2 khong phai 1a d6 thi c6 goc ( khong cé bat ky dinh nao 1a goc ) .

Trang
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1.8.2.Pinh nghia 2. ( Pinh nghia cay c¢6 hwong ).

Cho G = (X, U) 1a mét d6 thi c6 hudng. G dugc goi la cdy c6 hudng néu thoéa man ca
hai tinh chat:

a) . G khdng co chu trinh.
b) . G c6 gbc.

Vi du 12. Ching to rang hai cdy c6 hudng T1 va T2 trong hinh sau 1a twong duong.

(T) A

(T2) /

C B

Bai 15. Thuit toan tim dwong di ngan nhat --Dijkstra--
On tap cuoi ky
1.7. Pwong di ngan nhat trong do thi.

Trong thuc tién ung dung, bai todn dudng di ngan nhat giira hai dinh cua mot do thi
lién théng c6 mot y nghia quan trong, chang han : bai toan 1ap lich thi céng cac cong
doan trong mot cong trinh thi cong 16n, bai toan lra chon dudng truyén tin vai chi
phi truyén tin nho nhat trong mang, bai toan chon maét hanh trinh tiét kiém nhat trén
mot mang giao thong duong bd...Dua trén co so ly thuyét d6 thi ¢6 nhiéu phuong
phap giai quyét cac bai toan nhu vay. O ddy, chi trinh bay 2 thuat toan : Thuat toan
tim duong di ngan nhat giita hai dinh trong do thi khdng cé trong s6 va thuat toan
Dijkstra tim dwong di ngan nhét gitta hai dinh trong d6 thi c6 trong sé khdng am.

1.7.1.Pwong di ngian nhat trong do thi khong co trong so .

a). Dinh nghia 1.

Trang
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Db thi khdng cé trong s6 1a do thi trén cac canh khdng gén trong sé.

b). Bai toan . Cho dd thi khdng c6 trong sé G = <X, U> va hai dinh a,beX
duong di ngin nhat tir dinh a dén dinh b , tic 1a duong tir a dén b ¢6 sé céc canh (
cung ) 1a it nhat.

Thuat toan.
Buwéc 1. Ghi chi sé & cac dinh bang quy nap theo s6 budc :
+ Binh a ghi nhén 0: A(0) ={a },
+ Cac dinh c6 canh di tir a dén ghi s6 1.

+Gia str da ghi nhan téi budc thiri : A(0), A(1), ..., A(i). Khi do6 tap nhén tha
i +1 x4c dinh nhu saw: A(i+1) = {x; XX xeAK),O=sk=<i 3 3y < Ali)
sao cho y co canh (cung) toi x}, ¢ day, budc 1 chi dung lai khi da xac dinh duogc
tap A(m) céc dinh , trong d6 c¢6 dinh b dugc gan nhan m (do d6 thi hitu han ).

Buéc 2. Tim dudng di ngan nhat tir a dén b . Budc nay xuit phat tir dinh b di
nguoc vé dinh a theo cac nguyén tac sau:

+ Tim tat ca cac canh (cung) téi b dugc gan nhan m - 1, tac 1a . Vi moi
tim tat ca cac dinh c6 canh ( cung) téi x dugc ghi nhan m - 2. Thu tuc ndy sau
mot s6 budc s& gip dinh c6 nhin 0, d6 chinh 1a dinh a.

+ Tat ca cac dudng xac dinh duogc trong budc 1 va bude 2 1a cac dudng di ngin
nhat tir a dén b c6 d6 dai m.

Vidi 1 Choddthicot . 3nhuhinhdud® *y:
2 3




a) .Tim duong di ngan nhat tir a dén b.

b) . Tim duong di ngan nhat tr % dén %o |

Giai.
a) . Tim duong di ngan nhat tir a dén b.
Buéc 1: Binh a duoc déanh s6 0 va cd A(0) = {a }.

A(l) = {X1’ Xe1 X7 };
A(Z) = {Xz 1 X5 Xg };
A(3)=1{x;,b, X, }.

Buwéc 2. Tir busc 1 ta c6 P€AB)  nan tir a dén b 1a dwong ngén nhit cé 3 cung.
Tiép theo ta xac dinh tat ca cac duong di ngan nhat c6 d6 dai 3:

+ Pinh ¢6 cung t6i b duoc danh s6 2 1a %

+Pinh c6 cung téi s duoc danh s 113 %

Xs

+ Pinh ¢6 cung toi dugc danh s6 0 12 a.

Pudng cin tim 13 2%%P

b). Tim duong di ngan nhat tir *s ¢én %o |

Bwéc 1. Danh sd céc dinh.
A(O) = {Xs}
AL) = x5, %, }
A(Z) = {Xa’ b, XlO}

Buéc 2. Tir buoc 1 taco %0 A2) | ching to duong di tir dinh % dén dinh %o c6

d6 dai bang 2 1a duong di ngin nhat. Ta xac dinh cac duong di do:
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X10 X9

+ Dinh c6 cung toi dugc danh s6 1 1a

Xg

+ Dinh c6 cung toi dugc danh s6 0 14 *e

Puong can tim 13 *eXe%o

Luyén tap 1. Cho db thi vo huéng khdng trong s6

N : N N e
ny N ny \XD

0 D) G

Ap dung thuat toan tim dudng di ngan nhat gitta hai cip dinh duéi day:

a) . Tur dinh x1 dén dinh x4.

b) . Tir dinh x1 dén dinh x10.

Giai.

a) .Bwéc 1: Gan nhan cac dinh, bat dau tir dinh xuat phat x1 Dén dinh két thlic x4:
AO)= b} A= b ) A2)= b 35 AB)= k5l D i wi i %< AG)

Buwéc 2: Xac dinh duong di ngin nhat d6 dai 3 tir dinh x1 dén dinh x4 : Chi c6 duy

nhat mot duong do dai 3 tir dinh x1 dén dinh x4 13 : XXX |
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b) . Buéc 1:
A(O) = {X1 }v A(l) = {Xz » Xg }’ A(Z) = {Xs’ X7: % }’ A(3) = {X4’ Xs1 %10 }’ dl‘rng lai vi Xy € A(3)

Bwéc 2: c6 3 duong di ngin nhat do dai 3 tr dinh x1 dén dinh x10 1 :
X1X2X7 XlO; X1X8X9 XlO; X1X8X7 XlO;

1.7.2. Pwong di ngin nhat trong dd thi co trong sé
Dinh nghia

Do thi G=<X, U> dugc goi 1a do thi cd trong s khi va chi khi mdi canh ( cung
yueU  déu duoc gan mot sb thuc 1(u), 1(u) goi 1a trong sb caa canh ( cung ) u. Trong

1(G):=>"1(u)

s6 ciia dd thi G ta ky higu I @7 Néu W20 ygimoi ueU  thita
n6i do thi G 1a db thi c6 trong sé khdng am.
A= XUy XU Xy =Dy duong di tir a dén b trong d6 thi c6 trong s6

k
I(a,b)=>"1(u;) )
G. b6 dai duong di trén la i=1 va goi la trong so cua duong di tir dinh
a dén dinh b. Ky hiéu D(a, b) 1a tap tit ca cac duong di tir dinh a ¢én dinh b trong do
thi 6 trong sé G. Pudng di ngan nhat tir dinh a dén dinh b 1a duong théa man

Gia su

I(a,b)min{l(w)/ @ € D(a,b)}
Y twdng cua thuit toan tim duong di ngin nhat tir dinh a dén dinh b trong dd thi G.

Lan luot gan ( va thay di ) tai mdi dinh i gi tri v(i) nhu sau : Néu co (i, j) maida
duoc gan va j chua duoc gan hodc j d¢a dugc gan nhung v(i)<v(i) thi gan (hoic
thay ddi lai) v(j) = v(i) +(i,,j). Khi ndo khéng gan hoic khdng thay doi duoc nita thi
dung.

Vi du 2. Chtng to rang dd thi sau 1a do thi c6 trong sé:




Luyén tap 2. Chiing t6 rang do thi sau 1a do thi c6 trong sb:

Ky hiéu trong so: Ky hiéu D(a, b) Ia tap tat ca cac duong ndi dinh a véi dinh b trong
d6 thi G =<X, U >, goi @ 1a mot dudng nao dé trong G va gia sir

a = XUy X Uiy X U,

in—-1-in-1

X, X; € X, U eU(j=12,..n)

Khi d6 ta ky hiéu = va goi la trong s6 ctia duong @

Bai toan. Cho dd thi don lién théng c6 trong s§ G =< X, U> va &P€X 3 haj dinh
trong d0 thi . Tim cac duong ¢  tir dinh a dén dinh b trong @6 thi G =< X, U > ¢6
trong s6 bé nhat , tec A tim @ phai théa mén :

I(a)=min{l(B): B D(a,b)}
Sau day, ta trinh bay thuat toan Dijkstra giai bai toan nay.

1.7.1. Thuat toan Dijkstra.(do E Dijkstra , nha toan hoc nguoi Ha Lan, dé xuat nim
1959)

Bai toan.
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Cho dd thi don lién thong G = < X, U> va a,b € X 14 hai dinh trong d6 thi. Tim céac
duong o tir dinh a dén dinh b trong d6 thi G = <X, U> ¢4 trong sb bé nhat, tac 1a «
phai thoa mén

I(a)=min{l(B): B D(a,b)}
Sau day ta trinh bay thuat toan Dijkstra giai bai todn nay.
M6 ta thuat toan Dijkstra

Thuat toan Dijkstra &p dung trong truong hop trong sé6 khong am .Thuat toan duoc
xay dung trén co so gan cho cac dinh cac nhdn tam thoi. Nhan caa mdi dinh cho biét
can trén cua do dai duong di tir dinh a (dinh xuat phat) dén nd. Cac nhan nay sé dugc
bién doi theo mot tha tuc 13p, ma & mdi budc 1ap ¢ mot nhan tam thoi tra thanh nhan
¢ dinh. Néu & mot nhan caa dinh ndo tré thanh nhan ¢ dinh thi nd sé cho ta do dai
ctia duong di ngan nhat tir dinh a dén n6. Thuat toan gom cac budc sau:

Buwéc 1. Banh trong sé cac dinh.

+ Trong s6 cua dinh xuat phat a 1a o(a) =0.

+ Tai cac dinh con lai ta ghi mot trong s duong o du 16n sao cho n6 16n hon trong
sb cuia cac dinh tir a toi.

Buwéc 2. Thyc hién viéc giam trong sé cac dinh.

Gia str tai dinh x duoc ghi trong s6 o(x). Néu ton tai dinh y c6 trong sé o(y) tir
y sang X ma o(X)>ao(y)+I(y,x) thi ta thay trong sé cia o(x) bai trong sb
o (x) > o(y) +1(y,X) .Trong trudng hop nguoc lai thi gitt nguyén trong sé o(x). Qua
trinh thuc hién cho téi khi trong s6 cua tat ca cac dinh trong G =<X, U> dat cyc tiéu,
tac 13 Vxe X khongtdntai  Y<X ké voi x ma o(x) > o(y) +1(y,X).

Bwéc 3. Xac dinh duong di tir a dén b c6 trong s6 bé nhit.

+ Tir budc 2 ta xac dinh duoc trong sb cua dinh b. Xuat phéat tir b di vé dinh ké véi b,
chang han d6 1a dinh x_ c6 tinh chat o(b) = o(x, ) +1(x,,b).

in’

Néu khong cé dinh ké x_nhu vay thi ta di vé dinh ké vai b cd trong s6 canh (cung) tur
dinh d6 vé b la bé nhat.
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+ Tu dinh x, ta di nguoc vé dinh X..,CO tinh chat
(X, )= (%1 )+ 1(X, 40 %)
Néu khong di vé dinh ké véi x, ma trong sé canh (cung) gitra ching 1a bé nhit.
Bang cach do ta s& di vé dinh x, ma dinh ké la a sao cho
o(x,)=o(a)+I(a x,)=1(ax,) véi o(a)=0

Duong o =ax,X,..x. X b 1a duong di tir a dén b cd trong s6 bé nhat trong tat ca cac

duong di tir a dén b,

|n1

That vay.
1(er)=1(a, %, )+ 1(%iy, Xip )+ et 1 (X Xin )+ 1(%0, D)
=[o(x,)-a(@)]+[o(x,)- o (x)]+...+ [o(x, ) - o (%, )]+ [o(b) - o(x, )] = o(b)
Gia st 8 e D(a,b) 1a mot duong di bat ky tir a dén b va ¢ dang
B =aXx; X, Xy X0
Theo budc 2 ta c6 bat dang thic sau:
(2. x;,)> o(x;,)-o(a)=olx;)

10, %)= o(x;, )= o (x;,)

I(Xjkfl’ Xk )2 G(Xjk )_ O-(Xjkfl)

I(Xjk’b)>0_(b)_ (Xjk)

= 1(8)=1(a, X, )+ 1(x 1, X, )+ 41X 1, X )+1(x,,b) = o (b)
= l(a)=min{I(B): g < D(a,b)}

Vi du 3. 1. Ding thuat toan Dijkstra tim duong di do dai ngan nhat tir dinh a dén
dinh z cua d6 thi G = <X, U> ¢6 trong s6 cho dudi dang:

)
A b d
6
N | Q
X O
a rang
45
2
c
10




Giai. Cac budc dung thuat toan Dijkstra tim d¢ dai dudng di ngan nhét giira dinh a
va dinh z dugc thé hién boi cac hinh duéi day:

e
4(a,c
5 o0
b
4 d
6
1 8
2 3
c e
00 10 o
3(a,c
b 5!
4 J
1
0 [a 8 .

10

2(a)
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bt
b
1 8
—_—
c
10
2(a)
3(ac
5t
b
14(a,b,c,d  —
c
10
2) 10(a,b,c.d)
3(a,c 8(a,c,b
5t
b d
1 8
2 1l4(a,b,c,de ——
c e
10
2@) 10(a,b,c,d)
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0 ]a 2 ; | 13@bcde —

C e

10
2(a)

10(a,b,c,d)

Tai mdi budc lap cua thuat toan, cac dinh cia S duoc khoanh thanh hinh vudng.
Puong di ngan nhét chi chira cac dinh da thudc vao tap Sk. Thuat toan két thac khi y
dugc khoanh thanh hinh vudng, ta nhan dugc duong di ngan nhat tr x dén y 4 :
xchdey vai @6 dai 13.

Luyén tap 3.1. Dung thuat toan Dijkstra hay tim dudng di ngan nhat giita hai dinh a
va z cua db thi c6 trong sb sau.

(*)

ON TAP CHUONG 5

Bai 1. Cho céc b thi ddy du v (n 13 chi s dinh) voi 1<n<6.

o - O—0

Trang
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a) . Hay biéu didn Ko bing ma tran ké.

b) .Tim sé canh cua db thi day da Kn .

Bai 2. Chung té rang : Do thi G, =< X,,U, > khong phai la cay
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Bai 3. Cho dd thi v6 huéng G1

G, =

3

b ©
@\///\@ O—0O

Tim bac cua do thi G2 va kiém tra tinh dang dan cua dinh 1y 1 va dinh ly 2.Chi ra
dinh ¢6 lap va dinh treo cua do thi trén , dong thoi kiém tra bac vao c6 bang bac ra
trong G2 khoéng.

Bai 4. P6 thi phan d6i day du K3,3 sau c6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh?

Ks3=

Bai 5.

a) . C6 bao nhiéu canh trong d6 thi 10 dinh, mdi dinh c6 bac 1a 6?
b) . C6 thé ton tai do thi don 5 dinh, mdi dinh c6 bac 12 5 khdng?

¢) . Chi ra d6 thi c6 5 dinh véi cac bac 1a: 3, 3,3, 3, 2 1atdn tai.

Bai 6. Tim s6 canh, sb dinh, s6 bac cua dd thi Kn va véi m, n nhu thé nao thi d6 thi
Kn la chinh quy?

Bai 7.Trong mot cudc hop, c6 dung hai dai biéu khdng quen nhau va mdi dai biéu
trong hai dai biéu nay c6 diing mot s6 1é ngudi quen dén dy . Chieng minh rang ludn
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c6 thé sip xép mot s dai biéu ngdi chen gitra hai dai biéu noi trén, dé mdi dai biéu
ngdi gitra hai ngudi ma ho quen.

Bai 8. Dung thuat toan Dijkstra hiy tim dudng di ngan nhat gitra hai dinh a va z cua
db thi c6 trong so sau.
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