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MO PAU

Li thuyét Xac suit vi Théng ké toan hoc ra doi vao thé ki XVII gan
lidn véi tén tudi cia mot s6 nha toan hoc nhu Huyghens, Pascal,
Bernoulli v.v... Dén nam 1933, véi su ra ddi ciia hé tién dé vé Li thuyét
Xac suit cia Kolmogrov (nha toin hoc Lién X6 ca), Xac suit va Thong ké
toan hoc da tré thinh mét nganh toan hoe phat trién nhu v bio ¢d vé
Ii thuyét ctng nhu tng dung. N6 duge st dung réng rdi trong hau
hét cdc nganh khoa hoc ti nhién, khoa hoc xa hé1, trong kinh té va
ki thuat v.v...

L{ thuyst Xac suit thong ké dude dua vao giang day 6 hau hét cac
truong Dai hoc va Cao dang trén thé gidi va trong nude. T ndm 1960
trd di nhidu nude trén the gidi da dua mét s6 y&u t& xac sudt va thing ké
vio day cho hoc sinh ph8 théng. O nude ta trong nhitng nam gin day,
dac bigt 14 trong chuodng trinh cai cach gido duc dot nay, Xdc sudt théng
ké cling duge dua vao giang day 6 THCS va THPT.

Trong khuon khé cta chudng trinh hé Cao ddng Su pham, gido
trinh nay chita dung ndi dung vita phai, pht hgp véi trinh d¢ sinh vién
Cao déng va yéu ciu cta cai cach gido duc Phi thong.

Gido trinh gbm 6 chuong:

Chuong I: Dé cap tdi khai niém xéc sufit va céc tinh chdt cua
Xac sudt.

Chuong II: Trinh by vé bién ngiu nhién va ham phén phoi.

Chutong I1I: D& cap t6i khii niém cdc s§ dac trung va nhiing tinh
chit cua né. _

Chuong IV: Trinh bay mot s6 két qua co ban vé ludt s 16n va dinh
i gidi han trung tim.

Chuong V: D8 cap mot s8 két qui vé ude lugng tham s6, bai todn

kiém dinh gia thict va hoi quy.

5




Sau méi chudng déu ¢ phin bai tap va dap s6 @4 gitdp cho sinh
vién hiéu t6t phan 1i thuyét va tng dung.

Giao trinh khéng tranh khoi nhitng thiéu sét, tic gia mong duge
cac dbe gia xa gan goép ¥.

Téc gia xin chin thanh cAm on hoi déng phan bién, cac thay co va
cic ban trong ban du an di gitip d8 va tao didu kién t6t dé cudn sach
dude ra doi kip thai.

TAC GIA



Chuong chudn bj |
CAC KIEN THUC BO TRO

. TAP HOP
Ta sé trinh bay mét s6 cie khai ni¢m va mot sd ¥ tudng cd ban cua
If thuyé&t tap hop nhim phuc vu cho viée nghién ctiu xdc sufit & cac

chudng sau.

1.1. Tap hop va phan tir ca tap hgp

Tap hop 1a khai niém nguyén thuy khong dinh nghia ma ta chi mé
td n6. Tap hgp 1a mot tean thé cac d6i tugng cting loai (theo nghia chiing
¢6 mét dic tinh hay mdt d&u hidu chung). Ta thudng ki hiéu tap hgp
bingchiiin A, B, C,..., X, Yvuv...

Phén tit eda tap hop: nhiing 461 tugng thidt 1ap nén tap hgp duge
goi 14 phan ti ctia tip hop, dude ki hiéu bangchita, b, ..., x, y,...

a la phin ¥ cha tip hgp A, duge ki hiéu 1a: ac A(doc 1a a thuge
A): b khong 12 phén td cua tap hop A, duge ki hiéu 1a: bg A(doc la
b khong thudc A).

Vidu

e Tap hop cic hoc sinh 16p 3A cua truong Tiéu hoc Quang Trung.

« Tap hop cac qua béng trong thung dung béng.

« Tap hop cic con bo trong mot trai nudi bo v.v,..

Quan hé gita cdc tdp hap: |

e Tdp hop con

Tap hop A duge goi 14 bao ham trong tap hop B, dude ki hiéu la
A < B, néu moi phén ti cua tdp hop A déu la phan ti cia tap hop B.

Vidu A=11,2,3;B={1,2,34,6,7.Tacd AcB.




Néu A < B thi A dudc goi 14 tap hgp con cta B.
s Tép hop bdng nhau

Hai tap hop A va B dugc goi 12 bang nhau néu A cBva Bc A va
duge ki hiéu la A = B,

« Tép réng

Tap hgp khong chita phédn td nao duge goi 14 tap réng va duge ki
kigu 1a @.

Vidu.

* Tap cac nghiém thue ciia phuong trinh x> + 1 = 0,

* Tap 8 = {x: x 14 nhing s6 nguyén dudng ma x* = 3}.

Khong gian (tdp hop vii try)

Tap 1én nhit ¢§ dinh ma moi tip hop dude xét déu chia trong né,
dude goi 14 khong gian (tap vir tru), Ki hidu 1a U,

Vidu

» Trong hinh hoc, tap tat ca nhiing diém trén miat phing 1a khong
glan (tap v tru), ki hidu 1la R%

» TAp t4t ca cAc diém trén dudng thing 1a khéng gian (tap vit tru).

Cdch mé ta mét tap hop:

Ta c6 thé 1idt ké t4t ca cic phan tl cla né (vi du: A={1, 3, 4, 6))
hodc néu mat tinh chit chung ctia cic phin ti cha né (vi du: B = {t4p cac
s0 chdn}), C = {tap cac 5418}, v.v..).

Tap hitu han va tdp vé han

Tap hgp c6 s6 hitu han phin t4 duge goi 14 tap hitu han, con tap
g0m v6 han phan ti dude goi la tap hop v6 han.

Tép hgp vé han duge chia lam 2 loai: tap vo han dém dugc va tap
V0 han khéng dém dudc. TAp vé han dém dude 13 cac phan tl cita né cé

thé danh s§ duge theo diy s§ tu nhién, trudng hgp nguge lai 1a tap vo
han khong d&m duge.



Vidu

o Tap s8 tu nhién, tip 8 nguyén, tdp s§ hiu ti 1a tdp vo han
dém duge.

o Tip s6 vd ti, tap nhiing diém trén [0, 1] 134 v6 han khéng
dém dudgc.

1.2. Cac phép toan trén tap hdp

a. Hop

Pinh nghia 1. Hop cia tap hdp A véi tap hop B duge ki hiéu 1a
A UBIa tap hop ma mbi phin td cia né thude tdp hop A hodc thude
tap hgp B.

Hinh 1

Vi du. Cho hai tap hop A = {1, 2, 3} va B = {3, 4, 5}. Khi d6:
AUB =11, 2, 38, 4, 5}.

b. Giao

Dinh nghia 2. Giao cua tap hgp A véi tip hop B 1a tap hop duge
ki hig¢u ié A ~ B, m& méi phdn ti cla né thudc déng thdi ca tap hgp A va
tap hgp B.

Trd vé vi du trén ta c6: An B = {3}.
%
7

AnB
Hinh 2




Dinh nghia nay c6 thé md rong cho trudng hdp giao cia nhiéu
tap hop.

c. Hiéu
Dinh nghia 3. Hiéu cua tap hgp A va tip hop B 1 tap hop duge ki
hiéu 1a A\B, ma méi phan tii cta né thude tap hop A va khéng thude tap

"

2,

ANB
Hinh 3
Vi du. Cho hai tap hgp A = {1, 2, 4} va B = {2, 3, 5}. Khi dé&:
A\B = {1, 4); B\A = {3, 5.
Phan bu cta tap hap
Gia st U 14 khéng gian (tap hop vi tru), A cU. Ta néi UNA 1a
phin bl ctia tap hop A d6i véi U ki hidu 1a A,
A=TU\A

Hinh 4
d.  Hiéu déi xting
Dinh nghia 4. Goi (A\B) WU (B\A) 1a hidu déi xttng cla hai tap
hop A va B. Ki hidu la: A A B=(A\B) U(B\A). ‘
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//,9 Y

AARB
Hinh 5

Vidu Chocactip hgp U=1{1, 2, 3,.. }A {1,

4}; B =1{3, 4, 5,

2, 3,
6,7 C=1{2389:E=424,6,.}.Tim: A, B, C, E,A\B, A\C, B\(,

A\E, B\A, C\A,C\B,ENA, AAB,BA C.
Giai:

=UNA={586,7,.}%
{1,2,8,9,.}%
={1,4,5,6,7 10, 11,..};
=11, 3,5, 7,..};
ANB =11, 2};
ANC ={1, 4};
B\C={4,5,6, 7;
ANE = {1, 3}
B\A = {5, 6, 7};

= {8, 9%
C\B=1{2, 8, 9};
ENA = {6, 8, 10, ...}.

& Ql W
I

AAB=(A\B)UB\NA)={1,2,5,6,7; BDC=1{4,5,6,7, 2, 8, 9}.

Cdc tinh chdt cua cdc phép todn trén tdp hop:

1-Ludtluy ding: AUA=A; AnA=A

2 — Lugt két hop: (AUuB)LUC=AuBU();
(AnB)NnC=An(BnC).

3 — Ludt giao hodn: AUB=BUA; AnB=BnA.
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4 — Ludt phén phéi: AUu(BnC)=(AuB)n(Au().
AnBuUC)=(ANBYURNC).
5 — Ludt déng nhat: Au@=A; AnU=A.
AvU=U AN@=@.
6 - Ludt phti dinh ctia pht dinh (ludt d6i hop): A = A.
7 — Lugt thanh phin: AUA=U; AnNA =0
U=, 0=U.
B;

8 — Ludt DeMorgan: AUB=An

AnB=AUB.
e.  Tich Dé cdc (Descartes)
Cho hai tap hgp A va B.

Binh nghia 5. Tich Dé cac cia A va B 12 mét tip hdp ma phin ti
cua né 1a cac cip dang (a, b), a€ A, be B va ki higu 1a A xB. Néu mét
trong hai tdp A, B la tap rong thi qui ude tich D& cac A xB la
tip réng.

Hai phan td (a, b) = (¢, d) khi vachikhia=cvab=d.
Vidu. ChoA={1, 2, 3}; B=1{2, 5}. Tacé:
A xB=1{(1,2),(1,5), (2, 2),(2,5),3,2), (3, 5).

1.3. Dém cac phén tf cda tip hop hiru han (Ban sé cha tap hop
hiru han)

Pinh nghia 6. Ban s cia tap hdp hitu han A 1a s6 phin ti cla
tap hgp A va ki hiéu 14 n(A).

Dinh li 1. Gia st A va B la hai tdp hop hitu han. Khi d6 AUB
cung hau han va

n(AuB) =n(A) + n(B) —n(AND).

Hé qua 1. Neu AnB=@ v A, Bla hai tap hop hitu han thi:
n(AwB) =n(A) + n(B).

Hé qua 2. Gia st A va B 1a hai tip hop hitu han. Khi dé:
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n(A\B) = n(A) ~- n(A N B).
Dic biét né€u A o B thi n(A\B) = n(A) — n(B).
Hé qud 3. Gia sti U Ja khong gian (tap vii tru) va A < Ula tap hap
hitu han thi;
n(A) =n(l) — n(A).
Vi di. Gia sti cho cac tAp hgp A={1, 2, 3, 4,5} vAaB=1{4,5,6,7, 8
vaU=1{1,2,3, 4,566, 78,9, 10}. Khi dé ta cé:
n(AuB) =n(A) +nB)-nAnB) =5+5-2=8;
n(A\B) =n{A) —n(AnB)=5-2=3.
Gia st A 1a phan b cirta A d61 véi U. Ta cé:
n(A) =n(U) -n(A) = 10-5=5;
n(@) = 0.
Dinh li 2. Gid st A va B 14 hai tap hgp hitu han. Khi dé:
n(A A B)=n(A) + n(B)-2n(A N B}.

Chitng minh
n(A A B) = n((A\B) U (B\A)) = n(A\B) + n(B\A).
Theo hé qua 2 ta cé:
n(AAB) = n(A) -n(A nB) +n(B)-n(An B)
=n(A)+n(B)-2n(AnB).
Vi du. Cho hai tap hop A =1{1, 2, 3, 4} va B = {3, 4, 5, 6}. Khi dé
n(A) = 4, n(B) = 4, n(A NB) =2
Vay n(AAB) =4 +4-2x2=4.
Dinh li 3. Gid st A va B 12 hai tdp hgp hitu han. Khi d6 Ax B ciing
14 tap hop hitu han va n(A xB) = n(A) xn(B). *

Chitng minh
Biang phuong phap ching minh quy nap ta suy ra cng thic trén.
Thue vay: Gia st tip A c6 mdt phan tl 12 A = {a}, con B = {b, by,..., b,}.

13




Ta c¢6: AXB = {(a, b)), (a, by),..., (&, b}
Vay: AXB = 1xn(B) =n{A) x n(B).

Gia stt cdng thie (*) ding cho trudng hop Anay-1 €6 n(A) -1
phén ti.

Tacé: A=A ), u{an(A)}
Suy ra: n{AXB) = n[(An(A)_1 u{an(A)}) X B]

= n(Ayaya *B)+n({a, ) xB

(n(A) — In(B) + In(B) =n(A) xn(B).
Dinh i dude ching minh.

Céng thic nay cé thé md réng trong trudng hop tich D& cac cla
mét s6 hitu han cac tap hitu han.

Dinh li 4. Gia st A,, A,,..., A, 12 nhiing tap hitu han. Khi d6:
n(A; X A,X ... XA, =n(A)n(Ay)... n(A,).

1.4. Luy thira tip hop, phan hoach, o~ dai s6 cac tap con

a. Luythtratip hop
Cho tap hgp S.

Dinh nghia 7. T4p hop t4t ca cac tap hgp con cua S duge goi 1a luy
thira tap hgp cua S va ki hidu 1a p(S).

Ngudi ta chitng minh dude réng:

S& cac phan ti cta p(S) 1a n(p(S)) = 2°®
Véi n(S) 14 s6 phan ti caa S.

Vidu. S=1{1,2, 3}

p ()= {@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, 8}.
Ta biét n(S) =3, p(S)=27=8.

Nhin trong danh sach liét ké cic phan tt cla tdp p(S) ta ciing
thdy c6 8 phan ti.

14



b.  Phdn hoach cua tdp hop
Cho S la tap khac réng. Ta néi phin hoach cua tap S 14 tap cac tap
Ay, Ag,e.o A, KhéAc tAp rong sao cho:
i MdiaeStasuyraae A, naods, i=1 n

i ANA=2, 1i=1,2..n

i#j

Vi du. Cho S ={1, 2, 3, 4}. Ta chon phén hoach: A, = {1, 2}, A,= {3},

T4t nhién ta c6 thé thict 1ap duge nhiéu céch chia tép S.

c. Dai s6 (o - dai s6)
Gia st Q la tap khéc tap rdng &.
Ki hipu.1a tip cac tap con cta Q duge goi la mot dai s6 (o — dai s6)
chc tAp con ctta Q néu thod man cac didu kién sau:
1. Q €.4
ii. Néu A € .#thi A=O\A € .«
iii. Néu Ay, Ay, A, € A#tht Al UA, ULUA ez

(U Ay, Agye Ay, € 2tHE A, €29,

n=1
Nghia 14 mot dai s& thi déng kin d8i véi phép hgp hitu han con
6 — dai s6 thi déng kin véi phép hop vé han dém duge.

Il.  GIAITICH TO HOP

2.1. Hoan vi

Dinh nghia 8. Cho M = {1, 2,., n}. Phép tudng tng 1 — 1,
P-M —> MsaochoM 3 1= P(i) =a, € M dugc goi 1a mét hoan vi cia n
phin td.

(Néi céch khac, mbi cach xAp x&p cia n phén tit (cia M) theo mét

thit tu nao dé duge goi 13 mét hoan vi cla n phan ti).

15




Ngudi ta chitng minh dude ring:
Pinh li 4. S& cac hoan vi khac nhau ctia n phén ti biing n! (1)

Vi du. C6 bao nhidu s& khac nhau gom 4 chit s6 duge thiét lap tit 4
chiisd 1,2, 3, 47

Gidi:
M&5i cach xAp x&p 4 chit s8'1, 2, 3, 4 theo mdt thi tu nao dé ta duge
1 86 gdm 4 chit s6. N6 chinh 13 1 hoan vi caa 4 chit s6 d6.

Vay s6 cac s& khac nhau gom 4 chit s6 13 41 = 24,

2.2. Chinh hgp khéng lap

Cho tap M = {1, 2, 3}. Lap céic tap hop con ¢é thi tu gém hai phin
t trong ba phan ti di cho:

{1, 2}, {2, 1}, {2, 3}, {3, 2}, {1, 3}, {3, 1}.

Mai tap con ¢6 thit tu gdm 2 phéan ti trén duge goi 13 1 chinh hgp
khong lip chap 2 cia 3 phan ti di cho.

Téng quat: Cho M = {a,, ay, ..., a,}.

Dinh nghia 9. Mét chinh hgp khéng lip chap k cia n phan i da
cho 14 mét tap hop con ¢6 thit ty gdm k phan ti trong n phan ti.

Hai chinh hop khéng lip chap k ctia n phin ti da cho dude goi la
khac nhau néu cé it nhat mét phan ti khic nhau hodc cé tha tu
khac nhau. _

Vi du. {1, 2) khéc {1, 1} hode {1, 2} # {2, 1}.

K¢ hidu s6 cac chinh hop chap k khic nhau ctiza n phan ti 13
P(n, k).

Dinh li 5. 86 cac chinh hgp khéng 1dp chap k khéc nhau caa n
phan td d3 cho bing:

n!

(n-k)!’

P(n,k) = 0<k<n. (2)

16



Vi du. Cho niam chii sé 1, 2, 3, 4, 5. Hdi ¢6 bao nhiéu s& khac nhau
gom 3 chil s6 14y tit 5 chil s6 & trén?

Gidi:

S6 céc 6 khac nhau gdm 3 chit s6 bing s8 céc chinh hgp khong 1dp
chap 3 ctia 5 phén ta, tic 1a:

P(5, 3) = = 4x5=20.

(G-3)!

2.3. Chinh hop lap

Cho tap hgp M gém n phin td, ching han M = {a,, a,,..., a_}.

Pinh nghia 10. Ta goi chinh hgp Yip chip k ctia n phén ti cia M
12 1 tip c6 thi tu gdm k phan ti 18y tU¥ n phin ti cia M, ma phén ti
cta tap d6 c6 thé ¢6 mit nhiu nhat 12 k 14n. Ki hidu s§ cac chinh hgp
lip chap k khac nhau ctia n phén ti 14 A(n; k).

Vi du. Cho M = {1, 2, 3}. Khi dé: {1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 1}, {2, 2},
{2, 3}, {3, 1}, {3, 2}, {3, 3} 12 nhiing chinh hgp ldp chip 2 chia 3 phén ti di
cho {1, 2, 3}.

Dinh li 6. S6 c4c chinh hgp lap chip k khac nhau ti¥ n phén td
da cho bing

A(n; k) = n*. (3)

Vi du. Cé bao nhiéu cach phén ngiu nhién 12 hanh khach Ién
3 toa tau?

Giai:

Loi giai ctia bai toan nay 1a sd cic chinh hgp lip chap 12 cta 3
phén ti da cho. B&i vi méi hanh khach c6 thé ¢6 3 cach chon 1én toa I,
hoic toa II, hodc toa III. Vay ¢6 3 x3 x ..x3 = 3‘2 cach,phan_nga‘u
nhién 12 hanh khéch lén 3 toa tau. i SER LD SR ,!

—4 |
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2.4. Té hop

Cho tap hgp M = {1, 2, 3}.

Lap cic tap con goém 2 phén ti khong ké thd ty cha tap hgp M
ta ¢d: {1, 2}, {2, 3}, {1, 3} tip con khac nhau.

MAi tap con gdm 2 phan tit § trén duge goi 1a 1t hop chap 2 cua 3
phan ti.

Téng quat, ta dink nghia nhu sau:

ChO M = {aly Bgyeeny an}'

Dinh nghia 11. Goi mdt tf; hop chap k cia n phén ti di cho cua
M 1a mdt tap con ea tAp M gém k phén ti khéong k& thit ty. Ki hidu s&
céc t8 hop chéap k khéac nhau clia n phan ti la: C*.

Pinh li 7. S8 cac t5 hgp chap k cda n phén ti da cho khiac
nhau la:

k n!

" Xl -k)! @

Vi du. C6 may cich ¢t 3 ngudi trong mdt to gbm 12 ngudi di
lao dgng.

Giai: '

S& cAch phan coéng 3 ngudi trong 12 ngudi di lao ddng béng sd cae
t hgp chap 3 khéc nhau ca 12.

12! _ 10x11x12

Ta co: O3 = =
273191 1x2x3x

= 220.

Tit cdng thite (4) ta suy ra cac ding thic sau:

Ck,, =Ck+ CH (5)

n+l =

vi CE=C'* lc<ks<n (6)

18



2.5. Nhi thic Newton

Ta di biét cic hdng ding thic sau:
(a + b)?=a%+ 2ab +b*
va (a+Db)* =2+ 3a% + 3ab” + b®,
Ta c6 thé viét lai dudi dang:
(a+b)” = Cja®h” + Cjab + Cla’b?
va (a+b)* = Cja’b’ + Cja’b + Clab® + Cia’b’.

Bing phuong phidp quy nap ta cing chiing minh duge ding

thue sau:

(a+Db)" =Cla"b° + Cla™ b +...+ Cia"*b* + ..+ Cla’b"

hay (a+b)" => Cibfa"". (7
k=0

Cong thie (7) duge goi 14 khai trién nhj thiic Newton.

Néua=1b=1tx(7)tacs: 2" =) Ci.
k=0
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BAI TAP CHUONG CHUAN BI

Bai tap vé tap hop

Gia sit cho khong gian (t4p vii tr@) U={1, 2, ..., 9} va
A=1{1,2,3,4,5;B=1{4,567,C={4,5,6,17, 8, 9
D={1,3,579;E={24,6,8;; F={1,5 9}

Tim:

a. AUB;AnB; BUD; BADAUC; ANCDUE: DNE; EUF;

EnF;DUF,;DAT;

b. A, B, D, E, A\B, B\A, D\E, E\D, AAB, CAD, EAF,
Cho cac tap hap:

A=[-3,5); B=(3;8), C=[0; 4]; D = (-7, -3].
Tim AnNB; AnC, AnD; BNC; BnD; D C.

Gid st A={x: -3<x<8};5B={x:3<x<12}. Tinh AUB; AnB;
AARB; AxB?

Chiing minh cic ménh dé sau..
a. Ac B khivachikhi AnB=0;
b. Ac B khivachikhi AuB=U;
c. AcB khiva chilpkhi BcA;

d. A c B khivachi khi A\B= &.

Trong d6 U 14 khéng gian (tip vi tru).




10.

11.

12.

Chiing minh:
Ax(BNnC)=(AxB)n(Ax(C).

Cho tap B va diy cac tap {A;, i € I}. Chitng minh rang:

a. Bu(ﬂAi)=ﬂ(BUAi);

iel iel

b. Bm(UAi]=U(BﬁAi)

iel iel
Hay chi ra ring mdi ho cac tip hop sau 12 mét dai s8 cac tap con
cua U:
a. A =1{@, U}
b.B={3, A, A, U)

Gia st A va B 1a 2 dai s6 cac tap con cia U. Chitng minh ring
A nB1a dai s& cac tip con cna U.

Ching minh dinh 1{ 0.1, hé qua 1, hé qua 2.
Chiing minh ring:

r n-r,
a.C =C;

b. C,

r-1 r
L =0 +C, 1<sr<n

n-m-m °

Ching minh ring: C, =Y Ci_ C-*
k=0

Tim n tit cAc phudng trinh sau:
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

22

C6 mAy cach phan phdi 16 ting pham cho 4 ngudi sao cho:
a. Ngudi thit nhit duge 4 ting phim?
b. Méi ngusi dude 4 ting pham?

Trén mit phing ¢6 20 diém (khong ¢6 3 difm nio cing nim trén
mét dudng thing). Qua méi cap diém ta vé duge mdt dudng thing.
Héi 6 bao nhiéu dudng thing nhu vay?

Mgt hoc sinh phai thi bdn mdn trong 10 ngay (mdi ngay chi thi mét
mdn). C6 bao nhiéu cach lap chuong trinh thi?

Cé bao nhiéu s6 khac nhau gém 5 chit s6, néu chit 6 dAu tién khac
khéng duge 1ap ti cac chii s8 tit 0 dén 9?7

Cé bao nhiéu cich 14p hoi dong gdm 3 ngudi 18y trong 4 cip vo
chéng, néu: '

a. Mdi ngudi déu c6 thé tham gia trong hdi déng?
b. Trong héi déng phai ¢é hai nii, mdt nam?

Cacs0'1, 2, .., n lap thanh mdt hang ngang. Hoi ¢6 may cach sdp
xép sao cho:

a. Hai chii s6 1 va 2 ditng canh nhau.
b. Ba chit s8 1, 2, va 3 ditng canh nhau theo thi tu 16n din?

Trong hop ¢6 100 san pham gém 90 san phim tot va 10 sin
phim xAu. ' .

a. C6 bao nhiéu cach 14y tit 100 san phidm d6 ra 10 sdn pham?

b. C6 bao nhidu kha nang 14y tir 100 sdn phidm dé ra 10 san phim
trong d6 cé 8 san pham tat?

a. C6 bao nhidu cach phan ngiu nhién 15 hanh khach 1én 3

toa tau?

b. Cé bao nhiéu cich phan ngiu nhién 15 hanh khach 1én 3 toa tau
ma toa thit nhit cé ding 3 hanh khach?



LOI GIAI - HUGNG DAN — TRA LGOI

a. AuB=1{1,2 34,56, 7 AnB={4, 5}
BuD=1{1,3,4,5679: BnD={5 T
AuC={1,23,4,56,78 9;AnC={4,5};
DuUE={1,2234,56,7,8 9;DnE=C;
EUE=1{24,68=EEnNE={2 4,6, 8=E;
DuUF={1,3,5,709;DnF={1,59=F.

b. A=16,7,89:B={1,22389; D=1{2,4,6,8=E;
E={1,3,5, 7 9=D;A\B={1, 2, 3}; B\A = {6, 7};
D\E={1,3,5,17 9 F\D=g;
AAB={1,23,67:;CAaD={l,3,8,9;
EAF=1{24,681,5,9.

ANB=[=3;8]; AnC=1[-3,5); AnD={=3; BNnC=[0, 8);
BAD=0;:CnD=&.

AUB= {x: -3<x<125ANB={x:3<x <8}
AAB={x:-3<x<3)u{x:8<x<12};
AxB={(x,y):-3<x<8 3<y<l2}.

A, B déu la dai s6 cac tap con cia U (nghiém lai 3 tién dé vé dai s&

cac tap con cua A, B).

Két qua thu &UQC biing cach khai trién 2 v€ cua ding thic sau:
(1+6)" = (1 + "1+ )™

a.n{n—1) =90, vayn = 10; b. n = 10; c. n = 20.
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

24

3 13,
a. Cls x37;

) 16!
b. C:s foz XC; xCi :(T!)T'

S& dudng thing vé duge 1a Czo =190.

1
88 cach 1ap chuong trinh thila P(10,4) =
6!

P(10, 5) - P(9, 4)
a. C = 56;

b. C2xC! =24,

a, (n-1)
b. (n — 2)!.
a. C1 .

100G

b. Cgo XCIZO'

=
]
=
2
x
B,
s



Chuong |
BIEN CO NGAU NHIEN VA XAC SUAT

N6i dung chinh:

» Khai niém bién ¢6 ngiu nhién va xac suit;

» Quy tdc tinh x4c sudt cla téng cac bién cb;

» Xéc suit ¢ diéu kién va quy tdc tinh x4c suit cla mét tich cac
bién cb;

e Su dde 1ap ena cac bién 6, cia cac phép thi;

» Xac suat nhi thic.

Nhitng kién thitc chuin bi:

o Mot s6 van dé vé tap hop;

e (3iai tich t6 hop.

1. BIEN CO NGAU NHIEN VA CAC PHEP TOAN TREN BIEN CO

1.1. Ditvin dé

Trong nhiu trudng hgp viée lap di lip lai mét thi nghiém véi
nhitng diéu kién bén ngodi gidng hét nhau nhung khong din téi cing
mdt két qua.

Vi du. Gieo mdt con xuc xic, ta khéng doan trude duge sé xuat hidn
may chdm & mat trén.

Hién tugng khi biét cdc didu kién ban diu ciia mét thi nghiém
khéng xac dinh duge két qua cua né, goi 14 hién tugng ngiu nhién.

R4t nhiéu hién tugng trong sinh hoe, kinh t& va ki thuat, v.v... 1a
cac hién tugng nglu nhién (cac qui luat cia Menden 14 mét vi du quan
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trong). TAt ca cac phép do ludng déu chila dung sai s ngau nhién. Viée
nghién cttu mdt dam déng dua vao mdt mau véi kich thuée han ché cling
chtia dung sai sét nglu nhién. Bdi vi m&u khéng phai 14 hinh anh chinh
xac cia mét dam ddng, thanh phan cla méiu phu thudc vao viée chon
mét cdch ngiu nhién cac ca thé trong dAm ddng.

Viéc nghién citu cic hé théng nhitng hién tugng nghu nhién aé tit
d6 rat ra duge cac quy ludt ngiu nhién 14 481 tugng clia mdn Xéc sult va
Théong ké toan hoc. Li thuyét xie sut va théng ké toan hoc thuje vao I
thuyét toan hoc hién dai. N6 ¢6 rat nhidu Gng dyng trong nhiéu nganh
khoa hoe, vi du nhu: Sinh hoe, Kinh t& hoe, Khoa hoe Gido due va Quin
suv.wv.,.,

1.2. Khai niém biéh ¢ ngiu nhién va cac phép toan trén biéh co
1.2.1. Bién ¢6 ngau nhién

Phép th& ngiu nhién 13 sy thuc hidn mdt nhém cac difu kién xic
dinh (c6 thé dudc 1ip lai nhiéu 1in) va két qua cla né ta khong 6 thé
doAn dinh duge trude. Kf higu phép thit 12 G.

Vidu

+ Mot ba me sinh mot ngudi con duge xem nhu 1a thye hién mét
phép thit “sinh mot con”. K&t qua cia phép thi nay 14 Q = {Trai, Gai}.

» Gieo mét 14n con xidc xic duge xem nhut tién hanh mét phép thi
“oico con wie xAc”. K&t qua clia phép thit nay 1a mit trén cha né c6 thé
6 mdt cham (B)), hai cham (By), hodc ba chim (B,), hodc bén chdm (B,),
hode nam chim (B, hoidc siau chim (By). Tap cic k&t qua cua phép
thit d6 la:

Q= {B,, B, By, B, B;, By}

« Bin 1 vién dan vao 1 mue tiéu duge xem nhu tién hanh mdt phép
thit “ban mot vién dan”. Két qua clia phép thu 14 Q@ = {tring dich, khéng
triung dich}.

o Gico mdt hat dau tuong duge xem nhu tién hanh 1 phép thi “gieo
mot hat dau”. K&t qua clia phép thit 12 Q = (nay mAm, khong ndy mam},
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e M6t hoc sinh lam 1 bai thi duge xem nhu tién hanh 1 phép thi.
Két qua cta phép thit la: Q = {dat, khong dat}.

Trong vi du thit nhit, két qui sinh con trai dudge goi 12 bién ¢d so
cap. Su kién sinh con gai cling dude goi 1a bién cd so cip. Tap Q cac két
qua ctia phép thit duge goi 13 khéng gian mAu hoic khong gian cac bién
ed sd cip.

Khéng gian méu: Tap hgp tat ca cac két qua (loai trir nhau) trong
mdt phép thi dude goi 14 khong gian miu hay con goi 14 khdng gian bién
cd sd cip va ki hidu 1a Q.

Bién c6 ngdu nhién: Bidn c6 ngiu nhién 13 su kién c6 thé xay ra
ho#ic khong x4y ra trong két qua clia mét phép thit. Ki hiéu bién ¢8 ngau
nhién bing chitin hoa A, B, C,...

Phan ti ciia khéng gian mau Q dude goi 1a diém mau.

Biéh ¢dso cdp: Bién b {a} duge thidt 1ap tit 1 diém miu aeQ duge
gol 1a bién cd so cip.

Chuy

o V& miit i thuyét tap hop, bién c8 ngiu nhién A 12 mét tap hgp
con cia khéng gian bién ¢d sd cip Q.

¢ Bién cd chic chin 13 st kién nhét dinh xay ra trong mdt phép
thit va ki hiéu 1a Q.

e Bién & khong thé c6 1a su kién khéng xdy ra trong mét phép thi
- va ki higu la &.

Quan hé giita cdc bién cd:

« Bién ¢6 A duge goi 14 kéo theo bign ¢d B, ki hiéu 12 Ac B néu su
xay ra cia A din dén sy xay ra cua B. 4

e Bi&n ¢§ A va bign c6 B duge goi 1a bing nhau néu bién ¢ A kéo

theo bién ¢6 B va ngugc lai.

A=B&oAcB va BoAl
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1.2.2. Cdc phép todn trén bién cé

Cho hai bién ¢t A va B.

s Phép cong: Téng cia hai bién ¢ A va B, ki hiéu 13 A UB, 12 bién
¢d chi xay ra néu it nhat mét trong 2 bién c¢d A, B xay ra.

e Phép nhén: Tich cua 2 bién ¢6 A va B, ki hiéu 1a A N B, 14 bi&n
¢6 chi xay ra néu bién ¢ A va bién cd B déng thai xay ra.

o Phép tri: Hiéu cua bién 8 A trit cho bién ¢d B, ki hidu 1a A\B, 1a
bién & chi xay ra néu A xay ra va B khéng x4y ra.

Dinh nghia 1.1. Goi A = Q\Ala bién ¢5 d6i 14p cla bién & A.

Nhiing tinh chédt cia cdc phép todn céng, nhan va hiéu cla cac
bién c§ gidng nhut cic tinh chét cia phép hgp, giao, higu ctia cac tap hop.

Hai bién c8 A va B dude goi 14 xung khic véi nhau néu AnB = @,

Chu y. Hai bién c6 déi lap véi nhau thi chiing xung khie véi nhau,
Nhung diéu ngugce lai thi néi chung khéng ding. Vi du gieo médt 14n con
xdc xic: Biéh ¢§ B, va B, xung khic véi nhau, nhung B, khéng 13 bién cg

déi lap cta B, ma bién cd déi lap caa B, 1a:

B, ={B,, B, B, B;, B}.

Hé day dit cdce bién c6
Dinh nghia 1.2. Diy n bién ¢8 By, B,,..., B, 1ap thanh hé diy dan
cac bién ¢f néu né thoa min cac diéu kién sau:
1. B,uB,..uB, =
2. BiﬂBj =;1,1=1, 2,...,, n.
i#
Vidu

*» Gieo mdt 1dn mot dong tién. Goi A 12 bién ¢d xuit hién mat sap,
A 12 bién c§ xudt hign mit ngia. Khi d6 A, A lap thanh hé ddy o,
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» Gieo mdt 1an 1 con xtic xAc. Goi B, 14 bién ¢ mit trén cla con xic
xfic ¢6 i chdm, i=1,6. Khi d6 B,, B, B,, By, B, B; 14p thanh hé diy da
céc bién cd.

 Gieo ddng thai 2 ddng tién can d6i va dong chit. Khi dé cic bién
c0 {NN, SN, N8, S8} lap thanh hé diy du cac bién c6.

Biy gid ta c6 thé chinh xéc ho4 cac khai niém bién ¢8 & trén bing
dinh nghia theo tién dé.

Dinh nghia 1.3. I. Cho tip Q#JJ; Q dudc goi 14 khong gian bién
6 50 cAp. Phin tlt o e O duge goi 12 bién ¢d sd cép.

1. Cho o— dai s (7 cac tap con cia ©. Phin ti A € 7 duge goi 1

bién ¢& ngau nhién.

2. CAC DINH NGHIA XAC SUAT

2.1. Dinh nghia cd dién 1.4
N&u bién & A duge phan tich thanh tdng cia m biéh ¢& trong hé

diy &l gém n bién 6 ddng kha ning B,, B,,..., B, nghia la:

A =Bi, UBi2 U'“UBim’ ISill""im =n

~ -~ m . N ” At kil st AT * Pl L )
thi ti s6 — dudgc goi 14 xéc sudt cua bién cd A va ki hidu:
n

P(A)=-T-, 0<m<n
n

Tinh déng kha ning cta n bién cd B;, B,,...,B, duge hiéu nhu 1a
kha niing xay ra cta B,..., B, 1a nhu nhau. Vi du “gieo mdt lan con xic
x4c cin d61 va déng chat”, cac bién cd By, By, Bs, By, B, By 14 déng kha
nang. Vi tinh cin d6i va déng chit cla con xtc xic nén kha ning xuit

hién ctia cac bién 6 @6 1a nhu nhau,
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T dinh nghia niy ta nhan thiy ring su xay ra cia céc bién
¢d B;,B; ,..,B; din dén sy xiy ra cha A. Ta goi m la s§ khi ning
thuan 16i cho A. Con n bién ¢6 By, By,..., B, 13 88 kha niing ¢t thé. Ta cb

thé viét lai dinh nghia nhu sau:

P(A) _ S8 kha nang thuén lgi cho A
86 kha ning cb thé

Vi du 1.1 Mot dgt x8 s6 phat hanh 10° vé s8, trong d6 c6 1 giai
nh4t, 3 giai nhi va 10 giai ba va 20 giai khuyén khich. Mot ngudi mua
ngiu nhién mot vé. Tim x4c suit dé:

a. Duge giai nhat;

b. Duge giai nhi;

¢. Duge giai ba;

d. Duge giai khuyén khich;

e. Duge giai.

Giai:

a. C6 1 kha ning dudc giai nhat trong 10° kha ning. Vay xac suit

phai tim 1a: P(A) = 1_%3 ~0,000001;

3

10°

b. Tuong ty, xac sudt dé nhan gidi nhi la: P(B) =

¢. Xic suit dé duge giai ba la: P(C) = 1'1695 =0,00001;

d. Xac suit dé duge giai khuyén khich 1a: P(D) = %— =0,00002;
P ~* 2 XIS 34:
e. Xac suiit dé dude giai 1a P(E) = T 0,000034.

Vi du 1.2. Gieo mét 1an 1 déng tién cin d6i va ddng chit. Tim xac
PP O n? A o A’
suat dé xudt hién mit sip.
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Gidi:
Gieo 1 14n 1 ddng tién can dbi va dong chit. Két qua cé 2 kha ning xay
ra 1a sip hodc ngta. Vi déng tién cin d8i va dong chat nén hai kha ning
nay la nhu nhau. Trong hai kha ning nay chi ¢6 1 kha nang xuit hién

. . » A i 1s 1
mit sdp. Viy xac sult xult hién mat sdpla P(A) = 3

Vi du 1.3. Xét mot dic tinh do mét cap gen A va a gay ra. Trong
viéc lai tao thi b8 me mdi ngudi cho mt gen. Néu ca hai ngudi déu 12 di
hdp t&, nghia 14 ca hai déu 12 hgp ti1 Aa thi cac hgp tid ctia con s& 14 mét
trong 4 loai sau: AA, Aa, aA, aa. Tim xac sudt dé con cb kidu gen:

a. faa]; b. [Aa]; c. [AA]

Giai:

P A N A o - ~ 1
a. Vi 4 bién c6 AA, Aa, aA, aa 1 dong kha niing nén P([aa}) = e
s 2 1 .. .. e R
b. Tudng tu ta cb: P([aA])= 75 (Vi nguol ta xép Aa, aAla

cung kiéu gen);

c. Xac suit dé con c6 kidu gen [AA] 1a P([AA]) = R

Vi du 1.4. Mot 16 san phidm gém N sin pham, trong d6 ¢6 M san
pham t3t va (N — M) san phdm x4u. Liy ngiu nhién s san phim tit 16
hang. Tim xac suit dé trong s sin phAm 14y ra c6 ding k san phim tét.

Giai:

S kha nang c6 thé 14y s san pham tit N san pham 1a; Cy.

S&'kha ning chon k sdn pham t8t trong M san phdm tét la: Cy;.

S6 kha ning 14y s — k san phadm x4u trong N - M san phim xiu la:

sk
Cron-
S8 kha nang chon s san phdm trong d6 cé diing k san phim tot 1a:

k a-k
Chy x Cliu-
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Xac suit dé trong s sAn pham 18y ra c¢6 ding k san phim t&t 1a:

k s-k
Cym * Cyiw

A)=
P(A) c

Vi du 1.5. Gieo déng thoi hai con xdc xéc cin d6i va déng chat. Tim

xac suit dé:
a. Téng s6 cham & mat trén 2 con xdc xic bing 8;
b. Hidu cac s6 chim & mit trén hai con xic xic cé gia tri tuyét
481 bang 2;
¢. 86 chdm 6 mit trén hai con xtdc xéc bing nhau;
d. S8 ch&m & mit trén con thit nhat 14 4 va s8 chim 6 mit trén con
xtc xdc thit hai nim trong khoang {3; 5.
Gidi:
a. Nhin vao hinh bén ta ¢6 5 kha ning ma téng cac s& chim d mit

trén cua hai con xGc xic bing 8. Con s§ khad ning cé6 thé la
n=6x6=36.
5

Xac suat phai tim 1a: P(A) = v

b. 85 kha nang ma hiéu cAc s6 chim & m#t trén hai con xte xéc o
gia tri tuyét d6i bing 2 14 8.
S kha nang cé thé 1a n = 36.
8

Vay x4c suit phan tim 1a: P(B) = - =

(W)
| b2

c. S6 kha ning dé s6 chdm & mit trén hai con xic xic 14 6. S5 kha
nang cé thé 14 36.

g 2 . 6
Viy xac sudt phai tim la: P(C) = ="

o> N g




l 1 2 3 4 5 6
I

1 &

2 ® *

3 ® @+

4 ® * ®

5 ® *

6 * ®

Hinh 1.1

d. 86 kha ning thuin lgi cho bién ¢d nay 1a (4, 3); (4, 4); (4, 5). Vay

. 2. e v 3 1
xac suat phai tim la; P(D) = — = —

36 12
Vi du 1.6. L&y ngiu nhién 1an lugt 3 chil s& t tAp gdm 5 chil s6
{0,1,2, 3,4} xfp thanh hang ngang tit trai sang phai. Tim x4c suit aé
nhan duge mot s6 gém 3 chit sé (khong ké chit s6 0 ding dau).

Gidi:

S cac s6 gm 3 chit 6 (ké ca chil s5 0 ding dau) ¢6 thé 1ap dude 1a
88 cac chinh hgp khéng ldp chap 3 cua 5.

|
P(5; 3) = o! =3x4xH=060.
(B-3)

S6 cac 0 gdm 3 chil s6 mi 6 chit s8 0 dling dau la:
41
(4-2)!

P(4;2) = =3x4 =12.

S& cac s ¢6 3 chit s& ma khong c6 chil s6 0 ding dau la:

P(5; 8) — P(4; 2) = 60 — 12 = 48.
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Vay xéc sudt phai tim 1a:

P(5;3)-P(4;2) 48 4

P(A) = .
P(5; 3) 60 &

2.2. Dinh nghia xac suit theo tin suat

Trong dinh nghia ¢d dién cé didu han ché& 1a khéng gian bién ¢6 sd
cip c6 mét s& hitu han bién c& sd edp va lai déng kha nang. Vi vay, dé
khic phuc hai djéu trén ta dua ra dinh nghia sau:

Ta lip lai ddoc }ap n l4n mdt phép thi nglu nhién, bién b A

. . . m Y 1a LA » w1t cw n
xudt hién m 14n. Ti s6 — dude goi 12 tan sudt xuét hién bién c6 A. Néu
n

s6 1an thuc nghiém n cang 16n thi tAn suit cang gin tdi modt s6 ¢& dinh
nao do.

Vi du. Cac nha toan hoc Pearson va Buffon da lam thie nghiém
gieo nhiéu 1dn mdt ddng tién can d6i va dong chat. Két qua cho § bang sau:

Nguai 13m thi nghiém | S61an gieo | S8 [4n xuft hién m3t ngtra | Tan suat
Bupphang 4040 2048 0,508
Pearson.K (1an 1) 12000 6019 0,5016
Pearson X (14n 2) 24000 12012 0,5005

Nhin vao k&t qua thi nghiém ta thay s§ 1an gieo déng tién cang lén

v LR b, M N 1 a* 1 R Ay - At P ,

thi tan sudt — cing gan 5 S0 -2— dugc gol 1a xac suat cua bién c6 “xuit
n

hién mit ngua”.

* - % ~ » K n 2, ~ ~* m o
Dinh nghia 1.5, Néu 6 phép thi n cang 16n, tin suit — cua
n

bién ¢85 A ciing tién gAn dén mot s6 ¢d dinh p thi ta néi ring bién ¢d A én
dinh ngAu nhién va 6 p dude goi 14 xac suft cta bién cf A,

Dinh nghia nay duge goi l1a dinh nghia x4c suit theo tan su#t hay
dinh nghia theo théng ké. Dinh nghia nay 6 wu diém 12 giai quyst duge
truong hop khong gian bin ¢f s¢ cip gdm v6 han bifn ¢b so cllp va cac
bién cd so cdp nay xudt hién khéng déng kha ndng. Song dinh nghia nay
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ciing ¢6 nhude diém 14 né khong phan anh duge nhidu vé dic trung cia

e D, e
bién ¢§ trong khi ti s6 — cé tinh on dinh.
n

2.3. Dinh nghia xac suat hinh hoc

Cho mién Q do dude (trong mit phéng, duong théng, khéng gian 3
chiéu,...) va mién con do duge S cha Q. LAy ngiu nhién mét diém M
trong mién Q. Pat A=[M e S].

Dinh nghia 1.6. Xac suit dé diém M rdi viao mién S (bién cd A)
duge xac dinh nhu sau:

P(A) = dd do S .

do do Q
(Mién Q chinh 14 khéng gian bién cé sd cip).

Chii y. Khai niém “d6 do” ctia Q ta hiéu nhu sau:

» Néu Q 1a dudng cong hay doan thing thi “d6 do” clia Q 14 d6 dai
cua no.

» N&u Q 13 hinh phing thi "ds do" cia Q 1a dign tich cla né.

¢ Néu Q 13 hinh khéi trong khéng gian thi “dé do” cia Q 12 thé
tich ctia né.

Vi du 1.7. Tim x4c suit dé mét diém M roi vao hinh tron ndi tiép
hinh vuéng cé canh 2m.

Giai:

Xac suit phai tim la:

dién tich hinh tron  m.1°

n
P(A) = ———r ==
dién tich hinh vuéng 2 4

o)
N

Hinh 1.2
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Vi dy 1.8. Hai cau bé hen gdp nhau § mét dia diém xéac dinh vio
khoéng tit 8 gio dén 9 gid. Ngudi dén trude sé dgi ngudi kia 10 phut; sau
d6 néu khong gap thi sé di. Hay tim xac sufit dé hai cau bé gip nhau.
Biét ring mbi cAu bé ¢6 thé dén chd hen trong khoang thdi gian qui dinh
mdt cach ngdu nhién va khéng tuy thude vio ngudi kia dén vio ldc nao.

Giai:

Ki hiéu x 12 thoi diém ma ciu bé thit nhat dén diém hen; y 12 théi
diém ma c4u bé thit hai dén diém hen. Hai cdu bé gip nhau khi va chi
khi: [x - y|<10.

Ta biéu din x, y nhut toa d§ cic diém trén mit phing toa do
Descartes vudng goc, don vi d médi truc 1a phut. Khéng gian bién c6 so
cip & diy 1a hinh vudng canh 60, con bién ¢ s6 cAp thuan lgi cho viée
gip nhau 14 mién c6 gach nhu hinh vé dudi day (H 1.3).

y
60
10
ol 10 80 x
Hinh 1.3
Vay xac sufit phat tim la;
60° ~50% 11
P(A) = ——— = —,
&) 60* 36

Vi du 1.9. Trén doan thing OA ta 14y mot cach nghu nhién hai
diém B, C ¢ toa d6 tuong tng OB = x, OC =y (y 2 x). Tim x4c suit sao
cho dd dai ctia doan BC bé hon d6 dai cua doan OB.

Giai:
Céc toa dd x, y phai thoa man diéu kién:
0<x<T;0<y<T; y>x (1)
trong d6 T 12 d6 dai doan OA.
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Y
L
Q M
y =2
y=x
0 T X
Hinh 1.4

Ta bidu dién x, y 1én hé truc toa d6 vudng géc. Cac diém cé toa o
thod man diéu kién (1.1) thudc tam gidc vuong OMQ. (Tam giac OMQ
xem nhu khong gian bién ¢d so cdp). Theo gia thiét cha bal toan ta b
y —x < x, tuc la:

y < 2x. (2)

Nhitng diém ¢6 toa @6 (x, ¥) thod mén (1) va (2) thudc tam gidc
gach OML (H 1.4). Mién thuan l¢i cho bién ¢d can tim 14 tam gidc OML.
Vay xac suit cAn tim la:

T2
p .. dién tich AOML 4 1

" dién tich AOMQ T 2
2

Dé khic phuc nhitng nhude diém ctia cac dinh nghia trén va dam
bao d§ chinh xac vé mat toan hoc, Kolmogorov di dua ra dinh nghia xéc
suit bing phuong phap tién dé.
2.4. Dinh nghia xac suat theo tién dé

Dinh nghia 1.7. Ham P xic dinh trén o - dai s§ 7 va 14y gi tri
trong R = (~o0; + ) dugc goi 12 xac suat néu thod man cic diéu kién sau:

1. F2A—~PA)=20
2. P(Q) =1

3. NéuA, Ay, A, o €F va A NA; = vil i#)thh
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P JA) =P(A) + P(A) + .+ P(A, )+ ... -

=1

P(A) duge goi 1a xac sudt cla bign c¢d A. B ba (Q, 7, P) dudgc goi 1a
khong gian xac suit.

Céac dinh nghia ¢ phan trén 13 trudng hop riéng cia dinh nghia xac
suit theo tién dé. O day ta chi kiém tra lai trudng hgp dinh nghia
cd dién.

Thuc vay, dat Q={B,, B,,..., B, }vad # 1a tap hgp tdt ca cac tap

con cua Q. Ta suy ra 7 12 mdt o— dai 6. Ta nghiém lai cac tién dé
I, IT va II1.

Tién dé I thoa man vi P(A) LN 0; 0<m<n.
n

Tién dé II ciing thod min, vi P(Q) = % =1,
Dé& nghiém lai tién dé III, ta gid s ring A,BeF vi A~B= @,
Ta s€ chiing minh: P(A U B) = P(A) + P(B).
Thue vay, goi m, la s8 kha ning thuin Igi cho A;
va my 14 s6'kha ning thuén lgi cho B.
Vi AnB= @ nén s6 kha niang thuan 1gi cho bién ¢f téng AUB
1a m, +mg.

mA+mB xmA

Taco: PLAUB) = + 2B _ P(A)+P(B).
n n

D6 14 diéu phai chiing minh.

3. TINH CHAT cUA XAC SUAT
31. NéuA, B e7 va AcB thi P(A) < P(B).
Chiing minh

Vi AcB nén ta c6 thé viét B= AUAB. A, AB xung khic véi
nhau. Theo tién dé II1, ta cé:
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P(B) = P(A)+ P(AB).

Vi P(AB) = 0 nén P(B) > P(A). D6 12 didu phai chiing minh.

T dinh nghia x4c suit v tinh chit trén ta c6: 0<p(A) <1

Hé qué 1. P(©) =0,
Thuc vay, Q=QuU@.
Ta ¢6: P(Q)=P(Q)+P@) < 1=1 + P(Q)
Vay P(@) = 0.
Hé qud 2. P(A) =1-P(A).
Thue vay, A UA =0
PAUA)=P(Q) =1
P(A)+P(A)=1
Vay: P(A)=1-P(A).

3.2.V6iA B. o tach

va

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(A~B)
P(A\B) = (A) — P(AB),

Chiing minh

Ta biét ring AUB=AUAB;viA, AB 14 xung khéc, nén
P(A UB) =P(A) + P(AB).

Mit khae B = ABUAB.

Ta cé: P(B) = P(AB) + P(AB).

Thay P(AB)=P(B)-P(AB) vio biéu thitc ctia P(A U B) ta cé:

P(A UB) = P(A) + P(B) - P(AB).

39



BAay gid ta chiing minh ¥ thit hai ciia tinh chat nay.
Tacé ANB=AB. Tasuyra P(A\B)=P(AB).

Mit khac A = ABUAB. Vay P(A)=P(AB)+P(AB).
Tiu d6 ta suy ra P(A\B) = P(A) — P(AB).

D6 14 diéu phai chiing minh.

o Mé rong cong thite xdc sudt cua mét tong:
Vaibatky A, A,,.., A, eF cé:

n

P(UAi)ziP(Ai)— D PAA)+
i=1 i=1

1gi<jgn

+ 3 PAAA) .+ (C1)"PA,LA)).
1<i<jsksn
Chitng minh
Chiing minh bing quy nap:
O trén ta da ching minh céng thdc d6 ding véi n = 2. Gia si cong
thie d6 ding dén n — 1. Ta sé chiing minh né dving dén n bat ky.
Theo gia thiét quy nap ta cé:

p(JA) =3 P(A)- Y PAAYs

25i<jsn

+ i P(AAA D+ +(-1)""P(A,. A,).

2gicpsn

Tinh:

PAJa) =P, u(JA)

i=2

_pay+P(JA)-P(JAA)). (1.1)
i=2

i=2
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Theo gia thiét quy nap ta lai eé:

PUJAAD=YPAA)- Y PAAA)+
i=2 i=2 2<i<jsn

b Y PAAAA) -+ (1 EP(AA, A,

9<icjcksn
T két qua trén ta suy ra diéu phai ching minh.
Vi du 1.10. Gieo mét 14n con xtc xic cAn d6i va dong chat. Ky hiéu:
Ala bién cd {1, 2, 4}
Bla biéncd {2, 5, 6);
Clabiéncd {1, 2, 6.

Tinh cac xac suit P(A); P(B); P(C); P(A U B); P(AB); P(AC); P(BC);
P(ABC); P(AuWBuUC).

Giai:
P(A)= 5= BB =2 =23 PO = 2=
P(AB)=EIS-;P(AuB):P(A)+P(B)—P(AB)=%+—;—~é—z-§.
P(AC):gzé; P(BC)=§=-;-; P(ABC):%.

P(AUBUC)=P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(BC) -

_P(AC)+P(ABC)= L L L 1 11 s
Vi dy 1.11. Cé ba bite thu va ba phong bi thu ¢é ghi dia chi sin.

Cho nglu nhién ba bic thu vao ba bi thu dé. Tim x4ac suat dé trong ba
bite thu dé ¢6 it nhat mét bie thu gii ding dia chi.
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*,,

Giai:
Dat A =bién c8 “trong ba biic thu cé it nhat mdt bite thu gl ding
dia chi”
A; =bién c¢d “bitc thu thit i giti ddng dia chi”;i=1, 2, 3.
Taco: A=A VA, UA,.
Xac sudt cia bién ¢d A 1a:
P(A) = P(A) + P(Ap) + P(A,)) + P(ALA) —
—~P(AA,) — P(AA,) + P(ALA; Ay)
Trong 3 bi thu ¢6 ghi dia chi sin thi c6 mét c4i ¢6 dia chi cua bitc

thu gl di. Vay P(A,) = P(A,) = P(A,) = % (do tinh d6i xéng).
Ta tiép tuc tinh P(AA,).

) » e 1
Kha ning c6 thé cho bién ¢f'tich A,A,1a 1. Vay P(AA,) = rE

- 1
Do tinh ddi xiing ta c6: P(AA,) = P(A,A,) = P(AA,) = ’s
Tuong tu ta c6 sd kha ning c¢6 thé cho bién cd tich AAA,; 14

- . 1
3x2x1:= 6. 56 kha nang thuan lgi chons1a 1. Vay P(A,A,A,) = rs

T d6 ta suyra: P(A) = .é. +

4. XAC SUAT cO DIEU KIEN. CONG THUC XAC SUAT CUA TiCH.
SUDQC LAP cUA CAC BIEN CO

4.1. Xac suat cé diéu kién, cong thirc xac suat ctia tich cac bién cd
Trude hét ta xét vi du sau day:

Vidu 1.12. Gieo ddng thdi hai con xic xdc cin d6i va déng chit. Ky
hiéu A 14 bign ¢ “Téng s6 ch&dm d mit trén ctia hai con xiic xéc bing 8",
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va B 1a bién ¢ “Téng s§ chdm & mit trén hai con xtc xdc 12 s§ ch&n”.
Tinh xac suit clia A, cia B, cia AB.
Giai:
Khi gieo dong thdi hai con xtc xc thi s8 cac cip c6 s6 ch&m ¢ mit

trén cla hai con xtic xdc bing 8 gdm 5 cip (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2).
S6 kha ning c6 thé xdy ralain = 6x6 = 36.
Theo dinh nghia xic suit c6 dién ta co:

5

%

So céc cip ma cb tong 14 nhitng s6 chén 1a 18.

P(A) =

X4c sudt cia bién ¢6 B 1a:
18 1
P(B) = — =~
36 2
Ta thdy, néu bién ¢ B x4y ra c¢6 nghia 14 s§ cac cip c6 thé x3y ra
ma tong clia chiing 12 s6 chin bing 18.
Néu ki hidu x4c suit cda A véi didu kién bién ¢8' B dii xdy ra 1a P(A/B)
thi xac suat nay bang:
5
PA/B)= —
18

Hdn nita ta ciing thdy bién ¢d tich A nBla tap ¢6 5 ciip.

5
Vay PLANB) = —.
Vay ( ) 26

Tt két qua trén ta suy ra:

5
P(ANB) 35 65
P®B) 18 18’

36
P(A
T d6 suy ra P(A/B) = —gﬁg—)-

Tit vi du trén ta dua dén dinh nghia x4c suit ¢é didu kién nhu sau:
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Dinh nghia 1.8, Gia st A, B 12 hai bién ¢6 bt ky va P(B) > 0. Goi
. «~P(ANB)
0 —_—

ti s 14 x&c suat cé didu kién cta bién c& A véi diéu kién bién
. » . P(AnB
¢6' B d xay ra va ki hidu: P(A/B) = 2 °B)
P(B)
P(AnB)

Néu P(A) > 0 thi goi ti s6 =P(B/A) 12 xéc suft cé diéu

P(A)
kién cta bién ¢ B vdi didu kién bién c8 A da xay ra.
Tw dinh nghia xac suit cé6 didu kién ta suy ra cong thic xac suit
ctia bién ¢4 tich:

P(AB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).
Cong thite nay ¢6 thé mé rong cho trudng hop tich clia n bién ¢
P(AA,... A) = PAAPAJA,)... PAJA, Ay A,

Vidy 1.13. Mot hop gbm c6 12 bi, trong dé c6 7 bi dd va 5 bi tring.

a. L&y nghu nhién lién tiép khong hoan lai hai bi. Tim xac sudt dé
hai bi 14y ra déu 14 bi do.

b. Ldy ngAu nhién 1 bi ti hép va khong dé ¢ t6i mau cia nd, sau dé
lai 14y tiép 1 bi nita. Tim xAc sudt dé vién bi 1Ay ra 14n thi hai 1a bi dd.

Giai:

a. Dat A = bién ¢6 “Vién bi 18y ra l4n thi nhat 12 bi d6”.
B = bién cd “Vién bilay ra 1an hai 13 bi dd”.

X4c suat phai tim 14 x4c sudt ctia bién ¢f tich AB.

(Hai bi dong thdi 12 bi dé chinh 12 bién ¢§'tich A nB).

Ta c6: P(A nB) = P(A)P(B/A);

7 6
P(A)=—; P(B/A) = —
(A) ) (B/A) ™
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7.6 7
12 11 22

b. Ta ¢6 thé viét: B=BnQ=B{AUA)=ABUAB.
Khi d6: P(B) = P(AB) + P(AB)
=P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A).

7 o 5 6 o T
Lai c6: P(A) = —; P(&) = —; P(B/A) = —;P(B/A) = —.
b POA) =753 PA) = 1 PRI = PBIA =4y

7 6 7 5 42435 77 1
Vay P(B) = —x—t —x— =200 1L L
12711 11 12 132 132 12

Vi dy 1.14. Mot 16 san phim gdm c6 100 sdn pham, trong dé cé
10% phé pham. Kiém tra lién tiép khéng hoan lai 4 sin phim ti 16
hang. Néu c6 it nhit mot phd phim trong 4 sin phdm kiém tra thi
khéng nhan 16 hang. Tinh xAc suit d€ nhan 16 hang.
Giai:
Dat A = bién ¢d “nhén 16 hang”.
Vi B, = bién ¢§ “san pham kiém tra thi i 14 san pham tat”,
i=1,2 3, 4.
Tit dinh nghia cée bién ¢d trén ta c6: A =B, nB, nB; nB,.
X4c sudt cia bién cd A la:
P(A) = P(B,)P(B,/B,) P(B,/B,B,) P(B,/B,B,B,);
90 89 88 87
P(A) = ———x—x—x— = (,65.
100 99 98 97
4.2. Céng thic xac sudt toan phin va cong thirc Bayes
Dinh li 1.1. Gia st A 14 bign c6 bit ky, diy By, B, ..., B, l4p thanh
hé diy du cac bién ¢6. Khi d6:
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P add

a. N6uP(B) >0, i=1n thi P(A)= iP(Bi)P(A!Bi) (1.2)

i
(Cong thite (1.2) duge goi 14 edng thitc x4c suit toan phan).
P(B, )P(A/B,)

> P(B,)P(A/B,)

i=1

(1.3)

b. N&u thém gia thiét P(A) > 0 thi P(B,/A) =

(Cong thite (1.3) dudc goi 12 cdng thite Bayes).
Chitng minh
a. Ta ¢o:

A=ANQ=A(B,UB,U..UB )=AB, UAB, U..UAB,.

Vi B,, B,,..., B, 12 xung khéec titng d6i nén AB,, AB,,..., AB, cling
xung khéc titng doi.

Vay P(A)=P(ADB) + P(AB) + ..+ P(AB)

P(A)=P(B). P(A/B) + PBHPA /By + ...+ P(BOP(A/ B,).
D6 1a diéu phai ching minh.
b. Xét xac suit cla tich hai bién ¢d A NB,, ta c6:
P(AB,) = P(A)P(B, /A) = P(B,)P(A/B, ).
Tit ding thdc sau ciing ta duge:
P(A)P(B, /A) =P(B,)P(A/B,).

P(BP(A/B,)  PBPAIB,)
PAY S RB)PAIB)

i=1

Suy ra: P(B, /A)=

Céng thic (1.3) duge chitng minh,
Xac suat P(B)) dudc goi 14 xéc suit tién nghiém.

Xac suit P(B/A) dudc goi 1i xdc sudt hqu nghiém.
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Vidu 1.15. Cho 2 16 san phdm, Lé I ¢6 50 san phdm, trong d6 c6 20
ph€ pham. L6 I e6 40 sin phim, trong dé c6 15 phé pham. Liy ngiu
nhién mot 16 va tir 16 d6 18y hi hoa 1 san pham.

a. Tim x4c suft dé sdn pham ldy ra 12 sin pham tét.

b. San pham 14y ra 14 san pham t6t. Tim xac suét dé sin phim d6
thuge 16 T1.

Gidi:

a. Goi A la bién ¢ “San phim 14y ra 12 san pham t61”,

B, 12 bién ¢d “San pham 1y ra tit 16 I

B, 14 bién ¢§ “San phdm 14y ra tit 16 I
Ta suy ra day B,, B, l4p thanh hé diy da cac bién ¢6.
Theo cong thitc xac sudt toan phan ta cé:

P(A) = P(B)P(A /B, + P(B))P(A/By).

1

Theo dau bat ta ¢6: P(B,) =P(B,) = .

30 3 25 5
P(A/B)=2-=2: P(A/B,)=—=—,
(A7B,) 50 5 (A/B,) 40 8

1 5 49
Vay P(A) = 2x2 4 1,049
2 57278 80

b. X4c sudt dé sdn phdm t6t 14y & 16 tha IT 1a:

1 5

_PB)PAIB,) 37°g 25

P(B,1A) ===t o= B 1o
80

Vi du 1.16. Hai may cung san xuit ra ciing mét loai linh kién. Cac
linh kién nay duge déng chung vao mét 16 hang. Ning sudt chia may thu
IT gdp d6i ning suit cia may th I, May thi I san xuat trung binh dude
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64% linh kién loai t&t, con may thd 1T duge 80% linh kién loai t6t. Ly
ngau nhién £ 16 hang mot linh kién thi duge linh kién loai tét.

a. Tim xéc suit dé linh kién d6 do may thit I sdn xuét.
b. Tim xac suft dé linh kién dé do may tht II san xuAt.
Giai:
Goi A 12 bién ¢6 “linh kién 14y ra thude loai tot”.
B; 14 bién ¢ “linh kién do may thit i san xuat”, i=1, 2.
Ta suy ra ti dinh nghia cia bién ¢& B,, B, rdng: B,, B, 1ap thanh

hé day dua cac bién cd. Theo cong thic xac suit toan phin ta cé;

P(A) = P(B))P(A/B,) + P(B,)P(A/B,).

Ta c6: P(B) = 5 P(B, )— (vi may tht II c6 niang sudt gip doi

ning suit cia may I).
Theo gia thiét clia bai toan ta c6: P(A/B)) = 0,64 va P(A /By = 0,80.

VE‘.lyP(A)=0,64><l Exog_ﬂ~}l
33 15 15

a. Xac suit dé linh kién t6t d6 do may I san xudt 1a:

1

P /Ay FBIPAB) 500 16

YUY Py T 11 s
15

b. Xac sudt dé linh kién tot d6 do may thit hai san xust la:

20,8
pB,/ay- FBIPA/BY) 57 78
2T Py L1n
15
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Vi du 1.17. Ngudi ta bidt rhng mét cip tré sinh ddi cé thé 13 mot
cip sinh d6i thit hoic sinh d6i gid (khong that). Mot cap sinh déi that
ching do ciing mét tring sinh ra, trong trudng hop dé ching bao gis
cling cing gidng. Con sinh d61 gia thi ching do hai triang khac nhau

sinh ra. Xéae suét dé ching cing giong bang % Gi4 st ciip tré sinh déi that
vdi xAc sudt bing p (0 < p < 1). Tim x4c suét dé cap tré sinh déi ciing
gidng 14 ciip sinh d6i that.
Giai:
Goi: A 12 bién cd “Cip tré sinh déi cling gidng”,
B, 1& bién cd “Cép tré sinh dbi 1a sinh déi that”,
B, 14 bién ¢6 “Cap tré sinh d6i 1a sinh d61 gia”.
Ta suy ra: diy B,, B, lap thanh hé day da cic bién c¢b. Theo cong
thiic x4c suit toan phan ta co:

P(A) = P(B)PA/B) + P(B)P(A/ By

Theo gia thiét ta cé:

1
PB)=p; PBy)=1-p; PA/B) =1, P(A/By) = 5
1
Vay: P(A)szl+(1~p)x%=—%.

Xac sudt dé cap tré sinh d6i ciing gidng la cap sinh d6i that la:

P(B,)P(A/B,) 1xp _ 2p
P(A) 1+p 1+p
9

P(B,/A) =

Vi du 1.18. Mot nha may san xuat dé hop xuét khdu cé ba phan
xudng. 8an phim cta phan xudng 1 chidm 40%, phan xudng II chiém
25% va phan xudng [II chiém 35% téng s6 san phim cua nha may dé.
Trong s& san pham xuit xudng, ti 18 thit phim cla phan xudng I chiém
0,5%, phan xudng II chiém 1,15% vi phan xudng III chiém 0,7%.
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a. Tim xac suAt dé khi 14y ngfiu nhién 1 san phdm ctia nha may ta
duge chinh pham.

b. San phdm 14y 14 chinh phim. Tim xé4c suit dé san phim dé do
phan xudng I san xuit.

Giai:
a. Dit A = bién ¢§ “san phim 14y ra la chinh phdm”

B, = bi¢n ¢f “san pham ldy ra do phan xudng thi i san
xuat”, i=1, 2, 3.

T d6 suy ra day cac bién ¢ B,, B,, B; 14p thanh hé diy dn cac
bién cé.
Theo céng thitc xAc suit toin phan ta co:
P(A) = P(B)P(A/B)) + P(B)P(A/B,) + P(B)P(A/B,).

Theo gia thiét ta cé:

P(B,) = 0,40; P(By) =0,25; P(B;) = 0,35,
P(A/B)) = 0,995; P(A/B,) = 0,9885; P(A/By) = 0,993.

Vay P(A) = 0,40x 0,995 + 0,25 x 0,9885 + 0,35 x 0,993 = 0,992675,

b. X4c suit 48 san phiAm do phan xudng I sin xuit 1a:

P(B,)P(A/B,) _ 0,4x0,995
P(A) 0,9927

P(B,/A) = ~ 0,400,

4.3. Sy doc lap clia cac biénh cé

Dinh nghia 1.9. Hai bién ¢6 A vd B duge goi 1a ddc lap véi
nhau néu:

P(AB) = P(A) P(B).

Tit dinh nghia nay ta c6 mét s6 tinh chét sau;
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Tinh chdt I. Hai bién 8 A va B 13 doc 1ap v6i nhau khi va chi khi:
P(A/B) = P(A) hodc P(B/A) = P(B).

Chitng minh
Piéu kién cdn: Néu A, B 14 dbe lap ta c6 P(AB) = P(A)P(B). (a)
Mat khac ta lai ¢6: P(AB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B). (b)

Ta hai dﬁmg thic (a) va (b) ta rit ra PB/A) = P(B) va
P(A/B) = P(A).
Diéu kién du: Ti P(A/B) = P(A) va (b) ta rit ra (a).

Tinh chdt 2. Hai bién ¢§ A va B 1a doc l4p vdi nhau thi diéu kién
can va di1a A, B doclap hosic A, B doc lap hodc A, B doc lap.

Ching minh

Ta chi xét 1 truong hgp, phan con lai coi nhu bai tap (dde gid tu
chitng minh).

Diéu kién cdn: N&u A, B 1a doc lap thi P(AB) = P(A)P(B).

Thute vay, ta c6: B= ABUAB. Vi AB, AB 14 xung khic nén:
P(B) = P(AB) + P(AB)

Gia thiét A, B ddc lap ta suy ra:

P(B) = P(AB) + P(A)P(B)

= P(AB) = P(B)(1 - P(A)) = P(B)P(A).
Vay A, B la doclap.

Piéu kién di: Néu A, B la doc lap nghia 1a P(AB) = P(A)P(B) ta
suy ra A, B doc 1ap. Thue vay:

Tt ddng thite P(B) = P(AB) + P(AB) ta cé:

P(AB) = P(B) - P(AB) =P(B) - P(A)P(B)
= (1-P(A)P(B) = P(A)P(B),

Diéu d6 chiing td ring A, B 14 déc lap.
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Pinh nghia 1.10. Ba bién ¢d A, B, C duge goi 14 ddc 1ap (doc 1ap
trong toan thé) néu ching théa min cac diéu kién sau: .
1. P(AB) = P(A)P(B);

2. P(AC) = P(A)P(C);
3. P(BC) = P(BYP(C);
4, P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Ta ¢6 thé phat bidu nhu sau:

Ba bién ¢8 A, B, C duge goi 1a déc 1ap véi nhau néu ta 14y ra mot
day con bat ky cac bién cd trong ba bién ¢4 A, B, C thi xac suat cuaa tich
céc bién ¢6 d6 bing tich cAc x4c suit cia tiing bién cd.

Dinh nghia duge phét biéu bing ciu trén con ding cho trudng hop
n bién cd A, Ay,..., A,

Bing ki hifu toan hoc, ta ¢6 thé phat bidu dinh nghia n bién c& dc
1ap nhu sau:

Dinh nghia 1.11. n bién c8 Ay, A,,..., A, duge goi 1a doc lap (ddc

iel

1ap trong toan thé) néu: P(ﬂ AiJ =[] P(A;) véi I bat ky thod man:

el
I<{1,2,..., nk.
Dinh nghia 1.12. Day n phép thl G,, G,,..., G,, trong dé mdi phép

thit G, tuong dng véi khong gian bién ¢d so ¢dp Q, =(A,, A,,..., A,) dudc

goi 14 déc 1ap véi nhau néu:
P(A] AL ..A7 ) =P(A] )P(A])..P(AY),

trong d6 A la bién c8 bdt ky trong r bién ¢§ A, A,,..., A, ing véi phép
tha G,.

Al 1a bién cd LAt ky trong r bién cd A,, A,,..., A, ing vii
phép thi G,
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Vi du:

e Gieo ngAu nhién déng thoi 2 con xtc xdc cAn dé1 va dong chat,
dude xem nhu tién hanh 2 phép thit dde 1ap.

+ Bin ngiu nhién lién tiép déc lap 10 vién dan vao muc tiéu dugce
xem nhu thuc hién 10 phép thi doc lap.

« Phdng v&n ngiu nhién 5 em hoc sinh lién tié€p. Phong vin duge
xem nht tién hanh 1 phép thit. Cac ldn phéng van 14 doc lap. Vay 5 lan
phéng van (mbi lan 1 em) dugde xem nhu tién hanh 5 phép thu djc lap.

Chii ¥. Néu diy n bién cd A,, A,,..., A, 1a déc 14p trong toan thé thi
d61 mot ching doc 1ap voi nhau.

Ngudge lai, néu diy biéh cd trén titng d61 mot dde 1ap vdi nhau thi
néi chung ching khong dde 1ap trong toan thé.

Vi du 1.19. Gieo ddng thdi 2 déng tién cin d61 va ddng chit. Goi A
}a bign c6 déng tién thi nhit xudt hién mat sip, B 1a bién cd dong tién
thtt hai xuat hién mat ngiia, C 14 bién cd ca hai ddng tién ciing xuét hién
mit sip hodc ngla. Xét tinh doc 1ap ciia 3 bién ¢6 A, B, C.

Gidi:

Ta nhan thay: P(A) == ; P(b) =% :P(C)=~—.

2

LD |~

Vi hai déng tién gieo dbc l4p véi nhau nén A va B dac lap,
nghia la:
P(AB) = P(A)YP(B) =

1
Xx—=—,
4

b |~
b |~

Goi C; 12 bién ¢6 “cd hai ddng tién ciing xuat hién mit sip”
va C, 12 bidn ¢& “ca hai déng tién cing xu4t hién méit ngua”.
Taco: C=C,uC,.
Viy AC=AC, UAC,.
Vi AC, va AC, 13 xung khéc véi nhau nén: P(AC) = P(AC)) + P(AC,).
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AC, khéng thé xay ra. Do dé P(AC,) = 0.
1

T d6 suy ra P(AC) =P(AC) =P(C)) = EX 5"

Vay P(AB) = P(BC) = P(AC) = %
vd  P(AB) = PAP(B);
PAC) = PAIPC);
P(BC) = P(B)P(C).
Digu @6 c6 nghia 12 ting déi mdt trong 3 bien ¢§ A, B, C 12 dde lap.

Song bién ¢d tich ABC ]a bién ¢d khéong c6 thé, P(ABC) = 0.

X

Il

oo-[ —

Mit khaec P(A)P(B)P(C) =

=
|
S ]

Tu d6 suy ra P(ABC) #P(A)P(B)P(C), nghia 1 A, B, C khong doc
1ap trong toan thé.

5. DAY PHEP THU BERNOULLI, XAC SUAT NHI THUC

Dinh nghia 1.13. Day phép thtt G;, G,,..., G, ma trong mdi phép
thit tuong tng véi khong gian bign ¢f sd c&p ¢ 2 bidh cd A va A duge goi
1a day phép thit Bernoulli néu thod mén cac diéu kién sau:

a. Day phép thu doé 1a doc lap;

b. Xé4c suéit d€ bieén 6 A xdy ra trong moi phép thit 14 khéng déi
va bang p.

Bai toan. Tim xac suét dé trong day n phép thi Bernoulli bién cd
A xudt hién ding k 1an.
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Giai:

Xét bién ¢ tich ctia n bidn 6 dang: AAAA..AA (1.4)

Trong tich nay c6 k nhan tii A va (n ~ k) nhéan td A . M5i bién cd
trong tich (1.4) 1ay ti cac phép thi khac nhau trong n phép thi.

Ta c6: P(AAAA...AA) = P(A)P(A)P(A)P(A).. P(A)P(A)

= P(A) P(AY™ = P(A)* (1 - P(A)™™
=p*(l-p .

Ta nhan thay ring: bién c6 “trong diy n phép thi, bién cd A xuit
hién ding k 14n” bing téng clia C céc bién cd tich dang (1.4) xung khic
ting déi. M3i hang ti cta téng nay déu cé xac sudt nhu nhau va bing
p*(1-p)" .

Vay néu ki hiéu xac sudt phai tim 1a P,(k) thi ta cé:

P (k) =Cip*(1-p)"*, k=0,1,..,n, (1.5)
Néudiat q=1-p thi P (k)=Cp"q"™", k=0,1,2,.,n

Xae suit cho dudi dang (1.5) duge goi 12 xac sufit nhi thie.

Vi dy 1.20. Gieo nglu nhién lién tiép 10 14n 1 dong tién can d6i va
déng chat, Tim x4c sudt dé:

a. C6 ding hai 1an xuAt hién mat sip.

b. C6 it nhat mét 14n xuit hidn mit sap.

Giai:

a. 10 14n gieo 1 déng tién dude xem nhu tién hanh day 10 phép thi
Bernoulli. Xac su#t xuit hién mit sap trong moi lan gieo khéng dé1 va

s 1 o o C 1 .
bang p = 3 Theo cdng thic xac suidt nhi thic ta ¢é:
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k 10~k
1 1
P, (k) = Ck, (EJ (1 —E] = C¥ x EL

Khik = 2 ta ¢6: Py(2) = C2, x—

b. Plk = 1]=1-P[k = 0]

R o 1 1
va P[k=0]=C,0x513=:2—13.

Vay xac sudt phai tim trong cau b 13

- 1
Ple>1]=1-—.

Vi dy 1.21. M4t ba me sinh 2 ngudi eon, méi 14n sinh 1 con. Gij st
xé4c sudt sinh con trai 12 0,5. Tim xac suat aé trong 2 ngudi con d6:

a. Cé dang 1 con trai.

b. C6 2 con trai.

¢. Khong cd con trai,

Tu k&t qua dé rit ra nhan xét gi?

Gidi:

Vé mit sinh hoc, ngusi ta chitng minh duge gi6i tinh cia tré em
trong cac 1an sinh 1a dgc 1ap. Vi vay ta cg thé xem 2 14n sinh nhy 1 tign

hanh 2 Iihep t}‘“i Bernoulh Xac suit sinh con trai trong moi 14n sinp |3
khéng d6i va bang p = 0,5. ' a

Theo cdng thitc xac sut nhj thie ta cg:

) 1 k 1 2.k
Pg(k)=cz(§J [1—5J =ch%.

56



. 1
a. Vi k=1 ta co P2(1)=C;><Z:l.

2

Y . ;s 101
b. Vi k=2tacé: P(2)=C,x—=—.
4 4

. . o 1 1
c.‘V01k=Otac0: P2(0)=sz:1-=—4—.

Tit k&t qua trén ta thiy xac suit dé trong hai ngudi con ¢ mdt con
: - ~ ’ b pa At 1 o - -~ » "
trai vA mdt con gat la In nhét (: EJ’ diéu d6 c6 nghia la trong sd

nhitng gia dinh cé hai con thi s& gia dinh c6 mjt con trai, mét con gai la
déng hon ca.

Vi du 1.22. Mot 16 hang chita rat nhidu san phim véi ti 1& phé
phim p = 0,02. Cin phai 1y mt mAu véi cd bing bao nhiéu, sao cho xéc
suit dé c6 it nhat mot phé phim trong miu &6 khong bé han r = 0,95.

Giai:

Goi A 13 bién ¢§ “trong mfu c6 it nhit mét ph& pham”. Goi n 1a ¢d

mau phai tim. Batg=1-p.

Tacé: PAA)=1-P(A)=1- Cﬂpoqn =1-q" 2r=0,95.

T d6 suy ra (0,98)" < 0,05.

In(0,05)
ns-————.
In(0, 98)

Bay gid ta tam thdi c¢6 dinh n va cho k bién thién ti 0 dén n dé
khao sat sy bién thién ciia xac suat P,(k). Muén vay, ta xét ti s6:

Pn (k + 1) B Clli+lpk+1qn—k—1 B (n _ k)p o1
P (k) Cép*q™™* (k+1+q
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Tasuyra(n—-k)p > kq+qhay k < np—q.

Didu d6 c6 nghia la xac sudt P,(k) tang khi k tang tit 0 dén np — q.

P (k+1)

Tuong tu ta suy ra —=&

n

<1véinhing k> np — q.

Tt &6 suy ra khi k ting tit np — g dén n thi xdc sudt P,(k) lai
P (k+1)
P (k)

n

giam. Ta nhan thdy ring khi k= np - q thi =1, nghia la

P.(k +1) = P,(k). Song k chi nhéin gi4 tri nguyén,

Vay:

e Néu np — g la s6 nguyén thi k c¢6 2 gia tri k, = np — q va
k,=np-q+ 1 ma tai d6 xac suilt P (k) dat cuc dai.

e Néu np — g la khéng nguyén thi k ¢6 1 gia tri ko= [np—q] + 1
ma tai d6 xac suat P.(k) dat cuc dai; trong d6 [a] ki hiéu 13 phan
nguyén cua a.

Vi du 1.23. Mot xa tht bin ngiu nhién ddc 1ap 14 vién dan vio 1
muc tidu vdi xac suét tring dich cia méi vién dan 14 0,2. Tim sd vién
dan tring dich véi kha nang 14n nhit.

Giai:

Xem viée bin 14 vién dan doc 1ap vao 1 muc tidu nhu 1a tién hanh
mét phép thi Bernoulli. X4c suét tring dich cia mdi vién dan la p=0,2.

Ta nhén thiy np — q = 14.0,2 - 0,8 = 2 14 s8 nguyén. Vay ¢6 2 gia
tri ko= 2 v k, = 3 dé xac suit P,(k) dat cuc dai, nghia 1a s6 vién dan
tring dich 1a 2 hode 3 14 ¢6 kha niing nhat.
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BAI TAP CHUONG 1

Ta kiém tra theo thi tu mét 16 hang gdm n sin phdm. Cac san
phim déu thude médt trong hai loai t6t hodc x&u. Ki hidu
A, k=1,2, .13 bién cd sin pham kiém tra thi k thude loai x4u.

Viét bang ki hidu cac bién ¢b sau:

a. C4 n san phim déu xdu.

b. C6 it nhat mdt san pham xau.

c. m sdn pham kiém tra ddu 1a tét, con cic san phAm cdn lai 1a x&u.
d. khong gian bién ¢8 sd cAp ¢é mAy phan tu.

Ching minh cac hé thic:

a. ANB=AB;

b. ABUABUAB = AB,

Bin vao mot bia (S6 1in bin khéng han ché) cho téi khi dan
tring bia thi thai bin. Gia s méi 14n bin chi ¢6 hai kha ning
triing bia (bién ¢d A) hodc chéch bia (A).

a. Hiay mb6 ta khong gian bién ¢d so cép.

b. Hay néu mét hé diy dd cac bién ¢d (hoic nhém day da cac
bién cd).

Mot dung cu dién tl gom 3 béng dén loai I va 4 béng dén loai II
Goi A, (k = 1, 2, 3) 12 bién ¢d chi béng dén loai I thit k t6t, con
B, G =1,2 3, 4) la bong dén loai II tha  t6t.

Dung cu tiép tuc lam viée néu c6 it nhit 1 béng dén loai I tot va
khéng it hon ba béng dén loai IT tét.
a. Hay biéu dién bién ¢d C 12 bién ¢d chi dung cu van lam viée duge

qua cAc Ay va B; va cac bién ¢d ddi clia chiing.
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b. Biéu dién bién ¢6 D 1a bién ¢6 ¢6 mft va chi mét bong dén loai I

tot va cd ding 2 béng dén loai I1 tét,

Cho 2 bign ¢5 A, B. Xét cac bién 6 A, A, AUB.

a. Cac bi€n ¢b d6 ¢6 xung khéc titng dsi khéng?

b. Céc bién ¢d d6 ¢6 1ap nén mft hé ddy dd cic bign c8 khong?

e. Céc bign 8 A\B, AB, AB, AUB c6 1ap thanh hé diy dd khong?

Chon ngiu nhién mét céng nhan trong s8 céc cong nhéin cb mat &
xf nghiép. Goi A 1a bién c6 x4y ra khi ngudi ¢6ng nhan duge chon 1a
nam; B 1a bién ¢b ngudi cong nhan duge chon & trong khu tap thé;
C 12 bién ¢8 ngudi cong nhan duge chon khéng hit thude 14.

a. Hiy mé ta bién ¢6 ABC.

b. V6i didu kién ndo ta cé: ABC=A?

¢. Khiniotacé C=A?

Cho 3 bién ¢d A, B, C. Viét biéu thite chi bign 5:

a. Chi ¢6 A xay ra.

b. A va B xay ra nhung C khéng xay ra.

c. Ca ba bién ¢6 cung xay ra.

d. Cé it nhat mot trong ba bién ¢b A, B, C xay ra.

e. C6 {t nhAt hai bién ¢6 cung xay ra.

g. C6 mot va chi mdt trong ba bién ¢8 A, B, C x4y ra.
h. Chi ¢6 hai trong ba bién c& d6 xay ra.

i. Khéng c6 bién & nao trong ba bién ¢d d6 xay ra.

k. C6 khéng qua 2 bién cd trong ba bién ¢8 d6 x4y ra.

C6 5 cudn sach khac nhau A, B, C, D, E dit trén gia sach. Rit 1an
lugt (khéng hoan lai) 3 cudn,

a. Khong gian bién ¢d s0 cdp ¢d maiy phin td.



10.

11.

12

13.

14.

b. 86 bién ¢6 thuan lgi cho bién ¢d rat duge cubn sach A va bién ¢d
khéng rit duge cudn sach A 1a bao nhiéu?

¢. C6 mAy bién 6 so cip thuan 1gi cho bién ¢d rit dude ca hai cuén
sach A va C?

Ngudi me sinh 2 ngudi con (mdi 1an sinh 1 con hoi#c trai hosic gai).
a. Khong gian bién ¢ s0 cAp ¢d mAy phan ti?

b. C6 bao nhiéu hién ¢d sd cap thuin 1¢i cho bign ¢d 2 con ¢é mot

con trai va mt con gai?

Bai tap s(r dung dinh nghia xac suat

Mot 16 hang 1000 sian phim, trong d6 ¢6 30 sdn phdm x4u. Lay hu
hoa 1 san phdm tit 16 hang. Tim xAc suat dé cho san phdm 14y ra
1a tot.

Mot hop chiza 30 bi tréng, 7 bi dé va 15 bi xanh. Mot hép khac
chita 10 bi trdng, 6 bi do va 9 bi xanh. Ta 14y ngiu nhién tir mdi
hop 1 bi. Tim xac sudt dé 2 bi rit ra cing mau.

Gieo ddng thdi 2 con xuc xdc cin déi vA ddng chit. Tim xAc suat
sao cho:

a. Téng s6 chAm & mit trén hai con xdc xc bing 6.

b. Hiéu s6 cham & mit trén hai con xdc xdc ¢6 tri s§ tuyét dsi bing 3.
¢. 88 cham 3§ mit trén hai con xdc xic khéng bing nhau.

Mot 16 hang ¢6 50 sin phim trong d6 c6 40 sdn phdm tét, 10 san
phim x&u. L&y ngiu nhién tit 16 hang 8 sadn pham. Tim x4c suit
dé trong 8 san pham 14y ra c6 ding 5 san pham tét.

12 hanh khach 1én ngiu nhién 3 toa tau. Tim xac suit dé:

a. Toa thi nhat cé ding 3 hanh khach,

b. M&i toa cé 4 hanh khach.
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15.

16.

17.

18.

19.

62

Mot kho4 chit 1ap nén bdi 6 vanh ghép lién tigp nhau quay quanh
mét truc. Méi vanh déu chia thanh 10 phdn bing nhau, trén méi
phén cé ghi 1 chit s8. Khoa duge md khi mdi vanh dit ding mét vi
tri da xac dinh trudc.

Tim xac suit d€ md duge khoa. (Gid slt cic chit s§ duge 14p ghép
mot cach tuy ¥).

Mot loat vé x& s8 v4i téng s8 tién vé 14 n déng, gia méi vé la 300
dbng. S& vé tring thudng loai q, ddng 14 m,, loai q, déng 12
m, (q;> q).

a. Tim x4c sudt tring thudng khdng qui q; déng cla 1 vé.

b. Tim x4c suat triang thudng q, déng ciia 1 vé.

Mot khach san ¢6 6 phong phuc vu khach, nhung c6 tit ci 10
khach dén xin nghi tro, trong d6 ¢6 6 nam va 4 nit. Khach san
phuc vu theo nguyén téc “ai dén trudc phyc vu trude va mdi phong
nhan 1 ngugi”.

a. Tim xAc suit dé cho cd 6 nam déu duge nghi tro.

b. Tim xac sudt dé 4 nam va 2 nit duge nghi tro.

c. Tim xAc suit sao cho 1t nhat ¢6 2 trong 4 nit duge nghi tro.

Xac suat hinh hoc

Cho mét hinh vuéng canh a. Ldy ngiu nhién mjt diém M trong
hinh vuéng d6. Tim x4c suit dé diém M roi vao hinh tron néi tiép
hinh vuéng do.

Trén dudng tron tdm O ban kinh r ngudi ta 14y 1 diém A ¢& dinh.

a, L4y nghu nhién diém M trén dudng tron dé. Tim xac suit dé
khoang cach tit M dén A khdng vugt qua r.

b. LAy ngiu nhién diém N trong hinh trén d6. Tim xé4c suft dé
khoang cach tit N d&n A khéng vugt qua r.



20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

C4t ngiu nhién doan diy dai 1 mét thanh 3 doan. Tim xac sudt dé
tit ba doan d6 ta dung duge mdt tam gide.

Cac hé sd a, b, c ca ciac phuong trinh:

a. x’+ax+b?=0

b. (a+ Dx*+2bx—a+1=0

dugce 18y ngau nhién gia tri trong doan [~1, 1]. Tim xic suat dé méi
phudng trinh trén c6 nghiém thuc.

Trén doan thing OA c6 dd dai s cha truc Ox, ddt hd hoa hai diém
B(OB = x) va C(OC = y). Tim xdc suit sao cho d dai BC

" bé hon >,
2

Bai tap vé phin xac suit tang, tich, xac suit didu kién

Bén 3 vién dan d6c 14p va cuing 1 bia. Xac su4t tring dich cla vién
thi nhat, vién thit hai va vién thi ba tudng tng bing 0,3; 0,5; 0,7.
a. Tim xac su't sao cho trong 3 vién dan c6 ding 1 vién tring dich.
b. Tim x4c suit dé cé it nhat 1 vién dan tring dich. _

Mot 16 hang goém 150 san phidm c6 chita 6% phé& phim. Ngudi ta
diing phuong phéap chon miu dé kiém tra 16 hang va quy uéc ring:
kiém tra l4n lugt 6 san phim, néu c6 it nhat 1 trong 6 san phim
d6 1a phé phdm thi loai 16 hang. Tim x4c suit dé chAp nhan
16 hang,

Bén lién tiép vao mét muc tiéu cho dén khi nio ¢6 1 vién dan dau
tién rdi vao muc tidu thi ngimg béin. Tim x4c suit sao cho phai bén
dén vién thi 6. Bigt ring x4c sudt tring dich ciia méi vién dan Ja
0,2 va cac 14n bén 13 doc lap.

Mot may bay gdm 3 b phan cd tim quan trong khac nhau. Mudn
bén roi duge may bay thi chi can ¢6 1 vién dan tring vao bd phan
thit nhat hosc 2 vién dan tring bd phéan thit hai hoiic ba vién dan
tring vao by phan thd ba. Xac suit dé 1 vién dan tring bs phan
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28.

29,

30.
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thit I, tha II, thit 111, véi didu kién dan d6 di tring may bay, tudng
ting biing 0,15; 0,30; 0,55. Tim xic sudt dé may bay bi ban rdi khi:
a. C6 1 vién dan tring may bay.

b. C6 2 vién dan tring may bay.

c. C6 3 vién dan tring may bay.

d. C6 4 vién dan tring may bay.

Mot nha méy san xuidt béng dén. May A san xudt 25% s§
béng dén, may B sén xudt 35% s& béng dén, con may C san xudt
40%. TS 18 san phidm héng cla cac may d6 trén tong s san pham do
nhi may d6 san xuit tuong ving bing 5% (may A), 4% (may B),
2% (may C). LAy ngiu nhién 1 san ph&m thi duge sdn pham x&u. Tim
xéac suat dé cho s&n phdm d6 14 do

a. May A san xuAt.

b. May B san xuit.

¢. May C san xuit.

Hai d&u thet A vi B thi ddu mot s6 14n, trong mbi 1an hodc d&u thi
A thing, hoic d&u thi B thing. Xac suit thdng ciia A trong méi
lin déu bing p. Trude lic vao thi ddu déu ¢b quy ude 12 méi diu
tha phai thing may 1in mdi duge xem la thing cude. Trd chdi bi
huy néu khéng c6 d&u thd nio thing di s lin quy dinh dé
thang cudc.

a. Tim x4c suit dé A théng cudc, néu gia sit A cén ¢6 2 1in théng,
con B phai ¢6 3 14n théng.

b. Tim x4c sufit théng cuje clia A, néu gia st A cin thing m lan,
con B can n 1dn thing.

Madt hoc sinh khi vao thi, chi thude 18 trong 25 cau hot thi. Tim xae
suat dé hoe sinh tra 131 duge 3 ciu héi ma hoc sinh d6 rit dude.

Ba cau bé chai trd choi gieo ddng tién lién ti€p. Al gieo duge mit
sip dAu tién sé thing cudc. Tim xéc sudt thdng cudc ctia mbi
ciu bé.



31.

32,

33.

34.

35.

36.

Bai tap vé cong thirc xac suit toan phan va céng thic Bayes

Gid st ¢6 3 kién hang véi s§ sdn phim t8t tuong ting cia mdi kién
la 20, 15, 10. Lay ngiu nhién 1 kién hang (gia st 3 kién c6 cung
kha ning bi riit) réi ti d6 14y hii hoa 1 san phdm. Biét ring 3 kién
hang dé6 déu ¢6 20 sdn phim.

a. Tim x4c sudt dé san phim chon ra 12 sin phim t6t,

b. Gia st san pham chon ra 12 t&t. Tim x4c suét dé sin phim d6
thudc kién hang thi 2,

Véi 3 kién hang nhu trong bai 31, ta chon ngiu nhién 1kién va ti
kién d6 14y hd hoa 1 san phim thdy 13 sin phim t6t. Tra san
phdm d6 lai kién hang vita 14y ra, sau dé lai 18y tiép 1 san phim
thi duge san pham tdt. Tim xac suit dé céc sdn pham duge 14y ti
kién hang thi 3.

kd o A~ » . “ A A 3 ~, Fl A N 5 -
Ti sb 6 t0 tai va 6 td con di qua dudng cb tram bom diu 1 3 Xae
sufit dé cho 1 6 td tai qua du’dng duge nhan dau 1a 0,1; xac suit
dé cho 1 6 tb con qua dudng dude nhan ddu 12 0,2. C6 mét 6 td dén
tram dé nhan diu. Tim xac sudt dé 6 t6 d6 1 6 tb tai.
Cé 2 kién hang gém 12 sdn phdm va 10 sdn phdm. Trong mbi kién
hang ¢6 1 sdn phAm x4u. L4y hi hoa 1 sin phim & kién thi nhit
cho vao kién hang thi hai, rdi tit kién hang thd hai riit ngdu nhién
1 san pham. Tim x4c suit dé san phdm rit ra l4n thd hai 13 san
phim x&u.
Cho n hop bi, méi hdp chita m bi trdng vi k bi d4. LAY ngiu nhién
1 bi tir hép thi nhat va bd vao hép thit hai sau dé 14y ngdu nhién 1
bi ¢ hgp thit hai bé vao hép thit ba,..., 1am nhu thé cho téi hop thii n.
Tim xac sudt sao cho vién bi cudi ciing rdt ra tit hép thd n la
bi tring.
Tién hanh 3 phép thit djc lap. X4c suit xuat hién bién c6 A trong
mdi phép thit 14 p = 0,1. Xac sudt xudt hidn bien ¢5 B tuy thude vio
s0 lan xudt hién cta A. Néu A xu#t hién i 1dn ( = 1, 2, 3) thi xac
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38.

39.

40.

41.
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sufit xudt hién tuong tng cia B la p; = 0,i; con néu A khong xuét
hién thi B khéng xay ra.

Tim s& (chi s6 14n xuft hién ctia xudt hién ctia bién cd A) c6 kha
ning nhit néu gia st ring bién ¢ B da xuit hién.

Phép thir Bernoulli — céng thirc xac suat nhi thic

Mot 16 hang chia rdt nhidu san phdm véi ti 1& phé phdm p = 0,02,
Cén phai I8y mdt miu véi ¢ bing bao nhiéu, sao cho xac suit dé
¢6 it nhit mot phé phim trong miu dé khong bé han R = 0,95.

Mbt gia dinh c6 3 con (mdi lan sinh 1 con). Tim xéc suit sao cha
trong so do:

a. Cé 2 con tral.

b. C6 khéng qua 1 con trai.

c. Khong it hon 1 con trai. Gid s x4c suit sinh con trai bang 0,5.
Ti 18 hoc sinh trong trudng bi cin thi 14 1%. Héi cin )8y mau cg
bao nhiéu (chon bao nhiéu hoc sinh) sao cho v61 xac suat khong bé
han 0,95, trong mau d6 ¢6 it nhat 1 hoc sinh bi cn thi.

Mbt nit cong nhin quan li 12 may dét. Xac suit dé mbi may dat

trong khodng théi gian t cdn dén su chim séc cta nit céng nhan

. | . . vy 3R
bing —. Tim xac sudt dé:
3

a. Trong khoang thdi gian t ¢6 4 may cin dén sy cham séc caa ni
¢ong nhan.

b. Trong khodng thdi gian t s6 mAy cin dén sy chim séc cua ni
¢ong nhan khéng bé hon 3 va khong 16n hon 6.

Ngudi ta tréng 2 hang cly trong d6 mdi hang ¢ 4 cdy. Xac suit
cui méi cAy séng 1a 0,8. Trdng lan thi I néu cdy nao chét thi trong
lai ciy d6. Tim xac suidt dé khong phai trdng ciy qua 2 lan.



42.

43.

44,

45,

Bin déc lap 14 vién dan vao mdt muc tidu véi xac suit tring dich
ctia méi vién dan bing 0,2.

a. Tim xAc sudt dé muc tiéu bi pha huy néu biét ring mudn pha
huy muec tidu cin khéng it hon 2 vién dan tring dich.

b. Tim xéc sudt dé muc tiéu bi pha huy mét phin, tie 1a chua bi
pha huy hoan toan ma chi bi hu hong.

Trong mét kién hang cé chita N san pham. Méi san phim trong
kién hang dé 14 tét hodc xAu véi xic sudt n}oui nhau va bang 0,5.
Chon ngau nhién tir kién hang d6 n san pham (chon hoan lai) va
thay cé m san phim t6t (0 < m < n). Xac dinh x4c suit sao cho
trong kién hang trén c6 ding / ph& phim. ‘

Mot qué cdu duge danh diu 6 hop I vdi xac suft p va & hop th 11
vil xdc sudt 1 — p. Xac suat mit duge qua cAu danh dfu ti hop
chita qua ciu nay bang P (P = 1). Riit Jién ti€p ¢4 hoan lai n qua
cAu tit hai hop d6. Hoi cén rit tit m&i hop bao nhidu qua cdu dé xac
suit it dude qua cau duge danh dau, du chi mét 1an, 14 16n nhAt.
Mot tdng dai 6 lign lac vdi 10 dia diém, & mbi dia diém c6 dat mét
may dién thoai. Cac may dién thoai nay duge st dung mdt cach déc
lap va thudng xuyén nhu nhau véi thoi gian trung binh méi 1an néi
chuyén la 6 phit. Tim xac sudt sac cho mét trong cac may dién
thoai & cac dia diém da cho khi cdn goi thi téng dai dang ban.
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LG GIA! — HUGNG DAN - TRA LOI

a. B= AA A,

b. A=A UA,U...UA, biénco.

c. C=AA A A_ . A

d. Khong gian bién cf so cdp ¢b 2" phan ti.

a. Khong gian bién b so cip gdm cAc phan ti:
A, AA, AAA, ..., AA. AA.

b. Goi B, 13 bién ¢& x&y ra khi s6 14n bén 14 18,
va B, 1a bién c& x&y ra khi s& 14n ban 1a chin,

B,, B, 1ap thanh hé diy di cac bién cb.

B,B,B,B, +B,B,B;B, +
a. C=(A, UA,UAY| " *_ _
B B,B,B, +B,B,B,B, + B,B,B,B,
b. D= (A,R,A, + A,A, R, + A, A,A, )[B,B,B;B, +...+ B,B,B;B, |
a. Cac bién 6 d6 xung khic titng dbi.
b. Chiing 1ap thanh mgt hé day dd.

¢]

. N6 lap thanh hé diy da cac bién cd.
a. ABC 1 bién ¢6 ngudi cdng nhan duge chon la nam trong khu
tap thé khong hit thube. .

b.Khi AcB, AcC thi ABC=A.

¢. Céc nit cong nhén trong dai hi khéng hit thude: A = C.
a. AEC;

b. ABG;

c. AvBuUG



10.

11.

12

d. ABC;
e. ABUACUBCUABCG;

g. ABC+ ABC + ABC;

h. ABC + ABC + ABC;

i. ABC;

k. ABC.

a. Cé 5x4x3 =60 phan ti1.

b. CiC: x6 = 36 . C6 24 kha ning thuan ldi khong rit duge A.

c. Cy x6=18 phan t& tudng ing véi bign 5 rut dude ca B va C.

a. Khong gian bién cd sd cdp ¢6 4 phin ti.

b. C6 2 bién ¢4 so cAp thuan 1¢i cho bién cd trong 2 ngudi con ¢6 1

nguoi con trai, 1 ngudi con gai.

p = 0,97.
_207
625

a p——s—'

36’
1

b. p=—;
P=5

¢ p-3

5

:Cioxc?o

Cso

69



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

1 .
10°

2
3.
7

b. p=0,391.

p=0,95.

Hudng ddan: Goi d6 dai cac doan cit la x, y — X, 1 — y véi
0<x<y<l.Tudédai ! canh cla tam gidc nhd hon tdng cda hai
canh kia va tinh déi xitng ta suy ra dap s6 trén.



20,

21,

22,

23.

24,
25,

26.

a.p = 0,25;
b. p=0,78.

p = 0,25.

Hudng din: Goi (x, y) 14 toa d§ cua diém M. M b the chay tuy ¥
trén hinh vudng canh s. Nhing diém M c6 toa dé cAn thod man

|YFX|S§.

2
2 S
S — ———
T désuyra: p= 24=
§

o

a. p=0,36;
b. p=0,91.

141 140 139 137 136

p(A) =

=(0,8)° x 0.2.
a. p(A/1 vién trang) = 0,15;
b. p(A/2 vién tring) = 0,368;
p(A/3 vién tring) = 0,728;

e

d. p(A/4 vién tring) = 1.
256
. p(A/H)=—;
a. p( )69
bp(B/H)——2§
69
16
c. p(C/H)=—
p( )69

H 14 bién ¢ “san pham 14y ra 13 san phidm xau”.

150 149 148 146 145
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28,

29,

30.

31.

32.

33.

34.

35.

72

a.Dat q=1-p, pA)=pil+2q+3gY;
b. p(A) = p*(1+Cq+C%, g +...+ C2L_q"
_18 17 16 _ 204

25 24 23 575

=)=

4 2
plz—%;pgz;:pe,:
3
a. p(A)=—;
4

b. p(BzfA)zé

4 b e . a . PO
p(B,/A) = 29 ; Ala bién ¢0 “cac san pham 14y ra déu 1a tot”.

Alabién c¢d “c6 16 td dén nhin diu”,

.

ALY

B, 1a bién c& “6 t6 tai di qua dudng cé tram ban daun”.

B, Ja bign ¢d “0 t6 con di qua dudng c6 tram ban dau”

5
B./A)=—.
p(B,/A) 5
_ 13
132
p_ m
m+k’

Ap dung cong thitc xac sudt toan phan va Bayes. Dat B; 12 bién c6
“A xudt hién i lan”. Do B,, B, B,, B, lap thanh hé diy da cac bién

ning nhat la 1.

6. So sanh 4 x4c sudt p(ByB), p(B,/B), p(B.,/B), p(B«/B). S6 ¢6 kha



36.

37,

38.

39.

40.

41,

42,

1n(0,05)
ns-———,
1n(0,98)

1
a. p, =C§xg:

S

| o

n 2 300.
a. P,(4) ~ 0,238;

b. P,(3<m=<6)=0,751.

A 12 bién 6 “khéng phai trong qua 2 14n”.

B, 1a bién cd “tréng lan thit I cé i cAy séng”, 1 =0, 8.

P(A)=> P(B,)P(A/B) = icg(o,z)‘(o,sf*i(o, 8)!

i=0
8 - .
=(0,8)") . Cy(0,2)"
i=0

73
a. P, (mz22)~—;
(mz2) =

2
b. P, (1) = C;,(0,2)(0,8)" » 5

Goi H; 1a bién ¢d trong N san phim cé [ phé& pham.

Ala bién cd “trong n san pham c6 diing m phé pham”.
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44,

45.

74

l m l n-m-
(5] ()
P(H,/A)= N N

n+t l m l n-m °
Cli-| |1-=
Saly) x)

n
—+
2 2In(1-p)

M&i méay dién theai khi goi duge xem nhu mdt phép thit Bernoulli
vl xac sufit p = 0,1. Xac sudt cin tim 14 P, = 1 - P,(0) = 0,651,

Xac sudt cin tim 1a p = 1 - P,o(0) = 0,651,



Chuong I
BIEN NGAU NHIEN VA HAM PHAN PHOI

Noi dung chinh:

o Khai niém vé bién nghu va ham phén phdi.

¢ Cac tinh chat cia ham phén phéi.

e Sy doc 14p cha cac bién ngiu nhién.

 Phan phdi xAc xuit ciia him cha bign nglu nhién.
Nhitng kién thitc chuin bi:

« Céc kién thic vé giai tich.

e Céc kién thide d chuong L.

1. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN VA HAM PHAN PHO!

11. Khai niém bién ngau nhién

Mét trong nhitng khai niém quan trong trong li thuy&t xac xuit la
khai niém bi&n ngau nhién. Trude khi dua vao dinh nghia chinh xac eua
~ bién ngAu nhién, ta xét mot s8 vi du sau day.

Vi du 2.1. Gieo ngiu nhién mét 14n ddng tién can d6i va dong chit.

Ta xemn 1 14n gieo déng tién d6 nhu la tién hanh 1 phép thi nghu
nhién. Khong gian bién c§ sd cdp tuong dng véi phép thd nay la
Q= {8, N}. Goi X 1a s8 lin xudt hién mat sap trong mot l4n gieo d6. Ta
thay ring X ¢ thé nhan 2 gia tri.

X = 0 néu dbng tién xuit hién mat ngla;

X = 1 néu ddng tién xuit hién mit sip.
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Diéu nay c6 nghia 14 {ing véi phan td N € Q cho s6 0 v8i xac suit

P({N}) = % va ng phan tit S €€ cho s6 1 véi xac xuit P{S) = % trén
truc s6 R.

S

.

Q R

Hinh 2. 1

Vi du 2.2. Gieo dong thdi 2 ddng tién cin ddi va déng chat (1 14n).
Ta xem l4n gieo 2 dong tién nhu thye hién 1 phép thi. Khéng gian bién
cd sd cdp Ung v6i phép thit ndy 12 O = {88, SN, NS, NN}. Ki hitu X 1a
s0 mit sip xuft hién khi gieo 2 déng tién dé. X cé thé nhan 3 gia tri:

X = 1 néu bién ¢d SN hodc NS xay ra;

X = 0 néu bién c6 NN xay ra; X = 2 néu bién ¢& SS xay ra.

Diéu d6 ¢6 nghia 1a X nhan gia tri 0 véi xac xudt P[NN] = %; X
nhan gid tri 1 véi xac xudt P({SN, NS} =% va X = 2 vdi xac xuit

P(issh= 1.

Ta c6 thé bidu dién dudi hinh v& sau:

N

NS A\ .
S
SS -—
Q

Hinh 2.2
Vi viét dudi dang ki hiéu ham X: O —» R.
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Qua céc vi du trén ta thiy dai lugng X lién quan véi phép thi ngau
nhién ma ng véi mdi két qua clia phép thit cho 1 s6 v6i mot xac xult
nio ddy duge goi 1a gia tri cua X. Dai lugng X nhu thé duge goi 1a bién
ngiu nhién.

Bay gio ta dua ra dinh nghia chinh x4c bing toan hoc. Gid st
(Q, F, P) 1a khong gian x4c xuit, R = (— w; + o),

Dinh nghia 2.1. Goi bién ngau nhién, ki hiéu l1a X, 12 ham xac
dinh trén khong gian bién c8 sd cAp Q va nhan gia tri trong R sao cho
véi x €R tap hop {o:X(w)<x}1a bién cd nghu nhién (nghia 1, tap nay
12 phin tit cha o —dai sd 7 ).

Bién ngiu nhién thudng ki hidu bing chit in hoa X, Y, Z... con gia
tri cia né ki hiéu bing chi thudng x, v, z ...

Dua trén dinh nghia nay, ta chiing minh dai lugng X trong vi du
2.11a bién ngau nhién. Thuc vay:

bit Q={S, N}, Fla tap tat ca cac tip con cia Q. Bay gid ta bidu
dién cu thé tap hop {o: X(e) < x}, xe R. Vi X chi ¢6 thé nhan hai gia tri
0 hodic 1, nén ta cé:

7] x<0
{w: X(w) < x} ={{N} D<x<l1
{S’N}=Q x>1

Ba tap &, (N}, Q déu la tap con cla Q nén chiing 13 cac phin
tl cia 7.

Vay {o: X(@) <x}e . Theo dinh nghia 2.1, X 1a bién ngiu nhién.

Vi du 2.2 ciing duge chitng minh tuong tu.

Suft gido trinh ndy ta chi xét nhitng bién ngdu nhién thoa méan
diéu kién Plo: X{w)<+w] = 1.

Ta quan tAm nghién cdu hai loai bién ngau nhién.
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s Bién ngdu nhién roi rge: Bién nglu nhién roi rac 1a bién ngiu
nhién chi nhan mét s6 hitu han hoac v6 han dém dugc cac gia tri.

Trong vi du 2.1 va vi du 2.2, X 14 bign ngau nhién roi rac.

Vi du 2.3. Bén khéng han dinh vao mdt muc tiéu. Goi p 1a xéc xudt
bén tring dich ciia méi vién dan. Goi X 1a 8 vién dan cdn bin dé 14n
dAu tién c6 vién tring dich. Trong trudng hgp nay X c¢6 thé nhan cac gia
tri 1, 2, 3,..., n,... Theo dinh nghia, X 12 bién nglu nhién roi rac.

o Biéh ngdu nhién lién tuc: Bién nglu nhién lién tuc 1a bién ngiu
nhién nhan moi gia tri trong khoang (a, b) nio d6, a ¢ thé 1a —co,b ¢6
thé 14 + oo,

Ngudi ta chiing minh dude rang:

Néu X, Y la hai bién ngAu nhién thi X+ Y, X, Y, kX (k 14 héng sd),

X . . . yew = =
— cing 14 cic bién ngau nhién.

Y
Hon niia, mot da thic cta X, a* (a > 0, a # 1), ham lién tuc h(X)
clia bién ngAu nhién X, ciing 14 bién ngiu nhién.

Néu (X

n>1) 1a day cac bién ngiu nhién thi supX,, irlzf X, ciing
k

n?

12 nhiing bién ngAu nhién.

1.2. Ham phan phan phéi ctia biéh ngau nhién

Tit vi du 2.1 ta c6 nhan xét sau: Bign c6 {o: X(w) <%}, thay 461 khi
X ting tit —co d8n +oo. Do dé xAc xuét cia bién cf 6 cling thay ddi theo

x. Diéu d6 c6 nghia 14 x4c xuit clia bién ¢d nay phu thude vao x.

Dinh nghia 2.2. Goi ham P[a: X(w)<x], x € R, 12 hAim phén phai

ctta bién ngiu nhién X va ki hidu
F(x) = Plo: X(0)<x], xeR.

Trd lai vi du 2.1, ham phan phdi clia bién nghu nhién X la:
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P(@) vél x<0

F(x) = Plo: X{0)<x] ={P{N}) véi 0<x <1
P(QY) vl x>1
0 vi1 x<0
F(x) = —é— vl O0<x<l1.
1 val x>1

2. CAC TiNH CHAT cUA HAM PHAN PHOI

2.1. Tinh chat 1

Ham phan phél F(x) 12 ham don diéu tang.
.Chitng minh

Véi x, < %, ta sé ching minh rang F(x,) <F(x,). Vi x <x, nén ta cé:

[0: X(0) <x,]=[o: X(@) <x Juox, <X <x,].

Xét xac suat:

Plo:X(0) <x,]=P[o: X(@) <x,]+ Plo:x, <X(0)<x,].

Suy ra F(x,) = F(x,) + Plo: x; € X(w0) < x,.
Vi x4c suidt Plo: x, € X(0) < %] 2 0. Bd qua s& hang nay ta cé
F(x;) 2 F(x,).
D6 14 diéu phai ching minh.
Tit chiing minh tinh chit trén ta rit ra coéng thuc:
Plo: 2 £ X(0) <b] = F(b) - F(a).

Cho b -» a ta ¢6: P|{ X(0) = a] = F(a + 0) — F(a).
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2.2. Tinhchat2

Ham phéan phél F(x) 12 ham lién tuc bén trai, nghia 1a

i, F) =F(@)

y
' i
0! X
Hinh2.3
2.3. Tinhchait3
Iir_n Fx)=0va lim F(x)=1
Yi
1 ———
R
0 X

Hinh 2.4

Chii y. Ngudi ta chiing minh duge ring: Néu ham F(x) nio dd ¢6 3
tinh ch4t trén thi ton tai bién ngfu nhién X ma ham phan phéi cta né
trung v61 ham F(x).

Tré vé vi du 2.2, ta tim ham phan phdi cha X va tinh xac suit
P-1 < X<1].

Ta c6 Q = {SS, SN, NS, NN}. Vi 2 ddng tién can d6i va ddng chit
nén kha ning xdy ra cac bién c§ 8S, SN, NS, NN 1a nhut nhau. X4c su4t

XA PO Y 1
cua mdi bién ¢8 d6 déu bang T
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1] vl x<0

NN 31 0<x<1
Ta co: {m: X{w) <x} = (N v‘% <X
{NN, SN, NS} vdi 1<x<2
Q vl x> 2
0 vl x<0
L vili 0<x<l
Vay F(x) = Plo: X(o) < x] =1 %
3 s
— v 1<x<2
4
g vél x> 2
, . 2. a 1s 1 1
Xac sudt phai tim 1A P[-1 € X<1]=F(1)-F(-1) = Z—-Ozz.

Vi du 2.4. Gia st bién ngiu nhién X ¢4 ham phén phéi la:
vl x<0

vl O<xx<l

F(x) =

oM O

val x>1

Tim x4ac suat P[-1 < X< 1/2], P[0 < X<1].

Gidi:
Theo cong thitc Pla < X <b]=F() - F(a)

1 1 1 1
Tacé P[-1 < X< =]=F(=)-F-1)==-0==
acé P 2] (2) (-1) 5 5

viai P[0 X<1]=F1)-F0)=1-0=1.
Vidu 2.5. Gid st ham phan phéi etz bién nghu nhién X 1a:
0 vol x<0
F(x)= ..
1-e* vl x>0
Tim xac suft P[-1 < X< 1].
Giai:

Taco6P[-1 « X<1]=F(1)-F-)=1-e'-0=1-¢""

6-5ac Xuat TK



3. PHAN PHOI RGI RAC VA PHAN PHOI LIEN TUC TUYET DOI

3.1. Phan phai rdi rac
Gia st X 13 bién ngiu nhién rdi rac nhan cic gia tri X;, Xg..., Xp,...

vdi x4c sult tuong dng:

X X4 X, %,
PIX=x] Py P2 Pr

véi Dp, =1 (2.1)
n=1

Bang trén dude goi 1a bang phadn phdi x4c suit cia bién ngiu
nhién roi rac X hay goi tat 14 phdn phéi xac suit cia bién ngiu nhién X,
N&u ta sip x6p cac gid tri X,, Xg..., Xp,... theo thil ty tang dén, vi du.

Néu ta sdp x€p cac gia tri x;, X, Xn,... theo thit tu ting dan, vi du
X,< X, <,.. <%, <... thi ham phAn phéi cia bién ngiu nhién X 14:

(0 vl x £ x,
P, vii x < x < x,
p,tp vil X, <X <X
Fx)=<¢"' ° 2 8 (2.2)
P, +P,+...+D, vll x, <x<%,,

Tong quat ta cd thé vist: F(x) = > p; x€R.

Xy <X

Vi du 2.6. Cho phan phoi x4c suit cia X 1a:

X 0 1

Viét ham phan phéi cua X.
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Giai:
0 véi x<0
Fx) = % véi D<x<l.
1 vil x>1

Vi du 2.7. Mot ba me sinh 2 con, méi lan sinh 1 con. Gia su xéac

sudt sinh con trai bing 0,5. Goi X 14 s8 14n sinh con trai trong 2 con dé.
Tim phén phéi xac suit ciia X. Viét ham phan phoi cia X.

Giai:

Xem viéc sinh 2 ngudi con nhu trén 14 tién hanh day 2 phép thi

Bernoulli. X4c sudt sinh con trai bang 0,5.

Theo cdng thitc xac suit nhi thic ta cé:
P (k)=Ckp*1-p)"™*, k=0, 1,..,n.

Gdiyn=2,p=0,5.

Ta cé: Py(k) = CX. 0,5%(1 — 0,5)* = C¥ x%.

.y , 1 1
Véi k=0 ta co: Po(0) = C) x—=~.
4 4

N ) L 11
Vol k=1tach Py(l)= Cyx—=—.
4 2

.. ) , 1 1
Véi k= 2 ta cd: Py(2) = szzzz.

Bang phan phoi xac suit cea X la:

X

- o
N el L]

B |

83



Ham phan phéil xdc suit cha X 1a:
(0 véix<0

vl <x <1
F@) =4
vil l<x<?

4
3
4
1 vilx>2

3.2. Mot sé phan phdi rdi rac quan trong

3.2.1. Phdn phdi nhi thtic
Dinh nghia 2.3. Bién ngiu nhién X dudc goi 1a ¢ phan phdl nhi
thitc véi tham s8 (n, p) néu phin phdi xac sudt cia né cé dang:

PX=k]= Cip*q"™*, q=1-p;k=0,1,.,n (2.3)

Ham phéan phéicia X 1a F(x) = ¥ Cp*¢™F, x e R.

<X

Vi du 2.8. Bin 5 vién dan ddc 1ap véi nhau vio mét muc tiéu (trong
cing mdt diéu kién nhu nhau). Xac sudt tring dich cic 14n bin 13 nhu
nhau va bing 0,2. Goi X 14 s vién dan tring muc tiéu. Tim phan phéi xdc
guét cua X,

Mudn bin hdng bia phai ¢6 it nhit ba vién dan bin tring dich.
Tim x4c suft dé bia hdng.

Giai:
Bén 5 vién dan doc lap vao 1 muc tiéu duge xem nhu thye hién day
5 phép thd Bernoulli véi x4e xuit tring dich cta mdi vién dan la p = 0,2.

Theo céng thitc xac suiit nhi thiic ta ¢6
P(k) = Ci(0,2)"(0,8)**; k=0,1,2 3,4,5.

D4y chinh 14 phan phéi xac suit cia X,

Bién cd "bia bi hong" 12: {k > 3]
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Vay xéc suit dé bia bi héng la:
P[k >3] = P[k = 3] + P[k = 4] + Pk = 5]
= C2(0,2)°(0,8)* + C$(0,2)" (0,8) + C}(0,2)°
=0,0512 + 0,0064 + 0,0003 = 0,0579.

Vi du 2.9. Gieo nglu nhién 1000 hat diu tudng. X4c suit ndy mam
ciia méi hat 12 p = 0,8. Goi X 14 s6 hat nay mam trong 1000 hat d6. Tim
phan phdi xac xuit caa X.

Giai:

Gieo 1000 hat coi nhu tién hanh day 1000 phép thit Bernoulli xac
xudt ndy mam cha mdi hat p = 0,8.

Theo cong thite xac suit nhi thic ta cé:
PX=k] = cfooo(o,S)‘*(o,z)“’OO -¥ k=0,1,2,.., 1000.

Biy 1a phin phéil xac suit cua X.

Vi du 2.10. Mot 16 séan pham gdm 200 sdn pham, ti 1& ph& phidm la
0,05. LAy ngiu nhién lién ti&p (c6 hoan lai) 30 san phdm. Tim phan phdi
x4c sudt cla bién ngiu nhién X chi 6 s3n pham t6t trong 30 san phim
14y ra.

Giai:

LAy ngiu nhién lién ti€p cé hoan lai 30 san pham tir 16 hang duge
xem nhu thuc hién diy gém 30 phép thl Bernoulli. Vi 14y ¢6 hoan lai
nén téng s6 san pham trong 16 hang trong cic lan 14y luén khdng thay
doi.

Do d6 xac sufit dé mdt san phim 14y ra la sdn phdm tdt 1A
1-0,05 = 0,95 trong moi lan.

Theo céng thic xdc xudt nhi thic ta c6:
PIX =k] = C%(0,95)(0,05)** k=0,1,2,.., 30.

Day chinh 1a phéan phéi xac suit cua X.
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3.2.2. Phan phdi Poisson
Pinh nghia 2.4. Bién nghu nhién X dude goi 14 ¢6 phan phsi
Poisson véi tham s6 A > 0 néu phan phdi cua né c6 dang:

kk -

PX=k =22 k=0,1,2,. @.4
Ham phén phéi cia X la:
k_-&

F(x) = Zl;  xeR.

k<x
Su lién hé giita phdn phéi nhi thitc va phdn phéi Poisson

Pinhli 2.1. Néun.p-» A, p—> 0khin - «thi
k_-A

P,(k) = Crp*q™™ tién téi khin - »

Chitng minh
« _ A
biat np=»X;tasuyrap= —.
n

Tacé P,(k)=PX=k=Cp*1-p)™*

_ n-1)..(n-(k-1) -

= o pr(L-p)
_am-1.~=-1) dy,; ko
= (-2

Néu gitt A khéng d6i thi p - 0 khin — . Do dé ta cé:

n=k
Jim P, (k) =£hm (1—1][1 -3] [1—5—1-){1-1)
n—)c:) n n n n

k n -k
=-%—11m [1 ——&J lim [1 —}—]
k n—m n n—w n

Ake™
k!
Dinh li duge ching minh.
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T dinh 1i trén ta suy ra cong thitc xap xi.
Véi n kha 1dn va véi xae xuit p kha bé ta co:

ko k n-k Me™ z
Cip'(l-p)y— = i , trong d6 A = np.

Vi dy 2.11. Mot 16 béng dén dién ti gém 10000 bong. Xac sufit dé
méi bong hdng 14 0,001. Tim xac suit dé trong 16 dé cb:

1. ding ba béng hong.

2. nhifu nhit 10 béong hong.

Giai:

Vi 6 day p = 0,001 14 kha bé va n = 10000 1a kha I6n ta cb thé thay
x&p xi phan phéi nhi thite P(k) = CEp* (1~ p)"* bang phan phdi Poisson:

Ake™

P =kl = =

b

trong d6 A = np = 10000.0,001 = 10.
1036_10
31

1. X4c suat phai tim 12 P[X=3] %

2. Xac suit dé c6 nhiéu nhit 10 béng hdng 1a:

10 ].Ok ~10

PX<10]= Y, '
in k!

3.2.3. Phan phdi siéu bgi

Trude khi dua ra dinh nghia ta xét vi du sauw:

Vi du 2.12. Mot 16 san pham gdm 6 N sén phim trong d6 c6 M san
phim t6t, con N — M ph€ pham. Lay ngiu nhién mét lan n san pham.
Tim xéc suit dé trong n san phidm lay ra c6 ding k san phiam tot.

Giai:

Goi X 12 8 san phdm t&t trong n sin phim
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k n-k
Cyn xCyu

Tacéd: P[X=k] = o
N

(2.5)

Ki hiéu x4c suit nay la q(k, N, M, n).
Dinh nghia 2.5. Bién ngiu nhién X ¢6 phan phéi siéu bji véi

tham s8 N, M, n néu phan phéi x4c suit ctia né c6 dang:

Ck n-k
X =1 = S0XUem _ a0 N M, ).
Cx
Ta phat biéu khong chitng minh dinh lf sau:
Dinh li 2.2. Néu n ¢6 dinh, N ting 1én v6 han va ti s& M/N tién
tdi p, 0 < p < 1, thi phén phéi siéu bdi véi tham s6 N, M, n s& tién téi
phén phéi nhi thic véi tham s& (n, p). Nghia 1a:

atk, N, M, n) - P, (k) = Cip“(1-p)"* khi N - oo,

3.2.4. Phan phdi hinh hoc

Xét diy n phép thit ddc l1ap G,, Gy, ...., G,,... trong dé m&i phép thi
chi ¢6 hai bién ¢ A va A c6 thé x3y ra. Xac sufit dé bién ¢6 A xuat hién
trong mdi phép thi bing p. Goi X 12 bién ngdu nhién chi s& phép thi
cAn thiét dé lan ddu tién bién ¢8 A xudt hién. Tim phén phai xic suit
cia X

Giai:
Bién ngiu nhién X nhan cac giatri 1,2, 3,...., n,.....
Ta dé dang tim dudc xac suit:

PX=k]l=q¢*'p,k=1,2,3,...,n,.;q=1-p

Dinh nghia 2.6. Bién ngiu nhién X ¢6 phan phéi hinh hoc néu
phin phdi xac suat cta noé ¢ dang

PX=k]=¢*"p, k=1,2, .., n,.
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Vi du 2.13. Tién hanh bén khéng han dinh vao mdt bia. Xac sut
dé mbi vién dan tring dich 1a p = 0,2. Bén cho tdi khi nio tring bia thi
dimg ban. Goi X 1 s8 vién dan edn bin dé 14n ddu tién tring bia. Tim
phin phdi xac suit clia X va ham phén phéi caa né.

Giai:
X ¢6 phan phél hinh hoc véi p = 0,2. VAy phan phdi xac suit
chua X la:
PX=k]l=g"'p=(0,8'0,2:k=1,2,..,n,
Ham phan phdi caa X
F(x) = >°(0,8)1.0,2; x ¢ R.
k<x
3.2, Phan phai lién tuc tuyét doi

Dinh nghia 2.7. Bién ngiu nhién X c¢é phan phdi lién tuc tuyét
d61 néu ham phan phéi clia né c6 dang:

Fo = J.f(u)du, xe R.

Ham dudi dau tich phan f(x) duge goi 14 ham mat d cia X. Theo
tinh chit cha tich phan x4c dinh ta ¢6 f(x) = ’(x) tai diém lién
tue cta f(x).

T tinh chat cia ham phan phéi ta suy ra tinh chit cia ham mat dé 1a:
o f(x)=0;

. Tf(x)dx =1

b
-masx<m=ﬁumx

F(x+ax)-F(x) £(x)
Ax B )

That vy, ta biét rang limD
Ax—
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t1 80

90

Vi F(x) don diéu tang nén F(x + Ax) — F(x) va Ax c¢6 cung diu. Vay
. . F(x+Ax)-F(x)

>0. Do dd f(x) =0.
Ax

Nt—+o;

T lim F(x)=1 ta suyra jf(x)dx =1.
b a
Ta cé Fb) = j f(x)dx va Fa)= jf(x)dx.

Do dé: Pla < X<b]=Fb) - F@)= [f(x)dx — i[f(x)dx = 1]f(x)dx.

Vi du 2.14. Gia st ham phén phéi cda bién nghu nhién X 1a:
Fx)= 1 + larctgx.
2 =

Tim him méat d6 cia X va tinh xac suit P[-1 < X < 1].
Giai:
Ta ¢6 ham mat d6 f(x) = F'(x).

1
a(l+x%)

f(x) =

Xacsudt P[-1 € X< 1}=FQ)-F(-1) =

=1 + 1 arctg(l) - [-1~ + 1 arctg(—l)}
2 = 2 =

Vi du 2.15. Gi st hAm mat dd clia bién nglu nhién X la:

Ae™ viix>0; A>0
f(x) = N
0 vi1 x<0



Tim A; tinh ham phan phdi ctia X vA tinh xac sudt P[0 < X < 1].
Giai:
Theo tinh chit ciia ham mat d6 ta cé: J;f(x)dx =1,

400

=1 :’%siszzl.

0

Do d6 IAe""‘dx = lﬁA[—le_li
L A

Ham phan phéi clia bién ngiu nhién X la:
0 viix<0

I = I f(u)du = [retdu  véix>0,2>0
0

0 viix<0

1-e™ vdix>0, A>0

Fx) = {

Xacsudt P[0<X<1]=FQ)-F0)=1-e*-0=1-¢",

Vi du 2.16. Gia s bién ngiu nhién X ¢4 phéan phéi déu trén doan
[a, b]. Tim ham phéan phoi cta X,

Giai:

Bién ngiu nhién X phin phéi déu trén [a, b] nghia 14 hAm mét db
cua X c6 dang:

0 vii x<a
1 ..
v f(x) = viia<x<b.
—a
-0 vii x>b

Ham phan phoi ctia X 1a:

0 vilx<a
F(x)= [f(u)du= E:: véia<x<b.
) 1 vilx>b
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Vi du 2.17. Gia st bién ngiu nhién X ¢6 ham phén phéi F(x). Tim
ham phén phdi eha dai lugng ngdu nhién Y=aX+bvéia>0,

Xét truong hop X c6 phan phoi déu trén [0; 1).

Giai:

Ham phin phéi caa Y 1a:

_FY(Y)=P[Y<Y]=P[aX+b<y}=P[X< y;b]:FX(Y—b)-
a

Theo gia thiét X cé6 phan phdi déu trén [0; 1], tit vi du 2.16, ham
phan phdi cna X la:

0 vo1x<0
Fy(x) = <x viil0<x<l
1 viix>1
0 véi Y=L <0
a
-b -b o -
Vay F‘Y(y)=Fx(y )=1y véi 0< 2 s1
a a a
1 vai L2251
| a
0 vl y<b
Fy(y) = y-b véib<x<a+b.
a
1 véix>a+b

Vi du 2.18. Gia st bién ngAu nhién X ¢6 phan phdi dang mi véi
ham phan phéi 1a:

1-e’* viix>0

Fe(x)=
x() {0 Vi X <0

Tim him phan phdi ctia dai lugng ngau nhién Y = X2
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Gidi:
Theo dinh nghia ham phan phéi ta cé:
Fe) =p[Y <y]=P[X*<y],y € R.

Véi y < 0; bigt ding thic X® < y khéng xay ra, nghia 1a bién c&
[X? < y] 12 bién cd khong thé c6. Vay P[X2<y] = 0.

Véiy >0, tacod

P[X*<y] = P[|X|<y¥ ] = P[-\/y <X <4Jy]
= Fy(Vy) - Fy(y) - PX=—y].

Theo gid thidt ctia ham phéan phd F(x) ta c6 F,(-y)=0
vaP[X=—\y]=0.
Vay Fy(y) = Fx(\/—s;) =1-e% véi y > 0.
Tém lai ham phin phéi cla Y=X?1a
1-e¥  viy>0
Fy(y) = { ,_y .
0 vil y <0
Pinh li 2.2, Diéu kién cin va di dé ham f(x) xAc dinh trén toan
truc 56 14 ham mat d6 ctta mét bién nglu nhién X nao d6 la:

. f(x)20 véimoixe R,
i [f0dx=1.

Chitng minh

Dicu kién can suy trye ti€p tit tinh chit ca ham mat ds. Bay gid
ta chiing minh diéu kién di. Gia st {(x) thod man diéu kién i, va i,

Dit F) = ]f(u)du

Vif(x) 2 0 v6i moi x € R nén véi x, < x, ta cé:
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j f(u)du = ]f(u)du . xjf(u)du > xjf(u)du.

Vay F(x,) = F(x,), nghia 1a F(x) 12 ham don di¢u tang. Bay gio ta
chiing minh F(x) 14 lién tuc véi mei x € R. :

Pidu nay suy ti tinh lién tyc ctia ham theo cén trén.

Cuéi ciing ta chiing minh lim F(x) =1 va lim F(x) =0

X—r+%

Thue vy, lim F(x) = lim [ fwdu = [fwdu =1,

i

lim F(x) = lim [f(u)du=0.
Theo chd ¥ trén ta suy ra F(x) 1a ham phén phéi. Theo dinh nghia
phén phdi lién tuc tuyét d6i ta suy ra f(x) 1a ham mét da.

4. PHAN PHO! DPONG THOI CUA n BIEN NGAU NHIEN HOAG CUA
VECTO NGAU NHIEN n CHIEU

4.1. Cac khai niém

Dinh nghia 2.8. Vectd ngau nhién n chiéu 1a mot bd gdm n bién
ngiu nhién (X, Xsy.r, X); X 1= 1, 2,..., 0 ]2 nhiing bién ngau nhién.

Dinh nghia 2.9. Goi ham P[ﬂ[m : X, (w) < x,]}, (Xy, Xg,..., X € R
. i=1
12 ham phan phdi ddng thdi cda n bién nghu nhién X, X,,..., X, va k¢
hiéu F(x,, Xs,..., X)) = P[n[m: X (o)< xi]], (X, Xgy000y X € R
i=1

Ta xét trudng hgpn =2

Ta cé: F(x, y) = P(lo: X <x]n[m:Y < v]), x, ¥) € R%
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Ham phdn phéi déng thoi F(x, y) ¢6 cde tinh chdt sau:
1,. F(x, y) 1a ham don diéu tang theo tirng bién.
i,. F(x, y) 12 ham lién tuc bén trai theo céac bién.

1;, im F(x, y) = F(+ o, + w) = 1

X—d+on

va lim F(x, y) = 0 hode im F(x, y) = 0.
Xy ¥

Tit ham phan phdi déng thai F(x, y) ta suy ra ham phén phéi riéng
ciia cac bién:

Fy(x) = Iim F(x, y) va Fy(y) = lim F(x, y).
Y+ X—r+x

4.2. Phan phdi rdi rac va phan phai lién tuc tuyét déi

4.2.1. Phan phdi roi rac
Gia st X va Y 12 hai bién ngiu nhién rdi rac ching nhan cac gia tri
X: Xy, Xo,.00y Xpyees
va Y. V1, Fareees Yempees
Day cac xac sudt P(X=x]n[Y=yD)=p;,1=12.,j=1,2,..1a
phin phdi xac suit déng thdi cita hai bién ngiu nhién X, Y. Ta c6 thé
viet duge dudi dang bang sau:

Y
X Yi ¥z ¥
X1 p" P12 s aas pil‘ﬁ ......
X; Pz P | e Pam
xn pn1 pf‘lz ruan pnm

véi 3 Sp, =1. 2.7
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Tit bang phan phdi trén ta suy ra phin phéi cha X va eia Y nhut saw:
Phéan phéi xac suat ciia X 1a:

PX=x)=Yp, ,i=12, ..
j=1

viphanphdictaY1aP[Y=y]= > p;,i=12, ..
i=l

Vi du 2.19. Gia st phén phdi déng thdi clia vectd ngdu nhién
X, Y)la

Y
1 2
X
1 0,10 0,06
2 0,30 0,18
0,20 0,16

Tim phén phdi xdc sudtcaa X, YvaZ=X+Y
Giai:

P[X=1]=0,10+ 0,06 = 0,16;

P(X =2] = 0,30 + 0,18 = 0,48;

P[X = 3] = 0,20 + 0,16 = 0,36.

Vay phan phéi x4c suat cia X la:

X 1 2 3
616 | 048 | 036

Phin phéi xac suat cua Y la:
P [Y = 1] = 0,30 + 0,20 = 0,60;
P[Y=2]=0,06+0,18+0,16 = 0,40.

Vay phan phéi xac suilt coa Y la:

Y 1 2
0,80 | 040

96



Bay gid ta tim phan phdi xac suit caa Z.
Ta nhéan thdy Z c6 thé nhan cac gia tri 2, 3, 4, 5. Ta s& tinh xac
suft cua tiing bién cé trén;
PlZ=2]=PX=1;Y=1]=0,10;

P[Z=3]=PX=1;Y=2]+PX=2; Y=1]=0,06 + 0,30 = 0,36:
P[Z=4]=PX=2Y=2]+PX=3Y=1]=0,18+0,20 = 0,38;
P[Z=5]=P[X=3;Y=2]=0,16.

Vay phan phéi xac suit caa Z la:

Zz 2 3 4 3
PlZ=1] 0,10 0,36 0,38 0,16

Chit y. Mét trong cic phan phéi déng thai rdi rac quan trong la
phan phdi da thtie. O day ta chi gii thidu khai niém ma khéng ching
minh c¢éng thic.

Bai todn: Xét day n phép thi ddc lap G,, G,,.... G,, trong mdi phép
thit G; ¢6 r bién b cd thé xdy ra la A}, A,.., A, Goip, i =1, r, 12 xéc
sudt dé bién c8 A, xudt hién trong mdi phép thit.

Goi X, i = 1, r, 1a s§ l14n xuét hién bién ¢ A, trong n phép
thit trén.

Tim phén phéi dong thai cha X, X,,..., X..

Ngudi ta ching minh dude ring phan phéi ddng thai ciia ching 1a:

n!
PX,=k,, X;=ky,..., X,=k,] = mx pT'P:“---pf"» (2.8
Lk !

trongdén =k +k,+... +k;p;+ pt..+p =1,

Vi du 2.20. Tim xéc suit'dé khi gieo ngiu nhién 20 14n mét con
xic xdc cdn d6i va ddng chat c6 4 14n xuat hidn mit 1 chdm, 3 14n xuit
‘hién mit 2 ch&m, 5 14n xudt hién mit 3 cham, 2 14n xuit hién mat 4
chém, 2 14n xuit hi¢n mit 5 cham, 4 14n xuat hién mit 6 cham.

7-Sac Xuat TK a7



Giai:
Vi con xiic x4c cin d&i va ddng chit nén cdc mit cé 1, 2, 3, 4, 5, 6
cham c6 kha ning xuft hién nhu nhau va cic xéc suit Py, Pz, Pa, Pa» Ps D

la bing nhau va p; = p, = ... = pg = 1/6. Theo cdng thdc (2.8) x4c suét
phai tim la:

P(X,=4,%X,=8,%X;=5X,=2,X,=2,X,= 4]
_ 20‘ 141315}-2(1]2[1]4
4131512121416 ) \6) \6) L 6) \6)\6

_(1 9
- 6) (42315120

4,2.2. Phan phéi lién tuc tuyét déi

Xét trudng hdp vectd ngiu nhién 2 chiéu (X, Y).

Pinh nghia 2.10. Hai bién ngiu nhién X, Y dudc goi 1a cé phan
phéi lién tuc tuyét déi néu ham phan phdi déng thoi cia ching ¢6 dang:

XY

F(x,y) = I jf(u, vidudv, (x, y) e R%

=0 =gl

Ham d&u dudi tich phan f(x, y) duge goi 12 ham mat d¢ dong thol
caa X, Y.

Theo tinh chit cla tich phan x4c dinh ta cd:
&F(x, )
oxdy

Tinh chit clia hAm mat d déng thdi: Dya vao tinh chit cia ham
phan phéi dong thi F(x, y) ta rat ra:

f(x,y) =

f(x,y) 2 0;

I If(x, y)dxdy =1,

— -
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d

b
ij(x, y)dxdy =Plo:a < X<b,e < Y<d].

[+

Vi dy: 2.21. Gia st vectd ngiu nhién (X, Y) c6 ham phan phéi déng
thai 1a: ‘
l-e™—e?¥ +e ¥ viix20, y20
F(x, y) = Y )
trong trudng hdp khac

Tim ham mat dé dong thai cha (X, Y); tim ham phén phdi cta X, cia Y.
Giai:

fx,y) = OF(x,y) _ [e™ viix20,y20
" Ox0y 0 trong trudng hgp khac

Ham phén phdi ciia X 1a
. -e* vllx2
Fe(0)=limF(y)={- ¢ Y0x20
yoo 0 vo1 x <0
Ham phan phdi cla Y 1a: .
. 1-e” wviy=0
Fy(y)=1lim F(x,y) = . yeu
X . 0 voL y <0
Vi du 2.22. Gia st ham mat d6 dong thdi cla vectd ngiu nhién

(X, Y) c6 dang:

A
A+x3)A+y%)

f(x, y) =

Tim A. Tim ham phan phéi déng thai cha (X, V).
Giai:
Theo tinh chit ciia hAm mat dé ta ¢

TT f(x, y)dxdy =1.

— -G

Thay biéu thite cia f(x, y) vio v& trai clia ding thie trén ta co:
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+30 ot

A
' j j(1+x2)(1+y2)

=t =

dxdy =1.

- ot —

+ d 10 d +% d - +ao d
A -’-1:;2 ( jl+§2J:A_£i+—);2—(arctgy|_m)=Ax J-1+J;2

=An (arctgx

t:):Anz =1.

Tasuyra A =—17.
T

Ham phan phéi dong thoi caa X, Y) 1a:

2 1 ___du odv
K y) = IIfr2(1+u2)(1+vz)dudV _Jp(1+u2)[jp(1+v2)]

-0 0 ‘O

1 1 (1 1
=| —arctgx +— || —arctgy +— |.
n 2/n 2

5. SUDOC LAP CUA CAC BIEN NGAU NHIEN
Dinh nghia 2.11. Day n bién ngiu nhién X,, X,..., X, dudc
goi 1a ddc 1ap néu:
F(x, %oy %) = Fy (1)Fy (%) Fy (x,).
Nghia 12 him phéan phéi dong thdi cita n bién nglu nhién X,, X,...,
X, bang tich cac ham phan phdi cla timg bidn,

Dinh li 2.3. N&u ton tai ham mat 46 ddng thoi f(x,,..., x,) ctia n
bién ngiu nhién X,, ..., X, v mat d cQa ting bign thi didu kién cin va
@4 dé n bign d6 doe lap la:

f(xy, X, .y %) = £ (%)) ). fy (x,)-
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Vidu 2.23. a. Trd vé vi du 2.21 ham phan phéi ddng thdi cla X, Y) 1a:

1-e™ —e¥ 470 viix20,y20
F(x,y) = { y=u.

trong trudng hop khac

Ham phén phdi cta X 14;

Fy(o) = Jim Feoy) =170 VO x20
yr+0 0 vl x <0
Ham phéan phéi ciia Y [a:
A 1-e” viiy>0
Fy(y) = lim F(x,y) = wY
A=+ 0 V(jl y < 0

Ta nhén thay:
F.(x).F,(y)=F(x, y).

Vay X, Y 14 doc lap.

b. Trong vi du 2.22, ta tim dugec ham phan phéi déng thdi cla
X, Y1a: ‘

F(x, y) = larctgx + 1 (l arctgy + 1 .
n 2\ n 2
T diy ta suy ra him phéan phéi caa X 1a:
. 1 1
F,(x) = lim F(x,y) = —arctgx + =,
Yyt T 2
va ham phéin phéi cia Y 1a:
. 1 1
F {(v)=lim F(x,y)=—arctgy + —.
¥ X—+od T 2

Ta nhan thay ring Fy(x).Fy(y) = F(x, y).
Vay X, Y 14 hai bién ngiu nhién déc lap.
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6.1.

PHAN PHOI XAC SUAT CUA HAM CUA BIEN NGAU NHIEN
Truosng hop ham mot biéh
Gia sit bién ngAu nhién X c6 ham mdt 46 1a £(x).

Pai ludng ngiu nhién Y = ¢(X). Tim ham mét do cia Y. Dé giai:

quyét van dé nay ta c6 dinh l sauw:

Dinh li 2.4. Gia s X 6 ham mjt d3 f(x) va Y = 9(X), ¢(X) ¢6 (o'

lién tuc. Khi d6 ham mat 49 cha Y la:

6.2.

gol(y) = fo7' ) o7 (2.9)

Vi du 2.24. Gia sl bign ngau nhién X c6 ham mat 4§ la

f(x) = L &7 vabién ngiunhién Y = %,

Jon
Tim ham mat d6 ca Y.
Giadi:
Ham mat o ciia Y 12 gy(y) = ™)) (9" G

3 day, X = InY, (InY) = %

_@nyp® _ny)?

\ : 1 , 1
Vay: gy(y)=—Ee 2 X(lny)=mx—§e L

Trudng hop ham cla 2 bign ngau nhién

Gia st vecto ngdu nhién (X, Y) ¢6 ham mat do dong thoi 1a f(x, y)

val= ¢1(X! Y); V= ¢2(X7 Y)

Ham mat dd déng thoi clia U, V duge cho bdi ménh dé sau:
Dinh li 2.5. Gia sit (X, Y) ¢6 ham mat d§ dong thdi 12 f(x, y) va

U=¢,X,Y), V=0,X, Y), ¢, d,12 cc ham don tri sao cho (X, Y) dugc xac
dinh duy nhat tit gia tri (U, V), X = (U, V), Y = yo(U, V), w1, w; ¢6 dao
ham riéng lién tuc theo cac bién U, V.
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Khi d6 ham mat 6 dong thai cta U, V1a

gov (1, v) = £y, (1, vy, (0, )|}, (2.10)
Wy O,
trong d6: J = ou Bu-
M v,
v ov

Vi du 2.25. Gia st vecto ngiu nhign X, Y) ¢6 hAm mat d¢ déng
thoi 12 f(x, y).

a. Tim ham mat dd caa X + Y.

b. Néu {(x, y) = {

b vii x>0, y>0

0 trong trudng hgp khac
thi méat d6 cia X + Y 14 bao nhiéu?
Giai:
a.DatU=X+Y, V=Y. Tac6X=U-VvaY=V.
Tt 46 suy ra:

Qv O

g=|ou ou =‘1 gy Y
oy, ow| 0 1
>N v

Vay ham mat d6 dong théi caa U, V la:
Guv(u, v) = fu - v; || = fu - v, v).
Him mat ddcaa U=X+7Y la:

py(w) = _[gw(u, vidv = ff(u —v,v)dv.

b. Ham mat 40 dong thai caa U, V 1a:

—{u-v+v)

gw<u,v)=f<u—v,v)={0

viiu>v>0
trong trudng hgp khac
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Haim matdéocta U=X+Y la:

< e 'dv f/di u>0
py{w) = ‘ff(u—v,v)dv= J
o 0 vdiu<0

ue™  vdiu>0
0 véiu<0
6.3. Mot sé phan phai lién tuc quan trong

6.3.1. Phan phdi chuan

Dinh nghia 2.12. Bién ngau nhién X ¢6 phan phéi chuin dang
téng quat, ky hiéu N(a, 0%, néu ham mat dé cla né cé dang:

1 _(x=a)!
f(x)= 2a*
Y ens
D6 thi hinh bén
Yi b _ (x-a)?
A o 2¢
2ps

xv
x‘[

0 0

Hinh 2.5 Hinh 2.6

Trudng hgp dic biét néu a =0, ¢®= 1 thi hAm mat d3 ¢6 dang:

1 X
f(x)=——e *?
\2n
e 1 2
va ham phéin phdi tuong iing 1a F(x)=—— |e 2dx, x € R.
V2n _;[
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T dang ctia F(x) ta suy ra F(—) = 1 — F(x). Chitng minh ding thiic
nay nhd tinh chit cia tich phan xac dinh.

Pinh li 2.6. Néu bién ngiu nhién X c6 phén phéi chuén dang
N(a, o) thi:

a. Y= X-a c6 phan phéi chuin dang N(0; 1);
o
bPla s x<q) = 7(B22)-p(222) @1
o o _
Chitng minh

Tit dang etia ham phan phdi eta X

1 x _(u—alz)2
Fi(x) = e 29 du,
oo )
{x-a)
dat t—u ta co F(x)=—1— Tejdt F(x a]
] 1 \[2—;“: 4 .

Mat khac: Plo € X< p] = F,(B) - Fy(a) :F(B-aJ_F(a—a).
o

)

Vi du 2.16. Gia stt 45 cao X clia tré em tuén theo phan phéi chudn
dang N(0,3; 0,01). Tinh xic suit dé tré em c6 dd cao nidm trong khodng
(1, 2; 1, 4).

Giai:

Tacé: P[1,2 < X<1,4]= F(1,4_L3J“F(L2—L3J

0,01 V0,01

= F(1) - F(=1) = 2F(1) -1 ~ 0,6826.
(Tra bang phan phdi chuin N(O, 1) ta ¢6 F(1) = 0,8413).

Dudi day ta sé trinh bay mét s6 két qua quan trong néi 1én sy lién
hé gitia phan phdi nhi thitc va phan phéi chuéin. Nam 1730, De.Moivre A
d3 tim ra méi lidn hé nay. Néi dung duge thé hién dusi dang dinh li sau.
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Dinh 1i 2.7. (Dinh li Moivre). Néu xéc suiit p = P(A) dé bién ¢ A
xuAt hién trong mbi phép thi thoa mdn 0 <p<1lvakla sO l1an xuit
hién bién ¢6 A trong n phép thtt Bernoulli thi v6i n kha 16n, ta c6: *

1 1 % k —np '
P.(k) = C:p*g" ™ = —e 2, x= (2.12).
k)= C;p'q fooa Jon

Jnpq

Vi du 2.17. B4n 400 phat dan déc 14p vao mdt muc tidu. Xac sudt
bin tring dich cia mdi vién dan 1a p = 0,02. Tinh gin dung xac suat dé
trong 400 vién c6 ding 80 vién rdi tring muc tidu.

Giai:

Ap dung céng thitc x4p x1 (2.12) ta cb

n=400; p=0,2; k= 80.

(80-400x0,2)%
1 1 _(80-4000,2)°

2<400%0, 20,8 _ 1 = (,04986.

P, ,(80) = X—==e
o (50) J400x0,2x0,8  2x 8J2n

Mai dén nam 1783, P.S Laplace mdi md rong k&t qua cha Moivre
va két qua d6 dude mang tén dinh I gi6i han tich phén Moivre — Laplace.

Dinh li 2.8. (Dinh li Moivre -~ Laplace) Gia st k 12 s§ 1an xuét
hién bién ¢& A trong ddy n phép thit Bernoulli, p 12 x4c sudt xuét hién
bién ¢§ A trong mdi phép thit va 0 < p < 1 v ky, k; (k, < ky) 1a hai s6
nguyén da cho.

Khi dé v6i n kha 16n ta cé edng thite x8p xi:

P[klsk<k21“F[k2—np]—F[k‘_np} (2.13)

vnpq vnpq

1% -
e 2dt.
%]

trong d6: F(x) =
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Vi du 2.17. Diéu tra ngau nhién 10.000 tré em. Gia s xac suit
“sinh con trai bing % Tinh gin ding xic suit dé 8 tré em 1 con trai
nim trong khoang 4000 dén 6000.

Giai:

Gol k 14 s8 con trai trong 10000 tré em

6000-10% x & 4000 10" x -

Ta c6: P[4000 <k < 6000] = F 2 |_F 2
JlOOOOxl < \/woooxl WL

2779 279

~ F(20) — F(=20) = 2F(20) -1 = 1.
ViFx)=1viix 2 5.

6.3.2. Phén phdi y* (khi binh phuong)
Dinh nghia 2.13. Bién ngiu nhién X c6 phin phéi ¥* véi n bac tu

do n&u ham mat dd cia nd cé dang:

/0 vil x<0
1 Zak ..
f(x)=y———=x% e? vii x>0

251"(E

_2

trong d6 ham Gama: I(a)= Ix’“"e"‘dx, a>0.
0

Bing tich phan ting phin ta cé:
I'a)=(a—-1I(a~1), nfua=nthil'(n) =(n- 1!

6.3.3. Phén phéi Student

Dinh nghia 2.14. Bién ngiu nhién X ¢6 phén phéi Student véi k
béac td do néu ham mat dd cta nd ¢d dang:
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1 %Y 2
f(x) = ——-——(1+_~J
1k k
‘”‘B[E’E]

1

trong d6 ham béta: Pla,b)= [x*'(1-x)*dx,a>0,b>0.
4]

6.3.4. Phan phdi F (Fisher - Snédecor)

Dinh nghia 2.15. Bién ngiu nhién X ¢6 phén phéi F vdi n, m bac
tu do néu ham mat d6 cia né 6 dang:

(0 ' vél x <0
n+m
r L]
f = ( J nom 2
(x) =1 2 nm? X - vl x>0
n m ntm
r[2|r[2 :
L [2] ( 2 ] (m + nx)
Mt s6'tinh chdt:
Gia sit X,, Xy,......., X, 12 ddy bién ngiu nhién ddc lap va cac X ¢d

phén phéi chuén N (0,1). Khi 46 > X! c¢6 phan phdi x*(n) vdi n bac
i=1

tu do.
Néu X, Y 13 hai dai Iugng ngdu nhién déc 14p, X c6 phan phéi y2(k)

. . » Y .
v6i k béc ty do va Y ¢6 phan phéi chuin N(O, 1) thi ¢6 phan ph&
p ( Vg cophanp
Student véi k bae tu do.

Néu X, Y 13 hai bi€n ngfiu nhién déc 1ap va X ¢6 phan phdi x2(n) v

X
Y ¢6 phén phéi 4*(m) thi ~—§1[— c¢6 phan phoi F véi n, m bac tu do.
m
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BAI TAP CHUONG Il

MGt 16 sdn phdm gém e6 N san phim, trong d6 ¢6 M san pham tét.
Chon ngiu nhién mét 14n n sin pham tit 16 hang. Goi X 14 s8 san
pham tdt trong n san pham 13y ra. Tim phan phél x4c suit cha X.

Viét ham phén phéi cta X. Tinh x4c sudt P[0 < X <%].

Gieo 10 l4n mdt dong tién can d6i va dong chit. Goi X 1a s& lan
xuit hién mit sdp trong 10 14n gieo. Tim phin phéi xac suit cla
X. Tinh xac suadt P{X > 1]; P[0 £« X £ 8].

Bin khéng han ch& vao mdt muc tiéu. Bin cho tdi khi nao tring
dich thi ding lai. Goi X 14 so vién dan cidn bdn dé 14n diu tién
tring dich. Biét ring x4c suit tring dich ctia mbi vién dan 1a 0,2.
Tim phan phdl xic suit etla X. Viét him phén phéi cia X. Tinh
xéc sudt P[X = 2] P [X < 3.

Cho phan phéi x4c xuit clia bién ngiu nhién X la:

X 2 0 2
PX = ] 1 | 23 | 1k

Viét ham phan phdi ctia X. Tinh xac sudt P [-1 < X < 1].

Goi X 12 bién ngiu nhién bing s kidu gen aa thiy duge trong 40
¢4 thé sinh ra tir su giao hai di hop tit Aa (ta nhic lai rang trong
su giao hai di hgp tu d6, xac suit dé thu duge mot ca thé cb kiéu

N 1 . A s e h e = .
gen aa bang Z). Tim phan phél xac suft cia bién ngiu nhién X,
Tinh x4c suit p dé cho X c6 gia tri 1dn nhat bing 6.

Né&u Y 1a bién nglu nhién bing s6 cac kidu gen aa thay dude trong
s 400 cA thé. Tinh gia tri y sao cho su kién Y < y ¢6 cling x4c xuat p
nhu sy kién X < 6.

Ta goi X, va X, 14 cAc bién ngiu nhién bing s8 cic kifu gen aa thay duge
trong 2 nhém 40 ca thé ti sy giao hai di hop t Aa. Tim phéan phéi xac
suit cna bién ngiu nhién X, + X,. Tinh xac suit clia cic bidn ¢ X, < 6
vaX, < 6: X, + X, <12
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Trong m phi€u cia mdt cude bau e, s6 ngudi bau cho cle ing clt
vién A, B, C 14n ludt bdng m;, m,, m, (tdng clia m, + m, + m, = m).
Ta goi X, Y, Z 1& cAc bién ngiu nhién bang s§ phiéu biu cho A, B
va C khi kiém tra n phigu d4u tién.

a. Hiy xac dinh phén ph#l x4c xuit cia bién ngiu nhién X va tinh
gia tri clia x4e xudt cia bién ¢d [X = rj]. Tim phén phdi xac suit
cua bién ngiu nhién Y va Z.

b. Hiy tim ham phin ph&i déng thoi cha vects ngiu nhién

X, Y, 7).

Ta coi cac san pham do mdt nha may ché tao ra 14 két qua cla cac
phép thit déc 1ap va ta cho ring moi san phdm dude ché tao c6 xac
suit bi hong 12 q (vA nhu vay x4c suit khéng bi hong lap =1 - q).
Hay tinh xac sufit ciia bidn ¢8 A, = “r — 1 sdn pham diu khéng
héng va san pham thi r bi héng”. Tinh xac suft clia bign ¢ A
bing hop cla tit cd chc bién cd A,. Tinh x4c suit clia bién cd 46
lap A cha A.

Cac két qua d6 cé nghia nhu thé nao?

Hay xac dinh xac sufit clla bién ¢ B,, = “r — 1 san phim ddu
khong héng, san phdm thit r hong, s — 1 san phdm sau d6é khéng
héng va san phidm tha r + s bi hong”. Hay ching minh ring X va
X + Y 1a cAc s§ thit tu clia san phim bi hong thit nhat va san
phiam bi héng thd hai, thi cic bién X va Y déc lap va cé cing
phin phol

Hiy xac dinh phan phéi x4c suit clia bién ngiu nhién Z 14 s4 thia
tu cha san phim bi hdng thi k. (O day ta ¢6 nhan xét 1a bién c&
[Z =r] = “c6 k — 1 s&n phdm hdng trong s6 r ~ 1 san phidm diu vi
san pham tht r bi hong”.

Ta gia thiét ring s6 N ngudi con trong mdt gia dinh (chon mét cich
ngiu nhién) 12 bién nglu nhién cé phin phoi Poisson v6i tham s&
A > 0. (chdng han A = 2,2). Tim phan phéi xic suit ctia X (X bing
sd con trai trong mot gia dinh chon mét cach ngau nhién). Tinh xéc
suit dé N = n khi ta bigt X = 3.



10.

1.

12.

13.

14,

Cho ham phén phéi clia bién ngiu nhién X 13
1 1
F(x) = =+ —arctgx.
2 =

a. Tim x4e suit ciia bién b [o: 0 < X < 1].

b. Tim ham mat dé cia X.

Cho ham phan phoéi cha bién ngiu nhién X 1a:
x_(u-a)?

1 7
F(x)=- e @ du, xeR.
,() Gv’2‘1‘£_',[ " <

a. Tim ham mat 43 caa X.

b. Tinh x4c suéit P[0 £ X<0,92]khia=0,5=1.

Cho ham phén phéi cia bién ngiu nhién X 4:

0 vé x<0
| .
F(x)=<ax+b vdi 0<x<l
1 vol x>1

a. Tim a, b & F(x) 1a ham lién tuc.
b. Tim ham mat do ciia X va tinh xéc suét P[0 < X < %1.
Cho ham mat db cta bién ngiu nhién X 1a:

) = -ée_% v6i x>0, 0>0
0 vil x<0
a. Tim ham phan phél cua X,
b. Tinh xac suidt P[0 < X < 6].
Cho ham mat dd clia bién ngiu nhién X 1a {(x) = ae™ .
a. Tim a, viét ham phan phdi cua X.

b. Tinh xac suat Pf—e < X <0].
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15.

16.

17.

18.

19.

112

(i st ham mat dd cha X 14

Ax"e™* vil x>0

f(x)= u

0 v x<0
a. Tim A, viét him phan phéi caa X.
b. Tinh x4c suidt P[0 < X < +o0].
Gia st ham mat dd cia X 1a

a
1+x

vii —0 < x < +oo,

f(x)=

a. Tim a, viét ham phén phéi cia bién ngau nhién X.

b. Tinh xdc sudt P[0 <X < 1].

Gia st ham mat &6 cha bién ngiu nhién X 12

A|sin xI vt xe(—-ﬁ-, EJ
2" 2

. T T
0 Vil x| ——, —
(2 2]

Tim A, viét ham phan phéi cla bién ngiu nhién X.

f(x)=

Cho ham mat dé eiia bién ngau nhién X la

Ae™ véi x>0, A>0
f(x) = .
vii x<0

a. Viét ham phén phdi cia X.

‘b. Tinh x4c sudt P[-1 <X < 1].

Cho d6 thi ham mat d6 nhu hinh va.

Y

fx)

=¥




Viét biéu thiic cia ham mat d6 va ham phéan phéi.
20. Gia st ham mat d6 cta bién ngiu nhién X 1a:

Cx*(1-x%) wvoiO<x<l
f(x) = .
0 trong trucng hgp khac

Tim C, viét ham phan phéi ctia X.
21. Gia st ham mat dd ctia bién ngiu nhién X 1a:

fx) =2
e* +e

a. Tim a.

b. Viét him phén phéi clia bién ngiu nhién X.

c. Tinh xac sudt P[0 <X < 1].
22. Gia st bién ngiu nhién X c6 phan phdi déu trén [0; 1].

Tim him phéan phéi cia cic bién ngiu nhién sau:
a Y=+, PX=0]=0.

X
b. Y= X3

c. Y = tgX (ham tgx xac dinh trén(—g—, g] ).

23. Gia sit bién ngAu nhién X ¢6 phan phéi déu trén [0; 1]. Tim ham mat
d$ cia bién ngAu nhién Y = X%

24.  Gia st bién ngiu nhign X c6 ham mat d6 1a f(x) = — 4 —.

e’ +e
Tim ham mat d6 cta Y = &%,

25. Gieo ddng thdi hai con xtic xc cin d6i va ddng chat. Goi X va Y 1a s6
ch&m & mit trén clia con xtc xic thi nhit v thit hai tuong dng. Tim
phin phéi xac suit cta X + Y = Z. Tim phén ph&i déng thai
cua (X, 7).

8-Sac Xudl T ' 113



26.

27.

28.

29,

114

Gia sti ham phén phéi ddng thdi cla vects nglu nhién (X, Y) 1

1—e e 4 g 0x) v6ix>0,y>0,A>0,pu>0

F(x,y)= . .
0 trong trudng hgp khac.

Tim ham mat d6 dong thai cia X, Y. X, Y ¢6 ddc lap khong?
Tai sao?
(4 st ham mat 4 déng thoicla X, Y 1
Lt aaxyesy?
ftx, ) = Lo )
T
Tim m4t d6 cia X, cia Y.

Gi4 sl vectd nglu nhién (X, Y) rdi rac ¢6 phan phéi dong thai la:

X 2 5 8
Y
0,4 0,15 0,30 0,35
08 0,05 0,12 0,03

Tim phéan phdi xac suit cta X, ciia Y.

Xac sudt dé hat théc gidng bi 1ép 12 0,006. Tim xac suit sao cho
trong khi chon 1000 hat théc giéng co:

a. Khong it hon 3 hat lép;

b. Cé dung 6 hat 1ép;

¢. Khong nhiéu hon 16 hat 1ép.



LOI GIAI - HUGNG DAN - TRA L0

Phén phéi x4c sudt cia X la:

k n-k
Cy x Ci

PX=k] = =
N

vai k=0,1, .., n

Ham phan phéi caa X 14

kex Cr]‘q’
n. e
P[0 < X< 2] = M nNM
L1
PX=k] = Cly x5, k=0,1,... 10.
_ 1 K
F(x) = = 2 .Ck, x e R.
2 kex
P[X21]=1-§%, PO < X < 8]=1—%1—10—.

PX=k]=q¢"'p; ®=02,q=0,8).
=(0,8*.02vdik=1,2,..

Ham phan phéi cia X 1a: F(x) = 0,2Z(O,k)k", x € R.

k<x

PX=>2]=1-PX =1=1-0,2=0,8; P[X < 3] =0,36.
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vl x<-2
vil —2<x<0

(0

1
4, F(x)=45

E vl 0<x <2

6

1

vil x> 2

P[-1 < X<1]=

Gy fon

2
.

=Y B

k 40-k
1 3 "
5. PD{ = k] = CEO (ZJ (Z] viik=0,1,2,..40.

1

7-=-10
PX <6]=P[X <7 ~F| —2—— |~ F(~1,277) = 0,101.

[ 1.3

40x —x—

44

1

+=--100
)

PY=y]=P[Y<y+1]= F T
400x—x§~
v 44

~ F(-1,277) = y = 88.

1 k 3 80-k
6. P[X,+ X,=k]= ng [ZJ (Z] ,k=0,1,2, .., 80.

P[X,<6, X, 5 6] = P[X,s 6]P[X,s 6] = 0,01.

13-1_90
P[X,+ X, < 12] = P[X,+ X,< 13] » F| —2— |~ 0,026.

80xlx§
\} 4 4
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Cr, % Cn—r1

PR =r] = —-=

Phéan phél xac suit cha Y, Z ciing s& 1 siéu bdi nhu X, nhung chi
khac nhau 6 chd thay m, bing m, hodic m,,
Cr, xC xCy

Cr '

PX=r,Y=r, Z=x)]=

P(A) =p'xq; P(|JA,) =1; P(A)=1-1=0,trong d6 A = LJA..

r=1 r=1

S 2 |
P =p" 0k P = =

X, YladéclapviP[Y=s]=p"'q; P[Y=s/X=r]=p"q;

Suyra P[X=r, Y =5]=P[X=r].P[Y =5].
PX=1]= S PIN=n] P(X=r/N =n]

P[N = n] c6 phan phdi Poisson véi tham s6 A, con:
0 vdl n<r

P[X=x/N= ;
[ =x nl= {Crp’(l )t véin>r

_ S A n! 1“_91”_):" 1
PX=1]= Ze n,—————'(n r){ J = 2(2) A

rl =

A

PX=1] = ET@] ;

A

PIN=n/X=3]= ’ (l)-.
o2
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

118

a.P[G<X<1]:g-;

1

b. fX(X) = m.

C e
a. fx)= e
ov/2r

b. P{0 < X < 0,92] = F(0,92) - F(0) = 0,3212.

b. P[O<X<-—] F(1/2) - F(O)-—
0 vdi x50

a. F(x) = x )
l1-e?® viix>0,0>0

b.P[0 < X<8]=1- ¢

1 1 % _»
a.a= —; F®=-—= |e"du,xe R.
ikl lied

[
b. P[m<X<x]=i je z2dt = 0,5.

N
1 -1—] "e™"du vl x>0
aA=—, Fx)=<n! :
n! 0
0 vl x<0

1% [n+1) _n!

b. P[0 < X<+ ] = — Iu“e'“du:
n!

1 !
L n! n:

=1.



16.

17.

18.

19.

1 1,1
a.a=—; F@X == + > arctgx;
- ) 5 T avetex

hPm<X<H=%”

0 véi x<-%
2
1 .. X
p Ecosx vl —5<x50
A=< F@=i7
1-"rcosx vési0<xsE
2 2
1 vc’jix>—]rE
L 2
0 vl x<0
a. F(x) = B ;
1-e™ véi x>0, A>0
b.P[-1<X<1}=1-¢".
1 1_M vél xe(~a; a)
fxy=<a a ;
0 vdl x¢(-a; a)
(0 véi x<-a
2
_1_ X+_x__ vii —a<x<0
a 2a
F(x) = < \ .
'_1_+_1_ x_i vii O<x<a
2 a 2a
1 vilx>a
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20.

21,

22,

23.

24,
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0
A=60; F(x) = {60 [u*(1-u)*du
0

1
_ 1
a.a=—;
2n
2 x
b. F(x) = —arctge”;
n
c. P[0<X<1]= Eatrctge—-—l—.
T 2
1 _1
a. Fy(y) = I—Fx(;)"P[X“ ;],

b. Fy(y) = Fy (y );

c. Fy(y) = Fx(arctgy).

0 vdl x<0
F.(x)= Jx val 0<x<1.
1 vol x>1 .

a= %  B) = floW) 9 G).

2
¢'=y = X=Iny. Vay f) = fx(ny).(ny)’ = —x

vl x<0
vii<x <1,

viix>1

2

y

1+y

7



25. DPhéin phél xacsudtcaa Z=X+Y la:
- Z 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A2 3 AlA a8 lA 2] A
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
X=i:Z=k]=PX =i PZ=WX=i]
0 vil k<i
trong 46 P[Z =K/ X =] = % véii<k<6+i; PX=i]= % 16.
0 vdl k>12
2%. fxy)= Ape™ vEi x>0 ,\y >0, > 0,’ >0
0 - trong truong hogp khac
X, Y1a doclap vi F(x, y) = Fy(x). Fy(y).
o T 2 g 0! .
27. 9= [f(x,y)dy = / ; fy(y) = \f
- 57!:
28,
Xl 2 5 8 Y041 08
0,20 | 0,42 | 0,38 p 1080020
29. Dung xap xi Poisson A ~np = 6.

66 -6

a. P[X > 3]~ 0,93803; b. P[X=6] = = 0,160623.

16 Gk -6

c. PIX <£16] = Z

k=0

~ 0,99883.

121





