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Chương 3 – KHÔNG GIAN VECTƠ 
Đối tượng ban đầu của môn Đại số tuyến tính là việc giải và biện luận các hệ 

phương trình tuyến tính. Tuy vậy, để có thể hiểu thấu đáo điều kiện đảm bảo cho 

một hệ phương trình tuyến tính có nghiệm và cấu trúc nghiệm của nó, người ta đã 

đưa ra khái niệm không gian vectơ và khái niệm này đã trở thành một trong những 

trụ cột của môn Đại số tuyến tính. Không gian vectơ sau đó đã được sử dụng phổ 

biến trong rất nhiều lĩnh vực của toán học. Ở đây chúng ta chỉ nghiên cứu một loại 

không gian vectơ phổ biến nhất là ℝ𝒏. 

3.1. Khái niệm không gian vectơ ℝ𝒏 

3.1.1. Tập hợp ℝ𝑛 

a. Định nghĩa tập hợp ℝ𝑛 

Một bộ gồm 𝑛 số 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 có thứ tự được kí hiệu là (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛). Tập hợp tất 

cả các bộ 𝑛 số có thứ tự được kí hiệu là ℝ𝑛. Như vậy 

ℝ𝑛 = {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)|𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑛}. 

Ví dụ 1: (1, −1), (0, 2) ∈ ℝ2 và ℝ2 = {(𝑎1, 𝑎2)|𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ}. 

(1, −1, 3), (0, 2, −2) ∈ ℝ3 và ℝ3 = {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)|𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ}. 

Với hai phần tử 𝛼 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝛽 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ ℝ
𝑛. Ta định nghĩa 𝛼 = 𝛽 

khi và chỉ khi 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 , ∀𝑖 = 1,… , 𝑛. 

Ví dụ 2: Xét ℝ4 cho 𝛼 = (1, 𝑥 + 1, 2, −1), 𝛽 = (1, 2, 2, 𝑦 − 1). Tìm 𝑥, 𝑦 để 𝛼 = 𝛽. 

Đáp số: 𝑥 = 1, 𝑦 = 0. 

Bộ 𝑛 số 0, (0, 0, … , 0), được gọi là phần tử không, kí hiệu là 𝜃. 

Cho phần tử 𝛼 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) thì phần tử (−𝑎1, −𝑎2, … , −𝑎𝑛) được gọi là phần tử 

đối của 𝛼, kí hiệu −𝛼. 

b. Hai phép toán 

Xét ℝ𝑛 và hai phần tử 𝛼 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝛽 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ ℝ
𝑛, 𝑘 ∈ ℝ. Trong 

ℝ𝑛 ta xác định hai phép toán sau: 

Phép cộng:  𝛼 + 𝛽 = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛). 

Phép nhân vô hướng: 𝑘𝛼 = (𝑘𝑎1, 𝑘𝑎2, … , 𝑘𝑎𝑛). 

Ví dụ 3: Cho 𝛼 = (1, −1, 3), 𝛽 = (0, 2, −2) ∈ ℝ3. Khi đó 

𝛼 + 𝛽 = (1, −1, 3) + (0, 2, −2) = (1 + 0, −1 + 2, 3 + (−2)) = (1, 1, 1).  

2𝛼 = (2, −2, 6); (−1)𝛽 = (0, −2,2). 

3.1.2. Định nghĩa không gian vectơ ℝ𝑛 

Tập hợp ℝ𝑛 cùng hai phép toán trên thỏa mãn 8 điều kiện đặc trưng sau: 
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1. Phép cộng có tính kết hợp: với mọi 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℝ𝑛 thì 𝛼 + (𝛽 + 𝛾) = (𝛼 + 𝛽) + 𝛾. 

2. Phép cộng có tính giao hoán: với mọi 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ𝑛 thì 𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼. 

3. Phần tử không, 𝜃 có tính chất: với mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì 𝛼 + 𝜃 = 𝜃 + 𝛼 = 𝛼. 

4. Với mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 phần tử đối – 𝛼 có tính chất: 

𝛼 + (−𝛼) = (−𝛼) + 𝛼 = 𝜃. 

5. Với mọi 𝑘 ∈ ℝ và mọi 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ𝑛 thì 𝑘(𝛼 + 𝛽) = 𝑘𝛼 + 𝑘𝛽. 

6. Với mọi 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ và mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì (𝑘 + 𝑙)𝛼 = 𝑘𝛼 + 𝑙𝛼. 

7. Với mọi 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ và mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì (𝑘𝑙)𝛼 = 𝑘(𝑙𝛼). 

8. Với mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì 1𝛼 = 𝛼. 

Khi đó ℝ𝑛 được gọi là không gian vectơ trên trường ℝ (hoặc đơn giản là không gian 

vectơ (KGVT)). 

Chú ý: i) Hai điều kiện 5 và 6 là tính chất phép nhân phân phối với phép cộng. 

ii) Khi ℝ𝑛 là một KGVT thì mỗi phần tử thuộc ℝ𝑛 được gọi là một vectơ. 

3.1.3. Các tính chất cơ bản 

Xét không gian vectơ ℝ𝑛. 

1. Vectơ 𝜃 là duy nhất. Với mỗi vectơ 𝛼 thì vectơ đối – 𝛼 cũng là duy nhất. 

2. Phép cộng có luật giản ước: với mọi 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℝ𝑛, nếu 𝛼 + 𝛽 = 𝛼 + 𝛾 thì 𝛽 = 𝛾. 

3. Với mọi 𝑘 ∈ ℝ và mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì 𝑘𝜃 = 𝜃, 0𝛼 = 𝜃, (−1)𝛼 = −𝛼. 

4. Với 𝑘 ∈ ℝ và 𝛼 ∈ ℝ𝑛 mà 𝑘𝛼 = 𝜃 thì 𝑘 = 0 hoặc 𝛼 = 𝜃. 

5. Với 𝛼 ∈ ℝ𝑛, 𝛼 ≠ 𝜃, 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ thì 𝑘𝛼 = 𝑙𝛼 ⇔ 𝑘 = 𝑙. 

6. Với mọi 𝑘 ∈ ℝ và mọi 𝛼 ∈ ℝ𝑛 thì (−𝑘)𝛼 = 𝑘(−𝛼) = −(𝑘𝛼). 

3.2. Độc lập tuyến tính, phụ thuộc tuyến tính 

3.2.1. Định nghĩa tổ hợp tuyến tính, biểu thị tuyến tính 

Xét không gian vectơ ℝ𝑛, 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 là các vectơ của ℝ𝑛 (còn gọi là hệ vectơ). 

 Một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 là một biểu thức có dạng 

∑𝑘𝑖𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛, 𝑘𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,… , 𝑛. 

 Vectơ 𝛽 ∈ ℝ𝑛 được gọi là biểu thị tuyến tính (BTTT) được qua hệ vectơ 

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 nếu tồn tại các số 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 ∈ ℝ sao cho 

𝛽 = 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛. 
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Tức là phương trình vectơ 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 = 𝛽 có nghiệm. 

Ví dụ 4: Trong không gian vectơ ℝ4 cho các vectơ  

𝛼1 = (1, 0, −1, 1), 𝛼2 = (0, 1, 0, 3), 𝛼3 = (−1, 1, 1, 2), 𝛽 = (0, 2, 0, 6) 

Khi đó 2𝛼1 + 𝛼2 − 𝛼3, 3𝛼1 − 2𝛼2 + 0𝛼3, 0𝛼1 + 3𝛼2 + 0𝛼3 là các tổ hợp tuyến 

tính của các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛. 

Vì 𝛽 = 0𝛼1 + 2𝛼2 + 0𝛼3 nên 𝛽 BTTT được qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 (chú ý là ta 

còn một biểu thị tuyến tính khác của 𝛽 qua hệ vectơ 𝛼1, … , 𝛼𝑛 là 𝛽 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3). 

Chú ý:  

1. Một đẳng thức 𝛽 = 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 được gọi là một biểu thị tuyến 

tính hay (tổ hợp tuyến tính) của 𝛽 qua các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛. Một vectơ có thể có 

nhiều biểu thị tuyến tính khác nhau qua một hệ vectơ. 

2. Ta nói hệ (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) biểu thị tuyến tính được qua hệ (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑚) nếu mỗi 

vectơ 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, biểu thị tuyến tính được qua hệ (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑚). 

Ví dụ 5: Trong không gian vectơ ℝ3 cho các vectơ  

𝛼1 = (1, 0, 1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (1, 1, 0), 𝛼4 = (2,−1, 1) 

a) Vectơ 𝛽 = (−1, 2, 3) có BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 hay không?. 

b) Vectơ 𝛽 = (−1, 2, 3) có BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼4 hay không? 

c) Tìm điều kiện để vectơ 𝑢 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. 

d) Tìm điều kiện để vectơ 𝑢 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼4. 

Bài giải 

a) Xét phương trình 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼3 = 𝛽 ⟺ {

𝑥1 + 𝑥3 = −1
𝑥2 + 𝑥3 = 2
𝑥1 + 𝑥2 = 3

. 

�̅� = [
1 0 1
0 1 1
1 1 0

 |  
−1
   2
   3
] ⟶ [

1 0    1
0 1    1
0 1 −1

 |  
−1
   2
   4
] ⟶ [

1 0    1
0 1    1
0 0 −2

 |  
−1
   2
   2
] 

Do rank 𝐴 = rank �̅� nên hệ phương trình luôn có nghiệm. Do đó vectơ 𝛽 BTTT qua 

hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. Hơn nữa ta tìm được 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3, 𝑥3 = −1. 

Do đó 𝛽 = 0𝛼1 + 3𝛼2 − 𝛼3. 

b) Xét phương trình 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼4 = 𝛽 ⟺ {

𝑥1 + 𝑥3 = −1
𝑥2 + 𝑥3 = 2

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥1 = 3
. 

�̅� = [
1    0 1
0    1 1
2 −1 1

 |  
−1
   2
   3
] ⟶ [

1    0    1
0    1    1
0 −1 −1

 |  
−1
   2
   5
] ⟶ [

1 0 1
0 1 1
0 0 0

 |  
−1
   2
   7
] 
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Do rank 𝐴 < rank �̅� nên hệ phương trình vô nghiệm. Do đó vectơ 𝛽 không BTTT 

qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3.  

c) Xét phương trình 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼3 = 𝑢 ⟺ {

𝑥1 + 𝑥3 = 𝑎1
𝑥2 + 𝑥3 = 𝑎2
𝑥1 + 𝑥2 = 𝑎3

. 

�̅� = [
1 0 1
0 1 1
1 1 0

 |  

𝑎1
𝑎2
𝑎3
] ⟶ [

1 0    1
0 1    1
0 1 −1

 |  

𝑎1
𝑎2

𝑎3 − 𝑎1
] ⟶ [

1 0    1
0 1    1
0 0 −2

 |  

𝑎1
𝑎2

𝑎3 − 𝑎1 − 𝑎2
] 

Do rank 𝐴 = rank �̅� nên hệ phương trình luôn có nghiệm. Do đó vectơ 𝑢 luôn BTTT 

qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. 

d) Xét phương trình 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼4 = 𝑢 ⟺ {

𝑥1 + 𝑥3 = 𝑎1
𝑥2 + 𝑥3 = 𝑎2

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑎3

. 

[
1    0 1
0    1 1
2 −1 1

 |  

𝑎1
𝑎2
𝑎3
] ⟶ [

1    0    1
0    1    1
0 −1 −1

 | 

𝑎1
𝑎2

𝑎3 − 2𝑎1

] ⟶ [
1 0 1
0 1 1
0 0 0

 |  

𝑎1
𝑎2

𝑎3 − 2𝑎1 + 𝑎2

] 

𝑢 biểu thị tuyến tính 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 khi và chỉ khi hệ phương trình trên có nghiệm, tức là 

rank 𝐴 = rank �̅� ⟺ 𝑎3 − 2𝑎1 + 𝑎2 = 0 ⟺ 2𝑎1 = 𝑎2 + 𝑎3. 

Nhận xét: Để xét vectơ 𝛽 có BTTT được qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 hay không trong 

ℝ𝑛 thì ta lập ma trận �̅� với các cột là các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛, cột bổ sung là vectơ 𝛽, 

rồi tìm rank 𝐴. Nếu rank 𝐴 = rank �̅� thì vectơ 𝛽 BTTT được qua hệ, hơn nữa ta tìm 

được đẳng thức biễu diễn (các hệ số của 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 trong biểu diễn chính là nghiệm 

của hệ phương trình tuyến tính). 

Ví dụ 6: Trong không gian vectơ ℝ4 cho hệ vectơ  

𝛼1 = (1, 1, 1, 1), 𝛼2 = (2, 3, −1, 0), 𝛼3 = (−1,−1, 1, 1), 𝛼4 = (1, 2, 1, −1) 

a) Vectơ 𝛽 = (1, 2, 2, 3) có BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 hay không?. 

b) Tìm điều kiện để vectơ 𝑢 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. 

c) Tìm điều kiện để vectơ 𝑢 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) BTTT qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4. 

Bài giải 

a) �̅� = [

1
1
1
1

    

   2 
   3
−1
   0

    

−1
−1
   1
   1

 |  

1
2
2
3

] ⟶ [

1
0
0
0

    

   2
   1
−3
−2

    

−1
   0
   2
   2

 |  

1
1
1
2

] ⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   2

 |  

1
1
4
4

] 

⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   0

 |  

1
1
4
0

] 

Do đó 𝛽 biểu thị tuyến tính 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 hơn nữa 𝛽 = 𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3. 
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b) �̅� = [

1
1
1
1

    

   2 
   3
−1
   0

    

−1
−1
   1
   1

 |  

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

] ⟶ [

1
0
0
0

    

   2
   1
−3
−2

    

−1
   0
   2
   2

 |  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1
𝑎3 − 𝑎1
𝑎4 − 𝑎1

] 

⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   2

 |  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

𝑎3 + 3𝑎2 − 4𝑎1
𝑎4 + 2𝑎2 − 3𝑎1

] ⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   0

 |  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

𝑎3 + 3𝑎2 − 4𝑎1
𝑎4 − 𝑎3 − 𝑎2 + 𝑎1

] 

𝑢 biểu thị tuyến tính 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 khi và chỉ khi hệ phương trình trên có nghiệm, tức là 

rank 𝐴 = rank �̅� ⟺ 𝑎4 − 𝑎3 − 𝑎2 + 𝑎1 = 0 ⟺ 𝑎2 + 𝑎3 = 𝑎1 + 𝑎4. 

c) �̅� = [

1
1
1
1

    

   2 
   3
−1
   0

    

−1
−1
   1
   1

    

   1
   2
   1
−1

 |   

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

] ⟶ [

1
0
0
0

    

   2
   1
−3
−2

    

−1
   0
   2
   2

    

   1
   1
   0
−2

 |  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1
𝑎3 − 𝑎1
𝑎4 − 𝑎1

] 

⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   2

    

1
1
3
0

 |  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

𝑎3 + 3𝑎2 − 4𝑎1
𝑎4 + 2𝑎2 − 3𝑎1

] ⟶ [

1
0
0
0

    

2
1
0
0

    

−1
   0
   2
   0

   

   1
   1
   0
−3

|  

𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

𝑎3 + 3𝑎2 − 4𝑎1
𝑎4 − 𝑎3 − 𝑎2 + 𝑎1

] 

Do rank 𝐴 = rank �̅� nên hệ phương trình luôn có nghiệm. Do đó vectơ 𝑢 luôn BTTT 

qua hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4. 

Ví dụ 7: Trong không gian vectơ ℝ3 cho hai hệ vectơ  

𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (2, −2, 1), 𝛼3 = (3, 2, 2)         (𝑈)  

𝛽1 = (1, 1, 1), 𝛽2 = (1, 1, 0), 𝛽3 = (1, 0, 0)         (𝑉). 

Hệ (𝑈) có biểu thị tuyến tính được qua hệ (𝑉) hay không?. 

Bài giải 

Ta lần lượt kiểm tra 3 phương trình vectơ sau có ngiệm hay không 

𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼3 = 𝛽1 (Hệ 1) 

𝑦1𝛼1 + 𝑦2𝛼2 + 𝑦3𝛼3 = 𝛽2 (Hệ 2) 

𝑧1𝛼1 + 𝑧2𝛼2 + 𝑧3𝛼3 = 𝛽3 (Hệ 3). 

Ta sẽ xét chung ma trận chia khối sau: 

[
1    2 3
2 −2 2
1    1 2

|
1
1
1
|
1
1
0
|
1
0
0
] ⟶ ⋯⟶ [

1    2    3
0 −1 −1
0    0    2

|
   1
   0
−1
|
   1
−1
   5
|
   1
−1
   4
]. 

Hệ 1 có nghiệm 𝑥3 =
−1

2
, 𝑥2 =

1

2
, 𝑥1 =

3

2
. 

Hệ 2 có nghiệm 𝑦3 =
5

2
, 𝑦2 =

−3

2
, 𝑦1 =

−7

2
. 

Hệ 3 có nghiệm 𝑧3 = 2, 𝑧2 = −1, 𝑧1 = −3. 
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Vậy (𝑈) biểu thị tuyến tính được qua hệ (𝑉). Hơn nữa 

𝛽1 =
3

2
𝛼1 +

1

2
𝛼2 −

1

2
𝛼3, 𝛽2 =

5

2
𝛼1 −

3

2
𝛼2 −

7

2
𝛼3, 𝛽3 = −3𝛼1 − 𝛼2 + 2𝛼3. 

3.2.2. Định nghĩa độc lập tuyến tính, phụ thuộc tuyến tính 

Cho 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 là một hệ vectơ của ℝ𝑛. 

 Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 được gọi là hệ vectơ phụ thuộc tuyến tính (PTTT) nếu tồn tại  

các số thực 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 không đồng thời bằng 0 sao cho  

𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 = 𝜃. 

Tức là phương trình vectơ 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 = 𝜃 có nghiệm khác (0,0, … ,0) 

 Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 được gọi là hệ vectơ độc lập tuyến tính (ĐTTT) nếu nó không 

phụ thuộc tuyến tính. Nói cách khác hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ĐLTT khi và chỉ khi: 

Nếu 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 = 𝜃 với 𝑘𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,… , 𝑛 thì 𝑎𝑖 = 0 với mọi 𝑖. 

Tức là phương trình vectơ 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 = 𝜃 có nghiệm duy nhất là 

(0,0, … ,0). 

Ví dụ 8: Trong không gian vectơ ℝ4 hệ vectơ sau là ĐLTT hay PTTT?. 

𝛼1 = (1,0,1,1), 𝛼2 = (0,1,2,3), 𝛼3 = (1,2,3,4). 

Bài giải 

Xét hệ phương trình vectơ 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼3 = 𝜃 ⟺ {

𝑥1 + 𝑥3 = 0
𝑥2 + 2𝑥3 = 0

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0
𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 0

 

Ma trận hệ số 𝐴 = [

1 0 1
0 1 2
1 2 3
1 3 4

] ⟶ [

1 0 1
0 1 2
0 2 2
0 3 3

] ⟶ [

1 0 1
0 1 2
0 0 2
0 0 0

] 

Do rank 𝐴 = 3 nên hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm tầm thường (0,0,0).  

Vậy hệ vectơ trên ĐLTT. 

Ví dụ 9: Trong không gian vectơ ℝ3. Hệ vectơ sau là ĐLTT 

𝛼1 = (1,0,0), 𝛼2 = (0,1,0), 𝛼3 = (0,0,1). 

Tổng quát: Trong không gian vectơ ℝ𝑛. Hệ vectơ sau là độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1,0, … ,0), 𝛼2 = (0,1, … ,0), … , 𝛼𝑛 = (0,0, … ,1) 

Nhận xét: Để xét hệ 𝑚 vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 ĐLTT hay PTTT trong ℝ𝑛 ta lập ma trận 

𝐴 với các cột là các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 rồi tìm rank 𝐴. Nếu rank 𝐴 = 𝑚 (số vectơ) thì 

hệ ĐLTT, nếu rank 𝐴 < 𝑚 thì hệ PTTT. 
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Nếu 𝐴 là ma trận vuông thì hệ vectơ ĐLTT khi và chỉ khi 𝐴 không suy biến. 

3.2.3. Các tính chất cơ bản 

1. Hệ chứa vectơ 𝜃 luôn PTTT. 

2. Hệ gồm 1 vectơ PTTT khi và chỉ khi đó là vectơ 𝜃, hệ gồm 2 vectơ PTTT khi và 

chỉ khi 2 vectơ đó tỉ lệ. 

3. Nếu một hệ ĐLTT thì hệ con của nó cũng ĐLTT. 

4. Một hệ chứa hệ con PTTT thì PTTT. 

5. Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 PTTT khi và chỉ khi có một vectơ có một vectơ trong hệ 

biểu thị tuyến tính qua các vectơ còn lại của hệ. 

6. Nếu hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ĐLTT thì hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛, 𝛽 ĐLTT khi và chỉ 

khi 𝛽 không biểu thị tuyến tính được qua hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛. 

3.2.4. Hạng của một hệ vectơ 

a. Hệ vectơ tương đương 

Trong không gian vectơ ℝ𝑛, cho hai hệ vectơ (𝛼)  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 và (𝛽)  𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛. 

Ta nói hệ (𝛼) tương đương với hệ (𝛽), kí hiệu (𝛼)~(𝛽), nếu (𝛼) BTTT được qua hệ 

(𝛽) và ngược lại. 

Ví dụ 10: Trong không gian vectơ ℝ3, xét hai hệ vectơ  

𝛼1 = (1,0,0), 𝛼2 = (0,1,0), 𝛼3 = (0,0,1)         (𝛼)  

𝛽1 = (1, 1, 1), 𝛽2 = (1, 1, 0), 𝛽3 = (1, 0, 0)         (𝛽). 

Khi đó (𝛼)~(𝛽). 

b. Hệ con độc lập tuyến tính tối đại của một hệ vectơ 

Trong không gian vectơ ℝ𝑛, cho hệ vectơ (𝛼)  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛. Hệ con 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , … , 𝛼𝑖𝑚 

của hệ (𝛼) được gọi là hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ (𝛼) nếu 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , … , 𝛼𝑖𝑚 

ĐLTT và mọi vectơ 𝛼𝑖 của hệ (𝛼) đều BTTT được qua hệ 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , … , 𝛼𝑖𝑚 . 

Nhận xét: 

i) Một hệ vectơ có thể có nhiều hệ con độc lập tuyến tính tối đại. 

ii) Hệ con độc lập tuyến tính tối đại tương đương với hệ vectơ đó. 

c. Hạng của một hệ vectơ 

Bổ đề (bổ đề cơ bản về sự độc lập tuyến tính): Trong không gian vectơ ℝ𝑛, cho hai  

hệ vectơ (𝛼)  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 và (𝛽)  𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑚. Nếu hệ (𝛼) ĐLTT và BTTT được 

qua hệ (𝛽) thì 𝑛 ≤ 𝑚. 

Từ bổ đề trên suy ra ngay hai hệ vectơ ĐLTT tương đương thì có số vectơ bằng nhau. 
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Hệ (𝛼) có thể có nhiều hệ con độc lập tuyến tính tối đại khác nhau. Tuy nhiên tất cả 

các hệ con độc lập tuyến tính tối đại đều tương đương với nhau. Do đó tất cả các hệ 

con độc lập tuyến tính tối đại đều có số vectơ bằng nhau. Số đó được gọi là hạng của 

hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛, kí hiệu rank {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛}. Như vậy ta có  

rank {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} = Số vectơ của hệ con ĐLTT tối đại của hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛. 

d. Cách tìm hạng, hệ con độc lập tuyến tính tối đại của một hệ vectơ trong ℝ𝒏 

Trong ℝ𝑛 cho hệ vectơ           𝛼1 = (𝑎11, 𝑎12, … , 𝑎1𝑛) 

𝛼2 = (𝑎21, 𝑎22, … , 𝑎2𝑛) 

… 

𝛼𝑚 = (𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, … , 𝑎𝑚𝑛). 

Để tìm hạng và hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 ta làm như sau: 

 Lập ma trận 𝐴 là ma trận dòng của các vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚  

𝐴 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

 Bằng các phép biến đổi sơ cấp trên dòng, đưa ma trận 𝐴 về dạng bậc thang. Khi đó  

rank {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} = rank 𝐴. 

Hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 gồm các vectơ ứng với các 

dòng khác không của ma trận bậc thang. 

Ví dụ 11: Trong không gian vectơ ℝ5 cho hệ vectơ  

𝛼1 = (3, 2, 0, 1), 𝛼2 = (4, 1, 0, 2), 𝛼3 = (3, 1, −1, 0), 𝛼4 = (1, 0, 1, 2). 

Tìm một hệ con độc độc lập tuyến tính tối đại và hạng của hệ vectơ trên. 

Bài giải 

𝐴 = [

3
4
3
1

   

2
1
1
0

  

   0
   0
−1
   1

   

1
2
0
2

]

(1)

(2)
(3)
(4)

⟶ [

1
4
3
3

   

0
1
1
2

  

   1
   0
−1
   0

   

2
2
0
1

]

(4)

(2)
(3)
(1)

⟶ [

1
0
0
0

   

0
1
1
2

  

   1
−4
−4
−3

  

   2
−6
−6
−5

]

(4)

(2)
(3)
(1)

 

⟶ [

1
0
0
0

   

0
1
0
0

  

   1
−4
   0
   5

  

   2
−6
   0
   7

]

(4)
(2)
(3)

(1)

⟶ [

1
0
0
0

   

0
1
0
0

  

   1
−4
   5
   0

  

   2
−6
   7
   0

]

(4)
(2)
(1)

(3)

 

Vậy rank {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4} = rank 𝐴 = 3. 

Hệ con ĐLTT tối đại của 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 là {𝛼1, 𝛼2, 𝛼4} (có thể ra kết quả {𝛼1, 𝛼3, 𝛼4}). 

3.3. Không gian vectơ con, cơ sở và số chiều 
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3.3.1. Định nghĩa và các ví dụ 

a. Định nghĩa 

Tập con 𝐿 (khác 𝜙) của ℝ𝑛 được gọi là không gian vectơ con của ℝ𝑛 nếu thỏa hai 

điều kiện sau: 

1. Với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, ta có 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿. 

2. Với mọi 𝑘 ∈ ℝ và mọi 𝑥 ∈ 𝐿 thì 𝑘𝑥 ∈ 𝐿. 

Chú ý:  

i) Điều kiện 1 được gọi là đóng kín đối với phép cộng, điều kiện 2 được gọi là đóng 

kín đối với phép nhân vô hướng. 

ii) Hai điều kiện trên tương đương với điều kiện sau: 

Với mọi 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ và mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 thì 𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 ∈ 𝑈. 

b. Các ví dụ 

1. {𝜃} và ℝ𝑛 là các không gian vectơ con của ℝ𝑛. Được gọi là không gian vectơ con 

tầm thường của ℝ𝑛. 

2. Tập hợp tất cả các nghiệm của một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (𝑛 

phương trình 𝑛 ẩn) là không gian vectơ con của ℝ𝑛 . 

3. Tập 𝐴 = {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)|𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 = 0} ⊆ ℝ𝑛 là không gian vectơ con 

của ℝ𝑛. Tập 𝐵 = {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)|𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 ≥ 0} ⊆ ℝ𝑛 không là không gian 

vectơ con của ℝ𝑛. 

3.3.1. Cơ sở, số chiều của không gian vectơ con 

Cho 𝐿 là không gian vectơ con của ℝ𝑛 và hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 của 𝐿. 

 Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 được gọi là một hệ sinh của 𝐿 nếu mọi vectơ của 𝐿 đều 

BTTT được qua hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚. 

 Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 được gọi là một cơ sở của 𝐿 nếu nó là hệ sinh của 𝐿 và là hệ 

ĐLTT. 

 Từ định nghĩa thì hai cơ sở bất kì của 𝐿 đều tương đương và ĐLTT, do đó chúng có 

số vectơ bằng nhau. Số đó được gọi là số chiều của 𝐿, kí hiệu là dim 𝐿. Như vậy 

dim𝐿 = Số vectơ của một cơ sở bất kì của 𝐿. 

Nếu 𝐿 = {𝜃} ta quy ước dim𝐿 = 0. Nếu  dim 𝐿 = 𝑚 ta có thể gọi 𝐿 là không gian 

vectơ con 𝑚 chiều. 

Ví dụ 12: Hệ vectơ 𝛼1 = (1,0,0), 𝛼2 = (0,1,0), 𝛼3 = (0,0,1) là một cơ sở của ℝ3. 

Do đó dimℝ3 = 3. Bạn đọc thử kiểm tra hệ sau cũng là một cơ sở của ℝ3 

𝛽1 = (1,0,1), 𝛽2 = (1,1,0), 𝛽3 = (0,1,1). 
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Tổng quát: Xét không gian vectơ ℝ𝑛. Hệ vectơ  

𝛼1 = (1,0, … ,0), 𝛼2 = (0,1, … ,0), … , 𝛼𝑛 = (0,0, … ,1) 

là một cơ sở của ℝ𝑛, gọi là cơ sở chính tắc của ℝ𝑛, kí hiệu 𝐸, và ta có  dimℝ𝑛 = 𝑛. 

Định lý (đặc trưng của cơ sở): Một hệ vectơ là cơ sở của không gian vectơ con 𝐿 khi 

và chỉ khi mọi vectơ của 𝐿 đều BTTT duy nhất qua hệ này. 

Định lý: Nếu 𝐿 là không gian vectơ con của ℝ𝑛 thì dim𝐿 ≤ dimℝ𝑛 và dim𝐿 =

dimℝ𝑛 khi và chỉ khi 𝐿 = ℝ𝑛 . 

3.3.2. Tính chất cơ bản của không gian vectơ hữu hạn chiều 

Cho 𝐿 là một không gian vectơ con hữu hạn chiều, dim𝐿 = 𝑚. Khi đó: 

1. Mọi hệ vectơ có nhiều hơn 𝑚 vectơ đều PTTT. 

2. Mọi hệ có 𝑚 vectơ ĐLTT đều là cơ sở của 𝐿. 

3. Mọi hệ có 𝑚 vectơ là hệ sinh của 𝐿 đều là cơ sở của 𝐿. 

4. Mọi hệ ĐLTT có 𝑘 vectơ đều có thể bổ sung thêm 𝑚 − 𝑘 vectơ để trở thành cơ sở. 

Chú ý: Từ tính chất 2 và 3 nếu biết dim 𝐿 = 𝑚 thì để chứng minh một hệ 𝑚 vectơ là 

cơ sở của 𝐿 ta chỉ cần chứng minh hệ đó là hệ ĐLTT hoặc hệ sinh. 

3.3.3. Một số không gian con đặc biệt 

a. Không gian giao và không gian tổng 

Dùng tiêu chuẩn không gian vectơ con, ta dễ dàng kiểm tra được các kết quả sau: 

 Nếu 𝐴, 𝐵 là các không gian vectơ con của ℝ𝑛 thì 𝐴 ∩ 𝐵 cũng là không gian vectơ con 

của ℝ𝑛. Tổng quát, giao của một họ tùy ý các không gian vectơ con của ℝ𝑛 là một 

không gian vectơ con của ℝ𝑛. 

 Cho 𝐴, 𝐵 là các không gian vectơ con của ℝ𝑛, ta định nghĩa tập hợp: 

𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} ⊆ ℝ𝑛 

(𝑥 ∈ 𝐴 + 𝐵 ⟺ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 với 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵) 

Khi đó 𝐴 + 𝐵 là một không gian vectơ con của ℝ𝑛, được gọi là không gian tổng của 

các không gian con 𝐴 và 𝐵. 

Liên quan đến số chiều của không gian giao và không gian tổng ta có định lý sau. 

Định lý: Nếu 𝐴, 𝐵 là các không gian vectơ con của ℝ𝑛 thì 

dim(𝐴 + 𝐵) = dim𝐴 + dim𝐵 − dim(𝐴 ∩ 𝐵). 

b. Không gian con sinh bởi một hệ vectơ 

Cho 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 là một hệ vectơ của ℝ𝑛. Ta định nghĩa 

〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉 = {𝑥 = 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑚𝛼𝑚|𝑘𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,… ,𝑚} ⊆ ℝ𝑛. 
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Dùng tiêu chuẩn không gian vectơ con, ta thấy ngay 〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉 là không gian 

vectơ con của ℝ𝑛. Không gian này gọi là không gian con của ℝ𝑛 sinh bởi hệ vectơ 

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 (hay còn gọi là bao tuyến tính của hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚). 

Nhận xét:  

i) Từ định nghĩa, ta có 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 chính là một hệ sinh của không gian vectơ con 

〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉. Bởi vậy, mọi hệ con độc lập tuyến tính tối đại của hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 

đều là hệ sinh, do đó là cơ sở của không gian vectơ con 〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉. 

ii) Nếu 𝐴 = 〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉, 𝐵 = 〈𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑘〉 thì 𝐴 + 𝐵 = 〈𝛼1, … , 𝛼𝑚, 𝛽1, … , 𝛽𝑘〉. 

Chú ý: Ta chứng minh được 〈𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚〉 là không gian con bé nhất (theo quan hệ 

bao hàm) chứa hệ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚. 

Ví dụ 13: Trong không gian vectơ ℝ4 cho các vectơ  

𝛼1 = (1, 2, 1, 1), 𝛼2 = (3, 6, 5, 7), 𝛼3 = (4, 8, 6, 8), 𝛼4 = (8, 16, 12, 16) 

𝛽1 = (1, 2, 2, 3), 𝛽2 = (2, 5, 5, 6), 𝛽3 = (3, 7, 7, 9), 𝛽4 = (6, 14, 14, 18) 

Đặt 𝑈 = 〈𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4〉, 𝑊 = 〈𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4〉. 

Xác định cơ sở và số chiều của các không gian vectơ con 𝑈,𝑊, 𝑈 +𝑊. 

Bài giải 

𝐴 = [

1
3
4
8

  

2
6
8
16

  

1
5
6
12

  

1
7
8
16

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

1
2
0
0

  

1
4
0
0

 ] 

𝐵 = [

1
2
3
6

  

2
5
7
14

  

2
5
7
14

  

3
6
9
18

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
1
0
0

  

2
1
0
0

  

3
0
0
0

 ] 

Vậy 𝑈 = 〈(1, 2, 1, 1), (0, 0, 2, 4)〉, 𝑊 = 〈(1, 2, 2, 3), (0, 1, 1, 0)〉. 

dim𝑈 = 2 và một cơ sở là (1, 2, 1, 1), (0, 0, 2, 4). 

dim𝑊 = 2 và một cơ sở là (1, 2, 2, 3), (0, 1, 1, 0). 

Như vậy 𝑈 +𝑊 = 〈(1, 2, 1, 1), (0, 0, 2, 4), (1, 2, 2, 3), (0, 1, 1, 0)〉 

𝐶 = [

1
0
1
0

  

2
0
2
1

  

1
2
2
1

  

1
4
3
0

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
1
0
0

  

1
1
1
0

  

1
0
2
0

 ] 

Vậy dim(𝑈 +𝑊) = 3 và một cơ sở là (1, 2, 1, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 2). 

c. Không gian con các nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất 

Cho hệ phương trình tuyến tính thuần nhất gồm 𝑚 phương trình và 𝑛 ẩn 
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{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

  ⋯ 
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0 

(𝐼) 

Mỗi nghiệm của hệ (𝐼) có thể xem như là một vectơ trong không gian ℝ𝑛. Dùng tiêu 

chuẩn không gian vectơ con ta có thể dễ dàng chứng minh được 𝑆, tập tất cả các 

nghiệm của hệ (𝐼), là không gian vectơ con của ℝ𝑛. Không gian vectơ con này được 

gọi là không gian con các nghiệm của hệ (𝐼). 

Kí hiệu 𝑟 = rank 𝐴 thì dim𝑆 = 𝑛 − 𝑟. Cơ sở của không gian nghiệm 𝑆 của hệ (𝐼) 

chính là là hệ nghiệm cơ bản của hệ (𝐼). 

Ví dụ 14: Tìm cơ sở và số chiều của không gian nghiệm 𝑆 của hệ phương trình 

{

𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥4 + 𝑥5 = 0
2𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 3𝑥4 = 0

3𝑥1 + 6𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 + 𝑥5 = 0
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥5 = 0 

 

𝐴 = [

1
2
3
1

  

2
4
6
2

  

0
1
2
1

  

2
3
3
0

  

1
0
1
1

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
2
1

  

   2
−1
−3
−2

  

   1
−2
−2
   0

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
0
0

  

   2
−1
−1
−1

  

   1
−2
   2
   2

 ] ⟶ [

1
0
0
0

  

2
0
0
0

  

0
1
0
0

  

   2
−1
−1
   0

  

   1
−2
   2
   0

 ] 

Ta thấy rank 𝐴 = 3, hệ có vô số nghiệm phụ thuộc hai tham số 𝑥2, 𝑥5. Hệ trên tương 

đương với hệ sau 

{
𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥4 + 𝑥5 = 0
𝑥3 − 𝑥4 − 2𝑥5 = 0
−𝑥4 + 2𝑥5 = 0

⟺{

𝑥1 = −2𝑥2 − 5𝑥5
𝑥3 = 4𝑥5
𝑥4 = 2𝑥5
𝑥2, 𝑥5 ∈ ℝ 

 

∗ Cho 𝑥2 = 1, 𝑥5 = 0, ta có 𝑥1 = −2, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 0, ta được nghiệm 

 𝛼1 = (−2, 1, 0, 0, 0) 

∗ Cho 𝑥2 = 0, 𝑥5 = 1 ta có 𝑥1 = −5, 𝑥3 = 4, 𝑥4 = 2 ta được nghiệm  

𝛼2 = (−5, 0, 4, 2, 1) 

Vậy dim𝑆 = 2 và một cơ sở là 𝛼1 = (−2, 1, 0, 0, 0), 𝛼2 = (−5, 0, 4, 2, 1). 

Nhận xét: Nếu 𝐴 là không gian nghiệm của hệ phương trình 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

  ⋯ 
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0 

 

và 𝐵 là không gian nghiệm của hệ phương trình 
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{

𝑏11𝑥1 + 𝑏12𝑥2 +⋯+ 𝑏1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑏21𝑥1 + 𝑏22𝑥2 +⋯+ 𝑏2𝑛𝑥𝑛 = 0

  ⋯ 
𝑏𝑘1𝑥1 + 𝑏𝑘2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑛𝑥𝑛 = 0 

. 

Khi đó 𝐴 ∩ 𝐵 chính là không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0

⋯
 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0 
𝑏11𝑥1 + 𝑏12𝑥2 +⋯+ 𝑏1𝑛𝑥𝑛 = 0

⋯
𝑏𝑘1𝑥1 + 𝑏𝑘2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑛𝑥𝑛 = 0 

. 

Chú ý: Trong không gian ℝ𝑛, nếu 𝐴 là không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến 

tính thuần nhất thì sau khi tìm được cơ sở của 𝐴, ta sẽ chuyển 𝐴 về dạng không gian 

con sinh bởi một hệ vectơ. Ngược lại, nếu 𝐴 = 〈𝛼1, … , 𝛼𝑚〉, thì vectơ 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

thuộc 𝐴 khi và chỉ khi phương trình vectơ 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑚𝛼𝑚 = 𝛽 có nghiệm. 

Tìm điều kiện của 𝑥1, … , 𝑥𝑛 để phương trình có nghiệm (giống BTTT qua hệ vectơ), 

tập hợp các điều kiện này là một hệ phương trình tuyến tính thuần nhất. Khi đó 𝐴 là 

không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất này. 

Ví dụ 15: Trong không gian vectơ ℝ4 cho các vectơ  

𝛼1 = (1,−1, 0, 1), 𝛼2 = (1, 1, 1, 0), 𝛼3 = (2, 0, 1, 1) 

Đặt 𝐴 = 〈𝛼1, 𝛼2, 𝛼3〉. Hãy chuyển 𝐴 về dạng không gian nghiệm. 

Bài giải 

Giả sử 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝐴. Xét phương trình 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 + 𝑘3𝛼3 = 𝑥 

⟺ {

𝑘1 + 𝑘2 + 2𝑥3 = 𝑥1
−𝑘1 + 𝑘2 = 𝑥2
𝑘2 + 𝑘3 = 𝑥3
𝑘1 + 𝑘3 = 𝑥4

. 

�̅� = [

   1
−1
   0
   1

  

1
1
1
0

  

2
0
1
1

 | 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

] ⟶ [

1
0
0
0

  

1
2
0
0

  

2
2
0
0

 | 

𝑥1
𝑥1 + 𝑥2

2𝑥3 − 𝑥1 − 𝑥2
−𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4

] 

Hệ phương trình trên có nghiệm, tức là rank 𝐴 = rank �̅� ⟺ {
2𝑥3 − 𝑥1 − 𝑥2 = 0
−𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0

. 

Do đó điều kiện cần và đủ để 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝐴 là {
2𝑥3 − 𝑥1 − 𝑥2 = 0
−𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0

. 

Vậy 𝐴 chính là không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0
−𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0

. 
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3.4. Tọa độ của vectơ trong cơ sở 

3.4.1. Định nghĩa và các ví dụ 

a. Định nghĩa 

Cho KGVT 𝑛 chiều ℝ𝑛, (𝛼) 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 là một cơ sở của ℝ𝑛. Với 𝑥 ∈ ℝ𝑛, khi đó 𝑥 

được viết duy nhất dưới dạng  

𝑥 = 𝑎1𝛼1 + 𝑎2𝛼2 +⋯+ 𝑎𝑛𝛼𝑛, 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

Bộ số (𝑎1, 𝑎2, … , 𝛼𝑛) được gọi là tọa độ của 𝑥 trong cơ sở (𝛼) (𝑎𝑖 được gọi là tọa độ 

thứ 𝑖), kí hiệu  𝑥 (𝛼)⁄ = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), hoặc 

[𝑥]
(𝛼)⁄ = [

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

]. 

b. Ma trận đổi cơ sở 

Trong KGVT ℝ𝑛, cho hai cơ sở (𝛼)   𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 và (𝛽)  𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛. Khi đó các 

vectơ 𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛 được viết duy nhất dưới dạng 

{

𝛽1 = 𝑎11𝛼1 + 𝑎12𝛼2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝛼𝑛
𝛽2 = 𝑎21𝛼1 + 𝑎22𝛼2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝛼𝑛

  ⋯ 
𝛽𝑛 = 𝑎𝑛1𝛼1 + 𝑎𝑛2𝛼2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝛼𝑛 

 

Ma trận các hệ số chuyển vị, kí hiệu 𝑇𝛼𝛽, được gọi là ma trận đổi cơ sở từ (𝛼) sang 

(𝛽). Như vậy 

𝑇𝛼𝛽 = [

𝑎11
𝑎12
⋮
𝑎1𝑛

  

𝑎21
𝑎22
⋮
𝑎2𝑛

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎𝑛1
𝑎𝑛2
⋮
𝑎𝑛𝑛

]. 

Từ định nghĩa 𝑇𝛼𝛽 là ma trận khả nghịch và 𝑇𝛽𝛼 = 𝑇𝛼𝛽
−1. 

c. Công thức đổi tọa độ 

Cho không gian vectơ ℝ𝑛, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 và các cơ sở (𝛼)  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛, (𝛽)  𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛. 

Giả sử  𝑥 (𝛼)⁄ = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛),
𝑥
(𝛽)⁄ = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛). 

Khi đó ta có 
[𝑥]

(𝛼)⁄ = 𝑇𝛼𝛽
[𝑥]

(𝛽)⁄ , viết dưới dạng ma trận: 

[

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

] = 𝑇𝛼𝛽 [

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

] 
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Công thức trên cho phép tính tọa độ của 𝑥 trong cơ sở (𝛼) theo tọa độ của 𝑥 trong cơ 

sở (𝛽). 

Ví dụ 16: Trong không gian vectơ ℝ3 cho hai cơ sở  

𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (−1, 2, 1), 𝛼3 = (1, 3, 2)         (𝛼)  

𝛽1 = (1, 0, 1), 𝛽2 = (1, 1, 0), 𝛽3 = (0, 1, 1)         (𝛽). 

a) Tìm ma trận đổi cơ sở từ (𝛼) sang (𝛽). 

b) Viết công thức tính tọa độ của vectơ 𝑥 ∈ ℝ3 trong cơ sở (𝛼) theo tọa độ của 𝑥 

trong cơ sở (𝛽). 

Hướng dẫn 

a) Giả sử 

𝛽1 = 𝑎1𝛼1 + 𝑏2𝛼2 + 𝑐3𝛼3 (Hệ 1) 

𝛽2 = 𝑏1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + 𝑥3𝛼3 (Hệ 2) 

𝛽3 = 𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 + 𝑐3𝛼3 (Hệ 3). 

Ma trận các hệ số mở rộng: 

[
1 −1 1
1    2 3
1    1 2

|
1
0
1
|
1
1
0
|
0
1
1
] ⟶ ⋯⟶ [

1 −1    1
0    1    1
0    0 −1

|
   1
−1
   2
|
   1
   1
−3
|
0
0
1
]. 

Hệ 1 có nghiệm 𝑎3 = −2, 𝑎2 = 1, 𝑎1 = 4. 

Hệ 2 có nghiệm 𝑏3 = 3, 𝑏2 = −2, 𝑏1 = −4. 

Hệ 3 có nghiệm 𝑐3 = −1, 𝑐2 = 1, 𝑐1 = 2. 

Vậy ma đổi cơ sở từ (𝛼) sang (𝛽) là  

𝑇𝛼𝛽 = [
   4 −4    2
   1 −2    1
−2    3 −1

]. 

b) Giả sử 𝑥 (𝛼)⁄ = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),
𝑥
(𝛽)⁄ = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3). 

Công thức tính tọa độ của 𝑥 trong cơ sở (𝛼) theo tọa độ của 𝑥 trong cơ sở (𝛽) là 

[

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

   4 −4    2
   1 −2    1
−2    3 −1

] [

𝑦1
𝑦2
𝑦3
] hay {

𝑥1 = 4𝑦1 − 4𝑦2 + 2𝑦3
𝑥2 = 𝑦1 − 2𝑦2 + 𝑦3
𝑥3 = −2𝑦1 + 3𝑦2 − 𝑦3

. 

BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG 3 

Dạng toán: Điều kiện tổ hợp tuyến tính. 

1. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1,𝑚) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ  

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1, 1) 
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A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 ≠ 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

2. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1,𝑚) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ  

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,−2) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

3. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (3,𝑚) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ  

𝛼1 = (1,−1), 𝛼2 = (−2, 2) 

A. 𝑚 = 3 B. 𝑚 = −3 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

4. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (2,𝑚) KHÔNG là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, −2), 𝛼2 = (−2, 4) 

A. 𝑚 = −4 B. 𝑚 ≠ −4 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

5. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (2,𝑚) KHÔNG là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, −2), 𝛼2 = (0, 1) 

A. 𝑚 = −4 B. 𝑚 ≠ −4 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

6. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (2, 1,𝑚) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 𝛼1 =

(1, 2, 3), 𝛼2 = (0, 1, 2) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = 6 C. 𝑚 = 12 D. 𝑚 = −12 

7. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1,𝑚,−1) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (1,−2, 3) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 ≠ −1 C. 𝑚 = 2 D. 𝑚 ≠ 2 

8. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1, 0,𝑚 + 1) KHÔNG là một tổ hợp tuyến tính của 

các vectơ 𝛼1 = (1, 1, 3), 𝛼2 = (1, −2, 0) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 ≠ 1 C. 𝑚 = 3 D. 𝑚 ≠ 3 

9. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1, 2,𝑚 + 5) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (2, 3, 5), 𝛼3 = (−1, 2, 1) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

10. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (2, −1,𝑚 + 6) là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, −1, 2), 𝛼2 = (0, 2, 2), 𝛼3 = (1,−2, 1) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

11. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1, 2,𝑚) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 𝛼1 =

(1, 1, −1), 𝛼2 = (2, 3, −1), 𝛼3 = (1, 1, 0) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 
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12. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (0,𝑚 + 1,𝑚 + 1) là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, 1, −1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (1, 3, 2) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

13. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1, 2,𝑚 − 3) là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ 

𝛼1 = (−1,𝑚,𝑚 − 1), 𝛼2 = (1,−1, 1 − 𝑚) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −2    D. 𝑚 = 1 ∨𝑚 = 2 

14. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1, 0,𝑚 + 4) KHÔNG là một tổ hợp tuyến tính của 

các vectơ 𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (−1, 3, 0) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 ≠ −1 C. 𝑚 = 1 D. 𝑚 ≠ 1 

15. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (1,𝑚, 4) KHÔNG là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, 1, 3), 𝛼2 = (1, 0, 3) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

16. Với giá trị nào của 𝑚 thì 𝛼 = (2,𝑚 + 4,3𝑚 + 13) KHÔNG là một tổ hợp tuyến 

tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 2, 3), 𝛼2 = (1, 1, 1), 𝛼3 = (1, 3, 5) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 ≠ 0 C. 𝑚 ≠ −7 D. 𝑚 = −7 

17. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2) là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, − 1), 𝛼2 = (−2, 2)  

A. 𝑥1 = 𝑥2 B. 𝑥1 = −𝑥2 C. 𝑥1 = −2𝑥2 D. 𝑥2 = −2𝑥1 

18. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2) là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (1, − 2), 𝛼2 = (1, 2)  

A. 𝑥1, 𝑥2 tùy ý B. 𝑥1 = −𝑥2 C. 𝑥1 = −2𝑥2 D. 𝑥2 = −2𝑥1 

19. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2) là một tổ hợp tuyến tính của các 

vectơ 𝛼1 = (3, − 2), 𝛼2 = (1, 2)  

A. 𝑥1, 𝑥2 tùy ý B. 𝑥1 = −𝑥2 C. 𝑥1 = −2𝑥2 D. 𝑥2 = −2𝑥1 

20. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2) KHÔNG là một tổ hợp tuyến 

tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,−2)  

A. 𝑥1 = 2𝑥2 B. 𝑥2 = 2𝑥1 C. 𝑥1 ≠ 2𝑥2 D. 𝑥2 ≠ 2𝑥1 

21. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2) KHÔNG là một tổ hợp tuyến 

tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1, 2)  

A. 𝑥1, 𝑥2 tùy ý B. Không có giá trị 𝑥1, 𝑥2       C. 𝑥2 = −𝑥1          D. 𝑥2 ≠ −𝑥1 

22. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) là một tổ hợp tuyến tính 

của các vectơ 𝛼1 = (1, 0, 1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (1, 1, 0)  

A. 𝑥3 = 𝑥1 + 𝑥2 B. 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 C. 𝑥2 = 3𝑥1 D. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 tùy ý 
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23. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) là một tổ hợp tuyến tính 

của các vectơ 𝛼1 = (1, 0, 1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (2, −1, 1)  

A. 𝑥3 = 𝑥1 + 𝑥2 B. 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 C. 2𝑥1 = 𝑥2 + 𝑥3 D. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 tùy ý 

24. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) là một tổ hợp tuyến tính 

của các vectơ 𝛼1 = (1, 2, −1), 𝛼2 = (2, 5, −1), 𝛼3 = (−3,−4, 5)  

A. 𝑥2 = 3𝑥1 + 𝑥2  B. 𝑥3 ≠ 𝑥2 − 2𝑥1  

C. Không có giá trị 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 D. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 tùy ý 

25. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) KHÔNG là một tổ hợp 

tuyến tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (0,−1, −1), 𝛼3 = (1, 3, 2)  

A. 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑥3  B. 𝑥2 ≠ 𝑥1 + 𝑥3  

C. Không có giá trị 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 D. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 tùy ý 

26. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) KHÔNG là một tổ hợp 

tuyến tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (5, 6, 7)  

A. 𝑥3 = 𝑥2 − 𝑥1  B. 𝑥3 ≠ 𝑥2 − 𝑥1  

C. Không có giá trị 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 D. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 tùy ý 

27. Với điều kiện nào của 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 thì vectơ 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) KHÔNG là một tổ hợp 

tuyến tính của các vectơ 𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (5, 6, 6)  

A. 𝑥2 = 𝑥3  B. 𝑥2 ≠ 𝑥3  

C. 𝑥3 = 5𝑥1 + 𝑥2  D. 𝑥3 ≠ 5𝑥1 + 𝑥2 

Dạng toán: Điều kiện độc lập tuyến tính, phụ thuộc tuyến tính. 

28. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,𝑚) 

A. 𝑚 = −2 B. 𝑚 ≠ −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

29. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (−1, 3), 𝛼2 = (1,𝑚) 

A. 𝑚 = −3 B. 𝑚 ≠ −3 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

30. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (𝑚,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 ≠ 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

31. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 0), 𝛼2 = (−1,𝑚) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 ≠ 0 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 
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32. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1, 1), 𝛼3 = (1,𝑚) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 ≠ 2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

33. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,−2), 𝛼3 = (−1,𝑚) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

34. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1,−1), 𝛼2 = (−2, 3), 𝛼3 = (3,𝑚) 

A. 𝑚 = 3 B. 𝑚 = −3 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

35. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1,−2), 𝛼2 = (−2, 4), 𝛼3 = (2,𝑚) 

A. 𝑚 = −4 B. 𝑚 ≠ −4 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

36. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 2, 3), 𝛼2 = (0, 1, 2), 𝛼3 = (2, 1,𝑚) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = 6 C. 𝑚 = 12 D. 𝑚 = −12 

37. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (1,−2, 3), 𝛼3 = (1,𝑚,−1) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 ≠ −1 C. 𝑚 = 2 D. 𝑚 ≠ 2 

38. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (0, 2, 2), 𝛼3 = (2, −1,𝑚 + 6) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

39. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 0, 1), 𝛼2 = (1,𝑚, 0), 𝛼3 = (0, 1,𝑚) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

40. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 0, 1), 𝛼2 = (1,𝑚, 0), 𝛼3 = (2,𝑚, 1) 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

41. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (−1,𝑚,𝑚 − 1), 𝛼2 = (1,−1, 1 − 𝑚), 𝛼3 = (1, 2,𝑚 − 3) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −2    D. 𝑚 = 1 ∨𝑚 = 2 
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42. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1,𝑚,𝑚 + 1), 𝛼2 = (𝑚,−1, 1 − 𝑚), 𝛼3 = (𝑚 + 1, 0,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = −1 ∧ 𝑚 = 1    B. 𝑚 = −1 ∨ 𝑚 = 1  

C. 𝑚 = −1 ∧ 𝑚 = 0 ∧ 𝑚 = 1    D. 𝑚 = −1 ∨ 𝑚 = 0 ∨ 𝑚 = 1 

43. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 1, 3), 𝛼2 = (1,−2, 0), 𝛼3 = (1, 0,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 ≠ 1 C. 𝑚 = 3 D. 𝑚 ≠ 3 

44. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (2, 3, 5), 𝛼3 = (1, 2,𝑚 + 5) 

A. 𝑚 = −2 B. 𝑚 ≠ −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

45. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 1, −1), 𝛼2 = (2, 3, −1), 𝛼3 = (1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 = 0       B. 𝑚 ≠ 2         C. 𝑚 ≠ 0        D. 𝑚 = 2 

46. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1,𝑚,−1), 𝛼2 = (0, 1,𝑚), 𝛼3 = (1,𝑚 + 1,𝑚 − 1) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

47. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (𝑚,−1,−1), 𝛼2 = (1,𝑚 + 1, 1), 𝛼3 = (2𝑚 + 1,−1, 2) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

48. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1,𝑚 + 1, 2), 𝛼2 = (0, 1,𝑚), 𝛼3 = (𝑚,−1,𝑚) 

A. 𝑚 = 0     B. 𝑚 ≠ −1 ∧ 𝑚 ≠ 0  

C. 𝑚 = −1 ∨ 𝑚 = 0 D. 𝑚 ≠ 0 

49. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (𝑚, 1, 1), 𝛼2 = (1,𝑚, 1), 𝛼3 = (1, 1,𝑚) 

A. 𝑚 = −2 ∨ 𝑚 = 1 B. 𝑚 ≠ −2 ∧ 𝑚 ≠ 1  

C. 𝑚 tùy ý  D. Không có giá trị 𝑚 

50. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (1, 1, −1), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (1, 3, 2), 𝛼4 = (0,𝑚 + 1, 2𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 
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51. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (0, 1, 1), 𝛼3 = (−1, 3, 0), 𝛼4 = (1, 0,𝑚 + 4) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 = −1 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

52. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, −1, 0,0), 𝛼2 = (0, 1, 1, −1), 𝛼3 = (−1, 0, 0,0), 𝛼4 = (1, 0,𝑚, 2) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

53. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây phụ thuộc tuyến tính 

𝛼1 = (1, 1, 0,2), 𝛼2 = (0, 1, −1,1), 𝛼3 = (−1, 0, 0,𝑚), 𝛼4 = (1, 0,𝑚, 2) 

A. 𝑚 = 2    B. 𝑚 ≠ ±√2     C. 𝑚 = ±√2    D. 𝑚 ≠ 2 

54. Với giá trị nào của 𝑚 thì hệ vectơ sau đây độc lập tuyến tính 

𝛼1 = (−1, 0, 1,2), 𝛼2 = (0, 1, −𝑚, 1), 𝛼3 = (1, 0, 0,2), 𝛼4 = (1, 0,𝑚, 2) 

A. 𝑚 = 0    B. 𝑚 ≠ 4     C. 𝑚 = 4    D. 𝑚 ≠ 0 

55. Hệ vectơ nào sau đây phụ thuộc tuyến tính 

A. (1, −1, 2), (0, 1, 1), (1, 0, 3) B. (1, −1, 2), (0, 1, 1), (0, 0, 1)      

C. (1, −1, 2), (0, 1, 1), (0, 2, 3) D. (1, −1, 2), (0, 1, 1), (3, 2, 3) 

56. Hệ vectơ nào sau đây độc lập tuyến tính 

A. (1, 3, 1), (−1, 2, 1), (0, 5, 2) B. (1, 3, 1), (−1, 2, 1), (1, 0, 3)      

C. (1, 3, 1), (−1, 2, 1), (2, 1, 0) D. (1, 3, 1), (−1, 2, 1), (1, 8, 3) 

Dạng toán: Hạng của hệ vectơ. 

57. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ 𝛼1 = (1,−1), 𝛼2 = (1, 1) 

A. 𝑟 = 0 B. 𝑟 = 1 C. 𝑟 = 2 D. 𝑟 = 3 

58. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ 𝛼1 = (1, 2, 3), 𝛼2 = (1, 1, 1), 𝛼3 = (1, 3, 5) 

A. 𝑟 = 0 B. 𝑟 = 1 C. 𝑟 = 2 D. 𝑟 = 3 

59. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ 𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (1, 1, 1), 𝛼3 = (2, 1, 1) 

A. 𝑟 = 0 B. 𝑟 = 1 C. 𝑟 = 2 D. 𝑟 = 3 

60. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ  

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (1, 1, 1), 𝛼3 = (2, 1, 1), 𝛼4 = (3, 1, 0) 

A. 𝑟 = 1 B. 𝑟 = 2 C. 𝑟 = 3 D. 𝑟 = 4 

61. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ  

𝛼1 = (1, 0, 1, −1), 𝛼2 = (1, 1, 3,0), 𝛼3 = (2, 1, 5, −1), 𝛼4 = (1, 1, 4,0) 
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A. 𝑟 = 1 B. 𝑟 = 2 C. 𝑟 = 3 D. 𝑟 = 4 

62. Tìm hạng, kí hiệu 𝑟, của hệ vectơ  

𝛼1 = (1, 1, 1,2), 𝛼2 = (−1, 0, −1,−1), 𝛼3 = (2, 2, 4,5), 𝛼4 = (−1,−1, 1,1) 

A. 𝑟 = 1 B. 𝑟 = 2 C. 𝑟 = 3 D. 𝑟 = 4 

63. Tìm giá trị của 𝑚 đê hệ vectơ sau có hạng là 2 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (1, 1,𝑚 + 2), 𝛼3 = (−2,−2,−4) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 ≠ 0 C. 𝑚 = −2 D. 𝑚 ≠ −2 

64. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau có hạng là 2 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (2, 2 − 𝑚, 3), 𝛼3 = (1,𝑚 + 1, 3) 

A. 𝑚 = 0                 B. 𝑚 ≠ 0                 C. 𝑚 tùy ý                    D. Không có giá trị 𝑚 

65. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau có hạng là 3 

𝛼1 = (−1, 1, 0), 𝛼2 = (1,−1,𝑚), 𝛼3 = (2,−1,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 ≠ 0 C. 𝑚 = −2 D. 𝑚 ≠ −2 

Dạng toán: Cơ sở của không gian vectơ. 

66. Hệ vectơ nào sau đây là một cơ sở của ℝ2 

A. (1, −1), (0, 1) B. (1, −1), (−1, 1)      

C. (1, −1), (3, −3) D. (1, −1), (−3, 3) 

67. Hệ vectơ nào sau đây KHÔNG là một cơ sở của ℝ2 

A. (1, 3), (3, 1)  B. (1, 3), (1, 1)      

C. (1, 3), (−1, 1)  D. (1, 3), (−2,−6) 

68. Hệ vectơ nào sau đây là một cơ sở của ℝ3 

A. (1, −1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1) B. (1, −1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 3)      

C. (1, −1, 1), (0, 1, 0), (1, 1, 1)    D. (1, −1, 1), (0, 1, 0), (2, −3, 2) 

69. Hệ vectơ nào sau đây KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 

A. (1, −1,−1), (−1, 2, 1), (0, 2, 3) B. (1, −1,−1), (−1, 2, 1), (3, 2, 3)      

C. (1, −1,−1), (−1, 2, 1), (0, 1, 0)   D. (1, −1,−1), (−1, 2, 1), (1, 2, 3) 

70. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ2 

𝛼1 = (−1, 1), 𝛼2 = (1,𝑚) 

A. 𝑚 = 0 B. 𝑚 ≠ 0 C. 𝑚 = −1 D. 𝑚 ≠ −1 

71. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ2 
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𝛼1 = (−𝑚, 1), 𝛼2 = (2,𝑚) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

72. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 1, 3), 𝛼2 = (1,−2, 0), 𝛼3 = (1, 3,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 12      B. 𝑚 ≠ 12       C. 𝑚 ≠ 4    D. 𝑚 = 4 

73. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1,𝑚 + 1, 3), 𝛼2 = (1,−2, 0), 𝛼3 = (1, 3,𝑚 + 1) 

A. 𝑚 = 2 ∨ 𝑚 = −6 B. 𝑚 ≠ 2 ∧ 𝑚 ≠ −6        

C. 𝑚 ≠ 2     D. 𝑚 = −6 

74. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (−1, 2, 1), 𝛼2 = (𝑚,−2, 1), 𝛼3 = (1, 0,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ −1 ∧ 𝑚 ≠ 2 B. 𝑚 ≠ 1 ∧ 𝑚 ≠ −2        

C. 𝑚 = −1 ∨ 𝑚 = 2 D. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −2 

75. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 2𝑚, 1), 𝛼2 = (𝑚,−2, 1), 𝛼3 = (1, 0,𝑚) 

A. 𝑚 = 1 B. 𝑚 ≠ −1    C. 𝑚 ≠ 1 D. 𝑚 = −1 

76. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 3,𝑚), 𝛼2 = (𝑚, 0, 1), 𝛼3 = (−1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

77. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (0, 3,𝑚), 𝛼2 = (𝑚, 2,𝑚 + 1), 𝛼3 = (𝑚,−1,1) 

A. 𝑚 = 2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 tùy ý D. Không có giá trị 𝑚 

78. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ2 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ −2 B. 𝑚 = −2 C. 𝑚 = 2 D. 𝑚 ≠ −2 

79. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ2 

𝛼1 = (𝑚, 2), 𝛼2 = (2,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 2 ∧ 𝑚 ≠ −2 B. 𝑚 ≠ 4        

C. 𝑚 = 2 ∨ 𝑚 = −2 D. 𝑚 = 4 

80. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 
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𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (𝑚, 0, 1), 𝛼3 = (1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 1 B. 𝑚 ≠ −1    C. 𝑚 = 1 D. 𝑚 = −1 

81. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (𝑚,−1, 1), 𝛼3 = (1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 0 ∧ 𝑚 ≠ 1  B. 𝑚 ≠ 0 ∧ 𝑚 ≠ −1        

C. 𝑚 = 0 ∨ 𝑚 = −1 D. 𝑚 = 0 ∨ 𝑚 = 1 

82. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (𝑚, 1, 1), 𝛼2 = (𝑚,−1, 1), 𝛼3 = (1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 1 ∧ 𝑚 ≠ −1 B. 𝑚 ≠ 1        

C. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −1 D. 𝑚 = 1 

83. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 1,𝑚), 𝛼2 = (𝑚,−1, 1), 𝛼3 = (1, 2,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 1 ∧ 𝑚 ≠ −1 B. 𝑚 ≠ 1        

C. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −1 D. 𝑚 = 1 

84. Tìm giá trị của 𝑚 để hệ vectơ sau KHÔNG là một cơ sở của ℝ3 

𝛼1 = (1, 1,𝑚), 𝛼2 = (𝑚,−1, 1), 𝛼3 = (1,−1,𝑚) 

A. 𝑚 ≠ 1 ∧ 𝑚 ≠ −1 B. 𝑚 ≠ 2        

C. 𝑚 = 1 ∨ 𝑚 = −1 D. 𝑚 = 2 

Dạng toán: Cơ sở và số chiều của không gian vectơ con sinh bởi một hệ vectơ. 

85. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ2 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (2, 1), 𝛼2 = (−4,−2) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

86. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ2 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1, 1), 𝛼3 = (2, 4) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

87. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (0,−1, 4), 𝛼3 = (0, 0, −2) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 
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A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

88. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (−1,−1,−1), 𝛼3 = (2, 4, 4) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

89. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (1, 2, 0), 𝛼3 = (2, 2, −1) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

90. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 7, −3), 𝛼2 = (1, 9, −4), 𝛼3 = ( 0, 4, −2) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 0 B. 𝑛 = 1 C. 𝑛 = 2 D. 𝑛 = 3 

91. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, −2), 𝛼2 = (2, 5, −2), 𝛼3 = (1, 3, 2), 𝛼4 = (2, 4, −4) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 1 B. 𝑛 = 2 C. 𝑛 = 3 D. 𝑛 = 4 

92. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, −1), 𝛼2 = (−2,−3, 4), 𝛼3 = (1, 3, 1), 𝛼4 = (−1,−1, 3) 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 1 B. 𝑛 = 2 C. 𝑛 = 3 D. 𝑛 = 4 

93. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, 1, 2), 𝛼2 = (4, 1, 0, 2), 𝛼3 = (3, 1, −1, 0), 𝛼4 = (3, 2, 0, 1, ). 

Khi đó số chiều của 𝑊, kí hiệu 𝑛 = dim𝑊, là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑛 = 1 B. 𝑛 = 2 C. 𝑛 = 3 D. 𝑛 = 4 

94. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ2 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (−1,−2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝜃 D. 𝛼1, 𝜃 

95. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ2 sinh bởi các vectơ 



Bài giảng Toán cao cấp A1                          Chương 3 – Không gian Vectơ 

Bành Thị Hồng - Bùi Hùng Vương  78 
 

𝛼1 = (1, 0), 𝛼2 = (−1, 1), 𝛼3 = (1, 1) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝜃 

96. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (2,−2, 4), 𝛼3 = (−1, 1, −2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝜃 

97. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, 3), 𝛼2 = (1, 1, 1), 𝛼3 = (1, 3, 5) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼3 

98. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1,−1, 1), 𝛼2 = (1, 0, 3), 𝛼3 = (2,−2, 2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼3 

99. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (2, 1, −2), 𝛼3 = (1, 0, −2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼3 

100. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 3, −1), 𝛼2 = (1, 5, −1), 𝛼3 = (2, 6, 1) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼3 

101. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (2, 3, 4), 𝜃 = (0, 0, 0) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝜃 D. 𝛼3 

102. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (1, 1, 0), 𝛼3 = (2, 1, 1), 𝜃 = (0, 0, 0) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 
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A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝜃 

103. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (1, 1, 0), 𝛼3 = (2, 1, −1), 𝛼4 = (2, 0, −2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

104. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ3 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 2, −1), 𝛼2 = (−2,−3, 4), 𝛼3 = (1, 3, 2), 𝛼4 = (−1,−1, 3) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

105. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, −1), 𝛼2 = (2, 2, −1), 𝛼3 = (1, 0, 1), 𝛼4 = (3,2, −2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

106. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1, 0, 1,0), 𝛼2 = (1, 1, 1,1), 𝛼3 = (2, 0, 4,1), 𝛼4 = (2, 0,2,0) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

107. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1,−1, 0,1), 𝛼2 = (0, 1, 2,1), 𝛼3 = (1, 0, 2,2), 𝛼4 = (2,−2,0,2) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

108. Cho 𝑊 là không gian vectơ con của ℝ4 sinh bởi các vectơ 

𝛼1 = (1,−1, 0,1), 𝛼2 = (0, 1, 2,1), 𝛼3 = (2, −2, 1,2), 𝛼4 = (−1, 2,2,1) 

Khi đó các vectơ nào sau đây là một cơ sở của 𝑊. 

A. 𝛼1 B. 𝛼1, 𝛼2 C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 D. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

Dạng toán: Tọa độ của vectơ. 

109. Với giá trị nào của 𝑚 thì vectơ 𝛼1 = (3,𝑚,𝑚) thuộc 𝑊 với 

𝑊 = {𝛼1 = (1, 1,0), 𝛼2 = (2, 0, 1)} 

A. 𝑚 = −1 B. 𝑚 = 1 C. 𝑚 = −7 D. 𝑚 = 7 

110. Với giá trị nào của 𝑚 thì vectơ 𝛼1 = (1, 1,𝑚) KHÔNG thuộc 𝑊 với 
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𝑊 = {𝛼1 = (1, 1,0), 𝛼2 = (2, 0, 1), 𝛼3 = (1,−1, 1)} 

A. 𝑚 ≠ 0 B. 𝑚 ≠ 1 C. 𝑚 ≠ 2 D. 𝑚 ≠ 3 

111. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2 của vectơ 𝑢 = (0, −2) theo cơ sở 𝛼1 = (1, 2), 𝛼2 = (2, 6) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1  B. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −1  

C. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 2  D. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2 

112. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2 của vectơ 𝑢 = (2,3) theo cơ sở 𝛼1 = (1, 3), 𝛼2 = (−1, 0) 

A. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1  B. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1  

C. 𝑥1 = 3, 𝑥2 = 1  D. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 0 

113. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (0, 3, 2) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (0, 2, 0), 𝛼3 = (−1,−1, 1) 

A. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1  

C. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 D. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2, 𝑥3 = 2 

114. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (6, 9, −11) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 1, −2), 𝛼2 = (2, 3, −4), 𝛼3 = (3, 5, −5) 

A. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1  

C. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1   D. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2, 𝑥3 = 2 

115. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (0, 1, 0) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 1, 1), 𝛼2 = (−1, −2,−2), 𝛼3 = (1, 2, 1) 

A. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0  

C. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1   D. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1 

116. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (−1, 4, 3) theo cơ sở 

𝛼1 = (1,−1, 2), 𝛼2 = (−2, 3, −3), 𝛼3 = (−1, 3, 2) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0  

C. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1   D. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = −1 

117. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (1, 6, 3) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 2, 1), 𝛼2 = (−3, −4,−1), 𝛼3 = (1, 3, 1) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 2  

C. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = −1  D. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = −1, 𝑥3 = −2 

118. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (1,−2, −1) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 3, 2), 𝛼2 = (−2, −7,−5), 𝛼3 = (1, 1, 1) 
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A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 2  

C. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 2   D. 𝑥1 = 3, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0 

119. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (10, 13, 20) theo cơ sở 

𝛼1 = (1, 1, 2), 𝛼2 = (7, 9,16), 𝛼3 = (−3,−4,−4) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 B. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1  

C. 𝑥1 = 3, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0   D. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = −1 

120. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 của vectơ 𝑢 = (2,−3, −2) theo cơ sở 

𝛼1 = (2,−2, 2), 𝛼2 = (1, 1,5), 𝛼3 = (−1, 4, 7) 

A. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0 B. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1  

C. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 2, 𝑥3 = 0   D. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = −1 

121. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2 của vectơ 𝑢 = (−1,−1, −2) theo hai vectơ 

𝛼1 = (1, 2, 3), 𝛼2 = (−3, −5,−8) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1  B. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −1  

C. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −1    D. 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0 

122. Tìm tọa độ 𝑥1, 𝑥2 của vectơ 𝑢 = (−1, 3, 1) theo hai vectơ 

𝛼1 = (1, 1, 3), 𝛼2 = (−1, 1, −1) 

A. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1  B. 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −1  

C. 𝑥1 = −1, 𝑥2 = −1   D. 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2 

Dạng toán: Không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất. 

123. Vectơ nào sau đây thuộc không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥 + 𝑦 = 0

 

A. (1, 1) B. (2, 2) C. (0, 0) D. (3, −3) 

124. Vectơ nào sau đây thuộc không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0
−𝑥1 + 𝑥3 = 0

 

A. (1, −1, 0) B. (1, 1, 1) C. (3, −3, 6) D. (2, 0, −6) 

125. Vectơ nào sau đây thuộc không gian nghiệm của hệ phương trình 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0
2𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 5𝑦 − 2𝑧 = 0

 

A. (1, −1,−3) B. (−1, 1, −2) C. (3, −3, 6) D. (3, −3,−6) 
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126. Vectơ nào sau đây KHÔNG thuộc không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0
−2𝑥 + 𝑧 = 0
−𝑥 + 2𝑦 = 0

 

A. (2, 1, 4) B. (−2, −1,−4) C. (0, 0, 0) D. (1, 0, 1) 

127. Vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥 + 𝑦 = 0

−2𝑥 − 2𝑦 = 0
 

A. (−1, 1) B. (1, 1) C. (0, 0) D. (2, 1) 

128. Vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
−2𝑥 + 2𝑦 = 0
2𝑥 − 2𝑦 = 0

 

A. (−1, 1) B. (1, 1) C. (0, 0) D. (2, 1) 

129. Vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
−2𝑥 + 4𝑦 = 0
2𝑥 − 4𝑦 = 0

 

A. (−1, 1) B. (1, 1) C. (0, 0) D. (2, 1) 

130. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
−𝑥 + 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑧 = 0

 

A. (0, 1, 0), (1, 0, 1)  B. (1, 1, 0), (1, 0, 1)  

C. (0, 1, 1), (1, 0, 1)  D. (0, 1, 0) 

131. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{

−𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0
𝑦 − 𝑧 = 0

 

A. (1, 1, 1), (0, 0, 0)  B. (1, 1, 1)  

C. (0, 1, 1), (1, 0, 1)  D. (0, 1, 0) 

132. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 2𝑦 = 0
𝑥 − 2𝑧 = 0

 

A. (2, 1, 1), (0, 0, 0)  B. (1, 1, 1)  

C. (2, 1, 1)  D. (2, 0, 0), (0, 1, 1) 

133. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 
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{

𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = 0
𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧 = 0
2𝑥 + 5𝑦 − 7𝑧 = 0

 

A. (2, 2, 1), (0, 0, 0)  B. (1, 1, 1)  

C. (2, 2, 1)  D. (1, 1, 1), (0, 0, 0) 

134. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{
𝑥 − 𝑦 − 3𝑧 = 0
𝑥 − 𝑧 = 0

2𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 = 0
 

A. (1, −2, 1)  B. (1, 2, 1)  

C. (4, 2, 1)  D. (7, 2, 1) 

135. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

 {

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 0
2𝑥1 + 5𝑥2 + 3𝑥3 = 0
3𝑥1 + 7𝑥2 + 4𝑥3 = 0
𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = 0

 

A. (−3, 1, 1)  B. (1, 1, 1)  

C. (3, −1,−1)  D. (1, − 1, 1) 

136. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{

𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 0
𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 − 𝑥4 = 0
−2𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥4 = 0

 

A. (−5, −2, 1, 0)  B. (1,0, 0, 1)  

C. (4, 2, 1, 1)  D. (−5, −2, 1, 0), (1,0, 0, 1) 

137. Hệ vectơ nào sau đây là cơ sở không gian nghiệm của hệ phương trình 

{

𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥4 = 0
2𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 3𝑥4 = 0
3𝑥1 + 6𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = 0

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 0 

 

A. (−3, 1, 1,1)  B. (0, 1, −1, 0)  

C. (−2, 1, 0, 0)  D. (2, 1, 0, 0) 

Dạng toán: Bài tập tổng hợp 

138. Trong không gian ℝ3 cho các vectơ 𝛼1 = (1, 1,0), 𝛼2 = (2, 0, 1), 𝛼3 = (2, 4, −3) 

 Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 độc lập tuyến tính   B. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 phụ thuộc tuyến tính 

C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 tạo thành một cơ sở của ℝ3   D. Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 có hạng bằng 3 
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139. Trong không gian ℝ3 cho các vectơ phụ thuộc vào tham số 𝑚 

𝛼1 = (1,𝑚, 2), 𝛼2 = (2,𝑚 + 1, 1), 𝛼3 = (1, 3,𝑚 − 3) 

 Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 độc lập tuyến tính khi và chỉ khi 𝑚 ≠ 4    

B. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi 𝑚 = −1 

C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 tạo thành một cơ sở của ℝ3 khi và chỉ khi 𝑚 ≠ −1 và 𝑚 ≠ 4  

D. Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 luôn có hạng bằng 3 

140. Trong không gian ℝ3 cho các vectơ phụ thuộc vào tham số 𝑚 

𝛼1 = (𝑚 + 1, 3, −2), 𝛼2 = (𝑚, 0, 1), 𝛼3 = (−1, 3,𝑚 − 1) 

 Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 luôn độc lập tuyến tính   

B. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi 𝑚 = −1 

C. 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 tạo thành một cơ sở của ℝ3 khi và chỉ khi 𝑚 ≠ −1  

D. Hệ vectơ 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 luôn có hạng bằng 2 

BÀI TẬP TỰ LUẬN CHƯƠNG 3 

Dạng toán: Điều kiện tổ hợp tuyến tính. 
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Chương 4 – CHÉO HÓA MA TRẬN – DẠNG TOÀN 

PHƯƠNG 

4.1. Trị riêng, vectơ riêng 

4.1.1. Định nghĩa trị riêng, vectơ riêng của ma trận 

Với vectơ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛. Kí hiệu [𝑥] là ma trận sau  

[𝑥] = [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] 

Cho ma trận 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Số thực 𝜆 được gọi là trị riêng của ma trận 𝐴 nếu tồn tại 

vectơ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛, khác 𝜃, sao cho 𝐴[𝑥] = 𝜆[𝑥]. Khi đó vectơ 𝑥 được gọi 

là vectơ riêng của 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆. 

Ví dụ 1: Xét ma trận 𝐼3 thì 𝜆 = 1 là một trị riêng, vì có vectơ 𝑥 = (2, 2, 2) sao cho 

[
1 0 0
0 1 0
 0 0 1

] [
2
2
2
] = [

2
2
2
] = 1. [

2
2
2
] 

Khi đó 𝑥 = (2, 2, 2) là một vectơ riêng của 𝐼3 ứng với trị riêng 𝜆 = 1. 

Chú ý: i) Nếu ma trận 𝐴 có vectơ riêng 𝑥 ứng với trị riêng 𝜆 thì 𝑘𝑥 (𝑘 ∈ ℝ\{0}) 

cũng là vectơ riêng của 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆. 

ii) Nếu 𝜆 là trị riêng của ma trận 𝐴 thì 𝜆𝑘 là trị riêng của 𝐴𝑘. Nếu thêm giả 

thuyết det 𝐴 ≠ 0 thì 𝜆−𝑘 là trị riêng của 𝐴−𝑘. (𝑘 ∈ ℕ). 

iii) Tập hợp tất cả các vectơ riêng của 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 và vectơ 𝜃 sẽ tạo 

thành một không gian vectơ con của ℝ𝑛, gọi là không gian riêng của 𝐴 

ứng với 𝜆, kí hiệu 𝑉𝜆. 

4.1.2. Cách tìm trị riêng, vectơ riêng của ma trận 

Giả sử ma trận 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ) và 𝜆 là trị riêng của 𝐴, vectơ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) là vectơ 

riêng của 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆. Khi đó 𝐴[𝑥] = 𝜆[𝑥] khi và chỉ khi 

[

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮
𝑎𝑛𝑛

] [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = 𝜆 [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] ⟺ [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮
𝑎𝑛𝑛

] [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = 𝜆 [

1
0
⋮
0

  

0
1
⋮
0

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

0
0
⋮
1

] [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] 

⟺([

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮
𝑎𝑛𝑛

] − 𝜆 [

1
0
⋮
0

  

0
1
⋮
0

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

0
0
⋮
1

]) [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = 𝜃 
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⟺ [

𝑎11 − 𝜆
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22 − 𝜆
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎21
⋮

𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

] [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] = 𝜃 

Đây là hệ phương trình tuyến tính thuần nhất, trị riêng đóng vai trò như tham số, 

vectơ riêng là nghiệm khác 𝜃 của hệ. Như vậy, điều kiện để có trị riêng là hệ phương 

trình có nghiệm không tầm thường, tương đương det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) = 0. Giải điều kiện này 

ta tìm được trị riêng 𝜆, tập hợp tất cả các nghiệm khác 𝜃 của hệ chính là tất cả vectơ 

riêng ứng với trị riêng 𝜆 hay không gian riêng của 𝐴 ứng với 𝜆 chính là không gian 

nghiệm của hệ. Như vậy ta có định nghĩa và thuật toán tìm trị riêng, vectơ riêng sau. 

Định nghĩa: Ta gọi ma trận đặc trưng của 𝐴 là ma trận 𝐴 − 𝜆𝐼𝑛. Đa thức đặc trưng 

của 𝐴 là định thức của ma trận đặc trưng (là một đa thức của 𝜆), kí hiệu 𝑃𝐴(𝜆), tức là 

𝑃𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛). Phương trình 𝑃𝐴(𝜆) = 0 được gọi là phương trình đặc trưng. 

Phương pháp tìm trị riêng, vectơ riêng của ma trận:  

∗ Giải phương trình đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) = 0 tìm nghiệm của phương 

trình này. Đó chính là các trị riêng của ma trận 𝐴.  

∗ Giả sử 𝜆0 là một trị riêng, để tìm vectơ riêng ứng với trị riêng 𝜆0 ta giải hệ phương 

trình tuyến tính thuần nhất (𝐴 − 𝜆0𝐼𝑛)[𝑥] = 𝜃. Nghiệm không tầm thường của hệ này 

chính là vectơ riêng cần tìm. 

Ví dụ 2: Tìm trị riêng, vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]. 

Bài giải 

Phương trình đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼3) = 0 

|
−𝜆 1 1
1 −𝜆 1
1 1 −𝜆

| = 0 ⟺ −𝜆3 + 3𝜆 + 2 = 0 ⟺ (𝜆 + 1)2(2 − 𝜆) = 0 

Vậy 𝐴 có hai trị riêng là 𝜆 = −1 và 𝜆 = 2. 

∗ Vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = −1. 

Xét hệ phương trình sau (𝐴 + 𝐼3)[𝑥] = 𝜃 

[
1 1 1
1 1 1
1 1 1

| 
0
0
0
] ⟶ [1 1 1| 0] 

Hệ có vô số nghiệm phụ thuộc hai ẩn tự do (𝑥2, 𝑥3). Nghiệm tổng quát của hệ là  

{
𝑥1 = −𝑎 − 𝑏
𝑥2 = 𝑎, 𝑥3 = 𝑏

(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) 

Vậy vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = −1 có dạng 
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(−𝑎 − 𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0) 

(Không gian riêng 𝑉−1 = (−𝑎 − 𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ)) 

∗ Vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = 2. 

Xét hệ phương trình sau (𝐴 − 2𝐼3)[𝑥] = 𝜃 

[
−2    1    1
   1 −2    1
   1    1 −2

| 
0
0
0
] ⟶ [

   1    1 −2
   1 −2    1
−2    1    1

| 
0
0
0
] ⟶ [

1    1 −2
0 −3    3
0    3 −3

| 
0
0
0
]

⟶ [
1    1 −2
0 −3    3
0    0    0

| 
0
0
0
] 

Hệ có vô số nghiệm phụ thuộc một ẩn tự do (𝑥3). Nghiệm tổng quát của hệ là  

{

𝑥1 = 𝑎
𝑥2 = 𝑎
𝑥3 = 𝑎

(𝑎 ∈ ℝ) 

Vậy vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = 2 có dạng 

(𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) 

(Không gian riêng 𝑉2 = (𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)) 

4.2. Chéo hóa ma trận 

4.2.1. Một số định nghĩa 

Cho ma trận 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Ta nói 𝐴 đồng dạng với 𝐵, kí hiệu 𝐴~𝐵 nếu tồn tại ma 

trận vuông 𝑃 cấp 𝑛 không suy biến sao cho 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃. 

Chú ý: Nếu 𝐴~𝐵 thì det 𝐴 = det𝐵 , rank 𝐴 = rank 𝐵, 𝑃𝐴(𝜆) = 𝑃𝐵(𝜆) (do đó giá trị 

riêng của 𝐴 và 𝐵 là như nhau. 

Ma trận vuông 𝐴 cấp 𝑛 được gọi là chéo hóa được nếu 𝐴 đồng dạng với một ma trận 

chéo. Như vậy ma trận 𝐴 chéo hóa được nếu tồn tại ma trận vuông 𝑃 cấp 𝑛 không suy 

biến sao cho 𝑃−1𝐴𝑃 là ma trận chéo. Ma trận 𝑃 gọi là ma trận làm chéo. 

Chéo hóa ma trận 𝐴 tức là tìm ma trận vuông 𝑃 cấp 𝑛 không suy biến sao cho 

𝑃−1𝐴𝑃 là ma trận chéo.  

4.2.2. Thuật toán chéo hóa ma trận 

a. Điều kiện cần và đủ để ma trận chéo hóa được 

Ma trận vuông 𝐴 cấp 𝑛 chéo hóa được khi và chỉ khi 𝐴 có đủ 𝑛 vectơ riêng ĐLTT. 

Giả sử 𝐴 có tất cả các giá trị riêng là 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘 khi đó 𝐴 chéo hóa được khi và chỉ 

khi dim𝑉𝜆1 + dim𝑉𝜆2 +⋯+ dim𝑉𝜆𝑘 = 𝑛.  

Nhận xét: i) Nếu 𝐴 không có trị riêng (𝑃𝐴(𝜆) = 0) thì 𝐴 không chéo hóa được. 

ii) Nếu 𝐴 có 𝑛 trị riêng phân biệt thì 𝐴 chéo hóa được. 
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b. Thuật toán chéo hóa ma trận  

Cho trận vuông 𝐴 cấp 𝑛. Để chéo hóa ma trận 𝐴 ta làm như sau: 

∗ Bước 1: Tìm các giá trị riêng của 𝐴. Nếu 𝐴 không có trị riêng thì 𝐴 không chéo hóa 

được. Nếu 𝐴 có trị riêng thì chuyển sang bước 2. 

∗ Bước 2: Giả sử 𝐴 có tất cả các giá trị riêng là 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘. Tìm cơ sở của các 

không gian nghiệm 𝑉𝜆1 , 𝑉𝜆2 , … , 𝑉𝜆𝑘. Nếu dim𝑉𝜆1 + dim𝑉𝜆2 +⋯+ dim𝑉𝜆𝑘 ≠ 𝑛 thì 𝐴 

không chéo hóa được. Ngược lại thì 𝐴 chéo hóa được. Khi đó ma trận 𝑃 được tạo thành 

bởi các cơ sở của 𝑉𝜆1 , 𝑉𝜆2, … , 𝑉𝜆𝑘 sắp thành cột (sắp cơ sở 𝑉𝜆1 trước, theo thứ tự của hệ 

nghiệm cơ bản, tương tự cho 𝑉𝜆2, … , 𝑉𝜆𝑘). Ma trận 𝑃−1𝐴𝑃 là ma trận chéo với đường 

chéo chính là các trị riêng sắp theo thứ tự 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘, trong đó mỗi 𝜆𝑖được viết lặp lại 

số lần bằng số vectơ cơ sở của 𝑉𝜆𝑖. 

Trong Ví dụ 2 thì ma trận 𝐴 có hai trị riêng là 𝜆 = −1 và 𝜆 = 2. 

Không gian riêng 𝑉−1 = (−𝑎 − 𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) có cơ sở là (−1, 1, 0); (−1, 0, 1). 

Không gian riêng 𝑉2 = (𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) có cơ sở là (1, 1, 1). 

Do đó 𝐴 chéo hóa được. Ma trận làm chéo là 

𝑃 = [
−1 −1 1
   1    0 1
   0    1 1

] và 𝑃−1𝐴𝑃 = [
−1    0 0
   0 −1 0
   0    0 2

]. 

Ví dụ 3: Tìm trị riêng, vectơ riêng và chéo hóa (nếu được) của ma trận 

𝐴 = [

1
0
0
1

   

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

0
0
0
1

] 

Bài giải 

Phương trình đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼4) = 0 

|

1 − 𝜆
0
0
1

   

0
−𝜆
0
0

   

0
0
−𝜆
0

   

0
0
0

1 − 𝜆

| = 0 ⟺ 𝜆2(1 − 𝜆)2 = 0 

Vậy 𝐴 có hai trị riêng là 𝜆 = 0 và 𝜆 = 1. 

∗ Vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = 0. 

Xét hệ phương trình sau (𝐴 + 0𝐼4)[𝑥] = 𝜃 

[

1
0
0
1

   

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

0
0
0
1

| 

0
0
0
0

] ⟶ [
1
0
   
0
0
   
0
0
   
0
1
| 
0
0
] 
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Hệ có vô số nghiệm phụ thuộc hai ẩn tự do (𝑥2, 𝑥3). Nghiệm tổng quát của hệ là  

{
𝑥1 = 𝑥4 = 0
𝑥2 = 𝑎, 𝑥3 = 𝑏

(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) 

Vậy vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = −1 có dạng 

(0, 𝑎, 𝑏, 0)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0) 

Không gian riêng 𝑉0 có cơ sở là (0, 1, 0, 0); (0, 0, 1, 0) 

∗ Vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = 1. 

Xét hệ phương trình sau (𝐴 − 𝐼4)[𝑥] = 𝜃 

[

0
0
0
1

   

   0
−1
   0
   0

   

   0
   0
−1
   0

   

0
0
0
0

| 

0
0
0
0

] ⟶ [

1
0
0
0

   

0
1
0
0

   

0
0
1
0

   

0
0
0
0

||| 

0
0
0
0

] 

Hệ có vô số nghiệm phụ thuộc một ẩn tự do (𝑥4). Nghiệm tổng quát của hệ là  

{
𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0

𝑥4 = 𝑐
(𝑐 ∈ ℝ) 

Vậy vectơ riêng của ma trận 𝐴 ứng với trị riêng 𝜆 = 1 có dạng 

(0, 0, 0, 𝑐)(𝑐 ∈ ℝ\{0}) 

Không gian riêng 𝑉1 có cơ sở là (0, 0, 0, 1). 

4.3. Dạng toàn phương 

4.3.1. Khái niệm dạng toàn phương 

a. Dạng toàn phương 

Dạng toàn phương của 𝑛 biến 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 (hay dạng toàn phương trong ℝ𝑛) là hàm 

𝑄 từ ℝ𝑛 đến ℝ cho bởi biểu thức (dưới dạng ma trận) 

𝑄(𝑥) = [𝑥]𝑇𝐴[𝑥], với 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 

Với 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛 là ma trận đối xứng (𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖). 

Ma trận 𝐴 và hạng của nó được gọi là ma trận và hạng của dạng toàn phương 𝑄. 

Thực hiện phép nhân ma trận trong biểu thức trên thì 𝑄(𝑥) có dạng  

𝑄(𝑥) = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 , với 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 . 

Chú ý: Hệ số của 𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗) là 𝑎𝑖𝑗 + 𝑎𝑗𝑖 = 2𝑎𝑖𝑗 . 

Ví dụ 4: Cho dạng toàn phương của hai biến 

𝑄(𝑥) = [𝑥1, 𝑥2] [
   2 −1
−1    1

] [
𝑥1
𝑥2
] 

Khi đó 𝑄(𝑥) = 2𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2. 
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Ví dụ 5: Cho dạng toàn phương của ba biến 𝑄(𝑥) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 𝑥3
2 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3. 

Hãy tìm ma trận của dạng toàn phương 𝑄 và viết 𝑄(𝑥) dưới dạng ma trận. 

Bài  giải 

Gọi 𝐴 là ma trận của dạng toàn phương. 

Các hệ số của 𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥3
2 là các phần tử nằm trên đường chéo chính của 𝐴. 

Các hệ số của tích 𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗) gấp đôi giá trị 𝑎𝑖𝑗  của 𝐴. Do đó 

𝑎11 = 2, 𝑎22 = 1, 𝑎33 = −1; 2𝑎12 = −2 ⟹ 𝑎12 = −1(𝑎12 = 𝑎21) 

2𝑎13 = 0 ⟹ 𝑎13 = 0(𝑎13 = 𝑎31); 2𝑎23 = 1 ⟹ 𝑎23 = 1/2 (𝑎23 = 𝑎32) 

Vậy 𝐴 = [
   2 −1    0
−1    1 1/2
   0 1/2 −1

] và 𝑄(𝑥) = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] [
   2 −1    0
−1    1 1/2
   0 1/2 −1

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
]. 

b. Dạng chính tắc của dạng toàn phương 

Dạng chính tắc là dạng toàn phương trong ℝ𝑛 mà ma trận của dạng toàn phương là 

ma trận chéo (hay dạng toàn phương chỉ chứa bình phương củ các biến). 

Ví dụ 6: Cho dạng toàn phương của bốn biến 𝑄(𝑥) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 𝑥3
2 + 0𝑥4

2.  

4.3.2. Đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc 

Ví dụ 7: Cho dạng toàn phương trong ℝ3, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 𝑥3
2 − 2𝑥1𝑥2. Khi đó 

𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + (𝑥1 − 𝑥2)

2 − 𝑥3
2. Như vậy đặt {

𝑥1 = 𝑦1
𝑥1 − 𝑥2 = 𝑦2
𝑥3 = 𝑦3

 hay {

𝑥1 = 𝑦1
𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2
𝑥3 = 𝑦3

 thì dạng 

toàn phương trên có dạng chính tắc 𝑄(𝑦) = 𝑦1
2 + 𝑦2

2 − 𝑦3
2.  

Chú ý là còn nhiều cách đặt khác để đưa về dạng chính tắc. 

Phương pháp chung: Đổi biến 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛 bằng 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ

𝑛 

cho bởi [𝑥] = 𝑃[𝑦] (𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛
 là ma trận vuông cấp 𝑛 không suy biến), khi đó 

{

𝑥1 = 𝑝11𝑦1 + 𝑝12𝑦2 +⋯+ 𝑝1𝑛𝑦𝑛
𝑥2 = 𝑝21𝑦1 + 𝑝22𝑦2 +⋯+ 𝑝2𝑛𝑦𝑛

  ⋯ 
𝑥𝑛 = 𝑝𝑛1𝑦1 + 𝑝𝑛2𝑦2 +⋯+ 𝑝𝑛𝑛𝑦𝑛 

. 

(trong thực tế có thể ta sẽ đặt 𝑦1, … , 𝑦𝑛 theo 𝑥1, … , 𝑥𝑛, khi đó [𝑦] = 𝑃−1[𝑥]) 

Sao cho ma trận 𝐵 = 𝑃𝑇𝐴𝑃 có dạng chéo. Lúc đó 

𝑄(𝑥) = [𝑥]𝑇𝐴[𝑥] = (𝑃[𝑦])𝑇𝐴(𝑃[𝑦]) = [𝑦]𝑇𝑃𝑇𝐴𝑃[𝑦] = [𝑦]𝑇𝐵[𝑦] 

Như vậy dạng toàn phương 𝑄 có dạng chính tắc đối với biến 𝑦. 

Chú ý: Ma trận 𝑃 được gọi là ma trận của phép biến đổi. 
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Trong Ví dụ 7 thì ma trận 𝑃 = [
1    0 0
1 −1 0
0    0 1

]. 

Phương pháp Lagrange 

Cho dạng toàn phương trong ℝ𝑛 

𝑄(𝑥) =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2 ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

  (𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 , ∀𝑖, 𝑗) 

Nội dung của phương pháp như sau 

 ∗ Trường hợp 1: Nếu có hệ số 𝑎𝑖𝑖 ≠ 0, không mất tính tổng quát, ta giả sừ là 𝑎11 

Bước 1: Phân tích 𝑄(𝑥) như sau  

𝑄(𝑥) = (𝑎11𝑥1
2 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 +⋯+ 2𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛) +∑𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖

2

𝑛

𝑖=2

+ 2 ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗
2≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

Đưa 𝑄(𝑥) về dạng 

𝑄(𝑥) =
1

𝑎11
(𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛)

2 + 𝑄1(𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

(chú ý khi đổi biến thì 𝑦1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛) 

Trong đó 𝑄1(𝑥2, … , 𝑥𝑛) là dạng toàn phương trong ℝ𝑛−1. 

Bước 2: Tiếp tục phân tích 𝑄1(𝑥2, … , 𝑥𝑛). Cũng xảy ra hai trường hợp. 

∗ Trường hợp 2: Nếu tất cả hệ số 𝑎𝑖𝑖 = 0 với mọi 𝑖, tồn tại 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0, không mất tính 

tổng quát, ta giả sừ là 𝑎12. Ta đặt 

{

𝑥1 = 𝑦1 + 𝑦2
𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 , 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
 

Khi đó 𝑄(𝑦) = 2𝑎12𝑦1
2 − 2𝑎12𝑦2

2 +⋯ là dạng toàn phương có hệ số 𝑦1
2 ≠ 0. Trở về 

trường hợp 1. Phép đổi biến cuối cùng là hợp các phép đổi biến lại. 

Ví dụ 8: Đưa DTP 𝑄(𝑥) = −𝑥2
2 + 4𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 về dạng chính tắc 

Bài giải 

Ta có 𝑄(𝑥) = −(𝑥2
2 − 2𝑥1𝑥2) + 4𝑥3

2 + 4𝑥1𝑥3 = −(𝑥2 − 𝑥1)
2 + 𝑥1

2 + 4𝑥3
2 + 4𝑥1𝑥3 

= −(𝑥2 − 𝑥1)
2 + 𝑥1

2 + 4𝑥1𝑥3 + 4𝑥3
2 = −(𝑥1 − 𝑥2)

2 + (𝑥1 + 2𝑥3)
2 

Đặt  {

𝑦1 = 𝑥1 − 𝑥2
𝑦2 = 𝑥1 + 2𝑥3
𝑦3 = 𝑥3

⟺ {
𝑥1 = 𝑦2 − 2𝑦3

𝑥2 = −𝑦1 + 𝑦2 − 2𝑦3
𝑥3 = 𝑦3

⟹ 𝑃 = [
   0 1 −2
−1 1 −2
   0 0    1

] 

Khi đó 𝑄 có dạng chính tắc theo biến 𝑦, 𝑄 = −𝑦1
2 + 𝑦2

2 với phép đổi biến [𝑥] = 𝑃[𝑦] 
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Ví dụ 9: Đưa dạng toàn phương sau về dạng chính tắc 

𝑄(𝑥) = 3𝑥1
2 + 6𝑥2

2 + 3𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3. 

  Bài giải 

𝑄(𝑥) = 3𝑥1
2 + 6𝑥2

2 + 3𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3 

            = 3𝑥1
2 − 4𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 + 6𝑥2

2 + 3𝑥3
2 + 4𝑥2𝑥3 

 =
1

3
(9𝑥1

2 − 12𝑥1𝑥2 + 24𝑥1𝑥3) + 6𝑥2
2 + 3𝑥3

2 + 4𝑥2𝑥3 

 =
1

3
((3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 − 4𝑥2
2 − 16𝑥3

2 + 16𝑥2𝑥3) + 6𝑥2
2 + 3𝑥3

2 + 4𝑥2𝑥3 

 =
1

3
(3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 +
14

3
𝑥2
2 −

7

3
𝑥3
2 +

28

3
𝑥2𝑥3 

 =
1

3
(3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 +
14

3
𝑥2
2 +

28

3
𝑥2𝑥3 −

7

3
𝑥3
2 

 =
1

3
(3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 +
14

3
(𝑥2
2 + 2𝑥2𝑥3) −

7

3
𝑥3
2 

 =
1

3
(3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 +
14

3
((𝑥2 + 𝑥3)

2 − 𝑥3
2) −

7

3
𝑥3
2 

 =
1

3
(3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3)

2 +
14

3
(𝑥2 + 𝑥3)

2 − 7𝑥3
2 

Đặt {
𝑦1 = 3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3

𝑦2 = 𝑥2 + 𝑥3
𝑦3 = 𝑥3

⟹ 𝑃−1 = [
3 −2 4
0    1 1
0    0 1

] 

Khi đó 𝑄 có dạng chính tắc theo biến 𝑦 (với phép đổi biến [𝑥] = 𝑃[𝑦]) 

𝑄 =
1

3
𝑦1
2 +

14

3
𝑦2
2 − 7𝑦3

2. 

Ví dụ 10: Đưa dạng toàn phương 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3 − 6𝑥1𝑥3 về dạng chính tắc. 

Bài giải 

Đặt {

𝑥1 = 𝑦1 + 𝑦2
𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2
𝑥3 = 𝑦3

 khi đó (𝑃1 = [
1    1 0
1 −1 0
0    0    1

]) 

𝑄(𝑥) = 2(𝑦1 + 𝑦2)(𝑦1 − 𝑦2) + 2(𝑦1 − 𝑦2)𝑦3 − 6(𝑦1 + 𝑦2)𝑦3
= 2𝑦1

2 − 2𝑦2
2 − 4𝑦1𝑦3 − 8𝑦2𝑦3 = 2(𝑦1

2 − 2𝑦1𝑦3) − 2𝑦2
2 − 8𝑦2𝑦3

= 2((𝑦1 − 𝑦3)
2 − 𝑦3

2) − 2𝑦2
2 − 8𝑦2𝑦3 

 = 2(𝑦1 − 𝑦3)
2 − 2𝑦2

2 − 2𝑦3
2 − 8𝑦2𝑦3 

 = 2(𝑦1 − 𝑦3)
2 − 2(𝑦2

2 + 4𝑦2𝑦3) − 2𝑦3
2 

 = 2(𝑦1 − 𝑦3)
2 − 2(𝑦2 + 2𝑦3)

2 + 6𝑦3
2. 
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Đặt {

𝑧1 = 𝑦1 − 𝑦3
𝑧2 = 𝑦2 + 2𝑦3
𝑧3 = 𝑦3

⟹ {

𝑦1 = 𝑧1 + 𝑧3
𝑦2 = 𝑧2 − 2𝑧3
𝑦3 = 𝑧3

 (𝑃2 = [
1 0    1
0 1 −2
0 0    1

]) thì dạng toàn phương 

trên có dạng chính tắc  

𝑄(𝑧) = 2𝑧1
2 − 2𝑧2

2 + 6𝑧3
2 

Với phép đổi biến [𝑥] = 𝑃1[𝑦] = 𝑃1𝑃2[𝑧]. 

Phương pháp biến đổi sơ cấp ma trận đối xứng 

Cho dạng toàn phương 𝑄 trong ℝ𝑛, có ma trận là 𝐴. Xét ma trận [𝐴|𝐼𝑛]. 

∗ Bước 1: Thực hiện các cặp phép biến đổi sơ cấp (mỗi cặp là một phép biến đổi sơ 

cấp dòng và một phép biến đổi sơ cấp cột cùng kiểu) đưa [𝐴|𝐼𝑛] về dạng [𝐵|𝐶]. Trong 

đó 𝐵 là ma trận chéo, khi đó 𝐶 = 𝑃𝑇. 

∗ Bước 2: Đổi biến [𝑥] = 𝑃[𝑦] khi đó 𝑄[𝑦] = [𝑦]𝑇𝑃𝑇𝐴𝑃[𝑦]. 

Trong Ví dụ 8, 𝑄(𝑥) = −𝑥2
2 + 4𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3. Xét ma trận 

  [
0    1 2
1 −1 0
2    0 4

 |  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
𝑑1→𝑑1+𝑑2
→       [

1    0 2
1 −1 0
2    0 4

 |  
1 1 0
0 1 0
0 0 1

] 

𝑐1→𝑐1+𝑐2
→      [

1    0 2
0 −1 0
2    0 4

 |  
1 1 0
0 1 0
0 0 1

]
𝑑3→𝑑3−2𝑑1
→        [

1    0 2
0 −1 0
0    0 0

 |   
   1    1 0
   0    1 0
−2 −2 1

] 

𝑐3→𝑐3−2𝑐1
→       [

1    0 0
0 −1 0
0    0 0

 |   
   1    1 0
   0    1 0
−2 −2 1

] 

Vậy ma trận 𝑃𝑇 = [
   1    1 0
   0    1 0
−2 −2 1

] ⟹ 𝑃 = [
1 0 −2
1 1 −2
0 0    1

] 

Khi đó 𝑄 có dạng chính tắc theo biến 𝑦, 𝑄 = 𝑦1
2 − 𝑦2

2 với phép đổi biến [𝑥] = 𝑃[𝑦] 

Trong Ví dụ 10, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3 − 6𝑥1𝑥3. Xét ma trận 

[
0 1 −3
1 0 1
−3 1 0

 | 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
𝑑1→𝑑1+𝑑2
→       [

1 1 −2
1 0 1
−3 1 0

 | 
1 1 0
0 1 0
0 0 1

] 

 
𝑐1→𝑐1+𝑐2
→      [

2 1 −2
1 0 1
−2 1 0

 | 
1 1 0
0 1 0
0 0 1

]
𝑑2→2𝑑2−𝑑1,𝑑3→𝑑3+𝑑1
→                [

2 1 −2
0 −1 4
0 2 −2

 | 
1 1 0
−1 1 0
1 1 1

] 

 
𝑐2→2𝑐2−𝑐1,𝑐3→𝑐3+𝑐1
→               [

2 0 0
0 −2 4
0 4 −2

 | 
1 1 0
−1 1 0
1 1 1

]
𝑑3→𝑑3+2𝑑2
→        [

2 0 0
0 −2 4
0 0 6

 | 
1 1 0
−1 1 0
−1 3 1

] 

 
𝑐3→𝑐3+2𝑐2
→       [

2 0 0
0 −2 0
0 0 6

 | 
1 1 0
−1 1 0
−1 3 1

]. 
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Vậy ma trận 𝑃𝑇 = [
   1 1 0
−1 1 0
−1 3 1

] ⟹ 𝑃 = [
1 −1 −1
1    1    3
0    0    1

] 

Khi đó 𝑄 có dạng chính tắc 𝑄 = 2𝑦1
2 − 2𝑦2

2 + 6𝑦3
2 với phép đổi biến [𝑥] = 𝑃[𝑦]. 

4.3.3. Dạng toàn phương xác định dấu 

Định nghĩa: Cho dạng toàn phương 𝑄 trong ℝ𝑛 với ma trận dạng toàn phương là 𝐴 

và 𝑟(𝐴) = 𝑛. (ta không xét trường hợp 𝐴 suy biến) 

Dạng toàn phương 𝑄 được gọi là xác định dương nếu 𝑄(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛\{𝜃}. 

Dạng toàn phương 𝑄 được gọi là xác định âm nếu 𝑄(𝑥) < 0, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛\{𝜃}. 

Dạng toàn phương 𝑄 được gọi là nửa xác định dương nếu 𝑄(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛. 

Dạng toàn phương 𝑄 được gọi là nửa xác định âm nếu 𝑄(𝑥) ≤ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛. 

Dạng toàn phương 𝑄 được gọi là không xác định dấu nếu 𝑄(𝑥) nhận cả giá trị dương 

và giá trị âm, nghĩa là 𝑄(𝑥) đổi dấu. 

Ví dụ 11: Xét các dạng toàn phương sau trong ℝ2 

𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 4𝑥2

2 − 2𝑥1𝑥2, 𝑅(𝑥) = −4𝑥1
2 − 4𝑥2

2 + 8𝑥1𝑥2, 𝑇(𝑥) = 𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 𝑥1𝑥2 

𝑄(𝑥) là xác định dương vì 𝑄(𝑥) = (𝑥1 − 𝑥2)
2 + 3𝑥2

2 > 0 với ∀𝑥 ∈ ℝ2\{𝜃}. 

𝑅(𝑥) là nửa xác định âm vì 𝑅(𝑥) = −4(𝑥1 − 𝑥2)
2 ≤ 0 với ∀𝑥 ∈ ℝ2. 

𝑇(𝑥) là không xác định dấu vì 𝑇(1, 1) = 1 > 0 nhưng 𝑇(0, 1) = −1 < 0. 

Định nghĩa: Cho ma trận 𝐴 = [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

Khi đó các định thức sau được gọi là định thức con chính 

𝐷1 = 𝑎11, 𝐷2 = |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| , 𝐷3 = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎32 𝑎33

| , 𝐷𝑛 = |

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

  

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑛2

  

⋯
⋯
⋱
⋯

  

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛𝑛

|. 

Định lý Sylvester:  

Cho Cho dạng toàn phương 𝑄 trong ℝ𝑛 với ma trận dạng toàn phương là 𝐴 

∗ Nếu tất cả các định thức con chính 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛 đều dương thì dạng toàn phương 

𝑄 xác định dương. 

∗ Nếu tất cả các định thức con chính cấp chẵn 𝐷2, 𝐷4, … đều dương và tất cả các định 

thức con chính cấp lẻ 𝐷1, 𝐷3, … đều âm thì dạng toàn phương 𝑄 xác định âm. 

Ví dụ 12: Dùng định lý Sylvester xét tính xác định dấu của các dạng toàn phương sau 

trong ℝ3 
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𝑄(𝑥) = −2𝑥1
2 − 4𝑥2

2 − 3𝑥3
2 + 4𝑥1𝑥2, 𝑅(𝑥) = 7𝑥1

2 + 2𝑥2
2 − 𝑥3

2 + 5𝑥1𝑥3. 

Bài giải 

𝑄(𝑥) và 𝑅(𝑥) lần lượt có ma trận của dạng toàn phương là  

𝐴 = [
−2    2    0
   2 −4    0
   0    0 −3

] , 𝐵 = [
7 0    3
0 2    0
3 0 −1

]. 

Với ma trận 𝐴 ta có 

𝐷1 = −2 < 0, 𝐷2 = |
−2    2
   2 −4

| = 4 > 0, 𝐷3 = |
−2    2    0
   2 −4    0
   0    0 −3

| = −12 < 0. 

Vậy 𝑄(𝑥) xác định âm. 

Với ma trận 𝐵 ta có 

𝐷1 = 7 > 0,𝐷2 = |
7 0
0 2

| = 14 > 0, 𝐷3 = |
7 0    3
0 2    0
3 0 −1

| = −32 < 0. 

Chưa kết luận được. Ta thấy 𝑅(1, 0, 0) = 7 > 0, 𝑅(0, 0, 1) = −7 < 0, do đó dạng 

toàn phương 𝑅(𝑥) không xác định dấu. 

BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG 4 

Dạng toán: Đa thức đặc trưng của ma trận. 

1. Ma trận 𝐴 = [
1 2
2 1

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 + 1)(𝜆 − 3) B. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 1)(𝜆 + 3)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆
2 − 2𝜆 + 5 D. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 + 1)(3 − 𝜆) 

2. Ma trận 𝐴 = [
−1 2
   3 0

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 + 2)(𝜆 − 3) B. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 2)(𝜆 + 3)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆
2 + 𝜆 + 6 D. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 + 3)(2 − 𝜆) 

3. Ma trận 𝐴 = [
1    4
2 −1

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆
2 − 7  B. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆

2 + 7  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 3)(𝜆 + 3) D. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 + 3)(3 − 𝜆) 

4. Ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = −(1 − 𝜆)
2(1 + 𝜆) B. 𝑃𝐴(𝜆) = (1 − 𝜆)

2(1 + 𝜆)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = (1 + 𝜆)
2(1 − 𝜆) D. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆

2(1 − 𝜆)2 
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5. Ma trận 𝐴 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = (2 − 𝜆)(1 + 𝜆)
2 B. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 2)(1 − 𝜆

2)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = (2 + 𝜆)(1 + 𝜆)
2 D. 𝑃𝐴(𝜆) = (2 + 𝜆)(1 − 𝜆

2) 

6. Ma trận 𝐴 = [
0 1  0
1 0 1
0 1 0

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆(4 − 𝜆
2) B. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆(2 − 𝜆

2)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆(2 − 𝜆)
2 D. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆(2 − 𝜆

2) 

7. Ma trận 𝐴 = [
1 1    0
0 1    0
5 3 −2

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆
3 − 4𝜆 + 3 B. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆

3 + 4𝜆 − 3  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆
3 − 3𝜆 + 2 D. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆

3 + 3𝜆 − 2 

8. Ma trận 𝐴 = [
2 1 1
1 1 0
1 0 1

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 + 3) B. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 + 3)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 − 3) D. 𝑃𝐴(𝜆) = −𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 + 3) 

9. Ma trận 𝐴 = [

1
0
0
0

   

2
1
0
0

   

3
2
2
0

   

4
3
3
2

] có đa thức đặc trưng 𝑃𝐴(𝜆) là 

A. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 1)
2(𝜆 − 2)2 B. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆 − 1)

2(𝜆2 − 4)  

C. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆
2 − 1)(𝜆 − 2)2 D. 𝑃𝐴(𝜆) = (𝜆

2 − 1)(𝜆2 − 4) 

Dạng toán: Giá trị riêng của ma trận. 

10. Ma trận 𝐴 = [
1 2
2 1

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1, 𝜆 = −3  B. 𝜆 = −1, 𝜆 = 3  

C. 𝜆 = −1, 𝜆 = 3  D. Không có giá trị riêng 

11. Ma trận 𝐴 = [
−1 2
   3 0

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 2, 𝜆 = −3  B. 𝜆 = −2, 𝜆 = 3  

C. 𝜆 = −2, 𝜆 = −3  D. Không có giá trị riêng 

12. Ma trận 𝐴 = [
1    4
2 −1

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 
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A. 𝜆 = 9  B. 𝜆 = 3  

C. 𝜆 = 3, 𝜆 = −3  D. Không có giá trị riêng 

13. Ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1  B. 𝜆 = −1  

C. 𝜆 = 0, 𝜆 = 1  D. 𝜆 = 1, 𝜆 = −1 

14. Ma trận 𝐴 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 2, 𝜆 = ±1  B. 𝜆 = −1  

C. 𝜆 = 2  D. 𝜆 = −1, 𝜆 = 2 

15. Ma trận 𝐴 = [
0 1  0
1 0 1
0 1 0

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 0, 𝜆 = 2, 𝜆 = −2 B. 𝜆 = 0, 𝜆 = 4  

C. 𝜆 = 0, 𝜆 = 2  D. 𝜆 = 0, 𝜆 = √2, 𝜆 = −√2 

16. Ma trận 𝐴 = [
1 1    0
0 1    0
5 3 −2

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1, 𝜆 = 2  B. 𝜆 = −1, 𝜆 = 2  

C. 𝜆 = 1, 𝜆 = −2  D. 𝜆 = −1, 𝜆 = −2 

17. Ma trận 𝐴 = [
2 1 1
1 1 0
1 0 1

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1, 𝜆 = −3  B. 𝜆 = 0, 𝜆 = 1, 𝜆 = 3  

C. 𝜆 = 0, 𝜆 = 1, 𝜆 = −3 D. 𝜆 = 0, 𝜆 = −1, 𝜆 = −3 

18. Ma trận 𝐴 = [
   1 −1 0
−4    1 0
   0    0 3

] có giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1, 𝜆 = 3  B. 𝜆 = −1, 𝜆 = 3  

C. 𝜆 = 1, 𝜆 = −1, 𝜆 = 3 D. 𝜆 = −1, 𝜆 = −3 

19. Ma trận 𝐴 = [

1
0
0
0

   

2
1
0
0

   

3
2
2
0

   

4
3
3
2

] có các giá trị riêng là khẳng định nào sau đây: 

A. 𝜆 = 1, 𝜆 = 2  B. 𝜆 = 1, 𝜆 = 2, 𝜆 = −2  



Bài giảng Toán cao cấp A1                        Chương 4 – Chéo hóa ma trận – Dạng toàn phương 

Bành Thị Hồng - Bùi Hùng Vương  97 
 

C. 𝜆 = 1, 𝜆 = −1, 𝜆 = 2 D. 𝜆 = 1, 𝜆 = −1, 𝜆 = 2, 𝜆 = −2 

Dạng toán: Vectơ riêng của ma trận. 

20. Ma trận 𝐴 = [
0 1
1 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = −1, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (𝑎, −𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (𝑎, −𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. (𝑎, 0)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) 

21. Ma trận 𝐴 = [
1 2
2 1

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 3, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0})  

C. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  D. (𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) 

22. Ma trận 𝐴 = [
−1 2
   3 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = −3, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. Không có vectơ riêng 

23. Ma trận 𝐴 = [
1    4
2 −1

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 3, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (2𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (−𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  D. (2𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) 

24. Ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 1, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) D. (𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0}) 

25. Ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = −1, là vectơ 

có dạng nào sau đây: 

A. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0}) D. (𝑏, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) 
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26. Ma trận 𝐴 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 2, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (−𝑎, −𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. Không có vectơ riêng 

27. Ma trận 𝐴 = [
0 1  0
1 0 1
0 1 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 0, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) B. (−𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0})  

C. (−𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. (−𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) 

28. Ma trận 𝐴 = [
1 1    0
0 1    0
5 3 −2

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 1, là vectơ 

có dạng nào sau đây: 

A. (−3 5⁄ 𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) B. (−3 5⁄ 𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0})  

C. (3 5⁄ 𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. (3 5⁄ 𝑎, 0, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) 

29. Ma trận 𝐴 = [
2 1 1
1 1 0
1 0 1

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 3, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (2𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ) B. (2𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0})  

C. (0, −𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. Không có vectơ riêng 

30. Ma trận 𝐴 = [
2 0 0
0 0 0
0 0 0

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 2, là vectơ có 

dạng nào sau đây: 

A. (0, 𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0}) B. (𝑎, 𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0})  

C. (𝑎, 𝑎, 0)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. (𝑎, 0,0)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) 

31. Ma trận 𝐴 = [
   1 −1 0
−4    1 0
   0    0 3

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 3, là vectơ 

có dạng nào sau đây: 

A. (𝑎, −2𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0}) B. (𝑎, − 2𝑎, 𝑏)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (𝑎, 𝑎, 0)(𝑎 ∈ ℝ)  D. (𝑎, 𝑎, 0)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) 
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32. Ma trận 𝐴 = [

1
0
0
0

   

2
1
0
0

   

3
2
2
0

   

4
3
3
2

] có các vectơ riêng ứng với giá trị riêng 𝜆 = 1, là vectơ 

có dạng nào sau đây: 

A. (0, −𝑎,−3𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) B. (0, −𝑎,−3𝑎, 𝑎)(𝑎 ∈ ℝ)  

C. (𝑎, 0,0,0)(𝑎 ∈ ℝ\{0}) D. (𝑎, 0,0,0)(𝑎 ∈ ℝ) 

33. Vectơ (2, −2) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
0 1
1 0

] ứng với giá trị riêng nào sau 

đây: 

A. 𝜆 = 1 B. 𝜆 = 0 C. 𝜆 = −1 D. 𝜆 = 1 và 𝜆 = −1 

34. Vectơ (−2, −2) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
1 2
2 1

] ứng với giá trị riêng nào 

sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = −1 C. 𝜆 = −3 D. 𝜆 = 1 

35. Vectơ (2, −2) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
−1 2
   3 0

] ứng với giá trị riêng nào 

sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = −1 C. 𝜆 = −3 D. 𝜆 = 1 

36. Vectơ (2, 1) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
1    4
2 −1

] ứng với giá trị riêng nào sau 

đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = −2 C. 𝜆 = −3 D. 𝜆 = 2 

37. Vectơ (3, −1, 3) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] ứng với giá trị riêng 

nào sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = −1 C. 𝜆 = −3 D. 𝜆 = 1 

38. Vectơ (4, 4, 4) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

] ứng với giá trị riêng nào 

sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = 2 C. 𝜆 = −3 D. 𝜆 = −2 

39. Vectơ (2, 0, −2) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
0 1  0
1 0 1
0 1 0

] ứng với giá trị riêng 

nào sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = 2 C. 𝜆 = 1 D. 𝜆 = 0 
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40. Vectơ (3, 0, 5) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
1 1    0
0 1    0
5 3 −2

] ứng với giá trị riêng 

nào sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = 2 C. 𝜆 = 1 D. 𝜆 = 0 

41. Vectơ (2, 1, 1) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [
2 1 1
1 1 0
1 0 1

] ứng với giá trị riêng nào 

sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = 2 C. 𝜆 = 1 D. 𝜆 = 0 

42. Vectơ (2, 0, 0, 0) là vectơ riêng của ma trận 𝐴 = [

1
0
0
0

   

2
1
0
0

   

3
2
2
0

   

4
3
3
2

] ứng với giá trị riêng 

nào sau đây: 

A. 𝜆 = 3 B. 𝜆 = 2 C. 𝜆 = 1 D. 𝜆 = 0 

Dạng toán: Chéo hóa ma trận. 

43. Giả sử 𝐴 là ma trận vuông cấp 3 có 3 vectơ riêng là (1, 2,1), (1, 0,1), (1, 0,0) lần 

lượt ứng với các giá trị riêng 𝜆 = 1, 𝜆 = 2, 𝜆 = 3. Đặt 𝑃 = [
1 1 1
2 0 0
1 1 0

]. Khi đó khẳng 

định nào sau đây là đúng 

A. 𝐴 chéo hóa được và 𝑃−1𝐴𝑃 = [
1 0 0
0 2 0
0 0 3

]  

B. 𝐴 chéo hóa được và 𝑃−1𝐴𝑃 = [
2 0 0
0 1 0
0 0 3

]  

C. 𝐴 chéo hóa được và 𝑃−1𝐴𝑃 = [
3 0 0
0 2 0
0 0 1

]  

D. A, B, C đều đúng. 

44. Ma trận 𝑃 = [
   2 1
−3 1

] chéo hóa ma trận 𝐴 = [
2 2
3 1

] thành ma trận nào sau đây: 

A. [
−1 0
   0 4

] B. [
4    0
0 −1

] C. [
−5   0
   0 20

] D. [
20    0
  0 −5

] 

45. Cho ma trận 𝐴 = [
1 2
2 1

]. Ma trận 𝑃 làm chéo 𝐴 là ma trận nào sau đây: 

A. 𝑃 = [
   1 1
−1 0

]  B. 𝑃 = [
   1 1
−1 1

]  
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C. 𝑃 = [
−1 0
   0 3

]  D. 𝑃 = [
3    0
0 −1

] 

46. Cho ma trận 𝐴 = [
−1 2
   3 0

]. Ma trận 𝑃 làm chéo 𝐴 là ma trận nào sau đây: 

A. 𝑃 = [
   1 2
−1 3

]  B. 𝑃 = [
1 −1
2    3

]  

C. 𝑃 = [
−3 0
   0 2

]  D. 𝑃 = [
2    0
0 −3

] 

47. Ma trận 𝑃 = [
0 1    1
1 0    0
0 1 −1

] chéo hóa ma trận 𝐴 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] thành ma trận nào sau 

đây: 

A. [
−1 0 0
   0 1 0
   0 0 1

]  B. [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  

C. [
1 0    0
0 1    0
0 0 −1

]  D. [
1    0 0
0 −1 0
0    0 1

] 

48. Ma trận 𝑃 = [
1    1    1
1    0 −2
1 −1    1

] chéo hóa ma trận 𝐴 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 1

] thành ma trận nào 

sau đây: 

A. [
2 0 0
0 1 0
0 0 1

]  B. [
2 0    0
0 1    0
0 0 −1

]  

C. [
1 0    0
0 2    0
0 0 −1

]  D. [
−1 0 0
   0 1 0
   0 0 2

] 

49. Cho ma trận 𝐴 = [
   1 −1 0
−4    1 0
   0    0 3

]. Ma trận 𝑃 làm chéo 𝐴 là ma trận nào sau đây: 

A. 𝑃 = [
1    1 0
0 −2 0
2    0 1

] B. 𝑃 = [
1 1 0
0 2 0
2 0 1

]  

C. 𝑃 = [
1    1 0
2 −3 0
0    0 1

] D. 𝑃 = [
1    1 0
2 −2 0
0    0 1

] 

50. Cho ma trận 𝐴 = [
2 1 1
1 1 0
1 0 1

]. Ma trận 𝑃 làm chéo 𝐴 là ma trận nào sau đây: 

A. 𝑃 = [
0 0 0
0 1 0
0 0 3

]  B. 𝑃 = [
1    0 2
1 −1 1
1    1 1

]  
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C. 𝑃 = [
   1    0 2
−1 −1 1
−1    1 1

] D. 𝑃 = [
1 −1 −1
0 −1    1
2    1    1

] 

Dạng toán: Ma trận của dạng toàn phương 

51. Cho dạng toàn phương của 2 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2. Khi đó ma trận của dạng toàn 

phương là 

A. 𝐴 = [
1 0
0 2

]  B. 𝐴 = [
2 0
0 1

] 

C. 𝐴 = [
1 1
1 2

]  D. 𝐴 = [
2 1
1 1

] 

52. Cho dạng toàn phương của 2 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥1𝑥2. Khi đó ma trận của 

dạng toàn phương là 

A. 𝐴 = [
1 2 0
2 1 0
0 0 0

]  B. 𝐴 = [
1 4 0
4 1 0
0 0 0

]  

C. 𝐴 = [
1 2
2 1

]  D. 𝐴 = [
1 4
4 1

] 

53. Cho dạng toàn phương của 2 biến, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2. Khi đó ma trận của dạng toàn 

phương là 

A. 𝐴 = [
0 2 0
2 0 0
0 0 0

]  B. 𝐴 = [
0 1 0
1 0 0
0 0 0

]  

C. 𝐴 = [
0 2
2 0

]  D. 𝐴 = [
0 1
1 0

] 

54. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 𝑥3

2 − 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3. Khi đó ma 

trận của dạng toàn phương là 

A. 𝐴 = [
   1 −4 0
−4    0 2
   0    2 1

] B. 𝐴 = [
   1 −4 −4
−4    0    2
−4    2    1

]  

C. 𝐴 = [
   1 −2 0
−2    0 1
   0    1 1

] D. 𝐴 = [
   1 −4 2
−4    0 2
   2    2 1

] 

55. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1
2 + 3𝑥2

2 + 𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3. Khi 

đó ma trận của dạng toàn phương là 

A. 𝐴 = [
   2 −4 −4
−4    3    0
−4    0    1

] B. 𝐴 = [
2 −4 −4
4    3    0
4    0    1

]  

C. 𝐴 = [
2 −2 −2
2    3    0
2    0    1

] D. 𝐴 = [
   2 −2 −2
−2    3    0
−2    0    1

] 
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56. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥1𝑥2. Khi đó ma trận của 

dạng toàn phương là 

A. 𝐴 = [
1 2 0
2 1 0
0 0 0

]  B. 𝐴 = [
1 4 0
4 1 0
0 0 0

]  

C. 𝐴 = [
1 2
2 1

]  D. 𝐴 = [
1 4
4 1

] 

57. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2. Khi đó ma trận của dạng toàn 

phương là 

A. 𝐴 = [
0 2 0
2 0 0
0 0 0

]  B. 𝐴 = [
0 1 0
1 0 0
0 0 0

]  

C. 𝐴 = [
0 2
2 0

]  D. 𝐴 = [
0 1
1 0

] 

Dạng toán: Đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc 

58. Cho dạng toàn phương của 2 biến, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2. Chọn  ma trận đổi biến 𝑃 thích 

hợp ([𝑥] = 𝑃[𝑦]) để đưa dạng toàn phương trên về dạng chính tắc 

A. 𝑃 = [
0 1
1 0

]  B. 𝑃 = [
1 −1
1    1

]  

C. 𝑃 = [
0 2
2 0

]  D. 𝑃 = [
1 1
1 1

] 

59. Cho dạng toàn phương của 2 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2. Chọn  ma trận đổi biến 𝑃 

thích hợp ([𝑥] = 𝑃[𝑦]) để đưa dạng toàn phương trên về dạng chính tắc 

A. 𝑃 = [
1 1
1 0

]  B. 𝑃 = [
1 2
2 0

]  

C. 𝑃 = [
   1 0
−1 1

]  D. 𝑃 = [
1 −1
0    1

] 

60. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3. Chọn  ma trận đổi 

biến 𝑃 thích hợp ([𝑥] = 𝑃[𝑦]) để đưa dạng toàn phương trên về dạng chính tắc 

A. 𝑃 = [
1 2 0
2 0 2
0 2 0

]  B. 𝑃 = [
1 1 0
1 0 1
0 1 0

]  

C. 𝑃 = [
1 −1 −1
0    1    1
0    0    1

] D. 𝑃 = [
   1 0 0
−1 1 0
−1 1 1

] 

61. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3 − 6𝑥1𝑥3. Chọn  ma trận 

đổi biến 𝑃 thích hợp ([𝑥] = 𝑃[𝑦]) để đưa dạng toàn phương trên về dạng chính tắc 

A. 𝑃 = [
1 −1 −1
1    1    3
0    0    1

] B. 𝑃 = [
   1 1 0
−1 1 0
−1 3 1

]  
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C. 𝑃 = [
   0 1 −3
   1 0    1
−3 1    0

] D. 𝑃 = [
   0 2 −6
   2 0    2
−6 2    0

] 

62. Cho dạng toàn phương của 3 biến, 𝑄(𝑥) = −𝑥2
2 + 4𝑥3

2 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3. Chọn  

ma trận đổi biến 𝑃 thích hợp ([𝑥] = 𝑃[𝑦]) để đưa dạng toàn phương trên về dạng 

chính tắc 

A. 𝑃 = [
   1    1 0
   0    1 0
−2 −2 1

] B. 𝑃 = [
1 0 −2
1 1 −2
0 0    1

]  

C. 𝑃 = [
0    1 2
1 −1 0
2    0 4

] D. 𝑃 = [
0    2 4
2 −1 0
4    0 4

] 

 

ĐÁP ÁN CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Chương 1 – Ma trận – Định thức 

1. D 2. A 3. A 4. A 5. C 6. D 7. A 8. C 9. C 10. B 11. C 12. A 

13. A 14. D 15. A 16. A 17. C 18. B 19. C 20. A 21. B 22.C 23. D 24. C 

25. B 26. B 27. C 28. C 29. D 30. A 31. C 32. A 33. B 34. C 35. A 36. A 

37. B 38. A 39. B 40. C 41. A 42. D 43. C 44. D 45. D 46. B 47. C 48. D 

49. D 50. D 51. A 52. C 53. C 54.C 55. D 56. C 57. C 58. C 59. D 60. B 

61. D 62. B 63. A 64. B 65. D 66. B 67. D 68. B 69. D 70. C 71. C 72. B 

73. C 74. D 75. C 76. A 77. C 78. D 

Chương 2 – Hệ phương trình tuyến tính 

1. D 2. C 3. B 4. C 5. A 6. B 7. C 8. D 9. D 10. A 11. B 12. C 

13. A 14. D 15. D 16. D 17. C 18. B 19. B 20. C 21. C 22. D 23. D 24. A 

25. C 26. B 27. C 28. A 29. A 30. B 31. B 32. A 33. B 34. B 35. B 36. B 

37. B 38. A 39. C 40. C 41. B 42. B 43. A 44. C 45. A 46. C 47. D 48. A 

49. B 50. B 51. B 52. B 53. B 54.C 55. B 56. C 57. A 58. B 59. B 60. D 

61. B 62. C 63. A 64. A 65. A 66. D 67. A 68. B 69. A 70. B 71. B 72. C 

73. D 74. D 75. D 76. D 77. B 78. D 

Chương 3 – Không gian vectơ 

1. C 2. A 3. B 4. B 5. D 6. A 7. C 8. B 9. B 10. A 11. C 12. C 

13. D 14. B 15. D 16. C 17. B 18. A 19. A 20. D 21. B 22. D 23. A 24. A 
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25. B 26. C 27. B 28. A 29. A 30. B 31. B 32. C 33. C 34. D 35. D 36. A 

37. C 38. A 39. D 40. C 41. D 42. D 43. B 44. B 45. C 46. D 47. C 48. D 

49. B 50. D 51. C 52. B 53. C 54.D 55. A 56. B 57. C 58. C 59. D 60. C 

61. C 62. D 63. B 64. C 65. B 66. A 67. D 68. B 69. C 70. D 71. D 72. C 

73. B 74. A 75. C 76. C 77. D 78. B 79. C 80. C 81. D 82. C 83. C 84. C  

85. B 86. C 87. D 88. D 89. C 90. C 91. C 92. B 93. C  94. A 95. B 96. A 

97. B 98. B 99. C 100. C  101. B  102. C  103. B  104. C 

105. C  106. C  107. B  108. D  109. B  110. A 

111. B  112. A  113. C  114. C  115. D  116. A 

117. B  118. C  119. D  120. D  121. A  122. D 

123. C  124. B  125. D  126. D  127. A  128. B 

129. D  130. A  131. B  132. C  133. B  134. A 

135. D  136. D  137. C  138. C  139. D  140. A  

Chương 4 – Chéo hóa ma trận – Dạng toàn phương  

1. A 2. B 3. C 4. A 5. B 6. D 7. D 8. C 9. A 10. B 11. A 12. C 

13. D 14. A 15. D 16. C 17. B 18. B 19. A 20. A 21. B 22. C 23. D 24. D 

25. A 26. A 27. B 28. C 29. B 30. D 31. A 32. C 33. C 34. A 35. C 36. A 

37. D 38. B 39. D 40. C 41. A 42. C 43. A 44. A 45. B 46. A 47. C 48. B 

49. D 50. C 51. A 52. C 53. D 54.C 55. D 56. A 57. B 58. B 59. D 60. C 

61. A 62. B 
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