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LOI NOI PAU

Ly thuyét Xéc suét - Thong ké 1a mot nganh todn nghién ciru tim quy luét
chi phdi va céc phuong phép tinh todn kha nang Xudt hién cua cdc hién tugng
ngau nhién. Sudt tir lic ra doi (thé ky 17) den nay, Xac Sudt - Thong ké (XS-TK)
d3 tré thanh mot cong cu quan trong ca vé phuong dién 1y thuyét va tmg dung
trong y khoa, ndng nghiép, kinh té, gido duc, bao hiém,...

Nha Toan hoc Phép Laplace & thé ky 19 da tién dodn rang “Mon khoa hoc
nay hira hen trd thanh mot trong nhitng dbi twong quan trong nhit cua tri thirc
nhan loai, rat nhiéu nhiing van dé quan trong nhét cta doi séng thuc té thudc vé
nhitng bai todn cta Ly thuyét Xdc suat”.

Pic biét thong ké rat can cho cdc nha quan 1y boi vi khoa hoc thong ké
cung cap cho ho phuong phép thu thap, xir 1y va dién giai cdc thong tin vé din
s, kinh té, gido duc... dé tir d6 c¢6 thé hoach dinh chinh sich va ra quyét dinh
ding dan. Ngay tir dau thé ky 20, nha triét hoc nguoi Anh Well da du bdo
“Trong mot twong lai khong xa, kién thtrc thdng ké va tu duy théng ké s& tro
thanh mot yéu t6 khong thé thiéu dugc trong hoc van phd thong ciia mot cong
dan gidng nhu 12 kha ning biét doc, biét viét vay”.

Ngay nay, trén thé gidi, XS- TK duogc gioi thi¢u, giang day va nghién ctu
ngay tir bac tiéu hoc, tir gido vién mam non dén cic bac hoc cao nhit nhu thac
si, tién si. Pac biét ké tir khi mdy tinh xuét hién, cdc van dé XS-TK ngay cang
tr nén dé dang trong tinh todn, trong phén tich, du bdo,... mot khi c6 s6 liu
ding dan va mo hinh hop 1y.

Tai liéu giang day “Xdc suat — Thong ké A” cua B6 mon Todn, Khoa
Khoa hoc Ty nhién, Truong Dai hoc Tién Giang dugc bién soan trén tinh than
d6 va trén nhitng quy dinh vé noi dung, s tiét,... cuia Bo Gido duc & Pio tao.
Vé phuong phép day hoc, tai licu rt chi trong dén viéc gitp cho sinh vién tir
doc, bude dau tu hiéu va nam chic bai hoc sau khi nghe giang vién phan tich,
lam r6 y nghia, huong dan van dung bai hoc vao thyc tién cudc sdng. Tai liéu
cling xay dung hé thong bai tp tir don gian dén phirc tap theo hudng st dung
XS-TK nhu mét cong cy hiéu qua nham giai quyét cic van dé thuc té trong
nhiéu linh vyc kinh té, k¥ thuat, gido duc, cong nghiép,... Déi véi giang vién, tai
liéu c6 mé ngd mot sd y dé tir d6 giang vién - tiy theo kha ning tiép thu va kha
ning van dung cta sinh vién - c6 thé xdy dyng thanh cdc seminar cho sinh vién.

Tai liu gém 6 chuong. Chuong 1, 2 trinh bay vé xdc suét cdc khai niém
vé b1en cd, xdc suat, bién ngau nhién, cong thuc tinh xac suat va luat phan phoi
xédc suét; cdc dic trung s6 cua bién ngiu nhién va cac dinh 1y gioi han quan
trong trong x4c suat. Chuong 3, 4, 5, 6 trinh bay vé thong keé: ly thuyét mau, cic
bai to4n udc luong; kiém dinh gia thuyet thong ké va Iy thuyét tuong quan, hoi
quy. Cubi tai liéu 1a cdc phuy luc vé giai tich to hop, gid tri cac phan phdi nham
hd trg sinh vién tu hoc.
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PHAN A. XAC SUAT
Chuong 1. XAC SUAT VA CONG THUC TINH XAC SUAT

Muc tiéu

Sau khi hoc xong chuong nay, sinh vién can dat dugc:
1. Kién thic

- Bu6c dau thay dugc y nghia va tdm quan trong ctia XS-TK trong thyc tién
khoa hoc va thuc tién cudc song.

- Biét dugc mot s6 khdi niém co ban cua 1y thuyét XS-TK nhu phép thwr, su
kién, x4c suat ciia mot su kién, ...

- Hiéu dugc ¥ nghia cic cong thic tinh xdc suat: cong thirc xdc suat ¢6 diéu
kién, cong thirc nhan, cong thirc cong, cong thirc xdc suat day du, cong thic
Bayes, cong thuc Bernoulli, quy tac hop kin.

2. Ky nang

- Biéu dién duoc mot sy kién (bﬁng ngon ngtr XS-TK) qua céc sy kién cho
trude (bang ngdn ngir thong thudng).

- Tinh dugc xéc sut ciia mot sy kién.

- Giai duoc cdc dang toan thyc tién bang cic cong cu co ban cua Iy thuyét
XS: céc phép todn xdc suit co ban, quy tic hop kin, cong thirc x4c suat day du,
luoc d6 Bernoulli.
3. Thai do

- Buéc dau théy dugc sy tng dung manh mé ctia Todn hoc vao doi séng.

- Xay dung y thuc t6 chirc ky luat va lam viéc khoa hoc khi giai bai todn
thuc té.

- Timg budc gidi han nhitng gian nan budi ddu khi bién nhing thyc tién da
dang cudc séng thanh ky hi¢u, cong thirc todn hoc.

§1. PHEP THU VA SU KIEN

1. Khai niém
1.1. Khéi niém phép thir va sy ki¢n
Vidu 1.1:

a) Tung ngau nhién mot dong xu (dong chat, c6 mot mat hinh va mot mit
chir). Day 1a mot phep thir v quan sit thiy két cuc c6 the xay ra la mat hinh
hoac mat cht. Ha1 két qua nay duoc goi la hai syr kién so cap

b) Tung ngau nhién mét con stc sic (khdi lap phuong, dong chat cac mat co
tir 1 &n 6 chdm). D6 1a mot phép thtr va quan sat s6 cham k xudt hién, k = 1, 2,
3,4, 5, 6. Sdu kha nang c6 thé nay la séu su kién so cap. Xuét hién mat cé )
chim 1¢ cling 1a mot su kién, nhung khong phai 1a sy kién so cép cua phép thu.
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¢) Quan sat nhiét do ngoai troi. P6 1a mdt phép thir, nhiét do ngoai troi
t° C 12 mét su kién.

d) Quan sdt tudi tho ctia mot béng den. DS 1a mot phép thr, tudi tho t gioy
cua béng den 1a mot sy kién.

Phép thir ngﬁu nhién E (Experiment) 1a mdt thi nghi¢ém, mot phép do, mot
su quan sat hién tuong nao d6,... ma két qua khong dodn trude dugc.

Phép thtr E duoc x4c dinh bdi mot nhém diéu kién S ndo d6 va mdi khi 1am
cho céc diéu kién nay dugc thda 1a ta da thuc hién phép thir E. Nhém diéu kién S
phai 13 rang 6n dinh trong qua trinh nghién ctru va c6 thé lap lai nhiéu lan.

M&i mot phép thir déu gin lién véi muc dich cta né, d6 chinh 1a nhirng két
qua c6 thé xay ra ma ta quan tam khi thyc hién phép thur d6. Nhitng két qua nay
duoc goi 1a cic két cuc, tap hop tat ca cdc két cuc d6 dugc goi 1a khong gian mau
Q cua phép thtr, mbi két cuc 1a mot phan tir cia Q hay mot sy kién so cap.
Chang han, trong phép thur tung ngau nhién mot sic sac, khong gian ) mau cé 6 sy
kién so cap, d6 1a mit sdc sic ¢ 1 chdm, 2 chdm, 3 chdm, 4 chdm, 5 chim,
6 cham.

Sw kién (Bién c¢b - Event) 12 mot tap con cua Q. Céc su kién dugc ky hi¢u
la A, B, C, hOETlC Al, Az, A3,...

Mdi sy kién duoc xdc dinh boi mot sé diéu kién. Sau khi thuc hién phép
thir, néu diéu kién dugc thoa man, ta néi rang sy kién dé xdy ra (xuét hién), néu
nguoc lai, ta n6i rﬁng su kién d6 khong xdy ra (khong Xuét hién). Chéng han, xét
phép thir rit mot cdi tham, quy dinh thim c6 ddu x 12 thim tring thuéng, thim
trang 1a thim khong tring thuong. Goi A 1a sy kién tring thudng. Sau khi thyuc
hién phép thtr, néu rit duoc thim cé dau x thi ta néi su kién A xay ra, néu rit
duoc tham tréng thi ta n61 su kién A khong xay ra.

Khi thuc hién phép thir, mot su kién khong thé biét trudc c6 xay ra hay
khong dugc goi 1a swr kién ngiu nhién.

1.2. Mot ) su kién dac bi¢t, phép todn va quan h¢ gitra cdc sy kién trong

phép thu

1.2.1. Sy kién chic chan Q

Su kién chic chin 12 sy kién ludn xay ra sau khi thuc hién phép thu.
Su kién nay ciing chinh 14 khong gian mau. Ky hiéu: Q.

Vi du 1.2: Goi Q 1a sy kién stc sdc xuét hién mat
khong qua 6 cham thi Q 1a sy kién chac chan.

1.2.2. Sy kién khong thé &

Su kién khong thé 12 sy kién ludn ludon khong xay ra sau khi thuc hién
phép thu. Ky hi¢u: .

Vi du 1.3: Goi @ Ia sy kién siic sdc xuat hi¢n mat 7 chdm thi ® 1a sy kién
khong thé.
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1.2.3. Su kién thuan loi

Su kién A dugc goi la thuan lgi cho sy kién B néu A xay ra thi B xay ra.
Ky hi¢u: A =B hay A < B.

Vi du 1.4: Goi A 1a sy kién stic sac xuat hién 5 chim,
B 1a su kién stc sdc xuat hién chdm 16. Khi d6 A = B.

& Mot su kién co theé thudn loi cho nhiéu sy kién va mot sy kién co thé co nhiéu
sw kién thuan loi cho no. Pac biét, mot sy kién ludn luon thudan loi cho chinh no.

1.2.4. Sy kién twong duong

Su kién A dugc goi la twong dwong véi sy kién B néu A xay ra thi B xay
ra va B xay ra thi A xay ra. Ky hiéu: A & Bhay A = B.

’ Vi du 1,.5: Goi A 12 sy kién stc sic xuit hién 5 cham, B 12 su kién sdc sic
xuat hi¢n cham 1¢ 16n hon 3, khi d6 A = B.

1.2.5. Sy kién tong

Su kién C duoc goi 12 tdng cua hai sy kién A va B néu C xay ra khi va chi
khi A xay ra hoac B xay ra. Ky hiéu: C=A U B.

Vi du 1.6: Goi A 1a sy kién stic sac xudt hién mit
khong qua 3 cham, B 1a su kién suc sac xuat hién
mat tir 2 dén 4 cham. Khi d6 C=A U B la su kién
suc sac xuat hién mat khong qué 4 cham.

1.2.6. Su kién tich

Su kién C dugc goi 1a tich cua hai sy kién A va B néu C xay ra khi va chi
khi dong thoi A xay ra va B xay ra. Ky hiéu: C = ABhay C=A N B.

Vi du 1.7: Vi hai sy kién A, B trong vi du 1.6

. ) . 2 . Q
va goi D = AB thi D 121’ su kién suc sac xuat hién
mat 2 cham hodc 3 cham. ﬂlp
1.2.7. Sy kién xung khac
Hai su kién A va B duogc goi 1a xung khic néu A va B khong dong thoi xay
ra, hay AB = ®
Vi du 1.8: Goi A la sy kién sic sdc xuat hién mat khong
qua 2 chégm, B 1a su kién sic ség xuat hién mat khong it
hon 4 cham. Khi d6, A xung khac voi B.

Quy wéc: Hai sy kién A, B xung khéc thi su kién tong c6 thé viét 1a A + B.

AB

Q

& Hai su kién xung khdc véi nhau cé thé cing khong xdy ra. Trong vi du 1.8, khi
suc sac xuat hién mat 3 cham thi ca hai sw kién A va B déu khong xay ra.

Vidu 1.9: Quan sdt gia dinh co 2 con. A la sy kién co 2 con trai, B la sy
kién co I con trai. A, B co xung khdc khong?

3
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1.2.8. Sy kién ddi 1ap
~ Sukién B duoc goi la débi l:flp, voi su kién A
néu A xay ra thi B khong x4y ra, néu A khong xay ra
thi B xay ra. Ky hi¢u:B=A.
Nhu vay, A va B ddi 1ap khi va chikhi A+ B=Q va AB=2.
Hai hé thirc dédc trung cia cdp su kién ddi lap A, A: A+A=Q va AA=D.

Vi du 1.10: Goi A 1a sy kién sdc sic xuat hién mat khéng qud 2 chdm, B 1a
su kién sic sdc xuét hién mat khong it hon 3 chim. Khi d6 B=A.

2. Tinh chit ciia phép toan su kién
7 Tir khdi niém vé su kién cho thdy sy tuong tng gitra su kién va tap hop, cu
the, cdc phép todn sy kién A U B, AB, A tuong ng voi cdc phép toan hop, giao,
phép lay phan bu cua tap hop.
Céc phép todn su kién c6 cdc tinh chat sau:

i) Kéthop: AUBUC) = AUB)UC =AUBUC,
A(BC) =(AB)C =ABC

11) Giaohoan: AUB= BUA,AB=BA

iii) Phén phdi: A(BU C)=AB U AC

iv) Liyding: AUA=A,AA=A

V), AuQ=Q, AQ=A

vi) AUP=A,AD=0

vii) Néu B=Athi A=Bhay A=A

viii) Luat d6i ngiu De Morgan: AU B = AB; AB=AUB

Vi du 1.11: Hai ngudi ciing bin vao bia, mdi ngudi ban mot vién dan.
Goi Ay 1a su kién nguoi thu k bin tring bia, k=1, 2.
Khi d6 ta c6 biéu dién cdc sy kién sau qua A;, A:
a) Chi c6 nguoi thir 1 ban tring bia  : A A,

b) C6 dling mdt nguoi bin tring A A» + AA,

c) C6 it nhat mot nguoi ban tring  : A U A,

d) Ca hai déu ban tring  AA,

e) Khong c6 ai ban tring : KIZ =AUA,

f) C6 khong qud mot nguoi ban tring: AA, = Xl U E
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§2. PINH NGHIA XAC SUAT

1. Pinh nghia xac suit theo ¢ dién

Xét mot phép thu voi khong gian cac su kién so cap gdm n truong hop
(n su kién so cap) dong kha nang (kha nang xay ra nhu nhau), trong d6 c6 m
truong hop thuan loi cho sy kién A. X4c suat (Probability) cua sy kién A, ky
hiéu P(A), duoc xac dinh boi hé thic:

P(A)= (1.1)

m
n

Vi du 1.12: Mot cong ty can tuyén 3 nhan vién. C6 7 nguoi nop don gdm 4
nam va 3 ntr. Gia su kha nang tring tuyén cua 7 nguoi la nhu nhau. Tinh xéac
suat cong ty tuyén dugc 2 nam va 1 nfr.

Giai

bat B la su kién cong ty tuyén duoc 2 nam va 1 ntr.
S trudng hop dong kha nang: n=C:.
S6 trudong hop 2 nam tring tuyén 1a C 2, sd truong hop 1 nit tring tuyén 12 C;.
Suy ra s6 truong hop thuén loi cho B: m = CfC;.

21

Vi du 1.12 duoc phét biéu tong quat thanh vi du 1.13 sau day.

Vay xdc suit clia sy kién B 1a P(B)

Vi du 1.13: (Qui tic hop kin) Hop c6 N phan tir, trong d6 ¢6 M phan tir A
(M < N). Lay ngau nhién dong thoi n (n < M) phan tir. Tinh x4c suét cua su kién
trong n phan tir ¢6 k phan tir A (k < n, k < M).

Ck Cnfk
Lap luan twong tw nhu vidu 1.12,tacé: P= %
N
clc? . .
& Khin= k=1, P=%=W, c6 nghia la khi lay mot phan tir thi xdc
N

sudt dé dwoc phan nir A bang ty 1¢ phan tir A c6 trong hop.

2. Pinh nghia xic suit theo thong ké
Gia st phép thur duge thyc hién n 1an déc 1ap (nghia 12 phép thur sau khong
phu thudc vao két qua phép thu trude do), trong d6 su kién A xuat hién m lan.

. 2z < 1a A A A, 1:na 5  n . AT o Im -
Khi d6, m duogc goi 1a tan so xuat hi¢n cia sy kién A, ti s6 f =— duoc goi la
n

tan suét (ty 1) cua sy kién A.
Khi sé phép thir n khd 16n, thn sudt f dat gid tri 6n dinh thi gid tri d6
duoc xem nhu 12 xac suét cua su kién A.

5
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P(A)=lm2 (1.2)
n—e pn
Vi du 1.14: Quan sét thi nghiém tung mot ddng xu can d6i va dong chat
n lan
Nguoi thi S6 1an thi nghiém | S6 1an xuat hién mit sap TA i m
" an suat —
nghi¢m (n) (m) n
Buffon 4.040 2.048 0,5080
Pearson 12.000 6.019 0,5016
Pearson 24.000 12.012 0,5005

Gid tri 6n dinh trong truong hop nay la 0,5, d6 1a xdc suat xuat hién mat
sap khi ta tung mot ddng xu can ddi va ddng chat.

® Nhuoc diém ciia dinh nghia nay la co nhirng phép thir khong thé ldp lai nhiéu
lan, nén kho xdc dinh dwoc xdc suat cdc sy kién lién quan toi phép thir do.

Vidu 1.15: Co 100 tam bia hinh vuéng nhur nhau dwoc ddanh so tir 1 dén
100. Ldy ngdu nhién mot tam bia. Tim xdc sudt:

a) Puoc tam bia ¢é s6 ma khong cé chir s6 5.

b) Puoc tdm bia cé s6 chia hét cho 2 hodc 5 hodc ca 2 va 5.

3. Pinh nghia xdc sudt theo hinh hoc

Xét mot phép thir véi khéng gian cdc sw kién so cdp dong khd ning 2
dwge biéu dién béi mién hinh hoc 2 c6 do do (¢ dai, dién tich, thé tich,...)
hitu han va khdc 0. Méi sw kién so cép dwgc xem nhw mot diém ciia mién, moi
sw kién ngcfu nhién A dwoc xem nhu mot mién con nao dé cia Q. Khi dé, xdc
sudt cua s kién A dwoc xdc dinh béi:

trong do, m la do do cua mién A va n la @6 do ciia mién £
4. Pinh nghia xdc sudt theo hé tién dé
Gid sir 2 la khéng gian cdc s kién so cap, A la ho cdc tdp con ciia 2
théa cdc diéu kién sau:
i) A chira 2
ii) NeuA, B € A thi A,AUB, AB thugc A
iii) Néu ALA,,. LA .. la cdc phd‘n twr roi nhau cua A thi t(fng va tich vo

han cuia chiing ciing thudc A

& Ho A théa cdc tién dé i) va ii) dwoc goi la dai so.

Ho A thoa cdc tién dé i), ii) va iii) dwoc goi la o - dai so.
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Dinh nghia: Ta goi xdc sudr trén (2.A4) la mot ham 6 xdc dinh trén A cé
gid tri trong [0,1] va thoa man hai tién dé sau:
i)P(2) =1

ii) Néu { } day cdc sir kién xung khdc tirng doi thi P[CJAIJ = ZP(A,)

Khi dé (2.4, P) dwoc goi la khéong gian xdc sudt.

5. M4t so tinh chat ciia xac suat
5.1. Y nghia cua x4c suat
X4c suat cho biet kha nang xay ra cua mot su kién trong mot phép thu. Sy
kién c6 x4c suat cang 1on thi cang dé xay ra va nguoc lai.

Vi du 1.16: Xét phép thir tung ngau nhién mot stic sic cin 601 dong chat.
Goi A 1a su kién stc sac Xuat hién so cham 1¢, B 1a su kién suc s&c xuét hién 5

hoiic 6 chim. Khi d6 P(A) = % > P(B) = % nén sy kién A d5 xdy ra hon so v6i

su kién B. Tuy nhién, van c6 truong hop su kién B xay ra nhung sy kién A
khoéng xay ra, d6 1a truong hop stic sic xuat hién 6 cham.
5.2. Tinh chat
i) 0SPA)L1, P(Q) =1, P(®)=0.
ii) Néu A < B thi P(A) < P(B). Suy ra, néu A = B thi P(A) = P(B).
iii) P(A)+P(A)=1. (1.3)

§3. CONG THU'C TINH XAC SUAT

1. Cong thirc nhan xac suit
1.1. Xdc suét c6 diéu kién

Khi thyc hién nhém diéu kién S cta thi nghiém E, ta ¢6 khong gian mau Q
vOi cac su kién A, B,... ma ta biét duoc xac suat P(A), P(B),...

Céc xdc suat P(A), P(B) ... goi la c4c xac suat khong dieu ki¢n.

Gia st su kién A xay ra, ta xem A nhu la mdt di€u kién bd sung vao thi
nghi¢m E, khi d6 xdc suat sy kién B trong di€u kién A xdy ra c6 thé thay doi, xac
suat sy kién B ldc nay, goi la xdc suat cua sy kién B vdi diu kién A.

1.1.1. Dinh nghia

Cho hai su kién A va B, xdc suét c6 diéu kién cia sy kién B khi A da xay ra
1a xdc suét ciia B dugc tinh sau khi A da xdy ra, ky hiéu P(B|A).

Vi du 1.17: Hop c6 10 vién bi trong d6 ¢6 4 vién mau do, 6 vién mau trang.
Lan lugt 1ay khong hoan lai 2 vién bi (mo6i 1an 1ay mdt vién). Gia sur lan thir nhat
lay duoc bi mau dd, tinh x4c suat d€ lan thtr hai cling 1y dugc bi mau dé.

7
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Giai Pat b; 1a su kién 14y dugc bi do ¢ 1an ldy tha i, i = 1, 2. Xdc suat dé lan
thtr hai 1ay dugc bi mau do biét rang lan thir nhat da lay bi mau do:
3 1
PPy =2==0
9 3
Vi du 1.18: Mot cudc diéu tra vé sé thich mua sam qudn do ciia dan cu
trong mot viung duoc bang so liéu sau:

So thich , N .
Gisi tinh Thich Khong thich
Nam 136 104
Nir 224 36

Gia sir chon mot nguoi nir trong ving, tinh xdc suat nguoi do khong thich mua sam.

1.1.2. Dinh Iy
a. Cho hai su kién A, B voi1 P(A) > 0, ta co6:
P(AB)
P(4)
b. Khi ¢6 dinh A véi P(A) > 0 thi xdc suét c6 diéu kién P(B|A)

thoa tit ca céc tinh chat ciia xdc suét thong thuong.

P(B|4)=

(1.4)

Vi du 1.19: M4t 16p thi hai moén: Todn va Ly, c¢6 50% sinh vién thi hong
mon Toan, 30% sinh vién thi hong mon Ly va 20% sinh vién thi hong ca hai
mon. Chon ngiu nhién mot sinh vién cua 16p, néu biét sinh vién nay thi hong
mon Toan thi kha nang ngudi d6 thi hdng moén Ly 1a bao nhiéu?

Giai
batT, L lan luot 1a sy kién sinh vién thi hong mon Toén, Ly.
Ta cé P(TL) = 20%, P(T) = 50%, P(L) = 30%
I A P(LT) 2
Nén xac suat can tim P(L‘T) =—t=—
P(T) 5
& Trong Vi du 1.19, néu biét sinh vién nay thi héng mon Ly thi khd nding nguwoi
do thi hong mon Todn la bao nhiéu?
1.2. Cong thirc nhan
i) P(AB)=P(A)P(B|A)
ii) P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB) (1.5)
iii) P(AA,..A,)=P(A)P(A]4)..P(A|AA.A,)
Vi du 1.20: Vi gia thiét nhu Vi du 1.17, ta c6 xdc suat dé ca hai lan déu
4 3 2 -

riit dugc bi mau do 1a P(D,D,) = P(D,).P(D, | B;)= TR
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1.3. Cac su kién doc lap
+ Néu P(B|A)=P(B)hay P(A|B)=P(A) thi hai sy kién A va B duoc goi
la doc 1ap véi nhau.
+ Cac su kién {A}, A,,..., Ay}, n > 2 duoc goi 1a doc 1ap tirng doi néu A;
doc 1ap voi Aj véi moi i # j.
+ Céc su kién {A}, A,,..., Ap}, n > 2 duoc goi l1a doc 1ap toan phan néu moi
su kién doc 1ap voi tich cuatuy y k sy kiénconlai (1 <k< n-1).

Hé qua
1) A, Bdoc lap : P(AB) = P(A)P(B)
ii) {A, B, C} doc lap toan phan : P(ABC) = P(A)P(B)P(C) (1.6)

iii) {A, A,,..., A,} doc 1ap toan phan : P(AA,...A,) = P(A|)P(A,)...P(A,)

& Tir ddy, dé don gidn, ta sir dung “déc ldp” thay cho “doc ldp toan phan” doi
voi mot nhom n > 3 su kién.
Vi du 1.21: Tung dfmg thot hai suc sdc can d6i, dong cheftt. Goi Ay, A, lan
Iuot 1a cac su kiér,l sﬁp sac thu nhé,t, th{r hai X,U.ﬁ.t hién mat 6 ghém thi A, doc 1ap
vOi A; nén xéc suat dé cd hai sic sac cung xuat hién mat 6 cham la
11 1
P(AA)=P(A )P
(44) = P(4)P(4) =12 =L
Vi du 1.22: Mot xi nghiép cé ba phan xuong cing san xudt mot loai san
pham Voi ty 1¢é phe phdam ciia méi phan xuong lan lwot 1o 2%, 3%, 5%. Chon

ngadu nhién tir moi phan xwéng ra 1 san pham dé kiém tra. Tinh xdc sudt dé chon
dwoc 3 phé pham.

& C6 thé hiéu truc quan tg‘r dinh nghia la sy kl;,él’l A doc lap voi sy kién B néu A
xay ra hay khong xay ra déu khong lam thay doi xdc sudt cua B. Nhw vdy, néu A,
B déc ldp thi A, B déc ldp; A,B doc ldp va A,B ciing déc lap.

2. Cong thirc cong xac suit

1) PLA U B)=P(A) + P(B) — P(AB)
1) PAuUBuUC)=PA)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)
i) PAj UA, U... UA)) =

—ZP )-Y P(AA)+ Y P(AAA)—..+(-1)" P(AA,..A)

i<j i<j<k
(1.7)
Vi du 1.23: M6t ndi hoi ¢6 gan hai van bao hiém hoat dong doc 1ap nhau.
Xdc suét hoat dong t6t ctia hai van 1an luot 12 0,9; 0,8. Ndi hoi hoat dong an toan
khi ¢6 it nhat mot van ban hiém tdt. Tinh xdc suit ndi hoi hoat dong an toan.
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Goi A, A, 1an luot 1 sy kién van thir nhat, thtr’hai‘hoat dong tt.
Ta cé P(A;)) =0,9 ; P(A,) = 0,8. Do d6 xac suat ndi hoi hoat dong an toan
la P(A; UA,)=P(A) + P(A,) — P(A1A5) =0,9+0,8-0,9.0,8 =0,98.[

H¢é qua

i) AB=® (xung khic ) = P(A + B) = P(A) + P(B)
AB=®

ii) { BC =@ (xung khic ting d6i) = P(A + B + C) = P(A) + P(B) + P(C)
AC=®

iii) AA, =® Vi# j(xung khic timg doi) :P(ZAJ => P(A
i=1 i=

(1.8)

Vi du 1.24: Chon ngau nhién 13 san pham tir mot hop c6 4 san phim xau
va 48 san phém tdt. Tinh xdc sudt cdc su kién sau
A: chon duoc 4 san pham xau,
B: chon duoc it nhat mot san phém x4u,
C: khong c6 san pham x4u nio.
Giai
Céc xéc sudt déu c6 thé dugc tinh theo quy tic hop kin

9
p(a)=SCs _,0026
52
Goi B; (i = 1, 2, 3, 4) 1a sy kién chon duoc i san pham xau. Céc su kién {B;,
B,, B3, B,} xung khac ting d6i va B = By + B, + B; + By, khi d6
12 9
& C‘”‘ o A8 G C“X =0,69

52 52

P(B) = P(By) + P(B;) + P(B3) + P(By) =

13
P(O) = CC“S =0,31

52
Tuy nhién, bai todn trén c6 thé tinh theo thtr tu sau:
P(A)=...=0,0026; P(C)=...=0,31
DoB=C nén PB)=P(C)=1-P(C)=1-0,31=0,69.0

Vi dy 1.25: Co hai nguoi choi bong ré, moi nguoi ném mot qua. Xdc sudt
ném vao ré ciia méi ngueoi lan luot 1a 0,6; 0,7. Tinh xdc sudt:
a) C6 it nhat mot nguoi ném vao ro.
b) Chi ¢6 mét nguoi ném vao ro.

10
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3. Cong thirc xdc suat day di
3.1. Hé su kién day du, xung khic tirng doi
_ Hg céc sy kién {A,, Ay,...} duoc goi la day dii néu A, + A, +... = Q, xung
khic timg déi néu AA, =, Vi# j.
Mot vi du don gian vé h¢ day di va xung khic timg déi 1a hé {A, A} boi
ViA+A=Q, AA=D.
Vi du 1.26:

1) Tung mot xdc xac. Goi A; la sy kién suc sac xuat hién mat i cham,

i = 1,6. Céc su kién {A, As,..., A¢} 12 hé day du va xung khic timg d6i. Céc su
kién {A1, A3, As} 1a xung khic ting d6i nhung khong day du.
1) L’éy qgﬁu nhién 2 san phérp tr 10 san phérp gérp 2 san pham x4u va
8 san pham tot. Dat B; 1a sy kién lay dugc i san pham xau, i = 0, 1, 2. Cac su
kién {By, Bi, B} 1a h¢ day du va xung khic ting doi.
ii1) Lan luot 14y khong hoan lai 2 san pham (mdi 1an 14y 1 san pham) tu 10
san pham gom 2 san pham x4u va 8 san pham tot. Pat C; 1a sy kién 1y dugc san
pham xa,u & lan lay thu i, i = 1, 2. Cac su ‘klen {C,C5} khong 1a hé¢ day du va
xung khac tung d6i vi hé nay khong théa di€u kién xung khac tirng doi.
3.2. Cong thirc xdc suat day du
_ Gid sir {A}, Ay,..., A,} 1a hé day di va xung khac timg doi, F 1a mot sur kién
ngau nhién cé moi lién h¢ voi h¢ sy kién nay va da biét cic xac suat P(A)),
P(F|A), i=1,...,n. Khi d6, xdc suit cia F dugc tinh boi cong thirc xdc sut day
dua sau:

P(F)=P(4)P(F|A)+--+P(A,)P(F

A) (1.9)

. Vi du 1.27: Gia str béng deén ban ¢ thi truong do ba C()ng ty I,’ I, IIT san
xuat. SO béng den cua cong ty 1, II, III chiém 30%, 50%, 20% tong s6 bong den
ban ¢ thi truong. Trong do, ty 1¢ bong den hong twong Gmg cua cdc cong ty lan
lugt 12 1%, 3%, 5%. Mua ngau nhién mdt béng dén, tinh xdc suit béng den nay
bi hong.

Giai .

Gg)i Ay, Ay, Aj lan luot 1a sy kién mua duge bong den do cong ty I, II, 11T
san xuat, F'la sy kién mua phai bong dén hong.

He¢ {A,A,A}ddy da va xung khic ting ddi véi P(A)=30%;
P(A,)=50%; P(A,)=20% va P(F|A)=1%; P(F|A,)=3%; P(F|A,)=5%.

Theo cong thirc x4c suat day du, xdc suat béng dén mua duoc bi hong 1a

P(F) = (30%)(1%) + (50%)(3%) + (20%)(5%) = 2,8%.!]

11
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4. Cong thirc Bayes

Cho hé n su kién day du va xung khic ting d6i {A,, A,,..., Ay} V6i cic xédc
sudt P(A)), i=1,n da biét. Su kién F xay ra phu thudc vao hé sy kién trén véi
xde suat P(F|A), i=1n.

Tacé P(AF)=P(FA) hay P(A)P(F|A)=P(F)P(A|F).
Suy ra, cong thic Bayes:
P(A)P(F|A)
P(A|F)= =1,2,... 1.1
(4|F) PE) 1,2,...n  (1.10)

Vi du 1.28: Ty 1¢ nguoi dan hit thudc 14 12 30%. Biét rang ty 1& ngudi bi
viém hong trong s6 nguoi hut thudc 1a 60%, con nguoi bi viém hong trong 5O
nguoi khong hit thuoc 1a 35%. Chon ngau nhién mot ngudi, biét rang nguoi dé
viém hong, tinh xdc suit nguoi d6 hit thudc.

Goi A 1a sy kién chon dugc nguoi hut thudc 14,
B 1a su ki¢n chon dugc ngudi bi viem hong.
Ta ¢6 P(A) = 30%, P(BIA) = 60%, P(B1A)=40% va {A, A} 1a hé sy kién day
da. Theo cong thire xdc suat day da
P(B)=30%.60% + 70%.40% = 46%
Ap dung cong thirc Bayes, xdc suat dé chon dugc mot nguoi hit thude 14
trong sO nhirng nguoi bi viem hong 1a

P(A\B):%f/f%:w,l%. 0

Vi du 1.29: Trong kho ¢6 20 thing hang, gom 10 thing logi I, 6 thing logi
Il va 4 thung logi III. Thing logi I ¢6 80% san phcfm logi A, thung logi II co
60% san pham loai A va thing logi Il c6 50% san pham loai A. Ldy ngdu nhién
mot thung, tir thung do lay ngdu nhién ra mét san pham.

a) Tinh xdc sudt dé dwoc san pham loai A.

b) Néu da ldy ra dwoc san pham logi A, theo ban bao nhiéu % thing da mé
thuoc loai I?

5. Cong thirc Bernoulli
5.1. Luogc do Bernoulli

Mot luge dd Bernoulli gém co:
+ Day n phép thir doc lap,
+ Trong mdi phép thir, sy kién A chi xay ra hodc khong xay ra véi xac
suat P(A) = p (0 < p < 1) khong dbi.

12
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Vi du 1.30:
i) Tung mot dong xu 10 1an. Goi A 1 sy kién dong xu xuat hién mat sip thi

P(A) = % Ta ¢6 mot luge dd Bernoulli v6i sb phép thir doc 1ap n = 10 va xéc

sudt khong d6i p = %

ii) C6 15 san pham, trong doé co 6 san pham loai I. Thuc hién 5 phép thur
bang cich kiém tra 5 san pham trong s6 d6 theo phuong phép chon lap (ldy c6
hoan lai). Goi A la sy ki¢n lay duoc san pham loai I trong mdi lan lay, ta duoc
mét lugc d6 Bernoulli véi s6 phép thir doc 1ap n = 5 va xéc suét khong ddi

6

p=PA)=

5.2. Cong thurc Bernoulli

V&i mot luoc d6 Bernoulli gdm n phép thir doc 1ap va mot xdc suat
p = P(A) khong doi, x4c suat dé sy ki¢n A xdy ra k lan dugc tinh bdi cong thuc
Bernoulli

P(n;k)=Clipqg"™ (1.11)

voi g=1-p va k=0,1,...,n

Vi du 1.31: Ty 18 san pham loai I trong mot 16 san pham 12 60%.
1) LAy ngau nhién 5 san pham, tinh x4c suat trong 5 san pham nay c6

a) 2 san pham loai I

_ b)itnhat 1 san phamloail 7 ) ’ 7
2) Can lay t6i thi€u bao nhiéu san pham dé xdc suat c6 it nhat 1 san pham loai I
khong nho hon 0,997
Giai , ’

bat A 1a sy kién 1ay dugc chinh pham, thi P(A) =60% =0,6.

Ta c6 lugc d6 Bernoulli voi s6 phép thur doc 18p la s6 san pham lay ra va
xdc suat khong doi p = P(A) = 0,6.
)n=>5: P(5:k)=Ct(0,6)" (0,4)", k=05

a) P(5:2)=C2(0,6)°(0,4) =0,23

b) P(5;k>1) = 1-P(5;0) = 0,922
2) Goi n 12 s6 san pham can 1ay. Ta c6: P(n;k > 1) = 1- P(n;0) = 1-(0,4)"

Theo dé bai P(m:k>1) 20,99, tic 1a 1— (0,4)" =20,99. Tinh dugc n > 6.

Vidu 1.32: Tin hiéu thong tin duwoc phdt 3 lan véi xdc sudt thu dwoc cia
moi lan la 0,4.
a) Tim xdc sudt dé nguon thu nhdn dwoc thong tin do.
b) Néu muén xdc sudt thu dwoc thong tin lén dén 0,9 thi phai phdt it nhdt
bao nhiéu lan?

13
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ON TAP CUOI CHUONG

1.- Tung ngau nhién m,(f)t sﬁg sic. Goi A lé} su kién sic sdc xuat hién mat chim
chan, B la sy kién suc sac xuat hi¢n mat cham 1¢é. Phuong 4n nao sau day sai?

A. A, B day du. B. A, Bdoc lap.

C. A, B doi lap. D. A, B xung khac.
2.- Lan luot ldy (mdi 1an 1 san pham) khong hoan lai 2 san pham tir 16 hang ¢6
5 phé pham va 8 chinh pham. Pat A; 1a sy ki¢n rit dugce phé pham ¢ 1an thu i
(i=1, 2). Sukién A A, 1a su kién rit duogc

A. 2 phé pham. B. it nhét 1 phé pham.

C. 1 hodc 2 chinh pham. D. nhiéu nhat 2 chinh pham.
3.- Trong 10 san phém c6 2 phé phém. LAy ra ngau nhién 2 san pham, xdc suét
deé ca 2 san pham lay ra déu la phé pham la

A. 0,022. B. 0,04. C.0,2. D. 0,622.
4.- C6 hai 16 hang, 16 I ¢6 3 phé pham va 7 chinh pham, 16 II ¢6 5 phé pham va
4 chinh pham. Chon ngau nhién mot 16 hang, réi tir d6 1ay ra mot san pham. Xdc
suat l1ay dugc phé pham la

A.0,3. B. 0,43. C. 0,56. D. 0,86.
5.- Kha ning tri khoi bénh B ctia mot bac si 1a 0,7. Xdc suat bac si nay diéu tri
cho 10 bénh nhan c¢6 7 nguoi khoi bénh 1a

A. 0,08. B. 0,27. C.0,7. D. 1.
6.- C6 30 d¢ thi trong d6 ¢6 10 dé khé, 20 d¢ trung binh. Tim xdc suat dé:

a) Mot sinh vién b@c mot qé thi gap dugc dé trung Qinh.

b) M4t sinh vién boc hai dé thi gap duoc it ra mot d€ trung binh.

7.- Cho P(A) = % P(B) = % P(A UB) = % Tinh P(AB), P(AB), P(AUB),

P(A.B), P(AB).

8.- Mot nhém gdm 5 ngudi ngdi trén mot ghé dai. Tinh xdc sudt dé 2 ngudi xdc
dinh trudc ludn ngdi canh nhau.
9.- Gieo 6 1an mot déng xu cin dbi dong chat. Tinh x4c sudt dé c6 ding 4 lan
xuat hién mat ngua.
10.- M4t xuong c¢6 3 may hoat dong doc 1ap. Trong mot ca lam viéc, xac suét
can sua chita cua moi may lan luot 1a 0,15; 0,1; 0,12. Tinh x4c suat sao cho
trong mot ca lam vi€c c6 it nhat 1 mdy can sura chira.
11.- Hop thtr nhat dung 3 bi tring, 7 bi d6 va 15 bi xanh. Hop thtr hai dung 10
bi trdng, 6 bi dé va 9 bi xanh. Lay ngau nhién tr moi hdp ra mdt bi. Tinh xdc
suat lay duoc:

a) 2 bi xanh b) 1 bi xanh va 1 bi dé ¢) hai bi cuing mau

14
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12.- Bé duoc nhép kho, san pham cua nha mdy phai qua 3 vong kiém tra chat
lugng doc 1ap nhau. Xdc suét phat hién ra phé pham & cdc vong 1an lugt theo thir
tr 12 0,8; 0,9; 0,99. Tinh xdc suat phé pham duoc nhap kho.

13.- C6 ba nguoi, moi ngudi ban 1 vién vao muc ti€u voi xdc suat trdng ciia moi
nguoi tuong ung 1a 0,6; 0,8 va 0,7. Tim xdc suat

a) chi c6 anh thtr 2 bén tring. d) c6 diing hai ngudi ban tring.
b) c6 ding mdt nguodi ban tring. e) ca ba nguoi ban tring.
¢) c6 it nhat mOt nguoi ban tring. f) khong c6 ai ban trung.

14.- Mot 16p hoc ¢6 100 sinh vién, trong d6 c6 50 sinh vién gidi Tiéng Anh, 45
sinh vién giéi Tiéng Phdp, 10 sinh vién gidi ca 2 ngoai ngit. Chon ngiu nhién
mdt sinh vién trong 16p. Tinh xdc suét sinh vién nay

a) gioi it nhat mot ngoai ngir.

b) khong gioi ngoai ngit nao hét.

¢) chi gioi Tiéng Anh.

d) chi gioi ding mot ngoai ngtr.
15.- Mot sinh vién thi hai mon. X4c suét sinh vién nay dat yéu cAu mon thir nhat
12 80%. Néu dat mon thr nhét thi xdc sut dat yéu cau mén tht hai 13 60%, néu
khong dat mon thir nhat thi xdc suit dat yéu cau mén thir hai 30%. Hay tinh céc
X4c sut:

a) sinh vién nay dat yéu cau ca hai mén

b) sinh vién nay dat yéu ciu mon thir hai

¢) sinh vién nay dat yéu cAu it nhat mot mén

d) sinh vién nay khong dat yéu cau ca hai mon

16.- Tai mot siéu thi, hé théng phun nudc tir dong duoc lap lién két voi mot hé
théng bdo chdy. Kha ning hé thong phun nudc, hé thdng bdo chdy bi hong lan
luot 12 0,1; 0,2. Kha niang dé 2 hé théng nay cung hong 1a 0,04. Tinh xdc suit:

a) c6 it nhat 1 hé thong hoat dong binh thudng.

b) ca 2 hé théng déu hoat dong binh thudng.

17.- Mot siéu thi lap 4 chudng bdo chay hoat dong doc lap nhau. Xdc suat dé khi
c6 chdy moi chudng kéu 1a 0,95. Tinh x4c suat dé c6 chudng kéu khi c6 chay.

18.- Mot 16 hat gidng dugc phén thanh ba loai. Loai 1 chiém 2/3 s6 hat ca 16,
loai 2 chiém 1/4, con lai 12 loai 3. Loai 1 ¢4 ty 18 ndy mam 80%, loai 2 c6 ty 18
nay mam 60% va loai 3 ¢6 ty 1& ndy mam 40%. Hoi ty 1é ndy mam chung cta 16
hat gidng 12 bao nhiéu?

19.- Ba sinh vién cling lam bai thi, x4c suét 1am duoc bai cua sinh vién A 1a 0,8;
cua sinh vién B 1a 0,7; cua sinh vién C 1a 0,6.
a) Tim xdc suat c6 2 sinh vién 1am dugc bai.
b) Néu c6 2 sinh vién 1am duoc bai, tinh x4c suit dé sinh vién A khong 1am
duoc bai.

20.- Mot sinh vién mudn hoan thanh khéa hoc phai qua 3 ki thi v6i nguyén tic
ctr do duogc ky thi nay méi dugce thi ki sau. Xac suat sinh vién d6 do ki dau la
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0,9. Néu d ki dau thi xdc suat dd duoc ki thi thir hai 12 0,8; tuong tu néu dd ki
thi tht hai thi x4c suét d6 duoc ki thi thr ba 12 0,7.

a) Tinh xdc suat d¢ sinh vién d6 dd ca 3 ki thi.

b) Gia sir sinh vién khong d6 dugc 3 ki thi, tinh x4c suét nguoi do bi truot &

ki thi thur hai.

21.- C6 10 hop bi trong do:

+ 4 hop loai 1, moi hop gom 3 bi trang va 5 bi do,

+ 3 hop loai 2, m01 hop gém 4 bi trang va 6 bi do,

+ 3 hop loai 3, mdi hop gom 2 bi trang va 5 bi do.
Lay ngiu nhién mot hop va tir d6 14y ngau nhién mot bi thi dugc bi trang. Tinh
x4c suat dé vién bi d6 rit ra tur hop loai 2.

22.- Trong mdt co quan diéu tra ngudi ta ding mdy do tim tdi pham, kinh
nghiém cho biét cr 10 nguoi bi tinh nghi thi 7 nguoi 1a t61 pham. Mdy bdo ding
ngudi c6 tdi voi xdc sudt 0,85. Mdy bdo sal nguol vO t1 voi xac suat 0,1. Mot
ngudi duoc may phan tich. Hay tinh xdc suat:

a) nguoi nay la to1 pham.

b) may bdo nguo1 nay 1a toi pham.

¢) ngudi ndy thuc su ¢6 toi, biét rang may da bdo c6 toi.

d) mdy bdo ding.

23.- Ty 1€ 0t0 tai, 6t6 con va xe may di qua duong X cé tram xang la 5 : 2 : 13.
Xéc sudt dé otd tai, td con va xe mdy di qua dudng nay vao bom xing lan luot
12 0,1; 0,2 va 0,15. Biét réng c6 1 xe di qua duong X vao bom xang, tinh xac
sudt dé d6 1a 6td con.
24.- Ty 1¢ mic bénh basedow & mdt dia phuong 13 10%. Trong dot khdm strc
kho¢ cho 100 ngudi, tinh xdc suit c6

a) 6 nguoi bi basedow.

b) 95 nguodi khong bi basedow.

¢) it nhat mot ngudi bi basedow.

25.- MGt cong ty st dung hai hinh thirc quang cdo 1a dai phét thanh va tivi. Gia
sir ¢6 25% khach hang biét dugc thong tin quang cdo qua tivi, 34% khéach hang
biét duoc thong tin quang cdo qua dai phét thanh va 10% khach hang biét dugc
thong tin quang cdo qua ca hai hinh thtc trén. Tim xdc suat dé chon ngiu nhién
mdt khach hang thi ngudi d6 biét duoc thong tin quang cdo cta cong ty.

26.- Mot hop c6 3 phiéu gom 2 phiéu tring va 1 phiéu tring. Cho 3 nguoi lan
luot rit tham, ai dugc phiéu tring s& c¢6 phan thudng. Hoi cdch rit tham nhu thé
c6 cong bang khong?

27.- Mot tha kho ¢6 mot chiim chia khéa gdm 9 chiéc trong gidng hét nhau,
trong d6 chi ¢6 mot chiéc md duge kho. Anh ta thir ngdu nhién ting chia khéa
mdt, chiéc nao duoc thir thi khong thir lai. Tinh xdc suat anh thi kho md duoc
khéa & 1an thir thi 4.
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28.- Trudc khi dua san pham ra thi truong ngudi ta dd phong van ngau nhién
200 khach hang vé san pham d6, thay c6 34 ngudi tra 101 “s& mua”, 97 ngudi tra
101 “c6 thé mua” va 69 ngudi tra 16i “khong mua”. Kinh nghiém cho thay ty 18
khéch hang thyc su s& mua san pham twong Gng véi nhitng cach tra 10i trén 1a
70%, 30% va 1%.
a) Hay déanh gia thi truong tiém ning cua san pham do.
b) Trong sO khéch hang thuc sy mua san pham thi ¢6 bao nhiu % tra 15i
“s€ mua’?

29.- Hai cira hang A va B cung cdp cdc hop dia CD cho mot trung tim tin hoc
R DX L R N A o
voi ty 1€ 5" Ty 1€ dia bi 16i cua céc ctra hang tuong g 1a 1% va 2%. Mat sinh

vién dén thuc tap tai trung tam chon ngéu nhién mot hop dia gém 20 chiéc va tir
d6 rit ra ngau nhién mot dia.
a) Tinh x4c suat dé sinh vién d6 rit phai dia bi 15i.
b) Sau khi khot dong mdy, sinh vién d6 nhén thay dia qua that dia bj 16i.
Tinh xdc suat dé dia nay do cira hang A cung cap.

- O mot trudng hoc, nguoi ta nhan thay rang xéc suat dé 1 sinh vién khi di

hoc bi bénh va phai nam diéu tri tai phong y té cua truong 12 0,04%. Biét rang
trong mot budi hoc, trung binh c¢6 700 sinh vién. Tinh x4c suit dé trong mot budi
hoc ¢6 3 sinh vién phai nam diéu tri tai phong y té va theo ban, phong y té can
trang bi bao nhiéu giuvong diéu tri?
31.- Mot khach san ¢6 2 hé théng: bdo chdy va bdo khoi; hai hé théng nay hoat
dong doc 1ap. Xdc sudt dé hé thong bdo chdy va bdo khéi hong twong tng 1a
0,07; 0,04. Khich san phong chdy an toan khi ¢6 hé théng khong hong. Tinh xdc
SuAt:

a) Khach san phong chdy an toan.

b) Khach san phong chay khong an toan.

¢) Gia sir khdch san phong chdy an toan, tinh xdc suat khi d6 hé béo chdy

khong hong.
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Chwong 2. PAI LUQONG NGAU NHIEN

Muc tiéu
Sau khi hoc xong chuong nay, sinh vién can dat dugc:

1. Kién thtrc

- Biét kh4i niém vé dai lugng ngiu nhién va phan loai.

- Hiéu quy luét ctia mot dai lwong ngau nhién (luat phan phdi xdc suét, ham
phan ph01 X4c suét).

- Hiéu duoc ban chit, ¥ nghia cic dic trung sb cua dai luong ngau nhién
nhu ky vong, phuong sai, d6 1¢ch tiéu chuén, gi4 tri tin chic nhét, trung vi, phan
Vi mirc Xac Suat.

- Hiéu duoc ddu hiéu ban chat, luat phan phdi xdc sut, cic cong thirc cta
phan phdi xdc sut quan trong nhu siéu boi, nhj thire, Poisson, phan phdi chuan
va chuan tac.

- Hiéu dugc ¥y nghia cua 3 dinh 1y x4p xi.

- Lam quen khdi ni¢m dai lugng ngéu nhién hai chiéu.

2. Ky nang

- Tim duoc luat phan phéi x4c suét cua céc dai luong ngau nhién.

- Tinh duoc xdc suat ctia mot dai luong ngéu nhién khi biét luét phan phéi
xdc suét ctia né.

- Tinh duoc céc gid tri dic trung sd bang cong thirc va bang mdy tinh bo tii.

- Véan dung thanh thao cic dinh ly xap xi dé tinh dugc cdc gid tri xdc suat
cua mot dai lugng ngau nhién.

3. Théi do

- C6 y thirc van dung kién thtrc da hoc vao viéc giai mot bai todn thuc tién.

- Coi trong tinh quy luat trong khoa hoc va trong cudc séng, tir d6 phai
nghiém tdc trong khoa hoc va trong cudc sdng.

- Xy dung y thtc chiu khé, kién nhin vi thdy rang vbn di quy ludt cudc
séng (dai luong ngau nhién) 14 phuc tap va c6 moi quan h¢ chéng chit.

i §1. PAI LUQONG NGAU NHIEN ) A
LUAT PHAN PHOI XAC SUAT CUA PAI LUQNG NGAU NHIEN

1. Pai lwgng ngiu nhién (Random variable)

Trong thyuc té, ngoai cdc su kién chiing ta con gip cdc bién sd lién két voi
cac su kién d6 (thuc chét 12 méi lién hé giita dinh tinh va dinh luong) nén ta con
xét dén cac dai lugng ngdu nhién (PLNN) lién két véi céc su kién ngau nhién,
chéng han su kién troi mua gén v6i dai luong 1a thoi gian mua, sy kién mot
doanh nghi¢p hoat dong cé hi¢u qua gén v6i dai lugng 1a lugng 1ai rong thu
duoc,...
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Vidu 2.1:

a) Tung ngﬁu nhién mot suc sdc va goi X la s6 chAm xuét hién, ta c6 X la
DLNN nhan mdt trong céc gia tri 1, 2,..., 6. Khi d6 X dugc goi 1a DPLNN roi rac
(hitru han). ,

b) Goi Y la s6 khiach hang vao mdt ngan hang trong ngay, ta c6 X 1a DPLNN
nhin mot trong céc gid tr1 0, 1, 2,... Khi dé X duoc g()i 1a BDPLNN ro1 rac (vo han).

¢) Goi Z la trong luong cia mot gbi mi an lién, ta c6 Z 1a PLNN nhan mdt
gid tr1 trong khodng (0; 200) (g). Khi d6 Z dugc goi 1a PLNN lién tuc.

Pai lwong ngiu nhién (Blen s6 ngau nhién, bién ngau nhién) 12 bién s6 bién
thién phu thudc vao phép thir ngdu nhién véi mot xdc suat twong tmg xdc dinh.

Céac BDLNN thuong duoc ky hicu X, Y, Z, X, X5, X;,...

C6 2 loai BPLNN: ’

+ DLNN roi rac: Chi nhan hiru han hoac Yé han dém duogc céc gid tri.

+ DLNN lién tuc: Nhan v6 han khong C’Iém‘duqc céc gia tri.,Néi cach khac,
céc gia tri nhan dugc cua PLNN X lién tuc 1ap day mot khoang s6 thuc (a;b).

2. Luét phan phdi xac suit cia PLNN

Dé x4c dinh mot dai 1u:0’ng ngau nhién, trude hét ta phai biét dai luong do
¢6 thé nhan nhirng gia tri nao. Chang han v6i phép thir gieo 2 dong xu thi sb
mat ngura xuat hién 12 0, 1, 2. Ngoai ra, ta phai biét né nhan cdc gid tri trén voi
x4c suét twong wng la bao nhiéu.

2.1. Luat phan phdi xdc suét cia DLNN roi rac

Luét phan phéi xdc sut ciia DLNN X roi rac (con goi 1a bang phan phoi
xdc suat) dugc thé hién boi bang sau (gia thiét X nhan hitu han gi4 tri):

X X1 X2 ... Xi... X

P Pr P2 ... Pi-.. Dn

trong d6: x; (i = 1,..., n) la cc gia tri (phan biét) ciia X
p,= P[X =x] théa p,>0,i=1,..,n va Zpizl. (2.1)

Vi dy 2.2: Mot ngudi vao cira hang thdy ¢6 5 mdy thu thanh gidng nhau.
Anh ta de nghi ctira hang cho anh thur 1an lugt céc may dén khi chon duog may
tot thi mua, néu ca 5 lan déu xau thi thoi. Goi X la s6 lan thur. Biét xdc suat mot
mady tot 1a 0,8 va cac mdy xau tot doc 1ap voi nhau. Tim ludt phan phoi xdc suat
cua X va tinh x4c suat ngudi mua phai tht tir 3 dén 5 lan.

Goi A (i=1,2,3,4,5) la su kién mdy thir i tét.

Ta cé P(A)=p=08,4¢=0,2
Suyra: P[X=1]=P(A)=p=0,38;
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P[X =2]= P(AA,)=gp=0,16;

P[X =3]=P(AiA2A) = ¢* p =0,032;

P[X =4]= P(AiA2AsA,) = ¢° p = 0,0064;

P[X =5]=P(AiA2 A3 As) = ¢* =0,0016;
Luat phan phoi xac suat cua X 1a

X 1 2 3 4 5
P 108 0,16 0,032 0,0064 0,0016

Xéc sudt ngudi mua phai thir tir 3 dén 5 1an

P[3<X <5]=P[X =3]+P[X =4]+P[X =5]=0,04.1]

2.2. Luét phan phi xdc suat ciia DLNN lién tuc

Luat phan phdi xdc suat cia DPLNN lién tuc dugce biéu thi béi ham sd
y = f(x)xéc dinh trén R thoa man:

i) f(x) =0, VxeR
ii) j f(x)dx=1 (2.2)
Ham y = f (x) dugc goi 1a ham mat d9 x4c suit cia DLNN X.

Diéu kién ii) cho thy tong dién tich tao béi d6 thi y = f(x) véi truc hoanh

bang 1.
Pla< X< b]
B \ Y a
y=£(x) y=f(x)
0 ; 0]a b !
Hinh 2.1 Hinh 2.2
Tinh chit: V&i DPLNN X lién tuc, ta c6
i) P[X =C]=0, Clahang s6
b

i) Pla< X <b]= [ f(x)dx (2.3)

@ Do tinh chdt i) nén trong tinh chdt ii) gid tri xdc sudt khong doi khi thém
X =a hoac X =b.
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Vi du 2.3: Cho PLNN X lién tuc ¢6 ham mat d6 xac suat
k(3x—x?) khi xe[0;3]
y=f(x)= {

0 khi x¢[0;3]
a) Xac dinh héng s6 k
b) Tinh P[1 < X < 2]

, k12 hang sb

a) Do f (x)1a ham mat do x4c suat cia DLNN X nén theo (2.2)
+oo 0 3 +oo
1= [ fdx= [ f)de+ [ fode+ [ f(x)dx
—o —o0 0 3

0 3 +oo 9k
= _[ de+jk(3x—x2)dx+ I Odx :7-
0 3

—oo

2
Vay k==
y k=3
2 22 13
b) Theo (2.3), P[1 < X< 2] = X)dx=|=Bx—x")dx=—-
) (2.3), P[ ] !f() !9< Jdx=—
Ay 2 Ay
y=§(3x—x2) P[l < X< 2]
0 3 o 1 2 3
Hinh 2.3 Hinh 2.4

« Tinh P[X< 6], P[-2< X <6].

3. Ham phan phdi x4c suét ciia DLNN
~ Trong cac Umg dung thyc té, thong thuong chi st dung luat phan phéi xdc

suat. Nhung trong viéc nghién ctru 1y thuyét nguoi ta con dua ra khai niém ham
phédn phoi xdc suat.

Ham phan phdi x4c sudt cia PLNN X, ky hiéu F(x), la ham duoc xédc dinh
bai cong thirc:

F(x) = P[X <x] (2.4)
Nhén xét:
o NéuXroiraccé P[X =x]|=p, thi F(x)=) p.

i
X;<x

(2.5)
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e Néu X lién tyc c6 ham mat do xdc sudt y = f(x) thi F(x)= j f (0.

—oo

(2.6)
AY
F(x) = P[X < x] —f(x)
sl /
0
Hinh 2.5
Vi du 2.4: Tim ham phan phdi xdc suat cia PLNN X c6 luat phan phodi
X | o 1 2 3 4
1 24 90 80 15
P 1%10 210 210 210 210
Gidi: Do X 1a BLNN roi rac nén F Z p;,taco:
- <0 F(x) =0 - 0<x<1 Fx) = —
210
= 1<x<Z2 F(x):2 m D<x<3 F(x):g
210 210
" 3<x<4 F(x)zg = x>4 F(x)=
210
D6 thi ham F (x)
F(x)A
1 <
115/210 <
o 1 2 3 4 > X

Hinh 2.6

& Cho biét gid tri cua F(1,3); F(-1); F(5).
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Vi du 2.5: Cho BPLNN X lién tuc ¢6 ham mat d xac suét

2 2 ) '
= flr)= 5(3x—x ) khi xe]0;3]
0 khi x¢&[0;3]

Xdc dinh ham phan phéi F (x) cta X.

Gidii : X 1a DLNN lién tuc nén F(x) = | f(t)dt, do d6:

" x<0 F(x)=0

2 1
= 0<x<3 F(x)= |[2@t—t)dt=—x*(9-2

X (x) £9( ) 27X( x)
" x>3 F(x)=1
D6 thi ham F (x)
Fx)4 y:2i7x2(9_2x)
0 3 %
Hinh 2.7

Sau ddy 12 mot sb tinh chit ciia ham phan phdi xdc suat F(x) duoc suy ra

d¢ dang tr dinh nghia:

+0< F(x) <1, Vx.

+ F(x) 1a ham khong giam va lién tyc bén trai.

+ Néu X 1a DLNN rdi rac thi F(x)c6 dang hinh béc thang.

+ Néu X 1a DLNN lién tuc c6 ham mat do xac suat f(x)thi F'(x)= f(x).

+ Pla< X <b]|=F(b)—F(a),cong thirc nay van ding khi thém X =a
hodc X =b (2.7)

< Ovidy2.4, tinh P[1,3 < X < 3].
& Ovidu 2.5, tinh P[2 < X < 6].
4. Phan vi mirc x4c suit o
Cho PLNN X lién tuc c6 ham mat do xdc suat f(x), ham phan phdi xéc
suat F(x). Véi sb a cho trude (0 < o < 1), phan vi cia DPLNN X véi mite xdc

suat o 12 s6 X, sao cho
PIX<X,] = (2.8)
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XC(
H¢ thuc trén tuvong duong véi I f(x)dx=0a. Nhu vay, X, la can trén cua
tich phén sao cho tich phan bang o hay X, 12 vi trf canh phai ctia hinh thang cong
sao cho dién tich hinh thang cong bang a.

Y* Dién tich «

y =flx)
Wi % |
0 Xa X

Hinh 2.8
Mat khdc, tir hé thic F (X, )=a suy ra X, =F"' (o). Nhu vay, X, 1a gid tri

nguoc clia ham phan phdi xdc suat F(x) tai & cho trudc.

F(X)A

|

1
o

v

0 X, X

Hinh 2.9
Vi du 2.6: Cho PLNN X lién tuc trong vi du 2.5. Véi o = % , hdy x4c dinh

: 7

X, (phén vi cua X, mirc xdc suat —).
2

7

Datu = X, su dung cong thirc F(Xa) =ao taco F(u) = E

Kéth()p viduy 2.5, suy ra %u2(9—2u)=%; O<u<3 =2 -9u*+7=0

+ ,
uz% (loat) hoac u=1. Vay X _ =1V(')fioc=217- ad

& Gidi thich két qua X , = 1 bang hinh hoc.
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§2. CAC PAC TRUNG SO CUA PAI LUONG NGAU NHIEN

Tir luat phan phéi xdc suat cia DLNN nguoi ta thuong rit ra mot vai s6
dic trung cho mat nay hay mit khic ctia bién d6 va déi khi gidp ta so sénh gitra
cdc DLNN khdc nhau. Cic dic trung sd thuong gip: ky vong, phuong sai, do
1éch tiéu chuén, gia tri tin chic nhit, trung vi.

1. Ky vong
1.1. PBinh nghia

Ky vong cia BPLNN X, ky hiéu EX (Expectation) hodc MX (Mean) duogc
xac dinh nhu sau:

® Xroiracc P[X =x]=p, thi
EX = Zn:xl.pl. (2.9)
i=1

e X lién tyc c6 ham mat do xdc suat y = f(x) thi

EX = j x £ (x)dx (2.10)
Vidu 2.7:
Vi X cho trong vi du 2.4, tacéd EX = 0><L+1><2—4 + 4x 2—24D
210 210 210

Vidu 2.8: Véi X cho trong vi du 2. 5 ta co:
EX = j xf (x)dx = —jx(3x x)dx =

l\.)lw

1.2. Y nghia

Ky vong la gia tri trung binh theo xdc suit hay 12 gia tri trung tam cua
DLNN X. Pay Ia trung tim diém cta phin phdi ma cdc gid trj cu thé ciia X sé& tap
trung hay phén tdn quanh do.

& Phan tich ¥ nghia thire té ciia PLNN X va gid tri EX ?

Lwu ¥: C6 hai gid tri trung binh thiwong dwege sit dung dé wée lwong xu hwéng
tdp trung ciia PLNN: trung binh céng va trung binh theo xdc sudt. Tuy nhién,
trung binh céng sé tot trong truong hop cdc tri 50 dang xét co cung kha nang,
nhirng phan anh khong 16t trong trieong hop cdc tri so dwoc nhan khong cung
kha nang, khi @6 trung binh theo nghia xdc sudt sé tot hon.

Chdng han nhu:
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Ta c6 EX = -+ () =~ trong khi trung binh cong la =~ =0
-1 0 1 1
2
L .
Hinh 2.10

1.3. Tinh chét
Cho X, Y 12 cdc DLNN va c 12 hang s6, ky vong ¢6 cic tinh chét sau:
1) Ec=c.
ii) E(cX)=c(EX).
iii) E(XtY)=EX £ EY.
iv) Néu X, Y doc 1ap (tirc 13, hai su kién {X <x} {Y <y} ddc lap véi moi x,
y) thi E(XY)=EX.EY.
2. Phwong sai
2.1. Pinh nghia
Phuong sai cua DPLNN X, ky hi¢u DX (Dispersion) hodc VarX (Variance),
1a gia tri dugc xédc dinh bdi cong thirc
DX =E[X - EX| 2.11)
Bang céch khai trién cong thirc (2.11), ta c6 cong thic tinh phuong sai sau
DX =E(X?)-(EX)’ (2.12)
Nhéin xét
2
® Vi X 1a DLNN r0i rac ¢6 P[X =x]=p,: DX =) xp, —(le.pij
i=1 i=1

(2.13)
e V6i X 12 DLNN lién tuc ¢ ham mat do xdc suaty = f (x):

+oo +oo 2
DX=[ ¥ f(x)dx—( [ xf(x)dx) (2.14)
Vi du 2.9: V6i X cho trong vi du 2.4, két hop vi du 2.7, ta dugc:

DX = (02.L+12.ﬁ+...+42.1—5j ~(2,4)"=0,64.0]
210 210 210
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Vi du 2.10: Véi X cho trong vi du 2.3, két hop voi vi du 2.8, ta duoc:
3 2
DX =2J.x2(3x—x2)dx—(§j =0,45.0]
9% 2

2.2. Y nghia

Phuong sai 12 s khong 4m diing dé do mire d6 phan tan cua gia tri DLNN
quanh ky vong. Phuong sai cang nho thi d¢ phan tdn ctia X quanh gi4 tri dai dién
EX cang thap; va nguoc lai, phuong sai cang 16n thi d6 phan tin cia X quanh gid
tri dai dién EX cang cao.

Dac trung cua phuong sai trong mot s6 linh vuc:
+ K¥ thuat: phuong sai dic trung cho do sai s6 cta thiét bi,
+ Kinh doanh: phuong sai dic trung cho d6 rui ro ctia cic quyét dinh,
+ Cong nghiép: phuong sai dic trung cho d6 chinh xdc ciia san xuit,
+ Chan nudi: phuong sai dic trung cho do dong déu cia cic gia siic,
+ Trong trot: phuong sai dic trung cho mtic d6 6n dinh ciia nang suat,...

Vi du 2.11: Nang suét (san pham/phit) cta hai may twong Ung la cac
DLNN X, Y c¢6 phan phdi x4c suit nhu sau:

X 1 2 3 4 Y| 2 3 4 5
P 103 0,1 05 0,1 P01 04 04 0,1

Néu phai chon mua mot trong hai mdy nay ta nén chon may nao?
Ta tinh dugc: EX=24; EY =3.5;
EX?*=1%0,3 +2%0,1 + 3%.0,5 +4°.0,1 = 6,8;
EY?=2%0,1 +3%.0,4 +4°.0,4 + 5%.0,1 = 12,9;
DX = EX? — (EX)*=1,04; DY = EY*- (EY)* = 0,65

So sdnh cdc sb dic trung ta thay:
EY > EX : nang suat trung binh cua ¥ cao hon cua X
DY < DX : nang suét ctia Y 6n dinh hon cia X

Vay ta nén chon mua may Y.[|

2.3. Tinh chét

Cho X, Y 1 cdc PLNN va ¢ 13 hing s6, phuong sai ¢6 cdc tinh chat sau:
1) Dc=0

ii) D(cX) = ¢’DX.

iii) Néu X, Y doc lap thi D(X +Y) = DX + DY.

& Tinh D(X +c).
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3. P§ léch tiéu chuin
3.1. Dinh nghia
Do 1éch tieu chuén (Standard deviation) cia DPLNN X, ky hiéu o, , duogc
xac dinh nhu sau:
o,=~DX (2.15)
3.2. Y nghia
o, co tinh chat giéng nhu DX nhung c¢6 wu diém 1a c¢6 cing don vi do
luong véi EX (va cling 1a don vi do ludng cua X).
4. Gia tri tin chic nhit (Mode, yéu vi)
Ky hi¢u: ModX.
e Néu X 1a DLNN r16i rac ¢6 P[X =x,]= p, thi ModX = x, tuong {ing
V01 p,16n nhat.
e Néu X l1a DLNN lién tuc c6 ham mat do f(x) thi ModX =x, sao
cho f (x) dat gié trj 16n nhét tai x = x,.
Vidu 2.12:
a) Néu X c6 bang phan phdi xdc suét sau thi ModX =0

X| 0 1 2
P 10,72 0,26 0,02

b) Néu X c6 bang phan phbi xdc sut:

X | -1 0 1 2
P| 04 0,18 04 0,02

thi ModX =-1 va ModX =1.

C) A

v

1,5

Hinh 2.11

Véi X lién tuc c6 do thi cia ham mat do xdc suat f(x) nhu hinh 2.11 thi
ModX =1,5.[]

& ModX cé thé nhan nhiéu gid tri khdc nhau.
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5. Trung vi

S6 m duge goi la trung vi (Median) cia PLNN X néu
P(X<m)£%vé P(X>m)$% 2.16)

Ky hi¢u: MedX.
Chiy: ,

1. Neua, b (a < b) la cdc trung vi cua X thi doan [a,b] la tdp hop tat ca cdc
trung vi cua DPLNN X.

2. Néu X c6 ham phdn phoi xdc sudt F(x) lién tuc thi F (m) :l.
Vi du 2.13: Néu X c6 bang phan phdi xdc suat:
X | -1 0 1 2
P 02 01 04 03

thi MedX =1 vi
PX<1)=PX=-1)+P(X=0) =O,3<% ;P(X>1)=P(X=2)=O,3<%.D

Vi du 2.14: Néu X c6 bang phan phdi xdc suat:

X 0 1 2 3
P 0,125 0,375 0,375 0,125

thi MedX € [1;2] vi
PX<1)=PX=0)=0,125< % vaPX>1)= % MedX = 1.

Tuong tu ta c6 MedX = 2 va khong ¢6 MedX ngoai doan [1; 2].
Vay cdc gia tri cia MedX thudc doan [1; 2]. [
e khix>0

Vi du 2.15: Cho DLNN X c¢6 ham mat do f(x)= .
0 khi x <0

Tim MedX.

Goi m 12 MedX, ta s& tim m thoa P(X < m) = % - j f(x)dx =%

m 1
= IZe_zx dx=— .
2 2
& MedX c6 thé nhén nhiéu gid tri khdc nhau.

Trong tmg dung, trung vi la dac trung vi tri t6t nhat, d6i khi tét hon ca ky
vong, nhat 1a khi trong so li¢u c6 nhiéu sai s6t. Trung vi con duoc goi 1a phén vi
50% ctia phan phdi.
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§3. MOT SO LUAT PHAN PHOI XAC SUAT PAC BIET

1. Phan phéi siéu bdi H(N; M; n)
1.1. Bai toan
Hop c¢6 N vién bi, trong d6 ¢6 M vién bi mau d6 (M < N). Rit ddng thoi n
vién bi (n <M) va goi X la s0 vién bi mau do dlr()(,: rut ra, ta noi rﬁng X c6 luat
phan phoi siéu bgi (siéu hinh hoc) véi ba tham so N, M, n.
1.2. Pinh nghia
Phéan phdi siéu bdi (Hypergeometric distribution) 12 phan phdi cia DLNN
roi rac X nhan n+1 céc gid tri 0, 1, 2, ..., n v6i xac suat tuong tng cua X dugc
tinh theo cong thirc (quy tic hop kin):
CuCiu
Cy
Ky hiéu: X ~H(N; M; n) hay X € H(N; M; n).
1.3. Cic dic trung sd
DLNN X c6 phan phbi siéu bdi X ~ H(N; M; n) thi ky vong va phuong sai
duogc tinh theo cong thurc

P[X =k]= . k=0,n (2.17)

EX=n-M 3 px =p M N=M N=n (2.18)
N N N N-1
Vi du 2.16: Mot 16 béng den gom 10 béng, trong d6 c6 6 béng loai A. Lay
ngau nhién ra 4 béng dé kiém tra. Goi X 1a s6 bong den loai A trong 4 béng 14y ra.
a) Xac dinh luat phan phéi x4c suét cua X.
b) Tinh s6 béng den loai A trung binh va phuong sai cua sé béng den loai
A trong 4 béng 1y ra.
¢) Tinh xdc suat 14y dugc 3 béng loai A trong 4 béng den 14y ra.
a) X ~H(N=10; M=6; n=4).
b) Do X c6 phan phéi siéu boi va theo cong thirc (2.18) ta c6:

S6 béng den loai A trung binh 12 EX =4- % =2,4.

Phuong sai ciia s6 béng den loai A 1a DX = 4£iu 0,64.
10 10 10-1
CC1 8
c) P[X =3 =—.0
) Pl 1= o1

l()

& Tinh xdc sudt ldy dwoc it nhat 1 béng loai A trong 4 béng den ldy ra.
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2. Phén phéi nhj thicc B(n; p)
2.1. Bai toan
Xét mot luge d6 Bernoulli gém
e 5 phép thur doc 1ap véi nhau;
e Su kién A c6 xdc sudt xay ra trong mdi phép thir khong dbi P(A) = p
(P(A)=1-p =q).
~Goi X la sO 1an xdy ra su kién A trong n phép thir, khi d6 X c¢6 luat phan
phoi nhi thirc v61 hai tham so n; p.
2.2. Binh nghia
Phan phéi nhi thire (Binomial distribution) 12 phan phdi ciia PLNN rdi rac
X nhan n+1 giatri 0, 1, 2,..., n vOi xdc suat tuong Ung:

P[X=k]=Cip'q""; k=0n,g=1-p (2.19)
Ky hiéu: X ~B(n; p).
2.3. Céc dic trung sb

DLNN X ¢6 phan phdi nhj thitc X~ B(n; p) thi ky vong, phuong sai va gid
tr1 tin chac nhat ctia X dugc tinh theo cong thirc

EX =np;DX =npq

(n+1)p—1<ModX <(n+1)p (2.20)

Vi du 2.17: Xéc suét sinh bé trai & mot ving 1a 0,45. Khao sit 50 bé so
sinh cua vung. Goi X 1a s6 bé trai trong 50 tré dugc khdo sat.

a) Xdc dinh phan phdi xdc suat cta X.

b) Tinh s6 bé trai trung binh trong 50 bé so sinh.

¢) Tinh s6 bé trai c¢6 kha ning nhat trong 50 bé so sinh.

d) Tinh xéc suat dé c6 tir 2 dén 3 bé trai trong 50 bé so sinh.

Gidi
a) Taco

+ Phép thir: khao sdt bé so sinh cia ving = S phép thtr n=50.

+ Goi A 1a sy kién sinh bé trai = p=P(A)=0,45;, g=1- p=0,55.
Vay X ~ B(n=50; p=0,45).
b) S6 bé trai trung binh 12 EX = 50x0,45 = 22,5.
¢) S6 bé trai ¢6 kha ning tin chac nhat 12 ModX

Theo cong thuc (2.20), ta co
(50+1)0,45-1<ModX <(50+1)0,45 hay 21,95 <ModX < 22,95

Vay ModX = 22.

31



TRUONG DPAI HOC TIEN GIANG

d) P(2< X <3)=C2(0,45)7(0,55)" + C3(0,45)(0,55)" =1,2x10™ ..
& Tinh xdc sudt dwoc it nhdt 48 bé trai trong 50 bé so sinh.
2.4. Xap xi phan phdi siéu boi H(N;M;n) bang phan phdi nhi thicc B(n;p)
Pinh Iy 2.1: Cho X ~ H(N; M; n), néu N rat 16n va n rat nhé so véi N
thi phan phéi siéu boi xap xi phan phdi nhi thirc, nghia 1a X ~B(n; p) v6i p = % :

Ck Cnfk .
Khidé P[X =k]=—2L2M = Cip*(1—-p)""k=0,n (2.21)

N

@ Sy xdp xi naty khd tot khi n < 0,05N.

Vi du 2.18: Mot 16 béng den gdm c6 10 000 béng, trong d6 ¢6 2 000 béng
den loai A. Liy ngau nhién 10 béng ra kiém tra. Goi X 1a s6 béng dén loai A
trong 10 béng 1y ra.

a) Tim luat phan phdi xdc suat cua X.

b) Tinh xdc suit trong 10 béng 1y ra c6 3 béng loai A.
a) Tacé X ~H(N = 10000; M =2000; n = 10).
b) Do N = 10000 khd 1én va n = 10 rit nhd so véi N nén theo dinh ly 2.1,
X ~ B(10; 0,2) véi p:w:O,Z.

10000

Vay xdc sudt c6 3 béng loai A trong 10 béng den dwoc tinh theo cong thirc

Bernoulli: P(10;3)~C2 (0,2)’(0.8)" =0,2013.0

Vi du 2.19: L6 hang ¢6 10 000 san pham trong d6 ¢6 2 000 phé pham. Lay
ra 10 san pham dé kiém tra theo hai phuong thtc:

+ Phuong thirc 1: Lay dong thoi.

+ Phuong thirc 2: Lay lan luot c6 hoan lai.
Goi X 12 s6 phé pham c6 trong n san pham l4y ra.

Néu 14y theo phuong thtc 1 thi X ~ H(10 000; 2 000; 10)

Y , . . M 2000

Neéu lay theo phuong thue 2 thi X ~ B(10; p) v6i p N 10000 0,2.[]
@& Khi s6 phan tir n ldy ra dé xem xét rat nho so véi kich thude tdp hopN Ién thi
su khdc bi¢t giita phép thu co hoan lai va khong hoan lai la khong ddng ké. Khi
do, viéc lay mau khong hoan lai xdp xi véi viéc ldy mau c¢é hoan lai (phdn phdi
siéu béi xdp xi véi phdn phoi nhi thirc).
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3. Phan phdi Poisson P (1)
3.1. PBinh nghia

DLNN roi rac X nhén cdc gid tri 0, 1, 2, ... v6i xdc suat twong tng

2 /1"

P[X=k] =e 25k =0,1,2,.. (2.22)

v6i tham s6 A > 0, duoc goi 12 c6 luat phan phoi Poisson véi tham sé A .

Ky hiéu: X ~ P(A).

Phan ph01 nay da cé nhiéu tmg dung trong nhiéu qu4 trinh c6 lién quan dén
sO quan sét d6i véi mot don vi thoi gian hodc khong gian, chang han:

+ SQ cudc dién thoe;u nhan duoc & mot tram dién thoai trong 1 phiit

+ S0 khdch hang dén ngén hang v6i moi chu ky thoi gian 30 phut

+ S0 may hong trong mot ngay

+ S0 101 in trong mot trang séch,...

N6i chung 1a dau vao c~1"1a mot h¢ phuc vu nhu nha hang, si€u thi, tram dién
thoai, ... 1a cdc dai lugng ngau nhién theo luat Poisson.

3.2. Céc dic trung s6

Néu DLNN X c6 phan phéi Poisson X ~ P(A) thi ky vong, phuong sai va

gid tri tin chac nhat cia X dugc x4c dinh nhu sau:
EX=A4,DX =1
A—-1<ModX <1

Vi du ,2.20: S6 khdch vao mot dai 1y buu di¢n Ia ngéu nhién va doc 1ap.
Quan sat thay trong 5 phut ¢6 15 khach vao dai ly buu dién do. Hay tinh:

a) Xdc suat c6 dung 4 khach vao dai ly buu dién do trong 1 phut.

b) SO khéch c6 kha nang nhat vao dai ly buu dién dé trong 1 phuit.
a) Goi X 1asb nguoi ghé vao dai ly buu dién d6 trong 1 phiit. Ta c6 X 1a PLNN

(2.23)

¢6 phéan phdi Poisson P(A) voi A = %5 =3.

34
e’ 3

Do d6, xéc suét can tim P[X = 4] = =0,168.

b) 3—-1<ModX <3=2<ModX <3= ModX =2 va ModX =3.[]
& Tinh xdc sudt ¢é ding 16 ngudi vao dai Iy buu dién dé trong 5 phiit.
3.3. Xdp xi phan phdi nhi thtc B(n; p) bﬁng phan phdi Poisson P(A)

Pinh 1y 2.2: Cho X ~ B(n; p), néu sb phép thir n kha 16n va xdc suét p réat
bé thi phan phdi nhj thirc x4p xi phan phdi Poisson, X ~ P(A) véi A = np. Khi d6,

k

PIX =k]=C'p*(1-p)"™* = e-"%; k=0,1,... (2.24)
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Vi du 2.21: Mot téng dai di¢én thoai c6 5 000 mdy con hoat dong doc lap.
Trong thoi gian mot phit, xdc suat d& mdi mdy con lién lac véi tong dai Ia
0,0006.

a) Tinh xdc suét trong mot phiit:

i) 6 5 may con lién lac véi tong dai.
i1) c6 khong qua 2 mdy con lién lac voi tong dai.
1i1) ¢0 it nhat mot mdy con lién lac voi tong dai.

b) Cho biét s6 may con trung binh lién lac vé&i tong dai trong mot phiit.

Goi X 12 s6 mdy con lién lac véi tong dai trong thoi gian mot phuit.

Ta c6 X ~ B(5 000; 0,0006) va n = 5 000 kha 16n; p = 0,0006 rat bé véi np = 3.

k
Theo dinh 1y 2.2 thi X ~ P(1=3) va P[X =k]|= e’li'
a) Do d6
35
i) P[X= 5]~e_3§=0,101.

2 k
i) PIX<2]=P[0<SX<2]=>e 33—_0,423.

k=0

iii) PIX>1]=1-P[X=0]=1-¢" =1-0,05=0,95.
b) S6 mdy con trung binh lién lac v&i tong dai trong mot phiit 13 EX = np = 3.
4. Phan phéi chuin N (u,0”)

PLNN lién tuc X, duoc goi 13 c6 ludt phan phdi chuin (Normal
distribution) véi tham s6 £ € R va o> 0 néu X ¢6 ham mat do xac suat
1 _(x—ﬂz)z
f(x)= e 2, xeR (2.25)

o271

Ky higu: X ~ N (u;07).
D6 thi ham mat do f(x) c6 dang hinh “‘chudng’’, dbi xing qua duong

1
x = (4 va dat cuc dai tai .

of T u
Hinh 2.12
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Ky vong va phuong sai cia X ~ N(u;cz) 1a EX =u; DX =0’ (2.26)
Vi du 2.22: Cho X ~ N(5; 9). Ta c6:
) 1 ~(x-5)°
Ham mat d¢ xdc suat ctia X 1a f (x) = e

Ky vong EX = 5; phuong sai DX = 9; d6 léch chudn o, =3, gid tri tin chéc
nhat ModX = 5. [

Phan phdi chuin chiém vi tri quan trong trong 1y thuyét xac suat va 1a vi
tri trung tam trong cac két luan thong ké sau nay.

Phan ph01 chuan c6 y nghia rat 1on trong thyc té. R4t nhiéu DLNN c6 luat
phan phdi chuan hoic gan chuan Nhing DLNN c¢6 lién quan dén sb lugng 1om,
chiu anh hudng cta cdc yéu td cin bang nhau thudng cé luat phan phdi chuan.
Chang han:

+ Céc chi sb sinh hoc (can néng, chiéu cao, muc do thong minh,...) cla
nguoi cung gioi tinh va cing do tudi.

+ Céc chi s6 sinh hoc cua céc loai cdy, loai vat cung do tudi.

+ Khdi lugng, kich thude cdc san pham do mot hé thdng mdy san xut ra.

+ Diém thi cta cdc thi sinh.

+ Luc chiu dung cua mdt thanh sat; cdc sai sb trong do dac; sai ) quan sat;
d6 bén déo ctia mdy méc; trung binh cong ctia mot s6 1on cdc PLNN doc lap,...

Trong thuong mai, kinh té va khoa hoc x3 hoi nhiéu phéan ph01 khong giéng
phan ph01 chuén, nhung phan ph01 cta trung binh cong ddi voi mdi trudng hop
lai c6 thé xem nhu phéan phéi chuan khi n du 16n.

Ngoai ra, phan phdi chudn con 12 tiém cén cia phan phdi nhi thuc.

Vi du sau minh hoa mot PLNN trong thuc té ¢6 luat phan phéi chuén.

Vi du 2.23: Goi X la can nang cua tré so sinh ¢ khu vuc dan cu 16n. Khao
st bién sd X sau mot khoang thoi gian ta c6 két qua trong hinh.

Tilé% 4
30

» .\o

Ol..29 3,03,1323334 .3,5 ..... x: can nang kg
Hinh 2.13
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V6i khoang chia 0,1 kg, ndi céc diém biéu dién tan sut, ta duoc duong gap
khtic c6 diém cao nhat tai X = 3,2 kg. Néu khoang duogc chia min hon, duong tan
suat ¢6 dang tron dan, x4p xi mot phan duong hinh chudng cta phan phdi chuan
v6i dinh tai X = 3,2 kg. Do d6 c6 thé cho rang trung binh cin ning tré so sinh
khu vuc dé 1a EX = 3,2 kg.

5. Phén phéi chuén tic N(0; 1)

La trudng hop dic biét cia phan phdi chuan khi £ =0; o= 1.
PLNN U ~ N(0;1) dugc goi 1a ¢6 ludt phan phdi chuén tic (Standard
Normal distribution).

2
X

2;xeR. (2.27)

VY S ) 1
Ham mat d¢ xdc suat ciia U ¢6 dang /(x)= o e

Ham /(x) dugc goi la ham Laplace, 12 ham chén ¢(-x)=/¢(x), c6 d6 thi
la duong cong hinh chudng dbi xting qua truc tung. Céc gid trj cia ham/(x)
duogc cho trong bang Phu luc 1.

f(x)“l/m

v

0 X
Hinh 2.14
D@ dang thay rang EU =0 va DU = 1.

Ham phén phdi xdc suét G(x e : dt (2.28)

=l

con duoc goi 1a ham Gauss, c6 dd thi d6i xung qua diém (0; 0,5).

A
1
G(x)
0,5
@(x)
/ 0 X
-0,5
Hinh 2.15
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1 ¢ _»
bat = Ay 2.29
: (D(X) \/ﬂ _([e ( )
RO rang, G(x) = ¢(x) +0,5 (2.30)

Do d6 d6 thi ham ¢(x) 1a @6 thi ham G(x) tinh tién xubng 0,5 don vi.
Ham ¢(x) dugc goi la tich phan Laplace. V6i x > 0, ¢(x) 1a dién tich hinh
thang cong gi¢i han bdi r=0; ¢t =x

€r)4
1/N2x

Px)

v

ol x
Hinh 2.16
Ham ¢(x) 1a ham 1é ¢(-x)=-¢(x). Céc gid tri cia ham @(x) dugc cho
trong bang Phu luc 2.

~

Vé mit 1y thuyét PLNN U ~ N(0;1) nhan gi4 tri trén toan dudng thing,
song trén thuc t€ U nhan gia tri trong khoang (—3;3) voi xac suit 0,9973; nhan
gia tri trong khoang (-3,5; 3,5) véi xac suét 0,9996.

¢ Phan vi chuan tac

Phan vi chuén tic muc xdc suat 12 sd U, sao cho P[U< Uy | = a. Tic la
G(Uy) = o hay Uy = G (0).

e 1 %
Hé thirc trén c6 thé viét lai G(Ua)=T e di=a.
T

—o0

E(I)A

dién tich o

/

Hinh 2.17

Céc gid tri phan vi chuan tic U, duoc cho trong bang Phu luc 3.

. 4

0 U,
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% Lién hé giira phan phdi chuin N ( u;o’ )vé phan phéi chuin tic N (0;1)

Dinh Iy 2.3: Néu X ~ N(p;0%) thi U = X4 _ N1y
o)

Hé qua: Cho X ~ N(,u;O'Z), ta co

D P(x, <X <x2):¢[%j_¢(ﬂj

o

2) P(X<x):O,5+(p£x_‘u) 2.31)
(o

3)P(X >x):O,5—(/)(x;'aj

£
4) P(|Xx —pyl<e)= 2¢(Ej

Trong d6, P(|X — u|<30)=2¢(3) = 99,74% (2.32)

Céc cong thic trén van ding khi thém X = x.

Cong thire (2.32) con goi 1a quy tic 36, trén 99% gia tri cia X nam trong
khodng (11— 30;p+30). Trong thuc hanh, PLNN X chua biét phan phéi xdc
suat nhung thoa quy tic 36 thi c6 thé xem X c¢6 phan phdi chuan.

Vi du 2.24!: Do dai san phém do mot hé théng may san XuAt ra la PLNN X
¢6 luat phén phoi chuan voi trung binh qui dinh 20 cm, d¢ 1&ch tiéu chuan 0,2 cm.

a) Tinh ti 1€ san phﬁrp co (ﬁ(f) dai trong khoang (19,8;20,4) (cm).

b) Tinh ti I¢ sdn pham tot, cé do dai sai léch so véi trung binh qui dinh
khong qué 0,3 cm.

Giai

Ti 1€ san phém c6 do dai trong khoang (a; b) bang xdc suat dé khi rit ngiu

nhién mot sdn pham thi sdn pham cé do dai trong khoang (a; b).

Theo d& bai, X ~ N(u;0°) véi =20 va 0=0,2. Ta c6:

20,4 -20 19,8 -20
P[19.8< X <20,4]=¢| ————— |- | ——
a) P[ ] (0( 0.2 J (ﬂ( 0.2 j

= 9(2)-o(-1)=0(2)+0(1)

= 0,4772 +0,3413 = 0,8185 = 81,85%
0.3
0.2

b) P[|X —20/<0,3]= 2;0( j =2¢(1,5) =2(0,4332) = 0,8664 = 86,64% !
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% Xdp xi ctia phdn phéi nhi thirc B(n; p) véi phén phoi chuin N ( ,u;0'2)

DPinh ly 2.4: (Dinh ly gidi han dia phuong Moivre — Laplace)

Cho X ~ B(n; p), néu sb phép thir n kha I16n va xdc suat p khéng qui gan
0va1(0<<p<<1) thi X xp xi phan phdi chuin N(x;0”) trong d6 = np va
o’ =npq.

_ (k=np)”

! 2 k=0,1,. (2.33)

Jwag 2z

@ Sir xdp xi nay 1ot nhdt la khi np va nq lén hon 5.

PIX =k]=Ctp*(1-p)* =

Hé qué: Cho X ~ B(n; p) v6in rat 16n, 0 << p << 1, ta c6:

PX =k]~—0 {k—an (2.34)

Jnpg \ \Jnpq
trong d6 ¢(u) 12 ham Laplace.
Vi du 2.25: Xéc suat ban tring bia ctia mot xa thu 12 0,6. Tinh xdc suét sau:
a) Xa thi ban 10 vién, tring bia 6 vién.
b) Xa thu ban 100 vién, tring bia 60 vién.
Goi X 12 s6 vién dan ban tring bia.
a) X ~ B(10; 0,6) suy ra P[X = 6] = C,(0,6)°(0,4)* =0,251.
b) X ~ B(100; 0,6), n = 100 kha 16n, p = 0,6 khong qud gan 0 va 1, np = 60,

npq =24. Theo 2.34, P[X = 60] =~ — z(60_60)— L /0)=0,08.7

'\ T )

DPinh Iy 2.5: (Dinh 1y gidi han trung tam Moivre — Laplace)

Cho X ~ B(n; p) véi nrat 16n, 0 << p << 1, ta c6

Plk, < X Skz]z(p(kz P J—go[kl_—”pJ (2.35)

\VPq \VPq

trong d6 @(u) la tich phan Laplace.
Cong thire (2.35) van didng khi bé X = k; hodc X = k,.

Vi du 2.26: Xéc suat ban tring bia ciia mot xa thu 1a 0,6. Xa tha ban 100
vién. Tinh cdc xdc suit sau:
a) Xa thu ban tring bia tir 55 vién dén 70 vién.
b) Xa thi ban tring bia tir 65 vién dén 90 vién.
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Ta co, X ~ B(100; 0,6). Ma n = 100 kha lon, p = 0,6 khong qué gan 0,
khong qua gan 1, theo dinh ly 2.5, v6i np = 60, npg = 24

a) P[55< X <70]= ;{70?;460) _ (p(%J

= ¢(2,04) — ®(—1,02) = @2,04) + ¢(1,02)
=0,4793 + 0,3461 = 0,8254 = 82,54%.

90— 60 65— 60
A

& Tinh xdc sudt xa thi ban tring bia it nhdt 80 vién.

b) P[65< X <90]= (p( j = (6,12) — (1,02) = 15,39%.

6. Phan phéi Khi binh phwong ¥’

Cho cdc PLNN U, i = 1,n doc lap v6i nhau va cung c6 luat phan phéi
chuan tic. DPLNN y* = Zn:Uf duoc goi 1a ¢6 luat phan phdi Khi binh phwong n
bac tw do. Ky hiéu: > j;cz(n).

Ham mat do xdc suat ctia y(n) bac tu do 1a

0 khi x<0
f(X)Z —e X’ 1 khi x>0
2?(”)
2
trong d6 I'(n) = J.x"_le_xdx la ham Gamma théaI'(1)=1,T'(n + 1) = nl'(n).
0

DLNN y° nhan gid trj khong am. D6 thi ham mat d6 xdc suat f(x) la
duong cong khéng dbi xtmg. Khi bac tu do n > 30, d6 thi ham mat do gan di
xung (dang hinh chudng), do d6, phan phdi x* tiém can phan phoi chuin.

F

n<3

S
\V%
W
S

v

Hinh 2.18
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2

Ey =n
Dy’ =2n
Phan vi khi binh phuong n béc tu do véi mure xac sudt o 1a s ;(j(n) sao cho
Py’ < y2(n)] =
Gid trj g_(n) 1a vi trf canh phai sao cho dién tich ctia hinh bang o cho trudc

Céc déc trung sb cua xz(n) la {

£ ()4

dién tich

Hinh 2.19
Céc gia tri phan vi y.(n) dugc cho trong bang Phu luc 4.
Phén phéi x” do Karl Pearson dua ra nam 1900.

7. Phéan phoi Student T
Cho cdc PLNN U ~ N(0;1); %> ~ x’(n), trong d6 U va x> doc lap v6i nhau.

U

_ J?
n

Student n bac tw do. Ky hi¢u: T ~ T(n).

Ham mat do xac suat cia 7 voi n bac tu do la

f()ﬁ(l_j

iy

Pai lugng ngau nhién =U—\/\/72; dugc goi 1a c6 ludt phan phdi

trong d6, I'(n) 1a ham Gamma.

D6 thi ham mat do f (x) 1a duong cong ddi xtng qua truc tung. Phan phi
Student c6 cung dang va tinh dbi xung nhu phén phéi chuan nhung n6 phan anh
tinh bién doi ctiia phan phdi sdu sic hon. Chang han, cédc DLNN vé gid va thoi
gian thuong gidi han mot cach nghiém ngat kich thudc mau, chinh vi thé phan
phoi chuén khong thé dung d€ xap xi phén phoi cua DPLNN khi mau c6 kich
thudc nho, trong truong hop nay ta dung phan phdi Student. Khi bac ty do
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n > 30, d thi ham mat d6 tiém cin dd thi ham Laplace. Nhu vay, khi n > 30,
phan phoi Student xap xi phan phoi chuan tac.

f(x) A
n =30
/
n <30
d
0 X
Hinh 2.20
Céc dac trung sbctaT(n)la ET =0 va DT = " 5 .
n_

Phan vi Student n bac tu do vdi mirc xac suit o 12 sb Ty(n) sao cho
P[T<Tyn)] =«

f(x)4

»

dién tich o

=77,

v

0" T4n) X
Hinh 2.21

Gia tri Ty(n) 1a vi tri & canh phai sao cho di¢n tich bﬁng o cho trude. Céc gid tri
Tq(n) dugc cho trong bang Phu luc 5.

Theo Lincohn L.Chao, phan phéi nay do William S.Gosset dua ra nim
1908, Gosset khi d6 dang 1am thué cho Guinness Brewery ¢ Dublin va hang
nay khong cho phép Gosset ding tén thit cia minh dé cong bd cédc két qua ly
thuyét ctua 6ng. Vi thé éng di viét dudi bai bdo cia minh mot bit danh
"Student” va tén phan phdi Student bat ngudn nhu vay.
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§4. PAI LUQONG NGAU NHIEN HAI CHIEU

O céc phan trén ta da xét cdc PLNN ma céc gid tri c6 thé cua ching dugc biéu
dién bﬁng mot s6. Cdc DLNN nhu vay duoc goi 1a PLNN mot chiéu. Trong thuc té
ta con gdp truong hop nhidu DPLNN mot chiéu dugc xét ddng thoi. Mot bd nhidu
DLNN mét chiéu duge xét nhu thé duoc goi 12 mot DLNN nhiéu chiéu (vecto ngau
nhién). Nhu vay céc gid tri c6 thé c¢6 cia DPLNN nhiéu chiéu duoc xdc dinh bang 2,
3,..., n s0; duoc goi twong tng 13 DPLNN 2 chiéu, 3 chiéu,..., n chiéu.

Dé don gian ta chi xét cic PLNN hai chiéu.
1. Khai niém vé PLNN hai chiéu (vecto ngiu nhién hai chiéu)

Mot cip hai PLNN (X,Y) dugc xét dong thoi duge goi 1a DLNN 2 chiéu.

Ngudi ta ciing chia DLNN (X,Y) thanh hai loai: r&i rac néu X va Y roi rac;
lién tuc néu X va Y lién tuc.

Vi du 2.27: M4t mdy san Xuét mot loai san pham. Néu kich thudc ciia san

pham duoc do bang chiéu dai X va chiéu rong Y thi ta c6 kich thudc 1a PLNN hai
chiéu (X,Y). bay la DLNN lién tyc.

2. Luét phén phdi xac suét ciia PLNN hai chiéu
2.1. Truong hop roi rac o ’
2.1.1. Bang phan phoi xac suat dong thoi (Mat do da bién)
Luat phan phdi xdc suit cia DLNN 2 chiéu roi rac (X,Y) la bang phan phdi
xéc sudt c6 dang sau:

Y .
X Vi Y2 Vi Ym
X pxnyn) | p(xny2) p(x1y)) (X1, Ym)
X2 P2,y | p(x2y2) p(x2,y)) P(X2,Ym)
X; Py | p(xiy2) p(x;,y;) DXy Ym)
Xn p(-xmy]) p(-xn;yZ) p(-xmyj) P(mem)

trong d6 x; (i = I,_n) la cc gid tri c6 thé cta thanh phén X,
v (j = 1,m) 1a céc gid tri ¢6 thé ctia thanh phan Y,
p(x,y)=P(X=x.Y=y,)i=Ln,j=1m (2.36)

Zn:ip(xi,y.,) =1, p(x,yp) 20. (2.37)

i=1 j=1
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2.1.2. Bang phan phbi x4c suat bién (Mat do 18)

Biét duogc bang phan ph01 xac suat ddng thoi cua DLNN 2 chiéu bao gio ta
cling tim duoc bang phan phdi xdc suit bién ctia mdi thanh phan bang céch cong
dong hay cOng cOt cua bang.

Bang phan phdi xdc suat bién ciia thanh phan X c6 dang:

X X X X; X,
P | plxp) | p(x2) p(x) p(x,)
trong d6 p(x Z p(x.y)), Z p(x)=1. (2.38)
Bang phéan phdi xdc suét bién cta thanh phan Y c6 dang:
Y Y1 Y2 Vi Ym
P | plyn | pO2) PO POm)
trong d6 p(y;)= Zp(xl,y ), Zp(y,) L. (2.39)

Vi du 2.28: Tim bang phan phdéi Xdac suit bién cua cic thanh phan cua
DLNN 2 chiéu c6 bang phan phoi x4c suat nhu sau:

Giai

Y
x 0 1
-1 0,1 0,06
2 0,3 0,18
3 0,2 0,16

Cong cic xédc sudt theo hang ta thu dugc cdc xdc sudt twong Gng voi cdc gia
tri ctia thanh phan X. Cong cic xédc suit theo cot ta thu dugc cic xac suat tuong
g v6i céc gid tri cta thanh phan Y. C4c bang phan phdi xdc suat bién can tim:

X -1 2 3
P 0,16 0,48 0,36
Y 0 1

P 0,6 0,4
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2.1.3. Bang phan phdi xdc suit c6 diéu kién (Mat do c6 diéu kién)

Ciing tir bang phan phdi xdc suat déng thoi ta tim dugc bang phan phdi xdc
suat c6 diéu kién cua moi thanh phan nhu sau:

Bang phan phoi xdc suat c6 diéu kién cua X voi di€u kién {Y =y;}

X| Y=y X; X2 X; X,
P p(x; |yj) p(x2 | ) p(x; | ) p(x, | )
X.,V.
trong d6: p(xi‘yj):u; i=ln;j=1m (2.40)

()

Bang phan phoi xac suat cé di€u kién cua Y voi di€u kién {X = x;}

YlX = X; Vi V2 Vi Vm
P | poilx) | poalxd | o | pOilx) | | pOmlx)
p(x.y;)

trong d6: p(y,|x)= ; i=Lmj=Lm (2.41)

V4 (xi )
Vi du 2.29: Phan phéi x4c suét c6 diéu kién cua X véi diéu kién Y = 1 trong
vidu2.28 1a

xly=1| -1 2 3

P 0,15 0,45 0,40

2.1.4. X va Y doc lap khi va chi khi p(x,y,)=p(x)p(y,) Vij (242

2.2. Truong hop lién tuc
2.2.1. Ham mat do xéc suét d@)ng thoi
Ham mat do xdc suat cia DLNN 2 chiéu (X,Y) 1a ham f(x,y) khong am,

lién tuc trén R*va thoa:
i) f(xy)20 V(x,y) ii) ”f(x,y)dxdyzl (2.43)
R2

Ta ciing ¢6: P(X € A,Y e B) = j dxj £(x,y)dy (2.44)
A B

2.2.2. Ham mat do x4c suét bién (mat do 18)

Tacé P(Xe A)=P(Xe AYeR) =J.(J.f(x, y)dy}dx (2.45)
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bat f, (x J.f(x y)dy thi f, (x) dugc goi 1a ham mat d6 bién cua X.
Tuong ty, ta c6 ham mat do bién cua Y: fY J. f(x,y)dx (2.46)

3. Ham phan phoi xac suit ciia PLNN hai chleu
Ham phan phdi xdc sudt cia DLNN hai chiéu (X,Y), ky hiéu F(x,y), la
ham duogc xdc dinh nhu sau: F(x,y) =P(X < x,Y < y). (2.47)
Ham mat do xdc suat cia DLNN hai chiéu lién tuc (X,Y) con la dao ham
riéng hon hop bac hai ciia ham phan phdi xdc suit:
9°F(x,y)
X,y)=——

f(xy) 3xdy
Vi du 2.30: Tim ham mat d6 x4c suat cia DLNN hai chiéu lién tuc (X,Y)
néu biét ham phan phdi xéc suét cua né 1a

(2.48)

F(x,y) = sinx.siny (O<xg§ ()gyg%)
Giai
Ta co 9Fxy) =COosXx.siny
ox
2
Suy ra: f(x,y):mzcosx.cosy vl OSxSZ;OSySZD

4. Ky vong va phuong sai ciia DLNN hai chiéu (X,Y)

4.1. (X,Y) roirac

+ EX = Zpr(xl,y) DX = ZZx p(xl,y) EX) (2.49)

i=l j=1 i=l j=1

+ EY = ZZyjp(xl,y/) DY = ZZyJ (xl,yj) EY) (2.50)

j=l i=1 j=1 i=1

+ E(XY) = sziyip(x,-,yj) (2.51)
i=1 j=1
4.2.(X.,Y) lién tuc
+ EX = [ [ xf (x,y)dxdy; DX = [ [ xf (x,y)dxdy—(EX)" (2.52)

—00 —c0 —00 —c0

+00 400 +00 400

+ EY = j jyf(x,y)dxdy; DY = j j v f(x,y)dxdy—(EY)’ (2.53)

—00 —o0 —00 —c0

+oo oo

+ E(XY) = j j xyf (x.y)dxdy (2.54)

—00 —00
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§5. PINH LY GIOT HAN TRUNG TAM
LUAT SO LON

1. Pinh ly gi6i han trung tam

Dinh ly gid¢i han trung tam cho két luan vé phan phdi cua tong cdc dai
lugng ngau nhién doc 1ap xap xi phan phoi chuan. Két qua nay déng vai tro quan
trong trong thong ké khi xac dinh phan phoi cua mau.

Pinh Iy 2.6: Néu diy X,,..,X,,...cic PLNN doc lap ciing phan phdi véi

iX—np

EX, =u, DX, =o",Vn thi §, = \/_ xap xi phan phdi chuan tic N (0;1)
o

khi n du 16n.
2. Luit s6 16n

Ly thuyét x4c suit nghién ctru kha nang xuat hién cua cdc su kién ngau
nhién. Khi tung mot dong xu ta s€ khong blet trudc mat sap hay mat ngura Xuat
hién nhung néu tung nhiéu 1an thi ta thay rang s6 1an mit sdp va mat - ngua Xudt
hién x4p xi bang nhau. Nhu vay khi thuc hién nhiéu 1an phép thir ngau nhién ta
s& tim dugc quy luat xudt hién cua su kién ngau nhién, d6 1a ndi dung cua luat 5O
16n. Py ciing 12 co s& dé dinh nghia x4c suit cua sy kién théng qua tan suit cia
su kién do.

2.1. Bt dang thirc Chebyshev
2.1.1. Bat dang thic Markov

Gia su X 1a PLNN nhéan céic gia tri khong am, ta c6:
E(X) ,Ve>0 (2.55)
£

P(X >2¢)<
2.1.2. Bat dang thirc Chebyshev
Cho X 1a PLNN c6 ky vong, phuong sai hitu han, ta c6: Ve >0

P(X - Ex|2 )< 2X (2.56)
£
hay P(X —Ex\<g)z1—¥ (2.57)
£

Y nghia: Bit ding thirc Markov va Chebyshev cho ta phuong tién xdc dinh
duogc gidi han cua xac SuAt.

Vi du 2.31: Gia sir s6 san pham dugc san xudt cia mot nha mdy trong mot
tuan 12 mot PLNN véi ky vong u = 50.

a) C6 thé két luan gi vé kha nang s6 san phém ctia tuan néy vuogt qui 75.

b) Neu phuong sai cua sO san pharn trong tudn nay 1a o= 25 thi c6 thé két
luan gi vé kha nang sO san pham tuan nay ¢ giita 40 va 60.
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Goi X 12 s6 san phim cta mot nha may trong mot tuan.
EX) _50_2
7575 3

a) Theo bat déng thirc Markov: P(X >75)<
b) Theo bat dang thirc Chebyshev:

P(X —50/210) < bx_»_1

e 100 4

Do d6:

1

P(4O<X<6O):P(IX—50I<10)>1—Z= -0

3
4
2.2. Luat s 16n

2.2.1. Luat sd 16n cho lugc d6 Bernoulli

binh 1y 2.7 (Pinh 1y Bernoulli): Xét mot lugc déNBemoulli gdém n phép
thir doc 1ap va su kién A c6 xdc suat xay ra trong moi phép thir khong doi
p = P(A). Goi m 1a tan sO xuat hién cua sy kién A trong n phép thur. Vo1 €> 0 tuy

y, ta co:
Iim P( < 8) 1

Dinh 1y cho thay rang tan suat xuat hién su kién A trong n phép thur doc lap
dan vé x4c sudt xuat hién sy kién A trong moi phép thir khi s6 phép thur tang 1én
v6 han. Pay chinh 12 co s6 1y thuyét dé dinh nghia xac sut theo thong ké.

—=p
n

2.2.2 Luét s6 16n tong quat

Néu day X, Xo,..., X,.... cic DPLNN doc 1ap c¢6 ky vong hitu han va phuong
sai bi chan déu thi day d6 théa man luat s6 16n, nghia la, voi € > 0 tuy y, ta c6:

1 1
;ZXi—;ZEXi <e}1

Y nghia: Mdc du tung DLNN doc 1ap c6 thé nhan gia tri sai khdc nhiéu so
voi ky vong cua ching, nhung trung binh s6 hoc ctia mot s6 16n DLNN lai nhan
gid tri gan bang trung binh s6 hoc cua cac ky vong cua ching. Piéu nay cho
phép ta du dodn gia tri trung binh ) hoc cua cac PLNN.

n—>+o0

lim P[
Pinh 1y 2.8 (Pinh ly Markov): Cac PLNN X, X,,..., X, ¢6 phuong sai
thoa

thi thoa man luét s6 16n.
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Pinh ly 2.9 (Pinh ly Chebyshev): Cho cac PLNN X, X,..., X, doc lap
tung doi va cé phuong sai bi chan DX < + oo, i =1,n thi thoa man luat s6 16n.

Pinh ly 2.10: Cac BPLNN X, X,...., X;, clung co luat phan phéi xdc suat nhu
nhau va c6 phuong sai hitu han thi thoa man luat so 16n.

ON TAP CUOI CHUONG

1.- M6t thing cam c6 10 trai trong d6 ¢ 4 trai hu. Lay ngau nhién ra 3 trdi. Goi

X 1a s0 trdi cam hu trong 3 trdi cam 1ay ra. Phuong 4n nao sau day ding?
A. X ~H(10; 4; 3). B. X ~B(3;0,4).
C. X ~P(1,2). D. X ~ N(1,2; 0,72).

2.- Mot cong ty may mdc c¢é 150 mdy hoat dong doc 1ap voi nhap. Xéc suat dé
mot mdy chay an toan trong mot gi(‘y lam viéc 1a 85%. X4c suat dé trong mot
gi0 lam viéc cua nha mdy c6 it nhat 120 mdy chay an toan la
A. 0,0436. B. 0,4564. C. 0,9564. D. 1,000.

3.- Cho PLNN X c6 luét phan phbi xdc suat 1a

X |-1 1 2 3
P 103 03 0,1 03

ModX bang
A —1. B. 1. C.3. D.-1,1va3.
4.- Cho BDLNN lién tuc X ¢6 ham mat do
1 _ (X*5)2
f(x)= e 2 ,xeR

Phuong 4n nao sau day la sai?
A.EX =5 B. DX =1. C. o, =42. D. ModX =5.

5.- Tién hanh khéo sdt s6 khdch trén mot 6td buyt tai mot tuyén giao thong
nguoi ta thu dugc bang s6 li€u sau
SO nguoi trén 1 chuyén | 25 30 | 35 40 | 45

Ty 1é 0,151 0,2 [0,25] 0,1 |03
S6 khéch trung binh trén mot chuyén xe 1a
A. 35. B. 36. C. 45. D. 34.

6.- Mot xi nghiép c6 3 6 td van tai hoat dong. Xac suét trong ngay lam viéc c6 0
to bi hong tuong tng la 0,1; 0,15 va 0,2. Goi X la sO 0 t0 bi hong trong thoi gian
lam viéc. Lap bang phéan phdi xé4c suét, tinh ky vong va phuong sai cta X.

7.- C6 3 hop, mdi hop dung 10 san pham. S6 phé pham c6 trong mdi hop twong
tnglal;2vas3.

a) Lay ngau nhién tur moi hop ra mot sin pham Tim quy lut phan phdi xéc
suat ctia s6 san pham tot ¢6 trong 3 san pham 4y ra.
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b) Chon ngau nhién mot hop rdi tir hop da chon lay ngau nhién khong hoan
lai ra 3 san pham. Tim ludt phan phdi xdc suét ctia sé phé pham c6 trong 3 san
pham 14y ra.

8.- Cho dai lugng ngau nhién rdi rac X c6 bang phan phdi xdc suit nhu sau:

X | -1 1 3 5
P | 2a a 4da | 3a

a) Xac dinh a.
b) Xdc dinh P(X =4).

c) Xdc dinh P[(-1<X <2)u(X =3)].

9.- Trong lugng ciia mot con ga 6 thang tudi 1a mot PLNN X (don vi: kg) co
ham mat do

k(x*-1), xe[1,3] ,
f(x)= , k 12 tham s6
0  xe[13]
a) Tim k. b) Tinh P(1 < X <2).

10.- Nang suat cua 3 mdy tuong ung la cic PLNN X, ¥, Z (don vi tinh la san
pham/phut). Cho biét quy luat phan phoi x4c suat cua X, Y, Z nhu sau:

2 3 4 5
0,1104)04]0,1

Gia sur ban can mua mot trong 3 loai may nay thi ban chon mua loai may nao?
Vi sao? (Gia st chat luong va gid ban cua 3 loai may nay la nhu nhau).

X | 1 2 3 4
P101]02]05]0,2
Y| 2 3 4
P|104]03]03

Z

P

11.- Mot nguoi nudi 100 con ga méi. Xdc sudt dé mot con ga bat ky dé trimg trong
ngay la 0,6. Tinh x4c suat dé c6 khong it hon 60 con d¢ triing trong mdt ngay.

12.- Tai mot bén cang, trung binh mdi ngay cé 5 tau cap bén. Tinh x4c suét dé
trong mOt ngay ma ta xét co:

a) Khong tau nao cap bén. b) T 5 dén 7 tau cap bén.

¢) Pung 5 tau cép bén. d) It nhat 2 tau cép bén.

13.- Theo tai liéu théng ké vé tai nan giao thong 6 mot khu vyc thi nguoi ta théy
ty 1¢ xe mdy bi tai nan la 0,0055 (Vu/tong s0 xe/nam). Mot cong ty bao hlem de
nghi tat ca céc chi xe phai mua bao hiém xe mdy véi sé tién 30.000d/xe va sb tién
béo hiém trung binh cho mot vu tai nan la 3.000.000d. Hoi loi nhuan cong ty ky
vong thu duoc d6i véi mdi hgp ddng bao hiém 12 bao nhiéu biét rang chi phi cho
quan 1y va cdc chi phi khéc chiém 30% sb tién bao hiém.
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14.- Qua kinh nghiém, mot ctra hang ban banh trung thu biét duogc sb banh trung
thu ¢6 thé ban dugc trong dip tet trung thu la PLNN c¢6 qui luat phan phoi xédc
suat nhu sau:

S6 banh ban dugc (X) | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000
Xdc suat 0,05 | 0,15 | 0,45 | 0,30 | 0,03 | 0,02

a) Tim s banh ban duoc trung binh va d6 1éch chuén cta sé banh ban duoc.

b) Néu cira hang dit mua 700 chiéc thi xdc sut ban hét banh 1 bao nhiéu?
X4c suét con thira banh 12 bao nhiéu?

¢) Pé c6 thé chic chan dén 95% 1a sé du banh bén thi ctra hang can dat mua
bao nhiéu banh?
15.- Lai suét thu duoc trong mot nam (tinh theo %) khi dau tu vao cong ty A,
cong ty B tuong ing l1a cic PLNN X va Y (X, Y doc lap). Cho biét quy luat phan
phéi xdc suét ciia X va Y nhu sau:

X| 4 6 8 10 | 12
P|1005]01)03]04]0,15

Y| 4 2 8 10 12 16
Pl 01 ]02]02025|0,15 | 0,1

a) Pau tu vao cong ty nio c6 13i suat ky vong cao hon.

b) Pau tu vao cdng ty nao ¢ muc d9 rui ro it hon? Vi sao?

¢) Néu mudn dau tu vao ca hai cong ty thi nén dau tu theo ti 16 nhu thé nao
dé cho murc d6 rui ro vé i suat thip nhat?
16.- Mot khéi tin hiéu g@)m 150 bit dugc dan theo mot kénh truyén v6i xdc suat
bi 15i cia mdi bit 1a 107, Biét rang kha nang bi 16i cia mdi bit doc 1ap nhau.
Tinh xdc suat d¢ khéi tin hidu d6 c6 it nhat 3 bit bi 15i.
17.- Xdc suét tring s6 12 1%. M&i tuan mua mot vé s6. Hoi phai mua vé s lién
tiép trong t6i thiéu bao nhiéu tuan dé c6 khong it hon 95% hy vong tring sb it
nhat 1 1an?
18.- Gia su trung binh mot ngay Ngan hang Nha nudc huy 10 triéu tién cii, phat
hanh 11 triéu tlen ma&i. Pon vi phéat hanh huy tinh chin bang triéu. Viéc phat
hanh va huy tién doc 1ap nhau. Tinh xdc suat dé trong 1 ngay nao d6 sb tién bi
hay va sd tién phat hanh déu 1a 10 triéu.

19.- Trong mot nudc c6 50% hy vong trong nam s€ khong bi thién tai. Tinh xdc
sudt trong ndm nay s& c6:

a) Puing 2 thién tai.

b) Tt nhét 2 thién tai.

c) Trung binh trong 10 ndm c6 bao nhiéu thién tai.

20.- Nha mdy dét mudn tuyén dung nguoi biét ranh vé mot loai soi. C6 mot
nguoi ndi chi can nhin thoang qua cling c6 thé phan biét “that hay gia véi xac
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suat ding 12 80%”. Nha mdy thir thach ngudi nay 7 1an. Mdi 1an nha médy dem ra
hai loai soi trong d6 c6 mét loai soi that. Néu néi ding 1t nhét 6 1an thi nguoi
nay duoc tuyen dung.

a) Néu nguoi nay ndi that, tinh xdc suat duoc tuyén dung.

b) Néu ngudi nay khong biét gi, tinh xdc suat dugc tuyén dung.

21.- Dé thi tric nghiém gdm 6 ciu hoi, mdi ciu hoi c6 4 ciu tra 10i (trong d6 chi
c6 mot cau trd 101 ding). Diéu kién thi dat 12 tra 16i ddng it nhét 4 cau héi. Tinh
xdc suat mot thi sinh khong hoc bai

a) Thi dat.

b) Thi dat néu da biét tra 10i diing 2 cu dau.

c¢) Thi dat néu da biét tra 101 diing it nhat 2 ciu.

22.- Trong luong cua cdc g6i mi an lién do mot may déng bao san xuat 12 bién
5O ngau nhién theo qui luat phan ph01 chuan véi ki vong 1a 250gr va do léch
chuan 5gr. Goi mi dat tiéu chuan néu c6 trong luong tir 245gr tro 1€n. Tinh xdc
suat dé mdy san xuét ra géi mi dat tiéu chuén.

23.- Mot mdy dét c6 6000 ng soi, xdc sudt dé mot dng soi bi dit trong mot gid
may lam viéc 1a 0,0005. Goi X la s6 ong sgi bi dut trong mét gid may lam viéc.
Tim luat phan phoi xac suat cua X.

24.- Théng ké dan sé cta mot ving theo 2 chi tiéu: gidi tinh X va hoc van Y
duoc két qua cho trong bang:

X Y Thét hoc (0) | Phd thong (1) | Pai hoc (2)
Nam (0) 0,10 0,25 0,16
N (1) 0,15 0,22 0,12

a) Lap bang phan phdi xdc suét ctia hoc van, cia gidi tinh.
b) Hoc van c6 doc lap vai gidi tinh khong?
¢) Tim x4c suat dé chon ngau nhién mdt nguoi thi dugc nguoi khong bi that hoc.

25.- Nguoi tho chép tranh mdi tuan chép hai birc tranh doc 1ap A va B véi xdc
suat hong tuong tng 1a 0,03 va 0,05. Néu thanh cong thi ngudi tho s& kiém 10i
tir birc tranh A 13 1,3 triéu dong va B 12 0,9 triéu dong, nhung néu hong thi bi 16
do burc tranh A 13 0,8 triéu dong va do B 1 0,6 triéu dong. Hoi trung binh nguoi
tho nhan dugc bao nhiéu tién chép tranh mdi tudn?

26.- Quan st tai siéu thi A thdy trung binh 5 phit ¢6 18 khach dén mua hang.
a) Tinh xdc suat dé trong 7 phit c¢6 25 khach dén siéu thi A.
b) Tinh xdc suat dé trong 2 phiit c¢6 tir 3 dén 5 khach dén siéu thi A.
¢) Tinh sb khéch chic chin nhét s& dén siéu thi A trong 1 gio.

27.- Toc d6 chuyén dit liéu tir mdy chu cta ky tic x4 dén mdy tinh cua sinh vién
vao buoi sdng chu nhat cé phan phoi chuan véi trung binh 60Kbits/s va do 1éch
chuan 4Kbits/s. Tinh x4c suat dé toc do chuyén dir li¢u 16n hon 63Kbits/s.
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