CHUONG 3: PHWONG PHAP PHAN T HrU HAN
FINITE ELEMENT METHOD (FEM)

3.1. Khai niém vé phwong phap PTHH

3.2. Noi dung phuwong phap PTHH — md hinh chuyén vi
3.3. R&i rac hda so do tinh

3.4. Ham chuyén vi — ham dang

3.5. Xay dwng phwong trinh can bang — Ma tran dd cing
phén tv [K],

3.6. Phép chuyén truc toa do

3.7. Ghép ndi cac phan tv — thiét 1ap ma tran dd cing va
vecto tai trong nut cua toan hé két cau



3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HO’U HAN

Thwe chéat cha phwong phap PTHH 1a tim cach dwa viéc gidi cac
phwong trinh vi phan dé tim 4n ham trén toan bd két cau vé viéc
gidi cac phwong trinh dai sé dé tim cac gia tri cia ham tai mot so
diém nut.

Z=F(Vyy:ViX)=F@) (1)  Dua viéc giai PT vi phan (1)

¥ dé tim ham Vg Vé viéc giai
I/—\_/ PT dai s6 (2) dé tim gid tri
; - N cla ham v va dao ham P cua
l / l néotaicacnut: V,o0,V,, 0,

0 T O
(! D,

Z=F(v,,9,,v,,0,)=T(q)



3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HO’U HAN

Trinh tw giai

R&i rac hoa két cau lién tuc thanh céc,phén
tw hiru han. Xac dinh céc thdng so dac
trweng va phwong trinh giai cho tirng phan tw

|

Ghép ndi cac phan tw vao hé toa
do chung. Giai hé phuwong trinh
xac dinh chuyén vi tai nat

|

Xac dinh trang thai tai vi tri bat ky
trong két cau




3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HFU HAN

R&i rac héa hé thanh cac phan tw
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Mo hinh PTHH

Loai bo cac lién két
va tai trong
Thao doi cac PT
Pinh vi, dwa vé hé toa

do riéng cua PT

PT mau



3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HO’U HAN

Ghép noi va giai

O 0 O OO OO0 :jl?t O O O

Ol 00 0 O O3 attens

O o ofe' ofe. O diagonals Dang PT
O ole ole OO OO ol < long

Puwa vé hé toa doé chung

Ghép ndi cac PT vao hé

Pat tai trong va lién két

Giai hé phwong trinh
xac dinh chuyén vi tai
nut




3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HO’U HAN

Uu diém cua PP PTHH
* Phan tich dwoc két cau phirc tap
 Hinh hoc phtrc tap
* Tai trong phtrc tap

- Diéu kién bién phtrc tap

 Ap dung réng rai trong cac bai toan ki thuat
« Co hoc chat ran
« Co hoc chét 1dng
» Truyén nhiét
* Tinh dién hoc

« Ap dung cho cac loai vat liéu khac nhau



3.1. KHAI NIEM VE PP PHAN TU HO’U HAN

Nhwoc diém cta PP PTHH
. L&i gidi chi la gan dung
. C6 16i c¢b hiru khi c6 cac moé phdng toan hoc khdng twong
thich v&i co hoc

. Poi hédi ki nang ki thuat d& mé phdng ( kién thirc toan va co

hoc)



3.2. NOI DUNG CUA PHUONG PHAP PTHH

.+ Xay dwng bai toan: xac dinh dang gan dung ciia mdt ham chwa biét
trong mién xac dinh V.

« Phwong phap PTHH khong tim dang xap xi ctia ham can tim trén toan

mién V ma chia mién V thanh mét sé hiru han cac mién con V, (phan tr
thr ), tim dang xap xi cia ham can tim chi trong mién con V.,

« Cac mién con V, dwoc noi véi nhau tai cac dinh cla phan tw goi la
nut.
« Trong pham vi méi mét PT, dai lwong can tim dwoc lay xap xi trong

dang mdt ham don gidn dwoc goi 1a ham xap xi. Cac ham xap xi dwoc
biéu dién qua cac gia tri cia ham va co thé ca cac gia tri cia dao ham
cda né tai cac diém nut cla PT. Cac gia tri nay goi la cac bac tw do cla
PT va dwoc xem la 4n s6 can tim cla bai toan.



3.2. NOI DUNG CUA PHUONG PHAP PTHH

M6 hinh cua PP PTHH

% M6 hinh chuyén vi: an Ia chuyén vi
< M6 hinh can bang: an la &ng suat (ndi lwc)

< M6 hinh hdn hop: an 1a chuyén vj va &ng suat



3.2. NOI DUNG CUA PHUONG PHAP PTHH

Trinh tw thwc hién bai toan theo PP PTHH
(mé hinh chuyén vi)

. R&i rac héa mién khao sat thanh cac PT
. Chon ham xap xi thich hop cho cac PT

. Xay dwng phwong trinh can bang trong tirng PT, thiét 18p
ma tran do cirng [K] , vecto tai trong nat [F|,

. Ghép ndi cac PT xay dwng phwong trinh can bang cho
toan hé

. Gidi hé phwong trinh can bang

. Xac dinh ndi lwc, ng suat, bién dang
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

» Mién khao sat V dwoc chia thanh cac mién con V, hay con

goi la cac PT co6 hinh dang hinh hoc thich hop

« Cac PT duoc ndi v&i nhau tai cac ndt, nat nam tai dinh

hoac bién cua PT

SO nut cta PT phu thudc vao ham chuyén vi dinh chon



V4

3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

Cac loai phan tir

Phan tir béc 1

[J

Phan tir bac 2

Phan tir bac cao hon

e KZ?
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH
Bac tw do

Bac tw do cua nut 1a chuyén vi thang va chuyén vi xoay tai cac nut.
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

Vecto’ chuyén vi nut cta PT

Trong mét PT, tat cd cac thanh phan chuyén vi nat dwoc danh so

va sap xép theo thu tw tao thanh vecto chuyén vi nut cia PT
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

Vecto tai trong nut cua PT

Tai trong tac dung trong PT va tai nut cia PT dwoc thay thé bang
mot hé Iwc tap trung twong dwong (P,M) dat tai diém nat, tao thanh

vecto tai trong nat [F],

Trong méi PT vecto tai trong nit [F| c6 cac thanh phan twong

(rng v&i cac thanh phan clia vecto chuyén vi nat 3] cla PT
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

Vecto lwc nut cua PT

Lwc nut chinh 1a ndi lwc trong cac lién két tai nut, dwoc sap xép

theo thw tw twong ng vé&i chuyén vi ndt tao thanh vécto lwc nat [S]e
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3.3. ROl RAC HOA SO PO TiNH

Pieu kién lién tuc
Tai m&i nut moi PT ndi vao nat cé cung chuyén vi thé hién bang céac

diéu kién lién tuc tai cac nut.

Piéu kién bién tinh hoc (can bang lwc) cling dwoc dam bao tai cac nut.

Vecto’ chuyén vi va tai trong nut cua toan két cau

Toan bd n chuyén vj nit cia hé dwoc danh sé va sap xép theo thw tw
tao thanh vecto chuyén vi nit cla toan két cau

Twong ng v&i vecto chuyén vi nat {5} cla toan hé co vecto tai
trong nut {,:}
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3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Y twdng cla phwong phap PTHH la xap xi hoa dai lwong can
tim trong moi mién con V..

Thay thé viéc tim nghiém von phic tap trén toan mién V
bang viéc tim nghiém trong pham vi méi PT & dang xap xi
don gian.

Ham xap xi don gian nay thuwong duwoc chon dwdi dang ham
da thire vi nhivkng li do sau:

Pa thirc - mot td hop tuyén tinh cta cac don thirc thod man

yéu cau doc ap tuyén tinh nhw yéu cau cla Ritz, Galerkin.



3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

- Ham xap xi dang da thirc thwdng dé tinh toan, dé thiét 1ap cong
thirc khi xay dwng cac phwong trinh cua phwong phap PTHH

va tinh toan bang may tinh. Dac biét dé lay dao ham, tich phan.

« CO0 kha nang tang dd chinh xac bang cach tadng s6 bac cta da
thirc (vé mat i thuyét da thirc bac vo cling sé cho nghiém chinh
xac). Tuy nhién, trong thwc té ta chi lay cac da thirc bac thap
ma thoi.

« Ham chuyén vi dwoc ndi suy theo gia tri (gia tri dao ham) cla

thanh phan chuyén vi tai cac nut cia PT



3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Ham chuyén vi quyét dinh mirc dd chinh xac cla I&i giadi bai

toan va sw don gian trong thuat toan giai

Chon ham xap xi (chuyén vi) thich hop theo diéu kién:

Théa man diéu kién hdi tu ( ddm bado tinh chinh xac cla két
qua)
Khéng mat tinh dang hwéng hinh hoc

S6 tham sb bang s6 bac tw do cia PT (ndi suy da thirc xap xi

theo gia tri cac thanh phan chuyén vij tai nat)



3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Thanh chiu kéo nén dung tam co

chuyén vi u (theo phwong x).

Ham chuyén vi chon nhw sau:
u(x) =a; +a,x (3.1)

Thanh chiu uén cé chuyén vi v
(theo phwong y) va chuyén vi xoay
Ham chuyén vi chon nhw sau:

Ch

{V(x)} =a, +a,x +a,x* +a,x>

(3.2)




3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Biéu dién ham chuyén vi theo tap hop gia tri cac thanh phan
chuyén vi va c6 thé ca dao ham cuda no tai cac nut cia PT

S6 tham so clia da thirc xap xi phai bang sé bac tw do cta PT,
tirc 1a bang so6 thanh phan chuyén vi nut cia PT
u(x)=a, +a,x=N,(xX)u. + N, (x)u,

v(X)=a, +a,Xx+ax*+a,x> = N,v. + N, + N,v, + N,p,

Cac N, dwoc goi la cac ham ndi suy hay ham dang

Ham dang chira cac toa do cac diém nuat cha PT va cac bién toa
do (x,y,2)

Ham dang phai thda man diéu kién bién nén chon twong thich
v&i ham chuyén vi (cung bac)



3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Xac dinh ma tran ham dang cho thanh kéo nén dung tam

Do cirng EF =const %

, U
Vecto chuyén vi natctia PT: {8}, = {u } I

Ham chuyén vi 1a da thirc bac mét :

ux) =a; + a,x(0<x<l)

1|r|~'.:
ll'.:

Viét dwdi dang ma tran:

w0l = [ x| - [Pealfa

2

T <R R o AR
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3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG

Xac dinh ma tran ham dang cho thanh kéo nén dung tam

fa} =[A]" {3}, {ut =[POO][A]" {5},

IN]=[POOJ[A] = [L x]ﬁ ﬂ{(l Tj ﬂ:[Nl(x) N, (9]

{u} = {u()} =[N]){s}, K Tj ?HS}

Cac ham Ni(x)= (1— ?) va Nz(x):? c6 tén la cac ham ndi suy Lagrange bac 1.

(3.3)
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3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG
Xac dinh ma tran ham dang cho thanh chju uon
ngang phang

Vecto chuyén vi nut: v, ‘
{6} _ ) (Pi > I/—\_/ |
e Vk -

Ham chuyén vj v(x): 0] j K
/
a) l
a Vi Vi
{uf ={v(x)} =a, +a,x+a,x* +a,x’ = [1 X X2 x3]< ai - =[P(x)]{a} . (ﬂ T\j“’”
a, |
(X)—ﬂ—a +2a,X + 3a,Xx’ ' 2 3
PX)= dx 2 3 4 [P(X)_ :[1 X X° X ]
v, =v(x=0)=a, (v.] [1 0 0 0]fa)
¢ =p(x=0)=a i 0 1 0 O0|la
2 2 3 {8} :<(P$: 2 3 | 2>:[A]{a}
v, =v(x=Il)=a +al+al +a, |V, 1 1 F P ||a;
¢, = o(x=l)=a, +2a,l+3a,’ o] [0 1 2 3F]||a,)
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3.4. HAM CHUYEN VI - HAM DANG
Xac dinh ma tran ham dang cho thanh chju uon
ngang phang

1 0 0O 0|
0o 1 0 O
“3/F -2/l 3/P -1/
2/F UP 2/F 1P (1 0 0 0 |

0 1 0 0
=3/F =2/1 3/F -1/
| 2/P UP -2/P P

[N]:[P(x)][A]_lz[l X X° x3]

- (1—3|)2( +2|§) (X_2>|< +)|(2) (3|>2< _2|)3() (__ TT}
::Nl(x) N,(X) N,(x) N4(X)]

Cac ham dang N;(x), N,(x), N5(x), N,(X) con duwgc dat tén la cac ham
H,(x), H,(X), H(x), H,(x) . Day la cac ham ndi suy Hermite bac 3.

3x° 2x 2X* x3

H,(X) = N,(X) = (1— —7—+ —5-)iH,(X) = N,(x) =( =
| - (3.4)

2X H, (0 =Ny () = (- 2+ 2

H,(%) = N, (x) = (3X
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3.4. HAM CHUYEN VI
Ham chuyén vj clia dam chju udn:

N.o.

M=

) =[N]{s}, -

=1

Po thi cAc ham dang xap xi
cua dé vong

- HAM DANG

Molx)

M~




3.5. XAY DUNG PT CAN BANG - MA TRAN PO CUUNG CUA PT

1. Bién dang va (rng suat tai mét diém trong PT
 Quan hé gitra bién dang va chuyén vi:
te) =[V]iup = [V]IN]{3}, =[B]3}. [BI=[VIIN
[B] : ma tran chra dao ham clia ham dang
 Quan hé gitra (rng suat va bién dang:
to} =[D]ie} =[Dl[BJ{3],
[D] :ma tran dan héi, chira cac dac trwng dan hoi cia két

cau

29



3.5. XAY DUNG PT CAN BANG - MA TRAN PO CUUNG CUA PT

. Thé nang toan phan [], caaPT

Thé nang toan phan [1,c0aPT  TIe=Ue-We

Thé nang bién dang Uy ctaPT
e

3l e [g 5] o]l dv] 5.
Cong cua ngoai lvc W, = {8}, {P.} f
TS = [N]{(3), = fu}’ (iNl{S}ef = (o). INJ

W, = (5] {P.}, + (5} [N {a}s

Thé nang toan phan cta PT

1

[, = .-l [el olelev st~ ((6)] (R, + o)l [N ajas



3.5. XAY DUNG PT CAN BANG - MA TRAN PO CUUNG CUA PT

3. Ma trén dé cieng (K] cda PT

bat [K] = '[[B]T [D][B]dv  (3.5) goila ma tran d6 cirng cla

\Y,

Ma tran dd clrng cla PT cha cac dac trwng co hoc va hinh

hoc cua PT

. D] & ma tran déi xirng nén tich [B]' [D][B] ciing déi xtng.

+ |K]. 1a ma tran vuéng dbi xtrng, kich thwéc bing tdng cac

thanh phan chuyén vi tai cac nut cda PT.
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3.5. XAY DUNG PT CAN BANG - MA TRAN PO CUUNG CUA PT

4. Vecto tai trong nat {F} cuaPT

€

+ Dat {Fl ={R), +[[N] {alds={R,}.+ [P}, (36)

S

goi la vecto tai trong nut cua PT.

. {F}e dwoc xay dwng béi ngoai lwc dat tai nat PT {Pn}e va ngoai

lwe dat trong PT quy vé nut {Pq}

e

P, = [N afas
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3.5. XAY DUNG PT CAN BANG - MA TRAN PO CUNG CUA PT

5. Thiét 1ap phwong trinh can bang
« CoOng thirc tinh thé nang toan phan cua PT:

1
M, =28} [KL (8}, - )L (FL,
« Theo nguyén ly dirng thé nang toan phan

o)
05,
ol oIl oIl

o[l =0= e =0=> o =1 (0
i o{5} o{8}, | 28,

« Ap dung phép lay dao ham riéng, thu dwgc phwong trinh can
bang cua PT thw e:

K] {8} —{F} =0 == | [K].{5},=1F], (3.7)
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3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

« Heé toa do rieng (hé toa db dia phuwong ) : HTPR (x,y,2)

« Hé toa dd chung (hé toa do tong thé cla két cau): HTBC (X, Y,
Z)

« Trong HTDR xyz v&i PT ther e : {F}, .[K]., {8}, 1an lwot la vecto
tai trong nUt, ma tran dé cirng va vecto chuyén vi nit PT .

« Trong HTDC xy’z’ v&i PT ther e : {F}. |[K]., {0} lan lwot 1a
vecto tai trong nat, ma tran do clrng va vecto chuyén vi nat PT

« Thiét lap mdi quan hé gitra {5}, va {5'}.:
{0} =[Tle {8}
trong d6: [T]. - la ma trén chuyén ddi cac thanh phan chuyén vi

nat tor hé toa dd chung X’y’z’ vé hé toa dd riéng xyz (goi tat 1a ma
tran bién dbi toa dd).



3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

Vecto tai trong nut {F}, phu hop vé tht tw, phwong va dau véi
vecto chuyén vi nat {3}, nén co thé viét:

Fle =[Tle {FJe

Thé nang bién dang toan phan clta PT e sé |a:

I, = 5{8)2 (KL {8}, ~{5}1 (7},

Ma tran dé cieng trong HTBC

[Kle = [TT% [Kle [Tl [T [Tle=11 [T =[T]%
Vecto tai trong nut trong HTDC

{Fl}e =[T]". {F}



3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

Ma tran bién déi toa d6 [T]e ctia PT thanh 2 dau nut cieng
chiu uén ngang phang va kéo nén

/ || )
T T ; || X
P e f__;!l“rr""”
iu_’i j&; i ; i X
Vecto chuyén vi nit ctia PT trong HTPR Vecto chuyén vi nat cta PT trong HTDC
{S}e = {ui Vi ¢ U Vv (Pk} {Sl}e = {u'i vVioeh Ul v o k}

Xét quan hé chuyén vi nat tai dau i gitba HTDC cuia két cau va HTPR cua
PT:

Ui = u’i.cosa + V'i.Sina u. cosa Sina O|[uf
Vi= - U’i.Sino + V'i.cosa V,p=|-sino. cosa 0 [vift=[L]{5]}
0 0 1|

(Pl (P | (pi
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3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

Ma tran bién doi toa do [T]e ctia PT thanh 2 dau nut cirng
chiu uén ngang phang va kéo nén
Xét vai ca PT i-k, quan hé gitra {8}, va {8'}, dwoc biéu dién:

, (U] [cosa sina 0O O 0 Offu
V, Y —sina cosa 0 O 0O O}V
<<[>i>{[Li] [o]}qm 0 0 1 0 0 Offof]
) [0] [Li]||ux 0 0O O cosa sina Of|u
V, V, 0 0O O -sina cosa O]|v,
0, L(p,'( 0 0 0 0 0 1] o]
(cosa sina 0 O 0 O S o
—-sina. cosa O 0 0O O Cosazczu;gna:s:u;
0o 0 1 0 0 O | |

(3.8)

Tl =
[T], 0 0O 0 cosa sina O Iz\/(XL—Xi')ZJF(YL—yi’)Z
0 0 0O —-sina cosa O
0 O O

0 0 1
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3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA DO
Ma tran bién doéi toa do [T]e cta PT thanh dau i
nut cteng dau k khép chiu uén ngang phang va kéo nén
Vecto chuyén vi nit cia PT trong HTPR va HTDC:

{S}GZ{Ui Vi ¢ U vy }T {Sl}e:{u'i Vioeh U Vv }T

cosa Sina O coso.  Sina
| q L 1= _
[Li]=|-sina cosa O [k] _sing cosq
0 0 1
U, | u] [cosa sina O 0 0 J(u)
vV V! —sinat cosa O 0 0 v/
1T R P O 0 1 0 0 o
< (Pi r = [O] [Lk] (Pi — | < (Pi
U, u, 0 0O O cosa sina||u,
Vi) Vi) L O 0 0 -sina cosa||v,
¥ cosa sina 0 O 0 |
N —sina cosoa O 0 0
] P R
\ — =[T],=f o 0 1 0 0 |(3.9)
= - 0 0 O cosa Ssino
0 0 0 -sina cosa|




3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

Ma tran bién doi toa doé [T]e cta PT thanh dau i khép
dau k nut cteng chiu uén ngang phang va kéo nén

Vecto chuyén vi nit cta PT trong HTPR va HTDC:

185, =

[L]— coso Sina
" | Zsina. cosa
(U, | U/
vV, A
< uk > {[Li] [O]} UI'(
0 L
o | Lo Il
L(Pk, (P|’<

{ui Vi U, v, (Pi}T

|

N

{8}, ={u V! U
cosa sina O
L ]= {sina cosa O]
0 0 1
[ cosa sina 0 0 O]fu]
—Sina.  cosa 0 0 O}V
0 0 cosa Sina 0 |qu
0 0 -—sina cosa Of|v,
0 0 0 1]|¢]
[ cosa sino 0 O 0
—sina cosa O 0 0
0 0o 1 0 0
0 O O cosa sina
0 0 O -sina cosa

(Plk}T

(3.10)
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3.6. PHEP CHUYEN TRUC TOA PO

Ma tran bién doéi toa doé [T]e cta PT thanh hai dau khép
chiu uén ngang phang va kéo nén

[Li]:{co_soc sinoc} [Lk]:{co.soc sina}
—Sino.  cosa —Sino.  cosa
[ cosa  sina 0 0 |
K - . [T] _ —sino.  cosa 0 0
0 0 cosa sina (3.11)
- X 0 0 -sina cosa |
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE - VEC TO
TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Hé két cau duwoc rdi rac hoa thanh m PT, c6 m phwong trinh

can bang cho tat cad m PT trong hé toa dé riéng cua tirng PT.

Khi chuyén vé HTDC cla toan két cau, gop cac phwong trinh
can bang cla trng PT trong ca hé, thu dwoc phwong trinh can

bang cho toan hé két cau trong HTDC:

[K}{8'} ={F} (3.12)

Lwu y xép dung vi tri cha tirng thanh phan trong [K], va {F}.

vao [K’] va {F}




3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Ap dung cach ddnh sé ma

M6i thanh phan trong vecto chuyén vi nit va trong vecto tai trong

nat twong ing dwoc dung 2 sé ma dé dat tén:

« SO mé cuc b 1a s6 ma tir 1 dén n, (v&i n, la s bac tw do cla
PT e). Day chinh la th&r tw sap xép trong vecto {8}, va {F’}, cla
PT e.

« S6 ma toan thé 1a s6 ma tr 1 dén n (véi n 1a sb bac tw do cla
hé). B6 chinh la thi tw sap xép trong vecto {8’} va {F’} cla toan

hé két cau.
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Ap dung cach ddnh sé ma
- M@i thanh phan cua [K'], va {F}, twong (rng v&i mot s ma cuc
bd cda chuyén vi nit cu thé. Can c vao s6 ma toan thé cua
chuyén vi nt cu thé nay ma sap xép vi tri cta thanh phan cuaa
[K’], va {F’}, vao dung vi tri trong ma tran [K’] va vecto {F’} cua

toan hé két cau.
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Ap dung cach ddnh sé ma

Vi du 1. Thiét 1ap ma tran do cing tong thé [K’] va vecto tai trong

nUt{F’} cta toan hé két cau cua hé sau: (12 (343) (67)
il
Lap bang s6 ma
- - - .9
Phan t& SO ma cuc bd L» i
TT | Loai o |12 (3|4 |56
S ma toan thé
1 p—4| 0 |1]2|3|4|5
2 [—4| O 4 |56 |7
3 |p—|-90°|3 |4 |8 |9
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

V&i moi PT, l1ap ma tran do cing [K'], va vecto tai trong nut {F’}, trong

HTDC: CB1 2 3 4 5
1] a,, 11 d, |1
2la,, a,, (dx) 2 d,|2
[Kl]l =383 a3 g 3 ;{F'}l =<d, 3
4la, 8, 8,5 Ay 4 d, |4
SlAy 8, 85 Ay Agg |O ds )5
1 2 3 4 5 TT
cCB1 2 3 4 5 .
1 by, 3 e |3
2| b, by (dx) 4 e, 4
[K']z =3| by by by S ;{F'}z =4€;¢5
4/b, b, b, Db, 6 e,|6
5[by, bg, by by, bgg |7 (€5 7
3 4 5 6 7 TT 4



3.7. GHEP NOI CAC PHAN T - MA TRAN DO CU'NG TONG THE -
VEC TO' TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

V&i moi PT, l1ap ma tran do cing [K'], va vecto tai trong nut {F’}, trong

HTDC:

1l c,, 3 (f]3

[K ] _ 2/C, Cyy (dX) 4 {F } _. f, >4
° 3 C31 C32 C33 8 ’ ° f3 8
4_C41 C42 C43 C44_9 \f4) 9

3 4 8 9TT
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN PO CI’NG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Ma tran dé cirng tdng thé va ma tran tai trong tbng thé

all 1

Ay; 8y dx 2

a31 a32 (a33 + bll + Cll) 3

a, Qd (a43 + b21 + C21) (a44 + bzz + sz) 4

[K '] = a51 a52 (a53 + b31) (a54 + b31) (a55 + b33) 5
0 0 b41 b42 b43 b44 6

O 0 b51 b52 b53 b54 b55 7

0O O Csyy Cs, 0 0 0 c, 8

0 0 Cyuy C,, 0 0 0 ¢, c,u|9

1 2 3 4 5 6 7 8 9
{(Fh={d, d, (d;+e +f) (d,+e,+f,) (d;+e,) e, e; f, f4}T
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Xw ly diéu kién bién

Hé phwong trinh can bang cda hé khi chwa gan diéu kién bién cé dang:
K8} ={F)

- Hé phwong trinh trén suy bién, khong xac dinh dwoc nghiém do [K'] la

ma tran déi xirng nén co det [K’] =0
- Vé mat co hoc la hé bién hinh

- Dé& hé Ia bat bién hinh can gan cho hé cac diéu kién bién (cho mot sé
chuyén vi nut nao do bang 0 hay bang mét gia tri xac dinh). Ldc nay

phwong trinh can bang cliia toan hé khéng suy bién va cé dang:

K% =(F= |  (3.13)
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Cac trwdng hop diéu kién bién

« Trwong hop 1: Thanh phan chuyén vi tai mét nit cia PT bang 0 do

twong tng vai cac thanh phan chuyén vi nay Ia cac lién két véi dat

« Truong hop 2: Thanh phan chuyén vi nat cho trwéc mét gia tri xac
dinh, thi du A, = a (hay lién két twong &ng véi cac thanh phan chuyén

vi nGt §., chiu chuyén vi cwdng blrc co gia tri bang a)

Trwrong hop 1: Thanh phan chuyén vi tai mét nit cta PT bang 0
Xu ly bang céach:
« Cach 1: Khong cho s ma cta chuyén vj nat do, hay ghi 0. Viéc danh
s ma toan thé cta chuyén vi nat theo thr tw va vecto chuyén vi nat
cla toan hé chi bao gdm cac chuyén vi nat con lai.
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

« Cach 2: Cac hang va cot twong &wng véi sé ma chuyén vi nat bang
khong déu ghi s6 0. Trong ma tran do cing tong thé [K’] va vecto tai
trong nut tdng thé {F’} loai b hang, cbt twong rng v&i sé ma chuyén
vi nat bang khéng.

« Vidu 2: Thiét 1ap ma tran do cing tong thé [K’] va vecto tai trong nut
{F’} cia toan hé két cau (co xét t&i diéu kién bién).

Lap bang s6 ma khi xét t&i diéu kién bién:

Phan tcr S6 ma cuc bd gﬁi r:r;:zw g;
TT | Loai a |11213/4|5]|6
S0 ma toan thé
1 |—¢| 0 |0|0|1|2]3
2 |—4| 0 [1]2|3/0]0 LX 00
3 |p—4|-90°|1/2/00 AN
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN T - MA TRAN DO CU'NG TONG THE -
VEC TO' TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Lap ma tran do cung [K’], va vecto tai trong nut {F’}. cua

teng PT trong Bt o s 4 e

110 0 (00

2/0 0 (dx) 0 00
K'].=3/0 0 a, 1 {F, =4d, ¢ 1

40 0 a, a, 2 d, |2

5|0 0 a,, a, a;l3 d; /3

0O 0 1 2 3 TT
CB 1 2 3 4 5

1_b11 11 re1 1

2| by by (dx) 2 e,|2
[K ]2 =3|by; by by 3 {F }2 =185 3

40 0 O 0 0 0|0

200 0 O O 010 10J0
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU’ - MA TRAN DQ CU’NG TONG THE -

VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Céan clr vao bang sb

cB1 2 3
1_011
:2 C,, C, (dx)
30 0 O
4.0 0 O
1 2 0

O N =

0
OTT

o

-,
2 n
A

I\J_h
O O N -~

o o

trong nut tdng thé (c6 xét t&i diéu kién bién) nhw sau:

[K~]

(a33 + b11 + C11)
(a43 + b21 + C21)

(a53 T b31)
1

(a44 + bzz + sz)

(as4 T b32)
2

(dx)

(a55 T b33)
3

(Fr={(d, +e,+1) (d,+e,+f) (dy+e,)

ma, thu dwoc ma tran dé clrng va vecto tai




3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU' - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Trweong hop 2. Thanh phan chuyén vi nit cho trwédc mét gia
tri xac dinh
Vidu A, = a (hay lién két twong ing véi cac thanh phan chuyén vi

nat §., chiu chuyén vi cuwéng blre cé gia tri bang a).
C6 thé xt li theo 2 cach sau:

« Cé&chl: Trong ma tran dd cing tdng thé [K’] va vecto tai trong
nat tbng thé {F’} gan mot sb A c6 dd Ién bang vo clng lan lwot
vao cac vi tri : k., - thay bang (k,,, +A); f. - thay bang (K
+A).a

« Cach 2: coi cac chuyén vi cwdng blrc 1a cac nguyén nhan gay

ra tai trong tai cac dau nat cha cac PT chiu truc tiép chuyén vi
53

cwonda blrc.



3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU' - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

- Céac s6 ma PT, nat, chuyén vi nit van chon nhuw trwéc, nhung
chuyén vi nat twong ng v&i chuyén vi cwéng birc dwoc coi =
0.

- Vecto tai trong nut ltc nay 1a do chuyén vi cwdng blrc cac lién

X / T

két twa, {Pi}. =[T]. {Ps}.

dwoc tdng hop tr cac vecto tai trong nat {P’,}. cua moi PT c6 lién

két twa chuyén vi cudng blrc

tP. . nhan dwoc bang phan lwc lién két nit do chuyén vi cwéng

blrc gdi twa v&i dau nguorc lai.
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DQ CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Vi du 3. Thiét I1ap phwong trinh can bang cda toan hé va xac dinh

chuyén vi nat cta hé, | = 4m.
CéCh 1 Zﬁl:a E

Lap bang sé ma khi xét t&i didu kién bién:

Phan ter Sb ma cuc bd AL B 1.2; Cio.3; a8,
TT |Loal | o |1]2]3]4]5]6 1,;
S6 ma toan thée L
1 44| 0 |0]|0]1]2 ¥
4| 0° |1]2]0]|3
+—+f| 0° [0|3|/0]|0

Vecto chuyén vi nat cta toan hé két cau trong HTDC:

{6} ={6; 6, &3} ={vg @5 @c}'
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

X X X X 0 x x x x |0
' X X X X 0O BJ/x x x x |0
ML=l Eue eENE[1ITE|x < 3 61
| x x —6EJ/F 4EJ/I |2 x x —6 16 |2
12EJ/F 6EJ/PP x 6EJ/P|1  [3 6 x 61
K], = 6EJ/IF  4EJ/I x 2EJ/1|2_EJ|6 16 x 8 |2
2 X X X X 0 Flx x x x |0
_6EJ/|2 2EJ/1 x 4EJ/I |3 6 8 x 163
B X x % |0 (x x x x]0
[K'] | AEJ/l x x 325 x 16 x x|3
3 | x X x x[0 Plx x x x|0
X X x x|0 x x x x|0

Vi 8, = a, nén trong ma tran d clrng téng thé va vecto tai trong
nat ta gan moét s6 A c6 dd 1én bang vo cling lan lwot vao céac vij tri :
k,, - thay bang (k,, +A); f, - thay bang (k,, +A).a .



3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Ma tran dé clrng va vecto tai trong nut tdng thé (cé xét téi diéu kién bién)

(6EI/P+A) O 6EJ/I° |1

[K*]= 0 32EJ/F  8EJ/IP |2
6EJ/F  8EJ/P 32EJ/F |3

1 2 3

(F*}={-(6EJ/F+A)a 0 O}

Phwong trinh can bang cla toan hé két cau:

(6EJ/P+A) 0O 6EI/P | (5] [~(6EJIP +A)a)
0 323/ 8EJI/P |15, =1 0 >
6EJ/I>  8EJ/P 32EJ/P||3,] 0 |

Giai phwong trinh:

3 (PC O’ 2a 57



3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

Cach 2:

Hé dwoc chia thanh cac PT va dwoc”™” 50,1 602 D0 0

danh s6 nut nhw hinh ve E. i 2

Lap bang s6 ma khi xét t&i diéu X Phan tor Sé mé cuc bo
kién bién: TT | Loai o [1]2|3|4|5|6
. S6 ma toan thé
Vecto chuyén vi nut ¢
yen vinut ctia 4| o |o]ofo]1
toan hé két cau trong HTDC: 2 | +—4| 00 |0|1]0]|2
{81=1{6; 6, } ={ g oc}' 3 |4+ 0° |0]2]0]0

Xac dinh ma tran dd cing toan hé két cau trong HTDC (co xét t&i diéu
kién bién)

Lap ma trén d6 cieng [K'], cua tirvng PT trong HTDC:

X X X X 0 x x x x |0
[K'] X X X X 0 EJIx x x x 1|0
I Ix x x x 10 Plx x x x |0
A 1/1 1 10 1 58
X X X SJ/T 1T L X X X 1O 1L




3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

B X X x |0 (x x x x |0

[K'] _|X 4EJ/l x 2EJ/I 1:E x 16 x 1
2 |x X X x 10 P|x x x x |0
x 2EJ/l x 4EJ/I|2 x 8 x 162

B X x x]0 (x x x x]0

K], = x A4EJ/l x x ZZE x 16 x x|2
3 | x X x x|0 FFlx x x x|0

| X X x x |0 x x x x|0

Ma tran dd cirng (c6 xét téi diéu kién bién):

EJ[32 871
[K*]:?{s 32}2

Xac dinh vecto tai trong nut toan hé két cau trong HTDC (co6 xét tdi diéu
kién bien)
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3.7. GHEP NOI CAC PHAN TU - MA TRAN DO CUNG TONG THE -
VEC TO TAI TRONG NUT CUA TOAN HE

125 s 18Esaf " 18Eel) BES/ "
_1 /\ BEJas): T, f (
E z a=e § ;SEJEL" |
SE.Jal 12Ca
0 0 0 1

12EJ 6EJ 12EJ 6EJ)’
{P }123{_ E - 2 E - P }‘

A

0 1 0 2
12EJ 6EJ 12EJ 6EJ)'
{PA}Z =a |3 |2 B |3 |2

Vecto tai trong nit toan hé két cau trong HTDC (c6 xét t&i diéu kién bién):
EJ{ 0 }1 Phwong trinh can bang cla toan hé két cau:

(F*=—%
" 16a)2 EJ[32 87(s,] EJ[O
|8 32||8,] P |6a

Giai phwong trinh can bang: {51} {(PB _0,05a
5, i (Pc}_

0,2a 60



