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FINITE ELEMENT METHOD (FEM)
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3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Thực chất của phương pháp PTHH là tìm cách đưa việc giải các

phương trình vi phân để tìm ẩn hàm trên toàn bô ̣ kết cấu vê ̀ việc

giải các phương trình đại số để tìm các giá trị của hàm tại một số

điểm nút.

(1) Đưa việc giải PT vi phân (1)

để tìm hàm vê ̀ việc giải

PT đại sô ́ (2) để tìm gia ́ trị

của hàm v va ̀ đạo hàm của

nó tại các nút :
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3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Trình tự giải

Rời rạc hóa kết cấu liên tục thành các phần

tử hữu hạn. Xác định các thông số đặc

trưng va ̀ phương trình giải cho từng phần tử

Ghép nối các phần tử vào hê ̣ tọa

độ chung. Giải hê ̣ phương trình

xác định chuyển vị tại nút

Xác định trạng thái tại vị trí bất kỳ 

trong kết cấu
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3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Rời rạc hóa hệ thành các phần tử

Mô Mô hình PTHH

Loại bo ̉ các liên kết
va ̀ tải trọng

Tháo dời các PT

Định vị, đưa vê ̀ hê ̣ tọa
độ riêng của PT

PT mẫu
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3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Ghép nối và giải

Dạng PT

Đưa vê ̀ hê ̣ tọa độ chung

Ghép nối các PT vào hê ̣

Đặt tải trọng va ̀ liên kết

Giải hê ̣ phương trình
xác định chuyển vị tại
nút
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3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Ưu điểm của PP PTHH

• Phân tích được kết cấu phức tạp

• Hình học phức tạp

• Tải trọng phức tạp

• Điều kiện biên phức tạp

• Áp dụng rộng rãi trong các bài toán kĩ thuât

• Cơ học chất rắn

• Cơ học chất lỏng

• Truyền nhiệt

• Tĩnh điện học

• Áp dụng cho các loại vật liệu khác nhau 6



3.1. KHÁI NIỆM VỀ PP PHẦN TỬ HỮU HẠN

Nhược điểm của PP PTHH

• Lời giải chỉ là gần đúng

• Có lỗi cố hữu khi có các mô phỏng toán học không tương

thích với cơ học

• Đòi hỏi kĩ năng kĩ thuật để mô phỏng ( kiến thức toán va ̀ cơ

học)
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3.2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP PTHH

• Xây dựng bài toán: xác định dạng gần đúng của một hàm chưa biết

trong miền xác định V.

• Phương pháp PTHH không tìm dạng xấp xỉ của hàm cần tìm trên toàn

miền V mà chia miền V thành một số hữu hạn các miền con Ve (phần tử

thứ e), tìm dạng xấp xỉ của hàm cần tìm chỉ trong miền con Ve.

• Các miền con Ve được nối với nhau tại các đỉnh của phần tử gọi là

nút.

• Trong phạm vi mỗi một PT, đại lượng cần tìm được lấy xấp xỉ trong

dạng một hàm đơn giản được gọi là hàm xấp xỉ. Các hàm xấp xỉ được

biểu diễn qua các giá trị của hàm và có thể cả các giá trị của đạo hàm

của nó tại các điểm nút của PT. Các giá trị này gọi là các bậc tự do của

PT và được xem là ẩn số cần tìm của bài toán.
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3.2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP PTHH

Mô hình của PP PTHH

 Mô hình chuyển vị: ẩn là chuyển vị

 Mô hình cân bằng: ẩn là ứng suất (nội lực)

 Mô hình hỗn hợp: ẩn là chuyển vị và ứng suất
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3.2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP PTHH

Trình tự thực hiện bài toán theo PP PTHH 

(mô hình chuyển vị)

1. Rời rạc hóa miền khảo sát thành các PT

2. Chọn hàm xấp xỉ thích hợp cho các PT

3. Xây dựng phương trình cân bằng trong từng PT, thiết lập

ma trận độ cứng , vectơ tải trọng nút

4. Ghép nối các PT xây dựng phương trình cân bằng cho

toàn hệ

5. Giải hệ phương trình cân bằng

6. Xác định nội lực, ứng suất, biến dạng
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

• Miền khảo sát V được chia thành các miền con Ve hay còn

gọi là các PT có hình dạng hình học thích hợp

• Các PT được nối với nhau tại các nút, nút nằm tại đỉnh

hoặc biên của PT

• Số nút của PT phụ thuộc vào hàm chuyển vị định chọn
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

Bậc tự do

Bậc tự do của nút là chuyển vị thẳng va ̀ chuyển vị xoay tại các nút.
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

Vectơ chuyển vị nút của PT

Trong một PT, tất cả các thành phần chuyển vị nút được đánh sô ́

va ̀ sắp xếp theo thứ tự tạo thành vectơ chuyển vị nút của PT
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

Vectơ tải trọng nút của PT

Tải trọng tác dụng trong PT va ̀ tại nút của PT được thay thê ́ bằng

một hê ̣ lực tập trung tương đương (P,M) đặt tại điểm nút, tạo thành

vectơ tải trọng nút

Trong mỗi PT vectơ tải trọng nút có các thành phần tương

ứng với các thành phần của vectơ chuyển vị nút của PT
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

Vectơ lực nút của PT

Lực nút chính là nội lực trong các liên kết tại nút, được sắp xếp

theo thứ tự tương ứng với chuyển vị nút tạo thành véctơ lực nút  
e

S
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3.3. RỜI RẠC HÓA SƠ ĐỒ TÍNH

Điều kiện liên tục

• Tại mỗi nút mọi PT nối vào nút có cùng chuyển vị thể hiện bằng các

điều kiện liên tục tại các nút.

• Điều kiện biên tĩnh học (cân bằng lực) cũng được đảm bảo tại các nút.

Vectơ chuyển vị và tải trọng nút của toàn kết cấu

• Toàn bộ n chuyển vị nút của hệ được đánh số va ̀ sắp xếp theo thứ tự

tạo thành vectơ chuyển vị nút của toàn kết cấu

• Tương ứng với vectơ chuyển vị nút của toàn hệ có vectơ tải

trọng nút

 '
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

• Ý tưởng của phương pháp PTHH là xấp xỉ hoá đại lượng cần

tìm trong mỗi miền con Ve.

• Thay thế việc tìm nghiệm vốn phức tạp trên toàn miền V

bằng việc tìm nghiệm trong phạm vi mỗi PT ở dạng xấp xỉ

đơn giản.

• Hàm xấp xỉ đơn giản này thường được chọn dưới dạng hàm

đa thức vì những lí do sau:

• Đa thức - một tổ hợp tuyến tính của các đơn thức thoả mãn

yêu cầu độc lập tuyến tính như yêu cầu của Ritz, Galerkin.
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

• Hàm xấp xỉ dạng đa thức thường dễ tính toán, dễ thiết lập công

thức khi xây dựng các phương trình của phương pháp PTHH

và tính toán bằng máy tính. Đặc biệt dễ lấy đạo hàm, tích phân.

• Có khả năng tăng độ chính xác bằng cách tăng số bậc của đa

thức (về mặt lí thuyết đa thức bậc vô cùng sẽ cho nghiệm chính

xác). Tuy nhiên, trong thực tế ta chỉ lấy các đa thức bậc thấp

mà thôi.

• Hàm chuyển vị được nội suy theo gia ́ trị (gia ́ trị đạo hàm) của

thành phần chuyển vị tại các nút của PT
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

 Hàm chuyển vị quyết định mức độ chính xác của lời giải bài

toán va ̀ sự đơn giản trong thuật toán giải

 Chọn hàm xấp xỉ (chuyển vị) thích hợp theo điều kiện:

- Thỏa mãn điều kiện hội tu ̣ ( đảm bảo tính chính xác của kết

quả)

- Không mất tính đẳng hướng hình học

- Sô ́ tham sô ́ bằng sô ́ bậc tự do của PT (nội suy đa thức xấp xỉ

theo gia ́ trị các thành phần chuyển vị tại nút)
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Thanh chịu kéo nén đúng tâm có

chuyển vị u (theo phương x).

Hàm chuyển vị chọn như sau:

u(x) = a1 + a2x (3.1)

Thanh chịu uốn có chuyển vị v

(theo phương y) va ̀ chuyển vị xoay

Hàm chuyển vị chọn như sau:

(3.2)
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

• Biểu diễn hàm chuyển vị theo tập hợp gia ́ trị các thành phần

chuyển vị va ̀ có thê ̉ cả đạo hàm của nó tại các nút của PT

• Sô ́ tham sô ́ của đa thức xấp xỉ phải bằng sô ́ bậc tự do của PT,

tức là bằng sô ́ thành phần chuyển vị nút của PT

• Các Ni được gọi là các hàm nội suy hay hàm dạng

• Hàm dạng chứa các tọa độ các điểm nút của PT va ̀ các biến tọa

độ (x,y,z)

• Hàm dạng phải thỏa mãn điều kiện biên nên chọn tương thích

với hàm chuyển vị (cùng bậc)

1 2 1 i 2 k

2 3

1 2 3 4 1 i 2 i 3 k 4 k

u(x) a a x N (x)u N (x)u

v(x) a a x a x a x N v N N v N
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Xác định ma trận hàm dạng cho thanh kéo nén đúng tâm

Độ cứng EF =const

Vectơ chuyển vị nút của PT:

Hàm chuyển vị là đa thức bậc một :

u(x) = a1 + a2x(0  x  l)

Viết dưới dạng ma trận:

{u}={u(x)} =     1

2

a
P(x) a

a

 
 

 
1 x  
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Xác định ma trận hàm dạng cho thanh kéo nén đúng tâm

(3.3)

Các hàm N1(x)=
x

1
l

 
 

 
 và N2(x)=

x

l
 có tên là các hàm nội suy Lagrange bậc 1. 
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Xác định ma trận hàm dạng cho thanh chịu uốn

ngang phẳng

Vectơ chuyển vị nút:

Hàm chuyển vị v(x):
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Xác định ma trận hàm dạng cho thanh chịu uốn

ngang phẳng

Các hàm dạng N1(x), N2(x), N3(x), N4(x) còn được đặt tên là các hàm
H1(x), H2(x), H3(x), H4(x) . Đây là các hàm nội suy Hermite bậc 3.

(3.4)
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3.4. HÀM CHUYỂN VỊ - HÀM DẠNG

Hàm chuyển vị của dầm chịu uốn:

Đồ thị các hàm dạng xấp xỉ

của độ võng
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3.5. XÂY DỰNG PT CÂN BẰNG - MA TRẬN ĐỘ CỨNG CỦA PT

1. Biến dạng và ứng suất tại một điểm trong PT

• Quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị:

: ma trận chứa đạo hàm của hàm dạng

• Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng:

:ma trận đàn hồi, chứa các đặc trưng đàn hồi của kết

cấu

 B

 D
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3.5. XÂY DỰNG PT CÂN BẰNG - MA TRẬN ĐỘ CỨNG CỦA PT

2. Thê ́ năng toàn phần của PT

• Thê ́ năng toàn phần của PT

• Thê ́ năng biến dạng của PT

• Công của ngoại lực

• Ta có:

• Thê ́ năng toàn phần của PT

=

e

e  e = Ue - We 

eU

eW

        
TT

e e e e
V

1
U W B D B dV

2

 
     

 
          

TT T

ne e e
S

P N q dS
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3.5. XÂY DỰNG PT CÂN BẰNG - MA TRẬN ĐỘ CỨNG CỦA PT

3. Ma trận độ cứng của PT

• Đặt (3.5) gọi là ma trận độ cứng của
PT

• Ma trận độ cứng của PT chứa các đặc trưng cơ học va ̀ hình

học của PT

• là ma trận đối xứng nên tích cũng đối xứng.

• là ma trận vuông đối xứng, kích thước bằng tổng các

thành phần chuyển vị tại các nút của PT.
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3.5. XÂY DỰNG PT CÂN BẰNG - MA TRẬN ĐỘ CỨNG CỦA PT

4. Vectơ tải trọng nút của PT

• Đặt (3.6)

gọi là vectơ tải trọng nút của PT.

• được xây dựng bởi ngoại lực đặt tại nút PT va ̀ ngoại

lực đặt trong PT quy vê ̀ nút

 
e
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n n qe e e e
S
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3.5. XÂY DỰNG PT CÂN BẰNG - MA TRẬN ĐỘ CỨNG CỦA PT

5. Thiết lập phương trình cân bằng

• Công thức tính thê ́ năng toàn phần của PT:

• Theo nguyên lý dừng thê ́ năng toàn phần

• Áp dụng phép lấy đạo hàm riêng, thu được phương trình cân

bằng của PT thứ e:

(3.7)

              
T T

e e e e ee

1
K F

2

 


    
 

e
e

e

0 0
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

• Hê ̣ tọa độ riêng (hê ̣ tọa độ địa phương ) : HTĐR (x,y,z)

• Hê ̣ tọa độ chung (hê ̣ tọa độ tổng thê ̉ của kết cấu): HTĐC (x’, y’,

z’ )

• Trong HTĐR xyz với PT thứ e : {F}e ,[K]e, {}e lần lượt là vectơ

tải trọng nút, ma trận độ cứng và vectơ chuyển vị nút PT .

• Trong HTĐC x’y’z’ với PT thứ e : {F’}e ,[K’]e, {’}e lần lượt là

vectơ tải trọng nút, ma trận độ cứng và vectơ chuyển vị nút PT

• Thiết lập mối quan hệ giữa {}e và {’}e:

{}e =[T]e {’}e

trong đó :   [T]e - là ma trận chuyển đổi các thành phần chuyển vị

nút từ hệ toạ độ chung x’y’z’ về hệ toạ độ riêng xyz (gọi tắt là ma

trận biến đổi toạ độ).
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

• Vectơ tải trọng nút {F}e phù hợp về thứ tự, phương và dấu với
vectơ chuyển vị nút {}e nên có thể viết:

{F}e =[T]e {F’}e

• Thế năng biến dạng toàn phần của PT e sẽ là:

• Ma trận độ cứng trong HTĐC

• Vectơ tải trọng nút trong HTĐC

{F’}e =[T]Te {F}e

              
T T

e e e e ee

1
K F

2

                     
T TT T

e e e ee e e e e

1
' T K T ' ' T T F'

2

             
T T

e e e ee

1
' K ' ' ' F '

2

[K’]e = [T]Te [K]e [T]e [T]Te [T]e = [I] [T]Te = [T]-1e
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

Ma trận biến đổi toạ độ [T]e của PT thanh 2 đầu nút cứng

chịu uốn ngang phẳng va ̀ kéo nén

Vectơ chuyển vị nút của PT trong HTĐR Vectơ chuyển vị nút của PT trong HTĐC

Xét quan hệ chuyển vị nút tại đầu i giữa HTĐC của kết cấu và HTĐR của
PT:

   
T

i i i k k ke
u v u v       

T

i i i k k ke
' u' v ' ' u' v ' '   

ui = u’i .cos + v’i.sin 

vi = - u’i .sin + v’i.cos 

i = ’i 

  
i i

'

i i i i

i i

u cos sin 0 u

v sin cos 0 v L

0 0 1
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

Ma trận biến đổi toạ độ [T]e của PT thanh 2 đầu nút cứng

chịu uốn ngang phẳng và kéo nén

Xét với cả PT i-k, quan hệ giữa {}e và {’}e được biểu diễn:

(3.8)

   
   

        
              
             

        
        

        
     

            

i i i

i i i

ii i i

kk k k

k k k

k k k

u u ucos sin 0 0 0 0

v v vsin cos 0 0 0 0

L 0 0 0 1 0 0 0

0 Lu u u0 0 0 cos sin 0

v v v0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1









 
e

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
T

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

  
 
  
 
 

  
  

   
 
 

k i k i

2 2

k i k i

x x y y
cos c ;sin s ;

l l

l (x x ) (y y )
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

Ma trận biến đổi toạ độ [T]e của PT thanh đầu i

nút cứng đầu k khớp chịu uốn ngang phẳng và kéo nén

Vectơ chuyển vị nút của PT trong HTĐR va ̀ HTĐC:

(3.9) (3.9)

   
T

i i i k ke
u v u v      

T

i i i k ke
' u' v ' ' u' v '  

 i

cos sin 0

L sin cos 0

0 0 1

  
 

   
 
  

 k

cos sin
L

sin cos

  
  

   

   
   

        
                     

           
               
               

i i i

i i i

i

i i i

k

k k k

k k k

u u ucos sin 0 0 0

v v vsin cos 0 0 0
L 0

0 0 1 0 0
0 L

u u u0 0 0 cos sin

v v v0 0 0 sin cos

 

  
 
  
 
  
 

  
    

e

cos sin 0 0 0

sin cos 0 0 0

T 0 0 1 0 0

0 0 0 cos sin
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

Ma trận biến đổi toạ độ [T]e của PT thanh đầu i khớp

đầu k nút cứng chịu uốn ngang phẳng và kéo nén

Vectơ chuyển vị nút của PT trong HTĐR và HTĐC:

(3.10)

     
T

i i k k ie
u v u v      

T

i i k k ke
' u' v ' u' v ' '

 

  
 

   
 
  

k

cos sin 0

L sin cos 0

0 0 1
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L

sin cos
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k
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u u ucos sin 0 0 0

v v vsin cos 0 0 0
L 0

u u u0 0 cos sin 0
0 L

v v v0 0 sin cos 0

0 0 0 0 1
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3.6. PHÉP CHUYỂN TRỤC TỌA ĐỘ

Ma trận biến đổi toạ độ [T]e của PT thanh hai đầu khớp

chịu uốn ngang phẳng và kéo nén

(3.11)

 
  

  
   

i

cos sin
L

sin cos

 

  
 
  
  
  
 

   

e

cos sin 0 0

sin cos 0 0
T

0 0 cos sin

0 0 sin cos

 
  

  
   

k
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L

sin cos
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ - VÉC TƠ 
TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

• Hệ kết cấu được rời rạc hoá thành m PT, có m phương trình

cân bằng cho tất cả m PT trong hệ toạ độ riêng của từng PT.

• Khi chuyển về HTĐC của toàn kết cấu, gộp các phương trình

cân bằng của từng PT trong cả hệ, thu được phương trình cân

bằng cho toàn hệ kết cấu trong HTĐC:

[K’]{’} = {F’} (3.12)

• Lưu ý xếp đúng vị trí của từng thành phần trong [K’]e và {F’}e

vào [K’] và {F’}
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Áp dụng cách đánh số mã

Mỗi thành phần trong vectơ chuyển vị nút và trong vectơ tải trọng

nút tương ứng được dùng 2 số mã để đặt tên:

• Số mã cục bộ là số mã từ 1 đến ne (với ne là số bậc tự do của

PT e). Đây chính là thứ tự sắp xếp trong vectơ {’}e và {F’}e của

PT e.

• Số mã toàn thể là số mã từ 1 đến n (với n là số bậc tự do của

hệ). Đó chính là thứ tự sắp xếp trong vectơ {’} và {F’} của toàn

hệ kết cấu.
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Áp dụng cách đánh số mã

- Mỗi thành phần của [K’]e và {F’}e tương ứng với một số mã cục

bộ của chuyển vị nút cụ thể. Căn cứ vào số mã toàn thể của

chuyển vị nút cụ thể này mà sắp xếp vị trí của thành phần của

[K’]e và {F’}e vào đúng vị trí trong ma trận [K’] và vectơ {F’} của

toàn hệ kết cấu.
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Áp dụng cách đánh số mã

Ví dụ 1. Thiết lập ma trận độ cứng tổng thể [K’] và vectơ tải trọng

nút{F’} của toàn hệ kết cấu của hệ sau:

Lập bảng số mã

Phần tử Số mã cục bộ 

TT Loại  1 2 3 4 5 6 

 Số mã toàn thể 

1  0 1 2 3 4 5  

2  0 3 4 5 6 7  

3  -90o 3 4 8 9   
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Với mỗi PT, lập ma trận độ cứng [K’]e và vectơ tải trọng nút {F’}e trong

HTĐC: CB 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 TT

CB 1 2 3 4 5

3 4 5 6 7 TT 45

   

11 1

21 22 2

31 32 33 311

41 42 43 44 4

51 52 53 54 55 5

a d1 1 1

a a (dx) d2 2 2

K ' ; F'a a a d3 3 3

a a a a d4 4 4

a a a a a d5 5 5

   
   
    
    
   
   
      

   

11 1

21 22 2

31 32 33 322

41 42 43 44 4

51 52 53 54 55 5

b e1 3 3

b b (dx) e2 4 4

K ' ; F'b b b e3 5 5

b b b b e4 6 6

b b b b b e5 7 7

   
   
    
    
   
   
      



3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Với mỗi PT, lập ma trận độ cứng [K’]e và vectơ tải trọng nút {F’}e trong

HTĐC:

CB 1 2 3 4

3 4 8 9 TT

46

   

11 1

21 22 2

33
31 32 33 3

41 42 43 44 4

c f1 3 3

c c (dx) f2 4 4
K ' ; F'

c c c f3 8 8

c c c c f4 9 9

   
   

     
   
     



3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Ma trận độ cứng tổng thể và ma trận tải trọng tổng thê ̉

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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41 42 43 44
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a a dx 2

a a a b c 3

a a a b c a b c 4

K ' a a a b a b a b 5

0 0 b b b b 6

0 0 b b b b b 7

0 0 c c 0 0 0 c 8

0 0 c c 0 0 0 c c 9
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Xử lý điều kiện biên

Hê ̣ phương trình cân bằng của hê ̣ khi chưa gán điều kiện biên có dạng:

- Hệ phương trình trên suy biến, không xác định được nghiệm do [K’] là

ma trận đối xứng nên có det [K’] =0

- Vê ̀ mặt cơ học là hê ̣ biến hình

- Để hệ là bất biến hình cần gán cho hệ các điều kiện biên (cho một số

chuyển vị nút nào đó bằng 0 hay bằng một gia ́ trị xác định). Lúc này

phương trình cân bằng của toàn hê ̣ không suy biến va ̀ có dạng:

(3.13)

    K' ' F' 

     K * * F *
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Các trường hợp điều kiện biên

• Trường hợp 1: Thành phần chuyển vị tại một nút của PT bằng 0 do

tương ứng với các thành phần chuyển vị này là các liên kết với đất

• Trường hợp 2: Thành phần chuyển vị nút cho trước một giá trị xác

định, thí dụ m = a (hay liên kết tương ứng với các thành phần chuyển

vị nút m chịu chuyển vị cưỡng bức có giá trị bằng a)

Trường hợp 1: Thành phần chuyển vị tại một nút của PT bằng 0

Xử lý bằng cách:

• Cách 1: Không cho số mã của chuyển vị nút đó, hay ghi 0. Việc đánh

số mã toàn thể của chuyển vị nút theo thứ tự và vectơ chuyển vị nút

của toàn hệ chỉ bao gồm các chuyển vị nút còn lại.
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

• Cách 2: Các hàng và cột tương ứng với số mã chuyển vị nút bằng

không đều ghi số 0. Trong ma trận độ cứng tổng thể [K’] và vectơ tải

trọng nút tổng thể {F’} loại bỏ hàng, cột tương ứng với số mã chuyển

vị nút bằng không.

• Ví dụ 2: Thiết lập ma trận độ cứng tổng thể [K’] và vectơ tải trọng nút

{F’} của toàn hệ kết cấu (có xét tới điều kiện biên).
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Lập ma trận độ cứng [K’]e và vectơ tải trọng nút {F’}e của
từng PT trong HTĐC:
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Căn cứ vào bảng số mã, thu được ma trận độ cứng và vectơ tải

trọng nút tổng thể (có xét tới điều kiện biên) như sau:

 
 
   

     

        

33 11 11

43 21 21 44 22 22

53 31 54 32 55 33

T

3 1 1 4 2 2 5 3

a b c (dx) 1

K * a b c a b c 2

a b a b a b 3

1 2 3

F * d e f d e f d e
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Trường hợp 2. Thành phần chuyển vị nút cho trước một giá

trị xác định

Ví dụ m = a (hay liên kết tương ứng với các thành phần chuyển vị

nút m chịu chuyển vị cưỡng bức có giá trị bằng a).

Có thể xử lí theo 2 cách sau:

• Cách1: Trong ma trận độ cứng tổng thể [K’] và vectơ tải trọng

nút tổng thể {F’} gán một số A có độ lớn bằng vô cùng lần lượt

vào các vị trí : kmm - thay bằng (kmm +A); fm - thay bằng (kmm

+A).a

• Cách 2: coi các chuyển vị cưỡng bức là các nguyên nhân gây

ra tải trọng tại các đầu nút của các PT chịu trực tiếp chuyển vị

cưỡng bức.
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

- Các số mã PT, nút, chuyển vị nút vẫn chọn như trước, nhưng

chuyển vị nút tương ứng với chuyển vị cưỡng bức được coi =

0.

- Vectơ tải trọng nút lúc này là do chuyển vị cưỡng bức các liên

kết tựa,

được tổng hợp từ các vectơ tải trọng nút {P’}e của mỗi PT có liên

kết tựa chuyển vị cưỡng bức

nhận được bằng phản lực liên kết nút do chuyển vị cưỡng

bức gối tựa với dấu ngược lại.

     
T

e ee
P T P
 
 

 
e

P
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Ví dụ 3. Thiết lập phương trình cân bằng của toàn hệ và xác định

chuyển vị nút của hệ, l = 4m.

Cách 1:

Lập bảng số mã khi xét tới điều kiện biên:

Vectơ chuyển vị nút của toàn hệ kết cấu trong HTĐC:

{*} = {1 2 3}
T = {vB B C }T

Phần tử Số mã cục bộ 

TT  Loại  1 2 3 4 5 6 

Số mã toàn thể 

1  0o 0 0 1 2   

2  0o 1 2 0 3   

3  0o 0 3 0 0   
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Vì 1 = a, nên trong ma trận độ cứng tổng thể và vectơ tải trọng

nút ta gán một số A có độ lớn bằng vô cùng lần lượt vào các vị trí :

k11 - thay bằng (k11 +A); f1 - thay bằng (k11 +A).a

  3 2 21

2

0 0

0 0EJ
K '

12EJ/ l 6EJ/ l 1 l 3 6 1

6EJ/ l 4EJ/ l 2 6 16 2

          
   
       
    
        
   
        

 

   
   

    
         
   

   

3 2 2

2

22

2

1 3 6 6 112EJ / l 6EJ / l 6EJ / l

2 6 16 8 26EJ / l 4EJ / l 2EJ / l EJ
K '

0 l 0

3 6 8 16 36EJ / l 2EJ / l 4EJ / l

  23

0 0

4EJ/ l 3 16 3EJ
K '

0 l 0

0 0
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VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Ma trận độ cứng và vectơ tải trọng nút tổng thể (có xét tới điều kiện biên)

Phương trình cân bằng của toàn hệ kết cấu:

Giải phương trình:

 

 

    

 
 

  
 
  

  

2 2

2 2

2 2 2

T
2

6EJ / l A 0 6EJ / l 1

K * 0 32EJ / l 8EJ / l 2

6EJ / l 8EJ / l 32EJ / l 3

1 2 3

F * 6EJ / l A a 0 0

 2 2 2

1

2 2

2

2 2 2

3

6EJ/ l A 0 6EJ/ l (6EJ/ l A)a

0 32EJ/ l 8EJ/ l 0

6EJ/ l 8EJ/ l 32EJ/ l 0

      
    

      
          

1 B

2 B

3 C

v a

0,05a

0,2a
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3.7. GHÉP NỐI CÁC PHẦN TỬ - MA TRẬN ĐỘ CỨNG TỔNG THỂ -
VÉC TƠ TẢI TRỌNG NÚT CỦA TOÀN HỆ

Cách 2:

Hệ được chia thành các PT và được

đánh số nút như hình ve ̃

Lập bảng số mã khi xét tới điều

kiện biên:

Vectơ chuyển vị nút của

toàn hệ kết cấu trong HTĐC:

{*} = {1 2 }T = { B C }T

Xác định ma trận độ cứng toàn hệ kết cấu trong HTĐC (có xét tới điều

kiện biên)

Lập ma trận độ cứng [K’]e của từng PT trong HTĐC:

Phần tử Số mã cục bộ 

TT  Loại  1 2 3 4 5 6 

Số mã toàn thể 

1  0o 0 0 0 1   

2  0o 0 1 0 2   

3  0o 0 2 0 0   

 

  21

0 0

0 0EJ
K '

0 l 0

4EJ/ l 1 16 1
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Ma trận độ cứng (có xét tới điều kiện biên):

Xác định vectơ tải trọng nút toàn hệ kết cấu trong HTĐC (có xét tới điều
kiện biên)

  22

0 0

4EJ/ l 2EJ/ l 1 16 8 1EJ
K '

0 l 0

2EJ/ l 4EJ/ l 2 8 16 2

          
   
   
    
          
   
      

  23

0 0

4EJ/ l 2 16 2EJ
K '

0 l 0

0 0

          
   
     
    
          
   
          

  2

32 8 1EJ
K *

l 8 32 2
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Vectơ tải trọng nút toàn hệ kết cấu trong HTĐC (có xét tới điều kiện biên):

Phương trình cân bằng của toàn hệ kết cấu:

Giải phương trình cân bằng:

 
T

3 2 3 22

12EJ 6EJ 12EJ 6EJ
P a

l l l l


 
  

 

  2

0 1EJ
F *

l 6a 2

 
  

  1

2 2

2

32 8 0EJ EJ

l 8 32 l 6a

    
    

    

B1

C2

0,05a

0,2a
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